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N T R o o u e .e. O . N, 

.. . . ; 
en las últimas:·tres déc~das>,hacia: :;el'.l ·proCesamiento~ digi~aL., de 

sef'íales~· en razón 'de· las·~tacilidades que ·presen~a:su'~·imPtari.taciOn·. 

,".:t• 

De tal forma, una.de tantas ~pl_~.C:.~~i~~.es;q~i;:;· .s.r:,.. h~~~r:'' 

son reflejadas; por ejemplo, .en los,. centr:-os .·.: ho~~i~-~-~arios •.. _en 

donde las imagenes. radiol6giC::as _como .son:\~· -.::,.;.;:-'.;.~·c:'!".~9~af~·a.s_,« 

radicgrafias, angiograf1as e imagen~.s d~. re~o!;lar1-ci.~·-~.ma_~~t:~_ica; >.,a} 

ser procesadas mediante técnicas digitales -P~_!'"mit~~'. '· Ü-~ "acc_e_so y 

almacenamiento má.s eficiente, as1 ·-como -la p'os.ibi~.idad de un 

diagnóstico automatizado. 

Sin embargo, existen algunos ··problemas en el 

procesamiento, y repres~nta la necSsidad de cont.:.r con métodos 

eficientes para almacenar-y transmitir senates, puesto que ~stas~ 

en forma digital requieren de una gran cantidad de memorifi~. o bien 

de un ancho de banda grande. Y la solución a t~les probl_emas 

radica en incorporar a los sistemas de procesamie.nto digit~l. de 

seNales, las técnicas de compresión de datos. 



El·, presente .trabajo~ .,trata de _dar. de una . forma general 

como es que se ·po;~ce~an<_l~s _sE!n_~les'-a1~~to'rias, y· no aleatorias, en 

e 1 pr.ocesa~iE!n t~ ·~. d·i~·¡·t~ 1-· de-:':sérsa les.· __ 

í·_; .. ;·;c:· 

La :Té.sis está' C'c;m~~-eSta P.~r .. 5 ~·-~-~--~i-t~·l~s··~ ~--··en;" dende en el 
.. , . " ' ~ ~.; - ,_, -

:::: t~:o~::.--K:::~:;;~~-~i::t~~t¡~,;~~g~~-s-~~;:~:_;:~;:_¡:_:1:;~:1~::: le:~ 
Cc~ceP·~º~.' Co·:;C:-,:-::·~--~'./rR·é~-¡~~~'; el valor~esperado de Una ·\J~r1·ab1e·, ":·la 

·'' -·' ;. :.2 !';·... > ;. -¡ ,f.~ ,' • ... '.-.. variancia. y ·· cov:orianc_ia' para casos discre~os .·o continuos!. También, 
se máneJán l~s -~~n·~~~to~ C;cl~'l~:~:6~~:1~~Í~ii},¡,:¡~~;·~~~~~~f~ei~ci6n ·en 
pr:-ocesos. · ·~i-.;at'o~i~-~-; :)::".>J~nt~¡·:··:~ . :·,¿~~'.~-~ :~:::,"~U'~::./t:~; ~~~~¡-~~~·~~~\_;~;. :, mAs 

. ' ---~ "-" ·.' <-· -:,.. ·. '-• ¡f"• .,., 

caral: teriSt'i:"c:as'.-. ~·TD;n~¡,dQ··. Sí(~ ~u·énta;··{_qü,;r á~f,t_;d·~~,·- "~:-~:~~~r~'S·~·¡..¡~ ie~\ · son 
~~- 1 c:·,.. -· ··:_ :<... f'.'· , . .. ¡::.·, '":::··. 

manejadaS· .. en-c.;f~-r~·a ·'dé . funC:i6n~·,~;: y_·. -la ~:_,,:~a·r:1:ab.1~:~\ P:~~r1C~~a_l ··de la 

funci.6n··es '91 ti~,;¡pc;·~:.: ~~~~_:. :~~;::.... ~·~< 

: ·. ~ t~;.~~- ', _.,,:; .. 
En· {el c:T~~ ~~lo~J:~ 2·~:~:{ ;se ~~-·~~~-~:;:~·-:-~equS~~~(:~t~-, de la 

transfo~~-~~~i~~ de ~~~~~·,~~;-:.o:~U~" es.~~-,:~·~~~·~- ~s-~'.:·utiii~·~,~-;1 ·:~-- anAli~is 
.de Four1Sr > Ei'~ -~·~¡~~·r· a·n'A1'i~1-s-: es "~~;:~\;1>~ ~~5-~'·;·ct~·~;~~~~1 ·;; ~~ntinua '· . 

que dand~·: :.~·~·~~-á~:i~·:¡~~~:c:~-;-~~~-~ :·:.~:~~-A~,i~i~·:: .. ~-~~ti;~·~:.~~)~-~~· :.~~·F~~r·i'~':.· '-El 

seg~ndo,' es ~~~a el·}~~~~·-d~':-~~f.t~:i.:.~i"!:sc-~~~~'/i ~:~~·¡:~,;ta ~J."~;~~~·~~¡'.-~>se le 

conJu'ga a· inezC1'.:\'-' c~~---o.:t·~~-: ::~(~·~~:: :·~~:\ .se_nales\· 5·~-é-~,~~~;:ia~'·=· para·· su 

-anAl.isis y _:~d~~-~-~ci·~~,>-¿·ue ·el ~bj~-tiv~··-Princ:iP,;¡1.·-es ·,tenerlas en 
' - " i.·· ,: . 

forma Óptima 'para ~U -procesanlier1t'o··. 

><ii 



Un resultado de este tipa de análisis, es la 

Transformada Discreta de Fourier ,(DFT) y la Transformada R~pida de 
-•.. --, ("'• ,-, ' -

Fourier (FFT) ,. que son ,'"las transformaciones biisicas, para el 

procesamiento ·d·J.91t~J." .de- sei"íales· • 
. ""::·~i .. ~'t:.-;·~:·q . . ·:;<:~.;----

'};._~---. .>; -
·En ~el·,¡ca·pt'túló '3 se .. d~. ún'· vistazo a la compresión 'de 

del muestreo; 

sig~ie~_do'con· ¡·~·: 1~~dJi·a~i6~\d~-p~-~~o~·codificados de tipo PCM .- y 
.;~\;/:¡;~·.:-.:~:::- ·:~-~-->;\~· "< ~";~ ·:-... • 

oPcM~ a~-.;,': son la·.base ·.:· priÍlciPal :.: de· la compresión de seftales. 
'' ' !\'?'·!, <' =~·~:~;~-/_;.~·:.: .. '_:.;::}.:,: r;;{_, -->' 

:T a-mbÍén', ·.se_ hab 1 a·'. del''. procesamiento : de,. imagenes, 
; ,;·,:-_:.::.-:.r\,,,-;--- - l;_:.;,< 't>,;-_- -.-·~,J:'~.,-~·-"· 

la 

cual,- se· trata de las· técnicas ... bA.sicas; de. compresiOn '·de' 1 imagenes, 

a.lgunas de.- la cual&s. 

transfor~_ada, etc. 

de 
«' 

pi>cet, · ~.P~~.~1-;:'t1~a~ ,por 

En el· capitul~ 4, ~~:.-.~~-;;un vistazo a los estimadÓres · 
----· -~::· '.0 

espectrales, que. so~ senal_e~ ~-e:: .ti~i:> ,:.~,~.mción';. c~~~ t'a"s ventanas' de 

tipo Rec tá.ngu 1 ar' de Hammlng-H80n; ::- da·_· Bl aCk~an' 
• <' ~ .«; f, · e - -.;_- • •, : ~ -~. 

estimadores son· aplicados· a ·las. seNateS··-~~: _·pr·ocesamiento digital 

para una mejor aplicación.de ei:.ta"sertales. 

·.~-,J'..,:- , ' ::::·-

sentido 

Su aplicación- -radica ·e~':·pro'c:eso de· tipo estacionario de 

ampl.io~ Tambi~ri-: .<~-~~\;~~- t~do~ los tipos de estima.dores que 

eMisten come ' son el·.· estimador erg6dico, de correlación, 

polarizado, de autocovarianza, paramétrico, de Bartlett, de 

Blackman, de Burg,etc. 

xiil 



En el capitulo 5, astá dedica a las aplicaciones qua se 

le dan al procesamiento digital de seftales. En priMer plano estA 

dedicado·· al .f~ltro-i::'igital, del cu"al·se desprende la aplicaci.ón 
-·::.: :;· ·'-"~ ;,._- ¡ :, •'. . ·'::, '· • -: ' 

del filtró de-'respuesta impulso_ finito (FIRl y al filtro de 

respuesta ·.1:;;.p~1so··-(~~f_initÓ _(IÍR>·. En ambos filtros se dan los 

paSos. neCeSa.r:-!Ds par.~ su;. di Sen~ e implementación de los dos tipos 
--.-C''i""· 

·d,. ·filtros FIR e I.IR./ ... 
-

se ven las estructuras y tnétodos de 
. _,. •·.: ¿' ·.·,.~_; ,,__n•_'o)_ - ;J . 

programación de-__ los· diferentes tipos de ci.rcuitos integrados mA.s 
·':,.-,, ~~:.;;'.,,k-"<; .. :·:::_.;:<';-., - ~: ~ :>~·~.>:·~·-'·~·,Í 

comónmente~ usados~:en ·a1··marcádo que procesan sef'S'ales digitales!" 
, ~ ~~ .; ··· :.,} ·,·::·- :~'"_,_:'.;_ · )¿.'·_;1F1 _;;~~'.<..;:',., ·-: ,1,'_,; __ '°' ,~ '.\-~' 

mejor CoñocidOS·':.·como ·"1cis 'DSP <,digital signal processor). 
-: ·:. ·-~~~;~ .-' , •. ; ~~--·: :·.-,: :. -- :,,": ·,- ·"" ' ~-,\.:.«<;-

l :_-; .• -·-e·.--~-- - _- -

punto -f~jo y los DSP _d_Ef_-~unto -'flotante. En los do punto fijo se 

analizaran los chips ·TMS320C25 de Texas·Instruments y el DSP56001 
''. - . -,~ ¡, '·, ' - ' , •, . 

de Motorola. ~~ra -1.os_ de·· punto flotante serán los chipi:- DSP9b002 

de Motorola y 'TMS320C:3o de ·TeXas -Inst'ruments. 

xlv 



CAPITULO 1. 

E:STADlSTICA DE: INF'ORHACION. 

1.1- MEDIA. 

Para poder comprender el .concepto, el· siguiente ejemplo 

d.I. una idea general. Si Se lanzan· doS_ mona.das al a:l're ·,lb ~ec~s· y X 
' ··;.;,: , .. _. - -,·_~>· -, 

representa el nt:lmero '.de_ :·c;aras :, .que ocurren por lanzamiento, 

entonces las val.areS'·.de:-)f--s-~n: o/·.·1 ··y 2. ·En doride se obtienen cero 

caras 4 veces·~-' u'n~--~·~;.:~~7·~:v~ces ··y dos e.aras. 5 veces. El. ·pr~m-~dÍ.~ 
de caras 'µ~~- i~z~:~i~nta···d·~ 1'a~ ci~s mon&d-as es : -

- .,._ ; . ,;;-:;, ·"'.;:_~,_¡ ~:q··~¡,; 

J..Ob 
. . . 

Este as Un vai'~~--P-~'o~~dt~· -Y no n~ces~'ri~~e.;t~··· un' resultado de 

d~cho éJ~,npJ~-~ ~-~'~és~e y~'ior-~· p·ron:ied~o ~e l~~é:ó~óce·:_cam_O media de 

Z.a uariabl.e ·ai.e~Íor~~ X y -~e-·repr'e~e~t~-~co~~-·-~!.~: .. ,.:.-:: o'""&'i:m.pJ~m~ntR 
. '. ·- -.- - ._ .-. _-,_· .. -· .. _ ,- ·~:.;)-,·.--~.;.·.~·;~--:-_:,,"····.-·X<~·.-;-::·-:/·_:-,-,··-·,_.·.·._ --

COmO µ, todo_ dependerá. de qué: tipo:de variable· aleatoria se trate. 

También es ~ ·Ccmon·:~ de';iigna~.-- a -- este -~--:~~lo;" como e!'perariza o 

eXpeC-tO.t tVá ~~t'emá.t t-c~. ··c,<bien ~o.me -_va~i~ -~-;;,~~ad~~: d& la variable 

X," y ~~~r~Se-~t~~_rl~ cO~f:J ·~ex~. 
El · .m.étodo · descrito antes para calcular el númvro 

esP~r-~do d~· car~~·· en -~.:ida ti;ad~· de 2 monedas, indica que la media 

o valor esperado de una variable aleatoria discreta puede 

obt~ne~se mult~plicando cada una de los valores x
1

• x
2

, ••• , xn de 

la variablü aleatoria X por su probabilidad correspondiente /(x1>, 

/(xz), ••• ,/<xn) y sumando luego los resultados. De tal forma que, 

al conjunto de pares ordenados (x,/(x)) se le denomina función de 

probabilidad o distribución de probabilidad de la variable 

aleatoria discreta X. Sin embargo, esto se verifica sólo si la 

variable aleatoria es discreta. En el caso de variables aleatorias 

continuas, la definición del valor esperado es en escancia la 

misma. sólo que las sumatorias se reemplazan por integrales. 



Definición de la ~la.- Sea X una variable aleatoria 

con dLstribución de probabilidad /Cxj! La 1'W1dia o valor esperado 

d8 X es : 

µ = ECX> = t x/Cx> (1.1) 

si X es discreta, y 

"' µ - ECX> = r x/Cx> dx (1.2) 
-a 

' . . . 
El considerar. ·ahora a una función d'(X) de la variAble 

aleatoria X; ·es 'dec-ir; ·que ·a , cada valor da,. 6'X> &e , determina 

conociendo un .valor··_especificO'_de ·X.' Por &Je~p-lo~ 6CX.> puede ser 
XZ 6. 3)c __ ·, 1·, da >man~-r~·~,~~~'.:'S1S.~~r~ .. que x· t~me el . valor. 2~ 6CX:> 

tOmará ··;,1 .. v~i~'r ,. de 6C2:>. 'En parti.cu1a~; ·. BSté res~lt..~do. se. 

clBnára·it~a:_·~~ -~l -teorema ~igui.;nt~~, para_;~·-\,~~-i~bl~~,: º~i~~tOr.i~s 

di~crel~s y 'continuas, "diciand~ q~~ _.;- .;:;>. ·~,2~:·~"~ ·.{.-.. -~~~.;;~,.:,·. 
,. __ --.~~~;-·.':: ... r.· .. :=-"~~·-, .. , .. __ '"· .. , 

sBá X un.a variabld' aleatoÍ-ia Con d~s_trib~c~.6..1?''.~:)''.'~..°bab~l.~~ 
/Cx:>. La media o valor 9Sperado de·-la ·u~-~~~at!_~~~ .. ~l.~~i·;~.i~;~~~~.> ~s-. 

. . ' .. " . . . "· ... ~,~. '' 

ccéCx>I~j¡ ~fx>/Cx> 

si X es discreta y 

Ahora se amplia -él ,;conceP,t.o 
<i~"· 

esperanza· 

(1.3) 

111atamá.tica al 

caso de das· variables,. ~l~ator.ia:~· ·.,~, .. ,y~_·_.. ~--1"·-~-~~:· ... -·~:~-~·t'¡.:fbuC1'6r; de 
probabilidad conjunta /(M,y). De_ tal fo~ma,-.que ·si X';/'~~ son .. d~G 
variables aleatori~s diScr~ta~, la d1~t;ib~·~·i~~., d~; probabilidad 
para su ocurrencia simultánea.·~e pued'e .r&pré~e.ntar a' tr·~·~é-~: de;· un-~ 

2 



función con valores /(x,y) para cualquier par de valeres (x,y) 

dentro del r•ngo de las variables aleatorias X y Y. As1, a esta 

forma se le conoce como la distr·tbuci6n de probabilidad conj':lr't~. 

de X y Y. 

Entonces la definición dice que 1 Sean X y __ Y ~;_u..tObteS 
aleatortas con distribución de probo.b_ilidad con)'unt.a /C~',y;/~ 1 

· Lóa 

m.dia o ual.or •s,,-rado ele l.a uariabl.«" aLeat~;i·a tf't'x', Y, .. ,. ~'s'.·~-"-.-
• . •.. , ~ . J o·~-' ~.• ' ' 

; • .... ',:"•,. ;: 

µ 91><,Y> = E[1J(X,Y)l = ~ ~ ,IJ(l<,y)/(,><,y) 

si X y Y son discretas, y 

Ol. o. . . . ' 
µ 91><,Y> = E[IJ(X,Y)] f f IJ(l<,y)/(><,y) d1<dy 

, -a -o. . 
(1.6) 

si X y Y son cont tn~as.' 



1.2.- VARIAHCIA Y COVARIANCIA. 

La •adia o valar esperado de una variable aleatoria X es 

de especial importancia, debido a que describe dónde estA centrada 

la distribución de probabilidad. Sin e•bargo, la propia media no 

da una dascripción adecuada de la forma de la distribución. Se 

necesita saber cómo •• dispersan las observaciones respecto de la 

media. En la figura 1.1 se tienen los histogramas de dos 

distribuciones de probabilidad discretas con la misma media µ = 2, 

que difieren en forma considerable en la variabilidad o dispersión 

de las observaciones respecto de la media. 

La media de variabilidad m~s importante de una Váriable 

aleatoria X se obtiene conside.rando. d'(X) = CX - µ)
2 .Por 10:. tanto, 

se denomina variancia dB 'l.a ·~a.'ricibl.e ·ateQtOria ·x.:o, bien·· VCU"íeincía 

de l.a distribuct6n da pro-babt'l..:dcUt·de X,y es d~~·igri·~d~·:::~~~·'··va"~·Úo-:, 
por el Gimbolo 0:6 Simpl~me~~~ ~Cl~O e/'. e: ,,•;/!,;\;:~~;~l:· ~: e'. ' 

Definición.-de, ~:-~-¡-~{~-¡.~. ~: Se~~-X -~-~~~§~t~~-~bi~- aleatoria 

con d.:stribú~'ió~· ch>:~P~o_'babirtdád: ¡f:i(;,:y'.:ms_'!-.:_a.::p·.'~ La v~iancici de x 
es : 

si X.es discreta y 

'" J' (;.e 
-12 

st X es continua.· 

La cantidad x ""'.':. µ en la definición de 
@sU.:ac.:.ón de Una obser~act6n respecto :·de 

varian~-~a, 

la· 'msdia. 

(1.7) 

(1.8) 

se denomina 

Puesto que 

esta,;_ de~viaciOne~ --~~ elevan al· cúadrado .~}~ego &e ~tom~dian, el 
será. mucho menor pára un conjunto: cÍe valores x que. estén próKimos 

a ~.- que para un conjunto de valores que var1en considerablemente 

raspecto_de µ. 

4 



2 . :s 
cA> 

Y=tf.ITb·· ~2,:S.4· 
••• 

Figura 1~1 Distrtbucionas con medias i.~,te~.· y di.spersiones 

dif•r<>n.tt.s 

" 

En- ast~ puntO·~· ia· V.iirianC:.ia ,. ~· -· la· desviación estAndar 

s6lo t1éJ,et;,';;<~i~n'i'fic.li:t~·.·.·~;~~~d~- se '· c~paran das 6 mAs· 

di~tr.i~~~:i:~-~i;~~=1t::~~~~~::;:fs.~:: u:::::~:i:e ::di:~:"· variable 
aleatori~ x.'~pci~~~·:q-~·~---i~~l~y~· 't~mbi .• n. a una función de x, se tiene 

:;:,t:5ii~~l~:i1'a:l5·~~~if ¿ei,~:;!f~~~~m~a quveardii:n:i
1
a denotada por 

o • - • .-·_ •• -. <é.:,"_:. .. ~ \' .. ¡'.:-, -- . 
Considérese·: un.a -uar.:abte.::ai.eatoria_X_ con una distribución de 

probahi. l (el~· )c~;-.\--i~'.~i;;f.~-~-~;'./~~:_;1;,·;, t~-.~~ari.ábte clt'ea.toria .-6(X:> es 
,,¡·;)-

"'ªs•x> = E {[IJ(Xl ~91~:]2~ ".';,~;[~(xi>~ µ9;~,J 2f_<x> (1.9) 

si X· es discrtlta 

(1.10) 

sí X es 
. :~~ ~- : -~ ' 

Sin emba'rgo,_ .. e><iste un;."g(X;Yl .. ;"'(X -iµ~)(Y.- µy), .donde 
µx = E (X) y ·'µy E'( Y),, :·p~o·d-~~e' <;·u~~; ,valor.· esperado llamado 

covariancia ·de X y __ Y, l~ :~U.al ;,s·~~·-de-~otad.;, por .. ·- O'>CY o· bien ·por_ 

De1"inlción - de,.; Covarianciia~ -: --=-·-sean =X· y - -Y --- variables 

aleatorias con ·distribución de probabilidad con/unta. /Cx,y.>. La 

Covariancia de X y Y es 

5 



si X y Y •on disc~eta.s.t y. 

E E <x - µ•><y - µylflx,y> 
• y 

(1.11) 

-.-'.; "• (l, Ol 

a.v • Et<x - ,J•><Y .-. µyll.; . .1 .11>< - µ•><v - µy>/<><,yldxdy 11.121 
-a -a 

:;.,,: .. 
si X y Y son continuas. 

La covaria~~ia'·,¡•rá positiva c.:;ando los valores elevados 

de X se asoc~an ,~-6~~--~~~.1."~~-~~·-- ~.~~e~·ad·O~" de .y, y Valores bajas de X se 

asocian a vaÍores ''ba'J~~··'de ·y~·'··s1·. ·los valores menaras de X &e 

relaciona~ c~~:·,·
1

~~i:o~~~~·~l"'~~~doS .'d~' _ Y y viceversa, entonces la 
covariancia sar:..·~·~:~e~g<:~·t~-~~··:~· :'>« '. .::~'-

V pO'~: ·~i~t:1~é:/:'h',~\/·~~: t~ci~~ma que puede servir de mucha 
•.• : ,' - . ·-"" ~ ·~·- ':'-'".--ó'.· ~-'!: I·,', ~' . !..;,,;. <: \ • 

ayuda para cuando: s~:"qu~-:t,r.~ .ca_lt:=~lar la covariancia en una forma 
más rA.pida y:· efé~~tiJ~·;: ~~--i~·i;~d~·~"lo siguiente : 

La coudr'i'aneia,,··c::te -ek,~ ·,:,ari~tes aleatorias X y Y con medias 

µ" y µy, ';:-9/;(»ct:Í.~~nt~-~-.~~-i~~--da.das por 

ºxv a E'(XY) - µ• µy ( 1.13) 

b 



·1. 3. -CORRELACI<>N Y AIITOCORRELACI ON 

PROCESOS ALEATORIOS. 

Concepto de Proceso Aleatorio. 

El ccnc•pto de un prcce5D aleatorio estA basado para &er 

incluido en al tie•po, •s decir, para podar analiz•r un proceso 

aleatorio, éste deba estar sieepre en función del tiempo. As1, 

desde que X es una variable aleatoria por definición, el resultado 

posible de una función s de un experimento dado, llegarA a ser una 

función de s y del tiempo. De tal forma, hay una regla •n función 

del tiempo que es & 

x~t,s~ (1.14) 

para todos los resultados s. V toda la familia de tales funciones 

denotadas coma XCt,s> son llamadas como procesos aleatorios. 

Claramente un proceso alea~~~i~ .XCt.,s> .,representa una 

familia o un conjunto de. funciones eñ e~ .:tiempo, esto es, "Cuando t 

y s son. variable&. 

En :·f~_. ~'J.Q~r~;.,1 •. ~, \~-~st_~a ~-~g:-1~º~ ;i~mbros ·de un conJunt:o 

::m:uJ:~"J:: '~f j1~:~;iz;~:ibt~n;:n:~~::\:~:tro:1:m,P,:1g::~~ 11::::: 
como . r~~'t'('~Q,;-t~n ·.: d~--. ,:~~:O~~~~~'.'',- De :. ta 1 · man-~r~ ~. un.· 'pr~~~s,o ·a 1 aa toriD 

tam_b~-é~_ r-~"P,~~-~:~~~·~·-/~-~ó~-"~-i~'pt_.~~- funciÓ~ c:i~_l t:Í~mp~ :-cU-and~ t es una 

variable ,Y_; ~~.un: ... ~lar ellpec1 fica"ftJa; . ··. .• . , 

··., :._~·~':'~ p',:ó~·~-~~:<_~~l~at~_rio_. r4tpr~sent~ t~mb:~_én ~a·· una variable 
aleat~'ri~~-~~and6>~:~~---es::_fija .y~ es ~na var1ab1a">;·.P6r ejemplo; la 

váriable :a1eatóriQ' xi·t.A.Sj. = X(ta:>· es obten.ic:Ía" dlÍ5de el proceso 

.cuarld~ ~ e('.·~-~e~-P~"~·'e~ :f~~~ado _al valor : u·." .V :-~~t~~ .d.~' usar la 

notac16n-:xa·. Para-···d~n~t;~< 1-a variablB -áiea~~;..1~:> ~~·~Ci,ida con el 

proceso XCt:>'para'el -,tiempo'.ts •. -Asi,;Xs: corresponde __ a un corte 

figura 

1.2. 
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Las propiedade& •stad1sticas de X•= XCtt) describen las 

propiedades estadistica& del proceso aleatorio del tiempo tt. El 

valor esperado de Xt es llamado como el grupo promedio del valor 

esperado o valor medio del proceso aleatorio de un tiempo tt. Por 

lo tanto, desde que L• puede tener varios valores, el valor medio 

de un proceso no puede ser constante, en ganer~l, esto debe ser en 

función del tiempo. 

V as1, se visualiza fAcilmente cualquier nOmero d• una 

variable aleatoria Xi derivado desde un proce&o aleatorio XC t) de 

un tiempo ti., donde i. = 1,2, ••• , 

XL = XC tL, s.:> = XCtO (1.15) 

puede tamlJién representarse un proceso aleatorio como un .siPiple 

n~mero cuando t y s ambos son fijas. 

Figira 1.a. R~prasan~~~ón 6TA/ica de un proceso 
continuo, 

B 

aleatorio 



Clasiticac16n de Procesos. 

Esta clasificación es conveniente para 

aleatorios, acordandolos a las caracteristicas de 

variable aleatoria X # XCt~ para el tiempo t. Se 

los 

y 

procesos 

de la 

considera 

sólo hay 4 casos basados en t y X teniendo 

siguiente rango -m < t < m y -m < x < m. 

sus valores en 

que 

el 

t2 
t1 

o t 

t 
t1 t2 

t 

t1 
t 

o t2 

Figura 1.3.Representación 6rá/ica de un proceso aleatorio discreto 

formado por medio de las seftates de ta fisura. 1.2. 
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Primer C~o.- Si X es continuo y l puede tener varios valores 

continuos, entonces X(t) e& lla•ado CDAIO un proclffiD aleatorio 

continuo. La figura 1.2 es una ilustración de esta clase d• 

proceso&. 

SetfUndo Caso. - Un proceso aleatorio discreto, corresponde a 

la variable aleatoria X teniendo sólo valares discretos, mientras 

que t es continua. La figura 1.3 ilustra tal proceso derivado por 

los limites de la función si~ple mostrada en la figura 1.2. Las 

funciones si~ples tienen sólo 2 valores discreto&, el nivel 

positiva que es generado cuando una función simple dentro de la 

figura 1.2 es·. positiva.y ·al' nivel negativo ocurre para otros 

tiempos. 

.,,._ 

Tercer ·C~o • .;...; -'Un .'-"procesa' aleatorio para el cual X es 

continUa ,_·- ~:l':!r.~~·~('·-,t~~~-pD ._:;-6ia·:: t"!~ne· -Va l~res discretDs ·_·es _ llamado 

coma· Una se:i:,~,':,~!=1·a-"·á1eat~t.-:~'A'~-"-C:DntinU8·. ···Una' sec~~-!:',~~~.!'.l ~:~~-:~a_i :,..,~··_puede 
ser· formada pOr una muestra ·P&riódica dial ·cOnJUiito,=-de-:mierñbrOs - da 
la. figura 1.2:y su"s resultados se ~~Ue~t.~~-~;-.·~n-:i~:, fi·g~·~~-~.1-:»1'. 

<-·<,.,.~. ,·~,tf,_'': ~~;· ~':·:~·';<!·::~~-. 

< ,¡;_ J0:.tj ',, 
Cuarto Caso. - Este e& 1 lamado -º-~.como :t secuencia::~ aleatoria 

discreta, que corresponde para los - do;_ .t'i~~~:~~[¿"~··,~~rÍa .: ·Variable 

aleatoria ea discreta. La figura 1·.5 ::·il~~t;ra>~· .¡~~,: ·~~cuencia 
aleatoria discreta desarrollada para prob~r l~. -~~~~:~~~:~.~~~~tral_ de 
la figura 1. :S. 
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r----. r-----, 
1 1 

t 

~-----

t 

Figura 1.5 Retpr•s•ntaci6n •rA/ica da un.a s.cuencia at•atoria 

dtscr•ta formado por medto de tas sel'lates de ta /ttf'JZ'a 1.2. 

Procesos Deter.U.nis~icos y No deter.U.nisticos. 

Un proceso aleatoria puede ser descrito por la forma o 

por sus funciones de muestras. As! que, si valores futuros de 

cualquier función •ue&tral que no puedan sar prltdecidos desde la 

observación de valores pasados, entonces, el proceso es llamado No 

daterministico. El proceso de la figura 1.2 es un ejemplo claro. 

Ahora un proceso es ll•••do Deterministico si los valar•• futuros 

de cualquier función muestra! que puadan ser pradecidos desde 

valore& pasados. Un •Jamplo es el proceso aleatorio definido por : 

X (t) •A Cos (Not + 9) (1.16) 

.. l donde A, e, "º 1 pueden ser variables aleatorJ.as. 

Independencia y Estacionaridad. 

Como un estado previa, un proc•so alea~ario ll•ga a ser 

una variable aleatoria cuando el tiempo es fija para •1Qun valor 

12 



an particular. A&1, la variable aleatoria tendr• propiedades 

•stad1sticas ca.o valor medio, llKJ9entos, variancia, etc., que son 

relacionados para l• función da densidad. 

Por lo general, un proceso aleatorio •& ll•••do 

estacionario si todas aus propiedades astad1sticas no cambian con 

el tie .. po. 

Funci6n de Densidad y de Distribuci6n. 

Para la definición de astacionaridad, sa debe definir 

prilftVro que la función d• densidad y de distribución san aplicadas 

para un proceso aleatorio X(t). Ahora, para un ti .. po particular 

ta, la 'funciOO de distribución asociada con la variable aleatoria 

Xa = X(ta) serA denotada por Fx(xa;t1). De tal for~a 1 

l'°•l><•I tal = P {X( tal:S ><a} (1.171 

para cualquier nOmero real xa. 

!sta as la mis.. d•finici6n usada para todas las 

funciones de distribución para una sola variable aleatoria. Sin 

embargo, ahora a esta notaciOn tandria que ser alterada para el 

factor que es t4. •n función d•l tiempo. 

Para dos variables aleatorias Xt ~ X(t1) y Xz X! U), 

( función de di•tribución da segundo orden ) qua es la extensión 

de 2 dimanaionea da la ec. 1.17; quedando como 1 

F•C>u.,xz; ti, tz) z P {X( ti) :S xt.X( ta) S xz) (1.18) 

en una manera similar. para.N variables aleat.orias se tiene que 

X<• X!Ull L• 1,2,.H,·\que p~ra la funci6n ,de dist:ribuci6n.,.de 
N-6si111a se :abt.ien:il._~ 1'·' 
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Independencia Es~adis~ica. 

Dos. procesos X(t) ·Y Y(tl .. son .estad1stica"'8nte 

independientes· si. l"a :va'ri~bta·.~le..-toria: ··del·,,/ grupo de funcionas 

X( tt) f' X( tz) ~-·,/.-.,;,-·X( tN)~ Scn·;.·ind~·pe~éÍi~nte~;-d~l_. g~upc ·de funciones 
- . . ~ -· - . 

Y( h), Y( tz), ~ •• , Y-( Ú•) ,'Para cualé¡uier ti~~p~ de ts.,tz, .... ,tN y 

t··,,t*z, ••• ·,t:w~ ·Asi'~ ,l~"i~depe~d~n~ia.requiere que la densidad 

. . . 
- ' :_·· -.- - _;_ 

fxv~x1.~'.·-.·,'x.-,,~1~-·;:-. ~-~·~_Y.l;}.1·.~>>.<·~tN• t'.'.t., ••• , t'.,:.> 
~;~ :. ~."• :·tr,~L :-:::-~ ·;.}.:~:' .. ;-!. ·,:« 

.: /-Cx.~".;. :. ;.;.c:._:;--i~·-~ >>.-.:·t.,~-i :¡ "cy1, ~-;. , y- ; t' "• •.. , t' > 
X . . N - . N ~V - N W 

(1.20) 

Proceso Est.acionarÍ.o de ·Primal- orden. 

'.:) 

Un proceso aleatorio Ss ·11ama~o EStaCicn3rio de primer 

orden si· su fúriCi~n,d~:;:_d~~sid.ád de .. primer:, orden no-Camb-ia 

movimiento en el t:i.~~~-~--.o~J..g·i~al ~-:.En_ -términos de.: 
con un. 

..... (1.21) 

que debe ser verdadero para cualquier tt. y para ·cualquier~-:-, nOmero. 

re~l ll,.si.,.X<t).es.,Un 'proceso aleatorio de primer or:-d~n .. -. 

" En consecuencia de la ec. 1.21, esta que /~(x1; t1) - as 

independiente de L.t y·e1 proceso del valor medio de" E~<:[X(t)J es_, 

una·cDnstante, como lo e~presa la ecuaciOn : 

'. ~:' 

E: [X(t)] =X= constante; (1.22) 

para demostrar qua la ec. 1.22 es una ctte.,. se encuentra,que los 

valoras medios de las variables aleatorias X1 ,X( ta) y,, Xz . 

X( tz). Para Xt es : 

·.,, 
E: CXtl = E: [X( tt) l J_;•lx<~s.; Ú) dx1 (1.23) 
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Y para Xz 1 

... m 
E [lCa] = E [l!11•)] • I K•fx(K•lt•I dxo - (1.24) 

Ahora .. ivuala a tz • ta + 6 en la ec. 1.24, lu•go sustituyendo 

an la 1.21J y usando la .c. 1.23 •• obti•n• 1 

E [X(ta + All •E [X(ta)] (1.25) 

1• cuAl d•b• ••r una constante, porque ta y A son arbitrarios. 

Proceso Estacionario de Segundo Orden. 

Un procaso •• llaiaado Estacionario d• Segunda ardan &i 

su función de densidad de &aQUndo orden satisface lo siguiente : 

/>e(>u., >ez¡ ta, tz) = fx(>et, >ez; tt + 6, tz + 6) (1.2b) 

para todos los tt, ta y A. 

Ahora la corr .. lación E [XaXz] = E [X( ta) X( U)] da un 

proceso aleatorio, ser.i. en general, una función de ta y tz. Esta 

función es denotada como /Ux(tt,tz) y ea llamado como lA función 

da autocorrelación de un proceso aleatorio X(t)sexpresandosa camal 

Rxx(ll,tz) =E [X(tÍ)XÚzlJ (1.27) 

E&ta as una consacuencia de la ec. ·:Í.2·6~ sin embargo, es la 

función d• autocorrelaci6n da un proc~~~' ~'stat'.:ionario de segundo 

arden, y e& &Ola una diferencia de ti-.;i;n·p~··-y na···un ·tiempo ab&aluta, 

esta es si T = tz - ta, entanC•S 1,a- ac·~·~'. Í~27 llega a ser 1 

Rxx(ta¡ts + T) =E [X(ll)XÚ& _ .... .,.)] =·Rxx(T) (1.20) 
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1.3.1 Función de Corre1aci6n. 

La· correlación ~ntre 2 variables. aleatorias' es el, ~al~',: 
esperad~ ,d,e Sus. p~od~_CtD.s.. Si· .. ~l~s · __ 2 variables aleatorias son 
definidaS:· ¿·ama·.: ~u;str'as-.dé url p-r~cesO aleatorio de 2· diferentes 

instantes .d~:~:·t1em:pa;·:; ~~t~nc.es el. valor· esperado dependerá. de ~ue 
tan rApid~~.;~~

1

t·~"';;J'~d~\"~~inb1;~··-e~ 'función del tiamp~~ 
f :9.,;·':~Sper:a:·~·.; que: la: variable aleatoria fuera. inmensamente 

corr~i'acio~~d·~··: t~~ahd'O «los·: dos instantes de tiamPo~ · ·~~;:.1'i ···,,;.}y· 
cer~.~~º~:.~·;:.~Of_~~.~~t1i;,~1 .~~~~~-:!;~.~~-~·6~,. -~e._ . .-~iem~o ... ~.º -"~~e·~.~ ::-"~C:~~~m.~J~: .tan 
ripidamente:para'-qua:s_ea.diferente. Ahora, para.el caso contrario; 

~\- ''•,!',"-~ .... ~~,:~··-'.·,->;;;".':"~·"'··--·-·":.- . ·"·· -.... _. . ; '.-· .. :• '. ... ''..::,>.0'·1\.:'·)/.:<.·l~b º':·i .... ~:- ,.;.·· 
se debe ·encontrar.· una-' correlación muy pequefta entre los valores de 

muy 

su 

1-a v'ariab·¡e.-(~i.~~~:~r.i'~- c'uando en dos instantes d~: .tiempo son 

sepa_r!ldº~.' ·.·· ".:s-~o'·~~~s · .. p_~rque c~~i. ~ualqu.ier cambi~' ''P~~de~ t ·'.o.cupar 
1u9 ar·. 

· - ::.~~;.,:P,!:_~~iame~~~' ºr'.1ª definición de ~.o~r~l·~-~~~n~ ·:.~~~.~~·: ;ien\~~e 
un n,~l!l!r~ P~.ro,,, des~~ q~e a·".-la Va~¡ab1e ,~-¡-~~t~~¡~·-n¡,-~5·.;; :'·l~"':definia 
com~.: ':':",,ª, a~ociación . en , , ~~n~i6n del. t":iempo. Para :·,ia~·l casos 

sig~i~~~~71· > ~-:· cada p~r de .variables . ·;¡·~~t~~:l~~ 'PU~den · ser ,,., --,,.,.,_, 
relacionadas por. la separación del tiem'Po.:- antre el las, y 'la 

corre,laci6n ser! a una función de esta separación. As1·, esto 

l legarA a ser apropiado para daf inir .una funCió~ ··.de correlación en 

la c~al_ el a~gumen.to 

variables aleatorias. 

es la 

Ahora, 

separación 

si las 

de tiempo de lag dos 
' .. _ .. ·'' 

dos ,variables aleatorias 

~legan desde el mismo proceso aleatori~,,. esta función s;erA 

conocida como la función de autocorretaci6n. Luego, si éstas 

·vienen desde diferentes procesos aleatorios, ésto será llamado 

como /uncL6n de corretación crt.1.Zada. Y se considera a ·ésta como 

la primera función de autocorrelación. 

Si X(t) es una función muestra! de un proceso aleatorio 

Y las variables aleatorias son definidas como 1 

lb 

X• XCt<> 

Xz e XC tz.) 



entonces la funcion de autocarrelaci6n es definida como a 

"' "' Ricx(ta.tz) =E CX1XaJ = J d.xt J xur.p(>eucz) dx2 (1.291 
-12 -m 

Eata definición es v•lida para lo& procesos aleatorios 

••tacianarios y No ••tacionarios. Sin ••bargo. el resultado d• 

.ayer inter._ es para el proceso estacionario, para la cual, la 

siMplificación de 1• •c. 1.29 es posible. Esto seria llamado como 

proc•so •staciona.rio da s•ntido-amplio, y todos los promedios en 

conjunto son independiente& del ti•mpo de origen. Por con&iguiente 

para un proc•so •stacionario de sentida-aM.plio •• a 

R>c11C( ta, tz) R>c( h. + T, ta + T) 

E: [X(ta + T) X(tz + T)] 

As!, asta expresión es independiente de la que se eligió del 

tiempo de origen, y podemos ·~sig~-~f, ~~~ ! .. _= -t ~ara abt~ner 

Rxx( ta, tzl e Rxx(O, tz - ta) = E: [X(O) _X(tt, + iz)] 

·, . - .''',. ;:-º' 

asi, esta a>epresi6n sólo depende de la diferanci•- del t-i11111po de .. tz 

- tt. Asiqnando la difertincia de tiempo a-e~~, tZ".".""·Ú_y suprimiendo 

al cero dentro del argumento de Rxx(O, tz-tt), la 9c.q.Ueda· a 

Rxx(T) =E: [X(tl) X(ta + T)] (1.30) 

E•ta es la •><presión para la función. de_, autocorrelación de un 

proceso •&"tacionario y depende. sólo dÍÍ T y º'!< dai.·:: ~-;:l~r de .. h. 

Porque de esta fa 1 ta de d~p~~denc.~~. _e~: .. e i·. ti~,'"~;, '·pa~t1C..:. Í ~r· · de' , l.t, 
•1 cual, al conjunto P~~med'i·~·· son .tom~dcs, por le "tant~· as 
PrActico escribir la ec. 1.":sO- ~o~o·,o~ 

....... 
--,,,Rxx =_,E:_~[X(t) X(t + T)] 
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Deade la •C· 1 .. :so, &• apr•cia qu• pa.ra T = o. tenemo• qu• /Qcw(O) e1 

E [X( h)X( ta) ]I d• t..al far•• la función da autocorr•lación as 

iqual a •1 valor .. dio cuadr•tico del proceso. Para otras valores 

d• T •o.la 'función d• aut.ocorr•lación Rxx(T) podria p.nsarse ca.> 

una 119dida •i•ilar de la onda ••pectral XCt) v da la X(t + T). 

Para ilustrar ••t• punta. •• d•J• que XC t) -• una función 

-.. .. tral de un prace•o ••tacionario •l•atorio can -.dia iQual a 

c•ro v d• la función nueva COflK> 1 

Y(t) • X(t) pX(t + T) 

Para d•t•r•inar •1 valor d• p qu• reduce al •lnimo el 

valar de la IMtdia cuadr•tica d• Y(t)• y •• tiene una .. dida de 

que tanto la onda ••pect.ral X(t + T) •sta contenida en X(t). 

La d•ter•inación d• p e& hecha para calcular la 

variancia d• Y(tl. pua•t.o que la derivada d• la variancia can 

r•sp9'cto a p •• igual a cero. y resolviendo para p. La• 

operacione• MIO d• la far•• siguiente 1 

E{[Y(t)Jª> = E{[X(tl - pXCt + T)Jª> 

E:cX-c t> - 2px1 t1x1 t + Tl + p 1X-1 t + Tl> 

o! oxª- 2pRx(T) + pªcrxª 

dov. • -¡¡¡;-- • - 2R>c(T) + 2"'°" m 0 (1.31) 

p -~!.L 

Ca1110 •• ob .. rva la me. 1.31. en donde p esta direct.a...,t.e 

r•l•cionada a R.t•(T) y •• exactall'lent.• la correlación da 

coetici.,t•. El coeficimnt• p pued• pensarse ca.o la fracción da 

la onda ••PttCtral restante d• X( t) • ant•• d• qu• t.ngan que 

transcurrir T ••gundos. 

La correl•ción d• caa'ficiente p pu•de variar dead• +1 a 

-1. Para un valor de p 1, la• ondas espectrala& deben ••r 
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idénticas, es decir, campletamento correlacionadas. Para p =. O 

la onda espectral debe ser complet~mente no correlacionada, es 

decir, no parte de la onda espectral XC t + T), que ·.debe ser 

contenida dentro de XCt). Para p = 1, las ondas espectrales 

deben ser idénticas, excepto por la oposición de signos, es decir, 

la saftal XCt + T) deba ser negativa de XCt). 

J.3.2. Función de Autocorrelaci6n y sus propiedades. 

Lla•ar a la función de autocorr•l•ción de un proceso 

aleatorio XC t), es 1111 corral ación d• E [XaXz] da 2 variables 

aleatorias, Xt=X( ta) V da Xa=XC tz) definido por el -proc&uio de 

tiempo de' ta y tz. HateNticamente hablando s• ·tiene a 

Rxx(t1,tz) m E [X(li)X(tz)] (1.32) 

para los tiempos asignados de ta = t ·y-. tz ~'-U·;+-· T, con T como un 

mlmero real. De tal for1na la ec. i'·.32:::.aS~i'~~.~-·Ia ~,~rni~·· siguiente 

Rxx(t,t + T) =E Ú(t)~(t'i.:T)] (l.33) 

., _,,~> -,-
si XC t) es el menor estaci~n~·~i'D '- d-~ ~ ~-;e~~i~~~~~pl'i~, ",:"/.eStD fué 

descrito en la secci6n_"-1.3~·1~~n.::~-~,-~~-~~-(-~~'~"di.~(o_~,~.q~~·~~x,<t:,t .~ · T) 

debe ser· solo 'una func~~~.~'- ~.~·:-~a·:; d·~ ~~:~~~~i~ ':.~~':·_;.~.~.e,.p~·:· de··.~ -= ." tz 
ta. Y as1 .. para. un::prac~so:_:~&~-~·~i~~~io_+'/,j~'~\~~f--~s;..;;;.·~id~-anÍpli~·, se 

expresa de la siguie~te:i'ma~era 1 ·:'.::':;.>" 
'r . • ' :.< -:;~:~: ; ;; .;'. -. ~ . 

R;.~CT) e· E [X( t )X( 
'•. '', '' -~ ,,' .. . . '. _,- . : ·'~· ~-.:/:-;::_, : { ,-; -

·~ ··.· . 
Ex.ist~"n·: :ái.gUnas ·.propiedades.· Í.mport~~t~s,· en ;·~~n~_ral, 

es tan en pod&r :de···tc:>'da&::·:'1aS·: funciones.rde: autocorrelacióno,·" de 

procesos eStacionar7ios alea~or.ios.,· al la s·ig~'1erite tOrma· 
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_. 
1) RMx(O) =X. De aqu1, el valor de la media cuadr•tica del 

proceso aleatorio puede ser si••Pr• abtltflido, si•pl•menta 

igualando a T ~ O. 

2) Rxx(T) ~ Rxx(-T). La función de autccorrelaci6n as siempre 

una función de T. Esto es siempre porque el ~ismo conjunto 

del producto de valares estA promediado, no obstante da la 

dirección de translación. 

3) IR><•(T) 1 S R><•(O). El v;alar gr•nde de 1.. función dR 

autocorralaci6n siempre ocurra para T = O. 

4) Si X(t) tiene un co•ponente da o un valor ••dio, entonces 

R>cx(T) tendria un componente constante. Por ajemplo,si X(t) = 
A, entonces 1 

R><•(T) =E [X(t&)X(t& + T)] =E [AA]= A2 (1.35) 

En general, si X(t) tiene un valor medio v un componente de 

media igual cero N(t) entoncas : 

X( t) = X + N( t) 

Luego 

R>c•(T) =E <eX:,+ N(t&)][X""'.+'N(Ú,+· T)]} 
, .. ·.. . . ~' . 

. ~;;;·,;;;; ·~~· ,,,·~~.;. 

R..•(T) a ECCJ?>+XÑ!tt)+XÑ(t&.:0:,.;):¡:N(t&iHCh + T)] (1.36) 

(Xl
2 + RN(T) 

Despu6s 

Asi, siempre en este ~aso,Rx~(T),contiane.un componente ctte. 
-,, 

5) Si X(t) tiene un componente periódico, entonces Rx•(T) 
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también tendria un componente pe'riOdico, ' con el 

periódo. Por eJ•mplo : 

X(t) =A Ces ("' t ·+'9) 
¡ ~, •. -

mismo 

donde A y w &on ctte&. v 9 es una variable aleatoria 

unifor•amente distribuida e,,· un' rango de 2n. Esto es 

entonces 1: 

p(9) = 1/2n 

o 
O :S 9 :S 2n 

en cualquier otro caso 

Rx(T) = E: [ACos(..,ta + 9) ACos("'t. + "'T + 9)] 

E: tAª/2 Ces(2..,ta + "'T + 29) +·A2 /2 Cos(..,·T)]' (ló37) 

zn 
= Aª/2 r 1/2n [Ces(2 ... ta +"' T + 29) + Cos (o) T)]d9 

o 

•n al caso•~& general, en al cual 

X( t) = A Ces("' + 9) + N( t) 

donde e y NC t.t.) son eEttadisticamante independient&s· P~ra toda 

tt, por el •étodo usado en obtener la ec._~~36·, · esto·"es fácil 

para mostrar que 1: 

(1.38) 
e • • :~:.< ·~ : • º 

De ah1·~ qu~ ·la-~.fun~i'~n·· 'd.! .~~Üt~Or;~1·a~'i6n···:_.· fiJa cCntiene un 

componente peri.~~~~---·--.-~_.:. ,. <_·-":.·.:~-~-::.7 
. ~. .···. 

·.;;. • ._:.= 

6) Si (X(t)) as er°godico y ·-:un·a. mi:tdi·a igual a caro y no 

Contiene ~~lñPon~:~te <'"'p_;;~.f..'ódi'~~ ~entonces 

llm. Rx(T) 0 
ITI+ "' . 
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7) Una función d• autocorrelación no puede tener un estado 

arbitrario. Un ca•ino de un estado e•pecifico que es 

per•isible esta en t•r•ino» d• la transformad• d• Fourier de 

la función de autocorrelación, esto es 1 

"' ,. CR>c•(T)] r R>clTl E>Cp(-J .,,., dT 
-11! 

...-.tonces l• restricción •& 1 

paril toda c.> (1.39) 

1.3.3. Ft.meiOn de Correlación Cruzada. 

Deb• ser posibl• considerar a lil correlación entre doa 

variables aleatorias, desde diferentes procesos al•atorioa. As1 

asta situación surge cuando hay m~s de una seftal aleatoria para 

ser aplicada a un sistema o cuando uno desea comparar voltajes 

aleatorios o cuando existen diferentes corriant&G dentro del 

sistema. 

51 las procesos aleatorios son conjunta~enta 

astacionarios en s•ntido-amplio, y si la ~unción mu•stral es de 

esos procesos y son designado• co•o X(t) y Y(t), •ntonces para dos 

variables aleatorias •• tiene 1 

Xt = X(tt) 

Yz • Y( t& + T) 

con esto•• posible dafinir la .~unción de corr•lación cruzada, 

dado ~r 1 
"' m 

.R.y(T) .= E.".CX1Yz] = r d>C• r X•)I• p(x1,yzldyz (1.40) 
-ce -m 

El orden de Sub~¿~·~it~s :~~, . ~¡g~ifi.can~~·; el -~~undo. subescrito 

refer11nte a la var·ial:»Je ,.-aleatoria toma el valor de (ta + T) • 
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EMist• otra función de ccrr•lación cruzada que puede ser 

definida para les dos instanteo iguales, C«Mno : 

y definido c01110 : 

11! .. 

Y• = Y( L•l 

X1=X(t&+T) 

Rxy(T) = E CY•XaJ = S' dy• S' )lil<ZP()l•,xa) cfxz (1.41) 
-iz -m 

S. observa qu• en ambo• procesos aleatorios, son asumidos para 

ser conJunta•ente estacionarios, esas funcione& de correlación 

cruzada sólo d•p1tnden d• la diferencia da tie•po de T. 

La función de correlación cruzada da tie•po deba ser 

definida CDtnD antes, es decir, CCMRD para un caso en particular de 

un par de funcionas muestrales co~o 

T 
:/l. •y(T) = li.m 1/2T S' X( LIY(t + T)dT (1.42) 

T .. "' -T 

T 
Jlt. yx(T) = li.m 1/2T S' Y( LIXIL + T)dT (1.431 

T .. "' -T 

Si los prac•sos aleatorios son canjunta .. nt• •r~odico, •ntonces la 

ec. 1.42 y 1.43 praducirlan el mi!NIKJ valor para todas las 

parejas d• funciones .uestrale&. V de aqui, para un proceso 

tn•6odtco. 

:11. •y(T) = RxY(T) 

3t. yx(T) = RYx(T) 

(1.44) 

(1.45) 

En general, la interpretación fisica de una función de 

correlación cruzada no es •~• concreto que la propia función de 

autocorrelaci6n. Esto es si•plemente una Medida de como esas dos 

variables al•atorias dependen una de otra. 
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Ahor•, an resumen la funcion de. correlación cruzada de 2 

procesas aleatorias de XCt) y Y(t), dado que ta= t y Ta ta - ta 

se pueda escribir la si9uiante ecuación ; 

Rxy(t,t + T) •E [X(t) Y(t + T)] (1.46) 

si X(t) y Y(t) son conjunta1MH1te los .. nora• de un proceso 

•stacionario de santido-ancho, •ntonces Rxy(t,t 

independiente del tie•po att.oluto y se pued• escribir 

Rxy(T) =E [Xltl Y(t)] 

61 R.y(t,t + T) = 0 

+ T) •• 
que 1 

(1.47) 

Cl.4B) 

entonce& X(t) y Y(t) son llamados procesas ort09onalas. Si los 2 

procesos son estadisticamente indep•ndient•s, asi la función de 

correlación cruzada P.S : 

R.y(t,t + T) =E [X(t)] E [Y(t + T)] (l.49) 

si en su•a para ser independiente, X(t) y Y(t) son tan pequeftos, 

entonces la ec. 1.49 llega a ser : 

Rxy(T) a X Y 11.50) 

l• cua1· e-&"'.una-:·ctt. •• :.,,~ ~,,[; 

1. 3. o&. · Pro~1~áa<s~s d~ la· Función de Correlación Cruzada. 
- ' - . "•' .. · ... · ., 

-Las·.pro·~·J.~~:d~~: ~~-... general·; de todas l•s funciones de 

corr9lacion · cruzAda ·-:/son·- totalmente . diferante&·"""<de. ,aqu.:,~las 
funciones :: de: -'·a~tOc~~~~i·~~iÓn •· · Y estas, ;.fUnci~nes, deben ser 
resumidas ca~-. -;;i9ue ,-·¡·-

: ~~'-" .: ;·. 'j c l~.'. ' 

1) Las cantidades ·R.y(O) y Ryx(O). no tienen.>·. significado 

11sico en par-ticular- y c·:~no":o ~~pr~-~antan , valoras.' 111&dios 

_:_ - ·'"-'-.. T-
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cuadr•ticos. Estos es cierto, sin.e.bargo 

Rxy(O) = RvxCO). 

2) Laa funcian•s de correlación cruzada no son 

g11n•ralmenta funcion•s d• T. Existe un tipo da si1Httr1a, 

sin •11tbargo, C090 se indica •n la siguiante relacion : 

(1.51) 

Eso& resultados siguen desda al factor da cambia de Y(t) 

en u~a diracción (•n el tientpo) es uquivalente para un 

ca•bia de X(t) en 1~ otra dirección. 

3) ~a función de correlación cruzada 

necesariamente este valor mAxi.a de T 

11K>strada ca..as 

IRxy(T) 1 :S [Rx(O) Ry(O)J .. '
2 

no tiene 

o. Esto es 

(1.52) 

con una relación similar para Ryx(T). El valor m•ximo de 

la función de correlación cruzada puede ocurrir en 

cualquier ma11t1rnto, ·p~ró ~~S-te·- no debe exceder por arriba 

del valor indicado. 'Ac~fB~A~, -.. esto no debe conseguirse 

4) Si los dos P~~C~sas aÍ.&a·~riot¡' 
in~ependi~nt_¡:,s·~· ,e~t:~iic.~s·· 

·san. estadisticamente 

&y(T) ';_ c'''c)(i~YzJ'= E: [Xtl E: [Yzl =X Y' 

• Ryx (1.53) 

Si en suma, cualquiera de los dos proceso& tienen media 

igual a cero, entonces la función do correlación cruzada 

desaparecerA para toda T· 
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Las tra&pu••tas de estas funciones no necesaria.ante 
deb•n ser verdaderas, sin embargo, •l hecho de que la 

función de correlación cruzada es igual a cero, y que un 

proceso tien• una media igual a cero, no i~plica que lo• 

proc•~oe al•atoriog son •stadistica,..nta independi•nt•s, 

exc•pto para las variable& al•atorias Gausuianas. 

5) 51 X(t) ••un proceso al•atorio estacionario v X'(t) 

•s d•rivable con r•specto al tiempo. la función d• 

corr•lación cruzada de X(t) y X"(t) •&tan dadas por 1 

(1.54) 

en l• cual, el miembro der•cho de la •c. 1.~5 es la 

d•rivada de la función de autocorrelación con respecto a 

T. Estos es f•cilment• demostrable para 1Hnplear la 

definición fundamental de la derivada s 

X'(t) =.,~ X(t : &) - X<tl 

Rxx-(T) a E [X(t) X'(t + T)J 

E [lún. X(t)X(t + T +el 
,.. o 

U... Rx(T + &) - Rx(T) 
e+ o e 

X(t)X(t + T)) 

dRx(T) 
d(T) 

El interca•bio de· la operación d•l ll~lte y la 

exp.ctación o ••P.ranza •• permis~ble cuando X"(t) 
existe. Si al proceso d• arriba es repetido, esta es 

pasible para mostrar que la función de autocorrelación 

d• x· <ti •• : 
(1.55) 
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en dende el miembro dal lado derecho es la segunda 

derivada de la función de autocorrelaci6n básica con 

respecto a T. 

1.3.5. Ma~riz de Correlación para Función Mues~ral. 

Una situación dentro de la cual la notación de vector es 

Otil en r•presentaci6n da una seNal, surge en el ca&o de una se"al 

en función del tiempo que es •uostreada en instante& de un periódo 

de tiempo. Si solo un n~mero finito de talas mu•stras astan para 

ser consideradas, COfnO N, antonces cada valor de la muestra puede 

ser un componente de un vector de N X 1. asi, si los tie•pos 

muestreados son ta,tz, •• ,tN, y al vector representado para la 

función X(t) en función del ti•mpo, es expresada ca.o 1 

X 

[

X(tl)] X(t21 

X(tNI 

(1.56) 

51 X(t) es una función muestra! desde un proceso aleatorio, 

entonces a cada uno de los componente& da el vector X es una 

variable aleatoria. Pero ahora •& posible d•finir a una matriz da 

correlación que es de (N X N) y da la correlación entre las 

parejas de las variables aleatorias. Como se mue&tra en seguida 1 

["" X(tl) X(tl) X(t2) "'" "J CXXTJ~ 
(t2) X(tl) X(t2) Xlt21 

Rx•E E • (1.57) 

(tNi Xltll X(tNI X!tNI 
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donde XT as la traspuasta da X. 

Cuando el valor esperado da cada ela•ento da la 11tAtr1z 

es formado, asas ele .. ntos llegañ a ser un valor en particular de 

la función de autocorrelaci6n del proceso aleatorio, desde el cual 

la función X(t) llega. Entonces la •atriz resultante es 1 

~
:g:~!: 

Rx>e = 

ltN,tl) 

Rx(tl,t2) •••••••••••• Rx(tl,JN) 
Rx(t2,t21 

•••••• •• ••••••••••••••• Rx(tN,tNI 

(1.58) 

Cuando al proceso aleatorio, desda el cual la función 

X(t) llega a ser estacionario de sentido-ancho, entonces todos los 

componentes de Rx son funciones de la diferencia del tiempo. Si el 

intervalo entre los valores da la mue&tra san 6t, entonces 1 

t2 = ta + ~t 

t• = ta + 2.6.t 

y aderoAs 

Rx>c a 

r:¡~,, ::¡~;' 

u" [(N - l)AtJ 

Rx[(N - l)AJJ . 

Rx[OJ 

11~59) 

en donde tendria que usarse de hecho la simetria de la función de 

autocorrelación¡ :que, es Rac[iAtl =-RxC-éAt]. Nótese-que como es una 
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consecuencia de la simetrla, Rx es una matriz siM6trica ( siempre 

y cuando no este en el caso no estacionario), y que co•o es una 

consecuencia de estacionaridad, la diagonal mayor ( y todas las 

diagonales paralelas a esto) tienen elementos idénticos. 

Aunque a la definida Rx es una consecuencia lógica da 

previa& dafiniciones, esto no es •as que el ca•ino acostumbrado 

para la designación de la matriz de correlación de un vector 

aleatorio contenido de valores muestralas. Un procedimiento mAs 

catnOn para definir a una matriz de covariancia, la cual contiene 

la& variancias de covariancia& de las variables aleatorias. La 

covariancia general entre dos variables aleatorias esta d•finida 

CDlllO 1 

E: {[X( tL) - Xc U)) [X( tJ) - XttJ))} ~ "¿ "¡ P¿J 

donde 

X ( tL) ~ valor •edio de X( tO 

(1.58) 

i ( tJ) = valor -.dio de X( tJ) P¡,J = covariancia Normalizada 

O'~ = variancia da X( té.) de coeficiant• de X( ti) 

u/ = variancia de X( tJ) y de X( tJ) 

La.matriz de Covariancia es definida como 

':-'":;;. e: c1x.::. x> 1xT - X'"n (1.61) 
.. ~ 

donde e& el vale~'; ,;~dio de x. Usando l;a definición de 

Covariancia se obti&ne, "t'nm~diatamen te a 1 

e
2 
1 

"1P21 

N"1pN·1 

·(1.62) 
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dado que P¿J = 1" piira L = 1"2" •• "N. Par,¡a eKpander lil ec. 1.62 

fAcil d•.a•trar que Ax esta relilcionado con Rx por 1 

es 

""= R>< - x--xr u.63> 

•1 las procesos illvatorios tienen una media igual a c•ro" entonces 

La r•presantaci6n para la matriz de covariancia as 

vAlida para los proceaas estacionarias y na estacionaria•, y para 

el caso del proceso estacionario da sentido-ancho" toda& las 

variancias son la& mismas y el coeficiente da correlación dentro 

de 1• diagonal dada son iguales. As1 que 1 

y ad•mAa se tiene 1 

Ep' 1. 

A• • o• ,;1. 

1 

a~ = a; = a 2 donde l,J = 1,2, •• ,N 

P¿¡ e p ¡¿ - JI donde l,J a 1,2, •• ,N 

P2 ......... PN-1 .] P1 PN-2 
' 1. P1 

.1. •• 

P1 1 

(1.64) 
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CAPITULO 2. 

TRANSFORHACION D E: S E: R A L E: S. 

2. 1. SERAL CONTINUA. 

An61isis Con~lnm> de Fourier. 

Fourier establece que cualquier función peri6dica 

unifarlfte (univoca), qua tenga un intervalo T de repetición, puede 

representarse IMKl1anta una serie infinita d• t•r•ina& seno y 

coseno, que son armónicos de /o = 1/T. La ac. 2.1 vi•ne dada por 1 

(2.l) 

donde /o= 1/T es l• frecuencia funda..ental. 

La r•spuesta de un siste•a lineal a una far•• de onda 

/(t), que no sea función ar.OOica si~ple, se mncuentra su•ando las 

reapuestas producidas por las ca.ponentes sinusoidales 

individuales. El tér•ino ao/T se conoce como la co•ponente 

continua y •s •l valor tnadia de /(t). 

es decir 1 

u2 

~ º = + r t< ti dt 
-T/Z 

T/2 

.. º = r /< t 1 dt 
-T_..Z 

(2.2) 

la& .a•plitude& d•·:los~,t•"r.linas s•no y CDS9"D vienen dadas por 1 

T/&, 

4n· = r /(ti Cos(2nn/ot) dt 
-T/Z' 

b . 
n 

T/2 

r -'/(t) Sen(2nn/ot) dt 
.. y,,1z 
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La serie de Fourier, por lo tanta, contiene un no,..ro infinito da 

términos seno y cosmno. Esto puede eMpresarse de un forma ••• 

coMpacta de la ••n•ra sigui.nte : 

X(t) = ~ncos(2nn/ot) + bnSen(2nn/ot) (2.4) 

•• d•cir 

X( t l Cos(2nn/ot) + ~n(2.b) 

par lo qua la serie de Fouri•r pueda ponerse en la for•a 

(2.7) 

donde 
en= (a.~ + b~) ..... z y ~ = ArcTan [-b /~ ] 

n n n 

La representación gr~fica de en en función de la 

frecu•ncia se conoce co~o •spectro de amplitudes de /(t), v la 

representación de ~n en función de la frucuencia se conoce como 
espectro de fases de /(t). 

Be puede desarrollar una forma alternativa y prActica de 

la ec. 2.1 •in m•s que escribir los términos seno y coseno en 

notación exponencial como 1 

Cos (2nn/ot) = [Exp(J 2nn/ot) - Exp(-J 2nn/ot)]/2 

(2.8) 

Sen (2nn/ot) = [Exp(J 2nn/ot) - Exp(-J 2nn/ot)]/2J 
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que sustituidos en la ec. 2.1 queda como 1 

T;'a 

(4n-Jb ~ = r /(t) {Cos(2nn/ot) - J Sen(2nn/ot)] dt (2.91 
-T""Z 

•S decir 

por lo tanto 

y 

T;'a 

en D r /( t) Exp(-2Jrtn/ot) dt 
-T/Z 

e•= r T;'Z /( t) Exp(2Jrtn/ot 1 dt 
n 

-T/Z 

,_.' 

-- e ª r~".-~-/1 tl Exp1./'1 dé 2 4 · 

o -';:~~~'~,1-·t:;,~.;~~; .. ..:~·.:·~<c.;-. o 

de manera que /( t > :_ pUede··aacr1b1rSe •n · 1a ~ferina· 

/( t) 

-.¿·: 

+-~ :<Exp<2Jnr.At> _ 
. n•-oe_,_;··",~-,_ ... · ·_---·· 

(2.10) 

(2.11) 

(2.13)-

(2.14) 

Esta •s la .forma'-1ucPoneli·c.iii.1 de' la serie de Fourier y los 1111111tes 

da la ·su~a-t~-rill-:so:,:.-~:~'ha',::~ n-=·· ~cz • El ·espectro que contiene tanto­

cofftponentaS:.·p~si.~1~~~- :-'C01nD .. · ~~gat~_vc_s se conoce como espectro 

bilater:;¡l-~ 
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La& fracuvncias negativas son el resultado directa da 

aMpresar los seno~ y cosenos en forma exponencial compleja. 

2.2. S.ft•l Discret• CFDT>. 

senai y Función l1111>ulso. 

La senal impul~o unitario es una s11euancia qua val• la 

unidad cuando su argumento es cero y vale caro para cualquier otro 

argumenta, como se muestra enseguida. 

6[k]= {1 • k 
o • k .. o 

o 
(2.15) 

6[k] 

f 
1 

• k 
1 2 3 4 5 6 7 -7 -6 ~5 -4 -3 -2 -1 

<:.;,, 

La utilización"' dal )'l.mp~iso·:· Ünitario en funciones 
continuas, parmi.tir'á. ~tc~~~~-t~r1~~,~ · 'lÁ: -'salida da la• funciona• 

continuas Para :cualq~i~~-,'.~--~•n'trad~··. ,_¡;l.Os. valoras to1nados por el 
impulso unitario, ·~u~;:¡-d~~."~i:-·ti.·e·~·po' .. ~s desplazado de 111•s o meno& un 

6[k ""'. n] a {:: : : : (2.16) 

De la igUaldad·ant~~ior, se d•sprande que una secuencia 
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arbitraria K[k] puede &er representada como una sumatoria de 

impulso5 unitarios apropiadamente desplazado& y multiplicados por 

los valor•• de la secu•ncia K[k]. Dada por la ec : 

.. 
x[k] = E x[n] 6[k - nJ (2.17) 

na-CI!' 

La Función Impulso Unitario &• defin• par la •c. 2.18 

r 6(t - to) dt = 1 par• • < to< b 
b (2.18) 

O par• cualquier otro valar da to 

el i•pulso existe ímica .. nta en el instant• to y tiene un valor de 

cera para todos los de••• valores de t. La ••plitud d•l impulsa en 

el instante t ~ to no •st• d•finida• •n vas d• ello, al i•pulso 

•at• d•f inido en función d• su Area en •l instante t to. Si 

cualquiar función continua /(t) se ~ultiplica por un impulso de 

Araa unitaria en el instante t = to, la función rasultante viena 

dada por 1 

f( t) para • < to ( b r f(t) 6(t - to) dt 
b (2.19) 

= O para cualquier otro valor de to 

Da donde sa deduce qua la •ultiplicación da /(t) por una función 

impulso en t = to, junto con la inteQración da la ec. 2.18, es 

equivalente a tomar una.tnUestra de /(t) en al instante t e to. La 

función .. i~~~l~o-· .. s"'.-.1.o ast:Ja~ ~~f i~~.d~. ~':1.~:'f,o~·~: ... ~nte~r~.~, po~ lo. , q~e 
hablando est;.:i;,t~;,;.;,:,t~ la ~~P¡.;·~sÍ.6;,'· d~l· tij,<;':j( iol• 'i< t) · 6( t • -· to) 

carecen -da :'~j_~·~J.'1 i~-~d~~-l·.: si~-, ~·~·b-~~g~~.j·~~ i ~·r.ctica co1aOn expresar. d• 

esta,· f~~~-:-·,; ".1:~·~_:."~~C':~><~·~-~'ié;~:~:{"qu~·~j,;.~~~·~ ·:i~p'1;1~it'~" - el' proceso da 

integración,;. L~=.~:t~~~~~~·~,.;~d_-:--d·~.-F~~r·i~~·-dé una función irapulso es 

~mpor:-tant~;--"~ si~nd~ d1.~h~:-.t~anS1·a·~~·ad~-- co~o : 
\.5 :;i ·;-::/1·~ ·~:+ ,. 

m ,::>" 
A(fl. = r 6(t -.to)"Exp(~2Jnfto)dt = 1 Exp(-2,lnftol _., 
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Esto significa que l~/I vale la unidad para todo• los valor•• de 

¡. La función Exp(-2Jrt/to) representa l• fas• d• cada co1nponente 

Al/l, es decir, ~ • 2nfto. 

Ahora, si •n V•z de un ónice i•pulso se consid•ra un 

tr•n periódico de i•pul•os separados por un peri6do T, s• puede 

obtener el espectro de amplitudes mediante la Serie de Fourier. La 

amplitud del ar~ónico n-ési1no es entonces 1 

"' en= S /(t) Exp(-2Jrt/to)dt 
-11! 

donde /(t) = ó(t - nT) 

m 
en= S 6(t - nT) Exp(-2Jn/to)dt = 1 Exp(-2Jrt) 

-11! 

(2.21) 

(2.22) 

Por lo que cada ca•ponentw de la Seri• de Fourier tiene un valor 

unitario y una fase de 2n radianes. Este tr•n peri6dico de 

i•pulsas es utilizado 

regular~ente d• una forMa 

i•portancia funda"'9fltal en 

anal6Qicas. 

para 

de 

la 

obtener 1nuestra& 

anda continua /( t), 

transmisión digital 

espaciadas 

V es de 

de seftales 

Ahora que se ha definida la función impulso (o delta), 

se puede demostrar que la integral de Fourier también se utiliza 

para definir el espectro de amplitudes de una se"al peri6dica, y 

que por tanto se trata de una transfor"'ada general. 

61 
1 11! 

/!tl= -y- E en Exp(2Jnn/tol 
n=-a: 

(2.23) 

la transformada da Fouriar de /(t) •• 

1 11! 
H(/)• -r s 

-11! 

'" E en Exp(2Jrt(/ - n/o)t) dt 
n=-ce. 

(2.24) 

-- m· "'··: m . ·. · .. ~,--
H(/)s +en, s E Exp[2Jn(/ - n/oltl dt 

-m n=-m 
(2.25) 
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1 "' Hlfl= .,,-- E Cn6(/ - n/ol (2.26) 
n=-C2 

La transfor•ada de Fourier de una saftal periódica es, por lo 

tanto, un conjunto da i•pulsos localizados .., los ar•6nicos da la 

fr•cuancia funda .. tal /o = 1/T. 

La Transtor.ada Dlscret.a de Fourier CDFT). 

La DFT es una extensión de l• transfor~ada continua de 

Faurier, dis•ft•da para trabajar con saftales que se han •uestreado 

a intervalos regulare• d• tiempo. El proceso de muestreo puede 

considerar~e co•o la •ultiplicaci6n da la se"al continua por una 

serie pariódica de impulso&. 

Cuando se multiplica este espectro por 

una seftal continua, cada co•ponente d• la se"al 

•1 e&pectro de 

continua formar~ 

frecuencias de suma y difer•ncia con los armónicos del tren 

periódico de i-pulso&. Si por ejemplo sa supone que los i•Plltsos 

estM\ separados por un intervalo r. V que la COfllpDnente' .,. da 

frecuencia máxima de la sel"aal continua as de '11 )Hzt, -el;-·~-~~-ctro :' 

da amplitudes de la sef'l:al muestreada tDtll•r• la forma de: ·,1it:-~~/fi-'i1Ura · 

2.1. En dicha figura puede observarse que siempre :-que· -la 

frecuencia de muestreo /•(= 1/T•) sea al ~enes igual a 2w; no 

habrá tr•&l.;ape entre el espectro de la seftal y la primera., banda 

later•l inferior del espectro de la sel'lal auestreada. '-'-La~- senal 

original está definida por su espectro de amplitudes"•. ~SP~C:i:.~ó que 

se conserva en la versión •Uestreada siempre que /• ~·-2W. 

Figura 2.1 Espoctro de una serial muestreada. 
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La DFT •st• concebida para .. nale5 periódicas /(t) que 

na t•ngan ca.pon•ntes en, ni por enci•a, d• una cierta frecuencia 

fx = x / T, siendo x un antera y T el pari6do de la seftal. En la 

Figura 2.2 .. .U••tra un eJe•plo de est• tipo de seftales junto con 

•u e&p•ctra, figura que tambillkl contiene la versión muestreada de 

/(t), indicada como /(kAt), junto con su áspectro de amplitudes 

C(nA/). Para evitar posibles traslape&, al valor da la frecuencia 

de muestr•o ( /• = 1/AT) se escoge igual a 2/x. 

,/(kAt)..... '.• 

lll 1 ,-1 l·le¡,,1l'l l<Ft:1.ll1ll 
,/ C(nAf) 

-1-_i,. ~I ¡_.__._1 1 --'--+-1 L-'--'-1 '~1,J--L--IJ '--'-----• f 

,-,-,'. ':-' 

Figura 2. 2 Htiesfreo- de> una ·seniit cORt .:nUa. 
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La serie de Fourier de /(kAt) es 1 

/(kAt)• + ;:• 
n::-cx-u 

(2.27) 

s-ro dentro d•l intervalo -(x - 1) S n ~ (x - 1) las co•ficient•s 

Cn son id6nticos a C(nA/) por lo qu• 

·-· /(kAt)= + E 
n=-<x-t> 

(2.28) 

Si hay un total de N 1MJ•str•• .., el int•rvalo T, •ntonces T ª N6t 

v la gaaa de VAlor•s d• k es o. !i, ~2, ••• ~[(N/2)-1). Dada que 

ta•bitkl ue pu•d• escribir t = 1/2fx = T/2x, entonces N = 2x v la 

ec. 2.28 se convierta en : 

"""ª .... E C(nA/) EKp(2,innk/N) (2.29) 
n1111-N/Z+I. 

En la figura 2.2 se cbs.;,rva cju~··c.(nA/> es periódica y, por lo 

tanto, se puede cambiar_ el :intervalo de variación de n en la 

ec. 2.29 para hacer q-~~-;- C(nA/) saa simétrica respecto a la 

frecuencia /xJ asi·que 

1 
/(kAt)= ÑXt. 

n1111-1. 

E 
:n=o 

C(nA/) EKp(2,¡nnk/N) (2.30) 

esta ec. suele escribirse Ütilizando la notación da la ec. 2~31 

/(k) ~ + n=-t 

E C(n) EKp(2,;nnk/N) (2.31) 
n= o 
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A menudo suele omitirse el factor multiplicador 1/At, tal V como 

sa ha hecho en la ec. 2.31. Esta o•isión no afecta a lo& valor•s 

r•lativos de /(k), aunqu• debe incluirse para conseguir una 

representación exacta de /(k). El espectro de amplitudes C(n6/) se 

obtiene utilizando la ec.1.24 y observando que, dado que /(t) sólo 

eKiste para valores discretos da t, la int•gral pu•de sustituirse 

por una sumatoria : 

Ni"I-& 

C(nA/l= E /(kAt) Exp(-2JnnkAt/T)At (2.32) 
k=i-CNi"Z-1> 

dado que At -. TIN v /(kAt) as una función periódica, las limites 

de la sumatoria pu•den cambiarse, llegando a la eKprasión e 

N-a' 

C(nA/)= At f.o . /(kAO Ex.p(-2Jrmk/N) (2.33) 

r_: 

Esta ec. suele escribirs& en ~la notación de la ec. 2.34 y debe 

tenerse en cuenta que una f..,,vez :,, ~~~. -- .. r_.se ~, debe 

mul t.iplicativo, que :e':' este ~caso es -At e, .. · 

omitir el factor 

_: .. ;,;~,~' t.~i;.,. :-.,:·~ .· 
N-t :~ ;:.· :~'.. ·-, 

ccn>= .E t<ki É~pc.:2JiróktN> · (2.34) 
k:O 

A la· ec.2.34 ~~' 1:~ ~~~~e~;~~~~,, ~a ir~n5/or,;,,ida Discreta de Fourier 

CDFT:J d~ 1tt''), .,_~-.-1 .. á. :~e~-~:--:2-~3:1 ~como la Tran.sioJ..madQ D!screta Inversa 

CIDFT> .da cént./)'. ·~;¿4, ;;} e:'. ., "i ,.1;.; 

,::- <' ; __ ;;_: ·:- ·:' ~<-> ·. ··:_ 
AdemAs, se puede. CbSBr.,'.ci'r ·~·~~-~·t-~-~t-.;· en la ec. 2.31 

.en. la ec.2.~4 no~BPa~eCen·:~1,-;ia'".1;~~~;¡;;,,~J,·~--~1'_-~1 tiempo, ya 

~os coeficient&s k-~-,·.·n y· N :·t~m.Bn' v_a.lor;~ nU.mé",.icos. 

40 

como 

que 



Es necesario tomar algunas precauciones al usar la DFT 

ya que, solamant• es válida para el caso espacial de seftales 

periódicas de banda limitada. En la FiQura 2.3 se muestra una 

se"al de ••t• tipo junto con su DFT. En esta figura /(t) es un 

tono Onico con 4 ciclos co•pletos d•ntro del intervalo T. La DFT 

tiene una compon•nt• para un valor de n = 4 ( es decir, el cuarto 

artaónico de la frecuencia funda~ental /o• 1/T ), y una s•gunda 

componente para un valor de n = 28. Esta segunda cotnpanente •s 

la 1tquivalente de n = -4, y es resultada del cambio efectuado en 

el intervalo de variación d• la ac. 2.29. Asi, en el caso especial 

da una función pari6dica d• banda li~itada, la DFT proporciona el 

•&PlfCtro correcto de /(t). En cualquier otro caso, la DFT dará 

ímica11Htnte una aproxi•ación al espectro de amplitud•& de /(t). 

/(kt.t) 

T 

+ 1 IN= 32) 

C(nt.f) 

o.5 

fs 
""2 ,/ n = 31 

o 

Figura a. 3 DFT el# \lna formo. el# onda per LOdLca de banda l LmL tada, 
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N-i '-'-" ·,:., •';:e ;·"J-•• :·}':t·i, 
C(n) = E an, Exp(-2,i nnk/Nl,, 

k=o- · · - · -.·' · · _._ 
¡, .. , •. _ 

·::, 

N-& 

C(n) = E [a Expl-?!J nnk/N)] n 
ho 

~a 0,1, •• ,H - 1 

Esto representa una seri• geoaétrica con l~& 

caracteristica& : un· pri11ter tér111ino unitario, un radio 

de a Exp(-2J nnk/N), un nOmero de términos igual a H. 

siguientes 

geométrico 

De aqu1, 

usando la fórmula para la suma de una serie geométrica se tiene 

C ( n) a -"1--'a'-N-'E'->C"p'-('---'2"'J"'rt-"k"-'-) _ lt==0,1, ••• ,N-1 
1 a E><p(-2Jrtk/Nl 

después Exp(-2J nnk) 

simplificado· a& 

1 para toda lt, entonces el resultado 

C(nl lt -= O, 1, ••• ,H - 1 

la figura 2.4 muestra lo& planos de 18 secuencia de tiempo de 

/(k), y la amplitud y fas_e_ de C(,\') para a = o.o;r, N ~ ló. 
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::¡IIIIIIIrrrrrrr, .. 
o 3 6 9 12 15 

(;o) 

i"•> I I' ·. · . ' 3.0 

:;:··~.·. Á 
· 11 [ l 1Tnn 1 1111. , 

o 3 .6 9 12 . 15 

arg[C(n)J 

90° 

45° 

. (b) 

F"ig"'.'a 2. 4. Ca:> S&cuencta de dat~s de /CIO. Cb) Respuesta de 

Ampl t tud de ICCn.> 1 y la respuesta de fase da ar11tccn.>1. 
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Series Discret.as de Fourier. 

Catna sa ha visto hasta ahora, una función 119ri6dica /(t) 

puede representarse COltO una &Um• infinita 1 

.. 
/(ti =E Cn Exp(,¡n,.ot) 

n =-m 

cuyos coafici•ntes Cn vi•n•n dado& por s 

T 

Cn a 1/T .F /( t) Exp C-;. .. ot) dt 
o 

(2.35) 

(2.31!.) 

La &u•a en l• ec.2.35 det•r•ina /(t) •i lDti C09ficientes 

Cn son conocidos, mientras que la integral en la ec.2.36 dat•r•ina 

Cn si la función /(t) as conocida. En la evaluación n~M8rica de la 

au•a de la ac.2.35 o de la integral 2.36, pueden hacerse las 

siguientes consideraciones s 

1.- La suma infinita ha de ser aproxi•ada por una suma 

finita. 

2.- La integral h• de ser aproximada por una &u••· 
3.- En ambos casos, se deba considerar na todas las valores 

de /(t), sino OnicatH!nte sus valares /(tm) en puntos 

discretos t = tm. 

En lo siguiente, se supone que los puntas tm son 

equidistantes 1 

tm = mTa 

en donde Ta = T/N (2.37) 

que ea una fracción del periódo T da /(t). El valor del •ntero N 

r•querido depende de la suavidad de /(t) y, ello afecta a la 

RMactitud de la aproMimaci6n y a la complejidad de las c•lculos. 

Una cantid•d iMportanta en •St• an•lisis es la raiz 

N-éGiMa de la unidad 1 

WN = Exp (2J'f/N) (2.38) 
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que resulta ser un n(unero con.plejo de amplitud unidad y fase 2n/N, 

y su potencia N-•siraa igu~l a la unidad 

(2.3~) 

la i•portancia d• WN e& debida al hacho de que los valorea de la 

•xpon•ncial Exp (.,Wot) para t = mTi, ·son potencias 'da WN. En 

realidad 

womTa = 2n/T (mi T/N = 2nm/N (2.40) 

par lo que : 

Exp(JWomT•I = Exp(2Jnm/NI (2.411 

aai pues, seQ(ln varia t en al· intervalo de O a T, Exp (...,.ot) toma 

valores, sobre la circunferencia d& radio unidad y sus valore& 

para 1 ,· ', .>. -. , 
··m. ~'=:'O, •• ··; ,N~1 

- ·_,, ~.--º. ,.::· '.. 

que forman un conjunto de N puntCs _ _- ~q~~.~iSta~~~s· 

Se desprende de la ec~2.4l. .que :~·· 
·i/l'·,,q,·._:-¡, ~.;' 

y haciendo t = mT en 2.3~ &e obtiene 

t2 •,·. ·-

= wmn 
N 

/(mT• I = I:· Cn w:n 
·r: n:-(2 ¡ 

(2.421 

(2.43) 

De esta manera, se ha expresado las muestras /(mT1) de 

/(t) como una suma infinita que contiene las potencias.de WN. Este 

resul tádo es ·bAsÍ.co en l·a: 9val~~ci61Í nOmerica de las series da 

Fourier. 
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Ahora •l ass-cto Q•naral d• l•s series da Fourier, 

Onica..etnta conciernen a dos &tteuencias da nOmeros,las cattficientas 

Cn y las .uest.ras /(m.Ta). Las das enfoque& son equivalentes si 

hac•1MJ• 
Cn = FCnJ y /(m.T1) = /[mJ (2.44) 

Asi, dadas N números /[OJ,/[1J, ••• ,/[N-1J raal•• o c°"'pl•Jaa, se 

generan N n"-eras de la for•a 1 

w-1 
F'Cnl = 1/N E /Cml W~mn 

m•O 
ni=: 0,1, ••• ,N-1 (2.4~) 

en dond• WM = Exp(J2n/N) = Cos 2n/N + J Sen 2n/N. Y asi, lotJ 

n~••ros /Cml pu•den ••r expresado& en función de FCn]. Da tal 

for•a, resolviendo el siate .. d• la ec.2.45, se obtiene : 

(2.46) 

En conclusión, se ha establecido una correspondencia 

biunivoca antr• los n~••ros /Cm] y F[n], la cual •• denotarA por : 

/[mJ .,..- F[nJ (2.47) 

y se den~inarA coma la Serie Discreta d• Fourier (SDF). 

Transfor .. da RApida de FotD""ier CTRF>. 

Para calcular la suma 

w-1 
F[n] = 1/N E /["'] w~mn 

m•O 
n =: 0,1, ••• ,N-1 (2.48) 

de for•a r•pida. S• va a prescindir, del .. factor 1/N centrando el 

anAli•is en al auaatoria ·-_,. 

w-1 
AN[n] a E /Cm.] w~mn m 1coi+1c11w~~+/[2]W~1" +: .. +/[N-lJW~·N~ll~ 

m=o 

paran D 0;1, ••• ,N - 1 (2.49) 
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El Sub1ndice N en AN[n] indica el número de puntes 

distinto• a c•lcular, que for••n •l peri6da de la sucesión. De un• 

si•pla inspección s• deduce qua par• calcular cada punto da AN[n] 

""'dianta la su•• anterior se necesitan N 1 multiplicaciones 

co•pleja& y N - 1 sumas complejas. El cAlculo da los N puntos 

pr•cisarA pues d• N(N - 1) ~ N2 operaciones COtltplajas para N » 1, 

constando una operación CDMpleja da un• su•• y un producto 

ca.plejos. 

Lo& puntos de AM[n] son los valoras da un polinomio d• 

variable ca.pleJa, corr•spondiente& a lo• puntos 

equidistantes en la circunferencia unidad. 

Los proc•di•iantos de c•tculo sugiere entone•• dividir 

la sum• Aw[n] da N t•r•ino• •n dos su•a• d• N/2 t6rminos qu• 

representarAn dos SDF d• orden mitad 1 A:,2Cn] y A~,2[n]. 
Existan dos for•as de llevar a cabo la descD1nposici6n, 

conocidas COM> dectlftClctOn •n •l t i.•mpo e DT> y ct.ciMaCión •n ta 

frecu•ncia cor~. ••b•s r•alizan la desea.posición en indices 

pares a i•p•r•s, la pri1tera con al de tiempos m, y la segunda con 

al de frecuencias n. 

Procediaient.o Por Deci-ci6n en el TJ.empo C DT ). 

Por .adio de este procedimiento, se descompone la 

sucesión inicial /Cml de N puntos: /[0],/[1], ••• ,/[N-1] en dos 

suc•siones for~adas con los puntas d• indice par; para la primara 

y con los indice impar, para la segunda 1 

/o[k] = /[2k] ka o,1, ••• ,N/2-1 

(2.:10) 

/a[k] e /[2k + 1] k = 0,1, ••• ,N/2-1 

en donde sa ha·supuesto que N es divisible por 2. Con lo, qua la 

su•a.de l~ ec. 2.49 puede descomponer&• de la forma 

47 



AN[n) = ( /[O) + /[2] w;•n + ••• + /CN-2) w;<H-a>n ) + 

+ ( /[1) w;" + /[3) w;•n + ••• + /CN-1) w;<N-l>n ) = 

·"t-·/[2k) .. -akn + "í:-· /[2k + 1) w-<Zk+l>n 
kac> N k=o N 

(2.51) 

tenimnda en cu•nta la igualdad fund...,..tal de 1 

(2.52) 

para r • 2, •&cando w;" factor cCMi(Jn .., la -vunda su•a, V 

recordando la• definicione• de 2.50 &• 11-oa a 

A" [n) • E"ªfo[k) .. -kn 
k=o N/a 

+ .. -n 
N 

N/a-a 
E /•Ckl .. ;~; 
kao 

y •iguiando la •i,..a notación del principio 

..., dond• 
""'ª"'' = E /oCkl 
k•O 
N/1-t 

• E /•Ckl 
k•O 

w-kn 

""ª 

n ~ 0,1, ••• ,N - 1 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

son series discreta• da Fouriar salvo al factor •Ultiplicativo 

2/N. en donde el factor •ultiplicativo~no cambia sus propiedades 

.-cancial••· 

, 6• obsa~va, que ahora A:,..cn + N/2] = A:,..cnJ y tambi6n 

AN,..cn + N/2] = AN,.a[n], por lo tanto, puede usarse la ec. 2.~4 

para calcular los N punto• de AN[n] sie•pre qua se hayan calculado 

las dos SDF de orden •itad. Par•ca qua •• requiere adeeA& efectuar 
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N - 1 multiplicaciones •dicionale& por los f•ctores W~n J esto no 

•s necesario ya que si aa sustituye n par n + N/2 en la ec. 2.54, 

swr• n = 0,1,~ •• , N/2-1, •ntonces 

(2.:16) 

debido a la periodicidad N/2 de las dos SDF de orden N/2 y a la 

igualdad 

El di•gra~a de l• figura 2.Sa resu•e los c•lculos 

ca.prendidos en las dos ecu•cione& funda•entales 2.54 y 2.56 para 

un valor d• n fijo. Son dos sumas y un producto c0tnplejos. Si se 

conocier•n los valores de l•s SDF da orden N/2, A:;
2
Cnl y A~/2Cnl 

podria calcul•rs• ANCnl y AN[n + N/2]. La figur• 2.5 b •uestra el 

&i•bolis•o •i•pli~ic•do carrepondi•nte. A este esquema fundamental 

de cAlculo se le denomina mariposa, 

(a). 

---------', ' ;/'--------

'o: 
AN[n+N/2] / -n "Cl A~/2CnJ 

o-~~~~~~~-,,/ WN ,,.....~~~~~~~-

( b) 
Figura a.5. 
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Procedlml•nt.o con Deci-ción en la Frecuencia C DF l. 

Hasta •1 ..a.ento se ha basado el c6lculo r6pido _,, la 

d•sca<aposici6n d• la suc-i6n t-po.-al /C•l .., dos smcu..,ciast los 

puntos d• indice par, "' • 2k, p¡1saban a far .. r par't• de la pri-ra 

y 109o d• indice i•par", "'• 2k+l, •• quedaban en la .. Qunda. El 

c6.lcula r6pida con deci .. ción en fF"ecuencia •• basa en hac•r aloa 

.,..lDQo JM!ro con •1 lndic• n d• AN[n]. S. consid•r-An sus punt- d• 

indice par ••Pa,..ado• de los d• indice i•par. Camenzanda can •1 

pF"i .. ,. casa, d• la •c. 2.49 se tiene 1 

N;a-t. 

A"C2kl = E / C•l w~;: ..... (2.58) 

Esta d•sca<aposici6n, ••t• dada ta•bi.,, mn dos ..,... d• •itad da 

.u.andas• qu• ti..,.,, por obJeto •><PF"•sar ANCnl _, función de una 

SDF d• ardmn •itad, al i9ual qu• mn 1• d•scD9poslci6n por (DT), lil 

seQUnda su .. p.&•d• ponerse, -diant• un c-bia d• indice, ca.o 1 

N-1 

E I Cml w~;: 
msH;a 

N;a-a 
- E / c .. +N/21 w~;: 

m=o 
(2.:19) 

con lo que •• tiene que 

....... _, 
A"C2kl • E (/ C•l + /Cm +N/2JIW~;: = A:/2 CkJ ..... (2.bO) 

en donde aqu1, A:,.2[k] •s la SDF da la suc••i6n de arden N/2 

m = 0,1, ••• ,N/2-1 (2.61) 

alQD •i•ila,. puede hacer•e can los puntos d• 

cor,. .. pondi911tes a indices i•pares. 



(2.62) 

N/2-1 

= E /[m]W~m 
n•O 

""ª w~;:- E /Cm • N/2]W~m 
m•O 

v• que al ca•biar m por m + N/2 an la segunda suma s• tiene que 

N/2-1 

AN[2k + 1] =E {/Cml - /Cm+ N/2] w~m } -mk w = N/Z 
m=o 

= A' 
""ª 

Ckl (2.63) 

,.iendo A' Ckl 
""ª 

l• SDF de la suc•sión de orden N/2 

f,Cml = Cf Cml - f Cm+ N/2JIW~m 1 m = o,1, ••• ,N/2-1 (2.641 

El ••qu.,.a eMpresado par la ec. 2.61 y la 2.64 qumda 

reflejado en l• fiQUra 2.6a. Para una m dada ha d• realizarse dos 

su•as v una •ultiplicación co~plejas para obtener un valor de 

/o Cm] y otro de /•Cm]. 

fC11J 
• "-,."'- //e 
/Q~ 

f[M+N/2] -/'-· - - - -.b- f2[m] 
~~~~~~~~~~ WN '~d.,,-~~~~~~"----> 

(b) 
Flgura a.e. 
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Co•parando con la figura 2.5 se ve que la &i~ili~ud con ella •S 

orande salvo •n do& punto&. Por un lado, la dirección de las 

flechas va ahora d• izquierda a derecha, o s•a, del tiempo a la 

fr•cuencia. La segunda difer~ncia r•&ida an que la multiplicación 

se efectúa aqu1 con posterioridad a la suma. La figura 2.6b 

-.a••tra al simbolo si•plif icado de la •aripo&a en la d•ci•aciOn en 

frecuencia. 



CAPITULO 3. 

COHPRE:510N DE.' S E: fl A L E: 5. 

3. 1. - TEORl A Y PRACTICA DEL MUESTREO. 

Los datos experimentales y las funciones ~at•mAticas con 

frecuencia se pres•ntan como curvas continua&, aunque se puede 

••plaar un número finito de puntos discretos para construir la 

g~ifica. Si estos puntos discretos o •uestras tienen un 

espacia•i•nto suf icientem•nte próxi•o, se dibuja una curva 

uniforme uniéndolos y lo& valores intermedios se pueden interpolar 

con un grado razonable de exactitud. 

Si esto se cumple, la teoria del ~uestreo establecerA 

las condiciones necesarias y sólo se necesitar-A transmitir los 

valores mu•stra seg<m ocurran, en vez de enviar la se~al en for~a 

continua, esto es modulación de pulsos. 

La clave distintiva entre la modulación de pulsos v la 

onda .adulada, e& que, existe algón parAmtetro de la onda fllOdulada 

que varia en forma continua con el mensaje, en la modulación de 

pulsos, existe algún parAmetro de cada pulso que se modula por un 

valor muestra particular del mensaje. Por lo general, los pulsos 

son muy cortos en comparación con el tiempo entre ellos, por lo 

que una onda modulada por pulsos estA fuera la mayor parte del 

tiempo. Dadas las caracter1sticas anteriores hay dos ventajas muy 

importantes, la primera; la potencia transmitida se puede 

concentrar en rAfaJas cortas en vez de ser eriviada en forma 

continua. La segunda, los intervalos entre los pulsos se pueden 

llenar con valores muestra de otros mensajes, parmiti.éndose ·asi la 

transmisión de muchos mensajes; en un sist!:'ma ·da.'_~~111unicación. 

Una apro><imaci6n simple pero ba&t.~nt~': ~n'fo_rlnativa a la 

taor1a del muemtreo, se consigue por Inedia-~· .d& ~::.;·~,.··.:)c.per::ación de 

conmutación de la figura'3~1a.:.-El:conmUt~d~'r.:~·~"'-~-~Ptaza en. forma 

1/T•, 

permaneciendo en el contacto· de j~ : sRN~l·;.,;~·de/~~"~~'t~ad~ ·'• durante T 

segundos y en el contacto -c~ne~'t~d~:. a tierra· duraíltD. lo· qu_e resta 
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• D 

X(t) 

• 
(a) 

• 
x(tl 

"s(t) 

• 

11ultivi.bradar 

(C) 

(b) 

• 

Figura 3. l. Un. mu••tr•adcr da conmutación. a.) Dia~rama, b) formas 

da onda. c~-ctrcuito •lectr6nico. 

de cada peri6c:So·:·· .L~j<:~·~~da.'. x.(t) esti. formada entonces de 

segmentos cartos,de-la~•ntrada x(t), coma &a •Uestra en la figura 
3.1b. La fiQura -3.J.~-i"~~.:':u~~-.ver&ion electrónica da la figura. :S.1a, 

111 voltaje.da sa1'1d~\ .-;··:_:'1Qual al voltaje de entr .. da e>ccapto cuando 

el 1nul ti vibrado~~ p~¡-~,:.i~a .en sentido directo a los diodos 

alto se lleva--~~,~i~/~S~~idA>a cero. Esta operación a la cual 

v con 

se le 

designa algunas··: veces: CDtRo de un solo tar111inal o troceado 

unipolar, nD e~-Un.muestreo instant~neo en el astricta sentida. No 

obstante, a x. ( t_) sa 'le .designar-A como la onda muestreada y a /• 

como la frecuencia de·..uestrao. 

Ahora la operación inversa es la de recuperar la seftal 

d• entrada x(t) de x.(t), y esta operación ~ae en el dominio da la 
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fr.cuwncia, o dicho d• otra forina, •n •l esp.ctro de la onda 

t1U••tr••da. COMO pri .. r paso •n la b~squ9da del ••pectro. se 

introduce una función d• car11autaci6n s(t) tal qu• 

x
8
(t) =x(t) s(t) (3.1) 

asi la operación d• .._.•strllD viene a ••r una .ultiplicación por 

s(t)• COl9D se indica •n forma asqu•in•tica •n la figura 3.2a. donde 

s(t) no•• otra cosa que el tren periódico d• pulsos d• la figura 

3.2b. 

x(t)-----+~ x•(t) = x(t) s(tl 

s(t>Ó 

(a) 

~ /_: '/~ '·.;;, ' ~ 

Figm-a 3. 2. Et m.u•str•o '.i.":'t~r,pr~.tado como muz. t i.pl. tcao.\ón 

a.> Di.a6":crtrta• b:>' /urv:.i.6n da conmutación •Ct:>. 

-·>,_ . ' ~ .. _·. ':; 

Puesto q~8: .~( t ~ '-~-~.:·p~~~~:~co, se le puede escribir cama 
una. seria de Fourier ,-dé_: la<SitiJuienta ~ for•a 

(2 "1 ---~:.~ •. _, -

s(tl ~., I: :l.T/ B6'nc n/•T Exp(2,lnn/
8
tl 

n=-CE 

Cas nw.t (3.2) 
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dende 

en= /•T Sene nf.T w. = '2.nf. 

combinando la ecuación 3.2 can la 3.1 sa llaga· al desarrollo 

t6r•ino a t6r•ino 

A•i, si •l ••pectro de entr•d• •• XC/I = $1 Cx(tl], el ••pectro d• 

salid• es 

x.111 = c
0
XC/l + c.cxc¡ - 1~1.+ XC/+ 1

0
11 

+ c•CXC/ - 2/ 
0

1 + XC.(+. 2/ •)] + ••••• (3.4) 

lo cual procede en forma direct.a dal~.tearema·da la modulación. 

En t.anto que la ecuación 3.4,. ·es el wspect.ro de la anda 

muestreada,. si se supone qua la se~al as de banda limitada,. en 

far•• de w. La figura 3.3 •uestra una X(/) conveniente y la 

correspondiente da x. (/) para las do• casos, / 5 > 2W y f. < 2W. 

Exa~inando esta figura se revela algo importante,. la operación da 

fMJ&streo a dejado al espectro del mensaje intacto, repiti6ndolo en 

forma perió~ica en el dominio de la fr•cuencia con un 

espaciamiento de f.· También se not.a que el primer término de la 

ecuación 3.4 ea el espectro del men~•je, atenuado por el ciclo de 

trabajo 

Si el muestreo conserva al espectro del men&aJe, es posible 

recuperar o reconstruir a x(t) apartir de la onda mue•treada 

x.(t). Por lo tanto, de la figura 3.3, a X(/) se le puede separar 

da· x.<1> por "'8di~ de un filtraje pasabajas, sie•pra y cuando las 

bandas laterales no sa traslapen. V al filtrar a X(/) sola de 

x. (/), &e ha recU~'erado a X<~). 
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(al 

f· 

(b) 

-----~~~l-t---+-'-1~-1--'--':s _ w--t--"--"---2'• • -----=.. f 

B 

(e) 

Figura 3. 3. Espectros para mueos~reo_ de conmutación. a) H~nsa}•, 

_ b:> Hensaie muestreado, f.> 2W; e,) Hensaje- muestreado, 

'· < 2il'. 

.if.}:·.·;-

La.&.dD&¡CDndicianeK,necesarias para,"'_que no: halla el. 

trilsl•pe .da las baÍldaa latara1eS,·.-.e·s·.que 'el .. mensaJe debe. ser . de 

ba~da limita.da, y la· frecueÓCia de muestreo -lo suficientemente 

grAJlde coMD.pa.rA que.-.f.'.'::" . .-Jf =::W,, esto·es, :·~ · 

6 T
0 

·S l/2io' (3.5) 
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A la fr•cuencia d• muestrea m1nima /•mLn2W se le conoce como la 

velocidad de Nyquist. V cuando se satisface la ecuación 3.5 y se 

filtra a x.(t) por medio de un filtro pasab•jas ideal, la seftal d• 

salida ser• proporcional a x(t), .Y es as1 como se a de reconstruir 

•l ..nsaje apartir da la seftal muestreada. 

3, 2, - MODIJLACI ON DE PULSOS CODIFICADOS 1 PCM Y OPCM. 

La modulación por pulsos codificado& (PCM) es una 

1ROdulación digital en la que el naensaja se repreaenta por medio de 

un grupo codificado d• pul&os digitales ( amplitudes di&creta• ). 

La ~adulación diferencial por pulsos codific•dos (DPCM) es una 

variante de la modulación por pulso& codificados. 

Cuant1ticaci6n y Cod1ticac16n. 

En la figura 3.4 se muestra •l diaQrama con los 

el•mantos de la generación de modulación por pulsos codificados. 

La seftal continua primero se filtra a pasabajas y después se 

•uestrea para dar x.(t). Los valoras muestra se redondean o 

cuantifican, .ª~-valor discreto predeterminado mAs próximo o nivel 

cuintico.-La'seftal_iauestread• o cuantificadil r•sultante x (t) •s 

discreta e~~-,t_i~;~p~'.·::·( ~.:en· virtud del muestreo ) y en ampli.t~~ en 

virtud' de'· la·_,_ cua'ntificación ). Por óltimo, x (t) se opera 

mediant~ ~~-- c.;,di f iCadar que convierta las •uestra;q cuantificadas 

en pai'~br~~ de~cÓdigo digital apropiadas, con una p.illabra de 

cOdigo_'Por· cada .U•st.ra, y genera la correspondiente s•l"Cal de 

ban·ét.; bas·a:d• ··11nDdulaci6n por pulsas codificados cDlftD una forlfta de 

onda digital. , 

Los parAfM!tros de la saftal codificada dapend.n d•l 

n~maro da niveles cu~nticos o, por qu• cada palabra de cOdioo deba 

represent.ar exclusivamente una de las posibles muestras 
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cuantificadas. Para indagar la relación, sea v al nómero d• 

digitos •n la palabr• da código, t•niando cada una uno de los 

valores discretos. Puesto que hay µv palabras da código posibles 

diferentes, se requiere que µv ~ Q para una codificación ónica. 

Por lo tanto, cuando se aligan los par~.atros de tal •anera qua la 

igualdad sa cumpla 

x(tl..-~~~~~~~ 

~ Filtro pasabaJa• 
y µ amplitud•& 

Q 

l'luestreador 
f 2': 2N .. 

•••• ---o Codific•dort-----+ 
da v pulsas pulsa& codificadOB 

CuanU.ficador 
de Q nivala• 

(3.6) 

Figura 3.,. Sl•t•m.a para ta d'•n.eractón da ta modutción por pulsos 

codtftcados. 

Exa•inando la acuación 3.6 se ve que si µ = a, entonces v m 1, y 

la senal cuantificada na r•quiar• de traslación de c6di90. Sin 

e~bargo, •n Qmnaral, µ < Q y v > 1. La for•a mAs co•ón de 

modulación por pulsos codificados es la binaria, para la cual 

µ ª 2; el n~mero da nivel•& cuAn~icos se toma entonces ca.o alguna 

potwncia da 2, a saber, Q 2v. La figura 3.5 ilustra estas 

operaciones para la lftDdulaci6n par pulsos codificada& binaria. Sa 

•uestran ocho nivel•& cuAnticos, correspondientes•~ 1/B, ~ 3/B, • 

•••• , ~7/B, por lo que los niveles estAn ••pactado& de maner• 

unifor~• en 2 X 1/B = 2/D e incluyendo el r•dond•o, ellos cubren 

al intervalo de -1.0 • + 1.0 la cual es consistente con la 
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convención de nor•alizaci6n Jx(t)I S 1. Se a•iQna un nO•aro de 

código o, 1, ••• ,7 a cada nivel cu•ntico y la palabra de c6diQo 

binario, •s si•pl .. 1111t• •l •quivalente binario del nóattro d• 

código, por eJ••plo, 5 ---+ 101, 4 __.., 100, ate. 

718 

5/8 

3/8 

1/8 

-1/8 

-3/8 

-5/8 

-7/8 

Nu,...ro de codiQD 3 o 

Codigo binario 001 011 1 o 110 000 

Onda de •odulacion 
por pulsos 
codificados 

Figura 3.5. 

S..n•cesitan tres digito& binarios por palabra d• código, puesto 

qua v a log1B = 10Qa2•- 3. Co•o se requieren varias 

cad• muestra del mensaje, resulta que el ancho de 

digitos para 

banda de la 

MDdulaci6n par pulsos codificadas ser• mucho mayor que el ancho da 
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banda del mensaje. Una estimación del ancho de banda se obtiene 

como sigue. Las muestras cuantificadas ocurren a un• velocidad de 

f.~ 2W fftU••tras por ~egundo, por lo qua dabe haber r v/• 
digitos por segundo. Por lo tanto, la relación de ancho de banda 

da velocidad da saftalizaci6n es : 

BT ~ r/2 = vf.I 2 > vW 

" 
El ancho de banda de . la .adulación 

codificados en bAnda en base •• as1 un •1nicao da v 

al ancho de banda del mensaje. 

(3.7) 

pulsos 

vac•s 

Como paso final de la g1tneracion de la aodulacion por 

pulsos codificados, la seftal de banda base pueda •adular una 

portadora de RF para propósito de trans•isi6n. La .adulación de la 

portadora puede ser da •anipulaci6n par corrimiento de amplitud 

(ASK), Manipulación por corrimiento de fase (PSK) o manipulación 

por corrimiento de frecuencia (FSK). AOn as1, la modulación de 

portadora resulta en un ancho de banda da transmisión aón •ayer 

que el de la ecuación 3.7 pero sólo se pre&tarA a~ención al caso 

da banda base. 

Ruido de Cuant1Cicac16n. 

La figura 3.6 muestra la porción de un receptor para la 

nt0dulaci6n par pulsos codificados que sig~e a la demodulaci6n de 

portadora, &i la hay. La forma de onda de la modulación par pulsos 

codificados analógica contaminada por ruido aleatorio n(t) se 

opera por medio de un convertidor A/D que regenera las palabra& de 

código digitales (~As errare&). De estas palabras de código, •1 

decodificador deter•ina los valores muestra cuantificados de 

nuevo con errores) y genera a x.q(t) la cual se procesa por •edio 

de un filtro pasabaja& para obtener la sa"al analógica de salida. 
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Si la r•lación sa"al a ruido •n •l convertidor A/D es 

sólo .ad•st..-nt• 9rande, la probabilidad d• error es pequen•, lo 

suficient• ca.o para qu• •• haga caso omiso de los afectas del 

ruido aleatorio. No obstant• •gta condición, x (t) no ser• 

id6ntica al "'9nsaJe x(t) puesta qu• la •ntrada del filtro 

paaabajas es x•q(t) y no x.(t), •s decir, qua la r•canstrucci6n se 

basa en las -.uastras cuantificadas ~- que en lo• valores muestra 

eMactos. Ad•~•s, no hay far•• da abt•n•r valores •xactos en el 

r•ceptor, ••• infor~ación se descartó ttn el trAn&•isor durante •1 

proce•a de cuantificacion. Por lo tanto, ea i•paaible una 

reconstrucción perf1teta del lo• •i•t..•• 
codificación de pulsas, aón cuando el ruido aleatorio tenua una 

influencia despreciable. 

11odu1Aci6n 

~~i~~=~~a +n(t)____... 

....... ----. Filtro de 
construcción 

-ulAción por 
codificación d• "•q(t) 
pulsos 
+ error•• 1 1 + error•• 

Decodificador ••••••••• 

Figura 3.6. ~c•ptor para lft0dutaci6n por pulsos codtftcadcs. 

CCMK> conclusión, el •facto d• cuantific.-ción •• una 

liaitación ba.•ica de los sist•••• codificado•, coeo •1 ruido 
aleatorio es una 

convencionales.. 
de los •i.st.-•• analógicos 

Para un an6lsis, se desco~pon• a x(t) en una aeftal 

cuantificada en formad• ••c~l6n xq(t) y •n un t.ér•ino d• error da 
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cuantificación &q(t), tal que 

ca.o .. ilustr• en l• figura 3.7. Dado qu• •• 

ard.n d• .... estreo y cuantificación la• 

(3.8) 

int•rca•biable el 

valar•• -.aestra 

cuant:.ificado• canfor- •• dllCodifican en el rttc•pt:.or •• pu9den 

escribir en for•a 

x (k T.) = x(k T•I + & (k T•I 
q q 

(3.91 

y al filtraje d• reconstrucción da 

x (ti = x(tl + ~ cq(k T•I Sene <l.• - k) (3.10) 

en consecuencia el •rror da cuantificación aparece en for•a d• -c: 
como •l ruido d• cuantificación. 

Este ruido se eval~a con facilidad cuando los nivelas 

cu~nticos tienen eapaciami1tnto unifor•• 2/Q asi l&q(t)I S 1/Q (ver 

figura 3.7). 

A ~alta d• infor~ación, por el contrario, se supone que 

&q ••t• uniformtt~enta distribuido aobr• c-11a. 1/Q], es decir, qu• 

su función de d•nsid•d de prob•bilid•d as p(cql = Q/2, leqr $ 1/Q. 

A•1 que ti•n• lo •iQuiente 

V 

-. ., 
q 

S' ..... ~. _B._ d.& 
-t/Q q 2 q 

1 

3Qª 
(3.111 

(3.12) 

l• cual •• ind•pendiant• d• la .adulación d• portadora, potltncia 

tran .. itida V del ruido aleatorio, pu•sto que aqu1 no se haca caso 

de las error•• de decodificación. 
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-kTs 

• (kTs) /q . 

_ ;~~"'""~· 
Figura 3.7. Error de cuanti/icaci6n 

codificcu::i6n de pulsos. 

Es obvio, qua la cAlidad 

en 

"" 

la 

el 

~d~r~_-tón'· 
.. 
por 

'' ~ ,,.,; 

campo,._tamiento se 

increment.- con a. el níaraero de niveles cUA;;·t1C~g:-.:~_.ES"t~ -'~si~ple•ente 
reitera qu• si se asttt.n empleando •uchos .. , ni.;el~!:i '"CUtt.~tiC~;.¡·, de 
esp•ciamient:o pequef'ío, las muestras Cu.antifl~'~d-~s·· sé·' aProMiman ! 

mucho a los valores mueotra exactos y ·la s~1.id~ ,.Se pu~de ;hacer t~n 
cercana a x(t) como se desee. 

UMbral de Error. 

Ahora se considera la situac'ión en la cual no se puede 

despreciar los errores de decodificación causados por el ruido 

aleatorio, por lo que tiene ruido de decodif icaCió.i y de 

cu•nti'ficaci6n. El cUcuto' del ruido da decodifi;,acl.;; ·cua·drl>.tica 
-z . ·. . e- ·;.;o_-_, --,.-,e" -----;-·-O,·.- . -~·-

••dio e: d es CDfnplicado porque el nOIR~ro da ~r:ro~es ~ar pillabra-- de, 
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código •& al••torio y la severidad da un •rror dapmnda da donde 
ocurre.•iendo _.. serio •n el d19ito principal <_.• sianific•tivo) 

qu• otras •rror•• an la •is.a. palabra. Se •upone que la 

probabilidad d• •rror por dlgit.o P• no .. .uv Qrand•• •• pu9d• 
d...,strar para la toadulaci6n binaria par pulsos codificados que 

'I 

-· "'• 
3Q8Xª 

1 + 4Cc/'- llP• 

(3.13) 

(3.14) 

donda P. dapomd• da (S/N)a, la r•l•ci6n ~•ft•l • ruido en el 
receptor. 

50 

~ 'U a .:«B 

.... 40 

30 / •U= .>Z 

/ 

~/-
(6/N)D , dB 

20 

10 

o 
10 20 30 40 

15/N)R , dB 

Figira 3.8. Coinportanu:•nto baio rtAtdo da l.a modul.act:ón por 

codtftcact6n da pulsos. 

En la_figura 3.B se con5truya la gr•fic• de (S/Nlo 

contra (SIN)•• (a~bas en decibeles) para modulación binaria por 
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pulsas codificado• con Q = 32 y 128, &uponiendo ruido gaussiano y 

;z • 1/2. El d••c•n•o abrupto a b•J• (S/N)a sugiere en forma 

contund.,,t• •l efecto d• u~bral d• F" donde, ab•jo del umbral, se 

c09ipru•b• qu• •l .enaaJ• qultda mutilado al grado de ser inútil. En 
la .adulación par pulsos codificado&, ta•bi6n •• pr•&&nt~ •l ca110 

de la -.utilaci6n puesto qu• •• aprecia con facilidad que la far•• 

de onda reconstruida tiene poca ••11MtJanza con al ..nsaJ• 

cuando lo• •rror•• de d•cadificaci6n son frecuentas. 

palabras, el •9fl••J• resulta 

dacodificaci6n. 

toUtilado por •l 

original 

En otras 

ruido d• 

Para •stabl.c•r el nivel d• u•bral en la llOdulación par 

pulso• cadif icados, •• expr•sa qua lo• •rrores de decadif icacion 

son despreciables •i P• S 10-•. LueQo. tomando a P• cCMKJ 

(3.15) 

•• resu•lve para (S/N)•-••\mo para abt•n•r 

(3.16) 

Por QltiMO, pu•sto que y = (8T/W)(S/N)a y 8T ~ vW, 

(3.17) 

Una implicación sutil pero importante de la ecuación 3.16 as su 

limitación en ~' al nO•ero de digitos difer•nt••· Especifica .. nt• 

Y para cualquiar valor da (S/N)a el •i&te•a ••t• arriba del umbral 

aólo si 

µ• ~ 115(6/N)a + 1 (3.18) 

lo cual i•plica una limitación •ayor •n Q puesto que µª• ~/N. 



Modulación Por Pulsos Codlllcados Dllerenclal. 

La seftal d• .adulación por pulsos codificado& 

dif•r•ncial •• una repr•s•ntación d• modulación par pul•o• 

codificados de la seftal difer•nci• x(t) - X<t) generada, cotMJ .. 

-...e•tra .n la figura 3.9a.Pero X<t> ahora tit1n• un ~ ... na variable 

d• •scalón que va de ~ A a ~ QA/2, •i9fldo Q •1 no .. ro d• niv•I•• 

cuAnticoa, por lo qu• 6sta •iQU• con 9'.• exactitud a x(t). Asi, .., 

especial, si •• .. plea la compresión expansión, ~br6 ruido 

inactivo 91Ucho m•• baJo, elevación ••• rApida, y -.nos posibilidad 

de sobre carga dependiente. La f i9ura 3.9b •• el d..aduladar. 

Filtro 
x(t)---o PasabaJas 

(a) 

CUant.i f icador 
y 

Codificador 

Modulación ~ 

por pulsos jo. difl d r~L codificados-----. co ca or ~ 
diferencial · 

(b) 

Codifica­
dos Dife­
r.,,cial 

as x<t.I 

Figura 3.9. Hodulact6n por cod.ificact6n ~ pulso• di/•r•nc(al 

a.> Hodulador, b.> DltlOOdulador. 

E• obvio que •n l~ .adul•ci6n por pulsos codificados 

diferencial con Q > 2 •• requiere equipo casi tan complejo cotmo en 

la modulcaci6n por pulsos codificados convencional. En ca•bio 

of~ece potencial del ancho de banda de trans~isión. Esto procede 
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puesto que la sen:al difarenci• x( t) - X< t·) se representa en for,.ta 

adecuada can niveles cu~nticos minimos si x(t) no ca~bia da ••nera 

drástica da •uestra a auestra. Par ejemplo, la modualcion por 

pul•DS codificados diferencial con Q = 8 :& 2" (Un Códi90 de tres 

bits) produce una reproducci6n aceptable da la seftal de video, 

mientras que la •odulaciOn por pulsas codificados directa deb9 

tener Q = 2• para una c~lidad de i•aQen monocra.Atica (blanco y 

n•Qro) cat1par•ble. As1 el aneo de banda de trans•isión se reduce 
..... ;510. 

3.3. PROCESAMIENTO DE IMAGEN. 

La mata de la codificación de imaQenes es reducir 
(co.primir), tanto coma sea posible, el n~mero de bits necesarios 

para representar y reconstruir un duplicada fiel de una imagen 

original. 

Dentro de las principales aplicaciones de las diferentes 

técnicas de compresiOn se puede mencionar 1 

Transmisión de imagenes de televisión, satélite, 

teleconferencia, etc. Para esta aplicación las t6cnicas de 

codificaci6n empleadas astan &ujetas, normalmente, a ser en tiempo 

real. 
':: .. _·.,; ... ,. 

·,_ .. 
- Almacana~iento d& imaganes médicas o docu~entos en general. - - ~ ,. ,. · ... 

En esta ·caso. loS diferentes métodos·.pueden ser- efectuados fuera de 

11~~a, .~~~;.--~~b .. rr_.a,,. es; d~~ea~~,e ~-~~~-~-~~ ·~".'~ un Sistema que permita 

la dec~dificaciÓn ~.t.pid'a "'.~lf,f~~·~:~~c~-;¡;;. / 

- E>etracci6n ,:.~-e-·C~-~~~-t~~¡:~t·t~-~~--~-~P--iicab~e. al reconocimiento 
de.- f_or:.•a_s.·."Et · tra.baJa~~-direc't.B.~~.:,te··~~-~n la-in1'armac~6n codificada 

.- , ,:; ,. • .~·-• ;- ·,; .ir .... , .. , , "'""'«· ,;< e.:/-:;-•.. ~-:,'\ _._ ·~ , ·• , 

permite el:.«:1~sa~rall~_;de:·~~ª~.o~ri_~.!ftDS_,rApi_do~, para .la clas~f~cación 

da ca.racter1&ticas .1~-;~~~s d~.' ':1"ª ,im~gan~ 
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Tknlcas BAsicas De CoJ1Presi6n De I-genes. 

Una imagen digitalizada puede ser caract•rizada por una 

sRCuencia de mensajes, hay varios caminos para seleccionarlos, al 

ónico requ•ri•iento es el d• obten•r un duplicado fi•l d• asta 

secu•ncia de •ensajes. EL ca•ino particular para ••leccionarios y 

au codificación defin• a lo• dif•rttntes .. todos ••i•t.•ntes. Por 

•J••plo, los .ansaJes pueden ser niveles de intensidad de cada 

pix•l, o de un grupo de pix•les, o los valores de una función 

c09putada da ellos. 

Las t~nicas de c09presi6n de imauenas pueden ser 

clasificadas, •n cuatro grupas seg<.m Jain, co•o : 

- Codifict1ci6n d• Pix•l. 

- Pr•dict.iva. 

- Por Transfor•ada. 

- Otras. 

Sin embargo, no es la ónica c1Asificaci6n, Kunt 

distingue dos g•neraciones de t6cnicas de Compresión da IMagenas, 

agrupando las de arriba •encionadas co•o de la Primera Generaci6n, 

y llamando a los m6todos que toman en cuanta el .ecanismo humano 

de la visión, ca.a los de la Segunda Generación, los cuales 

describan a la imaQen "" t6rminos de contornos y textura&. 

3.3.l. CODIFICACION DE PIXEL. 

En esta codificación cada phel ... procesad e 

independiente~ente, ignorando las dependencias interpixel 

axi•t•ntes, tampoco las propiedades del sistema visual humano ·son 

utilizadas. SUpona al conocimiento praciso de~, 1.a&, •St.ad1sticas 

Qlobales de la imagen, dentro da esta·cateooria ,·se encuentran· 

PCl'I, Código de Huff11an, Run-Length, Bit-Plane> 
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PCM, 

conocido ta•bien co~a Conversión Analógica Digital 

(ADC), realiza una discretización en el tiempo, muestreando la 

seftal al N1nos a la frecuencia de Nyquist, •iantras qua la 

di•cretizaci6n en amplitud se efectOa utilizando un 

suficiente de nivela& d• cu•ntizaci6n. A una tasa da 2.5 

obtiene una c•lidad aceptable de i•agenes porcasadae. 

Códigos De Hutf .. n, 

número 

1. se 

La idea fundAtMtntal es de asignar .-nos bits • aquellos 

valores de pixel que ocurren m•• frecuentetaante. La construcción 

del código co~ienza con el cAlculo del hi•to9ra•a da la imagen, el 

cual nos proporciona la probabilidad de ocurrencia de cada valor 

de pixel. Postarior .. nte los diferentes niveles se ordenan seQún 

un orden de probabiliades decrecientes. Para obtener la palabra 

correspondiente a cada nivel se asigna un c6diQo binario creciente 

hacia la parte •enos probable, de •st.e .ado se obti•na un 

diccionario. La codificación y decodificación se realiza par rwedio 

de una búsqueda (lookup table). 

Esta codificación es 5ensible a la .. errores de 

tran&Misión a través de un canal de tasa conatante1 lo cual 

implica un r•Q_i&t.ro t.1N1poral d• regulación de flujo binaria, ya 

qua las palabras codificadaY tienen una longitud variable. Es por 

esto que en la prActica se utilizan algunas variantes de aste 

código, como lo san los cOdigos da Huff•an modificado y truncado. 

Run-Lengt.h, 

Esta es una codificación fuera de error, que se basa en 

la eliminación de piM•les adyacente& can •l •i&mo valar, ya sea 

por renglones o columnas. Para CDftlprendar al funcionamiento de 
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esta codificaci6n 1 &e considera el siguiente ejemplo, un renglon 
de una iMagen cualquiera qua tenga la siguiente secuencia de 

valores 20 1 301 41 v en seguida 22 pixeles con un valor de 80. 

Esta ~ltima cade"a de pixeles con el mis•a valor, pu•d• ser 
ca~pri•ida si se representa co•o una secuencia de tres no.eros, la 

•arca, qua indica el inicia d• una cadena d• piKeles contiguos 

igual•&, el tamafto de l• cad•na y al valor de la cad•na. De esta 

manera la cadena anterior puede ser representada co.a 20, 30• 41• 

250, 22, BO. Donde el 2~0 representa la marca. la cual debe ser un 
valor ineKistenta an la imagen. o poco probable, para que na sea 

confundido con un valor da piMel. 

Ca~o se aprecia la tama de co•prasi6n en •&te ca&o 

depende de la estad1stica de la imagen. 

Bit.-Plane. 

Una imagen con 256 nivele& de gris por aJa•plo. puede 

ser considerada como un conjunto de 8 planos de un bit, cada uno 

de los cuales puede ser codificado utilizando •l ••todo de 
Run-Length. Este método es muy sensible a los errores an el canal, 

a menos que las palabras que representan los bit-plane m•s 

significativos sean cuidadosamente protegidos. 

3. 3. a. Tl!:CHICAS PREDICTIVAS. 

DPCM. 

El principio de esta técnica as re•over la redundancia 

mutua existente entre pixeles sucesivos. codificando. solaMente la 

nueva información. Una predicci6n del piMel actual se hace. por 

ejemplo, utilizando el valor codificado previamente y s61o el 

error de predicción (&eftal diferencial) es cuantizadc para su 
transtni5ii6n .. 
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DPCM Linea por Linea. 

En este mét.odo cada linea da· la imagen es codificada 

independient.ement.e ut.ilizando la t.écnica DPCM, generalmente.se usa 

una reprasent.ación autoragresiva (AR) para diseftar el predictor. 

Una desventaja de este ~•t.odo, es que no se aprovecha la 

dependencia astadistica entre lineas y solo se pueden alcanzar 

tasas de 3 : 1. 

DPCM D1d1,..nc1onal. 

Es una extensión del Mt.odo DPCM a dos d
0

imensiones. Se 

utiliza una vent.ana de predicciOn causal bidimensional y la 

secuencia de piMeles son representados por un •adelo causal de 

varianza minima (HVR), que permite minimizar la varianza del error 

de pradicci6n en la imagen. Se pueden alcanzar tasa de 4 1 1. 

DPCM Adapt.1 vo. 

El esquema. ·DPCM puede ser hecho adaptivo, si los 

parámetros de'lá ·p;ediCciÓn son'adaptados a los datos en un camino 

ap~opiado.. P~~, · ~.Jem~plo~-- se puede definir una medida de la 

ac.tivid~·d:.1o"~a¡-:. ~:~:-1.0s'. parámetros de la predii::ci:On pueden ser 

actu~lizadas ~~ C~da".cambio notable de actividad, en' este _s.entido' 

la tasa p~·ed~-:&~,:.-· aumentada de un 10 a 20 'Y. • 

·.En .la ~~ificaC·16n·· pa~- tria·n.sf~rmitda,.':· también li°amada 

bloques,· se ·dl~ide·, 9~ner-.;.lmeiite una~ ima9'en' de.;tamaf{o .. ' N X N, 
- . .' . . - . . -

de 

en 

sub-imagenes de M-x M, donde M ~ N.Y es normalmente una potencia 
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de 2. Posteriormente se aplica una transformada lineal a cada 

sub-bloque de valores (piKeles), estadlsticamente dependientes, 

transformando los en otro bloque de coe'ficivntes m~s 

índepandientes, f inal~ente los coeficientes as1 obtenidos son 

cuantizados y codificados. 

Para obtener un buen d•sempefto en la codif icaciOn por 

transfor•ada, es necesario datarminar los siguientes par•••tros : 

- Tamafto de la Sub-imagen. 

- Tipo de Transformada 

- Selección de los coeficientes a ser cuantizados. 

- Asignación de Bit&. 

Dlterenles Tipos De Transformadas. 

Para llevar a cabo la compresión de imagenes, s6lo son 

seleccionados los coeficientes de mAxima energla par·a efectuar su 

cuantización y su codificación, por lo cual -es deseable,conta~'con 
una transformad~: que:··compA.Cte la máxima energla .·de··:.1a.''"im~gen>erí''1!1'· 
menor namera de .. c~':'J.iCien~~S que sea posible, :y. 'ademAS _-que' sea 

fA.cil de implemBríta'r~ uná ·:tranStormada ·qUe. cúrTI-ple\con·· .. _1¡,¡". primera 
de estas .necesid·~;d~;--;:~~'~·1a·~-·tra·r1Sf~·~m~d-~'~ tt.;·:k~r:h~m·,;~-::Ló~v~'~_,o~ ·de :. "1'a ·· 

componente P!'"'inc.ip~i"·;· ~--'~·~ ,,, que
1 

nos p:r~po;:.¿·¡~~a·'(:~.;:~~f i~~i··~n·t·es 
corre1acionadcs ··.~·~.:·:: s1lnu1tAOeainen.te. t~· m~x'i~~· ,~'~-º"~;~~~;.::aé~·0n 
energ1 a ·en· pra~·~di~· \~~· {~n·~ ~~l.:Ae,.:o <,:.ed~~i~o · 'd'é, ~~-~~f i.ci~nt·e:S. 
embargo,~:·· ~s~~ :>~~·~.~'.~_~1'6~.~~·d.:~ .··f'~s. ·~·c~m~uta~.i'c~_n·~:1:~~'~:~~ ~'.f 'di f 1ci1 
calcular,.- ~ue.st·~:.'~J~. dD~tiñd~ ·d~-',.¡'¡i" .;e~-t'~di'~t1ca~é··-'·d~ :: 1~· ima·g·en, 

siendo :, ·ést~--:\. n~>;~-~~~·~c~~.r1a-~.~--a~~~~:. h~~·.::-:q.~~ .· :~~a'iCU.{ar·,~·. la núitr1 z 

;:~::::;{~::'.~~:} ~i:il ::~::~=~·~=~ \i:m:~ª ~j:~f;s;:;_ d::;ab ::ti:: 

ne 

de 

Sin 

de 

y 

de 

el 

se 

utili~~~: otr-~S"'r:·t;:~~-~fc;;,~,;.~da~·: deté~~1ríi~ti~-á.~;,,- qj~{ legran aproKimar 

los· r-a~~l tad~s··'.·Óptirños:. de.~la .tr~~sformad~ Kilrhumen-Loeve. Estas 

que at'.ln 
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estan corralacionados entre si, sin embargo, esta correlación 

tiende a disminuir conforme se incrementa el tama~o de la 

transformada. Efitas transformadas redistribuyen asi mismo la 

energ1a de los pixelas en un número pequaNo de coeficientes y 

además son fáciles de implementar. Entre ellas se encuentran la 

transformada de Fourier, Coseno, Seno, Slant, Hadamard. Siendo la 

transfor~ada Coseno la que proporciona la mejor aproximación con 

respecto a la transformada Karhumen-Loeve. 

Con este método se puede obtener tasas de compresión de 

10 : 1, dependiendo del número de coeficientes ratanidos en un 

~rea dada. Otra posibilidad consiste en fijar un umbral contra al 

cual 11e comparan l·os coe'ficientes, haciendo cero aquellos debajo 

de este umbral, de esta manera se pueden alcanzar tasas de 15 : 1 

con una buena cálidad. 

La codificación por transformada puede hacerse adaptiva, 

si se igualan los parámetros del codificador a la estadistica de 

la sub-i11agen ·a· .sar codificada, la adaptación pu1rde ha.c•rse ya sea 

a nivel.de la transformada, de la asignación de bits o de los 

niveles.de cuantización. La eficiencia con respecto a la no 

adaptiva puede ser incrementada de un 25 a un 30 Y. • 

3. 3. 4. OTRAS T~CNICAS DE COMPRESI6N. 

Codificaci6n Hibrida. 

Comúnmente se denomina as1 a los métodos que combinan a 

la co.difi~ación predictiva con la codificación por transformada. 

La .idea ·.b~sica ea combinar la sencillez en· hardware de una, con ·la 

alta'ta&a .. de compresión y robustez de la otra. 

La codificación se realiza aplicando una transformada 

unidimensional de orden N por renglones, o. columnas. Por medio del 

c;u~-~· se obtienen N secuencias vectoriales :de.·.orden N, cada una de 

estas as entonces codificada independientemente por medio de un 
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pr2dictor recursi~o vectorial OPC", con N codific•dores OPCM 

escalares;desacoplados. En la práctica el núm•ro d• codificadores 

es menor a N~, ya que muchos •l•m•ntos del vector transform•do son 
cero. 

CodlClcaci6n Híbrida Adaptiva. 

El esquema da codi1icaci6n puad• s~r adaptado a imagenes 

cuya estadistica espacial varia lentamente. ºº" tipos da 

adaptividad pueden ser introducidos, por un lado¡ los parAmetros 

del modelo de predicción da cada codificador OPCM, se pu•dan 

adaptar seg~n las variaciones de la •stadistica d• la imagen, 

utilizando una adaptaci6n d• la varianza d• los coeficientes. Por 

otro lado, la distribuci6n de los bits de cua~tizaci6n se puedan 

adaptar segun una clasificación predaterminade de lo• vectores. 

Cod1Cicaci6n Interiaarcos CinterCra,,. Coding). 

Est~ método explota la redundancia que existe entre 

marcos ~ucasivos, en la transmisión de imagenas con 

movimiento, por ejemplo, la talaconferencia. L• diferencia 

exista entre los marcos sucesivos es d•bid• al movimiento 

los· 

poco 

qU• 

del 

objeta migmo, al movimiento de 1• cAmara, o po~ un• ampliacion 
( zooming). 

Rep•~ic16n de Marcos. 

El método consiste en aubmu••t~••~ las imaganes y 

reempl•zar c•d• marco no trans•itido por el pracedanta. Sin 

amb•rgo, esto no produce una bu•n• reconstrucción d•l movimiento. 

Un• alternativa es hacer un rellenado selectivo, donde los marcos 



aon transmiti.dog a una tasa reducida, de acuerdo a un algorit•a 

predeterminadc·da actualización. En al receptar cu•lquiar dato no 

actualiza"do· es refrescado il p•rtir d•l marco pr•via, el cu•l •• 

conserva en una ¡nemoria. 

tnl~rcamblo de Resolución. 

La respuesta dal •istema visual humana •• mala, para 

discriminar detalles en escenas dinAmic•• con una alta r••oluci6n 

esPacial· y temporal. Es por asta qu• la• Ar••• d• ••cmna, que 

'estan cambiando rápidamente, pueden ser repr•••ntadas can m•nas 

· b.its' utilizando una amplitud y una resolución •spaci&l reducida, 

respecta·a otras áreas fijas. Para llevar a cabo e•ta co•prasi6n 

se segmenta la imagen en zonas estacionarias y d• movimiento, de 

~cuardo·,a"un umbral determinildo dado por l• sa"al de dif•r•ncia 

¿ntre marcos. En zonas estacionariils sólo son transmitidas las 

iiferencias entre marcos, en el r•ceptor se d•codifican y los 

.alcres no recibidos son obtenidos del marco anterior. En zonas 

;on movimiento se usa un submuestreo da 2 1 y los valore• 

intermedios son recuperados por interpolación. Usando un• 

codificación de marco diferencial da 5 bits pcr piMel, ge puad• 

obt•ner una tasa da ccmpresi6n d• 2.~ 1 1. 

Repl•nishe.-nt. Condicional. 

Esta técnica est• basada •n la detección y codificación 

de ~reas en movimiento, las cuales son refr•scada• de marco en 

marco. Siempre que la magnitud d• la se"al d• dif•rencia •ntr• 

marcos rebase un umbral determinado, ••ta se cuantiza y codifica 

con su ubicaci6n para su transmi•i6n. El rec•ptor un pix•l es 

repetido d•l marco ant•rior si p•rt•nec• a una ~r•a estacionaria, 

a •• dlPCodif icado d• la s•"•l de diferencia si provi•n• de un• d• 

movimiento. 
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3, 3. 5. CRITERIOS DE FIDELIDAD. 

Los diversos procesamientos a las que son sometida• la• 

se~ales, les ocasionan a menudo, modificacion•• qu• las d•Qradan. 

El sim?1e'·hecho de digitalizar una sef'lal analógica. trA• como 

consec~leiicfá.' que sea imposible recuperar exactament.• l• seftill 

ori~~nal. El grado de distorsión parmisible depender~ d• la 

aplicación a la que se destine la s•~al procesada. 

o&spuéa de aplicar alguna t~nica d• co~presión, es 

posible.observar en la imagan reconstruida cierta dagradacion, la 

cual depende en general de las operaciones arit~•ticas (errores 

por:. trUncám.ienta. redondeo, o falta de pr•cisiOn),. d• la técnica 

emP:l.eada. ·de la tasa de compresión alc.iinzada y de la estructura de 

la:·propia imagen. 

La cálidad en el proc•••mi•n~o d• imag•n•• sual• 

evaluarse mediante criterios subjetivos y critwrios obJ•tivos, 

siendo.al primero •l de más lenta aplicacion y tambi•n el más 

importante, puesto qua •n l• mayoria de los proce&os la etapa 

final es la interpretación humana. 

3,3.5.t. Criterios de Subjetivos de Cilidad. 

,..todo de Apreciación. 

d .. la" imagenes, 

mostrAndolas a algunos observadores o especialistas; asignando 

cada persona una puntuación por imag•n, s•gún la cilidad 

observada. En la Tabla 3.la se muestra una escala de buena cAlidad 

global y en la Tabla 3.1b una escala de buena c~lidad por grupo, 

en •uta la& evaluaciones sa realizan buscando la mejor imagen da 

un grupo, y apartir ·de' el.la sa"·Juzgan las restantws. 

Cuar:'do<.s• ~mplean ,varios sujetos, los resultados suwlen 

••r avaluados calculando la Puntuación de OpiniOn M•dia (POM) 1 
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k 

E n, e, 
POM = ~ 2 1 

k 
(3.l'i') 

E n, ... 
donde C:i. es l~ puntuaciOn~:.de la caterQDr"ia i 11 n.i. es al número d11 

aprecia.e;: iones en. 1 ~> categC"."ia. _i. \' k 11• el total da cat.agcri2s •n 

la escala. 

.. ESCALA'. DE BUENA CALIDAD GLOBAL 

c1as1·11C.aC:ion Puntu•cion 

EHcelent• 5 

Bu"ena : ... 4 

Regular: 3 

P:obr.• '•: ........ :. 2 

No S•ti•factoria• 1 :· 

ESCALA DE 

Clasi ficacion 

La m•Jor 

Bu11na sobra 

LiQaramante 

Promedio 

LigRram11nta 

La peor:··, 

Tabla 3.1·. ~·¿·º~~~- d• á/;~';;'t;'~-~Ci'~i~: ···Q.> ~"--ES~~/~i'Ci .:·,d··· ·b·~~M 
11tobat; b> É:s:=ata ci~' i:,.;.,na cA<'i:lc:;;./p,;~:$;.ui>o.' 
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M6~odo de Co..,aración. 

La ••cala de detarioro de la tabla 3.2, se emplea 

comparando una i•agen distorsionada can una i•agen da r•ferencia, 

a la que se l• va agr&Q•ndo cierto d•terioro hasta que a•bas 

parescan tener la misma cAlidad, a criterio del suJ•to. 

ESCALA DE DETERIORO 

ClAliificación Puntuacion 

No perceptible 1 

Apenas perceptibl• 2 

Definitivamente parceptible pero 3:' 
solo ligeramente det•riorada ' ' '' 
Deteriorada pero no inconveniente 4.'' 

', 

' 

Ligeratnent• inconveniente :5, 

Definitiva,..nte inconveniente b 

E>etr ... adamente inconveniente 7 

Tabla 3.2. Hétodo da comparación qu• empl•a una •scala di# det•rto. 

Lo& re&ultados obtenidos por •valuacion•s subjetivas, 

sin ••bargo presentan cierto grado d• incertidu•bre, 

tienden a depender de la experiencia y motivación da los 

ya qu• 

suJ•toa, 

del rango del material usado en las pruebas y da las condiciones 

bajo las cuales son mostradas las imag911es por •J.,..plo la 

iluminación del medio ambiente, la distancia de observación y el 

tamano de las imagene&)I por lo que este tipo de pruebas suelen 

ser complementadas empleando crite~ios objetivas. 
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3.3.5.2. Criterios Objetivos de C~lidad. 

Como 1Wadida de fidelidad entre una imao•n 
N 

original 

X 11 8& g(x,y) y una imagen degradada ~(x,y), ambas de ta•a~o 

co•On emplear •l error Medio cuadrático 

eKperimentalmente se estiMa Atediante 

("5E), que 

11SE __ 1_ ~ 
N M •=• v=• 

M 

J: (3.20) 

otro par~matro de cálidad •• el errar medio cuadr•tico nor~alizado 
(Nf1SE), •1 cual se expre&a con10 

N 

J: 
NP1SE e: ..-•_•-"•~Y.,..:"''---.,..M.,.-.-,-.--,-, -.-.--- X 100 

J: J:.·[g(x,y)]z~ 

e igualmente expresado en'el dominia·'d• 

emplea una ,transformada Unita~ia.' 

N M ,:;:~."! 

J:. I: IG<u;v> 
N11SE. us& v:rJ. 

· · E , i: e aiú';v> 1 2 

'u11l v=i · 

100 

·. (3.21) 

si se 

(3.22) 

El gran 'atract.iVo: .-de ·.'~~~l~a~~ e{s M,SE'· y NHSE es su 

=~.::~::t:":a~:. ::::~~7:~ ~~11:::1:~~-~¿I~~L:~;~,¡'::;;••::~e~::~:::~:: 
de ·ia~ im~gen.!S Y·.·e.t' ComP~·rt~·miE!;:;'to :·n·~ .: rini:;;a1· :d~i 151\sté~a· ; .YiSu~·1-;­
oca&ion~~ ·que para ci~·~~a~·.' ~~a·g~~'~S-~ ·;·u~~ ·va·1;ei,r· 1;1r:-ande · de NMSE ·- no 

51Qnifique neceSariat.\eríte ... mBla' cá.lidád.'P.!~D. en 9en'er.iil, ··~r,'.(;a1o'r 
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~uv pequefto de error significa bu•n• cAlid•d subjetiva. 

Otra indice, •~s adecuado de esti•ación, as la relación 

saftal-ruido (SNR), la cual &•expresa COMO 

SNR - 10 Lov,o ~ [dBJ 

donde ,,• •• varianza d• ifR•Q•n ori9in•l 

calcularse con 3.20. 
'I ,,• . 

(3.23) 

PU•d• 

Otra •Mpreai6n para calcular la relación s•ftal-ruido es 

CV•lor Pico da l• 1••!1.., Ori9in•1) 2 

z º· 
[dBJ (3.24) 

donde el valor pico de la i••g•n original •& igual a 2n- 1, v n es 

el nóm•ro de bits por pixel. Al .. plear la expresión 3.24, debe 

ta.arse en cuenta que esta proporciona un valor de alrededor de 12 

• 15 dacibeles sobr• el calculado can la expresión 3.23. 
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CAPITULO 4. 

ESTIHADORES ESPECTRALES. 

4. 1 , YENT ANAS. 

EKisten cuatro tipos de ventan•• qua son 1~• siguientes 

1.- Ventana Rt1c t .i."6" t ar o Uniforma. 

2.- Ventana da HOJMt(fld y Hann. 

3.- v.ntana Btacltman. 

4.- Ventana Kaiser. 

Ventana Rec~~ngular. 

Una ventana rectAngular astA dada por 1 

(4.1) 

w(n) {: en cualquie~ otro caso. 

La forma espectral de. la. ven.~a~a. rectA~gular :-es .. ·. inostrada « en la 

figura. 4 .1 •.. Como N :_ ~.1eg-~t':· ~:_t~ér:?-~-~-.".'~~~tr°á~_i~m~~-t.ü.- ~~an_c:i_e·~- :; ~~ ~> · tiende 
a ser ._la del ta. ide~'tiz;d~·::~~·,-d·i-st~"ib'U~~-iÓn:·~=~·5'¡~:.,.~~·.;·~~~: '~~ra un N 

fin ita, axis te una: distor~~-6,n --d':'Jbl~- p~r_a :_esta ~_ap~~t~ra· ~ini ~a. 

N 

-N/2 o N/2 

Wlt) = [u(t + N/2).~ u(t ~ N/2)] 

.W(f) 

.... 
.... 

'·"' .... 
W(f) 

.... '/ 

o 

.... / 
.... / 

,.,,,,, / ,,,,, 
· 1· 

· .. ·;""N +·+ + 
Sen· Cn/N) 

ln/N) 

Figura 4.1. Ventana RectAnsular y masnitud de ta respuesta de 
frecuencia. 
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Ventana Hainmlng-Hann. 

Una función de ventana debe ser también definida en 

términos de 

w(n) 

{ 

...!:!....::_!_ 
a a + ( 1 - a)Cos(2nn/Nl 1 In 1 s 2 (4.2) 

O en cualquier otro caso. 

para una a = 0.54, una vantana de HamminQ-H•nn es definida, •1 

a a 0.5, una ventana Hann ( no HanninQ) as definida. 

Ventana Black .. n. 

La ventana da Blackman e5 un r•finamiento d• ventanas 

previas. Esto ea dado por : 

w(n) { :·" + 0.5 Cos(~n~ 1) + O.BCos(in~ 1)1 

en cualquier otro caso. 

!ni S N; 1 

(4.3) 

Las cuatros ventanas comunes pueden ser comparada& an t6r•inos de 

su anchura del lóbulo principal y su radio de rizo (ratio rippla). 

Vent.ana Kaiser. 

La ventana de Kaiser es basada en un anAlisis de 

optimización y los resultados en una función de ventana que tiene 

la forma 

{ º

Io 

w(n) = 
{B [1-(~"- 1)" J'""> 

(4.4) 

en cualquier otro caso. 
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en donde lo representa una función de Bessel de orden cero dada 

por 

"' lo(x) = 1 + E (( !! +>klz 
k=• 

•1 par•••tro B •stabl•c• un trAfico-tu•ra (trade-off) 1t11tr• la 
anchura del lóbulo principal y la at•nuación d•l ta•ano d•l 

16bulo. 

o&. 2. - ESTIMADORES. 

o&.2.1.- ERGODICIDAD. 

Dado un proceso aleatorio X(t), se ~orMa la integral 

T 
nT• 1/2T r x(tl dt 

-T 

(4.6) 

obvia1niente, 'r)T varia para cada muestra de x( t), o saa es una 

variable aleatoria. Ahora se eK•minar• las condiciones bajo las 

que tiende la constante E(x(t)) cuando T-to m 1 

UmJ)TaE{x(t)}, T-.m (4.7) 

Si asi suceda, para Unil T suficientemente Qrande, J>T 

estar.i. cerca de E(x(t)} para cualquier •u•stra de x(t). LueQo, el 

pro••dia de conjunto E(x(t)) del proceso dado podr~ ser 

deter~inado mediante un,pra.edio temporal de una sola muestra. 

La erg.ad·i~idad· .5-~.·1a parte de la teoria de los procesos 

estoc.i.sticos qÜe t:~~t.a :de CÚ~ho te111a. De tal for1na, el término 
,•, : •• < '--.",.,«•,'. .'' '"<' • • • • ,(•;.• '• ~ '" e" 

tiene la ··interpretaci·6n·· siguiente 1 Ji. Bajo qué condiciones e>eiste 

el 1'1mita d~,- .,,·<"~l'._.:·t·~n.der .i:-. m _?. Csta cuestión es de interés 
' , . - T <~' - : - ~ ' .. ~· 

teórica y su respuesta--viene dada por el teorema ergódico de 
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Birkoff,,: 51 x< t 1 

prOmedio temporal 

muestras de x(t). 

es un proceso estacionario con media finita, ·'el 
' ' < • • ' ' \ • ' • ~ • - •• -. ' 

nT tiende a un limita n pa~a casi todas lAS_ 

As1, si el limiten existe, e~ en g8neral una 

variable aleatoria cuyo valor varia co~·cada muestra. 

Integrales Estocásticas. 

b 
p = J'. Z( t) dt (4.B) 

as una vAriable aleatoria con media 

b b ' ·'· 
nP= E{p} = J'ªE<z<tl}dt J'ªn~<tldt (4.9) 

b ~ b ( .- (:·· 

J'
0 

.r~ ·R~z(tl~tz.~ -dt.a dtz (4.10) 

ya que 
b . b'' ' • 

IP1 2 = pp* = J' · J' ·Z( tt) z ( tz) · dtt .dtz ' o. a.;~ .. ,. '\',_ ~, . 

y obviamente 

'?~· ,,., .• -~"' -.·:,,:'-< ··r:\~ -· ":- , .. .,_f_ 

como puede verse al "restar·· (,.9) ·.dir-.(4-~B) ~·;.Si se· aplica (4.10) a 

C4.11>, se lleg~, a ~u·~- 1'~·:--.. ~8~1~~~-~!'.'d~ ~.-:"viene·~-~-~~-- Por 
. :>·. _:,'' ·:~:'~_-; .,. - "~·-··--' ':~.- '··:1'::'· 

.. ": = Úi~ -~;~:1~,>::·~ ;~~}'J'ij~/;·?:'.~;¡ -~~¡ d~,z (4.12) 

~:~~-~ '~·:.~~·,:> :_:·~: .. 7 :;:__;/~· '<·;_:,\'~:.;.,;_:;~ó· , ;_· .. ·, -~;_: ' .. ,' 
ya qua la ~~~occ:>rr·~-~-~Ci~.--· ~e1:'_. ~-r-~ce~D- ·c~~t_ra~o· <.-~--~/ >,. ·, _ T)z ( t > es 
igual a la· a.utov~~i~;;~-~ :·C~a( 't.: .. ~ t=~·)··: ~.;;-¡~\(,t ·;·-~\2~ ·.>~:-:_ · ·:'' ~- . 

El ,-.~º-~':~to -~onJ~.'!~~ de_ ias v~r1~bi~s· 3~:1~~-~ori~s p y 

q 
. 'd 
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viene·dado por 

b d 
E{pq*> = J" 

0 
r c~a:v( ta •. ~~) dta dtz (4.14) 

ya que 
pq* = .r /~'(t&) ,.*<';~) dt& dtz 

aplicando (4.14) a¡.,,. integrales p,. TIP.f''q ·- 'flq de los proca,.o& 

c..,trado& z(t) - ~ (t) y w(t) - ~ (t) se·abtiene la cavarianzA de 
z v .. " ~- ' 

las variables aleatorias p y q : ._. · · 

b d 
.r

0
.rcc

2
.,< t&,tzl dt& dtz (4.15) 

Ergodicldad de la Media. 

Un pracasa estocAstico x(t) es denominado arQ6dico si 

todas sus propiedades estadistica&"-.PUede~. determinar:=-e a par:-tir de 

una &ola MUestra. Un proceso erg6dico .debe ·,'.ser·_. estacionario en 

sentido estricto. 

A la ergodicidad 't;;.;,bi6n Púf!de d.irsele una 

interpretación •As 1 iflli tada'.·: cu~~do~:/~6lo · dBterminadas propiedades 

d• x( t) pueden ser dete~~~:~~~~·~~/~·~~·-~-~~~ti~· de- una ·sola muestra. Este 
caso sólo serA necesilria'·.1a··~!e&"ta-cfoliarida-d con respecto a dichas 

propiedades. 

Se supone que x(t) es· un proceso estocAstico con media 

constante 1 

E:(x( t)} = TI 

se desea ver bajo que condiciones el promedio temporal 

T 

TIT = 1/2T .f X(t) dt 
-T 

estA cerca de n. Es obvio que : 

E:('flT} = 1/2T .f E:(x(t)} dt 
-T 
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si el proceso x(t) es estaciénario an la covarianza, .. o - sea- si 

c(ts.,tz.) = c(t.1,-tz), la varianza-.de '!°>T:viene dada·_por-·: 

, . :: .. .:: .. ZT i'·, i'.-
,a~ = Ú2T J' C(T) (J. ;.. IT l/2T) dT 

, ·;· .> ~ ;;:.;~/;;,: . .. (- .. zT :. -:··;\_·: .''· :'' 

Ello"" sigue haciendo en·:14;151 z(O·= 'w(t) · = 
y Tt = _Tz = T·;, ... ~_ar la ·~ant:·~.·,:.. ~ ··::~\.::j;:.;~~j::.'~~;:,:·· -~;·1> !< • 

>;l~ .. ;,-_.;'; ZT~·' •• :::,::·:.·:·-<~~:. ,·<--~ ~~;·~·:: ¡.;' 

entonces 

y al ser la.media de 

J./2T 'r C(T) (1 .7)T,l/2T),dT:.:- O 

.. , ·.~ ~~·( . 
....:..·· '2 '· 

J. 

(4.J.9) 

x(t)/2T 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

. ''.'. -_- .. 
Asl pues, si._la autocovarianza .. c<T> -~da.·: .x(t). satisface (4.20), 

entonces pa~a ~ SUficientemerite g~~nde_ el , pro~adio: temporal nT. 
calculado p~ra un_a sola. muestra est•·cerca de l~ -ir.&di~,-n' ... de· x<_t) •. ' 

La condi~ión (4.20) es par lo.tanto necesaria y, suficiente - para 

que el preces~ x(t) sea ergódico en la media. 

4.2.2 ESTIMADORES DE LA CORRELACION. 

Sea un 

aut.ocorrelaci6n 

proceso estacionario real 

R(T) = E{x(t + T) x(t)} 

Obviamente, R(T) es el valor esper~do del proceso 

~(t) = x(t + T) x(t) 

en donde T se toma como parámet.ro.-
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Ergodicidad. 

e 
La int•Qr•l Rc(TI = 1/2c r 4> (ti dt (4.24) 

•• •l promedio t••poral del proceso ~(t), par lo tanta su ... di• 

vi•ne dada por 

E{Rc(T)} = E{4>(t)} = R(T) (4.25) 

y su varianza por .. 
i/2c ~ •• C#(a) (1 - lal/2c).·da 

en 

de 

donde CH(a) es la autocavarianza d• 4>( t). Lo a~~-~~~~.~, ~ &iQU• 

(4.1~) al sustituir X(t) por 4>1t) en (4.17). 

El proceso x( t) as pues •rgódico •n carrlt1'Aci6n .·i ... el 

lado derecho d• (4.26) t.i90da a c•ra al tender 

sucede, par• e suficient•••nte grande, la 

acercará a R(T). D•signado por : 

e 

R#(a) a E{4>(t+al4>1t)} s E(x(t+a+T) x(t+a) x(t+T) >C(t)}··· (4;27¡ 

a la autacorrelaci6n de •<t), tenemos qua 1 

(4.28) 

Muest.ra Finit.a. 

Ahora se p•n••r• qu• sólo tenemos acceso af i¡:..terva1á 
(-T,T). de; ¡·~;·.;;.ü.·~t~~:t.:Xct)·: Eñ_-_.~i····~a~o;.:, al pro~uct~· X<t +:·T) x(t) 

puede ser d.et~!"•in~d.;_: só"io para, valores · de t en . el intervalo 

(-T, T,-T I ;.i :;e'> O v'en 1;;1 i~t~~~ala''.(::_T +. IT ¡, T) si 11~ < > O. Can 

el fin de .&vi·t~·~:::di~·t·¡·_:.t~~ fór.ulas-para T >o y T < o, . , se 

.intraducirA la fUncióÓ. :·G'i~ét·.=1ca. 

· ·· ·T-ITl/Z ·, 

RT(T):m ll2T."- ITI 1: . . ' ><Ú + Tf2) x(t - T/2).dT. 
· ··:.,T•ITVZ 

BB 

(4.29) 



De tal forma que. R.T (T) = Rc(T) ·catno en (2.24) siempre 

que e= T - ITl/2 y que el integrando ~(t) se sustituya por 

~(t- T/2). Luego 

(4.30) 

o sea que, RT(T) 

varianz• 

es º'1 .. esti~~d~~:·,· ,~~--. pol_ari~ado de R(T) con 

.<>~T ,= o:',);ú ,,:' ,-, IT 112 (4.31) 

si. por consiguiente• el, pr~ces~ x( t) es arg6dica en correlación, 

sa tiane 

RT(T) -o R(T) , T-+ ~ 
y el promedio temporal RT(~) puad& emplearse para estimar ,R(T) 

siempre que e sea lo •Uficientemente grande. Al ser e= T - ITl12. 

el valor requerido de T para una preclsió.; dada es. grande si T es 

grande. 

EsLi.ador Polarizado. 

También se emplea el estimador 

T-ITl/Z 
RT(T) a 1/2T - IT 1 r X( t + T/2) x( t - T/2) dt 

-T•ITl/Z 
(4.32) 

para ITI < 2T 

cuya media ya no val~_R(T) 1 

f:{RT(T)) (4.33) 

&e supone también que R'r(T,) esta definida para 1! 1 ,> 2T de forma 

que 

RT(T) =O para .ITI > 2T (4.34) 

se pueda ver fAcilmente·qu~ la integral en· (4.32) puede expresarse 
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como una convolución 

RT(T) 1/2T XT(T) • XT(-T) (4.35) 

en donde {X(:) ' IT 1 s T 
xT(t)= x(t) pT(t) 

ITI > T 
(4.36) 

e& el segmento dado da x(t). 

Designado por ST(W) • la_ tranSformada 'd~: FDurie~ de' 
Rl'(T), s• sigue d• (4.35) v del teora~~- de ,-cc...;voi~ciÓ~-' qu~ 1 

ZT • -·~.-~~ ! -: , : ',' . ·. 
ST(c.>) = r RT(T)Exp(-J .. t)dT = 1/2T .1.r ~( t)EMp(-i wt)dt 12 (4.37) 

-aT .. y 

A&i puea, ST(w) puade determinarse de un modo diracto a partir de 

X
7

( t) • 

Observación Funda .. nlal. 

Si el proceso X(t) es ergódico en correlación, e entoné&s 

R7 (T) ~ R(T) siempre que el int'erva't~--da J.~t~g:~_,~-i6n ·2T ... ~ '·i'TI en 

(4.29) sea suficiente,.ente grande.<s1n emb~r·g~, -~i· T.'. es fija, tan 
grande como se quiera, la.a-P~D~"i~~·~'i6~·:·R~(~);·-~,R-(~-,-::~s Y~iJ.'da- -~a~a 

toda T sino solamente ~~~~7~~; !'~;,~~-·.,,.;··<~~i~'. ~-~'.J~~i"~~~~--~-"-~:·t'..~~~~~1~\- ~~mo se 
desee, se puede escogef'.':T._.tal·,qu&-R_(T) ;¡.R(T), no.obstante la T 

requeridil depender•· de. T.~:-\ f ,-.,; ·- ,-~,,.. ·:.; ~;' 
Le mismo ·se c:Umpl~ .. p8rat,;;1--estima.d0~r: pi~larizadc_ 

-- ·~~·- ·"·;~·-.; . . . . . - ' ' '"_.{:: )' 

'>R
7

(T) 

ya qua su palarizaci6n ~-.. .· ,,._. 

b = E{Rr(T)) - R(T) ITl/2T R(T). 

y su varianza 

(4.38) 
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tiende a cero al tender T __. m. 

Por lo tanto 

(4.39) 

Autocovarianza del Est.i .. dor. 

La autocorrelaci6n muestra RT(T) considerada como una 

función de T, es proceso no estacionario con 1aadia· (1 clTl/2)' 

R(T). Para deter•inar su autocorrelaci6n y autocovarianza, se haca 

lo siguiente : 

z(t) (1/2T) x(t + u/2) x(t - u/2) 

w( t) (1/2T) ·x( t + v/2) x< t - v/2) 

se sigue de (4.32) que 
Ti 

Rr(u) = J' z(t) dt , T• T lul/2 

TZ 

Rr(v) = J' w(t) dt , Tz =·T.- lv.l/2 
•TZ 

dichas integrales son de la forma de (4.40), mi tomamos u y v como 

dos parAmetros. Entonces se tiene 

.E:{Rr(u) Rr(v)) = 

= 1/4T2 J' ": (a)E{x( t+a+u/2)x( t+a-u/2)x( 't+v/2)x( t-v/2)} da (4. 41) .... 
en donde 2Tz ;,. lal .<"T•-Tz 

l (a)'= T&+Tz-lal ;•; T•-Tz·: .. < lal. < •. T•+Tz · .<4.42) 
O · ":, lal >' Tt+Tz 

se ha propue&to''en <-·~·~-~4~}-~'q'~~-:;·~:"i~i~i:>--:~··~z-~ -. o ,sea que 

1u1<1v1. Si IÚl>lvl,.&e,d~b.;entoriées'i.~t .. rcia;..'bi.arT~ y Tz. 

~Para det&rminar la a~·to~~~arianz~ ri¡a': RT(T) Be~~,- ,.-esta , el 

producto de (4.41) a 

E{Rr(u) }.E:{Rr(v) > <T•Tz/TzlRlulRlvl 

91 



al ser el Area de l (a) igual a 4T1Tz, e& suficiente r.es_tar el 

tt.rmino E:{ ), en el integrando de <.4.41), el prod.ucto .Rl':';)R(vl,-

Procesos Nor .. les. 

Finalmente se supone que x(t) es un proceso normal con media 

cera. Y aplicando la (4.41), se obtiene que 

E:(RT(u) RT(v)) = 

+11! 

1/4T2 r l(a)[R(u)R(vl+R(a+u/2-v/2)R(a-u/2+v/2)+ 
., ' ' 

-<E +R(a+u/2+v/2)R(a-u/2-v/2)] da 

luego 

Cov[Rr(u) RT(v)] = 
,: ' ' ' 

·.·- '/ --·; .:.m·;'•; , ... ;;"'':'< ,: ,.'.-;, -.,._·;)·: .. :, __ ,:_ ~ _¡·. ·:: 

·1/4T2J";• l (a) [R(a+u/2-v/2)R(a-u/2+v/2) 

--·. _-..-.__: 

(4.43) 

(4.44) 

si u= v =r, ".ntonc~~·t;c;i{)~T ~·:,~¡:_,;~I ~~ra'¡C>¡ < 2T- ITI 

(4.44) da -la si9úiente~-ex'Pr.é-Si6n '.·_:,-ara·: iil'f:~ari:~~~~ d~ RrCT> 
;.- .,·; .. _ _,;_:,_ .. ~r .. ·~:~ . .__:'~·--'.~·:-::J:·'•}.~.'~'.f~-'"'·-'.__ :{~.-..,,:··-- ~·:.- ~--' 

y 

"'~ = 112!-/~~
1

~
1

~'f":Í+R1b·>R1~'::r>11¡-ITl.;.la112i1 dr 
-ZT+ITI 

(4.45) 

"· 3.1- .LA· MlIBSrRA'ESPECTRÁL. · 

Se ~;:- .¡:'.~_tr~tár _ _;,1 problema de .:la estimación del espectro 
-. ·"· .... 

de potencia scW>, de. un proceso estacionario real x(t> en términos 

de una ·sala ·rea:11za~i6n de-.x(t) d~sporÍible,.en un intervalo finito 

1-T,T). 
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Va que S(w).no estA definido directamente en función de 

X( t) s.ino' C:Jue ·es '1·~ :tr~nst'cir:~·a·da··d~ 'la H.~·ut.aC'O~re'1'f.ci6n R(T) de 

X( t )·, P~~de···est'i.~á~~e····p~r:·:·"!~d~o'" ~-~·-'}a· -·t~~~·~f·~·;.~a~·a e~ del. e~ti.~~dor 
de R(T) [promed.ia~··tempara·1~S1. 

y 

"·.-,-- .:.·-··- ,_ 
T,:.ITl/2-

RT(T) =.1/2T-ITI. r .... · ·xct. + .. T/2) •x(t - Tl:ÍI '<it 
~:.'> ···. ~'-:-:· · -T·ITl/Z,:~ 

5:Ld~;}~t~~,~--it~:,. :::',~,J:,:, d·¡1··· · 
, ···-T+ITl/Z ·~. 

"." . 

(4.46) 

(4.47) 

dicha definición es v.UidA·p,;ranT1.<:2~·y···;ar~ JTl .• >.2T; 'se las 

&upone nulos. ....... .:·._.·. ·- ,, • -· .. .,: ) ~ .:_:_. •. ·- i. - • ' 

.:' ,·', •. -.: ;,,'.·; ... _:~:.;-_~1': /:-·i·"· .;:-.::'.\,~ <:·'i ~:~·: ·.>:."·;-;., ¡;: .:<·. ;'¡_ .¡.' 

Sus ·transformadas\.vienen pue~;dadas· po~ 1 
"~t,:.i'·' \".«'-' ._,:;~.,:;-~';.~' '_o-.',. -h' 

ZT --~---: ... - . 
. ST(o>) = r ., R.(T) ,Exp(-J wt) dT 

-ZT 

ZT 

s.,:~_ .. , = ~.:RT(T) Exp(-J wt) dT. 

respectivamente. 

q(t) 
2T 

-2T o 

sent2Twl/~w 

t 

.Figura·4.2.· 
.;,:· - -: .. ·,:-,', ,-

o 

Con ".'zTC t 
4.46 y 4.47 quei:. 

y q;·ttl según' la figura ''4.2,-
~ ZT. _," · 
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(4.48) 

(4.49) 

sigue de 

(4.50) 

(4.51) 



luego 

2T· 
r. R(T) Exp(-J.WT)dT·= S(w)tSen 2Tw/nw 
-2T 

(4.52) 

2T 
E(ST(w)} = r-R(T)qH(T)Exp(-J WT)dT = S(w)SS.n

2Tw/Tnw2 
(4.53) 

-ZT 

Asi pues, la media de ST(w) es igual a la convolución de 

S(w) can el Kernel de Fouriar Sen(2Tw)/nw (ventana r•ctangular) y 

la media de ST(W) es igual Sen2Tw/nwT ventana de Bartlatt). 

Ambo& estimadores estan por lo tanto polarizados, sin embargo 

T-o"' 

ca.a pueda verse fAcilmente. 

Es obvio que 

ST(w) 

ya que 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

lue90, para T suficientement~- grande, los espectros muestra ST (w) 

::-:::::~¿::~st:~ElH~:~~sti:%~:r:t:±f::~::'.t:;: .=: · 
.· ·.:~;~.~ ·!;·::.:i.T>~5 . .,:·;·- ' . .;-:-o· <~'1;.~;::. 

STCC:.>-= 112T:,1r ,>Cü>Elip-1-Ltw>..-dtlª -,-,. '14;57> 
. . '.·-. ~·.c.>·x:. . , -T.\;;,,: .~ ~\ .. , :1 .. ..:;.-.; .::'.),'\~ !·.·{(,,;. -.. .,:,:, .. 

El prob~ema de~;}¡; ;;~,;t~nza d•C4-~'L s.;'i'ci~d;;ce quii si T es 
suficientemente grarÍd~:!, en'ton'~e·s·:;:;('' - ·.::·.~.:- ~~t)~~;:< <,r 

, :/>.'\~._y· d:<s";ci.inasstoí> 
sin embargo, Como· se_ :d~mOStrá~A-~:- iilás . ~d~'i~n·t~·~ -i'~ -: varianza de 

ST(w) no es pequena~·:-n:e'.:h'ech~:• _·p~-~-~·:.~u~:~q~~~r f: se·'tiene : 

Var ST(W) ,,; E:'(ST(OÍ) }. 



4. 3. a ESPECTRO ALISADO. 

Para reducir la varianza de la integra~. en (4.49), se 

debe quit•r importancia a la contribución da· RT(T)·'.·pará· 'T cEtrCa de 

+- 2T. Con este fin, se forma al estimador 

2T 
s..,(w) = f RT(T)·w(T) Exp(-J.wt) dt 

-2T 

en donde w(T) es una ventan~·~ ,·anu1•ndose~para ITI > 2T. 

(4.56) 

El estiinador·;SW:Cw)::.t&~,l~\ -t·ransfor•ada de Fourivr del 
' . - . ' ' -.. '. . 

producto Rr(T)W(T) ,.·~luego ,:,).-/.t.:,; 

(4.57) 

E{Sw(w)} = ·1/2nE{ST'iwi>t·. lo'(w) = 1/2rtS(w)I SIHl2 Tw/nT.,ªI lo'(w) (4.5B) 
·,·:--.' 

,_, ',\ ·-·' 

par.a tener una est1n.-~Ci6n '.f1ab1a;· ta duración da wc(t)> 
grande ·.;;~~~~a-~~~~~~:~·~ri\-~1/T: E~t~- · 11eva a la apro>eimaci6n t 

.-_--'f.'..::,j,··. 

<.C_; .. ·.-. :·.·:~.~~~~ .. :L~-.-;:· · --~~ .;_ 
y al ,;ustitui;.. .. en 14;5e'>'.:se.obtiene 1 

'':·· ';.?_;._;;-~~; :., ' 

,,, ··· ECSw1wi}:l!l/2n S(w)I W<w> 

la varianza 

-ZT, -ce 

es la energia da w(t). 
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debe ser 

(4.59) 

de Sw(w) 

(4.60) 



La ti (4.5'il) y (4.60) dan Jos factoras que af11ctan 1 .. 

&11lecci6n de par de ventanas w( L) ....... lo'(w), para qua la 

polarización 

b = E{Sw("')} - S("') 

sea paquel"la, W(c.>) d•b• Siar de duración cortA. Pero para que la 

varianza sea pequef'la, Ew deba ser pequersa. 

Selección De Ven~anas. 

Para tener una estiMaci6n satisfactoria de S(~), la varianza 

del 11stimador Sw(w) d•ba ser paquafta CDfltparada can s2(w), o 

equivalentemente, la razón de varianzas. 

~ = Var Sw(c.>)/s2(..,) 

debe ser pequafta comparada con la unidad 1 ~ « 1 (4.61) 

Asi, sucede si la anergia de w(t) es p•quafta co•parada 

con 2T : Ew ~ 2T~ << 2T. 
El requisito anterior.lleva a la conclusión de que w(t) 

debe tomar valores significatiVos so.lamenta an un intervalo (-1'1,H) 

tal que K << 2T. 
Se supondrá, que lw<t>1'''s,,1 para t:cda 

1t1 > l't, es no tan solo pequeftaY&.iri'~;·que se anula. 

se sigue de estas suposiciones c;¡.~e ·: 

' -

E':., is' 2~\ l~agc , ~ S K/T 

'i16 

V que para 

(4.62) 

(4.63)' 



(4.b1), se debe escoger un.a l'1 tal que 

11 :S T (4.64) 

con 11 determinada de est~ modo, ,la 'forma de la ventana se escoJ9 

para que minimice la polarización 

•CE ·, 

b = 1/2rr S S(c.> - .~» W_(y) dy - S(c.>) _., 

Res~ricciones Debidas al Proceso. de Medida, 

(4.65) 

En cierta~ ~pl•i.cac~o~es_,, la cantidad conocida no es la 

se"al x(t) sino su autocorrelaci6n muestral 

" R<>(T) .=._11a.fo X(t) x(t - T)· dT (4.66) 

1nedida con alg\ln di&p05i ti VD _anal6gico. Por ejemPla·, ·si x( t) 

una senal óptica,· a di'i~~~ri~~·~\t~ -Í~s~,~~~-1~·~;~·:.i~~-~~~~-¡ri~~~:--q{i~ 
es 

no 

pueden medirse f •c;11 me~t~/~~ .. i·~~ ~~~.m~~.tos ·"~~di~'~:ri~s; ~~-.--~~.:: ~ra~ed ia 
temporal RG(T). pu..;de -;~"~td.~t~~·;i~.,;~'~ :'!l:ci)~-m~~'_t~'.-~:~:~~¿-~-;t,~~~di~~.~~~·d~_ un 

:::::::::::::~: 1:;ª"::~~~d~~~~~~~~~I-'~~f~f~~d~bf ::f :i16:u~:: 
despreciarse. Ello· ~·o~d-U~e·:;a--:·1~\ .conClúsi6·n :·;'.d&\; qüe la ---,:~ailt.Íd~d · 
medida Ra(T > es ig·~~'1:<·~·~;~;~·~·1-~-f ~~~~,~~·d~: -;··,~; > ~,~,,.,¡ 

(4.67) 

La discusión ~~ec~deri,t':' · conduce a los siguientes métodos 

numéricos para la estimación del espectro d~" potencia S(w) en 
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términos del segmento dado 

dichos métodos &on estadisticamente equ-ivalentes, diferenciandose 

solamente en la naturaleza de los cAlculos. 

I. - La autocorr•lación muestra RT(T) se determina 

convolucionando a x( t) con xT<-.t) ~·-: 

ahora se multiplica Rr(T) por la;ventana w(T) y se calcula la 

transfor~ada de Fourier del produCto 

asi pues para la determinación de~ estimador SwÚ") de S(w) con 

aste ~•todo las oparaciones.reque~idas son 1 una convoluciOn, una 

•Ultiplicaci6n y una Transformada de Fourier. 

II.- La transformada ~e Fourier de xT(t) 

ahora se debe •ultlplicar a XT((A)) por tDU coms:-_leJ~.-conjugado y se 

for•a el espectro muestra ST(w) 

ST((o)) = l/2TIXT((o)) 12 

ahora se convoluciona a ST(w) con la ventana W(w) 

Sw("') = ST(.,)S WI"') 
las operaciones requeridas son una Transformada de .Fourier, una. 

multiplicación y una convolución. 
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Ventana de Dalos. 

Como se ha visto, el espectro muestra ST(w) e6 un 

asti•ilidor polarizado de S(w) .:Ya :que·. --su· ... media: es igual· ª· la 

convolución de S(w) con la ·ventana· de' Bartlatt. Para reducir su··· 

polariz•ci6n, se introduce la muestra·modificada 
\·!;.~,.::: ... -

Sc(c.>) =.· t.r'·cÚlx(t)E><p(-J "tl dt!
2 (4.68) 

-T· .. ·, 
' -.. <.:- .......... :-

se denominará al fActor:·c(t) ~Yerlt"ana:da datos, se supondrá que 

c(t) es real, par y que .:::;;>::·:·'·: " 

;-~~k·:~ {.';;_~.e e·¡,· -· .. o para · 1 t I' ·> T 

si c(t) es un impulsa reCtánQUi~·r'--de-anargia unidad 

. - ·. :;-:,::,- ~-~ .,, 
·;·,. c(t) = 11(,2Tl~"~ (pT(t)) 

entonces Sc(w)·: a S'r(~;--~~-; ~.t:i::·~x·;,,~{{:-;::~.;:~'-;>- :;":'.-~_:, ,f~~~-.:c~~ :::. ~·; 
En la s&cci6" :s1Q~J:~Ot':'~~~~:·d.;.ri~eStr• >_que 

Sc(w) viene dada por<"-·_.:~-.;t.:·:~?.''.~,/·· S:,b .. ~-~'~ ~ ,,t -

la 

(4.69) 

media de 

(4.70) f:{~c(;_¡)} = 1/2n S(c.>)I C 2 (c.>) 

. \:\:-.. -;', ~~.-'. < ", , ,-;-:-:'(..;_:' . _:~;;.; ~;;f .. :;.,:'. ~,-,: .' ¡_ 

el par. de ventanas· C'(·t·> ~'.. C(ea))::.~-deb~:~-P~r-- lo tanto ser escogido de 

modo q~e ~-i~l'~.i~e:<'lill '-~·~1~~~-z'~¡;:-¡¿;.'...-_t~~:~~-1/:~-~t~~ 
.... -.~~··.' '<.<;·.· .. '";\>_ ~·::; :: 0:--.«<.'/> ~'~ti(_.~.,-'-:,~:-::·.'/<> .. ::_._ ' 

be= E:{So(w)},;...:.5((.,)',=."1/2n '.N! S(Ó> .. ...: .. 'ylC~(y)d)/ - S(<o>) 

'.\'/' .-.:~te·,~:(~.-,<:,~".'~·: 
(4.71) 

de lo anterior.. se_'sigua·"q\~e ·~··("i)·:~:-,~i~b~<~~~ ~al que 

T · ' ··"·'{:: .. \. ·:::/ ;>-::::~ ~:·~i::~.<:\~~~-s::.:~~~~- ,, 
J' c

2
( t ldt - 1/2n J' C~.(Ól)dc.> .:-; ·1 , .. 

:. ·.1·-L'.'.::_ -~.,;_;.: .. :<· -ce,· .. -,-"":· 

ya que sola1nente ·~~tci-~;~~·~·-· b~~ -~~~-·o' al . tender T .-. ce. 

(4.72) 
-T 

Coseno Truncado. 

Al ser C2 (w) ~o, se concluye.que 

be :i= Mz/2 S" (c..») 
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en donde 
•CI! 

11a = 1/2n r w1C
1

(c.>) dw 
-CI! 

(4.73) 

si el t6rmino w2C2(w) to•a valores significativos sola~ente en un 

intarvalo pequefto y S" (w) es suficient•mente lisa, entonces, 

S"(w);i S"(wt). 

Esta suposición conduce a la conclusión de que para 

minimizar be, basta con escojer c(t) tal que el segundo momento Hz 

sea •1ni•o· Ca.o ya se observó la c(t) óptima es un Coseno 

truncado. 
c(t) = 11/Tl"'ªpT(t) Cos(n/2T) t (4.74) 

v la polarización m1•ina resultante viene dada por 

be~ <nª/BT2
) S"(w) 

,.3.3.- AnA11sis. 

Ahora •• va a deter•inar los mo1Mtntos de segundo orden 

del espectro muestra ST(w) v del espectro.alisado Sw(w) en función 

de la autocorrelación R(T) del proceso dado x(t). Sa supone que 

por simplicidad, restand'o, si es preciso, una cOnstante, que la 

~edia de x(t) es cero. 

En o•naral, la varianza de ST(W) no puede avaluarse en 

términos de R(T) solamente ya que son necesarios los momentos de 

cuarto orden de x(t). Sin embargo, si al proceso x(t) es normal, 

el conocimiento de R(T) as suficiente. 

Se desarrollar~ el an~lisis -con la hipótesis 

es 

suficientemente graftde, los ;~su1:t~d'~~- ~~-:-~~~~1·1,:...~: también para 

procasos arbitrariCJs qu• ,-~~ti~f·ag~·~·:. ·~iertAs<: 'Condiciones poco 

restrictivas. 

Se ~om~n;~,.'.···,- ~i'··· a~:~l-i,,~_·i~{ em.pe~.~r\dci con el espectro 
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nMJestra modificado Sc(IA) • esta pequef\:a g•n•ralizaci6n no 

complicar• •l anAlisis. Entonces s1 

donde 

Sclwl = IXc<wl 1
2 

T 
Xc(o>) = S c(t) x(t) EMp(-J wt) dt 

-T 

(4.7!1) 

(4.76) 

a•1 pu••• Sc(w) •• •1 espectro d• •nergl• del proceso c(t)x(t). 

Ahora can la ecu .. ción 

.... 
r

0
<u,v) • 1/2n S C(u+v-alC(a)S(v-al da _.., (4.77) 

- conlcuye que 

E:{Sc(w)} = E{ (Xc(o>l Iª> • r (w,-o>) = 1/2n C2 !wll S(w) (4.78) 

Covarianza. 

CofMJ se va, la cavarianza·d• S:Cw) Viena d•da por 

Cov[Sc(U), Sc(~l] ;.;'r•1ü,<..:~l .;. r•(u,v) 
. ,-,,-· e,. - - e 

(4.7'1) 

la varianza de Sc(w) se ~-btiene'~1 hácer:.u. ~ v 111 .,. en (4.79) 

(4.80) 

Observación F\D\da .. ntal. 

A partir da (4.80) Y. (4.78) ·."ª sivue que 

(4.81) 

para cualesquiera T y c(t)'. ·LueQo. la mu_e~tra esp.ctrial 'sc(w) no 

es un estimador confiable ~:s'~ s(~) "p~r grand• q.u .. sea T.' 
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Alisado.- Para ·reducir la varianza del estimador, fie convoluciana 

a Sc(w) con la ventana W(w). La Sw(w) resultante viana dada por 

.... 
Sw(w) - 1/2n r Sc(W - y)W(y) dy 

-11! 

Medla.- Da lo anterior y d• (4.78) se siQU• que 

(4.82) 

(4.83) 

Cov•rienza. - El lada d•recho de (4.82) es un integral de 

convolución. LU&QO la autocovarianza de Sw(w) viene dada por 

1/4n ;rz+; 2 C:ov [Sc(u-") ,Sc(v-(1) JW({11d<1d(! (4.84) 
-rz-m 

apartir de (4.77) v (4.79) se sigue que la anterior integral 

depende da C:(w), W(w) y de S(w). 

T grande.- Sean los pares de ventanas 

c(t) .--. C:(w) , w(t),__. W(w) (4.851 

al ser e( t) = O para 1 ti·,> T ,. la .duración de C(w) es del orden ·de 

1/T. Si w(t) =O páraOitl.:> i1>1a·dÚ.raÍ:tón de W(w) es del orden de 

1/11. La suposici.:in de,' qua' c(l),=~---º para J t 1 ) T .;s escem:ial. La 

suposición de.·; .. ;, t._>,;-:~-<-:~_~_:p~~~-:if(L·. _>",: ·11:~ ~~\ i~ --:·;;:·:~.;·~ (qü·a~ :·en la 

evaluació~ de' :5~<.~). ¡~'a;,._t-J.:~ · d~· · .: (4.82) Jr\o.,;:'i-.'~s -r~-~O'ei:~saria ;·: riinguna 

restricción :a,_priori;,sob_retw~C:,) f:-t·!<·" ·i·;' ·.- · .. ,_,.,. ··- : "·:~··:~~----
Para·,· terler ·_:un ::«estimador-:-y ·c-Dnfiab1e- :.-/de' )f-:s(~>, · ·1a 

polarización ·-<:.:' ~;~:;:-. ~·y ... ~~~.·-º,\. -·.-- ··-
~(w/:c - . 

debe ser peque.Na comparad~~-~~~:·~(~)".'.~:-· ~~ f.-~~:J'~;.i~~i~ .,,~e S ( w)' debe 

ser pequena· Co.;pa.~ad·~:~ c~~''.~2 e~). •. El )~~im~r'.·i~~q~iSi\O con~uce a la 

conclusión, de qu~;T d~b~.~er lo suficientemente grandeºpara que en 
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cualquier intervalo de orden 1/T, la variación da S(w) ••• 

d•spreciabla. El ••Qundo r•quisito •e sati&face •i" <<T. 
En la figura 4.3 se muestra el S.-QlnRntD dado de x(t), el 

aspmctro S(w) y lo• dos para& de ventanas en (4.85). Se observa 

que, al ••r" << T, la función c(w) as de corta duración con 

r•lilción a W(t.>). 

En la •i••• fiQUra se dibujó ta•bi6n, las funcionas 

cª(t), wª(t) y su• transfor•ad•• 

• +11! 

p (w) = S c 2 (t) EMp(-J wt)dt s 1/2n S C(w - a)C(a)da 
e ~ ~ 

(4.86) 

M +m 
p (w) • S w8 (t) Exp(-J wt)dt = 1/2n S W(t.> - a)W(a)da 

w ..... -m 
(4.87) 

la Qltima igUilldad en (4.86) y (4.87) •• una con•ecuencia del 

teor••• de convolución en frecuencia. La •uposición de que C(w) as 

da corta duración con relación a S(~) conduca a 1• aproxi•ación 

+m 
r

0
(u,v) s S(v)/2n S C(u+v-a)C(a)da = S!v)p

0
(u+v) 

-m 
(4.88) 

esto se sigue de (4.77}, ya qua la intevral contiene el factor 

C(a), luego, ~l término S(v - a) puede su&tituirse por S(v). 

ic(t) 

,l~I _._J _ª_<·~~~-~--=----· .. 
• t 

-T T o 

.. 
Figura 4. 3. 
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t 

Figura ,.3. 

Ahora se introduce también las energ1as Ec V Ew da la5 

seKala& c(t) y w(t) respectiva•ente 

T .. 
pc(O) = .r c 2

(t)dt = Ec = 1 , pw(O) .r w
2
(t)dt a EW (4.89) 

•T -~_ ... 

y la integral 
T +11! 

.r c•1 t)dt = 1/2rr ·.r.' p:(w) :dw 
.. -T .-C2 

(4.90) 

Media. - Al sar C(w) da duración 'corta; ··Se:. ~-onctU..-:9' de (4~78) qua 

·.: · -~; · '-.::; .---~-:~ce .. c.·~:: .. ·- -. 
ECSc("')}. a; S(f,,Ú2rr· .f:'°.C2 (..,)Cdw'.= S("') 

ademA.s 

1/2rr C2 (w). 

y luego ·.-:; '•.t 

As! puas para" ~T:::gr~nd~/ Sc(w) es 

polarizado y, polari~zación ·<:de• ·:·s~(-".").:; se 

alisado. 
··--~~~~~-~-

un 

debe 

Covar i anza del Espl~l·~~-: ~~~~-:~'.;.·a!2' 1 ñ troduc iendo 
aproxima~i6Í'l .·. ( ~ ~ BB) ·.·-~·~!:~b-t'i~-~~-\-~i'..¿<·~:_ .. :~ 

haciendo u = v = w'.se obtiene 
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(4.92) 

estimador 

solamente 

no 

al 

en 

(4.93) 



(4.941 

luego 
(4.95) 

ya que 

('1.961 

final111911t• se observa, que al ser pc(2~) despr•ciable para 

lt.>I » 1/T, 

~(t.>) , fwl » 1/T 

Var Sc(t.>l= ('1.971 

2~(0>) • (o)= o 

·· • '}'ent.al\8 de Dat.os Const.ant.e. - El espectro mueSit.ra 

T 

ST(O>I = 1/2T IJ' x(t) EKp(-J 0>t) dti" 
-T 

('1.981 

•• un caso particular de Sc(w), por cansigui•nt.• tanto &Us 

•o .. ntos cCMK> los del espectro alisado 

('l.991 

puedan obtenerse a partir da lo& resultados anterior•• h•ciando 

('l.1001 

('1.1011 

Asi pues, apartir de (4.78) se sigue que 

E(ST(0>I} = S(0>) 1 San'Tw /nT0> ('1.1021 

las autavarianzas en ST(w) y S,..(w) e&tan dadas por (4. 791 y ('l.8'11 
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respectivamente en·dcnde ahora ... 
rc(u,v). = S Sen T(u+v-a)/nT(u+v-a) Sena/a S(v-a) da 

-11! 

si T es ·grande, entonces (4~97) nos da 

F.:w/T s2'!0>) w=O 

llar S,;,(w) .. = 
F.:w/2T s2°(0>) ' '"'' >> 1/11 

4>3. 4. ESTIMADOR PARA~TRICO. 

El Periodograaa. 

(4.103) 

(4.104) 

Al considerar el problema de una estimación de la 

densidad de potencia espectral t/> (EMp(J'w)) de una :sef'S'.al aleatoria 
)OC . -'. -¡ ·~.,. _-·· __ •.. _· .· 

de secuencia x[n]. Aunque si bien, en teor1a, . lª.c: .. -.s~~~.e~c:~ª ._~[n] 
existe en .cualquier tiempo, a. menudo s6lo un s~gmeRt'o-;-f_i~Íto _dt! la 

secuencia, dice que, x[nl, ·. n -=:-o, 1,_. ~ •. ,L··:-~ -:~-:·i<: .. 1.-~·:~ .. est~·;t ·h~·b1l1t~b1e. 
para procesarse. Adem~s,··.se:puade,ver.f. el trUncámiento de dsltos 

como el producto con una ._:funci6~ ,:~-e-.:'.~~~~~~-~~·:~i¡;[:~]-~\::-.:,;:~~-~~¿~;~_1 :'._': fOrrria-: 

S(E><p(jw) > será. la tranSformada'"··c.·ej::-OUri~i-·{é'rl-:i-~rtielftpo:.:d1.screto ».e de 

._:::_..:;_,"~--~?~~- _, ~-:~·-'-_: . "Fi i . ~- _ _.,. " · _;- ;." xCnl w[n], esto es ' 
. ~· f 

· < tf ·~it P: ,);';". -:·);;,:··.·~~ ~~~ :, -:_-:·: .. ~(·<. ~?~ ....... "~·:r 
SI Exp (J'wl ) ., "; ;J ¡:,;(; xr'nl W[ nJEicp ( J'O>nf, ;, ''.'; ( 4 .105). 

"·,-;~~-:,,./. '~-'~~c::.;j.~~!"~-~· -,_ ·;-i·':!~~· .s.:.'.;,:.:.~·.,~;,:;~.:~_} -.~<·-_, -~, ... ':,·.. ' 
: . . . .- :·'.."-. ,-:.,•' , ,- ·3::',~~.::·.\i-.1!.)-,'-"'l°<!:::.;·f!.'; :-:··_-'-,:S 

en donde w[n] es no igual·-a:cero·para-::n··~. 'Q··~:·1:,~·/;:.~.Ñ·;'.-''.¡,;Í.c,~: ~~ora1· se. 

considera un estimador de ;denSidcld ·~~· ... p~t.~~~i:a-·:~~s~~~~t~·~¡. dcldo por 

la constante u es un· fac"tar normalizado para remover cualquier 

inclinación eO la: estimación espec1=:r.al que .. pudiera .'ser· cauSada 'por 
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la ventana w[n]. ~sto •~ definido coeo 1 

L-1 
U = 1/L E 1...Cnl 1• (4.1071 n-

Ixx(Exp(jw) es ll••ada como el periodogra.a •1 w[n1 •• la función 

si~pl• de la v..-.tana ract•nQular. Para otro ca•o, 16tit.a •& llamada 

colRO el periodogra•a .adif icado. 

Usando una ca.putadora, al p1triodavra.. esti•ado puede 

ser ca.putado sólo para fr•cuanci•& discretas, wk 2nk/N, 

lt = o, 1, ••• , H - 1. Si s• denota a l• frecu•nci• wk por -dio de 

la indexación lt, se tiene 1 

Z.xCl<l = +u- ISCl<l Iª (4.108) 

En Qeneral, N pued• ser •legida tan grand• COIMJ L, •n cual ca•o la 

secuencia x[n] w[n] es un cero lleno con .uestras d• valoras N - L 

cero, antes de ca.putar la Transfor•ada Discreta de Fouri•r• 

Desde que x[n] es una seftal de secuencia al•atoria, la 

e&ti•aci6n de la d•nsidad de potencia espectral, lxx(Exp(j.,) 1, 

para cada valor da w es una variable aleatoria. El valor medio y 

de la variancia determina la calidad de la vstimaci6n de la 

densidad de potencia espectral de la frecuenci• w. Esto pueda ser 

mostrado fAcilmente coma que el valor de la ••dia de la densidad 

de potencia espectral lxx(w) es 

n 
'l{lx•(Exp(jw) 11 = ~ .r ~ (E><p(ju)) llo'(Exp(j(w -u) 1 l"du 

.Lm.v -rl'" 
(4.109) 

En dondv-fii~;¡(Exp(tu>) es:-la, prueba de la densidad d• potencia 
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espectr-al de la s11cuencia x[n] y kl(Exp(J'w)),. y es la Tr-ansformada. 

da Four-ier de la ventana w[n]. La ec. 4.109 ·r;.ue~tr-a que la''' 

estimación de la densidad de potencia espectral· lxxC_E>ep(j'w)) es 

inclinada. Per-o esta inclinación es causada· por-··1·a:co~volución de 

la pr-ueba del espectr-o de potencia con la m.l~n.itud>c~~dráda "de ' la 

Tr-ansformada de Fouriar d•l dato de la ventana •. Si· :la~- ventana de 
. ; ~ ·~ 

lon9itud L es incren1entada entonces lkl(Exp(j'(IJ)_)I 'asimpt6ticamente:: 

tiende a un tr-en de impulso periódico. <~:';<:;.,. 
·.:: 

:.:.-; ( 

EJa..,10 "· i. - Las t igurA& 4. 4 <a) y (e> 01uestran· ·ia ··e&timac.ión ·del 

per-iodograma de una conaputador-a generando - ún'f> ruido- :blanco 

seudoaleatorio de la secuencia x[n]. Las muast¡;.~~'~:·'d.~J.-· ruido" x[n] 

fueron dibujadas desde un media cer-o y una ,distf.'~~~C".i.6,.; :~eaUSsi~~ª· 
de variancia unitar-ioil. De&de qua la secUenciil/'.,\:ie'<-.',:U'i'do. · tiene 

.. --.; >"-_.,.,_,·_·,,_~~ -~- :¡.':i.,- -. :, .. ,":: .-
correlación insignificante de muestra ~:·m~~~t~~~~~~-~~~\·:·.~~.~-"~.d~c:t ·-de 
potencia espectral es el valor esperado ... ( . a~_'madia~¿,.;,par~'.~·~~r: plana 

'·. ' "' .. ; .. '.1" .... .: ~-· ~· .. ''.· ·' " '.' • , ,-,¡... : .. '· .' . . • -
sobr-e el intervalo de Nyquist. La estimaci6~ '1'de ;~~lil_i_~}densidad, de 

potencia espectral fué obtenida uSarldD::i1ia""" E!C'~·:· 4~1oa·-:~·paf-á~·z.. F= . . --b4 11 

25b y 1024. wCnl fué elegida para_ se~:·~~~-.-~~~~~t~·ria··~:?~¿tá~~ÚJ~~~-~-~~,.: En·' 
la figura 4.4 ca> se tiene al"p~~-~o;:~de.i 1·¡;_;,~· 8&timaci6n~ its~S.ctr:.~1 

H del 
a 
g p 
n e 
i r 
t i 
u o 
d d 

o 
R g 
e r 
1 a 
a m 
t a 
i 
y de 
a Welch 

1 

o~~~~~~~_.~~ ....... ~~~~-'-~~..__~_.~~-'--~--' 
o ·0.05_0;1 0.15 0.2 o.2s o.3 0.35 o.4 o.45 0.5· 

-'frecue.nc.:a normat_.:a~. 

(a) 
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11 d•l 

• 
11 p 
n e 
i. r 
t i. 
u o 
d d 

o 
R 11 
• r 
l • • .. 
t • 
i. 
V de 

• 
W.lch 

7 

b 

5 

4 

3 

2 

1 

o 
o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0~3·'0;35 0.4 ·0.45 0.5 

fr•c'U9ncia normaliaada. 

(b) 

Figtra '·'·- E:.sttmador de La de>n.sidad c1eo·potenci.a espectral de una. 

secu•ncia d• ruido blanco con di/•r•ntes Lonaitudes 

da datos. Ca> Periodo6ramt:t con L • 64,Cb>,,.riodo~ranaa 

con L = 256. 

para L e 64. En la& ~iQUras 4.4 (b) y (e) •• •uestran las 

asti•acian•s para L = 256 y 1024 raspectivantente. Esto •& visto 

que con el incremento de la longitud de la ventana, en el instante 

11 del 

a 
11 p 
n e 
1 r 
t i 
u o 
d d 

o 
R g .. r 
1 a 
a m .. 
t • 
i. 
V de 
a Welch 

(e) 
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11 del 4.0 
a. 
g p 3;5 
n a 
i .. 3.0 
t i 
u .o .. -,, 2.5 ·i; 

d d 
'2·.~ D 

R g 
e .. 1.5 
1 a .. m 1.0 
t a 
i 

de 
0.5 

V 
__ .. _· ~,,,,;;,.,,~;_,,.,,,,;;;_,,,.,, ~/,.,,;; ,,;;7,-,,,, ,,;,,,;;;_ .. Walc;h, º·· o o.os 0;1 0:15·0;2 0;25:0~3: 0:35·0.4· -0~45 o.5 

,¡rec1.J.tlncia ·normal iai:z.da.: :r~.: .-.-. 

f¡d) -;i· '/''' .,,, :,!~•,' 
;~ ~t:,~;~. '.=~--.:,.<:,.!:. ~ ~'~;,"'-:~ ··?""f,-o:;~;,;;'<;·~- ._:.:--; 

Figura •· 4. - EstirOa<lo'r dá'. l;¡:~;,r,;;tiui'~-'t,t~'nc~~i,.~~/,ectr~F'~ unci 
s~cuerie ta·~·da ... ·:r.U'~ do-~-b (¡i=n.c~?c-6~~:-.-'l ~i¡~z.er..·~.~;¡/~;~~ t~nlS'.: _i ud~S 
de eta to;. --~:-:~~~~-.~-~~:·.:~fF~~?~§~~~-\~?·-~·~,~-~-{\::;_r:~X<· ·• . ~ 1024. 
C d> Es t imador ·· Pp_ r~~~ia_~:~-~ ~ :~~- pe_z-. i_O~~d~~-<· -de k'e tch 
con Q = 1024"~:· :.~-'.1:7;~~ .. ·,~~:--12~-~~iy·/~J~-~f~5~'./: 

> ·.···/, ·.-;. . ,:.,-'.:: 

.~:O: ··::-:;·~><·;.: ;::_<, :~~ -. :,,.. :~~::' ;.;~ '~-~ '·:•5 :--,1:~~:- '-t~';'.~~ :,·;:~-- -~"· \'\', . <•; 

::p .. ~: .. ª~:"v:~11-"::~:ct~:~~ ·-~~:~t~~~p;º~¡:r•;;~jE:~~:ÍI;~!:~ .r~;:~::~:. 
:;:~:;:~~:ª ci~i;:~:~~-f;~~=t~;:1;;,;,:~i;g:~1id:~;~~;f~=~:~;ri~~.~ta:: 

~~·¡·,,'·~·;rT ··~, '.-.•'fi';;f··,:.1,·(,~~-';,¿',~';:>·::;~;-'.,·- · ... · ... ~ ·~-· 

z.ixtE~~cJ'<;>)>;;;; t ·t~:~:&' 1 )(cf;ih~1~,(;;¡~;.;;rl' m)) 

·'' ·~\ ·,;t+-:.:, .·:;:., 
~ . . .. - . ., ; 

.;~•<'· ,'- '1 .t.7•-lkl .;·. -, ' . · · 
· r .. cExpCJw) l _;-:··E!.' _C-¡::-' E'•,'·xCm +':'•lx*c;;.])Expt-Jwkl 

· k=-ca..-u . m=o · · 

Ixx(EKp(jw)) r [l<]Exp(-jwk) 
-=·>OC --- - -_ -.- --

(4.110) 
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Por lo tanto, el periodogra•a es actualmente la Transformada de 

Fourier de la correlación periódica ;xx Ckl de la secuencia x[n] 

de logitud finita. La ;xx [k] son los estimadores de la prueba 

de valoras de la autocorrelación rxx [k]. Sin embargo, cuando se 

nota que ~ •& cerrado para L, sólo unas cuanta& muestras de x[n] 

son envueltas en la computación da r .. C"-J' resultando un• 

estimAci6n IOAla de r C"-1 • .. 
Periodograma Pro ... dio CMé~odos de Welch y Bartlet~>. 

El ••todo d• Walch ca.puta los pariodogra•a• de 

segmentos sobre cubiertos de sus datos y pro•adios. Se asu.., qua 

de inmediato, que Q •uestras de x[n] son habilitada& para 

procesarse. Se divide aste dato dentro de revistros da P SttQMentos 

de L tnUestras cada una. V S ser• el ca•bio entre sag-.ntos 

sucesivos. Estos parámetros son relacionados por la fórmula 

Q = <P - l)S + L. La carga p-ésima del seg•ento as 

x'P'cnJ = 1"[nJ xCn + pSJ (4.111) 

para O S n S L - 1 y O S p S P - 1. El periodograma del segmento 

p-ésimo es 

·-·.::.,.!··· 

Transformada 
discreto del ventaneo del d·~to::'·~é~i.m;o.~ 

de 

(4.112) 

Fourier de 

El promedio ·de i ··~~º~.~ ~e,j~e~~to~ ~ i~diy:,i~~~},¡"·.' p_r.oduce 
estimador de we1ch .... ~¡: ' •. 

el 

(4.113) 
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el valor esperado da 1=• (Exp(J°ta>)) puede ser mostrada de la 

siguiente •anera 

2! 4> •• • llt'IE><p(J'0>)) 1• (4.114) 

.., donde 

llt'IE•p(J'0>) l I" 
i L-1 

LV 1 E .. cnlE•pl-J'wn) 12 

n=o 
(4.11:5)" 

Para la ventana rect•ngular, al valor esperado d• I=•(E><p(J°w)) es 

la convolución da la pru•ba del espectro de potencia ~ •• <Exp(jta>)) 
con una función de seno cuadrAtica. Asi, •1 •sti•ador de Welch de 

la densidad da potencia espectral as inclinada. Asumiendo qua la 

e&timación del periadograma d• P son escancialmente independientes 

de cada uno, la varianza de r:.<Exp(jw)) es aproxiMada-nte 

reducida por un factor da P doble para proMediar y •• 

(4.116) 

Dentro del factor, para el •stimador de Welch de la densidad de 

potencia espectral la inclinación y la varianza asimpt6ticamenta 

acercandose a cero COlnD Q, al número de muestras au•enta. Sin 

embargo, para dar un valor de Q, el decremento en la varianza es 

conseguido a~ costo, da la baja resolución. Para obtener una 

solución •Axima ~e:debe.~legir una L tan grande como sea posible; 

asto es, L = Q - 1. Pero 6ste resultó en el pmriadOQrama est•ndar, 

la cual tiene una varianza,granda. Para reducir la varianza •• 

debe elegir una L pequefta, asl que el n~IM!ro de se9rnentos 
promediado&, P, serA grande. 

La figura 4.4 (d) muestra el e&timador de Welch para. el 
espectro potencial usando el ruido blanco.· Claramente, el 

estimador es mucho m~s plano que la ccrrepcndiente periodograma en 
la figura 4.4 (e). 
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El periodograma de Bartlett es· el antecesor para el 

método de Welch y puede ser considerada cama una casa especial da· 

éste. En este método, el registro de dato es dividido dentro de 

&ag•entos y en cada segmenta de la estimación del pericdograma es 

obtenido. S6lo un dato de la ventana rectAngular w[n] es usada 

para cada segmento. Al final el estimador de la densidad de 

potencia espectral es obtenida por un promedio de periodogramas 

para todos los segmentos. 

4..3.S. ESTIMADOR. DE LA DENSIDAD DE POTENCIA ESPECTRAL USANDO 

CORRELACION SECUENCIAL CESTIMAOOR DE BLACICKAN-TUICEY>. 

Como se mencionó con anterioridad, 

estimador del periodograma directamente por 

se computó 

medio de 

el 

la 

Transformada de Fcuirer de los segmentos de la secuencia de datos 

x[n] y su promedio para obtener al estimador de la densidad de 

·potencia espectral. Otra forma de acercarse a la estimación 

espectral es sugeriendo la siguiente ecuación 1 

"' f/>xx (EMp(fw)) E ·z. [m] Exp(-jwm) 
m=-IE ':'X 

(4.117) 

qua e& la primara esi:ima~-iÓri····de \a ··aut-~corralaci6n secuencial· de' 

r·· Cm] d~- xc"~] ·y entoÍi~es. se, c·~lcui~·· 1a .: tra1nsfc,'.-mada de~ Fourier 

l'.'~xr~.·.ésta, :·~ as¡-·~btenar>1~·:·.~st1~ílc'ióñ·· de ~'_;,nsidad de Pot..;néi'á 

espectral. 

Sa Considera la siguiE!nt~· '&sti;i)~~i~n ·de aut.;C~rrelaciÓn 
para un. r~t~·~~c m~ \/se obtÍene -d;1:ida el ~&gi'stro dÉ!l dato finito 
dado por x[n], n =.o, 1, •• ~, a -·1 .',.\ 

r [m] .. o-lml-• • 
E x [n]x[n + mJ, 

n=O 
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(4.119) 

Esto es, ; •• cml •• un• wati••ción inclinada de rxx[m] para un• Q 

finita. Ta•bitfm, •• puwd• daf inir una ••t.i~ación no inclinada da 

una sacuancia de autocorr•lación par IMtdio de un ca•bio del factor 

de escala en la ec. 4.118 de&d• 1/Q • 1/(Q - l~ll, Sin •mbar90, 

•st.e est:.in1ador no d•b• sientipre dar una secumncia de 

autocorrelaci6n v~lida. Paro ••~ importante, para un valor finito 

d• Q, CQ9Q m •• acarea a O, la vari•nza de la esti111iaci6n de la 

aut.ocorrelaciOO de ~ .. [m] •• increimtnta significant9fttent.a. Esto es 

porque para un retraso grand• de indices, ~6lo unas ¡x>cas Muestras 

de x[n] entran en la co•put.ación de r _.J"-l, rasul tando una 

••t.imación no .uy confiable. Por lo tanto, el periodograma 

lxx(E>ep(Jw)) es l• t.ransfor••da de Fouri•r de tiempo discreto de 

la secuencia r ••Cm.l ( ver la ec. 4.110), al aument.o de la varianza 

911 las •stimaciones de la autocorrelaci6n para al gran retraso 

resulta una variabilidad grande en el pericd09r•ma. El efecto de 

la varianza grande •l retrase grande puede &er •itigadc por la 

carga de la correlaci6n estimada por una función de ventana, en la 

cualJ los valores de la autocorrelaci6n son retrasos grandes. El 

esti~ador d• Black•an-Tukay de la densidad de potencia espectral 

es definido como 1 

·-· <P •• <Exp(J°o>)) ,:_,R~U r_. [.I<] "'c[.I<] E><p(-fc.iltl (4.120) 

En donde sólo el valor de retraso arriba de R (tipicamente mucho 

•As menor que Q) son usados. Un valor mAximo de R Q/5 es a 

menudo recomendado. Se nota que la ventana de autocorrelación 

wc[k] debe tener una simetria par para producir un estimador de 
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densidad de potencia espectral, que es real }~ una función para -de 

w. Desde que el Estimador da Blackman-Tukey es la transformada de 

Fourier de tiempo discre~o del producto de la estimación de 

autocorralaci6n de la secuencia ; [m] 
XX 

y la ventana 

autocorrelaciOn wc[m], en donde se debe •scribir ésta en 

dominio de la frecuencia como se muestra enseguida 1 

la 

de 

el 

q.xx CExp(j0>) l (4.121) 

Esto as, que el estimador de Black~an-Tukey de la densidad de 

potencia espectral es la convolución del periodograma con la 

transformada de Fourier de la función de ventana, es decir, 

Wc(Exp(J°w)). Esta tiene el e'fecto de ali•ar las fluct:.uaciones en 

el periodograma. Se nota que para asegurar que 4>,
0
«E>ep(j<.>)) as no 

negativa, Wc(EMp(j~)) tienda a ser no nagativa también. 

El valor esperado del estimador da Blackman-Tukey es 

(4.122) 

la exprasi6n para '&{1 •• <Exp(j0>ll> e&tll. dada par la ec_. 4~109;: Coma 

Q aumenta '&{4> •• <Exp(j0>))} tiende a probar la densidad de ·potencia 

espectral. El valor de la media del estimador de Black~an-TukeY'es 

doblemente inclinado para al ventaneo d~ autocorrelac16n.· 

La varianza pueda se~ mostrada.como 1· 

t: CExp(J'0>) l 
Var{4> •• <Exp(j0>) H :. -=-=---- j n i.-2 (EKp(j0>)) d<» 

Q .-ne 
(4.123) 

el ( 1/Q).f W: (Exp(j0>)) e&' de cur&a menar que una y __ desde que la 
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varianza del estiaador de Black•an-Tukey es reducido por este 

factor en CDfnparasi6n con •l periodogra••· Para las ventanas de 

Bartlett y rect•ngular (wc[n]), Este factor es 2RIQ y 

respmctiva .. nte. Para una r••olución alta, se neceaita que 

2R/3Q, 

R sea 

tan grand• ca.a el d• la ventana Wc(Exp(jw)) ••t• cerrada para una 

función impulso. Pera para una varianza pequefta la ec. 3.80 

d8fllanda que R sea una fracción pequefta de Q. 

An'ilisis de 1Uax1 .. Enlropia Espectral y el Esli .. dor de Burg. 

El an•lisis de ~xi•a entropia espectral es basada en la 

extrapolación de un •llQIH!nto conocido de la autocorrelaci6n de 

valores r •• coJ, r,
0
,c11, .•• ,r_.cP1 de una secuencia x[n] para 

indices, para los cuales los valoras de la autocorrelación no son 

conocidos, esto es, r •• cp + 1], r •• cp + 2],... En curso, a la 

transformada de Fouri•r de la autocorrelaci6n secuencial da la 

extrapolación deben ser no negativa para que éste pueda ser una 

legitima desindad de potencia espectral. Dada la 

autocorrelaci6n de valores secuenciales p + 1, hay un no.aro 

infinito de posibles extrapolaciones que darA una función de 

densidad de potencia espectral vAlida. En el anAlisis da la •Axima 

entropla espectral, asto es demostrando que la extrapolación de la 

autocorrelaci6n secuencial es as! que esto no es impar para 

cualquier información arbitraria para la secuencia fundamLntal. La 

información'es medida en términos de la enlropia de Shannon. 

En particular, para un proceso aleatorio Gaussiano x[n], 

la entropia medida o entropia por muestra es proporcional a 

n 
~n Ln(oi' •• (EMp(j(o)))) - (4.124) 

La 'mAxim• ~n·tr~·~,1il espectral •aximiza la entropia de medida sujeta 
a la fuerz:a .que ... a·& ·. 

(4.125) 
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éstas fuerzas aseguran que el primer valor de la. autocorrelacion 

p + .1 corresponda a la mAxima entropia espectral 11 .con lo& valores 

dados de la autocorrelaci6n rxx[OJ, r•x[lJ, ••• ,rxx[pJ. 

e&te problema da fuerza de mAximación.puede ser. resuelto 

usando la siguiente solución 

"'•• (Exp(jw) )= p 
(1 +, J: 

(4.126) 

en donde los coeficientes bk, k.='1rJ._2.~.\::~,~ Y.,Pp son encontrados 

por usar los valores conocidos de ta autocorrelaci6n r•xCOJ,rx•C1J 

, ••• -r •• cpl. ...... .. :'>!~F,•>· .;1 

La promesa del an~lisis de .~~-~,~~~,~~1:rop1a empectral es 

invariable111ente deliverada en la P"."'A,~tica·,parque, la prueba de.,·, los 

valore& de la autocorrelación no deben ·' .. ser;- conocido&·, ·.si:. se asume 
. · .. ' ·,. : ... , : 

que los datos son estacionarios,. lo cu'al·; no debe ,ser..: realista. Si 

se subtituy11 los valoras esti.~ado&:c'· de .. 'ia<·~':a·u~ocorrelación, 
implicitamente se asume que los dato&·SDn.~ cero ,:_en.·;·un:. intervalo 

dado. En un acercamiento para impedir aste dil~ma, Burg inventa un 

Método ingenioao que no requiere da la computación explicita de la 

autocorrelación estimada de los datos. 

En el método de Burg la suma cuadrá.tica de .lo anterior.~Y 

la predicción de errares atrasados con ,un orden i-ésimo de 

predicción lineal del filtro), y se expresa de-. lA; siguiente 

manera : 

p = 
l 

N•t 

J: Cte;[n] 12 + te~[n] I~}, · 
n=\. . 

(4.127) 

y es minimizada con respecto a;·la :predicción de los. coeficientes. 

El. seguimiento de la~.·expresior:.es .. para ·e1 e,rror, ,.delantero ·y el 

atraso del: errar de predicción· pará· un.<~ .:.-éaimr:> 'orden : , del filtro 

ª" ' 
•~[n] .= x[n.] + 

·r 
I: b~ x[n - s] ... 
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Al • 
b X [n + S - i] . (4.129) 

Sin embargo, •1 ••todo da la covarianza •odificada na •• igual •1 

.. todo de Burg qua requiere d• qu• l• pr•dicci6n de los 

c1>11fici1tntes satisfaga 1•• recursiones d• L•vinsan dada por 

El sa.brero (A) indica la pr9dicci6n eati•ada V- lo~ coeficiente& 

de rafl&Mión. Para cada valor d• L •1 arregla desde O a p el errar 

Pi. es •inimizado con respecto a el co1nplejo coefici•nte de 

r•flexión valuado• K,. El resultado para la eKpresión de K, es la 

siguiente 

N-• 
-2 E 

n• l 

N-• (4.131) 

E 
n=L 

cruzada 

e& la 

Se nota qua al numerado,~ ~orr:c!spondiente a la correlación 

entre el error: adelan.-tado,'~~- el __ a~rasado y el denominador 

que IK, 1 < 1 y desde, 

Método · de Burg es 

&uma de los arra.res>de»'.~~é·rgiii·:-:··EStO;es· c1·arD 

que el mod•lo'._ aUi~,.~-g·,.~~::i~~'.~:~~~~~~-it.~- P~~ el_ 

.sie1npre estable.·~En:el ·~:algoritmo.~ -da·, Burg es in.icializa.da can 
o . . o ·:·. ,.. ~ -.· ·. ;, ,, . .. ' 

e,Cnl. = x[n] y eb[nl. ICf -xC.~l.~ !~~~i~.~; si' &e,., denota que el·. ·error 
•ini•o para cada í co .. o para Pi.,-'.entonces, Pi. as inicializada con 

P
0 

1 N•& lxCnJ 12 
""H .. I: 

n=o 

' ·~ ~. ' 

Entonces para toda í entre·1 y·p-'el Ki. 
4.131. Se nota que por definición Ki.= 
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coeficientes del i-ésimc orden el filtro es computado .usando la 

recursión de Levinson en la ec. 4.130. El Pt. es ac:tualizado usando 

Pi. = ( 1 - 1kA1 2
) Pi.-t. Ademá.s. el error de adelant~ v de retraso 

puede escribirse en orden recursivamente como; sigue·: 

·,: 

<>~[nJ = .. ~-•cnl + k,e~~1[n - ll 
(4.132) 

•~Cnl =e~ :[n .. · 1J+k~ .. ~-•cnJ, 

una vez los .coaficientes,~;.,del ·. p-6simo orden del filtro as 

computado. v el ·11stimador.·:·da ·p·~t:encia espectral es dado par 

p 
p 

<t> •• <Exp(J0>l > = 
11 + PE b~ Exp(-JO>ltll 2 

k=:l 

(4.133) 
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CAPITULO 5. 

A P l. e A e OHE:S. 

5.t.- FILTRADO DIGITAL. 

Propiedades de los Sistemas de Tie111po Discreto. 

Un sistema da tiempo discrato ta.a una secu1t11cia de 

números CDlllD entrada y produce una secuencia d• nOmeros ca.o 

salida. Esa sacuancia de nO•eros son a ••nudo Muestras de una 

función continua da tia•po, 1t11 donde x(n) resprasenta la seftal 

x(t) a una separación de ti•mpo iouales de la forma tn = nT, por 

t•l motivo se le da el nOMbr• da Tt•mpo-Discr•to. 

En la figura ~.1 la caja •tiquetada con S r•pr•senta un 

siste~a de tie~po discreto con entrada x v salida y. Cuando la 

•ntrada xa(n) da la salida yt(n), y X2(n) da ya(n) vl aiste•a S en 

la figura 5.1 es lla~ado como Ststema Lineai, si la combinación 

lineal de las entradas o.&xt(n) + a.zxz(n) produce la aalida Q.iyt.(n) 

+ aayz(n) para cualqui•r selección de constant•s a.a y a.a. 

x1 <n> -~ v1 <n> 

Figura 9.2 Sistema de Tiempo Discreto. 
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El sistema en ·la Figura .5.1 es llamado .. es.tacionario o de 

tiempo in~ariant• cuando 

x 1 (n) -~ y 1 (n) 

ilftplic• qua 

para cualquier tiempo d• cambio m. ,,.~ .. ,. 

El sistalfta S as ••tabl• si la salida y(n) calftbia 
cuelquiar ca111bia de la entrada x(n). Ta•bi6n, al si•tema 

para 
s ... 

llamado Sist•ma Di~ital si la •ntrada x(n) y la salida y(n) pueden 

tener sólo un n~mero finito de valores posible& o si x(n) y y(n) 

son equivalentes. 

Linealidad. Estacionaridad de un Siste .. de Tiell!pO Discreto. 

El análisis de un sistema lineal consiste de tres pasos 

1.- R•solución de la entrada dentro de componentes simples_-

2.- C•lculos del sistema de respuesta para esos componentes 

simples. 

3.- Superposición de·i'as·respu•&tas • 

. ,..---·-~ .. . · .. ·. . . 
Par·a.i·el' anAlisis del dominio del· -~~-~~o,·-~-~ -~~"·· _sist••• de 

,-i ! '.''. .... - . • '. . ... • 

tiempo disc.r:eto • .- los ·componen t.••- simples san.~ cambiados; a ;funciones 

da muestri un1t.A;J..':-_6cn~·~.···.-~»·-~::~f;_~~.ft~~ién~. ~l:1¡in:a~·ci ··c~~b~~~~;n~~1~~~·d19.ital 
o aaftal d"- i111pulso unitar-io:,~·dOñda··: 1.i·~.fU~-Ci~~~-~.~;~:-~-~~·&tr.a _.unitaria 
6(n) es igu.al a la u~id~d'p~ra:·n = O· y·(e~Ciguill'" a cera pilril 

cualquier otro ~.at~r,_ coiho se :~Ues~~~.:i·e~,;)~.·-. .° f1g~.~a'._·s.2 •.. 
. . 

n 
'· -;·n •-"O ,~ . .-,-.. ~~·''~·e::~- -,,: -

Figura 5.2. La Función Impulso Unitario. 
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. Los tres pasos en el anAlisis son los siguientes 1 

1.- L• entrada •• r•su•lt. d9fltro d•l ca•bio de la función 

•uastra unitaria 6(n). cargado por el valor del• sa~al en donde 

la función d• .ue&tra unitaria •s localizada co..a se indica en la 

figura :1.3. 

X(n) = E x(m)6(n - m) (:5.1) 

Seftal 

• o • = 1 .. = 2 

Ca•bio da la Función da t1u•stra Unitaria 

6(n) 

6(n-1) 

6(n-2) 

Figura 5.3 

Resotuci6n de· una seftal. •n una Función de Hu.estra. ·Un·t taria. 
~e'...·,.;',,'. 

2~'- La ·respu•sta del sistema a un pulso u~i~~·~¡~·- 1oca11zado 
en •l origen· es llamada coma la respuesta· de· puls·~,"~r\".itar·i-a:~. h(n). 

Cuando el ;, Si~te•• ·es estacioru1ria, la respUesta·;:¡ -~·'~.'un\\ c ... b.io." d9.'- · 

pulso unitario 6(n m.) e& si1111plemente el cambio 'da ~·~,i"re~Pliesta: º'· 

pulso unitario h(n - m). 

6(n)-~h(nl 
,';:.-

6(n .-mi.-~ hin - m) 
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3.- La superposición •& usada para sumar la respuesta 

individu;ol. 

y(n) = ¡: x(m)h(n - m) (5.2) 

en la wc. 5.2, h(n - m.) es •l sistema d• respuesta para una 

función de •uestra unitaria localizada para •l tiempo m., y x(m.) •• 

~a entrada actual del valar d•l tiempo m. La sumatoria d• las 

compan•ntes da la salida en la tte. 5.2 es lla•ada cofttO Convotuctón 

~ Ti•mpo-Discr•to o •i•pl••ente Convotucí6n. 

Un •i•te•a Causal tiene una r•spuesta de 

!•pulso-unitario igual a cero para n < o, y la canvoluci6n en la 

ac. 5.2 llega a ser 

y(n) = I: x(m)h(n - m) (5.3) 
m=-m 

o con un cambio da variabl• 

m 
.y(n) = E h(m)x(n - m) (5.4) 

m:o 

La& sumatoria• an .. las acs.-,~5.3-Y, .. 5.4,_asU•en; la r•spu~sta 
de impul&o unitario con duración. infinita,·. de~·t•l::_tnada, al filtro 

es un Ftltro@ r••puHta-tmpulso ~·:;(l,'¡,;::.C,·,·6n,·.,,;,:f,ntt~ (. élIF'..:·.), 

Luego, si la respuesta da i111pulso un'1taria,··de_.-un,."'sist.•c•A Causal:••· 

igual a caro para toda n > H.- 1, lAt'caMvDlúción :~t;~n:1~:~1a~;·.-. •c. 5.4 

e•t.6. dada ·par 1 

N-l 

y(n) = E h(m)x(n - m) (5.5) 
mao. 

y el filt.ra •• llamada co.a un Filtro dlft r•spuesta-tmputso de 

duract6n-/tntta ( FIR ~. 
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Func16n de Transferencia y Respues~~ de Frecuencia. 

Si la entrada a un sistema causal, lineal e estacionario 

es una exponencial cDfRpleJa con frecuencia w~ 

x(n) = EKp(J wn) (5.6) 

Entonces por la ec. 5.4 

m m 
y(n) I: h(m)EKp(J w(n· - m)) = Exp(J wn)[I: h(m)Exp(-J wnl] (5.7) 

m:o m=o 

Cuando la sUmat~ria ::·~ob~·e .-m. en el lado derecho de la ec. s. 7 e& 

escrita como. m . 
HCwl = I: h(m)Exp(-J w mi (5.8) 

m=o 

entonces ·la· respuesta y(n) para una entrada de forma exponencial 

de frecueñ~t'a···w e~-)-: 

y(n) = H(w)EKp(J wn) (5.9) 

Asi, H(<4)-:d~-~C:ribe etº'·Cambio en ·magnitud y fase a~ la frecuencia w, 

por ·t~i' ,n;.,t1~·~--s~'~1~/d·,~;;o~ina R.espuesta-Frec1Jencial. 

Si fa· entrada· x(n) es un sei"i'.al de valor real -de 

2Cos(~·r~ :e·~to· P~~d~ escribÍ.~se como la suma de dos eKponenciales 

·xcn) = EKpCJ,wnl + ExpC-J wnl (5.10) 

v la 

en donde.·H*(w) es el conjugado d~·H((.,1. 
AhÓf.a 1HÚ->> 1 'Y ~9"°<~> >s'e~á~<ia:'m~g~itúd y fase de H(w), 

respectivame~.te,_ Y· en~onces se ti"'."ne la siguiente ec. 

y(nf_·= 2IHCwl ICosfwn ·+ B(w) 1 (5.12) 
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Figura s.,. R.spu.esta-rrecu•ncia ~un sistema l!n.eal. 

CDft\o •• indica en la f i9ura ~.4, la antrada da la sa"al coseno 

ewperimenta un cambio d• a•plitud acordado para la maQnitud IH<w>I 
de la respuesta d• frecu•ncia y un cambio d• fase acordado para la 

fa•• 6(w) de la respuesta d• fracu•ncia. Si el t6rmino da cambio 

d• fa•• •• ree&crito como 

T • -8(w) lw 
p 

(5.131 

.,.,tone•• 1• .. "al da salida y(n) •~perimttnta un retraso de 

A•1, TP •• lla•ada ca.o retra.so dfí /ase del sist•••· 

T • p 

(5.14) 

T 
9 

cf6(0>l/ctw (5.151 

Para una ••ftal paso-banda, el retraso d• fase TP representa 
retraso de acarreo, y el grupo de retra&o Tg representa 

retrasa de la se"al •nvolvente. 

•l 

el 

En contraste para un sist .. a de tiempo-continuo, la 

r•apuesta d• frecuencia de un •istetna da tiempo-discreto es 

•i.,.pra periódico con un peri6do igual a la frecuencia mue&tral, 

la cual en este casa es nar•alizada para una •uastra por se9undo a 

2n radianes por ••Qundo. Ca.o •• •U•stra en la ecuación ~.lb 

Hlc.> + 2nl a I: hlmlExp(-J (0> + 2nll • Hlc.>I (5.lb) 
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Otra propiedad Otil de la respuesta de frecuencia de un 

sistema con un valor real de respuesta de pulso unitario as 

Para generalizar una idea de representar a un sistema 

en t6rminos de la respuesta de frecuencia &e pu•d• usar l~ 

transfor•ada z. Es decir,. usar un·. número complejo a, CDfAD se 

•uestra en la ec. 5.17. 

X(n) z" (5.17). 

en la suma de convolución de la ec. 5.4, que corresponde, a la 

entrada exponencial· de la ec. 5.b,. la salida será 
o 

y(n) ·(5.18) 

en donde 

"' H(z) =E h(n)z-". (5.19)' 
n:o 

es.la transformada Z de la respuesta de impulso unitario de h(n). 

La· transformada Z de la respuesta .. de, impul5e> unitario es llamada 

también como /uru:ión de-·. transferencia· del sistema. Para la 

sumatoria de la ec. 5.19; para.que converga, la magnitud de z debe 

ser lo suficientemente grande,.es,decir 

l~I > R (5.20) 

51 la !'"~gión ._en, al pla_no ·c_om~lejo de z,. dado por la ac. 5,20, en 

dorlde·,·la :s.19 cCn-\VerC;)é·,_·t"nc'luyendo el c1 rculo unitario: ( si R :S 1), 

entonces 1a f'~~ci~~--de (t_r,,¡"nsf~rencia. en la 5.19, cuando se evalúe 

en •1- cl'rculÓ:,~~'1t~~-io~·>~s· simplemente la respuesta de frecuencia 

del sistema dado en.;l~ :ec~'.·"'5~18. 

,, '<.[E ~.· .: ·,, _•,, 

. H(a:) 1 " 
l:i=e Jv 

E /\(n)E~p(;-J wn) 
n=o 

(5.21L. 

12b 



El usa de la •is•• función H para a•ba& funciones de transferencia 

y la respu••t• d• frecumncia, •• d• uso cDMOn. 

Dise"o del Filtro Digital. 

La• dos part•• para •l proce•o de disefto d• un filtro 

son la aproximación del problema y la r•alizaci6n d•l prabletn•• La 

parte de la aproximaci6n del problema dados con las par ... tra• 

•l•Qidos o coeficientes en la función de tran•f•r•ncia d•l filtro 

para la aproMi•aci6n id••l o re&pu••ta ••p•rada. ~ata aproxi•ación 

•• h.cha antes por uso d• la r•spuesta d• frecuencia. 

La parte d• realización d•l probl .. a de diseno d•l 

filtro da coMo elección una •structura para impl•RWntar la función 

de transferencia. ~sta estructura debtt ••r •n far•• d• un di•Qr&M• 

d• circuito, si al filtro •• para ser construido por .. dio d• 

ca.ponentes, o ••te d•b• ••r un prDQrama de prop6sito g•n•r•lJ 

para •er usado en una computadora o para un •icroproc•sador par• 

proc•sar seftal. 

En la atap• d• aproxi•ación •• ta.a la ••pecificaci6n y 

se da una función de tr~nsferencia por mlldio da cuatro pasea. 

1.- Una respuesta ideal o deseada •• ••l•ccionada, usualmente 

•n el dominio da la fracuencia. 

2.- Una autorizacion d• una clase o tipo d• filtro •G 

s•leccionado. 

3.- Una .. did• d• la c•lidad d• la aproxi•ación •• 

•aleccionado •rror ~•xi•o ttn •1 dominio de la 
~recuncia). 

4.- Un 1116todo a alQaritrao •• al•gido para 911contr•r al .. Jar 

filtro da la ~unción d• transfarttncia. 

En la etapa da realización s• to•• •ntoncas ••• función 
de tranaferencia y se da un circuito o un programa por medio de 
cuatro pagos. 
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1.- Se autoriza un conjunto de.estructuras ya seleccionadas. 
, -. ., -. · .. •· ·'""·"'.' .,• ' '· -."" L_ >.- •• - ,· •• • _, ·' •• 

2.- Una me~ida ..... p~·"."ª· la .rea~~-z~ción .de· ~a_-·_es~~u~:tur:-a_. ~~ 
sel~c:_cicn.ad~~ ( . ~~:-. ~t~'¡·~~;~~~~; ~.~:~.~~~~f:~-~ ·. ~~,;~-~~?~~~~~-! .~ . 

3.- La· me~or ~st_ruct~-~.ª-:~s- ~~-.~~i~a._ .. de~~,~·:el.;:-i::c~junto_:-.·i:nec::'ido, 

y -~~t:o~_: ~~,~-~.~~.t1~:~:~~.~-~~~/~ª-~~~~\-~,~.~-~:::;-~~~s~~'. ~~ , ~ ~un~Í6~ ~ de 

4. - ~:·::;;::~:~: :~:;,~~~~~;~;~~'~t~;;;~~;· :i;~u~ ~~~; • o .· ~~n. un 
programa··:\-· :'i:':\.:~'(~-:- ,--~,~--~ ·~:·n-<-" .:~ic ·:: ¡;..:i:- ,;,-i, :·)~'. .-:r:. 

:::·:-.;:::;:~:·ti~;~~:¡~~8~~;[i~:~±§ :f~;:f ·:;E:·:: 
un filtro unord&b~·:·'~i:BCD~,~-~er:-:_:y ".;nt~ri:ci~~>éSto~ Pª:S~~··- :·:.,, 

' . ' .. :. '· : '·. :: ,':- ~'.:_'-. :-
i' - :/:_." ', '·_t-.~r '- :- e-,-¡").• j >'.'e •" '. ' •. : 

El Problema 'de APr.o~i·~·~1Ón'/ 
,•,. :'," 

(·:.:, .' ,. ," 
cDmo ,ya, se '~abti -~ que, .la' funciÓñ,·-:. ,de·._;. transfer'!~cia es 

definida com~ i~~·tra~~-.f~o~~:ad:O._Z_ .de, una. reSpu'est.:l de ,~·1a función 

impulso-un1tar io •. A-h~·ra ,-:.: pa~·a··!un:a ·fo~ln-~-· ~e~~~~1~·-. ~~: ~u~d~ -. de~·ir' que 

para tedas )os ··'fil tr~s :'di.g·i-~a·i~~ se ies _. ~~~~~; cara ter izar: pe~ 
medio de la siguiente. func.ió~ de -trB.nSfer~ncia. 

~--:-b1-~~~-~:i· :··--~~::~.~~~~·-

ª .a-N 
. ;N, 

(5_.22) 

La. región .de· cc:nver:-gE:tncia ,, __ par:-~,·· .~<.:~.>;_:;;>:~-~á. .. a~uera del 

centro del clrcul.o· d~l, o~igen dél ~lana:¡;_:' Este Circulo pasó por 

medio del polo. Con · .. .:in radio--.·~~Y\'gr:-ánd~·~·~ Par; a un :: f.i ~-~·ro , estable 

est~ radio' es menor qU-é ·l·a·-:;Unid~·d~--:_s~··)a ."fu.nc-ic?n_,,de: , transferencia 

de un filtro. puede ser escrita·· ccmo ; un polinomi~ .· para teda 

ª¿=o·), el fi_ltro t~ene.tuna ~espuest~ ··de impulso-unitario de 

duración-finita y es llamád·Ó. cerno_ un: filtre FIR·~ Si factores 
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comunes son permitidos en el numerador y ·denominador de la ec. 

5.22~·:1~ furición de transferenci_. de un fi.ltro·'- FJR ·pueda ser 

escrita como una función racionar con algurios< 'ª¿ distintos de 

caro. Si antes de una cancelación de todos los ··'factores comunes 

d• la ec. 5.22 para al dano~inador y nu1MPrador, y algunos de los 

coeficientes ªL en el denominador no son iguales a cero, entonces 

el filtro tiene una respuesta de impulao-unitario de duración 

infinita y es lla~ado como un filtro IJR. 

El proble•a da aproxi~aciOn para un filtro FIR es 

usualmente an al estado del da.tinio de la frecuencia, equivalente 

a z = Exp(J ~). Los parAmetros del filtro para ser elevidos son el 

de respuesta impulso-unitario valuados en bL 

H(EMp(J w)) = bo + btEMp(-J w)+ ••• + bw EMp(-J w w) 

la H-6sima orden del numerador polino•ial da la ec. 5.22 ser~ 

evaluada en un circulo uni"tario. 11'-s de una .terminalogia 

convencional que no se refiere para el orden-.dÍtF·:filtro /FIR·. __ ,pero 

par• uno grande. Un N grande ·de Un. fi1tr~ FIR .tie,.;e -.~:~a -/respue»ta 

de frecuencia co~o sigue 

- , '•,· _· .. - - .. : ' ·. . -

con N de raspues"ta·.¡·mp~·lso..:.Unitario."va'luado·-a h, i ·= o,.,N - 1. 

En .:·~,~~\~fD?~-~:~~,~-As'·';·ga~~ral e1- p~oblema d~ apro><imación es 

un polinomio ( p·;ra;~'1o~:)i.itros .FIR) '~racional( para los filtros 

1 lR ) con. ··un~"'·,1~·~é:i~~~:· ~~mp-leja deseada en la banda de frecuencia 

da·-n a·~.·· .. (<_.~e~,81~~.~d·Ó:·.que un filtro digital ·tiene una respuesta· 

periOdica'--de.>t,récúe·n'c'.f.~···.con un periódo da 2n.) L.os pará.metros a y 
..... , ... ·.,.., .. •· ' 

b\. _son '~~~gi~os- para minimizar ·una apropiada medida de la 
diutAncia··. '~r\t;"a. ia _: ~espuesta-' deseada D(z) y la respuesta actual 

H(a), an~as :.de. }'~ norma de la diferencia 

1 0(2) 

b + cb z-A. + + b z-w B, ftE:(z)H· - . o t M (5.25) 
l. -· + + -N 

+ ª" ªN" t 
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El problema complejo de la nolinealidad que resulta can el 

dise~o de un filtro ttR no tiene una solución co~pleta.ente 

satisfactoria a la fecha. Ahora, para la comapleJidad de un 

problema lineal de filtros de tipo FIR, pu•den ser resueltos ,,por 

una programación lineal. 

El Proble .. de Realización. 

Después de que los coeficientes en la función de 

transferencia tendr1an que ser elegidos, el problema es resuelto 

nóla parcialmente. La segunda parte del dise~o del filtra es la 

realización del problema. La selección debe ser hecha con respecto __ 

a los métodos para la implementación del filtro. 

La función de transferencia 

H<zl 
b

0 
+ b

1 
z-1+ ••• + b N 2-w 

+ a
1
a - 1+ ••• + aN a -N 

(5.26) 

correspon~~ a una ecuación diferencial relacionada a :la salida 

y(n) y a la entr~da X(n). 

y(nl. e; b
0

x(n> '..:ib~~c~·h ~>. i;; .·+ b .. x<n -' ~> 
-a y(n .. -, 1 l.-:· a y(n - 2'1 . .,-.· •• - a y(n .;. N) . 

,,~ ,:·/.·~~¡::>~·!-~;-:,, ·;.'<r>,·-.~- ... ;.;::-o. -, .. ·; .>.-~. ~-»- .. ··- ~'. .. -~:,.·.; 
(5.27) 

.. i; 

es ia calculación 
directa ·por,;¡:~·,,&~.; ;'5,~·27: ··En·· r~ai'idad, esta···es ·.·1~· ... c~'anti~~~ion·· de 

los co~1i'~:i~A'te~'tY·\:~~(~~I~:;·~··· ~~·1~;.e·s"··' de·:, 1a· ·~-ét1~f .. ·~:.-~~e'·:i· ·h~Ce·~ la 

selecci6~ ~-d~{:' ia·~.~i:~;~-~t~fit~-:· re~li-zación -del ,-·f i.l trP~<-·Ád'emA-~,·~:·existen 
la diferente~· m~é·t~d~G\:;·' cam·t:f.,~s para caú:ui.ar ._, u.n:./·P'c1ú1o~i~·. º 

eC_.-.. 5~27. Estos. difer~in'té'S ·.:·mét~dos salida d~--~-.·y(r\) .. én' ·ia 

calcu1·ar··.' la ~ialida del 

convencionalmente por-- media 

filtro 

de 

130 

'deben ser 
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repreSentados 

a ·_1 bloque . que 
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alternativamente ilustren la estructura del filtro. Por ejemplo, 

los dos diagr••a& en la figura 5.5 y 5.6 representan el cAlcula de 

la mi ama ecuación diferencial daacribiendo la relación 

entrada/salida para un filtro IIR da sagundo arden. Sin embargo, 

esas dos estructuras tienen propiedades diferant•• cuando los 

co•ficientes y los valoras de la se~al son cuantizados. Los 

recuadros con -· • repr•••ntan •lamentos de r•traso 

coeficientes al y bi. son r•prasentadas co•o ganancia llO 

ramas de los diagramas. 

,·, ·~/;·~e;-,;._ 

··~~ { . ;;..í""- ..- ... 

y los 

varias 

s.2.- PROPIEDAOES DEL FILTRo;DE RÉsP,~A:...IMPULSO FINITO. 
;··>',", .. '¡ 

'"·':-... .q¡¡; .;., 
Loa 'filtro& .dÍ.git~'·).;~-:~~ Cc:',n~-=:·,.Un'il respuesta-impulsa de 

duración-finita (FlR) ~ie.nen c,~~~"ct~~i~.~ic~s que las hacen ser 

Otiles en varias aplica~.i~nes:~. E'.~t~-~: filtros pueden lograr una 

fase lineal y no pueden .Sor inest.ables. Los métodos de disef"fo son 
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generalmente lineales. Y éstos pueden ser eficientemente 

realizables o de propósito especial para hardware. Dentro de estas 

notas se eKaminar~ y evaluar•n importantes disenos caracteristicos 

dv los cuatros tipos bAsicos de filtros FIR de fase-lineal. 

Porque de los métodos de implementación, el filtro FIR 

es llamado como un filtro no-recursivo o como un filtro de 

convolución. Desde el do•inio del tiempo se ve esta operación, en 

donde el filtro FIR es algunas veces llamado como un filtro da 

movimiento-promedio. Todos esos nombres representan 

interpretaciones útiles que serán mencionadas en esta sección, sin 

embargo, el nombre de filtro FIR es uno de los más comunes que se 

verán en el diseno de filtro FIR. 

La duración o secuencia grande de la 

de estos fil tras es por definición, fin'it~~ 
r~sp~est'~ impulso 

por lo tanto, la 

salida puede escribirse como una. SUma -de, ·~O~voitlé'.Í.Ón ·f t'~i ta 

, . N-1 ·• o 1·,_, 

y(n) = m~o h~~I:"_~.":,,-:-"" . 

y con un cambio d~ variB:b1e·--da"~1rídiC~; la 
- ;;. '.,, J-·· ··;".-r,, 

n~·N·~~·: ,: 

y(n) = E h(n -·~1xi~i·· 
.m=o 

-: ; 
ec. -qUeda · 

en. donde x(n) ·.es la ent~~da ."Y./~<.~> : es. la -· respuest·a - impuÍso para 

una N grande. :-: .. 
E1'~, fil 't~~· -FIR +de~·~.·~~r ·._in~&rpretado c·;,.mo. 'una·; ~xte~siÓn 

de una suma ·de de~·p1a·~~,,;i~n.to o '· como una carga promedio de 

desplazmi~nto. ~ s'J.···.·un·~·: tf&n·~,:. uña: ··~ecuencia · de-.1~ n¿¡,;.ero~~ : , como un 

valor de~de ~n·_·valor pér'Íódico 'para' Ser· .. · .,;~¡'~·~d'D:":-~;:, ':'"tin :·Valor 

~~rticular. p_ara· ~~~'Ov~~:-_l~·S ~~ri~cion.es e~~·~i:tic~~'. en orden para 

descubrir las·· tendencias gran.des,· .· asi celda > ~(J~~·ro . Podría ser 

reemplazad-O p~·~ ~n rióm~r6 P~~~edio·. de".s1""misÁlo ~·¡"\~ p~r~c~dimiento 
de tres nÓmeros, esto es q~~' '··l~s ._v~ria~.Í.o~~S · ~fue~a 'de· ún periódo 

de cuatro-dias.debe~ ser u~ promedio de satida y las variaciones 

de términos-grandes deben 'q'u&darse. Para ilustr.ar como sucede 
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••to, considera una ••"al artificial x(n)· conteniendo un t•r~ino 

lin•al, Kin, y una oscilación deseada a un tér•ino aQregado a e•t• 

t•~•ino, tal qu• 
x(n) i: Kt.n + tc:z Cos(nn) (5.30) 

si un filtro con un prCMM'dio de longitud 2 es uwado con 

n • 0,1, 
h(n) s 

{ 

112, 

o, para cualqui•r otro caso 

••to pu9de .. r verificado, d••Pu•s de dos salidas, la salida •• 

•Macta.ente •1 t•r•ino lin•al con un r•tr••o de media ...uestra en 

el intervalo y sin oacilaci6n-

E•t• eJe•plo ilustra el problema b•sico de un diseno de 

filtro FlR deter•inado para un N, los términos de un n~•aro para 

h(n), y los valores de h(n) para cons•Quir un ef..:to deseado en la 

seftal. Los aje~plos si•ples deber1an 5er intentados para obt•n•r 

una idea intuintiva del filtro FIR cC>Mo un pro-.dio de 

d•splaz•iento, sin embarQo, esto no se aprovecharla lo sufici.nte 

para los problemas complicados en donde el concepto de frecuencia 

llega a ser ~•• valioso. 

5.2.1.- Descripción d•l Fil~ro FIR en el Dollllnio de la Frecuencia. 

La función de transferencia de un filtra FIR est• dada 

por la transfor~ada Z da h(n) como 
H-l 

H(s) ~ E hlnls-n (5.311 
'n•O 

La respu•sta da frecuencia de un filtro es ,en~~~t.r~da .por.medio de 

• .- E>Cp(,J W), la cual da la sigu'i".!~te.'~c·~-cc' 

H-a.· 
H(0>) a E hÍnlE><p(7J wnl (5.32) 

n=o 
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o 

donde w es la frecuencia en radianes por segundo. Estrictamente 

hablando, la exponencial deba ser -J w Tn, donde T es el intervalo 

de tiempo entre los pasos enteros de n los intervalos de la 

muestra ). Se asume qua T = 1, para simplificar algunos cAlculos. 

Para simplificar la notación, se debe dar pr'imaro H(w) antes de 

que se de H(e-jv) qu• representa la respuesta de frecuencia. Esto 

debe estar siempre claro desde el coót.exto de que H es unil función 

de z o w. 

E~ta función de re&puesta de frecuencia es un valor 

complejo y consiste de una magnitud y una fase. Siempre se piensa 

q~e la_,re~~~ª~,~~ ... impulso es una función de una 

n, p~ro ,~ª~r~~·~'~es~-ª. e~ que es una función 

variable 

de UOóll 

discreta 

frecuent:=ia 

continua. de .. la:. vari .. ble · w y que eG periódica con, un periódo d~ 2n. 

Esta -pe,:.J.~·.;ti~i.dad~ .;~ m~st~ada como sigue :1 
·"'-· ,,-,_,_ . 

· N-t -~ 1, ·l , 

H(<»·+. 2n) '.'.'"!;,. h(n!~.xp<:-:J.«w + 2f!)n) (5.33) 

N-_:, .;. .-_, -.; ··: ·: ,·-->. , . _ :: .. :.; 
=:·E ,h(n)Exp(-J "'.n>Exp(-J 2nn) 

n=o 

= HCw) 

la frecuencia es denotéa:~ª· por.;l_Al e·,;:::·r~di.~~·;,;¡¡., '"p~·~:··~~;g--Urido' o·.en·· ¡ , en 

hertz e ele los pa,7·-· Se9uf;d0): ·;:. E~a:s "can-tidádes·· son ·~-~la-CiO·~-~das por 
(.r,)·=·2n/.: ... ,,,'.' -~~y_-;_';:;;·:~_?I·~:¡·)· . .;"'.<,::,1:·1·. . 

Un .;Jem~lo de'':'~ '1iÍt~~ co~.una.l~;,gL~ud de 5 es h(n) 

t2,~~4-~·3,2)'~ ,La·· figura· 5·~ 7~:"c;nue·sf;.:a< i~- :::~·~A/:i'c~:·:;·d~ .... ,.t'¡;.~-spuest~ 
frecuencia del· eJ9mplo.:. 

10 
IH(w) 1 

Figura B.7. ReSpuesta de frecuencia del ejemplo hCrU. 
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La transfor•ada discr•t• da Fouriar (DFT) pued• ser 

us•d• para evaluar la respuesta de frecuancia a ciertas 

frecuencias. La DFT de la respu•sta i•pulso para una logitud H de 

h(nl •• d•finido cDflK> 

N•& 

C(lt) = E h(nlExpC-.; 2nnlt/N) , lt • 0,1, ••• ,N-1 
n•O 

cuando •• compare a la ~.32, la ~-34 queda como 

(5.34) 

C(lt) = Hlw) lv•ank,.N • H(2nl<IHI • lt a 0,1, •• ,N-1 (5.35) 

Esta estado de l• DFT d• h(nl da H 11U•str•• d• la 

función d• respuesta de fr•cu•ncia H(w). Estas .u•stras de H 

puntos no deben dar un d•tall• suficiente. a•l qu•• d•btt d• hab9r 

Mis muestras. Cualquier nO~•ro de .U••tras ••paciada 

•quitativaffteflte pu•den ser encontradas con la DFT por "'9dio de una 

apertura simple de L - H cerca para h(n) y tallar una lon9itud L 

que.se requiera. Y cuando el núMero de ab•rturas tiendan a 

infinito, la DFT llegarA a ser la transfor•ada d• Fourier de h(n). 

S.2.2.- Filtro FIR de Fase-Lineal. 

Particularmente los filtros FIR útiles son aquellos con 

un cambio de fase lineal. Para el desarrollo de esta t1tOria •• 

necesita una definición para el cambio de fase. 91 las partes real 

e imaginaria da H(w) astan dadas por 

Hlwl = R(wl + jl(w) 

la magnitud y fase son definidas por 

H(w) = (H(w) I a (R1 + 1 2 >1
"

1 

d(w) = arctan (Z/Rl 
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por lo tanto H(w)' = H(w)Exp(jd(w)) (5.3b) 

V asi, surge un problema matematico, sin embargo, por que H(W) no 

es analitico y d(w) no e~.-ccinti~·u·C:,~ Está.'problema es resuelto por 

introducir el valor rea1·'d9··1a~·ft:."~~ión de amplitud A(w) que debe 

ser positivo o negatiVo.:·~'La::,··~e~:pJ~S't·~; de·: frecue'ncia es escrita· 

como ·. -. ·J. ( ;,_-~> ;i':~;-::c L·· 

IÍ<w> '...'~..tcwiE;.p<J'B<w> > 

·'Í f. r 

(5.37) 

donde A(w) e& 1 lamada. ~~m~·~,~~~·¡:·¡ t;dd';--:·.~·. para ·ser· distinguida 6sta 

~::~ªe:ª u~:g~~~~~6:(:i~1ftrr::.~:!I1c;1::::~::;. ~::;~7~;ª d:ag~~:~~ 
- . . .,. -' - /.1J:~o;; . . ,. ' 

por '\:. ·~-·> ... -.','~ ·_ ',+:'./:".-:/;:' ~.· 
"A(o>). = "-:" H(~). :""" (5.38) 

;:,.:,.,~ .. _r,.: ;.,,.--. """<:;. >.;::;:'t _. -r .• ,·\: J;,-:o· 

o IA(w)I = H(w)."cC:.n\;.'stá d.;f.i,;1"éi6~;;:;i(.;) pu.;de" ser anali tica 
y BCw) puede ser ¿~,;tii,Ll;:;::L:a'.;r.;l~ci6,;•'de:)t<¿;> y"H(w) y de S(w) 
d(w) so~ -m~str~d~~·', ~~'---_·Í~·'cfi~·~~~> 5~e~ 

~l~:;f-~:-:·:~i' .-f·.-: :;·~~ -, ,.<i:~---~-.-.;i. ~:::_~ 
d(w) 

11( W) 

A> Ha¡Jn it 1Jd 

A(W) 
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Para el desarrollo d• las propied~des y c•ract•ristic•• 

d•l filtro de fas• lineal. •• asulR& una for•a Q•n•ral para la 

función d• fas• 

9(w) = ~ + lúw 

la .cuación 5.32 da la función de r••PU••t• d• frecuttnci• d• un 
filtro FlR con una lan~itud H 0010 

M-1 
ff(0>) = :C /\(n)EKp(-J ..n) (5.40) 

n=O 

N-1 
H(w) • Exp(-~ HI :C h(n)Exp(J wCH - n)) 

n•O 

y 

hN-1 EKp(J w(H - H + 1))) (5.41) 

La mcuaci6n 5.41 pu•d• escribir•• en la forma 

H(w) • A(w) EKp(J (1<1 + l<2 w)) (5.42) 

•1 H (no •• un mntero) •• definido por. 

H m H -1 / 2 (5.43) 

o equivalententent•• 

H•H.-H-1 •. 

La .c. 5.41 entonces ser~ 

(5.44) 
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La ec. 5.44 se puede poner en forma de la ec. 5.42, •n 

donde A(w) es real, para hacer estos posible se necesita d& dos 

pasos, en donde K.J. = O o /(J. = n/2. El primer caso r•quier• de una 

simetria especial en h(n) de la forma 

h(n) = h(N - n - 1) (5.45) 

la cual da 

H(w) = A(w)Exp(-J H w) 

en donde A(w) es una función' dé valor·real·de w y Exp(-J H w) da 

la fase lineal. Cuando.N·es impar:" 

N-:l · .. ·· ... ·. '.-. ·~--- .'-'. .. '.._ ..... 
Alwl = E 2h(n1Cos(w: (H ·- n) 1 + h(H) 

n=o 

ACw> =:E :21\(n<.:... ''n)comc'w n) > + h\H) 
n=• 

Cuando N es par 

IUZ 
A(w) = E · 2h(n1Cos(w ·(H - n)) 

con un cambi~ de variable 

cuando K.J. 

N .... Z_,, . 
A(C..) = E • 2h(N/2 - n)Cos(w (n - 1/211 

n=t 

n/2 en S.42, da una simetría impar de la forma 

es requdrido. Para N impar, H(w) entonces serA 

H(w) = jA(wlEx.p(-J H w) 
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donde 11-• 
A(o>) = ¡: 21\!n)Sen(o> <H - n)) (5.5la) 

n=o 

para N par 

M/Z-& 
A(c.>) ~ ¡: 2h(n)5en(c.> CH - n)) (5.5lb) 

n•O 

Cuatro Tipos de Filtros FIR de Fase-Lineal. 

EMisten cuatros tipos de filtro• FlR de fase-lineal 

apartir de la ec. 5.42 y son lo• siguient•& 1 

Ttpo 1.- La respuesta da impulso tien• una longitud i~par y 

•• si••pre simétrica con referencia a •ste punto 

medio n H = CH - 1112, la cual requiere h(n) 

h(H - n - 11 y dadas por la& •cs. 5.4b y 5.47. 

Tipo 2.- La r•spuesta de impulso tiene una lonQitud par y as 

sie•pre si•étrica con r•spt1cto • H, pero H no •• un 

entero. Por eso, no hay h(n) al punto d• simetria, 

pero las ecs.5.49 v 5.49 satisfacen lo antes dicho. 

Ttpo 3.- La respuesta de impulso tivne una logitud i•par y la 

simetria impar de la ec. 5.50, dan un Multiplicador 

imaginario para la forma da la fase-lineal en la 

ec. 5.51a. 

Tipo 4.- La respuesta de impulso tiene una logitud par y la 

. sim~tr!a impar del tipo :S en la ec. 5.50 y 5.51a. 

Ejemplos de los c.ua_tros -tipos de filtros FIR de fase 

lineal con simetrla para· las .. longitudes pares e intpares son 
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mostradas en l"a figura 5~9. Se nota que para una N impar y una 

antisimetria, h(Hl =o. 
Tipo 1 Tipo 2 

h(n) h(n) 

1 1 1 n 1 n o 1 2 3 4 o 1 2 3 
11 N - 1 11 N - 1 

Tipo 3 Tipo 4 

h(n) h(n) 

1 1 1 1 o, • n o, n 
1 2 13 14 1 2 1 3 1 

Figura 5.9. GrA/tcas de los cuatros ttpos de Ftltros FIR de 

fase-l(neal 

Pá'ra- arlaiizar o disen:ar filtros FIR, es necesario saber 

las car'acte"rist'ii:as de. A(w). Por - eso, las más 

carclcteris:fiCas':~se ;RlUestran .. en-;-l:a' tabla 5.1.: ··. 

importantes 

Tabla 5.1 Caracteristicas de:ACti>) ·para ... ~a.fase_ lineal.· 

Tipo 1. LorlgitÜd51.n·pa;.·, y h(n), 5-imét·r1Ca 
A(w) es par.·(I) =_O 
A(w) eti par:\~ = ln ·· ~,-, · 

·.A((I)) as periódica con 

Tipo 2. Longitud par, y h(n) 
. A((I)) as par (1) = O 

A(w) es impar (1) = n 
A(w) es periódica con 

·~<'~(~:A('.::.,¡ 
¡.A(n!+ ~)·~:.·Acn ~ ~>-· 

A(o{"+:.2ri¡ := A(w) 

,_·;-¿,:'· ·,;-.-

A(c.l)>A<;.:..,¡,, . 
A(rL+·c.l) =.- A(n· 

"~A(c.l ~ 4n)·~ A(w)· 

Tipo 3. Longitud impar, h(n) 
A(w) es· impar w =O 
A(w) es impar w = n 
A(w) es periódica con 

con simetr1a :_impar>:.: 
·A(c.l)c= - A(-w) 
A(n + ..,¡ = -. A(n - ..,¡ 

peri6do 2n. A(w + 2n) = A(c.l) 
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Tabla !'J,1, Cont(nuac(6n a. tabla 2.1 de AC"w) para. la fase liMaL 

Tipo 4. Longitud par, h(n) con simetri;a i11par • 

A(w) es impar w = O 
A(~) es par ~ = n 

A(w) = - A(-w) 
A(n + wl·= A(n·- wl 

. A(w:+ '.'ni.= A(w) A(w) es periódica con periÓdo 4~F· 

¡.~·.< >«·,-,, r·.:; . . --. ·'. .. 
Estas caractaristica~ _. s~~>?-~~~fr~~-~da1Rante 

para el disel'lo del filtro. Para los.~tipos·:s y"4,·'A(oi 

, : ' « -

importantes 

=O para 

un filtro Paso-bajas. Los tipOS 2 y ,:s··siempre tienen A(n) = o, la 

cual es no deneable para un filtro Paso-altas. En suma para la 
representación caracterist_ica··de la fase lineal es un ca,.bio de 

tiempo, para los tipOs _:s: y_ 4 s~ da un cambio de tase constante de 

90°, deseable para ·~r:<dif,~ren~_iador o un Transfor,.ador de Hilbert. 

Par lo tanto,, al. pr'imef,_paso.Sn el diseno de un filtro FIR da fase 

lineal es_ -~-i~ce~·a·r~~·- ~~~l~gir el tipo más compatible con las 
especificacioiieS 'que se:d'.1.n en l~ tabla 5.1. 

Cfllculo del· flltro' FIRided~espuest.• de Frecuencia • 

. c~~~;·~~-,:~~ridi-~~~, ~-" :l.a, sección 5.2.1., :.la muestra L 

espaciada ··-·=·i~t~2~~'í'~&"_~-iciual~s de H((I)) es fAci_ln:a.ent~ .-,c~.l.cu~ado 
para un L > N_·y ;~g~:i'íi.j~fCI ~rl:~L . H para una DFT con;. una ,longitu.d 

L. Esto aparece ,com~_;,I ", ·.t,/:· •:;·. ._ "· ··.' :·_.-_ .. ·-:>-" '. 
-. : ·-~:e"~~?\"_: ú( .~·~;t.c~::~,~:. :: ~~'· .,,, .. -.::_¡.~~-·:.·:-:~:;_-~:_::._-~-y.~. - _. .. -~~~F;· ::/ .. 

H(2nk/L) = .. DFT• {h(n))::;··para .. k ~ 0,1, ••• ·,L; -. 1·: 

• -_! _0:~~17·_ :~~~~<· ~~~~:1.;:·::~t=-~.~tr:~!~·\~·- :.!·.:!:t··;_;~¡;\ :~~t~.~,~,:~ ... --J:~3' .. -_,~tr¿ ,:~~, 
E&te método es ~n .~~e.~c~'.'!~.~~-~º'.>~--l~><~b;~~·:v,_:_~~~-";C::~~~~- ... jf:_-~, .. __ ;"'.". 

El uso:, di;;'~~ 'fc;·1de ~~--1 ~·} ,Df!T~_<1.PUéd~-~-:-~si~lf~{i~·~f·~~iente,. es 

decir, que l~ . a·~'í_'i~~ci~6n'·:(~~~·e~~~· :,~:de··. -la" DF.T' , ·,~·co·n: ~:'formulas 
especiales son de~.~~~~iiA-~a~-~--~~ :·,: 1:~~· > ~cf'·.''.. ·5,~·;·~''.;::-.~~/~r~·~'-56,-.· Para·· taS 
muestras d~ 'A Ú~> .; que :· apr_~vech~.~:'::ia.··,: r;ea1·idii·d.};d·~:: h'(''~·{·. · 'CDmo 'uiia 

función real y:, que ·~··tie~e·' cierta, sin\~tria~· . los filtros 
7 •• > 
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grandes, un par de fórmulas son también ineficientes, pero la D~T 

es usada para implementar el algoritmo de una Transformada RApida 

de Fourier (FFT). 

La DFT es usada primeramente para obtener a A(w) en 

forMA directa. Ahora si a h(n) es cambiada para ser simétrica con 

respecto a n = o, el cambio de fase es cero, por lo tanto H(~) 

A(~). Asi, el cambio deba ser circular ya que el resultado de la 

función tiene que ser una DFT real. En la figura ~.10 se muestra 

la senal que es cambiada para que dé una DFT real. 

h(n) h(n)cambio para la DFT real 

1 1 n 1 1 1 1 n 
o l. 2 3 4 o l. 2 3 4 
o ,, N - l. o ,, N -

con 5 ceros introducidas y un cambio para una DFT 
h(n) real 

1 1 1 • • • • • 1 1 n 
o l. 2 3 4 5 6 7 B 9 
o N - l. L -· l. 

Figura 5.to. Cambio de La respuesta impulso para una DFT reaL. 

Porque el punto de simetria no es un entero, esto es 

imposible para un cambio de respuesta-impulso de longitud-impar 

para dar una DFT real. Pero se puede esquivar esta limitación por 

medio de e>ctender al doble la longitud· impar de ta. ·:.senal, 

colocando en estos espacios un valor de cero entre cada valor 

original. Esta e>ctensión y cambio ,se ilustra· en la.·.figura 5.11. 
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hin) Original hin) Extensión 

1 1 1 1 n 1 • 1 • 1 • 1 • n 
o 2 3 4 o 1 2 3 4 5 6 7 
o N - 1 o N 1 2N - 1 

h(n) Extensión y ca•bio pilra tener una DFT r•al. 

1 1 • 1 • 1 • 1 n 
o 2 3 4 5 6 7 
o N - 1 2N - 1 

Figura 5.11. Hodi.fi.ca,ci.onas a una ••l'lal d. lo"d'Ltud i.rnpar para una 

DFT real. 

Aquella& métodoa d• la DFT para calcular las •u•stras de 

A(w) son ineficientes porque no toman ventaja da la •i .. tr1a y de 

la funcion real da h(n). Pero se puedan derivar esas fór•ulas 

especialea para construir aquella• caracteristica• dttntro de la 

DFT; •&to S8 puad• ver en la• eca. 5.46, ~-48 V 5.51a, la cual 

evalOa a A(w) para cualquier valor da w. 

En el caso especial de los filtras d• tipa 1 con una L 
da puntos espaciados • distancias iguale&, la llU .. tra de la 

respuesta de f~ecuencia tiene .. la forma &iguiente 

M-& 
Ak = A(2nk/L) ª E 2h(n)Cos(2n(H - n)k/L) + h(H) 

n•O 

para los filtros de tipo 2 

. ;,,... ... ¡·· '- ; -.-:·-·: "··~·'-~"<<.}: 
Ak a A(2nk/L) = J::'.i2h(n)Cos(2n(H'.;. n)k/L) 

n•O :~·-i:' .. ', _·,:_:,, 
",. ·, .•.'·<:"/ .. ; .. '-... ' 

par.a. los· filtros da:' tipo 3 , .. ; .. :.;..: · 
- •• ·••• . ·1 

M-t ... ' ' ~<: 

Ak = A(2nk/L) ª.E ,;·2h(n)Sen(2n(H - n)k/L) 
n=o 
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para los filtros de tipo 4 

N/Z-1 

Ak = A(2n~/L) =E 2h(n)Sen(2n(H - n)~/L) 
n=o 

(5.56) 

•n todos los casas el punto medio o punto de &i.etria as 

H = <N - 1)/2, la cual puede ser vista como un tiempo prCHRedio de 

retraso para el filtro. Para un filtro de longitud impar este 

retraso no es un multiplo entero de la muestra del intervalo pero 

dan un retraso de muestra-media. 

Las fórmulas 3.53 v 5.56 aon •étodos eficiente& para 

calcular la respuesta de frecuencia de un filtro FIR con una 

longitud de unos cuantos cientos. 

La Localización Cero para Filtros FIR de Fase Lineal. 

Se puede dar un entendimiento cuantita.tivo de los 

filtros caracteristicos por medio de la localización de los ceros 

N - 1 de una función de transferencia del filtro FJR. Esta función 

de transferencia estA dada por la Transformada·2 'de la respuesta 

impul&o de longitud N, por aaedio de la ac. · 5.31 ~e··tiene que 

H(z) =NE hl,,.;'i,;.-n 
n•O 

pero esta ec. puede escribirse como 

Hh<);=z-N+l Dial. 

+ h ) 
N-l 

"(5~57) 

(5.58) 

donde D(z) es un (N - 1) de orden polinomial que es multiplicado 
por un (N - 1)·; l~caliza·d~-,·~n :¡;,l ·a·rige'n del Piano complejo z. 
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La función real h(n) implica que los ceros serAn reales o que 

aparecerAn los pares de conjugados complejos. Si el filtro FIR es 

de fase lineal, hay restricciones m•s lejanas en las posibleu 

localizacion•s cero. As1, desda la ec. 5.45 se va la a•pliaci6n de 

la fase lineal con una si•atria an la r•spuesta impulso, y por lo 

tanto, •n las coefici•nt•• del polino~io D(z). Por tal •otiva, se 

eMpresa •l cero CDlftpl•Jo d• 21 en f or•a polar 

•a ~ ra Exp(J x) (5.58) 

en donde ra •s la distancia radial de za desde el origen dal plano 

compl•Jo z, y .x •• •l Angulo apartir del •Je real. Ver ~igura 5.12 

imaginario (z) 

1/~ roial (z) 

Us•ndo la definición de·H(z) y D!z) en las ec. 5.57 y la 

:5.~e y r•quariendo i·a f~sa'c~i,;.ét,:.ic~-.d~ 1.8 .f~~e .. 1ineal se tiene 

'.hin) 
dando la- siguiente ac··~·>·· 

, , .•.. ' •• ·o. •. _-. :·., .·-. 

tambi6n es un cera de.H(a). En otras palabras, 

entonces 

_Si .H(:n) ;.ª O, entonces H(l/211) = O 
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La ac. 5.61 dice que si existe un cero en u~ radio de tipo rt, 

entonces, también existe un_ radie de tipo 1/ra, d.-andose asi un 

tipo de simetria especial ·de los,ceros con respecto a un circulo 

unitario. Otra posibilidad es que el cero estA en el circulo 

unitario con rt = 1/rt =,.,1. 

Existen cuatrcs!_Casos diferente& de filtros con simetr1• 

impar que tiene el c.rden·, n1As baja. _T~dos .. las filtros sin1étricos de 

orden alto tienen .funciones .. de transferencia que pueden ser 

factorizados en producta~s' ºéie furicione~ de t·ransferencia ~e orden 

mAs bajos •. l!:stos son i~~~~~rados por. cuatros filtros~ bAsicos de 

•enor orden q':'e_.s~-t~~f~c,~~ ·_··~ta~,_coOd_i_c:_iorie_s~_::=~:~-"~··~e:~·l~nQ~t':'d 2; 
Dos de longit~d 3 :·y<~n6:.-d~'~1~~·~i~·Ud 5·~. · ', ~:,?:.: ;:•.; ··:t·.::·:;~-- ·. 

Para_:~1:¡;,1.;.~·~i .. ~~d~;-2-~ con simetria iínpa';~··-.=~·~ara·>_filtro .FIR · 
.. -·. ···~ ,·':·.' ·~_.\_ ,···:·~- '-'/_;·_~-,:·: ·,,,_.·, ,"·~·-. 

de fase lineal: ti·~,:.~ ~·.1~· .. f~~-...a" 
1 •• ,-~·-· • 

,D!a\ ":'~l .. ,"':.e,:~JK'..:,';: 
: ?.' '.:. ~:. . ·~·\::~-::::~',:.~:;~'(:: ,' :¡~ .~~" ~"; ... 1 ' i ,,. ·! ,'~ 

la cual, para,.cucltquier .. c·Onst.ante Jf., .. t~e~e·'..'.;~u~ c~f~>:'~·~,~~~&·: para 
z1 =, .-1.:. El .,filtro de. lonr;iitud 3,:_cCn.~: Sime-tria -i~-p.ar.- .. t1ene- 1~. ·1'.º"."'!'ª 

<"--" "-'. ·-~- .. ·-·'.>' ·---.-~·:·~.: •. ~-·· .· 

Hay :dos,caso&«_posib~es. ~a~~· 1.~1 
pueden satisfacer la ec.· 5~61:: ,con .. /:,_u']. ,_a.a." a ~:r_. 
consiguien~e 

(5.6'3) 

.ceros reales 

1/r.·.Por 

para la.1 ~ 2,:· el 

complejos, y 

ctr~.~,_~o": ,.unitario_·<·tierí;.: dos ceros conjugados 
"' 

j ;~· :: : ~· 
'- D(a) = (z + (2 Cos x)a + l)K (5.65) 

El caso·-especia~ 'para_ a -:=: ·2 no es de orden menor por.que. este puede 

ser 1actorizado en,lá ec. cuadrada de la ec. 5.62. 

~Ualqui_er ~iltro de. longitud 4 de simetria i~par puede 

ser factorizada en productos de términos de la forma de la ec. 
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5.6·2 y 5.63.Los cuatro casos da filtros de longi'tud 5 con simet.ria 

impar est•n de la forma 

Para a 2 < 4(b - 2) y b > 2, los ceros tampoco son reales ni en un 

circulo unitario¡ par lo tanto, deban tener sus conjugados 

complejos y d•ben tlffl•r &Us i•agenes con rasJ)9cto al circulo 

unitario. La far•• da su función de tran•f•r•ncia es 

D(a) a (a4 + [ (2((r•+1 )/r) Cos x) a• + [ r"+1/r• + 4 Cos"xJ a• 

+[(2((rª+ 1)/1') Cos x)a + 1.,< (5.66) 

Si los ceras de un filtra de longitud S esta en el eje real o •n 

el circulo unitario, D(•) puede ser factorizado en un producto da 

términos de menor-ardan de las forma de las ec&. 5.62, 5.64 y 

5.65; por consiguiente estD no es de orden •enor. 

El filtro si~•trico-par de la ec. 5.50 est• descrito por 

los factores positivos 'anteriores a el ·filtro b¡\sico de longitud-2 

descrito por 

D(a) a (z - 1)K (5.67) 

La localización para los cuatros cases b•eicos de filtros FJR de 

tipo-1 y tipo-2 son ~strados en la figura 5.13. 

Figura 5.13. Loca!ización·det c:ero.d<P! fntros.FlR bAsicos d• !a 
/1,1.nci.ó~· de ·tr~n.s/erenci.a en •t:··ptan.o z 
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La localizaC:i6n para los casos _simétri~os~-Par: de_l tipo-3 

y tipo-4 de·1a ec. 5.50 son los mismos, el cero p~sitivo a una 

forma unitaria como la ec. 5.67. 

'Por· (al timo, se puede concluir_ que-_t~dóS :1c;s··'·f~Ytr~s · FIR 

de fase-lineal tienen ceros dentro y fuera del' circU1·~·-t¡,;·ita~:i.O''·o 
en la simetr1a' rE!ciproca ;de ... la ec's. ·5.64 ·'a·· 5.66. -~{~Sd~dor del 

c1 rc~lo -ufd:tario 'y· C¡ue ·sus funciones d~· --t~aiíSf-~'r~e-rici:a · -~u~d~ii' ser 

siempre t:.i.ct.oriz.ab1e's en· términos dé' productos"), ·con sus cuatro 

formás bá.Sicas. 
i/ - ~ i 

'5. 3. -, DISERÓ DE LA RESPUESTA-IMPULSO FINITO DE FASE-LINEAL, 

5. 3.1.'·- ·Di sen~· ·de· i'a Frecuencia Muest.ral. 

~,~,',,_> -~:\;:; :;~~":-; .;·:-:' ~ 
·E1~;.'método de disef'{o má.s directo ·- es:· '.simplemente . el 

procedimi~·~t-~ · 1n·verso del aná.l isis de la é~ ~- :.·5~34-~- d~;d~~:~~~¿r~¡t:~:pu~-i:o 
5,2.1 ~ .. Est·e-:p·rob.l&ma· está. bien colocado ·--si __ ,; 'N·:~~~¡.,;~.{;~i~~~'. _._:.:·d~~: ·-Jna 
respu~sta: 

0

de ::·frecuencia deseada son usadas· p~·~a·:,(~~:~.;~¿c,~t;:~¡·~->"'::i.os- N 

coeficienteSi:,,. d·e1 filtro, para simplemente";, '.-~~-¡;~~l~~~>, las- N 

~cuaci~ne·S,,: ~·~·mu l_tA~ea_s d~das por la ec. · __ 5 ~:_3~·t ;'~-~·~~;~. · ~-~~~~~~,~~e~t_o 

=~e::s=~~~~;~ ::~ t~:s::n:~;: ~~ap~=:~:::t::~~l~~g:ff5füi:E::~:f:: 
por medio ··~e los puntos deseados, y entre esos P'~ntO~~-i., tome 

valore~-d~do~ por la ec~ 5.32. 

Directamente resolver las N ecuacion&s de la ec.' 5.35.es 

generalmenté no 'deseable. Porque resolver N ecuaciones .si.~ul.tAfieas· 
requiere el orden de N' de operaciones ar.it~étic~~, y las 

ecuaciones son algunas veces condicionadas. Si las 'frecuencias 
' -.- - , ~ '· ·: " ;- --

muestra les son espaciadas equitativamente, la DFT PUede ser-usada. 

Después la DFT de la respuesta impulso da muestras. de·la respuesta 

de frecuencia, y la inversa de DFT (IDFT) de las mueSt~as de una 

respuesta de frecuencia deseada daria la respuesta-impulso. 
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Después la h(n) es real y, para el problema de 

fase-lineal, simétrico, la ~ritmét~.ca ".:"~~ue~ida está. en reducirlo 

en un factor 4 para comparar~o·co~·:.·1a·.DF:T_..directa, y el diseno de 

fórmulas simples que tienen. t:'uenás' p-r..~~~~~ades numéricas y pueden 

ser derivadas. 

Para el desa_~r:-o~~D,:.eJ:C':'liCito ~,~ .. fórmulas del disel"fo de 

fil tras FIR de f~ecue~ci~~·~Ü~~t·~~'t;'c.on- .fa~e lineal" debe usarse la 

inversa de la DFT ,qu~:~j·~~~~:-~~~~+~~): _d:i~!~t~~", Para la respuesta de 
frecuencia de' ,un ·.;''N «>de·r::e!!'ipacios .. ··1gUales, la tnuestra de 

Ck = H(2nl</N), v.c.;,'u;;.;··1;,.;~¡·t~d/N~stAn dados por Ja IDFT cama 

\' :;,, h(~) /~ ¡;N;~t~Xck Exp(J 2nnl</N) 
.·: ." ~:.~ ... r.~., : ... _}_t·.·.:"·:~)i}.kco"t. , '. 

(5.60) 

Cuando H(w) es,·~·~-··.;·,~~:;.;J'J,~·~~T;:.~·~~}:~·~~5_.68 puede ser 

por las, fór_m~1aSi~d~-,~:1Q~',". .• :~~-~~~D'.)::.:):Í:p~~··. ,. de· f i 1 tras 

&impli ficada 

FIR de .fase 

lineal. Par· ejempló,-· ·'.:.la .;·'.-:.r&Spu'ésta' _tde -~:fr_eC.uencia .. ~de~· la 5. 53 •. ; 

a·P1fcª~~·~.·:·;1_::~·~i.~~t;~.r~·~~~~:·::~~-~;i~;~~~-~~:~" .. ~·'.:~~:··~' :;,~ H ~.:,e~.~, _1 > r2, , y .. ··.~º" 
una muestr~ de · .. ~recuenci~~~'.~~/·~·. ~·~ ~ :s~. tiene~, ,.,~··:,,·~s ... ,--.~ j·•' 

;.-, \,·~ .. -=~~~ .;· <<>·\.1:,;' '. - '·-. '._:-;-.;:-.. : -'.<· -~ \i':- :~-~~,'~~ . .:~?(.-:~).· .: :·;:,i 
A~,;, ·~~0 ,2~<,n!Ca~~'.3"~·~ -:;,n>!;<l':'f?~~~h(HI.•·. 

~::::0 5 ~ : 9 f~n~:6;o:; ;::l 1:~d~~L~Es:::I~fo:~:!~!Yf :::~:!te · la 

l·; ·.~x. ····.~·t;~--~~\ .:·;". '..o..,- :.:-1.~L 

Mn> = 1/l;'NE E~p<~i:~rr~~/~l AEKpl.(2nn!t-'.N> 
~:~ ~ <~:;: :. ~ ;- '. ~.·:~.;7:.:~ 

m 1/!" kE, ~~Ex~<,~~in<n - H)><)'tN) (5.70) 

',,, _ .. ·. ',·M'., 

h(n) .;. 1/N [A~ ~\.~ 2~kCc:ls((2n(,n - .H)l<l/N)) (5.71) 

sólo H de la h(n) nec~~·¡·~a ~e~~ ~alc~~:~da por la ~imetri~ en la ec. 

5.45. 
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Esta f6rmula cAlcula la respuesta-impulso del valor h(n) 

desde de la frecuencia-muestral de~eada Ak y requiere una 

operación H' antes que una operación !l. Una observación 

interesante es que no solo lAs ec::s.5.69 y 5.71:son,,ecs.:de aná.lisis 

y de fórmulas de dise"º' sino que son un par. ·d~ ecs. 

transformadas, es decir, que·son_del tipo Cosenoidales.' 

Un desarrollo similar aPlicadO·:-pcír~~-r1~s.,:Caso~~ dé 

impar desde la ec. 5.54 da la ·1rec~e~cia-:-muS~t:ra't"-.0 ~Í1iU1e~te 
una ·.N 

' ···: •.-~",'' :':·\ ... ~-;,:; .. ~, ·'···..! •. ¿ _-,;~.-, .\"-~:, s '. ·:-" 

Ak = NÉZ-l2h(n)Cos (l2rr(H ;,,,~,;~< :':1 
n=o .1\:''.~· ~ \( "· :· Li- ,. -,' ,,;;' .<":,<.. :'./,;· \' '.·-~l';;' · 

el dise"o de la fórm'U1~<-:s~i';.~·::'~~,t~r;d~~·~:~ ;·~:~·,·~e:. 
.·;~· .. ' .ú 

(5.73) 

superior. en -1~ ·sumata~·ia r~~~~o~:~ ·~i~-::~,h~:~·~~~f~~-~·;;_f"~~~~:.__ ~j·:.~~-. AN-'Z =·O• 
El '~sq~~-m~-:.· d~~~;:J:b;--·~~i'r· uso ·.·:_de __ ~ ·,~l.~·'._, ,frecuencia-muestral 

como 
~ ,"· .. - . ,,'/' '; ,. '_,, 

w = 'dnk:fí.í t',~;~ ,k.. ''.\.~~,J.;2,,::; .;?(-':'J.':> . ~ (~;74> 
en donde! sO'ri ~U¡;f~Íf.i.s N espaciadas' de .. forma· equivalente evaluadas 
para w ·· =. o. otro:. e-s~~em;.- · POSib-i ~~c2~t~ -~{¡:~~1-:~~f ~~~iien~l~2~·~~~-t~~·t ~· ~· que 

permite e1 disef'fo -de .;-ó~~~i·¡~·~-·;,:~¡~··,"ti~n~--·r~~~·~·t'r~~~;~~~-'~'~~,~- ·.'w ~' 
pero usa una muestra N·:-rú( espaciO equ.iValen.tes lO'Cá1iZadós en 

',·,.· ,"\.": -

w = ((21t + 'illtl/N (5.75) 
.. . .. 

l!:sta forma de frecuencia-muestral es mAs• ·.'.difi~~lt~S~· para 

relacionarla con la· DFT -,.que ta: ;\;~e:··; 5:12, ~·. por:que: ··e.stá. puede 

hacercele una ampl iaci~n a Ak y tomar~ u~a ~ongi t~~ · 4d~ ;·,' 2~;~- .de ta 

DFT. Los dos casas· para lcingitudes' ·pares, e· i,!"Pares·;·., .y···.tas dos 

muestras de punto c&rc:>, pero ·no.-". de 0 1r·ecuen~i·a té~r~·: d·a'n un total de 

cuatros casos para el método de diisefto de ;fré'cue~c.Li :~~~stra1 
aplicados para lo,~, fil~ros FIR ,de fase li.neal de los'. tipos 1 y 2. 

como se definiero.n ·en"la secc.ión 5'~2:2. 
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Para un~ longitud impar y una ~ue~tra no igual a cero, 

se deriva el. an:..lisi:S y disef'la de las fór•ulas para las ecs.5 .• ~9 .. _Y 

5.71. 

"i:,1 

·:zh(nlC;,s((2n(H - ni O•,_+ 1/211/H) + hlHI (5.761 

El diseno 

n=o ·> \,:,., · ... _ .. ·. >:.: 

de i~'- f:~~~·~'í~~-~~~~ 
''.-

hlnl = 1iNc"t '2A~t.,;~(i'~~u/'~ ni¡~· +
1 

i/21 )1N)~A.,Cos~(n - HIJ (5. 771 
k=o : · -.. -:··.-. ·-.·., .. :- '.!. 

En el caso _4 ,- 'pa:t·.' ~na:,::~~~~~ f~~ ~~·ar~~'.~,~~ª'' f~ec-Ueiicia-muestral 
igual a cero, ·s~ ··da"~:i/~.:,·Ali~is-'.d'~· 1a·:f6rtnula 

• - • .:·~:: :-~·1'~ ::t:~-.,·.', . 

no 

·:_!· 

N_,2-i :·,.· ·t·.· ·· : . .-;\·. ';, .. .,: 

Ak_ ~,', I: :~2~(nlCos((,2.~<.H, 
· n=o -

y el dis&fto de :"i·~_·;·f~~~J-i--~·:r~ 
> • : ··:'~!.··.:(y.· . --~:-··, 

(5.781 

(5.79) 

Las f6rmu_las .. 5-•. 7i~--~-~i_3·,.,~ ~-~--~?-f~--:~:~?9. ~er~iten un diseno directa de 

los cuatro CasOS·'de·;-'c1a -~;;:~frt!CUBnCJ:ii.:...muE!Stritl •. Estos casos v sus 

ant\1isis aco·~p~~~~-.:-·~,:~_-i~~:'.~~·~~-~~:'·f5~6B.~-::,5·~72~ 5. 76 v 5. 7e que tambi6n 

:~:e~:: =~:t6f!~fa~z;t.rn(;fn}:~~fe~~- :;~serete y la transformada 
• ' ¡ . , ' ' ,]: .. 

Ahor~';'~ara: d~J~"~,1~~~''. ,~,·la-:--~·t•;La.nsformada inversa de les 

Seno~,· se-. ti.e~~: .. q~e'_(·'. ~~-~:.:.:.~~ :·:~~quema'· S1'm1·1 iar a la 
pu~de obt~~~r:·e1 tij,C,' 3y~::4,.d~ 1:. ·~¡g~J.~nte forma 

,. 1 •• ' :~---.: '~ ;," 

........ ,~" ,: ,·;:>··: ,/•.! ~~" ;-i.,.;•it,; 

Ak .. "'. I: ·2~(n~'.·-~en·((_2n(H:.. n)l<)/H) 

ec. 

n=o :~-·;:,:~/: .. ;· >,>-,·,., ,. 
h(,.;) = 1/N [ J:•2Ak f!én'((2n<J1.- nll<l/H)] 

: Jc=t ·- ·~. ·_>-·. ~.-~y-~ .• para el tipo 4 

N_,Z-i 

Ak = I: 2h(nl Sen ((2n(H - n)!tl/H) 
n=o 
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N;"Z-l 

h(n) • 1/N(J: 2Ak5en((2n(H - n)lt)/N)+A,¡,.
2
Sen(n(H -nl )] 

k=• 
(5.BObl 

51 se usa el esque•a de la frecuencia-MUestral'de·la•ec. 5.75, la 

ecuación de tipo 3 ser~ 

A = 
k 

,._, 
E 2h(n)Sen((2n(H ·- · nl (lt ·+ 112)) /N) 

n=o 

,._, ·¡·:.:: 

h(n) = 1/H [_E 2..c.;sen((2n(H - n)(lt + 1/2))/N)]· 
.i'. __ k:-~:J _;; ,; : ;· ;-

para el tipo 4 se tiene 

A = 
k 

N;"Z-t 
E., 2h(n)Sen((2n(H 

:·r·.:.,.-,­
N/z-1 

n)(1t·+ 1/2) )/N) 

.h(n) · = 1/N [.'.E 2AkSe_n((2n(H - ni (lt + 112))/N)] 
·.;, ~~~ ~. :'.¡Í .,. -·~~ .· ,¡ • .. :.-

Estas:fórmulas·~e'.'iosct:i.:b~~,-~'.·_:~ 4 son-<.:.tltiles: .-en .~."el. 
di f er~nciadore~'.. Y~- trariS·f~r~~d~~~s ··de :;.·Hi 1 be~t. 

" .' '¡· ,· ,;:~~p,.-~· . :·:_·~-~~;;:---~~;.i -_¡:.;,! :-t-~$~ :~.;\: ~:..:. 

Diseno de ·Guia. de 

(5.BOc) 

(5.BOd) 

diseno ·r de 

·:>.·':,·-:·.·. :.--: 
La aJ¡·~\ de L'.S.ne~·~-: so~· necesa"~ias· para· elegir_ también .ª 

los cuat~:~ ~.~~s~~/P~~~~:'.~.~;./~i·~~,no ._.de_:;_! .. ~~~~ue~~i~._:~~~~t.~~·1 •. Un ·~Jemplo 
es un-, fi i tr~:·~-~~c::;;l:iaJ~ -c~n'-i-~n{f 11'lro · pasO~banda"'!extendiendos·e por 

medio' :d~1··:.:'~ango·¡·~~d1¡;'; ~e la frecuencia -NY~ui.'~t- o con una 

,frec~~~¿-i:~-;:~~~;t;¡·~:~>C~~~;·una'· n-Otcl~i_Ón ~·orma1i.zad~:,.,::1a ·muestra de la 

frecU~nci:a;·~s ~~; ~;~{2~,l',.~-d>s·· o_.,de 1 Hz (un ·cicl~· por ·segurl.do>. Como 

se. moStr6·.·~n~: la·:,:.T~b1a 5.1f· ia· respuesta de frecUencii.. ~~- ~É!riódiCa 
con un· P~r1ó'd~::·d~-·:2.:r>s1· N es impar y con· un peri6do de 4n si N ·es 

par. Por~·"S.s~;" .i~·::._f~ecuencia mAxima a frecuencia de Nyquist es 

w a n 6 ¡.a.o.'~ Hz. 
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Un filtro FIR de fase lineal es para 

aproximarse la respuesta ideal de un filtro paso-baja,que tener un 

filtro pAso-banda desde w = O para n/2 y un alto de banda desde 

~ = n/2 para un n. 

La elección de que sea la longitud es par e impar est• 

hecha por las propiedades intr1nsicas da la r•spuesta de una 

lonvitud par o i•par, como •• vi6 en la tabla 5.1 y la figura 5.9, 

para la respuesta deseada. Final•ente, la elección de una 

frecuencia-muestral de frecuencia cero no se hace. Esta elección 

es hecha para hacer la transición entr• un paso-banda y un alto de 

banda-baja COfllO un acercamiento posible para un ca•ino tnedio entre 

dos puntos de •uestra. El diseno puede entonces ser calculado por 

una de las f6r•ulas en las ecs. ~.71, 5.73, 5.77 o 5.79. 

Una posible generalización con el diaefto de frecuencia 

auestral es Ja especificación de la respuesta de frecuencia 

ntUestral deseada sobre un espacio no uniforme de frecuencias. La 

IDFT no puede ser usada, y el disefto especifico de f6r•ula& no 

pueden ser derivadas de este caso, porque el disefto del proble•a 

no puede ser paseido por tomar N ~uestras de la respuesta de 

frecuencia dadas en las •cs. 5.46, 5.48 o 5.51• frecuencias 

arbitrarias que dan N ecuaciones si•ultAneas que pueden ser 

resueltas para h(n). M~s generalm•nte, p~ra la respuesta de fase 

arbitraria, la ec. 5.32 puede 5er muestreada a N franquicias. Y 

debe de cuidarse el usa de errores grandes entre las frecuencias 

11uestreadas. 

5.3.2 ERROR MlNillO CUADRADO EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA. 

La propuesta de m~s filtros es para separar las senales 

deseadas de las na deseadas o mAs especificamente, el ruido. Antes 

de que la descripción de las seftales y del ruido estAn dadas en 

t6rminos de su contenido de la frecuencia o de la energ1a. de. las 

senales en frecuencias da banda. PDr, esta . razón, las 
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especificaciones son generalmente dadas en el dominio de la 

frecuencia, y desde que la energia de una seftal es ~elacionada 

para el cuadrado de la seftal, e~ 

el criterio de aproximaciOn mAs 

verAn dos m6todos de definiciOn 

decir, que el error cuadrAtico es 

apropiado. En esta secciOn se 

para un error cuadrAdico. La 

primera definiciOn es la suma de los cuadrados de error. medidos de 

un conjunto finito de puntas 111uestreados. La ,.:.seQ~rl~a~ .es.: .la 

inteoral,.del cuadrado de error sobre un rango_. fini.to. ~-~·i.~~.in,it~ dt:! 

frecuencias. 

. , 

Muest.ra.S Discr'etas, de. Frécuencia. · 
· : "··:~~ : .. 1j;;,~: .:;'Y~·.-~. 

El /_?~é.t~d~'.-. ~ de ·i."disei1o de ' fre'cuenc·ia-muestral no es 

realmente un :~·~e:~-~~mie~1t·~··, de .ª~~ox'i~aciOn,_:i.~ pe._ro ·-LÍ'1_\ 1 -.f!'étodo~ "-.de 

interp~Ía~ió~i_:: q¿~'.-·~Prod.UCe·~· un filtro· con una ··. r_e~~~-~st,a· . de 

~recuenci~_:·, qu~ ::~ .. p~~~ ~ex~C:tament~ p~,.¡~~medi~ d"a -·,los-· Puntos 
muestr·ai"es~: Si,:¡ 'e.mb~rgo';··. n~~· h~·y--- con~~ast~· en' 'la.'.-: rés'Pue'sta · ... entre 

los·.'.- puntos ,~:~~-~ii--~-~d~:S ·. _y· los,-< po.b~eS :. ~·e·~~l t~d-ci~;~ ·:~,~·~~-- ~'.·:·d~-be~ 
obtenerse.··. · ·. -•-,;~.j,: __ - .D:- .·'-•'--···- · i . ;<..!,.~· -»- •'-''-' ,_::_.~'"' ~;;._~_;:~~~,;"'~:.___: :~.4--·'Í~';: 

~- ·. La ~~~~._;e~i:~-; de "fre~~~~~i~;:_·d~;; un \f 11 tro· :F:xn-~representada 
en. la ec. '5.:s2~ está 'dada por 

-- '. ·~- ,- ··: . ·. -"'. 
'":~ ~- ~' ,. •/ ." 

H(w) =NE' ~-(\:)~,~~{~;¡ ~in·;-·; , ''· ' 
_ n=o .. , _ __ 

El problema de diseno es poner por déf inÍci6n un error 

medido E como una suma de diferenc-ia~ 'cuadrádas· á~tre la respuesta 

de frecuencia actual y deseada sObre·un- conjunto di! frecuencias 

muestreadas de tipo L. Esta· fui:ici6n de error.-. es' definida. como 

(5.81) 

en donde HdCwk) son las muestras L de las respuestas deseadas. 
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Este proble•a es t•cil de formular y de r•solver si la frecuencia 

.uestral son equit:ativamente espaciadas, la cual estA dada 

y el probl .. a es restringido para filtros d• fas•-lineal, en donde 

el valor re•l d• aaplitud A(w), antes que la r•spuesta de 

frecuencia ca.pleja H(w), pueda ser aproxi•ada. 

condiciones la ec. 5.81 queda COMO 

L-a 
E: DE 

""º 

L-a 
E: - E IAk- ... dk ,. 

k=<> 

Con e11t:as 

(~.82) 

Una propiedad poderosa de la transfor•ada de Fourier •& 
que permite un disefto directo de los filtros FIR de LS error 

(Error "inimo Cuadrático), estado en el que la definición d• error 

por medio de la ec. 5.82 90 el dominio de la frecuencia puede ser 

tambi6n calculado en el dDll'linio del ti••po para un L i•par por 

.edio de 

en donde hdn es la longitud L del filtro FIR que tiene una L de 

amplitud de respuesta de frecuencia .u•stral Adk• AdemAs, se puad• 

calcular este filtro por medio del •6todo d• fracuencia-muestral 

de la sección 5.3.1, usando las fór.ulas especiales como la de la 

ec. 5.71 con una logitud L o la IDFT. Un factor de 1/L es omitido 

desde esta& ecuaciones para simplificar el desarrollo. El filtro 
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para ser diseftado tiene una longitud H de respuesta-impulso hn con 

una L de respuesta de frecuencia 1MJestral Ak. Porque el filtro as 

de logitud N, y la ecuación de error pue~e ser puesta de la 

siguiente for•a 

.. 
E 

n=-M 

CL-U/Z 

lhn- hdnlz + E 21hdnlz 
n=M+.I 

Esta ecuaci6n auestra clara•ente qua para minimizar a E, se 

necesita elegir N valores de hn para ser iguales a los valores N 

equivalentes de hdn· En otras palabras, se obtiene un hn por 

si~ple trunca•ient.o de hdn· La segunda sumatoria da entonces el 

error residual. Examinando el error residual como una función de 

N, debe ayudar a elegir el filtro de longitud N. 
Para el filtro FIR de fase lineal de tipo 1 descrito 

en la sección 5.2.2) con una logitud N i•par y una 

respuesta-impulso con simetr1a par, la L de muestras espaciadas 

equitativamente de la respuesta de frecuencia desde la ec. ~.46 da 

la ec. 5.53 y la 5.68. Las muestras san 

M-l 

Ak = E 2h(n)Cos((2nCH - nll<l/L) + h(H). 
n=o 

para~= 0,1,2, ••• ,L - 1. 

en donde" Hz: (N - 1)/2. Esta fórmula fué· derivada como un caso 

especi.al de ·la DFT aplicada para el tipo .1;: real, de coeficientes 

del filtro FIR simétrico par para calcular:_"la amplitud muestreada 

de la .respuesta de frecuencia. ·A~eS·~-a -~~~a~i6~·,::'~e.·:'ie ".'conoce como 

·1a transformada d~l coseno, y: ~~·~a~r·~~~~·~~¡Ó~· ?~~e~~·~ .. ser ~->-~estrada 
c_c:>mo .~n·a ··~ra~sfo~mac~_ón·~ ~r.~~9o~'.~i :_:~·~b~l!·{~~i~~~~-::i~d·~~~~di:~~t~s:· 

· Ak __ ,_·;,- Just_o· e~~~- es>l.a--~~!~ .. ?~;, ·'-;':.fe __ . _ .- :.?~'..". --.,-_, -:· 
.- Pa:~a'··· el.! uS~ .,ái ternativo del espacio~ muest"r~i.do: en ta 

de 

ec. 

5. 75, .1a. cuat<no" tiene :Una mUes'.tr:-a- .de frecuen~·ia cero/ e·~t.on~es se 

puede calcular a·h~n .. deSde la ec.5.77. Los filt'ros d~ tiP.os 2 con 
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un N par &on desarrollados por un camina similiar y por el uso del 

disefto d• lAs f6r111UlAs 5.73 y 5.79. 

La ec. ~.46 relaciona la fr11Cuvncia t9U••~ral L para los 

valores independientes de H + 1 de la •i•etria de longi~ud H de la 

r•spuesta i•pulso h(n). El diseno del problema qu• da el Ak v los 

valores par• h(n) r•pr•s9fltan las ecuaciones L con ·un H + 1 

d•sconocida. 

La ecuación 5.46 .uestrea las frecu•ncias arbitraria• L 

que pued• ser escrita CCMllo una ecuación d• •atriz 

Fh = • (5.92) 

en donde h es un v•ctor da longitud .Al + 1 con •l•11tentas que son la 

pri .. ra •itad de h(n). r ••una matriz L por (H + 1) da la for•a 

de t6rmino Coseno desd• la •e· 5.46 y a es un vector de longitud L 

de la frecuencia muestral Ak. Si la fOrnrul• para cualcular los 

valores L de la respuesta de frecuencia de un filtro FJR de 

longitud N, la ec. 5.46 es usada para definir un v•ctar de error 

de diferencias, cOfho se definió en la ec. ~.82, y el resultado es 

escrito en la formulación de la matriz de la ec. S.83, el error 

••r• 

o de la for•a (5.94) 

Fh - ªd =. 
en donde • es un vector de diferencia entre la •uestra actual y la 

deseada de la respuesta de frecuencia. El errar medido, definida 

en la ec. ~.82 ser• de l• far~• cuadr4tica 

(5.95) 

para un L > H, la ecuación 5.83 es sabredeterminada y no puede,. en 

general, ser resuelta para h. El filtro de dise~a de error. medido 

es la nor•a de e, como se da en la ec. 5.85. ,Este error medido es 

•inimizado por hacer a e ortogonal para las columnas de F en la 

157 



ec. 5.84. "ultiplicando a a~bos lados de la ec. 5.84 por la 

transpuesta de t da co~o re•ultado la ec. siguient• 

para que E sea mini~a, e debe ser ortogonal para las columnas de F 
y, por consiguiente, FTe debe ser cero. La h optima debe 

satisfacer la ecuación normal 

la ecuación 5.96 puede ser reescrita en 

seudainversa como sigue 

h 

t6rminos 

. (5.86) 

de la 

(5.87) 

si L H, la ec. 5.87 ser~ el problema regular -de la 

frecuencia-muestral y puede ser resuelto,con un error cero. Para 

un caso de •ayer interés, en donde L >.N, .pero.sólo hay una H + 1 

ecuaciones para ser resueltas. Para L » N·,:'la ec. 5.Bb debe ser 

condicionada, y la ec. 5.87 no debe ser usada para resolver a 

ésta. Un método especial seria necesario para evitar serios 

problemas numéricos. 

Si una función de carga de error es deseada, la ec. 5.82 
es modificada para obtener. 

i.~t 

'E.• t Wk JA("'k l- Ad("'k l 1
2 

,-.,,;:, __ k-=~· .: - ·' 
la ecuación nor.Ral de- .1.;--·ec:~<5~8b serA 

'.Í ';';~~<_~¡.):. ;.:,::~\;:i • . T " 

:·:·-'·~\._,, ·":,.,,: :-'.r!._·wn,· -=, F~ wad 

(5.SB) 

(5.8'1) 

en donde W eS una ~-~t·.~~,-~ :.def.~ni:d.~-positiv8 de la carga. Si las 

cargas: cera. so~ ·,d~s~aClas:p ;eL«.!1,eéto es conseguir l'.lºr medio de un 
removimiento de aquel las 'frecuénl:ias _desde el conjunto de 
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frecuencias L, no para usara~ una carva de valor cero, la cual 

violarla las condiciones del es~cio del vector de un problema de 

•ini•izaci6n. 

Jn\<19ral de Error Cuadr•\ico por Cri\erio de Aprox1 .. c16n. 

Un •rror medido •• definido ca.o la integral d• la 

diferencia cuadr•tica d• l• a•plitud actual y la ••plitud d•&e•da 

sobre la fr.cuatncia b•sica •n un rango de -n < w < n. Esta .. dida 

as lla•ada ca.o la lnt••ral da Error Cuadr6t~co • 

E: D 1/2ff 
.. 

r 
-n 

El re5ultado de •ini•izar •ste error .. dido 

cerrarlo para que •• obtenQa desde d• la •ini•izaci6n el error 

IM!dido discr•t.o en la .c. ~.82 para una L -..y vrande. 

Si se asu.,. que la respuesta i•pulso d• un filtro h(n) 

as de duración infinita y sim6trica con respecto al oriQen, 

entonce& hay un ca•bio d• fase cero, y la •~plitud da la 

respuesta de frecuencia puede ser escrita ca.a 

12 

H(w) • A(w) & E h(n) E•p(-J w n) (5.91) 
n=-m 

la cual es una simple Transformada de Fourier de h(n), con una 

inversa de n 
h(n) • 1/2rt r A(wlE•p(-J w n) dw (5.91a) 

-n 

En el t•ore~a de Parseval,, 109 •gtados en que la •nerQ1• 

de una senat pu9den ser calculados.•n el dominio del tiempo como 

t.•1nbi•n en el dominio de la.frecuencia.; Lá.ec~·-5.90 ser~ COflllO 

•."•;"· 

, n .. , 
E:• 1/2n r•clA(w)c­

... -n.;,.::: 
12. 

•,E lhn -·hdnlz 
n•-a! 
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en donde hdn es la transfo,.•ada inve,.sa de Ad(w), calculada por la 

ec. 5.92, y hn es el filtro de longitud N can r•spuesta de 

frecuencia A(w). Po,.~ue hn es de longitud N finita, el e'"'"º'" de 

su~atoria puede ser divido en dos su•as 

.. 
E: = E (S.91cl 

n:.-111 

en donde H = (N - 1)/2. Esta expresión ntUestra claramente que para 

mini•izar a E, los valores N de hn deben se,. elegidos igual que 

para los correspondientes valores de N de hdn • El error residual 

para la hn óptima es dada por la segunda sumatoria. 

Otra inte,.pretación de estas ecuaciones es que la ec. 

5.91 es una expansión da las series de Fourier de la función 

periódica A(w) y la segunda ecuación es la fórmula para las series 

de coeficientes. Desde la teoria de las series de Fourier se 
conoce que una se,.ie truncada es una aproximación óptima para la 

función expandida en el sentido que la integral ·,·de , er.ror 

cuadrático es minimizado. 

Para el filtro FIR de fase-lineal tipo 1 des~'r:_i_t~, en .: el 

punto 5.2 .. 2, el cual tiene una logitud . N., '.-'.· ~~Pª':-',::'.::,:y., una 
respuesta-impulso de simetria par la amplitud_ ,:_.de ,.,_~,'respuesta- .. de 

frecuencia desde la ec. 5.91 es 

12 

.. A(w) = h
0 

+ E 
n=i 

2hnCos(w n): · 

con una respuesta if!1PU1s~ . .Í.nfinit::a no, causal __ de 

~-:.\ .. \ ~: ~:i..':·" :nt ;· -: .:., , : , ·<.:., ...... 
h(n) ,,;;11~· . .r. A( ... )Cos(o) n) dw 

º.·: : .. 

(S.91dl 

(S.92) 

El filtro de,.tip~ ... 2f,-,el~ c.~al, tiene u"na logitud par puede 

ser diseNado por .. un modificador de .acercamiento,, el cual puede ser 

desarrollado para. un ·-.·.fil t·ro ideal paso-baja siguiendo las 

siguientes indicaciones·-·: 
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Si la rsspussta-(mpulso da un /tltro FIR <J. /ass-!insa! •• 

•ncontrado •tMtrtcCJWWnt• truncado. ta expansión de la s•ri• de 

Fouri•r ~ la r•s,,u.sta ü t2JAPl. t tud ~••ad.a• •t r•sul todo dal. 

filtro t•ndria una respuesta de am.pl.it~d que •s una aproximación 

de- •rror LS para la r••pu•sta ct.s•ada. 

La li•it.ación principal de este "'6t.odo de diseno es la 

dificultad en calcular a hdn detide Ad(O>J. Este proble .. a existe 

porqu• •1 requ•ri•i•nto de cAlculo d• la evaluación de la 

int--.ral •n la •C· ~.92 ant•• de qu• .. calcule la su•• en la ec. 

5.71 para la for-.alación de frecu•ncia discreta del disefto d• 

error LS. 
Para el filtra paso-baja •• ••u•• qu• la ••plitud 

deseada •• unitario detlde ~ = O a w • Wn, y cerc desde w 

w ~ n, COlaO .. ve en figura ~.14. 

Para H i•par, el ran;o de frecu9f1cia base 

coeficiente la ec. 5.92 ••-na n 6 O a 2n ). La 

Wn a 

para el 

amplitud 

de .. ada •• 1 desde -Wn a Wn, .n donde W es la frecuencia 

int•rru•pida d•l filtra •Mpr•s•do CDIM> una fracción del ranoo 
total d•sd• O a n ( ver fiQur• 5.14). La amplitud ideal o deseada 

e&t• dada sobre el rango de la frecuencia -n < w < n por ~edio de 

la siQuiente ecuación 

.4(0>) 
para cualqui•r caso 

desde la ec. ~.92 la respuesta-impul•o 

ll•Qar• • ser 

Wn 
h(n) • lln S Cos(0> ni dw 

o 

h(nJ • Sttn(WnnJ/nn 

ibi 

(5.93) 
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Ad(o>I 

l.____.___"'-----'----'----'-- .. 
o Wrr " . 2rr 

Figura 5.14. Respuesta del'.f.tlL.~o tdeal;paso-baja·parci. un .. H tmpar. 

la cual tiene una si:;t;1ál~ar ~o~·.·,.1~P~~~~ .a.lC,.;r¡~'.;n y por eso no 
es causal •. Oesde·1~nt~~c~S~-~·~to ·';~:0/in:f;lnit~~~íit~~:1ar9o-, :.)~,<por: lo 

t:anto . no _ ,.'7.~ -~:-~ l~-~-c~~:;.~~~~~t~;~·~j!~~~.~t"~·,::; ,_: -~~-·~~-~-:;~~L~~f~~:,(·" 'fh< n) da 
exacta1nente.,.·la respuesta de -:fr:-.e~uencia de~eada~·de ::-la :ec·.-;:.,5 .. 93 y la 

figu,..a 5.14. _Para ·~<h~~-~-~-~:-qu·e:~·-i·é'St·e· re~u1·ta·d~~-~sea ·'-'·:fi~1c·a'mentEi 
posible, se debe :::tr~~"c':'r:}-i~ '.-~~~pÚ~_~t~~i~Pü-iS~ -~~~-: :~~- .)~-~ j-'..~~:::·5~·94. 
simetricamente p-ara :~·m·an· telier· 1 a ··proP-ied.i.d: de :-·1a -:1ase·~-1 iOea1 ... > , ·:, 1 a 

cual, acordado··p~ra;:\a ~te~~1a:"cJ·~:_ ... 1a~:'~::s~·~,J.~··. d~ ·F~-~~ie~·~· .. ·da una 

respuesta-impul s~·'.:d~ <~~ri~gi~~~~d~f'i~i ta··:.~~o~/.U~~.-- ~,~·~·~'it~d: :;'q~e . es una 

apro><imaci6~:-de. ü'r:(~-2~;~_~:. ~ª-. ª-.- ~:~~-,.. r~-~P~~~t'a\ ·~~~-~d·~·~- é La logitud 

finit~ de _h~~).':.".!s-'.c~~~·~i~'da\~pa~~jl~· d-;~e~h-~· par~·º:·ha~erla causal. El 

ca~bio. &610~a9~ega ·una. fase lineal y-fno eS_.dé~t~~1da··~la _propiedad 

de er~o-r_- :~i ~i~~·~;~~::~· 
Para obtener un filtro de longitud N, se.debe truncar la 

respuesta-impUlso para todos las· té-rminos como'. n < - -1'1 y n > H 

igual a cero, ·en donde H = (N - 1)/2 como se definió en la ec •. 

5.43. La respuesta es entonces cambiada para·' la derecha por H 

términos, y el resultado es un filtro FIR de error·-Ls causal. El 

resultado de la respuesta-impulso es 

hin) 
~ J s

0

en(Wrr(n - H)lln(n - HI, 

l para cualquier.caso. 
.<5.95) 

si la transición entre ~l filtro paso-banda y el alto-baOda es 

e>epresado como /t ·en Hertz' antes ·de que W se!a ·.una 'fracción., de la 

región _O~ w-.<··n, _y'S1 _la_ muestra:- medida' ,es Una muestra por 

segundo, la ec. 5.95 serA··· 
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1 Sen(2n/ (n - Hlllnln - HI, o s n s N - 1 
h(nl 

O :ara cualquier caso. 
(5.96) 

ver la figura 5.15 

h(n) 

i I I I I I I I I I I n 
-5 -4 -:s -2 -1 o 1 2 :s 4 5 

(a) 

h(n) 

• • • I I I I I • • • n 
-5 -4 -:s -2 -1 o 1 2 3 4 5 

(b) 

hlnl 

I 
-

. • • • • • I I I I • n 
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 

(el 

Figura 5.15. Dts•fto ~ /Htro FIR ria •rror LS 6pHmo. 

La derivación de hin) por, un, N par:', ·.,es -~· complicado 

por:qua no hay una ~·••"".'C•ro 11 •l .,filtro FIR, · d• lom;¡itud par 

corresponde a la ec. S.94 y la figura, ,s.154. La amplitud de 
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respuesta del filtro ideal paso-baja con un N par estA dado en la 

figura 5.16. Por usar un rango de frecuencia de -2n a 2n. se 

obtiene una logitud doble h(n) con valores ceros en los indices 

pares. Esto es ca111primir a la longitud H por medio de un simple 

reacDlftodo de los valores ceros y entonces truncarlos y cambiarlos 

para dar un filtro 6ptint0 de longitud par. Este proceso es 

ilustrado en la figura 5.17. 

o Wrt ·.I .__ ,.---2,, ___.I . w 

Figura 5.16!,.. Respuesta ídeal. de! /i.!tro · po.so-ba)·á -~a·".i..ln N par. 

h(nl 

.I • I • I • I • 1·· .. I." 
-5 -4 -3 -2 -1 o 2 3 4 5 

(a) 

h(n) 

• • • • • • I I I I • • •n 
-5 -4 -3 -2 -1 o 2 3 4 5 

(b) 

Figura 5.17.0lseno del. fíl.tro FIR óptimo de error LS para un N par 
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El disefta de la fór•ula para el ca&a de longitud par es 

exactataente •l mis•o como para una logitud i•p•r dada en la ec. 

~.95, p1tro hay qu• notar qu• H •• ahora una fracción. 

Aproxi .. ción del Error 1Un1., Cuadr•tico de un Diferenciador. 

El proceso de d•••rrollo que .. ti9"e consid•rada para 

la aproximación de un filtra id•al paso-baJa, •• •l dif•r•nciador 

ideal que tambi6n puede ••r apraxi•ado par un filtro FIR de fa•• 

lineal. La respu•sta d• frmcu•ncia de un difer•nciadar •• 

H(c.>) • J'w 6 A(w) a (l.' 

porque A(w) •• una función i•par de w y hay un ca•bio de fase 

constante de 90º• •1 disefta det. usar•• coma el d•l tipo 3 a tipo 

4, y tambi6n co11a •• describe en la tabla 5.1. 51 la 

dif•renciación •• para s•r co~binada can un filtro pa.so-baJa para 

reducir511 la interferencia d• la alta-frecu•ncia. d•b• d• usarse 

el tipo 3 porque este tipo tiene una respuesta c•ro de A(n). 61 la 

banda ancha se d•••• a•pliarla, entonces se debe usar el tipo 4. 

Para el disefto de un diferenciador de tipo 3 que tiene 

una lDQitud N impar,Ad(w) •• definido sobre un rango de -n < w < n 

V •• pmri6dica con un pttrióda d• 2n, la cual fu6 el caso para al 

filtro de paso-baja en la ec. 5.93 IODStrado en la figura 5.14. El 

filtro de coefici.ntes son d•rivados d•sde la ec. ~.69 v son dados 

por 

h(n) • -1/2n r ~ 5-n(~ ni m.. 

j c

0

a&(nn)/n • 
h(n) • l n di f•,.ent• de O 

n igual a o. 
(5.97) 

Para •1 dis•fto d• tipo 4 de un dife,.•nciador de 

banda-ancha, con un H par, •• d•fin• a Ad(w) sobre un rango de 
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-2n < w < 2n, la cual •• 1J9ri6dica con un· perióda da 4n, ca.o fué 

el caso para el filtro paso-baja d• la figura 5.16. La respuesta 

ideal es 

1 
Ad(wl = -f 

1 

-211 (¡) 

"' 211 - w 

-2n < w < -n 
-rr < w < n 

n < w < 2rr 

el filtro de coeficientes son 

an 
h(n) -1/4n .r .. Ad(_w)Sen(w n/2) dw 

-zn 
''.-

hC 1 ·,.;.1/·:<~n s < 121 dw __ ·:!:~,-_:!:::s, :!:_s, •• ,:!:"' 
n =."7_,,~··:·o~·;ª~ .. "'1:', .. ·· ,,n 

h(n) = -

\ < •,L: ~: ; i:'r _: ; ¡,; ':, '~.~:~; t 5,,E...' '> •:;-; ' ;• .~ ~-, ' 

4 senCri(2n·+.11121 

n(4n2 +,'4n·+ 11.·-·· 

(5.98) 

"-~ ::~~ ·>~"~_:,_,.,": 
Estos r-esul tados ·--~eben ser_ ··-. .._. _ .-~-ª',"b_,iados-~ : ~omo para el 

f i 1 tro pa.so-baj ~ .!;{ ~.~.[~~.!· .. ~,ª':·::~ ~n ·/r,i_ ~~t,ro.;_.c~usal :._~.é .. ~~. ong'i tud_,-N. 

y.. Ventanas· . ' para el Regiones .. de_. ~rá~.ici·ó.O~·\F.~cif?n~s; 
DiseNo ·d.,,-;::il~~~s 'f:i~;';<;} :; ,..: .. 

· ·-;''. ~¡-'f'.c., - - "· ~ 

, .. · Cuatro. acercamientos pueden mejorar las_ caracteristicas 
del di~~~-~ '·~:ie ·~.1.f 1i t·~O~ p-~~a minimizar el error cuadrttdico y poder 

reducir, el· pasar.·. cerca de una discontinuidad. La solución mAs 

directa es seleccionar el cambio de respuesta de frecuencia 

deseado para que no exista una discontinuidad. Este método fué 

anteriormente introducido y el acarreo hacia afuera es .fácil por 

tener una región de transición en la respuesta de la frecuencia 

entre la región paso-banda y la alta-banda. Y esto permitirá una 

función de transición para la respuesta deseada que conectarla al 

paso-banda y a la respuesta ideal de alta-banda. 
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El S9QUndo acerca•ianto •• para .. 1eccion•r •l criterio 

d• errar en un c .. ina par..cida para r..tucir a re.aver el pasar&• 

d• la r-99ión. Esta r-99ión .. ....tone•• lla .. da cDM<> banda "­

tran9(c(6n a rmc;ai6n de •dan•t care•. 

El t•rc•r •c•rc .. ienta selecciona el error •.ciido para 

introducir un• función de carga en la ec. 5.90 para Us de una 

carv• de errar en donde hav un sobre 11•it• y/a una revión -.nor 

que no son tan i•partantes, tal ca.a la región de transición. 

El cuarto .. toda usa el resultada de un di .. fto regular 

d• •r-r-or- LB, tal e""'° la me. 5.81, 5.95 y 5.97, y 01Ddifica 

dir9'Ctamente a hn par• reducir •1 pasarse del 11•ite pero el 

r-ult•do no .. larga para -r optilMJ. Delide que - sobre-pasa el 

li•it• e• causado por •1 trunc .. iento de 1• secuencia finita d• 

longitud L d• la me. 5.81 o la smcu•ncia infinita d• la ec. 5.92, 

.. to puede .. r reducido par un trunca•iento ••• Qentil con 

v11ntanas en el dominio del ti-po. 

Modlflcación de la Respuesta d• Frmeuencie Deseada. 

En ••• aplicaciones de filtro• hav un rango de 

fr.cuencias qu• contiet'len el espectro de la aeftal deseada, llamada 

la ••ftal paso-banda, v un rango que canti•n9" las ••ftales no 

deseadas a ruido, lla•ada la .. nal de banda-atta. Para el disefto 

fAcil del probl•••, se define una banda entre la paso-banda y la 

banda-alta. 

La siepl• modificación p•ra la respu•sta de a•plitud 

d•seada •• para conectar .. la ganancia unitaria en la paso-band• 

para la Qanancia cero en la banda-alta par una linea r•cta. La 

r•spuest• de a•plitud deseada •• 

j 
1 pasa-banda (0 < W ( (t)I) 

"'• - "' A (w) • - ... reglón d• transición ("l < "' < "' ... • • 
o banda-alta (c.>z < .. ni 
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Uso de una Banda de Transición. 

Una de las 1n<>dificaciones m!s efectivas del Rétodo de 

diseno directo del error LS estA para seleccionar las bandas de 

las frecuencias sobre 1• cual la •ini~ización es acarriada hacia 

afuera. En una función de transición es definida sobre la región 

de transición de •recuencias para crear una respuesta de 

frecuencia continua ideal para que sea aproximada. En esta sección 

la banda de frecuencia por la región de transición es simplemente 

removida desde la definición de error, y la región es llamada la 

banda de transición o banda "don•t care". El error en la ec. 5.90 

serA 

w n 
E:= .r/ IA(w) - Ad(w) 12 ®> + .f

0 
JA(w) - Ad(w) 12

dw (5.99) 

Esta banda de transición tendra el minimo error 

cuadrAtico y puede dar una gran reducción de pasarse el limite que 

una función de transición porque no hay un lugar de contraste en 

A(w) en la región de transición. 

Uso.de Cri~erio en una carga de la Media de error cuadrA~ico. 

Fle>eibilidad e~:. ag~~g~dá para la definición de errar 

dada en la ec .•·' ·.5 •. 90-~·;, :"~~r:·· .. :~·::i~~t;;.;,~~cción una función de carga 

positiva W(wl para d·;.;." lo ~Í.gu.Í.ente · 
~y·; -~~:,};; . .{:· •. ,·~_·; . 

'i ~; iln ~j~ ·,~t >"'IA·(~', ~·· A ) 1 zdw 
,;.:·,.,,.;,\·';;,.'o ·.~;,c.J_,.~,, "':.\ - , :,d(w. 

'·':· .. :-'' ·:; .- ·~.:;·_~,.·'. .. ;::~ .• .'·:i .. -. ,. !. : "· .. ,-., - ·-
que es similar:a·.la que.se.usó en: el caso de la ec. 5.88. Con ·esta 
nueva funéió~ ,'-\n·¡s · é.irg:~5· .. -~~~-cl~;¡·-:·~~~-~~:ad~s para : la apra>eimaciÓn 

de error ·e.n re~i.on~s de'.·~a:y·~r. i~teré~.· o importancia. UsandD la 

b~nda.de transición, pu~den ·algunos re~ultadOs de comportamiento 
no deseada surg.Í.r en '~·1-·'di~~ftó·d~1'·f'i1.tro:·d~rltro d.e esa banda. V 
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en estos casos esto debe ser preferible para usar una función da 

transición con una carga pequefta para algún lugar de control sobre 

1• r•gión de transición, v para ••tas casos una banda de 

transición con funciones de carga deben tener ventajas. 

Uso de las FtaM:1ones de Ven~ana en el Disefto de Fil~ros FIR. 

El trunc••i•nto d• una lOQitud inf init• a de una 

secuencia de longitud L en •l dominio del tiempo causa el fenómeno 

de Gibb• qu• es una discontinuidad en el da.inio de la frtteuencia. 

Este truncamiento puede ser visto co•o una •ultiplicaci6n de 

un prototipo de la secu•ncia en el dominio del tiempo por una 

función rect•ngular que tiene una valor unitario para -H < n < H y 

un resultado cero en el rango. Si hd(n) es •l prototipo de 

secuencia ideal si .. trico con respecto d• c•ro y h(n) es el 

re&ultado truncado finito, el proceso descrito as 

( 5.100) 

•n donde 

1 lnl 5 H, 
r(n) = (5.101) 

o ' lnl > H, 

con H (N 1)/2 para N impar. La r~spuest~ ~mpulso .. de 

duracion-infinita h.d<n:_> con valoras dan la ec~_ .. ~.94 .• ,·,~· .~·~~r~.~:PueSta 
de hd(n) tiene la r-espuesta de frec~encia ·1de~} ,~~~saada:,de·.1a· · ec. 
5.93 y h(n) tiene la respuesta de frecuencia"· realizable.·,:- ,·_-,--.. 

La multiplicación de. dos, .funé.iórles~:< e~:~(·e·J?<d.~:,,~~iri.~o del 

tiempo corresponden a la conv~1'"uc:i6~· -d~~-~-{¡-t~~~ns·!~·r1.a·da, de Fou~ier 
d• las dos s•ftale&. La transformada :.~·de ·:;:FoU'.:.:1~"r·.; de .)a funci~n 

. . :-'L· , ·_:•. ~-- . ". ~ -~ 
rectAnQular usada par• el truncamiento es ~·.-.:· 

. , --'- •''" ~:~ ;« 

-··m 
R(w) - FT(r(n)} • J: (5.102) 

n=-m 

169 



.. 
=E ExpC-J ~ n) =San e~ H/2)/Sen(~'/2) 

n=-W 
C5.1031 

51 la tr.onsformada de Fourier de hd(n.) Y. h(n.) 'sori Hd(~) y H(~), 

respectivamente, la operación de truncanliento "an :·;·el -do1ninio ·del 

tiempo da la ec.~.102 11 que es descrita· ... · en'':' el·,· 'dominio de '"la 

frecuencia por 

(5.104) 

estado en la cual, la respuesta de frecuenCia del filtro de 
longitud finita es igual a la respuesta de frecuencia ideal con 

una transformación de·ta·función rectángular dada por la ec.5.103. 

Existen seis· ventanas estAndar y son 1 

Ventana Tr!Af\8UlO de Barttett. 

I: 
2(n + 1) 

n = 0,1,2, •• ,N - 1/2 H + 1 

W(n) = 
2(n + 1) 

n = N - 112, •• ,N - 1 H + 1 
cualquier otro 

.;-. Ven.tan.as Genera! izadas de Tipo Coseno. 

·-(ReCt.Angular,~ Hanning,.-Ham~i.ng Y' Bliickinaii) 1 

1,: 

,(5.105) 

caso 

{

a- bCo~( 2}j<~_·;· n.= 0,1,2, ••• ,H-1 
W(n)= o . . ·:-~-ua:}q~i·e·r·,o-tr~ ~a·S_o (5.106) 

Ventana Kais~r .Co~;,-~j~~·t,,j¿; fl .. · 

.... -{. ,1
0

((1 U. - (2Cn.. + 11/(N + ~l;z}-'2 
• ~·:i·-. .z~,t/l,)._. , n : 0,1,2~ ••• ,N - 1 

(5.107) 
cualquier otro caso 
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l.a generalización de la ventana coseno tiene cuatro 

for•as especia les que son co.1.1n9l!fl te usadas. Esas son determinadas 

por los pará,.etros ·a, b, y c. 

Ventana a b e 

RecUngular 1 o o 
Hanning 0.5 0.5 o 
Ha-ing 0.54 0.46 o 
Blacktnan 0.42 0.5 o.os 

El m~s directo de estas ventanas •• ventana 

rectAngular si•ple, la cual da al trunca•iento si•pla y el clAsico 

fenómeno de Gibbs. La ventana de Bartlatt o ventana tri•ngular 

r9duce el sobre li•it•, pero exti.nde la rttQi6n de tranaición 

con~iderablemente. Las v.ntanas de Hannig, Ha,..ing y Black•an usan 

complicadas funciones Coseno •As progresivamente para proveer un 

truncami•nto plano de la respuesta impulso ideal y una respuesta 

de frecuencia que busca una mejor perspectiva. 

El mejor resultado de ventana, probable•ente viene desde 

el uso de la ventana de Kaiser, la cual tiene un par•metro 

permite un ajuste entre la reducción de sobre limite y la 

(l que 

región 

de transición. El rizo de paso-banda y de banda-alta y la anchura 

de transición pueden ser convertidas dentro de un filtro da 

longitud N y un par•metro (l. 

5.3.3 APROXIMACIOH DE CHESYSHEV. 

Los picos o sobre limites en la respuesta de ~recuencia 

son tipicos de una frecuencia muestral y de un· disefto LS. Las 

técnicas de las ventanas son intentos para r•ducir los, picOs ___ e~ ~a 

función del error. 
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Cuidadosa.ente, por medio de varias aplicaciones de 

ventanas, •l error laAxi.a en la respuesta de frecuencia pu•de ser 

reducida y por .aedio de la teoria de AproKimación de Chebyshev 

ta111bitkl puede ser reducida. 

Una aproKi•acion que mini•iza el error ~ximo sobre un 

conjunto de frecuencias es lla•ada cotno una Aproximación de 

Chebyshev. 

Cua~ro Tipos de Fil~ros Lineales. 

Co•o s• indicó en la sección 5.2.2, hay 4 tipos de 

filtros FJR de fase lineal, y las cuatro tipas tienen una 

respuesta de frecuencia 

Hlf) = (J')mA(/) Exp(-J 2rr/(H - 1/2), m = 0,1, (5.108) 

donde A(/) es un valor real positivo a una función negativa. En 

esta sección la variable de frecuencia ,/, estA en ciclos por 

segundo o Hertz, pero taR'lbién, se pue.de e><pl".'esar en radianes w~ y 

es igual a w = 2n/. .-, 
Si ·el filtro tiene ht'n'> ::~·.-:·~(0!" .;~;1 .. ~>, --:esto es que 

tiene una si1netr1a par- y que ~--~_-'._ó·.::-~~->.1.~.:~-~c:.~~:}.~--~~~·~:~~-h~ra, ; ·:si••< "el 

filtro tiene h'cn> = - h.(N - 1 ""." ~)~:_':~n~o~C-e~·.;:_~Í.·.::~fi.J.._i;-~~·;~:-·tieÍie una 

simetria impar v_ una m., 1 e~ ·1a .. ·ec.:.·\~~:1'oa: .. _. .. ~.~·ta'.:·~~~::::·~,1~e.tr1á. par 

:~:~~==m::;:: u;::: :~~=:=~===~~:?I~~=~;E~~~!;~~~:i;:¡:~~na~~:::: 
esta es mostrada que A(/) Puede. sé¡..., ..;~c~'i.'·t~·::.c·.;.-~.:·~~---·carga de suma 

de tipo cosenoidal para lo& -:·c~-atro·· '·-t.i;pci;;·-;~:·d~~y~~f.i.:1 tras de fase 

lineal. Estas fórmulas pu~den. ~btenerse ~cÍe ~·-~.--~'.~:~. :·5.46, 5.49 y 

5. 51 con el uso apropiado de identidades·: trigonométricas. La farnta 

especifica de A(/) es dada en la tabla 5.2. 
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51 la respu•sta i•pulso h(n), ne o, •.• ,N - 1, tiene una 

lonQit.ud i•par (si N e& iAp•r) hay dos filtros d• fase line•l 

dif•rent.es 
Tipo 1 1 Bi99tria par, logitud i•par. 

Tipo 3 1 •i,..tr1a i•par. longitud i•par. 

Tabla 9.2. Funcion.s da Aproximación dM Filtros de Fase-Lineal. 

Par · · .impar · . 

h(nl • h(H ~ 1-- n).(m • 01 hlnl= _:hc'H;':;ú::n);cm =·11 
cN-a>/&~·-.. ,-· -- -. . " :::·~·: ,!.~~-ih~:r~cN-•~ ..... 2· - ~ . ". 

Langit~:/l -k~'.\ Cas ~~ltl,., ' .1~1,~¡-;~~~~¡~~~h~(:::~;:~ 
(N) I01par '" a= h((H - 1)/2) '. ':º:c((H7Sl/2l;;,•';.4hÜl ' 

- akº• 2h(-i.'+(H - 11121:· .. ,- _, .'-c((N::;3l/21!'=.;4h(Ol 

;~:; 1A .. ·'.;;~--p~,;; '"ªc"-~'Er".~~,'.~E~¡?~.~1-~}~t~~'2' 
A ( /l m Cosrr5'."i:·~z e~~;~;;; ' - ' A ( í l ( ;., se:t~¡· E J 'Cos2.ri.1 

7:;~~!~d : ·-- _,._ ''k=o:-. ~- -- '7'.~';~: .. ?t :::=~.~~:;:~;; ··. :~:~~~:;-_;-~:~;;~~:f".~ti01-1j~:~-:~;:._;~\~:t·; .. -r;:-,,"~ ,: 
b + 112~1J.f.;'.-2h< (i¡.:.3)/2 'd -:112d(1)''= -2h((N-3)12) 

o b( (N-3/2)"'.•;-4h(O) ,. · ,•-·_:,: •':-.,,·i:d((H.,-31/2)0 =_'c4h(0) ' 
: ·----<?> ;.·_ - ; 'd(i.-11 -:d(i.1_3,=.:..4hl-;-i.;+(N-1l/2)•­

b(i.-11+ b(i.) • 4h(-k;+(H-1)/2)'' .__· -:,,·><.=}2;;--.".~<N'-3)/2 
i. • 2, •• , (H_-~-:::3112_ "' .• ,, .,. ··.c_·· - ;;.--- -•-:, 

- ,. '" ·. -.; . '" >~ -~·;>: .. · 
"---::.~.~;~>.'.);[;·, ;:¿.";.:· ;.,¿.:._·;.: ;_,<:') .. \<· :;,; ·.· ,·", ?º,~ ~"' 

.·_.,·,:-·.. ·-· 
.~,¡,)_;,_.<· ._, ,.-1·~.·-; •.>,,;~;-.~ •-j. 

~=r s:. ;u::;:ª 3 -:i:~ª t:::~r~~:~~~:ªett¡j::zf ~,~~:-~¡:~u:~r2:::¡~ :~:• 
::~a u:::: ~a;a O u~ ·::::-~¡;a::;~~}~~~;~:~:~:f ~:i!~;;l:~I~eJ=~o • d~:;. 
filtro de tipo 3 introduca·.un cambio.de; 1 fase·da~:-~O.(:,\~om_o·se d·a··erl 
l• •c. 5.109. ,_,.,. ,,, .:,._;· ~-" 

Si la, respUesta·· .im~~ls'~:.h<~> ti~n~ ::li~~:.,.)a~g-.i't°~d par (si· 

N es par), el filtro de fase-lineal tiene.dos resultados que son 
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Tipo 2 Simetria par, longitud par. 

Tipo 4 1 Si.,..tria iftlpar, longitud par. 

como se muestra en la tabla 5.2, la simetria impar,de longitud par 

del tipo 4, tiene una respuesta de frecuencia que debe ser cero 

para / = O, pero no necesariamente para / = 0.5. El filtro de ,tipo 

4 serA un buen filtro paso-alta, pero este no deb• ser usado para 

un filtro paso-baja. La simetria par, de longitud par da tipo.;, 2 

debe ser cero para f = 0.5 pero no necesariamente para / ·-= o.·>'"El 

filtro de tipo 2 serA un buen filtro paso-baja, pero no-, un'' bUen 

filtro pasa-alta. Como se hizo en el filtro de tipo :s; la siméti-1a 

impar, de longitud par de tipo 41 introduce un cambio di!'· fAse' ·de 

90°, coma se ve en la ec. 5.108. 

Disefto de Fase-Lineal para una Aproximación de Cheby$hav 

La respuesta de frecuencia deseada pa~a·un filtro ideal 

pasa-baja es la respuesta ideal de valor. real·.~ "Y no un cambio de 

fase ), es deci·r~ la-Unidad' en ·el filtro>pitsó:.;,bSinda·y cero para la 

banda-al ta entera. Esto es imposible para un-, fil.t'ro FIR causal por 

t.e.1i!ri un·a-·:1ase-:·cero -( e>ecepto ·para· el··. caS·a.;h<O>'-· = 1 y todos los 

coefici~nt~-S son cero, en el caso : de~.~,-·~t'..·~·- la transmisión de 

banda-alta ,.es igual a la unidad_)_. Si~ ~.;;·~·barQO;' ·eSt.o es posible de 

obten~·~·.:~~º:-~1.i.t.~o ·~.IR., co~ taSe·~·~i~e~.~?·P~-~~-::_f~~as.·'.· _las fercuenc.las 
como·:~~":ve~.;n~la. tabla:5.2. ElFQ;.ÜpO'·;~e-.:;~~t~~s~- (.negativo de la 

de~~-~~d-.ª- ~on:· r~~~~~to :.~_ -.~~ f~,~c.~_en~.~~_?d~}~a-.'.·fu!'lc'i6n de fase) es 
una.· CO~staiite <~~ara , °t~d~~.~\'.l~~.·:.'~~fr.;;1~~-~~~ia~:~ .. ··de :: los fil tras de 

fase-lineal~- Sin ~mbargo.;:\1~a' _,.:~·~~u~S'ta r:_ :~e-.· fi-ecuencia aceptable 

tiene las ~ig~-i~ntes _c~racte~~·~t
1

t'~~~:'.·:·.= .. ~~~~'..:~·;·._, 

· 1.·- Fase-Lineal. 
"' - ' . 

2. - Un.·. ancho de banda "de transmisión A/ entre el. 

paso-banda y ta banda~ai ta: 
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3. - Una dosu(ac(6n dasda la un(dad de AC/> dentro 

et.! paso-banda da :!:6
1

• 

4. - Un.a desvLactón dasde cero de AC/::> c:t.ntro de la 

banda-alta da :!: 6. 

Un diseno de filt.ro ús en Qttneral padr1• t.•ner un 

paso-banda y una banda-alta distintos. Algunas d• las bandas pares 

podrían consistir de una serial de punto cuando •• ••pttcifique, por 

eJ .. plo, que el filtra tiene una transmisión cero a una frecuencia 

especifica. Sin a.barga, algunas de esas banda& deben s•r •As 

i•portantes que otras¡ por lo tanto, difer1111tes cargas deben ser 

colocadas en diferentes bandas. Las bandas multiples son asumidas 

para construir un subconjunto compacto de la banda de frecuencia 

[0,0.5]. El subconjunto co~pacto de !Ten 11tUchas aplicaciones es la 

unión de intervalos c•rrados correspondient• a bandas de 

frecuencia ) y puntos de frecuencia discreta. 

Proble .. de Aproxi .. ción para el Diseno de Fase-Lineal. 

puntas 1 
Para la realización del dise~o se d•n lQs siguientes 

- Un subconiunto com.po.cto 7 dJ9 co.o. 51. 

- Una función deseada de valor-real CX:f>. daftntda 

y_co~tinua •n ~. 

- ~' /u'f'-C(6n de car11a post Hua 'tlCf>, ct.finüla y 

continua en 7. 

La forma d• AC/>, 

·-· AC/:> m Q(/) kE, ckCo&(2rtk/) (5.109) 

y se desea minimizar sobre ck 
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para el"llir a A(/). 

11 f:(/lll = •ax lf'l/l ID<fl - A</) 1 
f" E /1' 

A cada uno de los cuatro tipo& de filtras da fase-lineal 

en la tabla 5.2 son descri.tot". por la ec. 5.109, en dende por 

definición se tiene qu• 

.... -{ iE nf 
2nf 
nf 

(5.110) 

Antes los coefici~tes de 

respuesta i~pulso de el filtro puede 

si•ple relación en la tabla 5.2. 

A(/) son encontrados, 

ser determinada desde 

la 

la 

El problema tiene un estado, el cual minimiza la m~xima 

desviación sobre un conjunto de frecuencias, es decir, es el 

problema de aprowimación de Chebyshev para el dis•fto de filtros 

FIR.· Este problema da directamente una caracterizAcion d•l filtro 

óptimo en términos del teorema de alternación. 

El estado dal teore•a de alternación es aquel en cual 

hay una Onica aproximación de chebyshev y qua la (carga) de error 

de este filtro óptimo necesariamente tiene un carActer equiripple. 

Teore .. de Alternación. 

Si AC/) es una combinación lineal de r funciones coseno, 

esta es si 

r-1 

A(/:> = kE, ckCos(2nlt/) 

• • < • 

entonces una condición suficiente y·necesari~ es_que_A(/). sea ·la 

única y mejor _ca;ga':·~~--~-~~º-~~ma·~-~ón .·. ~~ \_ Ch~b~S_h~~-.-~~ p;.-r·~· . dar·· una 

función cant1.:iUa .-ocJ> ·,e'~.:~.~~ ·q~e .. ·1~ -f~iiciÓ~ d~ carga·· de error 

E(/l = lf'(/l CDl/.l· - ·~,A(/ll a·xhiba· por l·.; .. menos a r. + 1 de 
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frecuencias •Mtremas en ~. Esas frecuencias extremas son puntos de 

tal forlft• que f, < 12 < •• · /r <Ir••' 

y 

p•ra m ~ 1,2, ••• ,r 

E:(fl) a IRA>< f:(f) 
fe~ 

( 5.111) 

(5.112) 

La media del ttK1re•a d• alternación que es la 111eJor 

apro~imaci6n de Chebyshev debe tener siempre una función de error. 
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5 • .&. - IMPLEMENTACION DE FILTROS DE RESPUESTA-IMPULSO FINITO. 

Cuando un filtro •& implementado con un• computadora o 

un hardware digital, 1• aenal y tos valores de coeficientes pueden 

ser no tan grandes v representados con una precisión arbitraria y 

una a•plitud no li~itada. Los números deben ser representados como 

•i.,.bros de un conjunto de valores finitos en un procesador 

digital. Hay distintos •squ .. as para la r•presantaciOn de números 

r•ales, pero principal1Mtnt• d• punto flotante y da punto fijo. 

Los efectos de IOQitud de palabra finita deben ser 

divididos dentro de do~ categorías diferente&. 

1.- Errores •n la representación de coeficientes coMo números 

finitos de punto-fijo. ( El filtro actual no tiene los 

coeficientes correctas pero es lineal.) 

2.- Errores dobles para las operaciones aritméticas de 

precisión-finita de adición,multiplicación y almacenaje. 

( Estos errores h•cen a el filtro digital un sistema no 

lineal.) 

5 • .&.1. - REPRESENTACION DE LA SERAL DIGITAL. 

El filt~o digital requiere que la senal sea d~ amplitud 

discreta y da _tiempo di&creta. A la conversión desde el tiempo 

continuo al tiempo discreto es llamado muestra. La senat de tiempc 

discreto producida por una •uestra es entonces convertida a una 

&eftal de amplitud discreta por un proceso llamado conuersi6n 

anal66(co-d(6(ta! (A/D>. 

Dos Co1111>leMentos Aritlnétlcos. 

En la representación básica de un número binario del 

entero x se tiene 

·-· X= E 
n=o 

b 2" 
n 

l.78 

(5.113) 



los bits bm , ~ = o, •• ,8 -1, son el 1 a el O, por tal Motivo 

reciben el na.bre de bina.rLo. Los bits son escritos como b8 _, ••• b
0 

en dond• el bit b
8

_1 es lla•ado c090 el bit dl9 mayor-orden o como 

el bit IU.s-si6"-ificativo. 

Para el ••P• del rango infinito de valores del n01n11ro 

r••l x d.,,tro de un rango finito, se valOa el valar dal módulo x 

2•. Para cualquier resultado del rango da 1, ••• ,2•-• es reducido 

para este rango por .. dio de una apropiada substracción de un 

•ultiplo entero de 2•. 

Los nOmero negativos son representados como las 

adicionRs inversas de los na•eros positivos. Por ejemplo, cuando 

el 1 es agregado para 2•-1, al resultado as 2•, la cual es 

equivalente para cero en •l •6dulo 2• •. De este moda, 2•-1 es 

identificada como "-1". En el bit-8 hay dos catRplem•ntos 

aritméticos, que son los nOmeros que se encuentran arriba e 

incluyendo a 2•-•- 1 r•pr .. •ntados COlaD nO•eros positivos. Todos 

estos nOmeros tienen un bit de orden mayor de O. V el siguiente 

nOmero, 2•-•, es el nOmero mAs negativo en los dos sistemas. Los 

nOmeros desde 2•-• e incluyendo a 28 -.1 tienen un bit. de orden 

•ayer de 1 y representan a los nOmeros negativos. El circulo de 3 

bits del complemento de dos números en la figura 5.1Ba muestra un 

módulo aritmético de a. Las representacion,es enteras para los 

ní.lmeros binarios son mostrados en'el··otro lado-d&1.C1rC:ulo. 

Fracciones. 

. ' 
Para un ·redondeo o·'·truncamiento ·fA.cil '·el camino usual 

para de~cribirse Y:' .usar ··un punto 'iiJ·~· aritmétic·o es con 

fracciones. Si los :s;b1t'~~ grandes d~: nO~er.~s·~.posi ti.Vos.,.eStan de la 

los ~'.d~·s··,< números .,-es· .. :.un ·:n1lmero 

magnitud es menor que o_ igual que' 1·.·: El .. _ bit ·de .mayor or:-den es 

llamado como el bi: t de si:~." Un va~ ~~je u de valor real, entre -V 

producto de cualquiera de cuya 
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v +Y volts, •st~ repr•sentado en dos co•ple.antos aritm6ticos por 

B bits con un• pairte fraccional 

(5.114) 

000 

111 o 001 
-1 1 

Ní11M1ros 110 -2 2· 010 NO•aros 
Neg.ativaa Po&itivos 

-3 3 
101 011 

-4 

100 
(a) 

000 

111 o 001 
-0.25 0.25 

Números 110 -0.5 0.5 010· Nllmeros 
Negativos Positivos 

-0.75 0.75 
101 011 

-LO 

100 
(b) 

Figura 5.10. Circulo da 3-bLts con.dos n6meros de complemento ca> 
nona.ros •nt•roS y Cb)"nOmBros /racctonat•s. 

como el valor cuantiz•do 

(5.115) 
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•n donde cada uno da los bits B, 

cu•lquiara d• los dos de 1 o o. La 

reprasantación fraccional para los 

•J••plo, al bit de dis•"º 101 en la 
b

1
• O y b

2
= 1 r•pres.,,ta el n~mero 

Error d• Cuantiz•ción. 

bn' n 
figura 

3-bit& de 

o, . .. ,8 1, 

5.18 b 11tUestra 

los n(uneros. 

figura 5.19 b con un b = o 

es 

l• 

Por 
1, 

La representación apro>ei~ada del n~aero real u •n la ec. 

~.115, [u ]a• debe ••r uno da los posibl•s valores de 2• de la 

fracción en la .c. 5.115. La separación entre valoras adyacentes 

cuantizados, &Q conocido co~o la CuantizacL6n de tamaffo dlf pi•, se 

•>epresa cotno 

(5.llb) 

dependa en Hlay una relación no lineal 11ntra u y [u ]Q que 

.. dida de la •proKitnaci6n de v por Medio de redondeo o 

truncamiento. Pero la r•lación •ntra 

aproximación cuantizada se ~uestra en la 

representación da 3 bits con V = 1, y 

al voltaje 

figura 5.19 

qua se usa 

figuras (5.19a y 5.19b) un truncamiento y un redondeo. 

., y 

para 

para 

Figura 5.19. Cuan t. izaci6n -c:on· · tr•s bi t.s por tr'Unc:am.iento. 
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El valor •Aximo de [u J
0 

es 1 - Q = 0.75, y e't valor 

1ninimo es -1.0. El JMPri6do natural de los do& tipos de compl"e11ento 

de un sobre comportamiento es representado como -1•V C ver 

5.19a ). Lue;o, la periódicidad Mo•trada en la figura 

figura 

5.1'1 

corresponde a el envolvimiento descrito en la conexión con la 

figura 5.18. 

Figura 5.to. Cuanti:zact:ón con_tre~;:bits por:.:·redondeo. 

--.. ::;;_~:-> 
La cuantización de.:'uri';.·~-'.s'eftál .. 'es uná. OPeración no. lineal 

de memoria "'ª"º~-··~,: P_?~.qli~~-.-1~,· ~ntr,ad~"-_:·P~.ra'_ un __ -s:~s~em·~ ~~ ·. lineal ·de 

me•oria_ •ene~, ·mostr·ada'.·l9n ·;:·1·a ~--_1.i(jur:á::5~·20,>&s;)a··.serfai: de vol taJe 
u-, y_· 1 '~ '~~ i id~' e~-~~-:_1'~·-'.-.-_~-~~_:; l_:.:·:~~~:~~-:-~;~~~~~~1~~-~ih-~-;:.:r~:·! ~:-}~2>/·-~~~:~;u~ e 1 
proceso d~ cuantiza.ci6'1 ;e:a;. d~t~~~-mi~i&ti.<=:o,-;::_~a-~_i_fe_r~nci~ ·entre u y 

Cu 10 _.,as UsUi&tm~nte -..~od_~_1,ad~,~~-~~o-~·~-~~~á i'~~ri~bt~~ :·-a~~~~Or.ia_ 
-~'.~:-,·~·; '.~_~> . ":,· -

(5.117) 

~: ::~:~:. ~~~:::~~::~~~i1::;~~1~rlti:t::~i;::,:::~:~~;~:~:7-:~:=:::: 
una ~variable aleatoria de - distribUción unfforme que es 

.. . ·. ' ··."'·' »>'"·'.--«:.-
independiente de l"a seftal _u cuandó el nt:lmero de . bits es 
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razonable9ente largo. y el error es relativa1nente pequeno. y la 

.. nal .. cambiada rApidaaanta de 1MJ•stra a -..estr•· 

Para el trunc,..ienta, el •rrar d• cuantización n ••tá 

entre O y Q y ltti lmdelada ca.o una variabl• aleatoria de 

distribución unifor- con una -.di• de valor Q/2. Para el 

rttdond.o" •1 error de cuantización o de ruido es IK>d•lada ca.o una 

variable aleatoria de distribución unifor.e con una •ltdia cero. La 

probabilidad de densidad asu•ida para el trunca•iento y redond•o 

son tftOStradas en la figura 5.21 • 

y 

V 

.__c_u_an~_t_i_z_•_d_a_r__,i--~~~--• Cvl0 
(•) 

~~~~~~~--1!}~~~~~~~--• CvJQ 

l: 
n 
(b)' 

Figur• 5.20. HodlPlo cbt cuanUaactÓn 'dé.: R,;Úi-,;·. Ca:J No-l(fWal. 

Cb> Hocbtlo L(T\9al 

La variancia de la variable át'éatÓria n astA. dada por 

(S.119) 

en donde E.:'{x) as •1 valor<e&Perit.do~d·e~:X. ·Por redondeo, el ruido 
tiene una media cero. ECn> ·<=.--0~ 1 ·y::l~é-~V-arianci• 

z. . ' .. _ z 
O'n =- J' p(u.)u du. 

193 

(S.119) 



usando la probabilidad de densidad p(u), se ..uestra •n la figura 

5.21b, dada por 

Q/Z 

a 2 = 1/Q s u
2 

du = a" /12 
-0/Z 

(15.120) 

la variancia para el trunca•iento es ta•bi6n da la forMa at112. 

p(n) 

~1 l 
(a) 

plnl 

1 
il 

1 
-a12 o Q/2 

-(b) 

- ";, 

Figura 5.21. Densida<:l.s de Probabilidad Ca:> de truncamiento 

Cb:)·._, ~.' ;:,,~:¡,d~f!,;';~:!~:·; .< .'-~ 

conversión da , ··una 

Gef'f•l· de amplitud-conti.nUii"'delÍtrci de una representación discreta, 
debe' ser .~~l~'~d~,,~ '~~\-~:té,-;.:-;1~:~~{.¡·-cs·;·:~:~~-!~,~~dio de saftal A ruido ( SNR). 

L_a. ~eftal d~be,/.~~-?'-;~~~·~l-~·da.· ~.·~~~.;:~l ._11~.ite de posibi~idad de sobre 

flujo c~n ·ar:"~;~-,:~~-. -J.~~~.,~;~-~~~.;~d.;'fe.sc-~ia- o un factor de gananci.a G, 

como se 've ·erl
1

~·l'a< f'igu',:.~·::5~22~'.'.~u~,~-~alor. pequefto de G asegurarla qUe 

e 1 :sob,:~- .-f ~~·J::;- ~·~'u·ri~·a,.~~~¿~~~~~~i~ ~-y~-~~r .. ~. ó el SNR se~A red~c ido p~~q~e 
la "cui.nti'za~16~ d~.1,,.~·;i'.~ . .;l·,::~~+~-r:~.~d.o_· ~::- fijo· y un valor peq~ÉtftÓ::.de .:~ 
reduce 1a' ~cmp~n~~t~~·d~ ':l~ ·~~!'{~{~·:Si : ccasicnalmenta et' s~bre' fl~~o 
RS p&~fnitid~~' é"rlt'Orlcas·: .·a· cOmp~ñe-~te de la sersal ser A gr~~de. ~··;. as1_ 

la SNR·serA no doblada. Este·'. desaprovechamiento entre el sobre 
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flujo y la cuantizaci6n de ruido es ai••pre nac•saria cuando •• 

usa el punto fija aritmético. 

Con V = 1 en la ec. 5.115 la Cuantizaci6n de tama"o d• 

pie, d•&de la ec. ~.116 es 

(5.1211 

•l ruido d• variancia es 
(5.1221 

y ----0--I e-bit euantizada.-~ cv1 

i 
G 

El SNR e• definida cama 

(5.123) 

usando los valores en la ec. :\.122, s•-·obtiene 

SNR = 10 lag CE( 1a .. 1 •ú 10 lag e 2_ .. 13] 

SNR = 10 lag [E:'((G'1) 2
)] - 208 lag 2 + 4.77 (5.1251 

La SNR depende claramente de la seftal estadi&tica. Una 

hipótesis razonable, basada en el li•ite central del teorema 

(CLT), es qu• la se"al es una variable aleatoria Gaussiana con 

Media cero y variancia o 2
• Si G es elegida para ser 

G = 1/4u (5.126) 
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la sobre carga sólo ocurrirA para 64 tiempos en un •ilion de 

muestras acordadas para la baja probabilidad Gaussiana. En otras 

palabras, la probabilidad que una variable aleatoria gaussiana cae 

con el rango de 4o que es 0.999936. Substituyendo la ac. 5.126 en 

la ec. 5.125 da como resultado 

SNR = 10 log [l/16] + 6.028 + 4.77 (5.1271 

la cual es aproximadamente igual a 

SNR e 68 - 7.3 dB (5.128) 

El valar·axacto de SNR depende de la elación de G. Un valar· grande 

de G podr1a dar un valor grande de S~ pero . no doblarse· la 

probabilidad de sobre flujo. Inversamente, si G_ :f':'er~·· .. ).::".'".educid~ 
para un valor pequel"íisimo en la ec. 5.126,lit prababilidad'dé':sobre 

flujo &e reduc i ria, pera también e 1 SNR seria -<~::r1tc1J··~·id~ ": ·:~·:Si~::~, 1 a 

seftal muestreada estA gobernada por una -bajá'~-~~~:p~-~b~'btlidad 
diferente, ligeramente los resultados serian dt'fe;.~nte~t;·~U~a·:·b'U:ena 
regla a manejar es para asumir que el SNR tendrA .· un valor de 

6 dB/bit. 

5.4.~.- ECUACIONES, ESTRUCTURAS Y PROGRAMAS. 

Antes para tener el diseno de un filtro FIR se tenian 

que seguir algunas técnicas de aproximación del problema , para 

resolverlo. Después, los coeficientes en·e1 filtro de la :función 

de transferencia tenian que ser calculados para tener. ·.:sus 

especÍfic-a~~a~·".'~·, La ~egunda parte;del dise".fo, del f_i~~!'"o;_:~igital- · 

era la-realizaci6n 4 del~:·problema. La funci6n:-de ;t~aO'S1e"rencia 'del 

filtro. de~e"~~-~·;., ~.;,-~li~:;d~·--~~mo -u~· pedáZo, d&i. hard ... ~re '.._.,dig,i ta~. o. 

como un. programa p~ra i.mplemeniá~ la . relación de.> ·e·nt~~da.~sal ida 

ampliada-para: 1~.fUnción de_ tranSfer~ncia del filtro. 
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Para dar una función de tr•nsfarencia hay diferentes 

ca•inos para i•plel9elltar o programar el filtro digital. Estas 

i•pl..entaciones son representadas en for•a de diagramas a bloque 

y son lla~adas ca.o estructura del Filtro. Aqui se veran dos 

estructuras diferentes para los filtros digital•& FIR y relacionar 

estas estructuras con progra~as de lenguaje ensa•blador para 

i•ple•antar el filtro. 

Varios factores entran Rn la S1tlecci6n de una estructura 

para una aplición en particular. Una IHitructura d•ba ser preferida 

sobre otra porque 6sta es fAcil de prograMar en una ca.putadora o 

en un chip de procesador de seftal. Una ••tructura debe ser ntanos 

sensitiva a los arror•s en los cD1tficiR11tes, y ada•As debe tener 

el •ini•o ruido introducido por la cuantización de la se"al. 

En asta sección se relaciona la función de transferencia 

del filtro, l•s ecuacian•• para el c6lculo de la salida apartir de 

la entrada, diagra•a• a bloqu•&, v prOQramtAs para un chip digital 

que procese la seftal. Uno de los filtros digitales si•ples es el 

filtro FIR de longitud 3 con una función de transferencia 

H(•) (5.J.29) 

la ecuación que provoca la salida es la de convolución 

(5.130) 

La. ••tructur• indicada,par .. ;•l ,diagra•a. a bloque •n la 

figura 5.23 ilustra ~1';c,.Í~ui'~' directo de l.o ac.5.J.30 y es ll•mada 

y(n) 

Figura 5.e3. E.:structUl-a_ o,;r~C-ta no reC:ursiua.: 
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Las etiquetas de las cajas z-' en la figura 5.118 una 

muestra unitaria de retraso. El valor x(n - 1) es una versión del 

retraso de x(n). Si el filtro está iMplenlefltado con una linea de 

retraso medido,. el a-• corresponde a un elemento fisico de 

retraso. Sin embargo, cuando el programa de una computadora 

digital es escrito para implementar la ec.5.130• las etiquetas de 

las cajas a-• corresponde a una memoria de las variables antes que 

cualquier retraso. Este programa es ilustrado en la figura 5.24. 

en donde las instrucciones del lenguaje ensamblador para al chip 

T"S32010 son mostradas. El programa asume que la presente entrada 

de .x(ry.) = X.N.y las dos mAs recientes entradas x(n - 1) = XNl y ·x(n 

- 2) = XN2 son cargadas en me•oria. 

NEMT JN XN,ADO , L••r la. entra.del xln> de•d• un converli.dor A/D · 
L.T XNZ ca.rgor •l r•gL•lro lemporalmenl• con xcn-Z, 
MPY, HZ Mu\U.plicor. a xcn-z, _por hz 
PAC corgo.r. a hzxcn...:z1 •n el ocumulodor 
L.T, · XNI. Ca.rgo.r el r9gL•lro lemporalm•nl• con xcn-u 

- - · DMOV ': 'XNt. Mover·~Q · "xin-u ~a.; la loca.li.:coci.on XNZ 

NPY Ht '· >:- Mulllpli..~Gr: a:. xcr:i.-u por ha 
:: APAC' .,-~ Ag.~egor _.a.)•txcn-u· al acumulador 

- L.T -.>, XN .;.:; .' -ca.rga.r ·,·~l, r•gL•lro· lemporalmenl• con x<n> 
DMOV . XN Nov.:r.:·o Xcn1 a lo locollzaclon XNt 

NPY HO · .'.- MUlt.lpli.car. o. xcn> por ho 
APAC "' ·· ·: Agr•gCU"' a ho xcn> al ocumulodor 
SACH ·· YN.a Ouordar-· •l conlenldo de\. ocumulodor 
OUT- YN,oÁC-~' PorMlr · o:·-y1n) .. de •allda Pciro un conVerLldor D,..A 
CALI.. VAIT·~~:'_.>' E•P.r~"\a_.•lgUienl• ent.rodo , 

• NEXT a~gr••or y,~ ~on.~egu~,. \.o •_nt.rGda. ~lg_ulent..• ~en> 

Fi.gura 5.24. CóditJO de Ensamble pa:ra.La._estructura_directa. 

La etiqueta z-' de. los. bÍoques.:-.:daA·~1a -figura:.:- 5.24 

corresponden a las instrucciones~ DMOV XNl y~ D"DV XN,·\~· laS' , Cuales 

cambian el dato antes de que-~~ .t.i~e' •. ·.:El'._có<Íigo:.de ·_1·a ;'figu~a .5.24 

es presentado para e>eplicar corno se'' implementa· . una' estructura 
' " 

directa. Un progama corto v rApido.puede ser.escrito.para usar una 

instrucción especial (LTD), la cual realiza las operaciones de las 

tres instrucciones de APAC, LT v DMOV. 
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Existe otra estructura llaMada como La Estructura 

Trans~sta parque la forma de ••trlz es la transpuesta de la 

figura ~.23, que i•plementa aMacta~ante la relación entrada/salida 

da la .ue•tra da la ec. ~.130. Un diagrama • bloqu~s de la 

estructura transpuesta •• mostrada .,, la figura ~.25. 

<~-!~: ,·.~)~-~\,;? ;-;~.~- 'l'j• 
Figt.D"a !S.25. Estructura Transpu9sta.~no.~r.cursiva.»··· 

. ·~·;,.;. .''..(:--:-... '.·1 ~.-':Y:\:,;-·: .. 
::;;--. ·-- ,,.t:..'?.~.·-~_;':_·_\-, '·: ,_, ,· - . 

La estructura de~la · __ figura~··;5~25'-·:gu1a a··, un programa 

diferente para la salid_a d~~ :.f¡·jt·;.:~~\~-~~¡~-c:;~~~~~~or~e&pondiente de 

la estructura transpuesta es .WOStr-~da'·~·par<:--el." Chip Tr1S32010 en la 

figura 5.2b. 

HS:XT IN XN,ADC 

LT XN 
MPY "º LAC Zl,15 
APAC 
SACH YN,1. 
MPY "' LAC Z2,t~ 

APAC 
SACH ., ... 
MPY HZ 
PAC 
SACH ZZ,I 
OUT YN,DAO 
CALL VAJ:T 

• NEXT 

-·z:.-·: . 
' . -.''. : . -,-.::,,·;--· . -~~: :.·'. 

< ,, • - : • ; ~:-~ ' 

L••r ·\a. ~-.;~~~-- xc.:i;:¿.:;~- \:m ~onverllclor A/D 

CC11'9CU' •\~-regL•lro,.\empora.\menl• con xCn> 
lilul.llpllcor' M&n> por .. ho 

CCU"gCU" ·o.' Zt · •n· e\' -a.cumu\odor a.llo 

Ahora. acho xCn> "' su roner\o •n e\ a.cumu\ador 
Alma.cena.r a. tho Mtn> • •U •n YH 
Mu\llpU.cOI" xcn> por ha· 

cor9or. a. zz en un ocurn..a\a.dcir o\t.o 
AhorCL a. thl xtn> + sa>. pon9r\o •n el QCUm\.l\ador 

A\nta.e•ncir· o tht x&n> +·za>· en zt_ 
Mu\\lpllca.r xcn> por hz. , ;,. 1 , , ,1 

• 

Ahora. a. hz x&n> pon•r\o en •l 'acumu\odor 
Alma.cenar a. hZ xtn> en'zz,'..•, ,._, 
lilcindor CL eci\i.do G. YCnJ G. un, C~~Ver\ldor O/A 
Sepercr la. elguent.e enlra.ff '. · ': '. · · 
••gr••<:U" y con••guLr la. •i.gule'nt.e · •n\ro.da. x<n> · 

Figura 5.26. C6di6o d6 Ensamble piirO.. -la estructura. transpuesta. 
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El retraso de los bloques en la figura 5.25 corresponden a la• 

instrucciones SACH 21 y SACH Z2 en la figura 5.26. Los programa• 

d• las das estructura& tienen el misma nó~ero de instrucciones y 

toman el mismo tiempo de ejecución. Sin embargo, la estructura 

directa puede tomar una mejor ventaja por la instrucción especial 

da LTD y tiene un ruido menor de cuantizaci6n; que lo preferido 

para los filtros FIR. 

5.4.3.- EFECTOS DE LONGITUD-PALABRA FINITO EN LA 

IMPLEMENTACION DEL FILTRO. 

Las dos estructuras (directa y transpuesta) son no 

recusrivas en la implementación de un filtro FJR. Pera ahora se 

verA las das categor1as de los efectos de longitud-palabra finito 

en filtros no recursivos. Esto es, los errores introducidas por la 

cuantizaciOn de las coeficientes del filtro y analizar como la 

adición de un error de sisteMa para el sistema ideal con 

coeficientes no cuantizados~ 

Coeficiente de Cuantizac16n. 

Los coeficientes dentro del _filtro no recursivo debe ser 
cuantizado para ÍJa: bits-.:·--É~: __ ve~-·~ d~-:,im-Pleme"ntar -la ec. 5.130; el 

filtro implemeritado actúal ,será.' 

. N-a 

y(n) "= E' [h(m)]Q x(n - m) 
,m:zo, ;., '.;·; 

(5.131.) 

' ·- -" ·'- - " 
en donde [h(m.)]0 .·representa'.'.ei-:-Coefic.Í~nte cu'arítfzado'··del filtro. 

La respuesta d&,: frecUenC1a:.co .. (·e1 c;coefici~nte cuant.iZado 
H(/) debe ser vi~ta com~·-·1~);_;~~m'~:,~:-~·d~~'(.'1-a'-.~.--~~~pu~~·ta· "ideal~·, ( 'no 

cuantizada ) y la respu~sta:'.~e·.fr~~~e~-~,i.'a'._.de un·_ e'¡..ror ·.de'; sistéma 

es H•<fl • 

N-a . N-.t ·1:· 

H(/) =E h(m)EKp(-J 2n/m)"+ E"C[h(m)]Q- h(m))EKp(-J 2n/m) (5.l.32) 
m=o m=o 
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H(fl Hlf) + H•(fl. (5.133) 

El valor _.xi.a de la re&puesta de el errar de siste•a est~ dada 

por la desigualdad 

cuando los coeficient•s son redondeados para 81 bits, se tiene 

IH•(fl 1 :S N2-•• (5.135) 

La adición del error de siste•a d•be limitar la 

atenuación en el filtro de banda-alta. Por ej .. plo, el error de 

sistema debe per•itir adicionar la seftal de tran&mi&i6n en la 

banda-alta deseada. Desde la ec. 5.135 sa encuentra la transmisión 

••xi•a posible de banda-alta, en dB, para ser llevado por 

(5.136) 

desde que 20 log.
0

(2) ~ 6, asta lleva a la si•plificación 

(5.137) 

para que da la siguiente .'•Kpr;esi6n 

(5.130) 

ca~ficient&s"~:d~'t' ·~f.iJ't;-~ e~ j·una 

un ·filtra··de c~efici.:~tesfda•. 16 

usado 

longitud 

bits en 

para representar 

N. Por ejemplo, 

una longitud de 

IN,;. ioo',s~,;;.'.:1bl:,'-.·1a ec. 5.130 '"uestra que H•<fl 

grande cOfha·-36 dB. 

loli 

con 

100 

tan debe ser 
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Escalalalen~o y Sobre Carga. 

La i•ple.entaci6n directa de un filtro ne recursivo de 

logitud 3 es .astrado en la figura 5.27. La figura tiene la misma 

estructura ca.o en la figura 5.23, sin e•bargo, este debe ser 

redibuJado para recalcar la salida de la seftal acu~ulada. La 

salida del filtro de tie~pc n esta dada por 

N-1 

y(nl = E h(m)x(n - mi 
m=o 

(5-1391 

cuando la entrada x(n) y la respuesta de pulso-unitario h(n) tiene 

•agnitudes •enores o igual•s que la unidad, la magnitud de y(n) en 

la ec. 5.139 es saltada por 

N-1 

ly<nll s E lh(mlllx<n - mll (5.140) 

K(n) 
o~~~~-.-~~--1 

h ,,' 
o 

m:O 

K(n-2), 

-un f_i l t.':"º no recurstuo. 

para una entrad¡;· ··con ·mA~ .. ~.de ,. ·u~ct: --~~·9~·¡ t¡_¡d ··uní tarta, e1 posible 

valor grande de la sal ida. d9 t'i~'~PO' 'n ''cé~r"~~ :c~ua~dci 

x(n - m) = sgn,[h(m)] (5.141) 
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en el peor de los casos 

N-l 
y(n) =E lhtmll (5.142) 

m:o 

asta ecuación es conocida COM> la nor••l la de h 1 

(5.143) 

•1 la• muestras de la r••puesta de pulso-unitario son todas 

divididas por el factor d• escala 

G • 1 h 1 

' 
para dar la respuesta de pulso-unitario escalada 

h(n) a h(n)IG 

(5.144) 

(!1.145) 

entonces la •agnitud •Axima de salida del filtro escalado serA 

-.enor que o igual que la unidad y la sobre 

cotRplataMente eludida. 

carga ser A 

~ste li~ite en el peor de los casos tiende a ser conservativo por 

dos razonas. La primera, desde que la seftal positiva de valor 

Qrande es 1 - a, en donde Q es· la cuantización de tamafto de pie, 

porque la ec. 5.142 no puede ser obtenida para todos los no 

Menores coeficientes del filtro que son negativos. En segunda, 

esto as no muy semejante que la seftal en el peor da los casos, la 

ec. 5.141, ocurriera siempre en la pr•ctica. 

Se puede calcular •1 factor de ganancia para usar 

cualqui•ra de las dos •edidas adicionales del tamafto de h(n) para 

dar una regla ••nos conservativa de la escala. Pero para ambas 

m•didas d• ganancia est~n basadas an nor•as da la res~uesta 

pulso-unitario de h. La norma tz de h ea 

(5.146) 
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es siempre ~enor que o igual que la nor•a ta de h. 

51 G = lh.U
1

, entonces la seftal de salida de la figura 

5.27 estA garantizada de no ser un sobra-flujo. Despu6s, la nor•a 

lz de h es ~enor que o igual que la nor•a lt de h cuando G = lhU
2 

es usado, los resultados de tos valores grandes de la respuesta 

pulso-unitario y la salida SNR son •eJorada&. Esta 1neJoria del SNR 

llega a costar la posibilidad de un sobre flujo. El elegir la 

ganancia de G = IHNc sólo Qarantiza que la respuesta esté en un 

estado-estable del sistema para una onda &eno que no tendr1a un 

sobre-flujo. Las se"ales trascendientes deben causar sobre-flujo. 

Sin •~bargo, la escala de medida en el dominio de la frecuencia es 

1•cil de interpretar que las otras dos nor•as y est• antes que el 

preferido m•todo para el c•lculo de factores de la escala. 

Ruido de Cuan~izaci6n. 

En la figura 5.27 es una buena prActica para acumular la 

suma en doble precisión, y reduciendo a la longitud-palabra 

original en sólo un proceso adicional o de almacenaje, d~ _la salida 

y(n). Si una acumulación de doble precisión no es ejecutad.a, los 

errores de cuantizaciÓn se-.. --i~t~·od~cfri~n·/éuando . .;i. b.it ·. de' menor. 

orden sea de~c-art-~do< ... ~~'._: .. -~~nal,. "cuantiz~d~··;~-·-ya (n) "::~;es una 

aproximación a. y(n) ·. f.Úera :·Cte f la·-: s'E!na1 '-de e cuantiZaci6n. ---
. ,_",'."\-',' 

"'·S.,'.~'_,:_.:;~:~.--~)·.·.;-·";' 
><(n) 
o---,.---; 

e(n) 

Figura 5.29. Implementación Directa de un Filtro no recursivo 
~uido de.Cuantización 
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En la figura 5.28 el error de cuantizaci6n o ruido es 

(5.148) 

115~ d.-ostrado para la salida correcta de y(n). Si se usa la 

prmcisión d• la seftal, habr• dos oriQltfleS del ruido de 

cuantización. 

El ruido d• cuantización pullde ser modelado co9n0 una 

distribución uniforme, d• variables aleatorias independientes que 

&an independient.s d• la seftal ~(n) cuando •1 n09Mtro de bits son 

razonableMente grandes. y •1 error es r•lativa.-nte pequeno, y la 

&eftal es elegida r•pidament• d• muestra a 1M1•stra. ~ste error 
puede ser analizado par el •isJM> ca•ino del coeficiente de 

cuantización, pero es 1•cil de entender el efecto del error de 

cuantizaci6n en la figura 5.28, porque asto ocurrr• a la salida 

del filtro y es respre..ntado CDIM> un orig.n 

ruido-blanca con variancia 

e>eterno de 

(5.149) 

Sin embargo, cuando al filtro es 

transpuesta de la figura ~.25, 

i•pleMentado en la estructura 

el ruido de cuantización es 

introducido dentro del filtro con la variable z
1

• 

la estructura transpuesta hay dos oriQenes 

cuantización, COMO se muestra en la figura 5.29. 

x(n) 

Entonces, para 

del ruido de 

o--.-~h-2 ----.-h~-1 ~ho 
zl z2 

z-1 + z-1 + o y(n) 

el(n)/' L 'e2(n) 

x(n - ll + h x(nl 

Figura 5.29. Rutdo de Cuantt2aet6n'en:(a'E:structÍlra Transpuesta. 
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Porque el origen &Mtra del ruido de cuantización en la 

estructura transpuesta, es la for•a directa •As recomendada para 

los filtros no recursivas. 

Existen otras estructuras •As de filtros FIR. Por 

ejemplo, la función de transferencia puede ser factorizada, y el 

resultado corto de la sección del filtro puede ser cascado. Cuando 

los coeficientes del filtro tienen cierta simetria, como el hacer 

filtros de fase-lineal, la estructura especial debe ser apropiada. 

5. 4. 4- EJEMPLO DE DISERO. 

El siguiente ejeeplo de disefto es un procedimiento paso 

a paso para el disefto de un ~iltro paso-baja. Primero, se 

introducen las especificaciones para el disefto del progra•a. 

Después se calculan los coeficientes, y la escala es ejecutada 

para prevenir un sobra-flujo. Finalmente se escribe un programa en 

lenguaje ensa•blador del chip T"532010 para i~plementar el filtro, 

usando la estructura directa de la figura 5.23. 

Paso t.- El pr(mer paso en el dis•fto es dec(dir Las 

especi/'i.caciones deL f'i. l tro. Para este ejemplo Las 

espec!/Lcactones son las de un fiLtro paso-baja con una 

Lo6itud de 21."Y estas especificaciones y ta saL'i.da det 

pro6rama son Ld'UaLeS·\ :ay;;· La :'·.>de La ' /i6'tra 5, J:O por 

conven'i.enc'i.a. ,.,., 

·;<·.. ·'[·· 

Paso 2.- El-·s'i.eru'i.6-r\~e'.·.·pcl.so:es'd.e-Ctd'i.T-'·ett ~··_:·~:·de_:·~sÍftÍCt~~ que.se 

ÜSarA' ~~~:: ~~ .. -:.i~~.~~r\t~i~~~·::.·~~t· .. ·:·11:\t~~~.::·.; ~~~a_.:· ~st~· --~iil~pLo, 
se ·dec t_d_t-6 ~- ~~:~_t~~\~· eS_t-~~~ "~~~-~~:-di'·~a:¿i'~·.·r~.:~~i~Ü~~\:·es: mAs 

'~::1~p(~;:j:~:~l~i}}~~~~iii~ti::J;~::7~~=~=~ es~= 
/i L tro. pequef.to :-~e _deber1d'.hQ~~~--~~. prá6;~, ~~Uef'to con 

ef9ctos ~d.S.-cuant LaaCió,i·,, ~!'Yib~: c~~fi~i~~¡e,~ ·de 16· bit 

son usados part:l 32 bt ts y acumular La suma de sal. tda. 
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•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
Respuesta i•pulso finito (FlRI 

Diaefto del filtro digital d• fas• lin•al 
de Bt1lecci6n de aloorit•o del filtro pasobanda 

Filtro de longitud igual a 21 

••••• r•pu•sta i•pulso ••••• 
h(l) 0.18255439•-01 - h(211 
h(2) 0.551367559-01 a h(20) 
h(3) - -0.40910728•-0l = h(19) 
h(4) 0.14930855e-Ol a h(l8) 
h(5) 0.27568504e-01 a h(l71 
h!6l = -o.59407797•-0l = h(161 
h(7) 0.44841041e-Ol = h(151 
h(0) 0.31902660•-0l a h(141 
h(9) a -0.14972545--01 a h(l3) 
h(lO) • 0.25b07239e-Ol h(12) 
h(ll) a 0.69994062e-Ol h(lll 

Margen de banda baja 
••raen de banda alta 
valar deseado 

banda l 
o. 
0.3300000 
1.0000000 
1.0000000 
0.09881>97 
0.0189238 

banda 2 
0.3700000 
0.5000000 
o. 
1.0000000 
0.0908697 

carga 
d•sviaci6n 
desviación •n Ob -20.0907320 

Figura 5.30. Esp.cl/icacio,..s para •l disefto del filtro FIR. 

Paso 3.- En ta st6Ui•nt• escala lo• coefici~nt•s da respuesta 

pulso-u.ni ta.ria c:Wb•n ser l1'!'t ta.dos al sobre-f lu)°o. Por 

tal, motiuo un.a escata'.d.b.;·.:hac~rse 

una escala de ca./tcteR.t.-..s~ ¡;;,~·~"¡;·~ 
bien . ... Entonces, si 

del ¡.: l tro son· lo 

lt = 2.09905, 

-:··~·~~-~·.::·, ··~·. 
y . lz. = o;é~1002' 
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y &ntonc&s s11 t1sp#lra un pequefto probt•ma desdll et ruido 

de cuantizaci6n. pero se usar~ ta estrate~ia da ta escala 

~.conservadora, para irarantizar 914• ·fil sobre-/tuio 

nunca ocurra. Porque todos tos coeficientes son dLuididos 

por la norma h para dar ta escala de respv.esta da 

pulso-uni ta.río l. i•tada en la /i8W'a 5. 31. Para aseirurar 

qu. la res~sta dll frecuencia •s ac11ptable con tos 

co•ficien.t•s cuant izados, uno debe planear •sto y 

comparar esto con ta respuesta dllsde los coeficientes n.o 

cuant tzados. 

Escala del Coeficiente z.~ 

Decimal He>ea 

ha 0.00Bb97 0110 

hz 0.02b2b7 0350 

hll -0.019490 ·. F062 

h• 0.007113 OOE9. 

115. 0.013134 '=';\01AE-

h.s -0.026302 "'-= FC62. 

h• = .. 0.021363 •. ,·020c: ., .. 

ho = 0;01_::;199.·:,:"'. ';oiF2,, 

hP =. -0;071330. "''ª ) FbOF · 

Paso i&. - F(nalmente se escri.be::,·~~ pr~~;cvna· de l.en6Uaie ensambl.ador 

para ta imPte~nt,aci~n-·di;.~ctd .-~o-.:-;ec~~i~a det ,.¡i l tro. 

Como ·et' p~¡,irr~- ~str~;en ta ¡·Í.~r;.;.>5;26 •. 
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FILTRO DE RESPUESTA-IMPULSO INFINITO CillO. 

5.5- PROPIEDADES DEL FILTRO DE RESPUESTA INFINITO. 

El filtro digital can una respuesta iapulso de duración 

infinita (llR) tien• caracteristic•• qua lo hacen Otil en muchas 

aplica.iana&. 

Porque de la retroali..entación nac•••ria en una 

iaplementación, el filtro d• respuesta i•pulso infinito (JIR) •• 

tambi.,. lla~ado callo un filtro recursivo, o algunas veces, como un 

filtro de movimiento-pra.edio autoragresivo ( ARMA ). En contrasta 

con el filtro FJR y su función da transferencia polinomial, el 

filtro CIIR) tiene una función de transferencia racional. La 

función de transferencia tendra un radio de .edias polinDlftiales, y 

esto tiene polos finitos ca.o ta•bi6n ceros, y el dnminio de la 

frecuencia en •1 dinefta del proble•a llQgar• a ser una función 

racional a la aproxi•ación del problema en contraste al el 

polinomio de aproMi•ación para el filtro FIR. 

La definición .ntr• la relación de la entrada y salida 

de variables para los filtros IIR •sta d•da por 

N M 
y(n) = - E a(k)y(n -k)+ E b(k)x(n - k) (5.150) 

k=& k=o 

La segunda sumatoria en la ec. 5.150 as exactamente el mismo 

movimiento-promedio del ••s pre&ente del pasado de los valores H 
de la entrada que ocurre en la definición del filtro FIR. La 

diferencia proviene desde ·1a,·primera:sumataria, la cual es una 

suma de carga de los valore& previos N de salida. EstA es la. 
retroali"'ent~ción ~~:··p~"~·t¡;;:~-;9~·~,:.~i~-~···que -i:~·.:.sa ~la respuesta a una 

entrada·~:1m~·~r~~-~·-t_~~:;;i_c~:~e~i~·'.·P~-~-~.f~~:t~i~~~r:·~1~~~re.·. El cálculo de 

~:::i~~= ::,:at',:%}1:"!:~j~1~:~::i~=~~s~(~l '~d~:da H 
1 :u~::: :~~:: 

algorit_m~s'.:C eStru~_t_~ra.~_-,p~~·a:cá1Cu1·ar:y(n). deb~ requerir má.s o 
menos cá.tcul~s<,;,.¡b.;6ti~~~-,~~· ::~¡~-;·.~ ;'.:,"', ···: ,~·-.·-

·. é:Dm~·'.:-'-~n· el -c~~O''.d~1--~~-iJ.·~~O ~~R,·r,la _salida de 

1 IR puede ser ~~lculadci por: m~·dio de convolución. 
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'" y(n) E h(k)x(n - kl (5.1511 
k=C 

En este caso la duración de la respuesta i•pulso h(n) es infinita, 

y por eso, el no.ero de ~érminos en la ec. ~-151 es infinita. Las 

operaciones N + H + 1 requeridas RO la ec. 5.150 son clara•ente 

preferibles para el nó .. ro infinito requerido por la ec. 5.151. 

5.5.t. FORMULAS DE LOS FILTROS llR EN EL DOMINIO DE LA 
FRECUENCIA 

La función de transferencia de un filtro es definido 

co•o el radio Y(a)/X(z), en donde Y(2) y X(a) son la transformada 

z de la salida y(n) y la entrada x(n) respectivamente. Esto es 

tambi6n la transformada z de la respuesta impulso. Usando la 

definición de la transformada a, se obtiene la función de 

transferencia del filtro IIR definido en la ec. 5.150 

CE 

Hlz) = E h(n)e-n 
n=o 

estA función de transferencia es también el radio 

transformada z de los t6rminos a(n) y b(n). 

(5.152) 

de la 

,;E ~~o :; 4 bcnuz-n¡' .. ;,-. - _ .. _Bca>- .. i"li12)···;, . (5.153) 
E~='~ ·alnl2 -~· Ala)· 

La reSpueSta de :fr~cUB~~l.il ~~-~-·1-¡:._~f.1l.f:~~;;~:~~·t,;5~~·en~-~-n,trada' por_ medio de 

a = Exp(J w), la ··cúal ~~---d~da ,-~~r_·'.:}~'.-ed·~:;_~-~-152; de la. forma 
' - i '• 0,;_:,Ó,. :·~-,_~,-/-' :~:~,~¡ : \:-.<·< 

H(z) ,;; E;'hC~lEMp(-J ,.;,,) (5.154) 
;·:;,_; .~~··n::io .".]-.;-:·, '~'.-~.- ~---,.-,_ 

ésta forma de· la"ac. asume ·'üna-:~edid·a~·de r·'.= 1~· Pára'',· simplificar 

la'notaci6n, se'"üsa'i. H(W) a~t~S-q"ue"H(E>ep(J w))' para ·denotar la 

respuesta de frecuencia. 
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Esta respuesta de frecuencia de la función as un valor 

complejo y consiste de una magnitud y fase. Siempre se debe pensar 

que la respuesta impulso es una funciOn de la variable discreta n, 

que la respuesta de frecuencia de una función de frecuencia 

continua de una variable w y que es periódica con un peri6do de 

2n, co•o en el caso de los filtros FIR. 

Para cualquier caso del filtro FJR, exactaJnente la faae 

lineal es i•posible para el filtro IJR. Como se mostró en los 

casos del filtro FIR, la fase lineal es equivalente a la simetria 

de la re~puesta impulso. De tal forMa, esta equivalencia es 

imposible para el filtro IIR con una respuesta impulso que es cero 

para n < O y no es cero para una n que tiende a infinito. 

El filtro FIR de fase lineal permite un raeovimiento de 

la fase desde el diserto de proceso. El resultado del P.r~ble"?_~;,. ~-~~~,·· 
valuado para un valor real, para el problema de ·,aproximación 

requeri6ndose la solución de las ecuaciones lineale~~,_:·~··~El~.'·,''d'~;:~n~:;~· 
del probl•ma para un filtro IIR es 1nA& comp_licado. PCrq:~~<;la·~(f·~·~e· 

"• ' '- ' ' ~ ,. • .·• ·e-' ' ' 

lineal no es posible y las ec~aci°?_~s ~· .Pª_'::~ .. (~ª':.,~~~~rt~~~,~~~~·:·:;~~,º,~ 
no lineales. La técnica mAs común es .P~~.,·"'·~~~-º de.'.una'apro>eimaci6n 
de magnitud de la función· de transfer&nci.8 Y- d·a ··ra·-. .-. la·~ .faS& '._ que 

a ser parte del prot:i1enl~:~:.~-e::~p,.:~·Xim~~.1~·~ ,~A. ~~a·l .. ~s entonces mu~ 
di'ficil de resolver~:-/ . ~;.- ~·.-· · 

r _,· .,'"•• 
:·.' ~ . '__•. 

:·.·:l.·. 
_s.s.2.- CM.CULO,-i;>E:LA:RESPUESfA DE FRECUENCIA DE UH FILTRO 

11.R> .. ~·;·. ·. :\)~· _. .. '._~;:;,~··· 

'.de . aspac ios 

muestras ~."·¡g~a 1~~:~ ~de\·~_( C:, ti:~~~- -~~·~d~,'.,~.e~~~~.c~ ~~-u .1 ~-~+a5_ ." p
1
'.·,.on. _"_;·e•_::'.mm ... _ eb:·.dair.~g-o~· ~-n~.o __ :~ 

DFT de longitud::f;de'-h(,'.,)_dada·e,:, "la ec._ 5;154~ _ 

;:::~:::: i:~~:L"1E11 ::::f~:~~·¡~:=~~t :::~ t~:~~~::~ p:~: 
menor:. lonQ.itUd .L~ Una a1\ernaliya -~·As _sati-~faC·t~~ia" ·~si.usa~, la 
para .evaluar·_"e1. ~um~~~-~o~~·y ,·de~.·~~in~da_r sePar~da,;.~nte··. de la 
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5.153 antas de que se avalúe aproximadamente a la ac. 5.152. Esto 

se hace por •edio de L -N ceros para la a(n) y un L - H ceros para 

la b(n) desda la ec. 0.1~0 y por ~edio de una DFT de longitud L se 

obtiene la siguiente acuaciOn. 

H(2nl<IL) = DFT{b(n)} 

DFTCa(n)} 
(5.J.:151 

en donde la división es una buena división de cada uno de Jos 

valores:L· de ·la DFT ·ca.no unil. función d• 1'.. Este •étodo directo de 

c6.lculo es :·un':. ;téCnica directa y flexible que no implica un 

truncamiento de h(R):y que no resulte un 

espacio .no··uniforme de una frecuencia muestra! puede 

un 

ser 

conseguida-" por- la· alternativa de DFT definida en la ec. 5.34 como 

estaba·sujeta·para el filtro FIR. Porque los filtros IIR son 

generalmente.: mAs·.: ba_jos en orden que los filtro FIR, el uso directo 

de la DFT. es· usualmente bastante eficiente, y el uso de la FFT no 

es necesariC{: P-~;:.~~·io'.talito·, ·a(n) y b(n) no _tienen simetr1a de la 

h(n) de F_ú~',}Y.:; 1.-~-~.-D-=:{_:·~~:pU.éd~. ~er _·de· tipo_ real, por tal 1notívo 

algunas d.!'' las-~:téCrliC-as~; de :'.1a. sécción: 5~-2~2 no son aplicables • 

.J,;·~·aj~·~p-1'~~:-'d~1?'.~l'.~l-i~ ~-d·~' r-~Sp~~~t~:· de\ f recuencio de 

funci6n;eÍ.1 p't.i~~~,:dá~·t.-ér~·~,./~;.derl··;,.,de_·; ~n-/f iÍtr~~·paS~-baJa con 

función d& tran~f&r~rici~~:·e~tA·;;d~da ·en -.la siguiente ecuación. 

una 

una 

'H(zl 
a~~ 0.843152'2 +,. 0.90535z. - 0.25211. 

factorizando 

HCzl 
. (z + 11(2.2+ 0.07669a.+ 11 

(a - 0.343611(z2
- 0.49954a + 0.733701 

(5.1561 

202 



5.5.3.- LOCALIZACION DE POLOS Y CEROS PARA LOS FILTROS J:IR. 

Para el filtro IIR existen los polos as1 como los ceros. 

Para •As aplicaciones de los coeficientes a(n) y b(n) que son 

reales, y por tal motivo los polos y ceros ocurren en pares de 

complejos-conjugados, o son de tipo real. Un filtro es estable si, 

para cualquier salto de entrada, existe un salto de salida. Csta 

estabilidad i•plica que los polos de la función de tran&ferencia 

deban ser estrictamente del tamafto de un circulo unitario del 

plano compleja z. Una importante caracteristica de cualquier tipo 

de disefto, es que existe la garantia de que el di•e~o a& estable, 

y una habilidad i•portanta an el an•lisis de un filtro dado es lA 

deter•inación de estabilidad. Para un an61isis de un filtro 

lineal, la determinación de la estabilidad involucra los ceros del 

denominador polinomial de la ec. 5.153. La localización de los 

ceros del numerador, los cuales son lo& ceros de H(z)•. son 

importantes para la realización del filtro, pero estos. ceros_ no 

tienen efecto en la estabilidad. 

Si todo& los ceros y palos -- de - ·.una> función .. :,;:de-. 

transferencia est.A.n dentro o en un circula unitario -del ,plan.::- z:•t-.: ·­
filtro es lla•ado de fase m1n1'.ma. Los··_ef~cta~·;.-•rl.~·-1~ ·nl.igOi.tUd ... da·,1a·. 

función de transferencia de un poio-o-_\~~:~·'.·~e~~~~-;_·~~c_:'.~~d.ic;;_~~-. desde 

el origen del plano • son exactam~_~t~:;~·~;i_~-~~~-;.;~.i~~~~~-~~~~:;_-pol~ ':1_ 1un 

::::r::. e:l ~~:::t:":~10 l: .. r:a::n ~=".:::tt:f!~~~~;r~=~:~:~.t~~f i '. ~~=. 
filtros estables son generalm~!"'t~ __ u,~8:-~~~·.;_~-?~· p-~~~-~i~~.f -~eb~do a 
que todos los polos deben' est~-~.···a~·~;,~i~·_:·,~~-~/~!';.~~-Í~:;~~i·t.ciri;,: Para 
dar una respuesta de magnitud -·é>cis~en·,-_, ~-~~tf-Po.~l.t:»~eS ;·,1ocalizaciones 

para cada cero que no este dentro: -del- cir'cúlo <ünitario., La 

localización de los polos y_ ceros del_: ~j~mp~O_'.,d~:·:-1a'. ~c .. _5.1°'6 es~.in 
dados en la figura 5 .. 32 .. 

De tal forma,la evaluación~de la respuesta.de 'frecuencia 

de una función de transferenciBes ia miSma que la evaluación de 

H(z) alrededor del circutD .UnitariÓ en~e1··,p1áno 2. 
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Plano z -
X 

X 

X -
Figur• 5.32. LocatL2acL6n del poto y cero para un /Lltro llR de 

tercer orden. 

5. 6. - DISERO DE UN FILTRO DE RESPUESTA-IMPULSO INFINITO. 

El disel'io da un filtro digital es usualmente 

especificado en término& de las caractar15ticas de las seftales 

para ser pasadas por medio del ~iltro. En varios casos las seftales 

son descritas en términos de su contenido frecuencial. 

El diseno bAsico del filtro IIR e& de la misma forma.que 

para el filtro FIR. 

1.- Elegir una respuestA deseada, usúalmente en el dominio de 

la frecuencia., ~. :.-·,. 
2.- Elegir un ·11ltrO:_-cie clase permitido - en este caso, un 

filtro IIl~;de'~rd~n N; 

:s.- Es,tablecer:.-_':\J;.~~ ;df~·tancia de medida entre la respuesta 

deS1Pad-a"y'·.:71a,;·;:.espüesta ;1.ctual de un miembro de.· la clase 
per;;,i'Úda·>' ./.· 

. -· ,· ' . ., . . ' ~ . 
4.- De~arrollar~un--m•~ado para encontrar el Mejor' ·filtro·· 

pe_r~it~d~:.) ca'"1o una medida para cerrar la· ·respuesta 

deSea·da .·-:~~:·~~, 

se·deSarrollarAn.distintos métodos prActicas para. el 

diseno-de filt.r:o.· IIR,·.estos métodos está.n basados en la conversión 

de Butterworth~ Chebyshev 1· y 11, .y una función ellptica de 

impulso-invariante y Una t~ansformación bilineal. 
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5. 6.1. APROXIMACION DE LA FUNCION RACIONAL. 

El problema matemAtico inherente en el .do•inio de la 

frecuencia del dise"o del filtro, es la aproxiMación de una 

función compleja deseada para la respuesta de la frecuancia de 

Hd(a) por una función de transferencia racional de H(a) con un 

nu,..rador d• grado H y un d•nominador de grado H para los valoras 

d• la variable compleja z análogo al circulo unitario de 

• = Exp(J w). Esta aproximación es conseguir por un arror ~1nimo 

la .. did• entre Hd(w) y H(w). 

Par• el disefta del filtro diQital, las matam•ticas son 

cotnplicadas por la aproximación definida en un circula unitario. 

En t6rminos de a, la frecuencia es una variable de coordenada 

polar. Esto es a menudo 111MJcho m•s fácil y claro para la 

for1tUlación del problema, tal que l• frecuencia es una variable de 

coordRnada rect•nvular, la cual es el camino natural para el uso 

de filtras an•lOgicas usando la variable compleja de Laplace s. 

Una ••lección particular de la variable compleja que convierte la 

variable de coordenada polar a una variable de coordenada 

rect•ngular es la transformación bilineal. 

(5.J.57) 

Hay dos raz~es p·~~:.1a~,:q·u~· 'el .. proceso de. aproximación 

san a menudo farmuia;d~~-.-~~ ·,-t~:,:.·~1-~~S/d.!i .. cu8drado de lB. magnitud 

de 1 a función·~.~ª·.·: .tr á~;~._f~~~~~~~~:-~··~: . .;~·~ t~·~ -qu_e. en términos ·de: las>' par tes· 

real y/o imagina,:.iofd~'.i~.:'.~·f,J~·~·i~ _de t~ansferencia c~mpleja ~o. en 

términos· de la magOi~Úd·~·de .'1~'·.'f'.~n~iOn de .. trans"terencia •. l.~·, p,.;imercl 

razón es que el .·é:uadradO 'de ,.la maQnitud de la r~spues~.ª de 

fracuenci.a d~.:· 1a .. : __ ~Ú~.~'i.6~_~'.~~.:~a-~~'.l'~ tic a,, .'~:u...;~Í.ón º de·: ·valor·,' real o 

variable:' real, Y::- e~tO·;~sÍ~pl
0

.i f ica. considerablemente ·el.' prO~·l.em.á dé 
encontrar. una mej·~,.. ~s.clU'ción~: La .segunda razón .es ·que 105' ·efectos 

' .' . .. ---, .· ·-. 
de la serfal o interferencia· son a menu'do· estados en.· térininos de '"·la 
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energla o peder, la cu•l e5 proporcional al cuadr•do de la 

~agnitud de la saftal o ruido. 

Para ~overse hacia atras y adelante 9ntre la función de 

transferencia F(s) y el cuadrado de la Magnitud de la r•spuesta de 

frecuencia IF(J ~>1ª, se define una función intermedia, la función 

analitica de valor coepleJo de la variable compleja s de la 

siguiente forma 

.1'(s) = F(s)F(-s) (5.156) 

la cual eS relacionada con el cuadrada de la magnitud por 

sl 

ent.onces 

.1'(s) le=jv = IF<.í o>) 1
2 (5.15?) 

F(J o>) = R(o>) + Jl(o>) 

IF<J o>) 12 = R(w),
2
+.,I(o>¡' 

(R(o>) ,+ Jl(o>))( R(o>) - Jl(w)) 

_F(_;)F(-s) I;;;~ 

En este contexto la ~p.ra.~ .. i~a~,;~~.-.-·~:·.·;~~:~·"."~=~:~; .. e~ .férmin~~ d~- F(J w) 

y el resultado es·~~~.: fu~~¡~· J ª:~~'~Lt_~c_a~i~~:·f~-.~~ ~~: '0· 1~·· ,' cua 1 es 1 a 

función de, ~r~~~f~~~~.~,·~.~-:-~,~\-~~f:~~,~~,~ ·-~i~'.e~~-~.~'~-~> ~-~-.:~ -.~:~:r~-~~~-0~. de._ la 
variable rect.\ngul~~ ·~~.~·- ~.~-·· pu~d~.::.~~~.~"~.r:-:··.un.a.:;.~~f'.ICi~, comparable en 
términos d~ ;: ~~~-i'.l :~lf~rlc;i~'-S'.~·d·~ ;_;~· tr~-~~_1:;;r~-~c'.1:~ ~-~:di~ i i~ ~ , .· uS~ndO 1 a 

variable po~ar"·:·a.' p~r-- ;;:~df~·'.de,;.~1a<'S.i9Uie'nte-.~~;uaciÓ~"~~ 

. . . ;·F T· :~(;;,(;; lt..;ft;¡;..;, '; 
' .···, ',' ··. : 

la cual da .la ~ª9':1·,~tud. -~}> cu~drado· ~e .. 1~ re~puesta - de frecuencia 

cuando se evalúa alrededor del cir~~lo unitario 9u~.es_~_1 =Exp~µ). 
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5.6.2.- APROXIICACióll Cl.ASICA DEL FILTRO AHALOGICO PASO-BAJA. 

Los tres filtros ba.sicos de aproxi•ación son 

cansider•dos para ser est~ndar. Son a .enudo desarrollados y 

pr..-ntados en t6r•inos de un filtro nor•alizado paso-baja, qua 

pueden ser .adificados pa.ra dar otras versiones, asi COl9D filtros 

paso-alta o paso-banda. Estas tres for.-.s usAO una aproximación de 

las series de Taylor y de Chebyshev en varias cDfltbinaciones. 

Ninguno es definido en t6r•inos de una ~edia cuadrática de error 

.edido. Aunque, esto seria un interesante criterio de error, la 

razón es que no existe la solución para la aproxi~ación de error 

LS, en la cual es no lineal para el filtro IJR. 

En las tres aproxi•aciones clAsicas, se desarrollan fil 

térainas de la transfor•ada de la Laplace de la variable s. Y as1, 

se pueden usar COMO prototipo de filtros para convertirse en 

filtros digitales o para usarlos en el disefto de 

•na lógicos. 

filtros 

La respuesta de frecuenci• deseada de un filtro IIR 

paso-baja es eMpresado en t•r•inos de la •agnitud cuadrada de la 

función de transferencia. la cual es una función de s J w. 
ilustrada en la figura 5.33 

2 

¡FUw-+->l'I _ ____,__ 

.. 
o 1 

Figt.n-a 5. 33. ~spuesta de _/7ecue~ia·-desead.a de un /i l. tro ideal. 

paso-ba)'a, 

El .filtro de Bu.tter,.orth usa una apro>eimaci6n de 

serie de Ta~lor para ~l· ·filt~o id.eal- para_ambOs casos de w = O 
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w =·~. El filtro de·Chebyshev usa una aproximación (m!nima-m~xima) 

de ChBbyShev"'cruzada a el paso-banda y a-una·serie de Taylor de 

~ = m. El filtro de función el!ptica usa una aproximación de 

Chebyshev cruzada para el paso-banda y el paso-alta. 

Propiedades del Filtro But~erworth. 

La medida de la aproximación es el n~mero de términos en 
la expansión de la seri& de Taylor de la respuesta de frecuencia 

actual que puede ser hecha de la misma forma que para la repuesta 

de frecuencia ideal. Para la solución óptima debe de tener el 

número mAximo de términos iguales. Las series de Taylor es una 

expansión de las series de una función en la forma siguiente 

en donde 

K0 "= F"tOl \ · K,=:. df"(0>)/d0> lv=o , 
. .! :. ·~ ·;.r .·- :~,,~;. ~-~._;;\ --

K_';. íú2,.,~~{(~<~Ktª·; lv:o , 

y entonces ·con '1~'s, coef·i~'ient.~s '!d~ ·, .. l~S-·' series,. de Taylor- ser.in 
-,.·',- -·· ... 

proporcional. a·_.,, Va,:1a·s·;-:: de i~:~ ~~.:c;!.4!1'::!-~ad~s;: :_de, N-:· orden de F(w) 

~~j~f:{5j ¡~~{~~¡f~i~~~j¡~:~¡;;::::::.~~ 
.L~ -.:ter,.;~~ 'g·an~~a1-:dé·::1-~:'.·"r'.;;~púe~t~ ~'de ~~·gnilud, cuadrá.tica 

es una función par. de:~·';~,/:;~:P~r: =~~~::t~~t~·~·.{ es una _-,~un~i6n de (J)z 

expresada·. Como 
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P•ra obtenwr una solución que e& la del filtro paso-baja, se debe 

realizar la expansión de la serie de Taylor alrededor de w O, 

requeriendo que .T(O) a 1 y YCJ m) •O ( en dende d
0

= c
0

, H > H, y 

c2N~ O). Entonces se tiene 

:Y(J w) = 1 + E(w) (5.162) 

ca.binando la ec. ~.161 y la ec. ~.162 se obtiene 

(5.163) 

La 1119Jor aproMi•ación de Taylor requier• que :Y(J w) y la respuesta 

ideal deseada tenga varios t•rminos iguales en su expa•i6n de la 

serie de Taylor a una frecuencia dada. Para un filtro paso-baja la 

expansión es alrededor w = O, la cual requiere que E(~) tenga unos 

cuanto términos de w de bajo orden como sea posible. Esta 

condición es conseguida por medio del siQuiente conjunto 

CZM • dlM' 

CZM+z • 0, (5.164) 

CIH-Z e O, 

c 2..., <:• no es cero 

Porque la respuesta ideal en el paso-~anda es una ,constante, de la 

aproximación de la serie de Taylor y es a menudo llamada como 

ptano N.ximo. 
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La ec. 5.164 estA en un estado en •1 que el numerador de 

Ja función de transferencia debe s•r arbitrario. Entonce• por Ja 

puesta del denominador de coeficientes de .J"(s) igual a el 

numerador de mAs coeficientes de un término de orden alto, sa 

obtiene una aproximación óptima de las series de Taylor. 

Desde que •l nu11M1rador es arbitrario, e&tos coef icient•s 

pueden ser •l•gidos par• una •proximación de Taylor • c•ro de w 
~. Esto se hace por la puest• de d0~ 1 V para todas las otras dº& 

iguales a cero. El resultado de la función de ~agnitud cuadrática 

es 

El valor de la constante c
1

N det~rmina para cual valor de w la 
transición ocurre para el paso-banda o .•la banda-alta. Por este 

desarrolla esto es n~rmalizado para c~N = 1~ la cual ,causa 

transición, P~.ra c.uando ocurre para w = 1. Estas aproximl.Ciones 

la 

y 

normalizaciones dan·:la simple forma para la cual es llamada como 
. _, ' -

el Fi.ttro.d.e But.f&orwOrth.. 

"(J c.>) m 1 / 1•+ WZN (5.165) 

Procedimiento de.Diso~o del Filtro de But.terworth. 

,.--.: : "'.• · .... '• . 
.. Las,,esp'7cifit;_~cio~es del f~·ltr~ que son .. con~istentes,con 

que es,.optitnizar.·.~n ~1-··filtro ,de.-.But~erw".lrth, y:qUe Son ,los·~grados· 

d_e la -~·~~a~~es_~.·.~~:<!=~iid~~ ·d;~~~~~~~ p~~a'.w:~ .. O,;-~"·~--'~'.-:, ~.!: .. EJ. --.•ltO· 
º~.den, el,-, lÚcir .~~ "r~7~~':!~t.a'.:d_~ .. : :-fre~~~i:icia~::~-ª.-.::;,es~_s· : .. : ~º-~-:~ .. ,·p.~nt~s. 
Porque de,~ la ;n~.t~~~~e~~~·1 ~~~,~1 t~-~~:··_d~~.,,~~ '. ~~':'i:=i·ó;_.: ~~:~ic:>.~al, ··~·~l.., lucir 

la res~~e~t:ª-~·s.q':.le'.Pª'7~.w~-~-.~;Y m •. ·., ;.,_.· .,,,<_,._,>:~., .... ;- '·'~.,. ·,:_-i~ 
)-:'n~,,c,o~~e':=.LI:e:n':.ia "i.~c::t~re.~ta .. del.,~fil.tro .. de orden >es la 

per;adiente (slope) de la . respuesta> a-: la transición _·:entre . el 
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paso-banda v el paso-alta. La pendiente de la •agnitud cuadrada de 

la resp.a-t.a d• la fr.cu9flcia para (&) s 1 •s 

(5.166) 

Los •fect09 del incr ... nto d• las f latnas• y •1 incremento de 

tran•ición d• l• pendiente d• I• r-pu•sta d• frmcu•ci• can H 

incr...,,tos •on ilustrados en la •iaura 5.34. 

1 

0.9 

o 
o 

,, ,, 

1 .. 
Figura 5. 36. Es,,.ctftcac to,._• et. paso-banda pa:.ra •L dts•fto d9 un 

FtLtro Butt•rworth. 

En alauno• casos las especificacion•• de estado d• la 

respuesta deben quedar•• por arriba o por abaja da un cierto valor 

sobre una frecuencia d• banda. Aunque si bien, aste tipo de 

esP9Cificacione• son •As cOMpatibles can un •rror da opti~ización 

de Ct.byshav, asto es posibl• para el diseno de un Filtro 

Butterworth y para conocer los raquarimientos necesarios. 51 la 

•agnitud de la respueeta de frecuencia del filtro encima del 

paso-banda •• de O < ~ < wp debe quedarse entra la unidad y G, en 

dond• wp < 1 y G < 1, se encuentra el orden de requerimiento para 
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determinar las enteras ..As pequeftos N que satisfagan a 

log((1/Gl 2- 11 
N 2: (5.167) 

Esta especificación es ilustrada en la figura 5.34• en donde IFI 

debe quedarse arriba de 0.9 para w en lo alto de 0.9. por lo 

tanta. G = 0.9 y wP= 0.9. Estos requerimientos necesitan un orden 

de •enor valar. es decir. un H = 7. 

Eje..,10 5.1. Dts•fto ~un ftltro et.. Butt•rworth paso-baja ttpo llR 

Para ilustrar los cálculos, se dise"6 un filtro de 

Butterworth paso-baja. Se desea obtener la respuesta de frecuencia 

para que se quede por abajo de o.e para las frecuencias que estAn 

•rriba de 0.9. Por ..edio de la ec. :5.167 se determina un valor·· de 

orden dado cama de 2.73• después el orden es de 3. La funci6" 

analitica correspondiente a la magnitud cuadrAtica de respuesta 

de frecuencia es 

re,¡ w) = 1/1 + ..,o 

La función de transferencia· corr:-espOndiente a los. po_los de la 

mitad del plano del lado izquia"r:-dO de F. (s) son calculadaS· -.Y se 

obtiene 

F<sr = 
(s + ll(s·+ 0.5 + 

F(s) = (5.169) 

F(s) = 
(s3 +·2s 2 + 25 + 1) 

(5.170) 
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Con esto se obti~ne la respuesta de frecuencia por la puesta de 

s = J w, el ~ual tiene un polo ilustrado en la figura · 5 .. 34 para 

N =:s. 

Propiedades del Fi1lro Chebyshev. 

Una alternativa ~e error es el m~ucimo 

absoluto de la diferencia entre la respuesta del filtro actual 

la respuesta del filtro ideal. Esta medida es consider~da ~º~~~·:~--~ 
paso-banda total. Este es el error medido de Chebyshev, el ··cual 

fué definido y aplicado para los filtros FIR. Para losr:i- filtros 

IIR, el error de Chebyshev es minimizado sobre el paSo..::báOda· ~:·u~~ .· >·.: . . -. ' 
ilproximación de la serie de Taylor para '::' eo es usado .·para 

determinar la realización del banda-alta. Esta mezcl-;'·· >d~:~:.'.·~étod~·~ 
en el caso de los filtros IIR es llamado co~~ -::.!;¡i;:;~·F.:'z.'f.·ro' :·.,~ 
Chebysheu~ y se obtienen .fór~ulas simpl_es pa~~ ~-i<~~~~na , de·».:; ~ste 
filtro. 

La forma para la magnitud . cua~_r:a~~--'.~--:j~>-i\·~ ~~--~"u'1éi6n 
,-'.;';:~ ·: 

de 

respuesta de frecuencia para.el fil.tra::chét>-r:Sh~~. es 

(S.1'711 

en donde C (w) es un polinomio ·de Cheb~s;~ev de orden N-nésimo y & 
N .· ,. .: ,_-· . '" ,,._. 

es un parAmetro que controla eL-tamano.~ de_l rizo.'- Este - poi inomio en 

c.> tiene caracteristicas muY .~sp~c:{~·1e~, P~rQ~e ·,en el .resultado de 

la función de respuesta_ es óptimo,. 

Polinomios de Chebyshev~: ·· 

El polinomio. de Chebyshev es .. una:. fun_ción.· muy poderosa en la 

teor!a de la apr:-o>Ú,;;aci.Ón. _Aunque. la función es.un 'P~_linomio, este 

es mejor definido· y :desarra,llado,. en: términos de funciones 
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trigonométricas por 

(5.172) 

en dende CN(w) es una función de valor real de la variable real w 

de orden N-nésima. El desarrollo es claramente hecho por 

introducir una variable compleja inter.edia • : 

CN(c.>) = Cos(N ~), en donde w ~Ces(~) (5.173) 

Aunque si bien, esta definición de C(w) no debe ser el primero en 

aparecer para dar un polinomio, la siguiente relación recursiva es 

derivada desde la ec. 5.173 que muestra esto que es un polinomio. 

(5.174) 

desde la ec. 5.172 est• claro que C
0

= 1 y C1= w, y desde la ec. 

5.174 se realiza lo siguiente. 

C·= 
2 

2w
2

- 1, 

C= • 4,,,,3- :sw, .. eo,Z+ e·= ª"' - 1, (5.175) • 
. ' .. ~: - :: .· 

Otras relaciones usadaS para·el desarrollo:de estos-polinomios son 

(5.176) 

en donde H y N son primos. 

Localización de 

Ahora se .desarrollarA un método para encontrar. la 

localización de' polos para·el' filtro de Chebyshev de.la función de 

transferencia. 
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Desde la ec. 5.171, se ve que los polos de ~(s) ocurren 

cuando 

o (5.177) 

o cuando 

;'f_ 

desde la ec. 5.172 se define f> ~.Cos~ 1 (w> con .una parte real e 

imaginaria dadas por 

(5.178) 

Estos están dados desda la ec. 5.173_,y:5~177.co•o 

_..., ,_.-'"• ·.' 

CH= Cos(N~I = Cos(Nu)Cosh(Nu) - j Sen(Nu)Senh(NÚ) :!: j/e (5.179) 

el cual implica que la parte real 

lo cual implica 

'. 

Cos(Nu) = o, 
-/-:~(·~·,--. 

y lo cual implica que u asu1na/Valores de 

u = u 

" 
(21< + l)rt 

2N 0,1, ••• ,H.-.1. (5.180) 

para aquellos valores de u Sen(Nu) =.~1, la ec. 5.179 llegarA a 

ser 

Senh(Nu) ~ 1/e , 

el cual requiere de un u: par~' asumir-. un~:~~-~~~'· de 

u =-u 
o 

Senh_,. ( l/.c) 

usando as~ Jw. y a la ec~ 5~179.se·obtiene 

s = µ_=~J Cos(~) = J Cos(u + jul 
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(5.182) 

Esta ecuación da la localización de N polos en al plano s como 

en donde 

para las valores N de ~, de donde 

para. N par. 

para H impar. 

Procediodento del Dise~o de un Filtro Chebyshev. 

(5.183) 

·El filtro de Chebyshev tiene un pasa-banda 6ptim~ para 

minimizar el error m•xima sobre el rango completo.de la frecuencia 

del paso-banda, ·Y. un banda-alta controlado por la respuesta de 

frecUef1~ia·: maxi~a111ent•.:plano para w = m. El rizo del paso-banda y 

el _f i 1 t~ó ··de· Orden--:·· son< tos·· dos· parámetros para ser determinados 

por la·s-.espSl:Ífica~-.i~~es. 
La forma;para las.especificaciones que más consisten con 

la formLÍlaci6n. del ~'f i.t.'t:.roiCheb.Yshev ·es· un error tnA>eimo per111itido 

en el paso~·b~'~d~:.~<;)_:~~,:~~~:~:~d-~~;'~-~~~.~17'¡, -d~: los 11 ~latness 11 para w = m. 
~om0·,.·~.1n·~-~~~~Chj~~,fi'~i1 ~;\~l>·d·isBrso de los parAmetros debe 

ser e larameñte-:-ent&Od_idD·:·pára·~~:.obtener ·.- un resultado deseado. El 

rizo del·'~p~S~~-b~rid~'.\;~·-.;~~~,J.'~id·~ "para'"ser la· diferencia entre la· 

f rec.Uerí"cia: ~á.~·Úna _:.y·~:-~~-~1m·a:; d~_:._:' 1 F !"So~.re el paso-banda de o :s w :s 1. 

Las sigUientes·fórmulas·relacionan el rizo·· de d del 
paso-banda, .el ri~~ d~--~ .. d~1 -paso-banda en dB positivos, y la 
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función· de transferencia del parAmetro e.· 

a= 10 log(l + &
2

) = - 20 log(1 ~ dl, '(5.184) 

e = ((2d - <J211u - 2d + <J2»'"'" = cuo""'º- 1)'"2 ,(5.185) 

(5.186) 

-. ' ~ . 
En algunos casos l• realización, de: la.banda-alta no ast• 

dado en tér•inos de grados de les "flatness"· para w = ce, pero en 

términos de una magnitud M>eima perm~tada ~-.:~·~-.;la banda-alta por 

arriba de una cierta frecuencia w.; esto es, G > IFI > O para 

1 < w < w < ce. Para dar un & este determinado el orden como un . ' 
entero pequefto positivo que satisfaga 

El dis.,l!o 

siguientes pasc_s _:_ .. 

H ;o Co•h-• ((1 -·¡j t"2 / e"G) 

CoGh"''<"' ) 
• l T ~" • • ,• 

de~ unJ ·.filtro 

(5.187) 

los 

º---,...:; -, .::::. - ¡.,, t·- ,,. 

1.- La m~>eima -:.varian~Íó~LP-~~,;,iti.da· ,dá~,;:P~~~7,.,ba-~d_a: debe ser: de 
1a· forma-.de;d:O_a~-,--D~sd:~~-•• -~a-~a¡;.1a:c1·~~:e1:;par.i~etro e es 

· caldúlado' pOr·~-1~··.-ed'~:/5."i·~'5;E·.··--- ,.~,:·.~::,;::;:;~.·· ;,~ "'~, 

.. - .. , _-.. ·::<"-~:·~; -.. :~·~. ;~.;· ~~~~.~;~v· .. \;~i:1~.:~;~-~;; •• ~:.~~:-- ~.Y.1~~- + é"_ .... <·. =¡ .' 

2.- El orden-· N e~::'d~~_er~·~.~~.~o;·.~~~..- ~~~<::~-~-at~.e~~.'.·d~~ea_d~s Pª.!"".ª 
w. ·ce .. o . ,_...i~a\;~: ~~~pU~.5~~~;1,:~·~~;~~~·;..~'J:·:P~·~~i·~ic:t.~~·~.: p~ra las 

frecuenc.ias :·que -~~t~~~; a·rr:--1b:~.-.d·~;:··0.~-~~~~·.T~,~-,~ ~~ .·:·_,5.187 • 

. :::: -.. r;: · '~Z:;-~- ~ · -- ·- ·-.,-~ 

3.- u
0 

es calculado desde. f:(·Pºr· 
de . factores ··ser1.1:1<u~);· y · Cosh(u

0
_) _son 

determinados·~ 
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4.- La localización de los polos son calculados desde la ec. 

5.183 par escala de polos de un proto~ipo de un filtro 

Butt.er•orth. 

5.- Aquellos polos localizados son combinados para dar la 

función de transferencia del filtro final. 

EJe111Plo 5.2. D(sefto de un /(ttro ChsbyshAtv paso-banda. 

Las especificaiones del dise~o requieren de un máximo 

rizo de paso-banda de d = 0.1 O un a 0.91515 dB y no pueda 

permitir una gran respuesta con una ' G- 0.2 para frecuencias 

arriba de CA>•= 1.6 rad/s. Dada un d =.0.1 o una a= 0.91515 la 

ec. 5.185 implica una 

i·c, ci ·0~494322~~~,i:. (5;188) 

dada un G = 0.2 y c.>• a 1.6ii'" ~a:i,e~-.·.~ .. ~·-.5~:-J.~~-'"'.~~~~ica\'una\~/ ·de orden· 3. 

Desde e y H, u
0 

es o.49074" deSde·)a·;e·c~:~5:1a1-··Y.~con.'..{ 
-.-;.:::~\=; ?''.'-~ .~'!.: . -..-·>:· - ·.• ;· 

Senh(v0
\ z~5t~:,7~: :fü~~:~:(~~: J.~1~~2:;~ 

Estos multiplicand?s :Son·;usadcls para·X1a'-:Í!sca1a".de la 

:::~:;º d:.~" p:~~t~:;d~~:ª~f~fEt~f~ "d: c:erce~~;;~d;;nº 
_loc~l ización 

como·; en el 

·,·.:;~r~;-¡ -~~~.:,:"~~-"'·: ''· - ~.':.:-}t~:/': '"-·;-::'i--~~~, :;._-,s :_:.-,·'.:::'· "·;:--':-~>· :'~:~·: 

(5.190) 

. '._\"~-~;'.:-~ >''-
·--<;~:~,··'.-:~:".' ·;-.~·:.{~,~.:·. ··;·: .. ··: 

F"ls>'= 
1 

''. (5.1911 
c.S .:",,o.5106751 es~+ ·.~:.51op5s +.~1;0107091 

-~Jx:: -; ·i" 

F"I si = --,------'---'-'--·-· 1"'·-----'--"'"--­
s9 + 1.02135s2 .+ 1.271579s +, 0;516185) 
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5.6.3.- ME:TODOS DE DISERO DIRECTO DEL FILTRO IIR EN EL 

DOMINIO DE LA FRECUENCIA. 

El procedi•iento de los métodos de diseno tienen que ser 

basados~ en diseftar un prototipo de filtro •nalógico y entonces 

convertir este filtro a un filtro digital. Este aprovechamiento es 

apropiado para las clases de aproximación en donde las soluciones 

anal1ticas son posibles. 11As aprovechase son las extensiones de 

los métodos usados para los filtros FIR, pero 6stos son mAs 

co•plicados para el caso IIR en donde la apraMimaci6n racional 

al contrario que la aproxi•aci6n polinomial sea realizada. 

Disefto de Fil~ros IIR de Frecuencia-Nues~ral. 

El m6tcda para calcular Muestras de 

frecuencia de un filtro IIR, es por medio 

transferencia de la transformada a 

una respuesta 

de la función 

de 

de 

- ..... , 

La respuesta d~ "frecuencia del··1i1tro es; dado por·z 

y usando 1a·notaci6n 

H(~) = H/~1 la = E>ep (+J w) 

(5.193) 

Exp(+J w), 

(5.194) 

se selecciona las muestras-_ espaciadas2. equitativamSnte de la 

respuesta de frecuencia, es qUe el<'nOmer-o··d~~mu_e·:s:tr~_S ~~ ~gual al 

número de coeficientes no ~co~·l~cidO~ :·~n·: 1~· ec-.5 •. 193. · Estas muestraS 

de L + 1 = H +_ N + .1 d~. la· .r~s-~uest~>de:.-:f~e~ue~.~·Í.a· son-dadas por 

llk = HCw.> =.H ((2ni..)l(l. + 11) ' .. i.. = 0,1,~ •• ,l.· · ts.1951 
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y pueden ser ca•culados desde la DFT de longitud (L + 1) de el 

numerador y deno•inador co~o 

H = • (5 • .196) 

en donde la división es t.6r•ino indicado por el t.16r•lino de cada, 

valor de ~. La .ultiplic•ción por a•bas lados de la ec. 5.196 por 

Ak: se obtiene 

Si la inversa de la DFT de longitud (L + 1) de Hk es denotado por 

la longitud (L + 1) de secuencia hn, entonces la ec. 5.197 llegar• 

a ser una convolución ciclica, la cual puede ser expresada en 

for•a de matriz por 

1 

o hL •••••••••••••••••• ho o 

Una notación de matriz •As compacta de la ec. 5.198 es 

b 

o .. 
.a 

[HJ. O 
. . . 

(5.l~BI 

(5.199) 

en donde Hes (L +'11 por::(L·+·l),~b;·~s la iC>ngitu~;f(H .. + Ú, y a 

es la longitud·-~(N_-,~,,:l·~~:·::;p~--rqÜ·~·:los· té';min~S :·:·ln·e~óres Lr-~--: N, del 

vector·a mano dereé:ha::de 5.198 son·cero,.;y"~ª-m'atriz·H :puede ser 

reducida para quitar. las columnas·-mAs·: a :la derecha 'L-~·_-N.par'a 'dar 
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un H
01 

el cual tran&forma a ~a ec. 5.199 de la siguiente for~a 

b 
= CHH•l (5.200) 

o 

Porque el primer elemento de a es 1, y este es par.tici~':'~do p~r-~. 

remover el término unitario, y el vector restante de longitud n es 
' - - ' - . '· 

denotado por a•. Las ecuaciones sin1ultAneas represe~.~ada~ por 

5.200 son desacopladas por •As partición de la matriz H, coino se 

muestra 

en donde Ht es (H + 1) por (N + 1), ht,es ia.longitud (l. 

Hz es (L - H) por N. Las ecuaciones mAs bajas de L: 

escritas como 

O•ht+Hza•' 

o 

--. . ' ' 

(5.201) 

H), y 

H son 

(5.202) 

la cual debe ser resuet,ti.. por a* 
la ec. 5.201 son escritas como 

La ecuaCión mAs alta de-H-+ 1 de 

. b =·Ht. a (5.203) 

la cual permite una b para ser: c'a.lculad~. 
' -, .... ··-· 

Si L .m N +- H·~ Hz es cuadrada. Si'· .Hz no.es-~singular, -· la 

ec: 5.202 puede ser .r:esue1ta·. e>ea~t~m-ente :: p~~, .. e,l · :·d·-~no,;..in~dor," -de 

coeficientes en.~~ 10s _c~a1eS.".sorl.·:-·aUmelÍtadóS·.: por:_ ·ei;_~ té.rminD 

unitario para.dar._una_a. ·:V. d&~de,-1á' ec. 5.203 se":Pued!'!·.: encontrar 

el ·numerador de coeficientes en b. 
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5. 7. -IICPLEMEKTACION DE FILTROS DE RESPUESTA-IMPULSO INFINITO. 

Todos los anAlisis de los filtro& llR tienen que ser en 

términos de un sistema lineal. Por que cuando los afectos de un• 

longitud de palabra finita de un sobre flujo y una cuantizaci6n de 

error son consideradas, el filtro digital llega a ser un sistema 

no lineal. V esto es de aquellas no linealidades de cuantizaci6n 

que causa todas las dificultades en •I anAlisis del punto-fijo del 

filtro recursivo en las implementaciones. 

Y ahora en este punto se hablarA de los diferentes 

caminos para la implementación de filtros recursivos ( estructuras 

diferentes , con énfasis en los bloques de segundo orden. 

5. 7. 1. - ESTRUCTURAS RECURSIVAS. 

Cuando un filtro es implementado con una estructura 

recursiva, el problema de longitud-palabra finita llega a.ser m~s 

severa que los problemas asociados con un filtre ··de·· e~tructUra" no 

recursiva. Los dos problemas siguientes son mA~ _d1'~iC-~1_t~~os para 

el anAlisis de filtros recursivos que para .ioS "fi_ít_"roS·--qúe son no 

reCursiVos. · 

1.-· Fil tr~--de· coeficiente de error.~ desde;~ l·a ~-c~·anttz·~ci~. 
2.- Cu~~t:Í~ií~iÓ~ ·d~~._·¡;.~id.í:J' y:~ s¡~·br-e .. :._ f ]~j·Q:;~~>:·J~~d;:: .:o~.~~a.ciones 

· aritmétiC8s~~: · -~:-::.'.>:->· :~:i.~ .... ;--· .. "_;.~ '"' · - ~·-~,;~;-.. ,./ ·, ,:>;'r ';:=.~~ :·":,~; 
.r:,> '-~-~ 

••.·En,, s~"1~ •. a 1 1;,sT f>~,~~to~·.···· ~e/'.i:~u ... i~.11'z1a,c.t~ .. , de,, los 
coefiCÍ.~'ri.t~~-~Y.·d~:.;·J-~'eC:f~Í-Ó.\ aritmética· finita,.:: se·;"."discUtirA para 

los t il tres no reC~~Sivo~·;-·::su,.gié~~~ -~~~-··:¡.1~e~·~~"_,. ~~~ti¡·~.:na~·- que. son 

causados por· la retroalimerltaCión: de'-Un:_ f_~}fro<r·e';:UrSivo·~-_--
_,_' '. "• ':~·~>:~· :»;f:~·~.'--i> 

1.- Cicl'os .. , de limite de ~~ca~á~p.;,~~-~-~a·~ " .. -,1~~ cuales son 
oscilaciones' caus.id~~- por >¡~ .r~uB.~ti~'ilCt~~· de _._ .. la no 

linealidad en el estado Ciclo de 
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retrcalilM!ntacion. Y usualmN!nte timnen una amplitud baja 

y pueden ser después tolerados. 

2.- Ciclos de l~~ite de escala-larga. las cuales son 

oscilaciones causadas por el sobre flujo en el cilco de 

retroalimentacion. Sus amplitudes cubren el rango 

dinAmico completo del filtro, porque eso9 ciclos deben 

ser prevenidos. 

Estos proble•as son especialmente dificultosos pa~a el 

anAlisis de los filtros recursiVos. El proble•a de aproximaci~ 

para el disefto de una función de transferencia racional con unos 

coeficientes cuanti~~d.º:',: ~º>.ti_~_~t~ry.:;~~l~~i~~ , 
En un filtro digital ~-;recUrs.ivo la salida es una 

co111binaci6n lineal de· entradas' :·'p~~;&·d~s y salidas pasadas. Las 

s.;.,lidas pasada~--~'.So~ ·_~l~.::· -:et_r:~-~~im_~r:1taci6n para el producto de la 

salida presen,te. ·La~· e~~~ci·~·_ d-~"::·di.ferencia es 

".'/·:;-%:\'--- -- \;·;~;: :, 

)l(n) 

... 
J:.:. bmx(n - m) 

m=o 

.. 
E 

m=i 

sa muestra claramente como la _salida y(n) es computada 

fil tr~ recursi~-~:/co~"·~~'~º t..:.t~ciOn de t,:.ansferencia 

;''",'.L; • ' . 

~-~.:~ b¡a~-~.-+-.· ~ ••.. :·+· .. ~:~~-~·,:·.: 
H~ z>_' .~ -·.::º'----=----'-----~--

- 1 + ·+" • • • + aNz -N ·Jl(z) 
": :- , .. >. -~-', ;o..; ~. f ;;-¡ , 

B(z) 

(5.204) 

(5.205) 

·:. ' 

C~arido, un -f i .-.t~~ di~.y~-~:i··: rec~~~¡:~c:'.~'.·~s i~~~e~en.tado 
dir:e~tamente,·. ce;>.~º. ~.n '1a -~C. 5~~2o.4, 1·1?~· ~[·~º!"!:'~ -lntrcducidcs. por 

cuantiz~ciOn d~ .. le:>.~ '7:~efi~_ier\t~~. p~ .. ~-~!;!!".. causa_r una_" _variación 

significante de~de 'la respuesta _d_~.' fr:-~cuencia .des_~~~ª~·· Un filtro 
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diseftado para ser estable puede llegar a ser inestable después de 

que los coeficientes son cuantizados. 

Coeficiente de Sensitividad. 

Cuando los coeficientes en la diferencia de la ecuación 

5.204, los cuales i•pla.entan a un filtro digital recursiva, son 

cuantizadas, los errores de los coeficientes pueden resultar la. 

causa de seleccionar un filtro de .ajores caracter1sticas. Se 

pueden entender los efectos de los errores de coeficiente para la 

respuesta de frecuencia y la estabilidad por medio del estudio 

como localizar los polos da la función de transferencia de HCZ> en 

la ec. 5.205 cuando se eliga que deban existir cambios en los 

coeficientes ak del denominador de H(2) •. 

La función de tran~ferencia de un filtro es 

una función racional de z, como se puede ver en:: t~·::~Ci~•,~ 5~205~· Para 

obtener H(2) en t•rminos positivos .de se d~be >~ees~,:.ibir a la 

ec. 5.205 como sigue 

(5.206) 

o (5.207) 

el denominador polinomial· en la ec. 5.207 debe ser escrito como 

H. H 

ACal • E ª• "H-• • E 
·k=o k=o 

en donde a 0 = 1.0. 
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Para v~r como un cambio en •l coeficiente ak afecta el 

polo de localización z , se "considararA la expansión de la serie 
~ m 

de Taylor de A<z.> considerada como una función de ~ y ak : A(z,ak) 

de la siguiente forma 

a•umiendo que Aak y A:zmcompensan a que A(z) sea el Mismo, entonces 

6A(z)/"'\ 
A2 m = - l>ak -.,~A,_(_z_)_/_"8.......;m~- (5.210) 

' ' 
evaluando las derivadas parciales en ia · ec·. 5~210 se obtiene 

• ¡ - . ~ 

(5.2ÍÚ 

a~z) = 
m 

IJ ',:.-..·...;-

-¡¡;-JE 
m·.··l, j:O. 

(5.212) 

(5.213) 

. . ''. "';' __ ',. -

la·exPresión pa~a el _ca~rici~rlt.~~J·d~_sensit"¡v~dá".' de· la ec. 5.213 

da una . conclusión distinta acerca del filtro recursivo de 

implementación que son : 
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1.- El filtro es ••s sensitivo para variaciones de los 

coeficientes menores de aN porque N - k es cero. 

2.- El movimiento del polo cerrado· zm para el circulo 

.unitario ( 12 I = J.) incrementa la sensit.ividad del polo de 

localiZaci.Ón para l• variación de un coeficiente porque 

el numerador de la ec. 5.213 •• gr~nde. 

3.- El.coeficiente de sensitividad se incrementa cuando los 

pc)i'áS.:JUñt.as son c•rrados porque de valores pequeftos de 

am- aj en el denominador de la ec. 5.213. 

Est.ruct.tD'"as-· de· Seg~o Orden. 

En et·anAlisis sensitivo se indica que una estructura de 

sensitividad-menor-debe ser obtenida por un rompimiento arriba 
de la funcÍÓ~·f..,d~· t~~nSferencia adentro de la sección de b~Jo-or::d~n ·­
y conecta,:.:-~:·~~~·sº s~cciones en paralelo o en cascada. Aunque los 

bloques· :-·d~·~< ~-··Q~de'}~al to deben ser atractivos en ._algunas 

aplicaci~~~G·~ .- :i~'-.·~~~ción de segundo orden es un buen bloque· para 

usarse~ ~~.-·;;~tr·..;~t~-;as ·de forma- para1e:1D o en cascada. 

\2~-'~« '.t~r,;;~-'. má.s directa _pe.r·a implementar la ecuación 

di fei-en~·J:a1"'.éS~:t~ ·::. 

Y. e~ .. mostr~-d~ -~-~-,J.~ ·f~g~!'."a;,_5.35.L~ estruC,tur;:a dir:~ct~ ~~!·~,1a::.f.igura 
pue_de ser Si~Pl'i f iÍ::adá~-,.·c·Ombilíando '"1os· ·cu'atro·.·b1oq~eS : de: ~~tr:aso 
dentro -de dos~~· c·omo'' s~~i. ve:· en.·· 1 a figura , 5. 36. ·;,;Y >~-,~\ _.: ~: ,, , . . 

L'~ ~~s~a=: ecuación:·:· =-d·i.fe_~e'ncial ·:·<·i'déb& ._:=·_!fse~- · tambiéM 

implementada- en'.) ~--~est~Udt.-:Artl ·: t'ra·~~pUest~·, cOmo·~. ~~ .·~~ :en-~: 1 a.-· figura 
. . • '-,. . , :· .. ': • ~ .'. ,, . ·, 7. . - - '• " • - ' : :. ' ' : -,.· \' ~· -

5.37. Esta es .llamada'._estructura\transpuesta·:porque·ésta puede ser 

obtenida .. d~sde'.·, e1 ;.est~-d~ variabl~ ·º de: l~· des~r·i·p~i¿..,,·:._de .,:1a"·matr1 z 
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de la ~~gura 5.3ó ~~r transposición de la .atrtz apropiada. 

y(n) 

un _bloque ~ setf1J.ndo orden. 

, , ~~~::~·.;;:;.':~-. ·--;::~;·_ J:_,; ,,:;'~f<·. :.:r.-:: :;,~; ~.,: 
K(O)-----~-~~--'~--··_,~_.-_._"_-,;; ...... "--·~~--~·~-·.é~:.·_._.;___~ 

····~-b-º-,-..... ,-._--->• y(n) 

··-.:_.-,- ... - -'.''• -

Figura 5. 37. Transpu~~ta ~~~, .. un: ~~~r~~~~'.,~.-.~~~~.'.'º orden. 

M(n)-41 ··~"":.-~-"-.-.... ¡----->• y(nl 

Figura 5. 38. Forma acoplada· "para el.; bl.oq~,,--.de' .5~6\l~O orden.·' 
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Una estructur• alternativa es la forMa acoplada para un 

bloque de segundo orden, porque esta estructura implementa un par 

de polos conjugandos con una parte real R y una parte i~aginaria 

! [ 9 CCMllD se lftUeStra en la figura 5.38. 

Otras estructuras deben ser usadas para implementar una 

sección de segundo orden. Porque una familia de estructuras deben 

ser derivadas desde un an~lisis de estado variable. 

Es~ruc~ura en Cascada. 

Por factorización, se puede reescribir la función de 

transferencia racional 

como 

Hlzl 

+ b ,,f_,. 

+a a-N 
N 

•'. .·. 
IN/ZJ - ~-.·+ ... :l? -_- t~-t :·~·.'. .. b .. ,- i~Z: 

K íl 
k=l ____ ,<_l"' .. 't·-~t~~~~"··:~~~; -~Zk~ 

-z 

.. ·~·:~::.... ' ·::'~·~ -., 

en donde CN/2] es. el entero ~~~~-- ~·~;~~-~~: p~ra~ ?!. N/2. 

(5,215) 

(5.216) 

A cada· .factor~' c:ti!";:sé'9Ünd.0' ,Oi-den::.en.;'·la .. ac·. · 5.216 'puede ser 
implementada :~~~-~-=.'· -li·~~+:·1~'d.;;}~~":i~~ ',i,{~~t~·ü·ctUras· .·-d~;;crit~S con 

anteriorid~d ~ ·: darid0 .=u-;,~-.. -r:ea·iti;~i.'6~·-~'éte--ii< Zf?coma·:~ u·na·· cascada de 

::e:::::~ =~::;g~:dEt¡f !'f ti;;~~;~:~;~::'f =~,ªe:~~:e::g~r=~= • ==~ci=~ 
,. - <,,-.",' :;,<~.:~:._;\-~ 

:~¡). ",~~> :--~-:.:' ... ·.:-s. 

x(n)-~,Hi(z) q ' 1 H
1

(z) •1-l-'-''----··---i:rHi(z) P-- y(n) 

Figura 5.39~.' EstruCi~a_ en C~c~~. 
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Una posible ventaja de la estructura en cascada es que 

el cero del circulo unitario de la función de transferencia pued• 

ser fAcilmente implementado. Cuando el numerador del coeficiente 

b
2
k en la ec. 5.21b e~ igual a la unidad, el cero para la secciOn 

del k-ésimo es el circulo unitario. Para la estructura.en cascada, 

si una sección tiene un cera en el circulo unitario, .entonc•s 

(excepto para la posible cancelaci6n.del polo-cero) la entrada del 

filtro tendrá un cero en el circulo unitariO. 

Estructura En Paralelo. 

61 el den.ominador de la ec. 5~215 tiene-Nr ralees reales 

y Ne pares de(: r~1ce~_·.~on.Jugadas complejas, entonces una fracciOn 

parcial de expansión: d1~: o la ·&e.- 5.215 da lo si(;uiente 
.'.·;, ' 

·w-N·- : .. · Nr -:~'.Ak :·,·Ne 

Hlzl =E pkz-•+ E "'l<:~E,~---'--"""----''-"=---
k=o 1c:I , ·_~le~ d 2 _,. J-:.::; t,::: -.: ,- _ ,_k 

:<··, 
Cuando ambos polosl él~:~~ª~-: y-, e!l 26~~·1~-~~~~-o~j·~g·~~o son 

en pareS-, la ec.; 5.217 .. i'leg·a ·a'·.ser· .. ·:' 

t, ,. --

con t"' ·-__ ·~-·,e~-,;, :~··:~~-i~-,1 

H~(~) • o ' 
. ·1:- 'C..,k.2-.~ .. :<':'-aJU,.-Z 

·'' 

(5.2171 

agr.upados 

(5.218) 

(5.219) 

La estructura en paralelo·-es most>rad.;.,·en la ~i9ura 5.40:para H= N. 

En la 'estructura:,'·:'en:: ~a~~le'i'~~ ~ .. a diferencia, de la 

estructura en cas~·~da-, se re~rg~~i~~-n·~~a "i~~· ~lo~.:i~~ ·: Íl~(z) . h~chos 
no.en diferencia; sino que·ei p,:.obleina de elegir el .. orden de los 
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bloques de segundo orden es el_ de . e:squivarlC!s.. Sin embargo, a 

diferencia de la estructura en cascada, ·se puede ver,, que. __ pued~ 

ser real izado para cada bloque independienteme-n't"e dt!. · taS otros 

bloques. 
":: 

x(n)-

-._ .: ~- .· .... ·: ( 

Fi.gura 5.40. Estructura ~~~-p~~-,l~ÍO. 

Una posibÚ!! -d~SventaJ~: -de'/1~/'eSt-ruc"tUra ~n par-a1e10 es 

la dificUttad·para-i~- ~i'.\!1~Q~,.~~~.'de -,_,;_1Q~ ~-:c~~os ·-"'ª"'·--el,.._ eje de -la 

frecuencia (circul~:·~~i~·;..~i;;,)-~ E~. la estructu~a en_ca'~c8ida eSta es 

fAcil para el ·1u9a'r.>~·-d~\url· ·~ero-·del filtro en el _·c1'rculo. unitario 

por la muestr:a ·de:i··."'}_~g~r- ce;.~ ·de una de las secciones en la 

cascada -~"-~ -;¡: cf:·1';~Ui~D "úrli tar,io~· Sin embargo, en la · i!~tr·J·ctUra-, en 

paralelo-'~105-: céros dependen en cancelación de· térmilÍOs- en la 

sumatoria' y~-,-~~" rlaá.s 

cuantizaci6n. 

sensitivos para el 

Descrlpci.ón de'la Variable de Eslado del Filtro. ~ 

coeficiente de 

Esto es a menudo conveniente para el··modelo,de un filtro 

digital como un sistema lineal de t.iempo-i~Varia~lé con··, un·· 

coeficiente de constante, una matriz de ecuaciones diferenciales 

llamada ecuaciones de estado. 
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Con el vector de e'stado JC, hay una'sillÍple entrada u· y 

una si~ple salida y, 

x(n + 1) = .Ax(n) + Bu·(~), 

Para un sistema· de N-~;sin."~/,.orde~ ,~a: ·~nt·ra·da/salida, el tamafto de 

,., .,,··:>, 

IÓ< 1/' 
las matrices es la sig~i~;,te 

NºX 1· 

''./x·N .. 
··1··:x .1· 

La función de la ec. 3.218 es 

,15.221) 

en donde 1 es la matriz indentidad. 

Varias ·de :1~s··:·~1~-~~io~'es'.:de -:~-~·:~~.::c. -.-;_y:~.'!!"_ la, ~c. 5.220 

da la misma funci.6n .. de_.tr"ansferBnci~ de_ta:ec.~5.221. Por. lo_ tanto_ 

se obtiene 
'<·' 

-A· = H-1
AH. B~ =,H-:'s. ___ e· _=..:en_~ D~ a'º· ... -.<~.-0:-~~2) 

El sistema descrito en la ec •. _ 5.222, tiene una= función de 

t~ansferencia 

substituyendo la ec. 5.222 en. la .. ec. ·5·.223 .se .obtiene 

(5.224) 

Después 

(5.225) 

en donde se tiene que H: (2) = H(z). 
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Si el Gis tema 1 ineal era un sistema,:· lineal, entonces 

todos los sistemas infinitos descritos por la· ec. · 5.223 para 

elegir difierentes H deben de tener todos el ·mismo comportamiento. 

Sin embargo, después de que un filtra digital no es un sistema 

lineal porque la longitud de palabra finita.:aritmética es usada, 

para diferentes elaciones de H que tienan·diferentes propiedades. 

Un diagrama a bloques de l·a estrUctura de la var-iable de 

estado es mostrada en la figura 5.41' para la siguiente matriz 

B Dad 

y(n) 

Figura 5. 41. 
,_., ,_;·· ··'·" 

La estructura de la· v·ar1abte :-·da: '··eStadO re-quiere de mucho 

mAs aritmética que la es't.rJ~·tur·~·-. di~e~t·~· y 1a ~··eStructur'~ 
transpuesta. 

Ot.ro Tipo de Es~rucluras. 

E>eisten otras estructuras para "implementar filtros 
digitales que tengan que ser propuestas como alternativas para las 
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ostructuras de tipo cascada o paralelo· para la conexión.de bloques 

de segundo orden. Estas ,'estructuras son generalmente meno·s 

sensitivas para el coefJ.~i.ente_ .. :de ~~ror. Las t:inicas· ·estructuras 

aqu1 mencionadas son. la··,~est.rU~tura'enrejan.da y la estructura de 

ta ondci ch> ft t tro:dt11t taL,-cÚ' 
,:; La _est~-~~t~-r~-:,-~~~~!ada ·~s'· usada ··para la s1ntesis del 

habla. ESta·~S" m~~~~-~SéO.~'.it:iVa."parA el coeficiente de error que la 

forma directa ;.i-tit!ne. ~na ··"'fina interpretación en términos de un 

tubo acústico, y. tiene un simple camino para la prueba de 

estabilidad. La sección·de enrejada en la figura 5.42 puede ser 

conectada a otras secciones para la forma de un filtro de orden 

alto. 

+ 
• •---ffi--.--------- x: 

~--~--'----
Figura 5. 4.2. Seéci6n. de l.~ Esi~ucLura Enrejada; 

La estructura de. la· en.da de ~f1:itro-_digit~l tiene que ser 

desarrollada en la forma de filtros ana~6gi~~~ ~ipa· LC por_ 

Fettwei~':, EKts"tl:!n distintos ti"Pos·de :·¡a ond·~ de· filtro ~{l_g·¡t_'~l 
con vari~,'.,tSs co~put.acionales y requerimient~·s, de memoria.'. 

tipo_ d.e,;·~J.as'e. de la ond .. a de filtro di,g~-tal ~ so_n caraCterizados 

una ;Jtu)r baJ·~-·sensitividad para los coeficient.es:de error. 

Este 

por .. · 

Generalmente, como la estructura-de. un filtro .digital 

llega Ser mAs y mAs compleja, la parte de_la carga para hacer el 

filtraje es elevar desde los coeficientes_ .Y~ .. llevarlos en la, 

estructura a ellos mismos. Las estructuras' mAs complicadas, como 

la º':"da de fil~ro digital,. son capac~s de. operar con , muy pocos 

bits para la representación del coeficiente. 
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5,7,a, EFECTOS DE LA LONGITUD-PALABRA FINITA. 

Para el tiempo minimo de cómputo o para el •As poderoso 

filtro que pueda ser computado en un tiempo dado, el punto-fijo 

aritm•tico es usualmente el mejor elegido. M~s un chip (procesador 

de seftal) usa un punto-fijo aritmético para el uso ""'s efciente 

del •r•• de silicón avilitable. En esta parte se •nalizarA en 

detalle i•plementaciones de punto-fijo da filtros recursivos. Los 

efectos de la longitud-palabra finita son mAs complicados y 

potencialmente causan m•s problemas con los filtros recursivos que 

con los no recursivos. Por tal motivo, se dividieron los efectos 
en cuatro categorias que son : 

1.- Filtro de error de coeficiente. 

2.- Cuantización de ruido y sobre flujo de errores en seftales 

representadas CDMo nl.lmeros de punto-fijo. 

3.- Duetos de ciclos de· limite de escala pequefta para la 

cuantización no lineal caracteristi.ca de implementos de 

punto-fijo.- -

4.- Duetos de ciclo~ de. limite de escala gr"ande para el sobre 

flujo no lineal c·aracteristico_.~e l~s _implementac~ones de 

punto-fijo. 

A cada uno -de estos· aspectos del filtro \"digi"tal req"uiere de un' 

tipo diferente de aná:1i.S1S~ 

Coef'icienle de CW1nt.izaci.6n. 

.. .,. . . . ,,.· . 
Como se·menciorió'con'-anter;-·ioridad~ un· filtro recursivo 

es menos sens.Í.tivo·:·para_~~-~, .. c~·,;~::,i·c·Í~nte di! error cuando este es 

implem~Otado: c~n·:.til.~qu-~S ~d·k ~ s.;Qu~do -o-rde¡..;·~ P°ó~q'ue con un . bloque· 

par de segundo _ _-~·;.d~~/:s6l~, hay un namero._ .firíito_~ "de polos de 

localizaci60 debido a. el ~coeficiente de cuantizaci6n. A 

continuación se ve~á un ejemplO. 
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Ejemp1o.B.3.- Un Oscilador Digital tiene una salida y(n) que 

satisface la siguiPnte ecuación homgenea 

(5.226) 

el origen de ·la' ecuación caracteristica es·' 

1 (5.227) 

son 

·J 2rrlol (5.228) 

·./• ,•e .,'.,::· • 

en donde la frecuencia ;de o~2ilaciÓ~·· e's 

";;-

10' =.: 1/2rr' ( Cos-'b,) (5.229) 
'.:'.'· .. · ·,_· >":'': , . 

freCu~nc:i~s.~~·/ ~:·o) ,~·Y':¡'.·~ apr~~imació~- es 

. . .. ·~~~.~;:~' :;~~,\ ::~X:·i:.~; ~~.:~~::, . ~J, .... :- :r:·~ -... . ·. ,,, 

para muy bajas 

·.·. b '=,co~<2;./.>'ai 1,;.,. o.5c2rr/ )~,,· 
•... ·: ,; . ·'··o ... ,_ '•«.·,"·:· ··"; ':· o . ' 

(5.230) 

,.,.- .. -· ', :,.<·/~· ·-'~·~] ·-~ )_'~<:·- c:t'i:.,·' 0'~:'---.'. ··.:.(¿:·•"'·,:;·;.'~c. 

debe ser usado para-,._ que-,,_ Í~s·,·: ·,f·reC-ú~~-~·i·aS"·" bajas.; .·d~-, Ós,C1i-aci6n, 

correspondan_~ 

y son aproMimadamente 

coeficiente.8.~ 16 

b, .~>Yt~. :(;~ ~'.~.¿~ 
-:;·:·. :.;·~ 

/
0

,n- -~~.:112~:_L(2~'.·~,,~;~~·: '·~ ffl ·~ 1,;2,3 .. (5.231) 
·~·;·-.~:.:. :::::;~ __ ,:,. - /: ---··i'.;- -

1
0

, ;i 0.00124, 

1
02 

;i 0.00176, 

, 1
03

. ;i 0.00215. 

Las posibles frecuencias o equi~alentemente, los posibles polos de 
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localización no son muy densos para las regiones cerca a + 1 en el 

plano z, ;can 16 bits de coeficientes pares en la ecuación 

diferencial. La razón es que sie•pre que los ca~bios pequeftos en 

el c".>eficient.e b
1 

causan grandes cambios en el argumento de la 

función Coseno en la ec. 5.230, porque la función coseno tiene 

valores tan pequeftos del Angulo 2n/o. 

Escala..S.en~o y Sobre-flujo. 

El escala~iento es m~s importante para los filtros 

recursivos que para los no recursivos. Para un filtro no recursivo 

un sobre-flujo en el registro de salida sólo causa un error en la 

salida de la muestra, pero para un filtro recu~sivo,un scbre~flujo 

es una retroalimentación y afecta 
.·.;·:,··:·;··_· 

varias .:salidas. ,;-~_·pitf-a',, las 

estructuras que pueden tener un ciclo ·11mite·~de·e.sC:81il_.g'rande, el 

sobre-flujo puede estar fuera de una osc.Í. .. lac:ió~·-·!~·ci;.,-·-~;,~-~~ <~~plitud 

:: l :;:a~:-::;::~ ~=ra c~=~o :7m:~::::""~:~~~:=~t~~Y?;:'~~f' ,:~t~á ;d:: 
~_'-e - ,;, ·"'--º~:.;.o~ ' ,._. 

sobre-flujo. ;'S -.. ",. -:·;:·- :i:~-,_ --. _;:"5': ·'"'':'.<,. '!' · 

Los esc.~~~-~-~·e~.t~~-_-·P·~-i~~~i_Pal~~ -~o:~ ·:igUa~~-~·:\'.~<_1'.D_~;_ fil tras 
no recursivos •.. El :·~~1~'~Jo:,\~~es:;_1'a :~ resP~~~-t~.; ;"'i-~Puí~~· ,· <«.';·_'eqú.iv~l~nte· a 

1 a respuesta_ d·~·;} a ~-f r~c~e·rl~ia ~ . .) . y~ ~o~ ~-~a·t·~;u:l~d·~~-; ~nt~~· l~·- ~; en'trada. 

y varios,.registroS.en el:.-f.iltro en.··~c:i"Dnde·:;;,C-Our;e·'.~ el', sObre~flujo 
( a la:mita:d ).·Esto ~e;_mu!!stra en la·: .. fi~-~~a,5·.43. ¡~~ 

entrada -[-Gp--~ K(n)--+ : : 
: :=-

--~H registro k] 

Figura 5. 43. Escal.am.iento de razon&s' por--re6istro.-
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Se asume que todos los registros son del mismo tamafto de 

la escala del factor Gk, que deben ser calculados para hacer la 

magnitud de la seftal a la del registro ~-ésimo ~enor que la unidad 

para prevenir el sobre-flujo. L• escala de la respuesta impulso 

unitario ast• dada como 

l\(n) 
h,._' (n) = __ G_k __ (5.232) 

El factor de ganancia es igual a una da las tres siguientes 

•edidas del tama~o de h(n). La nor•a lt de h de· la forma 

1t.,1 = E IMnl 1 !5.2331 
n 

La norma de Chebyshev de la respuesta de;frecuencia H(F) es 

IHI 
e 

(5.234) 

Khl• = [E h
2
(n)) "'

2 (5.235) 
'\'':,.". ·.~:-~ n ,;; 

registro ~ es 

garantizado par4'·'qu~ii~.n~·Th~l l:~~:-liO--cs0b~~~f lujo•:~· Una· ganancia grande 
1" -,'·.··,.,:_ -' '> • --- •• ·' 

ocurre ( con el resiJl tado:·pequerro 'de·- cuantización de ruido . ) sJ. 

Gk ª · IHUc. v· ~~r -."1~: tan;t~; se '<~~,~antiz-~· que en el sistema no 

exista _un s~b~e-:~i~j~ .. '.';-.. 

,. ,,.. . 
Cu.ant.ización. de.: Ruido. 

f"fultiplicar· un n(Jmera 81-bit con un nllmero Bz-bit da un 

producto (Sa·+ 8z)-bit. Este producto debe ser aproximado a menos 

bits o de lo .. contrario la longitud de palabra estarA afuera del 

limite. Como se describió anteriormente, el truncamiento o 
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redondeo debe usarse para dar una aproximación de un B-bit para el 

número (8• + Bz)-bit. La diferencia entre el producto de prueba 

2 =X y la •proximación del 8-bit de representaCión [zJ~, 

e " [z]a' es modelada como una variable aleatoria 

uniformemente distribuida que es independiente del valer de z. La 

v•riancia de esta cuantización de ruido es cf1i2, en dende la 

cuantización del ta•aP'ío de paso es Q = 2-•+t. 

L• potencia de ruido de la salida es encontrado por. 

asumir que cada fuente de ruido es independiente de todos los 

otros ruidos, para que el total de la potencia es simplemente la 

suma individual de los ruidos de potencia. El ruido de potencia de 

salida que .resulta desde un rui~~ fuente ni.·.; ,es encor:-.tra.do, por. 

medio de calcular primeramery~e_ la ~u~c~~n. ~-'7 1 .tr~nsferencia desde 
la localizaci6n del i-ésimo ruido fuente, H.(z), y entonces 

•. -: ~ ·,',. ' - \. 

evaluar la potencia por media de la ·.,integración del ruido de 

potencia de densidad ·espectral . para -'d~~,t/~~:\~~_1Q'~~-~'te 
,. ~· ·-
.; ,.~·. ·:--· 

(5.236) 

La figura 5.44 ilustra como el· r-U1d·~~-.;~~n-t~~~Cori.tr:i,buye a la salida 

total del ruido. Los. b~.~qu~s._,e.~i--~~·~.~~d~~~:~~,~.~·:.~l~~.~,~:~.~e~-~~n~en a · la 
función de tran's~erenci·a. desde'._'ia · 1CC:al-iz-aCió~ :·d~l; i:::ésimo _ ruido 
fuente para la s~lid8 o,d~.l~ fiit;o·.~· ~,,-- ,., 

,~·· 

.¡,:~·~:>: ·;~:~-~:;~ ·;,~·'.~'.·;;: ,~: :+é 

"1 (n) ----+ .· .. J: H1' [.'. a.-

Figura 5.4.4. Contribuciones de Fuentes de Error. 
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yin) 

Figura 5. 45. Estructura transpuesta con ruido de cuanti2act6n. 

EJe111>lo 5.4. Cálculo del ruido de potencia de un bloque de segundo 

orden. La estructura transpuesta en la figura 5.37 es reproducida 

en la figura 5.45 con una adición de ruido de cuantizaci6n 

indicado por el s1mbolo de error de 

lugares en donde la seftal debe ser 

ruido •i. (n), en los tres 

cuantizada. La función de 

transferencia desde el pri.er ruido fuente et a la salida es 

Y(zl/E:,Czl = T,<zl 
-a a (5.237) 

La función de transferencia desde el segundo ruido fuente ez para 

la salida es 
-·.:..:.:.· 

· . ./ :. : ~·, •· "'.""l 

Y(z)/E'
2
.(a). =· T

2
(_2) 111 ··-'----·-=2

:..:'-----

1 __ ~_'!' )_~-~ z ~:-~·/,~ 
(5.238) 

finalmente, Ja función ·de 

fuente para- la salida es 

tercer ruido 

YCzl/E: (z) .. (5.239) 

Las tres funciOnes' de transferen~i8 -· ti~~~n la misma magnitud 

cuadrada, para el ~actDr .. de. oanancia· de· i:-Ui'do que. es.:· 

(5.240) 
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d•spués evaluando la integral en la ac. 5.240, se obtiene 

1 + a 
R m ~~~~~~~~z'--~~~~ 

11 - ªzlCll + ªzl z_ ª•"J 
(5.241) 

La grandeza del ruido de ganancia R ocurre cuando el filtro tiene 

un polo doble cerca de +1 (frecuencia caro) o -1 (una media de 

frecuencia .uastral) con a: 4aa. En aste caso 

R R 
1 + ªa 

(5.242) ....... 

Los ruidos de ganancia mAs peque~os ocurren cuando el filtro tiene 

polos mis cerca o al menos un cuarto de la frecuencia muestral con 

ª1. = o y 
1 .(5.243) 

el ruido de potencia total es 

P E R,Q
2
/12 = :S(Ra"/12) 

l=t 
(5.244) 

en donde Q • ~-•¡3. 

L1Mltas de Ciclos. 

En el. an.A.lisis de los; f~lt~os recursivos, se tiene 

asumido, que: el; filtro_ era un· sistema'.. line~t .-:, Po!'"q~e··~n ·e_l an.A.lisis 

de· cu.antiz.ación. de ·:ruido Se •ode"t"O ··el '.error Í:fe cuantización ·· como 

un •rr~r fuente .;adici~ado y 'Usa~d~ la··teorla det sist'ema·),' lineal 

para · proporcioriar· c.A.lculos de la ... potencia ·1~ de · ruido, · resultado 

de la cuanti2ac'i6r\. 
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Lo& filtra• diQitales no san •i•t•m•• lin•al•• porqu• 

del •obr•-fluJo y el f9"0..no de cuantizaci6n, el fen6 ... nc d• 

•obre-flujo es un tipo no lineal di•tinta.nente del cDl'lport•~i•nto. 

Los ~•todo• usados para ••nej•r el sobr•-flujo determin• el tipo 

•specifico de la no linealidad y la respuesta d•l filtra despu .. 

un sobr•-fluJo. Un filtro diQital que e• •stabl• acordado para un 

.ad•lo lineal debe c01tenzar a a.cilar cuando ocurre un 

sobr•-fluJo. Est• tipo d• oscilación •• lla .. d• c...., un limtt• ~ 

ctclo. En el siQuient• •J .. plo •• ilustrar• .. te tipo de 

oscilación. 

Eje..,10 S.5. Llmtt• d.- cLclo ~ dos compl•nwntos. En •ste •Jetnplo 

un filtro de .. gundo-ord.n e• .astrado par• exhibir un sabre-flujo 

de un 11•1te d• ciclo. La función d• transferencia del filtro •s 

HC•l • ~..,--'1'-~-~ 
•• - • + 1/2 

(5.245) 

La ••tructura •• ~oatrada en la figura 5.46. El bloque etiquetado 

con HL r•presenta la no lin••lidad que resulta desde das 

ca.pl .. entos arit..Wticos. 

IC(n)-r=---= T+Cnll ~1--"-'1"-C~n-) - y(n) ª l-1/2 

Figura 5.-68. Estructura Dtr•cta con Limit• "- ctcLo. 

La no lin•alidad caract•rl•tic• •s ilustrada en la fiQura 5.47. Si 

la función H L •r• una función lineal, •l sistetna serA estable, 

con polos de •,~- o.~ ! JO.S. Un an•lisis d• la variable de 

•stado del filtro, u•ando las ••lidas de los ele•entos de retrasa 

CCMMJ variables de ••tado, •• .uestran •n la figura ~.46. 
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Salida 

Figura 5. 4,7. Compt•men.to a- dos d. un sobr•-/.h.JJ'o_ no .l tneal. 

x.in + 1) x,¡<n>, 
x

2
(n + 1) := Nl.t;0,.:5x,(n),.+ .. x

2
(nll:. 

• ~;~ '-,,.;_,:,, [" • K ' 
- - :.\" ·.· 

Can un e&tado inicial de ''.(O). m.0.8,y x 2 (0)."=':<-.º·.ª• ·en 

5.246, se obtiene 

y para n ~ 1 

X (lf . . 
X (1) 

z ·- -

··-o~a, ... · . 
Nl.t".'1;2J .. = :+o.e,. 

" •. <.n> -~--:~c~J.·)':', ~~a,.-. 
:;cx.(n) a·-(..:1>'.'. o.e. 

(5.246) 

la ec. 

(5.247) 

'(5.248) 

Y asi, el sistatna oscila atras.>y._entre cüatrocdS .. los.dos.estadoB 

·+o.e; 
o;e; 

es dicha para que sea un· limite· de Ciclo. 
Un ~obre'.>f1t'Jo ·d~··_-limite~:d~:. ci~lo · no ocuF-riri·a 

(5.249) 

en la 

estructura de~ la f t'gu·,:.:.,é s:46;~~~:,_ ~i 7:. no c·i· hay-;, un "i sobre flujo 

activarse, y.-~Í..: eSta·d~':.·f~·f·c~~Í:-_ no se:.activaria e~. uno •. ·;~·No: 
para 

habr1a< 

un sobre-flujo si _el' a_rgumento de'~/'( L ·es meno"r .. que. 1 •. o-: En .. otras 

palabras 

(5.250) 
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desda que lx,.
2

1 S 1, •1 11•it• de ciclo no ocurriria s1 

(5.251) 

Li.ai~es de Ciclos de Escala-peq1»fta. 

El sobre-flujo d•l li•il• de ciclo li•n• una a•plitud de 

.. cala-llena y qu• pu.et• v•ncer cualquier co•ponant• de la ••ftal. 

Las condicione• para •liainar •ste tipo de li•ite de ciclo dependa 

de la estructura del filtro y en el ca~ino •n que •l sobr•-fujo •• 

•anipulado. Existen otros tipos d• 11Mit• de ciclo que ti•n•n una 

amplitud .uy pRquefta y d•p•nd• d•l tipo d• cuantización usado 

despu6s de una IM.lltiplicación v en la ••tructura del filtro. 

Un 11•1t• d• cicla d• escala-pequefto ocurr• ant•• de que 

la entrada d•l filtra ••a una constanle y los producto& •••n 

redondeados. El r•dandeo de &1 mi••o introduce una oscilación d• 

a•plitud ~u•ft• en •l filtro. Un c6lculo de la a•plitud del 

11•ite de ciclo tiene qua dar un bloque de segundo orden con un 

denotninador 

A(s) •ª + a• + a • • (5.252) 

para una longitud da palabra B-bit, cuando &e r•dondea es usada, 

la magnitud ••xima de un 11Mite de ciclo de escala-pequefta y es 

calculada para que sea 

n - 2-•·•11 o.5 11 
l l - la

1
1llNT 

(5.253) 

an donde x1NT es •l entero pequefto ••dio •enor que o igual que x. 
La ec. ~.253 i•plica que la amplitud del li•ite de ciclo de escala 

pequefta pueda ser r•ducid• por incre•entar la longitud de palabra 

(incre~entando a 8) y/a por reducir la ••Qnitud de a 1• R•ducienda 

el tamafta d• a
8 

corr•spondi•nte • .aver los palos desde •l circulo 

unitario. 
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5.7.3. EJEMPLO DE DISERO DE UN FILTRO IIR. 

En este ejemplo se da un disefto detallado de 5 pasos a 

seguir, con la i•ple~entaci6n de un filtro e11ptico de cuarto 

orden. Se utilizarA una estructura en cascada de dos bloques de 

segundo orden, y en cada bloque es implementado la estruct~ra 

transpuesta. Los polos son parejas con los cero cerrados, y en la 

sección con los polos m~s cercanos el circulo unitario es usado 

para la salida. El escala•iento para el filtro es realizado 

primero para la primera sección de segundo orden, y la respuesta 

impulso de este primer escalamiento es convocada con cada una 

de las respuestas impulso apropiadas de la segunda sección, y el 

escalamiento es hecho en la segunda sección. 

Paso 1. El primer paso en al d~sefto es decidir las 

especificaciones del filtro, las cuales serán para un 

filtro eliptico de cuarto orden. La especificaciones 

y la salida son dadas en el figura 5.217. 

a.> Paso-banda de corte deseado 0.25 

Banda-al. ta de corte deseado 0.30 

Paso-banda rú.xt'.ma d6 atenuact'.ón 0.5 dB 

Banda-al.ta mint'.ma de atenuact'.6n 32 dB 

b.> 
HCz>. = 0.147305( .•1 + 1.6217B4z-• + z-z ) 

· · 1- ·0;4030703z-• + 0.2332662z- 2 

. ·.:.-::·, 

(' . !>+.''O. 7158956z ".''. :+· :z-2 :·. ) 

1+ .o.0514214z'.·+:,o;7.972B61z~:z 
\-j-• 

c.> .. 
. Part•.-~~~~i~!~·~:~~~J1;¡~_i ~~':d ;~~·::_~~-.: -. 'Fcise 

-o.a1oe92oa+oo o.:;a:;19:;ae+oo:: o.1ooooooe+o1. ·::o.2s16471e+o1 
-O.B10B920e+oo" ·-0.5B5195Bw+OO" 0.1000000e+Ol ........ 0.2516471e+Ol 
-0.357947Be+oo o.9337416e+oo "0;1ooooooe+o1'"· o.1936B65e+Ol 
-0.357947Be+OO -0.9337416e+OO O~lOOOOOOe+Ol .... -0.1936B65e+Ol 
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c.:> 
Parte ReaL Pa.rt11 tma6inaria 

Po Los 
Ha¡fnL tud Fase 

0.2015399+00 
0.2015399+00 

-0.2570916-01 

0.4389205+00 
-0.4389205+00 

0.8925394+00 

0.4829798e+OO 
0.4B29798e+OO 
0.8929096e+OO 
O.B929096e+OO 

O .1140341e+01' 
-0.1140341&+01 

O .1599593e+01' 
-0.1599593e+01 -0.2:570916-01 . -o; 8925394+00 

Figura 5. 48 · i:¡e'm¡,to del ~isel'lo d"l fit tro eUpt ico 

cuarto orden. a:JEspeci/icaciones, b:> 
Tra~/erénC.i.a, e) PotOs y ceros . 

. 1 . : ·_. .. --~ - . . ' 

paso-b::i~·a de 
FUn"ció~ _; ~ 

Paso 2. El Siguien·t~: pias~-: e-~ -elegir· el · ·t1p·o · 'de -· eStf-Yct·Ura 
··," :, .. , • • . . . . ..• ,', ·,¡. .. -.'.- • 

par~ la __ ·i~p~~'"~"-~ª_c_i_6n ;~~.1 _.f~l~-~'?-~. ~~~ª.este C::_~so se 

·· · :~1::" 1 :I:~~~r~~fr:~é·Z·~~f :~~~0~~~~1~7~.~~i!::, m::r: ~j 7: 
• 1. • • > . :!.-.-}~_ .';,'.~ -- ·:¡".! ·~:..:.7..;;;. - '1'1 >-11: :r.w:>-.?"~ ¿, '"'~ «·' -~;: · ."_; . .- -,-.-...\:. .:_ ... · _.: 

primera sección: en .. la figura· 5._49, . y; l~s)pares -de·. los 
cer~-s :c~·¡..-~~-d~'~·;,' ~~;~¡1:~"51f~~{:~~6 l:~~~: ~\ó-;(._Ú~~·d.;·s':'-:i.:: 

' , ----~-' -<~:~:~:~:.,~\~;~-~~;/~~~¡:_:~:;,-.. ._~f.:_:~~-~1<.~-.~~~·:;:, ;::·~~~f~-~'.-~.;~_ ~.-(-{, , ... 
Paso :S. Para la;_ &ección_-,.~~;de 7 ~"". escala,~ se. debe·-_ calcular la 

~:s:~::::ªi:~~,;~~t~l~:::~~~~~,:,~~:~i}'}f ~t~~,~}s~,;~-:~s:~ 
· do~~~,ocl:lr~i.'.'".~_-'_-_el·;·_~--~-~-~~~·~1-~~-º~-·-.,:~ Y~';: estos:t·;· punto~ ·,son 

:::::t::7~ .. 1~~it~J.trJ~~J~d~~JJ ':::~::: 
respectivamente.·¡ E1·:;.val~r· mfl>eimo.~de, la resP;~esta. :de 

f re_cuenc1·a-~--.:_ S~_::·mu·~-s-t·r-a {e~ ;ia-_:··1 ig~~ra ~~~so/ Y ~-"eS- :'( 4. :se. 
La· respue~ta: ~m~-~-.(~~::i~~>:''.~·;: e~ ·1~ :'tr~~sfD~mád~ de 
Fourier, l·a'.> reSpuSsta< -d~:_- .)_.f~;;~u~~-¿i~· fft.-~- son 

mostradas. én' i_a :·f~gu_l'.'"_a_:·s~5~ ·:y·:5:.52, <:~e~P'e~ti~~mente,~ 
La re'spuesta~_1mpU-1so·-:.y·.::::~-y>1a·:~~s~~esta 'de fre~-uenci~ 
Htz son m~~~tr'.~d·a-~.<~ en·::-iaª: ;'_,:,·¡~~~~~- -5~ .53 -::y·· 5-~"5·4 / , ·y las 

en 

la Tabl:a s::s.:P~~~-~a-da una· 'de'. ias· tres· i~~~-~1iza~iO~es 
en la sección~-"1.i-..:_-
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1 
2.024854 
1.582892 
0.1656869 

-0.3024518 
-0.1605585 

5.835414E-03 

1.8 

1.5 

1.2 

0.9 

0.6 

o.:s 

o 

-0.3 
o 

. A(11l 
A!12l 
8(10) 
8(11) 
8(12) 

3.980495E-02 
1 • 468299E·-02 

-3.366872E-03 
-4.782131E-03 
-1.142158E-03 

6.551397E-04 
5.304941E-04 

10 20 

-o. 4030702997 . 
0.2332661953 
l;O /. 
l. 621783996 
:1.0. 

(al 

6.100444E-05 
-9.915724E-05 
-5.419761E-05 

1;284583E-06 

norma l• 5.30748 
norma l2 = 2.7843 

·:so .40 
(b) 

Tiempo 
50 

Figura S.49._ a) Cf?e/_ic_ie~~~-~ _~ª-··ta sección _1¡ b) Respuesta 

impulso para y,: de. ~a se~c:" ión 1. 
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" 4.0 

A 3.5 

G 3.0 

N 2.5 

2.0 

T 1.5 

u 1.0 
D 

o.5 

o 
o 

" 4.40 

A 4.35 

G 4.30 

"! 4.25 

4.20 

T 4.15 

u 4.10 

D 4.05 

4.00 
o 

Figura 5.50. 

'"'"~ .. 

. ~ 

\,. 
. .- · .. ~.· 
. ·~ ·.·. 

~/-"·_ 
0.1 0.2 0.4 0.5 

F,R E CU E 

Tiempo 
0.04 o.os 0.12 

F R E e u E N e I A. 

Rsspuesté::z. de frecuencia para l.a sal.ida de> l.a 
sección 1.-, 

Localización Norma l.1 Norma l.z "ª" IHC/l 1 

1· 
- 11 

12 

5.30748 
1.7715 
4.30748 

247 

2.7843 
0.9774 
2.5905 

4.38 
1.28 
3.67 



La figura 5.55 MUestra la escala de coeficientes para 
la sección 1, la cuai as obtenida por dividir el 
nu•eradar de coeficiente original por la norma tt de 
la respuesta i•pulso y,, y la nar .. a grande lt. Esta 

•sc•la es ••trat6g1ca•ente la •~s conservativa. 

La función de Transf•rencia para y
0

: 

y ~10 + ~11 :a-• 
Hu (z) = --JcL = --------,:-----=--

1 + ª•uª-1 + ªuzª -z 

o.e 

' O.b 

o.4 

0.2 

A<lU> = -0.4030702997 
A<au> a 0.2332661953 
Bcuo> = o. 7667~805 
e ..... a -o. 781377681 
Bcum = o.,o 

(a) 

' 

o r -0;2 

-0.4 

o 

0.7b6733B 
-0.4723301 
-0.31>92353 
-3.Bb4915E-02 

7 • .05517BE-02 
3.7452B7E-02 

-1.3b120bE-03 
-9.2B515E-03 

10 20 

-3.425045E-03 
7.B5377bE-04 
1.11551E-03 
2.6b426BE-04 

-1.52B219E-04 
-1.2374b4E-04 
-1.423029E-05 

2.313003E-05 

30 
(b) 

1.264247E-05 
-2.99b49E-07 

40 

Norma !t = 1.7715 

Norma tz = 0.9774 

Tiempo 
50 

Figura 5.51.a.) Función da transferencia yu··secci6n 1; b) Respuesta 
impulso 

240 



1.2 

1.0 

o.e 

0.6 

0.4 

0.2 

o 

1.30 

1.25 

1.20 

1.15 

1.10 

0.95 

0.90 

/////// 

. ,-(//////////////// 

0.5 

!iempo 
0.5 . 

FiguJ..a 5.·~~~ Rsspu11sta."de·.~;~~·~.~~>¿·~;'.~a )'~ten tcl S'1cci.6n.1. 

Seccia, 1 Función de TransJ;r~~cl: para y
1

/ 

Auzu ss 
Au.zz> = 
Bctzo> ª 

y . b : . + b ' ~:~ 
tz .. 120 ·.azt 

Haz e -.~,,-a: ·//1::;+ a~~~~.-•+ .~nzª .. z 

-0.4030702997 -B11zi>· ,;_·O. 766733805 
o.2332661953 e ..... =.o.o 
2.024854296 

(a) 
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2.024954 
1.582992 
0.1656969 

-0.3024519 
-0.1605595 

1.9 

1.5 

1.2 

0.9 

0.6 

0.3 

o 

-0.3 
o 

5.935414E-03 
3.9fl0495E-02 
1.469299E-02 

-3.366972E-03 
-4.792131E-03 

10 20 

-1.142159E-03 
6.551397E-04 
5.304941E-04 
6.100444E-05 

-9.915724E-05 

30 
(b) 

. . 

-5.419761E05 
1.316025E-06 
1.294593E-06 

Norma t1 = 4.30748 
Norma ta = 2.59849 

Figura 5.53. a.>Funct6n de'TT~·:s-;ere~~·{a para .,r 

11 3.5 
A 
G 3.0 
N 
1 2.5 
T 
u 2.0 
D 

1.5 

1.0 

o 
o 0.1 0.2 0.3 . 0.4 0.5 

F r e e u e n e i a.· 
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" 3.70 

A 3.65 

G 3.60 

N 3.55 

3.50 

T 3.45 

u 3.40 ___ ,,,, 
D 3.35 

3.30 
o 

,, ,,,, 

0.05 0.10 0.15 
Free u··e·n e ~ a. 

(Escala Expandida) 

,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, .,, 
Tie.,po 

0.20 

Figura 5.54. !z:.~c~~nc.~a ~? ta' _Lo_cal.i.zact~n'··yu ;. en 

.~\ "i i 

Ht(z) 

.b· ·:.:~~·'b~::_:. a:_-~--~;.;.·~-~'·' F·~~z: 
-10 .. ,_ ,.,z ' 

l:J·~<~-,~~-~' -~ ·ªi.Z:~-.:;z 
Escala de Coeficientes cuantizadas·- 1 ,·' 

(coeficiente crig.Í.:,°;"1 b di vid.id·~: entr,; 5.30748) · 

O.Cima l. Hex 

ªu - .:.o.4030703 CC68 

a 
IZ 

_ 0.2332662 1DDC 

b'º 
0.1884133 181E 

b 
.. U 

0.3055656 2710 

b . 
lZ 

0.1884133 181E 

Figura 5;55. Escala de co•/i.cient11s cuant tzados para La s9cct6n 1. 
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Paso 4. Para la escala de la sección 2, se calcula la 

respuesta i•pulso y la respuesta de frecuencia desde 

la segunda entrada cada uno de los tres 

puntos donde el sobre-flujo pudiera ocurrir; esos 

puntos son etiquetados colftD Y
21

,Y
22 

Y 

figura. Porque se debe ser de int•r•& en 
Y, 
la 

en la 

escala 

acordada para la entrada x, del filtro, y no la 

entrada de la segunda sección, esas tres respuestas 

impulso son convocadas con la respuesta impulso de la 

escala de la sección 1. En este camino la respuesta 

i•pulso es calculada deGde el filtro de entrada x 

para las tres localizaciones en la s•Quda sección, 

yza, yzz, y yz. 

A(21) 0.05142140351>_ 

A(22l = O. 7972860789, 

B(20) 

8(21) 

8(22) 

1.0 

0.7158955928 

1.0 

Figura 5.56. Coeficientes para la sección 2. 

P~ra la "resPuest·a ~impulSo de la· . salida de la 

·s·écC:ión';•· yz-~.:·1a norma ti es-~2~8-5527~ 'i..ás otras dos 

resp~es't~s··. ~-~lpú'11~~ • 'ti~n,·en normas pequei"ías, como se 

muestran en 'la t·abl'a 5.4. 
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Localización 

2 
21 
22 

2.85527 
1.36112 
1.86357 

Tabla 5.,. Hor~ para la ••cata cJ. la ••cción 2. 

Escala d• C09fici•nt•s cuantizado• 1 

(coeficient• original b dividida entra 2.855274) 

D9c(111<1l H•x ... 0.0514214 0695 ... 0.7972861 660D 

b'º 0.35022908 1AOO 
'\ b., 0.25072745 129D 

b,. 0.35022908 1AOO 

Figt.D"a 5.57. Escala d• ~o./ici•nt•s cuantieado• para ta s•cciOn 2. 

•" e",-. 

La fi;ura 5~57 muestra la e&cala de coeficientes 

cua~_~izad_os':,p~r~ lil s~cci6n 2, la cual es obtenida 

~ar· ,~iV:idir., •l. numerador original de coeficiente& por 

la' _nor•a_ l&. da la ~•9pu1u1t:a impulso yz, esta escala 

e5trat4tgica es •is conservativa. 
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Paso 5. La escala de los coeficientes calculados en los pasos 

3 y ·4 son usados en un progr•ma de lenguaje 

ensamblador para la implementación en cascada de dos 

se-cciones de estructura transpuesta de segundo orden. 

5.7.4.- COMPARACION ElfTRE EL FILTRO FIR Y EL FILTRO IIR. 

Filtro Digital FIR. 

Un filtro digital FIR tiene una respuesta de pulso 

unitario de duración finita. Y su función de transferencia es un 

polinOmio de 2-• 

• • • + h 2-<N -t> 
N-t 

(5.254) 

Un filtro de lo':'gitud. N ~iene una función de transferencia que 

tiene-N ~~i. :~-~f-_o~ .. _en. el·_._-plano ~y tiene un pol_o de orden!" - 1 en 
el.~ origen ~~¡-·-.. ~Í~~~ ~. -= - • -

--·:·,· 

Un filtro FIR es:·11amado- como un 

porque éste· tiene- c~~oS ~-p_er~. no -~-~o"i"o~t' de -. otro 

origerÍ. 

(5.255) 

CCero total-?, 

lugar que en el 

-· "'« ._'·.,._.",''',·.·'.. 
-Un'..fitt;::o FÍR':~~U~di;·• t&n&r.··:uña 18se lineal. Es decir el 

Esta 
.. •;· 

grupo ·de' '~~t;,:-~~~g··<:·d~l\·/t·fii't~-~ '-<~;;~d~- ser una constante • 

pr~piedad-.d~. fase",;,.1fn·~a-1:·"·~es'.:Sl't~ desde la 'simetria de la respuesta 

pulsa...'.uni:t~r:-~~ de].'· ·:, Ai"t~~- P~ro· ~n filtro I IR tiene una respuesta 

de pulso-unitario in.finit'o'.y·que no· puede ser simétrica si esta es 

causal ( es decir.igual ~cero paran< 0). Por tal motivo, un 
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filtro IIR no pu•de tttn•r un• fase lin•al. Es túas, un filtro IIR 

no puede ••r dis•ftado con una buena aproMi•ación de fase lin•al, • 

.. no& que •obre un 11•it• d• banda de frecuencias. El reatraso de 

un filtro FlR cau~al d• f•••-lineal d• longitud H •s (H - 1)/2. El 
requeri•iento del filtro de longitud H se incre.enta cuando la 

buena transición entre la frecuencia de bandas son especificadas, 

y/o una atenuación grande son requeridas en un banda alta. 

El problema d• aproxi•aci6n par• el filtro FIR y IIR es 

resuelto en uno d• dos caminos. Cualquiera de los dos en una forma 

cerrada, la expresión anal1tica es 

transfor•aci6n sutible, o con 

optimización para resolver los 

usada, posiblemente con 

un procedimiento num6rico 

coeficientes del filtro. 

una 
de 

Un.a 

fa•ilia de dis•fto de fOr•ulas analiticas para filtros FIR dan una 
6pti~a aproxi•ación de error LS para un filtro ideal paso-baja o 

una función tirgono .. trica de transición de región. Una segunda 

familia es basada en el disefta de ventanas para un •rror LS de 

aproxi•aciOn en orden para reducir el •rror de Chttbyshev a la 

espectativa d•l error cuadr•tico. 
La realización o i~plementación de un filtro FIR con 

puntos-fijos aritm•ticos, son •ucho _.s f~ciles y .. nos 

problemosas que la i~plementaci6n de un filtro JIR. En la 

implementación no recursiva del filtro FIR en donde la& salidas 

son calculadas como una carga d• co•binaci6n lineal de l•• 

entradas pres~ntes y pasadas Gen un ca•ino •stabl•. 

Filtro Digital IIR. 

Un filtro IIR tien• una r•spuesta de pulso-unitario de 

duración infinita. La función de transferencia de un filtro 1,1~, 

•• una función racional de .-• 1 

Hlzl • 
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Esta función es ta.1bi6n escrita como una función,racicnal de z 

ff(z) 
N-11 z :.15.257> 

a diferencia de los filtros analógico~, ,en!·~·do~d~·:· e1·-:: Ó;~en: dE!l 

nu1nerador debe ser menor que ~:_';-:{~-~~~alf; q~~ .: .. ~,~~~:",:et orden del 

denominador, un filtro di~it~t·~·pUede:_'teii~r,\i/~riu:¡d~S·:q~e ·'..·i:9U~1 o 

;;;~;;~~~~~~~~if 1~~i~~~~i{~~~~ 
dc1 :º:et:.,::( :c. "u.,r;~o· "f.,t11

1b.; ~nE~~l=~c~~e1r1 o;f éy

005 
0.,t:l;~p=o· .lqo~.=d. ~ .. ~.= .. [ifp;~a. 0c:::i··~o~:~É1%7tJ~}ifüio~~=~=~ , 

• _ _ _ :;:-~·r;:J:id~;stprodice,~<- ei 
cambie. el~g'id~:- en·. l;.,: ;agni tud · c-~-ra·~t~',:i'~'ti~~ -;;;~{.~~'.ffii"t~~~\:~."'t~-~bié·;, 

::~:u~;:ct:n~;::i:.,~::~:: :.~.·· ~:l:~t~ ... i::.;:1iI:·•.~~;:.i,~~1·~t .. k~~e::::~~= 
para ·un filtro IlR .. p~r t.~~':='~_ pre~~~ame~~e~~n __ ·f:-g_rupo·:<3_c;~nsta~t:e· _de 
re~ras~ ·Par:~::tOd;~,~ .1-aS -f~e~U·~-n~,i~s~ ·Le'.. ~~~~-~~-nin:.;-~--,,d.;;1' ~i1~ro IIR 

paso-baJ~- ·~º;¡--:.un¡¡, buena· t,;<~nSiCiOrl' .;;~t~~1 :>:-;t.:~ ·p¡;5ci:;.;bilÍÍda '·Y el 

banda-al ta·,· ti Picaine...;te _tienen un : ~eq.4·~-~ci::.i::.·gr_~P~_,;;;~:;~~·_,/·.~~t~az~.- de 
frecue;.,c:ia.-~-~ro _qUe se incrementa rApida~~~~-e-\"5~-.;;tia;'. ... "'~;f~.:~~Ue~~ias. 

cercanas ª~a b:::: .. ::n~=c~=~d:: un filtro ÚR 2.;f~~~J< r.;;allzactón 
;·;. .. 

recursiva en un punto fijo aritmético es .muchD_·'m~.~::,·d_l:fic;il que el 

directo,. de la implementación de un filtro· FU~ :n~.\~~c;~·-~5:~~º· 
Un filtro llR tiene una ventaja sob~e un· FlR~ · en que 

generalmente tiene menos coeficientes que urÍ .~IR con:· .. '":'~ª~ magnitud 

caract:eristica similar, asi la memoria es menos. requerida .. para 

almacenar los coeficientes. Una memoria más BiC;J-rlifié:csln-ti!" resulta 

256 



cuando ocurre porque sólo un itenor de · las •ntradas recientes 

necesita ser almacenada, encontraste para el caso del FJR en donde 

N entradas de valores necesitan ser almacendas par~ una longitud N 
del filtro. 



5, 7, 5. PROCESAMIENTO EN TIEMPO REAL CDSP DIGITAL SIGNAL PROCESSING> 

Ahora, se verAn las estructuras y 

programación de los diferentes tipos de circuitos 

procesan seftales digitales, mejor conocidos como 

signal processor). 

métodos de 
integrados que DSP (digital 

Existen dos clases distintas de DSP : Los DSP de punto 

fijo y los de punto flotante. Dentro de la primera categoria se 

tratara primero con un DSP de la manufactura de Texas lnstruments con el chip TMS320C25 y con el chip DSP5b001 de Motorola. 
Los de la segunda categoria~serAn el chip DSP96002 de 

Motarola y el chip TMS320C30 de Texas Instruments. 

DSP TMS320C25 DE PUNTO FIJO. 

El chip TMS320C25 es· cmejorado· p·l~c:: po~:.:c: pin' y con· un 
código-objeta ascendente; Cofnpa .. ti bl,·~·.:·. ~~;; :'.~ ~·-~-.~·.i~~·~:~·~n.·~~~··.~~·.t.~g~~ 'de 1 

chip TMS32020. Sus manufacturas ~~.~re~~~i~~,~~~;~5-~~ ~ l,~~'. ~i~ui;,ntes: 
..:::.:.:-::,,..,:~:L;.~:.c.Ls:·.:.., :~;;.":: ·· __ . .: -,·-·, ~ 

~ :::::~:=::~==~=s~=~s :::~::~:i;!ij:bt~4:E:~~~i~:1_iLEria para 
programas de 64k pali'.'b~a~:'- -~·~,,.,.;-;._'.:.;,,.');.:·:,-·:· ,·-¡~i;r ~ .. ~::.~>:·."L·-1 •. 1~> 

Chip activo de tipo RAM de p_~_Og~1~ñl~J~~~~~/~.~J~;~~~~~--.~l~: bits.',. 
4K de palabras de tipa· ROM ··~r;·~a~~~r;d~~} .:- ',.-._.-,."<·-·,--~- ·'-:;-·.·· 

Operaciones de ciclo simple,,.:·d-e'. 'n;~l t'lP1i~,::r~~~t-~~:~-~~~-~CUn\u'1acióñ. 
32-bi ts de ALU con di.S:t1ntoS_·:-~~~~i~~-Ld'.~~'.~P~·f;;¡,;~i.~ <"l· !-; ·':·. · 
Cinco registros de dirección~-, cari ·. unidád _'. aritmé't:.ica ~dedicada. 
Ocho registros· auxil iar~~.:;co~' uri'i_d~d';.~;i t~·~~~~)~~c;¡,¡;cf¡h-~~-~-.-·>-
Ocho niveles de pila de hardware.:,' '~-,~~:.-:::.:~- .. ::·~. 

- Bi t-reser-vado de m~d_o· de._ d,i~~-C~~¡~·~-~~:~~N~~~ -'p~:~~~.~Ft~~,d~· _rad.i;¡..'.:2. 

= ~:::::~: ::n::::~s~:~ M::~:=~~i::s~~~::!~;~~fa~,h·~Et~;: 
- Acumulador de bit. de acarreo·--Y, ~ultiPli·c~c:;~o~.e~~~sin-.:, signo:,:· para 

calculas ar-i tméticos compleJ,~s~ ·. ,,x, .'/, 

- Chip activo de har-d ... are de regi'~trcls·~ dé~·_tie.ftPo'iPér:iÓdo. 
~ ·- ·' - - -

- Est.Atica completa de doble bUffer---de s/16- ~its:·de ~Puerto serial. 
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- "ultiprocesador de interface con reloj de sincronización. 

- Interface paralela de lb bits para datos, programas y acceso de 

entrada/salida con capacidad de espera de estado. 

- Interface de transmisión Tl/G.711. 

- Concurrente DMA usando una operación extendida de retensión. 

Paquete PLCC de bB pines. 

- Polarización a 5 volts positivos. 

INSTRUCCIONES DE REFERENCIA DEL ACut!ULADOR DE "E"ORIA (T"S320C25) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 7.3·· 

ABS Acufftulador de valor absoluto 

ADDC Agregar al acu•ulador con acarreo 

ADDK Agregar al acumulador inmediato corto ''\: \o"'/:'/ . 
ADDT Agregar al acu•ulador con cambio esp~c-~~ ~~~'~ .. ~~.~~ .'··~.~/· ~:: registro T 

AND Instruccion logica AND con acu1nulador _/ :;':/ ... ·.::··,.:,: . 
C"PL Acumulador co1nplemento '" •{L,, -~;,·;;.!'.> 

LACK Acumulador de carga inmediata corta ... ,,_. ,· -:. 

LALK. Acumulador de carga inmediata de longi_tud ;_c~n. cambio 

NOR" Normalizador de contenido de acumulador. •;,,: -fiH•.' 

ORK Jnstruccion logica OR inmediata con acumulador y .;_-· 

cambio .. 
ROR AcumuladQr rodante derecho . 
SACL Almacenador de acumulador bajo con cambio 

SFL Cambio de acumulador izquierdo 

SUB Subtraer desde el acumulador con cambio 

SUBC Subtracion conllicional (usando una rutina de di vi--
sien) 

SUBK Subtraer desde el acumulador corto inmediato 

SUBT Sub traer desde el acumulador con cambio especiflco 
para el registro T 

XORK lnstruccion logica OR exclusiva inmediata con acumu-
lador y cambio 

ZALH Acumulador cero baJO y carga de acumulador alto 
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INSTRUCCIONES DE REFERENCIA DEL ACUl'IULADOR DE HEHORIA (THS320C25) 

INSTRUCCION 

ZALS 

ADD 

ADDH 

ADDS 

ADLK 

ANDK 

LAC 

LACT 

NEO 

OR 

ROL 

DESCRIPCICIN TABLA 7.3 

Acumulador cero y acumulador de carga baja con·ew--­
tension de signo suprimido 

Agregar al acu.ulador con cambio 

Agregar al acumulador alto 

Agregar al acu•ulador bajo can extension de signo 
suprimido 

Agregar al acumulador grande inmediato can _ca~bio , 

Instruccion log1ca ANO .inmediata con acumulador. y . 
cambio -.. 

Cargar al acumulador con cambio 

Cargar al acumulador con cambio especifico para el 
registro T 
Acumulador negativo 

Instruccion logica OR con acumulador 

Acumulador rodante izquierdo 

~,', ' ,, 

SAC Almacenamiento de acumulador alto con,cambiO.'./);'.":/·· .. ~:~.-_. 

SBLK 

SFR 

SUBB 

SUBH 

SIJBS 

XOR 

ZAC 

ZALR 

Subtraccion desde el acumulador grande·-.inmediato· con 
cambio - --· . ,_ · :._:~'f.··,·,_._:d,;,.;·-:·~:H~ 

Cambio al acumulador derecho 

Subtraccion desde el acumulador al tO .:: ~ .. -f.<' -~~'._::::: t?<:: · :':-: 
Subtraccion desde ol acumulador baJo.con·e~tension 
de signo suprimido "-- ,,~;:::. ••·, ;,: ·<' 

Acumulador cero 

Acumulador menor cero y carga al acumulaaor_·alto con 
redondeo 

'' . 

Arquitectura del THS320C2S.- Un diagrama·a bloques · del"":,Tt1S320C25 

se muestra en la figura 5.58. La arqJit-~ctü'r-l'd~~e~~~:-:>~hi:p''. "-estA. 

basada en el uso de memorias (datos e· instrucciones,,. de·~-~ m~.~~r:i'a); 
y cada una da estas memorias contiene· u.~ _c::h,·1.P .~-~~iv.o v _uno no 

activo. El chip activo_corre~~~nde-a_una memoria RAM de 25óK de 
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16-bits (blcque BO). Hay ctras dos memorias, v estas sen, el 

bloque 81 de 256 palabras y el bloque 82 de 32 palabras. Estas dos 

RAM san siempr• usadas para datos de .e11taria. La razón para 

asignar dos RAMs m•s es pcrqu• éstas ne tienen continuidad en la 

dirección. EL chip ne activo corresponde a un me~oria ROf't de 12BK 

palabras de direccionamiento. 

Hay das buses de 16-bit de tamano adentro del chip 

llamados como Bus de Datos v Bus de ProQara••· El Bus de programa 

ll•va las instrucciones de código e inllt9diata~ent• opera desde el 

programa de mefftDria. El Bu& de datos estA interconectado con 

varias el ... ntos, as1 COMO can la unidad central arit•ética 16Qica 

(CALU) y •1 archivo auKiliar de registro para los datos de la RAt1. 

Conjt.tnto dtl lnstrucc(on•s dtll THS320C25.- De la tabl• 5.5 •1 5.10 

se especifican tudas las instrucciones basicas del chip~ estas 

incluyen desde el ~ovimiento de datos, programas, ~ubrutinas, 

control de flujo e instrucciones de entrada/salida. 

INSTRUCCIONES DE PUNTERO DE PAGINA DE DATOS V REGISTROS AUXILIARES 
(Tl1S320C251 

INSTRUCCION DESCRIPCIDN TABLA 7.4 

ADRK Agregarse a resgistro auxiliar corto de inmediato 

LAR Cargar a registro auxiliar 

LARP Cargar a registre auxiliar puntero 

LDPK Carga de dato de progran1a memoria de puntero 1nme--
di ato 

l1AR 11odific;a r•gistro auxiliar 

·seRK Su atraer el registro Auxiliar cor tu inmediato al. va-
lar --· 

ctlPR Cotnpil.r•r registro auxiliar con regia~ro au~iliar ARO 

LARK Carga de r•Qistro auxiliar corto inr11ediato :, . 
LDP Cargil de datos de memoria a pagina puntero 

LRLK Carga d• registro auxiliar· grande inrnedia.to _-

SAR Al~acenar registro auxiliar 
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REGISTROS T,P E INSTRUCCIONES DE "ULTIPLtCACION (T"S320C25) 

INSTRUCCION DESCRIPCION ··TABLA 7.5 

Cargar el registro T 

, LTD .. - 1 ~.~~~:~rª~a~~gistro, T '·· acum~lad_~':" .. Pr:';~.:-'i.o,:._~¡~~-~.-pr:-.c:>~ucto 

LTS ,,.,. Carga~, el registr~' T,,y· .s.~.btr_·aer.>:p:ev~a~·e:.~.'.;:'prOd~cti::>· · 

SPH Colocar el· registro P a salida: e~' modo::de';.cambio 

-.SClRS 

LPH 

LTA 

LTP 

MAC 

11PY 

MPYK 

11PYU 

SPAC 

SPL 

SClRA 

Elevar al cuadrado y sub traer previo p·~_ad Uc ~o:~-:~ · 

Cargar el registro p a alta './·' ... ;:·: ',:·· 

Cargar el registro T y acumular previo prduC:tO 

Cargar el registro T y almacenar el reg~stro p en el 
acumulador 

Multiplicar y acumular 

Multiplicar ( con registro 1, almacenar producto en 
el registro P) 

Multiplicar inmediatamente el operando 

Multiplicar sin signo 

Subt~aer el registro P desde el acumulador 

Almacenar el registro P a baja 

Elevar al cuadrado y acumular 

RAMA V LLAMADAS DE INSTRUCCION (TMS320C25) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 7.b 

B Dividir incondicionalmente 

BANZ Dividir en registro auxiliar no igual a cero 
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RA11A Y LL-DAS DE INSTRUCCION (T"5320C251 

INSTRUCCION 

BBZ 

BGEZ 

BIOZ 

BLZ 

BNV 

BV 

CALA 

RET 

BACC 

BBNZ.: 

BC 

BGZ 

INSTRUCCION 

BIT .. 

CNFO 

OINT 

IOLE 

LSTl ; 

DESCRIPCllJN 

Dividir si el estado de control/prueba de-bit(TC)=O 

Divi.dir si el acuMU ador es mayor que o igua 
cero 

Dividir en entrada/salida el estado igual .a 

Dividir •i •l •cunaulador •s menor que cero 

Dividir si no My overflow 

Dividir 90 ov•rflDM 

Ll .. ar a subr-~tina indirecta 

~·g~esar desde subrutina 

~iv.idir a la direccion especificada 

Div dir si 
no es·.cero 

DiVidir •l accarrltD si as verdadero 

DESCRIPCION 
;:_ •• ". ~" 1 ·-

.. :TABLA 7.7 :; . 

f'.'robar el bit de aspecificacion 
. . . : 

del dato --de,-.~emoriá -. ; 

Configurar el bloque como el dato de memoria_ 

Desactivar interrupcion -'·:; .~: 

Jnactivar hasta; que .... interrumpa 
..·; 

Caro ar el estado del rRgistro STl 
., ... 

; 
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INSTRUCCIONES. DE·: CONTROL (Tl'IS320C25l 

INSTRUCCION .DESC:RIPC:ION .. TABLA 7.7 

POP. .·_. Colocar: en lo alta-de la pila el acumulador. bajo ,.. 

PSHD ~mPUJar;· el. vAlor..del dato de me11toria~'a la.'pii"a' 

RC J~iciar.bit.de acarreo 

ROVl'I,'': 

RPTK·:,:_ 

RTC 

SHl'I .. 

SST 

SSXl'I Ponerse en modo de extension de signo ' ~ .,'.\::··;' · 

BITT Prueba del bit especifico para el registor:· T . .'::.:. 

CNFP Configurar el bloque del programa en lci memar·i.a ;'..~> 

EINT Activar la interrupcion 

LST Cargar el estado del registro STO - -· 

NOP No operac ion 

POPO Colocar en lo alto de la pila el dato de la-_1111emaria-

PUSH Empujar el acumulador bajo dentro de la pila'·<~ 

RHl'I Inicial moda de retension 

RPT 

RSXl'I Iniciar modo de extension de signo 
.. 

se Poner bit de acarreo 

SOVl'I Ponerse en modo overflow (saturado) : :: ·:¡ 

SST1 Almacenar el estado del registro STl 

STC Poner tes/control de bandera 
"-. 
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1/0 (ENTRADA/SALIDA) E INSTRUCCIONES DE 
(Tt1S320C25 l. 

DESCRIPCION 

BLKD Mover bloque de datos· hacia la· 

·Dt10Y "ºver· datos en·· la memoria 

IN··.: Entrada-de datos desde el' 

RXF;.·•··· 

BLKP" ···· 

FORT' For:~ato· de registros:.d.e 

OUT. Salida de dato 

RTX11 Iniciar puerto 

SFSl1 POner puerto serial en 

SXF· · Poner bandera eKterna 

TBLW Escribir tabla 

DSP DSP5600/1 DE PUNTO F:IJO. ' . . 

DATOS DE MEMORIA 

El DSP5b000/1 es un· c:tiip de .. punto fijo. de 24.,-tiits, 

fabri.cádo ·con .t~cnolog1a· HCMOS. El ctíi.p. ti.en~·::.u~a '~º~ríu.faC:t~ra·'·"de 
5.12 'Pa:i~·br~S; d·~-~-·l l~·n~·~r:1s·~.i~o~ '.chip:' a¿t·1~~;: ·p·~,~g·_~·a~a:~-~AM:"~·.· ci'Q~·~. ROMs 

de dat~s - pr.Bpr~gramados, :y·; un. r:hip de· boDt~~·tr¡a·p·;:.:; qu.·e, :. Per.m'{te la 

car~a ·-~~nv~:~.ie;.¡ te.· d~-- _Úsa·r~- un ~rogr:-amá·: d;~-t~~ ·del.:: ·~r~~~-~~¡.;a. RAM~-:'. 
. Él cor~·z.Ón del; ~roces~d-or.: con~·ist.;;::::de}i:r~"-5;.~:/~~i.dad~~·-:: de 

eJecuci6ri "de 0Pércl~i60 e~ :pa.ra1e·1~-~ ~:':.'ia'.'~~iid~~· .~:t~·~1:·~1,~t1~-a·-·· ·:·l'Ó9ica' 

de _datos (ALU)·,· 1a:unÍdad de gen~~~c-i.6;.·:;de di~e~-~i~~a~1~0to (A.~U), 
y e.1 co.nt~olador ·de. prog~am~.· ~.EL~DS~_Sb00~/1-._t-ie~e·Uri' "'~h1P activo 
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para periféricos, un programa de me11noria, memoria de ~atas,. V 

puerto de eKpansiOn de memoria. 

La manufactura del DSP56000/1 de Hctorola : 

75 ar 100 rís de instrucción por cicla 

un 

~Ui tipl~cación/Su•a de 24 K 24 bita en 'una in.strucciOn por ciclo 

Dos acumuladores d• 56-bits 

544 palabra de ROM y 1024 palabras de RAf't en chip activo. 

Conjunto completa de operaciones ALU 

Tres ti.pos de puertas de entrada/tialida 

'· ... ,, 
ArquHeétuta det DSP56000/1.- La arquitectura _del DSP56000/1_ 

tendri.l· qÚe ·sor desigiiada para ··maMimazar a través·.' de· datos. 

in1:~nsi~os a:n- la apl.icaciO~-.;.del- DSP. El obJet"iv~·~ tiene ·,:,,:esUltado 

para- un~ natura.~'' dua~idad ,· la .. arquitectura exp.~nd~'bi-~'. ... ;··: c6·;, un.·•. 

sofisticado chip,_, aC-t.iVc{ de~. peri fé~.i~os -y '~rl- · p~opÓS'i t·~::/ ~~~~~·~:l de 
.·- -·- ''-:'.---:''.'"·'~·-,"···. :--.>'.,-'.;, :·.,.·.,· .. ~· ,', .. -.-·· ... ·.-;·,--',··.-,_·.:-·•·.:.,~)·:,,,-.1,<;-·_·<~~ 

en trada~_sa l ida.·.:.:. La t-.ªl'.:'qui ~ec tura · es· dob 1 emen te - H~.~.var:-d.:: por~~~.; _de~,~e 

=~=~~~ib~:º,~F::~,·\~·:;1,;¡z;·t ~~:~ª.\~i::~:~~:::::~~~,:;~,:r1J¡f:~ª~~: ': 
di rece icma_mi~-~ t~ :, ( ~G.Us ; , ,: y -~.n il ·. ~n ¡-dad .·.:ª·~ ~ ~~~·t:~:~:~\~ i_ ~g J._~~~ '::.i~~; d~ . ·~:·~a tos 

g::~:fü~~::~~~~~~?§'.1*1É~iW~~1~~l~B~~ .• 
ordenar datos y coeficientes v en procesas·~ ,8ritmétic0s- Campeljos 

para separar la parte real· d·e )a ¡~~gih~·~J:~.:.-~:~~ <rl~"~~~-~.-. ·/2;·:~~.:~~-. '~e· 
muestra un diagrama a bloques del DSP56000/1 :-¡.~¡,, ,,_.". :\;/._ :; :.:·.: · ·· 

El OSP56000/1 e~ -organlz~do:~~1;-;d~d~-~:. d9 -1·o·s ·;~~:re9-istros 
'. ' ·,.._.~ ' r',-·,, O, • , ·-. ·, J:;· .. • ·, -- · ·,", .- '• - ~ , ", ~· :. ,., ,_ ,- : , ' • '' , 

de un procesador central :_c".l~_".'ue~~to :..de ,:_tres:u~~idades -~!1d.e~~ndien~es 
de ejecución. El bus· mu'eve'._<i:fatos;·':e in.Stru·~~·ióñ~S '.-~·ie~t-ras las 

instrucciones son ejecutadas :a. través, ·de, Í~ .Un,id~d de eJ.el:UC:ión. 

El movimiento de datos en' el :;chip ocurre .':sobre ·:;·Cua_i.r-o ·:·buses 

bidireccionales de 24-bits; el bus 'del ,'date:> X CXDB), el bus del 
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dato V (YDB), ,el bus del dato de programa (PDB), y el bus de dato 

global (GDIÚ •. El bus de 10s datos X e V deben ser tratados por 

ciertas ingtrucciones como un bus de datos de 40-bits. 

La ALU realiza todas las operaciones aritméticas y 

lógicas de los datos que le llegan a esta unidad. Esto consiste de 

cuatro regiStros de entrada de 24-bits, dos acumuladores de 

regiStro de'4B-bits, dos acumuladores de extensión de registro de 

8-bits, un acumulador de cambio, dos circuitos de bus de datos de 

cambio de,limitador y uno en paralelo. 

Con)'unto de Instruccioñ.es det DSP56000/1 .. - De la tabla 5.11 a 1ii 

5.16 se especifican todas las instrucciones básicas del chip. 

Adem~s fueron divididas en ~eis grupos : el aritmético, lógico, el 

bit·de"~arl.i.pula~i6n, el·~:icio>(toop), el de movimiento (move), y 
el' del p~~g~ama de con-t~ó-1. '· 

INSTRUCCIONES ARITHETICAS (DSP56000). 

INSTRUCCIDN DESCRIPCIDN TABLA 5.11 

ABS o Almacenar el valor absoluto de la destinacion 
(par al lel move) del operando D en el acumulador de destino 
ADC s,o Agregar el origen del operando s y el bit de 
(parallel move) acarrero c de la condicion del codigo de regis 

tro al destino del operando D y almacenar el 
resultado en el acumulador destino. 

ADD S,D Agregar C!l operando s al operando de destina-·-
(parallel move) e ion D y almacenar el resulta do en el accumul. 

""i\lml. S,D Agregar el origen del operando s para 2 tiem--
(oarallel move) pos del opet·ando D de destino y almacenar el 

resultado en el acumulador destino. 

ADDR S,D Agregar el origen del operando 5 para uno y 
(paral lel move) medio de la destinacion de operando D y alma-

cenar el resultado en el acumulador destino. 

A»L D Ar1tmeticamente cambiar el operando o de des--
(parallel move) tino un bit a la izquierda y almacenar el re--

su1 tado en el acumulador destino. 

ASR D Ar1tmeticamente cambiar el operando D dest.t.no 
(paral lel move) un bit a la derecha y almacenar el resultado 

en el acumulador destino. 

CLR D Limpia el acumulador destino de 56 bits. (parallel move) 
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INSTRUCCIONES ARITl1ETICAS (DSP56000). 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.11 

Ct1P 51, 52 Subtraer del origen un operando 51, desde el 
(parallel move) origen del acumulador 52. y actual izar el 

codigo del registro de condicion. 

Ct1Pt1 51,52 Sub traer la magnitud del origen de un operando 
(parallel move) 51, desde la magnitud del origen de un segundo 

acumulador 52,y actualizar la condicion de re-
gistro de codigo. 

DIV S,D Divide el operando D destino (48 bits de frac 
e ion positiva dividiendo la e><tension del sig-
no a 56 bits) por origen del operando 5 ( 24 
bits de divisor de fraccion do signo y al mace-
nar el parcial restante) y la forma del cocien 
te (un nuevo bit) en el .ar.:umulador D destino. 

t1AC {+,-)S1,S2,D Multiplicar el origen de lt:>S operandos 51 y 52 
iparallel R'IOVe) por dos signos de 24 bits y suma/resta el pro-

dueto desde/para el especificado acumulador D 
de destino de 56 bits. 

t1ACR {+,-}51,52,D Hul tipl ica el origen de los operandos Sl y 52 
(parallel move) por dos signos de 24 bits y suma/resta el pro-

dueto desde/para el especificado acumulador D 
de destino de 56 bits y entonces redondea. 

t1PY (+,-)51,52,D Multiplica el origen de los operandos 51 y 52 
(parallel move) por 2 signos de 24 bits y almacenar el resul--

ta do del producto (con opcion de negacion) en 
el acumulador destino especificado de 56 bits. 

NEG D Negar (2 complementos de 56 bits) el destino 
( paral lel move) del operando D y almacenar el resultado. 
t1PYR {+,-)S.t,52,D Multiplicar el origen de los operandos 51 y 52 
( paral lel por 2 signos de 24 bits, redondeando el resul-

ta do del producto (con opcion a negacion) en 
el acumulador destino especificado de 56 bits. 

NORl1 Rn,D Basado arriba el resultado de una iteracion 
normalizada de 56 bits en el operando D des ti-
no especificado, actualizar la direccion del 
registro Rn V el resultado almacenarlo devuel-
ta en el acumulador destino. 

RND D Redondear el valor de 56 bits en el operando D 
( paral lel move) destino especificado por medio de un redondeo 

convergente y almacenar el resultado en la 
porcion mas significativa del acumlador des ti-
no (Al a Bl.l. 

5BC S,D Subtraer el origen del operando 5 y el bit de 
(par-al lel move) acarreo c, la condicion del registro de codigo 

desde el operando D destino y almacenar el re 
sultado en el acumulador destino. 

SUB.5,D Subtraer el origen d1>l operando 5 desde el o-
(parallel move) perando D y almacernar el resultado en el ope-

randa D destino. 
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INSTRUCCIONES ARITMETICAS (DSP56000). 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.11 

SUBL S,D Subtraer el erigen del operando s desde 2 
(parallel· move) tiempos del operando D destino y almacenar el 

resultado en el acumualdor destino .. 

SUBR s,n Subtraer el orí gen del operando s desde el uno 
(parallel move) y med.io del operando D destino y almacenar el 

resultado en el acumulador destino. 

Tcc 51, Dl Transferir datos desde el origen del registro 
51 especificado a el acU1nu l ador destino es pe-
cificado Dl si la condicion especificada "'cc 11 

es verdadera. 
1rn s, D Transferir datos desde el origen del dato es-
(parallel move) cificado ALU del registro s a el destino es pe-

cificado del dato ALU del acumulador D. 

TST S Comparar el origen especificado del acumulador 
(parallel move) S con cero y poner la candi e ion de codigo a-

cardado. 

INSTRUCCIONES LOGICAS (DSP56000) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.12 

IH"D S,D Log i e amen te AND, el origen del operando s con 
(par al lel · move) los bits 47-24 del operando D destino y alma-

cenar el resultado en los bits 47-24 del acu--
muladar destino. 

AND(I) thoc, D Logicamente AND, los 8 bits del operando inme-
di ato <•,><><) con el contenido de la destina-
e ion del registro D de control y almacenar el 
resultado en D. 

EOR s,D Logicamente OR e>eclusiva,el origen del operan-
( paral lel move) do 5 con los bits 47-24 de la destinac ion del 

operando D y almacenar el resultado en los 
bits 47-24 del acumulador destino. 

LSL D Logicamante el cambio de bits 47-24 del ope--
(par al lel movez) ranc.Jo o destino de un bit a la izquierda y al-

macenar el resultado P.n el acumulador destino. 

LSR D Logicamente el cambio de bits 47-·24 del ope--
(parallel move) randa D destino de un bit a la derecha y alma-

cenar el resultado en los bits 47-24 del acu--
muladar destino. 

NOT D Almacenar los resultados de complemento a uno 
(parallel move) de los bits 47-24 del operando D destino re--

gresandolo en los bits 47-24 del acumulador 
destino. 

OR s, D Logicamente OR, el origen del operando s con 
(para! lel move) los bits 47-24 del operando D destino y alma-

cenar el resultado en los bits 47-24 del a cu-
muladar dest1no. 
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INSTRUCCIONES LOGICAS CDSP56000) 
·-

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.12 

OR(l l. •KK, D Logicamente DR, los e bits inmediatos ael ope-
rando (l,x>e) con el contenido del destino del 
registro D de control y almacenar el resultado 
en D. 

RuL D Ro t. ar los bits 47-24 del operando D destino a 
(paral lel move) un bit a la izquierda y almacenar el resultado 

en el acu•ulador destino. 

ROR D Rotar los bits 47-24 del operando D destino a 
(parallel •ove) un bit a la derecha y almacenar el resultado 

en el acumulador destino. 

INSTRUCCIONES DE "ANIPULAClON DE BIT IDSP56000) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.13 

BCLR •n, D Probar el n esimo bit del operando D destino 
limpiandolo y almacenar el resultado en la lo-
calizacion des~ino. 

BSET .•n, D Probar el n-esi.mo bit. del operando D destino 
en si mis .. o, y almacenar el resultado en la 
localizacion destino. 

1·-. 

BCHG •n, D Prooar el n es1mo bit del operando D destino 
co~plementandolo y almacenar el res u 1 tado en 
la localizacion destino. 

BTST •n, D Probar el n-~simo bit del cperando D destino· 
y almacenar su estado en el bit de acarreo C 
del registro de codigo condicion. 

INSTRUCCIONES TIPO LOOP (DSP56000) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.14 

DO S,~· expr Comenzar un nuinero de cabecera de hardware de 
ciclo DO para que sea representado el numero 
de tiempo especificado en el origen del ope--
randa y que rango de excusíon es determinado 
para 11 e>epr". 
Terminar el concurrente hardware de ciclo DO 

ENDDO antes de que el contador del ciclo concurrente 
sea igual a uno ILC). 
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INSTRUCCIONES DE TIPO MOVE (DSP56000) 

INSTRUC:ClON 

LUA ea, D 

MOVE S, D 

MOVE (C) Sl, D2 

MOVE (M) S, D 

MOVE (P) S, D 

DESCRlPCION TABLA 5.15 

Cargar la direccion actual(especificada por la 
direccion efectiva "ea") dP-n'lro de la direc--
cion de destino del registro o. 

Mover el contenido del dato especifico del o­
rigen S a el destino especificado( el dato ALU 
es inactivo durante esta instrucion S de eJe­
cucion.) 
Mover el contenido del registro 51 de control 
del origen especificado a el destino especifi-
cado o mover el origen especificado al control 
del registro 02. 
Mover el operando especificado a/desde el pro­
grama especificado de la memoria (especificado 
por 5 o D siendo desde P : 0a). 

Mover el operando especificado desde/a la X o 
Y especificada de entrada/salida periferica 
(especificado por 5 o D siendo desei'eX" : pp o 
V : PP ) • 

INSTRUCCIONES TIPO CONTROL PRORBAM (DSP56000) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.16 

ILLEBAL Instrucion ilegal de interrupcion INOP). 

Jcc ea Si la condicion 11 cc 11 es verdadera, ve a la lo-
calizacion en el programa dado por 11 ea 11

• 

JMP ea Ir a la lacalizacion en el programa de memoria 
dada por la direccion efectiva "ea 11 • 

JCLR ttn,S,X>e>CX Ir a la ciireccion absoluta de 16 bits en el 
programa de memoria especificada en la instruc 
e ion s de 24 bits de extension de palabra si 
el n-esimo bit del origen s es borrado. 

JScc "ª 
Ir a la subrutina en la que la localizacian de 
programa de memoria es dado por la di rece ion 
efectiva "ea" si la condicion "cc 11 es verdad e-
ra. 

JSET ttn,S,xxxx Ir a la direccion absoluta de lb bits en el 
programa de memoria especificado en la instruc 
e ion s de 24 bits de ex tension de palabra siel 
n-esimo bit del origen de operando 5 es puesto 

JSR ea Ir a la subrutina en la que la localizaci.on de 
programa de memoria es dado por la direccion 
"ea" incondicionalmente. 

JSCLR 4tn,S,X>C>CX Ir a la subrutina de la di rece ion absoluta de 
16 bits en el programa de memoria especificado 
en la instruccion s de 24 bits de extension de 
palabra si el n-esimo bit operando S limpiado. 
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INSTRUCCIONES TIPO CONTROL PRORGAM (DSP56000) 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.16 
•.' -

NOP, Incrementar el contador del programa (PC). 

JSSET #n~s;xMx>< Ir- a la subrutina en la que la direccion abso-
luta de 16-bits en el programa de memoria es-

' 
pecifica la instruccion s de 24 bits de ex ten-
sien de palabra si la condicion es verdadera. 

REP·s Repetir la i.nstrucci.on de palabra signo in me-
diatamente des pues de la instruccion REP del 
numero de tiempo especificado( especificado 
por S). 

RES ET Iniciar la interrupcion prioritaria de regis 
tro y todos los chips activos de la periferia. 

RTI Regresar desde la interrupcion por medio del 
reset de la (PC) y el estado del revistro (SR) 

RTS Retornar des>de la subrutina por medio del re--
set de la PC desde el sistema de bloque. 

STOP Parar las instrucciones procesadas ( bajo el po 
der estandar segura). 

SWI Comen4!!ar el software de interrupcian de proce-
so. 

WAIT Esperar para interrumpir (bajo el poder es tan-
dar de seguridad). 
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DSP DSP96002 DE PUNTO FLOTANTE. 

El DSP96002 es el primer miembrp de una familia de doble 

puerto de punto flotante IEEE programable de manufactura Cl"KJS. El 

concepto familiar define un corazón como el dato de la unidad 

aritmética lógica (ALU), unidad de generaci6n de direccionamiento 

(AGU), programa controlador, y el conjunto de ·instrucciones 

asociada. Las caracteristicas del DSP96002 son : 

- lb.5 "IP5 can 33-"Hz en reloj. 

49.5 "iliones de operaciones de punto-flotante por segundo 

(11FLOP5) can 33-"Hz en reloj. 

Un alto paralelismo de instrucción con modos de direccionamiento 

especial D5P. 

- Anidaci6n en hardware de ciclos DO. 

- Rapidéz de autoregreso de interrupciones. 
',,' 

- Dos chip activas independientes de 512x:S2 bits de.datos tipo.RA" 
): :,,,· '"' . 

y 1024 x32 bits de programa en RA"· 

Dos chip 1 activos <inde·p~;¡d·i:~ntes de 1024>e32i bits d~ datos de tipo 

RO" y b4><32 ~its de ,boot:-st;..'ap ~e =~p~ R~H. · '.;i_, , ., •, ·' 
- Lugar-· para c~ips ~~ ··:~t~vos _ d~.· 2x2 ' ... 32 · b~;·~·~· -~;,~.-~'-.·,.~~~~-~tª~ .. ~ d;e­

datos de: memoria y 2 ~~ bits .. de palabras .de :memo_ria_:..de progr~ma 
Dos microprocesador~s Par-atetes-. de_ tipo inte~fac-e ·.-con: -ot1A. 

- Dos.canales de chip-activo tipo DMA de forma controlador y un 

emutAdor·de interface. 

INSTRUCCIONES ARITNETICAS CDSP96002). 

IN5TRUCCION DE5CRIFCION TABLA 5.17 

FABS.50 Tomar el valor absoluto del operando dest.tno, 
redondear a una simple precision y almacenar 
el resultado en .. 1 operando D destino .. 

FAB5.XD Tomar el valor absoluto del operando destino, 
y almacenar el resultado en el operando D de 
des ti.no. 

FADD.5 s,o Agregar (D + 5) los dos operanaos espec.:ificos 
a un redondeo de si.mple precision y almacenar 
el resultado en el operando D aestino. 

FADO.X s,o Agregar (D + 5) los dos operanoos especi. tices, 
con un redondeo simple de extension de preci--
Sl.00 y almacenar el resultado en operando D. 
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I NSTKUCCIONES ARITMETI CAS C DSP96002). 

IN5TRUCCION DE5CRIPCION TABLA 5.17 

FADD5UB.5 D1,D2 Agregar (01 + 02) y sub traer (01 - 02) los dos 
operandos especificas y redondear una simple 
precision. Almacenar el resultado redondeado 
de la adicion en D2 y la subtraccion en Dl. 

FADD5UB.X D1,D2 Agregar (01 + 02) y sub traer (01 - 02) los dos 
operandos especif icos y redondear una simple 

extension de precision.Almacenar el result•do 
redondeado de l" adicion en 02 y la resta Dl. 

FCLR D 
Todos los 'lb bits del operando destino son bo-
rrados a cero .. 

FCHP s1,52 Subtraer los dos operandos especi f :icos (52-Sl) 
y colocar el codigo de condicion a propiadoCCR 

FCHPG 51,52 Sub traer los dos operandos especificas (52-51) 
y colocar el codigo de condicion .apropiado CCR 
para compararse gra f icamente con banderas tri-
"ialas de aceptar/rechazar·. 

FCHPH 51,52 Sub traer el valor absoluto (magnitud) de Jos 
operandos especificos(S2 -51) y colocar el a-
pr;opiado CCR de codigo de condicion Z, N, 1. 

FCOPVS.5 5,D Copiar el signo del operando s de punto flotan 
te a el operando D de punt.o flotante, redonde-
ando el operando Da una simple precis.i.on y al 
macenar el resulatdo en la especificacion D. 

FCOPV5.X 5,D 
Copiar el signo del operando s de punto flotan 
te al operando D de punt.o flotante. 

FGET11AN 5, D Extraer la 11tantisa y el signo del operando 5 
de punto flotante. normalizando la mantisa Ceo-
mo el resultado esta en el rango 1-2) y alma--
cenar el resultado como un valor de punto flD-
tante en la destinacion O &$pecificada. 

FINT S,D Redondear el origen del operando S de punto 
flot.ante para un '"alor ent.ero usando el modo 
de redondeo concurrente especificado por los 
bits Rl-RO en el registro IER y almacenar el 
resultado COlnO un numero de punto flotante en 
la destinacion D especificada. 

Arquitectura del DSP96002.- Un diagrama a bloques del chip 

DSP96002 as mostrado en la figura 5.60. Los datos en movimiento 

ocurren sobre un bus bidireccional de 32-bit. El bus del dato X 

(XDB), .el bus del dato V (VDB), el bus del dato DMA (DDB), el bus 

del. dato.de programa (PDB), y el bus del dato global (GDB). La 
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transferencia del dato entre el dato ALU y el .. : dci.t;O ·X e V de la 

memoria ocurre s~bre. ~Í- xDs Y-!~1 -~voe.', El pr:ograma del ·dato, de 

memoria y la tr~nsfereri~i·a·: del·~:,·d~to oM'A · ocur".'re :·~ob~e 'un ·bus ya 

dedicado. v todas;·fa·s·:·d·em~s· ·t,;;i·ns·f'~ren·c1a~ :·ocurren .sobre el bus de dato global (GDB); ··,~;'·:·· .. ,:,.·e-· ·.::.: ' .. > 

Las Ú~str~¿¿¡~ne'S .. ~~i.~:J~~-~~~~~i~-/-.~~~,~~~-~·~;~· un conjunto 

global de modos de :,~~.~e~c~·one~:;·~'.:_de._~-',oper~~~:h:~s- ,que pueden ser 

=~~~==~: :~d:~::to c;~~~.;Egf?·.J~~}~¡~~~~~<·?;~~;:to~l r~~~:;:o d:; 
registro) y el ·registro': especial"('. para·especi"ficar el operando o 

la dirección del ·operan~.~:'.éfl~~~-t;~.rñ~~~~>. 

I NSfRUCCIONES IJUTMETICAS C DSP96002). 

INSTRUCCION 

FLOAT.S D 

FLOAT.X D 

FMPV 51,52,Dl 
FSUB.X 53,02 

DESCRIPCION TABLA 5.17 

Convertir los 2 complementos de 32 bits entero 
localizados en la porcion baja del operando D 
dentro de un operando de punto flotante,redon­
deando a una simple extension de precision 
Convertir los 2 complementos de 32 bits entero 
localizados en la porcion baja del operando D 
dentro de un operando de punto flotante, reden 
deado a una simple extension de precision y al 
macenar el resultado en el operando D. 

Multiplicar los dos operandos Sl y 52, redon­
deando a simple extension de precision y alma-
cenar el resultado en el registro Dl destino 

1-~~~~~~~~-+~¡~;~~~ª~~~!~~~~~~~~T=~~~r~·S::.:~m~~!=~=ª::~!~~~~~t~=e~r;;i=~~~e 
1-~~~~~~~~-¡.,<Y,--¡a~l~n~1a~c~e~n~a~r'-el resultado en el operando D2 

Multiplicar los operandos 51 y 52, redondeando 
a simple precision y almacenar el resultado en FMPV.S s1,s2,D 

FMPV.X 51,52,D 

FNEG.5 D 

FNEG.X D 

FSCALE5 S,D 

el operando D destino. 

Multiplicar los operandos 51 y 52, redondeando 
a simple extension de precision y almacenar el 
resultado en el operando D destino. 

Subtraer el operando D destino desde cero, re­
dondeando a simple precision y almacenar el re 
sultado en el operando D destino. 

Subtraer el operando D destino desde cero y al 
macenar el resultado en el operando D destino. 
La escala del operando D destino acordada a la 
escala del factor contenido en el 11 LSB de la 
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INSTRUCCIONES ARITMETICAS CIJISP96002). 

INBTRUCCION 

FSC:ALE.X S,D 

FSEEDD S,D 
-

FTFR.X S,D 

FSEEDR S,D 

-

FSUB.S S,D 

FLOATU.S D 
-

FLOATU.X D 

FLOOR S,D 

Fl1PY s1,s2,D 
FADD.S S3,D2 

r-nPT Sl,S«,ul 
FADD.X S3,D2 

IJESCR 1PC1 ON TABLA 5.17 

porcion alta del origen del registro S, redon­
d•ado a si•ple precisiDM y almacenar el resul-
tado en el operando D destino.Un factor de es­
cala in1nediato corto de B bits (en lugar de S) 
signo extendido a 11 bits debe ser usado tam­
bien. 
La escala del operando ·o destino acordado para 
la escala del factor contenido en el LSB 11 de 
la porcion alta del origen del reg.istro S, re­
dondear a simple extension de precision y al-
macenar el resultado en el operando D destino. 
Un factor escalable corto inmediato de B bits, 
(en lugar de S) signo eKtendido de 11 bits de­
be ser usado. 
Determinar una aproximacion a 1.0/S, y almace­
nar el resultado en el operando O destino. U-
sado para inicializar la division de punto 
flotante. 
Almacenar el origen del apernado S en el ope 
randa D destino. 
Determinar una aproximacion a sqrt(1.0/S), y 
almacenar resultado en el operando O destino. 
Usado para inicializar la elevacion al cuadra­
do del punto flotante de calcualcion. 
Subtraer los 2 operandos especificados (D - 6) 
redondear a una simple precision y almacenar 
el resultado en el operando D destino. 

Convertir el entero localizado en la porcion 
baja del operando O de 32 bits dentro de un o-
perando de punto flotante, redondeado a simple 
precision y almacenar resultado en operando D. 
Convertir el entero localizado en la porcion 
baja del operando D de 32 bits dentro de un o-
perando de punto flotante, redondeado a simple 
extension de precision y guardar en operando D 
Redondear el origen del operando 5 de punto 
flotante a un valor entero usando el redondeo 
para el modo finito y guardar el resultado co­
mo un numero de punto flotante en destino D. 
"ultiplicar los 2 operandos 51 y 52 redondeado 
a una precision indicada por el modo l1P bit y 
almacenar el resultado en el registro 01 des 
tino especificado.5imultAneamente, agregar los 
dos operandos 53 v D2, redondeando a simple 
precision y guardar el resultado en operandoD2 
t1ultiplicar los 2 operandos 51 y 52 redondeado 
a simple extension de precision indicada por 
el modo MP bit y QUadar el resultado en regis­
tro Dl destina especificado.Simultaneamente,a-
gregar los dos operandos 53 y u2, redondeado a 
simple extension de precision y guardar a 02. 
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INSTRUCCIONES ARITMETICAS CDSP96002), 

lN6TRUCClON OE6CRlPClON TABLA 5.17 

Fl'IPY 81,52,01 f'lul tiplicar los dos oper,;rindos 61 y 62, reden 
FA006UB.S O:S,02 dear • l• precision indicada por el modo l'IPbit 

V guadar P-1 resu1tado en el r•gistro 01 des ti-
no especi~icado.SimultanP.amente. agregar los 2 
operandos u2 y O:S, sub traer 02 desde 03,redon-
deando a ambos resultados en simple precision 
y almacenar el resu 1 tado de la adicion en el 
registro 02 y de la subtraccion en registro 03 

F.,..Y Sl,52,Dl "ul tiplica,. los 2 oper•ndos 61 y 62, redonde•n 
FA006UB.X O:S,02 do • simple extension de preci5.ion y almacenar 

•l resultado en •l registro Dl destino especi-
co.Simultaneamente,agregar lo& 2 operandos 02 
y 03,subtraer 02 desde 03,r•dond•anda ambos re 
sultados en simple extension de precision y al 
lftacanar el resultado d• la adicion en registro 
02 y de la subtraccion en el registro 03. 

l~l'IPY s1,s2,u1 "ultiplicar los 2 operandos 51 y 52 redondean-
FSUB.6 .,¡ modo 1'1P bit S:S,02 do a precision indicada por y --i---- .,¡ registro 01 destino guardar el resultado en 

especificado.Simultaneamente.subtraer 63 de 62 
redondeando a simple precision y guardar el re 
sultado en el oe:erando 02 destino. 

!~SUB.A 6,0 Subtraer los 2 operandos especificados (0 - 6) 
redondeando a simple extension de precision y 
guardar el resultado en el operando O destino. 

t~TFR.6 6,0 Redondear el origen del operando 6 a simple 
precision y guardar el resulatdo en operando O 

FTST s Comparar e1 operando especificado con cero y 
colocar CCR de codigos Z, N, [, 

Con;'unto. de IJ'\Str\.lcciones del. DSP96002.- De la tabla 5.17 a la 

~.23 se muestran todas instrucciones bAsicas para '1a programación 

del chip. 

INSTRUCCIONES ARITMETICAS C DSP96002). 

lNS.TRUCClON OESCRlPCIDN TABLA 5.10 

AB6.0 ¡'· Tomar el valor absoluto del operando destino .. de porcion baja y guardar el resultado en la 
porcion baja de D. 

AOO 6,0 Agregar la porcion baja de los 2 operanaos es-
pacificados y almacenar el resultado en la por 
c1on baja del operando D destino. 
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INSTRUCCIONES ARITMETICAS C DSP9600i!). 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.J.B 

ADDC s,o Agergar la porcion baja de los ~ operando• gr! 
ndes especificados con el bit e del codigo de 
registro condicion y almacenar el resultado en 
porcion baja del oper-ando D destino. 

ASL S,D 
Aritmeticamente cambiar la porci.on baja del o 
parando D especificado izquierdo por un bit 
(cuando S no es especificado) por 11 bits en-
teros sin signo localizado en el LBS u de la 
porcion alta des o por un campo inmediato de 
b bits en la instruccion (en lugar de S). El 
resultado es almacenado en la porcion baja de 
D. 

ASR S~D 
Aritmet.icamente el cambio de porcJon baja del 
operando O especifcado a la derecha por un bit 
(cuando S no es especificado) o por J.J. bits e!:! 
teros sin signo local izado en el 11 LBS de la 

·~~·.· 
porcion alta de s o por un campo inmediato de 
b bits en la instruccian (en lugar de S). El 
resultado es almacenado en la porcion baja de 
D. 

CLR D Limpiar la 
para cero. 

porcion baja del operando D des ti.no 

Cl1P s1,s2 Subtraer la porcion baja del operando SI. desde 
52 y colocar 1 a condicion CCR de codigo e, V, 
z, N, LR apropiadamente. ... 

C11PG .. SJ.,S2 
Subtraer la porcion baja del operando Sl desde 
52 y colocar 1 a condic ion CCR de codigo e, V, 
z, N, LR, RB, A apropJadamente. Esta grafica 
es comparada con banderas triviales. 

DEC D Decrementar por uno a la porcion baja del ope-
randa D especificado y almctcenar el resultado 
en la porcion baja de o. 

' 

EXT D Signo e>etendido .. los 16 bits bajos de D.L den 
tro de los 16 bits arriba de D.L. 

EXTB D 
Signo e>etend.ido del byte bajo de D.L dentro de 
los 24 bi.ts arriba de D.L. 

GETEXP S,D E>< traer el exponente del signo e X tendido de 
precision del operando S de punto flotante y 
almacenar este como un no basado, complemento ... 
a 2, 32 bits enteros en la pare ion baJa de D. 

INC D Incrementar por uno a la pare.ion baja del ope-
randa s especificado y guardar el resultado en 
la porcion ba.Ja de D. 

INT D Convertir el aperando especifico de punto flo-
tan te a 32 bits, complemento a 2 enteros y al-
macenar el resultado en la porcion baja de D. 
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INSTRUCCIONES ARITMETICAS CDSP96002>. 

INSTRUCCIDN 

INTRZ D 

INTU D 

INTURZ D 

JDIN S,D 

JOINB S,D 

11P.vs s1,s2,c 

11PVU 51,52,D 

NEG D 

NEGC D 

SETW D 

SPLIT S,D 

SPl.ITB S,D 

SUB S,D 

DESCRIPCIDN TABLA 5.10 

Convertir el operando especificado de punto 
flotante para 32 bits, complemento a 2 enteros 
r•dondeados a cero y almacenar el resultado en 
la porcion baja de D. 
Convertir el operando especificado de punto 
flotante para 32 bits de entero sin signo y al 
macenar •l resultado en la porcion baja de D. 

Convertir el operando especificado de punto 
flotante para 32 bits, de entero sin siono re-
dondeada hacia cero y almacenar el resultado 
en la porcion baja de D. 
Transferir los 16 bits LBS de la porcion baja 
del origen del operando S dentro de los 16 ~BS 
de la porcion baja de destinacion D. 

Transferir los B LBS de la parcion baja del o 
rigen del operando S dentro de los 15-B bits 
de la porcíon baja de destinacion O.Los 16 MSB 
de la porcion baja de D son cero. 
Multiplicar 2 operandos de signo de 32 bits 
desde las porciones bajas de 51 y 52, y almace 
nar los 64 bits de signo producto del centro y 
de la porcíon baja de D. 
Multiplicar 2 operandos sin signo de 32 bits 
desde las porciones bajas de 51 y 52, y alma--
cenar los 64 bits enteros sin signo producto 
del centro y de la porcion baja de D. 
Subtraer ~esde cero la porcion baja del operan 
do destino y guardar el re&ult•do en la por- -
e ion baja de O. 

Subtraer ~esde cero la porcion baja del operan 
do destino grande con el bit e de la condicioñ 
de codigo registro y guardar el resultado en 
la oorcion baja de O. 
Colocar a todos unos a la porc1on baja (longí 
tud palabra) del operando destino. 
Transferir los lb '1SB de la por·cion baja del 
origen del oper~ado S dentro de los lb LBS de 
la porcion baja de destinacion D y extender el 
signo a 32 bits. 
Tra.nsferir los 15-B bits cHt la porcion baJa ele 
origen del operando S dentro de los a LSB de 
la porcion baja de destinacion D y extender el 
signo a 32 bits. 
Subtraer la porcion baja del origen del operan 
do S desde O y guardar el r•sultado en la por= 
cion baJa de D. 
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INSTRUCCIONES ARI TMETI CAS C DSP96002'). 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.18 

SUBC S,D Subtraer la porcion baja del origen del operan 
do S desde D, grande con el bit e de la condi-
cion de codigo registro y almacenar el result~ 
do en la porcion baja de D. 

TFR s,o Transferir datos desde la porcion baja de S pa 
r.o la porcion baja de D afectando la condicioñ 

¡ae bit de codigo. 

TST ,S Comparar la porcion baja del operando especif! 
co con cero y apropiadamente colocar el CCR 
condicion de los codigos V, z, N. 

INSTRUCCIONES LOGICAS C DSP96002). 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.19 

AND S,D Logicamente la instruccion ANO de porcion baJ a 
de 2 operandos especificas V guardar el resul-
tado en la porcion baja de D. 

ANDC S,D La instruccion logica ANO de la pare ion baja 
de D con el complemento logico de la porcion 
baja de s, V guardar el resultado en la por-
e ion baja de D. 

AND(l)lbyte,D La instruccion logica AND contiene el control 
del registro D con un operando inmediato de 8 
bits V almacenar el resultado de regreso a D. 

BFIND s,o Regresar a la pocision del origen del operando 
S cargandole un 1,considerado desdo izquierda 
a derecha, como un complemento a 2 de forma en 
ter a en la porcion alta dol operando D destinO 

EOR· S,D La instruccion logica OR e>eclusiva de porcion 
baja del operando especificado V almacenar el 
resultado en la porcion baja de D. 

LSL S,D Logicamente el cambio a la izquierda de la PD[ 
cion baja del operando D especificado por un 
bit (cuando s no es especificado o por los 11 
bits sin siono de Upo entero localizado en 
los 11 LSB de la porcion alta de S o por un 
campo inmediato de 6 bits en la ins true.cien (en 
lugar de S)y guardar en la porcion baja de D. 

LSR S,D Logicamente el cambio a la derecha de la por-
e ion baja del operando D especificado por lbit 
(cuando s no es especificada)o por los 11 Dits 
sin signo de tipo entero local izados en los 11 
LSB de la pare.ion alta de s,o por un campo in-
mediato de 6 bits. en la instruccion (en lugar 
de Sl V guardar en la porcion baja de D. 
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INSTRUCCIONES LOGJ:CAS C OSP96002:J , 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.19 

NOT D Tomar el complemento a 1 de la porcion baja ae 
aperando D destino y guardar el resultado en D 

OR s,o La 1.nstruccion logica OR de porcion baja de 
les 2 operandos especificados y almacenar el 
resultado en la porcion baja de D. 

ORC - s·,o La instruccion logica OR de pare ion baja de u 
ccn el complemento loaico de s y guardar el 
resultado en la porcion baja de D. 

OR(l)•mask,D La instruccion logica OR de contenido ael con-
trol del registro D con un operando inmediato 
de 8 bits y almacenar el resultado de regreso 

' a D. 

ROL D Rotar la porcion baJa del operanoo D un bit a 
la izquierda y almacenar el resultado en la 
porcion baja ele D. 

''" " 

ROR D Rotar la porcion baja del operando D un bit a 
"" la derecha y almacenar el resultado en la cor-

e ion baja ele D. 

INSTRUCCIONES DE BIT DE NAHIPULACION CDSPQ600Zl, 

lNSTRUCCJON DESCRIPCION TABLA 5.20 

BCHB •bit,D Prooar el n-esimo bit del operanllo D destino y 
almacenar este estado en la condicion e ele co-
digo de bit, des pues ele la prueba, limpiar el 

.· n-esimo bit destina. 

BSET *bit,D Probar el n-esimo bit del operanao D destino y 
almacenar este estado en la condicion e de co-
digo bit,despues de la prueba colocar el n-e-

," sima en la destina.cien. 

BTST ttbit;s Probar entonces el n-~simo bit del origen del 
operando D y almacenar este estado en la con-
dicion e de codigo bit. 

INSTRUCCIONES DE TIPO LOOP CDSP96002>. 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.21 

DO S, label Comenzar un ci.clo Do que es para ser repetido 
el numero de veces es pee i f icado en la instruc-
e ion del origen del operando s y en el rango 
en que la eJecucion es terminada por la opera-
e ion destino de la etiqueta "label". 
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INSTRUCCIONES DE TI PO LOOP C DSP96002). 

INSTRUCCION DESCRlPCION TABLA 5.21 

DOR s; label Comenzar un ciclo Do de PC relativo a hardware 
que esta para ser repetido el numero de veces 
que esta especificado en la .inst.rucc ion del o-
rigen del operando s y que el rango de ejecu--
e ion es terminado por el operando destino 
"label". 

ENDDO Terminar el ciclo concurrente DO de hardware 
antes de oue el contador concurrente del ciclo 

REP s Ejecutar la simple instrucci.on de palabra si--
guiendo la in&truccion REP de LC del tiempo 
respectivamente. en donde LC es el valor del 
ciclo del contador obtenido desde el origen 
del operando s. 

INSTRUCCIONES PARA MOVER DATOS CDSP96002). 

INSTRUCCION 

LEA addrass~D 

LRA 
displacement.D 

DESCRIPCION TABLA 5.22 

Calcular la direccion efectiva como se especi­
fico en el operando de direccion v almücenar 
en el registro O destino afectando el origen 
del registro de direccion. 
Agregar el desplazamiento especificado a la PC 
y almacenar el resultado en la destinacion O. 
Mover el contenido del origen especificado ala 
destinacion especificada.Usualmente el regis-
tro se mueve en forma paralela con algunos da­
tos de la ALU de instrucciones v las instruc-
cienes son escritas con el mnemonico MOVE. 

Mover el contenido del origen aspecificado ala 
de~tinacion especificada v actualiza las ban-

1--~~~~~~~~-\-'id~e~r~a~s"'""""'c~·.'""ivT,'-iN. Z en el CCR acordado para el re 
aultado del calculo de la direr.cion. -

1101/E(CI 52,Dl 

.·. 

Mover el contenido del registro de control es 
pacificado para destinacion especificada o mo-
ver el origen especificado para el control de 
registro e~pecificado. 

1--~~~~~~~~-trL"""os 16 bits del operando inmediato corto esta 
M9VE(I>•data,D extendido de signo para un operando de palabra 

1101/E(PI 5 0 0 

1101/ECSI S.D 

y es almacenado en el registro O destino. 

Mueve la palabra del programa de memoria espe­
cificado (S = P :ea) para el registro destino 
especificado a la localizacion del programa de 
memoria especificado (D = P:ea). 
Mover el operando palabra a o desde el peri1e­
rico de entrada/salida de X e Y. 
Mover el operando palabra a o desde la locali 
zacion baja de memoria de ~28 en memoria de d! 
tos X e Y. 
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INSfRUCCIONES DE PROGRAMA DE CONTROL CDSP9600a>. 

INSTRUCCION OESCRIPCION TABLA 5.23 

Bcc label 
Si la condicion especificada es verdadera, el 
programa de ejecucion continua a la localiza-
e ion PC mas el desplazamiento. 

BRA la bel Dividir siempre a la localizacion PC mas el 
desplazamiento. 

BRCLR•bit,S,label 
Dividir a la localizacion mas el desplazmiento 
si el n-esimo bit en el origen del operando ª! 
ta limpio. 

BRSET•bit,S,label Dividir a la localizacion PC mas el desplaza--
miento si el n-esimo bit en el origen del ope-

BScc label randa esta colocado 
Dividir a subrutina si la condicion esta limpi 

BSCLR•bit,S,label Dividir a la subrutina si el n-esimo bit del 
origen del operando esta limpio. 

BSR la bel Dividir a la subrutina. 

BSSET•bit.S,label Dividir a la subrutina si el n-esimo bit del 
origen del operando esta colocado .. 

DEBUGcc Si la condicion espec:i fica es verdadera entrar 
en modo de bug. 

FBcc la bel Dividir si la condicion es pee i f icada de punto 
flotante es verdadera. 

f'BScc label Dividir a la subrutina para la condician de 
punto flotante. 

FDEBUGcc Si la condicion especificada del punto flotan-
te es verdadera entrar en modo de debug. 

FFcc(FFcc .Ul 'La operacion condicional DATA ALU con CCR ac-
tualizada. 

FJcc label Ir si la condicion de punto flotan te es verda-
dera. 

FJScc Ir a la subrutina si la condicion de punto fl~ 
tan te es verdadera. 

FTRAPc:c Si la condi.cones especificada de punto flotan-
te es verdadera. inicializar el software. 

IFcc La operacion condicional DATA ALU con CCR ac 
tualizada. 

IFcc.U La operac1on condicional DATA ALU con CCR ac--
tualizada. 

ILLEGAL Instruccion de interr-upcion ilegal. 

Jcc Ir a si la condicion es verdadera. 

JCLR lbit,S, label Ir a si el n-esimo bit en el origen del ope-
randa esta limpio. .· 

JMP la bel IR a. 

JScc la bel Ir a la subrutina si la condicion especifica 
es verdadera. 
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INSTRUCCIONES DE PROGRAMA DE CONTROL CDSP96002). 

INSTRUCCION DESCRIPCION TABLA 5.23~ 

aSCLR•bit,S,label Ir a la subrutina si el n-esimo bit en el ori-
gen del operando esta li•pio. 

aSET•bit,S,label Ir a si el n-esi•D bit en el origen del ope-
rando esta colocado. ,' ~;- . 

a SR la bel Ir a la subrutina. 
.· 

aSSET•bit,S,label Ir a la subrutina si el n-esimo bit .en, el ori-
gen del operando esta colocado. . 

NOP No operacion. .,,_,_, ... ,·'< ~ .. 

RE SET Inicializar los dispositivos perifericos. 

RTl . Regresar desde de la interrupcion. 

RTR Regresar desde la subrutina y almacenar el es-
•"·' ta do del registro. 

RTS Regresar desde la subrutina. 

STOP Detener el proceso para una potencia baja de 
recurso seauro. 

TRAPcc Si la condicion entera especifica es verdadera 
norma; la instruccion de ejecucion es suspen-
elida y el procesamiento de eKcepci.on de soft-
ware es inicializado. 

WAIT 1w::sperar para la interrupcion para la potencia 
baja del recurso seguro. 
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DSP TllS320C30 DE PUNTO FLOTAHTE. 

El procesador digital de seftal TMS320C30 es un C"os de 
32-bits de tercera generación de la' famil.ia' ·_·.d~~ '·T"S32o·· de Texas 

Instrun1ents .. Alg'unas de sus caracteristica& , de éste chip son 

listadas enseguida : 

60-ns de ciclo simple por instrucción da ejecución de tiempo 

resultando un 33.3 "FLOPS. 

- Chip activo de 4K K 32 bit& de acceso dual de tipo ROM. 

- Doa chips activos de 1K x 32 bits da acceso dual a bloques de 

tipo RAl1. 

Instrucción cacha da 64 X 32-bits. 

32-bits de inatrucción y un dato da palabra, de 24 bit de 

diraccionaMiento. 

- 32-b.its de punto flotante y un 1nultiplicador entere, ALU barrel 

shifter. 

- Ocho acumuladoras de precisión e:ctendido. 

- Chip controlador DMA activo para entrada/salida concurrente. 

- Dos y tres instruciones de operando. 

Cero ciclos por encima con: diVis.icSies de ciclo simple. 

- Des puerto& seriales- para; transferir B/16/32 bits. 

- Dos tiempos de 32 bits.' 

- Paquete PGA de ieo pines. 

INSTRUCCIONES DE CARGA CLOAD> y ALMACENAMIENTO CSTORE> CTMS3aoc3o> . 

INSTRUCCION DESCRIPCION ·TABLA 5.24 

LOE Cargar el exponente a punto f lctante. .·· 

LDF Cargar el valor a punto flotante. ' 

LDF cond Cargar el valor condicional a punto f lotant~-· .. 
LDI Cargar un entero. .. .... 
LDI cond Cargar un entero condicional. 

. .. '" 
LDM Cargar mantisa a punto flotante. . •· 
POP Dar un entero desde lo alto de la pila. . -,:· 

POPF Dar un valor de punto flotante desde la pila~· 

PUSH Empujar un entero en la pila. ·. 
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ItlSTRUCCIONES DE CARGA CLOADl -Y-ALMACENAMIElfTO CSTORE> CTICS320C30) 

INSTRUCCION :: • DESCRIPCIDN TABLA 5.24 

PUSHF EmpuJa.,r-··':-1~ valor.:de·~punto.flotant• en ·la pila. 

STF AlmaCe.rlci.r"'.un :t·vator_>de punto·; flotante. 

STI 

~· ¡··;,t{;.;.;,'!~.'.·,. o¿-:,,,>,,."~ 

X NSTRUCCIONES; ~E i:iOS' .;~E~ e 1-~2oc3.;>·: :; 
·-··· ,. 

INSTRUCCl~N < -'<> _, - ' DESCRIPCIDN -_-' TABLA 5.25 ---

ABSF -- -_, Elº va.lar abSC1Uto de un numero tipo punto flotante. 
--- -, 

ABSI EL valor abs'alUto de un entero: 
., --

ADDC Agr~gar enteros con acarreos. 

ADDF Agregar valores de punto flotante. 
--

ADDI Agregar enteros. 

AND Bit de sentido logico AND. 

ANDN Bit de sentido logico_ AND con complemento._ -

" 
ASH Cambio aritmetico. -

Cl'1PF Comparar valores de punto ~ lotan~_e·. ~ 
~ 

--- ·:.' ; --- " 

Cl'1PI Comparar enteros. 
_- -

- ' 

FIX Convertir valor de punto flotante a entero • . :. 

FLDAT Convertir valor entero a punto flotante. --_ ' 
_, 

LSH Cambio logico. -
''· ,_ "•t 

1'1PYF :-. 1'1ul tipl icar- valores de punto flotante. 

1'1PYI Multiplicar entero. - - ? ' 

NEGB Entero negativo con pres tamo. 

NEGF Valor negativo de punto flotante. 

NEGI Entero negativo. 

NDRl'1 Valor normalizado de punto flotante. 

NDT Bit de sentido logico de complemento. 
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INSTRUCCIONES DE DOS OPERANDOS CTNS320C30) 

INSTRUCCIDN 

OR 

RON 

ROL 

RDLC 

RDR 

RORC 

SUBB 

SUBC 

SUBF 

SUBI 

SUBRB 

DESCRIPCION 

Bit de sentido logico DR. 

Redondeo·de valor de punto 

Rotar a la izquierda. 

Rot•r a la izquierda por 

Rota~ • la d•racha. 

ROtar a la dar.echa. por 

Bubtra•r un 1mtaro con 

Subtriiler enteros candicionAles •. 

Subtraer valoras 

Subtraer entero. 

Subtraer un entero en rever&• 
tino valor ). 

SUBRF Subtraer un va or de punto flotante en reversa (va-
lor de origen destino valor). ·.-'-·-·: .. .,., 

SUBRI Subtraer un entero en reversa (valor de·origen des­
tino valor). 

TSTB Probar campos de bit. 

XOR Bit de sentido de OR exclusivo. 

chi'p Arqut tectura ct.t THS320C30.- La arquite~'tura, 

caracterizado por la exactitud y precisión ·de 1'~·· ·~¡,J.'d~~· 
11otante, gran cantidad de memoria en .: chip ·:a·ctiVit.da,. 

de planto< 

un alto 
degrado de p.:ira1e11smo, y ·e1· controladc;;~~:DMA~, Erl·:.·1~ 
s& muestra un diagrall'la a bloques 'del~·~Tr16320C3o. 

La unidad' de pr.oces.l~i.~-~.t~----~-e~'"tral (CPU) 

irle luya la&· &iguientes 11specific-ACiones : 

~iQura 

- Un multiplicador de·punto fijo y flotant• (punto flotante 

32- 40¡ punto-fijo : 24 X. 24· ...:___. 32). 

- ~n cambiador bar~el shifter de 32 bit. 

- Una unidad lógica ª."it ... tica (ALU) da .32 bits. 
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- Dos unidades de registro auxiliar (ARAU) para generar dos 

operandos de direccionaMiento en un ciclo simple. 

- Ocho registras de expansión extendida de 40 bits (RO-R7) para 

acu•ula1r. 

- Ocho registros aUMiliares de 32 bits (ARO-AR7) para 2 ARAU. 

- Un puntero de dato de pagina (DP) de 32 bits de tipo registro 

para apuntar a 254-64K palabras de logitud de datos de paginas. 

- Dos r•gistros ind•M da 32 bits (1RO-IR1) p.ilra direcciones index. 

- Un tamafto de bloques da rmgistro de 32 bits (BK) usado por ARAU 

en dirección circular. 

- Un puntero de pila de sistema de 32 bits (SP). 

Un registro estado (ST) que contiene información global en •l 

e&t•do del CPU. 

- Un interruptor CPU/D"A de 32 bit activo tipo registro (lE). 

- Una bandera,de interrupción CPU de 32 bits tipo registro (IF). 

- Un registro bandera de entrada/salida de 32 bits (IDF) para el 

contr,ol ·~·~:' l~. fufición de los pines externos dedicados. 

XFO y··xF1" pará chip entrada/salida. 

- Un -·~~~t'~d~'r ~da' ·~'epet.ici6n de 32 bits (RC)para operaciones ciclo. 

- Un re¿i&t;;,;·.de 'ilirección activo de repetición (RS). 

- Un r~~ii~t;:~ de' .dirección final de repetición de 32 bits !RE). 

- Un coñtadOr -"d.e programa de 32 bits (PC) registro. 

Ci~co grupo& de modo de direccionamiento son 
prop,;rci,;~ad,;s:e~ el T"S320C30 1 

- : R~:g~~~.r_o_:c;l·e··:direc.C: .. ~~~~m~e~·~º:_;-~~~.ar~~·. _(para,. c~alqu.~11~_-·: ..:~·~ist~o. de 

~:~~;~:::::; :~:ª~~::~~~!5'.,bi.~::;.r;~}::~,~;!:,· :{.~,\~;¡,~M y~4 ;,bita . ·de 

Tras operaOdOS :~·de -~~,;¡istr;~~),'d&«~··d1f7eC:CiOnámiénto ·: e""_ilÍdir&c to.-· 

Registro -de· direcc-f~;,-~~'J.'~;;~~'~:·"pa..:;íel~'/é'f~o-;·.'.::.~/ R7')'/~·'..1ndi~~~t~ •. · 
- Longitud inmedi~ta (opera~d.;''cie:24 bitO~>> . •,;\' .. 

- División condi~·ional :_:,>'de .. · regis.trD)-:dS\.:dir·áCci~r\amien'to v ·pe 
relativa (á un 5-ignci de 16 .bi'ts"de ·dasplazamier:atD e&tá. en la PC) 
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INSTRUCCIONES DE TRES OPERANDOS CTMS320C30) 

INSTRUCCION DESCRIPCION '"· 

AND3 Bft de 

ANDN3 Bit··de.sentido:logÍ.co 

ASH3 Camb,io ~a;-1 lf!l_etico para dar úii 

CMPF3 Comparar valores de pun~o f_lo.tante._,. 

CMPl3 Comparar entero. 

LSH3 Cambio logico para dar un canteo. 

MPVF3 Multiplicar valores de 

MPVI3 Multiplicar enteros. 
·~~~~~~~~~~~~~~~~~~-! 

OR3 Bit de sentido logico OR. 

SUBB3 Subtraer enteros con acarreo. 

SUBF3 Subtraer valores de 

SUB13 Subtraer enteros. 

TSTB3 Probar campos do bit. 

XOR3 Bit de sentido logico OR 

INSTRUCCIONES DE CONTROL DE PROGRAMA 

I NSTRUCC ION DESCRIPCION 

B cond Division condicional. 

B condD Retraso de division condicionar.· 

BR Division incondicional. 

BRD Retraso de division incondicion'al. 

CALL Llamar a subrutina. 

CALL cond Llamar a subrutina condiconal. 
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INSTRUCCIONES.DE CONTROL DE PROGRANA CTMS320C30) 

INSTRUCCION DESCRIPCION 

DB cond Decremento especifico del registr~, ~~.><iliar· y di~i-­
sion condicional. 

IDLE Dar.vuelt.as hasta que 

NDP No operacion. 

RETI cond Regresar desde la 

RETS cond Reg,~esar desde la 

RPTB Rapeti~ bloque.de' 

RPTS 

SWl 

TRAP 

·:,:­
THS320C:SO'..:.!_;·, EÍ i ·•¿.:,~Junto de 

instruc.ciones c~~tie~~r;,· 114· inStrucCi'On,~S ··cJ,.:g-árlizad~S· dentro da 

seis grupos_" funcionales, los. cuales .son ¡.in~·i"ui\j~~·:·~~~ en· las tablas 

5.24 a .la 5.30. 

CERRJJ>URA OP DE INSTRUCCIONES PARA 
COMUNICACION CTMS320C30). 

INSTRUCCION DESCRIPCION 

EL MULTJ:PROCESASOR 

TABLA 5.2B 

LDFI Cargar valor punto flotante cerrado. 

LOll Cargar entero, cerrado. 

SIGI 

STFI 

STll Almacenar un entero, cerrAdo·~·-; '.~ ... 

INSTRUCCIONES DE OPERACIONES EN PARALELO CTMS320C30) . 
INSTRUCCIDN .. DESCRIPCIDN 

' <· TABLA 5.29 

ABSF u '.STF El va1or ab&oluto de un numero de -~~nto flotante 
en Paralelo con almacenaje:~----

ABSI 11 STI El valor absoluto de un_entero en paralelo con 
almacenaje. 
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INSTRUCCIONES DE OPERACIONES EN PARALELO CTICS320C30) 

INSTRUCCION DESCRIPCION· TABLA 5.29 .. 

ADDF3 11 STF Agregar valores de punto flotante an paralelo con 
almacenaje. 

ADDl3 11 STI Agregar valores enteros en paralelo con almacenaj 

AND3 11 STI Bit de aentida loqico AND en paralelo con al mace-
naja. 

ASH:S 11 STI Cambio ar i tmetico en paralelo con almacenaje. 

FIX 11 STI Convertir valor ae punto Tlotante a entero en pa-
ralelo con almacenaje. 

FLOAT u STF Convertir valor entero de punto flotante en para-
lelo con almacenaje. . 

LDF 11 LDF Cargar dato de punto flotante a paralelo. 

LDF 11 STF Cargar dato de punto flotante en paralelo con al-
macenaJe. 

LDI 11 LDI Cargar enteros en paira lelo. 

LDI 11 STI Cargar un dat:o entero en paralelo con almacenaje. 

LSH3 11 STI Cambi.o logico en paralelo con almacenaje. 

MPYF3 11 ADDF3 Multiplicar y sumar numeras de punto flotante. 

MPYF3 11 STF Multiplicar valores de punto flotante en paralelo 
con almacenaje. 

MPYF3 11 SUBF3 Multiplicar y sub traer valores de punto flotante. 

HPYI3 11 ADDl3 Multiplicar y sumar valores enteros. 

MPYI3 11 STI Hul tiplicar valores enteros en paralelo con alma-
cenaje. 

MPYl3 11 SUB13 Multiplicar y subtraer valores enteres. 

NEGF 11 &TF Valor- negativo de punto flotante en paralelo con 
almacE."naJe. 

NEGI 11 STI Valor entero negativo en paralelo con almacenaje. 

NOT3 11 STI Co~plemento entero en paralelo con almacenaje. 

OR:S 11 STI Bit de sentido logico OR en paralelo con almacena 

STF n STF Almacenaje en paralelo de datos de punto flotante 

STI 11 STI AlmacenaJe en paralelo tipo entero. 

SUBF:S 11 STF Subtraer valores de punto flotante en paralelo 
con almacenaje. 

SUDl3 11 STI Subtraer dato entero en paralelo con almacenaje. 

XOR3 u STI Bit de sentido logico OR eKclus1vo con almacenaje 
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CODIGOS DE CONDICION CTMS320C30) 

INSTRUCCIDN DESCRIPCION TABLA 5.30 

u Incondicional. 

LO (C) Manar que (acarreo). 

LS t1anor.o igual. 

HI Mayor que. 

HS (NC) 

NE 

LT 

LE Méñor .que ·a ·igual. 

GT (P) Mayor que (posit1vo). 

GE <NN) Mayor que o igual (no 

NV No.overflow (saturado). 

V Overflow ·(saturado). 

NUF NO Bajo saturado (underflow). 

UF Bajo saturado (underflow). 

NLV No agarrar de baja saturada (latched overflow). 

LV Agarrar baJa saturada Clatched overflow). 

NLUF No agarrar punto flotante de baja saturada (overflow 

LUF Agarrar punto flotante de baja saturada (overflow). 

ZUF Cero o punto flotante de baja saturada (overflow). 
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e o Ne L'U s 1 o NE s. 

El obJ•tivo principal de eat• trabajo da tesis as, •1 

conocer an forma básica y genaral todos los elementos teóricos 

necesarios1 qu• se utilizan para un procaaa~iento digital de 

seftales. Y •• debe de entender que al análisis y procesamiento de 

cualquier seftal lleva consigo una s•rie de pasas necesarios para 

un mejor a&tudio y aplicación. 

Todas las herramientas que se usan, tienen como función 

co~On el lograr que su análisis sea lo más cercano a la realidad 

del problema, viendose _:desde un punto - de vista ·_ r&ial o de 

.·-Sin embargo;'º se h_ilc&r.'_ reSa.lta·r· -,_-~q-._¡~~~-\':'~.i~~~~ .. 1 Pr1m~ras 
herramientas. us~-~~~-'··~~~~-\-~:;·~,~~--- t1~-:· ~d'.;, "., ~~~á¡~-~¡~·~~ .. ~, ·:· f·~e·~a~ , Y.: . son 

; :·:._,_l 

fundamenta le~- .;pdra~ .. J.~ \~-~~iJci~~~·~d~ -el p,.:~cesami~nt~: ... di91 taL~ ·: d&. 

seftalen. ·~Stas ;~,~~-~;~:~_}~·;\:~~~~~~~:~-;~~~~ DisCreta ·de FOú~i-~:·:.-~i~~~) :·y· ·1a 

Transformada.:'. Rá'~i~~~ '.-.~e,:_ Four:ier CTRF:J, J-u~-~~: -~~~-_;',.'.~-~-~-~-~::·. sus .. 

funciones .d.eriV~da~ ~,~~~los· diferentes tipos_·_ ~e~_ar:i.ál~~-J."S:;"~;·Y~.-:.que su 

función principal ·es. de real izar un número.-.; dé-::·· operaciones 
'.-_- .·-·.;. -

bastantemente· tediosas, en un tiempo que sea lci .. más .. ·;:"a~t~ posible·. 
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Es importante entender , que una de las primeras· 

apl icacicn~s que tuvieron 'cavida ·en el procesamiento digital de 
' , .. ,,. ·.·.·::<· 

sena les, fueron i05 f i 1 tres· d.ig1t·a1es: 'R~pr~s~~·tindoSe 
- ;. : :,,. .· ,·, - '·<:·· 

tipos de fitt;~t: 1~~,F-ilt-ros d~·-. ~espuest_a·_·,ImpulsO . Finita 

dos 

Fil tF-os de· Áe~Pti·e~·~-~- :.1~pUí.·~~-:~ Ú~f in ita i" :-d~nd~Se <· ·-~~{~: una primera 
. ' ·. . ... ··, ' .' '. , . . •{'. "• , '. . .,-~-- !;};. ·~ 

evolución '--~~:~··~r;~'::a'·~'l;i~~~~-f~;t: en '·'~~~;~-¿;~;·t~i ~ '' ¡·.!··_, ',.\ ·-:·.·~.,-:··~ 
"°"• '- . !,-~-/ . ·.L~" ... :· :-;;-> . .. <:.;,:Í>· j' ; ., ·<., -~ ·;.:<'!:',--1., :~ (:'- t> 

·-.,,,'.;,oi~a~'+rN~~l,~~~~~~~{~~~i~~. -,~e1'.(1~eg~,; a plantear, la 

:::::::::~:~i;[tª~;~ ¡¡11f !~;~~~~!i;:~i::f ª~tm¿~:e;,·::~e::~- c::::i t:: , 
. ---·~-:·-·.;:~~:'.<.'".'>'. -~·- ·.+"' ;,:.. .. ... ,•:; .. · · .. ,.,". 

s1gna1 ProceSS~r> .- o~ Mi.crDPré~~sadOr·~- D'ilii-tal·--de··-·se·ñ~res·~-:-·aue di6. Un·· 

gran cambio:·~~;.:-;·~~: a~aríce< dei> p,;.~~e:~am¡·~n·~:~ ·digi. ta1 _·;~~. ~ef'fales. 
' -' ' >>.:: ·;:-;: . -, . .,_ -~ . ·'-..'.:> ,. ,~-_._., 

·' ~-~' -~?'-~· \ :-:::.~~"- :-:-;-">· <'~-:.;,:;,_~•'; .. ·¿;;:.'-,?: ,·.""-- :" :.:; _:,-,~~,;.,.< /' 

c~rj· ·:(~: ~~~~ /~.~:;_{~~~~,d·~o:~~~'~:~~-~\~.i-~ ';~·:.-,que. _,_}~,~ ;·~.·-~P1 i~ac::iones 
m~~h~-.-~A~_'. reaies- a--1~:.-.só.1uci6n "-de:· prob.1em.aS :?~."~·~·~~~\~~das~ las 

~r~as, d~~': -~~:n~¿¡·~·¡·~~t~':. ¿¡~n~~·.;i·¿-~ :~~·'.·~~~.a~li~~ciÓn ;·:basadas en el.: 

fueron 

como- el poder 

analiGarse cualqui~.r tipo d~. sof'fal.,aleatoria·o no aleatoria. 
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APENO ICE. 

Este apéndice contiene'P.l '.list.ado de· un. programa. escrito 
··; ·. ":'.' : ... -

en lengaaJe c •. Dicho prcgrama,calc.ula la Transformada-Discreta de 
' . ':' : ; --~. - ,· 

Fourier CTDF>; y el .. nombre de este 'a~c-hiYo-_"es·.TOf'.·c. 
,: ... ; ··:,..·: "' 

·. -->::-;.'·:; ,,, .. ·- - ' 
- - . ," :. : . :, -~ -.' '; ;.; :>. , 

El -cá.lcul~ ~~:~'.~-~-- TDF: ;:i6<:~~·~ii-z-~· ·'por;~~ed.i'é:,. d& un conjunto 

de datos que se le _P-~-~-~-~':'.~.-i~ñ~·."' al ~~~g~~~:~,/ \:~st~~-;}-;d~tb~::'_ están 

dados por tres arc.hiVo~(-1-ci~~--~~~1es ~-_son;_~: )SfN:· ~j~-- ~:~<-- -(~O~io. ~ATt 
COSl. DAT. 

·::·.~:-:~., -~-}::;::,-·: 
--::..·.:- ··-:.,, - '"" 

'/. :"_:;-/ --<::·.>. 
·- .· .- "'. ,. . '_-: - '~~".._,-_'.· 

La' salid~- qu_~-- P!':º~dúcO: e_l: ª!':'chivo. es;de una gráfica, 

la cual, sa mú'eG·t:r·_¡~:-e1;/,..~~~·1 t~'ci~~'.d~i~·--~ái-~uiO' dP.);_. ~·~s:'.·i~·~r~-hi~os 
raombre SEN.DAT. cos'~~-DAT'~ ~~s~~~AT~ . 

-'(-;;,)'.-";""· 

Después del l'L;~p :deÍ; pr;'.'!Íra,ma .TDF.C, se . muestra 

en 

de 

el 

resultado 'de 1as , _gr~f i~á~:~_: ;abterlid4's ~de_ '.los: _ar:chivos SC,N. DAT, -.. "': 
COSlO.DAT, 

'· . ·... ·- -.- . 
y- ·cosi;··ÓAT.:·· aJe s~n-uná':'.·aprO.>cim~ciÓn·· a· Í-á;¡¡:. gráficas 

reales; que ent~ega el,:programa c~a~do se esta e·Jecut'ando~· 
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#include<stdio.h> 
•include <stdlib.h) 
#include<conio.h> 
•include<math.h> 
•include<graphics.h> 
•define pi 3.14159226 
Fil.E *'1rchivo; 
char cadir4Jr2J=((l24,0},(47,0},(45,0},(92,0}}; 

main() 
( 

int n,i,J,ap; 
char c,name[12]J .,· - : ' 
f loat arreg 1on112J, totalr:H2] ; .. eal, imagi ¡ 
float factor,sub,factor>q · 
i=DETECT¡ 
initgraph(&i ,ad, 1111

) 1 
cara() 1 
setcolor( 14) 1 
settextstyle(l,0,3); 
do( 
cleardevice(); 
outtextxy(getma>e)(()/7,getmaxy()/17,_"Da nombre de el. archivo1 "); 
gotowy(20,6); 
gets ( name) ; 
archivo=fopen(name, 11 r 11

); 

}while(archivo==NULL); 
i=O; 
cleardevice(); 
setfillstyle(6,l.IGHTBLUE)¡ 
bar(O,O,getmaxx(),getmaxy()); 
outtextxy(getmawx()/7,getmaHy()/2, 11 TrabaJando 11 )1 
while(fscanf(arcl1ivo, 11 Xf Xf 11 ,~arreglo[iJ,&factorl>O) i++; 
tclo~e(archivo); 
n=i; 
sottexlstyle(2,0,7); 
factorwa(float) getmaxx()/2/(n-12.0); 
for(i=O;i<n;i++) 
( 

real=imagi=O; 
for(J=O;J<n;J++) 

( 

} 

real=(arreglorJJ•cos((2*pi*i*J)/n))+real; 
imagi=(arreglorJJ•-sinC!2*pi•i•Jl/n))+imagi¡ 

setcolcr(10+random(5))J 
bar(getmaxx()/2-50,getmaxy()/2-10,getmaxu()/2,getmaxy()/2+20); 
fillollipse(getmaxx()/~-45,getmaxy()/2+10, 

17,17); 
if (i:f.4 !=O ) 
outtextxy(getmaxw()/2-50,getmaxy()/2,cad1Cfmod(i,4)J); 
el se 
out~ewt>:v ( getmaxx () /2-45.getmawy () /2, cadi [ fmod ( i ~ 4) J); 
sub=(roal•real)+(imagi*imagi)J 



totalCiJ•(•Qrt(sub)/nl1 
print1(archivo,''~f\n 11 ,,total[i])¡ 

J ' 

factor=O; 
for(i=O;i<n1i++l 
if(totalCiJ>factor) factor=totalCiJ; 

factcr=(getmaxy()-70)/factori 
cleardevice(); · 
setfillstyle(7,LIGHTGRAY)J 
bar(l,1,getmawH(),getmaxy()); 
satcolor( 15) 1 
j;;;:getmaxx( )/2; 
for(i=01i<n1i++l 
{ 

} 

line(factorH$i+getmaHM()/2,getmaxy()-60-total(iJ$factor, 
factorx$i+getmaxH()/2,getmaxy()-60)J 

line(getmaxx()/2-factorH$i,getmaxy()-60-total(iJ$factor, 
getmaxx()/2-factorx•i,getmaxy()-60)¡ 

c=getch(); 
closagraph(); 
restorecrtmode(); 
l 

cara() 
{ 
int i,j,d,a,b=O,ci 
cleardevice() J 
for(d=l;d<=500;d++) 

putpixel(random(getmaMx()),random(getmaHy()),lO)J 
arc(200,250,138,225,20l; 
arc(l75,218,299,46,20); 
arc(260,200,1~8,225,20)) 
arc(235,168,299,46,20)& 
arc(280,250,138,225,20); 
arc(255,218,299,46,20l; 
setcolor( 5) 1 
line(140,300,340,300) J 
arcC240,300,180,360,100)J 
arc(340,325,245,90,25); 
setcolor(9); 
line(l00,400,400,400); 
sette~tstyle(1,1,3)J 

outteHtHyC40,1•), "PROCESAMIENTO DIGITAL DE 6EilALE6") 1 
setcolor( 14); 
settextstyle(2,0,4); 
outtext~y(210,360,''D1RECTOR DE TESIS'')¡ 
settextstyle(2.0,4); 
outtextxy(190,29Cl,"ING. OONACIANO JIMENEZ VAZOUEZ"); 
settRxtstyle(2,0,4)1 
outtexb1y(210,:aC1,"JOSE EVELIO RODRIGUEZ PARRA"); 
delay(2000): 



b=O; 
c=OJ 
•=0• 
for(a=01a<=2b5Ja++) 
( 
cleardevice(); 
sattextstyle(2,0,5)J 

for(dal1d< .. :I001d++f 
putpixel(random(getmaxx()),random(getmaxy()),random(d))J 

aatcolor(14); . .: ·- . .. 
outtextxy(212,300-a, "DIRECTOR DE TESIS") 1· 
if(a)m100) 

( . . . . . 
••ttextstyle(2,0,5)1· ~ ~ 
outtextxy( 200-b, 300-b; "INB,: DONACIANO. J IMENEZ. VAZCllJEZ") 1 

b++1 .. . .•. . . 
if(a>=150)(. 

c++J , .' , ·, 
settext .. tyle(2;0,5) 1 
outtextxy(190+c,300-c,"J05E.EVELIO R~DRIGUEZ.PARRA"I: 
) . . 

) 
setcolorCWHITE); 
arc(200+a,250-a,138,225~20); 
arc(175+a,21B-a,299,4b,20)J 
arc(2b0,200-a,13B,225,20)J /$ARCO$/ 
arc(235,lbB-a,299,4b,20)J 
arc(2BO-a,250-a,13B,225,20)J 
arc(255-a,21B-a,299,4b,20)¡ 
/$ FIGURA DE LA TAZA $/ 
&etcolor(5) J 
line(145,275,337,32b)J 
setfillstyle(1,2)J /$SIN.MOVIMIENTO$/ 
arc(240,300,lb5,345,100)J 
arc(335,355,230,85,25)J 
satcolor(9) 1 
line(100,400,400,450)¡ 
) 
setcolor(1211 
line( 25,155,140,155)1 
line( 200,55,350,55)¡ 
line( 300,205,445,205); 
aetcclor(9) t 
••tt•xt&tyle(1,1,3)J 
outtextxy(550,20,"PROCE5AMIENTO DIGITAL DE SEY.ALES")J 
ge te he () J 
} 



Resultado que_produce el archivo TDr.c en el c~lculo de 

la Transformada Discreta de Fourier, de los archivos S~N.DAT. 

COS10. DAT y 

SEN.DAT 

COS10.DAT 

COS1. DAT. 

G R Á F C A 

,,,, 
/ ,, 
/ ' 
/' ' 
/ ' .,,, ' 
/ ' 

'''''////////// / ,.,,,,,,,,,,///// 

G R Á F: C A 
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