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PREFACIO 

Eata teai• ea sobre •istemas dinámicos discretos caólicoa. 

Los resultados que aquí presentamos se refieren, en su mayona, a la dinámica 
generada por funciones definidas en un intervalo de los números reales. Sin embargo 
al estudiar conjuntos invariantes con dinánúca caótica apazecen, de manera inmedi­
ata, r.onjuntos con topología más complicada como el conjunto de Cantor. Por esta 
razón iniciamos adoptando un punto de vista máa general: Consideramos un espacio 
métrico, M, y una función continua definida en él, f : M --> M. 

Las iteraciones de /, r = fo¡ o .•• o/, generan un sistema dinámico discreto. 
Los conceptos básicos que utilizamos son los siguientes: Decimos que :r E M e8 
un punto periódico si existe n E N tal que r(:r) = :r, al uúnimo del conjunto 
{n EN 1 r(:r) = :r} lo llamamos el periodo de :r. Denotamos por Per(I) al conjunto 
de punto• periódicos de/, y por o(:r, f) a la órbita (positiva) de :r, es decir, o(:r, 1) = 
fr(:r) f n ~O} donde!° es la función identidad. Decimo• que fea topologicamente 
transitiva en M si para toda pareja de subconjuntos abiertos, A y B, de M, distinto• 
del vaáo, existen E N tal que r(A) n B .¡ ef>. Por último, decimos que fes sensible 
a laa condiciones iniciales si existe e > O tal que para todo :r E M y para toda 6 > O, 
existen 11 E B1(:r) y n EN tales que d(r(:r),r(11));::: e, donde d(·,·) es la métrica 
en M. Llamamoe a esta e la constante de sensibilidad. 

Antes de presentar nuestra definición de caos conviene aclarar que no existe a 
la fecha una definición aceptada por todos. Conceptos como transitividad, entropía 
topológica positiva, sensibilidad a las condicionea iniciales, existencia de puntos bo­
moclínicos, y existencia de puntos periódicos de una cantidad infinita de periodos, 
aparecen de manera reiterada cuando alguien se refiere a caos. 

Hemos decidido partir de la definición dada por R. Devaney en 1985 en An lntro­
duclion to Chaotic Dynamical S¡¡aterna, ver (11) • Las condiciones por él propuestas 
para decidir si un sistema es caótico nos parecen sencillas y manejables. Además 
varios de los ejemplos que bao dado origen al estudio de dinámicas complicadas, el 
corrimiento en dos •Ímbolos, la herradura de Smale, los automorfismos de Aoosov 
en el toro y la (unción logística principalmente, cumplen esa definición en el espacio 
donde están definido• o en un subconjunto invariante de él. 

Deftnic:i6n (Devaney). Decimos que/ es caótica en M si 
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i) El conjunto Per(I) es denao en M. 
ii) f es .transitiva en M. 
iii) f es sensible & las condiciones iniciales. 

De estas tres condiciones, la de la sensibilidad merece algun08 comentarios. Exis­
ten otru definiciones de sensibilidad, la que noootrm presentamaa parte de un& idea 
propuesta por Guckcnheimer en 1979 en SenailitHJ Dependence to Inilial Condiliona 
far One Dimenaional Mapa, ver (14). La expansividad, véase An Inlrotl•clion to Er­
gotlic TheorJ,fde P. Walters (35), refleja una idea semejante & la contenida en la sensi­
bilidad, sin embargo su definición implica que f sea un homeomorfismo, c:ondici6n que 
no cumplen varias de las funciones que nosotrm estudiamoe (por ejemplo la funci6n 
logística, /(z) = 4z(I - z), definida en [O, 1) e R). De hecho se puede mostrar que 
la dinámica generada por un homeomorfismo definido en un intervalo de 108 númerm 
reales, o en el círculo, no es caólicoª 

Por otro lado , la sensibilidad da la impresión de ser una condici6n débil en el 
siguiente sentido: dad08 z e M y 6 > O, s61o un punto de la B1(z) está obligado a 
tener una órbita que se separa, en alguna iteración, de la órbita de z. La siguiente 
afirmac:ión, cuya demoetraeión se encuentra al final del capítulo cinco, muestra que la 
senoibilidad afecta el comportamiento de lu órbitas de un conjunto abierto y denso 
de puotoo de B1(z). Sean E > O la constante de sensibilidad de/, y Et > O tal que 
Et <~·Entonces para todo z E M y para toda 6 >O, el conjunto de puntos 71 E B1(z) 
tales que existen e N con d(r(z),r(11)) >Et es abierto y denso en B1{z). 

El último comentario sobre la 11ensibilidad, y tal vez el más importante, es el aigu­
icnte: En 1992, ver On De1111ne71'3 Dejinilion o/ Chaoa (2), un grupo de matem,ticoa 
auatr&lian08, Banks et al, dem08tró que si M es un espacio métrico perfecto, en­
tonces la densidad de Per(f) y la transitividad implican que f tiene sensibilidad a 
lu condiciones iniciales. E:ate importante resultado aoe lleva a adoptar la siguiente 
definici6n. 

Definición. Sean M un espacio métrico y f : M __, M una función continua en 
él. Decimos que f es caótica en M si M es perfecto y 11e cumplen las siguientes dos 
condiciones: 

i) Per(/) es un conjunto denao en M. 
ii) f es transitiv~ en M. 
Si Des un conjunto invariante bajo /, f(D) = D, decim08 que fes caótica en D 

1i D es perfecto y la restricción de f a D, !lo , cumple las condiciones i) e ii) en D. 

E:ata definición, y el resultado de Banks et al, nos llevan a la pregunta principal 
que anima este trabajo: ¿Qué tanto podemoo descubrir de la dinámica generada por f 
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a partir de la presencia simultanea de doa condicionm: denlidad de puntos perióclic:oa 
y bao1itividad topológica? 

La mayoría de 1 .. teoremu, propo1icione1 y ejempl .. que present...-, aunque 
1111n respueetu a preguntas y conjeturas particulares, adquieren un eentido y un cierto 
orden 1i "" pien1ao como fragmento• de la respueeta a ... ta pregunta general. 

En d°" campoe ee pueden dividir l<>1 reeultadoa contenido• en la tesio: Loe que"" 
refieren a la din'1nica de funciones definidas en un subintervalo de I°" realee, y 1 .. que 
deecriben algún aepecto de la din'1nica de funcionee definidas en un eopacio métrico 
( digamoe un ""tudio más general). 

Ambos campos ""tán fuertemente relacionados, sin embargo en eeta presentación 
intentaremoe dar cuenta de eu .. por 11eparado. 

lniciemoa con loe r""ultados para la din'1nica de funcionee definidu en un aubin· 
tervalo de R. 

Considerem<>1 1 = [a, 6) e R, y f : 1 -+ 1 una función continua en l. Una gran 
cantidad de resultadoa sobre la dinámica generada por f ban tomado como punto de 
referencia la entropía topológica de /. Existen más de diez condiciones equivalente. al 
hecho de que la entropía de f sea po1itiva, ver l<>1 1iguientes trabajos: Perio4ic Pointa 
a11d Topologil:al Enlrop11 o/ One Dimenaional Maps de L. Block, J. Guckenheimer, M. 
Miaiurewicz y L. Young (8); D11namil!8 in One Dimenaion de L. Block y W. A. Coppel 
(9); y ComplejidU en Sialemaa Dinámico• de M. Falconi y J. Pulido (13). Nueetra 
primer &area fué relacionar la presencia de caos con este importante concepto. 

El ee&udio de la dinámica de Cuncioneo con entropía cero "" muy completo, ver (8) 
y el trabajo de M. Miaiurewicz ln•arianl Meaaure1 /or Conlin1101 1hana/oma&liona 
o/(0, 1) •ÍI·~ Zero Topological EnlroPll (22). Loe posibles conjuntoa invariantes donde 
la función es transiliva sólo pueden ser órbitas periódicas, o conjunto. de Cantor 
donde f st. factoriz& en la función máquina sumadora, tr : E -+ E. De aquí que la 
dinámica de f no presente subconjuntos con din'1nica aiótica. Por tanto la presencia 
de .,_ implica entropía posiliva, enl(/) > O. Eo inmediata la siguiente pregunta: 
¿entropía pooitiva implica caa1? En el capítulo tres contestamos afirmativamente, y 
present- la demootración del 1iguiente 

Teorema. Para funciones en el intervalo, f : 1 -+ 1, las siguientes doe afirma.. 
cionm 90D equivalent...: º 

i) Exiate D e 1 tal que f "" caótica en D. 
ii) La entropía topológica de f es poeitiva. 

Eote resultado no sólo liga nu.,,,tro trabajo al estudio que se ha venido realizando 
1111bre este tipo de sistemas dinánúcos, también nos permite· encontrar nuevas rela· 
cionee entre la dinúnica caótica y otros conceptos. 
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En el capítulo cuatro estudiamos la relación entre caos y el conjunto w(z,n, 
donde w(:i:,/) ea el conjunto de loe puntos en 1, JI e 1, tales que existe {n¡} e N 
con /"'(:i:) -+JI· Al revisar la literatura sobre el tema, ver (8), (9) y (22) nuevamente, 
nos dimos cuenta que si la ent(/) =O, entonces el conjunto w(:i:,/) presentaba dos 
caracterísliw: 

Primera. Su cardinalidad sólo puede ser finita (en el caso de que w(z, /) sea 
una órbita periódica), o no numerable (en el caso de que w(:i:,/) sea un conjunto de 
Cantor). 

Segunda. Es conocido que para toda z E 1 el conjunto w(:i:, /) es invariante bajo 
/. Lo interesante es que si ent(/) = O, entonces f H•JI siempre es transitiva. 

De estas dos observaciones nacieron dos nuevas preguntas: ¿Existe alguna relación 
entre la presencia de caos y la exiatencia de un punto z E 1 tal que la cardinalidad 
de su w(:i:,/) sea infinita numerable? ¿Existe alguna entre caos y la posibilidad de 
que f lw(•,/) no aea transitiva para alguna :i: E 1? 

Nuestra respuesta es que sí existen estas relaciones. El resultado al que llegamos, 
cuya demostración es el contenido del capítulo cuatro, ea el siguiente: 

Teorema. Para funciones en el intervalo las siguientes tres afirmaciones son 
equivalente.: 

i) / es caótica en algún subconjunto de l. 
ii) Existe z E 1 tal que su w(:i:,/) tiene cardinalidad infinita numerable. 
iii) Existe z E ltal que/ restringida a w(z,/) no ea transitiva. 

De las dos características que forman parte de nueotra definición de caos, densidad 
de Per(/) y la transitividad, ea la segunda la que nos da más información sobre la 
din&micade /. Decimos ésto en el siguiente sentido: si de/ sólo conocemos que Per(/) 
eo denoo en 1, a partir de aquí no podemos avanzar mucho, la función identidad cumple 
eota condición y su dinámica eo simple (sin embargo existe un estudio realizado por M. 
Barge y J. Martin, Derue Periodici1J1 on llae lntervo/ (5), muy completo e interesante 
oobre la dinámica de funciones en el intervalo que presentan densidad de puntos 
periódicoe ). 

Por otro lado de la presencia de la transitividad podemoe obtener concluaioneo muy 
importantes. En 1979 Z. Niteclü demcietró en Topological D¡¡namica 011 llae lntervol 
que si /es transitiva en 1, entonces el conjunto de puntos periódicos es denao en 1 
(véase (24]). Por lo tanto, en intervalos, transitividad implica caos. 

Este último resultado no noe eo tan útil en ... ta tesis, como pudiera parecer en un 
primer momento, ya que loe conjuntos invariantes y oompacloe, D C 1, donde hay 
preoencia de caos oon sólo de doe tipoe (como demoetraremos en el capítulo dos): 

i) D eo la unión finita de intervalos ó 
ii) Des un conjunto de Cantor. 
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Dada la orientación en que hemos realizado nuestro estudio, cuando uegur....­
la praencia de aoa en un subconjunto invariante de/, áte ea un conjunto de Cantor. 

Siguiendo en este camino, podría parecer que de la sóla pn!llellcia de la oenñbilid&d 
a lu condiciones iniciales no obtendríamoo mú resultados sobre la dinámica de J. 
Sin embargo no es así. En el capítulo cinco demoetraremoa que, para funciones en el 
intervalo, la 11e11sibilidad de / implica que la dinámica es caótica. Nuestro resultado 
.. el liguiente: 

Teorema. Si / : 1 -+ / es sensible a las condiciones iniciales, enton..,. f cumple 
Ju siguientes tres afirmaciones; 

i) ¡ .., caótica en algún subconjunto de l. 
ii) El conjunto de loe puntos aperiódicos es denao en l. 
ii) El conjunto de los puntos asintoticamente periódicos "" denso en l. 

Recordernoe que :e E 1 es aperiódico si la cardinalidad de w(:e, f) "" infinita, y "" 
asintoticamente periódico si la cardinalidad de w(:e,fl es finita. 

En un nivel distinto se sitúa el estudio del espado formado por todas lu funciones 
que son caóticas en algún subconjunto del intervalo/. Denotemos por C"(/,l) al 
conjunto de Ju funciones continuas de 1 en 1, y por K (1, /] e C" (1, /) al de lu 
funciones para las cuales existe un subconjunto de 1 donde son caóticas. Siguiendo 
los resultadoe nseñadoe por Block y Coppel, (9), se puede demostrar que K [I, /)"" 
abierto y denso en C" [1, 1). La métrica considerad& en C" (/, l] es esta: 

d(f,g) = sup {l/(:e) - g(z)I, z E 1}. 

La pregunta que nos plante&mos fué ¿Cuántas componentes tiene K (1, /)? 
F.scogimos el camino de estudiar la arco-conexidad de K (1, 1]. La respuesta a 

la pregunta es: una s6la componente. Esta respuesta y algunas otras propiedades 
de ... te conjunto ... tán contenidas en d siguiente teottm& (su demostración forma el 
capítulo seis). 

Teorema. Si C" [1, l] representa d conjunto de las funciones continuas en 1, y 
K (1, /}e C" (1, 1] el conjunto de las funciones que eon caóticas en algún wbconjunto 
de/. Entonces: 

i) K (1, /) "" arco-conexo. 
ii) El complemento de K (1, J], las funciones no caóticas, también ea un espacio 

ara>-conexoª 
iü) Los conjuntos K (1, /] y su complemento no son convexos. 

Varias de las implicaciones prei!entadu para intervalos en R no eon validas en 
otro tipo de espacioe. En particuliu queremos destacar la que se refiere a la entrop(a 
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topológica. A. Ka\ok den.\ró en 1981, en L..,..,..,., Eqor11:nta, Eratrop11 ond Pe­
riolie Oñiú /or Diffeomorphiam.& (17] , que IÍ f : M -> M es un cliíeomorfiamo de 
claN c•+o. a > O, de UD& variedad compacta de dimenaión doa y la entrop(a de I 
ea po.itiva, entonCll!I existe un aubc:oojunto in'llariante donde la dioúüca ea caótica. 
Este reaultado ea limitar al que nosotros ptt9eD&amoe para runcioneo del intervalo. 
Sin embargo, en 1981 también, M. &.es (ver A MiraimaJ Porili•• Eratrop11 Homeo­
morpl&ilm o/IM ~-tonu (28)) demoetró la. exia\eocia de uo homeomorfismo en el toro 
bidimenaional con entropía poeitiva y sin punto. peri6diwe. Ea decir, en clue ca, 
entropia po.itiva no implica caos en dimensión mayor que uno. Al final del cap(tulo 
cinco mosb&ID08 un ejemplo aencillo de un endomorfismo en el toro con entropi'a 
po.itiva y ain caos. 

Conaideremos ahora M un espacio métrico peñe<:W y compacto, y/ : M -+ Muna 
rundón continua en él. Resultados sobre la dinámica de/ en este nivel de generalidad 
aon menos ~tea. En esta teaia están contenidos tres que nos parecen in&en!oante.. 

l.· Para el primero de ellos nos hatemoe la siguiente pregunta: Si /es caótica en 
M ¿qué podemos decir aobre la dinámica de /"? 

Puede auceder que r sea caótica en M para toda n e N. F.a&o ae da por ejemplo 
ai / es un automorfismo de Aooeov y M es el &oro de dimensión doa. 

Si r no es caótica en M, obtuvimoe el siguiente noaultado: 

Teorema. Si / : M -+ M ea caótica en M, compacto, y para n e N Ja función r 
oo es caótica en M, eo&on""" existe una partición de M en n aubcoojun&os curados, 
A.,A2, ••• ,A., tales que para &oda i E {1,2, ... ,n}, /"es caótica en A;. Además 
f (A;) = A;+1t donde loa índices se toman módulo n. 

Ea inmediato notar la semejanza de este resultado con la descomposición espec­
tral del conjunto de loe puntos no errantes demoetrada por Smale (ver Di/ferentioh/e 
O,...mü:41 s,,.terru {32)) para cliíeomorfiamoa que cumplen el axioma A. 

Vale la pena mencionar que para la demostración de nuestro teorema sólo uaamoe 
de / au continuidad y laa dos condiciones de la definición de caos (véase el capítulo 
uno). 

Demoetramoe en el capítulo tres una afirmación que puede &omarae, en cierto 
aentido, como recíproca de este teorema: Si para alguna n e N ae tiene que /" ea 
caótica en en un subconjunto D de M, entona!S /ea caótica en O, donde D e C e M. 

2.· Para el aegundo resultado partimos de la siguiente pregunta: Supongamos que 
/ : M -+ M es caótica en un subconjunto compacto de M, D C M ¿cómo ea la 
topología de D7 
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..Slo os opciones: es la uni6n de una cantidad finita de componentes o ea un conjunto 
de e tor. 

el capítulo dos mostraremos que si M es de dimensi6n dos, la estructura de D 
pued tener más opciones. Es decir, la topología de D tiene la posibilidad de ser más 
comp 'cada, máa rica. 

Si embargo pudimos descubrir lo siguiente: 

'11 orema. Supongamoa que f : M -+ M es caótica en D C M. Si D es com_eactO 
y est formado por una cantidad infinita de componentes, entonces existen D, un 
conj to de Cantor, J: D--+ D, una funci6n continua y caótica en D, y r: D --+ Íi, 
contilua y suprayectiva, tales que el siguiente diagrama conmuta: 

D f D 
-+ 

rl lr 
D J íi. 

Un~ consecuencia inmediata de este teorema es que si /es caótica en D, entonces 
este co,fjunto esta formado por una cantidad finita de oomponentes ó por una cantidad 
no nuTerable de ellas. 

3.- Loa capítulos siete y ocho de la tesis pueden considerarse como apéndices en 
el sent\do de que redondean los temas tratados en los seis primeros capítulos. En 
particular en el siete proponemos una definici6n alternativa de caos (equivalente a 
la dadi! antes). Con ella podemos demostrar lo siguiente: Si fes caótica en M, los 
periodds presentes en Per(f) forman un conjunto no acolado. Esta alinnaci6n es 
evident/. para funciones en el intervalo. Ahí caos implica entropía positiva y con ello, 
la presencia de puntos periódicoe con periodos, de al menos, todas Ju potencias de 2. 
La mis~alirmación para funciones definidu en un espacio métrico M suena también 
eviden , sin embargo no encontrarnos una demostración de ella en la literatura que 
consult . 

El s guiente teorema, que demostraremos en el capítulo siete, contiene la afir­
mación anterior. Nos muestra también que caoa implica una panicular distribución 
de loe ~untos periódicoo: Todo conjunto abierto distinto del vaáo oontiene puntos 
periódicos de periodo tan grande como se quiera. 

Teo a. Sean M un espacio métrioo y f : M -+ M continua en M. Si f es 
caótica M, entonces para lodo ., e M, para todo 6 > O, y para todo n e N, existe 
11 e Per /) tal que 11 e B1(z) y el periodo de 11 es mayor que n. 



PREFACIO viii 

Con la afirmación anterior t.enninamos la preM!Dh.ción de nuestro trabajo. Ojalá 
el lector acept.e la invitación implícita en esta introdueeión y 1iga adelante. Tal vez 
algunoe fragmento. de esta tesis le sean de utilidad. O, mejor aún, tal vez en la 
lectura de alguna parte de ella encuentre un pequeño disfrute. 

Agradecimientoe. 
Esta t.eais ea el producto de un trabajo colectivo. En su elaboración participaron, 

en di1tintoa momento. y formaa, variu pel'90nu. Todu eUu aportaron máa, mucho 
máa, de lo que ae han dado cuenta. Quiero aquí agradecerles en verdad 1u tiempo, IU 

apoyo y au colaboración. 
Graciu a mi &lelOr: Javier Pulido, por su confianza, su1 consejos y por haberme 

introducido al t.ema de la dinámica caótica. Graciu a mil sinodales por IUI augeren­
ciu y obaervacionea. Esta versión final tiene una deuda muy grande con todoa elloa: 
Renato Iturriaga, Federico Sáncbez, Guillermo Sieora, Santiago López de Medrano, 
Héctor Sánchez y Ernesto Rosales. 

Graciu a mi• amigos Jell'erson King, Paz Alvarez y Pilar Martínez. Quiero decirles 
que aentí 1u apoyo en todo momento. En particular con Jell' me liento muy agradecido. 
El y yo formarooe un pequeño equipo en el estudio de loe 1istemu dinámicoe, ojalá 
uíligamoe. 

Graciu a Eduardo Mora por 1u ayuda en la computadora. A él le debo la pre­
aentación en Sc:ientific Word de la t.elis. 

Graciu a mil alumoOI de Cálculo. Sólo quiero decir que loe cooaidero mis amigos. 
Graciu a mi familia. En todo momento me hicieron aentir acompañado. Gracias 

a mil abueloe, a mi hermano y a mis hermana. En particular el apoyo de mi hermano 
Edgar fué para mi importaotí1imo. 

Por último, graciu a mi mejor &IIÜga: Pilar Valencia. Le agradezco su apoyo y 
loe momeotoe de su compañía. Sobre todo le agradezco su aminad. Gr&ciu también 
a IUI doe pequeiiu hiju: Adriaoa y Alicia. 

Héctor Mén4es Lanp. 

Junio de 1995. 



Indice 

1 Caos, primeras propiedades 

1.1 La definición de caos .... 

1.2 Relación entre las dinámicas caóticas de /y ¡n . 

1.3 Caos y diagramas que conmutan 

2 Sobre el conjunto caótico 

2.1 El conjunto caótico en el intervalo 

2.2 El conjunto caótico. Una aproximación más general 

3 Caos y entropía positiva en el intervalo 

3.1 Definiciones y resultados preliminares . 

3 
3 

6 

:.10 

3.2 En intervalos, son equivalentes caos y entropía positiva • 

23 

23 

25 

4 Caos y el w(z,/) en el intervalo 

4.1 El conjunto w( z, /), primeras propiedades 

4.2 La entropía positiva y el conjunto w(z,f) 

1 Sen1ibilidad implica caos 

30 

; ••••.•• 30 

....•••••.••••.• 33 

3T 

5.1 La sensibilidad, el caos y una digráJica • . • • . . . . . . • • • • . • • • . • • • . • 37 

5.2 La-~ implica la dt!l!Bidad del canj11Dlo de loe pnntoe aperiódicoe 41 

e El conjunto de laa funciones caóticas 4& 

6.1 El ca.a.junto de las funciones c~ticas, en el intervalo, es arco--conexo • . . • • • . 45 

1.2 El conjun&o de las funciones no caóticas también es arco-conexo . . . • • • . • • 49 

T Caoe :r puntos periódicos &4 



7.1 . Relación caos y puntos peri6dicos. . .•••.••.••.. 

a Ejemplos de funciones caóticas 

8.1 Una función caótica en todo R. 

8.2 Una e-perturbación, caótica de la identidad ... 

2 

. '."·.-::.:·.-· •·• -•. : .54 

18 O\ 

58·-·· 
63>·· 

.·.:·· 



Capítulo 1 

Caos, primeras propiedades 

La definición de función caótica, / : M -+ M, algunas de sus consecuencias iniciales y la 

presentación de los primeros ejemplos, son el contenido de este capítulo. En particular aquí 

estudiamos la relación entre las dinámicas caóticas de /y ¡n. En este terreno demostraremos 

· la siguiente afirmación: 

Si M es compacto y / es caótica en M, entonces para cada n E N la dinámica generada 

por ¡n tiene dos opciones: r es caótica en M, o existe una partición de M en n subconjuntos 

cerrad.os, A1tA2 , ... ,An, tales que para cada i E {1,2, ... ,n}, /"es caótica en A¡. Ade~ás 

/(A;}= A;+i. donde los índices se consideran módulo n. 

En la segunda parte del capítulo nos preguntamos sobre el comportamiento de la dinámica 

caótica ante diagramas que conmutan. En esencia demostramos que si ges un f'actor de /, bajo 

h, y ges caótica, entonces /es caótica en algún subconjunto de M si para todo 11 en el dominio 

de g la cardinalidad de h-1(11) está acotada. 

1.1 La definición de caos 

A lo largo de este trabajo M representa un espacio métrico peñecto, d(·,-) su métrica, y 

f : M -+ M una función continua en M. Decimos que z E M es un punto periódico si existe• 

n E N tal que ¡n(z} = z (donde ¡n =/o/ o ... o/ es la n·iteración de/). Si z es un punto 

periódico, al mínim? del conjunto {n j¡n(z} = z} le llamamos el periodo de z. Denotamos por 

Per(/} al conjunto de puntos periódicos de/, por Pern(/) al de puntos periódicos de periodo 

n, y por o(.z,/} a la órbita (positiva) de z, o(.z,/) = {r(z} In~ O}' donde res la función 

identidad, jo = id. 
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De8nición 1.1 Decimos que f es caótica en M si: 

i} Per(.f) es un conjunto denso en M. 

iiJ / es topológicamente transitiva en M. Es decir, para toda pareja de conjuntos abiertos 

no vacios, A y Ben M, eziste ne N tal que f"(A)nB .,¡ tf>. 

Si D es un conju~to inooriante bojo/, /(D) = D, decimos que f es.caótica en D si D es 

perfecto 11 la reatricción de f a D, f lo , cumple las condiciones iJ e iiJ en D. En eate caso 

llamamos a D el conjunto caótico. 

Observaciones: 

l.a. La definición anterior se basa en la dada por R. Devaney en 1985, ver (11}. Para él 

f : M - M' es caótica en M si se cumplen las dos propiedades de nuestra definición y / tiene 

senaibilidad a las condiciones iniciales. Es decir, existe~ > O tal que para todo z E M y para 

toda 6 >O, existen y E B.(z) y n EN tales que d(f"(z),f"(y)) ~e. 

Sabemos por un resultado reciente (véase (2]) que si M es perfecto, entonces la densidad 

de puntos periódicos y la transitividad topológica implican la sensibilidad de /. Por tanto, en 

espacios perfectos la definición que proponemos es· equivalente a la definición de t;>evaney. 

t.b. Si el espacio M es completo, entonces Ja condición ii) de nuestra definici6n de caos es 

equivalente a la siguiente: /(M) = M y existe z E M tal que o(z,/) es densa en M. Obsérvese 

que en este caso M es separable. 

l.c. Existen varias formas de defiiur la estabilidad de una órbita. La siguiente, utilizada 

por Barge y Martin (ver (4)), nos permite relacionar caos y estabilidad. n·ecimos que z E Mes 

topologimmente estable si para todo e> O existe 6 >O tal que si y E M y d(z,y) < 6, entonces 

d(/"(z),/"(y)) <e para toda n EN. La condición de sensibilidad a las condiciones iniciales 

nos dice que ningún punto de M tiene una órbitd. topológicamente estable. Por lo tanto, caos 

en M significa inestabilidad topológica en todos los puntos de M .. 

f<iemplos: 

1.d. Las definiciones y demostraciones que deberían acompañar este pá.rrafo se pueden 

consultar en Smale (32]. Sea M una variedad diferenciable y compacta. Sean f : M - M 

un difeomorfismo, y n el conjunto de los puntos no errantes bajo /. Supongamos que n es un 

conjunto hiperbólico y que Per{/) es denso en n. Entonces n es la unión finita de conjuntos 

cerrados, invariantes y disjuntos: 



n = n, un. u ... un,., 

y en cada uno de ellos I es transitiva. Por lo tanto para cada Ir: E {l, 2, .... n}' donde º• es 

Perfecto, 

es caótica. 

1.e. Para este párrafo se pueden consultar [11] y [32]. Sea A unama.triz de 2x2 con entradas 

enteras. Sea T' el toro bidimensional, T2 = R 2 /:t:'. Si el determinante de A es igual a 1, A 

induce un difeomorfismo en T2 : 

IA: T• ..... T•. 

Si A es hiperbólica, es decir si sus valores propios no pertenecen al círcu]o unitario, al 

difeomorfismo inducido lo llamamos automorfismo de Anosov. 

Sabemos que si /A es un automorfismo de Anosov, entonces ÍA es caótica en T 2. 

1.r. Sea S 2 la esfera de dimensión dos. Existe un difeomorfismo, conocido como la herradura 

de Smale (ver [32]), 

f:s• ..... s>, 

tal que n = {p} U {q} U D. Donde pes una fuente, q es un sumidero, y D ~·un conjunto de 

Cantor. Además/ es caótica en D. . . . . . . 

l.g. Consideremos la siguiente familia de funciones: FA·: [0,1] ~ [0'.1], Á E [0,4]: dada. 

por: 

Sabemos (ver [U]) que F• es caótica en [O, l]. Demostraremos en el capitulo tres que si 

Á E {Áoo,4], Á00 = 3.5699456 .. ., existe un subconjunto de Cantor D de [O, 1], que depende de 

..\, tal que F~ es ca6tica en D. La familia F>. es conocida como la familia logística, y F4 como 

la función logística. 
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... 1.h. Sea GA: (0,1]-+ [O,l], .\E [0,2], lafamilia dada por: 

) 
{ 

Aui z E [0,1] 
GA(Z = 

.\ - .\ui :re [l, lJ. 
"'* G., conocida como la función tienda de campaña, es caótica en [O, l]. En forma análoga al 

ajemplo anterior, para todo.\ E (1,2], existe un subconjunto de [O, l], que depende de A, donde 

la función G A es caótica. 

Nos será útil referirnos a funciones del tipo Gz de la siguiente forma: G2 es lineal a pedazos 

definida por G(O) = G(l) =O y G<lJ = l. 

1.j. Sea f: [O,l]-+ [0,1) lineal a pedazos definida por: /(O)= /(1) =O y /(s) = /CS>. = l. 

Se puede mostrar que J es caótica en e, donde C es el conjunto ternario de Cantor. 

1.2 Relación entre las dinámicas caóticas de f y f" 

Iniciamos mostrando que los conjuntos Per(/) y Per(/n) son iguales. 

Lema 1.2 Sean EN, entonces Per(f) = Per(fn). 

Demostración. Sea z E Per(/),. esto implica que existe k e N tal que /k(z) = :z: .* 
JM(z) = :z:, por tanto z E Per(jR). Esto demuestra la contención Per(f) e Per(/n). La otra 

contención es inmediata. O 

Lema 1.3 Sean :z: E M, z ~ Per(f), y A = o(:z:, /). Si /(A)= A, entonces A es perfecto. 

Demostración. Sea B e M un conjunto abierto tal que z E B. Como /(A) = A, 

¡-1(B) n A ~ .¡,, esto implica que existe n ~ O, tal que ¡n(z) e ¡-1(B) n A. Por tanto 

¡n+1(z) E B n A con r+i(z) ~ z, z es punto de acumulación de A. De lo anterior se sigue 

pñmero que todo elemento de la órbita de z es punto de acumulación de A, y luego que en A 

todo punto es de acumulación. A es perfecto. o 

Teorema 1.4 Sea / : M -+ M caótica en M, M compacto, si eziste n E N tal que ¡n no es 

caótica en M, entonces ezisten n subconjuntos cefT'Odos de M, Ao, A., ... , An-11 tales que: 

i) M = u~;;;~Ak· 
ii) Si k E {O, l, ..• , n - 2}, entonces f(At) = At+1 11 f(An-l) = Ao. 

iii) Para toda k E {0,1, ..• , n-1}, se tiene que int(At) #</>y u;:;;;~int(Ak) es denso en M. 

iu) Para toda k E {O, l, ... ,n- l}, ¡n ¡,., : At-+ At es caótica en Ak. 
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Demot1traciÓa. Sea n e N tal que la. función f" no eo caótica en todo M. S... :ro tal 

que o{:r:o,/) = M. Si o{:r0 ,f") es densa en M, entonceo tendríamos que r' es topologie&mente 

traruiitiva en M y, por el lema 1.2, Per(f•) = Per(J) = M. Lo que n..;, lle'llaJ'Ía. a que f" es 

caótica en M. Por tanto o(z:o,/") ,¡, M . 

Sean"'•= J'(:z:o) y A•= o(z:,,f•), para k =O, 1, 2, ••. , n - l. 

Paso uno. Demostremos la afirmación i). 

Sea z: e M, como o(z0 ,/) = M existe una sucesión infinita. de naturales, {n;} = S, tales 

que limn;-co /"'(:z:o) = z. Sean 

e,= {k,n +k,2n+k,3n+k, ... }, donde k E {0,1,2, ... ,n-l}. 

Como S'= (SnCo)U(SnC1)U ••. U(SnC.-1), existe k e {O, l, .•. ,n-1} tal que Snc, es 

infinito numera.ble, a los elementos de esta intersección les llamamos n; •• Como r••(z:o)-+ z 

tenemos que z e A,. Por tanto M = u~AA,. 

Paso dos. Para las afirmaciones /{A•)= Ak+I y /(A.-1) = Ao, demostraremoe primero 

la. c~ntenclón he". 
Sean k e {O, 1, ... , n- 2} y y E /(A•), exislen z E A, con /(z) = "' y una. sucesión 

de múltiplos de n, {n;}, tales que ¡n•(:r•}.-+ z. Esto implica que f"'+l(z:>) .... 11 , como 

¡n•+'(z:.) = /"'(z:•+t} tenemos que y E AH1• Por tant .. Í(A.) C A•+1 • 

Si k = n - l tenemos 

r•+1(zn-1} .... y,J"<+'(/0-1 (~0)) _. y,¡n•+"(:t:o}-+ "' 

por tanto¡ E Ao y f(An-tl C Ao. 

Veamos ahora la contención "::>". Sean k e {O, 1, .•• , n - 2} y y e Al+t • existe una sucesión 

de múltiplos den, {n;}, tal que f"•(:z:•+t).,.. !/•Como A• es compacto podemos suponer, sin 

pérdida de generalidad, que la sucesión {/"'(xk)} es convergente. Sea z = limn;-00 ¡n;(zk), 

por tanto z e A, y 

f(z) = .p~00 r•+'(:z:l) = .Ji~00 f"'(z,+1) = 11· 

Por tanto!! E /(A,) y Ak+t C J(A.J. 



Si k = n-1 tomamosy E Ao, existe {n;} una sucesión de múltiplos den tal que /";{zo)-+ Y: 

Podemos suponer que la sucesión {/n¡-n(z11 _ 1 )} es convergente. 

Sea Z = limn¡-oo ¡n¡-n(zn-1h entonces 

J(z) = .J~ .. r;-•+1(zn-1) = .J~00 /";-n+1 of"-1(zo). 

Por tanto /(z) = limn;-oo /";(zo) =y, 11 E /(An-1) y Ao e /(An:'1). Con esto terminamos 

la demostración de la afirmación ii). 

f". 

Obsérvese que, aplicando varias veces la afirmaciÓn ii), 'ya:·t~ne~oS lo siguiente: 

a) Para toda m E N, f'"(Ak) = Ak+m (mod n)> Y 

b) Para toda k e {0, 1,2, ... ,n-1}, f"(Ak) = Ak. Cada Ak es estricta.mente invariante bajo 

Paso tres. Dada k E {O, l, 2, ... , n - 1}, todo punto de Ak es punto de acumulación de Ak. 

Demostración. De las igualdades: /"(Ak) = Ak y Ak = of.z•,/"), del hecho de que zo no 

es punto periódico y del lema 1.3, se sigue que Ak es perfecto. 

De lo anterior se desprende también que f" '"• es transitiva. en Ak. 

Paso cuatro. El conjunto A = u;:;~int(Ak) es denso en M. 

Demostración. Sea B C M, un subconjunto abierto y distinto del vaáo. Supongamos que 

B n A = .¡,, Como B n int(Ao) = ,P, entonces B - Ao 1' ,P. Sea B1 = B - Ao, B1 C B, 

B1 es abierto y distinto del vacío. Como B n int(Ai) = </>, B1 n int(A1 ) = q,, Podemos definir 

B2 = B1 -A1 = B-(AoUA1), y tener que B2 e B, B2 abierto y distinto del vado. Continuamos 

así basta. obtener: 

Bn-1 = B - (Ao U ... U An_.), 

Bn-1 abierto y distinto del vacio. Y por último, como ' 

definimos Bn así: 
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con Bn abierto y distinto del vacío, lo cual es una éontrad.icción con lo de~ostrado en el paso 

uno. 

Paso cinco. Para cada k e {O, 1, .. ., n - l}, y cada m múltiplo den, se tiene que f"'{z;) e 

int(A,). 

Demostración. Supongamos por el contrario que existen m y k, que cumplen las condiciones 

descritas, tales que ¡m(z;) e llA;, entonces existe A; # A;, j e {O; l,. . .,n - l}, tal que 

¡m(z1c) E A; n A,,. Como ambos conjuntos son invariantes bajo/", tenemos que para todo p 

múltiplo den, p <:: m, /P{z•) e A; n A;. Por tanto A• e A;. 

Utilizando los resultados del paso dos, obtenemos las siguientes contenciones: 

A; C A;+(n+;-k) C A;+2(n+;-;¡ C .•. C A;+(n-t)(n+;-•) = An;+(n-t)n-(n-t)k = A;, 

donde ,los índices deben considerarse módulo n. 

De elld.S concluimos que A; = A1c, lo cual es una contradicción. 

Los pasos cuatro y cinco demuestran la afirmación iii). 

Paso 1ei1. Sea k e {0,1, ... ,n- l}, /"es caótica en A;. 

Demostración. Es suficiente mostrar la densidad de los puntos periódicos, Per(f" IA.) = A•· 

Sea B abierto y B n A; # ef>, sean !Je A; y E > O tales que B.(y) C B. Existe m, ~últiplo 

de n, tal que ¡m{z;) e B.(y). Como /"'{z;) e int{A•), existe 6 > O tal que 

Como Per(f") es denso en M, existe z E Per(f") tal que z e B6{f"'{z;)) e B,n A;', .Pcir 

tanto Per(f" IA.) es denso en A; y r es ca6tica en A,. 

Lo anterior demuestra la afirmación iv) y termina nuestro teorema. a 

Detlnieión 1.5 Decimos que / es mezclante si para toda pareja de abiertos, A y B en M, 

distinto• lkl vacío, eziste no e N, no = no( A, B), tal que sin <:: no, entonces /"(A) n B # q,. 

Observación 1.j. f mezclante implica f transitiva. 

Proposición 1.6 Si fes caótica en M y es mezclante, entonces para toda n EN,/" es caótica 

en M. 
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Demoatracidn. Es inmediato. demostrar que si / es mezclan te, en top.cea para todo n E N 

se tiene que /" es transitiva en M. Y por el lema 1.2, obtenemos que ¡n es caótica en M. O 

Sea M un intervalo compacto en R. Siguiendo el trabajo de Ma.rcy Barge y Joe Martin 

(véase [6]) se puede demostrar que/ es mezclante en M si y sólo si para todo n EN, r es 

caótica en M. 

1.3 Caos y diagramas que conmutan 

A lo largo de esta sección f : M -+ M, g : Ñ -+ Ñ y h : M -+ Ñ serán funciones continuas; 

M y Ñ espacios métricos peñectos¡ h suprayectiva, y supondremos que el siguiente diagrama 

conmuta: 

M Í. M 
h! !h ... (•) 

Ñ 71 Ñ 

Es decir, para todo z E M se tiene que h o /(z) = g o h(z). 

Deflnición 1. 7 Si h es un homeomorfismo, decimos que f 11 g son topologicamente l!ft'iUOlentes 

(o equivalentes) y lo denotamos OllÍ: f rv g . Si h no es inyectiva decimos que g ea un factor 

de /, o que g es una semiconjugación de f. 

Observación l.k. Son conocidos los siguientes resultados: 

i) La igualdad h o f = g oh implica que pa.ra todo n EN se tiene que h o r = g• o h. 

ii) Si f rv g, entonces /es transitiva en M si y solamente si ges transitiva en Ñ. 

iii) Si f "' g, entonces / tiene densidad de puntos periódicos si y solamente si g tiene 

densidad de p~ntos periódicos. Por tanto si f y g son equivalentes, entonces /es caótica en M 

si y solamente si g es caótica e11 Ñ. 

iv) En el arüculo de Banks et al, (2], aparece un ejemplo donde se m.uestra que si f ~ g y 

/ tiene sensibilidad a las condicionea iniciales, entonces g no necesa.ri~ente tiene sensibilidad. 

Sin embargo si los conjuntos M y Ñ son compactos. y / "'J g, se puede demostrar que la 

sensibilidad de f si implica la sensibilidad de g. 

v) Si ges un factor de f y fes caótk.a en M, entonces ges caótica en Ñ (véase (26]). 
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v~) Si Al y Ñ son compactos podemos asignar tanto a f como a g un número mayor o igual a 

cero conocido como su entropla topológica, ent(/) y ent(g). Si f ~ g, entonces enl(/) = ent(g). 

Si ges factor de /,entonces enl(/) 2: ent(g). 

Los resultados que sobre la entropía topológica de f en algún momento utilizaremos se 

pueden consultar en (l] y (9]. 

Si g es un factor de / la parte v) de la observación anterior nos dice que lo caótico de la 

dinámica de f se hereda a Ja dinámica de g. En el teorema 1.9 analizamos el proceso inverso: 

si la dinámica de g es caótica ¿Qué podemos decir sobre la dinámica de /? 

Para la demostración del teorema 1.9 necesitamos el siguiente lema .. 

Lema 1.8 Sean p, q y r tres puntos en M. Si q es punto de acumulación de la o(p, /), y r es 

punto de acumulación de la o(q,/), entonces r es punto de acumulación de la o(p,f). 

Demostración. Existen dos sucesiones, {n;} y {m;} en N, tales que 

Dada E> O, existe mo EN tal que Jmo(q) E B.(r). Sea 6 >O tal que 

B5(/""(q)) e B.(r) y r tt B5(f'"O(q)). 

Como ¡mo eá una. funcl6n continua, existe 7 > O tal que 

Sea no e N tal que ¡no(p) E B,(q), por las contenciones anteriores ¡no+mo(p) e B,(r) con 

¡no+ .... (p) # r. Por Jo tanto res punto de acumulación de la órbita de p bajo/. o 

Teorema 1.11 Supongamos que g es factor de/, que M y Ñ son compacto• y que eziste m E N 

tal que pam toda· y e Ñ la cardinalidad de h-1(y) es menor o igual a m. Si g es caótica en Ñ, 

entonce• uúte D e M tal que / es caótica en D. 

De-tración. Sea M> e Ñ, tal que a{~,g) = Ñ. Como hes a lo más m a 1, h-1 (~) = 

{:Oi.:02, ••• ,.,,}con p $ m y :r:¡ # z; si i # j. Sea A4 = 0(:04,/), para k. e {1,2, ..• ,p}. 

Puo uno. Existe k e {1,2, ... ,p} tal que z1 es punto de acumulación de o(z4,/). 
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Demostración. Como Yo es punto de acumúlación de o(Yo,g), existe una sucesión {n;} C N 

tal que g•;(Yo) ..., !lo· Consideremos la sucesión {/";(z1)}. Como A1 es compacto, podemos 

suponer que esta sucesión es convergente, f"i(z1)-. z. Además 

Por lo tanto z E {z1tz:;i, ... ,z,.}. 

Seguimos el mismo procedimiento para z2 y obtenemos que la sUcesió~ '¡n~(z;) cÓJÍ~e~~ a.·:. 

un punto de h-1 (rro). En forma análoga con z,. y asl para todo elemento de h-1(110 ). 

Definimos una aplicación de h-1(110) en sí mismo, P: h-1(11o)-+ h-1(110), definida asl: 

k E {1,2, ••• ,p}. 

Como la cardinalidad de h-1(110) es finita, existen.k E {1,2, .•. ,p} y m E N tales que 

P"'(z1) = z1. Es decir, tenemos el siguiente esquema: 

De aqul se sigue que z1, es punto de acumulación de o(z1, f), z,.,, es punto de acumulación de 

o(z1,, f), y asl sucesivamente. Aplicando el lema 1.8 concluimos que z1 es punto de acumulación 

de ó{z1,f) . 

. Renumerando los índices, si es necesario, podemos suponer que z 1 es punto de acumulación 

de ó{z,,j). 

Puo dos. f(A1) = A1. 

Demostración. Sea y e f(A 1), 11 = f(z) con z E A 1• Existe una sucesión de naturales, {n;}, 

lalm que ,r;(:i:1)-+ z * ¡n;+'(:r:J)..., 11, por tanto 11 E A1 y J(A1) e A,. 

Sea 11 E A,, existe f";{z1)-+ 71, como A, es compacto podemos suponer que f";-l(z1)-+ z. 

Para este punto tenemos que J(z) = r, por tanto y E J(A1) y A1 e J(Ai). 

De las igualdades J(A1) = A1 y A1 = o(.:i:i. !) y de que z1 ~ Per(J), se sigue que A1 es 

perfecto. 

Hasta aquí tenemos que A1 as compacto, perfecto, estrictamente invai-iante bajo/, y que f 
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en A1 es transitiva. 

Paso tres. h(A1 ) = Ñ. 

Demostración. Es s~ficiente mostrar que Ñ e h( A1 ). Sea y E Ñ, existe una sucesión 

(g•; (vo)} tal que g•;(Yo) -. y. Como A1 es compacto podemos suponer que Ja sucesión {/";(z1)} 

es convergente. Sea :e= llmn;-oo/"•(z1), es Inmediato que h(z) =y. Por tanto Ñ e h(Ai). 

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

con f transitiva en Ai. 

A, J.. A1 

h¡ ih 
Ñ g Ñ, 

Pa~o cuatro. El conjunto Per(f IA, ).es di~tinto' del vacío. 

Demostración. Sean y E Per.(g) y z E Al t,;i ~~e h(z),,;, y. ~orno ~(J••(z)) = ·g.,.(y) =y, 

se tiene que ~ ,_ ·: ·,,: · -. ;..,~,1-· · 
. ~ .. .'. : - ,;.;·:: ·-:·: .. · -: -• 

.·{z,~(~J;:f~~c~j:y}i:~i~~cii: ··•·· 
por tanto existen n1 < n., ambos múlii¡Ílos· d~ ~;[;;¡~;~~~·¡~;(;;,.) "'> /"' (:e), de aquí obtenemos: 

Lo anterior también muestra qu~ par~<~~~ y··~· .faer(g) existe z E Per(f IA,) tal que 

h(z) =y, es decir, Per(g) e h(Per(f I~; )). La otra ~()~le~ción es inmediata, de hecho tenemos 

I~ igualdad de estos dos conjuntos: 

Per(g) = h(Per(JIA, )). 

Paso cinco. Sea M1 = (Per(/IA, ), eatonces h(Mi) = Ñ y /(M1) e M,. 

Demostración. Por la parte final del p;..,, anterior tenemos Per(g) e h(M1), coino.h(M1) 

es compacto, tenemOB: Ñ = Per(g) e h(M1). . - . . ' 

La segunda afirmación también es inmediata.. Se.a ÍI E /(M1), cxisle,z E .M1" f(z) '= y, 

existe {z;} e Per(J IA, ), tal que z; --+ z .~ /(z;) -+ 11 ·cón {/(z;)} e Pe~(fJ~, }; PÓ~ tuio · 

11EM1. 
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Paso sei1. El final. 

Los pasos anteriores nos permiten tener el siguiente diagrama conmutativo·: 

M1 !. M1 

h! !h ... ( .. ) 

Ñ g Ñ. 

Si tenemos que z1 E M1, entonces A,= o(z,,/) e M1 = Per(/IA,) e A1 ~ A1 =Mi. y 

por tanto / serla caótica en M1 . 

Si "'• ~ M1, a partir del diagrama ( ••) seguimos el mismo camino descrito para el diagrama 

M !. M 

h! !h ... (o) 

Ñ g Ñ 

con la ventaja de que la imagen inversa, bajo h, de Yo no contiene a z 1 y por tantO su cardinalidad 

es estrlctamente menor que p. Ahora obtenemos el diagrama co~mutativo 

M, J. M, 

h! !h 
Ñ g Ñ 

con· A, = o(z., /) y M2 = Per(/ IA, ), Para lo anterior tal vez sea necesario renumerar los 

Indices de h-1 (y0 ). 

Nuevamente si z 2 e M2 habremos terminado, en caso contrario seguimos el mismo proced­

imiento con este último diagrama conmutativo. 

Como la cardinalidad de h-1 (vo) es finita, existe k:;:; p, donde obtenemos que/ es caótica 

en MA. Tomando Mk = D terminamos. a 

El siguiente ejemplo muestra que bajo las condiciones del teorema anterior no se puc!de 

asegurar que / sea caótica en todo M. 

Ejemplo 1.1. Sean /: [-1, l)--+ [-1, 1), g: [0, 1)--+ [0, 1) y h: [-1, l) --+ [0, 1) dadas por: 

f(z) = { 4z(l - z) si z e [0,1) . , 

4z(l + z) si z e (-1,0) 
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g(:z:) = 4z(l - :i:), y h(:i:) = lzl. 

Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

[-1, 1] l. [-1, l] 

h ! ! h 

[0,1) g [0,1), 

con g caótica en [O, 1], ha lo más 2 a 1, y f no,caótica elÍ [7f, 1): 

anterior, es necesaria. 

por 

-··;, .•;•;,'-<'.e·•:·:.~~·.;: .. • . ._C ';;; .··.'.·. ::· ,:··:·_,e· 
/(:i:,y)=(4z(i-:~J.Y+.e~'(.;,;;d·Í)j; _-, -

con8o'fcQ. 

Sean,,.: M-+ [0,1], i(x,y) = x, g: 1'-.f9(;j;,;'4~ciL;).'c;,;. ~t...; funciones tenemos 

el siguiente diagrama conmutativo: ·.1::.. >-:'·'·<, -·."·.:. 
- .-; 

··:·::.-'.}·~·-

. M -·'1, M < · 
·->Y·,_,- i-·,,.,_--

i9- J. 
. . ' · .. · .. · . ' 

Obsérvese que ges caótica en/, pe_ro}. ~~-es caótica en ningún subconjunto de M ya que 

PeT(f) = </>. 
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Capítulo 2 

Sobre el conjunto caótico 

Sea/: M - M, continua en M, espacio métrico. Supongamos que /es ~aótica. en De M, D 

compacto. Describimos en este capítulo algunas de las características de D. Mostramos que si 

M es un intervalo en R (o en el círculo), D tiene s6lo dos opciones: es un conjunto de Cantor 

. o es una unión finita de intervalos. En el caso de que M no sea una variedad de dimensión uno 

veremos que el conjunto D puede tener una estructura más complicada. El capítulo finaliza 

mostrando que si D está formado por una cantidad infinita de componentes, entonces existen 

D, un conjunto de Cantor, y j: D -+ D caótica en D, tales que J es una semiconjugación de./. 

2.1 El conjunto caótico en el intervalo 

La siguiente es una caracterización del conjunto de Cantor. 

Definición 2.1 Sea C el conjunto formado por todos los puntos del intervalo [O, l] que, al 

apresarse en base 3, no tienen al número 1 en su ezpansión. Llamamos a C el conjunto de 

Cantor. 

Sabemos que C es compacto, perfecto, totalmente disconexo y métrico. 

Lema 2.2 Cualquier espacio compacto, perfecto, totalmente disconezo y métrico ea homeo­

mor/o al conjunto de Cantor. 

Demostración. Véase Hocking y Young [16], página 100. D 

Lema 2.3 Sea f: I - I, I = (a, b] en R. Supongamos que f es caótica en D C I, D compacto. 

Entonces D es un conjunto de Cantor, es decir homeomorfo a C, o D es la unión· de una 

cantidad finita de intervalos, D = D1 U D2 U ••• U D •. 
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Demostración. Sabemos que D es perfecto. Podemos expresar a D así: D = UcreADc:u 

donde cada Da es una. componente de D. Además Da '1' Dp si a '1' /J. 

Observemos lo siguiente: Si para todo o E A, Da está formada por un sólo punto, entonces 

D es totalmente disconexo y por tanto D es de Cantor. 

Si existe o E A tal que Da tiene más de un punto, in!( Da) 'F tf>. Existen z y 11 en el interior 

de Da tales que z E Pern(/) y o{.y,/) =D. 

Como J es continua, la imagen de una componente de D bajo / está contenida en otra 

componente de D. Esto implica que existen 01,02, ... ,On-1 en A tales que 

De e.citas contenciones se sigue que · 

o(y, /) e Da U Da, U ••• U Da._., 

y, como cada componente es compacta, concluimos que 

Por tanto D es la unión finita de subintervalos en l. D 

Observación 2.a. El lema anterior también es valido si I es un intervalo en el drculo. 

Mostramos a continuación una función j : R - R, tal que fes caótica en D e R y D tiene 

exactamente tres componentes. 

Ejemplo 2.b. Nuestra función j : R - R es así: Primero nos aseguramos que j tiene 

una órbita de periodo 3, /(1) = 2, /(2) = 3, /(3) = l. Sea. e > O tal que las bolas cerradas de 

radio e alrededor de estos tres puntos, B.(1) = D¡, B.(2) = D 2 , B.(3) = Da. sean ajenas. En 

nuestro caso tomamos e= i· Definamos /de tal forma que 

D, j D2 j Da j D,, 
-+ -+ -+ 

y ahi, D = Di U D2 U Da, / sea caótica. La siguiente función cumple estas condiciones. 

Sea j : R -+ R la función lineal a pedazos definida. por: /(~) ,,;; i, /(IJ = ~. J(lj) = 
~. 1m = ¡, f(s) = lj, JC!J = ¡, J(.lj) = !. /(z) = i si z < ~y /(z) =!si z > lj. Su 
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gráfica es la figura siguiente. 

3 

2 

Obsérvese que la construcción que presentamos en este ejemplo se puede adaptar para 

mostrar que la siguiente proposición es cierta: Dada n E N, existe f : R -+ R tal que / es 

caótica en D, D e R, y D tiene n componentes. 

Observación 2.c. El lema 2.3 también muestra que, para funciones en el intervalo, el 

conjunto caótico es de Cantor si y solamente si su interior es el vado. En el siguiente ejemplo 

vemos que la afirmación int(D) = t/> no implica que D sea de Cantor si/ es una función definida 

en M, y M no es una variedad de dimensión uno. 

!<jemplo 2.d. Sean M = [O, l]x[O, l] e R2, y / : M -+ M con regla de correspondencia 

/(z,y) = (4z(l - z),.¡'Y). Observemos que f no es caótica en M, pero sf es caótica en D = 

[O, l)x{O}. En D, fes esencialmente la función logística. Además int(D) = t/> y D está formado 

por una sóla componente. 

2.2 El coitjunto caótico. Una aproximación más general 

Sean /: M ..... M, M espacio métrico,/ caótica en D C M, D compacto. 

Lema Z.4 Si el interior de D, en M, es distinto del vacío, D está formado por una cantidad 

finita de componentes. 

Demostración. La argumentación presentada en el lema 2.3 también es valida aquí. a 
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Obsérvese que la construcción que presentamos en este ejemplo se puede adaptar para 

mostrar que la siguiente proposición es cierta: Da.da n e N, existe f : R -+ R tal que f .. · 
caótica en D, D e R, y D tiene n componentes. 

Observación 2.c. El lema 2.3 también muestra que, para funciones en el intervalo, el 

conjunto caótico es de Cantor si y solamente si su interior es el vacío. En el siguiente ejemplo 

vemos que la. afirmación int(D) =<ti no implica que D sea de Cantor si fes una función definida 

en M, y M no es una variedad de dimensión uno. 

Ejemplo 2.d. Sean M = [O, l]x[O, l] C R2, y f : M -+ M con regla de correspondencia 

/(z,y) = (4z(l - z),v"ü)· Observemos que f no es caótica en M, pero sf es caótica en D = 
[O, l]x{O}. En D, fes esencialmente la función logística. Además int(D) = <ti y D está forma.do 

por una s6la componente. 

2.2 El conjunto caótico. Una aproximación más general 

Sean f : M -+ M, M espacio métrico, / caótica en D e M, D compacto. 

Lema 2.4 Si el inten'or de D, en M, es distinto del vacfo, D está formado por una cantidad 

finita de componentes. 

Demostración. La argumentación presentada en el lema 2.3 también es valida aquí. O 
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De aquí en adelante supondremos que D, el conjunto caótico, está formado por una cantidad 

infinita de componente&: 

donde A tiene cardinalidad infinita. 

La herradura de Smale (ver ejemplo l.h del capítulo !), muestra que el conjunto caótico 

• en variedades de dimensión 2, también puede ser un conjunto de Cantor. Los siguientes dos 

ejemplos muestran nuevas opciones para la estructura de D. 

Ejemplo 2.e. Sean M = [O, l]x[O, 1] y/: M-> M dada por /(z,y) = (g(z),4y(l - y)). 

Dondeg: [0,1)-> [0,1) es lineal a pedazos definida por g(O) = g(l) = O,g(!) = g(~) =·l. 

Sabemos que ges caótica en C, el conjunto de Cantor,y h(y) = 4y(l-y) es.caóticay mezclante 

en todo el intervalo [O, 1]. Con estas dos últimas condiciones se p~ede mostrar que/ es caótica 

en D = Cx[O, 1). 

Ejemplo 2.f. Sean M = [-l,l)x[-1,1), g: [0,1)-+ (0,1) como en el ejemplo anterior, y 

/: M-> M dada por /(z,y) = h(/1(z,y)), donde 

/i(z,y) = (z,4y(l- j¡)) si z :5 O y y~ O. l 
(g(z),4y(l - y)) si z <:O y y<: O. 

(z,y) si z :5 O y y :5 O. 

(g(z),11) si z <:O y y :5 O. 

Y h(z, y)= (-z, -11). La función/ es caótica en 

D = (Cx[O,l])U((-C)x[-1,0]), 

·"donde-Ces el conjunto: -C = {t lt = -:r:, z E C}. Observemos que D, en este caso, no es el 

producto de un conjunto de Cantor y un intervalo. 

FJ ·siguiente lema. muestra que las componentes de D no están aisladas. 

Lema 2.5 Sean B CM, un subconjunto abierto, y Da uno componente de D. Si B n Da #; </>, 

entonces eziate {J E A, {J # a, tal que B n Dp # tf>. 
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Demostracidn. Si B n Da e Da, existen en D0 puntos periódicos y puntos con órbita 

densa en D. Siguiendo la argumentación del lema 2.3 llegamos a que D tiene una cantidad finita 

de componentes, lo cual contradice nuestra hipótesis inicial. e 

Ob1ervación 2.g. Bajo las hipótesis dellemaanterior, si BnD ~ ,P, entonces B intenecta 

una cantidad infinita de componentes de D. 

Demostración. Una vez que Bn D11 ~ lf>, tomam1>1 B1 = B-Dp. El conjunto B1 es abierto, 

ya que Dp es cerrado, y B1n Da ~ l/J. Con esta información podemDI repetir el procedimiento 

para mostrar que B intenecta otra componente de D, y a.sí sucesivamente. O 

Definimos en D una relación de equivalencia: :t - 11 ai ambos puntos están en la misma 

componente de D, es decir, existe o E A tal que :t E Da y 11 E Da· Denotamoe por D al espacio 

cociente, D = D/ -, con la topología cociente. La proyección de D en D, que a cada punto le 

asocia •u clase de equivalencia (su componente), la denotamos por r : D -+ D. 
Como / es continua en D se tiene que /(z:) - /(11) si :t - 11· Por tanto existe j: D -+ D, 

continua en D tal que el siguiente diagrama conmuta. 

D L D 

.. ! ! ... 

¡; 1 ¡; 

De este diagrama tenemos la siguiente información inicial: 

i) rea continua y suprayectiva. Des compacto. 

ii) Como j es un factor de/, j es transitiva en D y tiene densidad de puntos periódicos. 

iii) Como D es separable, D es separable. 

iv) Ya que, por el lema 2.5, las componentes de D no son aisladas, todo punto de D t!s 

punto de &c:umulación. Por lo tanto D es perfecto. 

Los siguientes lemas nos permitirán mostrar que D es un espacio de Hausdorft', y es total­

mente diaconexo. 

Lema 2.8 Sean S un eapacio de Hauador!f !/ T una componente de él. Sea U abierto tal que 

T e U, entonces e:tiste V, abierto, tal que T e V e U y 8V = </>. 

Demostración. Ver Hocldng y Young [16), página 47. a 
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Lema z. 7 Sea B un abierto en D tal que cumple la siguiente condición: Si :r e B n D 11 :r es 

elemento de la componente D0 , 11e tiene que D 0 e B. 

Entonces ir(B) es abierto en D. 

Demo1traclcln. Moatraremoa que r 1(r(B)) =B. Sea :re r 1(r(B)) ~ r(:r) e r(B), 

existe 11 e B tal que ir(z) = ir(11),por tantoz -11,ambos puntos están en la misma componente. 

Eato implica que z e By r 1(ir(B)) e B. La otra contención es inmediata. a 

Lema 2.8 Sean Da 11 D11 dos component .. distinta. de D. Entonces ezisten dos abiertos en 

D, Ba 11 B/J lalu que Da C Ba 11 DIJ C Bp, Ba n 811 = ,P, Ba U Bp = D 11 am6oa cumplen la 

ligu~nte condición: 

Si z e B; n D 11"' e D.,, entonces D., e B;, i = a,(J. (•) 

DemDlltracidn. Como Da n D11 = ,P, existe 6 > O tal que para todo z e Da y para todo 

11 E D11 se tiene que d(z, 11) 2: 6. Sea B = U,..¡00 B1(,,), Bes abierto, Da e B y B n DIJ= ,P. 

Por el lema 2.6, existe Ba abierto de D tal que Da C Ba C B con 8Ba = t/¡ (en D). 

Como 8Ba = tf¡, 8a es cerrado y (Ba)< es abierto en D. Por tanto Ba y (Ba)• forman una 

diaconexión de D. Cada componente de D est4 en uno sólo de estoo doo abiertos. 

Tomando Bp = (Ba)• termlnamoa. a 

Propc19ici6n 2.11 El elfl"cio D u de Ha..-,J!, 11 u totalmente discone"º· 

Demoatraeldn. Sean i cF i en ñ. Conaideramoa laa componentes .--1(i) = D1 y r-1(i) = 
D., Di n D2 = ~. Por el lema 2.8, existen dos conjuntos abiertos, 81 y 82, tales que D1 C B1 

y D2 e B2; B1 n B 2 = ,P; ambos cumplen la condición (º)y D e 8 1 u B,. 

Por el lema 2.7, ir(B1) y ir(B2) son dos conjuntoo abiertos en D tales que: 

Por tanto jj ea de Hauadorfl' y es totalmente di1COnexo. a 

Propooición Z.10 El conjunto caótico está formado por una cantidad no numerable de com­

ponente•. 

Demoatracidn. Con la proposición anterior tenemos que el conjunto D es compacto, 

perfecto y de Hausdortr, por lo tanto es no numerable. A cada componente de D le corresponde 

un único punto de íi. a 
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Para concluir que D es un conjunto de Cantor a6lo falta demostrar que D es metrizable. 

Lema 2.11 Si un eapacio de Hausdorff es la imagen continua Je un espacio métrico compacto, 

entonces es metrizable. 

Demoatración. Ver Nadler [23), página 37. CJ 

Lo anterior nos da en forma inmediata el siguiente corolario. 

Corolario 2.12 El conjunto íi es un conjunto de Cantor. CJ 

El siguiente teorema es un resumen de Jo que hemos demostrado. 

Teorema 2.13 Sean M un espacio métrico, f: M __, M continua en M, y D e M tal que f 

es caótica en D. Si D es compacto y está formado por una cantidad infinita de componentes, 

eziaten D, un conjunto de Cantor, 11 1: D -+ D continua 11 caótico en D tales que f /actoriza 

a f. Es decir el siguiente diagrama conmuta: 

D J. D 
,,. ¡ ¡,.. 

jj · ¡ lJ, 

donde w : D --+ D es continua y supragectiva. a 
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Capítulo 3 

Caos y entropía positiva en el 

intervalo 

Sean I = (a, 6] un subintervalo compacto en R, y / : I -+ I una función continua en l. 

Recientemente L. S. Block y W. A. Coppel propusieron, ver [9], que el criterio para decidir si la 

dinámica generada por fes caótica es que su entropía topológica sea positiva. En este capítulo 

relacionamos este criterio con nuestra. definición de caos. Demostramos que / tiene entropía 

topológica. positiva. si y sólo si existe D, un subconjunto de I, tal que fes caótica en D. 

3.1 Definiciones y resultados preliminares 

Iniciamos recordando algunas propiedad.es importantes sobre el espacio de dos símbolos. 

Sea L: = {z = (zo,z.,z., ... ) !z; e {0, 1} para todo i;:: O} con la distancia: 

d(z,y) = /ñ• donde n =mio {i ¡z; ¡, 11;}. 

Sean a : r; -+ I:, el corrimiento, y a : E -+ E, la máquina sumadora (o, simplemente 

sumadora), las funciones dadas por: 

y por 
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donde la suma es en módulo 2 coordenada a coordenada, de izquierda a dere?cha, cargando un 

uno a la componente de la derecha en caso de que la suma sea 1+1. 

Sabemos que E es un conjunto de Cantor y que ambas funciones son continuas. El corrim­

iento es caótico en E; la sumadora es topologicamente transitiva en E, pero Per(s) =</>(véase 

(11]), por lo tanto s no es caótica en ningún subconjunto de E. La entropía de la sumadora es 

cero, enl(s) =O, ya que es una isometría (véase [l]). La del corrimiento es ln(2), enl(a) = ln(2) 

(véase (10]). 

Deft.nición 3.1 Sean / : M - M y D C M. Decimos que D es mínima/ si es no vacr'o, 

cerT'Gdo, invariante bujo / y ningún subconjunto propio de él tiene estas tres propiedades. 

Observaciones: 

3.a. Un conjunto minimal tiene cardinalidad finita si y sólo si es una órbita periódica. 

3.b. Para la función s : E --> E, el conjunto E es minimal, ver [11]. · 

3.c. Si / : M __, M y g : Ñ __, Ñ son topologicamente equivalentes bajo h : M __, Ñ, 

entonces Des minimal para/ si y sólo si h(D) es minimal para g. 

Sea f : I __, I, donde l = (a,6] e R y f es continua en /. El siguiente teorema describe 

los posibles conjuntos transitivos e invariantes de aquellas funciones que sólo tienen puntos 

periódicos cnyos periodos son potencias de 2. 

Teorema 3.Z Si todo periodo presente en / : l - 1 es una potencia de 2, entonces cualquier 

subconjunto invariante, f(D) = D, de l que sea transitivo bajo/ es de una de las siguientes 

dos formas: 

i) Una órbita periódica. 

ii)·Es minimal lJ f en D es /aclorizada por s : E__, E, mediante h : D --> E. Es decir el 

aiguiente diagrama conmuta: 

Ademds h es a lo más I! a 1. 

D L D 

h! !h 

E 7 E 

Demostración. Véase Nitecki [24], ó Misiurewicz [22]. CJ 

Observación 3.d. Supongamos que f : l __, l cumple la condlci6n del teorema anterior. 

Si/ es topologicamente transitiva. en D C 1, entonces f no C:ª Caótica'cn D. Ya que D, por ser 
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invariante, estaría en alguno de los dos casos, i) ó ii), en el primero Des finito, y en el segundo 

Per(f lo) = .P ya que D es minimal y su cardinalidad es infinita. 

En el estudio de la dinámica de funciones definidas en intervalos de números reales la 

entropía topológica positiva. es una de las referencias más importantes. El siguiente teorema, 

resumen del trabajo de varios matemáticos, muestra algunas equivalencias con este importante 

concepto. Su demostración se puede consultar en Block y Coppel [9]. 

Teorema 3.3 Sea f : I -+ I, continua en I = (a, b]. Las siguientes afirmaciones son equiva­

lentes: 

i) La entropía de f es positiva. 

ii) Existe m E N, m no potencia de 2, tal que Perm (/) ,¡ .p. 
iii) Ezisten n E N, D C 1, compacto e invariante, y h : D -+ ,E, tales que el siguiente 

diagrama conmuta: 

D e D 

h! !h 

E -¡/ E 
donde h es a lo más 2 a 1. Además el conjunto de puntos donde h no es inyectiva es a lo mds 

numemble D. 

Observación 3.e. Para Block y Coppel una función f : I --+ I es caótica si cumple alguna 

de las afirmaciones del teorema anterior. Para evitar confusiones nosotros .seguiremos utilizando 

Ja. definición 1.1 dada en el capítulo uno para decidir si una función es caótica o no. 

3.2 En intervalos, son equivalentes caos y entropía positiva 

Proposición 3.4 Sean f: I - I, I = (a,b] e R, y D e/. Si/ es caótica en D, entonces 

ent(/) >O. 

Demostración. Supongamos por el contrario que ent(/) = O, por el teorema 3.3 los 

periodos presentes en J son s6lo potencias de 2. Por la. observaci6n 3.d, / no es caótica en D 

para todo D en l, lo cual contradice la hipótesis. D 

Ahora nuestra meta es demostrar el recíproco de la,. afirmaci6n anterior: Si enl(/) > O, 

entonces existe D C I tal que /es caótica en D. 
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El teorema 3.3 nos da una. relación entre entropía positiva de f y la dinámica de ¡n. La 

siguiente proposición relaciona las dinámicas de ¡n y /, y es recíproca del teorema 1.4 del 

capítulo uno. 

Proposición 3.5 Sean f : M --+ M continua y M espacio métrico compacto. Si ezisten n. E N . 

y C e M tales que}" es caótica en C, entonces eziste D, Ce D e M, tal que/ e·s caótica en 

D. 

Demostración. Como ¡n es caótica en C,existe Xo E e talque o(xo,Jn) ~e /f"cci_=<:'.. 
Sea D = o(zo,f). Observemos lo siguiente: 

i) Ce D. Ya que o(zo, /") C o(zo, J). 

ii)/(D)=D. 

... ::· 

Demostración. Observemos primero que zo es punto de acumulación. de ~z0·~"r) y~ P.~~ 
tanto, punto de acumulación de o(zo,/). De aquí se sigue que para todo m EN, f"'(;.0¡ ·.;~ 
también punto de acumulación de o( z0 , /). 

Sea y E /(D), existe z E o(x0 ,/) tal que y= f(z). Existe {n¡} e N tal que 

Por lo tanto /(D) e D. 

Sea 11 E D, existe {n¡ In¡> 1} tal que /"'(xo).--+ y. Como Des compacto podemos suponer 

que la sucesión {f"•-1(x0 )} es convergente, ¡n•-1.(xo). -·;,.con z.E Dy f(z) =y. Po~ tanto 

y E /(D), y D e /(D). 

De las afirmaciones i) e ii) y del lema 1.3 se c~n:ciuye que D e8 perfecto y que fes transitiva 

en D. 

iii) Per(f lo) es denso en D. 

Demostración. Sea A e M abierto y AnD '# ,¡,; CÓmo la órbita de xo es densa en D, existe 

j E N tal que fÍ(zo) E A. El conjunto ¡-;(A) n'd es ;,_bierto en C y distinto del vado, ya que 

Zo es un elemento de él. Como Per(f" le) es denso en e, existe 

:r: E Per(J" le) n [¡-;(A) ne]. 

Sea z = /i(z), tenemos que z E Per(/), z E D y z E A, por lo tanto Per(/ID) es denso en 

D. 
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De las tres afirmaciones anteriores se sigue que /es caótica en D. o 

Lema 3.6 Sea J : 1 .-.. 1, supongamos que existe C e 1, inuariante, tal que el siguiente 

diagrama conmuta: 

e L e 
h ! ! h 

E U' E 
Supongamos además que la función h es continua, suproyectiva, a lo más dos a uno, y que 

el conjunto de puntos de E que tienen dos preimágenes es a lo más numerable. Entoncea eziste 

D e I donde I es caótica. 

Demostración. Es inmediata a. partir del teorema 1.9 del capitulo uno. De hecho a. partir 

de ese resultado tenemos también que D e C, y que el siguiente diagram'a conmuta: 

D L 
h! 

E U' 

D 

! h (*).o 

E 

Observación 3.f. En el contexto del lema. anterior , ! lo : D -> D es a. lo más .4 a. l. 

Demostración. Se sigue de que las funciones h y u son a lo más 2 a.~' y del. ~agr~a, . 

conmutativo(•). o 
... 
... . ·.: 

Teorema 3. 7 Sea f : I-> l. Si la entropz'a de f es positiva, entonces eziste D e I tal qrief 

es caótica en D. 

Demostración. Por el teorema 3.3, ent(/) > O implica. que existen n E N y B C,j, 

compacto e invariante, tales que el siguiente diagrama conmuta: 

B e B 

h! !h 

E U' E 
Donde hes continua, suprayectiva, a lo más 2 a 11 y el conjunto de puIÍto·s-d~·E c¿n ~os 

preimágenes es a lo más infinito numerable. · · 
' ' 

Por el lema. 3.6, existe C e I donde /" es caótica.. Por la propo~ición. 3.5, existe D e I 

donde f es caótica.. o 
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Observación 3.g. El teorema anterior está en la misma dirección que el siguiente resultado 

de A. Katok (véase [17j y (21)): 

Si / : M -+ Mes un difeomorfismo de clase c1+0
, a > o, de uria variedad compacta de 

dimensión dos, y Ja entropía de / es positiva. Entonces existe un subconjunto invariante, r, 

tal que la restricción de / a r .. topológicamentc conjugada a un subshift de tipo finito y 
enl(/ Ir) > O. 

Es decir, existe un subconjunto invariante en M tal que /es caótica "en él. 

La hipótesis de que /es de clase c•+a es de gran importancia. M. Rees demuestra en (28] 

la existencia de un homeomorfismo en el toro bidimensional, / : T -+ T, con las siguientes 

propiedades: enl(/) > O y Per(/) =~.Por tanto en clase C", en variedades de dimensión dos, 

entropía positiva no implica caos. Más adelante (capítulo cinco) veremos un ejemplo sencillo 

de un endomorfismo en el toro donde entrop{a positiva no implica caoe. 

ObaervaciiSn ll.h. Bajo las hipótesis del teorema 3. 7 el conjunto C donde la función /" 

es caótica satisface el siguiente diagrama conmutativo: 

e e e 
h l lh 

E 71 E, 
COD ha lo máa 2 a l. Como el conjunto E .. de Cantor, el conjunto e tlUllbién .. de Cantor. 

El conjunto D, donde f es caótica, ea de la forma: 

D =e u /(C) u /2(C) u ... u r-1(C). 

Por la observación 3.f., la función r, restringida a C, es a lo máa 4 a l. Esto implica que 

para todo k E {0,1,2,. . .,n-1}, /restringida a ¡•(C) es alo más 4 a l. Por lo tanto cada 

¡•(C) es un coD,iunto de Cantor. En resumen el conjunto D mencionado en el teorema anterior 

es de Cantor. 

En el siguiente teorema. reunimos lo que hemos demostrado con la información contenida en 

el teorema 3.3. 

Teorema 3.8 Sea f: /-+ I, continua en l. Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes: 

i) / ea caótica en algún aubco71iunlo de /. 
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11) IA •nlrop(a lopo/¿gíca d• f u posilioo. 

111) f llene un punto periódica con periodo no polencia tk 2. o 

Nota Bnal. La 0<¡11ívalencia de i) con ii) del teorema 3.8 fué anunciada por Sbihal Li en 

IO!JI (ver (191). A fines de 1993 aparoci6 la demostración en [20]. Nosotros la conocimos en 1994 

t1..,1do Y• loablamo• terminado la demostración del tl!Orema 3.8. La demostración de Shihai Li 

y la nuefltra, auru1uo muestran algunas diferencias, siguen, en esencia, el mismo ca.mino. 



.. 

Capítulo 4 

Caos y el w(x,f) en el intervalo 

Si tenemos I = (0, 1) C R, y f: I--> l. El omega conjunto Umite de z E I, w(z,/),está formado 

por los puntos a los que converge la órbita de z. Dos son las características de w(z,/) que nos 

interesan: su cardinalidad, y la dinámica de f restringida a este conjunto. Demostraremos en 

este capítulo que las ·siguientes tres afirmaciones son equivalentes: 

i) Existe D C I, tal que fes caótica en D. 

ii) Existe z E I, tal que la cardinalidad de w(z,/) es infinito numerable. 

iii) Existe z E I, tal que f restringida a w(z, /) no es transitiva. 

4.1 El conjunto w(x,f), primeras propiedades 

Sean I = (0, 1) en R, y f: I __, I una función continua. Sea z E I, el omega. conjunto !(mite de 

z, bajo/, es: 

w(z,/}={11ellexiste {n;}CN, talque nl!..11),.,l"'(;)~!I}· 
Son conocidas las siguientes propiedades de w(z, /}. 

i) Para todo z E I, w(z, /) # t/>. 
ii) w(z,/) es un conjunto cerrado. 

iii) w(z,/) es estrictamente invariante bajo/, /(w(z,/)) = w(z,/). 

Definición 4.1 Seo z E I, decimos que z •• osinlolicomenle periódico si ez:Üte 1J É Per(/) t~l 
que 
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Por tanto w(x,/) = o(y,/). 

Lema 4.2 La cardinalidad de w(:z:, /)es finita si y solamente si z es asintoticamenle periódico. 

Demootración. Ver Block y Coppel (9), página 72. a 

Observación 4.a. Si w(z, /)contiene propiamente una órbita periódica, entonces su car­

dinalidad ea infinita. 

Lema 4.3 Paro todo z e I, y paro toda n e N se tiene que: 

i) w(:z:,I) = w(x,f") Uw(/(x),f") U •.• U w(/"-1(z),f"). 

ii) Para 1::; k < n-1 se tiene que/ (w(/k(z),/")) = w(lk+1(z),/"), y/ (w(f"-1(:r:),/")) = 
w(:z:,f"). 

Demostración. Está contenida en el paso uno del teorema 1.4, del capitulo uno. a 

Observación 4.b. El lema anterior implica lo siguiente: Sean EN, entonces w(z,/) tiene 

cardinalidad infinito numerable si y solamente si w(z,/") también la tiene. 

Sea Cª el espacio de las funciones continuas de I en l. 

Los conjuntos: 

K(I, I) = {/Jexiste D e I donde / es caótica} = {flent(/) > O}; y 

N K(I,I) ={fino existe D C I donde/ sea caótica}= {llent(I) =O}, 

forman una partición de Cº(I,I). 

Revi!:a.;nos, a continuación, las posibles características d~ w(z, /)para. funciones que pertenecen 

al conjunto N K(I, I). 

Lema 4.4 Seo/ e Cº(I, I). Si eziste una potencia de fJ, n, tal que Pern(/) = t/>, entonces paro 

todo :t: e I •e tiene que w(:i:,I) tiene cardinalidad finita. 

Demostración. Véase BÍock y Coppel (9). a 

Observación 4.c. Si /cumple las hipótesis del lema anterior, entonces para todo z e I se 

tiene que w(z,/) = o(y,/) para algún y E Per(/). Por lo tanto para todo :t: e I, f restringida 

a w(:r:,/) es transitiva. 
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Sea A = {2n J n;:: O}, es decir, A es el conjunto de todas las potencias de 2. Es posible 

encontrar funciones que cumplen las siguientes dos condiciones: 

i) Para todo m E A, existe :t E Per(/) cuyo periodo es m. 

ii) Si :t E Per(/), entonces su periodo pertenece a A. 

Al conjunto de funciones que cumple estas condiciones lo denotamos por 200 • 

Observación 4.d. 200 C N K(l; 1). Esta contención se sigue del teorema 3.8, del capítulo 

tres. 

Así el conjunto N K(l, 1) está formado por funciones de dos tipos: aquellas para las cuales 

existe una potencia de 2, m, tal que Per .. {/) = t/>, y las que pertenecen a 200 • 

El siguiente resultado nos da información sobre los posibles omega conjunto~ limite para 

funciones en 200 • 

Proposición 4.5 Seo/ E Cº(l,I). Si /o entropía topológica de / ea cero, entoncea para todo 

.: E 1 se tiene que w{:t,/) contiene un único conjunto minimo/. Además para todo 11 E w(.:, /), 

w(11,/) = w(:t,/). 

Demostración. Ver Block y Coppel [9]. o 

La proposición anterior implica que si /EN K(l, 1), entonces para todo.: E 1, 

f lw(r,¡J'W(:t,/)-+ w{.:,/) 

es transitiva. 

Supongamos que ent{/) =O y que existe :i: E 1 tal que w{.:,/) tiene cardinalidad infinita 

(por lo tanto f E 200
). Entonces por el teorema 3.2 del capítulo tres,/ lw(r./) se factoriza en la 

función sumadora,•: E-+ E. Por tanto w(:i:,f) tiene cardinalidad no numerable. 

En resumen tenemos el siguiente teorema: 

Teorema 4.6 Si f E NK(l,I), entonce• para tMo.: E 1 se tiene: 

i) f lw(r,J) •• transitiua. 

ii) La cardinalidad de w(:z:,f) aólo puede ser finita o infinita no numerable. O 

Nuestra meta es ahora mostrar lo siguiente: Si/ E K(l,1), entonces existe :i: e 1 tal que: 

i) f lw(r.J) no es transitiva y 

ii) La cardinalidad de w( :i:, /) es infinito numerable. 
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4.2 La entropfa positiva y el coajunto w(x, /) 

Sea f E K(I, 1), por el teorema 3.3 del capítulo tres, existen n E N, D e I y h : D ,..+ E (ei'· 

espacio de dos símbolos), tales que el siguiente diagrama conmuta: 

D f:. D 

h ! ! h (') 

r; -¡/ r;, 

donde u es el corrimiento y h es suprayectiva y a lo más 2 a !. 

Consideremos en E el siguiente punto: 

i = (1,o, 1,0,0,1,o,o,o, 1,0,0,0,0,1,0, ... ), 

donde Jos bloques de ceros van creciendo según loe números naturales. 

Sea r e E el conjunto: 

r = {z 1 existe j ~ 0 tal que Z¡ = 1 y Zj = 0 para todo j ;o! i} U {0}, 

donde z = (zo,z.,z., ... ) y ii = (O,O,O, ... ). 

Prop.,.iel6a 4.7 r = w(y,a). 

Demostración. La contención re w(Y, u) es inmediata. Veamos la otra. Sea¡¡: E w(y, u). 

Podemos suponer que z ;o! ii .. 

Demostraremos que si z¡ = 1, para alguna. i, entonces para todo j > i, z; =O. 

Supongamos por el contrario que existen iy j, i < j, tales que z¡ = ly Zj = 1.Seam =j-i, 

si n > (m-;,•lm + (m - 1), entonces la mínima cantidad de ceros en un bloque de un(y) es m. 

Por lo tanto para todo n E N que cumpla: 

(m-l)m 
n > --

2
--+(m-l), 

tenemos que 

d(un(y),z) ~ .J¡. 
Esta última desigualdad contradice el hecho de que :i: e w(y, u). 
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Por lo tanto si z E w(y, u), z tiene a lo más un 1 en su expresión. Es decir z E r. O 

Observación 4.e. La igualdad r = w(¡¡, u) nos dice que la cardinalidad de w(¡¡,u) es infinito·. · 

numerable. 

Proposición 4.8 La/unción a restringida a w(j,cr) no es transitiva. 

Demostración. Sean z 1 y %2 los siguientes puntos en w(y, u). 

:Z1 = (1,0,0,0, ... ) y :Zz = (0,1,0,0, .•. ). 

La. distancia entre Z1 y Za es 'l· Sea.u A y ~los siguientes conjuntos abiertos: 

Es inmediato que A n w(¡;,u) = :1:1 y B n w(¡¡, u)= z 2 • De aquí se sigue que 

u"(A nw(¡¡,u)) = {ii}, 

para todo n E N. 

Por lo tanto, para todo n E N se tiene i¡ue 

u• (A nw(y,u)) n (B n w(¡¡,u)) =,P. 

Lo que nos dice que u no es transitiva en w(y, a). a 

Regresemos al diagrama(•). Sea y E D tal que h(y) = ¡¡. Es inmediato que 

h (w(y, J")) = w(j¡,u). 

Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

w(11,f") e w(y,J") 

hl lh ( .. ) 

w(j¡,u) 71 c.i(j¡,u), 

donde h es suprayectha y a lo más 2 a l. 
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Observación 4.f. Comow(¡¡,u) es infinito numerable, la cardinalidad dew(y, /")es infinita 

numerable. Por la observación 4.b, tenemos que el conjunto w(y, f) es infinito numerable. Por 

tanto tenemos demostrada Ja siguiente proposición. 

Proposición 4.9 Si JE K(I,l), eziste :r El tal que w(:r,f) tiene cardinalidad infinita nu­

rnemble. o 

Observación 4.g. Del diagrama(**) también tenemos la siguiente informacl6n: 

i) Como hes a lo más 2 a 1, y w(y,u) s61o tiene un punto.de acumulaci6n, w(y,f") tiene a 

lo más dos puntos de acumulación. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que son dos, 

t y r. 

ii) {t,r} = h-1(0) y, por tanto, f"(t) E {t,r} y f"(r) E {t,r}. 

iii) La imagen inversa de t bajof" debe tener al menos un punto de acumulación dew(y,f"). 

Por Jo tanto J2•(t) = t y J2•(r} = r. 

iv) r no es transitiva en w(y, !")ya que "no es transitiva en w(¡¡, u). 

Proposición 4.10 Si J E K(I, l), eziate y E l tal que f restringida a w(y, /) no es transitiva. 

Demostraci6n. De las hipótesis podemos llegar hasta el diagrama conmutativo(**), y a 

la observación 4.g. Sea a E w(y,f") tal que h(a) = z1 = {1,0,0, .•. ), observemos lo siguiente: 

i) a# r y a# t. 

ii) a es punto aislado de w(y,f"). 

iii) h(/2"(a)) = u 2(h(a)) = u(ii) = ü. Por tanto f'"(a) E {1,r}, f'"(a) #a, a no es punto 

periódico de f peros( un punto preperiódico, la 6rbita de a bajo fes de cardinalidad finita. 

iv) a es un punto aislado de w(y, /). 

Demostraci6n. Supongamos por el contrario que existe una sucesión de elementos {y¡}, 

distintos entre sí, en w(y,f), tales que y;--> a. Entonces existe k E {1,2, ... ,n-l}, tal que a 

es punto de acumulacl6n de w(/1(y), f"). Es decir podemos suponer que y; -> a con {y;} C 

w(Jk(y), f"). 

Como Jk(w(y,f")) = w(Jk(y),f"), existe una sucesión {z;) en (w(y, f") tal que Jk(z;} =y; 

para todo i e N. Dado que w(y,¡n) es compacto, podemos suponer que esta nueva sucesión 

es convergente, z¡ -+ z. Esto último nos dice que z es un punto de acumulación de w(y, P'), 

z E {t,r} ,y j•(z) =a. Porlotantoa E o(t,J)Uo(r,/)y f'•(a) = a,lo cual es una contradicci6n 

con iii). 
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/ · Para demostrar que / no es transitiva en w(y, /},·tomemos· los abiertOs: 

A= {a}" y B = w(y,1)- o(.a,f). 

Para toda R e N tenemos! 

rCA)nB =</>.a 

El siguiente teorema es un resumen de lo que hemos demostrado. 

Teorema 4.11 Sean l = [O, l] e R y / : l -+ l una función conlinua. Las siguientes tres 

afinnaciones son equivalentes: 

'iJ f es caótica en algún subconjunto de [. 

iiJ Eziale z el, tal que la cardinalidad de w(z,/) es infinita numerable. 

iii) Eziale z el, tal que f restringida a w(z,f) RO •• lronsiliva. 

Demostración. Se sigue del teorema 4.7 y de las proposiciones 4.10 y 4.11. CJ 
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Capítulo 5 

Sensibilidad implica caos 

Sea I el intervalo [O, l] en R. Sabemos que si f : I --+ I es transitiva en I, f tiene densidad 

de puntos periódicos y, por tanto, f es caótica en I (ver [4]). La transitividad es por ésto una 

condición que podríamos llamar fuerte. Por otro lado, si de f sabemos solamente que tiene den­

sidad de puntos periódicos, a partir de aquí no podemos avanzar mucho. La función identidad, 

id: I - l, cumple esta última condición y su dinámica es muy sencilla. La tercera condición 

de la definición de caos de Devaney, la sensibilidad a las condiciones iniciales, es en apariencia 

débil ya que, como mencionamos en el capítulo uno, es consecuencia de la transitividad y de 

la densidad de los puntos periódicos. La yerdad es que, al menos para funciones en el inter­

valo, la s6la presencia de la sensibilidad dá vida a una dinámica complicada. En este capítulo 

mostramos que si /tiene sensibilidad en 1, entonces f cumple las siguientes tres afirmaciones: 

i) Existe D e I tal que f es caótica en D. En particular la entropía topológica de f es 

positiva. 

ii) El conjunto {z E I jla cardinalidad de w(z, !) es infinita} es denso en I. 

iii) El conjunto {z E Jjla cardinalidad de w(z,f) es finita} es denso en J. 

5.1 La sensibilidad, el caos y una digráfica 

Sean l = [O, 1] y f : l - l una función continua. Decimos que J es sensible a las condiciones 

iniciales (01 simplemente, sensible) si existe 6 >O tal que se cumple la siguiente condición: Para 

todo z El y para toda vecindad de z, U, existen y E U y n E N tales que d(f"(z),f"(y)) ~ 6. 

A esta 6 le llamamos la constante de sensibilidad. 

Supondremos a lo largo de este capítulo que f : l -+ I es sensible en I, y que 6 es su 
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·constante de sensibilidad. 

·Para iniciar asociamos a la función / una digráfica. 

Sea P = {lo= O,ti,t,,. . .,tm = l} una partición de/, tal que t¡ - I¡_, < ~ para todo 

i e {1,2,. . .,m}, IJPll < ~· Los vértices de la digráfica serán los subintervalos A; = [t;-i,t;J, 

1 $ i $ m. Pondremos una ftecha de A; a A; si existen EN tal que /"(A;) ::> A; y Ja longitud 

del intervalo /"(A;) es mayor o igual que 6, long(!"( A;))~ 6. 

Lema 6.1 De cada vértice A¡, 1 S: i S m salen al menos dos flechas hacia vértices consecutivos, 

A; 11 A;+i con 1 $ j < m. 

Demoatración. Por la sensibilidad de/, para cada i E {1,2,. . .,m} existen; EN tal que 

long(f";(A;)) ~ 6. Por lo tanto existe j E {l, 2,. . ., m} tal que A; U A;+1 C /";(A¡). a 

Lema 5.2 Si eziate una flecha de A; a A;, 11 una de A; a Ak. Entonces eziste una flecha de 

A; a A •• 

Demostración. Existen n1 y n, en Jos naturales tales que /"'(A;) ::> A; con long( 

/"1(A;)) ~ 6, y f"•(A;) ::> Ak, long(l••(A;)) ~ 6. Por lo tanto f"•+••(A¡) ::>/"•(A;)::> Ak y 

long(f"•+••(A;)) ~ 6. a 

Lema 5.3 Sean i ,¡, j en {1,2, ... ,m}'. Si ezisten dos números natumles, p 11 q, tales que. 

A; u A; e /'(A;) y A; u A; e J'(A;), 

entonces eriste n e N tal que 

A; u A; e /"(A;) n /"(A;). 

Demostración. La afirrD.aci6n es. inmediata de las siguientes contenciones: 

A; .u A; e ¡•(A;) e /'(A¡ u A;) e fP+'(A;), 

A; u A; e J'(A;) e J'(A; u Aj) e r+'(A;). 

Tomando n = p·+ q termin~os. a 
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Definición &.4 Decimos que/ : / -+ /es turbulenta si ezisten doa subintel'IJa/os de/, A = [a, 6) 

11 B = [c,d], a< 6 JI e< d, con o lo má.t un punto en común, ta/ea que 

AUB e /(A)n/(B). 

Si A n B = t/>, decimos que / es eatrictamente turbulenta. 

El camino que seguiremos será mootrar que la sensibilidad de / implica que existe n E N 

tal que /" ea turbulenta. La siguiente afirmación, válida para funciones continuas del intervalo 

en general, nos dice que ésto ea suficiente para mostrar que exiate D C I donde la función ea 

caótica. 

Lema 5.& Loa .siguientes afirmacionea son equivalent,ea: 

iJ Ezüte D e / donde / es caótica. 

iiJ En.te n e N tal que r ea turbulenta. 

Demoatración. En [!I) Block y Coppel demuestran que la condición ii) ea equivalente a 

que la entropía de / aea positiva. En el capítulo tres nosotros demostramos que ent(/) > O ea 

equivalente a la condición i). a 

Al número de ftechaa que salen de A; le llamaremos el grado de A;, gd (A;). Y ai exiate una. 

ftecha de A; a A¡, diremos que A¡ es accesible desde A;. 

Obaervacldn &.a. Si A¡ es accesible desde A;, entonces gd( A¡) :5 gd (A;) . La demostración 

ea inmediata. Por el lema 5.2 todos loa vértices accesibles desde A¡ son accesibles desde A;. a 

Teorema 5,8 Si/ : I -+ I tiene sensi6ilidad a las crmdicion .. inicia/ea, enlonceo ezüte D C / 

tal que / es caótica en D. 

Demoatración. Sea. 6 > O la. coutante de oenoibilidad de /. Aaociamoo a/ una digr.i.fica 

de la manera que mencionamos antes. 

Sea i e {1,2,. . .,m}. De loa vértices accesibles desde A;, sea A; el de menor grado, gd(A;) = 
g. Sean A;"A;i, ... ,A;. los vértices accesibles desde A;. 
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A-~~: 
'~: 

A;,. 

Ordenados de tal forma que sl "'e A;. y y e A;., entonces: S y si fo< l. 

Como cad~ A;., 1 S k S g, es accesible desde A;, se tiene que gd(A;.) ~ g (por ser g 

el mínimo). Además, por¡,. observación 5.a., gd(A;,) S gd(A¡) = g. Por tanto para todo k, 

l S k S g, se tiene que gd(A¡,) = g. 

Tomemos el vértice A;., 1 S k S g, desde este vértice hay exactamente g vértices accesibles. 

Por el lema 5.2, ellos deben ser A;,, A¡,, ... , A¡,. Por lo tanto tenemos las siguientes flechas en 

la digr"5ca: 

Es decir, existen p y q número• naturales tales qne: 

P(A;,) ::>A¡, y !'(A;,) ::> A;,. 

Como las longitudes de f'(A;,) y /'(A;,) son mayores que 6, entonces cada una. de estas 

imilgenes a.barca. al menos dos intervalos. Dado que los intervalos están ordenados, tenemos las 

siguientes contenciones: 

f"(A;,) ::>A¡, U A;, y /'(A;.)::> A;, U A;,. 

Por el lema 5.3, existe n € N tal que 

Por tanto r es turbulenta y, por el lema 5.5, existe De 1 tal que/ es caótica en D. a 

El riguiente ejemplo muestra que si f es sensible en / = (O, l], el conjunto caótico no es 

necesaria.mente todo el intervalo/. 
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Ejemplo G.b. Sea f: I--+ I, lineal a pedazos definida por /(O)= O,/(!}= 1, /(?) = ! 
y J(l) = l. La constante de sensibilidad de fes 6 = ~. fes caótica e~ [!, t], y para todo 

"'e (o,!) existen e N tal que /"(z) e [t,1]. 

5.2 La sensibilidad implica la densidad del conjunto de los 

puntos aperiódicos 

Sean I = [O, l], f: l--+ l continua en J, y r y .P los conjuntos: 

r = {z e JJw(z,J) tiene cardinalidad infinita}' 

"= {z e llw(z,/) tiene cardinalidad finita}. 

Observación &.c. res el conjunto de los puntos aperiódicos, y .P·es el conjtinto'de los 

puntos asintoticamente periódicos (ver [9]). ·~· .. ;'::·· 
:'., 

' _, _.' -

Observación &.d. Recordemos que para todo z E l y para todo.~ E.Jf·'se ti~né .~ne , . 

y que 

donde el exponente k + 1 se toma m6dulo n. 

De lo anterior se sigue que para todo n EN y para todo z E J, la cardinalidad de w(z,J) 

es finita si y sólo si la cardinalidad de w( z, /") es finita. 

Teorema S. 7 Si / es sensible a las condiciones iniciales, entonces tanto r como .. son con~· 

juntos densos en 1. 

Demostración. Sean z E l y E > O. Sea 6 la constante de sensibilidad de /. Se~ P . . un~' ... 

partición de J, P ={to= O,t,, ... ,tm = 1}, tal que JIPll <!y existe j, 1 :5 j ~ ·m, tal.que 

A; e B.(z), A;= (t;-,,1;]. 
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Por el teorema 5.6, existe p E N tal que fP es turbulenta. Sean A y B los dos intervalos 

cerrados de I tales que 

A u Be f"(A) n f"(B). 

Siguiendo el trabajo de Block y Coppel, capitulo dos de [9], existen q, múltiplo de p, y 

C e A U B tales que J• lc se factoriza po.- el corrimiento en dos símbolos. Por el lema 3.6 

del capítulo tres, existe D e C tal que J• es caótica en D. Esto último implica que existen 

JI E'D con w(y,J•) de cardinalidad infinita, y z E D con w(z,/9) de cardinalidad finita. Por la 

observación 5.c, y E r y z E '{I. 

El teorema 5.6 también muestra que existe r EN talque /'(A;)::> A U B, por lo tanto 

¡r(B.(:z:)) ::>D. 

De esta última contención se sigue que existen ay ben B.(z) tales que f'(a) =y y f'(b) = z. 

Esto implica que w( a,/) tiene cardinalidad infinita y que w(b, /) tiene cardinalidad finita. 

Por lo tanto B.(z) n r ,¡,.¡,y B.(z) n '1114>· Los conjuntos r y 9 son densos en l. o 

El siguiente ejemplo muestra que la densidad de r y la densidad de 9 no implican que 

f : l _, l sea caótica en algún subconjunto de /. 

Ejemplo 6.e. Sea/: [-1, l] _, (-1, l] dada por /(z) = :r2 +c, donde c = -1.401155189 ... 

La dinámica de /, ver (21], tiene las siguientes características: 

i) Existe A e [-1, l], conjunto de Cantor, tal que/ IA: A_, A es equivalente ala sumadora, 

a:E-..E· 
ii) Para casi todo punto :r E [-1, l]. w(:r,/) =A. Por tanto res denso en [-1, l]. 

iii) Existe un conjunto numerable y denso en (-1,l], B, tal que si :re B, entonces w (:r,/) 

es una órbita periódica. Por tanto el conjunto 9 es denso en [-1, 1]. 

iv) La entropía topológica de / es cero,/ no es caótica en ningún subconjunto de [-1, l]. 

Con el siguiente ejemplo, f: M -+ M, mostramos que sensibilidad no implica la existencia 

de un subconjunto donde (a dinámica sea caótica si M no es un intervalo en R. 

Ejemplo 5.f. Sean S 1 = R/Z, el círculo, y T = S 1xS1 el toro bidimensional. Sea f: T _, T 

la función dada por 
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/(z,11)=(2z (modl),11+80 (modl)), 

donde 80 ~ Q. 

Es Inmediato que / ea sensible a las condiciones iniciales. Sin embargo, como Per (/) = t/>, 

no existe D C T tal que / lo sea caótica. 

Observemos, además, que el siguiente diagrama conmuta: 

donde h(z,11) = :r: y g(z) = 2z (mod 1). 

T L T 

h l l h 

si 7 s•, 

Como la entropía de g,ea positiva, la entropía de/ ea pooitiva. Por tanto, en superficies, 

contrariamente a lo establecido en el cap{tulo treo para intervaloe en R, enl(/) > O no implica 
,,__ 

Conviene, también, nuevamente contrastareatalnformación con el resultado de Katok: Para 

difeomorfi11mos de clase ct+a' Q > o, en variedades de dimensión dos, entropía positiva. implica 

la existencia de un subconjunto donde el difeomorfiamo ea caótico. 

La siguiente proposición ea la parte final de este capítulo. Se puede pensar como un 

pequeño apéndice donde se muestra de nuevo, y desde otro punto de vista, la fuerza que tiene 

la sensibilidad a la8 condiciones iniciales. Regresemos a M, un espacio métrico, y/: M -+ M, 

una función continua. Mostraremos que dada z E M la sensibilidad afecta no sólo a un punto 

de cada vecindad de zt sino a un conjunto abierto y denso de cada una de esas vecindades. 

Propoaición 5.8 Sean M un espacio métrico perfecto, / : M -+ M sensible a las condiciones 

iniciale.s, 116 > O su conatante de aenaibilidad. Sean 61 >O, 61 < ~' z 0 E M, JI 

A= {z E M 1 e:riate n EN tal qued(r(z),r(zo)) > 61} 

Entonces A es abierto JI denso en M. 

Demostración. Por la sensibilidad A ea distinto <!el vacío. Veamos primero que A ea 

abierto. 
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Sea z: e A, existen EN tal que d(/"(z:),/"{z:o)) = "/ > 61. Como f" es continua, existe 

(>O tal que para toda y e Bc(z) se tiene que f"(y) E B,_,1 (/"(z)). De aquí se sigue que la 

distancia de f"(y) a f"(z:o) es mayor que 6,. Por lo tanto Bc(z:) CA, y as{ A. es abierto. 

Veamos ahora la densidad. 

Sean z e M y E > o, demostraremos que B.(z) n A # q,. 

Por la sensibilidad existen 11 E B.(z) y n EN tales que d(/"(y), f"(z)) ~ 6. Como 

tenemos que 

ó 

De aquí que y E A ó z E A, en ambos casos B.(z) n A# tf>. O 
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Capítulo 6 

El conjunto de las funcione~ 

caóticas 

Las equivalencias establecidas en el teorema 3.8 del capítulo tres nos permiten hacer algunas 

afirmaciones sobre la topología del espacio que forman las funciones que son caóticas en algún 

subconjunto del intervalo. ·Denotemos por Cº(J,/} al conjunto de las funciones f: I--+ I que 

son continuasen /,y por K(I,I) e Cº(l, !) a aquellas para las cuales existe algún subconjunto 

.de I donde son caóticas. Siguiendo los resultados contenidos en Block y Coppel (9], es inmediato 

que K(I,I) es abierto y denso en CC(J,J). Aquí demostraremos que K(I,I) es arco-conexo, 

que su complemento, el conjunto de las funciones no caóticas, también es arco-conexo, y que 

a.robos conjuntos no son convexos. 

6.1 El conjunto de las funciones caóticas, en el .intervalo, es 

arco-conexo 

Sea I un intervalo compacto en R, (en algunas ocasiones, por conveniencia en la notación; 

tomaremos I =(O, l]). Sean C"(I,I) el conjunto: 

Cº(J, I) = {/ : I--+ I tal~ qu.e f e6continua. en /}, 

y K(I,I) el conjunto: 

K(I,I) ={!E Cº(I,I) tales que fes caótica en D; para. algún D C I}. 
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•. 
Obse..V.cidn 6.a. Cº(I,l) es un espacio métrico completo si consideramos la siguiente 

distancia en él: 

d(f,g) = ma.x {lf(z) - g(z)I, z E/}. 

Definición 6.1 Sean f y g en Cº(I,l). Si eziste F :[O, l]x/-+ l, (A,z)-+ F(A,:z:) = FA(:z:J.: 

tal que 

iJ FA(:z:) es continua en[O, l]x/, y 

iiJ Fo(z) = /(z) yF1(z) =g(z) para toda z E l. 

Decimos que F>. ea una familia de /unciones en Cº(I,I) que conecta J ~~ g. Ta~~~~ ~o~ 
refen·remos a F>. como un arco. ; .. ·,·.· 

Observaciones: /<. 

6.b. Sean f y gen Cº(I,l), entonces para todo A E [O, l] la función F.I = (1 _,:A)/-f;~Y.es: 
elemento de Co(I,l). Por lo tanto Cº(/,/) es convexo. 

8.c. Sean /,g y h en Cº(I,J). Si existe un. arco que conecta/ con g1 y ot~~ ~~~ cÓ~~~t_a._"··g. 
con h, entonces existe un arco que conecta/ con h. 

Proposición 6.2 La enlrop{a topológica, considerada como unafuncidn· 

ent : Cº(I,l)-+ R U oo, ' 

es semiconlinua inferionnente. 

Demostración. Ver Block y Coppcl [9], página 216. O.· 

Corolario 8.3 El conjunto K(l,l) es abierto en C"(I,J). 

Demostración. Por el teorema 3.8,K(l,l) = {/E Cº(I,nlen;CI); O}. !'.oda proposición 

6.2, este conjunto es abierto. o 

Proposición 6.4 El conjunto de las /unciones, JE .Cº(Í,I), tales qué ent(I) > O es denso en 

C"(l,l). 

Demostración. Ver [9) .. página 216. o 

Corolario 8.5 El conjunto K(l,l) es abierto y denso en Co(I,l). a 
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Denotemos por NK(I,I) al complement? de K(I,I). N K(I,I) es el conjunto de las fun­

ciones no caóticas. El corolario anterior muestra que 8K(I,I) = N K(I,I). 

Lema 8.8 Si/ e K(I,I), I = [O,l], enlonces aisle,,. E (O,l) tal qu• f(:J<) = z. 

Demostración. Si para todo :t e (O, l), /(:t) > :t, /es creciente en I. Esto implica que 

para todo :t e (O, l), limn-oo /"(:t) = l. Por tanto f no es caótica en ningún subconjunto de I, 

lo que contradice la hipótesis. El otro caso, /(:Jr) < z para todo z e (O, l), se trata de manera 

análoga. o 

Teorema 8. 7 El conjunto K(I, 1), 1 = (O, l], es an:o-cone:to. 

Demostración, Sea f E K(I, 1), construiremos, en cuatro pasos, un arco en K(I, 1), que 

una f con la siguiente función caótica: 

3z:size [o,l] 
2 - 3z si z E [i 1 !] 
az-2size [J.!] 

:z: 

Paso uno. Sea z 0 e (O, l) tal que /(:Jror= ,.ó;,·c~mo /e K(I,I), existe E> o tal que para 

toda h E B<(/), h E K(I,I), y (:to- <,:to+<) ·e: (0,1]. Sea Et=!• existe O< 61 < Ei tal que 

J (B,,(zo>) e B,, (:to). 

Sea 6 tal que O< 6 < 6,. Sea /1 : I-+ I, continúa en I, definida por 
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•1-r1 

. 1 - J(:i:)siztH;~_),,:r~:~,¡, ·.· , '· .. 

lineal a pecÍaZos en (zo -:-·61,:ro .. + .... '.61J ·d. e.fi~.·.·.da. po. ~.·:, ft(:r)= ' ''' ' " ' 
/1(:ro-6)=/1(:ro+!l=':ro-,-6; Y· . 

· · /1(:ro- ~) = !i(:r~+6)~ :ro+i: '.: 
En Ja siguiente figura vemos las gráficas de i Y /1. · 

_. .. ··-· , .. .._;.: --· . ·.,. ;_i:.·~ '::· .. ~ ..,,. .'·.~.·.. .•. ·~·;'/. . .. ,·:.s:::'.:J::{:::· ·: ,; : ; .> 
·'.Teriemós/,.eK(I,I)yd(f;J,f<'i;:< .,· .. -,·•¡• ·:./ 

~é:r~~,:;\~~I~:¡tf ~;:¡f~~.-;_:_ .. ·_;2¡1~{~tr.w~··~·"l' 
~ :. . . -_.·,> ... 

''• Por lo tarito es _un .U:~o en Í<(I;I} qU~·~e i Coñ:j¡~· ·.:. 
~aao doii. Sea h É KÚ, I) dad~ Í>~~ ' .. ¡; >:;, : i 

. ~>.>.:1.:~·.;,-~; ·' ;:·:::: 

·, - . 

., 

h(z)= · 
{

- :rsi:rj![:r~-6,:ro+6] 
/1(:1:) si :i: E [:i:o-6,:ro+6!. 

Consideremos ahora el ...:co F). ;,;· (1.::: ~)!t +-.\/2; i E [O,I]~ Como F,(z) =~!1C~) para 

todo z E [:i:0 - 6,zo+6J y para todii Xe [Ó, 1¡','se tieri~ q~~ F>:es un ar~~ en K(I,I) que une 

Ji con¡,. 



Pa110 tres. La sigu.iente familia de funciones 

' ' '1 ' 1 ' 
F,(z) = h(z +A(zo- 2»+ A(2- zo), 

A E [O, 1], es un arco, en K(I, I), que une fo con/,, ~onde 
. .. . . ~ . 

'3(~) = ·¡ une~ª ~i0º:;::·:.ft.=. ;:t::r definida por: 

. · . M!-~)= !H, 
. h(!+!>;,,l-ó: ' ' 

Paso cuatro. Por último 1a. sigu_i~nt~ es· una curva '7º · K(I, 1) que une /3 con g~ 

con A E [1,;1sj. 

Por lo tanto existe un arco en K(I,I) que une/ con g, y así K(I,I) es arco-conexo. a 

Nota. La argumentación seguida en el paso uno del teorema anterior la realicé a partir de 

la demostración que presentan Block y Coppel a la proposición 31 del capitulo 8 de [9]. 

6.2 El conjunto de las funciones no caóticas también es arco-

conexo 

Sean I = [0,1] y/ e Cº(I,I). Consideremos la siguiente familia. de funciones: 

con A E [0,1]. 

{ 
/(z) si /(z) $.A F,(z)= 

A si /(z) >A, 

Obsérvese que F1(z) = /(z) y Fo(z) =O para todo ':i: E (O~ 1]. 

Lenia 6.8 F,(z) ea continua en (O, l]xl •.. - · 

Demostración. Sean A1 < A., ambas 'en (O, l]. Es inmediato que 
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S~a e :> .o. Como 1 es uniformemente continua, existe 61 > O tal que 

si lz - YI < 61 entonces l/(z)- /(Y)I < ~· 

·P~r la relaCión entre/ y F>.., tenemos también lo siguiente: 

si lz - vi< 61 entonces IF>(:r)- F,(y)I < ~' 

·para todo'.\ e [O,l]. 

Sea 6 = min { 61, j} , y obtenemos lo siguiente: 

si 11(.\,z)- (.\o,zo)ll < 6, .entonces l.\ - .\ol <~y lz _:: z,;'¡~ 61. · 

Esto impli"": que 

; .. -'(' :-•. ·. _.:. ·~:.::·::>">.:. ~·-~ :·." '. 
IF,(z)-F.1o(zo)I :5 IF,(z)-F.1o(z)I + IF,.(z)-F~(ii:~)I< 1-',:j}ol + 2 < 

: ~ ;, ( . ., . e~ ., ·,·-~ _, .• .'(• . ·.'O '. . ' • 

De aquf se sigue que F> (z) es continuá 0e~ [O/l~;:~t·<';á~f\:·i'~\f'~:'.~ .. ; -~·;: .. '.' .·.· .... • 
Lema 8.9 Sea .\ E (O, l]. Para todo subintervalo cerrado; A C I, distinto,del raé'o, se Uene 

que F,(A) e /(A) ó F,(A) = {.\} · . :(·'.~;;·~,-:.8,'~-,'.~\t'.r;::·yJ'.~·;i),¡ ;. , · 
Demostración. Considero tres·¿~~~:\:·~ · · , · · ,. ' .":/::'.:!\"~ ~.-, ·.~~:(: '·, -~ · .. 
i) Si.\~ max{/(z)lz e A}, para todo ~iF~:f~\iJ~}J~:·,~(z) ;,,J(~).~~or lo tanto· ::' 

F,(A) =/(A). ;;>. :;,,:i<•Y ... · .:: ....... ,.._-_•. 

ii) Si.\ :5 min{/(z)lz e A}, para toda .i: ~A ~e tiene qu~ .F,(z);,, .\.Podo tan.to·' 

FA(A) = {.\}. 

iii) Si a= min {/(z)lz E A}<.\< max{/(z)lz E A}= b, entonces 

F,(A) =[a,.\] e (a,6] 
0

= /(A). o 

Para demostrar que la curva F" está contenida en el conjunto de las funciones no caóticas 

si f es no caótica, utilizamos la siguiente definición y la siguiente proposición. 

Definición 6.10 Decimos que f E Cº(I,I) es estrictamente turbulenta si ezisten dos subin· 

tervalos cerrados de I, A y B, distintos del vacío, tales que AnB = <f> y AUB e /(A)n/ (B). 
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Proposición 8.11 Las ~iguientes afirmaciones son equivalentes: 

i) f E K(1, /). 

ii) Ez:i•te n E N tal que /" es estrictamente turbulenta. 

Demostración. La afirmación i) es equivalente a ent(J) > O. Block y Coppel demuestran ' 

en [9) que ent(J) > O es equivalente a la afirmación ii). o 

Lema 6.12 Si para algún Á E [O, 1) se tiene que Fl E K(1,1), entonces f E K(I,1). 

Demo•tración. Supongamos que Fl E K(1, /). Por la proposición 6.11, existen n E N y 

dos subintervalos cerrados distintos del vacío, A y B, tales que A n B = t/> y 

A u Be F.\'(A) n F.\'(B). 

Como A U B C Jil'(A), tenemos que para toda j E {O, 1, 2, ••. , n}, J1(A) no es un intervalo 

formado por un sólo punto. Por lo tanto para todaj e {O, 1,2, ••• ,n}, F1(A) ,¡,{A}. 

Por el lema 6.9, tenemos: 

... e r-• (Fl(A)) e r-• (!(A))= r(A). 

Por tanto A U B C /"(A). De manera análoga A U B C f"(B). Y, por la proposición 6.11, 

/E K(I,I). o 

Teorema 6.13 El conjunto NK(I,I) es arco-cone.,o. 

Demoatración. Sea f EN K(I,I), consideremos la familia: 

Fl(z) = { f(z) si f(z) :5 Á , , 

Ásif(z)>A,, ',, 

Á E [O, 1). Por el lema 6.8, Fl es un arco que une f_ co~ la, función coiistante cero., Por el lema 

6.12, para todo Á E [O, 1), Fl EN K(/,I). D , 
', 

Finalizamos mostrando que tanto K(1,I) ,como N K(I; /)"no, son co'!juntos co~~ex.,'s. , 
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Proposición 6.14 K(I,I) no es convexo. 

,Demostración. Consideremos Ja familia F,(z) = (Í-' 

' /(~) = 4:i: (1- :i:) y g(:i:) = 1- /(:i:). Ambas funciones, f y g, son eh•m<mt1os t!e 

F¡C:i:) = l para todo :i: e [O, 1), Fl ~ K(I,I). o 

Proposición 6.15 N K(I, I) no es convexo. 

Demostración. Consideremos la familia F,(:i:) := 
dada. por: 

l 
~ ~i ~ e [o.'t] ·. · . 

g(z) = esH~e~J;i.~;owl~r-~\[f~!]> . 

. d!~~-d~\~:t?:(:}:ti:~; . " .·. .. . ·.··· .. · .. · 
y A E [O, 1]. F, es un segmento de .recta qué )lllC_'i/ conla..f~nción 'constante cero. .. . . - · 

Obsérvese que para. todo z e [o, !]°;·~c~Ú"[!°;\j;<v~/1~fig~ra.''al fi~al del cap~tulo)>P~r -

tan~~:~;b::: :: !~~~::::::0~u:~~;~@i~}~:5i~r-:~Lq~~. Ó EN K(J!J): , -.· . 

Fi (~J.-~J6(~Y'~~i; f{(~)~~:f 
La. función FL tiene un pW\t~ p.'riódic~ d~"peii~do 3, F~ ~ NIC(I;[). o 

. 2 .. .· . ., : . .. .' ·,_. •'. ' ·º·.·. ·-; '. 2 . -. . . . . 
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Eslaa son laa gráficas de g y F¡.. 
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Capítulo 7 

Caos y puntos periódicos 

Sea M un espacio métrico peñecto )º completo. En Cste capítulo demostramos la siguiente 

equivalencia: f : M --> M es caólica en M si y solamente si para todo e > O, y para todo 

conjunto D compacto, D C M, existe un punto periódico tal que su órbita es e-densa en D. Ea 

decir, la presencia de caos es equivalente a una particula.r distribución de los puntos periódicos. 

Como corolario obtenemos que los periodos presentes en una función caótica forman un conjunto 

no acotado. En el caso de que el espacio M sea compacto, la equivalencia anterior se puede 

expresar así: 

La función f es caótica en M si y solamente si para toda e > O, existe z E Per(f) tal que 

su órbita es e-densa en M. 

7.1 Relación caos y puntos periódicos. 

Sean f: M-+ M, continua en M, y M espacio métrico peñecto y completo. 

Definición 7.1 Sean De M 11 e> O, decimoa que A e M ea e-denso en D si para lodo :t E D 

eziale 11 E A tal que d(z, 11) < e. 

Observación 7 .a. Si D ea compacto, para toda e > O existe A, de cardinalidad finita, tal 

que A es e-denso en D. 

Proposición 1.2 Si J es caótica en M, enloncea para todo aubconjunto compacto, D, y para 

toda e> O, eziste z E Per(f) tal que o(z,f) es e-densa en D. 

Demostración~ Sea D e M un conjunto compacto. Dada E > O, existe una cubierta 

abierta finita de D de la siguiente forma: 
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0={B1(z¡)1 :r¡ E D para i E {1,2, .. .,k}}, D C U~=tBJ(z;). 

Sean 6 = 5 y u E M tal que la. o(u,/) es densa. en M. Como cada. B5(:z:;) es abierta en M, . 

existe no E N tal que para. todo i E {l, 2, ... , k} se tiene que 

B.(:z:;)n{u,/(u),/'(u), ... ,f""(u)} 'f< ,P.(") 

Sea. 

B = B,(u) n r'(B,(J(u)))n ••. n r""(B,(f"".(u))). 

Obsérvese que B es abierto y disÍinto del va.do. Por tanto existe z E Pe~(i{nB •. · 

Demostraremos a.hora. que la.6rbita. de :z: es E-densa en D. Sea 11 E D; eJd~te'j,·l·S·';'s A:;~;.¡· 
:::,"e B6 (z;). Por la.ecuación(*), existe i,O Si:;; n0 , tal que /;(u) E;•~;.;¡:f:stobnplica 

.. :: ~ :. 

d(f(:r),11) S d(f(z),f(u)) + d(/'(u),z;) + d(:z:;,11) «.S + 6+ 6,;;, í:. . - .. ·., .. -. .,, 

Por ta.oto d(J;(:z:),11) <E- O 

Propo1ición 7 ,3 Si para todo D C M compacto 11 para lodo E > O, e:z:isle :z:. E Per(J) tal que 

o(z, /) ea e-densa en D, entoncea / es caótica en M. 

Demootración. 

Paso uno: La densidad de los puntos periódicos. 

Sea. A e M un conjunto abierto y distinto del vado. Sean o E A y E > O tales que B.(a) e A. 

Como el conjunto D ={a} es compacto, existe :z: E Per(J) tal que su 6rbita. es E-densa. en D, 

esto implica que existe 11 E Per(J) n B.(a) e A. Por tanto Per(J) es denso en M. 

Paso dos: La tra.nsitividad topológica. 

Sean A y iJ abiertos y distintos del vacío. Sea. a E A y b E B, existe E > O tal que B.(a) C A 

y B.(b) e B. Sea D = {a,6}, Des compacto en M. Por hipótesis existe .,·E Per(J) cuya.órbita. 

es E-densa. en D , entonces 

o(:z:,J)n A#< <P y o(:z:,J)nB 'f< ,P. 
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Por lo tanto existen E N tal que /"(A) n B f </>. a 

El siguiente teorema resume los resultados anteriores. 

Teorema 7.4 / : M -+ M es caótica en M si 11 solamente ai paro todo subconjunto compacto 

de M, D, 11 paro toda E> O, eziste :i: E Per(/) tal que o(.:i:,!) es e-densa en D. a 

Corolario 7.5 Si/ es caótica en M, entonces el conjunto {n 1 Per.(!) f </>} es no acotado. 

Demostración. Dada. n E N tomamos n puntos distintos en M, { zi, x2, ... , Zn} = D. Sean 

6=min{d(.i:;,:i:;)1ifj,1 :5 i,j :5 n} y E=~· 

Como Des compacto, existe .i: e Per .. (/) tal que su órbita es e-densa en D, esto implica 

que m 2: n. a 

Observación 7 .b. El teorema 7.4 y el corolario anterior muestran también que si / : M -+ 

M ea caótica en M, entonces en todo subconjunto abierto de M existen puntos periódicos de 

periodo arbitrariamente grande. Es decir, de manera más formal, la siguiente afirmación es 

cierta: Si / : M -+ M es caótica en M, entonces para todo E > O, para todo :i: E M y para to.do 

n EN, existe 11 E B. (.i:) n Per .. (/)tal que m > n. 

En el caso de que M sea compacto, el teorema 7.4 queda de la siguiente forma: 

Teorema 7.6 Sea M un espacio métrico, compacto y perfecto. Sea f: M - Al una /unción 

continua en M. Entonces/ es caótica en M si 11 •o/amente •i poro lodo E > O eziste :i: E Per(/) 

tal que su órbita ea e-densa en M. a 

El hecho de que / sea caótica en M, con M compacto, no implica que dada e > O exista 

no e N tal que toda órbita de periodo mayor que no sea e-densa. Consideremos ei siguiente 

ejemplo: 

Ejemplo 7.c. Sea E= {z = (:i:0 ,:i:,,:i:2, ... )l.i:; e {O, l} para todo i 2: O} con la distancia: 

d(z,y) =.¡,.donde n =mio {iJ.i:¡ f 11;}. 
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Sea. a: E-+ E el corrimiento, es decir a(zo1z.,z2, ... ) = (z1,z2,z3, ... ). Sabemos (véase 

[11]) que E es compacto y que cr es caótica en E. 
Dada n E N, n ~ 2, consideremos el siguiente punto de E· 

Z = (O, 1, 1, ... , 1,0, 1, 1, ... , 1,0, 1, ... ,1,0,1, ... ), 

donde loa 1 's forman bloques de n - 1 elementos. Tenemos que z E Per.(/), y que para todo 

m ~O la d(cr"'(:<),O) ~!.donde ii = (O,O, .•. ).Por tanto ninguna de las 6rbit..,; de este tipo de 

puntos periódicos puede ser e-densa en E si E < !· 
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Capítulo 8 

Ejemplos de funciones caóticas 

En todos los ejemplos vistos hasta ahora, el conjunto caótico ha sido compacto. En esta parte 

construiremos una función caótica en todo R, f : R - R, y con ella. mostraremos una que lo es 

en el intervalo abierto (O, l), g: (O, l) ~ (O, l). En la parte final demostraremoe que para todo 

e> O, existe una e-perturbación de la identidad, id: [0, 1) - [0, 1), caótica en todo [O, l]. 

8.1 Una función caótica en todo R. 

Sea / : R - R así: si z e Z, entonces 

) 
{ 

z+2sizespar 
f(z = 

z.:... 2 si z es impar .. 

En cada intervalo de la forma (z, z .¡:. 1), z E Z, definimos a/ en forma lineal de tal forma 

que f sea continua en R. 

Ob..,rvac:idn. 8.a. 

i) f restringida a los enteros es una función biyectiva, y podemos representar su dinámica 

de este modo: 

~ ....---.. _...,. ..--..... ,.... 
••• t -4 , -3 '-2 t .. ¡ 1 o , l 1 2 t 3 ' 4 ' ... 

-../'--"' ......_............, -
Por tanto sí z es par, limn-oof"(z) = oo, y si z es impar, Um0 _ 00 f"(z) = -oo. 

ii) La pendiente de f en [z,z+ 1) es -3 si z es par, y es 5 si z es impar. 
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Esta ea la gráfica de /. 

Lema 8.1 Para todo z e Z y para todo n e N ae tiene qve: 

iJ r-•([z,z + 1]) e r([z,z + 1]) u 

iiJ U~0/"([z,z + 1) =R. 

Demostración. Sea z e Z, como 

J((z, z + l]) = { (z- l,z+2) si z es par 

(z-2,z+3] si z es impar, 

en ambos casos tenemos que [z,z+ 1) e /([z,z+ 1)) = [u,11), con• l!Dtero impar y 'u par, 

u < u. De aquí se sigue que para toda n E N 

rc!z,z+ 1]) = [u-2(n-1),u+2(n-1)). 

De esta igualdad concluimos de manera inmediata. las dos afirmaciones del lema. a 

Proposición 8.2 / ea lopo/ogimmenle lranailivo en R. 
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Demostración, Sean z E R y e> O, tales que B.(:r:) C (z,z+ 1) para algún z E Z. 

Paso uno. Existe n0 EN tal que f""(B,(:r:)) contiene un entero. 

Demostración. Si A= (a,6) e [w,w+ 1), w e Z, entonces la longitud de /(A) es mayor 

o igual a tres veces la longitud de A, /ong(f(A)) ~ 3/ong(A). Por tanto si para toda k e 
{O, I, ... , n}, J'(B,(z)) n Z = .p tenemos que 

A partir de esta desigualdad es inmediata. la. afirmación. 

Paso dos. Existe n 1 ~no tal que [z,z + l] e /"'(B.(z)) para algún.z E z. 
Demostración. Sabemos que f" 0 (B,(:r:)) contiene un intervalo de la forma [w,6) con w e Z 

y w < b; o de la forma (a, w) con w e Z y a < w. 

Tomemos el caso (w,b) C /""(B,(z)). Si w + 1 'ic (w,6), /([w,6)) es un intervalo abierto en 

un extremo y cerrado en el otro, en ambos casos tenemos long(/([w,6))) ~ 3(6-w). Si J([w,b)) 

contiene a dos enteros consecutivos, terminamos. En caso contrario aplicamos nuevamente /. 

En forma análoga al paso anterior. Si para todo k E {O,I, ... ,n}, J([w,b)) no contiene dos 

enteros consecutivos, entonces 

Y de esta d~sigualdad se sigue Ja afirmación. 

Paso tres. El final. 

Sean A y B dos conjuntos abiertos y distintos del vacío. Por los pasos uno y dos, existe 

n E N tal que [z, z + l] e /"(A) para alguna z en Z. Por el lema 8.1, existe m e N tal que 

/'"(A) n B # ,P. Por tan to f es transitiva en R. o 

La siguiente proposición nos dá información valiosa sobre la dinámica de funciones definidas 

en un intervalo de R. 

Proposición 8.3 Sean I un intervalo en R y/: 1-+ luna/unción continua. Si fes transitiva 

en I, entonces f tiene densidad de puntos periódicos en I. 

Demostración. Ver (24], [34], ó (4]. o 

Proposición 8.4 Sean I un intervalo en R y f : I -+ I una función continua. Si f es transitiva 

eri I, entonces f es caótica en /. a 
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Por lo tanto la función /: R -+ R que hemos construido es caótica en R. 

Observación 8.b. En la proposición 8.2 de hecho demostramos q~e / es mezclaote. 

A partir de/ podemos inmediatamente construir una función caótica en el intervalo abierto 

(0,1), g: (O, 1)-+ (O, 1). 

Sea h: R-+ (O, 1), dada por h(z) = (;!:)arctan(:r) +!·La función hes un homeomorfismo. 

Sea g = h o fo h-1 , tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

R L R 

h! Jh 
(0,1) g (0,1). 

Por lo tanto ges caótica en (O, 1). 

Proposición 8.li Ezisle G : [O, 1] -+ [O, lj, continua en [O, lj, tal que para lodo z E (O, 1) se 

tiene g(z) = G(z). 

Demostración. Sabemos que para todo z E R, /(z) cumple las siguient':" desigualdades: 

z-2$/(z)$z+2.(") 

Por tanto para todo t E (O, 1) .tenemos 

Como h es creciente, 

J!o.r lo tanto para todo t E (O, 1) se cumplen las siguientes desigualdades: 

h(h-1(1) - 2) $ g(t) $ h(h-'(t) + 2). (*') 

Sea e E R, tenemos 

lim h(h-1(1) +e)= lim !arctan [tan(ir(I- -
2
1

)) +e]+.!= O y - _,.. 2 
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limh(h-1(1) +e)= llm .!. arelan [tan(ir(t - -
2
1 ))+ •] + -

2
1 

=l. · ·-· ,_ ... 
De estos límHes y de la desigualdad (•") obtenemos que 

!~g(I) =o y P!lg(t) = l. 

Definiendo G: [O,!] ..... [O, 1) así G(O) =O, G(l) = 1 y G(z)= g(z) para todo z e (o,'1) 

terminamos. a 

Obaervaclón 8.c. 

i) Ges caótica en [O, 1]. 

ii) Ges mezclante en (O,!). 

iii) Para todo A abierto, A C (O, 1), se tiene que U~1G-•(A) =(O, 1). 

iv) c-1(0) ={O} y a-1(1) = {1}. 

v) El conjunto {z e (O, 1JIU:;"=0G-•(z) es denso en [O, I)} es el intervalo (O, 1), ver [5]. De 

hecho M. Barge y J. Martin demuestran que si F: [0,1)--+ [0,1] es caótica en [0,1), entonces 

existen a lo más tres puntos en [O, IJ, z 1 , z2, z3 1 tales que U~0F-n(z¡), i = 1, 2 ó 3, no es denso 

en (O,!). 

De las desigualdades en (•*) obtenemos 

h(h-1(t)- 2) $ G(t) $ h(h-1(t) + 2). 

para todo t e (O,!). Sabemos también que para todo t e (O,!) se tiene 

hW'(t)-2)::; t::; h(li::.1(1)+ 2), 

. por lo tanto para todo t e (o, 1) 

IG(t)-tl $ ~ {arelan [tan(>r'(t - ~)) + 2)- arelan [tan(ll'(I - ~))- 2]}. 
Vamos a encontrar una cota superior para Ja distancia d(G, id). 

Sean A >O y HA(!I) = arctan(y + .1)- arctan(y - .1). La función HA alcanza su máximo en 

!I =O, y éste es arctan(.1)- arctan(-.1) = 2 arctan(A). 

Porlo tanto para todo t e (O, I), 
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2 
IG(t)- ti :S ; arctao(2). 

De esta última desigualdad conduimoa que d(G, id) :S : arctao(2). 

8.2 Una e-perturbación caótica de la identidad. 

La siguiente proposición muestra que podemos encontrar funciones caóticas, 1 : (O, 1) - [O, 1), 

con conjunto caótico todo el [O, l], tan cercanas como queramos a la función identidad. En su 

demostración utilizamos las funciones/, g, h,G y HA que hemos construido. 

Proposición 8.6 Paro todo E > O eziste 1: [0, 1) - [O, lJ, continua 11 caótica en [O, 1), tal que 

d(l,id) < •. 

Demostración. Sea.\> O. Consideremos el homeomorfismo JA(:r) = f, y /A: R - R tal 

que el siguiente diagrama conmuta 

.R L R 

JA! ! JA 

R h R. 

La colección {IA(:r) = (f) /(.\:r), .\ > O} es una familia de funciones caóticas en R. 

Es inmediato lfA(:r) ~.:rl = f l/(.\:r)- .\:rl. De esta desigualdad y de la desigualdad (•) 

obtenemos 

y de aquí, 

2 
l/AC:r)- :r[ :s X• 

Siguiendo el camino de la proposición 8.5, llegamos a 

h(h-1(t) - i> $ 9A(t) $ h(h-1(t) + i>• 
donde 9A : (O, l) - (0, l), 9A(t) = h o /A o h-1(t). 
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Cada 9> es caótica en (O, 1) y podemos extenderla a una función caótica y continua en el 

[Ó,l], º': [0,1)-+ [0,1). 
-. Por último: 

para toda t e [O, l). 

Recordando lo ·que hicimos para HA obtenemos 

2 
JG,(t)-tf::;; 2arctan(¡), 

para toda te [0,1). Por lo tantod(G>.id) :5: 2arctan{i). 

Dada e > O, existe A> O tal que 2 arctan(i) < e. Sea l(t) = G,(t), d(l, id)< e. D 

Observación 8.d. Las familias {gA} y {GA} son continuas con respecto a A. 

Definición 8.7 Sean f E Cº(I,I) y E> O, decimos que g E Cº(J,I) es una e-perturbación de 

f si d(!,g) <e. 

Lo que hemos demostrado en esta parte se puede expresar así: 

Proposición 8.8 Para todo e > O, eziste una e-perturbación de la identidad, id: [O, 1)-> [O, 1), 

tal que es caótica en todo el inteMJalo [O, 1). D 

-fin-
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