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PREFACIO

L qe_ s e 90 4. P

Esta tesis es sobre

Los multados que aqui presentamos se refieren, en su mayoria, a la dinimica

da por funci definidas en un intervalo de los niimeros reales. Sin emba.rgo
al estudiar conjuntos invariantes con dindmica cadtica ap , de
ata, conjuntos con topologia mais plicada como el conjunto de Cantor. Por esta

razén iniciamos adoptando un punto de vista mas general: Consideramos un espacio
métrico, M, y una funcién continua definidaen él, f: M — M.

Las iteraciones de f, f* = fo fo..0/, g un sist dindmico discreto
Los conceptos biasicos que utilizamos son los siguientes: Decimos que z € M es
un punto periédico si existe n € N tal que f*(z) = z, al minimo del conjunto
{n € N | f*(z) = z} lo llamamos el periodo de z. Denotamos por Per(f) al conjunto
de puntos periédicos de f, y por o(z, f} a la érbita (positiva) de z, es declr, o(z, N=
{/*(z) | n > 0} donde f° es la funcién identidad. Deci que f es t te
transitiva en M si para toda pareja de subconjuntos abiertos, A y B, de M distintos
del vadio, existe n € N tal que f*{A)N B # ¢. Por iiltimo, decimos que f es sensible
a las condiciones iniciales si existe £ > 0 tal que para todo z € M y para toda § > 0,
existen y € Bs(x) y n € N tales que d(/™(z), /*(y)) = ¢, donde d(-,-) es la métrica
en M. Llamamos a esta £ la constante de sensibilidad.

Antes de p tar nuestra definicién de caos conviene aclarar que no existe a

la fecha una deﬁnlcton aceptada por todos. Conoeptos como transitividad, entropia
topolégica posltlva, sensibilidad a las dici istencia de puntos ho-
moclinicos, y existencia de puntos periédicos de una ca.ntldad infinita de periodos,
aparecen de manera reiterada cuando alguien se refiere a caos.

ex

Hemos decidido partir de la definicién dada por R. Devaney en 1985 cn An Intro-
duction to Chaotic Dynamical Systems, ver [11). Las condici por é| propuestas
para decidir st un sistema es cadtico nos parecen senci]las y manejables. Ademds

v;nos de los ejemplos que han dado origen al estudio de dindmi plicadas, el
corrimiento en dos simbolos, la hemmdura de Smale, los automorfismos de Anonov
en el toro y la funcién logmhca principal t len esa definicion en el esp

donde estin definidos o en un subconjunto jnvariante de él.

Definicién (Devaney). Decimos que f es cadtica en M si
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i) El conjunto Per(f) es denso en M.
ii) f es transitiva en M.
jii) f es ible a las

328 e s sy

De estas tres condiciones, la de la sensibilidad merece algunos comentarios. Exis-
ten otras definiciones de sensibilidad, la que nosotroa presentamos parte de una idea

ta por Guckenhei en 1979 en Sensitive szcmicrwe to Initial Conditions
[or 'One Dimensional Maps, ver {14] . La expansividad, véase An Introduction to Er-.
godic Thcoryde P. Walten [35] , refleja una idea jante a la contenida en la sensi-
bilidad, sin embargo su definicidn i ," quefsuun rfismo, condicié que
no cumplen varias de las fi t (por ejemplo 1a fi
logistica, f(z) = 4z(1 — z), deﬁmda en [0 1] C R). De hecho se puede mostrar que
la dindmica g da por un h rfismo definido en un intervalo de los nimeros

reales, o en el citculo, no es cadtico.

Por otro lado , la sensibilidad da la impresidn de ser una condicién débil en el
siguiente sentido: dndos zE€EMy$ > 0, sdlo un punto de la Bs(z) esti obligado a
tener una érbita que se separa, en alg it , de Ia drbita de z. La siguiente
afirmacién, cuya d tracion se tra al final del capitulo cinco, quela
sensibilidad afecta el comportamiento de las érbitas de un conjunto abierto y denso
de puntos de B;s(z). Sean € > 0 la constante de sensibilidad de f, y &1 > 0 tal que
€, < %. Entonces para todo € M y para toda & > 0, el conjunto de puntos y € Bs(x)
tales que existe n € N con d(f*(z), /"(y)) > £; es abierto y denso en B;(z). :

21015 10

El iltimo tario sobre la , ¥ tal vez el mis importante, es el sigu-
iente: En 1992, ver On Devaney’s Definition of Chaos [2], un grupo de mateméticos
australianos, Banks et al, demostré que si M es un espacio métrico perfecto, en-
tonces la densidad de Per(f) y la transitividad implican que f tiene sensibilidad a
las condiciones iniciales. Este importante resultado nos lleva a adoptar la siguiente
definicién.

Deflnicién. Sean M un espacio métrico y f : M — M una funcién continua en
€él. Decimos que f es cadtica en M si M es perfecto y se cumplen las siguientes dos
condiciones:

i) Per(f) es un conjunto denso en M.

ii) fes transitivs en M.

Si D es un conjunto invariante bajo f, f(D) = D, decimos que f es caGticaen D
8i D es perfecto y la restriccién de f a D, f|p , cumple las condiciones i) e ii) en D.

Esta definici6n, y el ltado de Banks et al, nos llevan a la pregunta principal
que anima este trabajo: ;Qué tanto pod descubrir de la dindmi dapor f
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3.

a partir de la presencia simultanea de dos
y transitividad topolégica?

iones: densidad de puntos periddicos

La mayorfa de los t , proposiciones y ejemplos que p tamos, aunq
son respuestas a preguntas y conjet particul , adqui un sentido y un cierto
orden si se pi como fragmentos de la respuesta a esta pregunta g \}

En dos campos se pueden dividir los resultados contenidos en la tesis: Los que se
refieren a la dindémica de funciones definidas en un subintervalo de los reales, y los que
describen algin aspecto de Ja dindmica de fi definidas en un espacio métrico
(digamos un estudio mis general).

Ambos campos estdn fuertemente relacionados, sin embargo en esta presentacién
~ intentaremos dar cuenta de ellos por separado.

Inici con los ltados para la dindmica de funci definidas en un subin-
tervalo de R.

Consideremos I = [a,8] C R, y f : I — I una funcién continua en I. Una gran
canhdad de resultados sobre la dindmica g da por f han t do como punto de

ia la entropia topolégica de f. Exxsten mas de diez condiciones equivalentes al
hecho de que 1a entropia de f sea positiva, ver los siguientes trabajos: Periodic Points
and Topological Entrapy of One Dimensional Maps de L. Block, J. Guckenheimer, M.

Misiurewicz y L. Young [8]; Dy ics in One Di ion de L. Block y W. A. Coppel
[9], y Complejidad en Sist. Dindmicos de M. Falconi y J. Pulido [13]. Nuestra .
primer tarea fué relacionar la pmencna de caos con este importante concepto.

El estudio de la dinémica de fi con entropia cero es muy completo, ver (8]

y el trabajo de M. Misiurewicz Invariant Measures for Continuos Transformations
of [0.1] ml'x Zem Topological Entropy [22]. Los posibles conjuntos invariantes donde
la fi itiva s6lo pueden ser érbitas periédicas, o conjuntos de Cantor
donde f se ’actonn en la funcmn mdgquing aumadom, o : % - X, De aqui que la
dinmica de f no p t tos con dindmica cadtica. Por tanto la presencia
de caos implica entmpu posmva, ent(f) > 0. Es mmedu.h la siguiente pregunta:
ientropia positiva implica caos? En el capitulo tres t afirmativamente, y
tracion del siguient .

tamos la d

|

Teorema. Para funciones en el intervalo, f : 7 — I, las siguientes dos afirma-
ciones son equivalentes:

i) Existe D C I tal que f es cadtica en D.

ii) La entropia topolégica de f es positiva.

Este resultado no sélo liga nuestro trabajo al estudio que se ha venido realizando
sobre este tipo de sistemas dindmicos, también nos permite encontrar nuevas rela-
i entre la dindmi Gtica y otros concept
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En el capitulo cuatro estudi la relacién entre caos y el conjunto w(z, f),
donde w(z, f) es el conjunto de los puntos en 7, y € I, tales que existe {n;} C N
con f™(z) — y. Al revisar la literatura sobre el tema, ver [8], [9] ¥ [22] nuevamente,
nos dimos cuenta que si la ent(f) = 0, ent el conjunto w(z, f) p taba dos
caracteristicas:

Primera. Su cardinalidad sélo puede ser finita (en el caso de que w(z, f) sea
una Srbita periddica), o no numerable (en el caso de que w(z, f) sea un conjunto de
Cantor).

Segunda. Es conocido que para toda z € I el conjunto w(z, f) es invariante bajo

J. Lo interesante es que m ent(j') 0, ent. fl.,(,,,) i transitiva.

De estas dos abser dos preguntas: LExxs'.e alguna relacién
entre la presencia de caos y la existencia de un punto = € I tal que la cardinalidad
de su w(z, f) sea infinit ble? ;Existe alg entre caos y la posibilidad de
que f l.,(,,,) no sea transitiva para alguna z € I?

Nuestra respuesta es que si existen estas relaci El multado al que llegamos,
cuya d tracion es el contenido del capitul , s el aj

Teorema. Para funciones en el intervalo las siguientes tres afirmaci son
equivalentes:

i) f es cadtica en algin subconjunto de 1.

ii) Existe z € I tal que su w(z, f) tiene cardinalidad infinit bl

iii) Existe z € I tal que f restringida a w (z, f) no es transitiva.

2o e s ]

" De las dos caracterfaticas que forman parte de de caos, d
de Per(f) y la transitividad, es la segunda Ia que nos da mds informacidn sobre la
dindmicade f. Decimos ésto en el siguiente sentido: si de J s6lo conocemos que Per( f )

esdensoen /, ap&rtu-deaqmno d ,Ja funcién identidad
esta condicién y su dind es le (sin embargo exute un estudio realizado por M
Barge y J. Martin, Dense Pcrwdlcuy on the Interval [5], muy completo e interesante
sobre la dindmica de funciones en el intervalo que p tan densidad de punt
periédicos).

Porotroladodelap iadelat itividad pod: bt Tusi muy
lmportmtea En 1979 Z. Nitecki d trd en Topological Dy ica on the Interval
que si f es transitiva en /, ent el coujunto de puntos periédicos es denso en I

(véase [24]). Por lo tanto, en intervalos, transitividad implica caos.

Este iiltimo resultado no nos es tan util en esta tesis, como pudiera parecer en un
primer momento, ya que los conjuntos invariantes y compactos, D C I, donde hay
presencia de caos son sélo de dos tipos (como demostraremos en el capitulo dos):

i) D es la unién finita de intervalos 6

ii) D es un conjunto de Cantor.
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Dada la orientacién en que hemos
Ia presencia de caoa en un subconjunto invariante de 7, éste es un eonjuntn de Cantor.

Siguiendo en este ino, podria p que de la sila presencia de la sensibilidad
a lss condiciones iniciales no obtendriamos mas Itados sobre la diniémica de f.
Sin embargo no es asi. En el capitulo cinco d t que, para funciones en el

intervalo, la sensibilidad de f implica que Ia dindmica es cadtica. Nuestro resultado
es el siguiente:

Teonma.Slf l—’lauunblealu dici iniciales, ent Vi pk
tes tres afir

l) J es cadtica en algin subcon;unto de I.

ii) El conjunto de los puntos aperiédicos es denso en 7.

i) El conjunto de los punt intoti te periédicos es denso en [.

Mrdmoc que z € I es aperibdico si la cardinalidad de w(z, f) es infinita, y es
asintoticamente periédico si la cardinalidad de w(z, f) es finita.

En un nivel distinto se sitia el estudio del espacio formado por todas [as funciones
que son cadticas en algun aubmnjunto del intervalo I. Denotemos por C°[7,1] al

junto de las fi de I'en I, y por K[I,1] C C®{1,1] al de las
funciones para las cuales existe un subconjunto de 7 donde son cadticas. Siguiendo
los resultados resefiados por Block y Coppel, (9], se puede demostrar que K[, 1] es
abierto y denso en C°{7, I]. La métrica considerada en C°[I, 1] ex esta:

d(f,9) = sup {{f(z) ~ 9(2)|, = € I}.
La pregunta que nos plantcamos fué ;Cuintas componentes tiene K [I, I]?
Escogimos el camino de estudiar la arco-conexidad de K [7,1]. La respumta a

la pregunta es: una séla p te. Esta puesta y alg otras propied
de este conjunto estin contenidas en el siguiente t (sud tracién forma el
capitulo seis).

Teorema. Si C°[I,1] rep ta el conjunto de las funci ti enl,y
K 1,11 c C°[1,1] el conjunto de las funci que son cadticas en algin subconjunt
de 1. Entonces:

i) K {1, 1] es arco-conexo.

ii) El complemento de K {/,I], las funciones no cadticas, también es un espacio
arco-conexo.

iii) Los conjuntos K {7, I y su complemento no son convexos.

Varias de las implicaciones presentadas para intervalos en R no son validas en
otro tipo de espacios. En particular queremos destacar la que se refiere a la entropéa
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topoldgica. A. Katok demostrs en 1981, en Lyapnlwv Exponents, Entropy and Pe-
riodic Orbits for Dlﬂ'wmombmm [17] quesif: M ~ M es un difeomorfismo de
clase C'+*, a > 0, de una vari cta de d i6n dos y Ia entropfa de f
es positiva, entonces existe un lubcon;un&o mvnmnte donde la dindmica es caética.
Este resultado es similas al que nosotros p para funci del intervalo.
Sin embasgo, en 1981 también, M. Rees (ver A Minimal Positive Entropy Homeo-
morphism of the 2-torus [28]) d tré la existencia de un } rfismo en el toro
bidimensional con entropia positiva y sin puntos periédicos. Es decir, en clase C°,
entropéa positiva no implica caos en dimensién mayor que uno. Al final del capitulo
cinco mostramos un ejemplo sencillo de un endomorfismo en el toro con entropia
positiva y sin caos.

Consideremos akora M un espacio métrico perfecto y compacto,y f : M —+ M una
funcién continua en él. Reaultados sobre la dindmica de f en este nivel de generalidad
son menos frecuentes. En esta tesis estdn contenidos tres que nos parecen interesantes.

1.- Para el primero de ellos nos hacemos Ia siguiente pregunta: Si f es cadtica en
M ;qué podemos decir sobre la dindmica de f*?

Puede suceder que /™ sea cadtica en M para toda n € N. Esto se da por ejemplo
si J es un automorfismo de Anosov y M es el toro de dimensién doa.

Si f* no es cadtica en M, obtuvimos €] siguiente resultado:

Teorema. Si f : M — M es cabtica en M, compacto, y paran € N Ia funcién f*
no es cadtica en M, entonces existe una particién de M en n subconjuntos cesrados,
Ap, Az, ..., Ay, tales que para toda ie {1, 2 ,n}, ™ es cadtica en A;. Ademis
J(A;) = A1, donde los indices se t n.

Es inmediato notar la ) de este resultado con la descomposicidn espec-
tral del conjunto de los puntos no errantes demostrada por Sma.le (ver Differentiable

Dynamical Systems [32]) para difeomorfi que cumplen el A.

Vale Ia pena mencionar que para la d tracién de nuestro ¢ adlo
de f su continuidad y las dos condici de la definicién de caos (véase el capitulo
uno).

D« t eun el itulo tres una afirmacién que puede tomarse, en cierto

sentido, como redp de este t Si para alg: n € N se tiene que f es
caftica en en un subconjunto D de M, entonces f es cadticaen C,donde D C C C M.

2.- Para el segundo resultado partimos de la siguiente pregunta: Supongamos que
J : M ~— M es caidtica en un subconjunto compacto de M, D C M jcémo es la
topologia de D?
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'a mencionamos antes que si M es un intervalo compacto de R, entonces D tiene

sélo dos opciones: es la unidn de una cantidad finita de p tes o es un conjunt

de Cantor.

el capitulo dos ¢ que si M es de dimensién dos, 1a estructura de D

puede tener més opciones. Es decir, la topologia de D tiene Ia posibilidad de ser mis

complicada, mais rica.
Sin embargo pud

r) h ¢

ir lo sigui

Teorema. Supongamos que f: M — M ea cadticaen DC M.SiDes com_ElctB
y esti formado por llnn’\unti_fl\ad infinita de p tes, entonces ist , un
conjunto de Cantor, f: D — D, una funcién continua y cadticaen D,y x: D — D,

contifua y suprayectiva, tales que el siguiente diag:
D f D
—
x] Ix
- T2
D f D

Unp consecuéncia inmediata de este teorema es que si f es cadtica en D, entonces
eate copjunto esta formado por una cantidad finita de componentes 6 por una cantidad
no numerable de ellas.

3.- Loa capitulos siete y ocho de la tesis pueden considerarse como apéndices en
el sentido de que redondean los temas tratados en los seis primeros capitulos. En
particular en el siete prop >s una definicidn alternativa de caos (equivalente a
Ia dadj antes), Con ella podemos demostrar lo siguiente: Si f es caética en M, los
periodas presentes en Per(f) forman un conjunto no acotado. Esta afirmacién es
evident‘F para funciones en el intervalo. Ahi caos implica entropia positiva y con ello,
lap ia de puntos periédicos con periodos, de al todas las potencias de 2.
La misma afirmacié para funci definidas en un espacio métrico M suena también
evidente, sin embargo no encontramos una demostraciin de ella en la literatura que
consult

El sjguiente teorema, que d t en el capitulo siete, contiene la afir-
macién ‘anterior. Nos muestra también que caos implica una particular distribucién
de los qunbos periddicos: Todo conjunto abierto distinto del vado contiene puntos
peribdicos de periodo tan grande como se quiera.

Teo a. Sean M un espacio métricoy f : M — M continua en M. Si f es
cadtica en M, entonces para todo z € M, para todo § > 0, y para todo n € N, existe
y € Per(f) tal que y € Bs(z) y el periodo de y es mayor que n.
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- Capitulo 1

Caos, primeras propiedades

La definicién de funcién cadtica, f : M — M, algunas de sus consecuencias iniciales y la
ido de este ftulo. En particular aquf

presentacién de los primeros ej son el

Tacid £t

estudiamos la entre las di

caétiua@ de f y f*. En este terreno demostraremos
 1a siguiente afirmacién: ’ )

Si M es compacto y f es cadtica en M, entonces para cada n € N la dindmica generada

por f* tiene dos opciones: f™ es caética en M, o existe una particién de M en n subconjuntos

cerrados, Aj,Az, ..., An, tales que para cada i € {1,2,..,n}, f* es cabtica en A;. Ademds

f(Ai) = Ai41, donde los fndices se consideran médulo n.

En la segunda parte del capitulo nos preguntamos sobre el p iento de la dindmi
cadtica ante diagramas que conmutan. En esencia demostramos que si g es un factor de f, bajo
R, y g es cabtica, entonces f es cabtica en algin subconjunto de M si para todo y en el dominio
de g la cardinalidad de A-'(y) estd acotada.

1.1 La definicién de caos

A lo largo de este trabajo M representa un espacio métrico perfecto, d(:,-) su métrica, y
f: M — M una funcié ti en M. Deci que z € M es un punto periédico si existe
n € N tal que f*(z) = z (donde f™ = fo fo..o0 f es la n-iteracién de f). Si z es un punto

periédico, al minimo del conjunto {n |f"(z) = ¢} le lamamos el periodo de z. Denotamos por
Per(f) al conjunto de p periédicos de f, por Pern(f) al de p periédicos de period

n, y por ofz, f) a la érbita (positiva) de z, o(z, f) = {f*(z) In > 0}, donde f° es la funcién
identidad, f0 = id.




Definicién 1.1 Decil que f es cadlica en M si:

i) Per(f) es un conjunto denso en M.
. i) f es topoldgi te transitiva en M. Es decir, para toda pareja de conjuntos abiertos

no vacios, A y B en M, eziste n € N tal que f"(A)N B # ¢.
SiD es un conju.nla invariante bajo f, f(D) = D, decimos que f es.cadtica en D si D es

ﬁcrfecm y la restriccion de f a D, f|p , cumple las condiciones i) e ii) en D. En este caso
tla a D el conjunt 777

Observaciones:

l.a. La definicién anterior se basa en la dada por R. Devaney en 1985, ver {11]. Para él
f + M — M’ es cadtica en M si se cumplen las dos propiedades de nuestra definicién y f tiene
sensibilidad a las condiciones iniciales, Es decir, existe £ > 0 tal que para todo z € M y para
toda § > 0, existen y € Bs(z) y n € N tales que d(f*(z), fM(y)) > &.

Sabemos por un resultado reciente (véase [2]) que si M es perfecto, entonces la densidad
de puntos periddicos y la transitividad topolégica implican la sensibilidad de f. Por tanto, en
espacios perfectos la definicién que proponemos es equivalente a la definicién de Devaney.

1.b. Si el espacio M es completo, entonces la condicién ii} de nuestra definicién de caos es
equivalente a la siguiente: f(M) = M y existe z € M tal que o(z, f) es densa en M. Obsérvese
que en este caso M es separable.

1.c. Existen varias formas de definir la estabilidad de una érbita. La siguiente, utilizada
por Barge y Martin (ver {4]), nos permite relacionar caos y estabilidad. Decimos que z € M es
topologicamente estable si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que si 13 €M yd(z,y) < §, entonces
d(f*(z), f*(v)) < & para toda n € N. La condicién de ibilidad a las

nos dice que ningin punto de M tiene una drbita topolégicamente estable. Por lo tanto, caos

dici 1

en M significa inestabilidad topoldgica en tedos los puntos de M.

Ejemplos: .
1.d. Las definici y d aciones que deberfan acompaiiar este pirrafo sé pueden

consultar en Smale (32]. Sea M una variedad diferenciable y compacta. Sean f: M — M
un difeomorfismo, y Q el canjunto de los puntos no errantes bajo f. Supongamos que 2 es un
conjunto hiperbélico y que Per(f) es denso en 2. Entonces Q es 1a unién finita de conjuntos

cerrados, invariantes y disjuntos:



Q=0 UuHy..UN,

) y én cada uno de ellos f es transitiva. Por lo tanto para cada k& € {1,2,...,n}, donde Q; es

" perfecto,

S loa: St~

- es cabtica.

l.e. Paraeste parrafo se pueden consultar [11] y [32]. Sea A una matriz de 2x2 con entradas
enteras. Sea T? el toro bidimensional, T? = R2/Z2. Si el determinante de A es igual a 1, A

induce un difeomorfismo en 772 :

fa:T? T2

Si A es hiperbélica, es decir si sus valores propios no per al circulo unitario, al »
difeomorfismo inducido lo lamamos automorfismo de Anosov.

Sabemos que si f4 €8 un automorfismo de Anosov, entonces f4 es cadtica en T2,

1.f. Sea 5?la esfera de dimensidn dos. Existe un difeomorfismo, conocido como la herradura

de Smale (ver [32]),

j:s’—»s’

tal que 2 = {p} U {g} U D. Donde p es una fuente, g es un suuudero, y D es un con_nmto de SRR

Cantor. Ademids f es cadtica en D. . : s
1.g. Consideremos la siguiente familia de funciones: F,\ [0, 1] [0, 1] A € [0, 4] dada7 S

por:

Fa@) = Aa(1=1).

Sabemos (ver [11]) que Fy es cadtica en [0,1]. D t en el cap tres que si

A € (Ao, 4]y Ag = 3.5699456..., existe un subconjunto de Cantor D de [0, 1], que depende de ’

A, tal que F) es cadtica en D. La familia F) es conocida como la familia logistica, y F3 como

la funcién logistica.




) }.h. Sea G : {0,1] — {0,1}, A €[0,2], 1a familia dada por:

_ :\tsizE[O,%]
G'\(:)—{ A~Azsiz € [},l].

G2, conocida como la funcién tienda de campaiia, es caética en {0, 1]. En forma andloga al v
ejemplo anterior, para todo A € (1,2}, existe un subconjunto de [0, 1], que depende de A, donde
Ia funcién G es cadtica. . ’

Nos serd itil referirnos a funciones del tipo G; de la siguiente forma: G; es lineal @ pedazos
definida por G(0)=G(1)=0y G(}) =1.

1.j- Sea f:[0,1] — [0,1) lineal a pedazos definida por: f(0) = f(1) =0y f(}) = f(g)_: 1.

Se puede mostrar que f es cadtica en C, donde C es el conjunto ternario de Cantor.

1.2 Relacion entre las dindmicas cadticas de f y f"

Iniciamos mostrando que los conjuntos Per(f) y Per(f™) son iguales.
Lema 1.2 Sean € N, entonces Per(f} = Per(f").
Demostracion. Sea z € Per(f), esto implica que existe & € IV tal que fHzy== => :
’ fr4(z) = z, por tanto z € Per(f™). Esto demuestra la contencién Per(f) C Per(f"). La otra '
contenci6n es inmediata, O
Lema 1.3 Sean z € M, z ¢ Per(f), y A= o(z,[). §i f(A) = A, entonces A es perfecto.
Demostracién. Sea B C M un conjunto abierto tal que 2z € B. Como f{4) = A,
FYB)N A # ¢, esto implica que existe n > 0, tal que f*(z) € f~1(B) N A. Por tanto
J*tY(z) € Bn A con fr+Y(z) # z, z es punto de acumulacién de A. De lo anterior se sigue
primero que todo elemento de la érbita de z es punto de acumulacién de A, y luego que en 4

todo punto es de acumulacién. A es perfecto. O

Teorema 1.4 Sea f: M — M cadtica en M, M compacto, si eziste n € N tal que f" no es

stica en M, ent. isten n subconjuntos cerrados de M, Ag, Ay, ..., An-1, tales que:

i) M =uUlzl A

ii) Sik € {0,1,...,n — 2}, entonces f(Ax) = Axy1 ¥ f(An—1) = do.

iii) Para toda k € {0,1,...,n — 1}, se tiene que int(As) # ¢ y UPZhint(Ar) es denso en M
iv) Para toda k € {0,1,...,n— 1}, f* |4, : Ax — Ax €5 cadtica en Ax.
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Demostracién. Sean € N tal que la funcién f™ 1o es cadtica en todo M. Sea o tal
que o2g, f) = M. Si o(zg, f™) ¢s densa en M, entonces tendriamos que f* es topologicamente

transitiva en M y, por el lema 1.2, Per(f*) = Per(f) = M. Lo que nos llevaria a que f* es

cadtica en M. Por tanto o{zq, /7) # M .
Sean z) = f¥(zg) y Ax = o(zx, /"), para k = 0,1,2,..,n~ 1.
Paso uno. Demostremos la afirmacion i).
Seaz e M, camom = M existe una

que limay; oo f4(z0) = z. Sean

Ci = {kyn +k,2n+k,3n+k,..}, donde k € {0,1,2,...,n~1}.

Como §'= (§NCo)U(SNCHU...U(SNCq.y), existe k € {0,1,...,n— 1} tal que SNCr s
infi ble, a los el tos de esta interseccidn les Il 74, Como f"'h(zo) ek

" tenemos que = € Ag. Por tanto M = URZ) As. .
Paso dos. Para fas afirmaciones J{AL) = Arxgr ¥ J(Ap~1) = Ap, demostraremos primero

la contencién "C”,
Sean k € {8,1,.,0~2} yy € !(Ag), existen z € Ag con f(z) ¥, ¥y una sucesién

de miltiplos de nr, {n;}, tales que f"'(z;,) —2, Esto implica que f™*}(z;) — y , como
[t ze) = f"(ze41) tenemos que yE AH.z. Por Canto j(Ak) C Akss -

Si k=n —~1 tenemos

¥z} = g, f"‘“(f""(zo)) =Y f"'*"(zo) -y

por tantoy € Ag ¥ f(An~1) C Ao. : E . )
Veamos abora la contencién *2". Sean & € {0 1, ..‘,u 2} Yye€ AH.x, existe una sucesién
de miiltiplos de n, {r;}, tal que fMi(zgeq) — y.(Co‘mo Ay s p pod poner, sin

pérdida de generalidad, que la sucesin {f™(z:)} s convergente. Sea z = LMoo S™(Z5)

portantoz € Az y

(z)-— tim f"'*‘(n)* hm f"‘(zm)-—y-

ni—00

Portantoy € f(4i) ¥ Aku = I(Ak)

i6n infinita de n les, {n;} = S, tales



Sik = n—1tomamos y € Ay, existe {n;} una sucesién de multiplos de n tal que f" (zo) — y

Pod p que la {fri~"(zn-1)} s convergente.

Sea z = limp; 00 f™™"(Tp-~1), entonces

J(z) = lim f"""“(zn-x)= dim f"""“ f""(-‘l'o)

Por tanto f(z) = liMp;c0e M (z0) =y, ¥y € !(A,._l) vy Ao c j(A.,...) Con esto termmamos

1a demostracidn de la afirmacion ii).

Obsérvese que, aplicando varias veces la afir ‘ ii), _",'a:v‘,‘

a) Para toda m € N, f™(Ax) = Akm (modn}» y »
b) Para toda & € {0,1,2,...,n~ 1}, fP(As) = Ak. Cada AA es esmctamentemvananoe bajo
m =
Paso tres. Dada k € {0,1,2,...,,n— 1}, todo punto de A, es punto de acumulacién de Az.
Demostracién. De las igualdades: fP{Azx) = Ax y Ax = W. del hecho de que zg no
es punto periédico y del lema 1.3, se sigue que Ay es perfecto.

De lo anterior se desprende también que f™ |4, es transitiva en Ag.

Paso cuatro. El conjunto A = UPZlini(As) es denso en M.

Demostracién. Sea B C M, un subconjunto abierto y distinto del vacio. Supongamos que
BNnA = ¢ Como BN int(Ag) = &, entonces B ~ Ag # ¢. Sea By = B — Ao, By C B,
B, es abjerto y distinto del vacfo. Como B nint(d4,) = ¢, B; N int(A;) = ¢. Podemos definir
Bz = By~ A = B—(AgUA,;),y tener que By C B, By abierto y distinto del vacx’p. Continuamos

as{ hasta obtener:

By = B = (AgV...U Ana),

B,,_y abierto y distinto del vacfo. Y por iltimo, como o

BQint{An) = ¢ 2 Boei Rint(A ) = 4 -

definimos By, asi:

Bp= Bn_; :;-’A,,..l B - (;:ia u .. U A,.-l ), ‘




~~con B, abierto y distinto del vacio, lo cual es una contradiccién con lo demostrado en el pasd
uno. .

Paso cinco, Paracada k e. {0,1,..,n—1},y cada m miiitiplo de n, se tiene que f™(z;) €
int(Ag).

Demostracion. Supongamos por el contrario que existen m y &, que cumplen las condiciones
descritas, tales que f™(zx) € OAg, entonces existe A; # Ai, j € {0;1,..,n—1}, tal que
f™(xx) € Aj N Ax. Como ambos conjuntos son invariantes bajo f", tenemos que para todo p '
miiltiplo de n, p > m, fP(zi) € Aj N Ax. Por tanto Ax C A4;.

Utilizando los resultados del paso dos, obtenemos las siguientes contenciones:

A; C Ajsinvi-k) C Ajxa(nai—#) C o C Ajin-1)(nti=k) = Anjt(n—t)n-(n-1)e = Aky

donde los indices deben id médulo n.

De ellas concluimos que A; = Ay, lo cual es una contradiccién.

Los pasos cuatro y cinco demuestran la afirmacién iii).

Paso seis. Sea k € {0,1,...,n— 1}, f* es cadtica en Ax.

Demostracién. Es suficiente mostrar la densidad de los puntos periédicos, Per(f? |4,) = Ak.‘
Sea B abierto y BN Ay # ¢, sean y € Ax y € > 0 tales que B.(y) C B. Existe m, multlplov
de n, tal que f™(zx) € B,(y). Como f™(zs) € int(Ax), existe 6 > 0 tal que

Bs(f™(z1)) C Be(y) N int(Ax) C BN Ag.

Como Per(f™) es denso en M, existe z G Per(f") tal que z € Es(f"‘(zk)) C B n Ag. Por’ L
" tanto Per(f™|a, ) es denso en A y f™ es cadtica en Ag. iy

Lo anterior d trala afi ién iv) y termina nuestro teorema. O

- Definicién 1.6 Decimos que f es mezclante si para toda parcja de abiertos, A y B en M ,
distintos del vacio, existe ng € N, no = no(A, B), tal que si n 2 no, entonces fH(A)NB # ¢.

Observacidn 1.j. f mezclante implica f transitiva.

Proposicién 1.8 Si f es cadtica en M y es mezclante, enlonces para todan € N, f™ es cadtica -

en M.



D tracidn. Es i diato demostrar que si f es mezclante, entonces para todo n € N

;- ge tiene que f™ es transitiva en M. Y por el lema 1.2, obtenemos que f™ es cabticaen M. O

Sea M un intervalo pacto en R. Siguiendo el trabajo de Marcy Barge y Joe Martin

(véase [6]) se puede d trar que f es lante en M si y sélo si para todon € N, f® es
cadticaen M.

1.3 Caos y diagramas que conmutan

A lo largo de esta seccién f: M ~ M, g: N — Ny h: M — N serdn funciones continuas;

M y N espacios métricos perfectos; h suprayectiva, y supond que el sigui diagrama
conmuta;
M f M
£
Al 1h =(®
N ¢ N

Es decir, para todo z € M se tiene que Ao f(z) = go h(z).

. Definicion 1.7 Sih es un homeomorfismo, decimos que f y g son topologi g

o equivalentes) y lo denot asi: f~ g . Sih no es inyectiva decimos que g es un factor

de f, o que g es una semiconjugacion de f.

Observacion 1.k. Son conocidos los siguientes resultados:

i) Laigualdad ko f = g o k implica que para todo n € N se tiene que ho fP =g o k.

ii) §i f ~ g, entonces f eg transitiva en M si y solamente si g es transitiva en N.

iii) Si f ~ g, entonces f tiene densidad de puntos periddicos si y solamente si g tiene
densidad de puntos peri6dicos. Por tantosi f y g son equivalentes, entonces f es cadticaen M
si y solamente si g s caéticaen N.

iv) En el articulo de Banks et al, [2], aparece un ejemplo donde se muestra quesi f ~ gy
[ tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, entonces g no necesariamente tiene sensibilidad.
Sin embargo si los conjuntos M y N son compactos, y f ~ g, se puede demostrar que la

ibilidad de f sf implica la sensibilidad de g.

v) Si g es un factor de fy f es castica en M, cntonces g es caitica en N (véase [26]).
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o vx) Si M y N son compactos podemos asignar tantoa f como a g un némero mayoro igual a
cero conocido como su entropfa topolégica, ent(f) y ent(g). 5i f ~ g, entonces ent(j) = ent(g)
‘SI g es factor de £, entonces ent(f) > ent(g).
Los resultados que sobre la entropia topoldgica de f en algin momento utilizaremos se

pueden consultar en [1] y {9].

Si g es un factor de f la parte v} de la observacién anterior nos dice que lo cadtico de la
dindmica de f se hereda a la dindmica de g. En el teorema 1.9 analizamos el procego inverso:
si la dindmica de g es cadtica ;Qué podemos decir sobre la dindmica de f?

Para la demostracion del teorema 1.9 necesitamos el siguiente lema,

Lema 1.8 Sean p, q y r tres puntos en M. Si q es punto de acumulacion de la o(p, f), y r es

punto de acumulacidn de la o(q, f), entonces r es punto de acumulacidn de la o(p, f).

D tracion. Exi dos sucesiones, {n;} y {m;} en N, tales que

fri(@) —qy ™)~

Dada ¢ > 0, existe mo E N tal que f™(g) € B.(r). Sea § > 0 tal que

Bﬁ(l"“(q)) c Bc(f) yrg Bo(l""’(q))

Como f"‘° es una l‘unuén conhnua, existe 7 > 0 tal que

IT™(8,(9)) € Bs(f™(q))-

* Sea ng € N tal que f™(p) € B,(g). por las contenciones anteriores f0+me(p) € B.(r) con -
frotmo(p) # r. Por o tanto r es punto de acumulacién de la érbita de p bajo f. O

T 1.9 Supong que g es factor de f, que M y N son compactos y que ezistem € N
tal que para todo y € N la cardinalidad de h=Y(y) es menor o igual a m. Si g es cadtica en N,
entonces eziste D C M tal que f es cao'tica enD.

Demostracién. Sea yy € ¥, tal que o{3o,9) = V. Como hes a lomismal, h“(yo) = :
{Z1,%2,..2p)} cOD p< My 2; # z; si i # j. Sea Ay = ofz4, f), para £ €{1,2,..,p}. i
Paso uno. Existe k € {1,2,...,p} tal que z; es punto de acumulacién de oz, f).
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Demostracién. Como yp es punto de acumulacién de a(yo,g), existe una sucesién {n;} C N
tal que ¢™(yo) ~ . Consideremos la succsién U"-(:,)) Como A; es compacto, podemos

suponer que esta sucesién es convergente, f™ (1:1) —+ z. Ademis

h(z) = A( lim fi(z1)) = lim ho["(z;): hm y"'oh(z,)_ hm g“'(yu)—-yo. o

nj—00 nj~00

Por o tanto z € {21,Z2,..,2p) -

Q 1

el mismo p imi para zz y ob que la sucesi6 f"-(zg) convergeai':

un punto de h~}(y). En forma andloga con za, y asf para todo elemento de h"(yo)

Definimos una aplicacién de A=! () en si mismo, P : A~} (yp) ~ A~ (ya), deﬁmda asf.

Plz) = Jim_f"(z),

k€ {1,2,..,p}. v
Como la cardinalidad de A~'(yo) es finita, existen.k € {1,2,..,p} y m € N tales que
P™(zy) = x¢. Es dedir, t el siguiente esq C

zkf.zk, f,:"!.}_,,"‘f,z"'

De aquf se sigue que z, es punto de acumulacién de ofzx, f), Z, €8 punto de acumulacién de
ok, , f), y asf sucesivamente. Aplicando el lema 1.8 conclufmos que Zj es punto de acumulacidn
* de &z, f). .

Renumerando los indices, si es o, p que 7y es punto de acumulacién
de o(zy, f).

Paso dos. f(A1) = Ax.

- Demostracién. Sea y € f{A4;), y= f(z) con z € A;. Existe una sucesién de naturales, {n;},
tales que f™i(z;) — 2z = fi+!(z1) — y, por tanto y € Ay y f(41) C A

Sea y € Ay, existe fi(z1) — y, como A; es compacto podemos suponer que f"“"(z_l) -z

Para este punto tenemos que f(2) =y, por tanto y € f(A1) y A1 C f(A1).
De las igualdades f(A1) = A; y A; = o(zy, f) y de que z; ¢ Per(f), se sigue que A; es
perfecto.

Hasta aquf tenemos que A, es compacto, perfecto, estrictamente invariante bajo I, y que f
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en A es transitiva.
"Paso tres. h(4,) = §. ‘
Demostracién. Es suficiente mostrar que N C h(A;). Sea y € N, existe una sug:ésiéli .
{57 (30)} tal que g"(30) — v. Como Ay es compacto podemos suponer quela sicesién {/™(z1)}.
es convergente. Sea z = limy,—oo f™(21), es Inmediato que A(z) = y. Por tanto N C h(4;).

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A ] A
s :

h {h

N ? N)'{

con f transitiva en A;.

Paso cuatro. El conjunto Per(f ],4, ) es dxstmto del vmo. e :
3- Coimo h(!""(z)) y""(y) =4

Demostracidn, Sean y € l’cr,.(y) yz €Al tal que h(: =

se tiene que

f"3(z), de aqui obtenemos: -

() € Per(fla, ).
- Lo anterior tambxén muestra que pa.ra. ado ;:6 ‘Per{g) existe z € Per(f|4,) tal que o
h(z) = y, es decir, Per(g) C h{Per( f (4, )) La otra. contenuén es inmedijata, de hecho t

Ia ngualdad de estos dos conjuntos:

Per(g)= Wrerrla )

Puo cinco. Sea My = (Per(fla, ), enonces h(M,) = N y I(Mx) M. A
Demostracién. Por la parte final del paso a.ntenor tenemns Per(g) [« h(M.), como h(M,) ey

s compacto, tenemos: N = Per(g) C h(M;).

La segunda aﬁrmacxén también es mmedsata. Sea y e j(Ml), exxste z e M,, f(z) :
existe {z} C Per(f]a,), tal que z; — z = f(z,) - y con {f(z,)} c Per(ﬂ‘ ) Po) ta.n 0"
v E M. ; »




" Paso seis. El final.

Los pasos anteriores nos permiten tener el siguiente diagrama conmutativo: .

M, !‘ My
Al 1k i (4)
N T N

Si tenemos que z; € M), entonces Ay = o{%1,f) C My = Per(fla,) C A;v: Ay =M,y
por tanto f serfa cadtica en M . )

Siz ¢ M, a partir del diagrama (++) seguimos el mismo camino descrito para el diagrama

‘M iM
hl 1h (%)
N ¥ N

con la ventaja de que la imagen inversa, bajo A, de yo no contiene a zj y por tanto su cardinalidad -

es estrictamente menor que p. Ahora obtenemos el diagrama conmutativo

M, [ M2
h| I
N 7 N

_b con' Az = o(za,f) y My = Per(f|a,). Para lo anterior tal vez sea necesario renumerar los
fndices de A~ (y0). )
>Nuevamente 8i 2 € M; habremos terminado, en caso contrario seguimos el mismo praced-
imiento con este ﬁlt.imo diagrama conmutativo.
» Como la cardinalidad de 4~1(yp) es finita, existe k < p, donde obtenemos ql;e [ es cadtica

en My. Tomando M = D terminamos. O

El siguiente ejemplo muestra que bajo las condiciones del teorema anterior no se puéde

g que f sea cadtica en todo M.
Ejemplo 1.1, Sean f:[-1,1} —+[-1,1], g:]0,1) = [0,1) y A : [-1,1] — [0, 1] dadas por:

f(z)={ 4:(1-—:):'size[0,l] .
4z(1 + z) 8i z € [~1,0}

14



g(z) =42(1 —z), y h(z) = [2].

Obt el sigui diag ivo:
L1 4 =y
Bl Lk
01 .7 01,

con g cadticaen [0,1], halomds2al,y f ﬁo:é_aétic;e_li [—1, 1)

anterior, es necesaria.

Ejemplo 1.m. Sean I = [0,1]; 51

por

con b ¢ Q. . :
Sean 7 : M — [0,1], 7(z,y) = z, g: T =1,

el siguiente diagrama conmutativo: -’

Obsérvese que g es cabtica en 7, pera

Per(f)=¢.

no es cg.ética en ningiin subconjunto de M ya que '
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Capitulo 2
Sobre el conjunto caético

Sea f: M — M, continua en M, espacio métrico. Supong que f es cadticaen DC M, D

compacto. Describimos en este capitulo algunas de las caracteristicas de D. Mostramos que si
M es un intervalo en R (o en el circulo), D tiene sélo dos opciones: es un conjunto de Cantor
. 0 es una unién finita de intervalos. En el caso de que M no sea una variedad de dimensién uno
veremos que el conjunto D puede tener una estructura mds complicada. El capitulo finaliza
mostrando que si D estd formado por una cantidad infinita de componentes, entonces existen

D, un conjunto de Cantor, y f : D —+ D caéticaen D, tales que Fesuna semiconjugacién de f.

2.1 El conjunto caético en el intervalo

La siguiente es una caracterizacién del conjunto de Cantor.

Definicién 2.1 Sea C el conjunto formado por todos los puntos del intervalo [0,1] que, al

ezpresarse en base 3, no tienen al nimero I en su ion. Li aCel junto de

P )

Cantor.

Sabemos que C es compacto, perfecto, totalmente disconexo y métrico.

Lema 2.2 Cualgus ? to, perfecto, totalmente di y métrico es homeo- .

q ¥ P

morfo al conjunto de Cantor.

Demostracién. Véase Hocking y Young [16], pigina 100. O N

Lema 2.3 Seaf:I — I, I =[a,b) en R. Sup que f es cadticaen D C I, D compéc!o.
Entonces D es un conjunto de Cantor, es decir homeomorfo a C, o D es la union de una
cantidad finita de intervalos, D = D1UD; U ..U D,,.
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Demostracidn. Sabemos que D es perfecto. Podemos expresar a D asi: D = UyeaDa,
donde cada D, es una componente de D. Ademis D, # Dpsia # f.
Observemos lo signiente: Si para todo a € A, D, estd formada por un sélo punto, entonces
. D es totalmente disconexo y por tanto D es de Cantor.
Si existe a € A tal que D, tiene mds de un punto, int(D,) # ¢. Existen z y y en el interior
de D, tales que z € Pern(f) y o(y,f) = D.

Como f es i y1a i de una comp

de D bajo f estd contenida en otra
componente de D. Esto implica que existen ay,ag,...,an—) en A tales que
J(Da) C Dayy f3(Da) C Dagyevy S (Da) C Dapey ¥ S (Da) C Da-

De estas contenciones se sigue que -

o{y,f) C DgU Doy U ..U Dy, _,,

¥, como cada comp te es ta luj que

DCDyUDgU...UD,, , C_D.; e
Por tanto D es la unién finita de subintervalosen I. O
Observacidn 2.a. El lema anterior también es valido si J es un intervalo en el cfrculo.

Mostramos a continuacién una funcién f: R — R, tal que fes cadticaen D C Ry D tiene

exactamente tres componentes.

Ejemplo 2.b, Nuestra funcién f : R — R es asi: Primero nos aseguramos que f tiene
una 6rbita de periodo 3, f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1. Sea € > 0 tal que las bolas cerradas de
radio ¢ alrededor de estos tres puntos, Be(1) = Dy, B,(2) = D3, B,(3) = D3, sean ajenas. En

nuestro caso tomamos € = § Definamos f de tal forma que

Dy f D; f D3 f Dy,
= - =

y ahi, D = Dy U DU D3, f sea cadtica. La siguiente funcién cumple estas condiciones,
Sea f: R ~ R la funcién lineal a pedazos definida por: f(3) = §, £(8) = &, f(R2) =
S IB) =D =B =5 =4 /e)=bsiz<iyflz)=4siz> L 5
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- grifica es la figura siguiente.

) ]
1 2 3 -
Obsérvese que la construccién que p: tamos en este ejemplo se puede adaptar para
que la siguiente proposicién es cierta: Dada n € N, existe f : R — R tal que f es

cadticaen D, D C R, y D tiene n componentes.

Observacién 2.c. El lema 2.3 también muestra que, para funciones en el intervalo, el
conjunto castico es de Cantor si y solamente si su interior es el vacio. En el siguiente ejemplo
vemos que la afirmacién int(D) == ¢ no implica que D sea de Cantor si f es una funcién definida

en M,y M no es una variedad de dimensioén uno.

Ejemplo 2.d. Sean M = [0,1]x[0,1] C R% y f: M ~ M con regla de correspondencia
f(z,y) = (4z(1 ~ z),/¥). Observemos que f no es cadtica en M, pero sf es cadtica en D =
[0,1]x{0} . En D, f es esencialmente la funcién logistica. Ademds int(D) = ¢ y D estd formado

por una séla componente,
2.2 El conjunto cadtico. Una aproximacion mds general

Sean f: M — M, M espacio métrico, f cadtica en D C M, D compacto.

Lema 2.4 5i el interior de D, en M, es distinto del vacio, D estd formado por una cantidad

finita de componentes.

D tracidn. La arg cién presentada en el lema 2.3 también es valida aqui. Q

18



©gedfica es la figura siguiente.

Obsérvese que la construccién que presentamos en este ejemplo se puede adaptar para
mostrar que la siguiente proposicién es cierta: Dada n € N, existe f : R — R tal que f es

caéticaen D, D C R,y D tiene n componentes.

Observacién 2.c. El lema 2.3 también muestra que, para funciones en el intervalo, el
conjunto caético es de Cantor si y solamente si su interior es el vacio. Enel siguiente ejemplo
vemos que la afirmaci6n int(D) = ¢ no implica que D sea de Cantor si f es una funcién definida

en M,y M no es una variedad de dimensién uno,

Ejemplo 2.d. Sean M = [0,1]x[0,1] C 72,y f: M — M con regla de correspendencia
f(z,y) = (4z(1 — z), /7). Observemos que f no es cadtica en M, pero sf es cadticaen D =
[0, 1]x{0} . En D, f es esencialmente la funcién logistica. Ademés int(D) = ¢ y D esta formado

por una séla componente.
2.2 El conjunto cadtico. Una aproximacién mds general

Sean f: M -» M, M espacio métrico, f cadticaen D C M, D compacto.

Lema 2.4 Si el inlerior de D, en M, es distinto del vacio, D estd formado por una cantidad

finita de componentes.

D tracién. La arg ién p tada en el lema 2.3 también es valida aqui, O
.
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- De aqui en adelante supondremos que D, el conjunto caético, estd formado por una cantidad

infinita de componentes?

D = UaseaDa,

donde A tiene cardinalidad infinita.
La herradura de Smale (ver ejemplo 1.h del capitulo 1), muestra que el conjunto caético

* en variedades de dimension 2, también puede ser un conjunto de Cantor. Los siguientes dos

3 nuevas opci para la estractura de D.

Ejemplo 2.e. Sean M = [0,1)x[0,1]y f: M — M dada por f(z,¥) = (9(=),45(1 - ¥)).
Donde g : [0,1] — [0,1] es lineal a pedazos definida por g(0) = g(1) = 0, g(}) = g(3) =-1.
Sabemos que g es cadtica en C, el conjunto de Cantor, y h(y) = 4y(1—y) es cadtica y mezclante
en todo el intervalo [0, 1]. Con estas dos iltimas condiciones se p:lede mostrar que f es cadtica

en D = Cx{0,1].

Ejemplo 2.f. Sean M = [-1,1]x[-1,1],¢: [0,1]‘—{[0,1] como en el ejemplo anterior, y
£:M = M dada por f(z,3) = fo(fi(2,y)), donde

ﬁ@n§

(z, Y)siz < ()yy <o0.
(y(-‘l').v) iz >Oyy < 0.
: y fl(‘-‘: ll) = (—2,—!/) La funcién f es cadtica en -
D = (Cx[0,1]) U ((-C)x[-1,0]),

"'donde —C es e conjunto: —C = {t|{t = —z, z € C}. Observemos que D, en este caso, no es el

producto de un conjunto de Cantor y un intervalo,
El siguiente lema muestra que las componentes de D no estin aisladas.

Lema 2.5 Sean B C M, un subconjunto abierto, y Do tina componente de D. §5i BN Dy # ¢, -
entonces eziste A € A, § # a, tal gue BN Dg # ¢. :
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Demostracidn. Si BN D, C D,, existen en D, puntos periédicos y puntos con érbita
densa en D. Siguiendo la argumentacion del lema 2.3 llegamos a que D tiene una cantidad finita

de componentes, lo cual contradice nuestra hipétesis inicial. O

Observacidn 2.g8. Bajo las hipdtesis del lema ior, 8i BND # ¢, entonces B intersecta
una cantidad infinita de p de D.

Demostracién. Una vez que BN Dp # ¢. tomamos B, = B — Dg. Fl conjunto By es abierto,

ya que Dg es cerrado, y BiN D, # ¢. Con esta informacién podemos repetir el procedimiento
para que B int: de D,y as{ i te. O

otra

P

Defini en D una de equivalencia: z ~ y si ambos puntos estin en la misma

componente de D, es decir, existe a € A tal que z € D, y y € D,. Denotamos por D al espacio

cociente, D = D/ ~, con la topology La proyeccién de D en D, que a cada punto le

ia (su comp ), la d porx:D — D.

asocia su clase de equi
Como f es continta en D se tiene que f(z) ~ f(y) 8i z ~ y. Por tanto existe f: D — D,

continua en D tal que el siguiente diagrama conmuta.

D f D
=
rl Ix
~ 2 oo
D f D
De este di t 1a sigui inf ién inicial:

i) x es continua y suprayectiva. Des compacto.

ii) Como feu un factor de f, fes transitiva en D y tiene densidad de p periddi
iii) Como D es separable, D es separabl

iv) Ya que, por el lema 2.5, las componentes de D no son aisladas, todo punto de beés

punto de acumulacién. Por lo tanto D es perfecto.

Los siguientes lemas nos permitirdn mostrar que D es un espacio de Hausdorfl, y es total-

mente disconexo.

Lema 2.6 Sean S un espacio de Hausdorff y T una componente de él. Sea U abierto tal que
T C U, entonces existe V, abierto, tal que TCV C U y 8V = ¢.

Demostracién. Ver Hocking y Young [16), pigina 47. O
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" Lema 2.7 Sea B un abierto en D tal que ple la sigui dicion: Siz € BND yz es
L to de la p te Dy, se tiene que D, C B.
Entonces x(B) es abierto en D.

D tracidn. M que x~Y(x(B)) = B. Sea z € x~}(x(B)) = n(z) € x(B),
existe y € B tal que x(z) = x(y), por tanto z ~ y, ambos puntos estén en la misma componente.
" Esto implica que z € B y x=}(x(B)) C B. La otra contencién es inmediata. O

Lema 2.8 Sean D, y Dp dos p fistis de D. Ent i dos abiertos en
D, B, y Bp tales que Doy C By y Dy C By, BaN By = ¢, Bo U Bg = D y ambos cumplen la
#iguiente condicion:

Siz € B;nD yze€ D,, entonces D, C B;, i = a,f. (*)

Demostracién. Como D, N Dy = ¢, existe § > 0 tal que para todo z € D, y para todo
y € Dp se tiene que d(z,y) > 6. Sea B = Ugep, Bi(z), B es abierto, D, C By BNDy=¢.

Por el lema 2.6, existe B, abierto de D tal que D, C B, C B con Oba = ¢ (en D).

Como 8Bq = ¢, B, es cerrado y (B, )° es abierto en D. Por tanto B, y (B,)° forman una
disconexién de D. Cada componente de D estd en uno sdlo de estos dos abiertos.

Tomando By = (B,)° terminamos. O

P icién 2.0 £ io D es de Hausdorff, y es totalmente disconezo.

P

Demostracidn. Sean  # § en D. Consid las P Y Z) =Dy »N§) =
D3, Dy N Dy = ¢. Por el lema 2.8, existen dos conjuntos abiertos, By y Bz, tales que D; C By
y D3 C Bz; By N By = ¢$; ambos cumplen la condicién (*) y D C B, U B;.

Por el lema 2.7, x(5,) y x(B,) son dos conjuntos abiertos en D tales que:

e x(B)), G € x(By), x(B1)Nx(B3) = ¢, y D = x(Br) Ux(B).

Por tanto D es de Hausdorfl y es totalmente disconexo. O

Proposicién 2.10 El conjunt jtico estd formado por una cantidad no numerable de com-
ponentes.,

D tracidn. Con la proposicis for t que el conjunto D es compacto,
perfecto y de Hausdorff, por lo tanto es no ble. A cada comp te de D le correspond

un tnico punto de D. O
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Para concluir que D es un conjunto de Cantor sélo falta demostrar que D es metrizable.

Lema 2.11 Si un espacio de Hausdorff es la imag inua de un espacio métrico pacto,

entonces es metrizable.

Demostracidn. Ver Nadler (23}, pdgina 37. O

Lo anterior nos da en forma inmediata el sigui lario

Corolario 2.12 El conjunto D es un conji de Cantor. O

El siguiente teorema es un resumen de lo que hemos demostrado,

Teorema 2.13 Sean M un espacio métrico, f: M — M continuaen M, y D C M tal que |

es cadtica en D. §5i D es compacto y estd formado por una tidad infinita de p tes,
ezisten D, un conjunto de Cantor, y f: D — D continua y cadtica en D tales que [ factoriza

a f. Es decir el siguiente diagrama conmuta:

D _f. D
~ xl] ir
p'F b,

- donde x : D — D es continua y suprayectiva. O
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Capitulo 3

Caos y entropia positiva en el

intervalo

Sean I = [a,}] un subintervalo compacto en R, y f : I — I una funcién continua en /.
Recientemente L. S. Block y W. A. Coppel propusieron, ver [9], que el criterio para decidir si la
dindmica generada por f es cadtica es que su entropfa topoldgica sea positiva. En este capitulo
relacionamos este criterio con nuestra definicién de caos. Demostramos que f tiene entropia

topoldgica positiva si y s6lo si existe D, un subconjunto de I, tal que f es cadtica en D.

3.1 Definiciones y resultados preliminares

Iniciamos recordando algunas propiedades importantes sobre el espacio de dos sfmbolos.

Sea T = {Z = (z0,21,%2,...) |z; € {0,1} para todo i > 0} con la distancia:

1 s
d(z,9) = g donde n = min {i|z; # w}.

Sean 0 : 3, — T, el corrimiento, y s : 3, ~ T, la mdquil (o, simp
sumadora), las funciones dadas por:

(20,21, 22, .} = (21,22, 230 o0 )y

¥y por

(2o, T1,22,...) = (zo,:{,' zz, ) -f‘.-'(l,0,0,r...); .
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édulo 2 2 q

donde la suma es en a coordenada, de izquierda a derecha, cargando un
uno a la componente de la derecha en caso de que la suma sea 1+1.
Sabemos que 3~ es un conjunto de Cantor y que ambas funciones son continuas, El corrim-

iento es cadticoen 3_; la dora es top i te transitiva en T, pero Per(s) = ¢ (véase

{11]), por lo tanto s no es cadtica en ningiin subconjunto de 3. La entropia de la sumadora es
cero, ent(s) = 0, ya que es una isometria (véase [1]). La del corrimiento es 1n(2), ent(o) = In(2)
(véase [10]).

Definicién 3.1 Sean f : M — M y D C M. Decimos que D es minimal si es no vacio,

cerrado, invariante bujo f y ningin subconjunto propio de €l tiene estas tres propiedades.

Obs.ervaciones:

" 8. Un conjunto minimal tiene cardinalidad finita si y sélo si es una érbita periddica.
3.b. Parala funcién s : 33 — 33, el conjunto 3 es minimal, ver [11]."
8¢ Sif:M -+ Myg: N — N son topologi te equivalentes bajo h : M — N,

entonces D es minimal para f si y sélo si k(D) es minimal para g.

Sea f: I — I,donde I = [a,b] C Ry f es continua en I. El siguiente teorema describe
los posibles conjuntos transitivos e invariantes de aquellas funciones que sdlo tienen puntos
periédicos cuyos periodos son potencias de 2. :

Teorema 3.2 Si todo periodo presente en f : I — I es una potencia de 2, qui

subconjunto invariante, f(D) = D, de I que sea transitivo bajo f es de una de las siguientes
dos formas:
i) Una drbita perisdica.
ii)-Es minimal y f en D es factorizada por 8 : 37 — 3°, mediante h : D — 3. Es decir el

72, "
g oy

Ademds h es alomds 2a l.

Demostracién. Véase Nitecki [24], 6 Misiurewicz [22] o

Observacion 3.d. Supongamos que f: I — I cumple Ia condiclén de! teorema a.ntenor.

Si f es topologicamente transitiva en D C I, entonces f no es oaénca. en D Ya que D, por ser © .
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invariante, estarfa en alguno de los dos casos, i) 6 ii), en el primero D es finito, y en el segundo

Per(f|p) = ¢ ya que D es minimal y su cardinalidad es infinita.

En el estudio de la dindmica de funciones definidas en intervalos de nimeros reales la
entropia topoldgica positiva es ura de las referencias mds importantes. El siguiente teorema,
resumen del trabajo de varios matemdticos, muestra algunas equivalencias con este importante

concepto. Su demostracién se puede consultar en Block y Coppel [9].

Teorema 3.3 Sea f : I — I, continua en I = [a,b]. Las sigui afir i son equs
lentes: ’

i) La entropia de f es positiva.

i) Eziste m € N, m no potencia de 2, tal que Pery,(f) # ¢

ifi) Ezisten n € N, D C I, compacto e invariante, y h : D — ¥, tales que el siguiente

diagrama conmuta:

D D
Bl ih
PR D >

donde h es a lo mds 2 a 1. Ademds el conjunto de puntos donde h no es inyectiva es a lo mds

numerable 0.

Observacion 3.e. Para Block y Coppel una funcién f : I — I es cadtica si cumple alguna
de las afirmaciones del teorema anterior. Para evitar confusiones nosotros seguiremos utilizando

la definicién 1.1 dada en el capitulo uno para decidir si una funcién es cadtica o no.

3.2 En intervalos, son equivalentes caos y entropia positiva

Proposicién 3.4 Sean f : I — I, I = [a,b] C R, y D C I. Si f es cadtica en D, entonces
ent(f) > 0.

D tracio Sup por el contrario que ent{(f) = 0, por el teorema 3.3 los
periodos presentes en f son sélo potencias de 2. Por la observacién 3.d, f no es caética en D

para todo D en I, lo cual contradice la hipétesis. O

Ahora nuestra meta es demostrar el reciproco de la, afirmacién anterior: Si ent(f) > 0,

entonces existe D C I tal que f es cadticaen D,
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- D.

El teorema 3.3 nos da una relacién entre entropia positiva de f y la dindmica de f*. La
siguiente proposicién relaciona las dinimicas de f* y f, y es recfproca del teorema 1.4 del
capitulo uno.
spacio métrico to. Si exi. REN.

Proposicién 3.5 Sean f : M - M ti: v M
yC C M tales que [* es cadtica en C, entonces eziste D,C C D C M, tal que f es ccuﬁ;'m gﬁ G

Demostraciéon. Como f* es cadticaen C, existe zo € C tal que «_)(_z;m C f"(C)

Sea D = o(zg, f). Observemos lo siguiente:
i) C C D. Ya que o(zq, f*) C o(zq, f).
i) f(D)=

Demostracion. Observemos primero que zg es punto de aﬁ:umulacmn de o(zo, f") y, po

tanto, punto de acumulacién de oz, f). De aquf se sigue que pa.ra, todo m E N f"‘(zo) es
también punto de acumulacién de o{zyg, f). FET i
Sea y € f(D), existe z € oz, /) tal que y = f(2). Existe {n;} C N tal que-’

Fi(z0) = 2= [*1(z0) = y 3 y € D.

Porlo tanto f(D) C D. .
Sea y € D, existe {n; |n; > 1} tal que f™ (zo) = y Como D s compacto podemoa suponer
que la sucesién {f™~!(zq)} es convergente, f“"‘(zu) = z, con z2€DYy f(z) =y. Por tanto
y€ (D), y D C f(D). ' ‘
De las afirmaciones i) e ii) y del lema 1 3 se concluye que Dees perfecto y que f es transitiva
en D.
iii) Per(f|p) es denso en D.
Demostracién. Sea A C M abiertoy AND ;é ¢ Comio la érhita de zo es densa en D, existe
J € N tal que fi(zo) € A. El conjunto f~3(4) nq es abierto en C y distinto del vacio, ya que

g es un elemento de él. Como Per(f™|c) es denso en C, existe

z € Per(f|c)n [f7¥(a)nc].

Sea z = f¥(z), tenemos que z € Per(f),z€ Dy z € A, por lo tanto Per(f|p) es denso en
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De las tres afirmaciones anteriores se sigue que f es cadticaen D. O

" Lema 8.8 Sea f : I — I, supongamos que erxiste C C I, invariante, tal que el siguiente

diagrama conmuta:

¢c f C
EN
hl ih
r 7z
Sup demds que la funcion h es inua, suprayectiva, a lo mds dos a uno, y que

el conjunto de puntos de T que tienen dos preimdgenes es a lo mds numerable. Entonces eziste
D C I donde f es cadtica.

D tracidn. Es inmediata a partir del teorema 1.9 del capitulo uno. De hecho a partir

de ese resultado tenemos también que D C C, y que el siguiente diagrama conmuta:

D D
hl s ()0
¢

Observacion 3.f. En el contexto del lema anterior, f[p : D+ Desalo mis ‘4‘a 1,
Demostracién. Se sigue de que las funciones A y o son a lo més 2 al, y del_ diagrama’ -

conmutativo (*). O R

Teorema 3.7 Sea f : I — I. Si la entropia de f es positiva, entonces eziste D C I tal que:

.es cadticaen D.

D tracién. Por el t 3.3, ent(f) > 0 implica que existen n Ev Ny B cT

compacto e invariante, tales que el siguiente diagrama conmuta:

B "B
h} Lh
S IRNC A >

Donde h es continua, suprayectiva,a lomds2a 1, y el conjunto de puntos. deu): con dos"

preimdgenes es a lo mas infinito numerable,

Por el lema 3.6, existe C C I donde f™ es cadtica: Por la proposicién 3.5, eﬁsltyevD c IV‘Z . RS

donde f es cadtica. [
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1tado

Observacidn 3.g. El teorema anterior est4 en la misma direccién que el siguiente
de A. Katok (véase [17] y [21]):

Si f: M — M es un difeomorfismo de clase C1+=, a > 0, de una variedad compacta de
dimensién dos, y la entropfa de f es positiva. Entonces existe un subconjunto invariante, T,

tal que la restriccion de f a I es topolgicamente conjugada a un subshift de tipo finito y

ent(f jr) > 0.

Es decir, existe un subconjunto invariante en M tal que f es caStica'en él.

La hipétesis de que f es de clase C'+* es de gran importancia. M. Rees d tra en [28]
la exi ia de un h rfi en el toro bidi jonal, f : T — T, con las uiguienté

propiedades: ent(f) > 0 y Per(f) = ¢. Por tanto en clase C?, en variedades de dimensién dos,

entropia positiva no implica caos. Mds adel (capitulo cinco) un ejemplo sencillo
de un endomorfismo en el toro donde pfa positiva no implica caos.
Obsgervacidn 3.h. Bajo las hipjtesis del 3.7 el conjunto C donde la funcién f*

es cadti tiaface el siguiente diag .

c M~ C

-—
hl lh
7L

con A a lo més 2 a 1. Como el conjunto ¥, es de Cantor, el conjunto C también es de Cantor.
El conjunto D, donde f es cadtica, es de la forma:

D=CU f(C)U fA(C)U...u f*}(C).

Por la observacidn 3.f., la funcién f*, restringida a C, es a lo més 4 a 1. Esto implica que
para todo k € {0,1,2,...,n — 1}, f restringida a f*(C) es a lo mis 4 a 1. Por lo tanto cada

fHC)esun coxijunto de Cantor. En resumen el conjunto D jonado en e} t anterior

es de Cantor.

1

trado con la infor ida en

En el siguiente t i lo que hemos

el teorema 3.3.

Teorema 3.8 Sea f: I~ 1, inua en I. Las sigui tres afir i s0n equs

i) [ es cadtica en algiin subconjunto de I.

28



i) La entropts topoligica de | es positi
i) f tiene un punto periddico con periodo no potencia de 2. O

Nota fina), La equivalencia de i) con ii) det 38 fué a iada por Shihai Li en
1901 (ver {10]). A fines de 1893 apareci6 la demostracién en [20]. Nosotros la conocimos en 1994

cunndo ya habfamos terminado la demostracién del tearema 3.8, La demostracidn de Shihai Li

¢ Ia nuestra, aunque muestran algunas diferencias, siguen, en esencia, e} mismo camino.



| Capitﬁlo 4
Caos y el w(z, f) en el intervalo

Si tenemos I = [0,1} C R, y f: I — I. El omega conjunto limite de z € 7, w(z, f), estd formado
por los puntos a los que converge la érbita de z. Dos son las caracteristicas de w(z, f) que nos

su cardinalidad, y la dinimica de f restringida a este conjunto. Demostraremos en

este que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:
i) Existe D C I, tal que [ es cadtica en D.

ii) Existe z € 7, tal que la cardinalidad de w(z, f) es infinito numerable.

iii) Existe z € I, tal que f restringida a w(z, f) no es transitiva. . i

4.1 El conjunto w(z, f), primeras propiedades
Sean F =[0,1)en R,y f: I — I una funcién continua. Sea z € J, el omega conjunto limite de
z, bajo f, ea:

w(z, )= {y € Iexiste {n:} C N, tal que lim f"(s) = y} .

Son idas las sigui propiedades de w(z, f).
i) Paratodo z € I, w(z, f) # ¢.
ii) w(z,f) es un conjunto cerrado.

iii) w(z, f) es estrictamente invariante bajo £, f{w(z, f)) = w(z, f).

Definicién 4.1 Sea z € I, decimos que z €s asi periddico si cziaftévy'e-‘éqr(f) tal’ A

que

Jim d((=), () = 0.
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Por tanto w(z, f) = ofy, f).

Lema 4.2 La cardinalidad de w(z, f) es finila si y sol te si z es asintoti te peridgdico.

Demostracién. Ver Block y Coppel [9], pigina 72. O

Ohservacién 4.a. Si w(z, f) contiene propiamente una érbita periédica, entonces su car-
dinalidad es infinita.

Lema 4.3 Parg todo z € I, y para toda n € N se tiene que:

) w(z, £) = w(z, fY) Vw(f(z), fP) U o Uw(f1(2), f7).

ii) Paral < k < n—1 se tiene que f (w(f"(z),f")) =w(fF+Y(z), ), v f (W(FY(z), ) =
w(z, f"). )

D tracidn. Estd contenida en el paso uno del teorema 1.4, del capftulo uno, O

Observaciin 4.b. El lema anterior implica lo siguiente: Sea n € N, entonces w(z, f) tiene

cardinalidad infinito numerable sj y solamente si w(z, f*) también la tiere.

Sea C% el

Los conjuntos:

io de las funci i deZenl.

K(I,I)= {flexiste D C I donde f es caética} = {flent(f)‘>10)‘, y
NK(I,I)= {fno existe D C I donde f sea cadtica} = {f|ent(f) =0},
forman una particién de C°(I, I).

Revizamos, a continuacidn, las posnbles caracteristicas de w(z, f) para funciones que pertenecen
al conjunto NK(I,I).

Lema 4.4 Sea f € C%(I,I). Si eziste una potencia de 2, n, tal que Pern(f) = ¢, entonces para
todo z € I se tiene que w(z, f) tiene cardinalidad finita.

Demostracién. Véase Block y Coppel [9]. O

Observacién 4.c. Si f cumple las hipétesis del lema anterior, entonces para todo z € I se
tiene que w(z, f) = o(y, f) para algin y € Per(f). Por lo tanto para todo z € I, f restringida
a w(z, f) es transitiva.
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" Sea A= (2"'| n > 0}, es decir, 4 es el conjunto de todas las potencias de 2. Es posible

encontrar funciones que cumplen las sigui dos

e

i) Para todo m € A, existe z € Per(f) cuyo periodo es m.
it) Si z € Per(f), entonces su periodo pertenece a A.

Al conjunto de funci que ple estas dici lod por 2°°,

Observacidn 4.d. 2> C NK(ZI;I). Esta contencién se sigue del teorema 3.8, del capitulo
tres,
Asf el conjunto NK(I,I) estd formado por funciones de dos tipos: aquellas para las cuales

existe una potencia de 2, m, tal que Perm(f) = ¢, y las que pertenecen a 2%,

El sigui Itado nos da infor

B

sobre los posibles omega conjuntos limite para

funciones en 2%, .

Proposicién 4.5 Sea f € C%({,I). Si la entropia topalogxca de f es cero, entonces para todo

x € I se tiene que w(z, f) iene un tnico conjunt, I. Ademds para todo y € w(z, f),
w(y, f) = w(z,f).
Demostracién. Ver Block y Coppel [9]. O

Lap icisn anterior implica que si f € NK(I,1), entonces para todo z € 7,

P F

Fluge.y (@, £) = w2, £)

es transitiva.
Supongamos que ent(f) = 0 y que existe z € J tal que w(z, f) tiene cardinalidad infinita
(por lo tanto f € 2°°). Entonces por el teorema 3.2 del capitulo tres, f |u(z,s) 5e factoriza en la

dinalidad bl

funcién sumadora, s : 3 — - . Por tanto w(z, f) tiene no

En el siguient

Teorema 4.8 Si f € NK(I,I), entonces para todo z € I se tiene:
i) f lu(s.s) 3 transitiva.
i) La cardinalidad de w(z, f) s6lo puede ser finita o infinita no numerable, O

Nuestra meta es ahora mostrar lo siguiente: Si f € K(JI,I), entonces existe z € I tal que:
i) f lus.s) 0O es transitiva y
ii) La cardinalidad de w(z, f) es infinito numerable.
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-4 2 La entropfa positiva y el conjunto w(z, f) -

Sea f € K(I,1), por el teotema 3.3 del capitulo tres, existen n € N, D.C I ¥ h D - 2 (el

espacio de dos sfmbolas), tales que el siguiente diagrama conmuta:

D f* D
Al th
75

donde o es el corrimiento y A es suprayectivay aloméds 2 a 1.

Consideremos en 3 el siguiente punto:

¥=(,9,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,...),

donde los bloques de ceros van creciendo segiin los nimeros naturales.

Sea I C ¥ el conjunto:

T = {z | existe i > 0 tal que z; = 1 y z; = 0 para todo j # i} U {0},

donde Z = (2o, 21,232, ...) ¥y 0= (0,0,0,...).
Proposicién 4.7 I' = w(7,0).

D tracidn. La contencién I' C w(F,0) es inmediata. Veamos la otra. Sea T € w(§, o).

Podemos suponer que F # 0. .
Demostraremos que si z; = 1, para alguna i, entonces para todo j > i, z; = 0.
Supongamos por el contrario que existen i y j,§ < j,talesque 2; = 1y z; = 1. Seam = j—i,
sin> @ﬂ +(m — 1), ent la minima cantidad de ceros en un bloque de o™(y) es m.

Por lo tanto para todo n € N que cumpla:

——(m 1)m +(m-1),

tenemos que
d@D 2 & o -
T o
Esta iiltima desigualdad contradice el hecho de que z € w(F, o).
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Por lo tanto si T € w(¥, o), T tiene a lo més un 1 en su expresién. Es decir Z € I’ O

Observacidn 4.e. Laigualdad I' = w(F, o) nos dice que la cardinalidad de w(7, o) es infinito". ‘ '

numerable.

P icién 4.8 La funcidn o restringida a w(¥, o) no es transitiva.

P

Demostracién. Sean T y T3 los siguientes puntos en w(7,0).

#1 = (1,0,0,0,...) ¥ T2 = (0,1,0,0,...).

La distancia entre 7; y Tz es §.Sean A y B los siguientes conjuntos abiertos:
A= B% (FZ1)yB= B%(Ez).
Es inmediato que A Nw(¥,0) = z; y B N w(f, o) = 2. De aquf se sigue que
" (ANw(F,0)) = (0},

paratodon € N.
Por lo tanto, para todo n € N se tiene que

o™ (Anuw(F,0))n (B Nw(F, o)) =4¢.
Lo que nos dice que o no es transitiva en w(y, o). O

Regresemos al diagrama (*). Sea y € D tal llue h(y) = 7. Es inmediato qﬁe_ -

h{w(y, f1)) = w(g,0).
Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

winf") [° oy, f) )
Kl lh ™)
w(g,0) 4 “j(!-lla)y

donde £ es suprayectivay alomds 2 a 1.
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Observacién 4.f. Como w(F,0)es infinito numerable, la cardinalidad de w(y, f°) es infinita

numerable. Por la observacidn 4.b, tenemos que el conjunto w(y, f) es infinito numerable. Por

tanto t d trada la sig prop

Proposicidn 4.9 Si f € K(I,1), eziste z € I tal que w(z, [} tiene cardinglidad infinita nu-

merable. O

Observacion 4.g. Del diagrama (**) también tenemos la siguiente informacién:

i) Como A es a lo mis 2 a 1, y w(F,0) s6lo tiene un punto de acumulacidn, w(y, f) tiene a
lo mas dos puntos de acumulacidn. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que son dos,
tyr.

i) {t,r} = A=1(0) y, por tanto, f(t) € {t,r} y f(r) € {t,7}.

iif) La imagen inversa de ¢ bajo /" debe tener al menos un punto de acumulacién de w(y, ™).
Porlo tanto f3(t) =ty f?*(r)=r.

iv) f* no es transitiva en w(y, f*) ya que o no es transitiva en w(7,0).

Proposicidon 4.10 Si f € K(I,1), eziste y € I tal que f restringida a w(y, f) no es transitiva.

Demostracién. De las hipétesis podemos llegar hasta el diagrama conmutativo (**),y a ‘
la observacidn 4.g. Sea a € w(y, f) tal que A(a) = 7, = (1,0,0,...), observemos lo siguiente:

Jafrya#t.

i1) @ es punto aislado de w(y, f*).

i) A(f3"(a)) = 0?(k(a)) = o(D) = 0. Por tanto f?"(a) € {t,r}, f3"(a) # a, a no es punto
periédico de f pero sf un punto preperiédico, la drbita de a bajo f es de cardinalidad finita.

iv) a es un punto aislado de w(y, f).

Demostracién, Supongamos por el contrario que existe una sucesién de elementos {y},
distintos entre sf, en w(y, f), tales que y; — a. Entonces existe k¥ € {1,2,...,n — 1}, tal que a
es punto de acumulacién de w(f*(y), f*). Es decir podemos suponer que y; — a con {%} C
WU, I '

Como f*{(w(y, /7)) = w(f*(¥), f), existe una sucesién {2;} en (w(y, f*) tal que f¥(z) =y
para todo i € N. Dado que w(y, f™) es compacto, podemos suponer que esta nueva sucesién
es convergente, ; — z. Esto iiltimo nos dice que z es un punto de acumulacién de w(y, /),
z € {t,r},y f¥(z) = a. Porlotantoa € oft, f)Uo(r, f) y f3*(a) = a,lo cual es una contradiccién
con iii).
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RN Para demostrar que f no es transitiva en w(y, /), tomemos los abiertbs; .
A={af y B=u(u.f)—olaf):
" Paratodan € N tenemos: . o

f“(A)nB.e@‘. o f

El sigui t es un de lo que hemos demostrado.

Teorema 4.11 Sean I = [0,1]) C R y f : I — I una funcidn continua. vLaa siguientes tres:” :

afir i son equi
i) f es cadtica en algiin subconjunto de I.
ii) Eziste z € I, tal que la cardinalidad de w (z, f) es infinita numerable.

iii} Eriste z € I, tal que f restringida a w(z, f) no es transitiva.

Demostracién. Se sigue del teorema 4.7 y de las proposiciones 4.10 y 4.11, O
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 Capitulo 5

Sensibilidad implica caos

Sea [ el intervalo {0,1} en K. Sabemos que si f : I — I es transitiva en I, f tiene densidad
de puntos periédicos y, por tanto, f es cadtica en / (ver {4]). La transitividad es por ésto una
condicién que podriamos llamar fuerte. Por otro lado, si de f sabemos solamente que tiene den-
sidad de puntos periddicos, a partir de aqui no podemos avanzar mucho. La funcién identidad,

id : I — I, cumple esta iltima condicién y su dindmica es muy sencilla. La tercera condicién

de la definicién de caos de Devaney, la sensibilidad a las condici iniciales, es en apariencia
débil ya que, como mencionamos en el capitulo uno, es consecuencia de la transitividad y de
la densidad de los puntos periddicos. La verdad es que, al menos para funciones en el inter-

valo, la séla presencia de la sensibilidad d4 vida a una dindmica complicada. En este cap

mostramos que si f tiene sensibilidad en I, entonces f ple las sigui tres afir

i) Existe D C I tal que f es cadtica en D. En particular la entropfa topoldgica de f es
positiva.

ii) El conjunto {z € I [la cardinalidad de w(z, f) es infinita} es denso en [I.

iii) El conjunto {z € I |la cardinalidad de w(z, f) es finita } es denso en [.

5.1 La sensibilidad, el caos y una digréifica

Sean J = [0,1] y f : / — I una funcién continua. Decimos que f es sensible a las condiciones
iniciales (o, simplemente, sensible) si existe § > 0 tal que se cumple la siguiente condicién: Para
todo z € I y para toda vecindad de z, U, existen y € U y n & N tales que d{f"{z), f(y)) = 6.
A esta § le llamamos la constante de sensibilidad.

Supondremos a lo largo de este capitulo que f : I -+ I es sensible en I, y que & es su
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-constante de sensibilidad. .

"Para iniciar asociamos a la funcién f una digréfica. )

Sea P = {to = 0,!1,12,....tm = 1} una particién de I, tal que ¢ — t;-y < £ para todo
i€ {1,2,..,m}, ||P|| < §. Los vértices de la digrafica sern los subintervalos A; = [t;-1,4],
1< i < m. Pondremos una fiecha de A; a A; si existe n € N tal que f"(4;) D A; y la longitud
del intervalo f*(A;) es mayor o igual que &, long(f™(A:)) > 6. :

Lema 5.1 De cada vértice A;, 1 < i < m salen al menos dos flechas hacia vértices consecutivos,

CAjyAjpconl<j<m,

Demostracién. Por la sensibilidad de f, para cada i € {1,2,...,m} existe n; € N tal que
long(f"i(A))) 2 §. Por lo tanto existe j € {1,2,...,m} tal que A; U 4;41 C fMi(4;). O

Lema 5.2 Si eziste una flecha de A; a Aj, y una de Aj a Ax. Entonces eziste una flecha de

A; a A

D tracic Exi n y n;en Ios naturales tales que f™(4;) D A;j con lnmg( -
Fo(A)) 2 6, ¥ F1(A5) D Ax, long (f73(4;)) 2 6. Por Io tanto frtna(4) o f"’(A,) > Al. y
long (fmtm(A;)) 2 6.0

Lema 5.3 Sean i # j en {1,2,...,m}. Si ezisten daé nimervs naturales, p y ¢, tales qﬁé_
AiUA; C f7(A)) y AU 4; C f3(4)),
entonces eziste n € N lal que

Ai U 4; C YA N f2(4;).

D tracidn. La afirmacién es inmediata de las sigient ¢

A; U 4; C fR(A) cﬂf’(lﬁi UA;) C f7(4)),

A;u A,- [ ﬁ(A,-) (S Ueh u Aj) C froa;).

Te don =p+ g termii L' ’ D




Definicién 5.4 Decimos que [ I — I es turbulenta si ezisten dos subintervalosde I, A = [a,})

y B =[c,d],e <byc<d, con alomds un punto en comtn, tales que
AUB C f(A)n f(B).

5% AN B = ¢, decimos que f es estrictamente turbulenta.

El ino que segui serd trar que la sensibilidad de f implica que existe n ¢ N
tal que f™ es turbulenta. La siguiente afirmacidn, vdlida para funciones continuas del intervalo
en general, nos dice que ésto es suficiente para mostrar que existe D C I donde la funcién es

cabtica.

Lema 8.5 Las siguientes afir i son equi
i) Eziste D C I donde f es cadtica.
ii) Eziste n € N tal que f™ es turbulenta.

Demostracién. En {9] Block y Coppel d an que la condicién ii) es equival a

29431

que la entropia de f sea positiva. En el tres d o8 que ent(f) > Oes

equivalente a la condicién i).

Al niimero de flechas que salen de A; le llamaremos el grado de 4;, gd (4;). Y si existe una

flecha de A; a Aj, diremos que A; es accesible desde A;.

Observacikin 5.a. Si Aj es ible desde A;, ent 9d(A;) < gd(A;). La demostracién

es inmediata. Por el lema 5.2 todos los vértices accesibles desde A; son accesibles desde A;. O

Teorema 5.8 Si f: I — I tiene sensibilidad a las dici iniciales, ent existe D C I
tal que f es cadtica en D. ’

Demostracidn. Sea § > 0 la constante de sensibilidad de f. Asociamos a f una digrdfica
de la manera que mencionamos antes.
Seai € {1,2,...,m}. De los vértices accesibles desde A;, sea A; el de menor grado, gd(4;) =

g.Sean Aj,, Ay, ..., Aj, los vértices accesibles desde A;.
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Ordenados de tal forma que si 2 € A, y Y € A, entoncesz Sy si k< L,

Como cada 4;,, 1 < k < g, es accesible desde 4;, se tiene que gd(A4;,) > g (por ser g
el mfnimo). Ademds, por la observacién 5.a., gd(A;,) £ gd(4;) = g. Por tanto para todo &,
1<k < g, se tiene que gd{4;,) = g.

Tomemas el vértice 4j,,1 € k < g, desde este vértice hay g vértices ibl
Por el lema 5.2, ellos deben ser 4;,, 4;,, ..., 4;,. Por lo tanto ¢ lag siguientes flechas en
Ia digrdfica:

Aj, = Aj ¥ Ay — Aj

Es decir, exi pygni tales que:

I7(Ai) D Ay y JH(A3) D Az
Como las longitudes de fP(A;,) ¥ f9(A;,) son mayores que &, entonces cada una de estas
imégenes abarca al menas dos intervalos. Dado que los intervalos estin ordenados, tenemos las
siguientes contenciones:
F(An) D Aj U ALy [(A;) D A U Ay
Por el lema 5.3, existe n € N tal que
45 U4, C (40 M(A4R)
Por tanto f" es turbulenta y, por el le'ma 5.5, édéte D‘C>I tal que f es cadticaen D. O

El siguiente ejemplo muestra que si f es sen_éiblé' ent= F[O, 1}, el conjunto cadtico no es

necesarjamente todo el intervalo [.
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Ejemplo §.b. Sea f: I — I, lineal a pedazos definida por f(0) = 0, f(-}) =1, j(;‘l) = 4
y f(1) = 1. La constante de sensibilidad de f es § = &, f es cadtica en [},-,1] , ¥ para todo
z€ (0,%) existe n € N tal que f*(z) € [-},1] .

5.2 La sensibilidad implica la densidad del conjunto de los

puntos aperiédicos

. Sean I = [0,1], f: I — I continuaen f, y I' y ¥ los conjuntos:

T = {z € I'|w(z, f) tiene cardinalidad infinita},

¥ = {z € I'|w(z, f) tiene cardinalidad ﬁnita} .

Observacion 5.c. T es el conjunto de los puntos a.penédxcos, y \Il es el con_lunto de los

puntos asintoticamente periddicos (ver [9]).

Observacidn 6.d. Recordemas que para todo z € Iy para todo n € N e tiene que

w(z, £) = w(z, "YU w(f(z), "YU u wW(f"1(z),

Y que

5w (!"(:) M) =w (f*+'(z) f“)

donde el exponente k + 1 se toma mdédulo n.

De lo anterior se sigue que para todo n € N y para todo z € I, la cardmahda,d de w(z,f)"
es finita si y s6lo i la cardinalidad de w(z, f*) es finita.

Teorema 5.7 Si f es ible a las dici iniciale ¢ tanto T como ¥ sori_cbn-'

juntos densos en I.

Demostracién. Seanz € I'y £> 0. Sea § la constante de sensibilidad ‘de f Sea P una’.
partmén de I, P = {to=0,t,...,tm = 1}, tal que [|P|| < y existe 7, 1 < ] < m, tal que ., '
A;j C Bi(z), A; = [tj_1.t5]. ‘ :
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Por el teorema 5.6, existe p € N tal que fP es turbulenta. Sean A y B los dos intervalos

cerrados de I tales que )

AUBC fP(A)n f7(B).

Siguiendo el trabajo de Block y Coppel, capitulo dos de [9), existen ¢, miiltiplo de p, ¥

C C AU B tales que f9]c se factoriza por el corrimiento en dos sfmbol Por el lema 3.6
del capitulo tres, existe D C C tal que f? es cadtica en D. Esto dltimo implica que existen
y €'D con w(y, f9) de cardinalidad infinita, y z € D con w(z, f?) de cardinalidad finita. Porla
observacién S.c,y €Ty z € ¥.

El teorema 5.6 también muestra que existe r € N talque f7(4;) D AU B, por lo tanto

I (Be(z)) D D.

De esta iiltima contencidn se sigue que existen @ y ben B,(z) tales que f*(a) = yy fT(b) = z.
Esto implica que w(a, f) tiene cardinalidad infinita y que w(b, f) tiene cardinalidad finita.
Por lo tanto B.(2)NT # ¢ y B.(z)N¥ # ¢. Los conjuntos ' y ¥ son densos en 1. O

El siguiente ejemplo muestra que la densidad de T y la densidad de ¥ no implican que

f : I - I sea caética en algin subconjunto de [I.

Ejemplo 5.e. Sea f: [~1,1] — [—1,1] dada por f(z) = 22 + ¢, donde ¢ = —1.401155189...

La dindmica de f, ver [21], tiene las siguientes caracteristicas:

i) Existe A C [-1, 1], conjunto de Cantor, tal que f |4: A —+ A es equivalente a la sumadora, ‘
LEPIED IR

ii) Para casi todo punto z € [-1,1},w(z, f) = A. Por tanto T es denso en [—1,1].

iii) Existe un conjunto numerable y denso en {—1,1], B, tal que si z € B, entonces w (z, f)
es una érbita periédica. Por tanto el conjunto ¥ ea denso en [—1,1].

iv) La entropfa topoldgica de f es cero, f no es caitica en ningiin subconjunto de [-1,1].

Con el siguiente ejemplo, f : M — M, mostramos que sensibilidad no implica la existencia

de un subconjunto donde la dindmica sea cadtica si M no es un intervalo en R.

Ejemplo 5.f. Sean §* = R/Z, el circulo,y T = §'xS? el toro bidimensional. Sea f: T — T
1a funcién dada por .
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Faw)=(22 (mod 1),y + 6 (mod 1)),

donde 6y ¢ Q. -
Es inmediato que f es sensible a las condiciones iniciales. Sin embargo, como Per(f) =@, .
no existe D C T tal que f |p sea caética. ’ ’
Obser , ademds, que el siguiente diag
T J T :
5 .
hi LA
st g s,

donde A(z,y) =z y g(z) =2z (mod 1).

Como la entropfa de glu positiva, la entropia de f es positiva. Por tanto, en supesficies,

i te a lo establecido en el capitulo tres para intervalos en R, ent(f) > 0 no implica
caos. '
Conviene, tambié) t esta informacidn con el resultado de Katok: Para
difeomorfismos de clase C1+* a > 0, en variedades de dimensién dos, entropia positiva implica
la exi ia de un subconjunto donde el difeomorfismo es cadtico.

La siguiente proposicién es la parte final de este capftulo. Se puede penuir como un
pequefio apéndice donde se muestra de nuevo, y desde otro punto de vista, la fuerza que tiene
métrico,y f: M —- M,
una funcié i Most que dada z € M !a sensibilidad afecta no sélo a un punto

la sensibilidad a 1as condici iniciales. Reg aM,un

de cada vecindad de z,'sino a un conjunto abierto y denso de cada una de esas vecindades.

Proposicién 5.8 Sean M un espacio métrico perfecto, f : M — M sensible a las condiciones

iniciales, y § > O su constante de sensibilidad. Sean by > 0,61 < £, z0€ M, y
A={z € M| eristen € N tal qgue d{(f*(z), fM(z0)) > 6:}

Entonces A es abierto y denso en M.

Demostracidn. Por la sensibilidad A es distinto del vacio. Veamos primero que A4 es°

abierto.
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Sea z € A, existe n € N tal que d(f™(2), f*(z0)) = v > &;. Como f™ es continua, existe
¢ > 0 tal que para toda y € B¢(z) se tiene que f™(y) € B,-5,(f"(z)). De aquf se sigue que la
distancia de f*(y) a f"(zo) es mayor que §;. Por lo tanto B¢(z) C A4, y asfl A es abjerto.

Veamos ahora la densidad '

Sean z € M y € > 0, demostraremos que B.(z)N A # ¢.

Por la sensibilidad existen y € B,(z) y n € N tales que d(f™(y), f*(z)) > 6. Como

d(*(9), f*(2)) < d(S(y), fM(z0)) + d(f*(zo0), F7(2)),

tenemos que

F ™(v) !"(Zo)) >3 3> &

: d(!"(zo)-/"(z)) 23 >6x

‘De aquf que y € A 6 z € A, en ambos casos B, (z)NA# ¢ O
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- Capitulo 6

El conjunto de las funciones

-caoticas

Las equivalencias establecidas en el teorema 3.8 del capitulo tres nos permiten hacer algunas
afirmaciones sobre la topologia del espacio que forman las funciones que son cadticas en algin
) subconjﬁnto del intervalo. -Denotemos por C%(Z,I) al conjunto de las funciones f : 7 — I que
son continuasen 7,y por K(I,I) C C%I,I) a aquellas para las cuales existe algiin subconjunto
‘de I donde son caéticas. Siguiendo los resultados contenidos en Block y Coppel [9), es inmediato
que K'(J,7) es abierto y denso en C°(/,J). Aqui demostraremos que K'(Z,I) es arco-conexo,
que su complemento, el conjunto de las funciones no caéticas, también es arco-conexo, y que

ambos conjuntos no son convexos.

6.1 El conjunto de las funciones caéticas, en el intervalo, es
arco-conexo )

Sea I un intervalo compacto en R, (en algunas ocasiones, por conveniencia en la' notacidn,

tomaremos I = [0,1}). Sean C°(7,7) el conjunto:
CYIL,I)={f:T— I tales que f es'r_:ohtinua en_l},’.
y K(I,I}el conjunto:
K(L,I)= {f € C%I,1) tales que £ es castica en D; pa.ra.‘ja.lgﬁn Dc I} N
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Observacién 8.a. C°(7,I) es un espacio métrico comy si ¢ amos la sigui nte’

distancia en él:

d(f,9) = max {1f(z) ~g(2), z € 1)

Definicion 6.1 Sean f y g en C“(I.I) Si existe F 1[0, 1l = I, (A,z) - F(A z) F,\(z),
tal que L
i} Fx(z) es continua en[0, 1)x1, y
ii) Fo(z) = f(z) y Fi(z) = g(z) para todaz € I.

Decimos que F) es una familia de funciones en C°(! 1) que conecta ! con

referiremos a £ como un arco.

Observaciones:
8.b. Sean fy g en C°(I,I), entonces para todo A €{0,1}la funcnén I"k a A)f+ Ag.es
elemento de CO(1,I). Por lo tanto C°(I,I) es convexo. s
@.c. Sean f,g y h en CO(I,T). Si existe un arco que conecta f con g, y otro que conecta’

con h, entonces existe un arco que conecta f con h.

Proposicién 6.2 La entropia topoldgica, considerada como una Juncidn'
ent:C%I,I)— RUoco, |-

es semiconlinua inferiormente.
Demostracién. Ver Block y Coppel [9}, pégina 216. o
Corolario 8.3 El conjunto K(I,I) es abierto en C°(I I)

Demostracién. Porel teorema 3.8,1((1,1) {f € C°(1 ) ]ent(f) > 0} Porla proposicién

6.2, este conjunto es abjerto. O

Proposicién 6.4 El conj de las funciones, f EC°(1;I), tales que ent(f) > 0 es denso en
co(1, 1) EEE TR

Demostracién. Ver [9], pigina 216. O

Corolario 8.8 El conjunto K(I,1) es abierto y denso en C%(1,1). O
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Denotemos por NK(I,I) al complemento de K(I,I). NK(I,I) es el conjunto de las fun-

ciones no cadticas. E! corolario anterior muestra que 3K(1,I) = NK(I,1I).
Lema 6.8 Si f € K(I,I), I =[0,1], entonces eziste z & (0,1) tal que f(z) = z.

Demostracién. Si para todo z € (0,1), f(z) > z, f es creciente en I. Esto implica que
pata todo z € (0,1), limp-.oc f*(z) = 1. Por tanto f no es ca6tica en ningin subconjunto de I,
lo que contradice Ia hipétesis. El otro caso, f(2) < z para todo z € (0,1), se trata de manera

andloga. O
Teorema 8.7 El conjunto K(I,I}, I =[0,1], es arco-conezo.

Demostracidn, Sea f € K(I,I), construiremos, en cuatro pasos, un arco en K(I,I), que

una f con la siguiente funcién caética:

. 3zsize [0,%]
g(z)={ 2-3zsize [;,._-,
?1—25126 [3,_11

Paso uno. Sea 2y € (0,1) tal éue 'f(zo) =20 Como f € K(I,I), existe ¢ > 0 tal que para
toda h € Be(f), h € K(I,1I),y (zo— e,zo+s) c [0 1). Sea gy = &, existe 0 < §; < £, tal que

£ (Ba) € Bey (=)

Sea § tal que 0 < & < §;. Seaj. :

»l—» '[, cdn@inﬁa en I, definida por
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f(z)sxz¢ (za—6|.zo+6|), S “ o
lineal a pedazos en [zu = 6., or:. -

=)= hzo=8)= fzo+ )

‘Consideremos abora el arco ﬂ . A E [o, 1) Como F.\(‘-':) fx(z) para» S

todo z € [zo— 6,zo+6] y para todn A € [0,1], ae tn e que F,\ ‘es un arcoen K(I I) que une- -

Jr con fa.




Paso tres. La siguiente familia de funciones :

Fi(e) = fle + a0 - -+ *(5 ~z)

" € [0 l), es un arco, en K(I I), que une jz con /5, donde

i ¢ [1 3+ 4] y
: !3(=) - lmea.l a pedazos‘sl z € [1 ‘+ 6] , definida por: .- -
‘ 13(1 f) =‘1+5
f:s(1 +£)

Paso cuatro. Por ultlmo la sngv.uente es’ una cutva en ‘K (1 I ) que une f3 con g:
F,\(z)=/\fs‘ f_"_1+l ;1(4;1‘j )
A Tz) 2 g

con A € [1,%,] .
Por lo tanto existe un arco en K'(Z,I) que une f con g, y asi K(I,I) es arco-conexo. O

Nota. La argumentacién seguida en el paso uno del teorema anterior la realicé a partir de

la demostracién que presentan Block y Coppel a la proposicién 31 del capitulo 8 de [9).

6.2 El conjunto de las funciones no caéticas también es arco- -

conexo
Sean I = {0,1] y f € C°(Z,I). Consideremos la siguiente familia de ft
)= { JOEVORS
Asi f(z) > 4\!
con A € [0,1].

Obsérvese que Fi(z) = f(z) y Fb(z) = 0 pi.r?a t;)dp zelo, 1].

" Lenia 6.8 Fy(z) es continua en [o, l]x :

Demostracién, Sean A; < Az, mnba.s n [0 l] Es inmediato que
AP S ha - h
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= Séa [ > 0. vComo’f es uniformemente continua, existe §; > 0 tal que

s |z — y| < é; entonces |f(z) — f(¥)] < g

‘v_,“'Ppr Ia relacién entre f y F), tenemos también lo siguiente:

si |z — y| < 61 entonces |Fy(z) — Fa(y)] < 5,

o [;dra' todo A € [0,1].

" Sead= min {4, ;) , ¥ obtenemos lo siguiente:

" fl(02) = (Ao, o)l < 6, entonces 1A= ¢\q| < Y Iz.

Eeto lmphca que

que F.\(A) c f(A)é FA(A) {'\}

D tracidn. Considero tre_.'s ’éa.‘s
i) §i A 2 max{f(z)|z € A}, para todo
F)(4) = f(A). :
i) Si A <

Fa(4) = {a}.
m)Sla—mm{j(.r)[zGA}<A<max{f(z)|zeA} b entonces

A, Por‘lo tanto

min {f (z)|z € A}, paréi toda’ z_ _EF"A‘ sg.tie'n ‘que‘ F,\(Z)

Fa(4) = a,2]C [a,8] = f(4). O

Para demostrar que la curva F) estd contenida en el conjunto de las funciones no caéticas

si f es no cadtica, utilizamos la siguiente definicién y la siguiente proposicién.

Deflnicidén 6.10 Decii que f € C°(1,1) es estrictamente turbulenta si ezisten dos subin-

tervalos cerrados de I, A y B, distintos del vacio, tales que ANB = ¢ y AUB C f(ANf(B).
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‘P p ici6 8.11 Las siguientes afir 7 son equi
i) f € K(1,1).

ii) Eziste n € N tal que f™ es estrictamente turbulenta.

D tracidn. La afirmacién i) es equivalente a ent(f) > 0. Block y Coppel demuestr'a.n.” i
en [9] que ent(f) > 0 es equivalente a la afirmacién ji). O . :

Lema 6.12 Si para algin A € (0, 1] se tiene que F\ € K(I,I), entonces f € K(I,1I).

D tracién. S que F\ € K(I,I). Por la proposicién G.il, existenn e N y. .

POng:

1.

dos

valos cerrados disti del vacio, Ay B, talesque ANB=¢y

AUBC FL(A)NF(B).

Como AU B C F}(A), tenemos que para teda j € {0,1,2,..,n}, i‘i(A) no es un inten:'n.lo
formado por un sélo punto. Por lo tanto para toda j € {0, 1,2,...,n}, F;"(A) # {A}

Por el lema 6.9, tenemos:

FR(4)= R (Fp-'(a)) 7(FrY(4) = £ (R(F-34)) c (F}‘—ﬂkA)) = ;

w C Y (RA(4) C £ (S(4)) = S(4).

Por tanto AU B C f*(A). De manera andloga AU B C f~(B). Y, por la proposicién G.il, e
fek(,I.a

Teorema 8.13 El conjunto NK(I,1) es arco-conezo.
Demoatracién. Sea f € NK(I,I), consideremos la familia:
z) 8l flz) < A
NS POEYOF
Asif(z)> A

A €[0,1]. Por el lema 6.8, F) es un arco que une f con la funuén constante cero Por el lema o
6.12, para todo A € [0,1], F,\ENK(II) o -

Finalizamos mostrando que tanto K (I ,I ) _cdﬁlé’N K(I,Iyno son conjuntos convexos.




: K A'Piopos‘icién 6.14 K (1,1I) no es convezo.

vFg(z) =1 para todo z € [0,1], I"'L ¢ K(I,I).5
: i’fé‘l:osicidn 8.15 NK(I,I) no es convezo.

‘donde ‘g (z).es

vyl‘ tracion. Consideremos la familia F,\(z)

dada por:

9(z) =

yie [0 1]. Fy esun segmenlo dc’

La funcién Fy tiene un punto periddico’de periodo 3, Fy ¢ NK(I;1).0:
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Estas son las grificas de g y F}.
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Capitufo 7
Caos y puntos periédicos

Sea M un espacio métrico perfecto y completo. En este capitulo demostramos la siéﬂiente
equivalencia: f : M — M es cadtica en M si y solamente si para todo £ > 0, y para todo
conjunto D compacto, D2 C M, existe un punto periédico tal que su Grbita es c-densa en D. Es
decir, la presencia de caos es equivalente a una particular distribucién de los puntos periédicos.

Como corolario obtenemos que los periodos presentes en una funcidn caética forman un conjunto

1.

no acatado. En el caso de que el espacio M sea pacto, la equi anterior gse puede

expresar asf: .
La funcién f es cadtica en M si y solamente si para toda ¢ > 0, existe z € Per(f) tal que

su 6rbita en c-densaen M.

7.1 Relacién caos y puntos periédicos.

Sean f: M — M, continua en M,y M espacio métrico perfecto y completo.
Definicién 7.1 Sean D C M ye > 0, decimos que A C M esc-denso en D si paratodox € D
eziste y € A tal que d(z,y) < €.

Observacion 7.a. Si D es compacto, para toda £ > 0 existe 4, de cardinalidad finita, tal

que A es e-denso en D.

Proposicidén 7.2 Si f es cadtica en M, entonces para todo subconjunto compacto, D, y para

toda ¢ > 0, eziste z € Per(f) tal que o(z, f) es c-densa en D.

Demostracion. Sea D C M un conjunto compacto. Dada £ > 0, existe una cubierta

abierta finita de D de la siguiente forma:
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- 0= {E:(z;) {z; € D parai€ {1,2,.. k)} Dc Uf—‘_.,B;(z.-).

Sean § = £ y u € M tal que la o(y, f) es densa en M. Como cada Bg(:,) es abierta en M,
existe ng € N tal que para todo j € {1,2,...,k} se tiene que

By(z) 0 {u, £(u), I’(u).---,f"“(u)} #6.(%

B = Bs(u) N [~ (Bs(S(w)))N .. n!"‘"(Bs(f"“(u))) ‘

Obsérvese que B es abierto y distinto del vacio. Por tanto ex.lste z€ Per( f ) n B. -

Demostraremos ahora que la érbita de z es e-densa en D. Sea y e D e)uste 7 1 <jig < k ta.l

que y € Bs(z;). Por la ecuacién (*), existe §,0 < § < ny, tal qug fi(n) € B;(z, Euto lmphca

que:

d(£(@),9) < AU, F(W)+ () 73) + (i, 0) <E+6+6

Por tanto d(f(z),y) < &. O

Proposicidn 7.3 Si para todo D C M compacto y para toda £ > 0, emte z€ Per(_f) lnl que

oz, f) es e-densa en D, entonces f es cadtica en M.

Demostracidn.

Paso uno: La densidad de los puntos periédicos.

Sea A C M un conjunto abierto y distinto del vacfo. Seana € Ay e > 0tales que B,(a) C A.
Como el conjunto D = {a} es compacto, existe z & Per(f) tal que su érbita es e-densa en D,
esto implica que existe y € Per(f) N B.(a) C A. Por tanto Per(f) es denso en M.

Paso dos: La transitividad topolégica. )

Sean Ay B abiertos y distintos del vacfo, Seaa € Ay b € B, existe € > 0 tal que B(a) C A
. ¥y B,(b)C B.Sea D = {a,b}, D es compacto en M. Por hipétesis existe z€ Per(f) cuya drbita

es e-densa en D, entonces

oz, )NA#£yo(z, /)N B # ¢.
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Por lo tanto existe n € N tal que f"(A)NB# ¢. O
El siguiente teorema resume los resultados anteriores.

Teorema 7.4 f: M — M es cadtica en M si y solamente si para todo subconjunto compacto
de M, D, y para toda € > 0, eziste x € Per(f) tal que o(z, f) es c-densa en D. O

Corolario 7.5 Si f es cadtica en M, ent el conyj {n | Pern(f) # ¢} es no acotado.

Demostracién. Dada n € ¥ t np distintos en M, {21, z3,...,2,} = D. Sean

. s - 5.
6 = min{d(z;,z;) | i#, 1< i,jSn} ye=3.

Como D es compacto, existe z € Perm(f) tal que su drbita es £-densa en D, esto implica

quem>n 0O

Observacidn 7.b. El teorema 7.4 y el corolario anterior muestran también que si f : M —
M es caética en M, entonces en todo subconjunto abierto de M existen puntos periddicos de
periodo arbitrariamente grande. Es decir, de manera m4s formal, la siguiente afirmacidn es
cierta: Si f: M — M es cadticaen M, entonces para todo ¢ > 0, para todo z € M y para todo
n € N, existe y € B, (z) N Perpy (f) tal que m > n.

En el caso de que M sea compacto, el teorema 7.4 queda de la siguiente forma:

Teorema 7.8 Sea M un espacio métrico, pacto y perfecto. Sea f: M — M una funciin
en M. Ent [ es cadtica en M si y solamente si para todo £ > 0 existe z € Per(f)

tal gue su crbita es c-densa en M. O

El hecho de que f sea cadtica en M, con M compacto, no implica que dada € > 0 exista

id el sj

no € N tal que toda érbita de periodo mayor que ng sea c-densa. C

ejemplo:

Ejemplo 7.c. Sea 37 = {7 = (20,21,Z3,-..) [z; € {0,1} para todo i > 0} con la distancia:

d(z,5) = -217 donde n = min {i |z # %} .
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"Sea o : 3~ — 3 el corrimiento, es decir o(zo, z1,%2,...) = (Z1,23,%3,...). Sabemos (véa.se
[11]) que 3" es compacto y que o es caiticaen . ) ) )
Dada n € N,n > 2, consideremos el siguiente punto de 3. -

z=(0,1,1,..,1,0,1,1,...,1,0,1,...,1,0,1,...),

donde los 1's forman bloques de n — 1 elementos. Tenemos que Z € Per,(f), y que para todo
m > 0lad(e™(z),0) > 1, donde T = (0,0, ...). Por tanto ninguna de las érbitas de este tipo de

puntos periédicos puede ser e-densa en ¥ si € < %
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Capitulo 8
Ejemplos de funciones cadéticas

En todos los ejemplos vistos hasta ahora, el conjunto cadtico ha sido compacto. En esta parte
construiremos una funcién caética en todo R, f: R — R, y con ella mostraremos una que lo es
en el intervalo abierto (0,1), ¢: (0,1) — (0, 1). En la parte final demostraremos que para todo
€ > 0, existe una c-perturbacién de la identidad, id: [0, 1] — [0, 1], cadtica en todo {0,1].

8.1 Una funcién cadtica en todo R.

Sea f : B — R asi: st z € Z, entonces

z+ 2si zes par
2~ 2 si 2z es impar.

En cada intervalo de la forma {z, z + 1), z € Z, definimos a f en forma lineal de tal forma
que f sea wqﬁnua en R.

Observacién, 8.a.
i) f restringida a los enteros es una funcién biyectiva, y pod P! s

" de este moda:

N : e YW d
oy -4,-3,2,-1,0,1,2,3,4,..
A R WaR

Por tanto si 2 es pas, liMpo.os S™(2) = o0, ¥ 6i 2 es impar, limy .o S™(z) = —00.

it} La pendiente de f en [2,2 + 1] es -3 si z es par, y es 5 5i z es impar.
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" Estaesla gréfica de f.

-4 ~3 —2

' Lema 8.1 Para todo z € Z y para todo n € N se tiene que:
i) oz z 4 1) C [z 41y
i) U2 of™([2,2+ 1] = R.

Demostracidn. Sea z € Z,como .

!([z.z+i]);{ ‘ [*—1.z+2].aiz,;p,,
[z—2,24 3] si 2 es impar,

en ambos casos tenemos gue [z,z 4 1] C f({z,z+ 1]) = [u,v], con u entero impar ¥ v par,
u < v. De aqui se sigue que para todan € N
oz +1)=[u-2n—1),0+2n~1).

De esta igualdad concluimos de manera i diata 1as dos afirmaci : del lema. O

o]

icion 8.2 f es topologi te transitiva en R.

ESTA TESIS WO DEBE
SAUR DE LA BIBLIBTECA
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Demostracién. Sean z € R y £ > 0, tales que B,(z) C {2,z + 1) para algin z‘e z.

Paso uno. Existe ng € N tal que f"o(B.(z)) contiene un entero. )

Demostracién. Si A = (a,8) C [w,w+ 1], w € Z, entonces la longitud de f(A4) es mayor
o igual a tres veces la longitud de 4, long(f(A)) > 3long(A). Por tanto si para toda k €
{0,1,...,n}, f¥(B.(z)) N Z = ¢ tenemos que

long(f"(B.(z)) > 3"(2¢).

A partir de esta desigualdad es i diata la afirmacié
Paso dos. Existe n; > np tal que [z,z + 1] C f™(B.(z)) para algt'm.z €2z

Demostracién. Sabemos que f™°(B.(z)) contiene un intervalo de la forma [w,b) con w € Z

yw< bjodela forma (e, wjconwe Zya<w.

Tomemos el caso [w,5) C f*(B.(z)). Si w+1 ¢ [w,b), f([w,b)) es un intervalo abierto en
un extremo y cerrado en el otro, en ambos casos tenemos long(f([w, b))) > 3(b—w). Si f ([w,d))
contiene a dos enteros consecutivos, terminamos. En caso contrario aplicamos nuevamente f.

En forma andloga al paso anterior. Si para todo & € {0,1,...,n}, f({w,b)) no contiene dos

enteros consecutivos, entonces

long(f™([w, b)) > 3°(b — w).

Y de esta desigualdad se sigue la afirmacién.

Paso tres. El final.

Sean A y B dos conjuntos abiertos y distintos del vacio. Por los pasos uno y dos, existe
n € N tal que [2,z + 1] C f*(A) para alguna z en Z. Por cl lema 8.1, existe m € N tal que *
J™(4) N B # ¢. Por tanto f es transitiva en R. O

La siguiente proposicién nos dd informacién valiosa sobre la dindmica de funci definid

en un intervalo de R.

Proposicisn 8.8 Sean I unintervaloen Ry f : I —+ I una funcid 14 Sifest 14

.

enl, ent [ tiene densidad de puntos periodicos en I.

Demostracién. Ver [24], [34], 6 [4]. O

Proposicién 8.4 Sean I unintervaloen R y f : I — I una funcic ti Si [ es transiti

en I, entonces f es cadtica en I. O
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Por lo tanto la funcién f : R — R que hemos construido es cadtica en R.

Observacién 8.b. Enlap icién 8.2 de hecho demostramos qt;e J es mezclante.

P

A partir de £ podemos inmediatamente construir una funcién cadtica en el intervalo abierto

(0,1), g: (0,1) — (0,1).
Sea h : R — (0, 1), dada por A(z) = (1)arctan(z) + 1. La funcién A es un h fismo,
Seag=hofoh 1t el sigui diagrama ativo:
R f R
—
Al 1A

01 7 (0.1).

Por lo tanto g es cadtica en (0,1).

Proposicién 8.5 Eziste G : [0,1) — [0, 1}, continua en (0,1}, tal que para todo z € (0,1) se
tiene g(z) = G(z).

D tracidn. Sab que para todo z € R, f(z) ple las sigui ig d

v .

z2-2< f(z)<2+2.(%

Por tanto para todo ¢ € (0, 1) tenemos

ANy —2< foh~M () S AT + 2.
. Como h es creciente,

A7 (1) =2) < ho f oh7I(t) < h(l;"‘ +2).

ol - decl Tdad

3 5!

, Por lo tanto para todo ¢ € (0, 1) se las si

h(h=1(t) - 2) < g(t) < h(A~1()) +2). (**)

Seace€ R; tenemos

1 1 1
i -1 = lim = -z s =
th(h (t)+c)_!u%rarctan tan(x (¢ 2))-l--::]+2_0y
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e _| g L [ v_l ] 1o
, i.‘l_l'!}ll(h (t?fc)—‘lx_!x}rarctan tan(x(t 2))+¢: +2-l.

. De ésvtos’bllmit'es.ydevla jesigualdad (**) ot que

limg(t) =0y limg(t) = 1.

Definiendo G : [0,1] — [0, 1] asf G(0) = 0,G(1) = 1 y G(z) = 'g(zi ‘para ti;dé z€ .(‘0,41)’ . '

terminamos. O

Observacién 8.c.

i) G es caética en [0,1].

ii) G es mezclante en [0, 1].

iii) Para todo A abierto, 4 < (0,1), se tiene que U, G-"(4) = (0, 1).

v) G=1(0) = {0} y G-}(1) = {1}.

v) El conjunto {z € [0,1)]U2(G"(z) es denso en [0,1]} es el intervalo (0,1), ver {5]. De
hecﬁo M. Barge y J. Martin demuestran que si F : [0,1] — [0,1] es cadtica en [0,1], entonces
existen a lo mds tres puntosen [0,1), 23, 23, T3, tales que U2 o F*~"(;), i = 1,2 6 3, no es denso

en [0,1].
De las desigualdades en (**) obtenemos

h(h=Y(2) - 2) < G(t) < A(h7'(1) +2).

para todo t € (0,1). Sabemos también que para todo ¢ € (0, 1) se tiene

L MRTI() =2) < 1< AR H 2),
" por lo tanto para t‘o‘dd te (b, 1) .
1§ IV R, R 1
G -1 < {arctan [tan(:r(t -+ 2]  arctan [ta.n(x(l - ]} .
Vamos a encontrar una cota superior para la distancia d(G, id). el
_ Sean A > 0y H,(y) = arctan(y + A} — arctan(y — A). La funcién H, alcanza su méxixxiq en :

y = 0, y éste es arctan(A) — arctan(—A) = 2arctan{A).

Porlo tanto para todo t € [0,1],
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16 -1l < 2 arctan(2).

De esta tltima desigualdad concluimos que d(G, id) <  arctan(2).

8.2 Una e-perturbacidn caética de la identidad.

La siguiente proposicién muestra que pod funci Sticas, { : {0,1] — [0,1],

con conjunto caético todo el [0,1], tan cercanas como q a la funcién identidad. En su

demostracién utilizamos las funciones f, g, 4, G' 'y H» que hemos construido.

Proposicién 8.8 Para todo e > 0 eziste | : [0,1) — [0, 1], continua y cadtica en [0,1], tal que
d(l,id) < e. )

Demostracién. Sea A > 0. Consid el h rfismo J5(z) = ¥,y fa: R — Rtal
que el sig| diag) ’ :
R f R
-—
Il L
R f R

La coleccién {f,\(z) = (*) f(Az), A> 0} es una familia de funciones cadticas en R.
Es inmediato [fy(z) —s.zl = $1f(Az) - Az]. De esta desigualdad y de la desigualdad (*)

obtenemos

2
z)-=1< 5,
y de aqui, .

2 2
z=3Sh@)<z+3.

Siguiendo el camino de la proposicién 8.5, leg a

w0 - 3 <o <00+ ),
donde g» : (0,1) — (0,1), ga{8) = h o fr o h1(2).
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Cada gy €5 cadtica en (0,1) y podemos ,extend.erla a una funcién cadtica y continua en el
[0,1], Gx: [0! l] - [0. 1]'

™ Por ﬁlt_ixﬁo:

I6x(®) ~ 1l < A1)+ 3) ~ a(h ) - 2,

bara todat € 0,1]. "

1ot

Recordando lo ‘que hici para Hy

I6:(8) — 1] < 2arctan(3), '

para toda t € [0,1]. Por lo tanto (G, id) < 2arctan (§) .
Dada € > 0, existe A > 0 tal que 2arctan(%) < e. Sea {(2) = Ga(t), d(l,id) < e. O

Observacién 8.d. Las familias {g\} y {G,} son continuas con respecto a A.

Definicion 8.7 Sean f € C°(I,I) y € > 0, decimos que g € C;’(I. I) es una e-perturbacion de
fsid(f,g)<e.

Lo que hemos demostrado en esta parte se puede expresar asf:

Proposicién 8.8 Para todo ¢ > 0, eziste una c-perturbacion de la identidad, id : [0,1] — [0,1],

tal que es cadtica en todo el intervalo [0,1). O

fin-
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