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TEORIA DE DISPERSION
PARA LA ECUACION DE ONDA
CON PERTURBACIONES DE RANGO CORTO

Flor de Maria Aceff Sanchez

Desde hace muchos afios, la Teoria de Dispersién ha sido extensamente estudiada
tanto las ecuaciones de Schrodinger como en las ecuaciones de onda. Tradicionalmente la
ecuacién de Schrédinger fue tratada con argumentos independientes del tiempo, mientras
que la ecuacién de onda fue tratada con argumentos dependientes del tiempo, al menos en
la forma en que lo hicieron Lax y Phillips. Enss cambib todo esto en 1978 desarrollando
un acercamiento dependiente del tiempo para la ecuacién de Schrédinger, el cual es muy
parecido al acercamiento de Lax-Phillips.

Phillips en 1982 y 1984 traté la ecuacién de onda en IR™ con una perturbacién de
rango corto tomando como marco tedrico la teoria de Lax-Phillips, en el proceso utilizé un
argumento de Enss. La ecuacién perturbada que tomé fue

Uy = Za“a.‘iaju - qu,

donde la matriz (a;;) es C1) y positiva casi dondequiera; ¢ estd en L,(IR"), donde p = n/2
paran>4,p>2paran=4, p=2paran=3y g es localmente L, paran=1y 2;

a — 0 =0 (;'L") = Bai; para alguna o > 1,

q=o($) para alguna g > 2.

En este trabajo presentamos dos generalizaciones del resultado anterior de la Teorfa
de dispersién de Lax-Phillips. Primero lo hacemos para perturbaciones del tipo £%2,
para B=2-2, p € L’, s > 2, s > 3; en este caso los espacios de la energia resultan ser
equivalentes respecto a la norma, y se hace un tratamiento parecido al que hace Phillips.
Este tipo de perturbaciones es mas general que el de Phillips, y para probar la equivalencia
de las normas utilizamos un resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg, ya que utilizando el
método que aplica Phillips (desigualdades de Sobolev) no es suficiente. La existencia de los
. operadores de onda se muestra aplicando el método de Cook en dos regiones del espacio
}I)R}:l i Para ver que los operadores de onda son completos se trata igual que el caso de

illips.

En la segunda generalizacién presentamos una teoria de dispersién para la ecuacién de
onda con perturbaciones de orden Fll'” 8> 3/2. En este caso los espacios de la energia Ho y
H, no son equivalentes respecto a las normas, sin embargo se muestra que los operadores
de onda Wyi:Ho — H; existen y son completos (donde #/ es el comp?emento ortogonal
del subespacio generado por las eigenfunciones de A, en %,). Esto significa que a pesar
de que los espacios no son equivalentes, el comportamiento de las sefiales en infinito son
semejantes en ambos espacios. )

Uno de los atractivos més importantes de hacer Teoria de dispersén al estilo de Lax-
Phillips es que en general casi toda la informacién se obtiene a partir del espacio sin
perturbar.



Scattering Theory for the wave equation
with short range perturbations
Flor de Marfa Aceff Sdnchez
In 1982 and 1984 Phillips studied the wave equation on IR" with perturbations of short range, taking
- as theoretic frame the Lax-Phillips theory. In the process he used an argument of Enss. The perturbed
equation that he studied was
a g = Giaij0iu — qu

where the matrix (a;;) is C(1) and everywhere positive; g is in L,(IR*) where p=n/2forn > 4,p > 2
forn=4,p=2forn=23and ¢in Lz locally for n = 1 and n = 2; da;; — bi; = o(l/r“’) for some a > 1,
g= o(l/rf’) for some 8 > 2.

This work presents two generalizations of the above result. The first generahzat:on is done for pertur-
bations of the type ¢(z)/}z|? with # =2 —n/s, pin L,, s > n > 2. In this case, the energy spaces are
equivalent respect to the norm as in the Phillips case. These type of perturbations are more general than
those of Phillips, and to prove the equivalence of the norms we used a result of Caffarelli-Kohn-Nirenberg.
The existence of the wave operators is proved by applying the Cook’s method in two regions of the space
IR™. The proof of the completeness of the wave operators is done as in Phillips work.

The second generalization presents a scattering theory for the wave equation with perturbations of the
short range of order 1/|z|?, 8 > 3/2. In this case the energy spaces are not equivalent respect to the norms,
but it shows that the wave operators exists and are complete. This means that the behavior of the signals
at infinity are similar in both spaces.
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INTRODUCCION

En este trabajo presentamos dos generalizaciones de Ia Teoria de dispersién
de Lax-Phillips, en el capitulo Il lo h para perturbaci del tipo M' , para
A =2-18,p6€L%s >n> 2 eneste caso los espacios de la energia resultan
ser equivalentes respecto a la norma, y se hace un tratamiento parecido al que se
hace en Phillips [2]. El tipo de perturbaciones que tratamos en el capitulo II es mis
general que el de Phillips [2], y para probar la equivalencia de las normas utilizamos un
resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg, ya que utilizando el método que aplica Phillips
(desigualdades de Sobolev) no es suficiente. La existencia de los operadores de onda se
muestra aplicando €l método de Cook en dos regiones del espacio IR". Para ver que
los operadores de onda son completos se procede igual que en el caso de Phillips {2].

En el capitulo III pr tamos una teorfa de dispersién para la ecuacién de onda
con perturbaciones de orden —1-5 B > 3/2, localmente en L™. En este caso los espacios

de la energia Hg y H, noson eqmvalmtes respecto a las normas, sin embnrgo se muestra
" que los operadores de onda existen y son pletos en el subesp 7{ de M4 (el cual

es el complemento ortogonal del subespacio generado por las elgenfuncxones de Aq)

Esto significa que a pesa.r de que loa pacios no son m,u. lentes, el comportami

de las sefiales en son tes en amb )8,

(¥

En el capitulo I presentamos algunos resultados conocidos, pero que son im-
portantes para el desatrollo de la teoria de dispersion que se hace en los capitulos Il y

oL

Uno de los atractivos méas importantes de hacer Teoria de dispersidn al estilo de
Lax-Phillips es que en general casi toda la informacién se obtiene a partir del espacio
sin perturbar.

La teoria de dispersion p el portamiento asintético de un sistema
cuando ¢ tiende a —oo con su comportamient intéti do t tiende a +00. Es
especialmente fructifera en el estudio de sistemas construidos a partir de un sistema
simple con la imposicién de una perturbacion, probando que la infl ia de la per-
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turbacién en movimientos para [t| grande es casi imperceptible, es decir, cualquier
movimiento del sistema perturbado para |t| grande es indistinguible de un movimiento
del sistema sin perturbar. Asi, si U(t) y Up(t) denotan los operadores que relacionan los
estados de los sistemas perturbado y sin perturbar en el tiempo cero con sus respectivos
estados en el tiempo ¢ entonces a cada estado f del sistema perturbado le corresponden
dos estados f_ y f del sistema sin perturbar tal que U(t) f se comporta como Up(2) f-.
cuando ¢ — —oo y como Ugp(t)f+ cuando ¢ — +oo. El operador de dispersion estd
definido como:
S:fe— f4.

El propdsito de la teoria de dispersion es probar la existencia de tal operador
de dispersion y ligar sus propiedades a la naturaleza de la perturbacién. En situa-
ciones donde el operador de dispersién lo constituyen solo los datos observables del
movimiento, entonces el objetivo principal es, el problema inverso, reconstruir a la
perturbacién a partir del operador de dispersidn.

Las referencias sin niimero romanos, se refieren al capitulo en cuestidn.

A continuacién presntamos un breve resumen del acercamiento de Lax-Phillips
a la teoria de dispersién y mencionareremos algunos de los resultados mas importantes
en esta drea de 1967 a la fecha, y en este contexto enmarcaremos el resultado de esta
tesis. Lax y Phillips consideraron en 1967 la ecuacién aciistica

uy = Au )
sobre un dominio exterior G, con datos iniciales
u(z,0) = fi(z) y uz,0)=fo(z) z€CG )]

y condiciones de Dirichlet en la frontera 8G. Con H denotaremos al espacio de Hilbert
de todos los datos iniciales f = (f1, f2) de energia finita, donde la norma de la energia

es
WP = [ VAP +1f2f? do. @

Ahora elijamos p suficientemente grande tal que el obstdculo O quede comple-
tamente dentro de la bola B, = {z : |z| < p}. Una solucién de (1) es llamada saliente
si se anula para toda z con [z] < p+1¢, t 2> 0, y entrante si se anula para toda x con
|zl < p—¢t,t < 0. El conjunto de todos los datos iniciales para las soluciones salientes
(entra.ntes) es denotado con Dy (D). Finalmente sea U(t) el operador que ma.nda los
datos iniciales en los datos solucién al tiempo ¢. Es claro que {U(¢)} forma un grupo
uno-paramétrico de operadores unitarios (i.e. que preservan la energia) en M.

Los espacios entrante y saliente tienen las siguientes propiedades:

HU@D-.CD- t<0yU@)DyCDy t20
ii) NU@)D- = {0} =NU(t)D+
iti) UU(t)D- = H =UU(E)Dy.




Cualqui bespacio que satisface la parte de D (6 D..) de las propiedades
anteriores, corresponde a una representacion de la translacién entrante (o saliente) que
transforma al espacio M en un espacio de Hilbert L2( IR, N) de funciones k(s), que van
de los vectores definidos en la recta real a un espacio de Hilbert auxiliar N, con la

e I = | 1k(o) . @

Esta transformacién es unitaria y envia a D_ (6 D4) en L¥((—o0,—p), N) (6
L%((p,00), N)) y U(t) actiia como la translacién derecha

U(t): k(s) ~ k(s — t). ®)

Denotando con k— y k4., respectivamente, las representaciones de la translacién
de f € H dado, respectivamente el operador de dispersién es definido como

S:ke — k4. (6)
Es claro que S es unitario en H y c ta con la tr
Tomando la transformada de Fourier k(') de un rep tante de la t lacid
k(s), obt s la repr tacién espectral. La rep itacién espectral es absoluta-
mente continua. Como § ta con la translacién, se sigue que en la representacién
espectral del operador de dispersidn toma la forma de un operador multiplicativo en
N:
S(0)k~(0) = k4(o), 4]

donde S(o) es unitario en N para cada real 0.

En general la teoria abstracta no va mds alla de este punto para el caso en que
n es par (Lax-Phillips[1]). Ademdés, en el case de n impar D_. y D4 son ortogonales,
asi que las proyecciones ortogonales P_ y Py en el complemento ortogonal de D_ y D4
también son ortogonales. Esto y el hecho de que la propiedad (i) se satisface, implica
que los operadores
Z(t)= P UR)P- t20 (8)
forman un semigrupo de operadores en el subespacio K = H(D_ @ Dy ). El efecto de
P._ es el de quitar las sefiales que podrian venir de muy lejos, mientras que el efecto
de Py es el de quitar parte de la sefial que no interactia muy lejos con el obstéculo.
Como los datos en D— y Dy se anulan dentro de la bola B, concluiremos que para
datos f con soporte en esta bola

{Z(0)f1(=) = W) f)=) ®

para toda z € B,. Denotando el generador infinitesimal de Z con B, si Z(2p)(A—B)~!

es compacto, como es el caso de la ecuacién de onda ([12]), entonces B tiene un espectro
puramente puntual {A;}, estos Ag son también conocidos como las frecuencias de dis-
persién. Como los operadores Z(t) son contracciones que tienden a cero fuertemente,



vemos que ReA; < 0. Existe una relacién muy cercana entre el semigrupo {Z(¢)} y la
matriz de dispersién S(o) para la ecuacién acistica. En este caso, S(o) tiene extensién
meromdrfa en el plano complejo con polos p te en los puntos {~iA;} y espa-
c:os nulos en los puntos {iA;). En consecuencia el semigrupo (Z(t)} nos provee de una
herr ta te para el estudio de singularidades de la matriz de dispersién.
Ademds esta relacion tambié a que los valores propios {A;} no dependen dela
eleccién de p.

Cuando Z(tp) es pacto para algin ty > 0 (y por tanto para todo t < ¢p)
podemos afirmar que sup Rc,\k < 0y por tanto

Z{e) < cemot (10)

para alguna a > 0. En este caso concluimos por (9) que la energia de la data con
soporte en Bp decae exponencialmente para || f|] < const. Fmalmcnte si meglamos los
valores propios A de B tal que sus partes reales estén en orden d yd

con P la proyeccién sobre el k-ésimo eigenespacio entonces para cada £ > 0

< constexp{(Am41 +€)t]. (11)

2() - é exp(Oe(t)Pe

Extensi y Aplicaci
Desde hace muchos afios, en la Teorfa de Dispersion han sido extensamente
studiada tanto las iones de Schrodinger como las iones de onda. Tradici

nalmente la ecuacién de Schrodmger fue tratada con arg tos independientes del
tiempo, mientras que la ecuacién de onda fue tratada con arg tos d dientes del
tiempo, al menos en la forma en que lo hxcxeron Lax y Phllhps Enss [l] cambié todo
ento en 1978 desarrollando un acer diente del tiempo para la
de Schridinger, el cual es muy parecido al acetca.nnento de Lax-Phillips.

Phillips [2] en 1982 y 1984 traté la ecuacién de onda en IR™ con una pertur-
bacién de rango corto tomando como marco teérico la teoria de Lax-Phillips, en el
proceso utilizé un argumento de Enss. La ecuacién perturbada que tomé fue

uy = 3 9;8;0;u — qu, (12)

donde 1a matriz (g;;) es ) y positiva casi dondequiera; ¢ estd en LP( IR"), donde
P=n/2paran>4,p>2paran =4, p=2paran =3y q es localmente L2 para
m=1y2;

1
aj —6;j=0 (r—..) =8a;; paraalgunaa>1,
1
q=0(;5) para alguna g > 2.

Para el caso de la ecuacidn de Schrédinger se sabe desde hace tiempo que
existe mne teoria de dispersién para perturbaciones de rango corto de orden 8 > 1.

(13)
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Una pregunta natural es entonces si se puede hacer una teoria de dispersién para la
ecuacién de onda con perturbaciones de rango corto de orden 8 > 1.

_En este trabajo presentamos dos generalizaciones del resultado anterior de la
Teoria de dispersién de Lax-Phillips. Primero lo hacemos para perturbaciones del tipo

lzz ,para B =2—5, ¢ € L%, s > n > 2; en este caso los espacios de la energia resultan
ser equivalentes respecto a la norma, y se hace un tratamiento parecido al que hace
Phillips. Este tipo de perturbaciones es més genera! que el de Phillips, y para probar
la equivalencia de las normas utilizamos un resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg, ya
que utilizando el método que aplica Phillips (desigualdades de Sobolev) no es suficiente.
La existencia de los operadores de onda se muestra aplicando el método de Cook en
dos regiones del espacio IR™. Para ver que los operadores de onda son completos se
trata igual que el caso de Phillips.

En la segunda generalizacién presentamos una teoria de dispersién para la
ecuacién de onda con perturbaciones de orden I—lea, B > 3/2, localmante en L®. En este
caso los espacios de la energia Hp y M, no son equivalentes respecto a las normas, sin
embargo se muestra que los operadores de onda Wi: Mg — ’Ha existen y son completos
(donde H; es el complemento ortogonal del subespacio generado por las eigenfunciones
de Aq en Hg). Esto significa que a pesar de que los espacios no son equivalentes, el
comportamiento de las sefiales en infinito son semejantes en ambos espacios.

El patrén de la prueba de Phillips {2] es usado por Woo en su articulo [1] que
después fue adaptado por de Phillips-Wisckott-Woo[1] para hacer teoria de dispersién
sobre variedades hiperbélicas..

En 1973, Lax-Phillips investigaron sistemas perturbados disipativos tales como
la ecuacién de onda en un dominio exterior con una condicién de frontera disipativa

uy + auy =0 con a > 0. (14)

Para otras aplicaciones véase Majda[1]. Lax y Phillips supusieron que el sistema sin
perturbar satisfacia las condiciones (i), (ii) y (iii) con H y U reemplazadas por My y
Up. Después supusieron que el sistema perturbado estaba descrito por un semigrupo
{T'(¢) : t > 0} de contracciones actuando en un espacio de Hilbert 7 el cual contenia
D_ y D,. Finalmente supusieron que
T(t)f = Up(t)f para todo f € Dy. y todo t > 0,

@) T*)f=Us(-t)f para todo f € D_ y todo t > 0,

@) tl_ix‘nmP.'.T(t)f =0y t—li—l?oo P_T*(t)f =0 paratodo f € H,
donde como antes Py (P-) es la proyeccién ortogonal de 7 en el complemento ortogonal
de Dy (D-). La propiedad (i) implica (i) y (i), mientras que (ii’), al igual que (iii)
expresa el hecho que bajo la accién de T' (6 T*) la data después de cierto tiempo llega
a Dy (6 D_). Ahora el operador de dispersién es definido como

§ = slig Uo(~t)7*T(2)TUg( 1), s)

-8 -



donde J transforma linealmente a Mgy en 7 y actdia como la identidad en D_ + Dy
Bajo las condiciones anteriores S existe y conmuta con Uy, de lo cual se sigue que la
representacion espectral de la matriz de dispersién actia como un operador multiplica-
tivo S(c) para cada 0. Si D— y D, son ortogonales, entonces se puede demostrar que
S(o) tiene una continuacién analitica en el semiplano inferior; también se puede defi

el semigrupo Z con generador B:

2(t) = PyT(t)P-. (16)

Cuando la resolvente de B es meromorfa, entonces también lo es S(z) ¥, como
antes —i veces los valores propios de B son polos de S(z) ¥ corresponden a fi
propias generalizadas del generador A de T. Maés an, los ceros de $(z) correspon-
den a funciones propias generalizadas de 4 y las que estan en el semiplano superior
corresponden a funciones propias ordinarias.

En una serie de articulos, Cooper y Strauss [1] y [2] han intentado extender la
Teoria de Lax-Phillips para la ecuacién aciistica con una clase adecuada y restringida
de obstéculos en movimiento. La analogia es especialmente cercana para un obstidculo
acotado que no queda atrapado bajo cambios periédicos de periodo T' (ver Cooper-
Strauss [2]). Bajo estas condiciones, existe una sucesién Ag de nimeros complejos,
llamadas las frecuencias de dispersién, cuyas partes reales tienden a ~o0o y cuyas partes
imaginarias son normalizadas para estar en el intervalo [0, 2r/T'). Para cada ), existe
una solucién saliente de (1) de la forma exp(Agt)pe(z,t), donde pi(z,t) es de periodo
T respecto al tiempo. En analogia con (11), toda solucién de (1) tiene una expansién
asintética en estas soluciones propias de dispersién de la forma

u(z,t) ~ 3 cx exp(Aet)pe (2, 1). an

La herramienta técnica principal es la evolucién local del operador Z(t,s), el cual
generaliza al operador Z(t) definido en (8).

Después Helton [1] y [2] desarrollé una versién abstracta de teoria de “realiza-
bilidad" para el andlisis de redes eléctricas, la cual se construye tanto en la teoria de
Lax-Phillips como en la de Foias-Sz.- Nagy[1]. En la teoria de Helton, los operadores
de onda estdn muy relacionados con los operadores de “control” y “observablhdad" de
la teoria de redes.

El operador T' dependiente del tiempo de Eisenbud y Wigner encaja facilmente
en el marco teérico de Lax-Phillips. Este operador mide la cantidad total de energia
que la seial U(t)f gasta en un subespacio, eligiendo en este caso a K = HO(D-© D4 ),
suponiendo que D es ortogonal a D4. Entonces se define T por medio de la relacién

ITfIE = [ 1PP-U@S IR, (18)

de la cual se sigue, al menos formalmente, que

T= /_ ‘: U(~t)PyP_(8)U(¢) dt. (19)

-9 -



 Se puede mostrar que T conmuta con el operador de dispersién S:

TS =ST (20)
en el dominio de T, asi que, en la rep tacion ctral salient de U, T es un
operador multiplicativo T(c); de hecho Lax-Phillips en [11] probaron que

T(o) = —iS(0)0,5%(a). . . 1)

Para obstéculos que no quedan atrapados se puede mostrar que T es un oper-
ador acotado.

En el mismo articulo (Lax-Phillips [11]) se establece una relacién con la férmula

de la traza: Para cualquier ¢ en €3°( JR..) para la cual
c=[ * $(0)2(t) dt (22)
=4 ,

estd en la clase de la traza,
e =23 [ #(o)r185(0)055%(2)) do. (23)
2 J~oa

Por la conexién entre las frecuencias de dispersion {A\t} y Z, se puede escribir
también el teorema de Lidskii .
: trC = Y d(ide)- (29)

Lax-Phillips demostraron para la ecuacién de onda con ¢ = ¢; * ¢2, ¢; en C§°(2p, o)
que C esté en la clase de la traza y que (23) es aplicable en el exterior de obstdculos que
no quedan atrapados. La expresién (23) también aparecié en la forma de una férmula
de “mini-traza” en su tratamiento de la férmula de la traza de Selberg (Lax-Phillips
[9]). Denotando el operador solucién del espacio libre con Ugy(t), Bardos, Guillot y
Ralston (1} mostraron para ¢ en C§°(2p, 00) que

trC=tr / SOUE) - Uo(t))dt (25)
¥ que de esta manera (23) y (24) valen cuando n es impar, para todos los problemas
con obstdculo acotado con condiciones de Dirichlet en la frontera. Finalmente Melrose

{3] extendi6 estos resultados para todo ¢ en C§°(0,c0). Esta formula de la traza es
utilizada en Bardos- Guillot-Ralston {1}, Melrose [2], y Petkov-Popov [1].

- 10 -



Capl'tulo I
. SISTEMAS SIN PERTURBACION

En este capitulo desarrollaremos las propiedades del espacio libre, empleand
como herramienta basica la representacion de la translacién.

El desarrclo empieza con la solucién de la ecuacién de onda en el espacio libre
para data en C§°; esta solucidn conserva la energia y por lo tanto la clase de soluciones
puede ser extendida por continuidad a cualesquiera datos iniciales de energia finita y
las soluciones asi extendidas definen un grupo de operadores umtmos {Uo(t)} con ge-

nerador Ag. Los subespacios D_ y Dy de data pam las cuales las sol se
en|z|<—tylzl<t respecti son pacios entrantes y salientes para
{Uo(¢)}. Las represent pectral y de la translacién para Up(t) son construidas.

La representacién de la translacidn estd muy relacionada con la transformada de Radon
y tiene la propiedad adicional de ser una transformacién unitaria de los datos iniciales.

L1 EL ESPACIO H,

Para la ecuacién de onda no perturbada

%—Au- ze R", te R
u(z,0) = fo(z) an

u(z,0) = fi(z),
donde A = Ty ;%’g, la norma de la energia se construye a partir de-
E(f)= [Vl +1fifdz s f=(fo,fr).

Iniciando con el espacio C§°(IR™) ® C§°(IR") complet con to a
Wilo= (E'o)l/ 2 para obtener el espacio de Hilbert Hyp. El producto escalar en 'Ho, estd
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" dado por o
(Uor i S fio = [ V1VF + AT da. a2

I.1.1 LEMA. Si la dimensién n es mayor o igual que tres, entonces la primera
te de un el to de Hg es una funcién localmente cuadrado integrable.

La prueba de esté basada en la siguiente desigualdad para funciones f1 en C§°:

4

R?
2 g < 2
Jica! il de < 55 [ 1901z, S ay
1a cual se obtiene como sigue: Escribamos

fifz) = - /': N ("I%'-) dr

y tomemos R = |z|. Por la desigualdad de Schwarz

@ < (77 ri=mar) ([ om-t0eaar)

z{2-n
= B2 [ sal VA,

Integrando con respecto a w = z/| |z| en la esfera unitaria obtenemos -
2 2 depe
[1notas < = [ IVhidy;

la desigualdad (1.3) se sigue de ésta después de multiplicar por R"~! e integrar respecto
aRe

El siguiente resultado es cldsico:

1.1.2 TEOREMA. Dado f = (fy, f1) de clase C§° ® C§°, los datos iniciales.
El problema (1.1) tiene una \nica solucién C™ u, tal que la energia de (u(z,t), u(z,t)
no varia con ¢

D tracién. La construccidn de una solucion se lleva a cabo por mediode la
transformada de Fourier (ver seccién 2 de este capitulo). Para probar la conservacién de
la energia multiplicamos Ia ecuacién de onda (1.1) por ug e integramos sobre [0, T] x IR™.
Integrando por partes obtenemos

0= /oT /m" ug(u — Au)dzdt = /OT /m(uguu + VuVu)dzdt
= /T _/m,, %('l? + IVuIz)td.tdt (1.4)

=3 fonlel +|Vu12)d=
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como afirmamos. La itima igualdad es una consecuencia de la velocidad finita de la
seiial la cual se sigue del siguiente

1.1.3 TEOREMA. Suponga que los datos f son cero en la bola |z — zg| < R,
entonces la solucién u(z, T) del problema (1.1), es ceroen labola |z — x| <R —T.

La prueba de este teorema es similar a la de conservacién de la energfa, excepto
que esta vez integramos sobre el cono truncado [z — rg) < R~¢,0 <t < T, y notamos
que los términos en las fronteras laterales 0 < ¢t < T son positivos.

El tcorema anterior afirma que ninguna sefial es transmitida con veloc:dud
mayor que uno. El siguiente resultado afirma que ning sefial es t con
velocidad menor que uno:

1.1.4 TEOREMA. Suponga que la data f es cero para |z — zg| > R, entonces
la solucién u(z,t) del problema con valores iniciales es cero para |z — 7o} < |t| — R

Una prueba de esto se da en la seccién 2. Combinando los dos 1ltimos resultados
obtenemos

1.1.5 TEOREMA. Pl;incipio de Huygens. El valor de una solucién u de
la ecuacidn de onda en el punto (z,¢t) depende sélo de los valores de sus datos iniciales
y de sus derivadas en los puntos de la esfera [z — zg] = ¢.

Abora, dada u la solucién de (1.1), definamos el operador Uo(t). que manda a los
datos iniciales de Ia ecuacién de onda en la pareja u(z, t), u¢(z, t), donde u es solucién
de la ecuacién en el tiempo t.

Uo(t): {fo, fi} — {u(z, 1), ue(z,)}. ’ (1.5)

Se sigue de los teoremas 1.2 y 1.3 que el operador Up(t) forma un grupo uno-
paramétrico y conserva la energin. Ademés puede extenderse por contindidad a todo
Hy, ¥ define un grupo uno-paramétrico de operadores en Hy.

Por el teorema de Stone todo grupo uno-paramétrico de operadores unitarios es
de la forma ef4 donde A es un operador autoadjunto. Denotemos con Ay el generador
infinitesimal de {Uj(¢)}. Claramente toda f en C§° pertenece al dominio de Ag, y para

) L= D

d
Aof = ZUNOS| _
Con mayor generahdad se puede mostrar que Ao es la cerradura del operador
diferencial matricial 0 1
( by 0) - (1.6)
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definido originalmente en C§°. Como las seiiales se propagan con velocidad finita, el
problema con valores |mcmles (1.1) puede resolverse pm‘a data en C™, sin estar sujeto
a alguna restriccion en infinito. Adn para extensiones posteriores es posible admitir
distribuciones como data inicial, por supuesto que en este caso las soluciones también .
son distribuciones:

1.1.6 TEOREMA. Dadas dos distribuciones fg y f], existe una tnica dis-
tribucion u(t) que es solucién de la ecuacién de onda con datos iniciales £, en el sentido
de que para toda funcién ¢(z) en C§°, (u,¢) es una funcién C* como funcién de ¢,
igual a (fo,#) en ¢t = 0 y cuya derivada en t = 0 es igual a (f1,¢).

Demostracion. Este teorema es dual al teorema 1.2 de la existencia de solu-
ciones para data en Cg°, la correspondencia es algo comp licada. Primero supongamos
que f y g pertenecen a Hy; entonces de la propiedad de {Uo(t)} de ser unitario vemos

que
{Uo(t)f,9)0 = (f, Uo(—t)g)o
y para g con Agg en C{° esto puede ser escrito como
((Uo(t)flo, ~Ago) + ([Ua(e)fh,91) = {fo, —AlU(—t)glo) + (f1. [Uo(~1)g)1),

donde {, } es el producto interno usual en L%( IR"). Como g ests en el dominio de Ay,
AgUo(—t)g = Up(—t)Aqg; es decir

Uo(—t)(91, Ago) = ([Uo(~t)gl1, AlUs(—t)glo)- .
Entonces la expresion de arriba puede ser reescrita como

([Uo(t)flo, ~Agy) + {[Uo(t) )1 01}
={fo, ~[Vo(~)(g1, Ago)}1) + {1, {Ua(~t)(g1, Ago)lo)-

Finalmente, notamos que para cualesquiera (p,%) en C§° la solucién gg de
Agg = —p, es tal que (gg,) esta en el dominio de Ag. Entonces podemos definir las
extensiones en distribuciones Up(¢)f por

(Uo(®)flo, #) = {fo: [Wo(~£)(0, )]1) — {f1,[Uo(—)(0, ¥ )]0}

{Wo(e)f11, ¥) = —(fo, [Wo(~t)(¥, 001} + (1, [Uo(~)(¥, O))o).
Es facil verificar que u = [Up(t)flo definida como en (1.7), es la distribucién solucién
deseada de la ecuacién de onda.

Sélo falta establecer la unicided y para ello supondremos que u es una dis-
tribucién solucién con datos iniciales nulos. Sea @(z,2) una solucién C™ arbitraria de
la ecuacién de onda con soporte compacto para cada ¢ y sea

i(t)= (u,02) — (ue, ¥).

- 14 -
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Entonces
= (u, pu) ~ (uee, @) = (u, &) — (u, L) =

Como {(0) = 0 vemos que {(t) es cero. Para cualquier tp y cualquier 1 en C§° podemos
elegir (z,¢) tal que p(z,t0) =0y iz, t0) = ¥. Entonces, {(u(tg),1) = 0 para toda ¢
en C§° y por lo tanto u(tp) =

El grupo de operadores {Ug(t)} puede extenderse a distribuciones también.
Denotaremos con W al operador que asigna a la data f la solucién u de la ecuacién de
onda con datos iniciales f.

1.2 REPRESENTACIONES ESPECTRAL Y
DE LA TRANSLACION DE {U(t)}

Denotemos con Dy(D..) al cojunto de f € Hy con la propiedad de que las
soluciones correspondientes u = W f de la ecuacién de onda se anula en el cono

ol <t (jz] < =) (2.1)

D, y D- son cerrados y satisf: las siguientes condici (axiomas de Lax-Phillips)

(véase Lax-Phillips {1]):
i) Up(t)DY c DY parat >0y Up(t)D2. ¢ DO parat < 0.

ii) OUo(t)Dg_ = {0} = O Uo(t)D2.

jii) [EJUo(t)DE’,. =My = LlJUo(t)DQ.

De los calculos hechos en la demostracién del lema 1.1 se sigue que Dy y D
son cerrados. La propiedad (i) es satisfecha ya que si u(z,t) = W se anula en el
cono (2.1) entonces para s > 0, WUp(s)f = u(z,t + s) se anula en el cono mds grande
lz|] < t 4+ s. Esto muestra que la data en Up(s)D son cero para [z] < s; y (ii) se
sigue de esto. Para verificar (jii) usaremos el principio de Huygens para concluir que
si f es cero para |z} < R entonces u(z,t) = Wf es cero para |z| < ¢ — R; esto implica
que Up(R)f = g pertenece a D.,. y por lo tanto Up(—R)D. incluye todas las data con
soporte compacto en la bola [z| < R. Como Hj es la cerradura de las data con soporte
compacto, concluimos (iii).

A cada subespacio de este tipo le corresponde una representacién de la transla-
cién f — k, que transforma H unitariamente en L2( IR, S n~1y y tenemos la propxedad
de que U(t)f — k(s — t). En general habrd dos rep de la transl
distintas T y T4 correspondientes a los subespacios DY y D respectivamente. La
representacién T manda a D_ en L2(IR,5™!) y T4 manda a Dy en LY R, S""l)
En el caso de la ecuacién de onda no perturbada en un espacio de dimensién impar
sucede que estas dos representaciones coinciden; es decir, hay una sola transformacién
T que manda a D en L*(IR,S™!) y Dy en L2(IR,S™1). Las representaciones de
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la translacién se obtienen mediante la transformada de Radon, tanto en el caso de
dimensién par como impar.

. De acuerdo con la teoria espectral general, la representncnon espectra.l de un f
en Mg dado puede darse como el producto lar con eigenf? nes o eig nes
generalizadas o del generador infinitesimal Ag de (Uo(t)}

f(a) = (f,0)0

Ao = iope. (2.2)

En la seccion 1 determinamos la forma de 4y. Este operador no tiene eigen-
funciones (cuadrado integrables); ademds sus eigenfunciones impropias pero acotadas

son las funciones

pow = expl-izzal(Lio) (=1 @3)
Hay upa infinidad de eigenfunciones tadas lineal d dientes para cada
o, indicando que la multiplicidad espectral de Ag es infinita. Entonces f serd una
funcién de o y w; también podemos pensar a f como funcién de o cuyos valores estdn
en el espacio auxiliar ¥ = L2(5"~1). Denot el product: lar de L2 sobre
IR x S"~! con paréntesis cuadrados:

fol= //?(U,N)f(a,w)dadm.

Para hacer la representacién espectral unitaria, se les tiene que poner un peso
d 4 eigenfunci Un cédlculo ficil, nos tra que los pesos son de la
forma o(n-3)/2,

1.2.1 TEOREMA. La funcién § definida por

(_,-a)(n-s)/z

(2x)n/2 {fs powho (2.4)

floyw) =
(donde g, estd dada por (2.3)), es una representacién espectral unitaria de g para
{Uo(8)}. .
Demostracién. Sea f en S, es decir f € C® tal que todas las derivadas de
f tienden a cero en infinito mds rdpido que cualquier potencia de |zj~!. Haciendo
céleulos simples se sigue que f definida por (2.4) también esti en S. Denotemos con
T el representante de Ay f; como ¢ es una eigenfuncién de Ag, e integrando por partes
obtenemos que .

B = {40f.p)o = —{f, Aop)o = io(f,p)o = iof.

Esto muestra que (2.4) es una representacion tral para Ap. De esto se sigue que
(2.4) también define una representacién espectral para {Up(¢)}.
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Para probar que la representacién es isométrica integramos por partes, lo cual
convierte el producto escalar de la energia en el producto escalar en 2

(feda= / V£V fyo + fiprdz = f ~fo5Pg + fipydz. ©(28)
Uskﬂdo la definicidon (2.3), vemos que .
T = —(=io)™ V3 4 (—io)0-D/2F,, (26)
donde _ 1 .
Tilow) = o JHi@e=a G =0,1. @7

La férmula (2.7) muestra que las funciones f,- son funciones pares de (o,w); por esto
las funciones del lado derecho de (2.6) tienen paridad opuesta y son ortogonales

IFH2 = floln+D/27|2 4+ |loln=172F, 2. (2.8)
Como las funciones ?j son pares, .
o™+ U/2Fg|2 = 2 [ Foow)Po™ dodis

2.9)
Ho=DZF R = 2 [ [Fi(orw)o™ dodu. (

Las {érmulas (2.7) muestran que 'fj puede expresarse en términos de la transformada
de Fourier ]":,-(E) de f; poniendo § = ow; do esto y la formula de Parseval en (2.9)

obtenemos 1
o+ /25012 = 2 [ 19012

o =2F | = 1 [ 19 fil2ds
Ias cuales cuando son sustituidas en (2.8), nos dan la isometria

AP = 173

Para mostrar que la representacion no solo es isométrica sino también unitaria
tenemos que ver que el conjunto de funciones f (las cuales representan data f en §)
es denso en L2( IR x §™1). Se sigue de las férmulas (2.6), (2.7) y del hecho que los
dos términos de la derecha de (2.6) son de paridad opuesta, que si £ estd en C® y se
anula para o cerca de cero y cerca de infinito, entonces fg y f) son funciones C* con
soporte compacto y por lo tanto fp y fi estdn en S. Como la clase de funciones f es
densa en L( IR x 57~1), Ia prueba del teorema terminams

1.2.2 TEOREMA. Sea k la repr tacién de la translacién de f en S derivada
de la representacion espectral (2.4) por la transformada de Fourier; entonces k y f son
expresados en términos una de la otra de acuerdo a la siguiente férmula:

k(s,w) = =802 pgy 4 o=V, (2.10)
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_donde Mj, j = 0,1 son definidos como las siguient integrales sobre hiperplanos: .

, 1
Mj(s,w) = o e /z . Ji(@)s, (2.11)
(es decir, M; es la transformada de Radon de f;).
Inversamente o
fo(z)=5(=),  fi(z)=S'(=) . (212) . o

donde S y §' son definidas como las siguientes integrales sobre esferas:

S(z) = / h(z,w,0)dw,  S(z)= / B (2w, w)dw. (2.13) ; &

Las funciones k y h' son las siguientes:

(214) © '

1 -
h(s,w) = m(_a')(n 3)/2,
1 -
W(s,w) = (27)(7-‘_’/7(_8')(" /2,
D tracion. Supong que f € 8, empezaremos integrando en (2.7)
primero en hiperplanos zw = s y luego respecto a s; obt
- 1 . . .
Fiow) = o [ My(ew)e™ds  (G=0,1), (215) .-

donde Mj esté dado por la férmula (2.11).
Sustituyendo (2.15) en (2.6) se tiene

Flow) = / [=Mg(s, w)(—ia) P2 o My (s, w)(—io)"—D2eio2ds, (2.16)

1
(2,,.)1/2
Una integracién por partes ahora muestra que f es la transformada de Fourier de la
funcién dada por la formula (2.10); esto prueba la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte tenemos que invertir (2.10); para ello usaremos
-el caracter unitario de la repr tacion de la translacidn, de acuerdo a la cual

(f,9)0 = [k,0 (2.17)

pa.ra todo fyg en Hy, k y I son los representantes de la translacién de f y g respec-

te. Es suficiente suponer que g pertenece a § y que k es una funcién C*® de s
y wen L2 IR x S" 1). Usando la férmula (2.10) para expresar ! en el lado derecho de
(2.16) tenemos

k1] = f [ ks w)—0{"/ Ry + 0"~V 8, )dsd.
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Integrando por partes con respecto a s se tiene

(k.0 = @r)*=V2 [ [ ho¥o + hiF1dsdw,
donde
a2 Ry

ho ~1)/2g, (2.18)

1 1 ,,
= _“_(2,,)(,--‘1)/2( = (2,,)(:.-1)/2(‘3')(

Sustituyendo la expresién explicita (2.11) por Mg y M} en la de arriba y re-
combinando dS y ds otra vez como dz en la integral miltiple resultaute, tenemos

=3 ([ o) b | (] o) s

=1 [ [hotewrw)an(@) + haaw,w)a1(2))dado.
2
Un intercambio en el orden de integracién respecto a  y w nos da

4 = 3 [(So(@o(=) + Si(@)a1(2)d=,

donde
Si(z) = / b, w)dio. (2.19)

Por otro lado usando (2.5), podemos escribir el lado izquierdo de (2.16) como
1 =
(figdo =5 [(~B1oGo + Higa)dz. (2:20)

En vista que (2.16), (2.18) y (2.20) deben ser iguales para toda g en S. Como tales data
forman un conjunto denso, los coeficientes de gy y g1 en (2.18) y (2.20) son idénticos
-Afo=58, H=S5u 221)

esto prueba la segunda de las dos férmulas dadas para f en (2.12) del teorema 2.2.
Para obtener la primera férmula expresamos la funcién Sj como la dada en (2.19) en
términos de S dado por (2.13):

So=—AS.
Combinando esta con la primera ién de (2.21) t ]
Afo-8)=0,
es decir, f{ — S es una funcién armdnica definida en todo el espacio. Por otro lado si
“estd en S entonces también A y por lo tanto (2.13) tra que S tiende a cero do

|z] =< oo, entonces por el principio del méximo, es cero. Luego fy = S como se afirma
en (2.12).
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Aplicando (2.12) a Ug(t)f, y como Up(e)f es rep tado por la translacién &
obtenemos el siguiente

1.2.3 COROLARIO. Sea u(z,t}) = W la solucién de la i6n de onda

con datos iniciales f y supong que el rep tante de la translacidn de f es C.
Entonces :

u(z,t) = j h(zw - t,w)dw, (2.22)

ul(z,t) = / H(zw ~ t,w)dw. .22y

La férmula (2.22) es vilida en un sentido mds débil para todo tipo de data.

Supongamos que la data f es C™ e igual a cero para |z] > R; entonces se sigue
de (2.10) y (2.11) que k es cero para |s| > R. De esto, (2.14) y (2.22) se sigue que
u(z,t) = W £ es cero dentro de los conos jz| < [t| — R, por lo que jzw — ¢} > R y luego
el integrando en (2.22) es cero para toda w en S"~". esto presenta una prueba del
principio de Huygens, enunciado en la seccién 1.

1.2.4 TEOREMA. Los subespacios L%((~00,0) x5"~1) y L2({~00,0) x §"~1)
asociados con la representacién de la translacién determinados en el teorema 2.2 son
los espacios D.. y D, respectivamente.

1.2.5 COROLARIO. El subespacio generado por
F = [Up(2)f;supp f C {lz} < t}]
es denso en Djy..

1.2.6 TEOREMA. Sea u(z, t) una solucién de la ecuacién de onda con energia
finita, y sea k la rep tacidn de la translacidn de los valores iniciales de u construida

en el teorema 2.2. Supongamos que 62"—1)/ 2k es continua ¥ tiene soporte compacto.
Entonces

m@m tn=D2y(z 1) = k(s,0) (2.23)

a lo largo del rayo
z =(t+s)d. (2.24)
Como 3 en los sigui jtulos se tienen resultados andlogos para la

propagecion de ondas con presencia de obtéculos. En este caso e} limite (2.23) en la
direccién positiva de ¢ da €l valor de la repr tacién de la translacién saliente de los
datos iniciales u, y el limite en la direccién negativa de ¢ da el valor de la representacién
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de la translacidn entrante de esta data. El operador de dispersién entonces relaciona
el portamiento de soluci a lo largo de rayos para tiempos positives y negativos
grandes,

Ahora veamos un resultado acerca de la resolvente de 4y

Consideramos conveniente usar varios espacios con peso en L2. Para cualquier
‘real s denotaremos con L##( IR™) al espacio de las funci en IR" valuadas en los
complejos definidas por

(") = {u(z) : (1 + |21%)u(z) € L R™)}

con la norma 9
Nullo.s = 11 + i21%)*/?ull g2 ),

También consideraremos espacios de Sobolev Hpm s( ZR™) con peso en L? defini-
dos, para cualquier entero m y s real, de la siguiente manera:

Hpa( B") = {u(z): Du € L**(IR"), 0<|a| <m).

Las derivadas D%u son en el sentido de distribuciones. El espacio Hy o R") es de
Hilbert bajo la norma:

1/2

llullm,s = ( > IID"ullg,.) .
lal<m

Los espacios Hy, o( IR"), los cuales son los espacios de Sobolev L? ugyales de

orden m, también los denotaremos con Hp,( IR™).

1.2.7 TEOREMA. Sea Ry(z) = (Ap~z)~!. Consideremos a Ry(z) como una
funcién analitica en €\ I que toma valores en B(Hy, ® Hp,, L?* ® L?*) s > 1/2.
Entonces N

i) Para cualquier A € I los siguientes limites existen en la topologfa uniforme de
operadores en B(Hs,, @ Hy,, L2 @ L2%) 5 > 1/2, .

‘li_-::A Ry(z) = RF() (2.25)
Z+Rex>0
ii) Para cualquier (fo, f1) € Hp,s ® Ha,e y A € IR la data (u,v) = RE(\)(fo, 1)
satisface la ecuacién
Ag(u,v) ~ Ay, v) = (fo, 1)- ) (2.26)
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Demostracién. Como lim (:2 — Hp)™! existe y es distinto de cero en’la
r—a
+Rex>0

topoloéx‘a uniforme de operadores en B(L2*, H, ), entonces lnn existe en

— 22— Hy
4Res>0
la topologia uniforme de operadores en B(Ilz_,,L’*‘), por lo que lim Rp(z) existe
Famed N
*Res>0
en la toplogia uniforme de operadores en B(Ha,, ® Hzl,,l}z" ® L),
Sea (fo, /1) € B(Hp,s ® Ha,b), A € Ry (u,v) = RF(A)(fo, /1), entonces

Ag(u,v) — A(4,v) = (Ag — AI) lim ("‘”° "—”°) fn)

*’lu—”\ 24~Hp J—”n
-2 1y . Py ?F-JIT) fo
= lim 0 e
G 4) m (T8 ZE)(8)
C ' N ;,51”—) fo
. = lim e e
. :tlnu_‘i‘o(no -'\) (;r__’—’;}o- ;r_—‘”—o fl)
- (45 f"f:f,o) )
dimdo \ t-Ho  F-Ho

=6 D)M-&
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Capitulo II

UNA GENERALIZACION DE LA
TEORIA DE DISPERSION

DE LAX-PHILLIPS PARA
PERTURBACIONES DE RANGO CORTO

En este capitulo desarrollaremos una teoria de dispersién para la ecuacién de
onda con perturbaciones del tipo

Q) =22

z

B=2-7 0 e ("), s>n>2
Las normas ]| [|g ¥ || |l@ son equivalentes, para ello vease el lema 2.2

II.1 EL OPERADOR PERTURBADO

Para la ecuacién de onda perturbada

'Zt—zz'i-AwQu:o zeR" te R .
vz, 0)=gp a-n
v‘(zl 0) =g

donde Q es tal que Q@ = %f}ﬂ:Z—%,tpeL'(m"),a>2,s Zglnfomnaela
energia si g = (go,91) es

Eq(a)= [ 1990 + Qlgol? + a1 ? dz.
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Iniciando con data en C§° ® Cg§°, « letamos con respecto a || [lg = (Eq)l/2
y obtenemos el espacio de Hxlbert ‘HQ El produczo escalar en %, estd dado por

((fo. 11,6 g = [ V10V T5 + QfoTs + fiF] d.. (12)

Es conveniente escribir la ecuacién (1.1) en forma de matriz:

()-4a(e)=(o) aH

donde Ag = (A EQ (1)) y (;((J;,‘(’)))) = (:‘:

11.1.1 TEOREMA. El operador Ag es autoadjunto negativo en Hg.
D tracidn. Ve que Aq es antisimétrico en su dc i

{AQf.9)q = {(f1, (A& — Q)fo), (90,91))q
= [VAV5 + QAT+ (A - Qfeat d=
integrando por partes
= f—foW +QAN170 + A fogT — Qfogt dz
= [=V£5741 - Qfodt — (A - Q)7 dz
= {(fo, f1), (91,— (& — Q)g0)q
={f, “AQg)Q~'
Probemos que rango de A — Ag es denso en Hg para A real distinta de cero.

Para hacer esto resolvamos
(A—AQ)f =4 (1.4)

para toda ¢ = (g9, 1) € C§° ® C§°. Escribiendo (1.4) en sus componentes, tenemos

AMo—h=g0, MM—(A-Q)fo=a.

Combinando estas dos ecuaci obt -

Ao — (A —Q)fo = Ago+ 91 € CE. (1.5)

Usando la forma
[ Vholt + N folPdz

es ficil obtener una solucién débil fp de (1.5) mediante el teorema de representacién -
de Riesz, para la cual |[8°fg|| < oo para toda |a] < 1. Definiendo f; = Afy — gg, es
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claro que f = (fo, f1) es solucién de (1.4), es decir, el rango de A — Ag es C§° @ C§°
que es denso en M, es decir Ag es autoadjunto negativo en Hg.e

Como Ag es autoadjunto negativo el espectro de iAg esté contenido en reales.
A contmuacmn veremos que los reales estén contenidos en el espectro de iAg. Por lo
que o(iAg) =

El espectro de H = A —-Q en L? es un conjunto discreto de reales negativos
(con posible punto de acumulacién en el cero) unién [0,00). El espectro puramente
puntual de H es un conjunto discreto de treales con posibles puntos de acumulacion el

cero y +o00. El espectro absolutamente continuo de H es [0,00) y el espectro singular
continuo de H es vacio (véase Agmon [1]).

Primero veamos cudles son los valores propios de Ag. Sea Ag(v, ¥) = A(p,¥)

entonces
(2 o) (5)=(%)
=)=
=tv=ip Hp=xp=2%,

es decir, A es valor propio de Ag si A2 es valor propio negativo de H (A debe ser
imaginario porque Ag es autoadjunto negativo) La data (zp,A(p) es un vector propio
de Ag correspondiente al valor propio A si ¢ es un vector propio de H correspondiente
al valor propio A2,

Ent el espectro pur te puntual de Ag consta de las raices cuadradas
de los valores propios negativos de H.

Denotemos con oq4.(H) al espectro absolutamente continuo de H en L? y con
Ry (z) a la resolvente en z de H.

Si z € ¢ac(H) entonces Ry(z) = (zI ~H)™~! no es acotada, por lo que (21 — H)
tampoco es acotado y '(;TLHT si es acotado.

Sea a € IR\{) € IR | A2 es valor propio de H}, queremos ver que a € a(Ag).
Es decir queremos ver que R 4 (a) es no acotada en Hq.

Ryg(e) = (al - gy = ( % -1)"=(:=%T; ;n‘_—,;)

o .
@ ol-H oi-H'
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Entonces
2

v Fool
R o) 9 = [ |V + 2| +Q|a2¢_ o+ ]
4| He R
|o%o— Hp + Ty —mu| ¢
apVHe —aHeVe  YVHY — H¢v¢|2
_/ a"’tp Hp)? (02¢ H-lv)2 {

| He ay_ [?
ol H + g |02v Heto%p—mp| ©

—,—_"‘H—l dz. Sila data es
1- ‘%ﬂlﬁ' . Como

p—Hyp
2 .
gﬁ}% € L? y la constante 1 ¢ L?, entonces su diferencia no pertenece a L?, es decir,
Il - gﬁlﬁl no es fipita, por lo que no es acotado en Hg.
Por lo anterior tenemos que la resolvente de Ag en a no es acotada paraa € I
por lo que II estd contenido en el espectro de Ag. Entonces o(Ag) = II

El tercer sumando de ”RAQ(“‘)”Q es [|orote 'P—

de la forma (¢, Ap) con A # 0, el tercer sumando nos queda f

Sea Ug(t): Hg — Hg el operador que relaciona los datos iniciales g con la
pareja (v, vt), donde v es solucién de la ecuacién (1.3) en el tiempo ¢.

Uq(t)g = (v(z,t) vi(z,1)). " (18)

Veamos que Ug(t) es unitario.

I.1.2 LEMA. Si g € C§° ® C§°, entonces |[Ug(t)gllg = llsllq-

Demostracién. Sea v(z, t) solucién de (1.3) con datos iniciales en C§° ® C§°
(es decir, v(z,t) tiene soporte compacto respecto a z). Entonces

Eq(t)(v, ) — EQ(0)(v,u) = [} 0,Eq(s)(v(z, ), vs(z, ) do _
= /0‘ Jon 0:1V0(z,5)? +Q@l(z, ) +v,(‘;,ls-)v|2 drds’

integrando por partes R Lo -

= /‘ o075 +vsB oy ’Qué—;&”.;.‘é#%’g,',gj# vy idads

—/ f ,.(vu+Av+Qv)v4— (Vss ‘

_// Odzds—

—26-"‘

AT:'+ Q?)dzds .




- Entonces

lg(t)slig = lI(v((=, ), ve(z )l -
= [Eq(t)(v(z, t);u(z, )]}
= [Eq(t)(v(z, t), u(z, )]}
= [Eq(0)a)}
= liglig=

J1.1.3 COROLARIO. Conservacién de la energia.

Si g € Mg entonces Ug(t)gllg = llgllq-
Demostracidn. Sea gm una sucesion de funciones en C§° ® C§° que converge
a g € Hg. Como Ug(t)(f + g) = Ug(t)f + Ug(t)g para cualesquiera f y ¢ € Hg,

entonces
Ug(t)gm — Ug(t)g = Ugp(t)(gm — 9) 1.7

¥ por lo tanto || _lim Uqg(t)gm — Ug(t)sllg = 0, lo cual implica lim_|{Ug(t)gmliq
= ||Ug(t)g|l@- Pero por el lema 1.2 tenemos que para cada m, ||[Ug(t)gmllg = lgmllg
y lim{lgm|l@ = [lgllg: por lo que podemos concluir ||Ug(t)9)llq = ll¢llg-»

Como Ug es un grupo unitario, utilizando el teorema de Stone, concluimos que
existe un operador autoadjunto (negativo) A con la propiedad de que si ¢ € D(A)
entonces

Ug(t)g = e'q.
A continuacién veremos que el operador A es igual al operador Aq.
Para g € D(A) tenemos que

BUq(t)g = Ac*4g
pero, por otro lado, sabemos que

8 Uqg(t)g = (vt,vte)
= (ve; (A — Q)v)
= AqUq(t)g

de donde concluimos que A = AQ. Entonces Ag es el generador infinitesimal de Ug.
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IL.2 EQUIVALENCIA DE LOS ESPACIOS Ho Y HQ

Veamos que las normas Il flo ¥ il ll@ son equvalentes en C§° ® C§°, lo cual nos
lleva concluir por i d que los espacios Hp y Hg son equ:va.lentes respecto a
sus normas.

Primero recordemos el resultado de Caffarelli-Kohn-Niremberg [1].

I1.2.1 LEMA. Sean pqna af, a ¥ 7 nimeros reales fijos, tales que p,
¢g=21,r>0,0<a<l,y=ac+(l1—a)j, 1 H g, —+€, ,.+1>0 Existe una
. constante positiva ¢ tal que la siguiente desxgualdad es va.lxda para u € C{°(IR")
MeTulizr < clil=l®|DulligsllzPul)z (21

si y slo si las siguientes relaciones se tienen

=a(11’+27——1)+(1—-a)(ql+§)

' 05a—a<1yl+1=l+0_—l
En el siguiente lema mostraremos que las normas de la energia || {lo y || g son
equivalentes

+

M
AR

I1.2.2 LEMA. Sea u(z,t) una solucién del sistema sin perturbar (I.1. 1) y
Qz) = Z(-} B8=2-2p€L*(R"), s> 25> 5 Entonces

/ Q)ulz, t)f? dz <k / |Vu(z, ) d.

Demostracidn. Sea s’ = —-r, entonces l + ;5 = 1. Usando la desigualdad de
Halder tenemos

J @@lute, 0 d = [ Euta, 0 as

% u(z, £){2¢ w . .
<(/ Iso(z)l) ( I(H;),! d’) 2.2)
= ot lu(e, 01 )"J

= :
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. Aplicando la desxgualdad de Cafarelli-Kohn-Niremberg para los siguientes va-
loresr-— 2, p=20a=0, 9 =232 y a = 1 obtenemos

el % ull g, < cfiDullz2 : @3

sblo tenemos que constatar que

0Sa~oc<1yd+Z =1+ haciendo las sustituci t s 4% =
- ET — 1- — N
&5 +h,'?-= =5 = —%=;+"—"-L. Por lo anterior

1l fo, Sl < ellfor Fillo-

II.3 EXISTENCIA DE LOS OPERADORES DE ONDA

Definamos los operadores de onda:

WiiHy — Hyg .
Waf = slim Ug(~t)Ua(t)S. @0

Preguntarse por la existencia de este limite tiene sentido ya que Hp y Hg son
equivalentes, entonces podemos considerar que Ug(t)f estd en Hg.

Mostraremos que estos operadores existen y son isometrias. La prueba de esto
estd basada en el método de Cook y el siguiente lema.

I1.3.1 LEMA. Sea u(z,t) una solucién de la ecuacién de onda sin perturbar,
tal u(z,t) € Dg_ y Q@)= %ﬁ}, B8=2-2 € L*(IR"), s > 2, entonces

ra———'oe/ (/ A 1Q(z)u(z, t)l'ﬁ'dz)*dt . @32

Demostracién. Sabemos que si u{z,) es solucién de la ecuacién de onda sin
perturbar con data inicial en C§°,entonces por el método de fase estacionaria (véase
Reed and Simon [1] vol. III pig 46) tenemos que para toda § > 0

a) Para cualquier NV, existe Cy ¢ tal que
Cns

IU(Z»t)lS———(1+|t|+|=l)N
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‘ donde Iz] =1+t
o b) Existe d tal que

Iu(r.t)l < (1 ; Itl)nfl

para toda z y ¢. - !
Como u(z,t) € D0 es decir, existe T’ ta.l que u(z;t) =0sijz| <t +T.

anem supongamos que s < oo. Entonces usando la desigualdad de Holder
pa.ra ¥ 323 obtenemos

et
= [ (foe ﬂ%%ﬂzd’)i“
<t [ e iors)? (o () ) ¥
b i (o (2582) ™) "

 donde k= (fen [o(z)|*dz)*.

Consideremos la signiente descomposicién

A(t)={z € R": (1 +6)[t| < |z],6 > 0}
B(t)={z e R": ||+ T <|z] < (1+6)¢}.

Ahora calcularemos (3.2) en dos pasos, primero reslrmglda a A(t) y luego res-
tringida a B(2).
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x Eﬁjaﬁas N >+ "z)(s —2)/s entonces

nH \F
[ (f (B35 ™ ar) " a
52

3 c?

< ([am (e b )
. 2 =1 5=

Sk./r (./A(t) (lzl”’*’iltl)z”"") dz)

' C¥yr™= O\
=/r (/(1-4-6)]:! (;m%ﬁim) dz)
= /r' (1 + P PC (e -")7T Fhar

. sk
S]lm/r '—tl—lﬁdt
=0.

)-*-‘f.,,

Ahora calcularemos sobre B(t). Si T > 0 entonces u(z,t) es cero en B(t .
que supondremos que T < 0. Como 8 = 2—2 y s > 2, tenemos que n + <"

(28+n-1):4.
N
i [* lugz, 1)
rdime [ & (Ba)( [=]% ) d’) @

. ] 2 Y] lﬁz -
<ndme) "(/am (=) )

/- Vaz(B(t))‘r‘
ke, Jim,, jt lﬂ+”1;1

[ 3-8
r,a——ooo mp.g.n.rl

El lema anterior afirma que si u es solucién de la ecuacién de onda sin pertubar

entonces
it [ ([ ]Qul’dx)%dt=
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I1.3.2 LEMA. Sean u(z,t) y Q(z) como en el lema 3.1. Entonces

' Jim [ Q()|u(z, t)|*dz = 0.

Demostracién.

.211, =t
: |utz, t)f>°t
/WQ(znu(z,t)Fd:sllvll. ( / S~ T )

=1 =l
fu(z, =, ) a1\
< llells ( Lo Fd’m)ﬂlvll: ( e ot )

Ahora veamos que pasa con cada uno de los sumandos anteriores

/ uz, ), / cis

O B a0 B el )
«_* QN (n +2)(s — 1)
Rt ‘ 2 -

TeN = S S - A
/s(t) |z|&F /”(‘) |,|-‘11(1 + Iﬂ)L":‘L
< cm.—l

T+nE

En ambas integrales el limite cuando |¢] tiende a infinito es cero. »

11.3.3 TEOREMA. Los operadores de onda W existen y son isometrias de
Hp en Hg.

Demostracidn. Haremos la prueba sélo para Wy ya que el caso para W-
es andlogo. Sea f € (UUo(t)D ) (un conjunto denso en Hp), definimos W(t) =
Uq( t)Uo(t) Como Hg es completo, el limite que define a los operadores de onda
existe si y sélo si W(t) es de Cauchy cuando ¢ — oo.

Usando el método de Cook escribimos
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W()f - Wil =| [ awee f“‘ﬂq
< [ 1aw®sliga
r 0 0
= Ug(-t Up(t dt.
/. " o )(-—Q o) of ”"Q
Utilizando el hecho de que Ug es unitario en Mg, podemos reescribir la ttima

integral como
[ (Joneora)ta

u es solucién de la i6n de onda sin perturbar (1.1.1). Entonces por el lema

lim {[W(r)f — W(s)fllg=0.

r8=-—00

Esto prueba que W(t) es de Cauchy para un subconjunto denso de Hy. La
" existencia para toda f en Hy se sigue de

lg(~t)Us)fllq = IVa(t)fliq
< cl|Un(t)fllo
= cl|fllo-
Ahora veremos que Wy es una isometria en JUp(t)DY, y por completacién

concluiremos para todo f en Hy. Como Ug y Up son operadores unitarios y la norma
sin perturbar es equivalente a la norma perturbada tenemos

IWa(-Uu®)S 1} = 1Va() 1
= oS8 + [ Q@lu(z,t)|dz
= 1B+ | Q@luz.t)%dz,

donde u es solucién de la ecuacién de onda sin perturbar (L.1.1), el lema 3.2 afirma que
Jim_ JQ(z)u(z, t){2dz = 0 y por lo tanto podemos concluir que

IWa(t)fllQ = lIfllo

para toda f € Hp.e
Es fécil ver que los operadores de onda son intercambiables para Up y Ug.

IL.3.4 TEOREMA. Ug(t)Wy = Waly(t).
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“e (ii).

II.4 LOS OPERADORES DE ONDA SON COMPLETOS

En esta seccién probaremos que los operadores de onda Wi: Mg ~— Hg defi-
nidos como en (3.1) son tales que

RangoW, = RangoW.. = Hg.

En el caso del sistema no perturbado, definimos los espacxos entrante Do o
saliente D0+ como: )

DY ={feHy | Up(t)f =0 parale|<t, ¢>0)}

DY = {f €Hy | Up(t)f =0  parajz|<-t, ¢ < 0} ; (4.1): a3

Los espacxos entra.ntes y salientes del sistema perturbado esta.u dados por

DQ WiDo

.(4_.2)}.1

II.4.1 LEMA. ng sub ép ) -'Di;sati:‘sfacen los axiomas de Lax-Phi.llips @)

Demostraclo .*Comno los radores de onda son intercambiables para AQ y -
Ap se tiene Uq(t)sz. = W;};Uo(t) Utxhza.ndo (i) e (ii) para DY tenemos )
i) Ug()DZ UQ(t)W,_.D+ W*Uo(t)D& c waDY = DZ
it) NUGDY nUQ ;D& nwiuoug Wi NUpDY = Wi {0} = {0}«
El resto de ‘esta ‘seccién lo dedxcaremos a probar que D:?: satisfacen el tercer )
axioma de Lax-P}ullxps ‘Es decu‘, proba.remos que

m gll Ilo‘

=Hg = Uq(t)D
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Supongamos que (4.3) no se cumple, entonces existe f € Hg distinto de cero
tal que f es perpendicular (respecto a Eg) a UU, (t)DQ para toda ¢. Entonces
(f, Uq(t)g)q = 0, para toda t y para toda g € DZ, luego (Ug(t)f,9)g = O, para
toda ¢ y para toda g € Dg, por lo que (Qg(!_ﬂlf_—liq_(l__)[ g9)Q = 0, para toda ¢,
para toda g € Dg y para toda €, entonces lim,__,o( M g)Q = 0, pero
lim;—-.o(ggw(‘—”,g)q =(fUq(t)f.9)q = (AQUQ(t)fy 9qg= (Ug(t)Agf,9)g:
por lo que tenemos 0 = (Uq(t)Aqf,g)Q para toda t y para toda g € Dg, luego
0 = (Agf,Ug(t)g)q para toda t y toda g € DQ, entonces Agf también es perpendi-
cular a YUg(t)DY. Ademas Agf € D(Ao).

Probaremos que Ag f = 0, y como estamos suponiendo que Ag no ticne espectro
puntual en Hg, se sigue que f = 0.

Ahora, descompongamos AQ f en sus partes entrante y saliente.

Sea T: Hy —+ L?( IR, §""1) la representacidn de la translacién

ntl = : o
T(fo. fi) = ~Di¥ Rfo + D;T Rfy, )
donde R es la transformada de Radon R(s,w) = f(z‘w)m'f(z)d}! (z). .‘ )

Entonces T es una isometria tal que
TU()f = k(s —1)
TAg = 8,T.

Consideremos TAgq f y elijamos ¢, 1/) € v

o(s) = { s>§

0 s< -—7 (4 6)

ntantes soncpTAny l/)TAQf" R

Denotemoscongy halos elemento cuyos rep
respectivamente N :
Ty saTAqf : (4 7) e
Th= -pTAQf R

En este caso Agf =g+ h.

I1.4.2 LEMA. Sean g y h como en (4. 8), entances g € Dp,,, Aqg 3 'HQ, h € Do o
y Agh € Hg. :

Demostracnon Como TUp(t)g(z) = k(s—t) 0 a—t < —Ey Uo(t)g(a:) = 0 -
para [z| <t~ 2, obtenemos que g € Do De xgua.l forma se demuestra que he-D?
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Por otro lado, como T'4g = 9T, obtenemos

1T(A0g) 22 = 18a(0T AQ f)lI 2
= HpsTAQS +9BsTAQf i 2
< HesTAQfll2 + llwdsTAQ Sl 2

(a)
< e|T4Qfllz2 + T AgAg SfliL2
< ciTAgfll 2 + ClITAoAg fil 2

la desigualdad (a) se da porque ps € C°°( R), y la dltima desigualdad se da porque (p S
estd acotada.
Entonces

l140gllo = llTAoyllz,z < ‘-’“TAQf”L’-‘ + T ApAgfllz2
- < clIAQfIln + c'Ila‘ioAquo

pero Agf € My, luego [J4ggilo <o entonces g€ D(Ao), pero como D(Ao) = D(Aq) " R
entonces {|4ggllg < co. De la misma manera se prueba que Agh € ’HQ LR .

Ahora probemos que {(Agf, 9)0 =0
4.3 LEMA. )

{4Qf, gdo=, lix tim (Uo(t)AQf :UO(‘).?)O \
O i w504 f,Uo(t)g)o :

- hm (Uq(t)Aqf, Uo(t)g)
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Ahora probemos (b) P
(Jim (Uq(f)Aaf,Uo(t)y)Q (UQ(‘)AQf, Uo(‘)g)o
‘ lim j Q(Z)(Uq(f)AQf)o(Uo(f)y)o

donde (. ), significa la pnmera compo
Ahom usando la desxgualdad




donde v es solucién de Ogy u(z s) Uq(s) f
Por otro lado | : '

10, ~@a)vsC; s)lids <'mm 0, ‘Q(z)va(z,S))lIodS'

4!-2n A
= |(.-z) A-1

1 )‘iz“;?—‘n
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; ?¢’||P(3)||L‘|t|m
< Ilw(r)llultl ;._2154- )

: 1

SARENETEN »—-c ”‘P(z)”l;‘ 4-n)sA+n(a=2) *
S Itli—')ﬂ—"—l, :

_ Como 4-n “4'“' ‘"2 > 0, entonces

hm nvq(t)AQf Uo(t)AgAlEP R =o.

En el caso,(n), usa.ndo as desxgualdndes de Hélder y Sobolev tenemos i

lim
n—-oo

||Uq(zn)Aan“'~<

| I.4.4 LEMA. Sea Q(z) tal que b,(“)
8>2,s2 § Entonces : S
(i) La funcional

)= [ Q Qlfofez

€s una transformamon continua compacta de 'Ho en m

Demostracién. (i) Porel lema 2, 2 Q
y es continua en Hy. Sea um = (umo,um,) una suceslon ‘en "My tal que

ien Fde.ﬁ,r‘li:d.zvr ] o

e




Sea e > 0. Elijnmos R > 0 tal que .
RE~l<e1 +M)' ' ' (4.10)
Sea ¢ e C§°(IR"™) tal que 0 < ¢ = 1 cuando ||z|| < R, ¢(z) = 0 cuando |iz[| 2 2R,
supze R |V¢(z)| < 1. Definimos vm = gum. Por (4 10), el lema 2.2 y (4.9)

[ |umo—um.,lfo<=)dz<n? -t / = &) de
o (4a11)

IVumolzdz <e.

"M+1w

Es claro que v, es acotado en Ho- Como s> 3, % < ——2 Entonces por

el teorema de Rellich-Kondrachov (véase Adams [1], pag 144), existe una subsucesxon
vmy; de vy y v € Hp tales que S




Similarmente paran > 4. Usando el teorema 8 12 dc Gllbarg and Trudmger [1] '
(pag 186) tenemos

Dofaar< My [ A" 2|l fof2dz. " @aey.
/lszOSES?l fol*dz < 2-/Ia=I<RI f0| “fOl a S ( )

Ahora eligiendo R suficientemente pequef de,(4.13), (4.14), (4.15) y (4.19)
obtenemos : i

@Az < [ 180 + by (j (Vof2de+ [ ifolfds)

| |<R

Aplicando el lema 2.2 (para la funcidén caractenstxca en:
integral en (4.17) obtenemos (ii).»
11.4.5 LEMA. Supongamos f € Hg N D(Aq). - Ento
{tn} (con t; —> co) tal que para toda Ry >0

Jim IIAQUq(tn)fII"k"":

Demostracién. Como Ag no tiene espectro puntual enHg'e exis
ty que tiende a infinito tal que

lim (UQ(tn)AQf»f)O =0

para toda g € Hg. Por el criterio de compacxdad de Rellmh el conjunto € D(AQ
es compacto en Ho(Bpg). Esto implica que si el limite débil es cero entonces el lx' ite
fuerte es cero. Esto significa que existe una sucesién t,, tal que

Jm [l 4QUq(tn)fIIIFI<E = 0.0
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Capitulo III

TEORIA DE DISPERSION

CON DOS ESPACIOS DE HILBERT

PARA LA ECUACION DE ONDA

CON PERTURBACIONES DE RANGO CORTO
DE ORDEN 1/|x[*/* * ©

En este capitulo estudiamos la ecuacién ;(vie onda’ LA

o - I
Fr TAvhe=0 seR, tel».qu'—o(lzl%*‘) |
. u(a:,yO)'——go
v(z,0) = g1

¥o
en IR™ con perturbaciones de rango corto jg(z)| < ——i—— cuando |z| — o0 y ¢(z) €
- B
Ly, .

En el caso de la ecuacién de Schrédinger, el problema ha sido estudiado amplia-
mente por Kato, Agmon y otros, y se tiene una teoria de dispersién para la ecuacién de
Schrodinger con perturbaciones de rango corto de orden 1 +- ¢, es decir, [g(z)| < Tz—llp,—;
cuando |z| ~— oo.

El caso de la ecuacién de onda ha sido estudiado por Enss, Ikebe, Simon, Lax,
Phillips y otros, pero sélo se habia llegado a dar una teoria de dispersién para la
ecuacién de onda con perturbaciones de rango corto de orden mayor que 2, en este
trabajo estudiaremos el caso con perturbaciones de rango corto de orden mayor que %
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Este estudio lo hacemos de la siguente manera:
Para la ecuacién de onda no perturbada

uyg —Au=0

con datos iniciales u(z,0) = fy ¥ u(z,0) = f1, la forma de la energia es

Bo(fo,f1) = [ VS0l +111%dz.

Iniciando con datos en C§° ® C§° completamos respecto a || |lo = Eg y obtenemos un
espacio de Hilbert Hp.

La forma de la energia para la ecuacién perturbada
) uy—ADu+qu=0

con datos iniciales u(z,0) = fo y ui(z,0) = f1, la forma de la energia es
Ey(fo, 1) = [ IVfol? +alfol? + 111z
i..

Iniciando con datos en C§° ® C§° completamos respecto all llg = Ef y obtenemos un
espacio de Hilbert Hg. :
Es conveniente escribir los sistemas de ecuaciones en forma vectorial:

= Aof donder=(g 5) y‘f=(u)

ug

= A,f dondeAq=(A ; o)yf ( )

Veremos que Ag y Ag generan grupos de operadores solucién Up(t) y Uy(t) los
cuales son unitarios respecto a las formas de energia Eg y Eq respectivamente.

En el teorema 1.4 veremos que la parte singularmente continua de Ag en M, es
nula.

Definimos los operadores de onda W:g:(Aq, Ag): Hg ~ Hy como ‘operadores de
onda entre dos espacios de Hilbert

Wa(dq, do) = slim _Ug(—~)7Tp(2),
donde J:Hg — My es el operador que envia a C§° @ C§° C H, en C&’“ ®C§° CHy
entonces por abuso de notacién nos olvidaremos de J; por lo que pensaremos a los
operadores de onda como

Wi (Ag; Ag) = slim Ug(—t)Up(2).
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En el teorema 2.2 se prueba que los operadores de onda existen, para ello
aplicamos el método de Cook en diferentes regiones y utili >s cotas de soluci de
la ecuacién de onda sin perturbar, obtenidas por el método de fase estacionaria. Las
regiones donde vemos que se verifica el método de Cook son:

Q{z € R": |z} 2 (1 + &)jt}}
Qo{z e R":|z) < (1~ )t}
Q3{z € R": (1~ 8)jt] < |z} < (1 +8)jt]}.

0 Eon el caso del sistema no perturbado, definimos espacios entrantes y salientes
DY y DY como

DY = {f € Hy:Up(t)f =0 paralz} < £t t>0}.-

Se puede mostrar que estos subespacios tienen las siguientes propiedades:

() Up()DL c DY t > 0; Up(t)DL c DY ¢t <0

(i) NUo(£)DL = {0} = NUp(£)DY

(iii) UUo(t)DY. = Hy = UUp(¢)DY.

.~ - A cada subespacio de esta clase le corresponde una representacién de la trans-
lacién f ++ k, transformando de modo unitario a Hp en L2( IR, S"_l), con la propiedad
que U(t)f ~— k(s—t). En general habrd dos representaciones de la translacién distintas
T.-y Ty que corresponden a los subespacios D2 y D} respectivamente. En el caso
de la ecuacidén de onda sin perturbar en un espacio de dimensién impar estas dos
representaciones coinciden. Pero tanto en el caso de dimensién par como impar las
representaciones de la translacién se pueden obtener de la transformada de Radon.

Existe una estructura similar en el sistema perturbado, pero es mds dificil de
ver.

Trabajamos en 'H; el complemento ortogonal del subespacio generado por los
vectores propieos de Aq. Definimos los espacios entrante y saliente para 'H'q como

D% =waDY.

Los subespacios D, satisfacen las propiedades (i), (ii) y (iii) relativas a U; en
H
T
Como U,(t)D3. = WiUp(t)DY se sigue directamente de la propiedad (iii) que
el rango de Wa. es 'H{I, esto prueba que los operadores de onda son completos.
Como notamos anteriormente a cada uno de los subespacios DI y D%_ le co-
rresponde una representacidn de la translacién de Uy en 'H"I denotada con T7 y T_',_
respectivamente; de hecho estas dos representaciones estan dadas explicitamente por

TiWaf=Tyf.
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E! operador de dispersién estd dado por

T frETy

Los espacios de energia Hg y H; no tienen normas eqmva.lentes, pa.ra q con la.s
condiciones antes dadas, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea fy(z) = —z_‘;z— y fi € L¥IR"), 1a pareja (fo, f1) € Hp yaque f IVfol2 d

2 :
/III"*"” / l+edr < oo, Pero fqlfol°dz < '/l |3/2+‘———‘—|-’¢|"—2+2 iz
cfmdr > M, VM € IR, por lo tanto (fy, f1) ¢’Hq

/W

III.1 EL OPERADOR PERTURBADO

Para la ecuacién de onda perturbada

] 7 -Av+qu=0 =zeR® teR ——L—
) 7 7= l|§+s ‘

an.

v(z,0) = gg
ve(z,0) = ¢1

la forma de la ené;gx'& sig =(g0,91) es ...

;dondeAq=(Ag_q (1,)5'(.;((2%)) = y{ w

II1.1.1 TEOREMA. El cperador Aq es nutond]unto negatlvo en H,,
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D tracidn. Vi que Ay es antisimétrico en su dominio.

{Agfr9)q = ((f1, (D — 0)f0), (90, 91))q
= [ VAT +af175+ (A — 9)fodT d=

integrando por partes
= [ -0 +9f175+ AfoTT — afogT da
= / Vf(ﬁﬁ —¢fo1 + fi(—AD + q)g5 d=

© = = {(for fi)s (91, (A — 2godq
= (fv "{A].‘I)q-' '

'déhsq:én Hy para A real distinta de cero.

Probeinios que ‘rango de A- Aq
Para hacer esto resolvamos :

Combinando estas dos ecuacxcnes ob L . . ;
BU NN ~9)fo=Xg0+91 € C§° ey

es facil obtener una solucién débil fo de (1.5) mediante el teorema de representacién

-de Riesz, para la cual ||8*fo|| < oo para toda |a| < 1. Definiendo f; = Afp — g, es

claro que f = (fo, f1) es solucién de (1.4), es decir, el rango de A — Aq es C§° ® C§°
que es denso en 'Hq, es decir Ay es autoadjunto en Hye

Como iA; es autoadjunto el espectro de 1A, estd contenido en los reales. A
continuacién veremos que los reales estdn contenidos en el espectro de iA;. Por lo que
o(idg) =

El espectro de H = A — g en L? es un conjunto discreto de reales negativos
(con posible punto de acumulacién en el cero) unién [0, 00). El espectro puramente
puntual de H es un conjunto discreto de reales con posibles puntos de acurmulacién el
cero y +oco. El espectro absolutamente continuo de H es [0,00) y el espectro singular
continuo de H es vacio (véase Agmon [1}).

Primero veamos cuéles son los valores propios de Aq. Sea Ag(p, %) = My, ¥):

entonces 0 1
(H 0 ( ) (A¢
= (#£,)=(3)
=v=Xp | He= ,w N,
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es decir, A es valor propio de Ag si A2 es valor propio negativo de H (A debe ser
imaginario porque A, es autoadjunto negativo) Los datos (p, Ago) es un vector propio
de A4 correspondiente al valor propio A si ¢ es un vector propio de H correspondiente
al valor propio A2.

Entonces el espectro puramente puntual de Ay consta de las raices cuadradas
de los valores propios negativos de H.

Denotemos con gac(H) al espectro absolutamente continuo de H en L2 y con
Ryy(z) a la resolvente en z de H.

Si z € cac(H) entonces Ry (z) = (21— H)~! no es acotada, por lo que (21—~ H)
tampoco es acotado y =M si es acotado.

Sea a € H\{) € Il | A? es valor propio de H}, queremos ver que a€ a'(Aq)
Es decir queremos ver que R4, (a) es no acotada en Hj.

Ra@)=(al ~ 49 = (.

" Entonces

" HRa(a)(p, I

a’ta
adp—He

I Il -(%ﬁ,)%' no es finita, por lo que no es acotado en ’Hq._ ;

Por lo anterior tenemos que la resolvente de A5 en o no es a.cotada para
por lo que R estd contenido en el espectro de iA,. Entom:es a(:Aq)

elL? y la constante 1 ¢ L2 entonces su d:fereucx

II1.1.2 TEOREMA. Sea g(z) una funcién real en’ IR" tal qu
pertenece a la clase SR para alguna § > 0. Sea (u,v) € H"" ®H’°"
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ecuacién diferencial .
Ag(u,v) =iA(u,v) en R",. (1.6)

A un niimero real. Supongamos que (u,v) € Ha,, ® Ha 4, para a.lguna sp > % — 3.
Consideremos a u y v como distribuciones tempetadas en S(IR") y sean i y © las
transformadas de Fourier en distribuciones de u y v respectivamente (i, 5 € S'( IR")).
Sitg,fe L,lo,_.( IR"™) entonces (u,v) € Hys( IR™) ® Ha 4( IR") para cualquier real s.

Demostracion. Como 44(u,v) = ¢A\(u,v) para A un niimero real si y sélo si
Au — qu = =A%y y v = iAu, tenemos las condiciones del teorema 3.3 de Agmon [1],
por lo tanto si @ € L,m,( R® ), entonces u € Mo 5(IR"), por lo que (u,v) € Ha,( IR")®
Hy ,(IR")m

I11.1.3 TEOREMA. Sea 4; = (A 9_ 7 3) un operador de onda con poten-

cial ¢ de rango corto. Sea R(z) = (Aq — zI)~! la resolvente de 4,. Consideremos R(z)
" como una funcién analitica en @\o(Ay) con valores en B(Ha,_, ® Hy, _a L2* @ L2 15)
para cualquier s > 1/2. Sea e(A;) el conjunto discreto de Valores propios de 4, y
sea A € H\e(Aq). Entonces, los siguientes limites existen en la topologia uniforme de
operadores en B(Hg,—; ® Hy -5, L**.® [*#):

i}ﬁx; ’}:ftz)r = R\

.":'En’lo que sigue nos referiremos'a R+ (A) como los valores frontera de R(z) en -
el'eje réal.: Claramente la funcién RE(A) (con valores en B(Hy s ®Hy, 4, L@ L¥5)
, para cualqmer 3.>°1/2) es continua en HE\e(A.,) enla topologla uniforme de operadores
s ® Ha Lo, L2 @ L2). :

. Demostraclon Probatemos el teorema para RT()), la prueba para R™(A) es
. mmxla.r ‘Sin’pérdida de generalidad podemos suponer s restrmgda a algin intervalo

7:1/2< 8 £ 1/2+¢, ¢ > 0. Elijamos ¢ > 0 suficientemente pequeiio tal que el operador

' m_l_llhpllcacmn q s un operador compacto de Hy 175 .(IR") en L21/2+e( jmy,
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: Para cualquier z € €F = €+ U IRY definimos T(2) € B(Ha,~; ® Hz';;,tz" ®
_LZ-’) con

()0 = R§) (§ o) @) paca (,0) € Ha,o( IR @ Ha ol B"). (1.10)

Aqui R} (z) = Ro(2) € B(Hy,s ® Hy 4 L** ® L%%) si Imz > 0, mientras que
R{)"(z) esta definido por (1.2.26) si z = A € IR. Del teorema 1 y la compacidad de ¢
(considerado como un operador de Hy _y/9_.(IR") en L21/2+¢( Jgn), se sigue que T(2)
es un operador compacto para todo z € i ¥ que ademds, el operador T(z) es continuo
enC¥ enla topologia uniforme de operadores en B(Hg2,—s ® Hp,—s, H2 —s ® H2,s).

Consideremos la pregunta de invertibilidad en B(Ha,_,® Hy _,, Ha _,®Ha, ;) .
del operador I + T(2) donde [ es la identidad. Afirmamos que (I + T(2))~! existe si

y sdlo si z € €C+\e(4q). Primero supongamos que Jmz > 0. Usando la ecuacién. S

resolvente 0 o N .
R()+Ro(2) (o) R(2) = Ro(2), @

¥ (1.6), se sigue que para cualquier f € Ha,_;® Ha s y u= R(z)f € Hy,_s® Ha _,, =
tenemos S

Dejando variar a f en Hp® Hp, se sigue de (1.11) que Hy® Hy C Ran(I+T(z)),
lo cual implica que Ran(l + T(z)) = Hs ® Ha. De esto se sigue por un resultado bien
conocido en operadores compactos en un espacio de Hilbert (la teoria de Fredholm~
Riesz) que el inverso (i + T(z))"! existe en B(Hy,—s ® Hy,—g,H2,.s ® Hy ;).

Ahora, sea z = A € IR. Por la Teoria de Fredholm-Riesz I + T'(A) es invertible
si y sélo si —1 no es valor propio de T(A) y sea u € Hp _,(IR") la funcién propia
correspondiente. De (1.9) se sigue que u = —Rg (A)(qu), lo cual implica que u es
una solucién vA-saliente de la ecuacién diferencial: Agu = Au. Aplicando el lema
4.2 de Agmon [1] se sigue que u € D(Ay), lo cual a su vez implica que A es un valor
propio de Ay. Inversamente, sca A € IR un valor propio de A; con una funcién
propia correspondiente u € D(A4). Usando (1.10) encontramos que u + R=(z)(qu) =
(A — 2) Ry(z)u para z € €. Entonces, dejando z — ), usando el teorema 3, tenemos:
u + R (A)(qu) = 0, lo cual muestra que —1 es un valor propio de de T()\). Las
consideraciones anteriores muestran que (I + 7(z))™! existe para z € €* si y sélo si
z ¢ e(Ag). )

Ahora, como T(z) es continuo en €+ en la topologia de operadores uniformes
de B(Hp,-,,Hy, ), se sigue de consideraciones clementales que el operador (I +.
T(z))~! también es continuo en CF \e(Aq) en la topologia uniforme de operadores
en B(Hz2,—s,Ha,s). De (1.10) y (1.9) se sigue que

R(z) = (I+T(2))"1Ry(z)  para Imz > 0. (1.13)
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Usando las propiedades de continuidad de (I + T(z))~! y Rg(z) se sigue que, para
cualquier A € IR\e(iAq)

3 lim R(z) = (I + T(\)"IRF(A) (1.14)
Imz>0

en la topologia de operadores uniformes de B(Lz“,Hg’_‘). Del iltimo resultado obte-
nemos (1.7). Los otros resultados mencionados en el teorema se siguen inmediatamente
de (1.7). Esto establece el teorema.w

IIL.1.4 TEOREMA. Sea Hgq. el subespacio de continuidad absoluta de Hy
con respecto a Ag. Sea Hyp el subespacio cerrado en M, generado por las funciones
propias de Ag4, entonces

Hg = Hgac ® Hep- (1.15)

Observacién. Denotaremos con {E)} la resolucién espectral de la identidad
asociada a Ay y denotaremos con E(B) la proyeccién asociada con un conjunto de
Bore! B ¢ IR. También denotaremos con Py la proyeccién de Hg en Hyze. Con esta
notacion el teorema afirma que

Py = E( R\e(iAq))v

donde e(iA;) = {A | A es un valor propio de Ag}.

Demostracién. Tenemos que mostrar que una condicién necesaria y suficiente
para que (E) f, f) sea absolutamente continua en IR es que f sea ortogonal a Hgp. La
parte de la necesidad de la condicién es obvia. Para probar la suficiencia observemos
que si f 1 Hgp entonces (E)f, f}q es una funcién continua en IR. Por esto y porque
€(iA,) es un conjunto discreto, para probar la suficiencia basta mostrar que la funcién
(Exf, f)q es absolutamente continua en cualquier intervalo compacto en IR\e(iAq).

Entonces, consideremos un intervalo [a,8] C IR\e(iAg) usaremos la bien cono-
cida férmula

(18~ Bt f) = fimgae [QRO +i0)—RO~ielf,ir (116)

la cual es vélida para cug.lquiei‘ fe Hq ‘(ver: Dunford [1] pag 1202). Suponga que
f-€ L¥(IR™)® L*( IR") para alguna s> 1/2. Se sigue de (1.15) y del teorema 1.3 que

X = B O)If, i @)

Luego, éé sigi;e de (1 continiamente diferenciable en m\e(Aq) y
que . S g Pa . :

(R¥ ) = ROV, )  aw




para cualquier f € L2%(IR™) ® L%( R") con s > 1/2. Como el conjunto de funciones f
para las cuales (e, f, f) es una funcién absolut te continua respecto a A en [a b]
cerrado en M, (ver Kato [1]), se sigue de (1 17) que (E) f, f} es absolut

en todo intervalo compacto en IR\e(iA,) para toda f € Hy, esto establece el teorema.-

Sea Uq(t): Hy —+ H, €l operador que relaciona los datos iniciales g con la
solucidn de la ecuacién (1.1) en el tiempo 2.

Uy(t)g = (v(=, thyue(x, t))- : (1.19)
Veamos que Uy(t) es unitario. v

1I1.1.5 LEMA. Si g € C§° ® Cf°, entonces ||Uq(t)g||,, = ”g“q :
Demostracxon. Sea v(z, t) solucxon de'(1- 1) condatos iniciales en C'°° ® C°°"

Entonces - . -

II1.1.6 COROLARIO. Conservacxon de’ la energm Si g‘ € ‘H,, entonces
NUs(®)gllg = liglle- :
Demostracién. Sea gy, una sucesxon'de fu xones en C°° ® C(‘)” que converge

a g € Hy. ComoUy(t)(f+g) = Uq(t)f+Uq(t)g para. cualesq\.uera fyg E 'Hq, entonces

UII(t)gm - Uq(t)y = Uq(t)(ym g) ’ v (1 20)
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y por lo tanto || _Lim Uy(t)gm — Ug(t)glle = 0, lo cual implica _lim_ {|{Ug(t)gmlle
= [|Uy(t)gllq- Pero por el lema 5 tenemos que para cada m, |[{Ug(t)gmlly = [lgmlle ¥
lim [lgm|lg = ligllg, por lo que podemos concluir |{Ug(t)9)llg = ligllg»

Como Uy es un grupo unitario, utilizando el teorema de Stone, concluimos que
existe un operador autoadjunto (negativo) A con la propiedad de que si ¢ € D(A)
eatonces .
Uy(t)g = 4.
A continuacién veremos que el operador A es igual al operador 4,.
Para g € D(A) tenemos que

.

BUy(t)g = Act4g
pero por otro lado, sabemos que - L
B Uy(t)g = (ve,vee)

= (v, (A — q)v)

= AqUy(t)s

de donde concluimos que A = Ag. Entonces Aq es el generador infinitesimal de U,.

IIL.1.7 DEFINICION. Sea D(A3) = {f € My : Agf € Hy en el sentido
débil} y sea D(Ag) el dominio de Ag en H, es decir, D(Ag) = {f € Mp : Aof € Hg).

IIL.1.8 LEMA. Los conjuntos D(Ay) y D(Ao) son iguales.
Demostracidn. Sea f € D(Ag), notemos que N
) lfIlf =FIVAP +IAal2dz< ooy
b) 401§ = lI(f1, Sfo)I§ = S IVAR + 1S dz < o

para demostrar que f € D(Aq) basta probar que

Nlaaflla = [IVAR + @)A1 + (A ~ Dol dz < co. (2

Como ¢(z) es de orden Izlg""‘, entonces |g(z)] < M para |z] > R. Utilizando
las desigualdades de Holder y Sobolev y la suposicién de que g € L. tenemos que:

Jma@IniPdzs [ a@lnlf s+ [ a@IAPR de

a@)NN?dz+M 1AR dz

<
lz|<R lz|>R
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2 2
S fei< <pI@NAL d=+ Milfllo

o =
P (] cqh® dz) (fopcalfat®raz) ™ +aansig
= nast<® ([ 1 dz)n? + MIlFIE
3 hel<r ! 0
= liall<* 1%, + MILAIB

Sobal =
o2 clallf <" g + MilfI3

=cllall§'<® [ 1V dz + MIFIB
< KllAofI13 + M1 < oo. (122)

Ahora veamos que [ |(A — ¢)fof? dz < co.
J 1A -ofef dz < 1850l + lafol? + 218 foligfol d= < eo
< los1B + [ ol dz+2 (1= At ao)t (f1asoft az)*
< I4ofI + [ 1afol? dz + 4o llo [ lasol? d,)*

entonces basta probar que

/Iqjo|2 dz < oo,

Esto lo probaremos en dos partes:
i) Veamos que es cierto fuera de una esfera de radio R.

1fol
/|:|>RW"l < Jet> R TS %

Hogier ( /,,|>R (|:|_3_2,__ d:)z/") ( f [ o (l o Iz)u/n-—‘l ) R

Sobol
2 e J19fol? dz
< OlIflff < oo (1.23)

ii) Demostremos que también es cierto en el interior de la esfera de radio R.

2 2 2
dz < d:
'/I;l qufol z = I:I“<P 1fol '/|f|<R lg|* dz
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Qe f alonltast [ ifoltds

<lidofti3+ [ 1Vfol? de

. < NAof1i3+ WA < oo, (1.29)
- donde Ia desigualdad (+) estd dada por el teorema de inmersién de Sobolev. Luego
" {lAgfllq < oo, entonces f € D(Ay).

Para demostrar la otra contensién, llamemos A’ a la restriccién de Ag en D(Ap).
Si Aq fuera una extensién propia de A’, entonces para cada A tal que Ran(A—Ag) = 'Ho,
vemos que A — Ag debe anularse para alguna f no trivial

Af = Agf =0,

esto es, Afo — f1 =0y Afi.— (A—q)fo =0y por lo tanto A2fo = (A +¢)fo =0 como
distribuciones.

Sea ¢ € C§°, entonces

O=/0dz-=/o‘pdz=/,\2f1y>-—Afosp+qfopdz. (1.25). o

Ademaés, podemos aproximarnos con funciones en C§° a fy porque estd en H 10
y obtenemos

[ 22150l + 1V fol? + alfof? dz = 0
y si A es tal que A2 > M, entonces
/ lq(z)lfol2 dzs [ pa@Noltdet M [ o ifof? dz
' </ A2|fol’ dz + [ |Vfol? de

y por lo tanto fy = 0, pero como fi = Afp, entonces f = (0,0), lo cual es una
contradiccion, por lo tanto D(4g) D D(Ag)=

II1.1.9 OBSERVACION. D(Ao)jz|<r = D(Ag)jzi<r-
H1.2 EXISTENCIA DE LOS OPERADORES DE ONDA

II1.2.1 DEFINICION. Definimos los operadores de onda,
Wi(Aq, Ag): Hg — Hy
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' como operadores de onda entre dos espacios de Hilbert
Wa(dg, o) =  slim_Ug(~8)J0n(t),

donde J: Hg —» H, es el operador que envia a C5° ® C3° C Ho en C§° @ Cf° C H,
entonces por abuso de notacién nos olvidaremos de J; por lo que pensaremos a los
operadores de onda como

Wi(Aq, Ag) = slim Ug(~t)Ug(t).

I11.2.2 TEOREMA. Los operadores de onda W.i(Aq, Ap) existen.
Demostracién. Utilizaremos el método de Cook. Tenemos que probar que

S Iag = Ap)et ol +1i(Aq — Ag)e"4oplly dx < oo. @D
. 3¢
Como Aq ~ Ag = (2 g) y eftdo = (eilgA el ) tenemos que

l1(Aq ~ A0)e** 45 llg = [[(0, g + ge**o1)llg

= lige + geen)ll2

< llgpllz + llge*e)ll2

= ligellz + lgwe)ile: ‘
Como ¢ es solucién de la ecuacién de onda sin perturbar, entonces g también lo es,
por lo que basta probar que -

I llagllz de < oo.
o N

Para cada ¢ € IR y § > 0 definamos
Q) ={z e R |Iz] 2 1+6)t]}
Q1) = {z € " | [=] < (1 §)}t])
Qt) = {z€ R" | (1 -8t < |z] S (1 + )it}
Si ¢ es solucidn de la ecuacién de onda sin perturbar con datos iniciales en
Cg° entonces por el método de fase estacionaria (véase Reed and Simon [1] vol III pag
46) tenemos que para toda § > 0
C

—(TM!:_—&I':—I)W z € Q(t) para toda N,

Cs -
le(z, t)] < m]ﬁ);:r z € Nao(t) (2:2)
d -
m z € IR".
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S Si z:e ﬁl(t) entonces

. 2
21,12 dz < ]
o @Rl de < [ S de
CZ
< —UN§ g
< oy TS WY

Como |z| < 1+ [t| + |z| se tiene que THEDT < I_zll""” lo cual implica

' ’ c? c?
. . dr < — NS ___ g
, /n. P T Y —/m [z[+2¢|z 2N ©*

1

< 2 ——
S VollB1)Cis fl|, o1 AT
_ Vol(B1)C¥s

(-2N -3-2c + n)|¢'2N+3+2¢—n

C, . n—1

= W siN= T
=&
= e

donde Vol(Bi) es el volumen de la esfera de radio uno. Entonces

(£, lq(z)solzdzy < gtz

23)

Notemos que Vol(Q2) = Vol(B1}(1 - 6)"|¢|”. Si z € p(t) entonces Sin=3

J ool 22 ([ 108 dz)5 (f, 1 d,)*
< (llallg*y? ( f,let® dz)*‘

Por otro lado
6 Cs
o, Y 42 < o, ey 4+

CsVol(Q2)

= A+
CsVol(By)(1 — 87|t

= (1+e)12

< CsVol(B1)(1 — &)

ST
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Por lo que

(o ) < (f d;)* (f, o)’

< ligli*csVolBy)(1 - )%
= L

Q

<

|

[ L)

¢t

. Sin23

A a) (f s )™
‘ =

< (a7 f, o1 az)

qu otro lado o

lel™s d
/ P z < /ﬂ: a+ M)—'!—_-rl

< CeVal(Qa) _CsVal(22)
1+ 1t
< GaVol(BI)(1 = &) H"
(14 1)
< CaVol(By)(1 = 8)"
=

' qu lo que

(4, e d,)* < (foala® as)* ( / ol -iz)lﬁ1

_ NlellgCsval(Bi)1 - 8)°F
Tka

paran =3. (4)'2#"»"’77-,

Ca o
Sltl"*" paran > 3. ‘ - @5
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Notexnos que Vol(R3) = Vol(B)[(1+6)"-(1—6)")t}". Siz € Qa(t) entonces
f ot de s [, o ae
d

= A?a (T - 83+ ES¥2e(1 + =17
< Vol(Q3)d
== 6)5+§E|‘|n+1+§
_ Yol(By){(1 +6)" ~ (1 - 6)"]
a- 6)3+2:|¢|2+2¢:

Luego } 3
2 12 < (Val(BNI + 8)" — (1 — 6)%)) :
([, lafto as) ' < (PHBUALT o s Ll
= O3 :
= ]tl“‘"

Tenemos que por (2.3), (2.4), (2.5) y (2.6)

el e < 7, teel dz)*+(/m |ql2|¢lzdz)*+(jm |q|2w12d=)*d:

o0 ) + & 6'2 C3
=Jn |¢|l+z H; Itll+e
C 14+Co + 6'3
e|Tol*
luego, por el método de Cook, obtenemos que los operadores de onda Wi(Aq, Ao)
existen. &

dt

111.2.3 LEMA. Si ¢ es solucién de la ecuacién de onda sin perturbar, entonces
Jim [ d@le(z 0 dz=0. @7

Demostracién. Si ¢ es solucién de la ecuacién de onda sin perturbar con datos
iniciales en C§°,entonces por el método de fase estacionaria (véase Reed and Simon {1}
vol. Il pdg 46) tenemos que para toda § > 0

_Cns
(L+]8+ DV
v c
W= < TappT © €%
d

z € 2)(t) para toda N.

il—-;l_tl)TiI x € IR,
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" Siz € O1(t) entonces

= Jy l:|§+s

< / ___g.ﬂf_.__ dz.
B [ofie(1 4 f¢] + |=l)2V .
" Como |zl € 1+ |t] + |z| se tiene que T < ITII'-N’ lo cual implica

/ 012” dz < C?“ dz
W [z 4 |t + 22V g iy

2 [ 1
< Vol(B1)Cls ‘/(14'6)[“ m_—n-dr
_ Vol(B1)C¥s
= v 3 P n)I‘I2N+§+c—n
= ETCZITE si N = 2";- 1
Cx

=R

' ,,_donde Vol(Bl) es el volumen de la esfera de radxo uno. Entonces

o, 4@tz < Itlm (28)

Notemos que Vol(Q22) = Vol(B1)(1 — §)|¢|". Si z € Q2(t) entonces

e ([ 1 ae)™ ([ ot ) ™

12
< Uy ( f, bl az) ™.
Por otro lado
P [ —S%6 4
~/ﬂz l‘PI d -/ﬂz i+ Itl)ﬂﬂg(n l)
CsVol(92)
(@ =D
< CaVol(B1)(1 — 8)" "
7 @ eyEseD
< CaVol(B)(1 ~ 6"
5=
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Por lo que

: 2
2 dr —
i, lalle? dz < laltza (m’?r::“)

2’ ‘ .
<l @9
_ Notemos que VoI(Qs) = Vol(Bp)[(1+6)* — (1—8)")It|". Si z € Q(t) entonces

lol?
L, lallelde < [ g

d - .
<k, a-ofepedea + -1
Vol(R3)d
= (1 - &)¥epntite
_ Yol(B)){(1+6)" - (1 - 6)"]
a- 6)§s|t|5+=

I;uego

2
o, lallel? dz < m W (2.10)
Entonces de (2.8), (2.9) y (2.10) concluimos que
Jim_ [ lallel?dz = 0a

En el siguiente lema, veremos que el operador Wi posee la propiedad de inter-
cambio para Aq ¥ Ag. .
II1.2.4 LEMA. Sea f € Hj, entonces: .
Ug()Wa f = Walip(2)f. (211)
Demostracién. Como Uy(t) y Up(t) son grupos, tenemos que: .
UerIWef = U(r) [ slim_Ua(~000(0)f]
= slim Ug(~t+r)Uo(t)f
= slim_Uy(~O)Uoft+r)f
= WalUp(r)fa
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-II1.3 LOS OPERADORES DE ONDA SON COMPLETOS

A partir de este trabaj >s en el espaci ‘H{', que es el comple-
mento ortogonal del subespacio de Hy generado por los valores propios de Aq, y con la
restriccion de Ag a este espacio. .

los espaci trante D? y

En el caso del sistema no perturbado, defini

saliente D.o,, como:

DY ={feHo|Us(t)f =0 parals|<t, t>0} @1
Dl={feHy|Up(t)f =0 parafzj<—t, t<0}.
Los espacios entrantes y salientes del sistema perturbado estan dados por
' DY = WDl 3.2)
Si DY satisfacen los axiomas de Lax-Phillips
i) Ug(t)D%. c DY, parat > 0y Uy(t)DL c DY parat <0.
i) OUq(t)Di’ ={0}= OU.,(t)D‘L
i) JUg()D% = My = | JU,(1)DY.
t t

se sigue directamente del tercer axioma, que el rango de Wi es 'H:,, lo que significa que
los operadores de onda W son completos.

II1.3.1 LEMA. Los subespacios DY satisfs los axi de Lax-Phillips (i)
e (ii).

Demostracién. Como los operadores de onda son intercambiables para Ag y
Ag se tiene Uy(t)Wy = WaUp(t). Utilizando (i) e (ii) para D] tenemos

i) Ug(t)DY = Uy(t)Wa DY = Walip(£)DY © Wi DY = DY
i) NUDL = NU;WDY = NWaUpDL = Wi NUy DY = W{0} = {0} =

El resto de esta seccién lo dedicaremos a probar que Di satisfacen el tercer
axioma de Lax-Phillips. Es decir, probaremos que

UUq(t)Dg{»" ”G — 7{'q = UUq(t)Di | "v_ (3.3)

Supongamos que (3.3) no se cumple, entonces existe f € 'H; distinto de cero tal
que f es perpendicular (respecto a Eg) a JUy(t)DY. para todat. Entonces {f,Ug(t)g)q
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=0, para toda ¢ y para toda g € D1, luego (Uy(t)f,g)q = 0, para toda ¢ y para toda
g€ D%, por lo que (M,g)q = 0, para toda ¢, para toda g € D?,_ y para
toda ¢, entonces lim,. o(jﬂﬂgﬁ)_ g}q =0, pero lim,__, O(M g =
f—U,,(t)f, 9)q = (AqUq(2)f, 9)q = (Uqg(t)Aq f, g}, por lo que tenemos 0 = (Uy(t)Aq f, g)q

para toda ¢ y para toda g € DY, luego 0 = (A, f, Uy(t)g)q para toda t y toda g € DY,
entonces Agf también es perpendicular a UJUy(t)D%. Ademds A;f € D(Ag), ya que
A2f y Aqf € My entonces Aqf € D(Aq) C D(Ag).

En el caso de dimensién impar probaremos que Agf = 0, y. como estamos
suponiendo que A, no tiene espectro puntual en H; q» 8¢ sigue que f =0.

Para ello, descompongamos Agf en sus partes entrante y saliente.

Sea T:Hy —» L2( IR, S™~!) la representacién de la transl

T(fo, H) = -Da%ino + D:‘i-lRfl’

donde R es la transformada de Radon R(s, w) = fiz w)=, f(z)dH (z).

Entonces T es una isometria tal que

TU(t)f = k(s —t)
TAg = 6,T.

(34)
Consideremos T'A¢f y elijamos , ¥ € C°°(IR) tales que

. o1 .
sv(a)={(1)_-:ZZ% Pp=1-0p

Denotemoscongy ha los elementos cuyos representantes son lpTAq f y ¢TAq f
respectivamente

Tg=TAsf
Th = yTAf.

En este caso Ay f =g+ h.

I11.3.2 LEMA. Sean g y h como en (3. 6), entonces y e D+, Aqg € 'H,,, h € Do k _‘ B
y Aghe ’H .

) Demostrm:non Como TUo(t)g(a:) k(s t) —Osia—t < —2 y Uo(t)g(z:) 0
para |z} <t — !, obtenemos que g € DY.. De 1gual fonna se demuestra que he DY,
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" Por otro lado, como T Ag = 8,T, cbtenemos
IT(Aog) g2 = [18:(0T Agf)lI 12
= |lpsTAgf + 90T Agf|| 12
< ”‘r”aTAqf"L1 + ”vaaTAqf”[}

D T aefliza + e TAodefllza
< cf|TA fll g2 + || T AgAqfll 2
la desigualdad (a) se da porque ps € C§°( IR), y la iltima se da porque ¢ estd acotada.
Entonces ) '
{lAogllo = 1IT A0gllza < ellTAgfl|ga + | T Ao Ag flifz
< ¢ll4¢fllo + ¢l ApAg FHlo,

pero por hipdtesis Agf € ‘Hb, luego {|Aqgllo < oo entonces g € D(Ag), pero como
D(Ag) = D(Ay) entonces [|Agg|ly < co. De la misma manera se prueba que Agh € Hy.»

Ahora probemos que {A¢f,g)o = 0.
1II1.3.3 LEMA.
(Agf,9)0 =  Lim (Up(t)Aqf, Uo(t)gdo

@ Jim (Ug(t)Aqf, Uo()g)o -

O] Jim (Ug(t)Aqf, Vo(t)gdq

@ Jim (Uy() Ao f, WaUs(t)g)g

@Dy,

Del_nostracién. Como g € D&, tenemos que W;Up(t)g € D, y por hipdtesis
Uy(t)Aqf es Eq-ortogonal a DY, entonces tenemos la igualdad (d).

Utilizando la propiedad intercambiable de W obt s (c)
({Ug(D)Agf, WUn(t)g)g = {Ug(t)Ag f, Ug(t)Werg)q
={Agf, W4g)g
= ‘E_Iflm(Aqfr Ug(=)Uo(t)g)q
= lim_(Uy()Aq,Un(t)a)e.

Ahora probemos (b):
Jm (Ug(t)Aqf, Un(t)gdg — (Ug(t)Aqf, Uo(t)g)o
= Jim_ [ a@)Ua(t)AeN)oTo)o .
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. donde ( ), significa la primera componente.

Ahora usando la desigualdad de Holder y (37)

Jim [ @)U AN TaYe dz v
< tim ([ a@0a0Ae01o a2t ([ a2 @ot01el? d2)!
< laflle ([ a@N(@o(01eP d)} =0,

Ahora probernos (a):
Jim_(Uo(t)4ef, Uo(tlodo — lim, (Us(t)AeF, Uo(t)g)o = 0

= lim_(Uy(t)Aef — Up(t)Aq S, Uo(t)g)o = 0
= lim_[[Ug(t)4eS — Uo($)AgSllo =0

por el lema 3.4 esto es cierto.m

II1.3.4 LEMA. Sea f € H, n D(A} 7y, i =0,1,2, entonces existe una sucesién
{tn} (tn —» o0) tal que .

Jm_(1Uy(0)Aqf — Un(®)A4gfllo = 0. @7)

Demostracién. Por el principio de Duhamel (véase Courant and Hilbert [1)
vol. II pig 202)

v = vo)f = [ (vate =) (o) ) Tato)f) ds R

y por lo tanto

04t =~ Vot a0 = " f (e (. -‘i'?“"»v.o)vq(s)Aqf) as| .-

< / u(o —q(z)u.(z s))uods, '
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donde v es solucién de O, y v(z, s) = Ug(s)f.
Por otro lado
¢
/0 11(0, ~g(=)va(z, sYilods < ltllﬂlmﬁﬂ(ﬂ.w(z)va(z, ))lods
2
= 1t] mae [ =tz s)Pde.
Ahora dividiremos la prueba en dos partes:
i) Cuando |z]> Ry
ii) cuando jz| < R
donde B > |t] v lg(z)] € l-z-é; sifz] >R
En el caso (i):

los(z, )
la(e)ua(er o) de < 1el lal<ltl :l>R e dz

<itm Ry leg / fva(z, 8)f? dz

WWy(s)fllo
< It e Smyvee
Itle
= [RpFE

c
< m2+25

It

max
lsi<itl Ji=1>R

y por lo tanto -

t—00

(W40 ~OoAL SIS i =0

Probémos el éasb ‘(ii)’vsa.:udo las desigualdades de Holder y Sobolev tenemos

1
-/I;I<R |q(;,-)u,(z,s)|2 dz < (/l z|< qu(:)| d:) (/ )<R|V"a($ W92 dt)
< cl| AUy i< :

y por el lema 3.5 existe una sucesién ¢, tal que
. R .
t”hmoo”ﬂ,,Uq(tn)f“sz =0a ’ . - (3.9) .
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I1.3.5 LEMA. Si f € H,n D(A4] ), j =0,1,2. Entonees existe una sucesién
tn —+ co tal que para R > 0

Jim_iagUg(en)FIIET<R < 0. (3.10)

Demostracién. Como f, Agf y Agf € My, entonces || fllq, |4 flle ¥ ”Agf".,
son finitas, por lo que ||Ug(t)4,fllg ¥ 1Ua(2)AZfllq = |AqUy(t)Aq f1ly son finitas, en-
tonces Uy(t)Aqf € D(A;) = D(Ag). Como Uy(t)Aqf € D(Ag) tenemos que
Ug(£)Aqfllo < o0 ¥ |{Uo{s)Ug(t)4g fllo < co para cualquier s € IR.

Supongamos que existe una constante M > 0 tal que ||Uq(t,,)Aqf||M<R > M,
para toda n € IV. Sea 0 < & < M. Como DY es denso en Hg y Uy(tn)Agf € D(4g),
existen k) y hg € DY tales que HUq(tn)Aqf—hl))o < &/2y \Ug(—8)Ug(tn)Agf~ hzﬂo <
&/2, pero

€ > [Ug(tn)Aef — h1lfo + HUo(—3)Uq(tn)Agf ~ h2llo
= ||Uy(tn)Aqf — h1llo+ [Ug(ta)Agf — U(s)hello
R
= Wi(ta)dgf — mllf1S® + [U(t) dqS — alif™>
+1Ug(tn) g f = Uo(a)hallF'<" + 1Ug(en)Aof ~ Un(a)hallf> "
B ll"'<R+lqu(tn)Aqf hm""

+||2Uq(tn)Aqf vo(s)hz—mu"'”‘

o entonces 0>e—-M> [Uq(tn)Aq f— h|||"'l> £ , pero esto es una contradiccién al hecho
 de’ qu" H H!, '?_R es'la mtegml de funciones positivas, luego existe una sucesién ¢, tal

B que limp—c0 ||Uq(t,,)A,, AlEI<R = a

El Caso de Dimensién Par

Para probar (3.3) en el caso de dimensién par empezaremos, igual que en el
otro caso, suponiendo que ¢s falso y obteniendo f distinto de cero en Hj N D(A4}) tal
que U(t)f es Eg-ortogonal a DY, para toda t. Otra vez queremos mostrar que A, f =0
para f € D(4} )

El problema de la dimensién par es que D.. y D4 no descomponen a Hp. Sin
embargo D_ N Dy = {0} y D— + D4 es denso en H.
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 Para evitar esta dificultad, usaremos otra técnica de Enss, nos aproximaremos
a A, f con datos de la forma w( Ag)Aq f definida como sigue:

Elijamos w € C§°(IR) que se anule cerca de ¢ = 0. Denotemos con R la
transformada de Fourier de w.
— _1_ iot
Qt) = 5 /gz w(o) do,

definamos
w(4) = / QYU(E) dt. (3.11)

Como en el caso de dimensién impar usaremos los lemas 3.4 y 3.5 para elegir
una sucesion {¢m} con t;m — oo tal que para fm = U(tm) y |s,[t| S m

(¢ + $)Agfm — Vo(t)Vqls)aSmllo < i JEET)

donde ¢ > 1.

I1.3.6 LEMA. i) _lim_{k(Aq)Aefm — w(Ao)Aqfmlls = 0 y.

m—oQ

i) | lim_ [WUy(£m)w(Aq)Aqfm — Uo(m)w(Ag)Agfmllo

M——+00
Demostracién. Por (3.11) tenemos "~ 7.

Ug(£m)o(4q) Aq frm ~ Uo(Em
=Ug(ekm) [ Q)Uq(t)Agfrm

en consecuencia : e
Tttt
ML OTIEAD



”Uq(*m)W(Aq)Aqu - Uo(imW(Ao)Aqullo
< [ 1RO Um0 g frm — Vol Em)Us() A Smllodt + [ 10(e)de.

- " Como {S(2)| es acotado y v > 1 la afirmacién del lema se sigue directamente de
(3.11).=

El lema muestra que w(Ag)Aq fm es una buena aproximacién de w(Ag)Ag fm-
A continuacién descompondremos w(Ap)Agfm en sus partes entrante y saliente. Para
esto necesitamos recordar algunas propiedades de la representacién de la translacién
saliente T4 para la ecuacién de onda no perturbada en epacios de dimensién par (para
las pruebas remitimos al lector a Lax-Phillips [6]).

En particular [Up(¢)f] puede escribirse como
u(z,f) = / fianes iz -6,6) d6, (313) .

donde m(.s, 9) = cd"" gT+ fye= -—_rr El simbolo @ denota la derivada parcial

respecto a s, y usaremos el snnbolo 9 para la semiderivada ot

: o"— a% c>0
'Q( {l'UI% a<0

en otras palabras B%k

F‘lﬁ'Fk donde F es'la tra.nsformadn de Founer en una
dimensién : el o . . :

ante al conjunto de
(3.14)
(3 15) S

e



Si denotamos con & a T4 A fm, entonces por (3.11) se sigue que

km(s) = / Qt)em(s — t)dt.

Ent. el representante espectral saliente de em, es

Fkyp =w(o)Fém.

Por lo tanto Fkpy, se anula donde w lo hace, digamos [al < é y vemos que para cualqluer
ve R
flo* Fhmll < )11 llbmll = c(w)lgl"" flemflo- 3.17)
Utilizando (3.13) y (3.15) tenemos
llo” Fiml| < e(w)iz I""(Ilfll + IIAqu)

verss. deﬁne un operador

En particular cualquier derivada de cualqmer orden o8
acotado en kp, con cota independiente de-m. 7.

Utilizando las funciones p y 3 de (3 5) defin
de em como

es entrante y sahente .

Tihm =
T+.‘7m

_ ok , ?(3.13) ,

respectivamente. .
Como ¢ + 1t =1 tenemos .~~~

Aplicando (3.18) [|[¢0% bl lioabia

}{ son acotadas uniformemente en
m; y por lo tanto, T

Por otro blado una slmple mterpolacxon nos da

Nobpo% ki < llp6F bl + uawa’t‘kml'n
102007 km < (10007 kml] + na’«paﬂ...n
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Combinando las esti i anteriores vemos que

llgemll, 1 Aogmlls hmll, |l Aohml| < ¢

uniformenmente en m.

También notemos que

suppa“?‘z;g,,. = supp a“i‘q:a%k,,. c Rt -

DN =] =

supp 69%2T+hm = suppa%ltl:aikm c RY +

Se sigue que Ug(m)gm ¥ Up(—m)hm se anulan para |z] < n— i Ahora podemos
probar

(8) (w(Ag)Ag fmigm)o — O
(b) (w(Ag)Aqfm,hm)o — 0
(c) (W(Aq)Aquvjm)O - 0:
Notemos que

[[Ug(t)wr(Aq)Ag frmllo < e(llw(Ag)fllq + N Aqw(Ag)Sllo)-

Por lo tanto (c) se concluye directamente del lema 3.5. Las pruebas'de (a) y (b) son
esencialmente las mismas de (a) y (b) del caso de dimensién impar.

Finalmente (a), (b) y (c) juntas implican
llw(Ag)Aqfmllo — 0

luego, como antes |[w(Ag)Aqfllg =0 y por lo tanto w(A44)Aqf = 0 como se querias

III.4 EL OPERADOR DE DISPERSION

Sea f € DR definamos
Ty Wif=Tf

y extendamos por continuidad para todo Hj. Analogamente lo hacemos para T_W_.
Consideremos el siguiente diagrama:

W,
Ho =

My
™\ Ty
LA

-0 -



El operador de dispersidén estda dado por
s:2—r1?
T fr—s T4 f.
También podemos definir el operador de dispersién en Hgy como:

witwe =7 ln 7ol

Entonces hemos dado um;. teoria de dispersién para la ecuacién de onda éon per-

turbaciones g(z), con |g(z)| < ﬁg- cuando |z] —+ oo, ¢ € L}, y para perturbaciones ,l -
2

Q(z), con Q(z) = 'vlgz_)n cuando |z] — o0, p € L*(R"), s >n > 2.
T ’

Ambos casos son més generales que el caso en que la perturbacién es de orden
mayor que 2.
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APENDICE

A.1 DERIVADAS DEBILES

Si queremos tener hna teoria slmple y genera.l de ecunciones diferenciales parciales, el calculo clulco
Por

para funci de varias variabl 8i p en las dos
parclalcs &%u/dz8y = 0 ¥ 8%u/8ydz = 0 deberian ser equival la pri es satisfecha por !
ion que sélo d da de z mi que la da no si tiene sentido para talea funcionea.
Esto es poco natuml e ihdica la idad de ituir a las funci por nuevos objetos, que II
distribuciones, tales que la dxfercncxacnon sea siempre posible. Al hacer esto es importante conservar tantas
iedades de los espacios de fi como sea posible.
Para motivar las definici fi , ptimero not que ¢l dominio de definicién de un oper-

ador dife; I puede ser extendido considerindolo como un operador adjunto. Por ejemplo, la ecuacién

8%u/Bydz = f implica que u es doa veces diferenciable, y que

“ //u&’w/ﬂ:ﬁydzdy://ﬁpdzdy

para toda funcidn  dos vln;ca diferenciable que se anula fuera de un conjunto acotado. De hecho, la igualdad

anterior se sigue de inmeiato si integramos por partes cl lado izquierdo, cambiando las derivadas de p a
u. También es facil ver que para Jquier u dada, esa igualdad no es vilida para una una funcién f que
tan sdlo sea continua (vedse secclon 2). Esto hace natural definir que 8u/8z8y = f en el sentido débil si
la igualdad de acriba se m Obvi las i 8%uf0z0y = f y O%u/dydz = f se vuelven
equivalentes en e} sentido debll

Ademas podemos dar‘otro paso y considerar la forma lineal
‘ P r—s //uﬂ’p/azaydzdy

©Omo una representacion pnra u8?/9z8y atin si no existe una funcién continua f que pueda ser escnta de
la forma ffftpd:dy Para poder estudiar los operadores difel iales de Iquier orden iderdremos
formas lineales en el conuntp de funciones que se anulaa fuera de un coluun'.o acotado y que tengan derivadas
de todos lo drdenes. Estudi; esas funci en la sigut seccién antes de dar una definicion pregisa
de distribuciones. '

|
A.2 FUNCIONES PRUEBA
Sea 2 un conjunto abulrto en IR", y u una funcién continua en f2. -Definimos el soporte de u (en ),

denotado con supp u; a la cerradura de {z [z €0, u(z) # 0 }. El soporte es el subconjunto cerrado més
pequefio de 02, fuera del cual se anula u.
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Denotaremos con C*(£2), 0 < k < oo al conj de todas las funci u definidas en §2, cuyas derivadas
" parciales de orden menor o lgual a K existen y son continuas, Denotaremos con C} '3 (12) al conjunto de todas
las funciones en C*(£2) con soporte compacto en £2.

A.2.1 TEOREMA. Se puede identificar a C¥(f2) con el conjunto de todas las » € Ci(IR") con
soportes contenidos en , i.e., Cg(ﬂ) ={plpeCIR"), supp pC Q).

Demostracitén, Sip € Cn( IR") y supp ¢ C 2 entonces supp ¢ es un compacto contenido en {2, por
Io que ¢ € C4(02).

Inversamente si y € C§ (1), definimos

w={5" 258

¥ es continua y tiene derivadas parciales continuas de orden menor o igual que &, ya que los tinicos puntos
donde habria problema son les puntos de la frontera de 2, pero esta contenida en Q°,
Los elementos de C3° (£2) son llnmados Junciones prueba en Q. Un ejemplo clasico de funcién prueba en
IR" es:
- c‘/ =1 Iz) <
#l)= fel2 1,

donde [z =zi+z3+.--+2h.
De hecho f(2) = ‘m t<0 es una funcién en C*°( IR) ya que todas sus derivadas existen ¥ convergen

t20
-mi-_—. < 0y ademés
'fl |<1°” leP-1qz <

a 0 cuando t — 0.
Sea ¢(z) = ¢(z)/c, z € IR" donde €= [ p(z)dz. Como ]:]2

como ¢! es covexa, el/ 151°~1 < % =1, por lo que Smn p(z)dz =: f|:|<l'f’(‘)‘i'

Jyeper 1z = Vol( J2| < 1) = n(n + l)1r, entonces ¢ = fm- ¢(= )dz - <
La funcién ¢ tiene las mgulcnteu propxcdnda

(i) (z)2 0 ,

(i) ¥(z)=¥(-z) Vze R

(iii) vy e CP

(iv) fe(z)dz=1

(v) suppy = 31(0) ={zllzl< 1} -

que plan con laa
prueba formando la convolucidn con una funclon mtegrable u,

1ad

se pueden generar nuevas funciones

(2.1)
bscluto del

w(e)= e = inelopd

La igualdad es dada por el cambio de vannble =z = cy cuyo jac
determmante de la matriz . 0 0 - 0

T o 0"

s el valor

6 0 0 .o —eg
De hecho probaremos

A.2.2 TEOREMA. Sea  una funcidn integrable que se anula fuera de un subwmunto compacto K
de 1, entonces
(i) Si & es la distancia de K a °y € < §, entonces u, € CP(R2).
(it) Si u es continua, u, — u umformemente cuando £ ~— 0
(iii) Siu€ Lp, 1 < P < 0o, entonces u, —+ u en norma p,
D La inuidad de u, se sigue de la scgunda igualdad en (2 1) y la continuidad de .
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du, Ju(y)p(lansithetalotygy — fu(v)p(!-‘-w—mﬂ)du
h

el llT
= lim h/u(y)v((ZI, .=l+h. ©1Zn) = y) —"(V)P( ‘
= Ilm h/u(y)[ ((:" ,r;+h "n) l’) _P((zx. - &,

- €

= lim /u(,)(h)[ ((zu .t-+h “1Za) = u) ((z,, B 3 o
_/ lim u(y)( )[ (:,, .zs+h. LiEa) — v) (g, ,z;, ,:,,) y)]dy
- Juots (22)o

y de esta derivar de veces resp ax; pua i € {1,...,n}, luego
ue € C°(R). Ahorasi u.(z) # 0 entonces u(: —&y) # 0 para alguna |y} < 1, tenemos que u(z ey)#£0,es
decir, 2 — gy € K, asi que el soporte de u, es un subconjunto cerrado del comunlo de puntos con distancia -
aloméssdel(,yéstemun beonj pacto de Q@ do € < §. Por lo tanto u, € C§°(S2).

(ii) Ahora sup que ¥ bién cs inua, Como f¢dy =1, entonces u(z) = u(z)f:p(y)dy =
J-u(z)¢(y)dy, luego podemos escribir

w(®) — ) = [(ute - ev) - u(eNeiv

Si £ — 0 por la continuidad uniforme de u tenemos que u,(z) ~—s u(z) uniformemente.-

(iii) Ahora sea u € L,. Comoo<4p>1yj'quz—l entoncupeL,yflyzl'<f¢—-l ademasla‘ .

desigualdad de Minkowski nos da:

lue) = | [tz —ev)g(y)dyl

Calculando |[u(z — ey)||, tenemos qu

- porloq esu:<l/{/ValB,(0 en ucl’k 3
oo Para cualquier ppdemos enFontrar ve (funcnon continua con soporu compacto) tal que
) 7||u - ull, <ny ade és Ilu, Vellp < . ‘Por tanto (por un teorema de convergencia uniforme),

,I' hmaup[[u. =1 ||P < Ilm!llP”u. - m”p + [lu—vllp +l|maupl|v, —v|| <2y,
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lo cual prueba que e — uen norma Lys
El no fi para p = 00, veamos un tracjemplo. Sea X un pacto tal que
Jxp<ldefinamos u(z) =18z €K yu(z)=0si z¢ K,seac < S 1 luego

u(z) = / u(z — ey)p(v)dy = /;{ Py <1,

entonces jju ]l = fii ¥ ¥ "uﬂm =1, por lo tanto u, #— u.

En particular que CF° es denso en Ly(R). Lo-cual es importante para
1a definicién de distribucién, una medxda esta tnicamente determmuda por su restriccién a C3°(R2).
Ve los sigui Itados acerca de Ia existencia de funciones prueba.

A.2.3 TEOREMA. Si X es un subconjunto compacto de £, existe una funcién ¥ € Cg°{2) tal que
0< ¥ <1yy=1enuna vecindad de K.
Demostracién. Sea 0 < € <&’ < £+ ¢ < & donde § es la distancia de K a ¢, Sea

u(x) = 1 z§ll§::_{: d(a.'K)<s')

Es obvio que'u,, definida por (2.1) tiene soporte en Keqer y €8 igual a Keper.

. A.2.4 TEOREMA. Sean Q,...,{,, conjuntos abiertos y K un conjunto compacto tal que X ¢ (58
Entonces, existen funciones $5 € C"’(ﬂj) ta]es que p; > >0y El < 1 con igualdad en una vecindad de K
Demostracién. Para j =I elegir un conjunt to Ky C Q; tal que K C UPK;.'
Usando el by € C"’(ﬂ,) tal que 0< ;< 1 ¥ ¥ =1 en una vecindad de Kj.

Definimos ) = %13 7 = ¥ {1~ w,) (l ~Yiadi= .n. Entonces tenemos:

Soby = 1= (= i) (L = Y)a
1

A.3 DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS DE DIS’I‘RIBUCIONES

Primero introd {f i para el cdleulo en n-variables. Denotaremos con a multiin-
dices, es decir, listas (al,. ..; &) de niimeros enteros no negativos. Denotaremos con jaj a susuma Joi, a;
y al producto a,!as!:--a,! con al. Si m es un entero mayor o igual que |a} escribiremos

WEE

Con D; = —l,,—LI, D° = DP*-..Dg~. Aqui la i es la unidad imaginaria. Simil ibi ze =
:i.l .,.2:-. .

A.3.1 DEFINICION. Una distribucidn u en Q es una forma lineal en C§°(R) tal que para todo
conjunto compacto K C {2 existen constantes C y k tales que:

e <C 3 sup D), v eCP(K) €3V

lalSk

Al conjunto de todas las distribuciones en Q es denotado con T’(Q2). Si el entero k puede ser elegido
independientemente de X, se dice que la distribucién u es de orden finito en €, y el entero k mds pequeiio,
es lzan)mdo el orden de u en . El conjunto de todas las distribuciones de orden finito en Q es denotado con
Dp(f .
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A.3.2 EJEMPLO. Si u € LF*°(2) = {u € L,(K) con K compacto en 1} y a es un multiindice, una
distribucién de orden < |af estd deﬁmda por la forma lineal u(yp) = fuDwdz para p € CF(Q).

A.3.3 EJEMPLO., Sea n =1y 2 = (0,1). Entonces [a forma lineal
o
u(p) = 3 o(1/1)
1

esté en D'(R) pero no en D (). .
Como ¢)(1/j) = (~i¥ 52(1/7) < |55Q1/i)] < awbsen 100l ¥ u(p) = T ¢¥)(1/5), entonces

()l 2 | S eD(1/5)| < = /i) S jajgasup 1D,
Desde la igualdad (a) vemos que el orden no puede ser finito.

La razén para la notacién D’(ﬂ) es que Schwartz en [1] denota con D(€) al espacio C"’(ﬂ) con una’_
topologia que hace a D/(Q) su espacio dual.
Una forma equivalente de la definicién de distribucién esti dada por el siguiente teorema.

A.3.4 TEOREMA. Una forma lincal u en C5°(f2) es una distribucién si, y sélo si, u(wj) —0 cuando
J — oo para toda sucesion {p;} € C°°(ﬂ) tal que: .
i) D%p;j ~— 0 uniformemente cuando j — co para todo multifndice a.
ii) existe un sub:onjunto compacto de £ fijo, que contiene los soportes de todas las ;.
Una sucesién que satisface (i) y (ii) se dice que converge a 0 en C°(Q). =
D tracién. Sea u es distribucién y {y;) una ién en C§°(f) que converge a cero. Pam todo™;
compacto K C Q existen Cj y &; tales que .

u@)l<C; 3, sup [D.
" lalgks

Sea K un’ compaczo que contiene a log soportes de todas las @;, sea &k = max(kjn J =1. ,n) y U
C =max{C}, j = 1,...,n}, entonces paru a fua tenemos que o

|a|<k

- La segunda dmigusld d ara )y C mnx{q} Pa.ra @ ﬁ]n, tenemoa

) lnversamente si u es una forma linéal 'en C""(ﬂ) tal que toda sucesién (fp,} € C°(12) que converge a -
0, u(p;) — 0. Supongamos que u no i ' decir existe o € C§°(£2) y un compacto K tal que

pa.ra cua]-qulera constantee Cy

Eslo lmpllca que u es distinta ‘de cero, por lo que podemos encontmr ¥ € C“"(K) tal que u(w) = 1 ¥
sup |D%p;] < 1/. Entonces u(ip;) = 1'y D%p; —— 0 cuando j —+ 0o y K conticne los sopories de las ;.
Pero esto contradice la hipétesis d ﬂ((Pj) debena tender a cero, por lo tan'.o no existe tal g, entonces

Iu(s?)l <C Y sup|Dg,
o v lajgk -

por lo que u es‘una distribucién.e_ -
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Ejemplo de distribucidn. Si s s una medida en Q, la forma lineal

@ s
esuns dmnbucmn en N2 y por lo dicho después del teorema 2.1 a dlferentea did ponden diferent.
Por lo tanto pod identificar didas con sus ditrib dientes, En vista de

1a identificacién de una medida absolutamente continua con au funcidn de densidad, significa en particular
que una funcién f € LP°(Q) es identificada con la distribucién

o / pfdzr.
Esta distribucién sera denotada con f (nétese que identificamos funciones que son iguales casi donde-

quiera).
Veamos una definicién alteranativa de distribucién.

A.3.5 TEOREMA. Una forma lineal en C§°({2) es una distribucidn i, y s6lo si, existe una familia
de funciones p, € C°(§}) tales que los conjuntos supp Pa son localmente finitos (es decir, ningitn compacto
intersecta una infinidad de supppa) ¥

Ju(e)t < Zsup PaDvl, v € CE@). (3.2)
Si u es de arden menor o igual que &, entonces todas las Pa con ]al > k pueden elegirse igual a ceto.
) de

Demostracién. Sea u € D'(§2). T tos Kj en Q tal que todo -
subconjunto compacto de Q2 pertenece a algin K; y sea @; € CP(Q) con py = 1 en Kj. Escnbl:ndo

fPrmpr si>1
""-{sa., Coj=1

tenemos que p = 37" Ysp & p € CF (Q) e :
. Como ¢ € C§° 8élo es no nula en algun compacto, enton:es Seie=eg. Como et soporle de wv al
contenido en ¢l de ; y ; € D' existen G; y ky tales que :

ju(@ < Elu(ww)l < EGJ 3= sup|D*(ee)l.
1

t lalgk;

Ahora, los conjuntas soportes de ¥y son localmente finitos porque ¥y = O en Kj..) Por 1a formula
de Leibinitz tenemos D*(y;p) = Ty r=a Dd‘, pY; podemos entonces hacer que valga la form\lla 3 2 SI el
orden de u es k, entonces podemos tomar k; = ke . -

A.36 OBSERVACION. El teorema anterior significa que C§°(£2) es un espamo vec!onul !ocnlmente :
convexo con espacio dual D'(§2) si la topologia en C§?(Q) estd definid por las
del lado derecho de 3.2. (Y, sup oo D™¢p]). Obviamente T’(R) es un espacio vectorial con las deﬁmcmnu ’
naturales de adicién y multiplicacién por escalara (u;n; + aztz){p) = g ui{p) + azu2(p), vy, uz € D(N),
¢ € C&(Q). Aquiay, az d constantes p

Siempre usaremos la topologia débil en D/(RQ), es decit la t pologia definida por las seminormas ju(p)f,
con 4 € () y ¢ es un elemento fijo de C§(R).

Dada una distribucidn u en €2, podemos definir su restriccidn a un conjunto abierto Q' C € simplemente .

tringiendo ¢l dominio de definicidn de la forma lineal u aC“"(ﬂ') Diremos que dos distribuciones uy y u,

en D'(S2) son iguales en una vecindad de un punto = € N si las restricciones de uy y uz en alguna vecindad
de = son iguales.
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El comportamiento local de una distribucidn la determina pl de hecho prob el
siguiente

A.3.7 TEOREMA. Sean u; y uz dos distribuciones en £ tales que todo punto de 1 tiene una vecindad
donde u; = u;. Entonces uy = uz ¢n Q.

Demostracidn. Sea p € C°(2) y K = suppyp. Por hipétesis todo punto de K tiene una vecmdad
donde u; = u;. Como K es compacto, podemos encontrar un nimero finito de vecindades 2; que cubren a
K. Eligiendo & p; € C§°(%;), de do al t 2.3, 0b ® = 3. ppj, por tanto

ui(p) = 3 wi(ppy) = ua(p).

A.3.8 DEFINICION. Si u € D'(Q2), ¢l soporte de u esta definido como el conjunto de puntos en
los cuales no tienen vecindad donde u es igual a 0. El soporte de u es denotado con supp u. :

Es claro que suppu es cerrado en €, porque el complemento es abierto. Ademds, se sigue del teorema
3.7 que u = 0 en el complemento del soporte de u en 2, ea decir,

u(p) =0 si p € C5°(2) y suppunsuppyp = 0. (3.4)

El complemento de supp u es el subconjunto abierto mas grande de 2 donde u = 0. Por lo que esta
definicion de soporte coincide con la dada en la seccidn 2 si u es una funcidén continua.

A.3.9 DEFINICION. Si u € D/(), el soporte singular de u, d do con si u, estd definid
como el conjunto de puntos en Q que no tienen vecindades, donde u esta en C™.

Es claro también que supp u s un subconjunto cerrado en §2, y repeticién de 1a prueba del tcorema 3.7
muestra que u € C* en el complemento de suppu en Q.

A4 DIFERENCIACI(‘)N DE DISTRIBUCIONES
Y MULTIPLICACION POR FUNCIONES.

Para motivar la definicién de la derivada, primero supondremos que u € C'(£2) y notaremos que la
integracion por partes da

/(Dku)wd: = —/uDggad:, ¢ € CP(D). L (,(4,1)

(Esta es la forma de derivada débil discutida en la seccién 1). : N

La siguiente definicién coincide con la clsica para funciones en C'.
A.4.1 DEFINICION. Si 1 € 7/(Q2), definimos

' (De)(e) = —u(Day

que

Dy Dju(p) = DA(-U(D:‘P)) = "(Dka
En general, siempre tenemos

 (D%ea)(e) = (—1)"{"5.(1)%




(La medida de Dirac es también d da con 8a, y do a = 0 el indice puede ser omitido).

A.4.3 EJEMPLO. Si H es la funcidn de Heaviside
1 siz>0
”(’)‘{o siz<O0.

Obtenemos Dy H = 6.
A continuacién probaremos que al menos localmente, D'(2) es la extensidn mda pequeiia posible de L.g
en la cual Ia diferenciacién es siempre posible.

A.4.4 TEOREMA. Sea u € 7(2) y w un conjunto tal que w @ (es decir que & ea compacto y
@ C 1). Entonces existe una funcién f € Lo(w) y un enterom tal que u = D --- D f en w.
Demostracién. Como u es distribucidn, entonces

JuE) SC Y supiD™|,  pECPW).
lal<k

Por otro lado si ¥ € C3(w) ¥ |z,| < ay con 12;] en w, el teorema del valor medio nos dice que
sup [¢] < a;sup |D;yl, ¥ € C(w). R Ia i6n de este , una
sup [D%| < aj sup |D; D%

< aysup | D1 D)

< af™™ sup [D} =" D%

< a'“‘"a,"‘” sup |D:"°’Df""'D"go|

Safot o ak o wp DA~ . DA Do)

saf™ ’--a:"" sup|D} .- Dhyl.

Entonces tenemos que
[0y P4 E sup |D%y)|
Sk
SC Y i ah e aup D} - Dyl
lalsy
< Coup D} - DYyl 2 ab-or . qt-ae

[
< C'sup|D} - Diyl.
Encontramos una constante C' que por abuso de notacién escribiremos C tal que

lu(w)l S Caup |D} --- Dhel, € C(w). . ey

Ademis, cuando ¥ € C§°

W= [ Ty

= !'"/ Dy -+ Dntpdy,
lyes

»  ESTA TESIS NO BEBE
SALIR DE LA BIBLIGTECA



donde y < z es el conjunto z; > 1, *>*, Tn > Yn. .
Entonces sup [¢| € [|D; -+ Dytp)ds. “Aplicand esta desiguaidad a (4.4) t que

Iu(e)| < Caup|D} - Dhyl <€ [ IDEH ... DAV pld.

fue)l < € /’ D7 - DR elds.

La forma lineal (—1)"™ D7 --. D'y — u(p) ¢ € C3°(w) puede ser extendida a una forma lineal en
" Ly(w) con norma < C, por el teorema de Hahn Banach. Pero como Lo (w) es el espacio dual de Ly (w), por
el teorema de representacion de Riez, esto significa que existe una funcién f € Loo(w) con {|f]le < C tal que

u(p) = (~1)"™ /fD'l" <o Dipdz p € C5P(w)a

A.4.5 OBSERVACION. Si definimos f =0 en w® y ponemos

oz = f i,

tenemos u = D"‘*‘l Dhtlgenwyges conhnuu Por lo que todas las dxstnbuclones se pueden repl’eoentarv ;
como la denvada de una funcién continua. E .

A.4.6 DEFINICION. Sl u€ D'(Q) y a € C""(ﬂ) deﬁmremos el produczo dc u y acon la farmula

(nu)(w)- (w) ¢€C°°(9)

Es obvw que la I'ormn. hneal au es una distribucié y que la
p do u es una funci ’I‘amb»en note que:

es equivalente ala lﬁultiplicac n

aupp (au) C suppaNsupp u.

A.4.7T OBSERVACION. Schwartz probé que no puede ser definida una multiplicacid asoci va de
dos distribuciones arbitrarias. . g .
La férmula de Leibiniz para la diferenciacién de un prod se iene vilida, ya que:

Di(au)(p) = ~(au)(Diy)
= ru(aDip)
= ~u(De(ap) — (Dia)p)
= —u(Ds(ap) + u((Dra)y)
= Dyu(ap) + (Dra)u(p)
= a(Dyu)(p) + (Dea)u(yp).

Dapues también necesitaremos la regla de Lexblmz para dlfercncmclones de orden mayor en una forma
mas general. Sea P(£) un polmomno en n variables &1 -+ £n con coefi lejos, y d con
P(D) al operador diferencial de l a §; por D;, Esto da una correspondencla uno a uno
entre polinomios y operadores diferenciales con coeficientes conslantes, para

P D),-(=.c) = p(e),-(r.f).
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Si (£,€) = 2161+ +Tnfn cOB lejan &;. Repitiendo el uso de 1a férmula de Leibinis
tenemos una identidad de la forma : N

P(D)aw) =Y _¢°Qu(D}s  a€C™(R) ueD'(A).
C3
donde Q, son operadores difcrenciales. Estos pueden ser determinados tomando a(z) = e/{¥4€) y u como la )

funcién u(z) = e'(*), Ia cual da
P(e+n) = 32" Quln).

Si escribimos

p(a)(,,) = M = ;lnlpnp(,,).

gy - B9,
P)(n)
Entonces, se sigue de la férmula de Taylor que Qu(n) = peant Ent hemos probado la férmula
general! de Leibinis . YPEY(D)
. _ (D*a}Plo)(D)u)
P(D)au) = ; —_—
Final b un i ala ién entre diferenciabilidad en el sentido de

distribuciones y el sentido clésico.

A.4.8 TEOREMA. Si uy f son funciones continuas en 2 y Dyu = f en el sentido de distribuciones,
enl.oncu Djyu = f en el sentido clésico también.
16 anero te] que si x € C3(R), entonces xu y Dj(xu) = (DJx)u + xDju son
fu con p Es probar el do u tiene p
en §2. Utilisando la notacién del 21

Dyu(z) =" / Dju(v)e (5:—") dy
=" / u(y)Deyp (-’—:—’) dy
= -:"‘/u(y)D,,p (’—:—v) dy.

Porotro Iado we(2) = fu(e ~ ey)w(y)dy, por lo que

Dy(ue(z)) = / u(=z — ey) Dy p(v)dy
.= e /u(:)D,w (z_;—_y) dy
=" /!(f)v (’ — ') dy

= fe(=).

Por el teorema 2.1 f, € C® y f, — f uniformemente $i u, — 8 umformememte cuando ¢ — 0,
luego Djue — f uniformemente; por lo que Dju, — D;u, entonces Dju = f en el sentido cldsico. =

A.5 DISTRIBUCIONES CON SOPORTE COMPACTO
Si u € L{*°(), Ia forma u(p) = f upde tiene sentido para toda ve C“’(ﬂ) tal que supp un!upp (A ﬂ,

y u(p) = 0 cuando suppu N suppy =. Ahora prob , que el dominio de una d
puede ser extendido de esta manera.
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A.5.1 TEOREMA. Sea u € D'(Q) y sea F un subconjunto cerrado de 2 que contiene al soporte de
u. Entonces existe una y sélo una forma lineal Ten {p | ¢ € C=(R2), F Nsupp ¢ @ N} tal que
() () = ule) ei p € CR(8),
(ii) T(p) =08i p€C™(N) y FNsuppp =49.
El dominio de 1 es por supuesto més grande cuando F = supp ¢ pero
para otros comuntos F,
D a) Unicidad. Sea 4p € C™() y sea FNsuppy = K un subcomunto compacto de Q2.
Por el t 22p ¥ € C°(Q) tal que ¥y = 1 en una dad de K.
v=pstepr dunde Co=Yp € C"’(Q) y 1 = (1~ ¢)p, asf que FNisuppyp; =. Usando (i) e (ii), obtenemos

B(p) = u(po) + (1) = ulwoa). (5.1)

lo cual prueba la unicidad de @.

b) Ezistencia. Hemos visto en el inciso (a) que toda ¢ € C™(Q) con F Nsuppy = K compacto puede
ser escrita lp—lpu + 1 con g € cg°(n) y Fnsuppp, = 0. Si ¢ = @) -+ ¢} es otra descomposicién, entonces
o — wh = ¥} — 1. Luego o — f € C3°(Q) y FNsupp (po — o) = F Nsupp (] —~ 1) = 0, asi, se sigue
de (3.4) que 0 = u(ipo — ¥h) = u(pa) — u(yp). Poniendo T(yp) = u(fis) nos da una definicidn tinica de una
forma lineal @ Ia cual tiene las propiedades requeridas.

Desde ahora escribiremos u() en lugar de %(y) y se considera u(p) como se definié para toda u € D'(2)
¥ toda ¢ € C*°(£2) con suppu Nsupp @ &N. En vista de la simetria de (5.1) algunas veces escribiremos
(u, ) en lugar de u(p). Si u e D'(R) y ¢, Y € C=(RQ) cuando (5.1) es vilido tenemos

(Yu,0) = (v.99), (5.2)

(Dju,0) = (u, Dye). 3)

De hecho, las formas lincales en ¢ en los dos lados de las igualdad teri incid doype€
C§°(82) y se anulan cuando supp #Nsupp ¢ = @, asi las igualdades anteriores se siguen de |a unicidad probada
en el teorema 5.1,

Ahora examinaremos més de cerca el caso particular cuando u tiene soporte compacto. La condicién
(5.1) es entonces nula, asi que u(yp) esta definida para toda ¢ € C®(Q2). Si¢ € C°(R) y ¥ = 1 en una
vecindad de supp u, tenemos

u(e) = u(gp) + u((1 - $)¢) = ulvw), € CV(D),

asi que de la definicién de distribucién y 1a {érmula de Leibiniz se sigue que

W) <C 3 aup|Dl, € Cx(@). (5.4)
lal<t ¥ .

donde K es el soporte de ¢ y C y & son que t una forma
lineal v en C*(f2) tal que algunas constantes C y k y algiin conjunto compacto LcQ

[(p)l < C 3 sup|D®9l, p €C™(R). (55
" lalse ®

Entonces la restriccién de v a C§°(2) es una distribucién u con soporte contenido en L. Como se sigue
de (5.5) que v(w) = 0 si LNsuppp = 0, obtenemos del teorema 5.1 con F = L que v(p) = u(yp) para toda
© € C*(£2). Por tanto hemos probado

A.5.2 TEOREMA. El conjunto de distribuciones en §2 con soporte compacto es el espulo dual de
C€™(82) con la topologia definida por, las

p— 3 eup[D"apl,
lalsk
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donde K varfa sobre todos los subconjuntos compactos de 2 y & sobre todos los enteros mayores o iguales
que 0.

. Schwarts denota con £(S) al espacio C*°(f2) dotado con esta topologia. El espacio de distribuciones
con soporte compacto es denotado con £/(f2). -~ De la prueba del teorema 5.2 hmbnén se sigue que £(Q)
se puede identificar con el conjunto de distribuciones en E'( IR™) con sop en Q. (P

usar Ia notacién £/(A) también cuando A es un sub arbitratio de IR™ para d el conj de
distribuciones en £/ IR") con soportes contenidos en A.)

A.5.3 TEOREMA. Si u € £/(1) y es de orden < &, entonces u(y)) = 0 para toda ¢ € C=(Q) tal que
D’d:(:) 0 cumdo zE€suppuy |a| < k.
i6n. Sea K, el j de todos los puntos con distancia < € de supp u. Para ¢ suficiente-
mcnte pequefio tenemos K¢ C R, y K, es una vecindad compacta de K para todo € > 0. Con @ € C°(R"),
tal que fpdz =1, >0y suppyp = {z : |z] < 1}, como en 2.2 formamos

Xe(z)}= / gle=v)dy (5.6)

€ E"

Es claro que x, = 1 en K,, que X, € CPy que aupp Xe C K. (Vense la prueba del teorema 2.2)
Entonces x, € C3°(§1) sic es peq

u(¥) = u(¥xe) 6.7
como Y(1 — x,) = 0 en una vecindad de supp u. Entonces
(W £ C 3 sup|D%(¥xe)l- (6.8)
lajsk :
Para esti el lado derecho pri prob que
wup 1Dy} = 0(c*+1-1e}) cuando e — 0y |a|< k. 59

Para hacerlo notemos que para todo z € Kj,, podemu encontrar y € K con |:: —¢] € 3. Como laa
derivadas de ¢ de orden < k se anulan en y, entonces se sigue de la férmula de Taylor que

:,nﬁ'/’(lﬁf(t—v)) :0<t<l},

¥(2)l < (Hl-—l)! sup {

lo cual implica (5.9) cuando a = 0 como |y — z] < 3¢ y las derivadas de ¥ son uniformemente acotadas en
Ks¢. Aplicando este resultado a D® con k reemplazado por k — |al, cb (5.9) para cualquier a con
lal<

" A continuacién notemos que se sigue de la diferenciacién de x,, que para toda a se tiene

sup | D% | = 0(c~!°), (5.10)

Entonces la estimacién
1D°(¥xel = 0(e), e—0, lal<k,

se sigue de la férmula de Leibinis en vista de (5.9) y (5.10), y de (5.8) ahora ee sigue que u(y) = 0=
A.5.4 OBSERVACION. Una consecuencia trivial es que el tecrema es también valido si u € )y
¥ €CP(R).

Note ademéas que no se puede tomar en general K’ = suppu en 5.3. Vease el ejemplo en la piginas
94-95 de Schwarts [1].
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A.5.5 TEOREMA. Una distribucién cuyo soporte sélo contiene un punto y es una combinacién lineal
finita de la medida de Dirac en y y sus derivadas.

Demostracién, Sea {y} el soporte de la distribucién u y k el orden de u. Si ¢ € C*(R) formamos la
expansién de Taylor de orden &, entonces

v = 3o YOG e i),
fol<k
donde el residuo ¢(z) se anula hasta el orden &+ 1 cuando = = y. Entonces u{y) =0, en vista del teorema
5.3 obtenemos

u(p)= 3 aaD"(1),

lal<s

donde ag = Flutz—=y))

al

A.6 CONVOLUCION DE DISTRIBUCIONES

La convolucién u «  de dos funciones continuas u y o, con una de ellas con soporte compacto estd
definida por

(urp)(z) = / u(z ~ y)p(ydy = / u(p)p(e — y)dy = (v« u)(z).

Esto nos lleva a la siguiente definicion.

A.6.1 DEFINICION. Si u € V(IR") y € C®(IR"), denotamos con u » ¢ a la funcién definida por

(u » p)(z) = ty(w(z ~ ). (6.1) -
(Esta notaci6n significa que u opera en ¥(z ~ y) como funcidn de y para z fija.) .
Para enunciar los hechos basicos concernientes al producto convolucién, primero defini la suma

vectorial de dos conjuntos A y 8 en R™
A+B={z+y:z€A,y€B}.

A.6.2 PROPOSICION. Si A escerradoy B p t A+ Bes d
Demostracién. Sea (z,. + Y }§° una sucesidn convergente a z con T, € Ay yo € B. Como B es’
o, existe una sub {¥n.} de {yn} que converge a y en B, luego la subsucesién {rn,} converge
a z ~— y, pero como A es cerrado, entonces z — y € A. Por tanto z€ A + 5, entonce A+ B es cerrados
Nota. Si A es cerrado y B también lo es, A+ B ns do. Por !
={{z,l/z):z€ R-{0}}y B={(=,-1/z) : =z E R - {0}). Entoncu A+ B = {(::.y) :
IR—(O},—]/: < y < 1/z}. El conjunto A+ B no es cerrado, ya que por puntos en él podemos aproxunarnos
‘a la recta z = 0 pero no la contiene.

Sea

A.6.3 PROPOSICION. Si A y B son conjuntos cormpactos, enlcnws A + B tamblen lo es.
ién. Por la prop 6.2 sab que A+ Bes trar una

D
cota para los elementeos de A+B.Seaz=z +y €A+ B, luego {z} = |z + y] <lz|+ |y( < C; + Ca donde
Cy y C: s0n cotas de A y B respectivamenten

A.6.4 TEOREMA. Si u € D'(IR"} y p € CF°(IR™), tenemos que us p € C¥( ") y supp (HNO) C_‘ o

u +supp . Las derivadas de la convolucién estin dadas por
D {(usp)=(D°u)s p = us (D). Lo
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Demostracién. Si z; — z, es claro que p(z; — y) — (2 —y) en C§° como funcién de y. Por lo que

. s es continua. En vista de (3.4), tenemos que (u+ p)(2) = 0 a menos que el soporte de u interseque al de
#(= ~— ) (como funcién de y), es decir, a menos que exista un punto y € suppu tal que z — y € suppy, en
tal cas0 z € supp u+supp . Para completar la prucha sélo tenemos que probar la igualdad de las derivadas
cuando |a} = 1, caso del cual se sigue inductivamente para toda a. Sea e; un vector unitario en el eje zx y

considere (8" ((us @)z + her — ) — (us £)(2))
=uy ((p(z + hex — y) — p(z —v)/ik).
Cuando k — 0, (p(z + her — y) ~ p(z — 1))/ih converge a (Drp)(z — ¥} = — Dy, p(z ~ y), se sigue de
1a definicién de derivada de una distribucién que
ue (Dyp) = (Dru) » 9, (6.3)

¥ esto completa a prucbas
Ahora prob que el

A.6.5 TEOREMA. Si ¢ y ¢ estan en CP(IR,)) y u € D'( IR,), entonces

(uep)s¥=us(psy).
Demostracién. Para cada ¢ > 0 formamoe la suma de Riemann

£e(z) =" 3 plz — ge)¥lge),
’

d d Fat. .

donde g corre sobre todos los puntos con enteras.
el cual es un conjunto compacto, y para toda o tenemos

D fo(x) = € 37 Dp(= — ge)(g5) — ((D¢) * ¥)(#) = (D( » ¥))(z)
uniformemente cusndo ¢ —+ 0. Por tanto

(us (P ¥))() = Jim (us ()

= 'Ii_n.xoc" Z(u s @)z — ge)¥(ge)
=((uep)sy)(z),

supp f; C supp p-+supp

y el teorema se ha probados .

mo una aplicacién prob un alogo al 2.1 parala larizacién de distrib
ciones. Denotamos con ¥ a una funcién que pertenezca a C3° tal que suppy = By(0), p 20y Je=1ly
escribiremos i, (2} = e~"p(z/€).

A.6.6 TEOREMA. Si u € D'(IR") tenemos u # p, € C*(R") y
supp (u e ;) C suppu+ {z;]z] < £}

Ademés, u* @, en D'( IR?) cuando £ — 0.
Demostracién. En vista del teo 6.4 sélo i probar la iiltima parte. Sea 1 un elemento
arbitrario en C3°(IR") y definamos y(x) = ¥(~z). Como u(¥) = (u » $)(0), lo que necesitamos probar es

que
((us ) §)(0) — (ue g)(0) sie—0. .

Pero en vista del terior, el lado izquierdo es igual a (u » (¢ » ¥))(0), y como se sigue del
teorema 2.1 que @, ¢ § — ¢ en C°( IR") cuando € — 0, hemos terminados
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. Nota. Nos referiremos a las funciones u, = u » ¢, como regularizaci de u. En g I, prob

el siguiente

A.6.7 TEOREMA. Si u € P'(Q2) existe una aucesidn u; € C™() tal que u; — u en la topologia
. débil en 'D’(R), es decir, para toda ¢ € C““(ﬂ) tenemos que ful\bdz — u{y).

-+, Demostracién, Sea K; una de tos de 2 tal que todo subcon-
Jjunto pacto de { esté ido en algin K;. Elijamos x; e [or:ad 1)) tnl que x, =1 en una vecindad de
K y usando la notacicn de la prueba del teorcmn anterior

= (xsu) *py.

Si ¥ € C3°(f2) entonces tenemos

/ ujpdz = / ((xju) « o1 )¥dz
= xju(ps(z — y))¥(z)dz
= x,u(p’) 2’3 :
=(uspy)e v
= XJ" * (&51 ¥).

Como(qp;qb)-—-odoenC’“’(ﬂ)yx,:len lquier subconjunt pacto de £ para j sufici t
grande, se mgue que :

N /u,\bd: — uly),
lo cual completa Ia prueba.a

A.6.8 OBSERVACION. Que C™(2) sea denso en P*{f1) también se sigue del teorema de Hahn
Banach ‘como el espacio dual de D’(2) (con la topologfa débil) es C§2(£2) en virtud de un hecho elemental
a topologfas débiles. También note que las reglas formales de cilculo tal como la formula de
Leibiniz sigue tcmendo sentido para distribuciones si lo tienen para funciones.
Se algue inmediateamente de la fSrmula para las derivadas de la convolucién que usp; — 0en C2(R")
si la sucesion ; converge a 0 en CP(IR™). Si h € IR" y defini el d lacin 7, con

(me)(z) = p(z ~ h),

es claro que .
us(mp) = n(usp).
Inversamente, podemos probar

A.6.9 TEOREMA. Sea U/ una transformacién lineal de C§°( IR"”) en C‘”(Ri") la cual conmuta con las
translaciones y es continua en el sentido de que Upy ~+ 0 en C*( Iit”) si la sucesion P5— 0 en C§°(IR"
Entonces existe una y sélo una dlstnbuuon u tal que Up = usp, p € CP({R"). :

D tracién. Por hipd la forma lineal

CFapr— 0]

es una distribucién u, entonces (Up){0) = u(p) = (u » )(0). Reemplazando p por 74p y usando el hecho -
de que las tranelaciones conmutan con U y con el operador convolucién, obtenemos (Up)(h) = (ut p)(h). lo e
cual prueba el teorema.s B :
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Si'u es una distribucién con soport p o chuo quep ——~uxp transforma continuamente a
'CE° en sf mismo. {Por inuidad d 1) Tambien es claro que 1a definicién
de t » o puede ser extendida a p € C™ ¥ da una transformacion continuza de C™ en si mismo.

Ahora podemos definir la } de dos distribuci up y 4z, una de las cuales tiene soporte

De hecho, ia fc

CE(IR") 3 pr— ur s (uz s p) € C7(R")

‘u lineal, invari bajo translaci ¥y i Ent por el 6.5. existe una distribucisn tinica
u tal que
ur(wpep)l=usyp, @eCP(R"). {6.4)
Para conservar la iatividad del prod convolucién hemos hecho la siguiente definicidn.
A.ﬂ.lﬂ DEFINICION. La lucin de las distribuci up ¥ uz en ‘D’( m"), una de lu culles
tiene to, esta definida como la distribucidn u que satisface la yesd
con g * uz.
La con i6n definida asi, es obvi t iativa,

ug # (uz+ ua) = (ug »uz) s u3

ai todas las u; excepto una tienen soporte compacto.

Note que se sigue del 6.5 que esta definicién coincide con la definicion 6.1 si 4y es una funcién
prueba Slmﬂumente, siu € 6"( Hl") ¥ uz € C=(IR"), una modifrcacién del teorema 6.5 muestra que la
ide con la

A.6.11 EJEMPLO. Para toda u € D'(IR") tenemos us § = u.

A.6.12 TEOREMA. a) La convolucién ¢s conmutativa, es decir, uy * uz = uy « uy, si una de las
distribuciones u,; y u; tiene soporte compacto. E . .
b) Tenemos que supp (u; * uz) C supp u; + supp uz.
Demostracién. a) Primero note que dos distribuciones son Aguales sx u, . (lp . d») = vz . (p * 'ﬁ) pata
®, ¥ € C§°. Entonces consideremos . g E

(oo (pad) = uro(uas (podl)
—u;a((u,cp)aqb) :
=u t(\bt(uztp)) ;
= (e W) n (uanip)
= (uze ) e (i ¥ V)
=uzs(ps(uisy)
=uzx((ur s ) *9)
=uzt(u1‘t(¢c$a)) :
=(uzwu)s(rp) i
=(uzsm)w(psy) =

‘Hem.oa utilizado el henihu que la lucién de funciones es ' -'vu,.pdr lo»q'ue 1a convolucién de

diabrik

es L
b)Elijamos p, como en el tcorema 6.6 y notemos que como -

(ursug) # 9 = uy * (uz+ 9’:‘)_.', '
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- se sigue del teorema 6.4 que el soporte de (u) » uz) » @, esta contenido en supp u; -+ supp ua + {z; |zl < €}.
Si dejamos £ — 0, ahora se sigue que supp u, + supp uz contiene a supp (uy » uz)s

Una diferenciacién puede ser escrita como una convolucién. De hecho,
DPu=(D"6)=u,
donde & es 1a medida de Dirac en 0. Para probar esto usaremos la férmula de derivacén dos veces,
(D?u)sp=u(D%) =us(D°p)s6=uw(d"6) e p,
© € C°( IR™), lo cual implica (6.5).

Ahora obtengamos D"(u,.uz) = (D%u)euz = uys(D™uz) un.ndo laigualdad anterior, la iatividad
yla tividad de la icn, es claro,

A.7T TRANSFORMADA DE FOURIER

A.7.1 DEFINICION. Sea f € S(IR"). La transformada de Fourier de f, denotada con f, dada por

7€) = gy [ 05 d,

donde {z,£) es el producto interior usual en R" ({z,£) i-z?=1 ziki).
Como toda funcién en el espacio de Schwartz esté en L ( IR"), la integral anterior tiene sentido

A.7.2 LEMA. a) Djp =5
b) Zjp = -D;p

c) E‘sz— ]

a = 2 g : e T
tracién. a) Por definicion Djp = (T:}Tl?fn- e=il=d) Dyp(x) dz, i.ntcgrando por partes éll;;la R

vnnnble z; tenemos

(g,r)u/z/ Dje-i(z.thp(z) dz_ (2’)"12/ - .')(_.)Elc—i(:,g)v(z) d:

e (2,),,,, / """sa(r) dz 'éw(f

.

b) Como . —DgeTizé) .= gz c“'ﬂ entonces ;@ 75 e
(I ) 8 2 (::) 5

= m‘ﬂ?fm. —Dge -‘(=-€)¢(z) dzyya que laintegral es respecto a z, e ‘se pueden
slgnos de integral y Dg, » por lo que la sn'.enor es igual a ’ i

A G Jp el de = —Dm(e

) D"'lp D"' D"" =g D T DS = El o Ennp = E" g
). Fp = g Tzanp = ( 1D zg Txdhe - = ( 1)"‘9"‘(—
. _(_l)lﬂlpap .

" A.7.3 LEMA. La transformada de Foutier es una fuicional lineal continua de § & of mismo;
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D ién. La lincalidad de la fc da esta dada por la linealidad de la integral, para probar
la continuidad basta ver que™ S — S es acotada.
"Seap €S, |Iplla,p = supg €2 D 3(€)] aplicando las propiedades del lema
= aup{Dg(~Pere(@)(E)| = sup [lers fme eV D220p(2) da] < bers [n le=158 D2 i) de
S ghw JpeID22%p(z)ldz < oo ya que p € S = DIfp(z) € S C L. Asi que
{18Ha.p < oo por lo queTenvia a S en si mismo. Ademas si £ es sufici te grande [go(1+2%)~4dz < o0
asf que;

-k
Wellos < ggaje7a [, FESA D2 ple)lde

< oup {(1 + DT (~ix Vo)) gy ( (14 57)74e)

a; Bry ¢y tales qué

lui Witnd;

usando la regla de Leibinitz, ea fdcil que existen

M
lellas < Z‘-’J"P"wﬁr
i=1

Por tanto { esta acotada, por lo que es continuas

A.7.4 EJEMPLO. La transformada de Fourier de la’fun
a€ R S
Demostracién. f{z) = grlo [pn 10 e=al="/2 dz g fia

jacobiano es (—'—,')"/: por lo que la integral anterior es igual a

S S ~i{/0,6 -l (X

(2’1r)n/2/,3.c VE e (2)

L / - emHVE-
P

= (ray 7

haciendo él ;:i'mbip de ’i'uiable{ :

- e

L L anfagler




En el ejemplo anterior si @ = 1 tenemos que z'T‘T’/’(E) = e~15’/2 e decir, es una funcion invariante
bajo la transformada de Fourier.

A.7.5 TEOREMA. La formula inversa de Fourier
16)= g [ 1o Feed dg

es vilidaen S.
Demostracidn. Sea f € S. Calculemos

Gy fo ROt = s [ ety [ et g dya

Como la doble integral no converge absolutamente, no se puede mvcmr el orden de integracion. Pero si
introducimos un factor ¥(e€), donde y €Sy € > 0, ob £ b y podi invertir el
orden de integracion.

o7 o U oy [ 1) du
= o S S OO )y

= o S Jon OO ) e dy

= o Jo S0 [ vy dedy

= o S [ e 0uee deay

= o fon S0+ 2) [ ety e ay
=g [ S+ [ e te0vee) dtet) o

- ﬁ Lo tevea [ :—"'ﬂ WE) d(e) dy

= oy Jo Sev+ g [ v dieyay
= (2_”15:1_? /n_ fey +2)6(v) dy.

Como fy ;I; € &, son itegrabl demis son i y acotadas, pod pasar el limite
bajo los signos de integral cuando € — 0 y esto nos da: .

WOV 7m0 a = )yg,, W [ e uenren a
= lim, W /n_ f(ey + 2)9(v) dy
- [ o a.
f;n t&msmm #(z) = ¢4 tenemos que ¥(0) = 1, Hi(y) = \l'(v) ¥ ademis [, ¥(y) dy = (20)/%. Por lo
(2,)../: /m_ [et=0 7€) dg = (Zr)" ) @ = fz).
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. A.7.6 COROLARIO. La trunsl‘ormadn dc l’-‘ouner es un uomorﬁumo bicontinuo de S en si mismo.
Ahora es ficil probar las siguientes prop de la (i da de Fourier en S.

A.7.7 TEOREMA, Si p y ¢ estén en S, tenemos:
a) fg- PV dr= [pupids
b) [m= @V dz = [ #0 dz (fsrmula de Parseval) .
<) ¥(z) = v(-z) -
d4) (ps¥) =3¢
&) (p¥) =@+v

Demostracién. El inciso (a) es el caso particular de *, cuando z = 0. S
B) Sea x = ¥ x(6) = agers S €1 0(2) dE = [ HEEH(z) dz = V(€) por loque T = (¥.= ¥,
enboncesfn.w\bdz—fn.qpxdz_fn.'ﬁx-fn. wdz
<) B(€) = inf Pz = [ fle=8) 5(z) dz = §(2)(€) = p(~£)
d) (p * ¥)(2) = [ga 9z — ¥)¥(y) dy
peu(e) = /m e-ilsi) /ﬂ_ #(z — y)¥(y) dy d=
= /n_ / e~ oz — y)(y) dy dz
= [ [ttt - o) e ay
= [ v [ etesntiyz) dedy
= / 0 / eim 8o inbdy(z) dz dy
Re
= [ veiona) [ oietdyg) dz dy

= [e-iy@) dy
= (201263,

_ é) JTTo £ pl-2)4(-5) = BI3E) £ B = 7 P

A7.8 TEOREMA. lza = 1flea-

Demostracién. ‘ ||f"l.,
X N (]



Supongamos que f € Cp°( m").' Entonces para toda ¢ = ({1,..-,{a) € C" la integral

. esti bien definida, donde (¢,z) = (M\,z) +{n,z) si (= A+incon A, n € IR".
Ademias f((') s una funcién analitica entera de n variables complejas, ya que

7= (‘2—,;?/‘:' ./n- el N £2) dp
= (—2#‘77 /R 171 f(z) cos((A, z)) — iet™®) f(z)sin((A, 2)) d= ‘
= (_2.”;_"7? [ ez con((h, 2)) dz + (_2:;)% /R_ —elm®) f(z)sin((A, Nds

= u(¢) + w(¢).
Luego, - K
2 BN L MR .
8 Lo Lot T
= 55(5;_"/_1 / elne) f(z)cus((A ':.-)) d: =%W /n- el™®) f(z) cos({A, 2)) dz

~

= @73 Jipe 3 ) (2,,)-/2 e~ 01
1

= @y -/ —e('l")j(z) ’m((‘\ :))z. z" dz = (2r)n/2 ./m- k=l f(z) cos((A, 2))z1 -+ 2 dx

__1 {8
= @7 S B

2 s f(z) r.os((A z)) d.-. B

e‘v-ﬂ/(z)coa((.\ z)) dz

- 6"’"’!‘ () s"‘(('\ ) dz = (—2;;—“7-,- / . —;;A(—e‘”"’f(z) sin((A, z)}) dz

a3 1 .
= mEnT /m* —g(mf)j(z) sm((A,;)) dz = _‘%W /n- —elr#) f(2)sin((A, 2)) dz
=& - o ‘

on ’ . T Tax

Por lo anterior f(() es analitica, y como siempre se puede derivar respecto a ¢, es enteru
Ademis si el soporte de f estd contenido en la esfera de radio R, entonces

ey a1 oy
)T = 66" s jI a0 e

= '(?;%-F -/l-:lsn(ici yeritely(z) de .
R S
@0 Jecr

1 -
e R L

D2em6el f(z) dz

Tomando valor absoluto de ambos lados, tenemos
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ICI"II(()I P / WS s
_1 —i{C.=
< G el P10 0

1
< (2,)-/1 /,,,<,,|
< Gy /I a0

g ‘S |a| < N, como f € CP, entonces Cny = T)Lﬂ?fxmn |D*f(z)| dz < oo, Iu:go, entonces VN € IV,
S+ KNIFOI € eRImCyy, por lo tanto

etne=1| 102 £(2)} dz

m¢le,
___‘!L.
I < S
Lo int de éstoa cal es que no sdlo son ios, sino bié fici para que f
pertenezca a C°( IR"). °

A.7.9 TEOREMA. (Paley-Wiener). Una funcién analitica f(¢) de n variables complejas es la trans-
formada de Fourier de una funcién C§°( IR") con soporte en la esfera {z | [z] < R} si y sélo si para cada N
natural existe una constante Cy tal que

cNekllm(I
€ T Ve
OIS e % @
D ién. Hemos probado la idad. Supongamos que g es entera y |g({)| < Qd‘ﬁzl;;w‘l Sea

{=A+inconAyne€ IR". Para cada n g() +in) estd en S(IR™) como funcién de A, ya que |as derivadas
decaen polinomialmente por (s).

Sea f(z) = u—_};—;;fn. e=#{=Alg (A} dA. Entonces por el teorema de la formula inversa de Fourier
f € S(IR™) y f(A) = §(A). Querernos mostrar que f tiene soporte en la esfera de radio R.

Ve < G [ [0+ s0+in)] ar

Cnefinl

a+ien~ 4

1 i(A+in,z)

< (2x)/2 /m- lc
Cnefinl /- P 1

< NS {(Ae)=fnsH e =

< @ S I Frearernds

CNgnl'll/ .,,.)I___l_'“

= @ Jpe L+ A+ iV
CyeRinl- (n.t)/ 1 o

=@ g (U ADY

Si N > n, entoncesfn. mr‘mw dA < 00, luego

,(,)<c,n|n1 (v.z) o
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donde C = (,—f)‘h;fn. z,—;hyn d\. Como f no depende de 5, si n = sz, 8 € IR, entonces |f(2)] <
limy—soo CeBilsl=slel® = g 5i |z| > R, (ya que Ra|z|—s|z|® < D), por lo tanto |f(z)] = 0 si |2| > R, entonces
el soporte de f esta contenido en la esfera {z | [z] < R}»

A.7.10 DEFINICION. Unn formn lmed contmun uen Sesll da distridbucidn temperada. El
conjunto de todas las distrit p do con S' ’
La restriccion de una distribucié da a C§°( IR") es obvi una distribucién en 'D’( R").

De hecho, podemos identificar a $’ con un subspncno de D'( "), como el siguiente lema nos muestra que
una distribucidn u € $' Ia cual se anula en C3°( IR") también debe anularse en S.
. Consideraremos a S’ con la topologia debil, i.e., si {¥s} C S, pn — ¥ €5 = u(wn) — u(p) en R.

A.7.11 LEMA. C§° es denso en S.

Demostracién, Sean p € S y ¢ € C§° tales que () = 1 cuando |z| < 1. Defina @, (z) = p(z)¥(cz).
Es claro que p, € C§°, y como p,(z) — p(x) = p(z)(¥(ez) — 1) = 0 8i {z] < 1/¢, es ficil ver que p; — ¢
en S cuando ¢ —» 0

A.7.12 DEFINICION. Si u € §', la transformada de Fourier & estd definida por

@p)=u(@), pe€S.

A.7.13 TEOREMA. I S'( IR") — S'( IR") es biyectiva y continua.

Demostracién. Sea u € §'( IR"), queremos mostrar que @ € S'(IR"). Sea {pn}ne v en S(IR") tal
que pp —- p € S(IR"), por demostrar que #{p,) — u(qp)

Por definicién t(pa) = u(Pa) por el corolario 6 $, — P, entonces u(w,.) — u(w) sf(p)=He€

‘S'(IR™). Sea u, E S Dl") tal que up, — u € &', queremos ver que i, — @ € §'. La sucesién un
converge en S’ a & € S’ si y s6lo si Vip € S un(p) — u(p). Entonces [ (w) — u(tp) qu E S sn y solo si
tn(P) — u(P) VP € S si y sélo 8i u, — uen §'. Por lo tanto™es uj ivo, ya

que su inverso es el operador definido por 4 = u(p), y %i(p) = u(@) = u(:p) W) = u(@) = u(q:) -

(O)A.'!.l-i EJEMPLO. Calculemos la transformada de Fourier de las derivadas de § € D/( R"), §(p) =
L2 L
a) 8(p) = (%) = §(0) = w}:ﬁ T e=io0p(z) dz = @ Jme 0(2) dz = 1(p) -
b) ba() = p(a), &a(p) = 6(a) = gzhers [ma e eeely(a) dz = e"“""’(w)-
@ a=6® i
=6,(--'1¢)' [ :
( + (2")"“ / : -«(:.e) (z) dr
= 8,(iFp) - :
=& izp) = (¢ -“'»"’-:) (v)

Si u € Ly( R™), la transformada de Fourier de a tamblen eatd
vilida -
/|a|7 dz = / [u]* d=
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Si'u € La( IR") entonces u(ip) = [u(z)p(z) dz, por la que [(p)] = [u(B)| < ||“||2”¢"z = llullallellz
# € C, luego [[ii(w)ll2 = sup llull2llellz = lullz-

A.7.15 TEOREMA. La transformada de Fourier de una distribucién u € £’ es la funcidn
HGEE™ (e""")) '

(es decir, u aphcado a e~¥#&} como fncidn de z).

Nota. El lado derecho también esta definido para todo vector complejo £ € " yes una funcidn analitica
entera de £, llamada la transformada de Fourier-Lapalace de u.

Demostracién. Si u es una funcién G(€) = Up(e~*5€)) = [u(z)e=¥*€) dr = G. Para probarlo en
general, sea w € CP tal que [ =1, p 2 0, suppy = {|z] < 1}, sea pe(z) = e~"yp(z/c), entonces
usip, —— u en la topologia débil de & por el teorema 6.3, por lo tanto converge en ', entonces u v p, — &
en S’ cuando £ ~— 0. Por otro lado la tansformada de Fourier- Laplace de t ¢ o, es la funcién anaitica

us gl ) = fuapee)e-ited de
= [ utorte — e dz
=((u* ) ¢ (™15 )(0)
=us(p,* e"'('-ﬂ)(ﬂ)
= u(g, weHE) .-
= u(/ Pe(z)e=it7-1€) dz)
= "(Ptg-“"‘))'

"' El teorema de Paley-Wiener tiene una generalizacién natural en las distribuciones con soporte compacto.

A.7.16 TEOREMA. Una funcién analitica entera U9() es la transformada de Fourier-Lapalace de
una distribucién con soporte en la esfera {|z| < R} si y sélo si para algunas constantes C' 'y N tenemos

D) £ C(1 + gV eRimel, )

Demostracién. Si U({) es entera y satisface (*), entonces U(A + i0) € S/(IR"), por lo que existe
u € S'(IR") tal que G = U, Sea p € Cf° con soporte en la eafera unitariay [ o = 1, sea u, = u « o, donde
e = £™p(z/€), luego G = u* P, = ¥P, = U(A+i0)P,. Como p, tiene soporte compacto {la bola de radio
€), sabemos por el teorema de Paley-Wiener, que para cada M podemos encontrar una constante Cyy tal
que

1B:()] < (T_F%Wﬁc‘"m(ln

entonces . o Co
lu*pe| = [68] = V(). )]
Cagetlim
< ﬁ,—)wmca + ¥ Riemel
CMCE(’“')'""‘I

T+ nM

lo cual implica por cl teorema de Paley-Wiener que el soporte de y, # u esta contenido en la esfera de radio
}:;: zRComo € es arbitrario y u ) ~— u débilmente, concluimos que el soporte de u esti en la esfera de
radio R.
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Supong;mou que u € E'(IR™) C S'(IR") y sea p € CF°( IR") tal que en igual a 1 en el soporte de u.
Definimos F(¢) = u(e~l¢:=)p(2)), F(A + i0) = §, sdemia F es entera ya que 8i { = A + in

F(Q) = u(emiheitinsly(e))
= u (e gl con(fp, 2)) — iel*p(2) sin((3,2)))
=u (e"’")p(z) cos({A, :))) +iu (—e"’"’w(:)lin((;\, :))) .

Por o que 8
v (e ete) cos((a,21)

’ =u (e dptecon((hh)
= u (et p(z)sin((A,z))z1 -+ 2n)
= u (2 - dtgta)co(th, =)

» L= (e eteaia, =)
,%u‘(ééi Pl on(fh, )
Sl . = .—;u(a%e_"’"’w(r)m(('\-t)))

= u (e plz) conflh, N+ 2)
= u (=5 ~ e dple)ainiia,=h)

=_:%u (~e"etzysin((r,2) . S

: Luego, F es unaifﬁca, como pod derivar indefinid; te, F es entera, Ademds, c'onii:_v e £’ por
(5.4) existen C y N tales que - R <

(< C Y, aupiD°p), peCP.
ot lagN

Entonces .

IF(O) = [B(C) = fu(e="10=) (=)
< C Y sup|DZe-itmly(z))
JagN

=C Z ( 2 sup '(t’(‘)"e““"’D"“’p(z)l)
lasN

Isi<lol

cy ( = sup((l’e""“"iﬂ‘"¢(=)l)
les¥ \f|sla| .

< CCreRitmel ( DM l(l")

lagN f<a
S e 4 ep».
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A.8 FAMILIAS ESPECTRALES

Sea M un espacio de Hilbert, y suponga que existe una familia no decreciente (M(A)) de subespacios
cerrados de H que depende un pardmetro real A, (~00 < A < 00) tal que Ia interseccién de todos los Af())
es 0 y su unidn es densa en 7. Por no decreciente se entiende que M(A) C M(N') para A< X'. .

M(A+0)= [ M(X)
AN
M(A=-0)= |J M(x).
ALH
La familia M(A) es continua por la derecha si M(:\ +0) = M(A) y es continua por la izquierda si
M(A—0) = M()). La familia {M() + 0)} tiene lu mismas pmpmdadu que {M()} y ademéa es continua
por la derecha. Estas propiedades pueden 1 propiedades de la familia { £(A)}} de las proyecciones
ortogonales asociadas a los M(A). Tenemos:
(1) E(A) es no decreciente, es decir, E(A)E([l) E(u)E(A) = E(min(A, p)).
(2) s~ hm EA)=0ys— llm E( )=
Una fnmlha dep i or les con las propiedades (1) y (2) es llamada una familia espectral
o una resolucién de la identidad.
Las proyecciones E(A +0) en M(A = 0) estin dadas por

3) E(A+0)= J‘l_i.lllo E(Axe).

Asf {M(A)} es continua por la derecha (izquierda) si y adlo si {£(A)} es fuertemente continua por la
derecha (izquierda). Usualmente una familia espectral se supone continua por la derecha en todas partes *

“) E(A+0)=E(A), ~c0<A<oo

esta convencién. En cualquier caso, la familia { E(A +- 0)} es continua por la derecha
en todas partes,

Se dira que {E(A)} es acotada por abajo si E(u) = 0 para alguna 4 finita (entonces E(A) = 0 para A < u
forzosamente), la minima cota superior de tales u es la cota inferior de {E(A)}. Similarmente, {E(A)} estd
acotada por arriba si E(u) = 1 para alguna g finita, y la cota superior estd definida anilogamente. Note que
E(A) no necesariamente es cero cuando A es igual a la cota inferior, mientras que E(A) = I si A es igual a
1a cota superior, esto es debido a la convencién (4).

Para cualquier intervalo semi do I = (A;,A”] de la recta real ponemos

) E(l) = E(\") - E(X),

E(I) es la proyeccién en el subespacio M(I) = M(X") © M(\') (es decir en el complemento ortogonal de
M(N') en M(A\")). Si dos intervalos asi I, I; no tienen puntos en comin, M(I,) y M(I;) son ortogonales;
para el caso de que I) estd a la izquierda de I ’

M(I) = M(A3) © M(X3) L M(3) D M(AY) > M(h).

La relacié pondiente para la proyeccién es

©) E(h)E(l) = E(L)E(h) =0

para I, I disjuntos, la cual puede ser verificada usando (1).
La proyeccién en M(A) © M(A ~0) es o ‘

o) P(X) = E(A)— E(A—0).

97



Como arriba tenemos

C® P()P(u)= P(u)PA) =0 para A # .

P(L) # Dsiy lolo si E(A) es d:uontmua en A,
Si 7 ea sep un 1 de p i diferentes de cero es a lo mis numerable, Por

lo tanto hay a lo més una cantidad numerable de puntos de discontinuidad de E(A) en un espacio separable.
Si S es Ia unidn de un nimero finito de intervalos (abiertos, cerrados o semicerrados) en la recta real,
S puede ser expresado como la unién disjunta de conjuntos de la forma 7 = (A,A’) o {A}. Si definimos
E(S) como la suma de los £(i) o P()) correspondientes, es facil ver que E(S) tiene la propiedad de que
E(S")E(S") = E(S' N S"). Liamamos a E(S) una medids espectral en 1a clase de todos los conjuntos S de
la clase descrita. La medida £(S) puede extenderse a los borelianos S de la recta real.
: Para cualquier u € M, {E(A)u, u) es una funcién de A no negativa, no decreciente y tiende a cero para
A —~ —oco0 y tiende a |[ul|? para A — +00. Para cualesquiera u, v € ¥, la forma polar (E(A)u,v)
(= {EA)(u + 1), u-+0) ~ (E(AYu—0),u =) + (E(A)u+iv)u'+ o) —i{E(A)u~v),u— o)) como
funcién de A, en los es de Esto se puede ver directamente como
sigue: Para cualquier J = (A’, A") tenemos

(10) KEA")u,v) — (B )u, v)| = (E()u,v)|
= (&G, EI))
<NHEW@(NEDLI-

Si Iy,..., I son intervalos disjuntos de la forma de anterior, tenemos

STHEE ) < S UEU il B Yol
3

< (Sweal)® (Suedmir)

= [SEwm ) (e )t L
= (3 El)u, w (O E(l)v, ) E :
< Il Il

Aai la variacidn total de (E(A)u,v) no excede a ”u" lIvll. Ditemos que a es un punto de consiancia
repecto a {E(A)} si E(A) es en una vecindad de a. El to de los puntos que no son puntos
de constancia es llamado el soporte de {E(A)} (o de la medida espectral E(S)).

(10)°

A.9 EL OPERADOR AUTOADJUNTO ASOCIADO
A UNA FAMILIA ESPECTRAL

Para cualquier familia espectral {E(A)} existe un operador autoadjunto asociado H, expresado por
) . H= f” AdE(A).
00
_ El dominio de H es ¢l conjunto de todas las u € % tales que
o0

(12) . / X2 d{E(A)u, 4} < oo.

—00
Para tales u, (Hu, v) esta dado por
(19) S (hu, W= j"" 2 d(E(A)u, 9. ve H.
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- veamos que el inverso tainbién se vale.

La convergencia de la integral (14) s sigue de la estimacion (10), la cual puede ser escrita 1d{E(A)u, v)| <
- d{B(A)u, uyd(E(A)v, ,,)S y de (13) por medio de la desigualdad de Schwartz. Es obvio que H es simétrico.
Que H sea djunto se probars a i iG

Notemos que o
{1Hull? = (Hu,Hu) = / A d(E(A) Hu, Hu)
o

= [Caan [7 wadE@am B
- p
= [Cads [ wdEunu
= / ® A2 d(B(A)u, u)
para u € D(H) donde (3) ha sido usado. R
Si u € M, definimos u, = E(n)u—E(—n)u para toda n natural, luego u, converge a u yaque "l_i_n;"u,.—
ul| = lim | E(n)u ~ E(~m)u — ul| < tim]| E(n)u — ull + || E(~n)ul| = 0. Ademds un € D(H) ya que. | %
. /@ 22 {E(A)8n, un) = /" A2 d(E(A)u, u)

<ot [~ dE

=nlgli < co...

.

Por lo tanto D(H) es denso en H.
* Hemos do que cualquier familia esp 1 {E(A)} d ina un operad:

A.9.1 TEOREMA. (Espectral). Todo operad dj H admite una expresién
- :
H= / A dE(A)
oo

por medio de una familia espetral {E(A)} la cual estd determinada sinicamente por H.

Demostracién. Definamos E(A) = 1 — 4[U()) = U(A)?], donde U()) es el operador parcialemnte
isométrico que ap. enlad posicién polar H — A = U(A)|H — A| de H — A. Tenemos que mostrar
que los E(A) forman una familia espectral y que la H determinada por (11) coincide con la # dada. .

- (i) E(A) es una proyeccion, ya que ¥ = M} © My & M}

0 siveMt
EA)u={u sive M‘B-
. u stu€ M.

Luego E(A) es una proyeccién y su rango es My @ M = (M;})L, que denotaremos con M()).

(ii) E(A) es mondtona. Para u € D(H) N M(A) tenemos {(H ~ Mu,u) < 0. Sip > A, {(H — p)u,u) <0
para tales u. Como M() reduce a H se sigue del lema 2 de! apéndice que M(A) C M(u). Esto es
equivalente a que £(A) sea mondtona.

(iii) Como {E(A)} es una familia monStona de proyecciones, los limites fuertes E(co) = 8 — Alil*!:m E(A)
existen. Como todos los M(A) reducen a H, M(oo = tango E(:00)) también reduce a H y D{H)N
M(%o0) es denso en M(%00). Sea u € D(H)N M(—co). Entonces u &€ M()\) para toda A y asi
((# — Mu,u) < 0 para toda A < 0 y u debe ser 0. Esto pruecba que M(—00) = {0} o E(~oc0) = 0.
Sea u € D(H) N M(cc), entonces u = Al_l‘l‘{.l“ E(A)v. Sea u, = E(N)v, n € IN. Luego E(co)(un) =
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)

)

lim E(A)un = Iim (E(n)u = tp, lo cual implica lim E(co)un = lim up = upor lo tanto u € M(o0)
E(oo)u =u, Iuego E‘(oo) =1

E(A +0) es la proyeccién en M(A + 0), la cual es la interseccién de todos loa M(u) para u > A. Como
M(is) reduce a H, también M(A + 0). Paza toda u € D(H) N M(A + 0), tenemos {(Hu,u) < p(u,u)
Vi > A tal que (Hu,u) < Ay, u) Se sigue del lema 2 del apéndice que M(A+0) C M(Xr). Esto muestra
que E(A +0) < E(A). Como la desigualdad opuesta es verdaders, se sigue que E(A +0) = E(A).

Fi que que el operad toad) H' = [ X dE(A) coincide con H. Como
H y H' son autoadjuntos y como la unién de los rangos M(), 5) = M(p)© M(}) de E(s) — E(A) es un
centro de H’ (vease apéndice), es sufiente porbar que M(\, u) C D(H) y Hu = H'u para u € M(A, ).
Para terminar esto, primero notemos que M(A, u) reduce a H y que A{u,u) < (Hu,u) < p(u, u) para
u € D' = M(A, mu)ND(H). Asi H es acotado en el iltimo subconjunto y, como [’ es denso en M(A, i),
D’ debe coincidir con M(A,p) por la cerradura de H. En otras palabras tenemos M(), 1) C D(H).
(A+n)

Como H tiene cota superior u y cota inferior A en M(A,u), H ~ tiene cota

Ahora dividadmos el intervalo I = (A, 4] en n subintervalos iguales Iy, ..., I, y sea A; el punto intermen-
dio de Iy, K = 1,...,n. Defina E(I;) como en (6) y sea
U —k = E(Ix)u. Tenemos u = u; + -+ + 4, y los u; son mutuamente ortogonales. Como cada
E(L)M reduce a H, Hug pertenece a E(Ii)H y asi los vectores (A — A)u; son también mutuamente
ort les. Ademds, t [1(H# — Ax)ue]] < (s — A)|luall/2n por la observacién hecha antes. Asi

%) 1 = 3 Ausl? = 1 S(H = Mue?
k
= le(” + M ?
(u =) il
—Luuui

- 4n?

Dejando que n — co obtenemos lim ¥, Ay E(Ji)u = Hu, Esto implica que (h'u,v) = [ A dE(A)u,v) =
lim 3 A (E(Z)u, v) = (hu,v) para toda v € H, entonces H’'u = Hu como queriamos mostrarm

A.10 EL ESPECTRO DE UN OPERADOR AUTOADJUNTO

Sea H un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert ?, tenemos la representacién espectral

H =/::A deE(A),

donde {E(A)} es la familia espectral continua por la derech iada a H. P

(16)

) P()) = E(A) - E(A-0)

P()) # 0 si y sdlo si A es un cigenvalor de H;en este caso P()) es la proyeccién ortognal al eigenespacio
asociado. Las P()) para A diferentes son mutuamente ortogonales: P(A)P(u) = 0 para X # p.

El conjunto de todos los elgenvn]orcs de H es llamado el espectro puntual de H, E,(H) en simbolo.Si H
ble es un a lo més

Sea M, ln variedad lineal cerrada generada por todos los P(A)M. Si |H, = M, se dice que H Liene

espectro puntual puro (esto no implica que el espetro de H sea igual a su espectro puntual, ya que el
espectro €s un conjunto cerrado pero el espectro puntual no necesariamente es cerrado.
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