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Introduccion

Dentro de los modelos estadisticos una clase importante, de gran di-
versidad, la constituyen los modelos lineales, dentro de los cuales se
encuentran los modelos de series de tiempo, los modelos de diseiio de
experimentos y los modelos de regresion lineal, entre otros. La impor-
tancia de estos modelos se debe a su gran aplicacion en los diferentes
campos del conocimiento como la medicina, la economia, el control de
calidad, etc. Lo anterior ya que una gran variedad de situaciones o
fendmenos que se dan en estos campos se pueden modelar y analizar a
través de los modelos lineales. '

Dentro de la estadistica existen dos grandes enfoques para el anélisis
de modelos estadisticos, el enfoque cldsico y el enfoque bayesiano. Como
lo modelos lineales son una clase particular de modelos estadisticos
pueden analizarse con ambos enfoques. Desde el punto de vista clasico,
la teoria de los modelos lineales ha sido ampliamente discutida. Por el
contrario, los métodos bayesianos para el anélisis de los modelo lineales
tienen un desarrollo mas reciente.

El enfoque bayesiano, a diferencia del enfoque clasico, se caracteriza
por la actualizacion de la informacién inicial que se tenga sobre los
parametros desconocidos. Dicha actualizacion se logra al incorporar en
el analisis la informacién que proporciona una muestra aleatoria. Esta
incorporacion de informacion muestral como se vera se logra a través
de la aplicacion del teorema de Bayes.

Dentro de la teoria bayesiana existen dos formas relevantes de llevar
a cabo el analisis de problemas estadisticos. Una es sin considerar y
la otra es considerando los elementos de la teoria de la decisién, esta
iltima permite combinar la informacion inicial y muestral con algunos
otros aspectos importantes en el problema; por ejemplo, incorporar
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informacion sobre las posibles consecuencias que ocurran al tomar cierta
decision, las cuales pueden ser cuantificadas mediante la especificacion
de las llamadas funciones de utilidad.

En este trabajo se presenta el material correspondiente al analisis
bayesiano, considerando teoria de la decision, del modelo de regresion
lineal multiple de rango completo, y se introducen las bases para el
analisis de los modelos de disefio de experimentos, modelos de rango
incompleto. El material de esta tesis esta organizado de la siguiente
manera.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos bdsicos de la estadistica
bayesiana y de la teorfa de la decisién, que permitan ubicar un problema
de inferencia como un problema de decisién en ambiente de incertidum-
bre, y que ademas sirva como apoyo a los desarrollos de los siguientes
- capitulos,

En el capitulo 2 se define el modelo de regresion lineal miiltiple
de rango completo y se muestra la forma de obtener las estimaciones
puntuales y por intervalos correspondientes a los pardametros descono-
cidos del modelo. En este capitulo también se presenta el problema de
prueba de hipétesis sobre los pardmetros de regresion. Para el desarro-
llo de los temas involucrados se proponen dos formas de analisis, una
considerando que se cuenta con informacion inicial sobre los pardimetros
involucrados y otra en la que no se considera este tipo de informacion.

Dentro del anélisis del modelo de regresion lineal miltiple es im-
portante determinar si éste cumple con los supuestos requeridos y qué
tan bien se ajusta el modelo a los datos. Asi como, el poder predecir
valores futuros del fendmeno en estudio, para ello en el capitulo 3 se
desarrollan los téplcos correspondientes a diagnostico y prediccién del
modelo de regresion lineal muiltiple.

Como una forma de ejemplificar los conceptos presentados en los tres
primeros capitulos, en el capitulo 4 se muestra una aplicacién practica
sobre el modelo de regresién lineal miiltiple de rango completo.

En el capitulo 5 se muestran algunos de los modelos de diseiio de
experimentos como variantes de los modelos de regresién de rango com-
pleto, y se presentan las bases para el andlisis bayesiano del modelo
de disefio de experimentos con dos factores aditivos. Finalmente, para
ilustrar los desarrollos de este capitulo, se muestra un ejemplo préctico.

Este trabajo pretende ser una referencia a toda persona, con co-
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nocimientos de inferencia estadistica, que esté interesado en aspectos
tedricos de la estadistica bayesiana y en particular de su aplicacion al
andlisis de regresion.



Capitulo 1

Teoria de la Decision y
Estadistica

1.1 Introduccién

En este capitulo se trata de dar una vision general de lo que es la es-
tadistica bayesiana desde un punto de vista de la teoria de decisiones.
Para ello el capstulo se divide en tres secciones bdsicas, en la seccion 1.2
se presenta la forma de resolver un problema de decision considerando
el criterio de Bayes. En la seccidn 1.8 se plantean algunos problemas
estadisticos como problemas de decision bajo incertidumbre y se pre-
senta el teorema de Bayes como la forma de incorporar la informacion
proporcionada por una muestra aleatoria al andlisis estadistico.

Finalmente, en la seccion 1.4 se trata el problema estadistico de
prediccion desde dos puntos de vista, predecir el resultado de un ezpe-
rimento antes de tener cualquier observacion y hacer dicka prediccidn
después de haber registrado n datos.
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1.2 Introduccién a la ’i‘eorfa de la De-
cision.

La mayoria de los problemas de carécter estadistico para los cuales los
métodos tradicionales han dado solucién, pueden reducirse a problemas
de decision en ambiente de incertidumbre y asi dichas soluciones pueden
verse desde otra perspectiva.

Ramsey (1926) manifiesta que unos cuantos principios basicos so-
bre comportamiento coherente, tomados éstos como axiomas, son sufi-
cientes para deducir de ellos una teoria general de la decision y de la
inferencia estadistica.

Asi, es posible establecer una metodologia general y unificada para
resolver problemas estadisticos a partir del analisis cuidadoso del pro-
ceso logico que debe seguirse para tomar una decision.

Por lo anterior, se presenta a continuacion la estructura general de
un problema de decisidn y las formas en que podria resolverse, asi como,
la metodologia que proporcione la manera en que deberia resolverse un
problema de decision bajo incertidumbre. -

Lo primero que hay que hacer cuando uno se enfrenta a un problema
de decisidn bajo incertidumbre, es eliminar cuanta incertidumbre sea
posible tratando de obtener la mayor informacion sobre el problema.
Posteriormente, se debe construir el conjunto de todas las posibles al-
ternativas, a dicho conjunto se le conoce como espacio de decisiones y se
denotara por D. La forma de determinar el espacio de decisiones debe
ser exhaustiva para abarcar todas las opciones de interés y de tal forma
que la eleccion de un elemento en D excluya la eleccion de cualquier
otro. '

Determinar la mejor de las alternativas seria, en principio, inme-
diato, si se tuviera la informacién completa sobre los posibles sucesos
inciertos, adem4s de un orden de preferencia entre las posibles conse-
cuencias. Sin embaigo, es poco frecuente que ésto suceda al plantearse
un problema de decisién, es por ésto que el problema se plantea en un
ambiente de incertidumbre,

En presencia de incertidumbre una vez determinado el espacio de
decisiones, se debe determinar para cada decision d;, el conjunto de
sucesos inciertos que se denotara por ©;, el cual deberd ser exhaus-
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tivo y sus elementos mutuamente excluyentes, asi como sus eventuales
consecuencias y las preferencias entre las mismas, =

Esquematicamente, un problema de decision en ambiente de incer-
tidumbre, en el caso de un niimero finito de alternativas y un niimero
finito de sucesos inciertos, puede representarse mediante un “irbdol de
decisiones” (ver figura 1.2,1), donde D = {d,, ... ,d;} es el espacio de
decisiones, ©; = {0i1, ... ,0im, } €l espacio de sucesos inciertos, C;; de-
nota la correspondiente consecuencia que ocurriria si se elige la decisién
d; y ocurre el suceso incierto §;;, (O ) representa el nodo de decisidn,
cada (o) representa un nodo aleatorio, las ramas (—+) que se des-
prenden de (O) estin asociadas a decisiones y las ramas (—) que se
desprenden de (o) se asocian a sucesos inciertos.

Figura 1.2.1
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La mayoria de los problemas de decisién tienen, aparentemente, una
estructura més compleja que la que se ha descrito. Sin embargo, tales
problemas complejos se pueden resolver considerando la idea basica
aqui presentada. Se supondré que el conjunto de sucesos inciertos es el
mismo para cualquier elemento d; del espacio de decisiones, por lo que
©; = O para todo i. Si tal caso no sucediera se tomarian los correspon-
dientes espacios producto de los ©;. Si ademads, sélo hay un nimero
finito de alternativas y sucesos inciertos, entonces el problema de de-
cisién también puede representarse mediante una tabla de decisiones
(ver Figura 1.2.2).

Figura 1.2.2

00
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Una vez presentada la estructura general de un problema de de-
cision se discute a continuacién como resolver un problema de decision
bajo incertidumbre. Un criterio que se utiliza frecuentemente para re-
solver un problema de esta naturaleza, es el criterio minimaz. Una
de las versiones de este criterio consiste en determinar para cada de-
cision la peor consecuencia y posteriormente elegir aquella decision que
produzca, dentro de las peores consecuencias, la mas preferible. Como
se puede ver, para utilizar este criterio el decisor tiene que determinar
su espacio de decisiones, el espacio de sucesos inciertos y su grado de
preferencia entre las posibles consecuencias. Sin embargo, este criterio
puede ser incoherente en sus resultados. Por ejemplo, si se considera
¢l problema de decision definido por la Tabla 1.2.1, donde los valores
0.32, 0.30, 0.38 representan la probabilidad de ocurrencia de los sucesos
inciertos 6y,0; y 0; respectivamente, y el orden de preferencia entre las
consecuencias esta definido por el orden de los niimeros reales.
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Tabla 1.2.1
6, | 6; | 65
0.32 1 0.30 { 0.38

Segtin el criterio minimax, tanto la decision d; como la decision
d, son igualmente preferibles. Sin embargo, considerando las diferentes
probabilidades de ocurrencia de los sucesos 6; ningin decisor considera-
ria ambas decisiones igualmente preferibles. Se puede decir que la causa
de la incoherencia de este criterio reside en su excesivo pesimismo, asf
como, en el hecho de no considerar la informacién que se dispone sobre
la verosimilitud relativa de los sucesos inciertos.

Otro criterio que se usa frecuentemente es el criterio de la con-
secuencia mds probable, que consiste en tomar la decision que resul-
taria Gptima si el suceso mas probable ocurriera efectivamente. En este
caso el decisor ademas de determinar el espacio de decisiones, su grado
de preferencia entre las posibles consecuencias y el espacio de sucesos
inciertos, debe de establecer una medida de verosimilitud entre los ele-
mentos de este Gltimo que refleje su grado de conocimiento sobre ellos.
Este criterio puede ser menos razonable de lo que parece, ya que una
decision que no sea Gptima para el suceso mas probable puede ser mejor
para el resto de los sucesos inciertos. Por ejemplo, si se considera el
problema de decisidn representado por la Tabla 1.2.1, se puede obser-
var que bajo este criterio, la decision que.se debe elegir es d; puesto
que si el suceso mas probable es 65 la decision d; produce una mejor
consecuencia. Ahora bien, se puede ver que como las consecuencias co-
rrespondientes a ambas decisiones para los sucesos 8, y 6; son iguales,
el problema de decisién puede reformularse mediante la Tabla 1.2.2.
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Tabla 1.2.2

6,Ub; | 6
0.62 |08

| 01 |04
d| 04 |0l

Ahora el suceso mas probable es ;U 8, y por tanto, segin este crite-
rio la decisién que se debe tomar es d;, lo cual representa incoherencia
en la toma de decisiones.

Los criterios hasta ahora expuestos pueden dar la pauta para re-
solver un problema de decision con incertidumbre. Sin embargo, como
se ha visto, estos criterios resultan incoherentes en algunos casos.

A continuacién se presenta una metodologia a través de la cual
siempre es posible encontrar una solucion coherente a los problemas de
decision, lo que permitird obtener un mecanismo general y unificado
para resolver problemas estadisticos.

Si el decisor es capaz de aceptar unos cuantos principios de razo-
namiento coherente o principios de coherencia (Bernardo, 1971) como
fundamentos axiomaticos basicos, entonces siempre dispondra de una
forma razonable y tnica para tomar decisiones de manera coherente.
Para lograr ésto el decisor debe ser capaz de determinar el conjunto de
todas las posibles decisiones, D, el conjunto © de los sucesos inciertos
y las consecuencias, C;;. Posteriormente, el decisor debe de cuantificar
y evaluar la informacién que posea de los diferentes sucesos inciertos,
asi como sus preferencias entre las posibles consecuencias.

La manera de cuantificar la incertidumbre de © es mediante la asig-
nacién de probabilidades a sus diferentes elementos. Aqui se debe
tomar en cuenta que si © es finito, alin més, si © es numerable, la
cuantificacion de la incertidumbre sobre © se puede realizar asignando
numeros P(0;{H) tales que:

0< P(O;|H) <1 para todad; en ©
y  LPOIH) =1 .
?
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P(0;|H) denota la probabilidad de que el suceso 8; ocurra bajo las
condiciones H. Por otro lado, si © no es numerable se puede definir
una medida de probabilidad sobre el sigma dlgebra generado por O,
0(0). En el caso en que O esté representado por un subconjunto en
R*, basta definir una funcién de densidad de probabilidad, (f.d.p.), para
cuantificar la incertidumbre sobre ©.

Las preferencias entre las posibles consecuencias pueden ser evalua-
das numéricamente a través de una medida de utilidad U(-). Asi, si se
tiene que C es el conjunto de todas las posibles consecuencias y (£) el
orden de preferencia entre ellas, una utilidad es una funcién definida
como U : C — R, donde ¢, Lc; si y sdlo si U(c,) LU(c,), para todo par
¢;,¢; de consecuencias en C.

Por otro lado, en un problema de decisién se tiene imiplicito la exis-
tencia de una funcion

F:DX© - C.

Ya que para cada decision y suceso incierto se tiene asociada una con-
secuencia.

Asi, para cada decision d; en D y cada suceso 8 en © se tiene una
utilidad U(d;,#) definida a través de la composicion U o F.

De esta manera, si se toma la decisién d en las condiciones H se
puede obtener la utilidad esperada U*(d) para cada decision. En caso
de que © sea finito o numerable U/*(d) se calcula como

U*(d) = 3 U(d,0;)P(6;|H).
J

Cuando © es no numerable y U(d,0) es p-medible, la utilidad esperada
se obtiene a través de una integral de Lebesgue

U*(d) = /e U(d, 0)dP.

Finalmente, los axiomas de coherencia garantizan que la solucién éptima
al problema de decision serd aquella decisién que maximice la utilidad
media o utilidad esperada. A ésto se le conoce como el criterio de
decision de Bayes, y la bondad del mismo reside esencialmente en su
fundamento axiomdtico. A continuacién se presenta un ejemplo en el
que se usaran las diferentes formas, que se han discutido, para resolver
un problema de decision en ambiente de incertidumbre.
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Ejemplo 1.2.1

Una compaiiia de seguros debe decidir si crea una poliza de seguros que
cubra completamente uno de los dos tipos de riesgos a los que estaran
expuestas las nuevas compaiiias textiles que se instalaran en México el
préximo afio, o bien, crear una péliza que cubra los dos tipos de riesgos
parcialmente. La compaiiia de seguros considera que lo mds probable
es que las nuevas compaiiias textiles estardn mas expuestas al riesgo
tipo 2. ‘

El espacio de decisiones en este problema es:

dl = crear una pdliza que cubra completamente el nesgo tipo 1.

d2 = crear una péliza que cubra completamente el riesgo tipo 2.

d3 = crear una péliza que cubra los dos tipos de riesgo pero con una

_cobertura menor para ambos riesgos.

El espacio de sucesos inciertos podria describirse como:

0; = las nuevas compaiiias textiles estaran propensas al riesgo
tipol.

0, = las nuevas compaiifas textiles estaran propensas al riesgo
tipo 2.

0; = las nuevas compaiiias textiles estaran propensas tanto al riesgo

tipo 1 como al riesgo tipo 2.

De acuerdo a la compaiiia de seguros se presenta la slgmente tabla de
utilidades

»

0] 02 03 min
d,109(02] 05 | 0.2
d; 102109 05 | 0.2
d; 10606} 0.7 | 0.6

»

max | 0.6

El criterio minimaz recomendaria elegir siempre d$, independiente-
mente de las verosimilitudes relativas de 6, y 0,.
El criterio de la consecuencia mas probable recomienda elegir siem-

pre d3, ya que por hipdtesis P(0;) > P(0;) yP(6;) > P(6,)
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Ahora si se consideran las utilidades de las tres decisiones se tiene:

U*(d) =09p+0.29+0.5(1 ~p—q) = 0.5+04p—03q
U*(d) =02p+09¢+05(1—p—-q) = 05-03p+04q
U*(d3) =06p+06g+07(1-p~¢q) = 0.7-01p—0.1q

donde p = P(8,) y q = P(8;) y ademds, por hipitesis, ¢ > py
¢>1—p-—q,estoimplicaquep>1~2q.

Se puede ver que U*(d,) > U*(d3), si y solamente si p > ¢; como
por hipétesis ¢ > p, d; siempre es mejor que d,.

Ademds '

U*(d3) > U*(d3)si y sdlosi 0.2p—0.5¢ +02< 0

es decir, si por ejemplo p = 1/3 y ¢ = 1/2, entonces 0.2p—0.5¢+0.2 > 0
en este caso el criterio de Bayes recomienda tomar la decision dj y si
p = 1/3 pero ¢ = 3/5, entonces se tiene que 0.2p — 0.5¢ + 0.2 < 0 por
lo que en este caso se recomienda tomar la decision dj.

1.3 Problemas de Decisién Estadisticos

Los problemas de inferencia estadistica paramétrica se pueden ver como
problemas de decision bajo incertidumbre.

Para el problema estadistico de estimacién puntual del pardmetro
0, donde 8 es el parametro de un modelo probabilistico f(x|9), el es-
pacio de decisiones es igual a el espacio parametral, es decir, D = ©
y ¢l conjunto de sucesos inciertos estara representado por los posibles
elementos de ©. Para el problema estadistico de prueba de hipétesis
el espacio de decision estara dado por las hipdtesis a contrastar, y el
conjunto de sucesos inciertos, igual que en el de estimacién puntual,
estd representado por los posibles valores del espacio parametral. En
ambos casos la funcion de utilidad es una cierta medida de informacion.

Se dejé ver anteriormente que para resolver un problema de decision
es importante tratar de incorporar toda la informacién que se disponga
sobre el problema. Como lo desconocido en un problema estadistico
es el valor de 8, en principio, es necesario expresar el poco o mucho
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conocimiento inicial que se tenga sobre 8 a través de una f.d.p., x(0),
a esta funcidn se le conoce como distribucion inicial.

Una manera como se puede elegir una distribucion inicial, es con-
siderar una familia paramétrica de densidades de probabilidad sufi-
cientemente amplia que pueda contener una densidad que aproxime
adecuadamente a 7(8). Posteriormente establecer condiciones (éstas
pueden ser sobre medias, cuantiles, etc.), que permitan determinar los
parametros de la distribucién. Logrado esto es recomendable proceder
a calcular algunas probabilidades para verificar que los resultados sean
consistentes con la informacién inicial con que se contaba.

Para mejorar la informacion inicial es necesario determinar la rela-
cion existente entre los datos y el parametro de interés . Esto se puede
lograr especificando el modelo probabilistico f(z|0).

Como funcién de z para un 0 fijo, f(z|0) es una densidad que
describe la probabilidad de obtener los distintos valores de z. Para
un z = 2o fijo, f(20|0) describe la verosimilitud de los distintos valores
de 0 a la luz del resultado experimental observado zy. A la funcién de
0, f(z0]0), se le conoce como funcién de verosimilitud de 8 dado z,.

Asi, la funcién de verosimilitud correspondiente a una muestra de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.

i.i.d) {21, ... ,2s} extraida de una poblacién cuyos elementos tienen
una densidad f(z|6) que depende de. 8, es

f(z1, ... 2al8) = [] f(2il6).

i=1

Una vez que se determina la forma de ‘cuantificar o describir la in-
formacion inicial que se posee sobre el parametro 4, a través de su
distribucién inicial, y suponiendo que existe la funcién de probabili-
dad conjunta f(z,, ... ,z,|0), se esta en condiciones de obtener la dis-
tribucion final de 8. La cual describe el conocimiento que se tiene sobre
0 tras incorporar a la informacion inicial la informacién que propor-
cionan los resultados experimentales. El camino que permite obtener
dicha distribucién final #(6|z), ... ,z,) es el teorema de Bayes.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Bayes). Sean z,, ... ,z, los resulta-
dos del experimento € con f.d.p. conjunta f(z,, ... ,z,|0) y sea 7(0) la
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distribucidn inicial de 0. La distribucidn final de 0 estd dada por:
7r(0|zh veraTp) = f(@y, ... ,1’,,'0)7?(0)/#(17,, X ’xn)
~ en donde

(.00 ) = /9 f(@1y ... ,2a)0)7(8)do.

(21, ... ,2a) es la distribucion conjunta de z,, ... , z, sin condicionar
a 0 y también se le conoce como distribucidn predictiva final de X, con
X = (z1,...,2,). Ademés como #(X) no depende de 0, sin pérdida
de generalidad, el teorema de Bayes puede expresarse en la forma

*(0lzy, ..., xn) x f(z1, ..., 2,|0)7(0),

donde o« denota “proporcional a”. Por lo que si dos modelos proba-
bilisticos son proporcionales para todo 0, dan necesariamente lugar a
la misma distribucién final, y se puede escribir

Distribucidn final o verosimilitud x Distribucidn inicial,

Ejemplo 1.3.1

Con objeto de mejorar la informacion sobre una magnitud 0, se realizan
n medidas independientes z,, ... ,z, cada una de las cuales tiene una
distribucién Bernoulli con parametro 0. Si la informacion inicial sobre 8
se describe a través de la distribucion inicial x(9), aplicando el teorema
de Bayes, la distribucion final de 0 sera de la forma:

x(0)zy ... 2p) o [0F=1i(] - 0)~~Ti%i]x(9).

Si ademas la distribucion inicial de 0 es de la familia Beta, es decir,
7(0) = Be(a,8) a,8>0, resulta

T(Oler, .. 20) o {B5aH(1 - O-Bhim)ge-i(y — gy
x 0(0+E:‘_,1‘.')-l(l - 0)(ﬁ+n-2=‘.,z.')—l

en donde la constante de proporcionalidad, ests dada por

I'a+ E?:n i+ 8+n- 2?:1 ;)
I'(a+ 2?:1 xi)r(ﬂ +n—- 2?:1 xi).
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Por tanto
x(0|z,, ... ,2,) = Bela + T, i, B+ 10— X0, %)

cona+y,5i>0 y | B4n-Yi,zi>0
Ejemplo 1.3.2

Ahora suponga que el parametro de interés es la precision r de una dis-
tribucién N(p,r) con u € (—e00, ) conocida, y ademas suponga que la
apreciacion inicial de r puede modelarse por medio de una distribucion
Gamma, es decir 7(r) = Gamma(a, ) con a,3 > 0 conocidos. Con
el objeto de mejorar la apreciacién inicial de r, se obtiene una m.a.
T1,...,2, de la distribucién N(g,r). Observe como se mejora la apre-

ciacion inicial #(r) obteniendo la correspondiente distribucién final de
rl

Se sabe que

r(r) = %r““ezp{—rﬂ}l(om)(r)

yif2 r
flzlp,r) = 'ﬁ;emp{"ﬁ(z - ﬂ)z}l(—oo.oo)(z)

entonces

x(rlzy,. . 2n) & f(2r,...,a0lr)n(r)

o« riesp(~F 3 (ai - w)}roeap{-rf)

i=1

x r+H-lezp(~C{20+ Y (ai - )1

i=1
Asi, la apreciacion final sobre r, después de haber observado la m.a.
Zy,...,%y, estd dada por una

n . )2
Gamma(a + g-,ﬂ + _2;151_%'____!31_)
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Ejemplo 1.3.3

Sean z;,...,2, n observaciones independientes cada una de las
cuales tiene una distribucién N(u,03) con o3 conocida. Si la infor-
maci6n inicial sobre y se describe a través de una distribucién N(po, 0?),
con pig y o? conocidos, la distribucién final sera de la forma

r(plery. oy 2n) ewp{ 207 ,Z(. p)? }-ezp{- (# uo)’}

0 =1
x exp{ [n(u— )2]‘5'1“5(14"#0)2}
x ezp{——[ 3= 87 4 - ol

Completando el cuadrado para y, la dltima expresion puede verse
de la siguiente manera

1 nZ n 1 n 1
Tular,..yon) o ezpl-glu- (G5 + 5%’/‘?3 + oGy + o)

De aqui se puede concluir que la distribucion final de y dado 24,...,z,
observaciones independientes, es una Normal con media

. L
b = 08+a¥)/(03+0¥)
y varianza

1

n 1
ata

Como se puede ver de los parrafos anteriores, la eleccién de una
determinada familia para representar la informacién inicial sobre el
parametro @ puede conducir a planteamientos y calculos mas senci-
llos. Asi, si se tiene 3, ... , T, una m.a. de una distribucién Bernoulli
con pardmetro @ desconocido y la distribucion inicial de 8 es una dis-
tribucién Beta con parametros a, 8 > 0, entonces la distribucién final
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de 0 pertenece a la misma familia y toda la informacién proporcionada
por los datos, para hacer inferencia sobre 8, puede resumirse en el par
(T, zi,n). Andlogamente, si la informacién inicial sobre la media
4 de una distribucién Normal con varianza conocida, se puede descri-
bir mediante otra distribucion Normal con varianza y media también
conocida, entonces la correspondiente distribucién final de u resulta
asi mismo Normal y toda la informacion proporcionada por los datos
pueden resumirse en el par (z,n).

Los ejemplos anteriores son casos particulares de una amplia gama
de situaciones en las que la aproximacion de la distribucion inicial, me-
diante distribuciones pertenecientes a una determinada familia (familia
conjugada de distribuciones) permite obtener resultados sencillos de
tipo analitico en problemas que, de otra manera, requeririan técnicas
de integracién numeérica. Es de interés notar que en este caso, el paso
de la distribucion inicial del parametro a la distribucién final del mismo
se hace a través de simples reglas de actualizacion de los parametros.

Definicién 1.3.1 Se dice gue una familia de distribuciones de 6 es con-
Jugada con respecto a un modelo probabilistico f(z)0) si para cualquier
distribucion inicial perteneciente a cierta familia de distribuciones F,
se obtiene una distribucion final que también pertenece a la misma fa-
milia de distribuciones F.

En el siguiente teorema se presenta un resultado que muestra la
existencia de familias conjugadas, pero antes se define que es una es-
tadistica suficiente.

Definicién 1.3.2 Una estadistica T = T(z,, ... ,z,) (esto es, una
Juncion de la muestra), es suficiente para hacer inferencia sobre el
pardmetro 0 = (0,,...,0,) de un modelo probabilistico f(z|0), si
cualquiera que sea la distribucion inicial de 0, x(0), su distribucion
final solo depende de la muestra 7y, ... ,z, a través de T, esto es

#(flz1,...,20) = 7(6IT)

Teorema 1.3.1 Sea x(0) la distribucion inicial del pardmetro 0 la cual
pertenece a una cierta familia paramétrice. Si f(z|0) es una funcién de
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densidad correspondiente a un modelo probabilistico, para el cual eziste
una estadistica T suficiente de dimension fija y ademds g 7(0) d@ < o0
entonces existe una familia conjugada paramétrica para 8. (De Groot,

1970)

Finalmente, se mostrard un ejemplo de familias conjugadas en el caso
multivariado; pero antes de realizar lo anterior, se introducird de ma-
nera rapida la distribucion Normal multivariada.

~ Se dice que un vector aleatorio K-dimensional X = (X, ..., X;)!
tiene una distribucion Normal multivariada no singular con media el
vector y y matriz de covarianza ¥ si X tiene una distribucién absolu-
tamente continua cuya funcién de densidad de probabilidad f(-|g, X2),
para cualquier punto 2 € R¥, estd dada por '

ol ) = @rh) B} eapl-3(e - W'Bz - ).

Aquilamedia g = (g1, ... ,ps)" es un vector k-dimensional de niimeros
reales y la matriz de covarianzas X es de kxk, simétrica y definida po-
sitiva.

Ejemplo 1.3.4

Supdngase que zy,...,2, s una m.a. de una distribucion Normal
multivariada con vector de medias M desconocido y una matriz de
precision conocida r(r > 0). Supdngase también que la distribucion
inicial de M es una normal multivariada con media g y matriz de
precisién r ambas conocidas, tal que g € R* y 7 es una matriz definida
positiva simétrica.

Calcule entonces la distribucién final de M, para M = m., La

funcion de verosimilitud fu(2y, ... , 2,|m) satisface la siguiente relacion:

Sa(@1y .00 yZajm) exp{—%i:(z.- - m)'r(zi-m)}. (L1)

i=)

Ademas

f:(z.' -m)r(z; -m) =
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n

= Y (zi ~ &)'r(2i — &) + n(m — &)'r(m - 2).
=1 ,
(1.2)
Por lo que la relacién 1.1 puede escribirse de la siguiente forma:
, 1 ) i
fa@is o lm) o exp{~3(m = &)/(nr)(m ~ 2)}. (1)

Ahora la funcién de densidad de probabilidad inicial #(:) de M

satisface que

r(m) o exp{—%(m — u)r(m - p)}. (1.4)

Como la f.d.p. final x(-|2y, ... ,2,) de M es proporcional al producto
de las funciones especificadas en las relaciones 1.3 y 1.4, haciendo una
extension del caso univariado se tiene: '

(m ~ p)'r(m — p) + (m = 2)!(nr)(m ~ &) =

(m - y_')'kr +nr)(m~-g*) +¢c
donde

g = (r+nr)"Yrp+nrz)

y ¢ representa a términos que no involucran a m, por lo que se pueden
considerar en el factor de proporcionalidad, obteniéndose que

T(mlas, . \20) o expl=g(m = p)(r +nr)(m = ).

Asi, se tiene que la distribucion final de m es una Normal multivariada
con media el vector u* y matriz de precisién L* donde

£ = r4nr

En resumen, con lo que se ha discutido en este capitulo, un pro-
blema de inferencia estadistica formulado como uno de decisidn y sin
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incorporar informacion muestral se resuelve al determinar la opcion que
maximiza
Eve)(U(d,0)) = /e U(d, 6)x(0)do.

Obtenidos los datos y especificada la funcién de verosimilitud
f(zyy ... ,2,]0) se puede usar el teorema de Bayes para calcular
7(0lzy, ... ,2,) y asi poder determinar la opcién que maximiza

Eﬂ(Oln. ‘,,,)(U(d, 0)) = /;U(dv 0)?’(0'31» e vzn)de'
Ejemplo 1.3.5

Seazy, ... ,z, una m.a. donde ; ~ Bernoulli(8), se quiere estimar
0 y se desea usar una funcién de utilidad cuadritica. Ademés se sabe
que la informacidn inicial, #(8), se puede describir por una distribucion
Beta con parametros a, 8 > 0 conocidos.

Sea U(d,0) = —(d — 6)? la funcién de utilidad cuadratica, si P(6)
es cualquier funcién de probabilidad, definida en el intervalo (0,1), el
estimador 6ptimo es aquel valor que maximice

Ep)(U(d,8)) = Ep)(—(d - 6)*)
Asi

Epg)(—(d - 0)*) = —(d® ~2dEpy)(6) + Epy)(6%))

BEp(o)gi(dva)) = —(2d-2Ep@)(9)).

Por tanto la decision
: d, = Ep)(0)

maximiza la utilidad esperada respecto de P(f). Como la distribucién
inicial #(0) es una distribucion Beta(a, §) entonces

o
a+f’

Sise tiene {2y, ... ,z,} una m.a. den observaciones Bernoulli(0), la
distribucion final de & con una inicial Beta(a,3), es una

d, =
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Beta(a + y,8 +n—y) cony = 2"_13:. (ver ejemplo 1.3.1). De aqui
se obtiene que la decisién que maximiza

Ev(gis, . 2o (U(d10)) = Engisy, .. z)(—(d = 0)°)

€s

Loty
a+f+n

/]

Parémetros de Ruido.

Tradicionalmente el problema de inferencia se formula como el pro-
blema de extraer conclusiones probabilisticas sobre los valores de los
parametros desconocidos de una cierta f.d.p.

Sin embargo, hasta el momento se ha analizado el caso en que la dis-
tribucion de los resultados experimentales s s6lo depende del parametro
de interés 0, lo cual no siempre ocurre, sino que frecuentemente dicha
distribucion también depende de otro pardmetro v que se denomina
parametro marginal o de ruido. De tal forma que los resultados expe-
rimentales z presentan una f.d.p f(z|0,v).

En este caso el problema de hacer inferencia sobre 0, se resuelve
obteniendo la distribucion final x(0, v|z,, ... ,z,) y marginalizando con
respecto al pardmetro de ruido, v, »

1.4 Prediccién

Uno de los problemas que también se presentan en inferencia es el
querer estimar una observacion futura. Aqui se presentan dos situa-
ciones , la primera cuando inicialmente se tiene un experimento £ y se
quiere predecir en cierta forma el resultado del experimento, Ahora,
si se considera que z es el resultado del experimento ¢ con una f.d.p.

f(z|0) y 0 desconocido, se observa que no es posible utilizar f(z|0) para
determinar los valores de z que resulten mas probables. Sin emba.rgo,
aunque el valor exacto de 0 es desconocido, se dispone de cierta in-
formacion a través de su distribucion inicial #(0) la que junto con la
distribucién f(z|0) permite describir la informacidn que se posee sobre

24



los posibles valores de z, x(z), de la siguiente manera
r(x) = /0 @l (0)as (1.5)

si 0 es una cantidad aleatoria continua.
En el caso de que 6 sea una cantidad aleatoria discreta, se tiene

rz) = ¥ f(alf)n(6) (16)

Asi, las expresiones 1.5 y 1.6 proporcionan una distribucion de z total-
mente conocida, la cual es posible usar, entre otras cosas, para hacer
predicciones sobre los valores de z a que daria lugar el experimento
€, por lo que dicha distribucién x(z) recibe el nombre de distribucion
predictiva inicial o apriori.

La segunda situacion consiste en predecir un valor futuro z, con-
tando ya con n observaciones {z;,...,z,} del experimento £. La in-
formacion acumulada sobre el valor 8 puede utilizarse para predecir
el resultado futuro mediante la distribucién predictiva final, la cual se
obtiene de la siguiente manera

r(zlzy, ... ,70) = /ef(z|0)1r(0|w|, coe s Zn)d0, (1.7)

si 0 es una cantidad aleatoria continua. En el caso de que 0 sea una
cantidad aleatoria discreta se tiene

r(elen, .. za) = 3 Sl @ilor, o y2)..(18)

También un problema de prediccién puede plantearse como un pro-
blema de decision. A continuacion se presenta una breve discusién de
este enfoque a través de los conceptos de la seccién anterior.

En un problema de prediccidn visto como uno de decisién, el espa-
cio de decisiones esta representado por el conjunto de todos los posibles
resultados z del experimento § para los cuales f(z}0) > 0, para alguna
6 € O©. El espacio de sucesos inciertos esta representado por el pro-
ducto cruz entre el espacio de resultados z y el espacio de los valores
del parametro 8. En general, la funcién de utilidad esta definida por
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U(&,z,0) que depende de & el valor de la prediccidn, = el valor del
resultado que ocurra y 0 el parametro del modelo f(z|f).

De esta manera si no se han registrado observaciones del experi-
mento £, la mejor prediccion & es aquella que maximice

E,(,,o)(U(f:,w,a)). (19)

Si ya se han registrado n observaciones {z,, ... ,z,} la mejor prediccién
£ es aquella que maximiza

Eﬂ(:,ﬂlz;, ,In)(U(j’ z,0)). (1.10)

donde 7(z,0]-) es la funcién de distribucién conjunta de z y 6. Con-
siderando que cominmente U(%,r,0) se expresa como U(Z,z) y que
para expresar el conocimiento sobre (x,8) basta con hacerlo sobre 8 ya

que
w(z,0) = f(z|0)m(6).

Entonces maximizar 1.9 o 110, considerando el caso
continuo, es equivalente a maximizar

/ / U(&,2)f(z|0)r(0)dodz (1.11)
o bien maximizar .
/ / U(%,2)f(z10)r(8)ey, ... , 2n)dbdz (1.12)

respectivamente,
Ahora, si se cumplen las condiciones del teorema de Fubini, maxi-
mizar 1.11 y 1.12 es equivalente a maximizar

Ey)lU(%, 7))

y maximizar
Eﬂ(glx;, .z")[U(ii ‘T)]

respectivamente,

Ejemplo 1.4.1
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Considerando que se ha obtenido una muestra aleatoria de tamatio n
de una poblacion y que se ha encontrado que k elementos de la muestra
poseian una determinada caracteristica, se desea saber la probabilidad
de que un nuevo elemento de la poblacion escogido al azar tenga (z = 1)
o no tenga (z = 0) la caracteristica mencionada. Si 4 es la proporcion
(desconocida) de elementos de la poblacién que tienen la caracteristica,
se tiene

f(z=1/0) = 0.
f( =0|0) = 1—0.

En consecuencia, si 7(8}k,n) es la distribucion final que describe la in-
formacion de que se dispone sobre 0 tras observar los resultados mues-
trales, se tiene por la ecuacion 1.7

r(z = fk,n) = / f(z = 1|0)r(6|k,n)d0

/ ' 0r(6lk, n)d0 = E(0]k, n)

x(z =0jk,n) = 1-n(z=1}k,n).

Por tanto se tiene que la probabilidad de que un nuevo elemento de la
poblacion tenga la caracteristica estudiada es simplemente la media de
la distribucién final de 6.

Ejemplo 1.4.2

Considérese finalmente que se ha obtenido una muestra aleatoria
Zy, ... ,&, de una poblacion Normal con desviacién estandar ¢ cono-
cida. Se desea determinar la distribucién predictiva final. de una nueva
observacion z.

Por hipétesis

f(zlw) = N(zlu,0).
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Si w(ulz,, ... »%n) es la distribucién final que describe la infor-
macién disponible sobre 4 tras observar los resultados experimentales,
se tiene que

m(zlzy, ..., 2,) = /N(z'p,a)fr(plzl, vy 20)dp,

En particular, sj 1a distribucién inicial de # €s N(p|po, a4) con ko y o
conocidas, por el ejemplo 1.3.3,, la distribucién final de HesN(uluy, a,)
donde

3

+
+
0

On = |9
\‘a'i-

"(Elen o sm) = NGl 0Nl o)

= N(zlin, /a7 + 03).

NE

Hn =

Y-
U=

—

3

Ry

por lo que

.~
R

Ejemplo 1.4.3

Si se considera e ejemplo 1.4.1 con una funcién de utilidad cuadrética
U(z,z) = ~(&~z)?® se tendria que la mejor prediccién 3 dada la muestra
{za, ... 12n}, serd aquella que maximice,
Er(rlrn. .tn)[U('i's 3)] = Er(:lzn.--- .rn)[‘('i - 3)21

= Ex(z'lz'l, ,rn)[—(éz -2z — .'L‘z)]

= —i*4 2575#(2!21. o rzn)(T) = En(tlrx. .zn)(zz)

(1.13)
Derivando la ecuacion 1.13 cop respecto-a &, e igualando a cero se
obtieneﬂ_que
Z = Evep, .. o0)(2)

maximiza '

Eyaysy, .. an)[~(& - z)?]
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y sin datos
&= Ey(s) T .
maximiza
E"(z)["(é - 3)2]'

Se puede decir que la distribucién predictiva inicial #(z) permite
hacer inferencias sobre el resultado experimental z antes de realizar
alguna observacién y puede utilizarse para analizar las implicaciones
de la distribucién inicial x(6).

Mientras que la distribucién predictiva final x(z|z,, ... ,2,) recoge
la informacidn proporcionada por las observaciones z,, ... ,z, y per-
mite inferir sobre el resultado de la proxima observacion z..

Por lo anterior es posible darse cuenta que el problema de inferir
sobre un posible valor z de un experimento {, habiéndose registrado ya
n observaciones {z),...,2,} es un problema de inferencia que puede
ser resuelto una vez que se ha obtenido la distribucién final de 6.
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Capitulo 2

El Modelo de Regresién de
Rango Completo -

2.1 Introduccién

En este capitulo se presenta el modelo de regresidn lineal miltiple de

rango completo, su planteamiento y el correspondiente andlisis bayesiano.

El capitulo consta de tres secciones bdsicas. En la seccidn 2.2 se
introduce y se define el modelo de regresion lineal miltiple. En la
seccion 2.9 se considera una distribucidn inicial Normal-Gamma para
los pardmetros 8 y T del modelo, se identifican distribuciones marginales
y se obtienen las correspondientes distribuciones finales conjuntas y
marginales. Se presenta la forma de estimar puntualmente los pard-
metros B y v considerando dos casos, cuando se tienen funciones de
utilidad y cuando no se cuenta con ellas. En esta seccion también se
plantea el problema de estimacion por intervalos como un problema de
decision, asi como la forma de resolverlo, lo que lleva a definir las lla-
madas regiones de alla densidad final, regiones HPD, Por lo que se
presenta la manerade obtener este tipo de regiones para los pardmetros

del modelo.

Finalmente, para termingr la seccion 2.3 se analiza el problema de
contraste de hipdtesis para el pardmetro B y se resuelve éste conside-
rdndolo como un problema de decision. Ademds, se presentan procedi-
mientos bayesianos alternativos para resolver este problema.
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Por 1iltimo, en la seccion 2.4 se muestran los resultados andlogos
de la seccion 2.3, considerando una distribucion inicial no informativa
para los pardmetros B y T.

2.2 Planteamiento y Definicién del Mo-
delo

Es comin que cuando se miden varias caracteristicas para cada indi-
viduo o unidad de un conjunto en estudio, se esté interesado en observar
el efecto que producen algunas de estas caracteristicas sobre una de e-
llas en particular. Por ejemplo, en un estudio médico se miden, a cada
individuo de un grupo, las variables edad, peso, estatura y presion ar-
terial; y se estd interesado en determinar si la presion arterial de un
individuo depende de su edad, peso y estatura. En un segundo ejemplo

se registran, en un experimento industrial, el tiempo y la temperatura

de calentamiento, el tiempo y temperatura de enfriamiento y la dureza
de 15 articulos de cierto material, y se esta interesado en ver de qué
manera afecta a la dureza del articulo la temperatura y tiempo de ca-
lentamlento y enfriamiento.

Una técnica estadistica que se usa cominmente para el estudio de
estas relaciones entre variables es el anélisis de regresion. Para intro-
ducir la notacién y terminologia necesaria se considera el ejemplo del
estudio médico en donde

Y, = presion arterial en el i-ésimo individuo
Xa edad de! i-ésimo individuo
Xa peso del i-ésimo individuo
Xis = estatura del i-ésimo individuo

Cuanuo:serefiera a un individuo particular para el cual los datos han
sido obtenidos, se usara la notacién Y;, Xy, Xi3, X;3. Cuando se hable
en general de un individuo cualquiera que forma parte del estudio, se
usard la notacién Y, X,, X3, Xs.
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La variable Y, la cual se piensa que depende de las otras variables,
es llamada la variable dependiente o variable respuesta, X,, Xz y X;
son llamadas variables independientes o variables ezplicativas.

La relacién de las variables de interés puede establecerse a traves
de un modelo. Asi, se puede escribir F(X,, X3, X3) para expresar la
parte de Y explicada por las variables independientes, y considerar que
Y difiere de F(X,, X2, X3) en una cantidad aleatoria e. No se espera
que este modelo describa completamente al fenémeno do interés pero
si que lo haga al menos aproximadamente.

" Por lo anterior y con la idea de que la presion arterial de un individuo
(Y') es aproximadamente una funcion de su edad (X;), de su peso (Xz)
y de su estatura (X3) un modelo posible para este ejemplo es

Y=0+06X +65X+ 56X +e

En general, si hay n variables independiente X, ... , X,, a la ecua-

cion

Y=F(Xy,..., X)) +e¢ (2.1)

se le conoce como modelo de regresién, en el cual F es la funcién de
regresion y € es un error aleatorio. En lo sucesivo, se trabajard con
el caso particular en que F(X),...,,X;,) es una funcién lineal en los
parametros. Esto da lugar a la siguiente definicién

Definicién 2.2.1 E! modelo de regresidn lineal miiltiple (MRLM) que
relaciona una respuesta aleatoria Y con un conjunto de variables inde-
pendientes Xy, X3, ... , X, es :

Y=08+6aX+,... 1+ﬁpxp+€-

Los coeficientes fy,/,, ... ,3, son pardmetros desconocidos y son lla-
mados coeficientes de regresion o pardmetros de regresion. Xy, ..., X,
son variables que se miden sin error, € es un vector aleatorio con d|s
tribucion Normal multivariada de media Q. y matriz de varianza-cova-
rianza o], con o? desconocida .
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En términos de los datos observados, €] modelo es
Yi=Bo+ hXat, ..., +0Xy +€; i=1,...,n
y ademas

E[Y] =6+ 5 Xy ... +ﬂpxp' (2.2)

Si p = 1 al modelo anterior se le conoce como modelo de regresion lineal
simple.

Una manera conveniente de expresar al MRLM es a través de ma-
trices. Si 8= (Bo, ... ,B)" es un vector de px1, ¥ = (¥;, ... ,¥;) un
vector de nx1, X una matriz de nxp con i-ésimo renglén (Xj, ... , Xip)
y €= (€, ... €)' un vector aleatorio de nxl, resulta que et MRLM se
puede escribir como

Y=XB+¢ (2.3)

Por supuesto ¢ ~ N(Q,77'1,), con 7], la matriz de precisién de ¢, X
matriz de rango completo, 0? = r~! es la varianza de cada error ¢;
y la matriz de varianzas y covarianzas de ¢ es o2/,

Al modelo 2.3, se le conoce como MRLM de rango completo. Dada
la muestra Y = {y, ... ,yn}, la funcion de verosimilitud es

JW1Br) = (=) Reapl-5(Y - XPY - XD} (24)

El tratamiento bayesiano para el analisis estadistico es diferente del
tratamiento clasico usual. En el enfoque bayesiano, una estimacién
o prueba de hipdtesis es el resultado de la combinacion de los datos
actuales y de la informacién que cada decisor tenga para realizar sus
inferencias.

En el capitulo anterior se presentd la formula bdsica que se usa
para incorporar el conocimiento inicial en un analisis estadistico, la
cual fue propuesta por Thomas Bayes alrededor de 1760. Sin embargo,
la primera aplicacién a problemas de regresion fue hecha por Harold
Jeffreys.en 1939. En las siguientes secciones se presenta un analisis del
MRLM desde el punto de vista bayesiano.

De acuerdo a lo presentado en el capitulo anterior, para poder
realizar un analisis bayesiano del MRLM, es necesario especificar
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una distribucion inicial 7(3,7). En el resto del capitulo se presenta
este andlisis considerando dos distribuciones imtialesgyna distribucion
Normal-Gamma y una no informativa, para los pardmetroS*¥ y 7.

2.3 Andlisis Bayesiano Conjugado

Es comiin considerar como distribucion inicial, en el caso de un andlisis
conjugado, un miembro de la familia Normal-Gamma de la forma

n(8,7) o r¥eap(~Z(8 - W' A(g - W)r*exp{~1A},

es decir, 7(8,7) una Normal-Gamma(g, 4,a,)), ya que esta familia
ofrece varias posibilidades para expresar el conocimiento inicial sobre
By 7 y como se vera mas adelante, esta familia es conjugada para el
MRLM. Ademas, cualquiera distribucion inicial se puede aproximar a
través de combinaciones convexas (mezclas) de distribuciones conju-
gadas(Dalal,1983).

Considerando que el enfoque bayesiano basa todas sus inferencias en
la distribucion final, se obtendran las correspondientes distribuciones
finales 7(8,7|Y), x(B]Y) y =(r]Y), usando como distribucién inicial
conjunta una Normal-Gamma.

Para obtener 7(8) y #(7) bastaria con marginalizar (g8, 7). Sin
embargo

(B, 7) = =(Bjr)x(r) (2.5)
y de acuerdo a la forma de la distribucidn Normal-Gamma

7(Blr) = Normal(y,7A) y
x(r) = Gamma(a,))

donde A es una matriz conocida de pxp definida positiva, a y A reales
positivos también conocidos,
Por otro lado, se sabe que

7(8) « /: (8, 7)dr
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es decir

(@ o« [ r¥leap(-Z[22 + (8- W' AB- pl)ar.

Completando dentro de la intégral una distribucién Gamma con parametros
p+2a
2 !
N oo At(B-pAB-p)
e

o =

se obtiene

w(8) o [24 + (8 - ) AR - )]~
Por lo tanto, #(f) es una distribucion t-multivariada con 2a grados de -
libertad, vector de localizacion y y matriz de precision (2a)(21)™' A.
Una vez conocidas las distribuciones iniciales x(8,7), #(8) y =(r),
se procederd a calcular las correspondientes distribuciones finales.
Para 8 y 7 la distribucidn final se puede determinar como

®(B,rlY) o« f(Y|8,7)x(8,7) |
o T teap(— 2120+ (8- w)A(B - )
+(Y - XB)'(Y - Xg)}}- (2.6)
Dado que
~3(20 4 (8- WrAB - B + (¥ - XBKY - X)) =
—rA- %[Q‘AQ —2p'AB + pt A + Y'Y —2Y'X B + B X'X 6]

y completando en el lado derecho de la igualdad anterior una forma
cuadrdtica en (8 — (A + (X'X)~Y(Ag + X'Y)), se obtiene

(8, 7lY) «
P2 legp- 1 (A4

Y'Y - (Ap+ X'Y)(A + X'X)" (Ap + X'Y) g
2

r$ ezp(--;-[_ﬁ_ ~(A+ XXy (Ap+ XY (A + X'X)
[ B-(A+X'X)" (A + X'Y)]}.
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Por lo que 7(8, 7|Y') es una distribucion Normal-Gamma con pardmetros

. n + 2a
N = 2
Y'Y - (Ap+ X'Y)H(A+ X' X)(Ap + X'Y)
Al = A+ = 5 =
By = (X'X +A)7H(X'Y + Ap)
Al = (X'X+4). (2.7)

Para obtener la distribucion final de 8 basta integrar la distribucion
anterior con respecto a T, es decir

BY) / x(8,7|Y)dr.
Completando dentro de la integral una Gamma con pardmetros

207 + (8 - 4)'A3(8 - bi)

Az: 2

a; = aj
se obtiene x(8|Y) x [2)] + (8 ~ u})'A}(8 - u;)]"mfm por lo que

%(B]Y’) es una densidad t p-dimensional con n + 2a grados de libertad,
vector de localizacion

B =#
y matriz de precision

A.

I

Al(n + 20)(207)"!
= (¥

Por otro lado, considerando la forma de x(3,7|Y), se tiene que
x(7]Y) es una Gamma con pardmetros af, A}.

2.3.1 Estimacién puntual de los pardmetros del
modelo

Estimacién puntual sin funcién de utilidad

Una vez determinadas las distribuciones finales de los pardmetros g y
7 se estd en condiciones de obtener sus correspondientes estimaciones.
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La técnica clasica mds comin para estimar puntualmente un pa-
rametro @, es considerar estimaciones maximo verosimiles, las cuales
seleccionan como estimador de 0 el valor 6 tal que maximice la funcién
de verosimilitud f(Y|9). El estimador bayesiano analogo se define como
sigue:

Definicién 2.3.1 El estimador de mdzima verosimilitud generalizado
de 0 es la moda, 0, de n(0]Y) (es decir el valor 6 el cual mazimiza
#(6]Y) considerada como una funcién de 0) (Berger, 1985).

De esta manera § se puede interpretar como el valor méds parecido
de 0 dada la distribucidn inicial y la muestra Y.

Otros estimadores bayesianos de # pueden ser la media o la mediana
de 7(4)Y). La media, moda y mediana son, en general, relativamente
faciles de encontrar cuando la distribucién inicial y por lo tanto la
distribucion final pertenece a una familia conjugada de distribuciones.
Si es posible se deben calcular y comparar los tres estimadores en un
analisis bayesiano, especialmente considerando su robustez ante cam-
bios de la distribucién inicial, es decir, que ante pequeiios cambios en la
especificacion de los pardametros de la distribucién inicial se obtengan
pequeiios cambios en las inferencias de interés.

Asi, si se quiere estimar (3 y se considera a 7 un pardmetro de ruido,
entonces 7(3|Y’) resulta una Normal-Gamma la cual es simétrica y por
lo tanto se tiene que la media, la moda y la mediana coinciden, por lo
que '

(XX + A V(XY + Ap)

=48

Evgr)(B)

es un estimador de 3. _

Una vez obtenida la distribucidn final de 7, se pueden obtener las
estimaciones puntuales correspondientes. Sin embargo, como 7 es el
inverso de o? resulta de interés realizar inferencias sobre 7~!, Por
ello en este trabajo, solo se presentan desarrollos inferenciales sobre
el parametro 7~!, asi también es conveniente mencionar que en el caso
de que se desee hacer inferencias sobre 7 estas se pueden realizar de
manera analoga a las de 77,
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Tomando en cuenta que la distribucién final de 7, x(7|Y), es una
f.d.p Gamma con parametros o y A}, definidas en las ecuaciones 2.7,
se tiene que

‘

r(rlY) = i .)(r"') i egp{ -2 (2.8)

Ia cual es una {.d.p Gamma inversa con parametros (a}, A}). Dado que
esta distribucion no necesariamente es simétrica, el estimador de 7-!
se podra elegir entre la media, moda o mediana de 7(r~!|Y). En este
caso, la media esta dada por

By = [ 7 )ar

= :(“;A‘ 1)
= M
T on+2a-2" . (29)

Para determinar la moda de 7~! basta maximizar 2.8 lo cual da
como resultado que la moda sea

= (1)
2\;

MEYTTY) (2:10)

Como se puede apreciar, para n suficientemente grande, la esperanza
y la moda de 7! practicamente son iguales.

Por otro lado la mediana ¢ se puede obtener calculando el cuantil de
orden .5 de la Gamma inversa ( 2.8), o bien, considerando que »(r]Y)
es una Gamma(a}, A}) entonces ¢ = ;‘r donde ¢' es la mediana de una
Gamma(aj, A}).

Estimacion puntual con funciones de utilidad

Otra forma de estimar puntualmente los parametros del MRLM es con-
siderar este problema como un problema de decisién y utilizar el prin-
cipio de la utilidad esperada maxima visto en el capitulo anterior.
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Como una generalizacion de la utilidad cuadrétiéa se tiene
Ug.p=-B-8'B-p) @.11)

con Q una matriz conocida definida positiva y simétrica de pxp y Q un
estimador de 3. Considerando esta funcién de utilidad se sabe que la

mejor opcion para estimar 3, es encontrar § que maximice

Ep[U(8, D)) = Ep[—(8 - D)'Q(8 - B)) (2.12)

con P una distribucion de probabilidad sobre 3. Desarrollando la forma
cuadratica y tomando los correspondientes valores esperados

ErlUB,B)] = —Er(8'QB)+ Er(F Q8+ 8'QB) - Er(3'Qh)
= —Ep(8'QB) +2Ep(8'QB) - Ex(3'Qp),
de donde .
@—"—‘%@—@ = AQENB) - 208

igualando a cero esta iltima ecuacién finalmente se tiene que
B = Ep(p).
De lo anterior, se puede concluir que el estimador éptimo de 3 cuando
no se tienen datos es .
B=Eng(f)=p

B= Evgw)() = u"-
Otra funcidn de utlilidad que se puede usar para estimar § es

y con datos

U(B,B) = -6(8,7; 5,7) (2.13)
donde (w18 \
. A _ o n y__,r
g b = [ ag,riiog 2 3
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i

1

es la llamada divergencia logaritmica de Kullback-Leibler entre x(y|S, 7)
y t(ylﬁ, 7). Es razonable usar 2.13 como funcidn de utilidad para esti-

mar Q ya que ésta representa la dlscrepancmah‘(ylﬁ, T)y"® ylg, 7).
De esta manera la utilidad de elegir g aumentara conforme disminuya
la discrepancia entre los modelos involucrados.

En este caso el estimador de 3 resulta también ser la media de su

distribucion final, es decir 4 = #*. (Gutiérrez, 1991)
Ahora para estimar 7~ considerando una funcién de utilidad cua-
dratica
UG, Y = (51 - 1Y,

la mejor decision para estimar 7!, sin incorporar informacion muestral,
es encontrar 7~} que maximice

Eg(f)(U(T-'l, i-l ))
e incorporando informacion muestral es #~! que maximice
E,My)(U(T'l, ! ))

Siguiendo un procedimiento similar al que se efectué con ﬂ, se tiene
que cuando no hay datos, el estimador éptimo para 7! e

7' = ,,(,)(1'" )= Ma - l)"
y con datos
#' = Exr)(r™!) = Aj(a} - 1)

Usando la divergencia de Kullback-Leibler como funcién de utilidad,
para estimar a 7-!, la cual es de la forma

U(r,#1) = =§(r~%;#71).

Se tiene que el estimador 6ptimo de 7! es la moda de su dis-
tribucién final, es decir

= Xi(ef +1)!
(Gutiérrez, 1991).
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Como se puede observar los estimadores obtenidos en esta seccion,
considerando ciertas funciones de utilidad, como la cuadritica y la de
la divergencia logaritmica resultaron ser la media y la moda, de la
respectiva distribucion final, los cuales coinciden con los estimadores
propuestos inicialmente, Sin embargo, hay que notar que usando otras
funciénes de utilidad es posible que los estimadores resultantes sean
diferente a los obtenidos en esta seccion,

2.3.2 Intervalos de Probabilidad

En la seccion anterior se obtuvieron estimaciones puntuales de los pa-
rdmetros desconocidos del MRLM. Sin embargo, una estimacion pun-
tual sobre algin pardmetro desconocido, generalmente, no es de mucha
utilidad ya que es improbable que la estimacion puntual sea igual al
verdadero valor del pardmetro. Es mas razonable considerar que el
verdadero valor del parametro esté contenido en un intervalo.

En el capitulo anterior se mostré cimo los problemas estadisticos
de estimacion puntual y contraste de hipdtesis se pueden plantear como
problemas de decisién. El problema de intervalos de probabilidad no
es la excepcion, en este caso, el espacio de decisiones D es el conjunto
de todos los posibles intervalos de probabilidad para el parimetro en
cuestién que tengan ciertas caracteristicas de interés para e] decisor. El
conjunto de sucesos inciertos esta representado por el espacio parame-
tral ©, y la funcion de utilidad serd una medida que cuantifique las
consecuencias de acuerdo a las preferencias de cada decisor.

Si se considera como primera opcién un espacio de decisiones for-
mado por cualquier intervalo o regidn, A, para 8 y una funcién de
utilidad que de uno si 9 pertenece al intervalo y cero si no pertenece
al intervalo, es decir U(A,0) = I4(8). Se puede ver que la solucién a
este problema de decision seria la region formada por todo el espacio
parametral, la cual no es muy informativa.

Otra forma de plantear este problema es tomando el espacio de
decisiones D y la funcién de utilidad U como

D= { A A cualquier intervalo o regién para  con
Pw(OlY)(Avo) =1l-9 }
U(A8) = I4 (0)
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ya que no solo es de interés que el intervalo o region contenga a 6
si no, que lo contenga con cierta probabilidad (1 ~ a). En este caso se
tiene que la decision Gptima es aquella que maximiza

EvonlUA0)] = [ 1@n(0lY)ds
Prory(0 € A)=1~~

como tqdo elemento de D cumple con la propiedad Prgy)(0 € A) =
1 — 4 se tiene que cualquier elemento de D es solucion éptima.

Como se puede ver, en este caso no hay una manera tnica de ele-
gir algin intervalo o region, cuando ésto sucede debe decidirse que
propiedades necesita cumplir una region para ser seleccionada. Como
se ha mencionado, desde el punto de vista bayesiano, todos los proble-
mas de inferencia concernientes a los parametros del MRLM pueden
resolverse a través del analisis de las correspondientes distribuciones
finales. Asi, es razonable pedir que la region seleccionada tenga la
propiedad que la densidad final para cada punto dentro de la region,
sea al menos tan grande como para cualquier punto fuera de ella. Una
segunda propiedad deseable es que para un contenido de probabilidad
dado, la region fuera la mds pequeiia posible, Se puede ver que ambas
propiedades son equivalentes. Por lo que finalmente si se considera que
la utilidad serd mayor a medida que e} volumen de la region disminuya,
se tiene que el problema de regiones de probabilidad para 8, visto como
un problema de decisién, se puede plantear como

D = {A: A es cualquier regién para 8 con Prgy)(0 € A) =1 -4}

U(A,6) = 14(0) - V(A) (2.14)

donde V(A) es la longitud (para A € R), el drea (para A € R?), el
volumen (para A € R?), etc.,de la region o intervalo. La solucién
optima en este caso estd determinada a través de

maxp E,(qy)(U(A,O)) = méxp [P0 € A) - V(A)]
= (1-49)-minp V(A)

por lo que la solucidn del problema se reduce a encontrar aquel intervalo

o region de volumen minimo que contenga a 8 con probabilidad 1 -v. En
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este tipo de regiones todo punto tendra una densidad de probabilidad
mayor que cualquier punto excluido, comiunmente a estas regiones se
les llama regiones de alta densidad final o regiones HPD, por lo que la
decision optima se reduce a encontrar regiones HPD

Box y Tiao (1973) definen las regiones HPD de la siguiente manera:

Definicién 2.3.2 Sea x(0]Y) una funcidn de densidad de probabilidad
final de 8. Una regidn R contenida en ¢l espacio parametral de 0, es
llamada una region HPD de contenido (1-y) para 8 si:

a) POER|Y}=1-4+
b SidheRyb,eR,
entonces
x(6:lY) 2 x(6a}Y)

Algunas propiedades (Box y Tiao, 1973) de las regiones HPD que
se siguen de la definicion son:

1. Para un contenido de probabilidad (1 - v), la region HPD tiene
el volumen mds pequefio posible en el espacio parametral de 8.

2. Res unaregion HPD unica si la densidad final de 8 no es uniforme
sobre toda la region del espacio parametral.

3. Sean 6,,0; dos puntos en O tales que x(,|Y) = =(6,]Y),
entonces estos dos puntos estdén simultdneamente incluidos
(o no incluidos) ‘en una region HPD de contenido (1-4). Ahora si
x(0:|Y) # x(6;]Y), entonces existe una region HPD (1-9) la cual in-
cluye un punto pero no al otro.

Regresando al modelo general de regresion lineal miiltiple, el interés
serd construir regiones HPD (1-v) para los pardmetros desconocidos 3
y 7 del modela.

Para el vector de pardmetros 8 se encontrd su distribucién final
x(B|Y); como esta distribucién es una t p-dimensional con (2a + %)
grados de libertad, vector de localizacion y* y matriz de precision A,
los contornos de nivel de #(8]Y) en el espacio parametral de g son
elipses (p=2), elipsoides (p=3) o hiperelipsoides (p> 3) definidos por

F(B)=p (8- u') A (B - p°). (2.15)
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Ademds, estos contornos delimitan una region de cierto contenido
(1 — v) de probabilidad para §

Ri(8)=1{8:F(f) < K(1 =)}

Ahora, como la distribucién t p-dimensional es simétrica, unimodal,
con colas mondétonamente decrecientes, la region R,_.(3) es una region
HPD de contenido (1-+). Lo tinico que falta por determinar es K (1 —v)
que delimite completamente la region HPD.

Como S tiene una distribucién t p-dimensional, se puede escribir a
@ de la siguiente manera

B =u* +X""*((2a + n)A")"/*Z (2.16)

con X una variable aleatoria que se distribuye x(’,a +n) ¥ Z un vector
aleatorio que se distribuye N,(0, /).
Considerando lo anterior se tiene que

-1 o\t A» ,_2a+ng'_Z_
PTE-EVAG-) =%

es una v.a. que-tiene una distribucion F con p y 2a + n grados de
libertad (Muirhead, 1982) por que 2'Z ~ x{,). Asi

Ri-(8) = {8: F(B) < Fyaa+ni-}

determina una region HPD de contenido (1 — ) para 8, donde
Flp204n,1-+) €8 el porcentil superior de orden 1 — v de una distribucidn
F con p y 2a + n grados de libertad. Una vez encontrada la region
HPD para 3, resta encontrar una region HPD para r-1.

Ya que x(r|Y’) es una densidad Gamma(a}, A}) se tiene que

2(r7)™ ~ Xz

por lo que

2 2\
' 2.17
(x?""n‘"-}) X(’za;,;)) (2.17)
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es un intervalo de contenido (1 —7) de probabilidad final para -, con
(x(’,‘,;‘i)), (X3ag1- 7)) los porcentiles de orden () y (1 - ) de una v.a.
chi - cuadrada con 2a} grados de libertad. Como la f.d.p. Gamma
inversa no es necesariamente simétrica entonces, si se requiere de una
region HPD de contenido (1 — v) para 7~!, se tendrin que emplear
meétodos numéricos, ya que es necesario encontrar a y b tal que

T(r-v)(@) = % (- (b)

Donde #(,-1jy)(*) es la f.d.p final de 7=}, ecuacién ( 2.8), de esta forma
quedara caracterizada la region H.P.D para 7-1,

Otra forma de obtener un intervalo HPD de contenido 1 — v de
probabilidad para 7!, es considerando la f.d.p x(7|Y’). En este caso se
tendrfan que encontrar a' y b tal que

P(a'<r<b’)=P(%<r"‘<7:-')=l—‘y

y cuya longitud del intervalo L = 1 — ! fuera minima. Lo cual implica
minimizar
1 1,

L a bv

sujeto a

b
[ #riy) = 1-4

Resolviendo este problema de minimizacidn con restriccion, se tiene-
que '
a'y b son solucion s

. (a’)zﬂ‘(ﬂy)(a') & (b‘)21r(,|y)(b’) '
b
y [ rew) = 1-4. (2.18)
Asi, la region HPD, de contenido de probabilidad 1 -, para 7~! estara
dada por
(52)
b'a

donde @’ y b cumplen las condiciones 2.18.
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2.3.3 Prueba de Hipétesis

Sea ¥ una variable alegtoria con funcién de densidad #(Y'|0) y supongase
que existe una familia de densidades de probabilidad

F={x(Y|0):0€0) OCH®

que contiene a la densidad de probabilidad de Y, es decir, 7(Y|0) es
conocida excepto por un mimero finito de parametros.

Sean®, C Oy 0, C Otalesque®,NO, =Pysea = {y1, ... ,¥n}
un conjunto de observaciones de la variable Y. El problema general de
contraste de hipotesis

H,:xeF, v H :x€kF
_donde
Fi={n(Y|0):0€6}(i=0,1)

es equivalente a
H,:0€60, vs. H,:0€0,. (2.19)

En problemas de regresién lineal miiltiple ciertas pruebas de hi-
potesis acerca de los parametros del modelo son iitiles para medir la
adecuacion del modelo. Una de las pruebas que es importante realizar
es aquella para determinar si alguna variable independiente influya para
explicar la variable respuesta. En este caso las hipétesis apropiadas son

H, : ﬁlxﬁ2=“'=ﬁp=0
Hy : 3;#0 paraal menosuna j

Rechazar H, implica que al menos una variable independiente con-
tribuye a explicar a la variable respuesta. Comunmente esta prueba
se rechaza, ya que de lo contrario se pensaria que la eleccion de las
variables independientes fué realizada arbitrariamente, sin considerar
su posible influencia sobre la variable respuesta.

Por otro lado, son de interés las pruebas de hipdtesis sobre los coe-
ficientes de regresion individuales. Las hipétesis para probar la signifi-
cancia de cualquier coeficiente de regresion, 8;, son de la forma

Hotﬂj=0
4H| :ﬂ,-#o.
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Si H, se rechaza, esto indica que la variable independiente X; puede
ser eliminada del modelo, ya que no contribuye a explicar a la variable
respuesta. '

Muchas hipétesis, incluyendo las anteriores, acerca de los coefi-
cientes de regresion pueden probarse considerando la prueba de hipotesis
general

H.:MB=b vs. Hi:MB#b (2.20)

donde M es una matriz de kxp de rango k (1 < k < p) y b vector de
constantes conocidas de kxl. _

Como se mencioné en el capitulo uno el problema de contraste de
hipdtesis puede plantearse como un problema de decision donde

D = {d,d}, con d; la decisién a elegir H;,i=0,1

6, es igual al espacio parametral, que define el espacio de
sucesos inciertos.
U(d,9), es una funcion de utilidad que cuantifica las consecuen-
cias de tomar la decisién d, de acuerdo a las preferencias
del decisor.

Una v‘ez’planteado el problema de contraste de hipétesis como un pro-
blema de toma de decisiones, se tiene que la decision dptima consiste
en elegir H; si y sdlo si

Eeo1v)(U(d;,0)) < Eqoy)(U(d:, 8))
coni#)i,j=0,1

Por lo que finalmente para resolver el problema de prueba de hipétesis,
considerandolo como un problema de decisidn, resta determinar una
funcién de utilidad que estard dada por el decisor, y la correspondiente
distribucién final de 8.

Asi, para realizar el contraste de hipdtesis general para el parémetro
de regresion 8, ecuacidn 2.20, considérese la siguiente familia de fun-
ciones de utilidad

U (dey M) = { o :: zg:g (2.21)
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U(d,Mf) = {3'(1“?) : ﬁ%ib (2.22)

con a, y @, funciones no negativas de Mj.
Como la distribucién final de § es una t p-dimensional. También
g = Mg tiene una fd.p x(v]Y), t k-dimensional con n + 2a
grados de libertad, media My® y matriz de precision
(M(A*)"*M*)"' de k x k. M es tal que M(A*)"'M" es no singular
ya que de lo contrario la distribucién final de y seria impropia. -
Comoy=M £ es una variable aleatoria continua se tiene que

Exar(U(dod) = aor(=bl¥)
Ean(Uldne) = [, ai(ede(l¥)dy

Sin embargo, ya que la distribucién de p es continua P(z = b|Y) =0
para todo Y, y nunca se tendria suficiente evidencia para no rechazar
H,.

En general cuando 6 es un vector aleatorio continuo y se quiere
contrastar las hipdtesis

Hy:0=0, vs. Hy:0#09,

se consideran familias de distribuciones iniciales de la forma

6=0,
w0 = {u—q)f(a) W00

con f(6) una funcién de densidad definida sobre 8; = © — {,}, ya que
de esta forma se evita que P(# = 0,) sea cero, por ser 8 v. a. continua.
Es decir, lo tinico que se hace es asignarle una probabilidad al evento
0 = 0, y el complemento distribuirlo en el resto del espacio parametral.
En este caso tomando f(y) = #(y) se puede considerar a

_ ig=b
To(y) = {2‘1_ ) ::5 2b (2.23)
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como una distribucién inicial de v, entonces se rechazard H, si y sélo
8i '

Ersu[U(do, )] < Ery(ay)|U(dh, 1)}
con 1,(¢]Y) la distribucién final de p, es decir, si

a,mo(blY) < /e an()moulY )de

a,mo(b)f (Ve = b)

<1
| Jo, a()mo() f(Y |)de
usando la ecuacion 2.23 se tiene que
aoq‘,(ylu =b) <1

Jo, a()(1 = @)x() (Y |i)de

por lo que finalmente se rechazard H, si y sélo si

J(Yle=Db) <1-e
Jo,a()x(e)f(Yle)de =~ a0g

Como a,(p) es cualquier funcién de p, en particular se pueden con-
siderar funciones de utilidad de la forma 4.3, con a,(¢) una funcion
cuadratica. Esto porque puede considerarse que la utilidad de elegir d;
(rechazar H,) serd menor cuando el valor de y sea més préximo a b.

Propuestas y alternativas

Considerando que el problema de contraste de hipdtesis (2'.20) se puede
plantear como un problema de toma de decisiones, en donde la decision
d, (rechazar H,) seré preferible a la decision d, (aceptar H,) si y sédlo
8i

Eyov)(U(dy,0)) > Epigy)(U(do,0))

o, equivalentemente si
J{U(@.0) - Udo )} (61 )d0 > 0,

se puede pensar que sélo basta especificar la diferencia de las utilidades
repectivas para considerar la decision 6ptima.
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En Bernardo (1984) se sugiere que la ventaja de elegir d, debe de-
pender solamente de la discrepancia entre 7(z|0) y r(z|6,). Por lo que
si se denota por §(6,8,) a una medida de la discrepancia entre 7(z|6) y
7(z|0,), puede considerarse 2 la diferencia {U(d,,8) — U(d,,8)} como
una funcién no decreciente de 6(9;6,).

Por otro lado, en Gutiérrez (1991) se propone una funcién de utili-
dad de la forma

U(d;,0)= B, - C§(6,6;) CeR*BeR

donde 8 € O; es un valor representativo de 6;; (i =0,1)

En estas condiciones, la accién dy sera preferible a la decision d, si
y solo si
Bo - Bl .

—

Considerando como medida de discrepancia 6(6,6,), la divergencia
logaritmica de Kullback-Leibler, y una inicial de la forma 2.23 con x(y)
una t-multivariada(n+2a, Mg*, (MA*™ M*)™!), para el problema de
contraste de hipdtesis general del MRLM, definido anteriormente, se
tiene que la hipdtesis H, debe ser rechazada si y sélo si

ao M - BIIMXTX) M M y® - b]
"X+ YL, - X(X'X + A)" XYY + R(Y, y, A)
donde

R(Y,p,A) = p'{A+ A(X'X + A Al — 24t Ap° y 6 = Be3
(Gutiérrez, 1991). -

E(§(6;6)lY) - E(5(6;01)IY) >

> (224)

Otros procedimientos bayesianos

Hasta ahora para probar H, : M = b se ha utilizado el principio de
la utilidad esperada méxima, que requiere de la especificacion de una
distribucion inicial y de una funcion de utilidad. Si sélo se cuenta con
#(8) y se acepta la utilidad 2.14, es posible probar la hipétesis M3 = b
mediante el uso de regiones HPD.

Asi, i S es una region HPD de contenido (1 - 7) para M, se
rechazara la hipdtesis nula cuando b no pertenezca a S.
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Como 7(p]Y) es una distribucion t k-dimensional con n + 2a gra-
dos de libertad, media Myu® y matriz de precision (M(A*)"*M*)~?, la

variable aleatoria
H(p) = K'[G(r) - Mp'T(M(A)"™ M')Y[G(r) - M),

donde G(r) = M es una funcién lineal de ﬂ, tiene una distribucién F
con kyn+2a grados de libertad (ver seccién 2.3.2).
De esta manera

Si-+(p) = {Z tH (M) < Fh.n+2a,l-‘v}

determina una regién HPD de contenido 1 ~ para 3, con Fix 2a4n,1~v)
el percentil superior de orden 1+ de una distribucion F con k y n+2a
grados de libertad. Por lo que la hipdtesis nula se puede rechazar si b no
pertenece a Sy_,(g) o equivalentemente cuando H(}) > Fini201-4

2.4 Anilisis Bayesiano no Informativo

En la seccion 2.3 se presentd el anélisis del modelo de regresién lineal
miltiple (MRLM) de rango completo, considerando una distribucion
inicial Normal-Gamma(y, A, @, A) para los parametros 8 y 7. En esta
seccién se presenta el anélisis bayesiano correspondiente al MRLM de
rango completo considerando lo que en la literatura se conoce como una
distribucién inicial no informativa. |

Es posible hacer un analisis bayesiano, aiin cuando no se cuente con
informacién inicial o se esté limitado para especificarla, en este caso
lo que se debe emplear es una distribucidn inicial no informativa, ésto
significa considerar una distribucién inicial que contenga la minima in-
formacion sobre los parimetros de interés (o bien no tener preferencia
sobre ningun valor posible de los pardmetros). Por ejemplo, si se lanza
una moneda, la distribucién inicial que asigna una probabilidad de (1/2)
al evento de caer cualquiera de las caras, es claramente no informativa.
Es comiin que la distribucion inicial natural sea impropia. La situacién
mas simple de considerar es cuando el espacio parametral ©, es un
conjunto finito que consta de n elementos. Aqui, la distribucién ini-
cial no informativa natural es aquélla que da a cada elemento de ©

52



una probabilidad de (1/n). Cuando O es infinito la especificacion de
.la distribucién inicial no es tan natural, y se deben considerar otros
affumentos. Sin embargo, la mayoria de los métodos dtiles para deter-
minar una inicial no informativa toman en consideracion la estructura
del problema que se esté trabajando.

Laforma de considerar distribuciones iniciales no informativas surge
con Jeffreys (ver por ejemplo Jeffreys, 1961).

La regla de Jeffreys para problemas multiparamétricos establece que
la distribucion inicial no informativa para un conjunto de parémetros
se toma proporcional a la raiz cuadrada del determinante de la matriz
de informacion de Fisher, es decir

#(0) o |n(6)I}
donde I,,(0) es la informacion de Fisher que esta dada por

1(8) = _E(a’lnf(YIO))

Debido a que la regla de Jeffreys satisface ciertas propiedades de in-
varianza ante transformaciones uno a uno de los pardmetros de interés
y contiene la minima informacién acerca de los parametros(Bromeling,
1985; Box y Tiao, 1973), se realizara el anélisis del MRLM de rango
completo considerando la distribucién inicial no informativa desarrolla-
da por Jeffreys

x(8,7) x % r>0,8 € R (2.25)
la que implica que inicialmente 8 y r son independientes, que 3 tiene

una distribucién inicial constante sobre todo ®* y que la densidad
marginal de 7 es

1 .
r(r)oc; >0

Dada la muestra Y = {y,, ... ,y,} la funcién de verosimilitud, con-
siderando el MRLM, modelo 2.3, es

SVIg ) = (=) Feap(~5(V ~ XBY(Y - XB)}  (226)
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la cual se puede escribir como

SV Ig7) o (PP reap(- BT _ 8= BICXNA- B,

2 252
donde
$# = e )(Y Y)Y -Y),
Y = X8 vy
B = (X'X)'Xty

por lo que considerando la distribucién inicial 2.25 y el teorema de
Bayes, se tiene que la distribucion conjunta final para B y 7 es

- plg? 2 — A X _A
#(8,7IY) o 7518 egp(~ 1 ;ﬂs o8 é) gg X)NB-B),
la cual es una distribucion Normal-Gamma con pui.met;os

é = »(X‘X)“){‘Y

A = (X'X)
i 52-22-’121’3. - (2.27)

Dado que
x(ﬂ,‘rIY) ’f(fly)’f(ﬁlﬂy)

se tiene que x(glr, es una Normal(é TA}) y 7(7|Y) es una Gamma
con pardmetros a, y A}. Asi, integrando x(8, 7|Y’) con respecto a 7 se

tiene
‘ t -3spiz

- 2 (2.28)

Es decir, la final de 8 es una t p-dimensional con n — p grados de
libertad, vector de localizacion 3 y matriz de precision



2.4.1 Estimacién puntual de los pardmetros del
modelo |

Estimacién puntual sin funcién de utilidad

Si se quiere estimar 3 y se considera a 7 un parémetro de ruido, entonces
como 7(J3]Y’) es una distribucién simétrica, se tiene que la media, la
moda y la mediana coinciden, por lo que

Exgr)(8) = (X'X){(X'Y)
- §

es un estimador de f§, el cual coincide con el estimador clasico de

" minimos cuadrados.

Ahora, si se desea estimar 7! considerando a 3 como un parametro
de ruido, las inferencias estaran basadas en 7(r|Y), dado que esta dis-
tribucidn no necesariamente es simétrica, un estimador de r~! se podré
elegir entre la media, moda o mediana.

Asi

Ever)(r™") = M(aj-1)"!

= H}’% - (229)

y de acuerdo a la subseccién 2.3.1 l1a moda de x(7-!|Y) es
. nelre n — p)s?
(@ +1)7' N = ﬁ-__p_”l_i. (2.30)

En este caso también, para n suficientemente grande, la esperanza
y la moda de r~! practicamente son iguales. La mediana ¢ se puede
obtener calculando el cuantil de orden .5 de la Gamma inversa (af, A}).

Estimacién puntual con funciones de utilidad

Considerando el problema de estimacién puntual como un problema de
decision se pueden realizar estimaciones de 8 utilizando funciones de
utilidad.
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Asi, una estimacion para 3 considerando una funcidn de utilidad
cuadratica de la forma

Ug,g) = —(8-8VQ(B-§") (2.31)

con Q una matriz simétrica definida positiva de pxp conocida, y 8° un
estimador de g se tiene que el mejor estimador de J3 es

8" = Exgw)(B) = . (2.32)
Otra funcion de utilidad que se puede usar para estimar 3 es
U(g,g") = B- A8(B,7;f",7), BER, A€ R (2.33)

donde &(8,7;°,7) es la divergencia logaritmica de Kullback-Leibler
entre 7(y|8,7) y #(y|8",7). En este caso el estimador de § resulta

también ser la media de la distribucién final de B, es decir * = B
(Gutiérrez, 1991)

Ahora, para estimar 7~! considerando la funcién de utilidad cua-
dratica :
U(r,#1) = (471 = 771

se tiene que el estimador 6ptimo es .
7 = Ery(r™) = M(ai - 1)

y usando como funcién de utilidad a la divergencia de Kullback-Leibler
para estimar 7-}, se tiene que el estimador 6ptimo es la moda de la
distribucion final, es decir

Aw]

o= Nlef+ )T

—p)s?
= ﬁ”-_;’-’l—z. (2.34)

2.4.2 Intervalos de Probabilidad

Considerando que la distribucion final de 3, #(3]Y), es una t p-dimen-
sional con (n — p) grados de libertad, vector de localizacién Q y matriz
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de precision A® se tiene que una region HPD de contenido 1 — v para

B es
B Rn--r(ﬁ) = {ﬁ : (ﬁ) <K P-n-P-l-'r}
donde F(8) = p~(8 - B A*(B - B) = (ps*) (B~ D X'X)(B~B) y

F(,.,._,,,.-.,) es el porcentil superior de orden 1 -y de una distribucién
F con py n — p grados de libertad.

Una vez encontrada la region HPD para j, resta encontrar una
region HPD para r~!. Dado que 7(r]Y’) es una densidad Gamma(a}, A})
es posible sustituir los valores correspondientes en los desarrollos de la

subseccion 2.3.2 de este capitulo, y de esta forma obtener los mtervalos
HPD para 71,

2.4.3 Prueba de Hipdtesis

Para realizar el contraste de hipdtesis lineal general
H,:MB=b vs H,:M_ﬂ_#b (2.35)

con M una matriz de kxp de rango k (1 < k < p) y b vector de -
constantes conocidas de kx1. Considerando la familia de funciones de
utilidad de la forma 2.21 y 2.22, de la subseccidn 2.3.3 y una inicial de
la forma 2.23, con ¢ = 1/2, donde ¥ = Mf y x(v) es una distribucion
t k-dimensional con n — p grados de libertad, media M g y matriz de

precision (M A*M*)~? de kxk. La regla de decision consiste en rechazar
H, si y sdlo si

Yy 1-g
Jor ()& (VTEME * arg

Por otro lado, considerando la funcién de utilidad
U(di,p) = B;-C8(i;1}) CeR*'\B,e®R

donde ¥} € ©; es un valor representativo de 8;; ( i = 0,1) y §(g; 1)
es la divergencia logaritmica de Kullback-Leibler. Para el problema de
constraste 2.35 se tiene que la hipitesis H, se rechaza si y solo si

n—p[MB - b [M(X'X)'M'] [MJ - b]
3 L. YT, - X(X'X)- !qui >6  (2%)
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donde 6* = @9-'5'.211 (Gutiérrez, 1991) o equivalentemente siempre y
cuando

-gF(Y) > 6%,
donde ‘

n=plM - BHMOCX) MR- )

Fir)= YL, - X(XX)XIY

Obsérvese que F(Y) es la estadistica utilizada en el procedimiento
cldsico, cuya region de rechazo tiene la forma

R={Ye®: F(Y)> C")

con C* una constante (ver por ejemplo Montgomery, 1992).

Otros procedimientos bayesianos

Si se quiere probar H, : Mg = b considerando una funcién de utilidad
de la forma 2.14 y ademés se cuenta con x(f), es posible probar la
hlpotesls M = b mediante el uso de regiones HPD, como se vioen la
seccion 2.3.3.

Asi, si S es una region HPD de contenido (1 — v) para p = Mg
se rechazara la hipStesis nula cuando b no pertenezca a S la cual, por
propiedades de la distribucion t, esta dada por

S1cn(®) = {2 H®) € Funopior)
donde H(e) = k-(G(2) - MB)(M(A) " M) (G(w) - MB) y 1a

hipdtesis nula se puede rechazar si b no pert.enece a Sy_,(g) o equi-
valentemente cuando H(Mf = b) > Finp1-s.

58



Capitulo 3

Prediccion y Diagnédstico del
Modelo de Regresion de
Rango Completo

3.1 Introduccién

Dentro del andlisis del MRLM un tépico de gran importancia, es el
poder predecir k valores futuros de la variable dependiente dados cier-
tos valores de las variables independientes., Desde el punto de vista
bayesiano este problema se puede resolver obteniendo la correspondien-
te distribucion final de los k valores que se quieren predecir, es decir,
obtener la distribucion predictiva final. En la seccion 3.2.1 y 3.3.1 se
determina esta distribucion tomando en cuenta una distribucion ini-
cial Normal-Gamma, para los pardmetros desconocidos del MRLM, y
una distribucidn inicial no informativa, respectivamente. Asi, también
se trata el problema de estimacidn de la correspondiente prediccion us-
ando una funcidn de utilidad cuadrdtica. Otro tdpico de interés sobre
el MRLM, es poderevaluar lo adecuado del modelo, dentro de lo que se
encuentra la validacion de los supuestos del modelo y la deteccidn de
observaciones atipicas. En este capitulo se realiza este estudio desde un
punto de vista bayesiano usando para los pardmetros desconocidos del
MRLM una distribucidn inicial Normal-Gamma, seccion 3.2.2, y una
distribucion inicial no informativa, seccion 3.3.2.
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3.2 Anadlisis Bayesiano Conjugado
3.2.1 Andlisis Predictivo

Como se menciond en el capitulo uno el problema de estimacion de
una observacion futura después de haber observado el resultado de un
experimento, se resuelve determinando su distribucién predictiva final,
por ello si se desea predecir k valores futuros del MRLM es necesario
determinar la distribucién predictiva final de estos k valores futuros. A
continuacion se presenta la forma de obtener la distribucion predictiva
final, considerando para 8 y 7 una distribucion inicial Normal-Gamma.
SiY =(y1, ... ,¥n) €s un vector de observaciones que conforman una
muestra del MRLM y W = (W, ... ,W,)! es el vector de las k obser-
vaciones que se quieren predecir, con

W=20+¢

donde Z es una matriz conocida de kxp, & un vector de errores que se
distribuyen N(0,7~'1) y 8 el vector de pardmetros del modelo

Y=Xf+¢,

suponiendo que ¢ y ¢ son independientes, la distribucién predictiva final
de W esta determinada por

»(W|Y)

[ #(W,8, 7iy)dgar
[ $W1B,1)x(8, ¥ )dar

donde
SW1B,7) o reap(~Z(W - ZB)(W - Zp)}.

Ahora, si se considera que la distribucion final de 8 y r es una Normal-
Gamma, ecuacidn 2.7, se tiene que

m(W,8,7lY) o rpinthtptla)/a-1 ezp{--[2A+(g 8)'A(B - p)
+HY - XPH(Y - xg_)+(w ZB)'(W - Zp))}.
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Desarrollando la expresion anterior y completando las formas cuadraticas
correspondientes, se obtiene

(W, 8,7Y) « 7(k+n+ﬂa)/2—lezp(_£_[2’\ + Y'Y + W'W - plog]}
x  rheap(~Z[8 - vol'v[g - v} (3.1)
en donde

e = (Y'X+p'A+W'2Z)
v = (A+X'X+22)"

Finalmente integrando 3.1 con respectoa §y 7
2(WIY) « {[W = ATJAIW — A1) 4 W = TIATI ) (nthi20)2
con

A = (I-2v2Y)
T Zv(Ap + X'Y) _
U = Y'Y 4 u'Ag— (XY + Ag)fo(X'Y + Ag) + 20,

Por lo que la distribucién predictiva final de W es una distribucion
t k-dimensional con n 4 2a grados de libertad, vector de localizacion
A~'Y, y matriz de precisién (n 4 2a)A(¥ - T'A-1T)"'. Una vez que
se ha obtenido la distribucién predictiva final, por lo visto en la seccion
2.4.1, si se tienen n observaciones y se considera una funcién de u-
tilidad cuadratica la mejor prediccion puntual del vector W de las k
observaciones que se quieren predecir, serd

W = Frwin)(W).

Sin embargo, como se menciond en el capitulo dos (seccién 2.3.2) una
mejor estimacion, en este caso para prediccion, es a través de intervalos
HPD. Estos se pueden construir ficilmente tomando en cuenta los de-
sarrollos del capitulo dos y el hecho que la distribucidn predictiva final
es una t k-dimensional.
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3.2.2 Diagnéstico

Dentro del analisis del MRLM otro aspecto que es de interés analizar
son las discrepancias entre ¢l modelo y los datos para los cuales se
ajusta. Por lo que en esta seccién se presentan algunas técnicas de
diagnastico desde un punto de vista bayesiano para el analisis de supuestos
del modelo y deteccion de observaciones atipicas (aberrantes e influyentes),
tomando en cuenta una inicial Normal-Gamma para los parametros

yT‘

Diagndstico para Supuestos del Modelo

Como se menciond en el capitulo dos los supuestos del MRLM son los
siguientes:

a)E(¢,) =0

b)Var(e;) = o?

c)Cov(ei, ;) =0Vi#j

d)Los errores ¢; tienen una distribucién Normal.

Las violaciones a estas suposiciones y a la bondad del modelo pueden
ser detectadas realizando un andlisis de residuos.

El residuo de la observacion i-ésima se define mediante

=Yg

en donde y; es una estimacion de la observacion y; correspondiente,
calculada por .

ﬁ.~=X.-é con i1=1,...,n

donde el estimador de 3 se obtiene aplicando el método de méxima
utilidad esperada (ver subseccién 2.3.1). Un anélisis de residuos puede
realizarse a través de una exploracion grifica de éstos y con base a
ciertos patrones determinar si los supuestos del modelo se cumplen o si
existe evidencia de que se estan violando. A continuacién se presentan
varias graficas de residuos que son iitiles para detectar desviaciones a
los supuestos.

* Gréficas de r; sobre papel normal. Estas grificas, como
su nombre lo indica, muestran si se cumple el supuesto de normali-
dad en los errores. El papel normal esta diseiiado de tal manera que
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Figura 3.1: Gréficas de r; sobre papel normal
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desviaciones substanciales de una linea recta, determinada visualmente,
indican que la distribucion de los errores no es normal. En la figura
3.1.a se muestra una grafica de probabilidad normal “ ideal”. Se puede
notar que los puntos se ajustan aproximadamente a lo largo de una
linea recta. Las figuras 3.1.b, 3.1.c, 3.1.d y 3.1.e muestran problemas
comunes sobre desviaciones de la normalidad.

* Gréficas de r; contra §j;. Estas graficas son utiles para detectar
algunos tipos comunes de desviaciones a los supuestos del modelo. Si
esta grifica tiene un comportamiento parecido a la presentada en la
figura 3.2.a es decir, que los residuos pueden estar contenidos en una
banda horizontal, esto indicaria que no hay desviaciones obvios a los
supuestos del modelo.

Graficas con patrones como en las figuras 3.2.b, 3.2.c y 3.2.d indican
deficiencias del modelo. Los patrones que se muestran en las figuras
3.3.b y 3.3.c indican que la varianza de los errores no es constante,

La forma de embudo de la figura 3.2.b implica que la varianza es
una funcion creciente de y. La grafica 3.2.d indica no linealidad, esto
podria significar que otras variables independientes son necesarias en el
modelo. Por ejemplo, un término cuadratico. Las graficas de residuos
contra g; también pueden revelar aquellos residuos de gran magnitud.

* Grificas de residuos contra X;. Estas graficas ticnen la misma
interpretacion que las graficas de residuos contra g;.

* Gréficas de r; contra el tiempo. Para obtener estas graficas es
necesario conocer el orden en el que fueron tomadas las observaciones.
Estas gréficas ayudan a identificar cuando la varianza no es constante,
es decir, pueden indicar si la varianza cambia con el tiempo o bien si
términos lineales o cuadraticos en el tiempo deberian ser adicionados
al modelo.

Un anélisis mas detallado de estas graficas se puede ver en Draper
y Smith, 1966.
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b)

¢)

d)

Figura 3.2: Gréficas de Residuos r; contra g,
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Diagnéstico para observaciones Atipicas

En algunos conjuntos de datos a veces se observa que el modelo ajustado
depende de alguna o algunas de las observaciones en tal forma que si
dichas observaciones fueran eliminadas, las distribuciones finales de los
pardmetros, predicciones e inferencias serian muy diferentes. A estas
observaciones se les considera influyentes por el efecto que tiene su
ausencia o presencia en el modelo ajustado. En otras ocasiones, lo que
ocurre es que ciertas observaciones parecen que no siguen los patrones
de comportamiento establecidos por el resto de las observaciones, de tal
manera que la prediccion que el modelo hace de ellas es muy diferente al
valor actual de la variable respuesta. A estas observaciones se les conoce
como observaciones aberrantes. La deteccion de observaciones atipicas
(aberrantes e influyentes) es de interés en el anlisis del modelo MRLM
ya que éstas pueden indicar condiciones bajo las cuales el modelo no se
ajuste adecuadamente.

A continuacion se presenta un anélisis bayesiano para detectar ob-
servaciones aberrantes e influyentes. La atencidn del anélisis se centrard
en dos problemas basicamente, el primero consiste en decidir cuando
una o mas observaciones y;, del conjunto de datos Y, es aberrante; el se-
gundo problema comprende, determinar cuando una observacién o sub-
conjunto de observaciones influye sobre la estimacion de los parametros.

Como antes, sea Y = {y;, ... ,yn} una muestra aleatoria del MRLM,
una idea intuitiva para detectar si una observacion y; es aberrante, es
considerar si ésta puede ser predicha por el resto de las observaciones,
es decir, si su densidad final

"(uli) = [ S010)7(61Yy)d8

es muy pequefia se puede considerar y; como aberrante. Donde ¥j;)
es la muestra de observaciones iniciales sin la observacién i-ésima. Sin
embargo, aiin cuando se tiene una idea intuitiva para la deteccién de

observaciones aberrantes es necesario la presentacién de conceptos mas
formales. En Girén, Martinez y Morcillo (1992) se consxderan las si-
guientes definiciones.

Definicién 8.2.1 Una observacion y; es aberrante, si y; no pertenece
a una region HPD de n(y|Y(;)) de contenido de probabilidad 1 — 4
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La extension de esta definicion para cualquier subconjunto de observa-
ciones es inmediata y se presenta a continuacion.

Definicién 3.2.2 Un subconjunto de observaciones indezadas por I =
{f3y ... »im} C {1, ... ,n} es aberrante si el vector Yy no pertenece
a una region HPD de contenido de probabilidad 1 — + de la densidad
predictiva final x(yy, ... ,ym|¥(n)).

Una vez que se ha determinado si una observacidn o un conjunto de
observaciones es aberrante, se debe realizar una investigacion cuidadosa
para ver si se puede encontrar la razén de este comportamiento inusual,
o si la observacidn es producto de un mal registro de los datos. Final-
mente, si se considera §* un estimador bayesiano, la siguiente definicion
hace precisa la influencia de una observacion sobre un estimador partic-
ular y ademds la generalizacion para un subconjunto de observaciones
es inmediata.

Definicidn 3.2.3 La observacion y; es influyente en la estimacién de
6° si 0° no pertenece a una region HPD de contenido de probabilidad
1 — v de la distribucidn final x(0]Y(,)).

A continuacion se establece el analisis correspondiente para la de-
teccion de observaciones atipicas en el MRLM, considerando una dis-
tribucién inicial Normal-Gamma para 8 y 7. Como antes, sea Y =
{n, ... ,yn)} una muestra aleatoria de n observaciones, J cualquier sub-
conjunto de Y de m observaciones. Se identificard con el subindice J
cualquier submatriz o subvector involucrado en el modelo que tome en
cuenta las m observaciones indexadas por I, y por el subindice (1) el
subvector o submatriz que involucre el resto de las n-m observaciones.
En vista de que la distribucion final de 8 y 7 es una Normal-Gamma,
la distribucidn final de § y r dado Yyy), #(8, 7|¥{p)), es Normal-Gamma
con pardmetros (a}(s), Ajs) #(1)s AYr))- Donde

. n+2a-m
. YihYin — (Ap + X{nYin) AL (Ap + X, Y,
Moy = .)4. (7 ET A (2) 1A + X(nYin)

by = (X{nXin+ A (X{h Y + Ap)
A = (X{nX + A),
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 la distribucién predictiva, m(W|Y(s)), del vector W que consta de las m

observaciones dado Yy e una t k-dimensional ' con
n — m + 2a grados de libertad (donde a es el mismo de la distribucion

" inicial de ), vector de localizacion (Af)Y(r)) y matriz de precision

B =(n—m+2a)Ai) (V) - Tz,)A(',')T(l))". Por las propiedades de la
t multivariada y por lo visto en la seccién 2.3.2 se sigue que la region
HPD de contenido de probabilidad (1 — 4) para W esta determinada
por

(W € R :m™(W = AT ) (BYW = AST () < Fimemaanaom)
donde
Ay = (I = XvpX))
Tuy = Xvu(Ap+ X{nY)
Yy = YoV +p'Ap - (X{hYo + Ap) v X (n¥in + Ap) + 22
vy = (A+X{(n Xy + X1 X0)™!

-y como antes, Fiy, n-m424,1-+) €8 €l cuantil de orden 1 — v de una dis-

-

tribucién F con m y n — m + 2a grados de libertad. Asf, de acuerdo a
la definicién 3.2.2 el subconjunto de observaciones indexado por I, Y;,
es aberrante si

m=Y (Y, ~ A T ) (B)Y: = Ay Y1) > Fimn-m+3a,1-1)-

Una vez que se ha determinado si un subconjunto de observaciones
es aberrante, se analizara cudndo un conjunto de observaciones puede
influir sobre la estimacién de los parametros del MRLM. Primero se
analizara la influencia sobre la estimacion del pardmetro de regresidn
B, posteriormente se analizard la influencia sobre la estimacién de 7=,

Como la distribucién de =(f8, 7|Y(;)) es una Normal-Gamma con
parametros aj py, Aj(), #(ry ¥ Ajqr)» la distribucion final de 8 dado Yy
es una t p-dimensional con n — m + 2a grados de libertad, vector de
localizacién pf,, y matriz de precision Ay = Ay aqy(Ajp)~'. Por
las propiedades de una t p-dimensional, las regiones HPD para 3 de
contenido de probabilidad 1 — 4 son de la forma: -

{Be®,p'(B- EZ,))'Afz)(E ~ £y € Fpntza-m-m}
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y de acuerdo a la definicién 3.2.3, el subcohjunto de observaciones in-
dexadas por I influird sobre B, con respecto al estimador B, si

D) =078 = ) (B~ 1) > Pz

Las medidas de influencia de subconjuntos de observaciones sobre
los elementos Bi, con i=1, .., »P, del pardmetro de regresion 8 o com-
binaciones lineales de éstos, se pueden derjvar encontrando su corres-
pondiente distribuciép final y aplicando e] procedimiento presentado
arriba. A continuacién se presenta un analisis similar para 7-1,

De acuerdo a lo visto en la seccién 2.3 se tiene que la distribucién
final de 7-! dado Y1) es una Gamma inversa con parametros Q) Y
Ay por lo que

;(;)1(7-1)—12(0;(" =1)~ sza;(,))

donde
) = M@y - })_'

asi, un intervalo HPD Para 7! ( Girén, Martinez ¥ Morcillo, 1992) es
( %) (ajy—1) 270 (ajy — 1))
2 J '
X?(a;“),l—}) X(zza;“)rg)

Por lo tanto el subconjunto de observaciones indexadas por [ influirg
en la estimacién de - y 771 si

2*(7)I (o = 1) 2
-1 - X(?al.“),l—})

Os

27 (ajy - 1)
F-1 = X(z";(l)'})'

donde #-! = M(aj = 1)~'. Existen diferentes formas o técnjcas para
considerar posibles candidatos de observaciones atipicas. A continua-
cion se presenta otra formabayesiana Para detectar observacjones de
este tipo, la cual considera o] hecho de que los errores realizados son
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parémetros con valores desconocidos. Considerando que Y es un vector
aleatorio de nxl1, generado por el modelo L

Y=X8+¢ B

una muestra dada de observaciones Y* = y,, ... , y del modelo anterior
(MRLM) es una realizacion de éste y satisface

Y=XB+¢ (3.2)

donde ¢ es un vector de nx1 cuyos elementos son realizaciones del pro-
ceso generado por ¢ y por lo tanto no son aleatorios para un X y 8
dados. Como ¢ =Y — X J si los elementos de 3, 4;, fueran conocidos se
podria establecer un analisis de los valores realizados ¢; para detectar
posibles candidatos de observaciones atipicas. Ya que 3 es desconocido
el valor de ¢ también lo es. Asi, si se considera una distribucion final
para (3 t p-dimensional con n + 2a grados de libertad, vector de lo-
calizacidn y* y matriz de precision A* se puede derivar la distribucién
final parae =Y ~ X fijando Y y X.

Por lo que, considerando que las y; y las x, son fijas, se tiene que la
f.d.p. para cada elemento de ¢, ¢;

&=yi—%8 i=12...,n

con X; el i-ésimo renglon de la matriz X, tiene la forma de una f.d.p. t de
Student univariada con media ¢ = y; — x;4" y precision (x;(A*)~'x{)~"*
Por lo que los residuos

_ (6= &)
U= AR

del MRLM tienen una distribucién t-univariada estandar con n + 2a
grados de libertad. Es deseable que al menos la ¢ = 0 y ain més
que cada ¢; = 0 dado que ésto representaria un buen ajuste. Una vez
determinada la distribucion de u; se pueden obtener intervalos HPD
para cada ¢; y analizar si el intervalo correspondiente contiene a ¢;,
de esta forma si todos los intervalos HPD de cierto contenido 1 ~ ¥
contienen a é;, se tendria un buen ajuste. Por otro lado para analizar
Lé; es necesario encontrar la distribucién de u; y realizar un analisis
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similar al de u;. Dado que ¢ = Y — X tiene vector de localizacién
¢ =Y - Xu*y matriz de precision (X(A*)"'X"). Si I es un vector
de kx1 de rango k, Z = l'c se dlstnbuye t de Student con vector de
localizacién Z = l‘e y matriz de precision

C* = [IX(A) XM,
asi
g_c___z_ ~ tay  (Zellner, 1975)

de esta forma, como ya se menciond, bastard con obtener una regién
HPD de contenido 1 — 4 para Z y verificar que Z esté contenido en la
region, lo cual implicaria tener un buen ajuste.

3.3 Andlisis Bayesiano no Informativo
3.3.1 AnaAlisis Predictivo

En esta seccién se presenta la distribucién predictiva final para el
MRLM de rango completo considerando la distribucion inicial

|-

x(8,7) = >0 (3.3)

Se sabe que |
"(WIY) = [x(W,B,rlY)dgdr
[ £W13,5)x(8,71¥ dgr.

Asumiendo la distribucién inicial (3.3) y de acuerdo a los resultados de
las secciones 3.2.1 y 3.2.4, se tiene

x(W,8,7Y) « r“‘_"""’”"‘ezp{—-;-[(w - 2B W - Zp)}}

ey =P _ S pOrng- b,
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B = (X'X)'XY,
g = - Y}y -v)
n-p)

por lo que
1(WIY) o (W — ZAF AW = 23] + 1)(m4-0)s
donde
A=(n-p)(Y'Y - V'X(X'X)"X'Y) (I + 2/(X'X)"24)

Asi, la distribucién predictiva final de W es una distribucion t k-
dimensional con n — P grados de libertad, vector de localizacion Zé y

matriz de precision A.

Asi, 8i se tienen n observaciones la mejor prediccion W, considerando
una funcién de utilidad cuadratica, es

W = Eqwin)(W) =

Se puede observar que, en este caso, la estimacion puntual del vector
de k observaciones que se quieren predecir coincide con la que se obtlene
en el enfoque clasico.

3.3.2 Diagnéstico

En esta seccion se presenta el andlisis de diagnéstico para el MRLM de
rango completo considerando la distribucion inicial no informativa 3.3.

La parte correspondiente al diagndstico para supuestos del modelo
es similar a la presentada en la seccion 3.2.2, s6lo se debe considerar que
en este caso f = (X'X)~1 X*Y. Sin embargo, en el caso de deteccién de
observaciones atipicas los resultados no son tan inmediatos por lo que
a continuacion se presenta su correspondiente andlisis.
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Deteccién de observaciones atipicas

Considerando la notacién y las definiciones de la seccion 3.2.2 se tiene
que la distribucidn predictiva final para un subconjunto de m observa-
ciones indexado por I, dado Y(;), es una t k-dimensional den —p—-m
grados de libertad, media X u_@_( nYy matriz de precisién

A = (n—p-m)(Yi¥ - ¥ X (X{nXn) " X{nYin) ™' x
(I + Xe(XinX ) X)™

De acuerdo a la definicion 3.2.2 el subconjunto de observaciones index-
ado por I, Y}, es aberrante si

(Y1 - XiB,)Au(Yi - XiB,)

PD(I) = o

2 F(m.n-p-m.l-'v) (3'4)

la expresion anterior se puede reescribir como:

PD(I) = ——l—'“‘"“' L

2 F‘("Ip"-ﬂ"mv,"")

donde r; = V; - X ,é( N conocido como el vector de residuos de

jacknife. Para el caso de una sola observacion (y;,z;), la distribucién
predictiva del i-ésimo residuo de jacknife es

x(ri|¥iy) ~ t(0,A,n — p-1)

por lo tanto la i-ésima observacion se considera como aberrante si

£ = |riyAw)l 2 tn-p-ta-n)

donde ¢(,_,-1,-4) €8 el cuantil de orden 1 — v de una distribucién t
estandar con n—p~1 grados de libertad. La cantidad ¢} es cominmente
conocida como el i-ésimo residuo de jacknife estudentizado. Este re-
sultado es equivalente al obtenido en la ecuacion 3.4 cuando [ = i,
tomando en cuenta que el cuantil de orden v de una distribucién F con
1y n—p—1 grados de libertad, es el cuadrado del cuantil correspon-
diente de una distribucién t con n — p — 1 grados de libertad.
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A continuacidn se analizara la influencia de un subconjunto de ob-
servaciones sobre la estimacion del parametro 8, posteriormente se
analizard la influencia sobre la estimacién de 7=!. Como la distribucién
final de 8 dado Y{;) es una t p-dimensional con n—p—m grados de liber-
tad, vector de localizacién 3 nY matriz de precision Afy), de acuerdo a
la definicion 3.2.3 y por propiedades de la distribucién t, el subconjunto
de observaciones indexadas por I influird sobre el estlmador g 8i

BD(l) = P-‘(é. _(1))"4(1)@' - _@m) 2 Fipin-p-ma-)

A continuacién se presenta un analisis similar para 7='. Por lo visto en
la seccion 3.2.2. se tiene que la distribucién final de 7=! dado ¥ es una
Gamma inversa(ay ), Af(;)). Por lo que el subconjunto de observaciones
indexadas por I, Y; influird en la estimacion de r~},#-1, si

2y (i =)

2
-1 - X(?a;(,).%)
Y 2 ( 1)
T CTT
D\ 3
' i-l 2 x(?a:(,).l-i)'
donde
. n—-—p-—-m
al(') = -———-—-—-—p

= Kal)
0 = %

Una técnica bayesiana para considerar la bondad del modelo ajustado
es la planteada en la seccion 3.2.2, en donde se considera que Y es un
vector aleatorio de nx1, generado por una realizacién del modelo

X=XQ+£,

Por lo que si se considera que las yi y las ¥, son fijas se tiene que los
residuos

= (€ — )
(xI(A")-1x;,)72
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tienen una distribucién t-univariada estindar con n — p grados de liber-
tad. Donde m; =y, — 5,0y A* = 3;',3- Como antes, es deseable que al
menos la Xé; = 0 y alin mds que cada ¢; = 0 dado que ésto representa
un buen ajuste. Estas pruebas pueden llevarse acabo a través de la
construccién de regiones HPD y hacer el respectivo analisis por lo que
para ello es necesario determinar las distribuciones finales de r; y de
Er; que se pueden determinar de la misma manera como se hizo en
la seccion anterior, la tnica diferencia son los grados de libertad, los
cuales en este caso son n — p y el vector de localizacion y* = 3. Otra
medida que en la practica se emplea es ¢'e = Xe?, si e'¢ = 0 se tendria
un buen ajuste del modelo. Por lo que, si se considera la distribucion
inicial no informativa 3.3 para 8 y 7, se obtiene que

de = (V- XBY(Y - XB)+ (8- BIX'X (8- )
de _ (Y-XDY-XB) (B-BXX(8-D)

|

ps? ps? ps?
de _n-p (B-PXX(B-P)

7 ~ 7
ps p ps

como § tiene'una distribucion final t p-dimensional con media Q y
matriz de precision ‘!;',& se tiene que

(B=B8)X'X(8-H)
ps?

— F(v.n-v.b-'v)

entonces

e n—p de-é

ps?  p  psd
tnene una distribucién F con p y n — p grados de libertad, donde
é=Y-X Q y ﬂ es el estimador de minimos cuadrados. Asi, se pueden

obtener intervalos HPD para e'e y analizar si este intervalo contiene a
é'¢ en cuyo caso se tendria un buen ajuste,

~ Fi (pn-pl-v)
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Capitulo 4

Una Aplicacion de
Regresion Lineal Multiple

4.1 Introduccién

En los capitulos anteriores se presents el andlisis bayesiano del mo-
delo de regresidn lineal miiltiple de rango completo, considerando para
los pardmetros de éste dos tipos de distribuciones iniciales, una dis-
tribucion Normal-Gamma y una no informativa. Se menciond que
cuando no se cuenta con la informacidn inicial o se estd limitado
para especificarla, se puede llevar a cabo un andlisis bayesiano em-
pleando una distribucidn inicial no informativa. En este capitulo se
presenta una aplicacion del MRLM de rango completo, con la finalidad
de mostrar, en un contezto prdctico, los desarrollos presentados en los
capitulos anteriores. Debido a que no se dispone de informacidn inicial
sobre los pardmetros involucrados, se realiza un andlisis bayesiano con-

siderando la distribucidn inicial no informativa presentada en la seccion
2.4 del capitulo dos.
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4.2 Planteamiento del problema

Supodngase que una embotelladora de refrescos desea estudiar el tiempo
en que se realiza el abasto de productos (refrescos) y el mantenimiento
general de un sistema automatizado de expendio de estas bebidas. La
embotelladora estd interesada en predecir la cantidad de tiempo que
requiere un conductor en cubrir una ruta para dar este servicio.

Tabla 4.1.1
observacion | Y | X, | X;
1 16.68 | -7 | 560
2 1151 3 122
3 12031 3 | 340
4 14881 4 | 80
5 13751 6 | 150
6 . 18111 7 | 330
7 8 2 | 110
8 17831 7 | 210
9 40.33 | 16 | 688
10 21 101|215
11 135 | 4 |255
12 19.75 | 6 | 462
13 24 | 9 | 448
4 | 29 [10] 776
15 15.35| 6 | 200
16 19 | 71132
17 95 | 3] 36
18 351 | 17 | 770
19 179 { 10 | 140
20 1875 9 | 450
I 21 1983 | 8 | 635
22 10751 4 | 150

El responsable de este estudio sugiere que las dos variables més im-
portantes que afectan al tiempo de entrega son, el nimero de productos
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surtidos y la distancia recorrida por el conductor de la ruta, ademas se
cree que la relacion se puede modelar de la siguiente manera

Y =06,+5X1+BX:+¢ (4.1)
donde
Y = tiempo de entrega en minutos
X1 = nimero de productos que se surten
Xz = distancia en pies recorrida por el conductor de ruta,

Bo, By y B; son pardametros desconocidos y € un error que se supone se
distribuye N(0,717).

Para el estudio se cuenta con 22 observaciones las cuales se mues-
tran en la tabla 4.1.1. Los datos para esta aplicacion fueron tomados
basicamente de Montgomery, 1992.

A continuacion se ajustara y analizard un modelo ( 4:1) considerando
la siguiente distribucién inicial no informativa

x(é,r)o:-l; TeR[e R

4.3 Andlisis Bayesiano

Usando los resultados del capitulo dos, seccion 2.3, se tiene que la
distribucion final conjunta de 8 y 7, »(8, 7|Y), es una Normal-Gamma
con pardmetros

o = 2P _gs

2
ty _ yt tyy-) yt
A = Yty YX(2XX) XY=55.045
. 4417
B = (XX)'X'Y=| 15613
0.008519

| [ 22 158 7357
Al=(X'X)=| 158 1454 66014
7357 66014 3571963

9 ESTA TESIS NO DEDE
SAUR DE LA BIBLIOTECA



Por lo que la distribucién final de § es una distribucion t de tres
dimensiones con n - p= 19 grados de libertad, vector de localizacion
ﬂ y matriz de precision

A = A} A
= T TRAATET
n-p

A 3.7969 27.268 1269.7
500 27.268 250.94 11393
1269.7 11393 616470

También se tiene que la distribucién final de 7 es una Gamma con
pardmetros

a; = 9.5
A} = 55.045.

Una vez determinadas las distribuciones finales de 8 y 7 se esta en
condiciones de realizar las inferencias necesarias.

4.3.1 Estimacién puntual de los pardmetros del
modelo

Estimacién puntual sin funcién de utilidad

Considerando 7 un parametro de ruido, de acuerdo a la seccion 2.4.1,
se tiene que un estimador puntual de  es:

) 44176
E.gvyB)=8=] 15613
0.008519

que coincide con la moda y. la mediana de #(8]Y) ya que esta dis-
tribucién es simétrica.

Para 7-! se tienen los siguientes estimadores

i = Beery(t™!) = Aj(a}-1)""
= 64759

#7! = Modalr(r'|Y)] = M(a}+1)™!
= 52424

73! = Medianajx(r~'|Y)] = 6.003495

A 80



Es importante observar que en este caso la media y la moda de 7-!
son diferentes, ésto era de esperarse, ya que el tamaiio de muestra no es
lo suficientemente grande como para que las dos estimaciones puedan
considerarse practicamente iguales. ~

Estimacion puntual con funciones de utilidad

Considerando una funcion de utlhdad cuadrdtica se tiene que los esti-
madores 6ptimos para 8y 7j! son g y 7~} respectivamente. Y usando
como funcidn de utilidad la divergencia logaritmica de Kullbnck Lelbler,
los estimadores optimos son, para 3 nuevamente ﬂ y para 771, #;71,

Una vez obtenido el estimador puntual de B se tiene que el modelo
‘estimado es

Y =4.4176 + 1.5613 X, + .008519X; (4.2)

Una primera forma de determinar si cada variable X; contribuye a
explicar la respuesta y es a través de intervalos HPD para los parametros
del modelo, los cuales se construyen a continuacidn.

4.3.2 Intervalos de Probabilidad

De acuerdo a lo presentado en la seccién 2.4.2 se tiene que

Ros(B) = {B: F(P) < Fa0,98)

con F(p) = wﬁ determma una region HPD de contemdo .95
de probabilidad pau B. Las regiones HPD de contenido .95 de proba-
bilidad para parejas de elementos de f, (43, 5;) = @‘ cont #ji,j=
0,1,2 estan determinadas por Rgs(ﬂ ) = {é' F(éu) < P, 95}
Estas regiones estan delimitadas por eflpses cuyas ecuaciones son

parafoy f,
(B, — 4.4176) (B, - 1.561300)* .
.264542 2.4043? B
parafoy B,
(B, — 4.4176)? + (B; — 0.008519)* .
00534522 2.36722 -

81



yparafiy [,

(h=15613) (8 ~ 0.008519)’ _'1
.005345% .298042 -

- Por otro lado, se pueden obtener intervalos HPD, al 95 %, para cada

B, considerando las distribuciones finales marginales correspondientes.
Puesto que ' = (8,5, B;) tiene una distribucién final t de tres di-

mensiones con 19 grados de libertad vector de localizacién _@_ y matriz
de precision A®, la distribucién final de cada §; es una distribucién t
con 19 grados de libertad (gl), vector de localizacién

m; = V}(8)
matriz de precision
P, = V(4™
y varianza

var(f;) = mﬁ,

donde V; es un vector en R?, con todas sus entradas iguales a cero,
excepto en el lugar i-ésimo donde tiene un 1. Usando esto se tiene que
un intervalo para §; esta dado por (a,b) donde

a = (Tus,.oas))var(Gi) +m;
b (T, ors))var(B;) + m;

con T(39,) el porcentil de orden v de una distribucion t con 19 gl. Por
lo anterior se tiene que f, tiene una distribucién t con 19 grados de

libertad, media )
B = (1,0,0)3 = 4417

y precisién
Py = ((1,0,0)(A4%)(1,0,0)") ! = 3.7969.
Por tanto el intervalo HPD al 95 % para £, es

(3.801353,5.033846).
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De igual manera, 3, tiene una distribucién t con 19 grados de libertad
media= 1.5613 y precision=250.94 por lo que el intervalo HPD al 95%
para f; es

(1.06288, 1.654542).

Finalmente, se tiene que 3; también se distribuye como t con 19 gi‘ados
de libertad, media=8.5190 y precision= 616470 y asi el intervalo HPD
al 95% estd dado por

(8.518996, 8.51900379).

Como puede observarse los intervalos correspondientes a los 4; no
contienen al cero y desde un punto de vista practico los parametros se
pueden considerar diferentes de cero.

A continuacién se obtendrén intervalos y regiones HPD para 7!,
Ya que 7(7]Y’) es una Gamma(9.5,55.045) se tiene entonces que

2(55.045)(7"1)"! ~ X?w)
y por lo tanto

2(55.045) 2(55.045)
X?w,.m) B X?w,ms)

) = (3.351293, 12.3599)

sera un intervalo de contenido .95 de probabilidad para 7~! Para
determinar la region HPD de contenido .95 de probabilidad para r=!
se procede numéricamente y se tiene el siguiente intervalo HPD al 95%
para 7!

(2.869003,11.14168)

el cual cumple que n(r~! = 2.86900) = =(r~' = 11.1416863) =
0209755 y ademds

P(2.869003 < 7! < 11.14168) = .95.

Con esto se tiene que ™! es diferente de cero, ya que al igual que para
ﬂ su respectivo HPD no contiene al cero. Otra forma de verificar si los
parametros de regresion del modelo son diferentes de cero es a través
de pruebas de hipdtesis sobre los elementos de g.

A continuacion se presentan pruebas de hipotesis, considerando en

primer lugar funciones de utilidad y posteriormente utilizando regiones
HPD.
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4.3.3 Prueba de Hipdtesis

Como se mencioné en la seccién 2.3.3. una prueba de hipotesis de
interés es

H:B,=p=03K=0 vs H, :al menos una f; # 0
Esta hipétesis se probara reescribiendola en la forma o

Hy,:MB =} vs H :MB#b

100 0
M=(0 1 0)yb=(0
001 0

Para esta prueba se propone la siguiente funcién de utilidad

con

sy - {2 Mt

_ J1 siMB#b
Uld, MB) = { 0 s ME=b

(4.3)
quele a.signa'a H, cinco veces més utilidad que a H,. Esto por que si se

rechaza la hlpotesls nula se tendria que llevar acabo un nuevo proceso
para poder apreciar otras variables que pudieran éstar mﬂuyendo en el

‘tiempo de entrega de los productos.

Ademds, si se considera una distribucion inicial de la forma

5 M@=}
~(Mp) = {(5)x(Mg) G ME7 (44)

donde 7(M3) es una distribucién t de tres dimensiones con media
. 4417
MBg=] 1513
0.008519
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y matriz de precision

(M(A*)"' MY~ = ( 27.268 250.94 11393

3.7969 27.268 1269.7°
1269.7 11393 616470

por lo visto en la seccion 2.4.3 se rechazara H, si y sélo si

fYIMB=b) 14

T = e (M (MA)[(VIMB)AME < ang "
En este caso
a, 2
a(MB) = 1
9 = p=23,

entonces
T = (3.7239)(10)"* < 5,

y por tanto se debe rechazar H,,.

Ahora considerando como funcidn de utilidad la divergencia loga-
ritmica de Kullback-Leibler.

U(do,0) = 2—-6(MB,MB=1})
Udr,0) = 1-8MB,MB#b)

y con la misma distribucién inicial, 7,(Mg), se tiene que el estadistico
de prueba

_ [M3 ~ bl M(X'X)"'M']"'[MS — b]
7= @)t Vi, - X(X'X)"X‘]YE

= 1.9498(10)°

y como T > §* = 33-4) = — 053333 se rechaza H,.
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De acuerdo a los resultados de las pruebas anteriores, se tiene que
para el modelo propuesto al menos uno de los coeficientes de las varia-
bles independientes es diferente de cero.

A continuacién se realizan pruebas de hipdtesis del tipo

H,:5,=0 vs - Hy:6;#0

usando regiones HPD.

Desde que §3, tiene una distribucién t con 19 grados de libertad,
media = 4.417 y precision P, = 3.7969 se sigue que, la region HPD de
.95 de probabilidad para 3, es

Ros(8.) = {B: (B, - 4-417)'(3-7969)(@ ~4.417) < Fu 0,05}

por lo que H, se rechazara si y sdlo si

T= (4.417)(3.7969)(4.417) > F(l,m,,os)

como T = 74,077 y F1,19,95) = 4.38288, se rechaza la hipétesis de que
Bo = 0.
Para probar la hlpotesls

H,:3,=0 Vs H;:ﬂ.#'ﬂ

se sigue el mismo procedimiento que para 3, y como en este caso T' =
611.7058 > F{ 19,95), entonces se rechaza H,.
Finalmente, también en este caso, la hipétesis H, : §; = - 0 se rechaza
ya que
T =44.7392 > F(],]p,,gs).

Ain cuando ya se verificé que los pardmetros del modelo son
estadisticamente diferentes de cero, resta verificar si el modelo es ade-
cuado, en el sentido de si realmente existe una relacion lineal entre la
variable dependiente y las variables independientes. Ademas es nece-
sario corroborar si se cumplen los supuestos presentados en el capitulo
tres, asi como identificar si existen observaciones aberrantes y/o in-
fluyentes. Por lo que a continuacion se presenta un analisis de diagnos-
tico para el modelo propuesto.
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4.3.4 Diagndstico

Como ya se menciond, el diagnéstico del modelo se puede llevar acabo
a través de una exploracion grafica de los residuos los cuales estan
determinados por

ri =Y ~ Ui

Tabla 4.3.4.1

Y; i |ri=yi-y
16.68 | 20.117 -3.437
11.5 110976 | 0.52444
12.03 | 11.998 | 0.032156
14.88 | 11.344 3.5358
13.75 | 15.063 -1.313
18.11 | 18.158 | -0.04767
8 |847721 -0.47722
1783 { 17.135 | 0.69462
40.33 | 35.259 5.0713
21 {21862 -0.86174
13.5 | 12835 0.66502
19.75 | 17.721 2.0291
24 |22.285 1.7146
29 | 26.641 2.3591
15.35 | 15.489 | -0.13894
19 |16.471 2.5291
9.5 19.4081 | 0091937
351 137519 -2.4186
17.9 121.223 | -3.3228
18.75 122302 | -3.5525
19.83 | 22.317 | -2.4872
10.75 | 11.94 -1.1905

Los residuos obtenidos del modelo ajustado se muestran en la tabla
4.3.4.1 junto con las observaciones y; y sus correspondientes valores
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ajustados §j;. En esta tabla se puede apreciar que los residuos de mayor
magnitud estdn asociados a las observaciones 1, 4, 9 y 20. Las cuales
se pueden considerar observaciones potencialmente aberrantes.

e I3 I3 »
* * @A continuacion se presenta una exploracion gréfica, realizada con la

ayuda del paquete Statistica (CSS), para determinar si los supuestos
sobre el modelo son correctos.

Gréfica de papel normal. En esta grifica, figura 4.1, se puede
observar que la distribucién del comportamiento de los residuos no pre-
senta fuertes desviaciones a lo largo de la linea recta, por lo que se puede
considerar que no hay indicios de violacién al supuesto de normalidad.
Por otro lado se puede apreciar la presencia de un residuo distanciado,
el que corresponde a la observacién Y; la cual es un candidato a ser
considerado observacion atipica.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5.

i

Figura 4.1: Gréfica de papel normal
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Gréfica de r; vs t;. En este problema no es posible presentar la
grifica de los residuos contra el tiempo, porque no se cuenta con el
orden (tiempo) en el que fueron tomadas las observaciones.

Gréfica de r; vs j; La grifica de residuos contra los valores ajus-
tados, figura 4.2, no muestra ningun patrén de comportamiento obvio,
por lo que se puede suponer que la varianza de los errores es constante.

[ ety v = v ———
.
4
.
.
.
2} ......... 'Y -
.
s ° *
0 LT S S—
[
°
d ’
7 TSI TSRIGHE SRS SIS SRR SR SR §
.
b *, {
-4
S 10 13 2 ) 3 33 40

Figura 4.2 : Gréfica de r; vs §;

Gréfica de r; vs X; A continuacion se presenta las grificas de
residuos contra cada variable independiente.

En las figura 4.3, no se observa ningiin patrén significativo por lo que
se puede decir que la suposicion de linealidad del modelo es correcta.
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De la exploracion grifica anterior, se puede concluir que no hay
evidencias sngmﬁcatwas que indiquen violaciones a los supuestos pre-
sentados en la seccion 3.2.2.

Diagnéstico para observaciones atipicas

En esta seccion se usaran las definiciones presentadas en la seccion 3.2.2.
para la identificacion de observaciones aberrantes y/o influyentes.

Se aplicara la definicién 3.2.1. para determinar si alguna observacion
yi es aberrante o no. Para ésto es necesario construir regiones HPD de

la distribucion predictiva final correspondiente, 7(y|Y;)), de contemdo
.95 de probabilidad.

El procedimiento para encontrar la distribucién predictiva de la ob-
servacion i-ésima es el mismo para i = 1,..,22 por ello sélo se muestra
el caso para la primera observacién.

Sea

X, = (1,7,560), h= (16.68),

se tiene que w(y,l)/(,)) es una distribucion t con 18 grados de libertad,
media '

XiB) = Xa((XbyXey)™ Xy Yy) = 20682

y precision

~

Ay = 18(Yg Yoy - Yo, X/ Xy Xm) ' X{yYo) ™ x
(14 Xa( X X)) X))
= 1.6046.

Donde X{;) y Y1) son la matriz X sin el primer renglén y el vector Y

sin la primera entrada, respectivamente. Por lo que la wg:on predictiva
final HPD con .95 de probabilidad para y, es

Ros(n) ={ w1 : PD(1) = (y; — 20.682)'(1.6046)(y, — 20.682) <
Fips,0s .}

donde F( 1,18,95) =4.416.
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Dado que PD(1) < 4.416 se tiene que y; pertenece a Ros(y) y por
lo tanto no se considera una observacién aberrante.

Procediendo de forma andloga para las 21 observaciones restantes se
tiene que la inica observacion que resulta ser aberrante es la observacion
ys ya que PD(9) = 8.8116 y entonces PD(9) > 4.416.

Como se desconace el proceso de obtencién de los datos y la ma-
nera en que fueron registrados, no se puede aplicar ninguna técnica de
correcion o bien eliminar el dato yg del conjunto de observaciones.

Una vez detectadas las observaciones aberrantes se realizard un
analisis para determinar que observaciones gon influyentes en las estima-
ciones de los parametros del MRLM. Para ésto se aplicard la definicion
3.2.3. En principio serd necesario construir regiones HPD de la dis-
tribucién final 7(8]Y(;)).

Se tiene que la distribucién final de 8 sin considerar la observacion
¥, ®(B8|Y(1)), es una t de tres dimensiones con 18 grados de libertad,
media

R 4.5535
By = (XiyXm) ' X{yYn) =] 14919

0.010162

y precision

X
Ay = =S8 | 28914 26252 11602

Xt 3.9238 28214 1270
) 1270 11602 608820

De aqui se sigue que es
| Ros(f) = {8: BD(1) < Fys.om)
donde BD(1) = (é - é“))‘A'(',,(é - é(l))' Evaluando, se tiene que
BD( 1 )=
[ 4417 - 4.5535 (39238 28.214 1270
1.5613 ~ 1.4912 28.214 262.52 11602 X
i 0.008519 - 0.010162 1270.0 11602 608820

[ 4.417 — 4.5535
1.5613 - 1.4912 | = .012101,
\ 0.008519 — 0.010162
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Como BD(1) = 012101 < 4.416 = Fyy 18,05), %1 no influye sobre .

De manera similar se procede para las 21 observaciones restantes y
resulta que ninguna observacion es influyente sobre .

Una vez realizado el analisis sobre la influencia en la estimacion de
B resta reproducirlo para la estimacién de 7!,

Para ello es necesario determinar regiones HPD para #-! usando la
distribucion final de 7! dado Yj;), #(77}|¥(y).

De acuerdo a la seccion 2.4 se tiene que la distribucion final #(7=1|Y};))
es una distribucion Gamma Inversa con parametros

a;“) = 9
A;(l) = 48.167.

Por lo visto en la seccién 3.3.2, el intervalo HPD para 7=!, sin considerar
la observacién y;, esta dado por

(il-(:)z(";(l) ~1) i'x-(i)z(a;m - 1))
’
X?za;(,,..m) X?za;w...ozs)

donde

fiy = (ajg) = 1)7' Ay, = 6.020875,
X?u..m) = 3808
Y  Xisos = 8291
Es decir, el intervalo HPD para 7= es

(2529779 < 7! < 11.703802)

Como el estimador por pérdida cuadritica 7' = (af — 1)~')\} =
6.4759 queda dentro de el intervalo HPD se tiene que y; no influye en el
estimador #;"!. Realizando un anlisis similar para las 21 observaciones
restantes se obtuvo que ninguna de las 22 observaciones §;, ¢ = 1,..,22,
es influyente sobre el estimador #;}. Por lo anterior se tiene que sélo
existio una observacion aberrante, Y, y ninguna observacion influyente,
en la estimacion de los pardmetros del modelo.

Resumiendo esta parte se tiene que de acuerdo a las pruebas de
hipdtesis realizadas sobre los pardmetros de regresion, los intervalos de
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e e

probabilidad obtenidos y el ‘andlisis de dagnéstico realiBads, sé pucde®™ - @ @

considerar que el modelo
Y = 4.4176 + 1.5613X, + .008519.X; 4.5)

es apropiado para representar la relacion entre e] tiempo de entrega
(Y), el mimero de productos surtidos (X;) y la distancia recorrida
para la entrega (X3). Por lo que se esté en condiciones de obtener las
predicciones del tiempo de entrega como una funcion del nimero de
productos surtidos y la distancia requerida.

4.3.5 Prediccién

Supéngase que la embotelladora desea obtener predicciones sobre el
tiempo de entrega de tres recorridos, donde en el primer recorrido se
tienen que entregar 8 productos a una distancia de 275 pies. En el
segundo recorrido se tienen que entregar L5 productos.a una distancia
de 700 pies y en el tercer recorrido se tienen que entregar 28 productos
a una distancia de 1000 pies.

De los datos se tiene que

1 8 275
Z=1115 700 |
1 28 1000

Por lo tanto, de la seccidn 3.3.1, se tiene que la distribucién predictiva
final para los tres tiempos de entrega W* = (w;,w;,w3) s una t de tres
dimensiones con 19 grados de libertad, vector de localizacion

Z{ = (19.250,33.8, 56.652)"
y matriz de precision
( 0.16357 —0.0043534 -—0.0076975 )

A=1] -0.0043534 0.15397 —0.033483

-0.0076975 -0.033483  0.077641

De ésto, se tiene que la mejor prediccion W, usando una funcion de
utilidad cuadrética, es

. 19.250
W= E,(w"')(W) = 33.8
56.652
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Es decir, para el primer recorrido se estima, considerando una funcion
de utilidad cuadritica, que el tiempo de entrega serd de 19.25 minu-
tos. Para el segundo recorrido se estima un tiempo de entrega de 33.8
minutos y para el tercer recorrido, un tiempo de 56.652 minutos.

Por otro lado, se pueden obtener intervalos HPD, al 95%, para las
estimaciones individuales de los tiempos de entrega considerando la
distribucion final de cada w;. De las propiedades de una distribucién

t se tiene los siguientes intervalos de prediccion individuales al 95% de
probabilidad,

para w,

(18.55051,19.94949),
para w,

(33.12135, 34.47865)
y para wy

(56.17008,57.1339).

95



re- .



Capitulo 5

Anaélisis Bayesiano de un
Modelo de Diseno de
Experimentos

5.1 Introduccién

En los capitulos dos y tres se presentaron los desarrollos tedricos del
andlisis bayesiano para el MRLM, en el cual se considerd que la matriz
X era de rango completo. Sin embargo, ezisten problemas de regresion
asociados con variables independientes categoricas y cuya matriz X no
es de rango completo. Estos problemas dan origen a los llamados mo-
delos de disenios de ezperimentos. En este capitulo se establecen las
bases para el andlisis bayesiano de este tipo de modelos, para ésto en
la seccion 5.2 se presenta una introduccidn a los modelos de diserios de
ezperimentos y en la seccidn 5.8 se muestran las bases para el andlisis
bayesiano de un modelo de diserio de ezperimentos con dos factores
aditivos. Finalmente, como una forma de ilustrar los desarrollos pre-
sentados en el capitulo, en la seccion 5.4 se presenta un ejemplo de un
diserio de ezperimentos con dos factores aditivos, asi como el corres-
pondiente andlisis bayesiano. |
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5.2 Modelos de Diseiio de Experimentos.

Una clase especial de problemas estadisticos surge cuando se tiene un
modelo lineal de rango incompleto asociado con variables independien-
tes categdricas. En estos modelos es posible asignar codigos a las cate-
gorias de las variables independientes y llevar acabo el correspondiente
andlisis de regresién. Sin embargo, la asignacion de cédigos a las cate-
gorias de las variables independientes es en general poco realista y esta
cargada de problemas conceptuales (Searle, 1971). Estos problemas de
asignacion se pueden evitar usando la técnica de analisis de regresion
sobre variables dummy, es decir variables que sélo toman 2 valores, por
ejemplo 0 y 1. La discusion del andlisis de regresion sobre variables
dummy involucra la nocién de factores y niveles. La palabra factor
denota lo que hasta ahora se ha llamado una variable. Las categorias
en las cuales cada factor(variable) se divide son llamadas niveles del
factor. '

El uso de “factor” en lugar de “variable” enfatiza que las variables
no pueden ser medidas precisamente por valores numéricos. El término
“niveles” enfatiza que las categorias de un factor son justamente di-
visiones arbitrarias sin una imposicion de valores asignados. A con-
tinuacion se presenta un ejemplo para introducir la notacion y termi-
nologia con variables dummy.

Ejemplo 5.2.1

Varios experimentos se realizan cada afio en agricultura para investi-
gar los efectos sobre el crecimiento de diferentes variedades de plantas
a las cuales se les aplican varios tipos de fertilizantes (tratamientos).
Supéngase que se tienen datos de 6 plantas, correspondientes a 3 varie-
dades de plantas en combinacion con 2 tipos de fertilizante. La tabla
5.1 muestra los datos.

La observacion ;;. representa el crecimiento de la k-ésima planta
de variedad i que recibi6 el fertilizante j. Aqui la variedad de planta,
es el factor g, y el fertilizante es el factor b, el tipo de variedad y de
fertilizante corresponden a los niveles de cada factor, respectivamente.
En este caso el factor a tiene 3 niveles, asi 1 = 1,2,3 y el factor b tiene
dos niveles, por lo que j = 1,2 a continuacidn se escribe el modelo de
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Tabla 5.1

Fertilizante

Variedad 1 2
1 L, Ynz | hin
2 | ym |y
3 yan

regresion usando 5 vambles dummy 2544, conl = 1,. ,5 y 5 coeficientes
de regresion ay,a;,a3,b; y b,

Por otro lado el coeficiente de regresion 3, sera escrito como p. Asi,
el vector de parametros  serd

é = (4,a1,a3,4a3, bhbl).'
La ecuacidn de regresion para y;;; usando esta notacion es

Yijk = B+ 63 Tijaa + a3%ijna + G3Tisna + biZijna + baZijus + €iji:

Asi, para la planta 1 de variedad 1 que recibe el tratamiento 2 se
tiene que 1314, =1, Zy13 = 0, Zaus = 0, 2ing = 0 y
Z121.5 = 1. De esta manera las ecuaciones de regresion pata. los datos
de los crecimientos de la tabla 5.1 son

yin = p+ai(l) +a3(0) +a3(0) + by(1) +62(0) + €31

yua = p+ai(1)+as(0) +a3(0) + 41 (1) + 5:(0) + ena

yin = p+ai(l)+ as(0) +a3(0) + b (0) + by(1) + €13

yin = p+a1(0)+ ag(1) + as(0) + bi(1) + 5;(0) + ez

yan = p+a1(0)+ az(1) +aa(0) + b)(0) + by(1) + €2

yau = p+a1(0)+ag(0) +ax(1) + (1) + 8(0) + eans. (5.1)

Si Y y e denotan los vectores de observaciones y términos de error
respectivamente, las ecuaciones anteriores se pueden representar de la
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siguiente manera

Y=Xf+¢ (5.2)

donde

<
]

e OO0
-0

OO QO = e

‘i-.ci-.ci-‘h-‘

D D OO
-

el
b
\ b, )

Se puede apreciar que X no es de rango completo ya que, en particular,
la suma de sus columnas 2, 3 y 4 es igual a la columna 1.

Es importante resaltar que la matriz X se conoce como matriz de
incidencia o malriz de disefio, debido a que la localizacion de los ceros
y unos en sus entradas representa la incidencia de los términos (u, a;, b;)
en la respuesta y;;y. Las ecuaciones 3.1 se obtuvieron desde el punto de
vista de regresion sobre variables dummy. Ahora supéngase que éstas se

reescriben sin mostrar explicitamente las z;;;,. Asi, las ecuaciones 5.1
se pueden ver como

yim = pt+a+bh +ay
Yna p+a+b + e
ha = p+a+bh+ean
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Yy = p+az+b + e
Yan p+ag+ b+ ean
yau = p+az+b+em. (5.3)

i

Por lo que el modelo estadistico lineal para este ejemplo se puede
escribir como

Yijk = g+ ;i + b; + €iji ‘ (5.4)

conti=1,23,j=1,2y kel nimero de observaciones (plantas), de la
i-ésima variedad que recibe el j-ésimo tratamiento es decir, ¥ =1,2.

Ademas los elementos de 3 (en este caso 4, g;, b;) no necesariamente
deben verse como coeficientes de regresion ya que su significado se puede
dar en sus propios términos, es decir, a y se le puede considerar como
la media general basica de crecimiento de la poblacidn, a a; se le puede
considerar como el efecto de la variedad : sobre e} crecimiento, esto ya
que a, aparece s6lo en aquellas ecuaciones que pertenecen al crecimiento
de la planta de la variedad 1. Similarmente, a; sélo aparece en las
ecuaciones de crecimiento de planta de la variedad 2, y lo mismo para
aa. Asi, a; se puede considerar como el efecto de la variedad ¢, sobre el
crecimiento de la planta. Andlogamente b; se puede considerar el efecto
del fertilizante j sobre el crecimiento. En general, al modelo

Vije = p o, + b + €5 o (55)

cont=1,.,t,j=1,.,b k =1,.r, se le conoce como modelo de diseiio
de experimentos con dos factores aditivos.

Si el efecto de los niveles de un factor sobre la variable respuesta,
no se puede medir independientemente del efecto de los niveles del otro
factor, se dice que los factores no son aditivos y que existe interaccion
entre ellos. Asi, si en el modelo 5.4 no se considera que los dos fac-
tores son aditivos, sino que existe interaccion entre ellos, se tienen los
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llamados modelos de dos factores con interaccion
Yijk = p+ a; + b + (ab)i; + €iji (5.6)

coni=1..,,j=1..,bk=1...,ry (ab); es llamada la
interaccion entre el i-ésimo y el j-ésimo nivel del primer y segundo
factor, respectivamente.

El modelo 5.4 puede usarse para analizar resulta.dos experimentales
de lo que se conoce como un disefio de bloques aleatorizados. En un
diseiio de bloques aleatorizados, las n unidades experimentales se orga-
nizan en b bloques de tal forma que cada bloque contenga ¢ unidades,
donde a cada una de las ¢ unidades de cada bloque se le asigna aleato-
riamente uno de los ¢ tratamientos. Si no hay interaccion entre los
tratamientos y los bloques, un diseiio de bloques aleatorizado es mo-
delado por 5.5 tomando r = 1, los niveles del primer factor ay, ... ,a,
son llamados efectos de tratamientos mientras que los efectos de bloque
by, ... , by son los niveles del segundo factor. Asf, el modelo de diserio
de blogues alealorizados es

[

Vie=pt+a;+b; +e; | (5.7)

donde los ¢;; son independientes e idénticamente distribuidos N(0,77?),
p€R, a.',bj €R.

Los modelos 5.4, 5.6 y 5.7 son ejemplos de la gran variedad de mo-
delos de disefios de experimentos. En la siguiente seccién se presenta
el analisis bayesiano para el modelo 5.4.

5.3 Planteamiento y Andlisis Bayesiano
de un modelo de disefio de experi-
-mentos.

Sea ¢ el i-ésimo nivel del prit'ner factor y j-el j-ésimo nivel del segundo
factor,coni=1,... ,tyj=1,...,b. :
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Supdngase que para cada una de las bt combinaciones de los niveles

. . - gHi€ 108 factores se tienen n;; medidas de la variable respuesta y supongase

que las n = 2:23n., oPRrvatitins suni independientes.aEnboR @il ik . . .
es la k-ésima medida, cuando el nivel i del primer factor y el nivel j del
segundo estan presentes, el modelo de disefio de experimentos para dos
factores es

Yijk = Mijk + €ijk

donde los ¢;;; son variables aleatorias independientes con media cero y
precision 7, es decir, la respuesta promedio es E(y;;s) = m;; para toda
i,jyk

Si se considera que los dos factores son aditivos, esto es

mijk = p + a; + b

entonces se referira a a; como el efecto del i-ésimo nivel del primer
factor y a b; como el efecto del j-ésimo nivel del segundo factor. Asi, el
modelo de disefio de experimentos con dos factores aditivos es

Yijk = p+a; + b + €% | (5.8)

conf=l,... yhi=hL..bk=1..,r fijk“‘N(os‘f—.)’ U bjy
pER

Ahora, si § = (8,,51,8;)" es un vector de pxl,conp =141+,
donde

B = H ,
B = (@1y...ha) 'y
ﬂ? = (bl! sos 7bb)9

el modelo 5.8 se puede escribir como
Y=X83+¢ (5.9)
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donde X es la matriz de nxp(p=1+b+1¢)

0)
' ny
0
0
n
0
1
ny
1
0
ny
0
1
Ne
1




Y el vector de nx1

\ },lhu }
y € es el correspondiente vector de errores de dimension n.

Se puede notar que la matriz X del modelo 5.9 es de rango menor
que p, en realidad es de rango p—2. Ya que X no es de rango completo,
no se pueden hacer inferencias directamente sobre 8 pero lo que si es
posible es hacer inferencias sobre ciertas funciones lineales de 3 que
sean de interés, esto se puede lograr reparametrizando el modelo 5.9.
Las reparametrizaciones se pueden hacer de tal forma que a partir del
modelo 5.9, de rango incompleto, se obtengan modelos de interés de
rango completo,

- A continuacion se muestra la forma de obtener, a partir del mode-
lo 5.9, un modelo de la forma

Y=Dr+e (5.10)

donde D es una matriz de nxk (k < p) de rango completo,
e~ N(0,71,), ademis Y y ¢ son igual que antes y

r=Ug (5.11)
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con U una matriz conocida de kxp. Pero antes se presentan un par de
definiciones.

Definicién 8.3.1 Por una reparametrizacion del modelo Y = X3+ ¢
se entiende una transformacion del vector § al vector r, dada por ¢ =
UB, donde cada elemento de » = U es una funcion estimable,

Definicion 5.3.2 Un pardmetro (o funcidn de parimetros) se dice que
es estimable si existe un estimador insesgado del pardmetro (o de la
Juncion de pardimetros).

Como X*'X es una matriz de pxp, simétrica semidefinida positiva,
existe una matriz no singular V* de pxp tal que

(V)XIXV* = ( g )

donde B es una matriz de kxk de rango completo (Graybill,1961). Si
V* = (V,W1), con V una matriz de pxk, entonces

(s (2 )

de lo que se tiene que V!X!'XV = By V,'X ‘XV) = 0. Esto implica
que V'X* sea de rango k y que V! X* =
Por lo anterior el modelo Y = X+¢, de rango incompleto, se puede

escribir como ¥ = XV*(V*)™'8 + ¢, y si (V*)™! = U* = (U,h)}, se
tiene que

v = xuw(Y)are

Y = (XV)UB) +(XV)(hB) +¢,
y en virtud de que XV; = 0 el modelo anterior se reduce a

= (XV)(UB) +e.

Haciendo D = XV y ¢ = UB, el modelo Y = X3 + ¢ se puede escribir
finalmente como

Y=Dr+e¢
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donde D es la matriz de nxk de rango completo k y por consiguiente
se tiene, a través de la reparametrizacion 5.11, un modelo de rango
completo a partir de un modelo de rango incompleto.

Como en un disefo de experimentos con dos factores aditivos es de
interés investigar el efecto de los niveles de los dos factores sobre la
respuesta promedio g + a; + b;, el punto de interés en este momento es
la seleccién de ¢, una forma de seleccionar ¢ es tomando.

(B+a+b )
ay —ay
a3 — as
: L)
r= G-y — G¢ = ( 2 ) (5-12)
by ~ b, L)
bz — by
\ b ~b

es decir, r un vector de kx1, con k = p —2, donde r; = u + a; + by,

L= (al = A3y o 4By — at)‘ Yo = (b| - bz, oee ,b5_| - b;)‘. Esto
significa que U debe ser una matriz de kxp de la forma

( l; l’ o, sevy o; l, . o 0’ ooy o \

0, 1, -1, 0, .., 0,0, 0 O ., O

0; o’ l, -1, T 0; 0’ 0 0’ veey .o
=160 .. 0 01 -1, 0 ., o] 19

0; 0, .. 0, 0,0, 1, -1 .., 0

\0; 0, .. 0,0 0 0 ,., 1 -1}

Una vez especificada la reparametrizacion r = U, la matriz V* queda
determinada de acuerdo a la seleccion de r y con ello queda especificado
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el modelo reparametrizado de rango completo. A continuacion se pre-
senta e] analisis bayesiano correspondiente al modelo 5.11, con ¢ como
en 5.12, considerando la distribucién inicial no informativa

(z,7) o -:~ reR, r7>0. (5.14)

Se mencioné anteriormente que el analisis también se puede llevar a
cabo considerando una distribucién inicial Normal-Gamma.

Dada la muestra Y = {y,...,yn}, se tiene que la funcion de
verosimilitud para r y 7 es

- '} 2 _aunt _a
L(ylﬂ,,)«,.n/aezp{_(n 2k)rs _ s ;)2 3 D(r _,:)}

donde

_(Y-YHY-Y)
n—k

(D'D)'D'Y

= Di

= rbt,

= b+t-1.

-

x> 3 '<’r!»
I

Por lo que la distribucién final de p y 7 es

{_(n —k)rs?  s*r(p - £)'D'D(r - f)}
2 2s? '

. Es decir, #(z, 7) es una Normal-Gamma con parametros

o oo Mok _rh—(4b-1)

x(r, 7|Y) o r ¥ ezp

! 2 2
X = (n -2lc).s2
A} = (D'D)
B = £

Se puede mostrar (Broemeling, 1985) que { es tal que su primera
componente es §, + ;. + §,;, sus siguientes ¢ — 1 componentes son
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Gi.. — Yisr.s 8 = 1,...,t =1, y sus iltimas b — 1 componentes son

§j —¥jsr,conj=1,...,b~1 donde
‘Z;;y;ﬂ,/btr
gi. = ;zk:yijh/b"

i = .Zgym/tr- |

«2
i

Una vez obtenida la distribucién final #(r, 7), se puede llevar a cabo
un analisis similar al presentado en los capitulos 2 y 3. A continuacion
s6lo se presentan los desarrollos correspondientes a pruebas de hipdtesis
con la finalidad de investigar el efecto de los niveles de los dos factores
sobre la respuesta promedio. -

Si es de interés hacer inferencias sobre el primer factor a, se debe
obtener la distribucidn final marginal de r, = (a)—a;,a;—as, ... ,a;)—
a;), la cual se puede encontrar una vez que se conoce la distribucién
final de . ‘

Aplicando los resultados del capitulo 2 se tiene que la distribucion
final de r es una t k-dimensional con rbt — (b+ ¢ — 1) grados de libertad,
vector de localizacién £ y matriz de precisién

o=t

P=v—Dryv =)

Asi, como ¢ = (r;,r3,r3)!, 3 tiene una distribucién t (¢t — 1)-
dimensional con rbt—(¢+b—1) grados de libertad, vector de localizacion

E2 = (Oh lt-h 03)f'-9

donde O, es un vector de (t—1)x1 cuyas entradas son todas cero, I;_, es
la matriz identidad de rango t — 1, y Oj es una matriz de’(t —1)x(b—1)
de ceros. La matriz de precision de r; esta dada por

P; =[(01, 1i-1,05) P~} (01, 1i-1,0,)']™!

Todos los resultados anteriores se obtienen por propiedades de la
distribucién t multivariada (Broemeling,1985).
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Ahora, si se esta interesado en hacer inferencias sobre el segundo
factor b, entonces se puede obtener la distribucién final marginal de

= (by — b3, by~ b, ... , b1 — by). Mediante un procedimiento similar
al que se utilizd para r; se tiene que la distribucion final de ry es una
t (b-1)-dimensional con rbt — (t + b — 1) grados de libertad, vector de
localizacion

Ea = (Olv 021 Ib-l)f'.

donde O, es una matriz de (b — 1)x(t — 1) de ceros, J;, es la matriz
identidad de rango b— 1 y en este caso O, es un vector de (b— 1)x1 de
ceros, y matriz de precision

Py = [(04,04, 1-4) P~ (04,04, Iy, )],

Por otro lado, si se quieren hacer inferencias sobre 7, por lo visto en el
capitulo 2, estas se pueden hacer tomando en cuenta que la distribucion
final de 7 es una Gamma con pardmetros (aj, A}).

Una vez que se han especificado las distribuciones finales de r; y 13,
se pueden realizar pruebas de hipétesis de acuerdo a las inferencias que
sean de interés. _

- Como se mencioné anteriormente generalmente se estd interesado
en el efecto de los dos factores sobre la respuesta promedio m;;x y en
particular si todos los niveles de un factor tienen el mismo efecto. De
esta forma se puede estar interesado en la prueba de hipétesis

Hi:aqg=a=..=aq

la cual es equivalente a

H,:r;=0 (5.15)

es decir, si los t niveles del primer factor tiene el mismo efecto sobre la
variable respuesta.

Como r; tiene una distribucion final t (t-1)- dlmensmnal con media

E; y matriz de precnslon P,, por lo visto en el capitulo 2, la variable
aleatoria

Fi(gs) = (t = 1))z = Ea)' P13 - Ey)
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tiene una distribucion F con (t —1) y rbt — (¢ +b—1) grados de libertad.
Asi, una region de contenido 1 — 4 de probabilidad para r; es

Sl--v(-'lz) = (.'12 : Fz(.’:z) < F(c-l.rb:-(m-t),t--y)}

donde F{e—1 rbt-(24-1),1-4) €8 €l cuantil de orden 1 -+ de una distribucién
Fcon (t ~1)y rbt — (t + b— 1), grados de libertad.
Por lo que la hipdtesis

Ha:01=03=..=a‘

se rechaza cuando r; = Q no estd contenido en S,.,(r;) o equivalente-
mente cuando FQ(O) > F(g...l"u..(g.',b-]).g--,).
Se puede emplear un desarrollo similar para probar la hipétesis

Ho:by=by=.=br;=0)

construyendo una region HPD para ;. Asi, si alguna de las pruebas
anteriores se rechaza, entonces se puede decir que los niveles del factor
correspondiente tienen el mismo efecto sobre la respuesta promedio.

A continuacion se presenta un breve ejemplo, para ilustrar los de-
sarrollos presentados en este capitulo.

5.3.1 Aplicacién

La impureza presente en un producto quitnico se ve afectada por dos
factores presion y temperatura. Por lo que se tiene interés en saber
si los diferentes niveles de presion a los que se somete el producto,
tienen el mismo efecto sobre la impureza de éste. Asi, también se desea
saber si los diferentes grados de temperatura a los que se expone el
producto, tienen el mismo efecto sobre su grado de impureza. Para ello
se realiza un disefio de experimentos con dos factores aditivos (presion
y temperatura) y se observan los resultados que se muestran en la tabla
5.2. Los distintos grados de temperatura son 100,125,150 y los niveles
de presion 25,30,3540 y 45. El modelo de disefio de experimentos
asociado a este ejemplo es

Yin = p+aZig + 6T+ 6aTiiiaz + haijia + bheijs +
bazijie + bazijiz + bsxijie + €1y (5.16)
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Tabla 5 2

e N et
Temperatura B Presion
(°F) 25 30 35 40 45 Y;
100 5 4 6 3 5 23
125 3 1 4 2 3 13
150 1 1 3 1 2 8
Y 9 6 13 6 10 | 4=Y,

donde i = 1,2,3, j = 1,2,3,4,5, y representa el promedio geherhl de
impureza en los productos quimicos, y las z;;4, con | = 1,2,..,6 son
variables dummy que toman valores en {0,1}. :

En forma matricial el modelo 5.16 se puede ver como
Y=Xg+e | (5.17)

con
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by

\ b J

Asi, B es un vector de pxg, con p=9. Se puede ver que el rango de
X es k = 7, es decir, la matriz X es de rango incompleto.
Dado que el interés del experimento es investigar si los diferentes
niveles de cada factor tienen el mismo efecto sobre la impureza del pro-
ducto quimico, como se menciond anteriormente, una forma conveniente
de seleccionar r es tomando

]

\

(+a+b

az — a3
b - b;
by — by
by —by
by—bs

Asi, r es un vector de kxl, con k=7, donde r;, = u + a; + b,

g

(5.18)

Lz = (a1 - a3,6; — a3)' y £ = (b — by, b; — by, bs — by, b4 — b5)!. Como
£ =Up, U debe ser la matriz de 7x9 (kxp) de la forma

(

-

<
i
S

\

’

’

'

~

y

1
1
0
0,
0
0
0

0,
_1’

?

-

'

1
0
0,
0
0

-

0;
0;
_.l;

1, 0,
07 0’
0, 07
11 "lv
0, 1,
0. 0,
0, 0,

0,
0,
0,
0,
_1’
1,
0,

’

0
0
0
0
0
0

_1}

(5.19)

Hasta el momento, se tiene el modelo de rango incompleto, 5.17,
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asociado a un modelo de la forma Y = Dr + ¢ con D una matriz de
rango completo. A continuacién se muestra la forma de obtener el
modelo Y = Dr + ¢ a partir del modelo Y = X8 + ¢.

Para obtener la matriz D es necesario encontrar V* = (V,}) =

(U*)™), donde U* =

necesario especificar Uj tal que U* sea no singular. Una posible eleccién

de U| es

o

)
U

0; 11100000
G000 1, 1111

la cual satisface que U® sea no singular. Asi

U‘

ve=(V,W)

( 1.00 —0.66
0.66
-0.33
-0.33
0

(I — I — I — I — Oy ]

0
0
0
\ 0

(11 0
01 -1
00 1
000

=100 0
00 0
00 0
01 1
\0 0 0

= (U*)!=

-0.33 -0.80

033 0

033 0

-066 0

0 080
0 -0.20
0 -020
8 -020
0 -0.20

Ademas, V* satisface

010 0 0
000 0 0
-100 0 0
01-10 0
001 -10
000 1 -l
000 0 1
100 0 0
011 1 1
-0.60 -0.40 -0.20
0o o0 o

0o o0 o

o o0 0

060 040 0.20
060 040 020
-040 040 0.20
-040 060 0.20
~040 -0.60 —0.80

B o
00

(V*)X!XV = (
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-0.33
0.33
0.33
0.33

0

0
0
0
0

. Dado que U es de la forma 5.19, es

-0.20

o \

0

0
0.20
0.20
0.20
0.20
0.20 /




con '
(15 ~-10 -5 -12 -9 -6 -3\

-10 10 5 8 6 4 2
-5 5 5 4 3 2 1
B=|-12 8 4 12 9 6 3
-9 6 3 9 9 6 3
-6 4 2 6 6 6 3

\ -3 2 1 3 3 3 3)

matriz de rango completo, de 7x7 (kxk).
Como V* = (V,V}) y V debe ser una matriz de 9x7 (pxk), entonces

(1.0 -066 —033 -0.80 -0.60 -0.40 -0.20\

0 066 033 0 0 0 0
0 -033 033 0 0 0 -0
0 -033 -066 0 0 0 0
v=|l o0 o0 0 08 060 040 0.20
0 o 0 -020 060 040 0.20
0 o 0 -020 -040 040 0.20
0. 0 0 -020 -040 -060 0.20
\ 0 0 0 -020 -040 —0.60 —0.80
y por lo tanto
(1.0 0 0 0 0 O
1 0 0 -1 0 0 O
1 0 0 -1 -1 0 -0
1 0 0 -1 -1 -1 -0
1 0 0 -1 -1 -1 -]
1 -1 0 0 0 0 O
1 -1 0 -1 0 0 0
D=XV=|1-1 0 -1 -1 0 -0 (5.20)
1 -1 0 -1 =1 =1 -0
1 -1.0 -1 -1 =1 -1
1 -1 -1 0 0 0 0
1 -1 -1 -10 0 0
1 -1 =1 =1 -1 0 -0
1 -1 =1 =1 -1 -1 -9
\1 =1 -1 -1 =1 -1 -1




Asi, se tiene el siguiente modelo de rango completo
Y=Dr+e (5.21)

con D como en la ecuacidn 5.20 y ¢ como en la ecuacién 5.18.

Una vez obtenido el modelo 5.21, se mostrara el andlisis bayesiano
correspondiente.

Dada la muestra Y = {5,4,6,3,5,3,1,4,2,3,1,1,3,1,2}, conside-
rando el modelo 5.21, se tiene que la funcién de verosimilitud para r y
T es

L(Y|,7) o r/3ezp{ (o _: Jrol _o'rle- ;)2'3%(,; - t)}
donde
[ 4.66 )
2.00
1.00
gt = (DD)'D'Y=| 100
-2.33
2.33
\ —1.33 )
( 4.66 \
3.66
6.00
3.66
5.00
2.66
1.66
Y = Di=| 400
1.66
3.00
1.66
0.66
3.00
0.66
\ 2.00 /
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r=1, b =5 =3,
n = rbt=13,
ko= b+t—1=1,
$ = (Y_'?)‘(:_?)=0.2500.
n-—

Por lo que la distribucién final conjunta de ¢ y 7 es una Normal-
Gamma con parametros

I‘; = i:.»
(15 =10 -5 —12 -9 -6 -3 )
-10 10 5 8 6 4. 2
-5 5 5 4 3 2 1
A =DD)=|-12 8 4 12 9 6 3
-9 6 3 9 9 6 3
-6 4 2 6 6 6-3
(-3 2 1 3 3 3 3)

af = (n-k)/2=4 y
A = (n-k)?2=1.

Por lo presentado en la seccion 5.3, la distribucion final de ¢ es una t
de 7 dimensiones con 15-7=8 grados de libertad, vector de localizacién
£ y matriz de precisién

[ 60 —40 —20 —48 -36 -24. -12}
-40 40 20 32 24 16 8

-20 20 2 16 12 8 4
P=}-48 32 16 48 36 24 12
-3 24 12 36 36 24 12
-24 16 8 24 24 24 12
\~-12 8 4 12 12 12 12}

Asi, también r; = (a, — a;,a; — a3)* tiene una distribucién t de 2
dimensiones con 8 grados de libertad, vector de localizacidn

E; = (01yli-122,05)E
_{0100000
- 0010000
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= [2
=\
y matriz de precisién

P = [(01,Ig-[,o:;)P—‘(ohIt-hoz)‘]-‘
(1333 666
— |\ 666 13.33 '

Finalmente, r3 = (b ~ by, by — b3, by ~ by, by — bs)* tiene una dis-

tribucién t de 4 dimensiones con 8 grados de libertad, vector de locali-
zacion

E; = (Ohomlb—l)“

(0001000
_fooo0oo01o0o0],
=looooo10]f

\0000O0O0°1

(1.00)

_ | -233

y matriz de precisién

YPS = ((OhomIO—I)P-l(OI’OMIb-l)‘l-l
| 96 72 48 24

72 144 96 4.8

48 96 144 72

24 48 72 96

'Una vez determinadas las distribuciones finales marginales de ¢, y
L3, 8¢ eitd en condiciones de inferir si los diferentes niveles de presién
tienen el mismo efecto sobre la impureza del producto, y también si

los diferentes grados de temperatura tienen el mismo efecto sobre la
. impureza del producto quimico.
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Para analizar si los diferentes grados (°F) de temperatura tienen
el mismo efecto sobre la impureza del producto, cogp se menciond
anteriormente, se puede llevar a cabo la prueba de la hlpotesll‘ -

H,:ay=a;=a3
la cual es equivalente a probar
H,:rp=0. .

Asn, si no se rechaza H, se puede decir que la exposicién del producto
quimico a los diferentes grados de temperatura tiene el mismo efecto
sobre el grado de impureza del producto.
La prueba de hipdtesis se realizaré considerando regiones HPD para
. Desde que r; tiene una distribucion final t de 2 dimensiones con
8 grados de libertad, vector de medias E; y matriz de-precision P;, la
region HPD de contenido .95 de probabilidad para r, es

Ros(ra) = {r3 : Fa(ra) < Fap,on)

donde Fi35,05) = 4.45897 es el cuantil de orden .95 de una dutnbucnén |

F con 2 y 8 grados de libertad, y

Fy(ry) = (2)"‘(zz - E3)'Py(r; - Ey).

Como F(r, = 0) = 46.6667 > Fi34, 9s) entonces r; = 0 no estd
contenido en Rgs(r;) y por tanto se puede concluir que las diferentes
temperaturas, 100°F, 125°F y 150°F, a las que se expone el producto
quimico no tienen el mismo efecto en el grado de impureza que éste
presenta.

Ahora, para investigar si los diferentes grados de preslon tienen el
mismo efecto sobre el grado de impureza del producto quimico, se puede
probar la hipitesis

H,:r3=0

~ 0 lo que es lo mismo

—bg=bg—'ba=bs—bl=bi-bb=o'
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Como 1y tiene una distribucién t de 4 dimensiones con 8 grados de
libertad, vector de localizacién Ey y matriz de precisién Py se tiene que
la regién HPD de contenido .95 de probabilidad esta dada por

Ros(rs) = {rs : Fs(rs) < Flas,os)

donde ‘

Fy(rs) = (4)"\(rs — Es)' Ps(rs - Es)

Y Fas, 05 = 3.837853 es el cuantil de orden .95 de una distribucién F
con 4 y 8 grados de libertad. Como Fy(r3 = 0) = 11.60 > Fiyg,05), se
tiene que £y = 0 no pertenece a Rgs5(r;3) y por lo tanto se puede inferir

-que las diferentes presiones a las que es sometido el producto quimico,

no tienen el mismo efecto sobre su grado de impureza..
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Conclusiones

De acuerdo a lo expuesto en este trabajo, se puede decir que el enfoque
bayesiano usando teoria de la decisién, ofrece una gran flexibilidad en
la solucién de problemas estadisticos. Lo anterior porque este enfoque
permite la incorporacion, al andlisis estadistico, de la informacion que
cada decisor tenga sobre el problema y la actualizacién del conocimiento
inicial que se tenga sobre los parametros desconocidos, al incorporar la
informacién obtenida a partir de una muestra aleatoria.

Se mostré que se pueden tomar dos posturas en el andlisis del
MRLM. Por un lado, considerar una distribucion inicial conjugada que
refleje el conocimiento que el decisor tenga sobre los parametros involu-
crados y por e} otro, considerar una distribucién inicial no informativa
en caso de no contar con informacion sobre los parametros desconocidos
o bien, no tener la posibilidad de especificar ésta.

En este trabajo se considerd como distribucién inicial conjugada
para el MRLM, una distribucion Normal-Gamma. Sin embargo, no
necesariamente se debe considerar esta distribucion cuando se trabaja
con el MRLM, ya que ésto dependeré de la informacidn inicial con que
se cuente. Independientemente de cudl sea la distribucién inicial con la
que se trabaje se puede llevar a cabo, salvo problemas de tipo numérico,
un analisis bayesiano del MRLM considerando la metodologia expuesta
en este trabajo. Ademas, cualquier distribucién inicial se puede apro-
ximar a través de combinaciones convexas (mezclas) de distribuciones
conjugadas, en este caso a través de mezclas de distribuciones Normales
Gamma.

Finalmente, es importante notar la similitud de algunos resultados
~ de estadistica cldsica y los resultados obtenidos desde el punto de vista
bayesiano. De acuerdo a los resultados presentados en este trabajo se
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puede concluir que considerando una distribucién inicial no informativa
y en el caso particular de funciones de utilidad cuadrética y usando la
divergencia de Kullback-Leibler, se recuperan los resultados clésicos en
el caso de estimacién puntual del vector de regresién.

Por otro lado, considerando una distribucién inicial no informativa,
la region HPD para todos los pardmetros de regresion, coincide con
la regién de confianza que se obtiene en el enfoque clésico. En este
punto hay que recordar que si bien las regiones obtenidas en los dos
enfoques coinciden numéricamente, las interpretaciones de éstos son
muy diferentes,

Para probar la hipétesis lineal general del vector de regresxén, si
se considerd una distribucién inicial no informativa y una funcién de
utilidad en términos de la divergencia de Kullback-Leibler, se recupera
Ia estadistica de prueba obtenida en el procedimiento clasico usual.

En el caso del problema de prediccidn, la estimacién puntual coin-
cide con los resultados cldsicos si se considera una distribucion inicial

no informativa y una funcién de utilidad cuadrética.
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