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I 

La• funcione• 

Algebr4icas: 
n 

f(X) X 

f (X) 

Logaritmica•: 

IN T RO D U C C ION 

elementales son: 

con o ~ X y nE• 

\/-Y-, con x > o 

conx>O, 
f(X) 
f(X) 
f(X) 

lnx , 
loqx , 

X 
e,conxt•. 

Triqonom6trica•: 
Con o ~X ~JI' ' 

~(X) senx 
f (X) coex 
f(X) tanx 

Y SUB reciproca•: 
f (X) .. 'cotx 
f(x) .ce~x 

f(X) cscx 
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Las Institucione• docentes de Nivel Medio superior 
contienen dentro sus programas de Matem&ticaa la 
ensenanza de las funciones elementales , sus def ini
ciones , y c6mo aplicarlas a la resoluci6n de alCJU
nos problemas; cuyo planteo da lugar a este tipo de 
funciones; para encontrar las soluciones se consultan 
"tabla•" especiales o se recurre a las calculadoras 
cientificas de bolsillo. 

Pero , con el auge de las corrientes constructi
vista• en el proceso de Bnsenanza - Aprendizaje y a 
que cada vez, mayor n6mero de profesores han asumido 
las teor!as epistemol6qicas. A grandes razgos citar•: 
Teor!a de Piaget, sustenta que el alwano tiene 
una estructura cognitiva, que 61 construye a partir 
de desestructurar sus conocimientos, aediante la 
problematizaci6n, para crear condicione• que propi
cien el desarrollo de la estructura de conociaientos 
nuevos y lograr un equilibrio temporal, hasta que el 
estudiante accede a nuevos conocimientos. Las teorias 
de Vigotsky, que aseveran que no hay desarrollo sin 
apredizaje, y la de Ausubel, quien ha descubierto que 
no puede haber aprendizaje,si 6ste no es aigificativo. 
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Debido a que el profesor ha retomado estos coceptoa 
como estrateqiaa did6cticaa para sus curaos 
de Matem6ticas, el estudiante moderno (Dlil 90.a la 
fecha) ya no se conforma con que le proporcionen loa 
conocimiento• "diqerido•" a trav6a de TABLAS prefabri
cadas o de apretar un bot6n en •u• calculadora•.cien
tificas. Afortunadamente, el ••tudiante de hoy en 
dia, desea conocer la forma en que •• realizan loa 
c6lculoa para evualar las funciones eleaental••· 

Para contestar eataa preguntas el do-
cent• necesita recurrir a conocimiento• mas avan
zados que el Alqebra Elemental y la Triqonoaetr!a, 
como son el C6lculo Diferencial e Inteqral y de una 
introducci6n al An6lisia NU116rico. Pero el nivel de 
.los estudiantes, Medio o Medio Superior, no•• sufi -
ciente, ya que, como se sabe, el conociaiento de la• 
Matem6ticaa es proqreaivo y paulatino. 

Ante tales inquietudes de loa j6venes y dilema de 
los profesores, decid! realizar esta tesis basada 
en un articulo del Doctor Pablo Barrera sanchez, 
en el que propone algoritmos sencillos para la eva -
luaci6n de las funciones elementales. 
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Con ••t• prop6aito, inclul la foraa uaual en que •• 
calcularon ••ta• funcione•, a la• que lla•• "Algorlt
ao• Cl4aico•"• en seguida, propuse algunos algorlt
aos para evaluarla•, qué por su sencillez, lla•• "Al-
9orltaoa Aritm6ticoa".Y por 6ltimo, una contraataci6n 
entra aaboa a6todos y la• conclusiones d• ••ta com -
paraci6n. 

• 
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II METODOS CLASICOS 

PARA EVALUAR LAS 

FUNCIONES ELEMENTALES 

ALGORITMO PARA EVALUAR 
n 

X 

Para o ~ x , con n f ~. 

Para evaluar xn , se realizan n - 1 
multiplicaciones , es decir : 

1 
X• X 

o 

2 
X• X•X - X o o 1 

3 
X • X•X•X -X•X X 

1 o 2 

n 
X • X•X•X • • • •X • X 

n-1 
Y esto proviene directamente de la propiedad asocia-
tiva de la multiplicación de los n6meros reales 

10 



5 
EJEMPLO , 'para evaluar (5.5) 

(5.5) 5.5 

2 
(5.5) - .(5.5)(5.5) - 30.25 

(5.5)
3 

- (5.5)(5.5)(5.5) - (30.25)(5.5) - 166.375 

4 
(5.5) - (5.5)(5.5)(5.5)(5.5)• (166.375)(5.5)•915.0625 

(5.5)
5 

- 915.0625(5.5) - 5032.84375. 

Si 0 !:_ X , con X E 11 , entonces: 
n n 

c-x) •+X si n •• par 
n n 

ai impar (-x) • - X , n •• 

BJBllPLO: 

4 
(-3) - (-3)(-3)(-3)(-3) 81 

5 
(-3) - (-3) (-3) (-3) (-3) (-3) - -243 

Esto es claro de la regla de los signos para la 
multiplicaci6n 
Si n es un entero o\ n < O , entonces de la definici6n: 

11 
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-n n 
(X) - 1/x - (1/x)(1/X)(1/X) 

Con n-1 multiplicaciones. 

1/~h • 1/X • 
n-1 

Ademas. por la regla de los signos para el producto: 

EJEMPLO: 

EJEMPLO: 

-n n 
(-x) • 1/x > o si n es par 

-n 
(-X) 

-4 
(1.2) 

-3 
(1.7) 

n 
-(1/x) < o • si n es impar 

1/2.0736 > o 

-1/(4.913) < o. 

12 
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llLCOll ITMO Pf\RI\ EVALUl\11 1/X • con X >o, nllm.,ro rcel , 

11/l[ 1 • Y , con um 

X .. a e .. 
k ~-1 

H la e"l'enslon decl.,•I do X, donde 

,conkl!:I! 

V • Yo•Y1Y2 .. Yn (to) J/'- , r.on J • kn , JE "1 

PS I• e>Cpansl(ln declm•t de Y, (Si k es illpar, se agrega un cero a la 

El •t9ori t1•10 se •pile• do la siguiente m11nera: 
izquierda de X). 

EJEllPLO: 
Eveluer .¡tOjii 

'-el no .. ro que YAnv.>S a cv•lu•r tlenr. 4 dlgitos, k•4: entonces et· at

gorlt1WO se epi lea •'"Parando tas cifres d" ta pute ent"r• d11 dos en dos: 

Es <fac:I r: 
Sean : w0 • ª1<'1<-t 

w¡ • •io-2"1<·3 

"'kn • •2•1 

V, la ntrto decimal: 

b1 b2. • wk+112 

bJb4 • '°'k+2/2 

Ent-cu X ft w,,w1 ••• wk Wk+t/'., .. • w.,. w¡ ... llfc 

EntCNtces el atgorltmo se llf'llC. d., te sigui anta manera: 

Prl-ro buscamns un nG11~ro 

y'- ' 
o "º 

dlglto y
0

, cuyo cu11dredo SltD al mbl111<> nllm.,ro 
2 

( (Y
0 

+ tl 

3'- ' 10 < 4'-

EntCNtcr.s &uSCAlllOS un n011r.ro dfg I to Y t 

tal que sea el mA1<i1no d!glto que cumpla la mndlclOn: 

( X
0 

+ Y1/I0) 2 !: W < (X + (V¡+ tl/10 ¡'-
9 + 6Y1/IO +Vi I 102 l. 

0 10. 31¡ 
2(60 + ?.) ~ 124~ 1311<3(63) • 189 

t3 



Entonen! n1 nnmr.ro tiusc•dn flJS V 
1 

• 2 

Ahor~ bns"uemos otro nnmr.rn. t111 que su cuedrado Sell •• m1JC1n1t1 nninero 
(IUP. CU"'!'I• t. C'>nrllel6n: 

( 11
1 

+ Y2/tO'- )'- /:. 11 <: ( X
1 

+(Y2+1)/1'>2) '-

(J,212 + 2(3.21Y:z!to2 + Y~/10 .. ~ 10.1 .. 

Multl11l lcando por 1olt 
2 

101 l+OO + 640Vz + Y2 !: IOJ 400 

V2(6110 + V2) ' 1 ooo 

1 ('l+I) ~ 6111 ' 1 000 ( 2 (6421 • 1281t 

Entonces e 1 nOonero busc1do es Y 2 • 1 
Lt,,.1r.ms x,. • x1 + Y?./10 • J~21 

Ahora busqu-:mos otro nnm,,ro, dfg1to, Y3, ta1 f1Ur. P.hwetfo •1 cuadrat1n see 
el .. ,.,.., nn.,.,rn ~u• cu,.I• que: 

Entonces~ 
(3,21\ 2 <· 2(3,zl)v

3
1103 + v

3
11or, !;. W 

y (6400 + v l ~ 1 o 31,0 ooo - 1 o 301! 1 oo • 35 ioo 
5(6112~) • )32125 ~ 3 3~ ioo.:: r.(61126) • 3R G~r, 

Entone~s el nnir.ero busc1do es 1.:!_ 
Y• ).215(10) "37..15 lC • 10.Jl¡(tDl'- • 1 O)lt 

(3 '-1~) 2 • l 0)),6225 ';:! 1034 

SI se re,ulere roeyor preclsl6n, 11 proc.,so contlnOP, é si el residuo es 
cero, •1 11l9orlt""' ter11lna. 

EJEllPLO: 
Eval u"r o/S'JJ' 

e_, X tltne 3 ,¡191 tos, k rs h•p•r, entonen ,11ra ~!leer al al• 
90rlt.,, 19re9emos un cero • h lzqulerde del nnmr.ro 0535, y .,rocerlenns 
e sep1r.r lH elfr11s do ~s en dos como .,. el •J"'"''º· 11nurlor: 
Con W • 05,35 : X• W(IO) ¡ V• Y.,•YI, .. (IO) 

14 
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Prlniero ~usc111110s un namero cuyo cuedredo ""• ni rnl11lmo namero , tel. nue: 

. 2 L 1/ < ( y .,_ 1)2 
Yo - o o · 

2
2 

" 11 f 5 < 32 • 9 

El prl111er nllmero buscedo es Y0 • 2 , 

Ahore,busquemos otro dl9lto cuyo cuedredo s11e ni meyor namero cuyo cue
dredo cumple la condlcltln: 

(Y
0 

+ v1110)'- ~ W < (Y
0 

+ (Y1 •· 1)/10) 2 

'.2 + l1Y 1/10 + V~/10'- ~ 5.35 

ltultl1>llcanffo nor 102 : 

1100 + 4ov
1 

v1(41 + v1) ~ 

3(43) • 12"1 ~ 
Entoncf!S el ,,n,,.ern buscado 

2 
... vi 535 

535 - 1100 .. 135 

13S < 1,(l,11) .. 176 
•• vi • 3. 
--- Llamamos X1 .. VD•· Y1'IO ~ 2.~ 

Busnuemos ahor• i:ltro nOm,.rn cuyo cu1trlredn s~• el 111~,,r1no: 

<x
1 

+ v21102)
2 

!: w < 
. (2.~) 2 :, 2(2.3)Y21102 + 

ltultlPllcemos por IU- 1: 

(X 1 + (V
2 

+ ll/102)'

Y~/1011 !: S.35" 

v 2 ci,r,o <· v2) : 53 500 - 52 <JOO • r.on 

Entonces, et nOmero huscarfo es V'-. " 1 

1 (1161) - 1161 /,, 600 < 2(1162) " '121! 

Como Y • 2.31 (10) : X• 5.35(10) 2 • 5~5 

(23.1) 
2 

a 533, 61 ~ 535 

SI se reoutercn mas decimal~s t!tl procedJmlcnto p•Jede continuar o so t('Jr1tl• 
ne sr el rr?slrluo es cero. 

• 
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ALGORITMO GENERAL: 

En qeneral, el algoritmo clAsico se basa en 
las siguientes ideas: 

Primero: Encontrar 
convergente a 

una sucesión {X } que 
n 

1v--r1. es decir 

sea 

Se<¡undo: { Y11 } debe Sftr seleccionad• "" tal •llnera que ciw!e Vn SP8 df· 

glto de'" sarie daclm11I qua representll "Y, e""'° s• lndlc!I on lo• ejeo1-

"'º'' , con k par. 

F.ntoncr.s ., algoritOIO se aplica sep•r•ndo las cifras"• X, cW '•si -
gulentP. e811ere: 

k/2 
Donde X • V,, • W1 • , • Wl</2 •.• Wk+n/2 , ., (TO) , con k, n e; ti 

Y, ami.os, k y n son pares, •9r"g•nclo un cero a le Izquierda de X, si 
IH clfrH son l'"fleras X• Oakªk-l'. •2a1.b1b,. .. y/6 un caro 11 111 
derecha, si hs cifra dftclmal de ll es 1...,er. 

j/2 
Entonc.,s Y11 • v0 ,v1 ... vm .. .(10) , con j"' k/'- J.nté' IN 

Ento11ces conviene seleccionar y . tal que 
o 

1 
2 

y = mAx y 1: tl y !'. X 
o 

ontonces: 
2 2 

y !'.VI¿,< y + l} 
o o 

lle.memos: { y = X 
o o 

w- 2 
y z 

" o o 

16 



De la desigualdad_: 

y}::,w~ y=+ 2y
0 

+ 1 

obtenemos: 
o ~ z < 2y + 1 

o o 
z < r 
o o 

con r • 2y + 1 
o o 

Conaidemos ahora la desigualdad: 

(Y + y /10 ¡
2 

.::_ W .::_ [y 
o 1 o + (y 

2 
+ 1)/10] 

Y1 ~ IN , coníorme 1 lft selecclOn de Y
0

• 

2 
multiplica2do

2
por 10 

2 2 
10 w y

0
10 + 2y

0
y

1
10 + y

1 
.'.:_ 

factor izando: 
y(2y 10 

o 

entonces, conviene 

Y, • m4x ( y e 11 1 

llamemos: 

De la desigu~ldad: 

xl ~ < 
se tiene que: 

y 

seleccionar y 1' tal que: 
2 

(2y 10 + Y) ~ 10 z ) 
o o 

con y
1 

dlgito 

1 
x, s yo + 1 /10 

2 z, w - X 
1 

2 
[Y ·+ (Y + 1)/10] 

o . 1 

2 
• (><1 + 1) 

lo 
2 2 

o ~ W - x
1 

< 1/10 (2x 10 + 1) 
2 1 

o ~w.,.x1<2/1ocx1+'1/20¡ z < · r 
1 .1 

con r = 2/lO(x +· 1/20) 
1 . 1 

Consideremos la desigualdad: 

17 



De 
2 2 

(X + y / 10 ) ~ v./ 
1 2 

se tiene 

x
2 + 2X y /lO'J. + y 2 /10~ _< W < [X + (y + 1)/10 )

2 

1 12 2· 1 2 
4 

aultiplicando por 10 : 

4 2 2 2 4 
10 x

1 
+ 2x

1
y

2
10 + y

2 
~ 10 x 

factor izando: 
2 4 4 

y
2

(2x
1

10 + y 2) ~ 10 ( w- X 
1 

2 4 
Y (2X 10 + y 2) ~ 10 z 

2 1 . 

Entonces conviene elegir y2, tal 

. 2 
y

2 
• mAx{y C~ 1 y( 2x 10 +y) 1 . 

llamemos: 

18 

1 z 
2 

1 

que 

4 
~ 10 z

1 
con y d!qito 

2 
+ Yz /10 

W - X 
2 



De la desigualdad: 

2 2 2 2 2 
X < w < (X + 1/10 ) - X + 2X /10 +1/10 

2 - 2 2 2 

implica que: 
2 2 2 '2 o ~"" - X < 1/10 (2x

2
10 +1/10 ) 

2 
2 2 2 

o ~ z < 2/10 [x
2

10 + 1/2 (10) J 
2 

z < r 
2 2 

2 2 
con r2 "' 2/10 (X:z• 10 + 1/2 (10) J 

En general, por inducción: 

Considemos la desigualdad: 

n 2 
(X + Y / 10 ) ~ W < 

n-1 n 

n 2 
(X = (y + 1)/10 ] 

n-1 n 
con yl\ d!gito porque 

4 

2 
(yn-1+1) > W conforme a la selección de y 

n-1 
De la desigualdad: 

2 n 
X + 2X y /10 
n-1 n-1 n 

multiplicando por 
2n 

10 tenemos que: 

2 2n 
X 10 + 

n-1 
2 2 

2xn-lyn10 + Y..., ~ 

19 
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2 2 2n · 
2X y 10 

n-1 n 
+ yn ~ 10 W 

2n 2 
10 X 

n-1 

ractorizando: 
2 

Y (2X 10 
n n-1 

+ 

2 
yn(2xn-110 + yn) ~ 

2n 
10 

2n 
10 z 

n-1 

Entonces conviene seleccionar yn tal que 

1 
2 

y - m4x {y B IN y(2x 10 

" n-1 

Llamemo•: 

Entonces de la desigualdad: 

2 
xn ~ W < 

2n 
+ y) ~ 10 z ) 

n-1 

1 
X X + Y /10 

n n-1 n 
2 

z ""W - X 
n n 

(X + l/lÓn 
2 

n 

n 

2 
X 

n 

2 
X 

n 
+ 

n 
2x / 10 + 

n 

2n 
1/10 

2n n n 
2/10 [XnlO + 1/2(10 )] 

20 



2n n n 
z < r con r = 2/10 [10 x + 1/2(10 )] 

n n n n 

Hasta aqui, se encontró una sucesión {Y~} de tal m!l-.
nera que en6cimo digito es la expansión aecimal de vA 

Esto es: Como X• W(IO)kl:! , "ntonc~s: 
n n 

lim {X ) = y + y /10 
n->oo n o l 

2 
+ Y/10 + ••. +y /10 + .•• 

n 

Es decir que { X } 

la expansión 
n 

decimal 

X ~ X < 
k k-1 -

tiende a un • de·X 

)( k-2 ~ 

• .. X 

limite 

~ 

y ese limite es 

• X 

~hora demostraremos que la sucesión residual r } -i>O 
n 

r 2y + 1 
o o 

2 
r - 1/10 (2X 10 + l). 

l 1 

4 
r .. 1/10 (2x 10 + l) 

2 2 

2n 
r 

n 
1/10 ( 2X 10 

n 
+ l ) 

21 

2/10 [X l ~ 1/2(10) 

. 1 
2/10 

+ 

x
2 

+ 2/10(x
2 

2 
1/2(10) 

n n 
2/10 [x n+ 1/2(10 ) 

+ 



Vamos a ver que: lim{ r } -> o 
n->oo n 

Demostraci6n: 
n n 

r 2/10 [ X + 1/2(10 ) 1 
n n 

ademAa 
n 

)( y + y /10 + ... + y /10 
n o n 

entonces: 
n n 

r < 2/10 [Yo + 1 + 1/2(10 ) 
n 

por lo tanto: 
Um ~r } - o n->CIO n 

AdemAs: o < z < 
n 

Pero: Um {zn> 
n->co 

por tanto: 2 
Um ( X - X 
n->oo n 

l!m por tanto: X X 
n->oo 
•2 

por tanto: X X => 

22 

2 

o 

= 

r 
n 

o 

( 

IV-XI 

• 

2 
l!m. X ) 
n->c:o n 

* = X • 

< ~ + 1 



ALGORITMO PARA EVALUAR Vx , con X> O , número real. 

donde 

X, con k =1,2, ..• 

El algoritmo se aplica: 1~ 1 

separando las cifras enteras de tres en tres 

Esto es : 

vk/3 ª3~ª1 · 

Entonces: x = w6v1 .. . wk/lvk+i ". (101k/l 

Si v
0 

tiene 1 6 2 digitos, entonces agregamos 1 6 2 ceros , para 

completar la terna. 

EJEMPLO: 
· lsi X = 2 341 = > W0 = 003 V1 = 341 

Si X = 25687 =) V0 =025 , V
1 

= 687 

De tal modo que : V = V
0

.w1v2 ••• 

Entonces: X = W(10)k/3 . , y aplicamos al algoritmo a V, donde: 

23 
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EJEMPLO:El algoritmo usull para calcular 3
•.r-9':f 

Primero 
i¡;xaminamos los 
igual a 93: 

3 
3 27 

3 
4 64 

3 
5 125 

Entonc:es seleccionamos 

segundo: Observamos la 
3 

(4 + y /10) 

2 
64 + 3(4) Y/10 + 

+ 

ntlmeros cuyo cubo es menor 

< 93 

< 93 

> 93 

y =. 4 .como el primer dlgito 
o 

desigualdad: 

< 93 

2 2 3 3 
3(4)Y/10 + Y/10 < 93 

2 2 3 3 
12Y/10 + y

1
/10 < 93 

3 3 
+ y /10 < 93 - 64 

< 29 

~~E~~Í~~:buscamos un dlgito que cumpla la condici6n 

Si y
1

= 5 

5[4 800 

5(4 800 + 

2 
+ 120(5) + (5) l 
600 + 25] = 27 125 < 29 000 

2 
6[4 ªºº + 120(6) + 6 l 

6[4 800 + 720 + 36] ~ 33 336 > 29 ººº 
~n~ogces el mayor digito que cumple la condici6n es 

1 

24 
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Entonces la desigualdad: 
2 3 

(4.5 + y /10 ) 
.1 

< 93 

2 2 
(91.125 + 3(4.5) y2/10 

. 6 
multiplicando por 10 • 

+ 3(4.5)y2 ~10 
4
+ y:/io ¡

6
< 95 

tenemos que: 

2 3 
91 125 ooo + 607 5ooy

1 
factor izando: 

+ 1 035y
2 

+ y
3 

< 93 000 000 

< 1 875 000 

entonces bu~c~mos un dfqito que sea el mayor que cum
pla la condición anter ór: 

Si y = 3 
2 

3(607 500 + 1 035(3) + 3~) 

Si 

= 3(607 500 + 3 105 + 9) = 1 831 842 = 1 875 000 

y2 = 4 

4(607 500 + 1 035(4) + 4t] 

= 4(607 500 + 4 140 + 16) = 2 446 624 > 1 975 000 

Entonces el siguiente d!gito que nos conviene elegir 
es 3, por tanto: 

3 
(4.53). + 92.959677 93 

Si se requiere mayor precisión,se puede seguir seJec
cionando mAs d!gitos decimales siguiendo el mismo 
procedimiento. 
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ALGORITMO GENERAL: 

Se basa en las siguientes ideas: 

1~) Seleccionar una sucesi6n de tal manera que sea con-

vergente, esto es : 

lim ........ {xn} ~ 

El algoritmo se aplica de la siguiente manera 

Si X= ªkªk-1 ••• ª2ª1·b1b2 

es la sucesi6n decimal de X, separemos X en ternas de dígitos: 

Sean: 

Donde kEM, k múltiplo de tres, porque si w
0 

tiene uno 6 dos 

dígitos, entonces agregamos uno 6 dos ceros a la izquierda de 
W

0
, para que k sea múltiplo de 3; y entonces aplicamos el al-

-k/3 goritmo a V, donde V = W
0

w1 •.•• wk12 ... = X(10) 

EJEMPLO: 
Si X = 1 001 , entonces hacemos X = 001 001 

y aplicamos el algoritmo a V, donde V= 001.001 

Si llamamos V= W
0

.w1 ... 1ok/ 3 x 

26 



2~ Selecionar la suceai6n de tal '•anera que cada { y \ 
sea dlgito de la serie deciaal de Y. n 

Observemos l~ desigualdad: 

yo ~- W'o < yo + 

con yo e ... d!gito 
Entonces conviene selecciona5y

0 
~ 

Y
0 

= m6x { Y E IN 1 Y !: W0 } 

Llamemos: l yo l( 

o 
J z a w.: - y 

o o o 
J 

1 } 

De la desigualdad: 
3 

yo!: Wo< 

o ~ w-o 
J 

y 
o 

< + Jy + 1 
o 

Obtenemos: 
o !: z < 

o 
2 

3(y + y + 1/3) 
o o 

z < r " o o con r¡, = 3(y
0 

+ y
0 

+ 1/3) 

consideremos ahora, la desigualdad: 
3 

(y o + v. / 10 } ~ ltJ < 
3 

[y
0 

+ (y
1 

-t- 1)/10}) 

con y dlgito conforme a su selecci6n 
o 

Observemos el primer miembro de la desigualdad: 
3 

(X 
0 

+ y i' 10 ) ~ \¡J 

3 
l( 

o 
+ 

factor izando 

2 2 
yl[ J (10 } l( 

o 
2 

2 
3y l( /10 

1 o 

y multiplicando por 

2 
+ 3(10)>< y 

. o 1 + yl 

2 2 
Yl[ 3(10 }X + 3(10)>< y + 

o o 1 yl 

Entonces conviene seleccionar y
1 

1 
2 2 

Y1 mil><{ yUI y[J (10 ) X + 3(10 
o 

L>••·-·¡ X= (X 
l· 

z 
1 

27 

"\t..:. ill .. lle ... .. -- . 

3 
10 

~ 

l 

tal 

}X y 
o 

+ 
o 

"' 

... 

< \rJ 

103 ( w. - J 
l( 

o 

~ 
.10!,Z 

o 
que 

2 3 
+y l ~ 10 z ) 

o 
con Y, dlgito. 

y 1/10) 
3 

.X 
1 

-.:-· ~-~" :--:_~_ ........ • 



De la desigualdad: 
3 l 3 3 

~ + y1 /10 + 1/10 • <Xtt"f+l)/10) xl ~ ...., < 

Obteneaos: 
o ~ w - x: < 3x~ (1/10) + 3x (1/10 )

2 
+ 1¡10

3 

1 

3 2 2 
3/10 (X 10 + X 10 + 1/3 ) 

1 1 

l 2 2 
0 ~ z

1 
< 3/10 (x

1
10 + x

1
10 + 1/3) 

•> z < r 
1 1 

3 2 2 
con r

1 
• 3/10 (x

1
10 + x

1
10 + 1/3 

ot.erveao• ahora la deaigualdad: 
2 3 2 3 

(y + y /10 + y /10 ) < 'Orl < [Y + y /10 + (y + 1) /10 ] 
o 1 2' - o 1 2 

con y~ digito conforme a la selección de y
1 

Del primer miembro de la desigualdad anterior tenemos 
2 3 

( x
1 

+ y /10 ) ~ VI 

2 2 2 4 
x + 3x y /10 +3x y /10 

1 1 2 1 2 

28 
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6 
•ultiplicando.por 10 

3X y /10.,,, + 
1 2 

3X 
1

110
1 

ly2 

factorizando tenemos que: 
4 2 

y (3x 10 
2 1 

+ 3x
1

y
2

10 

3 6 
+ Y/10 

3 
+ y.2 .5. 

2 
+ y ) 

2 .5. 

3 
.5.'«-x 

1 

6 
10 z 

1 

6 
10 z 

1 

Entonces conviene seleccionar Yt , tal que : 
4 2 2 6 

z 
1 

'.!r'Elf f y(3x 10 y2 "" 114X{ + 3x
1
yl0 + y ) .5. 10 z

1
} 

1 

2 
x

1 
+ Y/10 

3 
IJ(/ - X 

2 

De la desigualdad: 

X~ .5, \Je/< (x
1
. + y

1
¡1J + 1/16) J = (X2. + l/Uf) J 

Obtenemos: 
o 3 2 2. 2 2. 3]:l 

.5. '1CI - Xz. < 3Xi (1/10) + 3X2. (1/10 ) + [l/10 = 

o !:: 
G 2 4 2 

3/10 (X 10 + X 10 + 1/3) 
1. 1. 
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O~c< 
2 2 

•> 3x (1/10) + 3x 10 + 1/3) 
1 1 1 

=> z < r 
1 1 

3 2 2 
con r = 3/10 (X

1 
lO + X 10 + 1/3) 

1 1 

Observamos ahora la desigualdad 
2 3 2 3 

(y
0

+ Y/10 + Y/10) .5. w < (y
0

+ Y/10 + (y
2

+ 1)10) 

con y digito conforme a la selección 
2 

Del primer miembro de la desigualdad anterior se 
2 3 

(x
1

+y/10 ) .5. \XI 

3 2 2 2 4 3 6 
X + 3x

1
y

2
/10 + 3X y /10 + Y/10 .5. 'W 

1 1. 2 

4 2 
•> 3X 10 + 3X].Y/10 

1 

6 
multilicando por 10 

4 3 6 
+ Y/10 

4 2 2 3 
3x

1
y

2
¡10 + 3x

1
y

2
10 + y

2 

factorizando, tenemos que: 
4 2 

y
2

{3x
1

1o + 3x
1

y
2

10 + y
2

) 
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3 
.5. WI - X 

1 

6 
.5. 10 z 

1 

6 
.5. 10 z 

1 

de y
1 

tiene: 

z 
1 



Llamemos : 

l 
2 

X X + y /10 
2 1 2 

3 
z ~ - X 

2 2 

Entonces, del segundo miembro de la desigualdad 

3 
X ~ 2 

"'> o 

•> o 

•> 

-< ( X 
1 

o ~ \XI -

o 

~ z 
2 

~ z 
2 

~ 

con r 
2 

z 
2 

z 

< 

< 

2 

2 2 3 2 
+ Y/10 + 1/10 ) + (X2 + 1/10 

3 2 3 3 
X < (x

2 
+ 1/10 ) X 

2 2 

2 2 4 
3X

2
(1/10 ) + 3X

2
(1/10 ) + 1/10 

2 2 4 6 
3(X/10 + X/10 + 1/3(10 ) ] 

6 2 4 2 
< 3/10 (x

2
10 + X 10 + 1/3) 

2 

< r 
2 

6 4 2 2 
3/10 (10 x

2 
+ 10 x

2 
+ 1/3) 

31 
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EL ALGORITMO GENERAL , por inducción: 

Con•iderando la desigualdad 
(x + y ¡1on>3 ~ ~ < ex + <Y + 1v1oft1' 

n-1 n n-1 n 
con 

3 
porque (yn-l + 1) !:, \XI, con yn-lE IN, o ~ yn < 10 

De la desigualdad : 
(X +y /10'1\)J 

n-1 n 
Obtenemos: 

Jn 
10 z 

n-1 
Entonces conviene seleccionar y , 

n 
2 2n 

tal que : 

Yn • mAx { y~IN 1 y(Jx 10 + · 
n-1 

Jn 
10 z 

n-1 

Llamemos: 

32 

n 2 
3X n-l 10 y + y ) ~ 

= X 
n-1 

= 'llCI -

n 
+ y /10 

n 
3 

X 
n-1 



Entonces de la desigualdad: 

o 

r 
n 

Adem4s: 
w 

n 
Entonces: 

r < 
n 

3 n 3 
(x + 1/10 ) , obtenemos: 

n 

2n Jn 
+ Jxn(l/10 ) + 1/10 

3n 2 2n 
3/10 ( X 10 + 

n 

z 
n 

< r 
n 

n 
X 10 + 

n 

3n 2n n 

1/3 ) 

con r 
n 

3/10 (X 10 + X 10 + 1/i 
n n 

y+ 
o 

n 
3/10 [ 

2 

n 
X /10 ) 

n 
+ 

2n 
y /10 + . + y /10 

n 

2 n 
(y + 1) + (y + 1)/10 

o o 

=> Hm (r}= o 
n->oo n 

33 

2n 
1/3(10 ) 

< y + 1 
o 

4n 
+ 1/3 (10 ) ) 



o 

Entonces: X= W10k/3 

m> 

•> 

•> 

< z < r => 
o n 

3 
llm{x-x) 
n->co n 

3 
X Um. {x } 

n->QO n 

3 
X Um {x } 

n->o:> n 

=> .X 

a 
1 "2"""1 -

34 

.3 
X 

n 

* X 
n 

l!m { z J 
n->oo n 

o 

o 

3 
(Um {X }) 
n->oo n 

3 
(llm {Y }) 
n->c:u n 
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FÚNCION LOGARITMO 

DEFINICION: 

.DEFINICION DE NAPIER : ( Siglo XVI 

Esta definiciOn in~luye dos puntos moviénd2 
se en diferentes lineas: 

p X 

p o 
i'O 

7 
o 10 

o 
L 

o L 
7 

inicial El punto P se mueve con velocidad 10 a través 

de Pi)· y con esta velocidad decrece. El punto L se mu~ve 

hacia la derecha con velocidad constante igual a 10 . 

Entonces el segmento se define como y = L L 
o 

107 t • 

• 
con t = intervalo de tiempo de manera que el logaritmo 

de Napier se define como 

Nogx = n 
7 -7 n 

, Si X = 10 (1 - 10 ) 

La idea de Napier se bas6 en construir 

valores de la progresión geométrica 

una tabla de 

7 -7 k 
xk + 10 (1 - 10 ) con kE· IN 

El uso las siguientes PROPIEDADES para n pequena 

7 -7 

"" 1! 10 ( 1 - 10 ) n 

-7 100 -5 
2j! 1 - 10 ) °' 1 - 10 

-5 50 ,,. 
3j! 1 - 10 ) 1 - 1/2000) 

20 
::! 4j! 1 - 1/200) l - 1/100) 

Y as! construye la tabla siguiente: 

K 107 ( l - l/200)p-l ( 1·- l/lOO)q-l 
pq 

·n. 



El logaritmo de Nap:ier tiene las siglrlenres propiedades: 

Y además si 

Dellostracil>n: 

107 X m+n 

NlOg(xy) NJogx + Nlogy + NJog107 

X = 107(1 - 10-7)m 

y = 107(1 - 10-7)0 

xy = 1ó' 1ó' ( 1 - 10-7 ¡m+n 

ió' = ( 1 - 10-1) q 

Nl<g(xy) m+n+q 

Nlogx + Nlogy + Nl0g107 

36 



demostraci6n: 
-4 4 

m 10 n n 10 m 

4 
-4 n -4 10 m 

X (1 + 10 ) (1 + 10 ) 

= l { -4 l104 r 1 + 10 

2~ 4 
-4 10 -::: ( 1 + 10 ) e 

n 
lim ( 1 + 1/n) 
n .. oo 

Entonc~s, aplicando la 
la def1nci6n de BQrgi a 

e 

mos que : 
7 

X 10 

10
7 

( 

• X z 10 

LX ~ 

37 

7 

idea anterior, prov~niente de 
la definici6n de Nap1er, tene-

-7 n 
1 - 10 ) 7 7 

-7 ~10 rn/10 ) 
l - 10 ) > 

7 7 
-7 10 )"/10 ( l - 10 ) 

7 
-n/10 

e 

7 7 
L 10 n/10 



7 7 7 
n/10 '::: -L X + L 10 L(lO /X) 

7 7 
n ':ll 10 L ( 10 / X) 

{~~~~~;;~~~;~~~~~i~~~[~~~~~~~l 

• 

DEFINICION DE BBRGI . ( Siglo XVI 

Esta definición es similar a la anterior, solo que 
-4 

BHrgi utiliz6 como radio vector a: 1 + 10 

Entonces: 

Blogx 
-4 

10 n si 

Con las siguientes propiedades 

1~ si Blog x 

X 

38 

-4 
+ 10 

..:4 n 
X = ( 1 + 10 ) 

4 )m 10 
) 
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DEPINICION DEL NUMERO "e" (Siglo XVII) 

Para toda x € IN , con n » 1 , "e" es el en6ci1110 t6rmino 
t•rmino de la sucesión: 

• - { a \m 
n 

n 
(1 + 1/n) = 2.71828 ••• 

El 1!111 ( 1 + 1/n)n existe y 
n->cio 

por el Binomio de Newton 

( 1 
n 

+ 1/n) + 

+ 

2 
[n(n-1)/2!}(1/n) 

+ 

1 + n(l/n) 
3 

[n(n-l)(n-2)/3!](1/n) 
3 

+ [n(n-1) .Cn-2) .•• (2) (1) /n! J (1/n) 

+ 

2 2 3 2 2 ' • 1+1 + [(n - n)/21)(1/n) +~(n - 2n - n + 2nlú/n) 

+ ... + [ (n!)/(n!) ](1/n)n 
.. 1+1 + [(1)/(2!)}(1 - l/n) + ((1)/(3!)](1-1/n)(l-2/n) 

+ + [(1/nl)J(l - l/n){l - 2/n) ••• [1 - (n-1)/n](l/n) 
Para n distinto de 1 

n 
( 1 + l/n) < 2 + 1/2! + 1/3! + ••• + 1/nl 

39 



3 n-1 
< 2 + 1/2 + 1/2 + .•• + 1/(2 ) < 3 

Ya que n! < 1/ 2n·I, puesto que 2n·l > n ! 

AdemAs, para n f IN 

Hm (1 + 1/n)n 
n-co 

1 + 1 + 1/2! + 1/31 + •.• + 1/kl + ••• 
2.71828 ••• 

DEFINICION DE BRIGS: 

• 

El esquema de la definición de Brigsl a6n tiene 
vigencia y s~ ensena a los estudiantes de N vel Medio y 
de Nivel Medio Superior. 

Si 
X 

b A con b > o 

El logaritmo del n6mero A1 con base b > o, se de
fine como el exponente x de la case b. 

• 

40 



DEFINICION DE GLASSER {Siglo XX) 

Con la moderna notaci6n del CAlculo, Glasser , 
basado en el esquema de Brigs , definió el logaritmo 
como: 

log X 

41 

X I dt/-lo 
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PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS : 

Seq-6n la definici6n de BRIGS 
X 

logbA X •> A b 

Para todo b >o X ~· IR 

1_!! Todo logaritmo es un exponente 
Es claro de la definici6n. 

2.!! Si A ~ o , el logaritmo no existe 
De la definic6n b > O 
Entonces 

para todo x E .. IR 
X 

Pero b = A ~ o , lo cual contradice la 
hip6tesis 

Si O < log A < 
b 

En efecto,si A 
Como, por definici6n 

X 
o < 1/b < 1 => 

42 

=> log A 
b 

1 

-x 
b 

b > 

o 
-x 

~> X< o 
X 

1/b 

o , entonces 
-x 

< b < 1 

• 

• 

• 



4.! La.unidad es al logaritmo de la base , 

En efecto, b
1 

• b, para toda ~~ .. > logbb • 1 

5.! El cero 
0 

es el logaritmo de la unHll4. 

En efecto , b = 1, para toda bER => log
1

b = o 

6.! logb(AB) logbA + logbB 

1 
X 

A b => logb X 
Si 

B by => log B y 
b 

.Entonces: 

X by X + y 
AB b b 

=> logb(AB) X + y 

7_! logb (AB) logbA - logbB 

l 
X 

A b => logbA X 

Si by B => logbB y 

43 
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Entonces: 
A/B 

m 
logb (A) 

Entonces 
m 

A 

=> 

n 
9~ Si logb Vit 

Entonces: n 
log v-7{ 

b 
X 

Si A b => 

n n X 
'lllt Vfl') 

n 
=> logb( \r""1t ) 

44 
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m X 

• 

con n fo IN 

(l/n)logbA 

logbA =X 

(b)n/x l/n X 
(b ) 

(l/n) X 
• 



PROPIEDADES Seg6n la definición de GLASSER 

1~ Todo logaritmo es el 6rea bajo la curva 
y 1/t , entre 1 y x, seg6n la figura : 

') t 

• 
Si X < O el log x , no existe. 

Es claro, po~que sólo est6 definida para x > O 

• 
Si X < 1 => log X < O 

De la figura: si x < 1 , 
entonces: 

X 1 

Idt/t = -ldt/t < º 
1 X 

• 
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• 

Loq 1 o 
Si X =- 1 

1 

entonces 

¡ dx/x 
1 

o 

6~ loq(ab) 109 a + 109 b 
suponqamos que a < b , seg6n la 
figurá, entonces: 

~1-~ , . ---~~X 
Pero 

ba 

S dx/x 
a 

Demostraci6n 

Entonces: 

Si 
Si 

t 

t. 

46 

b 

J dx/x. 
1 

1 

b 

=> 

=> 

109(ab) • 

w ab 

• 

ab 

+ Idx/x 
a 



w • ab t -b 

{ dw/w. r adt/at 
·W •a t -1 

ab 

•> f dw/w 
a 

ab 

•> 10g(ab) - I dx/x -
1 

Pero de la definición : 
a 

log a • ~ dx/x y 
1 

b I dt/t 
1 

b 
{ dx/x 

1 

a b J dx/x + J dX/X 
1 1 

b 

log b • ·t dx/x 
1 

•> log ab = log a + log b • 
Log(a/b) log a log b 

Si a< b, con b distinto de o, de la.figura 

yf~·l/t ' --
~ -,,, 

-- ir- --t 
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log(a/b) 
a/b I dx/x 
1 . 



log(a/b) 

Pero: 
a/b 

{ dx/x 
a 

Demostración 

· a/b 

r dx/x 
a 

Por la 
1/b I dx/x 
1 

Por la definición 
a 

a 

{ dx/x 
1 

a/b 1 dX/X 
a 

1/b b r dx/x - - 1 dx/x 
1 1 

6~ propiedad, se vi6 que 
1/b 

Pero J dx/x 
1 

b 

b -J dx/x 
1 

log a • { dx/x 
1 

y 109 b • J dx/x 
1 

Por la 4~ propiedad: 

Entonces : 

log(a/b) 

b 

109 b • ~ dx/x 
1 

a/b • I dx/x 
1 
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a 

r dx/x 
1 

1/b 

{ dx/x 
1 

b 

· S dx/x 
1 



•> 109 (a/b) log a - · log b • 
• 

·~ 109 a - 11 109 a para 11 6 lf 

11 
a 

Por definición 
lll J dX/X log a 

1 

Pero : 

• 3 • a a a.a a a f dx/x {dx/x + {dx/x + {dx/x + ••• + r dX/X m-1 
1 1 a a.a a 

Pero por la demo•traci6n anterior, dada en. 
la propiedad 6!: 

a 

b i dx/x 
1 

m 

~dx/x 
1 

ab 

{ dx/x 
a 
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si a • b , entonces 

+ ••• + 



• . . 

•> J dX/X ·-
1 

.. 
•J dx/x 

1 
-

• 
• lOCJ• 

9.! lOCJ .V"'ll - 1/n )lOCJ a con n f 11 

Sea z al/n 

coao n E 11 

• 
{ dx/x 

1 

1/n • t dx/x 
1 . 
1/n 

a 
{ dx/x 

1 

n 
& 

{ dx/x 
1 
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•> 
n 

a & 

z a 
1/n 

n{ dx/x 
1 

n{ dx/x. 
1 

a t dx/x 
1 

a 
(1/n) { dx/x 

1 

• 



CO.S'l'llUCCION DB LAS TABLAS DE LOGAJU'l'MOS 

'l'ABLas DB llAPIBR Y atiRGI : 
La idea central conai•ti6 en relacionar una 

..rie 9.-.trioa con una aritMtlca. 

C91culu •l~i~'xlmlo~"1 go~
1:•.~ ::n~ 

111ft09 d• ia• prOfJZ'•• Ofl- 9ecm6tr ca•: 

• n 
X - ar y ar a E • 

• n 2 a+n 
•> xy ar ar - a r 

a+n 
•> xy/a ar 

a¡ obi9to ¡u• sustituir la• operacion•• artta6tica• 
da IN t1pl1cac 6n y divi•6n, por l.a• 116• aenc1 la• ile -•uaa y r-ta. 

Bn la• tabla•, •a• e• una potencia de 10 y 
••to -= 

b 
2b 

nb 

(a+n)b 

51 

CJeoa6tr ca 

ar 
ar2 

arn 

"a+n 
ar 

. ~ ---··-·---- -·-· -----, ·- -

+ 
bE ll, 



En la .. tabla de Napier En la tabla d~ s•rgi 
-4 7 -7 8 

b =1, a • 10, r = 1 - 10 b - 10, a • 10, r • 1 + .10 

10,, ( 1 
-., 

10°(1 + -· 1 - 10 ) 1ox1 10 , ., -? 2 8 -4 2 
2 10? (1 - 10 ) 10X2 10 (1 + 10 ) 

-? 3 8 -4 3 
3 10 (1 - 10 ) 10X3 10 (1 + 10 ) . . . . . . . . . . . 

1 -1 n 8 -4 n 
n 10 (1 - 10 ) lOxn 10 (1 + 10 ) . . . . . . . . . 

En la tabla de B~rgi para 

8 
10X23027 10 (1) 

Puesto 

y ~ 1 + 

-1 n 
que n es al logaritmo de las bases ( 1 - 10 ) 

10-
4 ln para Napier y Bijrgi , respectivamente, 

para Birgi, fué la tabla de antilogarltmos, excepto por 

el punto decimal. 

• 
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CONSTRUCCION DE TABLAS : 

LoGARITMOS COMES (BRICS) 

El logaritmo de BRICS, En t~ino• de NAPIBR , 
e•t6 definido por la tran•formaci6n: 

n 
lOCJ 10 X • n + 

- Hog X 
G(X) 

NOCJ 1 

N09 1 - Nog10 

U•ando la relación de Napier : 
'I :¡ 

NOCJX '= 10 L (10 /X) 

veremos que : 
G(X) • 109 X 

Demostración: 
. ? :¡ 'I 1 

G(X) • 
10 L(lO ) - 10 L(lO /X) 

' " 
, 6 

10 L(lO ) - 10 NOCJ 10 

G(X) "" 
~ 1o/:10? /X)) 

L (10 /10 

109 X 

? ? 
L(10 ) - L(lO /X) 

L(lO ) - L(lO ) 

LX -~~-~-
LlO 

•> 109 1 = o y 109 10 .. 1 
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, Esto •• con•ecuencia de lo• logaritmo• que difieren 

•6lo por el punto decimal_ 

&JIMPLO 

n 
lOIJ 10 X 

2 
20 

200 

n + 

0.3010 
1.3010 
2.3010 

lOCJ X 

La tabla comienza calculando auce•ivamente la• 
raicea cuadrada• de 10 , eapezando por log 10 • 1 • 

TABLA O E B R I G S 

HUMEROS LOGARITMOS 

lD 10.000 DUO 000, ... 
0.5 2g 3.162 271 660, .... 

3g 1.778 279 410, ••• 0.25 
4g 1.333 521 432, ••• 0.125 
5g 1.154 781 984, ••• 0.625 
6g 1.074 607 828, ••• 0.03125 
7g 1.036 632 920, ••• 0.015625 
8g 1.010 015 217, ... 0.0078125 .. . 

16g 1.000 035 135, ••• 0.000015255876 . . 
s42 1.000 000 000, ••• 0.00000000000000 

1 
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CONSTRUCC:ION DE TABLAS DE LOGARITMOS. 

llBTODO DE NEWTON: 

Se basa en el c6lculo de las integrales del &rea 

bajo la curva. De la figura: 

l 
y para x > - l 

l + X 

El &rea bajo la curva biperb6lica A(l + x) sobre el 

intervalo (O,x] para A(l + x) ?. o es : 

y l/(l+X) 

Pero la serie : 
2 3 2n 2n-l 

y• 1/(1 +X) = 1 - X+ X - X+••• - X +X 
es el resultado de divir l entre l + x : 
Como : 

LX 

término a término, 

A(l + X) = L(l + X) 

'll 

{ ( l/t) dt. , .tomando integrales 
sb tiene que: . · · ··· 

2 3 4 
X - X /2 +X /3 - X /4 + ••• -

2n 2n-1 
- x /2n + x /(2n-l) 

55 



Por la• propiedades de los 109aritmoa 

.A (1 + ~)n) - ~ n(l +X)] - n A ( 1 +X 

A (1 + X)(l +y) ] • A (1 +X) +A (1 +y) 

A [(1 + xr/(1 +y)] • A (1 + X) - A (1 + y) 

Newton construyó su tabla, primero para n'611ero• 
enteros • El tom6 x • ~ 0.1 z 0.2 , y calculó 
A(0.8) , A(0.9), A(l,2) ha•ta con 57 lugares deciaales y 
not6 que : 

2 

3 

5 

11 
10 

100 
Y asl se obtiene 

A(2) 
A(J) 

A(S) 

A(lO) 

A(ll) 

A(lOO) 

y1'.(l•ll 

[(1.2) (1.2) ]/[(0.8)0.9) l 
e c1.2> c2> 110.8 

[ (2) (2)/0.8] 

10(1.1) 
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2 <~>. 
10(10) 

2A(l.2) 

A(l.2) 
2A(2) 

A(2) 

A(2) 

A(lO) 

- A(0.8) - A(0.9) 

+ A(2) - A(B) 

- A(0.8) 
+ A(S) 

+ A(l.1) 

+ A( 10) 



Su•tituyendo ahora x ± 0.02 ± 0.01 para 
para calcular A(0.98), A(l.02), A(0.999), A(l.001), 
••to le pen1ite calcular lo• 109aritaos de 7, 13.y 17 
porque 

7 Y(lUO)(U.98)/2 

. ,,._, ..... ·, 
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USO DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS 

El 109aritmo se compone de un n6mero real 
tal que tiene una parte entera ( c ) , que se 
CARAC'l'ERISTICA y upa parte fraccionaria ( a 
MANTISA , entonces : 109 x • c + m 

> o , 
llama 
< o 

La• tablas proporcionan la matisa ; es decir , el 
Area hiperb6lica del· intervalo [O 1 1] • 

EJEMPLO: 

EValuar lQCJ 3.28 
caraQteristlca c 
aant1sa m 

3 
28 

Loa n6meros compr•ndfdos en el intervalo (0 1 1) itfenen 
por caracterlst ca o ; sabemos que por def n c16n 

o 
10 1 => loq 1 o 

1 
10 10 "'> loq 10 1 

2 
10 100 •> loq 100 2 

n n n 
10 10 => loq 10 n 

entonces: C ~Jo~X ~ C + 1 

Para calc¡lar la caracterf stica si x estA escrito en 
fo!Sa dec mal , y c t ene d diqitos,!lele resta una 
un dad, .e., 

d - 1 ~ loqx ~ d 

58 



ZJDIPLO: 
109 3.28 

109 328 

o.51587 

2.51587 

La• tabla• proporcionan la •ontiaa de un a6Jlero x 
el cual no VFx~ª • se •ult1plica por una potencia d' 
10 , coao v • anteriormente: 
In efecto, • x • c + • 

d 
109 (X 10 ) 109 X + d • (C+ d) + a 

con c + d 1 s o < • < 1 • 
Si • • ;d

1
d

2
d

3
d

4
d

5 
••• , en la pri•era columna de las 

tabla• •• buscan loa d19itoa d d se encontrar& el n6 
aero buscado en la intersecci6~ 3e la fila donde se lo
caliaa la colu1111a del d19ito d , el •i9Uiente d19ito d 

3 4 
•• buaca en la intersecci6n de la Parte proporcional y 
•• le sumar6 a loa n6meroa encontrado• • 

IJDIPLO: 
-1 

109 .8727 - o + 9727 (10 ) 
caracteriatica o , mantisa 8727 

entonces :el n6mero para la mantisa 
e& 9405 + 3 a 9408 

•> 109 0.8727 = -1.9408 
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LAS FUNCJ:ONES TRIGONOMETRJ:CAS 

DEFJ:NJ:CIONES: 
EUCLIDES i 

·h 
Sea ABC un tri6ngulo rect6ngulo 
x el cateto opuesto, 
y el cateto adyascente, 
r la hipotenusa 

e 

y 

Las funciones trigonométricas se definen 

sus 

sen a 
coa a 
tan a 

reciprocas 

cot a 
sec a 
ese a 
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como 

y/r 
x/r 
y/x 

1/tan 
1/cos 
1/sen 

a 
a 
a 

• 



definici6n de DESCARTES: 

X 

Entonces las definiciones en el plano cartesiano, son 

las misaas 

sen a y/r 
,. 

cos a x/r 
,. 

y/x tan a 

y sus recíprocos: 
,. 

1/tana r/y cot a ... 
sec a 1/cosa r/x ,. 

1/sena x/y ese a 

• 
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOHETRICAS 

Sólo se mencionarAn las propiedades y las demos
traciones que se utilizarAn para evaluar las funciones. 

1~ sen~a + cos2a 1 
Por definición sena y/r 

=> setfa + cos"a (y /r) 1 + (x/y)'-
cosa - x/r 
(y' + x2

) /rª 
Paro por el teorema de 

r" 
PitAgoras , se tiene que : 

xª + Y 2 

=> (XI! + y 2 )r., 1 

Es claro que despenjando 
sena 
cosa 

v1 - eaa2a 
vI - senn 

sena/cos tan a 
De la definición: 

sena/cosa 
Similarmente : cota 

(y/r)/(x/r) = y/x 
cosa/sena 

cosa/sena (x/r)/(y/r) x/y 
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tan a 

cota 
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sea ( a + b l 

o 

sena cosb + cosa senb 

Por construcci6n sea ABC 

un circulo unitario de 

radio r con centro en o. 

=> 01t = OB = OC r = 1 

Sean :lm - OC OB - lU" , GF // DC y EF // GD 

De aqui que,por construcción, los triAngulos AFG, 
OEF, OAF y OAD son triAngulos rectAngulos, por lo que 
OEF ~ AFG porque tienen un Angulo congruente y dos la
dos proporcionales, que son 

OE // GF m; // EF y el Angulo recto con-
gruente; entonces se tiene que 
En el triAngulo OEF : 

sena El" /OY => El" OF sena (1) 

En el triAngulo AFG : 

cosa m;¡-¡rr => m; lU" cosa ... (2) 

En el triAngulo OAF : 
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·senb XF/r senb 

cosb CIF/r cosb 

BÍ\ el triAnqulo OAD 

aen(a + b ) XD/OIC XD·• 

pero por construcci6n GD 
,. .. ¡a •> sen( a + b ) +· 

sustituyendo (1) , (2) (3) y (4) 

sen a + b '1rf' cosa + 

-> sen ( a + b senb cosa + 

De la misma figura : 

cos(a+b) cosa cosb 

En el triAngulo OAD 

cos(á+b) 00/r OD 

=> cos ( a + b ) 
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:im + mJ 

EF 

iF 

en (5) 

OF sena 

cosb sena 

sena senb 

OE - DE 

(3) 

(4) 

(5) 

• 
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Bn el triAnqulo OAD 

cos ( a + b ) UD/r OD OE - DE (6) 

pero como DE G1" se tiene que 

coa a + b OE GF 

En el triAnqulo OEF 

cosa OE/OF => OE "'OF cosa ... (7) 

En el triAnqulo OAF : 

coa b OF I r OF (8) 

sen b XF I r ltF (9) 

En el triAnqulo AFG : 

sena rrF/"lfF => rrF XF sena ••• (10) 

sustituyendo (7) , (8) , (9) y (10) en (6), se tie.,.que: 

sen ( a + b ) OF cos a 1tF sen a 

=> cos( a + b cosa cosb sena senb 

• 
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De la propiedad anterior 

sen(2A) 
PUesto qué : 

2 sen& coa& 

sen(2a) = sen(a + a) • sena cosa + sena cosa • 
2 sen& cosa 

A 

Y , tambi6n 
cos(2a) cos2a sen2a 

cos(2a) = cosca + a) 

TEOREMA DE PTOLOMEO 
Si 1 a 1 < 1 

cosa cosa - sena sena 

=> sena ~ a 

Figura 
sea ABD un arco de circunfe
rencia unitaria de radio r 
tal que :m :im • 1 

Los segmentos BC L :im 

DE L Jm 

=> B'C /1 ¡;u 
Triangulo ABC ~ triangulo AED 

Entonces: 
area triangulo AED ~ area AABD ~ area triangulo ABC 
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Coao: 
6rea /j. AED - Y2 XC BC ., 

Area A .. BD 71r · (a/211) •Y:¿. .a 

6rea&AED - Y2 XD·ED 
Su•tituyendo, ae tiene 

Y~ KC·BC .?. Vi, a .?. !tf. xo m 
Ade•6• por def inici6n: 

tana • 'ED/XD .. 'l<D/r • m cosa = XC/'llJJ = XC/r • XC 

sena • BC/1JJ .. BC/r - BC 
Su•tituyendo se tiene que: 

1/z(l)tana .?. •/211 

Dividiendo entre Yzsena y 

•ena/cosa > A/sena .?. cosa 

.?. •/zcosa · sena 
utilizando la 2~ propiedad: 

=> 1/cosa .?. a/sena .?. cosa 
aen a 

Pero para a« 1 a -> rf cosoº 1 

1 .?. A/sena .?. 1 => a .. sena 

• 
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5~ Los Anqulos 

;A*;l 

interiores de todo triAngulo sWllan 1scf 

De la figura: 
~i ~ AB2 es un triAngulo cualquiera 
a , b , c son los Angulas interior•• 

L ~s un recta que pasa por -r:-11 al lado Ái; 
X y e son Angulas suplementarios de L 

X + y + C 

Pero 
por ser Angulas alternos interno• 

- > A + B + e 

De esta propiedad se tiene que: . 
Si Ól, ABC es equilAtero => sus Angulas son de 60º 
Si Ól, ABC es un triAngulo rectAngulo isósceles => 

sus Angulas agudos son de 4S0 cada uno • 
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ALGORITMOS PARA EVALUAR LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: 

PARA LOS ANGULOS rf , 90° , 180° 1 270° y 360° 

D• acuerdo a la defincibn dada para el planio 
cartesiano se pueden calcular directamente con rad o 
radio r • 1 , dadas en la siguiente tabla: 

u'-"'".._nir--
n,, 
~ ~~ ~~- -~~- -~~- -~~- -~~- -~~~~-· 

sen a o 1 o -1 o c-1, 11 
~~- -~~- -~~- -~~- -~~- -~~~~-· 

cos a 1 o -1 o -1 c-1, 11 

tan a 

PARA LOS ANGULOS DE 30" y 60° : 

~2 
1 

De la figura: 
sea ABC un triAngulo equilAtero cu
yos lados sean = 2 y DB la altura. 
Por la 5~ propiedad, cada lado t!ene 
60c. Entonces DB es bietriz del B y 
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,vale 30 • Adem6s, por el Teorema de Pit6goras, se tiene 

que BD • vr. 
Entonces, los valor••. de los Angulo& son 
sen3o• •'Á coa 30• Vl/2 
sen6cf • ~/2 coa 6rf' • 1/2 

PARA EL ANGULO DE 4 rS' : 
De la figura : 

tan3o• • ./f/3 
tan&<f - .¡j 

Sea /'J. ABC rect6ngulo isósceles 
de catetos = l . Por el Teorema 
de PitAgoras la hipotenusa = Vi. 

Y por la 5~ los 6ngulos valen 45~ 

Entonces por definición : 
sen4 s" V'>./ 2 

cos45" 'tl'J./2 

tan45"' 1 . 

CALCULO DE LOS VALORES PARA LOS ANGULOS DE 

10º , 2oe , 30º, 40° , so• , 60° , 70• , soº y 90º 

METODO GEOMETRICO: De la figura: 
Con ayuda del papel milimétrico, se traza un circulo 
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unitario y directamente de las definiciones se calculan 
los valores de las funciones trigonométricas. 

r 
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PARA~S VALORES DE CUALQUIER ANGULO 
(M6t o de Ptolomeo): 

con dominio a E. (.1Mt) si n • 10 Y a • 
o lal/2 

,. 1 l ª 11210 •> .=:. o 
2Jr/2 

11 
< 1.54 X 

-4 
10 

Entonces por la propiedad 3~ , se tiene que 

2 .. 2. 2 .. 
sen (2a ) 4 sen a ( 1 - sen a ) 

o o o 
2 2,. 

sen (2 a ) 
o 

2 3,. 
sen (2 a ) 

o 

2 9,. 
sen (2 a ) 

o 

2 to ,. 
sen (2 a

0
) = 

2 10. 
sen (2 a ) 

o 

2 • 2 .... 
4 sen (2a )( 1 - sen (2a) ) 

o o 
2 .. 2 2,. 

4 sen (2a )( 1 - sen (2 a) 
o o 

2 8,. 2 s .. 
4 sen (2 a)( 1 - sen (2 a)) 

o o 
2 C) ,,. 2. 9 ... 

4 sen cz'a )( 1 - sen (2 a)) 

2 ,. 
sen a 

o o 

10 

1 2 IO,.. 
\/ sen (2 a ) , 

o 
si a > o 

sen a 
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D•moatracitln: 

Por la propiedad J~ , ae tiene que 

aen
2

(2&) = (2sena coaaf • 2
2 

senav1 - Hn•"K 

•> sen2 ¡2a1 = 4 sen2ac1w-aenza) 1
2 

• 4aen~a(l-ae.f! a) 

sen
2
(i'a) • sen2 (4&) = se~(2& + 2a1 • (2sen2acoa 2af2 

= 4 aen2 (2a)coa.2(2a) • 4sen2 ( &) (1-sen2 (2&) 

aen2 (2
3
a) • a~n2 (Ba) • aen2 (4& + 4&) (2aen4acoa4a) 2 • 

2. 9 
sen (2 a) 

Si n • 10 

Entonces : 

• 4 seJ (22 &)[1 - sen2 (:z2.a) J 

4 sen 2 (2
8
a)[ 1 - sen2.(2

8
a)] 

&o 1 a 112
10 

sen2 (2
10

a) = 4sen2 (2
9
&)(1 - sen2 (2

9
a)) = sen(2

10
¡a¡¡2

1? 
sen( 1 al) 

Por induccitln : 
n-1 2 n-1 

sen2 (2na) = sen2 (2 )[ 1 - sen (2 a) J 
Entonces para n+l 

sef ¡2 
n+l 2 n i! n 

a) • sen (2 a)[ 1 - sen (2 a) l 

o 
lal/2n+l, entonces : Si a 

=> sena Jsen
2 

¡2"+Ia) 
o 

senZ (&) 

Para todo n E tl, n »1 , con lal •c -"Jf/2 , 'ltf2 1 

?5 
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Para evaluar las dl9ás flSICiones, Prolanoo taiD cam base el 

cáleulo !Sel sera cm a H·ll/2, 1V2l. 

&lblnceSc 

cosa 

sen a; cns a 
Pero: sen a 

tanª 

cota 

Fntances: 

cota 
1/sen a 

seca== 
-;:::=:::::;::::2,.= 

../1-sena 

por definiciál de oota = 1 /tan a 

.¡ 1 

sen a 

• ya que por c1erwcim seca = 11~ 

por definición ese a= 1/sena • entooces: 

ese: a 

J, ·2 ~ 
- cos a 
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USO DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS : 

La• tablas contienen los volo~e• para lo• 
Angules de oo a 90o , divid dos de la siguiente manera 

En la primera colu~na se indican ¡o• grado• 
y los •fnutos para cada función trigonom6tr ca , dada 
en la tr aera flla. En la segunda CQlumna , se propor
ciona aiconversión de grados a radianes , conforme a 
la def n ción : · 

~ 'il /180° rad. 
>t> xo ( 11/ 180° ) rad. 

lasta 1!1'. A partir de 46° , la 6ltima columna de abi
o hac f arriba indica tanto grados como su conv~rs ón 
n ~a anes en la pen6ltima columna y el va¡or d• as 

funciones trigonom6tricas esta dada en la 6lt ma colUlll
na 

EJEMPLO 
calcular sen 82° 

I 
30 

La tercera columna proporciona mas di;! 45o
1 

asl que hltoY 
gue busca¡ la funci~n seno en la 6lt1mo f la, de aba)o 
tiacia arr ba donde diga B2o 30' y la intersección; el 
valor de la tabla es: 

sen s2° 30' = .9890 

.. 
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TABLA VALORES DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS (GRADOS) 

O..... ...._,_ S.. C• f•• c.. he C•1 
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TABLA VALORES DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS (GRAOOSI (Conllnuaclón) 

~ •••'-"'.. ""' Cu '"' Cat ,_ .. ,.,, _ _,,c.,_,,_ 1~~----!!....e:_ ·.~lri .. ' ~~·~· f1,.\•JJ .1~14-1 _ _!•:~.·~. 1.1111 ,IJH77 1.\1.t; ll• ·0' 
10· 'ºº'1 M.\ ·· ir1 - c.q ••n ···¡,¡.\-- · K;1 
20' 61•) 6u IM '"'"' r1.0K.¡ 01.\ ~hK 
.10· .1<1511 .1rw1 ''·º!í? .lf•i.\ 5.cn6 1.c•q .1JRí1,1 
40' í1M7 (1¡•1 5.q55 ;•t.\ R¡1 uq M5M 
sn• 'ª'' ;uM M5-. ;u i'"' 015 M5_, 

--¡¡. .. ·•iH -:ií\r;-. ~:!á1.. .:.:.~il!,\~~r·_ ·,.;,,, .. - '.i)K.¡M 
--1-w ·-rn 1<1:r, ,,,,s 1•n ... ,,, --·¡¡¡;;-··¡:¡"·' 

20' Kt1.¡ 7Q4 ~75 f't,\ .1K.-. 111h fl.V• 
JU' ,1R.\,\ ,18u !j.4A7 .1~~\ ~ .. \•Jh 1.017 ,11R,\,, 

40' tlf1J t\51 .\OJ MM.\ JC'? n1R 1'1; 
50' M•JI MMu .\Jll •1q :r;>f1 1111\ H1: 

.... :: ¡~~~ ··~1--: .. ::·~~ ~~!:__~·;.~~- ~::::·¡=~· 
20' q71t q<1,o; 0K9 ,21111t .t 11'1•1 om t1115 
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-¡¡.-r ,jiii1.1 ~i.2._ __ :'_:_'!t.!!_ ...:!.!~!1__±!~ .)·t~ttl 
--11-1' "l'i.1 '°" ;.a~ 1~<1 h.\P\ 11.1,\ ii!\ 

20' I~.\ 1~f1 t.112 JHh ~H na.i ¡1") 

~n· 
40' 
.10' 
211' 
111' ...... 

9,\1 ··-5or 
fJOI 40' 

1.Jtli!'I 30' 
R4f1 20' 

-,:J:H- ·-;;,• '~~ 
i!o'J ---~¡¡~ 
7,\0 '40' 

1._1;c11 
<•;l' 
fq_\ 

T,\f•11 
-·-~, 

~!i.'\ 

,\11' 

21l' 
10' 

-:;¡. ó• ··--sw 
.\t)' • .11K2 .21<1.i 4 f120 .2.ltj ... ~I 1 l.111., .11¡f1,\ 1.,\, .. ,!"lt 

-10' 
,\11' 
20' 
10' 

40' :!11 tr},\ .V.o 11; H'J n2~ ;,r,; ~fJ; 

IJ•
51

~• ,,~,~ .2:~~ • -:¡::~~ -:;.~,~:, • .¡.~'.!','. .!·:·;~i: _:'1~~:11 .\.!\.:~~~ 
--1-0• ··-;;¡H 17K ·'''" - ·'·''' n~ 017 ;_,; 

2n· .127 ·'º'' ·'-''' Jiº J1•1 º'" '·'" 
.10' .1,\~f, .2.\.H 4.1M.. .2 1111 .1.11,~ 1.112K .•J;.1.1 1-.\.\!i" 
40' ,\M!I .1<1.\ l,\1 .1.\J IU 11111 ¡1¡ 
~n· 41.1 .1111 IKJ 1'•' 0<11 n,\11 ;10 

-¡¡.-o-;· ,;'"·' ~-241•1 .1.•.u ·-~·''" ... ¡.ni! 1.~'·''-:..'.'i".' 
--11¡;-- -17.\ -Úi 111\f1 511 ,\•Jhl fl,\I f1•1f1 

20' .c.02 .&;11 -1-"J'I .r.5,r, •11.¡ 11.1.1 fll1t1 

,\O' ·'~·'' .150.¡ .\-')'H .2~Mr1 ·' 1'6; 1.n.u ,11r.R1 
40' ,r,ron ~-"' q~n C11; Ru º.\I <•; 1 
:i;11• .'iH•1 .-.ron 1111r, '"" ;;r, º" 1.1.; 

;;. ·¡;-
!ill' 
4n' 
,\U' 
111' 
ltl' 

-,,. o· 
~11 
.111· 

.10' 
211' 
111' 

---W-óó ;Jf.ifl '°;J~KM ,\.Kl1.1 ,111¡•1 ,\ j\J .~·~;-~~-:_-.1111,r.•1 
--10-· ¡,_¡; -¿;¡,~ · .. ;, -·¡¡, ''"1' ''·'" "~" 

20' C1¡1t 6.¡¡ ;t\: ¡.p fq¡ n.\~ r..¡¡ 

l.,\ljj 

11• 

"'' 1.,\lt'I" 1s• O' 
Uhl -~¡¡; 

JO' .Jjn:i¡ .2f171 ,\.; .. 1 .2;;-' ,\.C1t1t'1 1.11.\t' 11f1.\h 

40' i,\.1 700 ;n,\ Rn!j !>'•'• 11.\'I f•:k 
!10' ;lo,\ 72K U1rt _~.V: ___ !'>!!!. º·'') fon w-·o- :Jiii.f -:ij~r-;- ').~o:M .lMloj ,\ . .¡Rj 1.1111;·- ,IJhl,\ 

--lil' -Hii -7ff¡ !'l•)l' • ·Jol·t'I .. l!ill • ,;11 í•H!i 
20' R51 RU ~-°''' 11\1 .¡12 op .r.•1h 
.\11' .1RR11 .2~.\n .\ "oll ,1•1f1~ ,\,\;fo 1.•11\ 1 1~"" 
-\O' •¡11•1 flfoH 111; 11 1•11 .\1•1 11\ 1 ,i;.1411 
~O' •l\M --~.!.''.. \i;.\ .\11:1, \ti:" 11.1"; i;.¡1 

-¡.:¡:;'O• ,}o¡(oj ~~!!.\ .\,PI! .,\<Hj : :l ;jl 11 11\h' ··-.. ,~. j.!~ 
--,ti-;- ·i~i. •JC,1 '"'~ 11>:•1 1\i 11\j ·''·' 

211' .. \'n!i ,J•i1•1 .\ .. ; 1:1 1111 "'" ~I'• 
.\11' •. \"."' •. \11"7 .\ .. \I'• . \1\\ .\. ljJ 1 t'IM •1i;.\¡ 

~~: ~~~~ .. ~:(~~ ~;!; 1 ~~; , ~I~~ 1 ::!:~ ~~l~ 
-¡¡;-¡¡;- \IJl ._\11'111 .\.1.\111~~!_1_!.~-~'~-
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I :I I M E T O D O S 

A R :I T M E T I C O S 

n 
ALGORITMO PARA EVALUAR a : 

La idea se basa en lo siguiente 

Primero si n es par , entonces 

n 2 n/2 
a ( a ) 

Segundo si n es impar entonces 

n n:-1 · 
a a a 

Es decir, necesitamos dos n~meros naturales que 
n m 

a· •be con m 

viene seleccionarlos 

b • 1 
o 

hasta obtener ck 

o 

~o 

de la 

c 
o 

, para 

m EN , donde b 

siguiente manera: 

a m m 
o 

alguna kE·N , tal 

Sea m impar 
o 

entonces hacer 

81 

y e 

que 

con-



m 

t ªobo~ 
0 

donde a b 
o o 

m -1 
( a b } 0 

\ o o> 
a b b 

1 o 1 

• -1 
O· 

( a b )b 

y 
o o o 

m -1 
o 

• 1 
a b 

1 1 

m 
1 

Sea m 
o 

es par , entonces 

m 
hacer 

a b } 
0 a 

o o> o 

donde a • a 
o 1 

EN GENERAL , 

{ a b }m·k. 
\ k k > 
donde 

a 
k+l 

b 
1 

si m > o 
k 

a b ( b }mk·l .. 
k k\ k> 

a b 
kk 

b b 
k+l k 

m es impar 
k 

m /2 
o 

hacer : 

• { b } k+l 
ªk+l bk+l\ k+l > 

m • m 
k+l k-1 

Y si m > o 
k 

mk es par 

mk /2 
akbk( bk) 

hacer 

t ~
m-k 

a b = 
k k 

donde a 
k 

a 
k+1 
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b2 
k 

b 
k+l 

m 
k+l 

m 
k/2 



EJEMPLO 

(345) 
4 

4 
CALCULAR ( 345 ) 

2 2 
(345) (345) 

4 

donde 

•> (345) - (119 025)(119 025) 

17 EJEMPLO ºcalcular X 

8 2 2 
X - ( X ) X - ( X X )( 

Entonces 
2 

X X .. X 

2 2 4 
X X '" X 

4 4 8 
X X • X 

8 8 16 
X X "'X 

16 17 
X X •X 

83 

2 
(345) = 119 025 

141 666 950 625 

2 2 
X X ) X 
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ALGOIUTllO PARA EVALUAR \Ir'" , con x > o 

El c6lculo ••tA ba•ado en la• •iguientea idea• 
Si ak , bk > o •on una pareja de n6mero• real•• , 

con k B N -leccionado• de tal -nera que 

y 

Seleccionaao• priaero a
0

> O arbitrariamente y b
0

• x/a
0 

Entonce• vx - lb 1 • I• 1 para alguna k • n 
n n 

donde : 
(a ,b ) e (a ,b ) e e (a

1
,b

1
) e (a

0
,b

0
) 

n n n-1 n-1. 
y cada a •• intervalo abierto • 

k 

DellO•traci6n 
8ea L0 • 1 b0- a

0
1 la longitud del intervalo ( a , b ) 

o o 
y supongaaos que b > o, puesto que b ,a > o y que b es 
di•tinto de a 

0 0 0 o 

Entonces 

Sea a 
l 

o 

L 
o 

b 
o 

a + b ) 
o o 
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a < a < b por ser DUnto 
2 l o aea10. 



l/a < 
o 

a + b )/2 < b 

•> l/a > 
o 

•> x/a > 
o 

Coao b x/a 
o o 

•> b > a > a 
o 1 

Sea L "' 1 b -
2 2 

Entonce• 

•> a < a < b •> 
1 2 1 

conx>O 

•> b > b > 
1 2 

En GENERAL, por 

Sea L e 
n-1 

Entonces : 

• 

o o o 

1 > l/b => 
a + b )/2 o 

o o 
1 > X/b X > o 

a + b )/2 o 
o o 

X/a
1

= a X/b • a 
1 o o 

•> b > b > a > a .. > Le L 
o o 1 1 o 1 o 

a 1 ; con b - a > o => b ~ a 
2 2 2 - 2 2 

< b ; por ser punto medio de (a ,b ) 
1 1 1 

l/a
1

< 1/a
2

< l/b
1 

=> x/a
1

< x/a
2

< x/b
1 

a > a 
2 1 

inducción 
L 
n-2 

L 
n 
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e ... 

e 

=> 

e 

L 
n-1 

L e L e L 
2 1 o 

L e L e L 
2 1 o 



si a , b 
n n 

son seleccionadas de tal manera que 

a 
n 

y b 
n 

x / a 
n 

•> ªn < C ªn-lbn-l )/2 < bn por •er el punto 

medio del intervalo (a ,b ) 
n-1 n-1 

Sea : L = 1 b - a 1 ~ o la longitud del intervalo 
n n n 

y supongamos que b - a > o 
n n -

esto es , · b n ~ a 
n 

Entonces 

•> a 

a 
n-1 

< a 
n-1 

< b 
n n-1 

b ) /2 
n-1 

< b 
n-1 

•> 1/a > 1/a > 1/b 
n-1 n n-1 

- > x/a < X/a < X/b 
n-1 n-1 

para toda x > o 
n 

•> b > b > a 
n-1 n n 

·•> bn-1> bn ~ ªn > ªn-1 

Adem6s V'Sl E L e L e 
n n-1 

como b ~ 
n 

=> L e L e 
n n-1 

e L e L 
1 o 

a 
n 

C L 
o 

X >O 

Demostración: 
Demostraremos también que vx - lb 1 - la 1 

n n 
para alguna k = n • 
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2 
b se · escogió,· de manera que b x / a 

o o o 

con L b - a ? o para a > o , arbitrario 
o o o o 

2 
•> b ~ a e> b b > b a X => b ~ X 

o o oo- o o o 

•> b ? ~ ? a •> Vil E ( a , b 
o o o o 

Adenias , como a b fueron seleccionadas tal que : 
1 1 

a - (a ,b ) , b = X/a
1 

con L = b - a > o •> b > a 
1 o o 1 1 1 1- i- 1 

debido a que a es punto medio de L a , b ) 
1 o o o 

- > a < a < b 
o 1 o 

Entonces 

2 
a (a ,b ) (a + X/a )/2 (a +X )/2a 

1 o o· o o o o 
2 

- 2a Vi 
2 

(a + 2a Vi X )/ 2a (a - Vx) + Vll > vx 
o o o o o 

2 
puesto que a - Vi ) > o , a > o X > o 

o o 

•> a > VIr .. > a ~ vx < a ~ b ~ b => Vx ~ o 
1 o 1 1 o 

•> Vi E ( ª1'b1) e a ,b ) 
o o 
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.· En general , por inducci6n : 

Ln-1 bn-1- ªn-1 ~ o , para k • n-1. con b > n-1-
y -IR E (a , b ) 

n-1 n-1 

a , 
n-1 

Entonces: 

o , para alguna n •> ªne• el punto 

( medio del intervalo L . 
n 

2. 
a (a + b ) • (a - ./X ) /2a + VI > 

n n-1 n-1 n-1 n-1 
•> a > lfR => a< a< ••• < V'l <a= b < b < ••• < n o- 1- - n n- n-1-
•> V'l 

0

€ L • 
n 

b 
o 

Pero como a ea el punto medio para alguna k • n, au-
ficientemen~e grande b - a o 

Entonces 

EJEMPLO: 
Evaluar l/I'!1 

n n 

b 
n 

con b 
n 

a 
n 

a 
n 

• 

Primero seleccionamos un n6mero entero cuyo cua
drado se acerque a 19: 42 = 16 6 st = 25 , entonces 
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4"' • 16 - ei 116• cercano, -to··· 
119 - 161 - 4 y 119 - :z5¡ "" 6 

Beleccionuios 4 • b 
o 

a• x/b • 19/4 • 4.75 
o o 

• 3 

•4 

• 5 

4.3602325 

4.358902895 

4.35889894354 

• - 4.35889919761 
6 

• - 4.35889894354 
7 

y - 4 

=4.35892857; b3= 4.145885416 

b = 4.468065 
4 

b = 4.358894992 
5 

b a 4.35889945168 
6 

b = 4.35889868947 
7 

b = 4.35889894354 
8 

Entonces .¡rg = a b 4.35889894354 

con 11 decimales de
7
aproxfmaci6n • 

Cclllprobaci6n: -~ 2 2 2 18.9999999999 ••• ~ 19 (y~9) = a
7 

.a a
8 

• 

BJlllPLO: 
Evaluar v. 5454. • • = vr-

'flr"" puede convertirse a.racional mediante e1 siguiente 
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ALGORITMO PARA CAMSIAR X DECIMAL A RACIONAL 

Sea x = a/bE ti, con b distinto de cero, tal que X• X 
o o 

Multiplicamos por 1011
., donde n as al n'dmero da c.ifras 

dela seria decimal de X• O.d d ••• d d d ••• d ... 
1 2 n 1 2 n 

1o"x X 10h =X + X 10" donde X E lf , X X 
o 2 1 2 1 

con x • d.d ••• d , cada d as dlgito y k - 1,2,3, ••• n, 
2 1 2 k n 

Entonces 10".x X + X 
o 2 l 

restando X X 
o 1 

1o"x - X X 
o o 2 

•> X (10" - 1) X 
o 2 

x x / io" - 1 = a/b con b • 10"- 1 
o 2 con b distinto de caro 

Del ejemplo: x . 545454 .•• 

ni• 2 cifras decYfales que se repiten, entonces mul
t plicamos por 10. 

Entonces 

io"x io" (. 5454. • • = 54. 5454 ••• 
o 

- X - 0.5454 ••• 
o 

X (100 - l ) = 54 
o 
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99X • 54 
o 

X = 54/99 6/11 
o 

Bntoncea resulta aas sencillo evaluar "6/Yrr = v.5454 ••• 

con el procediaiento anterior 
'1/lff..¡n - 2.449489766278/3.316624790355 = 0.7385 ... 89519 
donde (0.7385489519f = ·,54545455435 ~ .5454 ••• 

con aiete deciaalea da aproxiaaci6n. 
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3 
ALGORITllO PARA EVALUAR VJr , con x E IR • 

Bst:6 basado en la• siguientes propiedad•• de loa 
exponentes: 

• n X X 

xº• 1 , por definición. 

•+n x , por la propiedad asociativa de los R. 

1/n 
. X n'llK , por definición • 

{ x• ~n- xmn 

algoritmo consiste 
xl, x2 ' xk 

por la propiedad asociativa 
ae los h'dmllros IR 

El 
X ' o 

en selecciQna~ los n'dmeros: 
, de la s1gu1ente manera : 

12) Escoger un n'dmero x
0

> o , tal que x
3 ~ x , x

3 
< x 

o o 
3 3 

Entonce• multiplicamos x por x /x 

3 3 
X • X(X /X ) 

o o 
1/3 3 

X X (X/X 
o o 

22) Seleccionar otro n'dmero x 
1 

entonces se tiene que: 
1/3 1/3 

X (x
1

) X
0 
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o o 

) 

3 
(X/X ) (X ) 

3 o 

1/3 

3 
X/ X 

o 

1/2 ) 2/3 
X (X 

o 1 



.Ahora ••leccionemos x x 
1/2 

2 l 

1/3 2/3 (2/3) (2/2) 
X • X

0
(x

2
) • x

0
x

2 

1/2 4/3 
X (X · ) 

o 2 

1/2 3/3 xl/2 )l/3 
XO (X2 ) ( 2 

Ahora ••leccioneaos x • 
3 

1/3 
X • 

Ahora seleccionemos: x 
4 

- > 
1/2 

X 

1/2 
X 

2 

1/3 2/2 
X X (X ) = 

o 3 3 

1/2 
X 

3 

2/3 
X X (X ) 

o 3 4 

. 1/2 2/3 
X X (X ) 

o 3 3 

Por inducci6n , selecionando sucesivamente se tiene: 
1/2 

X ( X ) 

De donde 

Pero x 
n 

n n-1 
1/3 

X X X X••• 
o 3 6 

porque as! se 

Entonces para una k suficientemente grande: 
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k 
1/2 -+ o 1 para alguna k E llf. 

1/3 
X X X X 

o 3 6 

o 
X 

k 
X X X 

o 3 6 
(1) • 

EJEMPLO: 3 
EValuar V279'""" 

X • 6 
3 

porque x
0 

216 < 279 X 
o 

3 2/3 2/3 
Entonces VTTV •. 6(yt";"29T6')- • 6(1.1232393) 

4/3 . 1/3 
- 6(1.259801) . 6(1.02948)(1.02948) 

1/3 2/3 
(6.17688)(1.02948) (6.17688)(1.014633) . 

4/3 
(~.1768)(1.0073) -

1/3 
6.5219) (1.00182) 

2/3 
(6.5333) (1.00009) 

1/3 
(6.5219)(1.0073) . 

1/3 
(6.5333)(1.000182) 

4/3 
(6.53389)(1.00004499) 

1/3 . 2/3 
- (6.534183959)(1.00002249) - (6.534283959)(1.00001) 

1/3 
(6.534257)(1.0000055) 6.534257 

3 
(6.534257) 278.98999902 

Si se requiere mayor aproximación , 

continuar hasta que alguna xk sea 
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ALGORITMO PARA EVALUAR \¡"'Y", con m, n E IN , x > o •. 

ªR a/n 
X ' con m distinto de o n/m m < 1 • 

o 
Entonce• • 2m m 

{ l o { 1/2 

l 

o { ~ 1 X X X 
1 

con X V"X ·• 2• 
1 1 2 1 

Si • > 1 , hacer 
1 

• m -1 m 

{ X ~ 1 X { X ~ 1 y1 { xl ~ 2 ; con Yl - x1; 1 1 1 

X X • . - 1 
2 1 2 1 

IN GENERAL: f k Si • { X yk X 
k 

< 1 

Entonce•: 

l2mk 
m • 

- yk { 
1/2 { ~ 

k+l 
X X yk+l X 

k k+l 

X vSr 
k+l k 

m • 2m 
k+l k 

Si • > 1 entonces •e tiene que: 
k 
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• ·x 

con 

• - 1 

{ xk)k • Y~ xk t 
X • X • 
k+l k , . -. k+l k 

1 

Bl algoritao d4 un resultado auy pr6xiao, cuando xk •• 
aproxiaa a 1 y la soluci6n es 

EJllMPLO: 
Bvaluar 

-
• 32 

.327) 

• 

.32 
(.327) 

.64 1.28 .28 .28 
•(.5718391) - (.7562) - (.7562)(.7562) - y 1-7562) 

.28 .56 1.12 
- yl(.7562) - yl(.86695978353) - yl(.93252232) 

.12 .24 .48 
- y2(.93252232) - y2(.96567195) = y2(.98268609) 

.96 
y 2 ( .99130524563) 

.92 
y

3 
(.99564314) 
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1.92 
y2( .99564313166) 

1.68 
y

3
( .99781918785) 

-=" ~.--. ~ r -~.......__. __ -
.. "' .... - :.-,. 



.68 
y5 ( .9989 ) 

y6( .999455435 )
036 

1.72 
y6( .999727138) 

1.44 
y

7
(.9998635597) 

.88 
y

8
( 99993177752) 

.76 
y

9
(.999965888) 

.52 
yl0(.999982944) 

.04 
yll(.99999147196) 

.16 
y12(.999997866798) = 

1.36 
y 5 ( • 99945435 ) 

.86 
y 6 (. 99945435 ) 

.72 
y (. 999727138) 

7 

,44 
y (.9998635597) 

8 

1.76 
y 8 (. 999965888) 

1.52 
y 9 ( • 999982944) 

1.04 
y (.99999147196) 

10 

.08 
y12(.99999573597) 

.32 
y13(.999989) - y13(1) 

.32 1\1' 

<· 327 > - yly2y3y4y5y6y7y8y9y10y11y12 

.75131796322 

Si se requiere mayor precisión , 
se puede continuar con el procedimiento. 
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ALGORITMO PARA EVALUAR LN X , X > O • 

El m6todo se basa en la interpretaci6n geo1116trica de guJ B{X) • l/t , es la func16h que determina el Area 
a>a o

1 
a curva iqual log x t;" t Es uno de lo• 1116todoa 

el a coa utilizado por GRE ORY). 

Y ae trata de calcular el Area por aproximacionea 1uce
aivaa, de acuerdo a las aiguientea f~guraa : 

y y 

1 

1/x 

El Area del trapecio A(T) de dimensiones 
a tura x - 1 , 
ba•• mayor 1 , 
ba•e meñor l/x 
ea •. 

A(T) 1/2(1 + l/x)(x -1) ~ l/2(x -1 + 1 +1/x) 
1/2(x + 1/x) L 

1 

Par~ una mayor aproximaci6n , se toma un punto inter -
medio entre 1 y x • sea x ese punto, entonces 

1 

1 < 

98 

X 
1 

< X 



De acuerdo a la figura 

y 
A(T) = A(T

1
) + A(T

2
) • L 

2 
1 1/2(1 +X )(X - 1) + 

1 1 

X 
+ 1/2(1/X - 1/X)(X -

1 . Xl) 

Pero por las propiedades de los logaritmos que se vie
ron eh el Capxtu1o anterior, se tiene que : 

(1/2)lOCJ X 
1/X 

loCJ X lOCJ '/2 

Entooce~..L para desarrollar el logaritmo, 
elegir vx • x

1
: 

nos conviene 

•> L • 1/2(1 + 1/v'X)(v'X - 1) + 1/2(1/VZ + 1/X)(X - Vll) 
2 

1/2(\IX +1 -1 -1/'l/2) 

112 e.a - 11vit> + 
Y'i - 1/tR 

+ 1/2(x/VR +1 

1/2 (\12' + 1/~) 
( X - 1 )/~ 

-1 + VfC/X) 

Repitiendo el proceso para una mayor aproximación, 

A(T) = l/2(X - 1/X) 
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L 
n-1 

L 
n 

(V'X - 1/-.4) 
4 4 

2 ( V1r - 1/ V1r ) 

X 

X 

n-2 
(1/2) 

n-1 
(1/2) 

1/ X 

n-1 
(1/2) 

1/ X 
(1/2) n-1 l 

Siap¡iricando el proceso para obtener 
de n X - l : 

ln x , a partir 

L • L /e (X) 
2 1 1 

L vr - l/Vft 
._2 -

L 
1 

m> 

L 
_2 

L 
1 

L 
2 

1/2( X - l/X) 

VK (X - 1) 

l/2(X - 1) 
2V2 

X + 1 

100 

con c (X) m 1/2("'2 + l/'1/1) 
1 

(X - 1) I V2'" . 

l/2(X - l)/X 

1/2 (X + 1) 

2"1l 

(X - 1) X 

l/2(X - l)v'R° 

1/2 (X - l)'ISr 

1 

con e 
1 

-1¡2( Y5' + 1/VR l 

1/2( ~ + 1/-R) 



2 

L 
_3 

L 
2 

4 4 
2( YX - 1/ YK 

"-"' - l/VK 

4 
2 (v'Sr - 1) v'X 

(X _. 1) 'ISt 

2 ("1l - 1) 'Ir 

X - 1 

4 4 
2 ( '111r) / 2 ( YX) ,. 1 

2(YK - 1)/ 
4

..nr 

X - 1)/ Y2 

" 2(Yr - 1) '« 

(~ + l)(YR'-1) 

1 

------...--
(\12 + 1) /2 ( \IX) (Yr + 1) /2 ( \/Sl) 1/2 (Yr + 1) / YR) 

" con c
2 

'"' 1/2 + 1/ ( Ylr ) 

Observeaos que c
1 

- c
2 

, entonces : 

e • 1/4 ( V1r + 2 + 1/ '1112 ) • 
2 

1/4 t 2 + ( YX + 1/ YX)~ • 

- 1/4 ( 2 

- 1/2 ( \12 + l/Vfl ) 

101 
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EN GENERAL 

e 
2 

e •· n+1 

V 

vcx+e)/2 
n 

D• aqui 1 •• puede proponer el al9oritmo •i•plificado 
para eva uar ln x , con x > o • 

PROCEDIMIENTO SIMPLIFICADO PARA EVALUAR Ln X , X > O: 

Se-art: 
L 1/2(X - 1/X) e 1/2 (X + 1/X) 

1 o 
L L1/cl. e vcx + e J/2 

2 1 o 
L L2/ e e Vl1 + e 1' /2 3 2 2 

L L /e vu +en-!'ª e = 
n n-1 n-1 n-1 

cuando e ~ 1 , entonce• 
n-1 

lnx=L =L /e L 
n n-1 n-1 n-1 

EJEMPLO: 
Evalua~ ln 4 
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\ 

1 . 
ll L 

e • 1/2( 4 + 1/4) • 2.125 
o 

L
1

• 1/2(4- l/4)•1.875, c
1

• \/(1 + 2.125)/2 =1.5625 

, c
2

• v(I + 1,5625)/2 •1.28125 

L - 1~2/c - .93658 c3• V 1.93658/Z - .984017276 
3 2 

L
4

• .93658/c
3
= .876927 , c

4
= v1.816921/2 = 1.068 

L
5
• .876927/c

4
•.862387 , 

L
6

• .862387/c
6

=.85518 

L • ;~5518/c •,85338788 , , 6 

L
1

• .15338788/c
7
•.8529358, 

L
9

• .8529358/c
8
•.8528249, 

e
5

• vJ.068/2 • 1.01686 

c7 vz.oo&4J/2 

c
8

• vz.002172 

e • \/'Z,00052/2 
9 

1.00843 

l.0021 

1.00052 

- 1.00013 

t. •,8528249/e _.,8527976, e
1

•
0 

V2.000IJ/2 • 1.000032 
10 9 

L
11

•.8527976/e
10 

.85279, e
1
i v2.0000J2/Z • i.000008 

L •.85279/c • .852788 , c
1

a
2 

V2.000008/2 e 1.000002 
12 11 

L •.852788/c a,85278758, c
1

=
3 

vz.u00002/2 =1.00000049 
13 12 

•> ln 4 ~ .85278758 

Si •• requiere mayor aproximación, se puede continuar9 
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.... _. :. ·~,_.:.:~ -- .. ~-; 

Sea 1 \12' I 

81 (X) 

82 (X) 

&
3 

(X) 

8 (X) 
n 

para x > o 
1/2 
X 

1/4 
X 

1/8 
X 

n 
1/2 

X 

1/2 1/4 
Entonces la sucesi6n {X} m { x , x , ••• , 

n 

tiende a uno, para alguna n. 
n 

1/2 -> o para n > o 

n 
1/2 

X ' •o•} 

en .. V ( 1 + ºn-1)/2 = v;-rrz" !! e - vi = 1 

• 
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ALGORITMO PARA EVALUAR SEN a • 

Para de•arrollar el procedimientoL se usa el m6todo de 
Ptolo•eo, v1ato en e~ capitulo an~er1or: 
Sea a tal que a• 1 a 112ª donde a E (-'Jr/2, 'Jf/2) 

o 
paran>O , como a es muy pequeno, por la propiedad 

o 
vi•t• en el Capitulo anterior , se tiene que : 

sena 111 a 
AdemA•, por las propiedades vistas en el mismo capitulo 
para calcular el seno del angulo duplo, se tiene lo si-
guiente : a 2 

coa (a) 1 - serra •> cosa= vi - sen•W 

sen(2a) • 2sena cosa 
Entonces : 

sen(2a) 
sen(2a) 

Para n • 10 , 

2 sena cosa = 2 sena(l 
4senªtc1 - sen2a) 
con a E (.Jff/2 ,'Jf/2), 

10 

-VI - séfii;W) 

se tiene 
-4 la 1 .. 

10 
1a112 s. (lr./2)/2 s. ,,,2 < 1. 54 (10) 

o 
Por lo tanto se 

2 
sen (2a ) 

o 
a t. sen. (2 a ) 

o 

tiene lo siguiente 

2 a 
4 sen a (1 - sen.a) 

o o a 2 
4 sen (2a )[1 - sen (2a )] 

o o 
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2 3 2 2 2 2 
sen (2 a > 4 aen (2 a )[1 - sen (2 a)] 

o . o o 

2 9 2 8 2 8 
sen (2 a ) 4 sen (2 a )[1 - sen (2 a >l 

o o o 

2 10 2 9 2 9 
sen (2 ªo) 4 sen (2 a )[1 - sen (2 a)] 

o o 

2 10 2 
•> sen (a a > sen a 

o l + ~········ •• , 
si a < o 

•> sen a ':! v 2 10 - sen (2 a ~ si a > o 

EJEMPLO:EValuar sen 37° 

sen a 
o 

sen 37° sen (37°']f./18a°) sen(0.645771277) 

-4 
: 6.305246 (10) 

10 
t!!/2 

2 
sen (a ) 

o 

2 
sen (2a ) 

o 

(.644771277)/1024 
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3.97555 (10) 

-6 
1.580499 (10) 



2 2 -6 
Hn (2 a ) 2.497997 (10) 

o 
2 3 -6 

aen (2 a ) 6.239889 (10) 
o 

2 4 -s 
••n (2.a > 

o 
3.893662 (10) 

2 5 -4 ••n (2 a ) 
o 

1.516027 (10) 

2 6 -4 ••n (2 a ) 2.298337 (10) 
o 

2 7 -4 
sen (2 a ) 5.282356 (10) 

o 
2 8 -2 

sen (2 a ) 2.790328 (10) 
o 

2 9 -2 
sen (2 a J 

o 
7.78593 (10) 

2 10 -1 
sen (2 a > 

o 
6.016807 (10) 

"'> sen a 'J: 0.6016807 

• 
EJMPLO :Evaluar sen 132° 

Como a E ( 'Jlf/2 , 'JT/2 ) a > 90º entonces 

107 



••nA · • f .. n(a - 9~ > 1 pue•to que a ••t• en · 

.. •.n ·. el tercer cuadrante del plano carte•iano 

y 

sen A • y/r • y 
Entonce• haqamo• 
a - lJ~ - 90º • 43 

2 
R : 

Sea A 
o 

10 
(42º31/18<1')/2 • (.7330377)/1024 

Si9uiendo el procedimiento anterior , 

•> sen a 
o 

108 

sen a ~ .6691752961 
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ALGORITMO PARA EVALUAR COS a 

PRIMER METODO : 
como coa a • v 1 - seii& a , por la 

propirdad Yi•ta en el capitulo anterior. se pued• 
C.l~u ar el coaeno usando la r6r111ula para evalu~r el 
••no y deapu6s eata propiedad. 

EJEMPLO :Evaluar coa 1aº 

Entonces coa 18° • v 1 - sen•-r.rsr 
aen18o sen 18 7t/180o • sen( .314159) 

10 -4 
sea a • a /2 3.05660214 (10) 

o 1 

Usando el procedimiento anterior 
sen18° .0954808 

coa 18ª • V 1 - . 0954808 Y.9045192 

cos18º .95106214 
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FALTA PAGINA 

No • ..tta._a la ilt 



cci• a 
o 

co•(2A ) • 
o 

-3 
a • 1.159 (101 

o 
-3 2 _,. 

1 - [1.159(10) ) 1 - 6.716405(10) -
.9999993 

2 
1 - 2(.999993) .9999972 

2 
1 - 2(.9999972) - .9999888 

3 2 
co•~2 &

0
) • 1 - 2(.999988) 

4 2 
co•(2 a ) - 1 - 2(.9999552) 

o 
2 

.9999552 

.9998205 

5 
COS(2 A ) • 1 - 2 (. 9998208) ... 9992832 

. o 
6 

cos(2 a ) -= 
o 

7 
cos(2A) • 

o 

8 
cos(2 a ) .. 

o 
9 

cos(2 a ) 
o 

1 

1 

1 

1 

2 
- 2(.9992632) ... 9971341636 

2 
- 2 (. 9971341636) .98855308042 

2 
- 2(.98855308042) .09544743856 

2 
- 2(.09544743856) .82204270552 
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co• a 
o 

co•(2a ) • 
o 

'' 2 
co•(2 a ) • 

o 
' 3 

co•(2 a ) • . o 
4 

co•(2 a ) • 
o 

5 
C011(2 A ) • 

o 
' ' 6 
cos(2 a ) .. 

o 
7 

C011(2 A ) • 
o 

8 
cos(2 a ) • 

o 
9 

cos(2 a ) .. 
o 

-3 
a • 1.i59 (10) 

o 
-3 2 

1 - (1.159(10) ] 

.9999993 

2 
1 - 2 ( .999993) 

2 

' -6 
1 - 6.716405(10) • 

.9999972 

1 - 2(.9999972) - •. 9999888 

2 
1 - 2(.999988) .9999552 

2 
1 - 2 (. 9999552) .9998205 

1 - 2(.9998208) 
2 = .9992832 

2 
1 - 2(.9992632) = .9971341636 

2 
1 - 2 (. 9971341636) • 98855308042 

1 - 2(.98855308042) 
2 

.09544743856 

2 
1 - 2 (. 09544743856) • 82204270552 
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' 10 2 
co•(2 a ) • 1 - 2(.82204270552) 

o 
' 10 
co•(2 a ) 

o 

TERCER MBTODO : 

con a e ( o, fr ) 

•> sen(21'/2 - A) 

como 

cos a 

cos a 

sen a •> 

.35150841938 

o.35150841938 

sen (11/2 - A) 

a ( -1'/2 , -.:12 ) 

Entonce•, se puede usar el alqoritmo para evaluar el 

••no. 

Dello•traci6n: 

x,y 
Sea /J. ABC un triangulo rec~anqulo y sean 

lo• Angulos aqudos del triAnqulo¡C = 90° • ~/2 

Entonces por la propied~d de que todos los an
1
g'll.

los Inte~1ores ~e cualq11111r tr~anqulo suman ser 
X + y + '1f/2 18o" = 1f 

=> X + y 'Jf /2 

X "" tl/2 - Y 6 y = 'lf/2 - X .. 
co• 3'1 /2 cos (-x) - sen 'Jf/2 sen (-x) 
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· ·como . coa 7f/2 .. o ••n 7f/2 1 

•> coa( 11/2 - x aen ( -x 

•> X ~ ( O - 11/2, ¡t - ff/2). (- 1ff2, 'J/2 

• 
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ALGORITMO PARA EVALUAR TAN a 

PRIMER IÍftODO 

C9ao tana • ••na/cosa , con a E (-n/2,~121 
se puede evaluar sena con el 116.todo de•crito Yi•u•tltúir 
co•a con alquno de los 116todos descritos anter ormente : 

UlllPLOria1uar tan 3-J> · 

a • 3~./18rf' = .5585 

10 -4 
A A/2 • .5585/ 1024 • 5.4541 (10) 
.·o 

-4 
sen2(A ) • 2.9747 (10) 

o 

2 -7 
sen 2a .. 8.84884 (10) 

o 
2 2 -6 

sen 2 a .. 7. 83019709383 (10) 
o 

2 3 -5 
sen 2 a 

o 
- 6. 13119865282 (10) 

2 4 -4 
••n 2 a - 3.75915969203 (10) 

o 
2 5 -3 

sen 2 a 
o 

- 1.41312815901 ( 10) 

2 6 -2 
sen 2 a - l. 99693119378 (10) 

o 
2 7 -2 

•en 2 a • 3. 98765728732 (10) 
o 

2 8 -1 
sen 2 a - 1. 59020239915 (10) 

o 
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2 9 -1 
sen 2 a ~ 2.32874367026 (10) 

o 
2 10 -1 

sen 2 a 5.30455804253 (10) 
o 

sen a .530155804253 

Usando, por ejemplo, la fórmula triqonom6trica para el 
coseno: 

cosa 

coa 32° 

v 1 - aan2a 
V 1 - (.530155804253) 

~1 - .28102509392 v.11891490 .8479238763 

=> tan 32° - .530155802/.8479238763 - .62498982526 

SEGUNDO METODO 

En el ejemplo anterior, se sustituyó el 
valor del seno por el coseno, una variante seria : 

como sen-i..a = 1- cosi a => sena = 'il - cosa-a-
=> tana = ( VI - cós2a ]/cos~a 

Y evaluar el · coseno por cualquiera de los métodos 
descr tos anteriormente • 

EJEMPLO 
Evaluar tan32º 

cos 32º 

sen 32º 

tan 32" 
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.84801532697 

cos( 11/2 - 32°) 
.62498925387 

.62498925387 

• 
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PRocBDIMIEM'l'O PARA EVALUAR LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS 

Zl procedi•itnto consiste en evaluar cualquiera deilas 
funciones tr 9onom6tricas con los ~6todos descr tos 
anteriormente y, despu6s tomar el reclproco, esto es: 

Si el dominio def(A) esta definida en el intervalo 
(JJf/2 , "/2) , existe y es distinto de cero, entonces : 

1/f(A) tambi6n existe • 
Por definci6n la$ funciones tri¡onom6tricas estAn 
definida• en el int9rvalo de 1- Í2,~/2), para los 
va ore• d9l ranqo se.vi6 en el cap t o anterior, Y por 
l• definci6n d9 f~nc1ones tri9onom6tr cas rec procas se 
tiene por cons1qu1ente : 

tana l/cota 
seca 
esca 

EJEMPLO: Evaluar cot J':f' 

l/cosa 
1/sena 

Como tana = 1/cota, se puede evaluar 
cualquiera de los métodos anteriores: 

tan a por 

•> tan32~ = .62498982526 => cot32~ = 1/.62498982526 
=> cot 32c = 1.6000260475 

EJEMPLO : Evaluar sec nº 
como seca = l/cosa , se puede calcular el coseno por 
cualquiera de los matodos anteriores : 
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aec32 := 1/coa32° •·1/.8479238763 • 1.179351161 

EJEMPLO :Evaluar csc32° 

como •ena - 1/csca => caca = 1/aena , para sena di•
. tinto de cero. 

-> cac32° • 1/.530155.802 • 1.88623796292 

Lae vari~ntes para calcular las 
trigonom6tr1cas, pueden determinanse 
cualquiera de los ~~todos de calculo 
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e o N e L u s I o N E s 

Lo·s algoritaos Clásicos tienen la ventaja de proporci~ 

nar el origen y desarrollo de las funciones eleaenta -

les. 

En la Grecia Clásica, los métodos para evaluar las fu~ 

ciones trigon0métricas, se realizaba a base de regla y 

co11pás; Euclides explica este método en su "Elementos" 

pero conforme se fué desarrollando la Geometría; Ptol~ 

aeo propone un método a base de relacionar el arco con 

el radio de la circunferencia, y los teoremas que usa

aos en aabos capítulos; el método euclideano , ínter 

pretado en coordenas cartesianas,resulta de utilidad 

para ensenar a los j6venes estudiantes de secundaria, 

como se pueden construir las tablas de las funciones 

trigonométricas, no s6lo por su sencillez, sino para 

proporcionarles una visualizaci6n mas completa que los 

introduzca a la ~o~prensión de los conceptos trigonom~ 

tricos básicos,y que puedan acceder, de manera natural 

a'la Geoaetría Analítica. En el nivel Medio Superior , 

es esta materia,la que cuenta con mayor reprobaci6n e~ 

colar, y la que constituye el cuello de botella propio 

para la deserci6n escolar ; y el principal motivo es 

119 



esa fa1ta de percepci6n geométrica de la que se habló. 

consideramos que el.estudio del origen y desarrollo de 

las funciones trigonométricas puede ayudarles a que -

incorporen en sus estructuras cognoscitivas el acceso a 

1a abstracci6n requerida para el estudio de las Matemá-

ticas. 

Los ~1goritmos para evaluar las funciones f (x) = xn 

f(x) f Vx 1, con x> o , y , f(x) Ji. aiai-

qiae son 1entos y las operaciones que se deben realizar 

son cuantiosas , resu1tan indispensables para 1a compre~ 

si6n de su primer curso de Algebra, paso ineludible para 

incorporar sus conoci•ientos a su vida académica, en 1a 

reso1uci6n de proble•as de Matemáticas y de otras asign~ 

turas. 

Durante el descubrimiento de América, las operaciones p~ 

ra calcular 1as nuevas rutas de 1os viajeros resu1taban 

excesivas y suamente largas; pero los pioneros del anál! 

sis n1.111érico, inventaron los 1ogaritmos, Napier dedic6 -

su vida entera (25 aftos) en construir tablas que facili-

taran los cálculos; al sustituir,una progresión geométr!, 

ca por una aritmética; al idear un cambio de operaciones 

de multiplicaci6n y divisi6n ,por otras mas sencillas c~ 

mo son adici6n y sustracción; utilizando para ello una -
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curiosa definici6n que desencadenó una. serie de reperc~ 

, ciones que dieron. inicio al cl'nculo Integral. desde las 

Conecciones realizadas por BUrgi, Brigs, Gregory , -

Newton, Leibnitz y otros hasta la moderna definici6n·de 

Glasser en el Siglo Pasado. 

Es muy importante dar a conocer a los estudiantes del -

nivel medio superior un panorama del desarrollo de las 

Matemáticas, porque como dice Ausubel, uno de los peda

gogos aás importantes de nuestra década, "el conocimie!! 

tn solo se aprende cuando es .significativo". Los al.um -

nos deben .conocer el origen de la eva1uaci6n de las 

funcio~es elementales para que valoren el trabajo que 

le costado a la humanidad avanzar hasta las estructuras 

matemáticas que se les muestran , y al mismo tiempo ,es 

imoortante que observen que hay otras opciones para eva 

luar las funciones elementales, que no son tan laborio

sas y que les pueden ayudar a resolver sus problemas 

cuando requieren hacer cálculos con estas funciones, si 

no disponen de computadoras o calcuÍadoras cientificas. 

Lo cual es usual ~n el bachil.lerato. 

Los algoritmos Clásicos, desde luego, resultan útiles -

para que el alumnado obtenga un grado cognoscitivo mas 

avanzado, pero no resultan prácticos para evaluar las 
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funciones elementales cuando se requieren cálculos muy 

laboriosos. Para ello, se presentaron los algoritmos ~ 

ritaéticos, que aunque no son muy rápidos, son más se~ 

cillos de ejecutar· que los clásicos y más eficientes;~ 

demás, tienen la ventaja que están bién.sustentados en 

una base matemática sólida, no solo los clásicos ; de 

comprender mas sencilos, puesto que no recurren a cono

ci•ientos muy avanzados. 

Por Último los algoritmos aritméticos pueden ser utili

zados por estudiantes de Nivel Medio y Medio Superior , 

que no tengan conocimientos de Cálculo , y cons:?ituyen -

un medio introductorio , tanto a la Geometría Analítica 

como al Cálculo; y una herramienta para resolver pro -

blemas, cuyo planteo , involucra la evaluación de las 

funciones elementales. 

Para finalizar, pueden ensenarse durante los cursos ele 

mentales de Algebra , para explicar a los alumnos como 

se calculan las funciones elementales. 
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