23

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DEc.','sME Co D

gyl
KT AR T T

Y
A

FACULTAD DE CIENCIAS ~~ /if/» s

ALGORITMOS PARA LA EVALUACION DE LAS
FUNCIONES ELEMENTALES

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
M AT EMATII C A

P R E 8 E N T A
PATRICIA 1 MATA HOLGUIN
oS o,
(S1UDI0S p,
$ TR 2
= & (==
=} E R
N
MEXICO, D. E, ) 19956

TACULTAD D CikNCIAS
SEGCION ESCOLAR

———n

FALLA DE ORIGEN



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



M. en C. Virginia Abrin Batule

Jefe de la Divisién de Estudios Prolesionales de la
Facultad de Cienclias

Presente

C&nunicuwsamudqumnvhﬂodmwode‘ruh:

ALGORITHOS PARA LA EVALUACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES
realizado por  parRrcIA MATA HOLGUIE
con nimero de cuenla 5801511-7  , pasante de la camrera de MATEMATICO

Dicho trabajo cuenis con nuestro volo aprobatorio.

Alcnlamente

v TH4 Dr, PABLO BARRERA SANCHEZ ,

M.enC. Ma.ELENA GARCIA ALVAREZ 7&%4‘
Fropiewsio o1 C. JOSE LUIS NAVARRO URRUTIA
Propiensic  p1g, FRANCO TOLEDO' DE LA CRUZ
Supkestt M.enC. JOSE GUERRERO GRAJALES

Suplems

Ceounscje Dep

.G
BRA. isaseL » PINOSA



A MIS HIJOS,
A QUIENES TANTO AMO

VIRGINTIA
RICARDO

PATRICIA

, A MI FAMILIA:
TI0S, PRIMOS Y SOBRINOS.
A LA MEMORIA DE MIS PADRES
CARLOS Y ARMIDA
Y A LA DE
MI HERMANO CARLOS



M. en C. Virginia Abein Batule

Jefe de la Divisién de Estudios Prolesiomales de la
Facultad de Ciencias

Presentes

W-unmuvmumarum

ALGORITMOS PARA LA EVALUACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES
realizado pOf pyrpycIA MATA HOLGUIN
con mimero de cuenta 5801511-7 , pasanie de la carrers de HATEMATICO

Dicho trabajo cucata con nuestro volo aprobaioeio.

Aleatamenic

Povass T4 Dr. PABLO BARRERA SANCHEZ ,
M.enC. Ma.ELENA GARCIA ALVAREZ Mﬁ‘
Fropistsio yy . oy . JOSE LUIS NAVARRO URRUTIA
Propiewario  prg, FRANCO TOLEDO DE LA CRUZ
Suplese M,enC. JOSE GUERRERO GRAJALES

Suplente

-

Coascjo

Bik: 1saser Pyda eheinosa



A MIS HIJOS,
A QUIENES TANTO AMO

VIRGINTIA
RICARDO

PATRICTIA

A MI FAMILIA:
TIOS, PRIMOS Y SOBRINOS.
A LA MEMORIA DE MIS PADRES
CARLOS Y ARMIDA
Y A LA DE
MI HERMANO CARLOS



A

G R A DECTIMIENT o s

A mi amigo ondiscipulo PABLO BARRERA SANCHEZ
pog -3“ 3&11¥l: a-e:org y direccién de tesis :

3,241, Ttastron v, conpangcey oe,lac focuiag, muy
ysso aMtramitar oi historial academics, I

A JOSE & {i NAV o URRUTIA. or su a xo mora
a{u a b por su conse)o 14
boracién este traba o.

Ami o rino JESUS RUIZ MATA ; guie me prestd su
computadora para realizar este’ t abajo.

HARIA ELENA GARCIA ALVAREZ, FRANCO TOLEDO Y
J? GUERRERO ! un como sinodales .en
examen profeslional y gor sus consejos.

RRFEEASIA ShBCNES EaS 1 CYILLERNO, CORONYY oh
cfgn dePRl tor! POy P :

Al senor JESU OLORZANO ien me a db trami-
tar ol -orvicio social. quien me ayudo a mi

- A }a senora Ma. - LU HERNANDE CI

quién ge tomé Ta molostia e buscar mi historia
acadénico.

A tod 1 e i t
Sarfera v duPanca ia ¥621922518, e RTY R 5 " ®!



INTRODUCCION

ALGORITMOS CLASICOS

Método para evaluar xn

Método para evaluar |[V®—| , con x > O

3
Método para evaluar | VX~ |, con x > O
Método para evaluar logx , con x > 0
‘Definiciones de} logaritmo de
Na r

Definicién del ntmero " e "

Dctiniciénelndtl.logar1tmo de
Glaéser

P iedad de los 1 it d

vrop edades Bfigg ogaritmos de
Gladser

COnstrucciOn as tablas de
er y Burgi

New on
Uso de las tablas

ﬁetodo para evaluar las Funciones trigonémetricas

Detini iones de Euclide
Definicién en el plano carteslano

pas.

.10
13



Propiedades

Al ! 1 luacion de 1
NS chesBlganonetricascion 9 128

Cédlculo de las tunciones 7ara los a&ngulos de e
d Pie” a

0®,30%,40°,50%, 6 80®
io- an el 1ntorvugo'

Uso de lal tablas

272

ALGORITMOS ARITMETICOS n
Algoritmo para evaluar a
Algoritmo gara evalua

VR
para cambiar decimales
a racionale

Algoritmo para evaluar WX

n 4 m
Algoritmo para evaluar
Algoritmo para evaluar log x
Algoritmo para evaluar sena
Algoiégrg.:gfg evaluar cosa

0. Método
Jer. Método

Algorltmougara evaluar tana
ler. todo
20. Método
Algoritmo para evaluar las funciones reciprocas
CONCLUSIONES
BIBLIOGRAFIA




1

INTRODUCCION

Las funciones elementales son:

Algebraicas:

n
f(x) = x , con O

£(x) = \/X,

Logaritmicas: con
£(x) =
£(x)
£(x)

Trigonométricas:

< x Y n€E=

con x > 0

x>0,

1nx ,

lggx ' )
e, conx ¢2.

Con 0 <x <YJ,

£(x) =
£(x)

£(X)

Y sus reciprocas:
£(x)
£(x)
£(x)

senx
cosx
tanx

‘cotx
cecx
cscx



Las Instituciones docentes de Nivel Medio Superior
contienen dentro sus programas de Matemiticas 1la
ensenanza de las funciones elementales , sus defini-
ciones , y cémo aplicarlas a 1la resolucion de algu-
nos problemas; cuyo planteo da lugar a este tipo de
funciones; para encontrar las soluciones se consultan
“tablas" especiales o se recurre a las calculadoras
cientificas de bolsillo.

Pero , con el auge de las corrientes constructi-
vistas en el procesc de Ensenanza - Aprendizaje y a
que cada vez, mayor ndmero de profesores han asumido
las. teorias epistemolégicas. A grandes razgos citaré:
Teoria de Piaget, sustenta gque el alumno tiene
una estructura cognitiva, que @l construye a partir
de desestructurar sus conocimientos, mediante 1la
problematizacién, para crear condiciones que propi-
cien el desarrollo de la estructura de conocimientos
nuevos y lograr un equilibrio temporal, hasta que el
estudiante accede a nuevos conocimientos. Las teorias
de Vigotsky, que aseveran que no hay desarrollo sin
apredizaje, y la de Ausubel, quien ha descubierto que
no puede haber aprendizaje,si éste no es sigificativo.
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Debido a que el proteéor ha retomado estos coceptos
como estrategias didéacticas para sus cursos
de MatemAticas, el estudiante moderno (Del 90 a la
fecha) ya no se conforma con gue le proporcionen los
conocimientos "digeridos®” a través de TABLAS prefabri-
cadas o de apretar un botén en sus calculadoras cien-
tificas. Afortunadamente, el estudiante de hoy en
dia, desea conocer 1la forma en que se realizan los
cAlculos para evualar las funciones elementales.

Para contestar estas preguntas el do- .
cente necesita recurrir a conocimientos mas avan-
zados que el Algebra Elemental y la Trigonometria,
como son el CAlculo Diferencial e Integral y de una
* introduccién al Andlisis Numérico. Pero el nivel de
los estudiantes, Medio o Medio Superior, no es sufi -
ciente, ya que, como se sabe, el conocimjento de las
MatemAticas es progresivo y paulatino.

Ante tales inquietudes de los jévenes y dilema de
los profesores, decidi realizar esta tesis basada
en un articulo del Doctor Pablo Barrera SAnchez,
‘en el que propone algoritmos sencillos para la eva -
luacién de las funciones elementales.



Con este propésito, inclui la forma usual en que se.
calcularon estas funciones, a las que llame "Algorit-
mos Clasicos", en sequida, propuse algunos algorit-
mOs para evaluarlas, qué por su sencillez, llame "Al-
goritmos Aritméticos".Y por dltimo, una contrastacién
entre ambos métodos y las conclusiones de esta com -
paracién.
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II METODOS CLASICOS
PARA EVALUAR LAS

FUNCIONES ELEMENTALES

ALGORITMO . - PARA EVALUAR X

Para 0 < x, conn € 2.

n
Para evaluar x , se realizan n - 1
multiplicaciones , es decir :

1
X=X
o
2
X = XX = X
o0 1
X = XXX = XX = X
: lo0 2

n
X = XXX . . .~x-xn1

Y esto proviene directamente de la propiedad asocia-

tiva de la multiplicacién de los ndmeros reales -

10



EJEMPLO , 'para evaluar (5.5)5
(5.5) = 5.5
(sLﬁ)z = (5.5)(5.5) = 30.25
(5.5)° = (5.5)(5.5) (5.5) = (30.25)(5.5) = 166.375
| (5.5)% (5.5) (5.5)(5.5) (5.5)= (166.375) (5.5)=915.0625

(5.5)s = 915.0625(5.5) = 5032.84375.

Si 0 <x, con x € 3 , entonces:
n n
(-x) = + x . si n es par

(-x? - - xn , si n es impar

4 -
32 (-3 = 8
(=3)° = (=3)(-3) (=3) (-3) (-3) = -243

Esto es claro de la regla de los signos para la ‘
multiplicacién
Si n es un enterod n < 0 , entonces de 1la definicién:

11



GO = 1% = (/%) (/%) (1/%) ... 1/x" = x .

Con n-1 multiplicaciones.
Ademés. por la regla de los signos para el producto.

(-x) - l/x >0. 8in es par

'(-x;n - -(1/x)n< 0 . 8i n es impar

EJEMPLO: .
(1.2) = 1/2.0736 > ©

EJEMPLO:

(1.7)° = -1/(4.913) < o,

12



ALGORITHO PARA EVALUAR /X, con X >0, ndmero reel,

lﬂ‘ = Y , con YEM

dende:
Xw oo

. ebbe.. e
iei 8° s con k¢ W

LI

es Te expansion decimal do X, dondé :
¥ayoyiys .. y“(IO)j/" , con | = k/2, JEW
es Te expansion decimal de ¥, (Si k es impar, se agrega un cero a la
) ’ izquierda de X).
EY algoritro se splica de 1a siguiente naners:

EJENPLO:

Evelusr J 1034
Como el nimero que vams o evaluar tiene 4 dfgitos, ksl; entonces el al-
goritmo se aplica seperando las clfres de 1a parte entera de dos en dos:

Es decir: .
Sesn @ Wo = B8t

Wy 8ja2®g

w2 = P2
Y, 1» parte decimel:

byby = w2

byby = Wiia/2

Entonces X = WoWE e W W1 /9 0™ Wpe Wil LW (‘0)k/’

2 10.34010)?
Entonces el algoritmo se aplica dn la siguiente manera:

Primero buscamos un ninero digito Yo Cu¥o cuadrado sep et miximo ndmero

2 2
Yo € w, < vy e )

Liamemos X, = Y, = 3
32 410 ¢ W o g

Wy e 20030
Entonces buscamos un nlmero digito Y,

tal que ses el m8ximo digito que cumpla la eondicion:

2

(x, + 102 & w < (x + (v + D/10)?
O sv:/w +¥§ 7102 £ 10,34 !

2(60 + 2) = 124 £ 134 < 3(63) = 189

13
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Entonces ol nfimero huscedn as Y| -2 Liamemos: Xy = vna-v‘/m -3,2

Ahors busquemos otro nimern, tsl que su cuadrado sea el méxino nomero
aue cumole 1e condicifn: '

(% + 10" £ ¥ < (X +(rpn/1a2)?
(3.22 « 2. 2v,710% + Y/10* & 109

Multiplicando por 10% :

102 40O + GhOY, + V: £ 103 4LOO

‘(z(6'ao+ Y,) & 1000
1(641) = @hy £ 1 000 < 2(642) = 1284

Entonces &) nfmere buscedo es Vz =1
. Ligmemos K, = Xy + ¥5/10 = 3,21

Ahors busqucnos otro nfmnro, digito, Ya. tal que nlevado a1 cusdradn ses
el méximo nimero qua cumpla que:

(% + Y1092 £ v < (X + vy + D/10H?

Entonces?

G20 ? v 23.20v5/100 ¢ vyt 2w

3

¥, (6400 + v,) 4 10 340 000 - 10 30% 100 = 35 900
5(6425) = 232125 & 735 100 < A(AN26) - 3R 56

Entonces el norero buscado es V! »5
Y = 3.215(10) a 32,15 i X = 103601007 = 1 034
(3 215)2 = 1 033.6226 = 1034

Si se requlere meyor precision, sl proceso continde, ¢ si ¢l residvo es
cero, ¢! algoritmo termina.

EJEMPLO:
Evaluar V535

Como X tiene 3 digitos, k rs impar, entonces para splicer el ol-
Qoritmo, agregemos un cero » la izquierds del nOmero 0535, y arocedemns
@ separar las cifras de d!s en dos como en el ejmpplo anterior:

Con Ww 05,35 : X = WI0}2 ; Y=y oy ... (10

14
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Primero huscemos uﬁ nimero cuyo cusdrado sep al mgximo ndmero , tel oue:
;2 132
Vo < llo < | Vo + 1)
2

2202 54 3%y

El primer nimero buscado es Y, a 2 .

Ahore,busquemos otro dfgito cuyo cuadrado ses nl meyor nimero cuyo cuae
dredo cumple la condicifn:

e v10% £ W < (v, + (Y + D107

2+ 0¥, /10 4 vinet ¢ 535

Hultinlicendo nor 102 ;

hoo + loov' + vf < 535

V(48 + ¥y) & 535 - 400 = 135

33} =120 £ 135 < bkt = 176
Entonces el ndmero buscedn es Yy = 3.

Lianemos Xy = Yn 4 Y'/lﬂ - 2,2 .
Busauenos ahors ntro nimern cuyo cumdradn sea @l mbximo: )
Ky #9100 £ w < (X (v, e o2

(2 1)2 + 202.3%,102 + vinos 555
Multiplicomos por 107

¥, (NGO + ¥5) £ 53 500 - 52 900 =~ 600
Entonces, el nlmero huscado es Vz ~
10161) = 461 £ 600 < 2(h62) = 920
Como ¥ =2.31(10) ; X =5.35(1002 a 535
(23.0% = 533.61 = 535

Si se recuiercn mas decimales al procedimiento pueda continuer o sc ternl-
ns si el residuo es cero,

=15~ .



ALGORITMO GENERAL:

En general, el algoritmo clAsico se basa en
las siguientes jdeas:

Primern: Encontrar una sucesién (x } que seé
convergente a "

v, es decir :

14 =
nn-;)co(xn, AVRS

Segundo? {Y,.} debe ser seleccionade de tel manors que cada Y, sra di=
gito de Ia serie decimal que representa a Y, como se indich en los e]ém-

plos:
St X = aeap g .z'.hb , con k par,

Entonces el algoritmo se splica seperando. las cifras de X, de !a si -
guiente maners: .

L

Wieom ey b Wigpg 3 byhy,

Voo™ 08 b Y2

k/2
Donde X = Moo Wy oo o Wy oo Weapyn .. (10) . conk, neN
Y, embos, k y n son pares, egregando un cero a s fxzquierda de X, st
los cifras son faperes X = 0: o ¢|.b|b,_-- y/6 un cero A 1n
derechg, si las cifrs dncimal do * es fmnr

Entonces Y, = Y.V ... Y .. (lo)j/ ,con jak/2; j,m€ N

Entonces conviene seleccionar y ' tal que @

y=mAx(y€N|y < x)

entonces:

2 ( 12
< 4
Y =W, y +1)

llamemos: Yy =x .
: o 02'
- LI S
wc _yq» °

16



De la desigualdad: 2
]
. < < + 2 +1
BIWE ¥, L2,
obtenemos:
: 0 < 2 <2y +1
o o
zZ < r
° .
con r =2y + 1
] o .

Considemos ahora la desigualdad: .

. 2 ©
v, + ¥, /10) < W s [Yo + (y +1)/10)

entonces: 2 + 2 2
10 "+
Yo YOYI/ Y1/10 < w

Y' € N, conforme » la selqccidn de Yy

multipncandozpor 10 2 2
10 + 2 10 + < 10
Yo Y.y, vy, = w

tactorizando: 2 2
y(zyolo + yl) < (W= yo)lo

entonces, conviene seleccionar yl, tal que:
2
Y, -mAx(yEN.Iy(zyolo-ky) s 10z}

.con yl digito

llamemos: .y 10
X, oty /
2
z, = W - x
1

De la desigugldad: C o, )
X £ < Iy +(y +1)/10] = (x,. +1)
- . o Sl 1 i
se tiene que: 2 5 )
0 < w- x, < 1/10 (2x110 +1)

2
0 <swW- x1< 2/10 ( x1+'1/20)
2z < "r. B
1 1
‘con r.='2/10(x. + 1/20
B! ./ ( L /20)

Consideremos la desigualdad:

17



¢+ 104y /1023 % (x +yy 1o’~)’2 <
(vt v,/ Y, AR A <
' 2.2
<w < [x1 + (yz +1)/10)
’ 2.2 ' ’ .
De (x1 + y2/10 ) = W ' se tiene
x} o+ 2x Yy /102 + yz/m" <W< [x + (y + 1)./10 ]2
1 172 Pt = 1 2
multiplicando por 10 :

2 2 4

10 X + 2x y 10 + y < 10 x

1 1°2 2 -

factorizando:

(2x 102 + ) <V 104( w x‘ )
yz 1 2 y2 - .

2x_ 10 + < 10 2z
Yz( 1'% Yz) <

1
Entonces conviene elegir yz, tal que

.

C 2 4
yz-mAX(yelﬂ I y( 2% 10" +y) < 10z

1
digit
llamemos: con ¥y gite
X, =% +y/10

2 2

18



De la desigualdad:
2 < < (x_ + :I./!.oz)2 xz + 2x /102 +1/10
X -
_ 2 = v 2 T2 2
implica que: 2 2 2 2
0 <w - x2< 1/10 (2x210 +1/10 )

2 2. 2
0 zz < 2/10 [leo + 1/2(10) }

1A

z < r
2 2

: 2 2
con r, = 2/10 (xz-lo + 1/2 (10) ]}

En general, por induccién:
' Considemos la desigualdad:

n-1
con y“dlgito porque

n 2 n 2
(x +y /10 ) < W < [x = (y + 1)/10 ]
n-1 n n

2 :
(y _+1) > w conforme a la seleccién de y
n-1 . n-1

De la desigualdad:
x2 + 2X y /10n + y2/102rl < w
n-1 n-1"n n =
multiplicando por 102n tenemos que:
2 2n 2n

2 2
x 10 + 2X 10 + < 10
n-1 n-lyn Y = ol

19



2 2 2n’ 2n 2

2xn_1yn1o +y 2 10w - 10 X 1
factorizando:
y (2x 1o2 + y) £ 102n (W - xz )
n n-1 n = n-1
y (2x 102 +y) < 102nz
n n-1 n = n-1

Entonces conviene seleccionar yn , tal que :

2 2n
y = max {y BN | y(2x 10 + y) <10 z }
n n-1 - n-1
n
Llamemos: x - x +y /10
n n-1 2 n
z =w - x
n
Entonces de la desigualdad:
2 n. 2
X < W < (x + 1710 )
n n
2 2 n . 2n
X < W < x + 2x / 10 + '1/10
n n n

o2 2n n n
0 TwW-x < 2/107(x 10 + 1/2(10)]

20
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2n._n n
z < r con r = 2/10 {10 x + 1/2(10 )]
n n n : n

Hasta aquli, encontré una_sucesién e tal ma_-
ngra qug enecfmo digito es la expanlioémagcgmal de VX

Esto es: Como X = W(10}k/2 ' aneances:
2 n n
1im X } = + 10 + 10 +...+ 10 +...
madXnl T Y, v,/ Y,/ Y./

k *
+ 10 = X
Eyvgre =

Es decir que { x } tienge a un limite y ese limite es

la expansién decimal de X . N

X < X < < ... < X
k =  Tk-1= ¥k-2 = =

Ahora demostraremos que la sucesién residual { r }~>0
. _ n

r = 2y +1

o o

r = 1/10 (2x110 +1). = 2/10 [x s + 1/2(10) )

r 1710 {2x 10 + 1) = 2)101’ + 2 id'

= = X +
2 2 t 2 2 / (xz
. . + 1/2(10) }

r =t=1102l1210+1 n n
n / ( x 10 . )y .= 2/19 (x n+ 1/2(10) 3}

21
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Vamos a ver que: Ilim {r } -> 0
n->o n

Demostracién: n
n
r = 2/10 [ x + 1/2(10 1))
n n

ademAs :
n .
= + 10 + .. + 10 < +1
x n Yo YI/ Yn/ ‘ Yo
entonces:’ n
n
rn < 2/10 [yo + 1+ 1/2(10) )

r lo tanto:
po a 1im l,rn) =0

n->00 n
Ademas: 0 < 2z < r
n n
Pero: lim » z = 0
n->co (zn}

or tanto: . 2
P Iim (x-x ) =0
n

n~->a0
2 2
por tanto: x = Ulm x = ( lm. x )
n->co n->¢o n
*2 * .
por tanto: x = X = |VR| =X u

22
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ALGORITMO PARA EVALUAR ’ﬁ‘ , con X>0 , nfimero real.

donde
X = akak_1...aza1.b1b2...
X, con k =1,2,...

El algoritmo se aplica: 12

es la expansibén decimal de

Separando las cifras enteras de tres en tres

Esto es © .

Wo = 33, Vo3P Pabs

v

1= a a,
K-22K-3 :
_ v, = b,b.b
V, = a 48 o (k+d/3 475°6
Yir3 33%3, s
. _ k/3

Entonces: X = WaW,...W, ¥y 1. (10)

Si 'o tiene 1 6 2 digitos, entonces agregamos 1 6 2 ceros , para

completar la terna.

EJEMPLO; _
: 'Sl X=23 =) W;=003, VW =3

Si X = 25687 = Wy =025 .U1=687
De tal modo que : W = UO.U1H2

. ¥ k/3 '
Bnmpces. X = W00 . y aplicamos al algoritmo a W, donde:

= J i =
Y=Y Y, Y (10)Y , con j = k/3 .

23
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EJCMPLO: . 3
) El algoritmo usuil para calcular /93

Primero .
Examinamos los né@meros cuyo cubo es menor 6
lgual a 93: :

3 = 27 < 93
4 = 64 < .93
5 = 125 ‘ > 93
Entonces seleccionamos y°-= 4 como el priﬁet digito
Seqgundo: Observamos la desigualdad: .,
(4 + y /10? < 93

2 2 2 3 3
64 + 3(4) yl/m + 3(4)y1/10 + y1/10 < 93

2 2 - 3 3
64 + 48y1/10 + 12y1/10 + yl/lo < 93

2 2 3 3
y /10 + 12y 7100 + y /100 < 93 - 64
1 1 1
(4800 + 120 + 2) < 29
Yy Y Y

Entonces buscamos un digito que cu&pla la condicioén
anterior:

siy=-5
t 5[4 800 + 120(5) + (5)2] =
= 5{4 800 + 600 + 25} = 27 125 < 29 000
Si y1= 6 2
G[4 BOO + 120(6) + 6 ] =
= G[4 BOO + 720 + 36] = 33 336 > 29 000
Engogces el mayor digito que cumple la condicién es
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Entonces la desigualdad: 2 3
o ‘ (4.5 + y /107) < 93
2 2 2 4 3, 6
(91.125 + 3(4.5) y2/10 + 3(4.5)y2/10 + y2/10 ) < 95
. . 6
multiplicando por 10 . tenemos que:

2 -3
91 125 000 + 607 500y1 + 1 035y2 + y3 < 93 000 000
factorizando:

’ 2
y,( 607 500 + 1 035y, + y, ) < 1 875 000

entonces buscamos un di{gito que sea él mayor que cum-
pla la condicién anterigr: q : ¥ q

23

i y2 = 3 z
3[(607 S00 + 1 035(3) + 3°) =
= 3[607 500 + 3 105 + 9] = 1 831 842 = 1 B75 000

si = 4
y2

4{607 500 + 1 035(4) + 4%} =
= 4(607 500 + 4 140 + 16] = 2 446 624 > 1 975 000
Entonces el siguiente digito que nos conviene elegir
es 3, por tanto:
3
(4.53). + 92.959677 ¥ 93

Si se requiere mayor precisién,se puede sequir selec-
cionando. mads digitos decimales siguiendd el mismo
procedimiento.
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ALGORITMO GENERAL :

Se basa en las siguientes ideas:

19) Seleccionar una sucesién de tal manera que sea con-
vergente, esto es : :

um {x} = YT

LY L
El algoritmo se aplica de la siguiente manera :
Si X =aa, , ... az3,.bb, ...
es la sucesién decimal de X, separemos X en ternas de digitos: '
Sean:

o = %¥k-13%-2

A-22k-32k-4

Vik/3™ 33823

Donde k€ ¥ , k miltiplo de tres, porque si v, tiene uno 6 dos

digitos, entonces agregamos uno & dos ceros a la izquierda de
'o' para que k sea miltiplo de 3; y entonces aplicamos el al-
; - _ -k/3
goritmo a W, donde W = vov1 .A..Hklz... = X(10)
EJEMPLO: '
Si X = 1 001 , entonces hacemos X = 001 001
y aplicamos el algoritmo a W, donde W = 001.001 = x16“/3

10K/3

Si llamamos W = \IO.V =X

1"
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20 Selecionar la sucesién de tal manera que cada { Y ‘;
sea digito de la serie decimal de Y.
Observemos lg desigualdad:

3
Yo S W, € (Y, + 1)

con y €N , digito
Entonces conviene selecclonarg, S °

Y, = mMax { y EN | ¥ <w,)

Llamemos: Y = x
o [
z2 = \w{,- )4
De la desigualdad:
3
Y oS Wo< (y_+ 1)
3 3 2 .
0 < - < + 3 +
< Wy Y, Y, Y, W, 41
Obtenemos: (
< 2 < 3 + + 1/3
£z, Y, Y, /3)
2z < r 2 :
o o , con z;,=3(y° +y, +1/3)

Consideremos ahora, la desigualdad:

3 3
(y°+ y /10 ) < W < [yo +(v1 + 1)/10))

con y digito conforme a su seleccién
Observemos el primer miembro de la desiqualdad:

3
x + 10 <
(x v,/ Vs W
x:’ + 3 x2/1o + 3 zx /102 + 3/103 <
-] yl o yl o yJ. 2

. . N
factorizando y multiplicando por 10 :

2. 2 2 3 3
y[3(10)x +3(10)xy +y1] 5}10(w-x°)

1
., tal ‘que

vt 3(10 )x + 3(10)x% R y2 ]' '5'_ 10%2

Entonces conviene seleccionar’ Y,

. ; )
y, = max{ yeN | y[3(1o )x +, 3(10 )x y + y ] < 10 zo)
. : con yi digito.

Llamemos: :
. %= (x + Ly /10)
J: R T 3
LB _E W LR
Sa St
27

(S lTtIa SuUWN Row w -

A Wt e e



De la desigualdad: _
1 3 _ 3
'x]. £ W < x +y//10 +1/10 - (Xf(*OD/lO)
Obtenemos: 3 2 : 2 3
0< w-x ' <3x(1/10) +3x (1/20)° +1/10° =

3 2 2
= 3/10 (xllo + x11o + 1/3)
3, 2. 2 )
= 0 < z:l < 3/10 (x11° +x110 + 1/3)

> 2 < r
1 1
conr = 3/103 (leo2 +x 10 + 1/3
1 1 1 .
‘Observemos ahora la desigualdad:
23 . 2.3
+ 0+ 10 < W < + 10 + +
v, +vy,/2 y,/10) SW< Ly v,/ (yz 1)/10 )
con y1 digito conforme a la seleccién de y1
Del primer miembro de la desigualdad anterior ten'emos :

2.3
(x1+ yz/lo) < W

x +3x2 /102+3x 2/1044» 3/106 < W
1 lyz 1y2 yz -
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> 3> ./102 + 3x 2104 + 3/106 < W= x z
= x - -
1y2 1y2 yz -
multiplicando por 10 :
q 2
Ix 10" + 3x
1y2/ 1y2

" factorizando tenemos que:

/:I.o2 + 3 < 106 z
¥2 - 1

y_(3x 10‘ +3x y 1o2 + yz) < 106z
2 1 172 2 - 1
Bntonces conviene seleccionar Yy tal que :
4 2 2 - 6
yz = mAX{ YEN |-y(3x110 + 3x1y10 +y) <10 zl)

Llamemos: 2
X = x_ + y /10
2 1 2

De la desiqualdad:

3 3
x, < \x/<(xL + y1/101 + 1/13‘) = (xz + 1/10')3

2
Obtenemos: 2
0 < - 3 < 3 2 1 2 2 3]
< w-x, x, (1/10) + 3x,(1/10°) + [1/10 =
6 2
0 & Z, = 3/10 (x1104+ x11oz+ 1/3)
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.. 2 2
-> 052< 3% (1/10) + 3x 10 + 1/3) =

=> z < r
1 1

3 2 2
conr = 3/10 (% 10 + x 10 + 1/3)
1 1 1 o
Observemos ahora la desigualdad :
2.3 2.3
+ 10 + 10 < W < + 10 + + 1)10
(vo Yll yz/ ) £ tvo Yll (Y2 ) )
con y2 digito conforme a la seleccién de yl
" Del primer miembro de la desigualdad anterior se tiene:
(x + /1o2 )3 < v
1 y2 -

x:’-b':lx2 /102 + 3x 2/104 + 3/106 < W
1 1y2 1¥2 .yz -

-; x 104 + 3% 2/10 + 3/106 < W 3 z
1 1y2 yZ - 1 1
) 6
multilicando por 10 :
3Ix /104 + 3% 210.2 + 3 < 106z
1y2 1y2 y2 - 1
factorizando, tenemos que:
(3% 10 +axy 10° ) 10°
< z
Y2 1 1y2 yz - 1
30
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Llamemos :

X = X + 10
2 1 YZ/
3
z = w - X
2 ’ 2

Entonces, del segundo miembro de la desigualdad :
3 2 2 3 2
x, £ w < ( x + y2/10 +1/10° ) + (xz + 1710 )

3

. 3 ' 2 3 3
0 < We=x_< (x +1/10 ) - x
- 2 2 2

: 2 2 4 6
=> 1] < z2 < 3x2(1/10 ) + 3x2(1/10 ) + 1/10
2 2 4 6
-> (] < z2 < 3[x2/10 + x2/10 + 1/3(10 ) ]
6 2 4 2
- [4] < z < 3/10 (x 10 + x_ 10 + 1/3)
- 2 2 2
2 < r
2 2
. 6 4 2 2
con r2 = 3/10 (10 x2 + 10 x2 + 1/3)
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EL ALGORITMO GENERAL , por induccién:

Considerando la desigualdad

(x +y/10M3 < w o< [x + (y + 1)/,0"]3
n-1 n - n n

-1
con O < < 10
3 —yn
e + 1 < W, con 0 < < 10
porque (y .+ 1) £ w, Y €™ 0z<y.

De la desigualdad : )
(x +y /10") < W
n-1 n -

Obtenemos:
x3 + 3x2 /10n + 3x 2/10zn + 3/103n < W
n-1 n-lyn n—lyn yn -

de donde: multiplicendo por 1097,

y (3x 100 + 3x 1oq+ 2)< 103nz
n n-1 n-1"n 9= n-1

Entonces conviene seleccionar y , tal que :
n

max { yenN | (3x2 1ozn+ 3 10n + 2
- . - 3% <
Yn b4 Yy -1 A -1 Y Y) =
3n
< 10 =z
- n-1
Llamemos: n
= +y /10
n n-1 3n
zZ =w - X
n n-1
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Entonces de la désigualdad:

3 . 3 n 3 .
xn < w < (xn + 1/10 ) , obtenemos:

3 3 3 2 n 2n . 3n
0 <w=XxX<~-X +x + 3x (1/10 ) + 3x (1/10 ) + 1/10

n n n n n

. in 2 2n n :
- 0 < zn’ < 3/10 ( xnlo S+ xnlo + 1/3)

z < r
n n

o an 2n n .
con'r = 3/10 (x 10 + x 10 + 1/3
n . n n
. 3n 2n, 2 n 2n
r = 3/103 {10 (x + x /10 ) + 1/3(10 ) ]
n n n :
Ademas:
w o= +y /1(2) + + /1(:,5n < + 1
. n Yo' ¥y T T, Yo
Entonces:
n 2 n 4an
rn < 3/10 { (y°+ 1) + (y°+ 1)/10 + 1/3(10 )]

=> Um {ri= o
n->00 n
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0 < z < r => um{zn]= 0

[=] n ) n=>00
' Entonces: X = wio¥/3
-’ llm(x-xa) = 0
n=>an n
3

3
X T AN T QY

3 3
=> % = Um () = (Un(y )

x3
=> X = X
n
3 »

=> V| = X
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FUNCION LOGARITMO

DEFINICION:
DEFINICION DE NAPIER : ( Siglo XVI )
Esta deiinicibn incluye dos puntos moviéndo

se en diferentes lineas:
P x :
P —+- 7 0 7
o PO =10
. o
L t
[} L

7
El punto P se mueve con velocidad inicial 10 a través
de PO y con esta velocidad decrece. El punto L se mueve
hacia la derecha con velocidad constante igual a 10 .

Entonces el segmento se define como y=LL= 107t ’
o

con t=‘intervalo de tiempo de manera que el loqaritmo.
de Napier se define como :
Nogx = n , si x = 107(1 - 10-7)n
La idea de Napier se basé en construir una tabla de
valores de la progresién geométrica :
7 -7k
xk + 10 (1L - 10 ) ; con kK€ N

El usé las siguientes PROPIEDADES para n pequena @

7 T A
1a . 1w (1-10) ¥ n
-7 100 -5
2a (1-10 ) = (1-10 )
-5 50
3a (1-10 ) x { 1 - 1/2000)
20 - .
4a ( 1.- 1/200) ¥ {1 - 1/100)

¥ asi construye la tabla siguiente:

1 -1 ; -1
x = 10 ( 1 - 1/200)P (1 -,1/100)0l :
pq : . : -
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El logaritmo de Napier tiepe las siguientes propiedades:

_ 7
i) XX, = 10 Xnen
i) x /x _ =7
a’ n = 10 xm_n
Y ademés si :
Nog(xy) = Nlogx + Nogy + Niog10/
Demostracibén:

x = 10701 - 107H™

y = 10/ - 10H"
Xy = 1 1d (1 - gy
10 =(1-10hH4a

107(1 - 107 7y™IHa

xy

Nlag (xy) m+n+q

Nlogx + Nlogy + N]og107



demostracibp:

-4 4
m = 10 n , n = 10m
4
-4 n -4 10 m
X = (1L+10 ) = (1 + 10 )
n
4
- -4 |10
- 1 + 10
2a
= 4
-4 10 ~
(1 + 10 ) ~ e
n
11%9( 1+ 1/n) = e
ny
Entonces aplicando, la idea anterjor roveniente de
1a definéion’ de Blrgi a la definicibn'depuapfer, tene-
mos que ¢
7 -7 n
Xx = 10 (1 - 10 )
7 7
7 -7 \10(n/10")
= 10 (1-10 )
7 7
7 -7.10 \n/10
= 10 (1-10 )
7 /107
-n
* x < 10 e
7 7
Lx < L1 - n/10
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7 ) 7 7
n/10 = -Lx + L 10 - L(10 /x)

7 7 :
n ¥ 10 L ( 10 / x)

T TR
{ Nog x = 10 L(10 /x)

DEFINICION DE BURGI . ( Siglo XVI )

Esta definicién es similar a la anterioz, solo que
Btirgi utilizé como radio vector a: 1 + 10 .
Entonces:

-4 A -4 n
Blogx = 10 n si x= (1+ 10 )
Con las siguientes propiedades :

la Si Blog x = m
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DEFINICION DEL NUMERO "e" .  (Siglo XVII)

Para toda x €N , con n > 1 , "e" es el enécimo término
término de 1a sucesién: g

e = { an§= (1 + 1/n)n = 2.71828...
n
El 1 1 +1 ist
n-gao( /n) existe y
por el Binomio de Newton :

(1 + 1/n)n = 1 + n(1/n) + (n(n-l)/z!](lln)2 +
[n(n—l)(n-Z)/S'](l/n) + +
+ [n(n-1) (n-2}.. (2)(1)/11')(1/“)
=14+ 1+ [(n2 - n)/2!](1/n2) +’T(n - 2n2- n2+ Zn)(l/n )

+ e+ [ (an/m) Ta/m”
=141+ (Q)/@2HIA - 1/n) 4 [(1)/(31)](1-1/n) (1-2/n)

+ oo+ [(1/n8)3(1 - 1/n)(1 - 2/n)...[1 - (n-1)/n}(1/n)
Para n distinto de 1 :

(1 +1/m)" <2+ 1721 + 1]31‘+...+ 1/n!
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<2+ 1/2 + 1/23 oot 1/(2"-1) < 3

(] ne-t - t
Yo que n! < 1/ 2" puesto que 2"°'> o!
AdemAs, para n¢ W

o n .

S ldm (1 +1/n) =141 4+ 1/2! + 1/3) 4.+ 1/Kk) 4.,
n~»oco

- 2.71828...

DEFINICION DE BRIGS:

fl esquema de la definicién de Brigs adn tiene
vigencia * f ensena . a los estudiantes de Nivel Medio 1'%
de Nivel Medio Superior.

Si b = A con b > 0

. El logaritmo del numero A, con base b > 0, se de-
fine como el exponente x de la base b.
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DEFINICION DE GLASSER (Slg16 XX)

Con la moderna notacién del Calculo, = Glasser ,
basado en el esquema de Brigs , definié el logaritmo
como:

’ x
log x = Id‘l‘/{-
1

41



PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS :

Segtn la definicién de BRIGS :
x
logbA = % => A = Db
Para todo b >0 , Xe¢ R
la Todo logaritmo es un exponente
Es claro de la definicién.

2a "Si A <0, el logaritmo no existe
De la definicén b > 0
Entonces ;
x bx > 0 , para todo x€. R
Pero b = A < 0 , lo cual contradice la
hipétesis
Ja  Ssi 0 < logbA < 1 => x< 0
En efecto,si A = b-x = 1/bx
Como, por definicien b > 0, entonces :
0 < 1/b < 1 = 0 < b < 1
=> 1oqu = -X

42




a

"La.unidad es al logaritmo de la base ,

1
En efecto, b = b, para‘tqda bER => logbb =1

El

ceroo es el logaritmo de 1la unided.
En efecto , b = 1, para toda béR =

43

> loglb =0

6a logb (AB) = logbA + 1ogbB
x
si A=Db => lc:vgb = x
B = by => logB = vy
Entonces: b
AB = bx by = bx ty
=> 1ogb(AB) X +y
7a logb(AB) = logbA - logbB
A= bx => log A = x
si y b
B = Db => logbB =y



- Entonces:

X X -
A/B = b /by = b Y

- log (AB) = -y
> og, (AB) x -y

. ‘m
8 1l A = mlog a
‘ a oqb( ) 9

Entonces
m X \m nx
A = ((b )) = b
=> lo Am. = mx
n .
9a Si logb V& , con né€éMN
Entonces: n
log YA = (1/n)log A
b b
x
sia = b => 1ogbA = x
n n X n/x 1/n
VE = viB) = (b) = (b "
n
=> logb( VE) = (1/n) x
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PROPIEDADES Segén la definicién de GLASSER :

ia Todo logaritmo es el 4rea bajo 1la curva
Yy = 1/t , entre 1 y x, segin la figura :

Y
Yy =1/t
1 —————
1/%
>t
[
Y _ I
=
‘2a si x < 0 , el logx , no existe.
Es claro, porque sélo esta definida para x > 0
u
3a Sl x <1 => log x < 0
De la figura: si x < 1 ,
entonces:
X 1
Idt/t = -Sdt/t < 0
t 1 b3
-
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4a Log 1l = 0
. Si x =1, entonces :
N o

de/x = [} Co
et : o
6a log(ab) = log a + log b
s ! < an 1
it e R A
ab
Y log(ab) = !dx/x -
1 1
. a ab
= !dx/x + Idx/x
1 a
Pero :
ba b
S dx/x = I dx/x
a 1
Demostracién :
Si t=1 => w=a
Si t=b => w=ab
Entonces:
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E» dw/w . = ‘ adt/at = x at/t
wiaa t=1 1
ab b
=-> [dw/w = g an/x

a 1 ,

L . ab a b
-> log(ab) = j ax/x = ; dax/x + ; ax/x

1 1 1

Pero de la definicién : "
loga = S dx/x Yy logb = '; dx/x
1 1

=> logab = loga + logb

7a Log(a/b) = loga - log b
Si a<b, conb distinto de 0, de la figura :
a/b
log(a/b) = S dx/x =
1

y = 1/t
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.o a . vv .a/b
‘ log(a/b) - ;dx/x - I dx/x
' 1 a

Pero: i
ve a/b - 1/b b

t dx/x - g ax/x = = S dx/x

a 1 1
Demostracién :
' Por la 6a propiedad, se vié que :

"a/b 1/b 1/b , b
g ax/x = S dx/x Pero S dx/x - - I dax/x
a - 1 : At
Por la definicién :
. a b
loga = ! dax/x b4 log b = j dx/x
. 1 1
Por la 4a propiedad:
b 1/b
log b = ; dx/x = - s dx/x
Entonces : 1 1
a/b a b )
log(a/b) = S ax/x = s dx/x - S dx/x

1 1 1
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=> log (a/b) = loga - -log b

8a log a- = mloga , para m €N
4 m
a
Por definicién log am - I ax/x
Pero :
‘n a . a.a a3 . a.
Idx/x - xd'x/x + ‘dx/x + Idx/x Heuot !n_c{x/x
a

1 1 a - ‘a.a

Pero por la demostracién anterior, dada én,
la propiedad 6a :

b ab
S dax/x = x dax/x ’ sia=b, entoncés :
1 a
m
a a a a a
de/x = Idx/x + de/x L de/x = dex/x
1 1 1 1.
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o an - o a om
-y S ax/x = n‘ dx/x = mloga = loga
1 1 S

.oa ‘log V& = (1/n)loga , con newW
: o i/n n . :
Sea z = a => a = z
como n € N :
a ' " z l/n )
S dx/x = I dx/x - n‘ ax/x - = n‘ dx/x
1 %1 1 ' B
1/n a
; dx/x : = ‘ dx/x
S o
i/n '
..a . T :
g dx/x = (1/n) I ax/x.
1 N

-



COMSTRUCCION DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS :

TABLAS DE NAPIER Y BURGI :
ldna central cons

iot:lo en roncl.omr una
uﬂ.o geométrica con una aritmét

si x son tales gue se
aleulat t 'p;gﬁgrcgﬁ 1:%” !oncg:l colo xey, -ondg::.
X = ar- ’ y = arn ’ a .e 4 ’
» N 2 mén
=> xy = @arar = a T
n+n
= xy/l . = ar
t g '
as EleTpITERC130 $UAE R N T
..toln las tabla-i "a" es una potencia de 10 y be ll, }
ar tica geométrica
b - ar v
2b ar2
nb arn
(m+n)b ar“n

51



- En la tabla de Napier En la tabla de Biirgi
b=1, a=10, r=1=10 b= 10, a = 10, r = 1 + .10

L4 =7 R-F b

1 10 (1 - 10 ) 10x1. 10 (1 + 10 )
7 -7 2 8 -4 2

2 10 (1 - 10 ) 10x2 10 (1 + 10
7 -7 3 8 -4 3

3 107 (1 -10 ) 10x3 10 (1 + 10 )

: 7 " -7 n . 8 -4.n

n 10 (1 - 10 ) 10xn 10 (1 + 10 )

En la tabla de Birgi para
8 23027
10x23027 ( 10 (1 + 10 )) £ 10 (1)
Puesto que n es el logaritmo de las bases ( 1 - 10-7)n
-4 \n . )
Y ( 1 +:10 ) para Napier y Birgi , respectivamente,

para Burgi, fué la tabla de antilogaritmos, excepto por
el punto decimal.
: ]
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CONSTRUCCION DE TABLAS :
LOGARITMOS COMUNES (BRIGS) :

" E1 logaritmo de BRIGS, En términos de NAPIER ,
esta definido por la transformacién:

log lonx = n + log x

Gx) = Nog 1 - Nog x

Nog 1 - .Nogl0

Usando la relacién de Napier :

~

7 3
Nogx = 10 L (10 /x)

veremos e
u G(x) = log x

pemoitrdcion: . '
. 7 7 7 7 7 7
G(x) - 10 L(10 ) - 10 L(10 /x) - L(10 ) - L(10 /x)
Y L2 7 L w %
10 L(10 ) - 10 Nog 10 L(10 ) - L(10 )
7
l‘(u%lo:'lx)) Lx
G(x) = - - = = log x
L (10 /10 ) L10
=> log 1 =0 Y log 10 = 1
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. Esto es cbnlecuencia de los logaritmos que difieren
s6lo por el punto decimal

log.lonx = n + log x
EIEMPLO ¢

2 = 0.3010
20 - 1.3010
200 - 2.3010

La tabla comienza calculando suconivam.nte lau
raices cuadrada- de 10 , empezando por log 1 .

TABLA DE BRIGS

g
2
.%
2

"0RIKDOD
COARIWBN
OOVINNIN
RPUWOONNN
[t DONTET A A
NOBOREO
HPNNOWHO
NOWHNOO
-

.

.
0000000H
X
000NN

[

10
-
.
[~
[-]
(-]
Q
W
wn
[
(%]
(8]
.
.

0.000015255876

e o o Qe » o OUAIBWIN

[*J
0
[
o
Q
o

000 000,... . 0.00000000000000
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_CONSTRUCCION DE TABLAS DE LOGARITMOS.
METODO DE NEWTON:

Se basa en el cAlculo de las integrales del Area
bajo. la curva. De la figura:

~

1
Yy = para x > - 1

o
El 4rea bajo la curva hiperbélica A(1 + x) sobre el

intervalo (0,x] para A(1 + x) > 0 es :
Yy = 1/(1 + x)

Pero la serie : 2 3
Yy=1/(1+x) =1 ~-~X4+ X=X+ .0 =X
es el resultado de divir 1 entre 1 + x :
Como : % ’
Lx = (1/t)at , tomando integrales
term;po avte;mino,_sk tiene que: . S

2n 2n-1
+ %

2 3 4
A(l + xX) = L(1 + x) = X =X /2 + %X /3 -%X]/4 +...~

2n 2n-1
- % /2n 4+ x /(2n-1)
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. l"or las propiééaaeg de los logaritmos :

oAt 07 = Afn@+x] = nA(1+x)
AL+ +y) ] = A +x) +A(L+y)
AL(L+%)/(1L+y)] = A(L+x)-A(1+y)

Newton construyé su tabla, primero para némeros -
enteros . El tomé6 x = + 0.1 , + 0.2 , y calculd .
A{0.8) , A(0.9), A(1,2) hasta con 57 lugares decimales y
noté que : y Al :
= {(2.2)(1.2)}/{¢0.8)0.9))
= [(x.2)(2)1/0.8
- [(2) (2)/0.8)
11 = 10(1.1)
10 =2
100 =  10(10)

Y as{ se obtiene :

v Www

A(2) = 2A(1.2) - A(0.8) - A(0.9)
A(3) = A(1.2) + A(2) =~ A(8)
A(5) = 2A(2) - A(0.8)

A(10) = A(2) + A(5)

A(11) = A(2) + A(1.1)

A(100) = A(10) + ‘A(10)
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‘Sustituyendo ahora - x + 0.02 , + 0.01 , para
para calcular A(0.98), A(1.02), A(0.999), A(1.001),
‘.ltyo le pesrmite calcular los logaritmos de 7 , 13y 17
porque : L '

L 7.= vITOOYTUTYEITZ™
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- .USO DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS :

El logaritmo se compone de un ndmero real > 0 ,'
f;tal que tiene una parte entera ( c ) , que se llama
CARACTERISTICA y una parte fraccionaria (m < 0)
MANTISA , entonces : log x = c + m .
- Las tablas proporcionan la matisa ; es decir , el
area hiperbélica del intervalo (0,1]) .

EJEMPLO:
caraiterisogca - 3
n = 28
Los nédmeros comprendjdos en el 1ntervalo 0, tjenen
por caractgrts ica 0 ; sabemos que pér &cfin cién
. o
101 = 1 => log 1 = 0
102 = 10 => log 10 = 1
10 = 100 = log 100 = 2
“n n n :
10 = 10 = log 10 = n
entonces: c <legx < c +1

forma decjmal , Yy c tiene d digitos,sle resta una

Para ca1c¥1ar la caracteristica si x esta4 escrito en -
unidad , e.,

d-1 < logx < d
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EJEMPLO: .
. log 3.28 - 0.51587

log 328 - 2.51587
”!'a&% 1ne 8rogorc °n.n lalgfpfica por ugg potenc?a
Ino agt:r&o

otccto, X =

d
log (x 10 ) = logx +d= (c+r d) + m
conc+de€F , O<m<l.

Si ' m -"dldzd3d4d «e« , en la primera columna de

tablas se buscan los digitos d a4 se oncontrara el
mero buscado en la interseccién de la fila donde se

*ab

las

na
lo-

caliza 1a columna del digito d_, el siguiente digito 4
se busca en la interseccién de la Parte proporcional vy

se le sumard a los nédmeros encontrados .

REJEMPLO: -1
log .8727 = 0 + 9727 (10 )
caracteristica = 0 , mantisa 8727
entonces :el n4dmero para la mantisa
es 9405 + 3 = 9408
=> log 0.8727 = ~1.9408
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tablas de
LOGARITMCS DECIMALES CON CUATRO CIFRAS
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LAS  FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

. DEFINICIONES:
EUCLIDES :

Sea ABC un triangulo rectangulo
X el cateto opuesto,

r y el cateto adyascente,
r la hipotenusa

Las funciones trigonométricas se definen :

sen a

= y/r
cos a = x/r
tan a = y/x
Y sus reciprocas como :
cot a = 1/tan A
sec a = 1/cos a
csc a = 1/sen a
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definicibén de DESCARTES:

v

Entonces las definiciones en el plano cartesiano, son

las mismas .

~

sen a = y/r
cos a = x/r
tan 3 = y/x

Y sus reciprocos:

cot 4 = 1/tand = r/y
sec a = 1/cosd = r/x
cs¢ 3 = 1/send = x/y
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sdlo se mencionardn las propiedades y las demos-
traciones que se utilizaran para evaluar las funciones.

2

‘1a sen“a  + - cos®a = 1
' Por definicién sena = y/r , cosSA& = Xx/r
e 1 2 2 ? 2 2
=> 8end + cosA = (y[r) + (x/y) = (¥ + x)/r

Pero por el teorema de PitAgoras , se tiene gue :
r? = x? o+ y?
=> (x? + y’)rz = 1
"Es claro que despenjando :
send = VI~= COBZA
cosa = VI = EENzy

-
2a tana = sena/cos
De la definicién: .
' send/cosa = (y/r)/(x/r) = y/x = tana
Similarmente : cota = cosa/sena
' cosad/sena = (x/r)/(y/r) = x/y = cota
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sea ( a + b ) = sena cosb + cosa senb

Por construccibén sea ABC
un circulo unitario de
radio r con centro en O,

=> UOUR =0 =0C =1y =1
Sean AD - UC , OB -AF , GF // DC y EF // GD

De aqul que,por construccién, los triAngulos AFG,

_OEF, OAF y OAD son triAngulos rectangulos, por lo que

OEF ¥ AFG porque tienen un Angulo congruente y dos la-
dos proporcionales, que son :

OE //GF . AG // EF , y el Angulo recto con-
gruente; entonces se tiene que :
En el triangulo OEF

senad = EF/OF => EF = OUF sena vee (1)
En el tridngulo AFG :
cosad = BRG/AF => &G = AF cosa ves (2)

En el triAngulo OAF :
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"v"ts‘er;bi = XF/r => senb = XAF D eee (3)

‘éon; - 0!’/2 => cosb = or ces f‘).
!n el v’trilr.\qule OAD :
" sen(a+b) = KD/OK = AD = AG +GD ,
" pero por construccién : GD = EF¥
-> sen(a +b) = AG + EF eee (5)
Sustituyendo (1) . (2) , (3) y (4) en (5) :
sen ( ; +~;> = ZAF cos; + OF sen;
=> sen { a+p ) = senb cosa + cosb sena

De la misma figura :

cos { ; + ; ) = cos; cos; - sen; sen;
En el_triangulo OAD :
cos(;+l;)= UOD/r = 0D -= UE - DE
=> cos ( ; + ; = OE - GF
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En el tridngulo OAD :

cos (a+b) = OD/r = OD= UE - DE e -(6)
pero como DE = GF , se tiene que H

‘cos (a+b) = OE = GF
En el triéngulo OEF :

-~

cosa = OE/OF => OE = OF cosa Leee (7)

En el triangulo OAF :

cos ;' o= OF /r = OF ..s (8)
sen ; = AF / r = AF «ee (9)
En el triangulo AFG :
sen; ; GF/AF => GF = &AF sen; «s+(10)
Sustituyendo (7) , (8) , (9) y (10) en (6), se tieneque:
"sen ( ; + ; } = UOF cos ; - &F sen ;
=> cos( ; + ; ) = cos; cos; - sen; seng
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De la propiedad anterior :
: >“ ‘ ncn(éa) = . 2 senA cosa
‘Puesto que : .
_sﬁn(za) = gen(a + a) = genA coia + sena cosA =
: : = 2 send cosa

Y , también :
cos(24) = cos2a - sen2aA

cos(24) = cos(a + &) = cosa cosd - send sena

TEOREMA DE PTOLOMEO
4a si | a}|<1 => sena ~ a

Figura :

Sea “BD un arfo de ciriunfe-
r:gcéa u?itar a de radio r

: = & =14
Los segmentos BC L AD
DE + AD
=> BC // ED
" Triadngulo ABC = triAngulo AED

Entonces:
4rea triAngulo AED > 4rea A“BD > Area triangulo ABC
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cf"?: srea [\ AED ='2 aC BC
‘Area A*BD = mr"'(g/z'n) =Y .a
" AreasAED = Y2 AD-ED
Sustituyendo, se tiene :

Yaxcse > lYga > A ED
Aderds por definicién: o
tana = ED/RD = XU/r = ED , cosd = AC/AB = AC/r = KC
send = BC/KB = ©BC/r = BT .
sSustituyendo se tiene que:
/a(1)tana > !/2a > !/2cosa-sena
Dividiendo entre /2sena 'y utilizando la 2a propiedad:
sena/cosa
> A/senaA > cosa =>

l/cosa > a/senaA > cosa
sen A

Pero , para a<<1 , a >0 , cos0® = 1

=> 1 > a/sena > 1

=> . a4 = sena

5
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; 5a  Los Angulos interiores de todo triangulo suman 18¢°
o]
LA L pe la figura:
: ﬂb Y si /A ABC es un triangulo cualquiera
A -~ ~
: a, b, ¢ son los &ngulos interiores
L es un recta que pasa por T // al lado iB;

x , Y , € son 4&ngulos suplementarios de L
=> X +y + ¢ = 180 '
Pero * ~ ~ ~ g
B=y , A=xXx por ser Angulos alternos internos
= > A + B + C = 180°

De esta propiedad se tiene que:
si /A ABC es equildtero => sus angulos son de 69°
si /A ABC es un triangulo rectangulo isésceles =>
sus Angulos agudos son de 45° cada uno .
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AILGORITMOS PARA EVALUAR LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

PARA 1LOS ANGULOS ¢ , 90¢°, 180°, 270° y 360°

. De acuerdo a la defincién dada para el lano
g:g gsiano sedgueden calcular directamente con radio

r=1, das en la siguiente tabla:
) g g 1807 410“""1'5?“—!'83!6‘—‘
e

u B B 72 R | M G, 7 2" R I las
n, funciones
tion

sen A 0 1 (4] -1 o {-1,1)

cos & 1 0 -1 0 -1 [-1,1)]

tan a (1] + @ o] -0 o (-0, +@)

PARA LOS ANGULOS DE 30° y 60° :

De la figura:

Sea ABC un triangulo equilatero cu-

N yos lados sean = 2 y DB la altura.

1 Por la 5a propiedad, cada lado tiene
60°. Entonces DB es bigtriz del B y

&
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_.vale 30 . Ademds, por el Teorema de Pitagorag, se tiene
que BD = vi—. o .

Entonces, los valores de los angulos son :

sen30® =4 ., cos 30" = vi/2 , tan3o® = vi/3
sen60® = V3/2 , cos 60° = 1/2 ,  tan6ét® = ¥§

PARA EL ANGULO DE 45°: :
‘ De la figura :

Sea A ABC recténgulo isésceles
de catetos = 1 . Por el Teorema
de Pitagoras la hipotenusa = V2
¥ por la 5a los angulos valen 45%

Entonces por definicién :

sendst = vi3/2
cos4s® = vI/2
tan4s5® = 1,

CALCULO DE LOS VALORES PARA LOS ANGULOS DE
10° , 20° , 30°, 40° , 50® , 60° , 70* , 80° y 90 .
METODO GEOMETRICO: De la figura:

Con ayuda del papel milimétrico, se traza un circulo
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unitario y directamente de las definiciones se calculan

los valores de las funciones trigonométricas.




PARAOEOS VALORES DE CUALQUIER ANGULO
(Método de Ptolomeo):

10
Con dominio a & (.7r,M) 8f n=10 vy ao = la}/2

. oA 10 11 -4
-> |ﬁ°| = | & (/2 < 2w/2”7 < 1.54 x 10
Entonces por la propiedad 3a , se tiene que :

2 2. 2
sen (23 ) = .4 gena (1 - sen a )
o o o

2 2, 2 . 2 .
sen (2 a ) = 4 gen (2a )( 1 - sen (2a ) )
[ o [

[}

3. 2 A 2 2,
sen (2a) = 4sen (22 )( 1 -sen (2a) )
. ©° o ] (]

Ne oo

9. 2 8, 2 8,
sen (2a) = 4sgsen (2a)(1-sen (2a))
) [} ()

~

senz(;o a)= 4 senz(?'s y( 1 - senz(z’g's )
° ° o

Y

2 10 2 A
sen (2 a) sen a

——rrIo
+ \//sen (2 %o) , sia>o
-2 sen A = :

— & 10
- \//sen (2 ao) ’ sia< o
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Demostracién: o
[FRETREE Por la propiedad 3a , se tiene que :
uonz(za) = (‘Zs.‘na‘coslf = 2% genavr—=sama

=> sen?(28) = 4 merfa[ (VISBENZET }° = 4senfa(l-sef a)
sen- (2 a) = sen® (44) = serf (284 + 24) = (2sen2acos 2af2
= 4 sen.z(za)cos.?(za) - Asena( a)(l-sena(za)

!.n2(23a) = s_on? (84a) = lon2 (44 + 448) = (2seniaco.da)a -
= 4 seif (22a8)[1 - sen®(2a))

senz(zga) = 4 sena(zsa)[ 1 - sena.(zsa)]
10
Sin=10 = a8 = | aljs2

Entonces : o s 10 10
sen®(2  a) = 4sen®(2 8)(1 - sen®(2°2)] = sen(2" |a|/2)
' = sen(|al)
Por induccién :
2.0 2 .n-1 2. n-1
sen" (2 a) = sen (2 J){ 1 - sen (2 a)})
Entonces para n+l @

+1 3
sana (zn a)y = senz(zna)[ 1- senz(zna)]
n+l
si a = lal/2" 7, entonces :
n+l
sen® (2 ao) - senz(zlwla/z“+1

=> sena =  \/sen (2 a)
o

Para todo n € N , n >>»1

= gem® (a)

s con {aj &€( -N/2 , w/2 )
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Para evaluar las demis funciones, Ptolomeo tomo camo base el
chlculo del send . con a € €/2,7Y2).

Entoncest
cos‘a= 1—-sm2~
tan:; = sanﬁ/cos%
Pero: . sen a
tana =
Y - sen3
cot 3 Msend o .
. por definicién de cota = 1/tan a
V1-send
Entonces:
A V/sena \/————2-;
cota = —— = 1 -sen"a
. \/ "B -
1- sen“a sen a
sec a = 1 , ya que por definicién sech = 1/cosa
1 - sena

por definicién csc 3 = 1/send , entornces:

A
csca = 1
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USO DE LAS TABLAS TRIGONOMETRICAS :

Las tablas contienen_ 1los valores para los
angulos de oo a 900 , d‘fv didos de la sgguientg manera

En la primera columna se indican iot grado-
y los n nutos para cada funcién trigonométrica , dada .
en la nera £ ia. En la segunda cg umna , se propor-
ciona nvers én de grados a radianes , conforme a
la def nic on B :

© = m/180° rad.
X* = xo(n/180°) rad.

o hac rados como sSu conversién
anes en la eonnlt ma columna y _el valor de_ las

ast artir de 462 , la wltima columna de aba-
2 a 3 arrig rfndica tanto
func ones trigonomé

ricas estéd dada en la dltima colum-

EJEMPLO :

Calcular sen 82° 130’
La tercera columna gropoteiona mas_de 450, asi que h x
que buscai la funci seno en 1a alt mg fi1a, aba?
hacia arriba donde diga 820 30’ y la in
valor de la tabla es:

sen 82° 30’ = .9890

tersecc én; &l
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TABLA VALORES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS (GRADOS)

Geodos [Redinn Son [< ] Tan Cot Soc Ceos

[XEIE]

10 fon’ afky 507
o1t 894 254 40"
1011 9890 | 1.4224 30
o 86 195 20’
[JE] At 6h 10

[XT] AA77 | 14807 | 81 Q"
[ _Sen_| Redianes] Grados
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I 11 M ET O D O S

A R I T M ETTICO S

. ' : n
ALGORITMO PARA EVALUAR a :

La idea se basa en lo siguiente :

Primero : gi n es par , entonces :

an - ( az) n/2

Segundo : sl n es impar , entonces :
n n-1-
a = aa
Esndecir, necesitamos dos ndmeros naturales que
a M= be , ceon m >0 , mEN , donde by c con-
viene seleccionarlos de la siguiente manera:

b =1 . -] = a ’ m = m
o o [

hasta obtener ck , para alguna k€. N , tal que
m = 0 .
k

Sea m impar : entonces hacer :
[]
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o mo-l no -1 l1
”'(‘ab) = (ab) = (ab)b = ab
‘ oo o o/ oo o 11
m -
‘dond‘e aobo‘- a1 v bo - 1 b4 » 1 = 1
Sea m es par , entonces . hacer :
m (m )/2 m
o ) o 1
( ab ) - a ( b ) - ( ab )
oo [} o 11
2
donde a = a A b =b . m = m f2
. [ ] 1 1 o 1 o
EN GENERAL , s8i m >0 B mk es impar , hacer :
m : n
m=k k=1 k+1
ab = ab b = a b b
k k k k\ k k+1 k+1 k+1
don H
de = ab , b b = m
k41 k k k+1 k k+1 k-1
Y si mk>0.m es par , hacer :
m /2 m
m-k k-1
(a b = ab(b) = a b o=
k k k k k k+1 k+1
donde : a = a B b2 = , M
k k+1 k k+1 K+1 k/2
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EJEMPLO : 4
‘ CALCULAR ( 345 )

4 2 2 S ]

(345) = (345)° (345) , donde (345) = 119 025
- 4

=>. (345) = (119 025)(119 025) = 141 666 950 625

EJEMPLO :
Calcular x

8 2 2 2.2
X = (x) x= (x %X )(xx) %
Entonces 2
Xx = X

2 2 4
X X =X

4 4 8
X X =X

8 8 16
X X =X

16 17
X x =X
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" ALGORITMO PARA EVALUAR VX~ , con x > O

Bl calculo estd basado en las siguientes ideas :

'sl'ak ' bk > 0 son una pareja de nimeros reales ,

- con kK EN . seleccionados de tal manera que :

b = - +
x = X/ 3 Yy a = et Pl

Seleccionamos primero ao> 0 arbitrariamente y bo- 'x/ao
Entonces wvx - |bn| - |an| para alguna k = n

donde : l o

(an,bn) [+ (an-l'bn-L) [+ cos [+ (al,bl) C (ao,bo)

y cada ak es intervalo abierto .

Demostracién :
Sea I"o = | b,- a°| 1a longitud del intervalo ( ao, bo)

Y supongamos gue b°> 0, puesto que b ,a > 0 y que b es
distinto de ao . ° e °

Entonces L = b - a >
[ o o =

Sea a = a + b -> <
1 ( o o) “2 a1 < ho por °°§.8¥2?°
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- ‘1/a° < | a° + b° )/2 < b

> 1/a > 1 > 1/b =>
o TEFo572 o
o o
= x/a > 1 > x/b ' x > 0
o . TEFYOYZ o
o o '
Como b = x/a ; x/a = a H xX/b = a H
-] / o' / 1 1’ / o o
=> b > a > a => b >b >a >a => LCL
[ 1 [ (] 1 1 [+ 1 []
Sea L =|b=-a | jconb~a >0 . = b > a
2 2 2 2 2 - 2~ 2
Entonces :

a<(a +b 2 <b ; por ser untolmedio'de a ,b
1 ( 1 1)I 1 ¢ p P ( 1’ 1)

m»> a<a<b => 1l/a <1f/a < 1/b => x/a < x/a < x/b_ -
1 2 1 ./1 /2 /1 /1 /2 Il
con x > 0

H .
=> b > b > a > a => L C L Cc L
1 2 2 1 2 1 o
En GENERAL, por induccién : s
Sea L [od L C ... C L c L (o] L
n-1 n-2 2 1 o

Entonces : L [o] L
n n-1
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si a . son seleccionad

N (R 2

[

b
n
y

=) < <

‘a )/2

a b
n n-1 n-1
medio del intervalo (a ,b
: n-1 n-
tL =|b -a |[2>0
n n n

Sea
y supongamos que bn- an > o0,

Entonées b
n-1

=2 =

b
n-1 n

Adem&s VR €L C L
n n-

- a

n-1

C
1

>b > a
n =

Demostracién:

as de tal manera que

b

n xl.n

b

n por ser el punto

.

la lbngitud del intervalo

a
n

estoes ,- b >
n

< b

/2 n-1

1/a

> 1/a > 1/b
n-1 / n / n=1

para toda x > 0

b
n

como >

a
n

L L C...Cc L
n n-1 o

cC L ¢ L x >0
1 o

[

’

Demostraremos también que VX ~ |b | -~ |a |
n n

para alguna k = n
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' 2
ho' se escogié, . de manera que b ° = X / a

°
con L = b -a > 0, paraa > O , arbitrario
° ° ° ) 2 :
=> bo >a = bb > ba =x = b > X

o oo o o ]

-> b > VR > a => VR € (a , b )
. [o] [~ o

o =
Adehas‘, como a1 , b1 fueron seleccionadas tal que :
a = (a ,b), b =x/a conL=b-a>0 =>b>a
1 - D - 1 1 1 1 1- ) i §

debido a que a_ es punto mediode L, = (a , b )
i 1 o o o
o b
Entonces :

a = (a,b) = (a_+ x/a)/2 = (a_ +x)/2a
1 [ ] (-1 [~] o ) o o

= (a2 +2Vk X -2aVX )/ 2a = (a - VE)2+ YR > VX
o o o o ]

2 .
puesto que : ( ao- vk ) >0, a°> [} , X>0
= a >W => a < V& <a <b = VX < 0
1~ 1~ o
> v E (a ,b) ¢ (a,b)
11 o
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.En general , por induccién :. » _ '
- - - > - -1 -4
Ln-l bri-:l. an_l__ 0 , para k n-1. con ’bn-:l" .n-l'
- o vR a b
, Y € (Apa’ Ppoy! ‘
‘Sea L=b-a > 0, paraalgunan => a es al punto
- n n n-— n

S [ medio del intervalo L .
Entonces: ) n

2 .
- +b = - VX 2 o+ > VX .
an (an-l n-l) (an-l >/ an--l. R .
=> a >YR => a<ac<...<VW<a=b<cb <...<b
n ‘ o~ 17 T an n n-1T ~ o
- VR € L . '
n

Pero como a es8 el punto medio para alguna Kk = n, su-
ficientemente grande : bn- an’ = 0.

==Db > VW > a , conb = a
n - = 'n n n

Entonces VX = b = a
n n

'EJEMPLO:
Evaluar vi9g

" Primero seleccionamos un némero entero cuyo éua-
drado se acergue a 19: 4? =16 6 5z = 25 , entonces




2 ) . o .
4. = 16 @8 el WAs cercano, esto es : )

|19 - 16| = 4 Y |29 - 25| = 6
Ssleccionamos 4 = bo i

‘a = x/b 19/4 = 4.75 b = 19/4.75 = 4
o Io- / b 4 N /

a =(4 + 4.75)/2 =8.75/2 =4.375; b = 19/4.375 =4.342857

n2-(4.375 + 4.342857) /2 =4.35892857; b3= 4.145635416'

‘.3 = 4.3602325 H b4 = 4.468065

a‘ = 4.358902895 H bs = 4.358894992
.5 = 4.35889894354 H bﬁ = 4.35889945168
.6 - 4-35885919761 ; b_’ = 4.35889868947
a_ = 4.35889894354 H b = 4.35889894354

7 8
Entonces VIV =a = b = 4.35889894354
con 11 decimales de aproxtncién .

“'m"m“m(\h_s)2 = a: = a: = 18.9999999999...% 19

=Bva1uar VoSSt .. = VX
VX~ puede convertirse a racional mediante el siguiente



" ALGORITMO PARA CAMBIAR X DECIMAL A RACIONAL

Sea x°=>a/t)€ Q, con b distinto de cero, tal que x = x°

Multiplicamos por 10", donde n es el namero de cifras
de la serie decimal de x = 0.d d_...dd d_...d ... '
: 12 " n12 " "n"’
10" = x10" = x + x 10" dondex EN , x = x

‘ o 2 1 2 1
con x = didz"'dn' cada dk o8 digito y k = 1,2,3,...n,

Entonces 10"x = x + x
. [} 2

) 1
- restando X = X
[ 1
10"x - x = x
o ‘o 2
=> x (10" - 1) = x
[ 2
n . n
X = x /10 -1 = a‘b con b= 10. - 1
) 2 con distinto de cero

Del ejemplo: x = ,545454...

n = cifras decimales qu e repit t -

tiplicamos por Tob que se repiten, entonces mul
10"x° = 10™(.5454... ) = 54.5454..,

- = - 0.5454...
o

Entonces : x°(1oo -1) = 54
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99x = 54 .
o
%, = 54/99 = 6/11
. lntonccs resulta mas sencillo evaluar vs/vrr m!u—
con el procedimiento anterior :
VEIVIT = 2.449489766278/3.316624790355 = o.7385489519'

donde (0.7385439519?' = ,54545455435 =T .5454...
con siete decimales de aproximacién.
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. ) 3 .
" ALGORITMO PARA EVALUAR VR, con X€ R .
.-Esta basado en las siguientes propiedades de 1los
exponentes:
x = 1 , por definicién.

+n
x- xn - x- , por la propiedad asociativa de los R.

n n .
,xll = VX , por definicién.
m \n mn
( x ) = 3 5 Rro iedad alociativa
e los ameéros
El algoritmo consiste en seleccig E 1os ndmeros:
x . xl, x2 ¢ e e . xk ' ent manera :

3 3
10) Escoger un namero x > 0 , tal que x ¥ x , x < x ,
[ o -]

3 3
. Entonces multiplicamos x por xO/x° H

X = x(x3 x3 b3 x3‘
°/ o) (x/ 3)( °)

1/3 3 1/3
X = X (x/x_ )
) o ° 3
20) Seleccionar otro niémero x1 = 'x/ xo

entonces se tiene que:
xl/! 1/3 . 1/3 2/2 1/2 2/3

= (xl) xo = xo(x1 ) = xo(x1
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S 1/2
-Ahora seleccionemos x2 = X

1
5 1/3 2/3 (2/3)(2/2) 1/2 4/3
=> x xo(xz) x X, = xo(x2 ) ;
1/2.3/3  1/2 1/3
= xo(x2 ) ( x, )

Ahora seleccionemos x3 = x:lz

1/3_ 1/3_ 1/3.2/2_ -1/2.2/3.
v> X x g Sx &- xoxa(x3 ) xoxs(x3 )

) 1/2 '
Ahora seleccionemos: x4 = x3
- > x]'/2 = x X (x )2/3
' o3 4

Por induccién , selecionando sucesivamente se tiene:

1
x = (x ) /2 . .
n n-1
1/3
De donde : x = XXX ... (X )(X ) ...
3 036 Ik’ T2k
k
1/(2)
Pero xn = x1 ) , porque asi se selecciond

Entonces para una k suficientemente grande:
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k
12 =0 .

-1/3
X = X X_X_ . ..
o 3 6

: : 3
-EJENPLO Evaluar v279 .

X =6 =

3
» porque x

3 2
. Entonces  VZ7Y .= 6(VITZYTE)

/3

T
- 6(1.259801)

/3
/3

’ (6.17688)(1.02948}
(6.1768)(1.0073’

, : 1/3
© ( 6.5219) (1.00182)
/3

2
(6.5333) (1.00009)

: 1
(6.534183959) (1.00002249)

1
(6.534257) (1.0000055)

3
(6.534257) .

Si se requiere mayor aproximacién ,

continuar hasta gue alguna

94

/3

1 ’ para alguna k€ N.
- X X_ X o o o 1) .
o 3 6 (1)
216 < 279 - X
[] .
3 ' 2/3
/ - 6(1.1232393)/

. P
/3
1/3
(6.5219) (1.0073)
/3
4/3

)
3 ' 2/3
= (6.534283959) (1.00001)

. 1
= 6(1.02948) (1.02948)

2
= (6.17688) (1.014633)
-

(6.5#33)(1.000132)1

/

(6.53389) (1.00004499

~
-

6.534257

278.98999902

el proceso puede
=

X sea =
| 3



o - .
ALGORITMO PARA EVALUAR \/ Y” s CONM NEN, x>0,
n n/n . :

V;i. = X / , con m distintode 0 . n/m = m <1 .

(o )™ ()

conx= VX ; R =2m
1 1

‘Entonces :

QN GENERAL: - n

Entonces:

xI - ( xl./2 } k - 1 %
yk kK y)(-0-]. k+l

si .k > 1 , entonces se tiene que:
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= - (x x _(x )-kﬂ.
x5 { % ) Tier { M1

con - X ; - x ; W n 1 ;
Yer ™ X7 % x P ka1 T ™ i

Kl algoritlé d& un resultado muy préximo, cuando x . se
aproxima a 1 y la solucién es :

.
™
Yx

EJEMPLO: 32
Evaluar ( .327)

.3
(.327) 2.

.64 1.28 _ .28 .28
=(.5718391) = (.7562) " = (.7562)(.7562) = y (.7562]

.28 .56 - 1.12
=y (.7562) "= y (.86695978353) = y (.93252232)

: .12 .24 .48
= ¥,(.93252232) " "= y_(.96567195) " = y_(.98268609)

.96 1.92
= Y, (99130524563 = ¥,( .99564313166)

292 1.68
= ya(.99564314) = Y3( .99781918785)
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T ' .68 1.36
- ¥, ( -9989 ) - ¥y ( 99945435 )
.36 .86
= ¥ ( -999455435 ) - ¥, (-99945435 )
1.72 .72
- Y ( -999727138) """ = y7(.999727133)
1.44 .44
- y, (-9998635597) = ys(.9998635597)
. . .88 ' 1.76
- ¥, ( 99993177752) - ¥, (-999965888)
.76 1.52
- ¥y (-999965888) = ¥y ( -999982944)
.52 1.04
= Yy (.999982944) = Y  (.99999147196)
10 10
.04 .08
- Y  (.99999147196) = Y. _(.99999573597)
11 12
( 999997366798)'16 ( 999989).32 (1)
- . = . -
Y12 Y13 Y13
032 .,
=> (.327) - YYYYYYYYYY Y Y

17273745678 9710711712
«75131796322

81 se requiere mayor precisién ,

se puede continuar con el procedimiento.

1
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v . ALWGORITMO PARA EVALUAR LN X , X > 0 .

El mét. d b a en _la _interpr tac (-} étrica de’
m {o °_se ?S eu 1a funcfbg a enegggm laar
§ a’ curvya ual log & uno de los n‘todon

Sicos utitizad o por 9eREéoR Yo

Y,8e trata de calcular el Area € roximacionel suce-
sivas, de acuerdo a las sigulentes t guras :

Y, ‘ Y

8(t) =1/t

EiCArea del trapecio A(T) de dimensiones :
bale max
le mehor 1/x
es :.
A(T) = 1/2(1 + 1/xX)(x -1 } = 1/2(x =1 + 1 +1/x) =
= 1f2(x + 1/x) = L1

Par una mayor aproximacién se toma un punto_inter -
edio entreyl b4 g . Sea x; ese punto,p entonces :

1 < X < X
1
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. De acuerdo a la figura :

‘\ B(t) = 1/€ A(T) = A(Tl) + A(Tz) = Lz

= 1/2(1 + xl)(xl- 1) +

+ 1/2(1/x1— 1/x)‘x - xl)

Pero got ‘las gro iedades de los lggarltmos que se vie-
ron el Capltulo anterior, se tiene que :

1/x
(1/2)1og x = log x = log VX

Entogcos para desarrollar el logaritmo, nos conviene
elegir vk = x :

=> LZ- 1/2(1 + 1/VX) (VX = 1) + 1/2(1/VR + 1/X)(x - WR)

cm 1/2(VX 41 =1 =1/VR) + 1/2(x/VE +1 =1 + VR/X)
= 1/2(VK - 1/VR) + 1/2(VX + 1/VR) '
= WV -1/ = (x=~-1)/W

Repitiendo el proceso para una mayor aproximacieén,

A(T) = 1/2(x -~ 1/x) = L1
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L = (VR -  1/V&)

f 2 | ™t A
2" Ix(/) - 1/ % 1

2
4 4
L= VR -1/ vR)
B
n~1
S A
n

Cne2{ ™t | 1 z)"’i
2nix(/) I CY I

s&:;:%liit’iécgngo:cl proceso para obtener 1ln x , a partir

Lz - Lllcl(x)

L ¥R - 1/W
2 ™

con cl(x) = 1/2(VR + 1/yR)

(x - 1)/ v&¥ © L (X -1 x

Vf;i 1/2( x - 1/%)

4 ’4
1/2(x - 1) /x 1/2(x - 1)VX

S wvR(x - 1) v 2vr
1/2(x = 1) 1/2(x + 1) 1/2(x"- 1)vR
L, _ 2WR 1
—;1 x + 1 2vR —1/2( V& + 1/VR )
=> I..2 = L1/ ¢::L con t:1 = 1/2( VR + 1/V¥%¥ )
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L o 2k - 14 ) - C2(vk - 1)/ ‘=

el

2 ’ R - 1/vR (x-1)/ ¥

2(VR - 1)V _ 2(v¥ - 1) _ 2AvE - e

Codxo=1) v x -1 (VR + 1) (YR’ -1)
_-_z(‘vx) 12¢vy . 1 . 1

R+ 1)/20¥R) (VR + 1)/20VR) 1/2(VR + 1)/ VR)

i 1/2((\!: +‘11)/'vx ) i 1/2(rw *1' 1/(‘#)}

4 4
> L = L A con = 1/2 7 4 + 1 vx
- A 2/t=2 c, /12 ( - /( )

Observemos que c1 - c2 , entonces :

c:-1/4(vz+z+1/vx)- 1/4(z+(\m+1/vx)}-'

=4 (2 + e )

- 1/2(vx+1)vz) - (1 + ¢ /2
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! t
) g:rgq\:‘im ua:. E:‘;’f’ ptgggn:r;% ?lgqu mo -;ypliticado

- PROéEDIHIEN’I’O SIMPLIFICADO PARA EVALUAR Ln X', X > O:

Sean: . . : : )
I..1 = 1/2(x = 1/x) y co = 1/2(x + 1/x)
L = L/c, c. = \STFTITT
T2 . 1/ 1 ! 1 o
L = L/c , c, = \STTFTIIT
: 3 2 -2 2 1
L = L _Jc . Cpy” VT T 77
n n-1i- n-l1 n-1 n=
Cuando cn 1 ¥ 1, entonces

Inx=t =L /c - 1L

EJEMPLO:
Evaluar 1n ¢
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co = 1/2( 4+ 1/4) = 2,128

L - 1/2(4 - 1/4)=1.875, c = \/TTF27I25)72 =1.5625

L= (1.875)/c_=1.2 , C_= VT FITS6Z5772 =1.28125
2 1 2
L= 1;2/c2- .93658 s €~ VITIIESEIZ = .984017276
= .93658/c_= .876927 , © = VITBTEY2TIZ = 1.068
4 3 4
g~ -876927/c =.862387 , C_= VZTUSE/Z = 1.01686
L = .862387/c _=.85518 , c_= VZTUIGS67Z = 1.00843
6 6 , 6
L=~ .85518/c £.85338788 , C_= \VZTUUEEIZ = 1.0021
L~ .85338788/c_=.8529358, c =~ VZTUUZI/Z = 1.00052
L~ .8529358/C_=.8528249, c_= VZTOUUSZ/Z = 1.00013
L =.8528249/c =.8527976, C_= VZ DUDYII7Z = 1.000032
10 9 10
L =.8527976/¢c = .85279, cC_= V2TOU0032/Z = 1.000008
11 10 11
‘L =.85279/c_ = .852788 , c_= VZTOUUOUSYZ = 1.000002
12 1 12
L _=.852788/c__=.85278758, c_= VZ UUUUUZ7Z =1.00000049
13 12 13

=> 1ln 4 <~ ,85278758
Si se requiere mayor aproximacicn, se puede ¢=o:mt:h’u.xar:i

103



L Demostracien:

Sea | W' para x > 0
. 1/2 '
Bl(x) - X
1/4
Sz(x) ~ ,xl .
Ba(x) = x /
. 172n
B (x) = x
n- . .
S . 1/2 1/4 1/2“ :
“Entonces la sucesién {xn) 2 { X R e, ¢ eee}

tiende a uno, para alguna n.

n.
R 1/2 => 0 para n > 0O

= Cc = T +F0C r'4 =\/x T A vi =1
n v n-l" =
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. 'MORI'I‘HO PARA EVALUAR SEN a .

Para desarrollar el procedimjento s! usa el método de
Ptolomeo, visto en eg capitulo anterior:

_Sea & tal que ao- | & |/2P donde &€ (-J/2, /2)
para n >.0 , como ‘o es muy pequeno, por la ptopiedad

vista en el cCapitulo anterior , se tiene que :

‘ send ® a
AdemaAs, por las propiedades vistas en el mismo Capitulo
para calcular el seno del Angulo duplo, se tiene lo si-

guiente : 2
cos (8) =1 - serF‘a => cosa = vI = Sensa

gen(24) = 2sena cosa
Entonces

sen(2a) = 2 send cosA = 2 sena(l -VT;=‘B!Htl)
sen(2a) = dseﬁaa(l - sen2a)
Para n = 10 , con a€ (Mm/2,M/2), se tiene :

10 10 -4
|a°| = |a|/z < @r/2)/2 < Mn/2 < 1.54(10)
Por 1lo tanto se tiene 1lo siguiente :
2 2 2
sen (2a ) = 4 sen & (1 - sen .a )
o o o

2 o 2 2 ’
sen. (2°a ) = 4 sen (2a )([1 - sen (2a )]
) o -}
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conli2®a ) = " 2,2, 1 - sen?(2%a
sen ( o)‘ lan'( o)[ = sen ( °)]

20 9 2 8 2 8
sen (2 &4 ) = 4 gen (2 &4 )[{1 - sen (2 & ))
: (-] [-] []

n2 2103 - 4 2(29a 1 - se2 g a
Asen ( o) » sen °)[ . n ( °)]

2. 10 2
=> sen (a ao) = sen A
— I .
+ \//sen (2 a) , 81 & < 0
~ o

=> gen &4 <~
——T
- \//sen (2. a A , 81 & > o0

Evaluar sen 37° )
sen 37° = sen (37°/180°) = sen(0.645771277)

EJEMPLO:

’ 10 -4
sen ao = a2 = (.644771277)/1024 = 6.305246 (10)
2 -7
sen (4 ) = 3,97555 (10)
o
2 -6
sen (2a°) - 1.580499 (10)
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: 2 2 : ! g B
sen (2 ao) - . 2.497997 (10)

Co2,.3 ' Lo -8
‘- sen (2 ao) - 6.239889 (10)
24 o -5
sen (2'a°) = 3.893662 (10)
- 28 ’ -4
sen (2 ao) = 1.516027 (10)
276 -4
sen (2 ao) - 2.298337 (10) .
2 -7 . ) -4
sen (2 ao) = 5.282356 (10)
2 8 -2
sen (2 ao) = 2.790328 (10)
2 9. -2
“sen (2 ao)‘ = 7.78593 (10) -
2 10 -1
sen (2 ao) = 6.016807 (10)
=> gsen a ¥ 10.6016807

EJMPLO : °
Evaluar sen 132

Como aé€ (a2 ,5m2) , a >90° , entonces :
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sena . .= | sen(a - o )| , puesto que & estd en-
. en el tercer cuadrante del plano cartesiano R

sen A = y/r = y
Entonces hagamos :
"a = 13F - 90° = 43

C 10 o 10 ,
.. Sea ao‘»- 31/2 =  (42°y/180° ) /2 = (.7330377) /1024
Siguiendo el procedimiento anterior ,

=> gen & = sen a ¥ ,6691752961
o .
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ALGORITMO PARA EVALUAR COS & :
PRIMER METODO :

g.gg sdad Iistn en el c gitulo anterior. g
: T} COSeno usan mula para evalu
seno y do-pues esta prop eda d.

EJEMPLO : o
Evaluar cos 18

Entonces cos 18° = VT = BEMTIBYT
senls8o = gsen 18 7//1800 = sen(.314159)

10 -4
Sea a = a1/2 = 3.05660214 (10)

Usando el procedimiento anterior :
sen18®° = ,0954808

-> cos 18° = VI =0953808 = VIIURSTI9Z

cos18° = .95106214
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a = 1.159 (10)
o ;

T - T w3 2 o ) - _523
cos & = 1 - (1.159(10) ] = 1 - 6.716405(10) =
' : = .9999993 SN

N C2
cos(2a ) = 1 - 2(.999993) = .9999972

. 2 ’ 2 '
cos (2 66) = 1 = 2(.9999972) = ,9999888

3 2 .
cos (2 ao) = 1 - 2(.999988) .9999552

4 2
cos(2'a ) = 1 - 2(.9999552) .9998205

2
2(.9998208) = .9992832

[
]

‘ 25a =
césf °)

2
2(.9992632) = .9971341636

.6
cos(2 &) = 1
. o

7 2
cos(2'a ) = 1 - 2(.9971341636) = .98855308042

2
2(.98855308042) = .09544743856

8
cos(2 &4 ) = 1
o

9 2
cos (2 &o) = 1 2(.09544743856) = .82204270552

112



: . =3
a = 1.159 (10).
o S

) = -3 L A - -6
cos ‘0. = 1 - 1{1.159(10) )} = 1 - 6.716405(10) =

= .9999993

. . 2

cOl(ZGO) - 1 = 2(.999993) = ,.9999972
- ’ 2 '

‘co-(z~a°) = 1 = 2(.9999972) = ,9999888

+ 9999552

’ 3 2
cos(2 &o) = 1 = 2(.999988)

R JU ' 2
cos(2a) = 1 - 2(.9999552) +9998205

L 5 2

cos(2a) = 1 - 2(.9998208) = .9992832

.6 2
cos(2°a ) = 1 - 2(.9992632)" = .9971341636

7 2
cos (2 lo) = 1 - 2(.9971341636) = ,98855308042
’ 8 2
cos(2 &o) = 1 - 2(.98855308042) =  .09544743856
9 2 .
gos(z ao) = 1 - 2(.09544743856) = .82204270552
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- 1] : . 2
con(zl aé) = 1 ~ 2(.82204270552) = .35150841938

.0 -10 ’ :
cos(2 4 ) = cosA =~ 0.35150841938
-] .

TERCER METODO :
con a € (0, ) .
- sen(y/2 - a) = sen a -> a ( =N/2 , ¥/2 )

Como cos A = sen (J1/2 - a)

Entonces, se puede usar el algoritmo para evaluar el
seno.

Demostracion:
N Sea /\ ABC un trisngulo rectangulo y sean
X , Yy los Angulos agudos del triangulo;C = 90° = J{/2 .

ntonces gor la propiedad de que todos los Anga.-

os interiores de cualquer tr‘x‘angulo suman 1
" x + y + w2 = 180 = %
=> x + y = 3/2
= x = N2 -y 6 y = /2 -x

cos J1/2 cos(-;) - sen J1/2 sen (-Xx)
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. cems cosmz = o, senmsz = 1
E T i cos(w/2 - ;‘) - aen ( _; )
Cw X € (0 -2, T = Y2) = (- N2, x/2 )
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~ ALGORITMO PARA EVALUAR TAN &
PRIMER METODO ' ,
and = senA/cosa , con (-n/aigléait

Como _t a
S§e puede .vaguar sena con el método elcrigo ; )
cosd con alguno de los métodos descritos ante iormente :

EJ Lo: -
EMP: Evaluar tan 32
a = 32/180° = .5585
.10 : -4
a, = a/2 = .5585/ 1024 = 5.4541 (10)

! _ -4
BOI\Z(&O) = 2.9747 (10)

2 -7
sen 2‘0 = 8.84884 (10)

2.2 -6
sen 2 ao = 7.83019709383 (10)
b 2.3 -5
sen 2 a° = 6.13119865282 (10)
2.4 -
sen 2 ao = 3.75915969203 (10)
2s -3
sen 2 ao = 1.41312815901 (10)
2.6 -
sen 2 ao = 1.99693119378 (10)
2.7 -
sen 2 ao = 3.98765728732 (10)

2.8 -1
sen 2 ao = 1.59020239915 (10)



2°9 v . -1
sen’2 a_ = 2.32874367026 (10)

: 2 10 -1
sen’2’ & = 5.30455804253 (10)

s> . .sen & - .530155804253
“Usando, por ejemplo, 1la férmula trigonométrica para el
coseno: =
. cos & = VvV I =Bun2a
: cos 32° - VT ={ SI0ISSEUTZSI ,
S v'r—-—-zmzsom - VI7TISY7490 -~ .8479238763

=> tan 32° - .530155802/.8479238763 - .62498982526
SEGUNDO METODO :

En el ejemplo anterior, se susiituyo el
valor del seno por el coseno, una variante seria :

Como " sen’a = 1- cos’a => sena = VI =o=mX
=> tana = [ VI = COB?X }/cos*a
$eSRHEEE aRberfSERERe Per Cuslaviera de los metodos
EJEMPLO : o
Evaluar tan32
cos 32° = ,84801532697
sen 32°° = cos( J/2 - 32°) = .62498925387
tan 32° = ,62498925387
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v PROCBDIHIE”TO PARA ALUAR FUNCIONES
TRIGONOHETRICAS RECIPROCAS

ocedini nto consiste en evaluar cual uiera de las
tunc ?nes trigonométricas con T os descritos
anteriormente’y, después tomar e1 rec proco, esto es:
Si el dominio de § (&) est4 definida en el intervalo
(/2 , N/2) , existe y es distinto de cero, entonces :
1/§(a) también existe .

Por dctincibn lai Eunciones tri onometrzcas estan
de {inidaa el ntervalo _de gar los
ore: gl rango se, vié en 1 cap o anter 0! x
defin de uncxones tr gonométricas rec proc 8 ao
t ene por consxguxent
tana

seca

1/cota
1/cosa
csca = 1l/senA

[}

EJEMPLO:
Evaluar cot 32°

Como tana = 1/cotd, se puede evaluar tan A por
cualqugera de loé Betddos. anberiores: P
=> tan32% = .62498982526 => cot32% = 1/.62498982526

=> cot 32° = 1.6000260475 .

EJEMPLO : °

Evaluar sec 32
Ccomo secA = 1/cosa B se uede calcular el coseno por
cualquiera de los todos anteriores :
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sec32” = 1/cos32® =-1/.8479238763 = 1.179351161

. EJEMPLO : .
Evaluar csc32

Como send = 1/cscA => CscA = 1/send , para send dis-
.tinto de cero. : : :

 => c8c32® = 1/.530155802 = 1.88623796292 .

Lai variantes para calcular las tgniiones
trigongmétricas, pueden determinansge utilizando
cualquiera de "los m€todos de céAlculo propuestos .
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C O NC L U S I O NE S

ioé_algorit-os Clasicos tienen la ventajavde proporcio
ﬁar el oiigen y desarrollo de las funciones elementa -
"les.

En la Grecia ClAsica, los métodos para evaluar las fun
ciones trigonométricas, se realizaba a base de regla y
compis; Euclides explica este método en su "Elementos?
pero conforme se fué desarrollando la Geometria; Ptolo
meo propone un método a base de relacionar el arco con
el radio de la circunferencia, y los teoremas que usa-
®mos en ambos capitulos; el método euclideano , inter -
pretado en coordenas cartesianas,resulta de utilidad
para enseflar a los jbébvenes estudiantes de secundaria,
como se pueden construir las tablas de las funciones
trigonométricas, no sb6lo por su sencillez, sino para -
proporcionarles una visualizacién mas completa que los
introduzca a la comprepsién de los conceptos trigonoamé
tricos basicos,y que puedan acceder, de manera natural
a‘la Geonetris Analitica. En el nivel Medio Superior ,
es-esta materia,la que cuenta con mayor reprobacifén es
colar, y la que constituye el cuello de botella propio

para la desercién escolar ; y el principal motivo es -



esa falta de percepcidén geométrica de la que se habld.
cénsiAeramos que gl.estudio del origen y desarrollo de
ias funciones trigonométricas ; puede ayudarles a qﬁe -
inébrporén en sus estructuras cognoscitivas el acceso a

1a abstraccibn requerida para el estudio de las Matema-

ticas.
Los élgoritnos para evaluar las funciones f(x) = x" ,
£({x) = I\/ X " con x>0 , y , F(x) = \7; aun-

qﬁe son lentos y las operaciones que se deben realizar
Soﬁ cuantiosas , resultan indispensables para la compren
sién de su primer curso de Algebra, paso ineludible para
incorporar sus conocimientos a su vida académica, en 1la
resolucidén de problemas de Matemiticas y de otras asigna

turas.

Durante el descubrimiento de América, las operaciones pa
ra calcular las nuevas rutas de los viajeros resultaban

excesivas y suamente largas; pero los pioneros del anllji
sis numérico, inventaron los logaritmos, Napier dedicé -
su vida entera (25 aflos) en construir tablas que facili-
taran los cllculos; al sustituir,una progresidn geométri
ca por una aritmética; al idear un cambio de operaciones
de multiplicacién y divisién ,por otras mas sencillas co

mo son adicidn y sustraccidn; utilizando para ello una -
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.curiosa definicién que deSencadenékuna»serié de repercu -
‘uéiongs que dieron. inicio al Cilculo Integral. desde as
‘Conebc{ones realizadas por Biirgi, Brigs, Gregory , -
hé;ton. Leibni£¥'y otros hagtayla moderna definicién- de
Glasser eﬁ él Siglo Pasado. '

Es muy importante dar a conocer a los estudiantes del -
hivel medio superior un panerama del de§arrollo de las
Mateméticas, porque como dice Ausubel, uno de los peda-
gogos miAs importantes de nuestra década, ﬁel_conocimieﬂ
to sqlo se aprende cuando es,significativo“; Los alum -
nos deben .canocer 21 origen de la evaluacibén de las -
funcioaes elementales para que valoren el trabajo que -
le ;ostado a la humanidad avanzar hasta las estrucfuras
matemdticas que se les muestran , y al mismo tiempo ,es
importante que observen que hay otras opciones para eVg
luar las funciones elementales, que no son tan laborio-
'sas y que les pueden ayudar a resolver sus problemas -
cuando requieren hacer cllculos con estas funciones, si
no disponen de computadoras o calculadoras cientificas.
Lo cual es usual 2n el bachilleréto.

Los algoritmos Clasicos, desde luego, resultan utiles -
para que el alumnado obtenga un grado cognoscitivo mas

avanzado, pero no resultan pricticos para evaluar las
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funcidhés elementales cuando se requieren calculos muy

'iaﬁé}iésos. Paraveilo, sé préSentaron lbs‘algoritmbs é
ri;ﬁéticos; que aunque no‘son muy rapidos, son mis sen
cillos de‘ejecutar’que 10s clésicos y més‘efiéientesfg
demas, tienen 1a ventaja que estén bién sustentados en
una base‘matemética sdlida, no solo los clasicos ; dg
comprender mas sencilos, puesto que no recurren a cono-
éi-ientos muy avanzados.

.Por altimo los algoritmos aritméticos pueden ser utili-
iados por estudiantes de Nivel Medio y Medio Superior ,
que no tengan conocimientos de Calculo , y conslituyen -
un medio introductorio » tanto a la Geometria Analitica
como al Cilculo; y una herramienta para resolver pro —
blemas, cuyo planteo , involucra la evaluacién de las
funciones elementales.

Para finalizar, pueden enseflarse durante los cursos ele
mentales de Algebra , para explicar a los alumnos comé

se calculan las funciones elementales.
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