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Capítulo 1 

Introducción 

l~n el disci10 de controladores para sistPrnas físicos generalmente se empieza por obtener su 
modelo matemático. Frecuentemente dichos modelos contienen un cierto grado de incer
tidumbre, tales incertidumbres podrían ser debidas, por ejemplo, a la dificultad de poder 
medir con exactitud los parámetros del sistema o quizá a las perturbaciones en las entradas 
y/o en las salidas, las cuales no pueden ser predichas con precisión, o tal vez a la dificultad de 
caracterizar dentro del modelo a los posibles elementos no lineales inherentes a los sistemas 
físicos. 

De est.a manera, se prese1Jt.a el problema de diseñar controladores que alcancen un com
portamiento específico deseado para un sistema del cual se tiene información incompleta, esto 
es, para el cual se lienc un nil•e] considerable de incertidumbres debidas principalmente al 
desconocimiento de los parámetros de la planta, de la estructura y perturbaciones externas. 

En algunas situaciones uno podría disponer de un modelo razonablemente exacto del 
sistema pero quisiera diseiiar un controlador de tal manera que este se comportara ade
cuadamente para un cierto rango de Yalores de un determinado parámetro del sistema. Por 
ejemplo, al diseiiar el controlador para un robot que requiere rno\'er cargas de diferentes 
masas ele un punto a otro, sería preferible tener un controlador simple que trabajara para 
ese rango de cargas, a tener que cambiar el controlador o ajustar manualmente alguno de sus 
parámetros para cada carga. Como podemos \'er, i·ste sería Pn esencia el mismo problema 
que el de diseñar un controlador para un sistema con incertidumbre en los parámetros. 

Existen básicamente dos filosofía~ para el control de sistemas sujetos a incNtidumbres 
en los parámetros: el rPrnrso del control adaptable de parámetros y el recurso de control 
robusto, esto cs. controladores C(Jn robustez respecto a dicha incertidumbre, definiendo a la 
robustez como la capacidad de un sistema para conservar la estabilidad en su comportamiento 
cuando este es sometido a la influencia de un agente pert urhaclor. En el adaptable, se 
disei1a un controlador en el cual las ganancias del controlador son sintonizadas en linea 
usando mediciones de las entradas y las salidas de la planta. En el robusto, se diseiia una 
ley de control fija, i.e. el controlador tiene estructura y parámetros fijos, lográndose un 
comportamiento aceptable, ya que la desviación de las señales respecto a las del caso ideal 
son muy pequeñas, y garantizando estabilidad en el sistema en lazo cerrado para un cierto 
nivel de incertidumbre. En general, el adaptable se aplica cuando las incertidumbres \'arían 
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dr11tro de un amplio rango, a diferencia del control robusto e11 el que hay q11e suponer que los 
parámetros varían de11tro dP un cierto rango. En este C'aso. la cota sobre las incert.idumbres 
debe ser conocida. Sin Prnbargo, los controladores robustos son más simples de implementar 
y no se requiere tiempo para sintonizar el controlador antf' \'ariaciones en la planta. Un 
problPrna del adaptable es su robustez ante dinámicas no modeladas y perturbaciones [25]. 
Como e11 el control adaptable hay un algoritmo de adaptación, cuado no hay excitación 
apropiada, puede prc•st·ntarse el fenómeno de dcri\·a de los parámetros estimados, esto es, los 
pMámctros crecen indeflnidanwnt.e en \'alor absolut.o conforme el tiempo a\'anza, mientras 
q11c en el robusto, el control es independiente de la excitación de las señales. Se ha visto que 
al combinar los dos esquern11s, el adaptable con el robusto [35, 16], podernos aprovechar las 
bondades que ofrecen cada uno, obteniéndose con ello IPyes de control más simples. 

En este trabajo se prcsent.an algunas leyes de control que explotan el recurso de com
binar ambos esquemas para tratar el problema de incertidumbres en los parámetros de los 
robots con uniones rígidas y flexibles. Estos dos sistPmas son elen)('ntos muy representativos 
de ur111 clasP de plantas. la cual est;; i11tr•grada por todas aquPllas plantas modeladas por 
l11s t•cu;1ciones de Euler-Lagra11g<• y que cumplí' con riNtas propiedades muy ligadas a su 
C'st rnct ura. 

La idea es Ja siguiente, se dise1ia una ley de control a la que denominamos nominal, bajo 
la suposición del conocimiento de· los parámetros de la planta, que asegura la estabilidad 
uniforme asintótica (u.a.s.) del sistema en lazo cerrado en la ausencia de incertidumbres 
y libre de pNI urbaciones. en scguida, se discira una seiial de compensación adaptable que 
garantize la estabilidad uniformemente asintóticamcnte acotada (u.u.b.) (\'er [5] para una 
definiciéin amplia acerca de este tipo de estabilidad) en ¡HesPncia de incertidumbre en los 
pariÍnwtros, donde el parámetro a estimar será la cota supNior de la incertidumbre en los 
paránwtros. De esta forma, dado que c·n el disciio de esta ley de control no se requiere del 
conorimiento de los parámetros de In planta ni de la cota sobrC' la incertidumbre paramétrica, 
el conorimiento a priori es el mismo quP C') usualmP11tc asumido para la mayoría de los 
csquPmas adaptables tradicionales (\'C•r. e.g. [2G, 2j parn una redsión sobre este tema), y 
con la ventaja de que, a diferrncia dc C';;trn;, 1ínirarne11t<' st· actualiza un par;;metro. Esto 
nos da una ley dt> rnntrol simple para su irnplantación pu<» se e\'ita el problema de estimar 
numerosa:; ganacias y con l\<to se disrninuycn los efcC'tos de la deriv11 para métrica ganándose 
robustez respecto a las perturbaciones. 

El c·studio de los robots ya sea ron unionf'o rígidas o con uniones flexibles, a atraído la 
at<'nción dP di,·ersos investigMlon··s durar1l<' mud1os ai1os. y hasta lit fecha continuan siendo 
estudi;ulo~ ¡n1es au11 q11C'dan \'arim proi>IPI!Fts abiertos por resolw•r. 

Ikcie11tcmC'11te sP han prc•sp11tado alg1n1a> J.·yc' de co11t rol roli11sto para robots den grado 
de lil>C'rtad con 1111iom•s rígida, (e.g .. [7. 32. 2·1. 3·1. 35. ~l. lfi, 1, 37]), en ellos, siguiendo el 
n·curso dC' Corlcss-Leit ma11 [5]. se calc11la una seiial de cornpensació11 y se a1iade a la sci1al 
de control nominal para garantiz11r u.11.b. [7. 32, 2·l. 3.J. IG] o bien u.11.s. [35, 41]. 

Spong. en [3·1]. prl•scnta una ley robusta para seguimiento quP asegura u.u.b. Siguiendo el 
recurso de Corless-Leitman [5]. propone una ley nominal con base en el algoritmo de Slotine
Li [28]. añadiendo unn sena! dP compensación conmuta ble'. En [3.S] Spong hace la extensión al 
caso adapta ble. obteniendo una )py globalmente com·ergcntP en la que introduce un estimador 
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en linea para adaptar únicamentt• dos parámct ros, la cota superior de la incertidumbre 
paramétrica y un parámetro de diseño, por lo que no se requiere el conocimiento previo 
de dicha cota. NuC\·amcnte la scñill de compcnsacion c-,, de tipo conmutable. Presenta el 
problema de que sus leyes de actualización son siempre crecientes y para evitar este problema 
comenta la posibilidad de utilizar la modificación a, la cual había ya sido introducida en [11]. 

En [41] Yaz propone la misma ley de control que Spong [34], solo que ahora, su señal de 
compensación es de naturaleza continua, pudiendo probar u.a.s .. Sin embargo, .dicha señal se 
calcula dividiendo dos cantidades que tienden a cero conforme el tiempo avanza, resultando 
una señal de control con un gran contenido de altas frecuencias a pesar de que q-+ O. Estos 
resuHados se observaron de pruebas de simulación. , 

Koo y Kim [16] hacen la extención del esquema de Spong (34) al caso adaptable probando 
u.u.b. En su esquema solo se estima la cota sobre la incertidumbre paramétrica,su ley de 
actualización incluye una zona muerta, sin embargo presenta el inconveniente de qu,e su ley 
de adaptación es siempre creciente por lo que también sugiere introducir la modificación a 
para evitar este problema. 

Una recopilación acerca de los diferentes esquemas aplicados al control robusto de robots 
se presenta en [1) donde destacan entre los métodos discutidos, aquellos ba5ados en pásividad, 
con estructura variable, robusto con saturación y robusto adaptable. 

Al igual que en [34, 35, 41, 16), los esquemas aquí propuestos para el control de robots, 
utilizan la ley de control Slot.ine-Li basada en pash·idad [28] para asegurar la u.a.s. del 
sistema en lazo cerrado en ausencia de incertidumbres, sin embargo, la señal de compen
sación, que \'a a garantizar u.u.b. en presencia de incertidumbres, va a diferir de aquellas en 
que: primero, no es resultado de la dh·isión entre dos funciones tendientes a cero conforme 
t -+ oo, y como consecuencia la seiial de control no presenta componentes de alta frecuencia, 
i.e. "chat tering~, segundo, el estimador para la cota superior de la incertidumbre incluye 
una modificación a, ,lo que e\'Íta la derh·a del estimado. De esta forma se garantiza robustez 
en presencia de perturbaciones. 

La tesis está organizada dC' la siguiC'u(e manera: En el capítulo 2 se presenta la clase 
de sistemas a estudiar y algunas de sus propiedades, se plantea el problema de control y 
la metodología a seguir para su solución. A manera de ejemplo se toma la misma clase 
de pla11tas que en Corlcss-Leitman [.5]. y aunque no corresponde a la clase de plantas de 
interés en este trabajo, si nos permite mm;( rar la aplicación de la nwtodología consen·ando 
la misma idea de diserio. Cabe mC'ucionar que C'Ste resultado 11os perrnitC' ligar los resultados 
presentados utilizando d rf'curso de Corb<s-Leitman [.j] ron los prcsC'ntados en esta tesis. En 
el capítulo 3 se aplica la metodología al problema de control de trayectoria del robot rígido, 
donde se exponen los casos adaptablC' y no arl11pt,able. y una versión utilizando el esquema de 
estructura \'aria ble. Se muestran algunos resultados de simulacioues numéricas, y finalmente 
se presentau los resultados experimentales obtenidos al aplicar la \'ersión adaptable del al
goritmo a un robot de dos grados de libertad planar. Con el fin de extender estos resultados 
al caso de robots flexibles, en el capítulo 4 se estudia el esquema de desacoplamiento para 
estos, con lo que se pretende recobrar los resultados anteriores. Finalmente en el capítulo 5 
se dan las conclusiones del trabajo y se plantean posibles investigaciones a futuro. 



Capítulo 2 

Formulación del problema 

2.1 La clase de siste1nas considerados 

La clase de plantas a estudiar en el preseut.e trabajo queda definida por toda.~ aquellas plantas 
de 1 a forma 

!il(q)ij + C(q,i¡)rj+Kq + G(q) =Fu (2.1) 

donde M(g),C(q,cj),11º E lR"x",G(q),q E lR", FE ~nxm y u E ~m. Esta clase incluye a 
aquellos sistemas susceptibles de modelarse por el método Lagrangiano cuya energía cinética 
está descrita por una función cuadrática, i.e., T(q, i¡) = HT M(q)i¡, con energía potencial 
l'(q) y G(q) = fqV(g). Dentro de esta clase de plantas se encuentran diversos sistemas 
físicos, entre los que destacan los robots, a quienes están enfocados los principales resultados 
de la presente tesis. 

La mecánica clásica lagrangiana nos proporciona modelos dinámicos de sistemas, en los 
cuales es relativamente sencillo visualizar los espacios de estados y de entradas de control. Las 
característica.~ dimeusionales de estos esp;,cios nos permiten realizar la siguiente clasificación: 
si las dimensiones de ambos espacios coir1ciden, i.e. p(F) = m = 11, decimos que el sistema 
es tolalmcnlc actuado, donde p(F) es el rango de la matriz F. Ahora bien, si la dimensión 
del espacio de estados es superior a la del espacio de entradas, i.e. p(F) = m < n, esto es, 
cuando hay menos entrada$ que rnriablcs a controlar. el sistema es denominado subncluado. 

' Los robots con uniones rígidas son un f'jr·mplo claro de sistf'mas totalmente actuados, en 
lo> cuales el t~rmino !1º q desaparf'ce dP! modelo (2.1) y F = ln. Por su parte los robot.s con 
uniones flexibles pertenecen a los sistema-' subactuados, en este caso sí aparece el t.érrnino A"q 
en el modelo (2.J ). concentrándose en la matriz 1\ las constantes de rigidez de los elementos 
flexibles que acoplan a los act.uaclores con los eslabones, además de esf.o, también es factible 
realizar la partición F = [O lmJ1', que permite visualizar mejor 111 pilrt.e del sistema sobre 
la que no tienen acción directa las fuerzas externas y la parte del sistema sobre la que sí se 
ejerce acción. 

·l 



Capítulo !!. Formulación del ¡¡roblcma 5 

2.2 Propiedades 

Es bien sabido [26] que las ecuaciones no lineales (2.1) y en especial los robots, poseen las 
siguientes propiedades: · ·· · 

1. mi:::; M(q) "='M'!Ji¡f~ fiil, '' l/q.E ~" 

2. Si se define C(q, i¡)co1;~oen [;,B]vialos símbolos de Christoffel, entonces 

vT[AfCq) - 2¿.(q;i¡)Jv =O, 'l/v E ~n 
::<: -.'·-_·._ '';· 

i.e., [Ü(q) - 2C(q, i¡)J es sk~\l;~simétrica. 

3. Parametrización lineal, i.e., la ecuación (2:1) puede es~ribirse como: . ·. . . . . . . . . 

M(q)ij+C(q,q)+ j\·q +G(q) =Pu= nq,q,ij)B, 

(2.2) 

(2.3) 

donde O es un \"edor de dimensió1i p quCcc:>nti~~c los;par<Ímetros, y Y(q, q, ij) es una 
matriz den x p llamada ,regresor, de funciones conocidas de las variables generalizadas 
y sus derivadas de orden sÍ1perior~ , · 

4. }\" = KT;::: o 
Además de las anteriores, en [23] son reportadas las siguientes: 

5. C(q,x)y = C(q,y)i. . . 
' . 

6. C(q,i¡)¡G(q) sonfuncionesiicot,adiisd.e sus argumentos. 
. . . 

1. 11 C(q, q) 11::; /\e 11q11.1\c ~O, Vq,i¡ ' 

S. /1 g(q) 11~ Cm, G'm E~+ 

9. La energía potencial V(q) es posith·a todo el tiempo. 

U na propiedad muy importante de los robots es la llamada pasividad. Decimos que un 
sistema es pa.~h·o cuando este absorve más energía del mundo exterior exterior que la que 
él puede suministrarle, en otras palabrns, es un sistema que sic-mpre disipa energía. Esta 
propiedad es de gran importancia para el análisis y diseño de controladores, pues permite 
explotar ]a$ cualidades disipativa> propias de la estructura df' los sistemas, la cual está muy 
relacionada con las propiedades de estabilidad de los mismos. y como uno podría esperarse, 
existen algunas conexiones titiles cutre la pasividad y la estabilidad en el sentido de Lyapunov. 

/.cma 1: Las ecuaciones dinámicas (2.l) definen uu mapeo pasivo de F11 -> i¡, i.e. 

< F11,q >r= foT i¡TFudt ~ -/3 

para alguna f3 > O, /3 E ~. l/T ~ O. 

(2.4) 
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Prueba: En esta prueba se omiten los argumentos de M(q),C(q,q) y G(q). Sustituyendo 
prirm•ramente Ftl por s.u valor en (2.1 ), aprovechando la propiedad ele antisiníctría y sabiendo 
que \l(q(i)) es acotada por abajo, tenemos 

fo\r(Mij +.Cq + l\q + G)dt 

foTéMijdt+fo~qT.(Cq+!<'q+G)dt . 

foT ~iqT Mqdlc i~qr.~iAJq i~r:q)dl+·.foT qT(K q + G)dt 

~q(T)T ~f q(u~ ~q(0)7~1~(0) \ .foTqTKqdt +foT qT Gdt 

~ -~tj(O)rAf q(~) +M.(T)¡'K q(T):~. ~q(O)r H~(O) + V(q(T))'- V(q(O)) 

~ --~q(O)T M <j(Ó) ~ iq(o¡r ;\. q(O)-'- V(q(O)) 

-/3 

000 

2 .3 Formulacióff del problema 

A continuación se presenta el problema a resolver en este trobajo, este problema se traduce 
básicamente en encontrar una ley. de control que. reuna ciertas características para la planta 
objct o de interés. · 

Considere la planta ('.U) de la forma 

i\f(q)i¡ + C(q,q)q + /\" q + G(q) =Fu 

donde q E 11?", con las matrices Al ( q), C(q, q), }\·, G( q), F de dimensiones correspondientes. 
Más alÍn, para el caso de sistemas subactuados, es factible realizar la partición q = [q1 q2 j7 E 
3?", donde q1 E ili'n-m representa los estados sobre los cuales no actuan diréctamente las 
fuerzas externas y q2 E ili'ni representa a los estados que si reciben acción directa. 

Su poniendo que se desconocen los paránwt ros \·erdaderos O de la planta, con O pro\·enicnt.e 
d1• la paramctrizadón lineal, el problPma de control ronsistc NI dise1iar una ley con base en 
un co11ju11to de paránwtros nominales 00, considNado el 11wjor estimado n prio1-i para O, 
(do11de y en lo que resta (·)0 denota el Yalor 11omir1al de(·)). tal que el error de seguimiento 
definido por 

q(I) ~ q(I) - l(I) 

con qd(t) la señal <le referencia, tienda asintóticamente hacia una vecindad ele radio cero 
conforme t -> oo, manteniendo todas las seiiales internas acotadas a pesar de la incertidumbre 
e11 los parámetros de la planta, i.e. 

,J!.!~ 11 q(t) llS /3 
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con /3 ;:::: O que depended de los parámetros de disef10 y de la medida de la desviación en los 
p;irámct.ros. Dicha desviación o incerlidumbre se define como 

o~ºº - o 

con o los parametros verdaderos y ºº los parámétros nominales de la plant.a. 

l\'ota 1: A este lipo de ~tabllidad en laliteratüra se le conoce como estabilidad uniforme
mente asintóticarnentc acotada ~:u.b: (5; 6, 7; 34}. 

2.4 Suposiciones ·generales 

En seguida se presentan una serie de suposiciones generales necesarias para desarrollar e 
implementar la ley de cont.rol, otras suposiciones se irán proponiendo a lo largo del desarrollo 
del trabajo. 

S. l Existe qá(t) E C2 (0, oo) y en ciertos casos se se requerira incluso qd( 1) E C4 [O, oo), donde 
Ci[O, ro) es el conjunto de todas las funciones continuame11te diferencia bles sobre el 
rango [O,=) para las cuales se conocen sus derirndas hasta de orden i-ésimo. Esta 
suposición se plantea bajo la base de que tenemos la libertad de escoger a la señal ele 
referencia scgu11 se desee. 

S.2 Se suponen mcdibles los estados del sistema. Esta suposición es de tipo restricti\'a, ya 
que nos limita a tratar IÍnicament.e con aquellos sistemas en los que tengamos acceso 
a todos sus estados. 

S.3 Se supone que la desviación de los parámetros está acotada por p, esto es, existe esta 
cota aun que quiza se desconozca su \'alor ·ex~cto,i .e. · 

3p E lR+ talque; 11B11~ /l 

En este caso, esta suposición derh·a del h~cho de que est~mos c~nsiderandoisistemas 
físicos cuyas características físicas en caso de cambiar, lo. hacen en forma Jimit_adª, de 
esta forma diremos que esta cota tiene un-comporta~icnto corístár1tc at;n-:-q~1é~ de valor 
desconocido. . 

S.4 Se han despreciado los términos debidos a efectos de fricción, lo cual .no haét:i que se 
pierda generalidad en el resultado pues generalmente su influencia radica en hacer mas 
amortiguada la respuesta del sistema. , . , , 

2.5 Metodología de diseño 

f3ajo las suposiciones anteriores, a continuación se describe someramente la estrategia de 
diseño a seguir, 
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D.1 Se propone una ley de control que resuelve el pro\.ilema para el caso de parámet.ros 
conocidos ast•gurando est.abilidad uniformemente a.sintótica u.a.s. Para tal efecto nos 
basaremos en el resultado presentado en [28), cuya ley se basa en la t.eoría de pasividad 
[26). Esta ley utiliza los parámetros de la planta O así como ciertos parámetros de 
diseño para su cálculo. Nos referiremos a este ca.so como "ideal". 

D.2 En la ley de control "ideal" anterior, se sustituyen los supuestos valores verdaderos 
O por unos valores nominales 00 que son \"a.lores muy cercanos a los verdaderos, i.e., 
representan el mejor estin111do a priori para los parámetros de la planta, formándose 
asi lo que en adelante denominaremos la ley de control "nominal". 

D.3 A la ley de control "nominal", se añade una se1ial de compensación, w(t), a fin de 
compensar la incertidumbre en los parámetros, i.e. 00 + w(I), esto quiere decir que al 
vect.or de parámetros nominales propuestos, se adicionará una señal que va a compensar 
su dcs1·iación respecto de los parámetros verdaderos. /\ este tipo de compensación se 
le conoce como compensación en los parámetros o a nivel parámetros. 

D.4 Se realiza el diselio de la sei1al de compensación con base en el análisis de Lyapunov, 
y utilizando algunas propiedades de las normas. Primeramente se analizará el caso 
en que se conoce el valor de la cota de la des\·iación en los parámetros pala que se 
cosiderará constante por lo que se obtendrá una ley puramente robusta, y enseguida se 
analizará el caso en que se desconoce dicha cota, para la que en este caso, además se 
propondrá una ley de adaptación para estimarla, quedándo una ley compuesta robusta 
y adaptable. 

D.5 A partir del mismo análisis de Lyapuno\' para el sistema en lazo cerrado con el contro
lador, y habiendo aplicado la selial de compensación w(I), se obtiene el tamaño.de la 
vecindad a la cual converge el error de seguimiento ij(I) al 1-+ oo. 

2.6 Aplicación de la metodología 

Con el objetivo de ligar los resultados que se presentarán a lo largo de esta tesis con el recurso 
de Corless-Leitman [5), del cual proviene parte de la idea, y para ilustrar la metodología de 
diseño antes descrita, esta metodología se aplica a la misma clase de pl;rntas no lineales 
considerada por Corlcss-Lcit man en [.5) para las que existe incertidumbre en sus parámetros. 
llncicndo esto, se logra extender los resultados de ellos y relajar algunas de sus condiciones. 
Como se verá en seguida. esa cla.<;e de plantas no corresponde exactamente a la clase de 
planta." descrita anteriormente. 

Partimos del hecho de que contamos con la dinámica del error del sistema en lazo cerrado, 
esto es, consideramos que ha sido aplicada a la planta la ley de control nominal, por lo que 
la dinámica del error resulta ser 

x(t) = f(x,1) + B(x, t)[O + w(t)] (2.5) 
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donde x(t) E lRn representa el error de seguimiento, w(t) E lR" es la señal necesaria para 

compensar la incertidumbre en los parámetros representada por O ~ Oo - O E lRn y las 
funciones/(·) y B(·) son conocidas y Lipschitz. 

; -~ . :;,-· '-. . ,· ,_ 

Además asumimos que para (2.5) ~e s~tisfacen lassiguientes suposiciones 

Suposición 5: Dado un conju~to B, e lR" y unintervalo compacto [a, b] e lR existen 
funciones Lebesguc in legra bles m;( ·) ; (a; b] c.:.. )R; i = 1; 2 tales que \f(x, t) E Ex [a, b] 

Suposición 6: En la ausenci~ dd lai~certidul11bre ~n l~s parametros (O= O), haciéndose 
i.necesario el cálculo de w( t), elsisle1~1a estaría; d~~critó por 

. ··~(t)~}(x,i) ,· (2.6) 

donde el punto x=O es ;;niforrnem~rit.e'.a.sinÍÓti~amcnte eta ble (u.a.s.), i.e;, existe una función 
candidata Lyapunov l/0 : lR" x·lR .:.+ .lR~: qlÍc satisface 

(2.i) 

(2.8) 

para lodo (x,t) E lR" xiR, dondc¡·¡(i,;, 1,2,3) son funciones clase-1\, con li~r-oo/i(r) = oo; 

Habiendo establecido las características de la clase de plantas de Corless-Leitmann, se 
propone calcular la señal de compensación de la siguiente manera 

(2.9) 

donde el parámetro p se calcula de acuerdo a la siguiente ley de adaptación 

p(O) >O, (2.1 O) 

don de () denota el estimado de ( · ), W g ~' y e, a,·¡ >O son parámetros de diseño. 

Para probar .que al aplicar esta señal de compensación adaptable w(t) al sistema en 
lazo cerrado (2.5) se obtie~e estabilidad en el sentido de acotamiento asintótico y uniforme 
(u.u.b.) en prescencia de incertidumbre paramétrica, considere la siguiente función positirn 
definida · ·· 

donde p g p - p, 

\l(x, l) = Vo(x,l) + .2..¡¡2 

~ 2¡· 
(2.11) 
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Su derivada respecto al tiempo a lo largo de (2.5) y (2.16) es 

( 8Vi1)T __ . - 8\lo +. 1 ·' - :r+- -pp 
ax ··- ot -- 1 

T DVo '. T • 1 . w I+ Tt ~ll' B[e+ tv) + +:;f1ii 

.::; -~¡3(1/:r U).+(H'7iB[O+ ~) + ~pp) 

Examinando el segundo térmillo ~el lado derecho 

T • 1 , 
W B[O+ w] +-pp 

- 1 

dado que (2.10) puede expresarse como 

~ 11WTB112 • 
P - 7 11 IVT B 11 +e = -ap. 

sustituyendo en (2.15) nos queda 

obtenióndosc finalmente 

::; '-~Pii -t- cp 
1' 

= -~(¡, - ~p)2 + !!.....p2 + cp 
¡· 2 4¡· 

::; .!!.._ p2 + Ep, 
A¡--•~ ---e'.---

Í' S -¡3(JI x JI)+ !!.....p2 +cp -- --- - 4¡ 

Para ver el acotamiento asintótico sobre 11 x JI, de (2.18) \';(t) 2:: O si 

¡·:J(IJ X JJ) '.S 40 p2 + tp 
- .,. 

11:rlis131 !!_P2 + cp 
4¡ 

10 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

esto quiere decir que conforme 1 -+ co, el error de seguimiento se queda dentro de una bola 
de rndio constante. 
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Acerca del acotamiento uniforme se establece que, si x(·): [to, ti]-+ ~",x(to) = Xo, es 
una solución de (2.5), entonces 

11 Xo llS r~ll x(t)llS d(r), VIE [lo,li] 

donde 

d(r) 

y 
' . - ·, 

... · .... ·· ;> · ... ·• .. ·· 
R;, 13"\¡-~P2 +cp) 

·: . : .. . 1 

más aún, la solución se extiende sobre [t 0 ,oc:lJ>. .. 
Para probar lo anlerio/¿onsidere u~a sol u ció~ i(·) : [10 , ti]-+ ~", x(t0 ) = 3'0 , con 

ll':I'allSr,ydcfina . ;
6
<·.. . 

tal que 

además por (2.20) 

más aún, de (2. 7) 

asi, 

ó =maxfr, 1!1 

11 :I'o 11 S ó yR S ó. 

d(r)~ (1·¡ 1 ~ ·)'2)(ó). 

/1(ó) s /2(ó) 

ó::; {¡·]1 ;,2}(8) = d(r). 

11 x(to) 11=11 xo llS Ó S d(r). 

Ahora, suponga que existe un tiempot3 :> 10 .tal que 

dado que x( ·) es continua y 

11 :I'(io) llS ó S d(r) <11 x(t3) 11 

entonces existe un 12 E [to, ta] tal que 

{2.20) 

(2.21) 

(2.22) 
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Ahora bien, de (2.7), (2.18) y (2.5) 

/1(11x(t3)11) S \l(x(t3), f3) 

Por lo que, 

¡t3. 
V(x(t2),12) + · V(x(r),r)dr ,, 

S ·n(li x(l2)ll) + ['!-1a(ll x(r) 11) + 4ª/ + Ep]dr 
' . '. ,, 1 

:5 'Y2(cS) +1:,[~"f3(R) +
4
ª
1

p2 + Epjdr 

= ' .. i2(6): 

Sin embargo, esto contradice ª. la'suposici~n(2.22); de aquí que, 

11.T.(t) llSd(r), Vt E[ta.tt]. 

Como consecuencia exist.e un'co~j1into~ompacto], dig~h1os, 
E= {x E~~ 111 x 11:5 ( > d(~)} 

12 

para el cual ninguna solución (co~ 11 ;¡;a\¡::; 1: puCd~fscÍipú::' De aqÚi 'que cada solución 
puede extenderse sobre cualquier intervalo compado y por lo ta~to sobre [to; oo). 

000 

Nota 1: La señal de compensac10n w(t) proporciona una señal de conüoLcontinua que 
garantiza la estabilidad uniformemente asintóticamente acotada (u.u.b.) del slstei11a ante la 
presencia de incertidumbre paramétrica (para el caso en que además se consideran pertur
baciones ver [38]). Los resultados presentados aqui son una simplificación de los presentados 
en [38], que a su vez son una extensión de los resultados de [5]. 

No/a 2: La modificación-a en la le\· de actualización (2.l O) fue motivada de las investigaciones 
en control robusto con parárnet r;~ adaptalil<"s P:\C [I l). con esto se e\·ita que'¡, sea siempre 
posit i\'a, evitando por ello. la dcrin1 en la ('SI imación de los parámetros. 

Nota S: Las pruebas de existencia. 1111icidacl de la solución son presentadas en [5]. en ellas se 
pidP que las funciones f(·) y B(·) sean Carathrodory pero es relativamente sencillo ver que 
basta con que sean Lipschit.z para asegurar existencia y unicidad ele la solución (ver [13] pag 
74). 
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2. 7 Ejemplo numérico 

Se aplica ahora el resultado anterior y por ende la metodología de diseño propuesta a un 
un péndulo simple de longitud I y masa m sujeto a un par ;u aplicado en su soporte como 
se muestra en la Fig. 2.1 [5). Este sistema mecánico caé dentrode .la ~!ase de sistemas a 
estudiar, lo cual se puede ver inmediatamente de su modelo matemático (2.23). 

mg 

Figura 2.1: Pendulo simple. 

Siendo q la posición angular del p~~dulo, el modelo de este sisicma es 

:,:,1l2ij(t)+ 6'.lUJ'+ mglsin(q(t)) = u(t) 
.. ,,, ·>. ' :, 

(2.23) 

El objectivo de co~tro!es seguir una tra)•ed~ria qd para Ja cual éxistcn su primera y 
segunda derivada. - '·- · · ·· · - · -

Suponiendo que se cuenta con -los p;~á!lletros conocidos, de la planta, sé propone la 
siguiente ley de controL"idealry (ver c.g;, [28; 2]) - - - -

ti 

con Kv> O, 

y 

" . .:, 

n~/2~ +ba +mglsin(q) -Hvv 

Y(q,a,a)O-~A·,,v 

Y(q,a,a) ~[ir a sin(q)] 

O~ [m/2 b. mgi]1', 

a ~ i¡d -e- >.~, ,\ > O 
• 6- -

·q =.<¡- qd 

6_ e _ ,\. v= __ q_f q_ 

En malla cerrada se obtiene el sistema 

m/2ú + (b + K,,)v =O, 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 
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que es u.a.s., ya que al proponer la candidata a función Lyapunov 

V ~ l ¡2 2 o - 2m V 

su derivada respecto altierripo, résuHa 

Va =·:--(b+ Kv)v2
• 

Ahora bien, para efcas~de.pa~a~~tros d~C:onocidos, se propone la ley de control 

'u =u~+ Y(q,a,a)w 
,-,. ' 

uo =oY(q,a,a)Bo:--Kvv 
con la ley nominal 

obteniéndose en malla cerrada el siste~a •· 

v= (b +'k.;);1+ B(O + w) 
.. m/2 ·.· ..... 

donde 

B .· l •'(' º) .. = ... --:--/2 t q, ª•.ª . . m . , . 

14 

(2.27) 

(2.28) 

el cual tiene la forma de (2.5). Advierta qucen ~ste eje1i1pló aunque Bes desconocida, srw 
si es conocida, ya que en este caso · 

,:,. 8\!ó . 2 
T.V = fJx = ml v 

y de aqui 
Brw = yr(q,a,a)v 

Por esta razón, la ley de control (2.9) se puede utilizar sin problema. 

En la simulación numérica, aplicando la ley de control (2.27) y (2.9), se utilizaron los 
siguientes miares para los parámetros de diseiio 

!\., = 40, .\ = 10, e= O.l, 

¡=l,cr=l 

Los valores utilizados para los parámetros O, se concentran en la tabla (2.l ). 

La trayectoria deseada se generó con base en un sistema de segundo orden críticamente 
amortiguado. Tomando el valor l rnmo condición inicial para p. 

La fig. 2.2 muestra la seiial de control, la cual resulta ser acotada además de no pre
sentar mucho "chattering"'. En la fig. 2.3 se obsen·a como al principio la trayectoria real 
tiende a acercarse a la deseada y, posteriormente, se mantiene dentro de un cierto margen 
teóricamente establecido por (2.19). Finalmente la fig. 2.4 muestra la evolución del estimado 
de p, donde se obsen-a que este estimado no crece indefinidamenl e gracias a la modificación 
sigma incorporada en la ley de actualización. 

Nota 3: Al aplicar un escalón filtrado como señal de referencia, se observó que el error de 
seguimiento en el estado estable fue del orden de 10-3 , 
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8 Definition True Nominal UncC'rt.aint.y 
\'alues \•al;1es boúnd 

81 1.00 o .. 5o 0.50 

82 0.1 o 0.05 • 0.05 

ºª 9.80 4.90 4.90 

Tabla 2.1: Parámetros O utilizados en simulación. 

51!11!1 

-51!11!1 

e 10 

Figura 2.2: Sei1al de Control u(I). 

11!1 

Figura 2.3: _Trayectória real q(l)y deseada q¿(I). 

s· 

Figura 2..1: Evolución de /¡( 1) . 

15 



Capítulo 3 

Control de trayectoria de robots 
rígidos 

3.1 Introducción 

Siguiendo con la filosofía del esquema desarrollado en el capítulo anterior, en est.e capítulo 
se presentan algunas leyes de control robustas simples enfocadas al control de trayectoria del 
robot. rígido con 11 grados de libertad. 

Al igual que en [34, 35, 41, 16], el esquerm aquí propuesto utiliza la ley de control basada 
en pasividad [28) para formar la ley de control nominal. 

Sin embargo, aquí la señal de compensación difiere de las presentadas en [3·1, 35, 41, 16], 
en que, primeramente, para su cálculo no se presentan di\·isiones entre dos funciones que 
tienden a cero conforme 1 -+ oo, y como consecuencia, se obticne una señal de control 
cuyo "chatteri11g'' es mínimo e incluso lrny algunos casos en los que tiende a de.saparecer, 
y en segundo lugar, el estimador para la cota superior en la incertidumlJre incorpora la 
modificación a, la cual e1·ita que el estimado de este parámC'tro crezca indefinidamente. 

Al igual que la mayo ria de los esquemas de control adaptabl<' ( 1·er [26, 2]), la l'ersión adapt
able de este no requiere para su implant11ción del conocimic·nto a priol'i ele los parámetros 
de la plant11. ni tampoco de la cot11 su¡)('rior de la incertidumbre . Además, est.a ley de 
control solamente estima un pará111ctro (la cota superior de la,; incertidumbres) mientras que 
los algoritmos adaptables típicos requieren 11claptar a \'eres h11sta diez parámetros por cada 
eslabón del robot. 

A lo largo del presente capítulo se desarrollarán las l'ersioncs adaptable y no adaptable 
para la señal de compensación robusta co11 la estructura plantC'ada en al capítulo anterior y 
su \'ersión utilizando un esquema de est.ructura l'ariable, con lo que se muestra la versatilidad 
del esquema propuesto. 

16 
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3.2 Definición del problema 

Considere el modelo matemático dé un robot. de n grados de libertad [26] 

M(q)ij + C(q,q)q + g(q) = T (3.l) 

donde q es el vector n-dimensional que contiene los angulos de las uniones, M(q) la matriz de 
inercias de orden n X n, C(q,q)q son los terminos debidos a fuerzas centrifugas y de Coriolis, 
g(q) los términos gravitacionalcs, y r el vector n-dimcnsional de los pares de entrada. 

El problema de control se concentra en diseñar un~)ey de control para el robot con uniones 
rígidas cuyo modelo esta representado por (3.l )que garantice estabilidad en el sentido de 
acotamiento aintótico y uniforme (u.u.b.) manteniendo a las señales internas acotadas bajo 
las suposiciones propuestas en el capítulo 2, y co.nsiderando en este caso que la trayectoria 
deseada qd E C 2 [0;oo), · 

3.3 Ley de control básadá en pasividad 

En esta sección prcséntam'ós l~ le/ d~ controlbasada e!l pasividad que se empleará para 
formnr la ley nominal denlro de nuestro esquema. Se analizá'el 'casó ideal, i.e,, el caso en 
que se conocen los parámetrns verdaderos O de. la planta, en. este casodeÚobbL 

Considérc el sistem; descrito por (3.1) . . .. . . 

M(q)ij + C(q, q)q + g(q) = T . 

realizando el siguiente cambio de variables · 

se obtiene 

,e;. '·d . ' ~. - t:. • d ' . o a q -. "'q, q. = q :- q ' . " > 
P 

6 q-a=F-:1 (s)q, con F(s)~l/(s+,\), 

.M(q)(i1 + á) + C(q,q)(v +a)+ g(q) 

AJ(q )ii + C( q, q)v 
M(q)ii+ C(q,q)r 

r - [M(q)ii + C(q, q)a + g(q)] 

f.cma !l: La ecuación (3.7) define un mapco <.p---> v pasi,•o, i.c. 

< V,<p >T=. {T VT ipd/ ~ -JJ 
Jo ·· . 

para toda T y alguna (3 ~ O. 

Prueba: Considere la siguiente función posith·a definida 
• 1 . 

H = -vTA!v 
2 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 
(3.7) 

(3.S) 
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su deri\'ñda respecto al tiempo es 

j¡ vr Mv + ~vr Úv 

] T • = vT(-Cv+rr>)+2v Mv 

' l.' 
vr rr>f ~U21f ~C)v 

= VT'f'· 
. . ,, ' 

integrando de ambos lados de esta igualdXd seobti~ne 
f T 
Jo ~T <pdt 

<:v,<p >r 

eliminando el térmiuo H(T) que es positivo Vt y reordenando se obtiene finalmente 

< v, 'f' >r?. -Jí(O) 

' -

18 

(3.9) 

000 

El lema an1erior establece que el sist.ema-C3.7) define un bloque.pasivo con entrada <p y 
salida v. · · ' 

Definamos ahora a la. señal 'f' como· 

(3,10) 

lo cual define un mapeo esirictaménic pasil•o de -v _, r,:> ya que en este caso es fa.cilver que 

T : - , i · -'-VTr,:>dl ?:. Amin]Ív 11 v 11
2 

es decir, (3.10) representa un bloque estridamente pasivo con entrada v y salida <p (ver [8] 
p11g. 173 para la definición de pasividad estricta) 

De lo anterior se observa que el sistema en lazo cerrado aparece c_om_o la interconexión 
entre dos bloques uno de ellos pasivo (3. 7) y otro estrictamente pash•o (3.1 O), de esta manera, 
aprol'echando el 1eorema de pasividad ([S] pag. 181 ), se establecequc · . . 

donde Lp se define como el espacio de funciones cuya norma p._es acotada,- i.e. 
'·,· _: 

Lp = {f: lR+ _, :Rnl llJ llp< oo }; 2dori<le ]l = 1, 2, ;;., oo 

Para establecer el acotamiento y conv~rgenciaa cero delas señales, de (3A) vemos que 

ij = F(s)v 
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donde F(s) E lli'('.•) es una. función de transferencia estrictamente propia y exponencialmente 
est ablc, entonces-utiliiando el rcwllado presentado en [8] (pag. 59). - se cst~blece que si 
v E L2 ~ ij E L2 n L'.x;, q E J,~,ij és continua y ¡¡._,...O al t-+ O. Si además v -+ O al t -+ O, 

entonces q -+ O. . · •· ; - •· ....•. · . > :_ · : :·~ ·-·.•· . . 

Resumiendo,. d~·(3'.IO)y (3.7); la l~y de ~C>~trol r<!SúJta sc:r 
-- - - . ·, ,_ .. ~ ... ' --- . '-'~ - .. ·- ·-;: 

. 'M(q)ci·fC(~í 4)a +dC~)-K.v 
--~'(q;,;¡a,iz)~ .-:_]{.ti,_ 

que es conocida en la literatura corm(ley Sidtfne;LÍ [28]. -. 

(3.11) 

(3.12) 

U na forma alter~a ~a~~-p-rbb~~·la ~stab'ilid~d unifdrmemente asintótica del sistema (3.1) 
en lazo cerrado con el cont~ol (3.l2)utilizandb argumeii~Ós estándar es la sigui~nte. 

Aplicando la ley de d:mtr6i\3}'.2Jala-~l¡llta (3.l}seobti~ne en lazo cerrado 

--¡\j(~)Ú+ c(q;cj)vi1\~v =0. (3.13) 
- ~ . ' .:· . ' -: ·: : 

Definiendo la candidata afunción Lya~ll~o\' 
-. :- ·-- .:.;! : •:. -.•. -. -

V= 2vTM(q)v, 

su derivada a lo largo de (3.13) es 

- . : - . - . 

Dado que la matriz inercia M(q) es unifo~memente acotada, de la teoría de estabilidad 
de Lyapunov [36], se prueba.la U,a.s.; Y::del teorema. de ·LaSalle se sigue que el error de 
seguimiento ij(t) -+ O conforme t --> oo. · 

3.4 Ley de contr6Lrobl1sta 
' '· __ , ·_. .. '<"·,·. 

Proponiendo un vector de.p~rámctros nominales 801 la ley de control nominal queda definida 
por 

To Mo(q)ci +Co(q,cj)a +go(q) - K.,v 

Y(q, q, a, ci )00 - 11',,v, 

Sciial de compensación 

Añadiendo la señal de compensación, la ley de controLresulta 

T =To+ }'(q,cj,a,i1)w = Y(q,q,a,Ó)(00 + w) ._ I<.v, 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

donde la seiial w se diseña con el objetivo de compcnsar'a la incertidumbre en los parametros 
• 6 -

definida por e = ºº - o, y se calcula como 

(3.17) 
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con 11 . 11 la norma Euclidea1111, y Po el valor conocido a prion' para la cota superior de la 
incertidumbre en los parámetrnsp, i.e., 11 O ll$-Po· 

Sustituyendo la ley de cont.r61 (3J6) en (3.l )¡se obtiene 

M(q)v + C(q,q)Í;+Kvv:: Y(q,q;a,iz)(O+ ~). (3.18) 

En el siguie:ite t';'Ore~~ _ _se:-agrtrpan,lospl¡nte~miJnt~s .·anteriore~·.y se establecen las 
características con qüe se present~ ·.la estabilidad; (: ; , · . . . . . ·.· -· · .· 

Teorema 1: Considcr~·el ~·Íste~a·c~lazo~;rracÍo, {3.I), (iI6F(3.J 7) .. Sea Po unva.Ior conocido 

~;~~::PI::as~:J~álá~ril~t;~L/t ·i; . ; ·, i . } . . ·•.-. 
(ii) el error de segúimie~tó !'.s:Cstable ~riiformemente asir1tóL,icarnente ªC?tádo (tÍ.u.h.) por 

.llqll$:,~,\t/~ (f') (c .... Po)l
12 

,-" ., , mtn ~t· 

donde ,\minU<v) denota e)val6r pro¡~io nl~ni~o d~ Hv' 

Prueba: Sea la candid~ti~ f~~ción Lya¡);;nov ·.·"'·· /~< l.·-... ---·.··-

-. V= -vT.!\J(q)v, 
. •·,; 2 .ce · ·. 

su derivada a lo largo de (3'.IS) es· 

\l = C.:.vTJ\~v + vTY(O + w) 

Examinando el segundo término del lado derecho, 

vTY(O +t~) 
,T ,· .• llYTv 11 2 

= 1 } 0-pºllYTv 11 +e 

T " [ ·~ . 11 yT V 11 ] 
$ 11 V _} 11 11O11 -po 11 yTv ll +e 

11 1 ~.~;:tJll~c~[llb 11-:._Po-~ ll Y~t1 ll 11O11 e] 

llYTull IOll 
llYTvll+c I e 

$ 11 jj 11 e 

::; epa, 

sC> obtiene 

(3;19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Por lo tanto, el acota_mientode las seriales sigue inmediatamente de acuerdo a argumentos 
similares a los utilizado~ en la prueba de.la ley basada en pasividad. 
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A fin de obtener la col.a sobre el error de seguimiento (ii), de (3.27) obsen·amos que 
\?(l.);:: O si 

v7 K.,t!::; cpo 

puesto que K .. = K'[; > O, entonces se cumple 

.l.min(K.,) Uv !12::; cpo 

despejando 11 v 11 de la ecuación anterior .·· 

En (3.4) se define a l]como 
:.. . ·1 . 
. ij =-. -P = F(s)u 

. ;S +,\ . 

(3.28) 

donde F(s) representa un mapalinCaL· Calcúlando las normas il ambos lados de la igualdad 
(ver [8] pag. 25 para el cálculo de la. norma inducida de un mapa lineal), se obtiene 

> .•...• · .. ·.· .. ··.] < . l 

)ii 11:§11 s +>. lbllv 11= :\ 11ti11 · (3.29) 

aplicando este resultado a (3.28) se obtiene (ii). 

000 

Nota 1: Como en (3,l], la extensión de la ley de control al caso J O; I~ p;, i = l, 2, ... , p, es 
directa. 

- ,. -. -

3.5 Ley de controlrobusta <:tciaptqpl~ 

Tomando nuevamente como base la estructura del controlador pasivo (3.12) se diseña la ley 
de control nominal (3.15) suponiendo que se cúcnt.a con lbs parámetros nominales Oo, de 
dondC' 

Sc1ial de compensación 

To ;;:: Mo(q)a + Co(q, q)a + go(q) - H .. v 

Y(q, i¡, a, a)00 - fi',,11, 
(3.30) 

(3.31) 

Una vez más se añade a la ley de control una.señal w p~ra compensar la incertidumbre 
en los parámetros, 

T =ro+ Y(q, i¡,a,ü)w;;:: Y(q, i¡; a, a)(Oo + w) - 1i· .. v, (3.32) 



Ca¡iítulo S. Control de lmyccloria de robots n'gido.< 22 

sin embargo, ahora se supone desconocido el valor para la cota superior de la desviación en 
los parámetros p. La señal de compensa.ción queda 

yTV 

w=;-PllYTvll+c' 
. . ·- --

con ¡i el estimado de p, 11 O llS p, la que es a.¿tualizada conforme a la ley 

. · ' <1(}'T~112 ·: 
¡i = ~ªPtJ11}:Tv ll+c' ¡i(O) >O, 

donde e, a > O sorÍ parán~~trn~ de di~~ño, y ~ :>O es.la g.;:nan~ia de adaptación. 

Cerrando el Jaro (3.32) e~ {3'.I),'k~ ~bÚdne 

M(q)i• + C(q, q)v :- /{1'.t' = Y(q,q,a, á)(O +w). 

Análisis de eslabilidad 

Teorema !!: Considere el sist.ema en lazo cerrado(3.l); (3:32)~(3;34 k Entonces, 

(i) todas las señales estan acotadas, y 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(ii) el error de seguimiento, fi ~ p - p, es estable uniformemente asintóticamente acotado 
(u.u.b.) por 

11 -·11< 1 ···.·(ª 2+ ')l/2 
q - ,,1¡~(¡··) ;j:P cp ' "'"'mm \ v 'i 

donde >.min(J<.) denota el eigem·alor mínimo de f{ •. 

Prueba: De la ce. (3.34 ), vemos que esta. se púede expresar como 

1 ~ ; JIYT v 11 2 
. a . 

:;:fl T llYTt.i 11 +e=-:/· 

Considere ahora la candidata a fun.ción Lyapunm•. 

·. 1 . l 
éV(t)=·-9 111"-Mv+ 

9 
~f¡2 , 

. - 7.l 

su dcri\'ada con respecto al tiempo a I; largo de (3.35) y (3.3i) es 

\l(/) = -úT¡,·.v+ vTY(O + w) + ]_pp. 
. ') 

Examinando el segundo y tcrc:er té~miho, .· 

(3.36) 

(3.3i) 

(3.38) 

(3.39) 



Capítulo 8. Control de tmyf'cloria de robots rígidos 

se obtiene 

$ 11 Ty 11 (11 0 11 - . 11 yT ti 11 ) + .!_. ~ 
V > ·. pll}'Tvll+c lpp 

11 }'T ti 112 " .· . 11 }'T V 112 l ~ 11 yT V 11 
llYTv 11+c•(llO11-p) + p(ll }'Tv 11 +e+ :¡P) + 11YTv11+e11O11 e 
(T :, . . 

=::; -pp+ lp 
1 :· 

·(T(··- l )2 (T 2 
-- p - -p + -p + cp, 

1' . . 2 . 4¡ 

•. ··r· u l.2 CT2 
\¡'(l)$-'-v K.v--:y(ii-2:0) + 4 .. / +cp. 

y dado que -~(p - ~p) 2 $ Oénionces 
' .. · 
;·. : . ·. (1. 

V(I) $ -vTl\.v + 
4 

.. / +(p. 

El acotamiento. de las señales sigue7ílmdcliatarnen~.ede argumentos estándar. 

Para ver (ii), de (3.44) \>(t) ;:::co ;i 

. .. (1 :. ...: ·. 

·. vTK.,v $ ·hp2 + cp . 

y sabiendo que H., es simétrica p9sit,iva defifdda 
. .. 

,.· (.}')··11 ·112 .CT.2 "rnin \v V $ .-
4

. P +cp 
. ·. ')' ,: 

despejando 11 v 11 

11 V llS [>.minl(}\~"')c~.P2 + lp) r2 
y finalmente de (3.29) en (3.45) se obiieiie (ii). 
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(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

(3.4.5) 

000 

/\'ola 2: La señal de compensación w proporciona una señal de control continua. La expre~ión 
(3.33) es parecida a la propnest.a en [i] . 

. Nota 3: Note que de (3.29),(3.31)-(3.34) y (3.45), en la. selección de los parámetros/\'.,; CT, ¡ 
y e, existe un compromiso entre la cotá del error de seguimiento y la magnitud de Já señal 
de control. · 

Nota 5: La modificación CT.en la ley de actualización (3.34) evita que fiseásie~pre posim:a, 
lo que ocacionaría que Ja estimación del parámetro fuera siempre creciente, · · 

Nota 6: Similarmente a [41], seleccionando e= ¡ 1 cnt y u= O, la u.a.s. se ¡>Jede p~6bar; Sin 
embargo, simulaciones numéricas mosfrarbn una señal de control con bastan(~ "i:hattering" 
al momento de seguir a una señal cuadrada; ademásde que f¡(t) crecía todo el tiempo. 



Capítulo S. Control de tmyectorio de robots rígidos 24 

3.6 Ley de control robusta adaptable con estructura 
variable 

En esta sección se presenta la utiÚzadón dehecurso de modos desli1,antcs (ver [33] cap. 11 
para una descripción accrca:de esta técniéa):para el cálculo de la señal de compensación w, 
que también asegura u.ú.b .. ·.:. .. . . . 

El recurso de ri16<l6áe~Jl·~~nt~s es u~ caso especial del diseño de sistemas con estructura 
variable, entendiéndó~e por sistema con estructura variable aquel cuya estructura puede ser 
cambiada o switcheada abruptamente conforme a una cierta lógica de switcheo , un ejemplo 
muy simple de este tipo de sistemas es el denominado control "on-otr'. 

La característica principal del recurso de modos deslizantes es la aparición de una ve
locidad de switcheo extremadamente alta entre los valores que toma el la señal de control 
[l]. La idea básica en esta técnica consiste en definir una superficie en el espacio ele ctaclos, 
denomidada superficie deslizante, tal que sea capaz de deslizar cunquier trayectoria que caiga 
sobre ella hacia el punto de equilibrio, o una 1·ecindacl en torno de el. Asi, la ley de con
trol se diseña con la finalidad de hacer tender a todas las trayectorias cercanas hacia dicha 
superficie, ya que una Yez atrapada la trayectoria en esta, la di11<imica del sistema en lazo 
cerrado es completamente gobernada por la.~ ecuaciones que definen a la superficie [33]. 

En el resultado que se presenta a continuación, i'micamente la seirnl ele compensación tu es 
calculada utilizando esta técnica, de esta forma, la estructura general de la señal de control 
presentada en la sección anterior ce. (3.32) consen•a su misma forma, i.e. 

T = r0 + Y(q,q,a,ti)w = }'(q,q,a,a)(00 + w)-1\vv, (3.46) 

Al igual que la dinámica del error, cerrando el lazo entre (3.46) y (3.1); i.e. 

M(q)ii+C(q,q)u- K,,v = Y(q,q,a,a)(O+w). (3.47) 

Prirnerament.e analizaremos el caso más simple; esto es., se supone conocida la cota p. Se 
propone la siguiente seiialde compensación 

w = -p sgn(YT v) (ªAS) 
---·------- --

En este caso, se estáblece como superficie deslizante 
: 6 ,·. o 
q = v -·Aq, .para v = 

como en [33], s·e puede garant.izar atractil"idacl ele lasupcrficie deslizante tomando la siguiente 
candidata a función Lyapunov · . 

• 1. 
\1 = -vTMv 2 . .. 

cuya deril·ada a lo largo de las trayectorias'de (3.35) y (3.48) es 

¡i -vT kv .f vr,i-·(o + w) 
-v.T ¡,·vvf vTX[O.-p sgn(YTv)] 

$ -vT Hvv +· /vrY/(11O11 -p) 

$ -vT Hvv 

(3.49) 

(3.50) 
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Sabemos por la desigualdad de Raileigh que 
. . 

- ~T Kvv $_-').min(Kv)tl V 

y de (3.49) por la propiedad 1 

sustituyendo (3.52) en (3.51) 
! .·,, 

-~ vTK~ < ::.;~;mi~(K~) V 
. . · .. ~ - ),;,ar(M) 

llevando esta última a (3.50) se obtiene 

J • '• . •, . ).min(/<v) 
2: \!$. -:-11V, . para 1¡ = ).m.,.(AI) 
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(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

que es la condición deatrácci~n de :lásÜpcrfl~ie deslizante. Pára mas detalles ver [33]. 

La versión adaptable de estáT~y se p~es~nta en el siguic~tc teorema. 

Teorema 3: Considere el sistema·cn lazo cerrado (3.1), (3.32) con serial de compensación 

w = -p sgn(}'T v) 

donde el parámetro ¡i(t) s~ actualiza de acuerdo a la siguiente.ley 

) = """'.up + ~¡JYT vi 

Entonces, 
(i) todas las señales están acotadas, y 
(ii) el error de seguimiento es estable.uniformemente acotado (u.u.b.) por 

_< ·:¿ l> '''' (]" 2 1/2 
11 q/I._ '\1/2 (J" )(4¡·p ) ' 

"' m1n \ v 

donde .\ninU<v) denota el valor propio mínimo de /\"v. 

Prncba: Vemos que laéc. (3.S.J} puede expresarse como 

] . , T u 
--}+!Y vi= -'p. 
i ,' i 

Con base en esto se propone la can.didata a. función· Lyaptmo\· 

(3.54) 

(3.5.5) 

(3 .. 56) 
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cuya derivada con respecto al tiempo a lo largo de (3.35) es 

V(t) = -".~r}(,,v + vT}'(O + ti!)+~¡i}i. 
. i 

Examinando el segundo y tercer término; y ¿onsiderando (3.56), 

·.··.. - r , 
vT}'((I + w) +·-:pp 

- 'Y. • ·'• • 

= vTYO _:vYps~~Ó'T v).+ ~pp 
.·- . ··. I 

= VTy{J -~ll'T vi+ ~fop 
.·.·.·.· ·.··¡ 

S -,-pjYT~I + ~pjr 
.< I . 

::; 1!..¡,¡, ..,. 

17 (.. . L )2 . 17 2 
-- p--p + -p 

-¡ •·· 2 ··.. 4¡ 

::; .!!._p2 
4¡ 

se obtiene 
i'1(t)S ...::1,r J\,,v+ .!!..p2 
' ,· 4¡· 

El acotamiento de las señales sig;ie inri1edlatamente de argumentos estándar. 

Para ver (ii), de (3.64) 1';(t) 2. O si 

y sabiendo que }{,, es simétrica posilirn definida 

despejando 11 v 11 

n V 11:::: [,\min1u<,,)4~r2r2 
y finalmente de (3.29) en (3.65) se obtiene (ii). 
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(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

Siguiendo un proceso similar al de la ley anterior se puede probar que esta ley cumple 
con la condición de existencia y atractividad de la superficie deslizante. Se debe notar que 
ahora la superficie deslizante no esta definida parn v = O sino que v queda definida por 
una vecindad, esto por supuesto acarrea problemas de "chattering~ al momento de caer en 
la superficie deslizante, pues la ley de control \'a a estar switchcando s<;>bre dicha superficie 
ha.~la que la trayectoria alcance la bola de equilibrio. · 
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Debido a la introducción de la,fundón sgn(.), esta ley de control presenta cierto "chat
tering". A fin de aliviar este problema se propone modificar la s~ñal de compensación de la 
siguiente forma . ·. . . . . · 

w '=:' ·· .. ··•·.{···· .. -. ~1.~ffe~ (YTv) >.11}}~·:·;·· vil ><···. e {3.66) 
• -p-, . . v ·- ( 

esto es, suavizar el hriric~ entrcuno y Clt;~ valor de la fu~ción sgn(.L tal y como lo proponen 
[10, 34]. . . . . .... , . . 

Con la correspondiente l~y de actu~liz11~ión_ 

~ ·{· •... · .. ·_:~.>+.'.· .. ;,}···'~vi w·Tvl > f P = ·· ·. ; · · IYT vl1 · T 
-ap + I ·. , . W vi ::; l 

(3.67) 

A 11á/i.<is de estabilidad 

Twnma ,f: Considere el sistema en laz.o cerrádo (3.1), (3.32) con señal de compensación 
( 3.66) y ley de actualización (3.67). 

Entonces, 
(i) todas las señales están acotadas, y· 
(ii) el error de seguimiento es estable uniformeriient.e acotado (u.u.b.) 

· · · • 1 . • ·(a 2 1/2 •lliíllS 9 ,.,112(Jº)-:;p+cp), 
... AAmut \v 1 

'• ' . 

donde >.min(Kv) denotael eige11vkilo~n1íninm de 1\.,. 

Prueba: Considerando la niisn1a función candidata· 
. . . 

. 1 l 
\í(l) = '.i.vTMv+ 2-/2 

cuya deri1•ada respecfo altic1i1iio cS 

por 

(3.68) 

Si IY7 i'I > l, entonces la señal de compensación y la ley de 11ctualización son rcspccth·11-
111C'nlC' 

w -ji sgnp··T v) 

-up + 1 IYTvl 

Este caso y¡¡ fue analizado antes, de donde s'e obtuvo 

(3.G9) 

(3.70) 

(3.71) 
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y el acotamiento para 11 v JI resultó 

[ 
1 J 1/2 

1/ V 11:5 Amin(/\v) 4~./ (3.i2) 

Ahora, si J}··T vJ :5 i:, entonces se toman como leyes de compensación y de act.ualización 
las siguientes 

w 
yTv·· 

-ji-
t: 

. ¡yr vJ2 
-up+1---

.- .. · (. 

_,.,' 1 .·, 

(3.73) 

(3.74) 

Nuevamente analizando el segundo y tercer término de V(t) y sabiendo que fa= -p, 
vTY(O -Fw)-j-t_pp . (3.75) 

. ;·;. /;·· . 

vrYo-vrG,YTv +!...¡,[, 
- -·· ·- e -- ''f 

(3.i6) 

:5 pJvTYI -'- e¡;,TuJ2 -t !._¡,p 
( ,. (3.ii) 

plvTYI.,.. e¡yTvl2 + e¡vrv¡2 + .!.¡¡(, 
e - ( _.. ,. (3.i8) 

pe • [p··Tvl2 . p] 
:5 -+p --+-4 . e ,. (3.i9) 

pe+ u. -
4 -:¡PP (3.80) 

pt:+~(/12 - (fi- e¡2¡ 
tj ') tj 2 

(3.81) 

$ ~"+ 4~.P2 (3.82) 

sustituyendo en la ec. de f1 (1) se obtiene 

~ .-~ - \l(f.) $ '-vTH-.,v + pe_+ !!....p2 

. .··. ·-·.· 4 4¡ 
(3.83) 

de donde el acotamiento para 11 v 11 rcsult~ 

JlvlJ:5T,\,,¡¡nl(J(.)(~c +.4~/)]1/2 (3.84) 

tomando el máximo para 11v11 de'cnfre (3.i2)y (3.8.J), se obtiene 

Ú V 11:5(,\min](J\.){~C f4Ú¡p2)] 1/2 (3.85) 
. ' ' . ' 

Y finalmente tras sustitu,ir 11 ij US f 11 v ll"~n (3:8.j) séol~ticne (ii). Nucrnmente, el 
acotamiento de las señales se sigue inrnediataníentc de argumentos estándar. 
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Nota 6: Note que estas señales de compensación aduan directamente sobre la incertidumbre 
en los parámetros lo que se puede ver de la dinámica del error ec. (3.47), a diferencia de los 
algoritmos encontrados en la literatura (1) basados'también en estructura variable, los cuales 
compensan a nivel de señal de par. 

3. 7 Resultados de simulación 

A fin de observar el desempeño de las leyes de control robusto vistas en las secciones anteri
ores, se realizaron una serie de simulaciones en las cuales se tomó el mismo rob~t manipulador 
de dos grados de libertad considerado en [34] (ver fig; 3.1} 

El modelo matemático de este robot esta descrito ~or)as siguientes ecuaciones 

donde 

d11 

d12 

d22 

C121, 

C221 

C112 

<Í>1 

<Í>2 

d11ii1 + d12ii2 + C121'71<Í2 + C211<l;.·+-~1 7= Ti 

= 
= 
= 

= 
= 

d21 ii1 + d22ii2 + cu2Q~ + ~2 = 1-2 (3.86) 

m1i~1 +m2(/~+1~2 +211l:2cosq2)+11+12 
d21 = m2(/~2 + l1 lc2 co~ qz )+Ji 
m2/~2 +l2 . 

-m2l1lc2siri q{ 

_:¡;12/1 lc2 si~ q2·. 

m2l1lc2sinÍ¡2 

. (m1lc1+ m2l1)gcosq1 + m2lc2gcos(q! + q2) 

m2lc2gcos(ql + q2) 

Tabla 3.1: Parámetros del robot para la simulación. 

Para este ~obot se realizó la parametrización Üneal nece~ariá para implementar la ley de 
control (3.15), donde el regresor quedó definido por> · · 

Y11 = Ü1 

Y12 = Ü1 + n2 
Y13 = cos(q2)(2iz1 + á2) 
-sin(q2}(1]2a2 + Q1ª2Q2a1} 
Y14 = gcos(q1) 
Y1s = gcos(q1 ) 

Yl6 = gcos( q1 + q2 ) 

Y21=0., 
Y22 = ª1 faz 
Y23 ='cps(qi)á1+ ún(qz)ri1a1 

YH =o 
Y2s =O 
Yw = gcos( q1 + q2 ) 



Capitulo S. Control de tmyecloria de robots rígidos 30 

Figura 3.1: Robot planar de dos grados de libert.ad. 

el vector de parámetros O, para los casos sin carga y nominal correspo11dicnle a esta 
parnmct rización lineal, se presenta en la tabla ::r~2,-donde además, se incluye una columna 
para las cot.as en las incertidumbres de cada elen1enlo de este vecl.or. Esta fabla se obtiene 
a partir de los valores de los parámetros del robot., tabla 3.1, juntó con los valores medios 
para 

O::; ilÍn2 $ 10, 

o ::; ~/~, ::; 0.5, 

o::; ~/2 SL25. 

Esta variación en los parámetros é:orrcsporide a la carga desconocida soportada por el 
segundo eslabón del robot; tradué:ic11dose en una 2otá superior para (1=13.6.J. 

o Dcfiuición I3ra.zo Valor Cot.a en las 
sin carga Nominal inccrtidurnbrcs 

01 m1/;1 + m2lf + /1 8.33 13.33 5.00 
02 _ m2l~2 + 12 - )-.67 8.96 i.29 
03 m2l1lc2 2.50 8.75 G.25 
o~ m1 lc, 5.00 5.00 O.Oíl 
05 m.2/1 .j.00 10.00 5.00 
Os 1n2lc, 2.f>O 8.75 G.2.j 

Ta.bla 3.2: _\ledor de parámetros O para sirn11lnciÓ11; 
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3.7.1 Ley robusta adaptable 

Primeramente se presentan los resultados obtenidos al aplicar la ley robusta adaptable de
scrita por las ecuaciones (3.32), (3.33} y (3.34) propuestas en la sección 4.5. 

Tomando los siguientes parámetros de diseño 

,\ = 100, Kv, = K,., = 40, 

u= 0.5, e= 0.5, ¡· = 4·, 

y considerando el 1·alor l como condición inicial para p. Las trayect.oria.s deseadas fueron gen
eradas utilizando un modelo de segundo orden críticamente amortiguado, al que se alimentó 
una señal cuadrada. 

En la fig. 3.2 se puede observar que las señales de control son acotadas y no presentan 
n,rncho "chat t.ering". La fig. 3.3 muestra como, paril cad11 eslabón. 111 trayect.oria real tiende a 
acercarse a la deseada y se m11ntiene dentro dP un cierto margen teóricamente estabk•cido por 
(:l.3Gj. La p1·olución del estinlildo ji s<• prC"senta c11 la fig. 3..t. de donde se obsen·a que este no 
crl'ce indefinidamente gradas a la 111odifirnció11 sigma i11corporada en la ley de actualización. 

Para observar el comportamiento cu el estadCJ est11cionario se ap.Jicó un escalón (filtrado) 
corno sei1al a seguir. Las gr<Ífi<:as para f'I error dr· seguimiento. la señal de control, las 
trayectorias real y deseada. y para el cstirrn1do de(' cllirndo la sei1al de referencia es un 
escalón (filtrnclo) se encuentran er1 IM figura;; 3.5, 3.6 3.7, 3.8 r<'spertframente. De allí se 
obsen·a que el error de seguimiento fu(> df' q1 = -.5.4SE - 6 y q2 = -8.S4E - 4. 

J.000 

500 500 

(a) (b) 

J.O 

Figura 3.2: Seiiales de control (a)u 1(1) y (b)u 2(t). 
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.l. 5 

0.5 0.5 

.10 

(a) 

Figura 3.3: Trayectorias real y deseada (a)q1 (t), q~(t) y (b)q2(t),qg(t). 

Z0 

5 

10 

Figura 3.4: E:\'oluciónde fi(i). 

0.0 0.0 

0~ 0 

-0. 0111----.--~~~ 
i\ ~ ¿ íl .i'0 

-0.01 

10 

(a) (b) 

Figura 3.5: Errores dP segulmento (a)q1 (1) y(b)ri2 (1). 
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500 500 

0 

(a) (b) 

Figura 3.6: Señales de control (a)u 1(1) y (b)u2(t); 

1. 5 1.5 

(b) 

Figura 3.i: Trayectorias real y deseada (a)q1 (1);qf(I) y (b)q2(1),qg(t). 

20 

5 

Figura 3.8: Ernlución de fi(t) . 
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3.7.2 Ley robusta adaptable con estructura variable 

A continuación se presentan los resultados de .simulación parn el caso de la ley de control 
robusta-adaptable con cst ruct ura variable descrit.á por las ecuaciones (3.32), (3.66) y (3.6i) 
propuestas en la sección 4 .6. 

Tomando los siguientes parámetros de. diser10 

" = 200, l<v, ~ !\,,, ~. 60; 

(T =:' 0.5,' ( = 1, 1 = 2, 

y considerando el valor 1 como condición inicial para p. Nuevament.e, las trayectorias de
seadas fueron generadas utilizando un modelo de segundo orden críticamente amortiguado, 
al que se alimentó una señal cuadrada . 

• La fig. 3.9 muestra que la..~ seriales dP control son acotadas, aunque presentan ciertas 
componemes de alta frecuencia debido a la conrnut.ació11 en la señ;d de compensacirm. Las 
posiciones <rngularcs real y deseada para cada C'sh1bón se pres<'í1fan en la fig. 3.10. y los 
corrnspondientes errores de seguimie11to c·11 la 3.11. La evolución del estimado de p se prcscnt a 
en la fig. 3.12 

J.500 .1500 

J.000 .1000 

500 500. 

(a) (b) 

Figura 3.9: Se1ialcs de control (a)u¡(I) y (b)u 2 (1). 
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e.5 0.5 

(a) 

Figura 3.10: Trayectorias real y dese~da (a)q1(t),qt(t)y(b)q2(t),qg(t): 

4.E-3 

2.E-3 

-2.E-3 

-4.E-3 

_:::::crlr 
í! 

(a) 

-4. E-3 

(b) 

Figura 3.11: Errores de scguimento (a)q1 (1) y (b)1]2{I). 

10 

6 10 

Figura 3.12: Ernlución de p(I) . 

18 
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3.8 Resultados experimentales 

Para \"erificar los resultados teóricos y <le simulación se rC'alizaron una serie <le cxpcrimelltos 
mil los cont roladorcs propuestos empicando para ello un robot manipulador de dos grados de 
libertad desarrollado en el Laboratorio de Colllrol de la DEPFI. En el apímdicc A se da una 
brC'\"C descripción de las parles füicas que lo integran asi como del programa desarrollado. 

r 

X 

m1g 

Figura 3.13: Esquema dC'I robot 2 DOF'. 

El modelo matemático correspondiente al csqueina prese1itado c11 la figura 3.13 está dado 
por el siguiente conjunto de ecuaciones . - · 

rf11 (ji T rf12q2 + C¡2q2 + q>¡ T¡ 

d21iii + d22rh+c21ti1 +<?2 Tz 

(3.87) 

donde 

d11 171¡ /~1 + 11121; + Í¡ 

d12 d21 = m2l - llc2 cos(q2 - q¡) 

d22 71~21;2 + 1~ 
c¡2 -m2/1 lc2 sin(q2 - q¡ )q2 

C21 m2l1 lc2 sin( q2 - q¡ )q¡ 
O¡ (m1 lc1 + 1112/i)g sin q1 

92 m2ic29si11 q~ 

(3.88) 

Los \"alorcs nominales collsiderado~ para los parárnet ros del robot se conccnt.rall en la 
tabla 3.3, estos parámetros se obt m·ieron en forma experimental y son muy cercanos a los 
\"C

0

rdadcros. 

Considerando los parámetros nornillalcs de la t~bla 3.3, los elementos del \"ector de 
parámetros O toman los \"alares dados en la tabla 3..1. 
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171¡ 1"2 
0.3000 0.2500 0.2300 0.2000 0.1000 0.1000 0.0013 0.0011 

Tabla 3.3: Parámetros nominales del robot. para la e~perimentación. 

o Nominal 
01 0.0175 
02 0.0036 . 
03 ó.oo.58 
04 0.0300 
Os 0.0575 
06 0.0250 

·. 

Tabla 3.4: Vector O nominal para los experimentos. 

En todos los experimentos se fijó la frecuencia dc. muestrro a· 50 Hz, lo que implica un 
periodo de muestreo de 0.02 segundos. · , 

Los resultados aquí presentados se refieren únicamente a·Ja implementación de la ley 
robusta adaptable descrita por las ecuaciones (3.32), (3;33).y (3:34)prÓpuestas en la sección 
4.5 . . . .. ' 

Los parámetros de diseño utilizados fueron 

A= 32, ]\'VI =1\v, = 32, 

(T =o. 75, ( = 0.75, 1' = 0.5, 

tomando como condicion inicial para ji el rnlor de l. 

Las trayectorias deseadas asi como sus rcspecti\'as primera y segunda deri\'adas para cada 
eslabón se generaron a part.ir de un modelo LIT críticamente amortiguado de tercer orden 
al que se alimentó una señal cuadrada alterna. Utilizando el paquete de simulación .Mallab 
se generó el archi\'o que contenía las columnas de datos correspondientes a estas trayectorias 
deseadas y sus respecti\·as derh·ada!', reuniendo un total de seis columnas. 

En la fig. 3.14 se puede apreciar corno las posicionf's angulares de ambos eslabones tienden 
a mantenerse muy cerca de las se1iales de rc•fcrf'ncia respccti\·as. 

La.~ señales de control 11 1(1) y u2 (1). fig. 3.15. poseen componentes de alta frecuencia 
debida.~ principalmente a la estirnacióu de la \'clocidad y a la baja resolución en los sensores 
de posición. Se obserrn además que ambas sei1ales son acotadas, de hecho los parametros de 
diseño y las señales de referencia se propusieron de tal manera que, el rnlor absoluto de las 
señales de control no excediera a 10, para e\'Ítar la saturación en la etapa de potencia, ya 
que esta etapa está diseñada para entregar \'Oltajes en el rango de [-10, +10) volts. 

La fig. 3.16 muestra el error de seguimiento de ambos eslabones, el cual también resulta 
acotado. Si se sustituye la señal de referencia por un escalón, se observa que el error de 
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scguimiPnt.o resultante en estado est.able no excede al valor de 5.i E - 2, esto, au11 a pesar 
cJp la baja precisión en los instrumentos utilizados en el experimento. 

De la fig. 3.1 i vemos que el estimado p resulta también acot.11do, y que gracias a la 
modific11ción sig11111 en la ley de actualización, este csfiniado se mantiene dentro de un cierto 
umbrnl. 

/ ¡ I 1 ( \ I i 
1 1 

\ f \ 
: 

0.5 1 ; 0.5 ' f ! i l i 
' \ f i i J o i i i ¡ \ ¡ 

i ' l ¡ l 
i 1 \ 

1 

\ ' 
1 

-0.5 \ J ' i \. I 
' ¡ i ' .J 
' \ -¡ 
\ ; \ '! -1 o 20 40 20 40 60 

(a) (b) 

Figura 3.14: Posici~nilngular: (a) q¡(I), qf(i) y (b) q2{1), qg(t). 

10 

5 y o 

-5 

-10 '---~---""-".:...C..__J 
o 20 40 60 

-10 o 20 40 60 
(a) (b) 

Figura 3.15: Se1i.al de control: (a) u 1(1), (Ji) u2 (1). 
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0.1 .-----~--~----, 

0.05 

o 

.o 05 

.40 60 

Figura•3.16:·i1rror<le\rigJimier~fo: .(a)q1(t), (b} q2(1). 

Figura 3.17: Evolución de p(I.). 



Capítulo 4 

Control de trayectoria de robots 
flexibles 

4.1 Introducción 

llno de los requerimientos para los robots actuales es el de ele\·ar su velocidad en la operación, 
consen·ando la exactitud al seguir una trayectoria o un punto deseado. Se presenta a.si 
el problema de diseñar controladores en los que no se puede seguir despreciando ciertos 
fenómenos físicos que aparecen en este caso, tal como la flexibildad que aparece en las 
uniones y en los eslabones del robot. 

Se ha visto que para los robots con flexibilidad en las uniones, su dinámica presenta 
un fenómeno de resonancia [22, 30), que tiene gran influencia en su comport.amiento." El 
despreciar este fenómeno en control, podría provocar graves problemas en la estabilidad del 
sistema completo. Es bien cierto también que incluir el efecto de la flexibilidad en el modelo, 
lo hace más complejo y complica el problema de diseño. 

Li elasticidad en las uniones puede ser observada en robots que utilizan actuadores 
armónicos, donde la deformación de los componentes mecánicos, cadenas y engranes, es sig
nificatil·a; otros actuadores romo los hidráulicos y los actuadores directos muest.ran también 
cierto grado de elasticidad [3 l. ·12]. En algunas situaciones, la elasticidad en las uniones, 
se ha introducido intensionalrnente con el objeto de e\·itar darios al brazo del robot por 
colisiones accidentales cuando al interactuar con objetos externos. 

Este problema ha atraído la atención de in,·estigadores durante algun tiempo y se han 
propuesto varios métodos de diserio en la literat.ura, utilizando por ejemplo, perturbaciones 
singulares [9, J.l, 32), estructura variable, análisis geométrico, métodos de linealización, 
técnicas basadas en pasividad [18, 20, 22), backstepping [J .5, 1 i]. esquema basado en de
sacoplamiento [22, 42], entre otros. 

En el esquema basado en desacoplamiento [22, 42], a través de un cambio de coordenadas 
en el modelo del robot flexible, se obtiene un sistema dinámico compuesto de dos etapas o" 
bloques en cascada, denominados bloque del eslabón y bloque del actuador, razón por la 
que este t.ipo de esquema recibe el nombre de "esquema compuesto"_ o."csquema basado en 

40 
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desacoplamiento". 

En presente capít.ulo nos enfocaremos a atacar dicho problema utilizando este úll.imo tipo 
de esquema, primeramente se obtendrá Ja versión de parámetros conocidos, y en seguida se 
verá la extención al caso de incertidumbre en los parámetros basándonos para ello en los 
resultados obtenidos en los capítulos anteriores. 

4.2 Definición del problema 

Considérese el modelo simplificado de un robot de n eslabones como.el propuesto en [30] 

M(qi)qi+ C(q1, '11)'11 + g(qi) = K(q2-: q1) 
J q2 + /( ( q2 - q1 ) T ( 4 .1) 

donde q1 E lR" y q2 E lR" representan los á.ngulos del eslabón y del motor respectivamente, 
1\!(q1) es la matriz de inercias den x n de los eslabones rígidos, J es la matriz diagonal de las 
inercias del actuador, C(q1 , q1 )q1 representa las fuerzas centrífugas y de coriolis, g(q1 ) repre
senta los términos gravitacionales y k ;::: O es la matriz diagonal conteniendo los coeficientes 
de rigidez de las uniones. En lo que resta nos referiremos a las dos ecuaciones anl criares 
como la dinámica de los eslabones y la dinámica del motor o acl uador respecti\•amente. 

Nota 1: Nuevamente .M(q1 ),C(qi,q¡) y g(qi) cumplen con las propiedades vistas en al 
capítulo 4 para el caso del robot rígido, siendo ahora el mapeo de T ---> q2 es pasivo. 

Nota 2: Mas aún, debido a la estructura diagonal a bloques de la matriz de inercias, el 
modelo ( 4 .1) puede ser decompuesto en dos su bsist.emas en cascada con un cierto cambio de 
coordenadas., [42, 22, 21] 

En principio, y bajo la suposición de que se conocen los parámetros del robot, el problema 
de control consistirá en encontrar u11a ley de control interna111e11te estable para el. s.istema 
(4.1) tal que, con condiciones inicialc~ arbitrarias y para toda qf(t) E C4 [0,=) acotada, se 
asegure 

lim ij1 = lim(q1 -qtJ =0 
t-oc. t-o:> 

i.c· .. se \'a a buscar una ley que asegure seguimici1t.o globalme'nie~~~·irit6ff~¿:· mariteriiendo 
5ci1alrs internas acotadas. . 

. ' .. . ~ -

En sPguida se obtendrá una ley con base en la \•ista.en,el capítulo irntc;ior, pa~ÍI elcaso 
en quC' existe incertidumbre en los parámetros, que asegÍ1re . . ··, , 

i.e., que asegure u.u.b. manteniendo lás seriales internas acotadas, con /3 suficientemente 
pequei1a. 
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4.3 Ley de control compuesta 

Ifrordcnando el modelo dado por Jl\s ecuaci~ncs (4 .1 ), obtenemos 

M(9i)qi+ C(91i<iil91 + g(91) + Kq1 

J<i2 + ]\' 92 

42 

(4.2) 

(4.3) 

Observamos que la ecuación (4.2) es similar a la del robot rígido, a exccpcióndc que en 
este caso, la entrada está asociada al término 92, que es precisamente la salida de la siguiente 
ecuación que tiene por enfrada.s a las señales T y qi, de esta forma; podemos .considerar al 
sistema asi descrito como la interconexión entre dos blóques (fig-: 4:1 ), el dCI eslabón y el del 
actuador, representados por las ecuaciones (4.2) y (4.3)irespectivamente. · 

Figura 4.1: Descomposición en dos bloques 

En este esquema, a diferencia del caso del robot rígido, la señal de control para los 
eslabones no se diseña directanwnte. de hecho, está asociada a la salida 92 del bloque del 
actuador. La idea es hacer que la salida del bloque del actuador q2 , siga a una cierta señal 
91(1) tal que pro\'oque que el bloque del cslabó11 siga a su ,·ez a la serial de referencia 9f (I). 

4.4 Caso parámetros conocidos 

Bloque dd eslabón 

Para el bloque del csla bón definido por la ecuación ( 4 .2), proponemos la siguiente ~ley 
dC' c-0111 rol" que es la comunmcn!C' denominada ley PD +. prer:ompensación 

donde (¡ 1 = q1 - 9f. 

A esta ley en realidad la podemos ver como una ley de control virt uaL i.e., una señal que 
permitiría a este bloque, en caso de aplicarse a su entrada, seguir una trayectoria predeter
minada. 



Capítulo ..¡. Control de trayectoria de robots flexibles 43 

En lazo cerrado con (4.2) obtenemos 

M(qí)k+ C(qi,q1)q 1 + Kd1q1 + (Kp1 + K)q1 = Kq2 (4.5) 

donde íh = q2 - qg . 
En un intento por prob~r I~ estabilidad asintótica del sistema ( 4 .5) propondríamos la 

siguiente función de Lyapunov posith;a defi~Íd~ · . 

· .. ·.. i.;· .. ; :1 •····· ·. .· 
Vi == 291 M(.qíJj1+ -ziifCJ<i>1f K)q1 (4.6) 

cuya derivada respecto al tiempo'a lo 1i~~o;d~ !Is¡;:ye~to;iil.5de (4.5)~s 
'' . '.' '·- ', - . -... -t 

(4.7) 

áe donde observamos que si hacemos que q2 tienda 
será asintóticamente estable: 

Bloque del actuador 

Para este bloque representado por (4 .3) proponemos la sig;1lent.e ley ele control. nueva-
mente del tipo PD + precompensación . . · 

en lazo cerrado con (4.3) 

Jq2 + Kd2q2 .+ (Jíp2 + K)ih'= l\ij1 

Para este caso, proponemos la siguiente'función C;a~unov 
··.·~~·= f qr.1L+·;~9f(A.p2·+.•K)92 

cuya derh·ada respecto alti~I)lPº a Io.larg() de l~•tra}·ectorias de ( .J .9) es 

· ......... ~~ :_.-•1-1:¡ ~i.'_;--:.T ···~~~ ~····:_.; .. 5 ; -~ 
. . l 2 = -q2 l\d¡q¡ .+ q2!1 q¡ 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4 .11) 

nu('\'amente, observamos que
1 
si hace1'ii'os que •9; tienda a cero, se cancela el segundo término. 

Agrupando estos resultados, pÓdemos ahora plantear el siguiente teorema. 

Tco,.cma 6: Considere elsistem~ ( 4 .i) con ley ele control compuesta por ( 4 A), ( 4 .8). En
tonces, 

(i) todas las señales se mantienen acotadas, 

(ii) íi1 y 92 converJen a<cerc> confo1"111e t ~ oo. 

Prueba: Se propone la siguiente cándLdata a Lyapunov 

\! = Vi + \12 + íii /í 92 ( 4 .12) 
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en la cual se ha incluido un término cruzado a fin de cancelar los términos cruzados que 
aparecen en 1>i y \i2 • . . 

Expresando (4.12) en forrn~ m<itridal 

\' = .!_ [ ~ ~ 1 · [·.·.M (q1·).•.,.•º .. ···.··]. [·.··9. 1.] :· .• .!_ .• r·· ~ .· - ·1· [ K. + /\.·,P. 1 . -:--... A·. • .] . [ 91. ] (4.1 3) 2 q¡ q2 ·. O , J .92 +2. q¡ q2 : .~K _ A'+A"p2 92 

donde se observa que Ves ~os.itiva~definida para K;1 j• Kp2 positi\;as definidas. 

Su derivada a lo larg~ de¡~¿ tra);ect~ri~ de (4.5Í y '(4.9) e~ 

V = ~9; 1;d11¡1 -i; Kd~q2 · (4.14) 
' ;·. . . ,,. ' . 

se puede demostrar que V verifica la d<!si~ualdadli' ~-~V para o= 2.\:~:¡11:il)' KD = 
ding[J\d1 Kd2) y D(q¡) = diág[M(q1) J] de donde se concluye estabilidad exponencial del 
punto de equilibrio. 

000 

Noln 3: Observe que la ley de control ('J.8) contiene al término ¡¡gel cual puede ser obtenido: 
derivando dos veces (4.4). La expresión ¡¡g enrnhwá términos como J\J(q1);C'(q¡,tj¡) que a 
su vez dependen de ij1 y qpl. Sin embargo, estos últimos pueden ser obtenidos a partir de 
(4.1). Por lo tanto la ley de control (4.8) requerirá mediciones ímicarnente de q1-,q¡,q2,iJ2. 

Existen diversas opciones para calcular qg(t) por ejemplo el caso present.ado por Brogliato 
y Ortega en [20, 3], donde para el cálculo de la ley de coutrolintegrada por qf y T proponen 
utilizar la ley de Slotine-Li [29) como a continuación 

/Jloquc del eslabón 

Definiendo 

eulonces q1 se calcula corno 

donde 
un= AI(q¡ )á1+ C(q1 ,tj1)CI¡ +g(q1) - Hv1V1 

y en lazo cerrado co11 (4.2) 

M(q¡)ti1 + C(q1,q1)vi+ /\',;1t'1=1\(92 - <i1) 

Bloque del actuador 

Siguiendo el mismo algmitmo de Slotine~Li, r·rios queda 

T = Jad Í\.(q{- qf) ~}{,,2V2 
donde 

(4 .15) 

(4 .16) 

(4.li) 

(4 .18) 

('1.19) 
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en lazo cerrado c.on (4.3) 
(4.20) 

Para el análisis de estabilidad; se propone la siguiente función Lyapuno\' 

l' = ~ [V¡ v2] [ A:~qh ~][u¡] +}[._qi q2J[ K+_2;Ku1 H +-2:K J[ ~1] 
2 . . . .··.-·,.· .. ·.. . . . V2 > ' - .···-··· .·· ·.••·•· ' · .. · - , .· ... . .· .•· u2 .·· ~~ •2l) 

cuya derivada alo largo de las trayeétorias de (4;18) y (4.20) después de.algunos cálculos 
directos resulta .•.< -

·,· 

· _ [ _ - J·[·A(K.~K.1 . .<·_.\>.'¡(,~ )] ['~···]·· :·[·-·.•·•··1·[./{ 
V - - q¡ q2 • '~~JC>· :>:.(/{+1<~2) 92; +. q• .q: .·· · .. ···O 

Esto prueba Ia e~tal;ilidád del equilibri~, más a1ín,'V ''erifiC:a la desigualdad \1 ::; -oV 
para alguna o ;::. O, d~ donde se concluye cslabilidád exponencial del punt.o de equilibrio. 
Ver [20, 3] para más detalles. . 

No/a 4: Cabe mencionar. que en forma simultánea fue presentado por [4] un resultado similar 
utilizando el esquemffcompuesto, con la diferencia de que para el bloque del actuador ut.iliza 
PD + precompensación y además' cancela completamente al término de acoplamiento H(q2 -

qi). 

No/a 5: Como puede verse, se pueden derivar una gran cantidad de controladores siguiendo 
esta estructura, ya que- en principio, es posible aplicar los mismos algoritmos que han sido 
utilizados para el caso de ro.bots rígidos, e incluso se pueden dar combinaciones entre ellos. 

4.5 Caso ·parárnetrosdescorioc:idos 

Se propone nue,·aine;1te 'u-na scrie'de-'par~melros nominales con base en los cuales se plantea 
la ley de control nominal, en esfc caso comjiuesta por dos partes, una por cada bloque, y a 
cada una de ellas se aiiade Ja' respectiva s~1ial de compensación. 

Bloque del eslabón 

Se propone calcular q~ sig.uiendoel algoritmo Slotinc-Li como en la sección anterior, i.e. 

donde 

U¡¡o Mo(qi)a1 +Co(q1,41)a1 + go(qi)- ¡,·.1v1 
}'j 010 _;, h' vi . 

con Vi el regresar, 010 el \'ector deparámetros nómina les y .v1 ,· a 1 definidas como 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 
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(4.23) en lazo cerrado con (4.2) resulta 

M(qi)v1 + C(q1,q1)v1 + Kv1v1 = lí(01 + w¡) + K(ih) (4.26) 

donde 01 ~ O¡o - 01 

Proponiendo Ja siguiente función positiva definida 

Vi = ~ff D(q1 )v1 

su derivada a lo largo de las tray!'!Ct~rit dél sist~ma en lazo cerrado es 
• ; ,:_-.. :- :: ~ :- _.i '· . -~' :"' :. ~ .•• -.. '. :: '-~ ' 

; Vi= -v'[ K~1~1'+ v'[Y(B1;-f-~1)+vf Kih . : . ,,; " .. ,,. . 

•/ "' : ' - ',". ' - . . . -_ ' ·:' , • ' .:· .• : . - ' -- . ' . -. : ~e • . ," ' , . -

Note que el segundo término de esta écuacióries inuypa:recido a los tém1inos analizado.s 
para el caso rígido, de esta manera; si defiñiriios fa sc~af d~ co"n1pcnsación corim en el capítulo 
anterior, esto es, · · · · · ' ·: ' .·. · ·. ·, ,. 

donnde pes la cota superi;rde la incert.iduni:lireen l~spa~ámet.ros del eslab6n , Le., 11 O I/~ p 
y c1 es parámetro de diseño. X \ . · .·. · .. · 

Entonces haciendo uso de losmi'sm()S, argumentos ael capítulo ~nterior, y 
esta definición de W¡, e] segundo ténJ1irió cun1p)e con . . . : 

vfY(01 -j-wr)~ p¡l¡ 

Por lo tanto, (11 nos queda · 

\1i :::; -vfHv1v1+P1l1 +vf Kih 

Bloque del actuador 

Para este bloque, r se propone como· 

T .Ja2+ l<(q2 -:-ql) + 1·2w2 - Hv2V2 

Y2(02CIY'w2) +I\'.( q2 - q¡) - J\"v21'2 

donde 1·; y o'lO pro\'ienen de la paran1Ctri~ación lineal, y 
,,_ .. _ 

Vz = iJ2+ >..2Í/2, a2 = qg - >..2q2 

de (4.29) en lazo cerrado con (4.3)resulta 

Jú2 +Kv2V2 = }'2(020 + tv2) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 
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Se propone la siguiente función positiva definida 

e V2 = ~vf Jv2 
. . . 

su derivada a lo largo de l~s traycct.o~ias de (4.30) es 
" .,, .. -- .'.' 

.li2 =e -:-~fK1J2V2 f vf};(02 +w2). 
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Al igual que ~ara~lbJ6que de~li~ón,el ~egundotérmino de esta ecuación es similar a 
aquellos analizados para el caso rígido::: .. . .. . ' 

Si definimos la señál de compen~a~ión ~omÓ · 

·· ... ·:·· .·· .·· )ylv2° . 
W2 = - P2. 11 }'T ·; 11 ·+. . 2 t>2 .. l2 

(4.31) 

. - ''.-- . -., ·: ;: _,:· '_: ..• - .. -"-::: --~" - -

donde p2 es Ja cota superior.de la incertidumbreen.los parámetros del actuador, i.e. 
p2 y f2 es parámetro de diseño. . .. · 

Entonces el segundo t.érminó cumple con 

vf{·:(02~t112) $p2~2·· 

Por lo que l':z resulta 
(4.32) 

Para el análisis de ~stabilidad del sistema completo, se propone la siguiente función 
Lyapunov 

cuya derivada, conformea(;L2s)y (4.32), es 

haciendo uso de algirnas ~r~pied¡des deJas normas obtCnenios -· -· ' - . ,, . .,- ' - ·. 

y sil bieudo que 

(4.33) 

entonces 

\; $ ->.min(Kv1) 11V¡11 2 f >.ma;(fiº)livJlll!t•2 ll -:->.~;in(f\,.2)i1 tÍ2) ll2·+P1l¡ + P2l2 
. 2 . ·, ..... : .. . .. • 

Con la finalidad de obtener el taína~l> de la~ cotas sobre 11 41 lls. 11.92 11.analizamos el 
caso V 2:: O de donde se d~fine la siguiente bola · ·. · 

(4.34) 
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de est.a forma, dentro de la bola \i ;::: O y fuera de ella \i ~ O 

·complet.ando el cuadrado en (4.34) para 11v2 11 

Amin(Kvd_[lf ,,·lf-v¡;;:;i~rfll.v2 i1]
2
+ [?).;fr~((') ) - Arnin(Kv2)] 11 v2 ll

2 
· . 2_mtn 1u1 .:. , ·._-2mm vi 
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~P1~1+fi2c2 (4.35) 

Si se elimina el primer t¿r~i'll<)cleHádb'izqui~r~o de la desigualdad (4.35) su sentido no 
cambia pues dicho té~minó es ~ie;npre positivo, qúedándo -

, .. ;·- :'"• .- ' · .. '·· -.. -:' ,,_ . ... -

[. 2-A:;~(ix) --.. >.d~ (~v2_ >] 11 V2 ._11 2~ p¡ !¡ + P2E2 
2 _ m1n vl . . . ;.; ... , . _ ... .,._ .. 

d,espejando 11 v2 11 de (4.3G)y ~~n~i~er~n~C>;á;33)'.~e o~tiene 

- -- .. -·-' . 

bajo la condición 
~;.)K) . X •-•(1") 

-· 9 ,2 ,2 ;··(f' )·:> .min _\¡,2 .• _ 
.... rt2~min \_v] ico,;: - :--"-~: - .-·---=::· '' 

Siguiendo el mismo proceso anterior, perclal1o~~p;;;a 11 ~1 U, se obtiene 

con 
..\;.,.(JI) ..\ (f-. ) 

•) \ 2_..\2 . (J • ) > min \vi 
.... /\2 nun \ v2 

{4.36) 

De est.a forma, vemos que la ley prop1wst.a permite alcanzar estabilidad u.u.b. y también, 
de acuerdo a los argumentos está11dar, se puede \'er que se mantienen-acotadas todas las 
scirnlcs. 

Nota 6: En la ecuación (4.29) se requiere a2 , la cual a su vez contiene al término ii1, dicho 
término puede ser obtenido derivando la ecuación (4.23) dos veces quedando en fundón.de 
q¡, Q1, q1 , q~3 ) e implicando ~demás el conorimient.o de basta la 4a. derivada para qf. 

Nota 7: Las derivada5 de la ecuación ( 4.23) implican el cálculo de (Y1 ~1 ) y (Y1~1J 1 ) que aunque 
involucran el cálculo de la derh·ada de una norma, se puede realizar, pues ésta únima no es 
má.s que una sumatoria de productos. . 

Nota 8: La presente ley tiene la desventaja de requerir mediciones de la aceleración y del 
conmnmente llamado "jerk~, i.e. ql3 l, para su implantación. Sin embargo, cdn;ideramos que 
es un principio para futuras investigaciones. 
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Conclusiones 

• Se ha presentado una metodología para .diseriar controladores del t.ipo robusto asi 
como su combinación con adaptable, para una cierta clase de sistemas no lineales 
representada por los robots rígidos y :náibles para los cuales se tiene incertidumbre en 
los parámetros. · · ·· . . · 

• Los controladores asi diséñados, ~iguen muy ele cerca .el esquema utilizado por Corless
Leitmann y aseguran un tipo de estabilidad denominada estabilidad uniformemente 
asintóticamente acotada u.u.b~ . · 

• Se ha mostrado la sencillez de implantación de este tipo de leyes sobre todo para el 
caso del robot. rígido, la cual se debe a las siguientes ventajas 

- No se requiere conocimieut.o .exacto de los parárnet.ros del sistema. 

- En las versiones no adaptables, írnicamente se requiere couocer la cota sobre la 
desviación entre los parámetros verdaderos y los nominales propuestos. 

Para la versión adaptable solamente se requiere actualizar un parÁ~1~lro en línea, 
la cota superior de la incert.id umbre en los parámetros. . .. . 

La condición de exitación requerida es mucho menor que en fos esquemas de 
control adaptable tradicionales puesto que al esti1m1r solo un parámetro se reqU:iere 
únicamente uua espiga en el espectro de frecuencia de las·señales involucrndas en 
la ley de estimación. 

El conocimiento a priori requerido para el diseño de esta ley es el mismo que el 
requerido para la mayoria de los esquemas de control ada ptablc de parámetros. 

• En las leyes de control propuestas, la estructura siernpre es la misma, se plantea una 
ley con parámetros nominales y se le ai1ade una señal para compensar la incertidumbre, 
esta ley de compensación es en todo caso la que puede tomar otras formas, continua o 
discontinua, adaptable o no, puediendose generar una gran cantidad de leyes. 

• Las leyes de control aqui presentadas tienen la ventaja sobre aquellas reportadas en la 
literatura en que no presentan un gran contenido de altas frecuencias, i .e., ~ chat.tering'', 
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el cual generalmente es debido a que la señal de compensación se calcula como la 
división de dcís cantidades que tienden a cero conforme el tiempoUende a infinito. 

• El utilizar la modificación u en la ley de adaptación, nos permite.,asegurar que el 
estimado del parámetro no va a crecer indefinidamente, a diferencia d~ los_resulta<los 
similares reportados en la literatura, lo que hace de é~te,un resultad~ nov~doso. En 
estos últimos, la ley de adaptación es puramente integral, dondéelintegrarido es o bien 
positivo o cero, asi que basta con cualquier ruido por j>eq;¡eño q1Íee~_té· sea, paraque 
el estimado crezca todo el tiempo. · · .. · . ·· 

,~'" :,: . .·; . ','",'..: 

• En esta tesis se enfocó la mayor parte del tr~bajo a tratar con el .ca.so: del. robot, sin 
embargo, nos interesaría transportar estos resultados a otras plantas, erccmos.que esto 
es factible de reálizarse y sé plantea como un posible trabajo a futuro. · 

• En el caso del robo! flexible, el hecho de requerir medir hasta la tercera derivada de la 
posición del eslabó1í _en la síntesis de la ley de control, constituye por supuesto una gran 
dcsvantaja. Ahora .bien, este problema surge del hecho de pretender hacer seguir al 
bloque del actuador una cierta señal variante en el tiempo que depende de la posición 
y velocidad. del eslabón. Siendo éste bloque, un filtro de segundo orden, sabemos que 
para reaJi7~ar eJ: seguimiento se requiere conocer la primera y segunda derh;adas de la 
señal a segliir, asi que, para relajar dichas condiciones, se ha pens11do en utilizar sus 
estimados, aprovechando el recurso presentado por Kelly en [12), i.e., pasar las señales 
por filtros de primer y segundo orden propios. Hasta el momento no se·~~enta con 
una prueba formal de dicha conjetura, por lo que queda como problen~a abierto para 
futuras investigaciones. 

• El esquema de desacoplamiento presentado en este trabajo para el estudio de los robots 
flexibles, nos plantea otro punto dc vista para intentar trabajar con este tipo de plantas, 
de hecho, resultados como los de Tomei y los del mismo Kelly sin medir velocidad para 
control de posición de robots flexibles resultan más fáciles de ,·is u alizar lo mismo que 
las pruebas de estabilidad. 



Apéndice A 

Descripción del robot experimental 

A.1 Construcción mecánica 

J.¡¡ pnrtf' mecánica del robot, i.l'. el brazo. const;i de dos eslahorws cnda 11110 accionado por 
1111 motor de C. D. con reductor de \'elocidad (rnotoreductor). Los eslabones están elaborados 
co11 ha~e l'n placas de aluminio .1· forman una cstruct ura art iculadn que permite el mo1·imiento 
indf.'pendienle de cada uno desde O hasta 180 grados aproximacla11wnte. La estructura está 
rnontnda a una base de la que están sujetos los actuadores y esta a su \'es reposa sobre una 
plancha de acero suficientemente pesada que pl'rmite 1110\·imientos rígidos en los brazos sin 
tener exceso de vibraciones. 

El mm·imienlo se transmite a cada eslabón a través de unas bandas dentadas flexibles, que 
comunican el ITIO\'Ímiento desde los los engranes sujetos a las flechas de los motoreductores. 
hacia los engranes fijos a los eslabones. Debe hacerse notar que este tipo de transmisión por 
banda. prC'scnta la dcs\'cnt aja de incorporar un poco de flexibilidad en las uniones. 

E~ta disposición del brazo mecánico hace que los cslabonc•s SP desplacen mantenicndose 
siempre dentro de un mismo plano \'crtical, por lo que a este tipo de robots se les conoce en 
la literatura como robots planares (\'er fig. A.l). 

PC 

Figura A.l: Robot ele 2 grados de libertad planar. 

,j] 
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La relación de engranajes de cada motor es de: 

= 25 34 34 29 = 838100 = 66.13794192 
rgm 8.121211 12672 

donde rnda fracción corresponde a la relación de engranajes de cada engrane int.erno del 
rnotoreductor (relación de mímero de dient.es entre engranes contiguos). 

La relación entre el engrane acoplado al motoreductor y el engrane acoplado al eslabón 
para cada brazo es de: 

JO 25 
rgtl = 3 ru12 = g 

Resultando una reducción total para cada brazo de 

r 91 = r 9 11 * r 9 .;, = 220.4598063 

r9 2 = r9 12 • r9 m = 183. 71650.52 

Los motores tie11én acopl~cl~s\ a ~u fl~ch-~_ unos ''en~oders" como sensores de posición, 
proporcionando 6pulS()S por'r~voJucicín (6 pp~) en cuadratura, pudiéndose detectar magnitud 
y sen t. ido del giro: ·- -· . - - · 

Tomando en cuenta losdatos 'anteriores, la:s posiciones de cada eslabón se pueden calcular 
de la siguiente manera erÍ radianes: · -

- ' '" 6 
- #PulsJ/(r~¡ * -) = #Puls¡/210.5236076 

' '·· :> ·." . 27i 
Pos1 rad 

Pos2 · = ·#PuÜ2,((r92 * 2
6
r.) = #,Puls2/175A36339i rad (A.l) 

donde #Pul S¡ = núm~ro & ¡:>Ú!sos g;;Aerados por elencóder i. 

A.2 

A.2.1 

Los motores marca _Rhino. utilizados como act.uadores en el robot tienen las siguientes car
acterísticas: 

• Son motores de corriente directa de imán permanente en el esta tor quetrabajan con 
voltajes máxim~sde ±20 Volts. 

• Tiene integrado un reductor de velocidad mecánico (mot,ored~1ct9r). 
. . 

• Tienen acoplado un circuito para detectar la posiciónque ccínsist,e d~dos parejasled
detedor infrarojos sobre un disco de franjas blaí1cas·y negras qúc -entrega~- señales 
cuadradas de amplitud 0-5 Volts, defasadás 90 grados unarespecto a la otra, es decir, 
están en cuadratura (ver fig. A.5). 
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Nota 1: Cabe hacer la observación de que se deben aterrizar las carraza.s para e\·itar inter
ferencia o ruido en los contadores. 

Para controlar al manipulador desde una computadora personal fue necesario diseñar Y 
construir los circuitos necesarios para las tareas de adquisición de señales de los sensores 
(lectura de la posición de los brazos) y e1wio de las sei1alcs de control a los actuadores 
(voltaje a los motores), de esta forma se construyeron dos tarjetas: una que se introduce a 
la computadora y la otra que es externa. 

A.2.2 Tarjeta interna 

Esta tarjeta se introduce en algun "slot" libre de 8 bits de la PC. Está compuésta por los 
siguientes elementos: 

(f .1} Interfaz Digital 

Se compone de dos dispositivos PPI 8255 y los circuitos de decodificación necesarios pa.ra 
que puedan ser accesados por la computadora. Cada dispositivo PPI cuenta c'on tres puert.os 
programables de entrada-salida de 8 bits cada uno. Uno de los PPI se programó como 
entrada, a través de el se Ice la infor111ació11 de los contadores que monit.ord1n'la ¡:l·císición 
de los brazos. El ot.ro dispositivo ell\'Ía, a tra\·és de dos de sus puertos, la información 
hacia los convertidores digital - analógico conectados a la etapa de potencia para'co1Ítrolar 
a los motores. El tercer puerto tiene un uso mixto ya que a través de el se ITlonitorean' los 
interruptores de límite del robot., las señales del circuito de tiempo y t.ambién se en\'Ía la 
señal de restablecimiento (reset) hacia los contadores (ver fig. A.2). 

[1.2} Circuito de Tiempo 

Es un circuito necesario para fijar la frecuencia de muestreo. Para generar la base de 
tiempo se utilizó un circuito "Timer" L~1-555 en configuración de oscilador de corrida libre 
con una frecuencia de 50 Hz, la que se ajusta a través de un potenciómetro de precisión. La 
salida de este circuito es monitoreada constantemente por una de ]a.5 linea.5 de los puertos de 
entrada, y se hace sincronizar con la ejecución del programa para cada periodo de muestreo 
(ver fig. A .2). 

[1.3} Circuitos Contadores 

Se trata de dos arreglos de contadores, uno para cada brazo del robot que nos permiten 
determinar su posición. Ambos son idé11t icos y están forma.dos, cada uno, por tres contadores 
~up-down" de 4 bits conectados en ca~cada, haciéndose dos arreglos de doce bits cada uno. 
Ambos arreglos tienen dos entradas, una de ellas para indicar si la cuenta será ascendente 
o descendente "up-down" y la otra para introducir los pulsos que se contabilizarán (ver fig. 
A.3). 

A.2.3 Tarjeta externa 

[f!.1} Circuitos Co11vcrtido1y;s Digital-A nalogico (DA C) 

Son dos "convertidores" Digital-Analógico de 8 bits DACOSOOLCN que operan sobre la 



Apéndice A. Descripción del robot erpaimental 54 

señal de control. Estos circuitos toman la señal de control digital proveniente del PPI Y la 
pasan a su forma analógica como 'nivéles de voltaje, par~ ser enviada al circuito de potencia 
(ver fig. A.4). · 

Para acoplar la señal de salida analógica del conversor a la et~ap~ d(),potenciá se utilizó 
un amplificador seguidor de corriente JFET de bajo rui~() Tl~082CP, que rc;fuerza .la señal 
del COrll'ersor y evita que SC sobrecargÚe, ademá.S im.pide que eótreri seña.Jc's de.ruido.que 
podrían desestabilizar la etapa de potencia. . · . · · " . .. .. . 

{2.2} Circuito de Polrncia 

Dos amplificadores operacionales, externam~~te compensados L~1301 AN, reci.ben las 
señales de control provenientes del amplificador seguidor, la filtran y lae~víarÍ a las bases de 
los transistores de potencia. Para cada motor se tiene una configuración con uÍI transistor 
de potencia Darlington NPN T1Pl22 y otro PNP TIP127 en configuráción complementaria. 
Estos reciben en sus bases la señal de control que prO\·iene del amplificador'operacional y 
éntregan la serial amplificada en corriente al motor (ver fig. A.4 ). 

(:!.3} Circuilo aco11dir.ionador de las sCTialcs de posición 

Est.e circuito es el encargado de acondicionar la serial de salida de los detectores de 
posición para que pueda ser interpretada por los circuitos contadores. Como ya se había 
mencionado, los detectores ópticos entregan cada uno dos señales cuadradas defasadas 90º 
una respecto a la otra, de donde se extrae información del sentido de giro y número de pasos 
a\·anzados. La función del circuito de acondicionamiento de señal de posición es separar esta 
información y enviarla a los contadores. 

Para detectar el sentido de giro del motor se toma una de las seriales provenientes 'de los 
circuitos ópticos y se conecta directamente a la entrada "up-down" de los contado~e~. En el 
conteo de los pulsos, los flancos de subida de la otra serial son em•iados a las:ent.rada.S de los' 
contadores correspondientes pasando por un circuito mono-estableforn1adó·po~ ~n'.·éar~eglo 
R-C. Este circuito es necesario debido la forma en que operan los cont'adorcs.74LS191·(rer 
fig. A.3). .. . . . 

(2.4} Fuente de vol/aje , . ' . ., 

Se requiere una fuente de voltaje polarizada con ±12Volts D.C. @1 Amp~· para alimentar_ .. 
a las et.apas de potencia )'son\•crsión, y;una de 5 VoltscD.C~ @'.5~A~1-¡.>;··.urniZ~clá t~ámbién 
por los convertidores D:\C's. . · .. · ·· · · · 

A.3 Considerado~~s para. fa impleme~tación 

A.3.1 Estimación de la vefocidad 
'· 

Los motores actuadores poseen encoders que únicamente pueden sensar desplazamiento an
gular, haciéndose necesario implementar algtín algoritmo para estimar la velocidad a partir 
de esta señal. En un principio se utilizó una aproximación numérica directa de la derivada, 
i .e., se dividía un increinerito del désplazamient.o por cada periodo de muestreo. Esta aprox
imación era demasiado burda, la señal de velocidad obtenida era muy ruidosa y por lo tanto 
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el desempeño de los controladorci; implementados con base en ella era muy pobre. Final
mente, se optó por utilizar un filtro de'-primerorden propio para realizar la estimación de la 
velocidad de cada motor como'eLpropucsto por Kelly en [12): Los fillrost.icnen la siguiente 
estructura ·" · - · 

,:pb¡ :; ; 
p+a¡q¡ 

(A.2) 

donde 
V¡ 

q¡ posi~ión. ang1;lir d~i'eslabó~ i 
p operador derivad~ . · .-. -·· 
a;, b¡ constantes posiÚ;,.a~ 

con representación ~~ espacio de estados. (quitando el subíndice i) 

x - . -a;r - abq 

11 X +bq 

discrelizando 

-áh ; +··· b( -ah ¡) Xk+I e . Xk e .. ·- qk 

Vk Xkfbqk 

tra.<; una serie de e-xperimentos se encontrArÓn 16s-'siguientes valores mas o menos adecuados 

para los parametros a i=: 7~ b = 
1 

LS
3
,h= 0.0

2 

que sustituidos en la ecuación ·~11te~ior .cla~ co~~ rciultado 

xk+L. o.;~5sik ~ 2.SS9D55qk 

Vk; - ·· Xk,+ }]~83qk 

A.3.2 DeterminaCÍón.·•d·é, á~tore's 
C_::'~ ·:<- --~,~·~·_-·:·.-~~·--~~ 

Sabemos que en la obtenci6n del modelo riiatell1ático se realizaron los siguientes cambios de 
rnriables 

donde 

, .. _ .·•. k i ._ .... 
Vi = (r9 1 -1, 

1 
) * r1 = Facl. 1 * r 1 

\711¡ 

1'2 = (r02 1~2 
) * T2_= Facl2 * •2 

• \71l2 

Vi voltaje de entrada el motor i 
r 9 ¡ relación de engranajes del eslabón i 
R¡ Resistencia del dernnado del rotor del motor i 
Jún¡ Ganancia del motor i 
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quedando como entradas al robot. r1 y r 2 que son seiialcs de par. Sin embargo, dado que la 
tarjeta de potencia entrega 1ínicamente ~eñales de voltaje, es necesario hacer una transfor
mación de unidades y por ende encontrar los factores correspondientes. 

Tras de una serie de experimentos se obtuvieron los siguientes \'alorcs para dichos factores 

A.4 Programa de control 

0.09 
0.1078815 

-' . - .- - -

El programa que lleva a cabo el control del sistema f~e escrito en lenguaje C++. Este pro
grama esta formado por diversas fondones que realizan· tareas bién definidas. A continuación 
s,e describen algunas de las más irnportantcs . - -

• home_manual: función que nos permite en forma 1i1anual eli\;iar al robot a una 
posición fija inicial. 

• captura: -permite introduciralgunospaiánietros d~di~~~oal progra~a al-.moínento 
de Correrlo, tales COJllO las const.anteS del controlador~ CtC; , - . -

• lee_tray: función que se en~arga de leer el archivo de las t;á)•cctorias desea~asy sus 
derivadas, .::·' 

• posicion: lee el v~lor acumulado hasta el momento en los contadores d~ pul;~s de la. 
tarjeta de interface, entregando a su salida las posiciones angulares de, ámb~s eslabones; 

• velocidad: estima las velocidades de los eslabones a ~arti)de las;posicioncs anguiares; 

• ley _control:. calcúla .las señales de control con base ~n el ~l¡¡orit~o p~opuesto 
• salida: en\;ia las señales de control recién calculadas (foltajes:d~:ármádura) hacia los. 

convertidores D/ A para ser entregadas a los respedi~os motóres. -
' - ' 

• escrLtray: terminado el proceso de control,_ rnan ___ <La lc)~datos' generados a un archivo 
externo dispuesto·en formato tál, que es posible C:argarlo en Matlab para realizar la 
graficación de las señales de interés. · 

Por supuesto que se escribieron otras tant.as funciones auxiliares que nos permitieron 
hacer el manejo de puertos en la tarjeta de interfaz, así como la transformación entre los 
diversos formatos de las variables utilizadas, etc. 
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