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RESUHEN 

La presente· tesis estudia el problema de ~o.taclóil de una esfera en la 

intercara de 'dos fluidos;. 

El primer . c~P·1'tulo muestra :., el ·'desarrollo de las ecuaciones 

fundamentales· de i~'.··~~-~~~~.ln~~.Í:~~-~~~\:~-~~¡~:~::. sé_·:~-~-~~i-~~: .. ~{\~~o~~e-~á en su caso 

más general. asi 'comO:·~¡~~:-con~i.cJ!~~~~'.·~:: iá·'{rrorlt~rá.~--de1·.mlsmo~-
En el _seg~;~ Ca~~t~i6 -~-~--:·,~e~-~~ive ;_;~-~~1oi~,~:t~-·:~~:-"rir_~ble_m~ :·de l-otaclón ·· 

/:.·--· 

de una esfera· en·:~-~~/!Ui~~~·:.··~1:if_1nit,ci·;: ~-U~i1íZ~d~>-~ teOf ía··de·: peJ-i:'\irÍJaC1oñ_es. Se 
. -.-.-

obtienen las_'. ·s~íi¡c-1oi1es-· ~'···este·· prob1e:m·a:_á -~dife·r~i'.ite·s /ord·enes~· l~~-;·:c~~ieS; en 

la mayoria'_ de• los ~-~s~~·- c;.~d~~es>;,~. '.~o~~~·tr~s·;;; no.¡ s~ .:~~ú~ntr~n 
reportadas:. en' ia'.:~' llteratur~;~'.·_. ~.l~.-:·: .~~x*~~yo ~. ~f\ 8.t~~a-r--:: in1c1a.1m~-nt.'e. 'este 

de·sar~~i1á~-.~~~.-~ ·~:-'_~;~e~~-~~~~,,~~~-~- t-~:o_d~r?_;i-~~-~-1 v~~:--~{ -p';~bi~ma·~-: de caso es 

rotación en una .in~~rc~~~ )~~ ;q~e · ·~~o~'.ú:~e •. i~én~l~a sol~c'lón •general 

y únlcameni~- ca~bi~'.:~!~~:f~-~~~J:§~6n~~~ a:.':l¡{.f~~~~f~;--~g1~-~-~~b~~g~·~ ·el-.· caso de 
.~ .,. ·~; . ·- ... >·-.. ·-·",._,,_ ·.>-~ ·:. -_--_ .. · ,·_:-> ,_·::_ .. ·,,_,.. :· -_ .· __ ,. 

rotación. en,_un fluldo~:inflnl to:, es:· ·mucho¿ más sencillo. -~Además-: se .obtuvieron· 

resu1 tados de gran_ -l~t~rés·:-en, est·~~·-·pr~b1énia-·esP~C1fié~." 
- :· . 

En e1 · -~er_~-~-~ '·: ~a·Pt t~i~_-:: s~·-:· int~~~~ :;re'~~ive~--~ ei_-,casO: de >rOtac16n- en una 

intercara ut111Zando' 'e:l- nifSniO'.· _eSciUeirla--PúúítendO. ei 'er. 6_Bjl1.tt.íi"O· anter~Or, sin 
'-._. -, ;-:-_·.·, 

embargo, la-. sOi\.ú:ió·n·:.~-e~C~~t~~d~-;fú.ene-·.:· f~~rtes····re~trl~C101les, .10 _c.Ua1 no 

resulta . 8de~~a~~:~:. ~~:~~ -~-~-~-e~_t'~-:-~- ~.t'í1~~,~~ -~-~i~~~·. _'_~:~~~~ -':~-. mé·~~d~~~ ·._-e~~? . son , 

perturbacloneS ·á1i:-~ded~dor: de(-,e~t~·~o·_ ~~ ·~q~=¡-~¡·i;r·~~-~--:_~~,~~mb~~~dci· el· sistema 

coordenado ut11'1~·~él~~···pa-~a ·:·~~~~;,~i·~~~-:;. ~t~a :--~-;;{~-~16n:::~~ii----·!~~rl~~ie~- separables· 

CSchneider, 1g73;, sl~ i~bt~~er Uil ~~~~Ú;;~~ ~~tis;~~~¡ri~. 
' .. -.- ''." ' .-; . --~--' '-~ ·--:-' __ ; _,--: ~ : . ; .. · ' .. ._. : - .:, . ' . . . ' .. 

El camino r~c~Í"_rldo durante este· capi~ulo_.acumUla úñá .bu~ila· exp·er·1encla 

para intentar nu~~amente_.-resolver-.: ~¡- p;rob~~ma --~~~¡~·~~~ ~-~ricánlca··~ -~iferentes 



a las utilizadas en esta tesis. 

Por tlltlmo el capitulo cuarto muestra las Conclt.islones ··del trabajo 

efectuado, as! como algW'las . ideas generales, que. pensamos puedan ser de 

utilidad en el momento de que se decida retomar nuevamente el problema. 
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Si en la lid el destino te derriba, 

si tu camino .. es tod.o cuesta arriba, 

si tu sonrrlsa· es añsla lnsatlsfeché., 

si hay fuerza fi'.XCeslva .y ·vil sospecha, 

si a :tu caudal se ~orltraponen d~ques, 

tómate una tregua· pero, .D:º ·claudiques. 
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CAPITULO 1 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 



!. 1 INTRODIJCCION GENERAL 

El estudio del movimiento de los fluidos es extremadamente complejo . . 

debido principal~ente a la dlflcultad que presenta la resolución de las 
.'.' - . , :~-- -" : . -

ecuaciones qu~-- 10- -déScr1ben. --Aclu~lmente se con~cen algunas soluciones 

exactas y otra's _ aproximadas d~ · ~~~-~-~~-1_::~~-~cu~~Í~·ne.s, sin embargo, · todavla 

existen g~an ~ ,c~n~lda~ ~ ... de· ,,-~~-S~s: _e~'\~~:~~d~:_:; -~:_ó ·; p~~-~mos encant rar expresiones 

que puedan p~~d~c{-~·:,i~~'.red~~~ri;b~ --~b~~~J~do~ en el laboratorio. 
~-: . ". :. - -... · .. ·-; :;:_ :" : .. · 

El desá.rrollO _:d~- ·es·t~~--:.",~St-~di~-~ es de fundamental importancia por la 

gran diversld~d:·_~-d~·: ~-p¡lc~Cj:~~~~:.·_que se prese~tan en diferentes nlvele_s, ya 

que han contr1bú1do_ notab1é·M~nte/en campos que van desde la aviación hasta 

su interre'iaciÓn (.~on~ ··la para el estudio de procesos 

irreversibles.::< 
. ·~;·_, ~ ;" '.-. ~· ; < . ' 

Desafortunadameñte_ i~s soluciones encontrada-s para .las ecuaCÍ~n~~-.. ~de 
movlmle~~~ .~:~·:·-~!~-!~~~-·.~:·:·:ciertos ·problemas en donde se . presentan- simetrias 

sencillas·-y:ca~~~ .. ~-~"~ac~i~:nartOs, lo cual inctica 9l!e. se_- ~~e·~e w\. gra·n.-_camino 

po~'- recorrer-· en~·~~¡-- ~~t'~di~ ctei- ~~_vimiento cte los_--r!'utct~S-: 
En ·'esi~':· t~~-¡~~;~~~s·-~~~¿·cu;~-re~'~s de .e~t_udi.~r ~ "·cas~ ~-a.'rtlcular;-. de la 

infinidad de·:·rériómenos. asocii8.dos ,COn eSt.e cB.mPo .de '-la: :.Fislca~: 

Este ~~~bl~~á- .~·~~u~~~~~a· .. ~~-. ~-~¡ge~. en ~~ :~:~1~¡-~~t~-.:·de :·;~t~·~ión .de ,una 

particula ~- esfér:lca _: ~~,,· l~ · __ i~-t~·rc~ra- que~ "~e~ara ~-~6--s i~·:;-iu~.d~~ .. ~-~m~g~neo~·. 
incompresible~ y -=~ew~-~;~i~~~:s .··~~~ Ne;ii.1} ~·~~8:~·):~ · _-:-.'~_-;;._::_ .--. ·<., .: -. , .. _ 

La so1~61ó~ :\1~-.~.:~~-;~- -;p~~-~:l~~,~- ;:é~~·trl~h~r.á.' :;·ai~~;est.Ud10·· 'd.~1·:, :~ovl~lento 
-~: ... ;.. . ·, - ... f._,,-_ ..... ~· ::, .. -..... ·." > ' "~---· . ' .. .' 

rotacloncll y:-:·tras18.cl~na1 :de/Una"·par_ticula:.arownlana;:En el cainpo_ de· 1a 

Blologia ·'e~, ~e ·gran· l,mPo;l-.t~~~~,a é·L: e~i~~~Í;~<~~ ;,t~t~~-~-~t·~po\.-~·e~~,~-Ovi~:ie~l~s -en 

-- moléculaS-de o·-¡;r~t-~lri~~-~~-.~~:i~tdOS 'en~--una 'membrana· Csar~ma~·J-19151. 
Este pro~le~a·: to~:~ '.J'~, ·P~~·ti~¿i~~::~· lnj~:~éS ;: ftn ._el caso .:·en :,do.nde una 

: .. . -.. ~ ; - ; : 

molécula gira en la lÓ.ter'cara:_ celular, ya: que se ha encontrado que ·1a 
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viscosidad del fluido contenido en el interior de la célula influye 

notablemente. e_n el m~vlmlento ~.e difusión. d_~ '.las partículas-- cel~lares. 

A lo largo . de esta : tesis lntén'taremos ·- reso.lver · 1as ,-. ecuaciones de 

movimiento aJU.stand~ .las cond·J_··clo~·~s a·.-·Ia froñtei-a __ ;-~:~P.~~ifi~'á.s .··par~ ~ste 

problema. 

En el· ·deSá.~-rOllo :_'de .'.¿~'t~:::: ~;-~·~:;J~·; se po'!r~: :·~~~éf:1'a·~. ~que , mediante la 

solución ·d~ Ic~S ·~~~~61~~e's·''.z·~~ ._:~c~~í~·ien.-t~:-: 's; .':-~~~~~-:1 ~,b:t:~~~~ · 1~. relitción·, de 

viscosidades :-:~:~~~~i:~~:~: .. :~¡·~~:~·.tit~~ -Eijúi~~d~ 
disposl tlv~·--pCJdi-i~~-~~r''~~-~,~~i'dei-~~~ · ~:~-~-;; ~~·\,1·~i~~j:~~ti~-: i~;-. ~~-~-_:la __ t~rc~ es 

":L·:. _,;_';;;'· 

posible medii-iá··exPéi-im~éiiaútlent~.·:_ 
';·,_ ','--

Al margezl· de ~'1a ··moú~~élón::·parcl ·~ei~J'"~~·tudl~ .··de_ .. :este>-~aso. expresada 

anter tormente.· se P~~s-~~~~~:_::·~18~~~ ,~~~~riÓmenO~.'~- ·de :~r-~~. l.n.~:~r~s .. o~~~rV~dos __ -

experlmentBÍ:~e¡i·~ ~qhe···~~-''c{t~~á~-:·~: -'}~:,.·¡~;go ~fe·_:_est~ · t.e"."ls) _·_que,,.-1nri~~mentan 
,.,_. 

de manera noiabl-e. el _int_~rés,;por, .;resolver -,--~eórlcamente ~ste· prob~ema. 

•,'',,;,,•·-,·o .. ·.· '• ' 

Antes ~e IB.s . ecuaCiones fundamentales dé· Úi.- hidrodinámica, 

introduciremos ·~-~~un_l?S -~~;Ü~-e~{~~~- báSl~;~-~ 
1 

:¡cis cuafe~·- no~--- ayudar~n: a -~~~ender 
mas claramente ia-~riStc~·.:.tilvoiucl-ada ~ií: ei':desarr:ol"i'o ·de. estas eXPreS-iOn~s·. 

que 

En prl~~~ 1~·ga~·;~id¿ñtirI~-~-r~~~-s~ .. ~~~o ?r~i~id~ -~,-<~ .. -~;~dl-~':tt~- ~-~º- c:~er~o-, 
al apllca~le::,~-~~:~:;~~e~~~:.~ ~~r.· p~Í:¡uefia'_que. 'se~:- ·s~··:der~·r~'a' ~ri-,1~1 t8.damente. 

La hidrodinámica ; tiene. por obje{~'; el : e~t~dio e del ;movimiento de tcid~s 

los medios qu~: pu~~ian·:··se~ ;·~on·~'id~r-~d?s·:;~·om~ _iiU1d~s: ·: 

Si nos ~:!~=-~~moS}~en :_'ei;~ ~~~'t,ex-t·¿2 c1~\1a~"M~c-á;lc~ Clásica~ ::.-e1. -~oVJ.'iñ'ien~~-

del conocer la 

Sin embargo. esto es muy .comp_l1Cado y: ,caree~ normalmente de sentido 
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práctico. Para simplific~r el problema consideraremos que cualquier 

·:,;.~. : 
a esto las· térfl1ri~s»pllrlfa~·Y····pa-rtlcu1a-·de :·r1.u1do .. s.Oi{ f~~ÚS-ti.;t~~~:~: 

::··'. ·"··< -· 
Con b~s~ en ·1~. ·¿nt~~io~;::~p~d~~o~-··d_~t.~J.-~iÍ:a,:.'. e'}: rn~VirD1e·n·ta-.; d~l·. fluido· sl 

caneemos l~ ·~ei~~,i~:d ~'.~ ;"~8.~~· ··una"?·d~· .. sui{;ª~~·~cuia~·-:~iJ~: uricl -.iUnéÍón _de la 

posición y el· ~~·~~~~·:: ~i~~~i~'~: ~:p~r- ~ _tf~_t·~r~e ·,d~:~~~~-:~~d~·~-~~~¡J·~-~~O\_~ací-á~cÓptca 
se hace nece~·~-~-;~· ;-úim~l-~n;'.»:_cori~c~r · ._al_gu~~-s -.-.;-P~·.ap1~~~.~~.~:,;. i:~;~~~~-Oá~iC~s 

, '. '-_-.,-:·-,' 
Ctemperatura:pres16n l' dérisldádl fen. función d.; la poslclón· y ~l ti'~mpo !lo 

cual resulta de ~-'t~ :hlPót·~~-Í~ :d~ e·q~:i1ibr10··,:_i~c~'i ~::_. ~~#il .'S~~--v;~á- ~-~.~~ ad~lante). 

Ahora - Obtendielncl'S-~;--;·1a~~'.-~~~uáC100e's · ;:d-8.liíenta'1eS. ~-(~ \~~rl~~~- . de los 

principios de· c~~~erv-~~i:~,~:.~-d~ "~ª-~~_, ... ~Ilergi~ Y ,·moment~~- lineal ,-y angular; 

Landau (1986); ~~;l~ (1~141, \ 

i. 2: i C;N~E~~ ACION DE LA 11ÁsA 

Este princlPi.~.~. ~~·~g~:·:,-·:,de\~~·po~~Ula~·,~~>~ue" la-, masa de nuestro sistema 
•:.·,,_ . .,, 

permanece conStante. "·.~~ra ·de·~~i-~011ai:,;:'- la·:· ecuac16ri ·.que ::representa la 

conservac16n ·de : la· materia·; :· 1ñicia1nié'.Iit·~ .. ,·estab1eé:emos-· que· la· masa total CMl 
o.-; ·. ' • 

de un fluido, c.onte~lda: en ·un V01Um-eñ·'"-d-e"·~-éOni'l-oi' V
0

, está dada por: 
:- " :·., ~" ' ':>::_ 

,~ =Jp dV 
v· o 

~ :'. ' : . -'·· . 
donde p es la denS!_d_ad:d~l :sistemB..----

•": ..... ·.,·: .. -':·:· :·:· .·.-," 

La masa- del. iluldo ... qUe!·-·pasa· por. ;Urlidad. cte 
', :·,, ·", .··. , . ti_empo a través de un 

elemento df (el cuB.-1; es'.~ v.ect"o·/ no;mal a la superficie y cuya magnl tud es 
. . .. · . . :. 

igual a un elemento:.de. ciléh8. ·~-~ea) es : 
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pv o di', 

donde v es la velocidad local del fluido. 

La masa . total de fluido que sal.e del volumen de. control (V 
0

) . resulta de 

integrar sobre ~oda 1~ superfici~.~~0 ) :-

•_df 

- ·'. :: :< .. :' ·.:··.: .. -,. ·.' 
La disminución de :mas~.·e~ V.O' Pl:l,ed_~··s~r.·escrita como: 

Para que la. masa· del· sistema· se·. conserVe es necesario que se cumpla 

Si utilizamos el· teorema de.Gre-en;(Hlldebrand, 1976), :obtenemos: 

lpv•d~ = J dlv Cpvl dV , 

y finalmente se tiene: 

n ~t p + dlv(pvl]dv =o 
yo 

··-· ' . ·:., 
Esto ocurre ·para cualquier voluin~ii, ·por· lo tanto: 

·a-,p:+· dlv .. C!lvl =o. 
----.ate-' · -

(1.2. 1) 

Para demostrar que la. ~cuá:CióÍl.·-~-(1.2."iJ iio. se modifica al' considerar que 

el volumen de control _es una·.·funci6n· del tiempó (V(tJJ;· utilizaremos los 

siguientes argumentos: 
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El operador d/dt aplic_ado a cualquier campo arbitrarlo: 

d o: 
dt 

representa el cambió del ;.'éamP-~:'en5 
él __ ~~~m~o. Est."B. derivada puede expresarse 

en térmihos d~· '. canti~~~~s··' r~~~~-¡·~a~·~/a. P.~i~~- fijos~ Para lograr esto 
. ": ." ... -·.: 

consideraremos que el>camb.io \id~•.•' ~;tá '.ComPUCSt~ de dos pai:-tes: 

1) El cambio eri ei tl.~~po, ¡n ~~' pu~to;~iJ~: 

11) El cambio -de 

dz'a:·a. Cdr•Vlo:. 
··Tz: 

Asi el cambi~. total, d~v~~icl}~:r ·.:,;t .. ~s: 
;··::·"~ 

(1.2.2) 

esta ecuación es ef ·r~-~~'lt~d~~ de .~P'.l~c~f )a: _reg~~ de .la cadena al término 

del lado derecho: 

El término~· .del · 1~d~ ·:::~·~re'..~~~ "-~~ l~ ecuaci~n (L.2.2} r~presenta· .l~ 
derivada de ex . con · r_esPeCtO ·a:1~. ~·~~mPo~-: en- -~i: __ slst~~a ·-·dé _·coordena_das 

lagraglano. En este S1~tema· ·esi~b-ie·~·emos una ma~~-.~ -~specl·;}'ca ~:de .fluido y 
,·_-:;.--' ·:· -... ' ,., 

seguimos los. ·ca_mblos en· el~ _-Ú~~p-~·.:··~e .. ex cUa.Ítdo; ·esta". FIJYe. ' c~nslderando 
siempre que la ma~a .de1 sis·t~ma P~~~a:~~~~-:~~~-~t:~nt~-:. 

E:l lado derecho-·. de la é~·~a~¡;~·n :'.~~'~e)¡-tir :~-~iá :~~Pr:~~~do: en '."cáorderiadas -.-

denominadas eulerianas~ Este~~SIS(e~a e~t~~lece .:un- v~lumen de- coz'.' trol ~f !Jo en 

el espacio y se determinan lo·~/ca:~~,¡o~~-:-.d~.·-~:_cu~~do -~1 .. r.l~·Ído 'pa·s~ at"rav~s de 

dicho volumen. 

En general el sistema lagragiano únicamente se utiliza para_ obtener las 
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ecuaciones· íundamentales de la Hidrodinámica y mediante el sistema euleriano 

se resul ven la mayoria de los problemas • 

La ecuación anterior expresa el cambio ·de a:·cori ·r~spec .. tO al tiémj>o, eri 
,. ·,-'. ';-' __ .'-·, .:· 

el sistema lagragiano, en términos de derivadas eulericlnas, 
.. , '.' .·.,· · .. -,·.,· ... 

Existe una expresión similar a- (1.2. 2), pero ·en, fo"rma lht~gf.al·,. la cu8.i 
-.: ~ . ' 

se denomina teorema de transporte de Reynold~~:'c~urri~,·~: 1?~4{ Yjse. ·.pTes8nta 

de la siguiente manera: 

~tf " dV = J [ ~t .~ + (v 
V(t) V(t) · .. 

Las ecuaciones (t:2,2l y CÍ:2.3l tienen :ia utÜidad'; de ·separar los· 

cambios involucrados_ en el ~~álí~~-~ ·~·el movimiento. ~~l --~¡u·i·~~-; \ .· 
principio 

de conservació,n . de la ~·~:~_ª.~---~~~ ~ ~~~~~~:~. ~Ü~vam~~~~ ~ª ¡_~·: e~p~eSiÓn '_ (1·: 2.1), 

solo que aho~a- con~~d·~;~-~-ás :·~¡·:_~~-~~. ~~·~·;·,~:·~U~ ~e~~--m'ás-g~-~:r~·~ :: 
Ln · expres¡~-~-, ( 1 ~ ~. 1-) :.r~~;~~enta -~-¡:~. p~¡·fa::~~{~ · --~~·X:~~~-~~r~~'~1~J 

__ : . .. .· -:· ,. --·1 

para un sistema éerrado y_ en ·e¡~·cual.'no ocurren r~~c~lones qulmlcas .. En el 

caso partlcular:_ .. ~e·.~~ns_idad const~n~e;' se obtiene: 

div V·=.0 .:. (1.2. 4) 

·-. ' '.; 

Para fines de simplicidad :.-algebi:-ai_ca es conveniente- expresar las 

ecuaci~nes ·(1.2.1) y ·o:z.4f'usa!1dci 10.:no,tación_de._Einstein, en la .que los 

indices repetidos representan una -suma,_ asl obÍ.enemos: 

B V = 0 
axk k 
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1.2.2 CONSERVACION DEL 110/fENTO 

Para desarrollar las· -ecuaclorÍes ·que representan este principio es 

necesario dlstÍngul~ lá.s .. dlf~renteS'-~f~·~~~~-~ -~Xie~~as que p~eden 'actuar· sobre . . . . 
·una masa de f!Uid6> ,ESl~s f~e~~-~s·· ¡~~ P~d-~ma;·:clasiflcar en· doS grupos, de. 

acuerdo a la maner~·.'.~n .. ~úe- ~c_t·ú~-~~s~·br~ ~-i_::cu~~pa": 

<·., 

b J Fuerza~· ;:d~··'.{~~¡·tik~~i·-~~·;·~,~:,·:·-.: se'· eJ'-~~cen '. sOb~E!·. <i~ 
considerado., Como· ~-~.J:~~~~~- ~;~-~~~~~S <~~-: l~~-: -~-~~~z·-~:~-:: ~~;a~·l:~·~;c-~~~~~e-~< y -¡as 

elcctromagné~i.;~;,~ · ·. ·. · < ; <• · 
Para establece~';¡.· conserv2~ión del . momento,' ~onside~;;~os llll ~lemento 

de r1u1do. contetltdo: én 'Ui1- y-~-iun1.en d~-~-c~~troi/,ev~·1, º~f cUá1 'Se. encuentra 

sujeto a ~a --~-~~¡J'~.-.,~~,·:d={;:·~=~-~~~"~~'i·~:~.~~~~:~\cf~:~~.-~~.~:~~~~-~~- ~:~·de Volumen). Si 

apl leamos_ la. Segu0da' Le Y.~ de···NeWtOri': á. e~te· sfste~a, · encOntrar~"Inos·: un conjunto 

de ecuaciones· que-·reSUme ·_e1· -pilnClplo ·de.- co-nservac"l6Íl'.de1 .-momento. 

Primeramente .-esl~-b~~~~-~-~~,.-ia·:;:;~~~¡-~·~n~-~:- d~ ia~(f¿~-;~~s d~·- s~-~erficle.: 

JPds . 
.. s :' ·, 

;·:.,-.. ·.· . 
Si expresamo~ la·»~uerza de: s~Perf{~l~~ .·pOf 'unl-dad ·de área, P como el 

producto escalar·. del tensor·.'. d~ ~: eSfUerzos (!) _ t.~:~1.:·'.:-~v~-ct'or _norm~·l:. (L~ndau: 
. - '. ·{ ~ '.~·;·: 

1986) a la superna!~ Cnl ·'fU~:n:f· '~:. · nds ' 

J;, '\.·> .',: s.:",;''.: < ·:· .. :: 
y transformando esta 1~t_e~~~·i ~-e~~s~~-~~rí~{~-.'_~n--una·.d~· vo1üinen: ---

·····fl~ • n ds,=l:iv ·~·dV, 

La fuerza total de volumen· es: 
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J p F dV , 
Yo 

por lo tanto, la fuerza total que acttía· en· el volumen Va es: 

J. [ CV • !!;l :+ pF ] dV.·. 

Vo . ' 

Podemos decir que.el té~mlno· (V.·º'~ + PFl .es ~na fuerza que actúa sobre 

un volumen unitari~.d~. ·¡¡~l~o:~· ~i·>~p1l~~m~~·.:·1a·:··~~gunda 'éte NeWto'n se tiene: 

(1.2.7) 

el miembro d~ l~. 1ZqU~er.da ·.~;~\e·¡:;.'~~~b¡~ ::~d·~- mom~~t~·-· p'Or .. u~-i~ac!"- ~e~'- tiempo, 
::.__ .:-__ . ..._ . -·~~:~ 

---.-. _¡:_-;:. .--__:-
unidad de voiumen·-,· que-:a-ctó~an;-sob~-e-;·ef;·cuerpO.-' -t·;~:~.-

sustl tuyendo (l,;,2J;en '¡a ~~uácÍón 0:2.~l y usan~~ CL2.ll y cq.Jl 

resulta: F'c ;~: · .. 
a ·.v + Cv •'Vl v'= 1·:17 .• .,.+ F:: .... ·:·· CL2.Bl 
.ar . < ¡; . 

. ..· .. ··:· ____ ._, 

y reescribiendo 'esta ecucl~lón ·en ¡~- nOtac"ión -d~ -EinS\.ein; tenemos:· 
e';·~-• 

','. 
a v ·= -;~J· ..!!__ v

1 
'_+·1 a v

1
J + F

1 
, 

8f ' ·. ª~i . 'P ~"j 

para cada componente .. Al-- combinar"'e:Sta '·ec·~~C-ióÍl·. con·.1a expi-esión. Ct.2.51: 

_!!_ Cpv;> 
at 

.··,·, ... _. 

a
8

:··",,·JCpv··.•.Y.Jl.'.•. + pF1. l. a:.,. + p:axJ.· IJ 

Existen dos- ~.ipoS_~de;fuerZBs di superficie:--\--

(1.2.9) 

donde cr' se denomina tensor de esfuerzo viscOso, que representa los efectos 
. ' . 

que se deben a la frÍcción interna. cque 'están asociados con la viscosidad) 1 
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y pes la presión del sistema. Al sustituir esta última expresión en (1.2.9) 

se tiene: 

(1.2.10) 

para l = 1,2,3. El' lado. l~~Úi~~~o' 'de_ esta expr~~·ión~.reP,reserii:a la·.magnltud 

del cambio de mom~ri·to ci·~· uX S~1~~~-. ~1 tar1·0.-:.:~-~ r·{·~-td~'.--;(a~~-¡eia:Clófi- · le~poral 
y convect1va> i . e1 . 1a·ctº· ·der~¿~º: repr·esent~ ~~-1as .. ·;u:er~~~ --~~·~--- ~Cper/¡~1e_ y de 

cuerpo) que pr~-~-o~~-~:; ~i--~~~ :~~~~i~;~cl~~--~ 
: ... ·_. :\:_;'.·.- .. --·.,·:·:_::;. 

El conjunto de.ecuaé:1o'~es:CL2:101' 
sistema cumpla con·;J1. b~i-a~~~-:--d~·¡_:·m~·~~~t~~-. 

l. 2. 3 CONSERVACION DE·' LA ENERGI A 

COnsldei-emos ·un ~~~¡~;~-~~-~'·d~~~~luldo :··Cómo; un Sistema, el cual· se encuentra 

inicialmente c~~t~~id'~- ~ri~."~ ~:~~i~:~~ ___ :;~e-- ~-~ni~o1, cUya superficie forma una 

pared que , l~ ··~is~·¡·:·[d~-~<'.~o·~· : _:~~·~~~~d~ies;-·· -~{' ·~·ui"~~:mos" restricciones a la 

pared,este, ,'s1St·~~a\~·'p~~~'.~ :: ~'hf~~·~~~b1'a~: ~a.lo:: .. - ~~-ium~~= y>~· ~~sa '..con los 

a~rededores· .:_-~P~~~-· ~:~eSt~,~~-----~-~~P~~-t t~:;:~ ~s; '~JrJ:'·~·ie~·{:·-, ~~dlr; ~U~·; i;~ p_ared sea 
dlatérml~a ~:y·>r1"e-~1biej -~·:-.. :c~{~Íú~~~.-:·~~·.J e~·~~d·~-.----d~, 'e~i.t;-r~·~·~t~-~- ·~i· c~~hlo de 

energia lnt-er·~·~:.~:~et~=.-~~~:i::~~~;·~·'."~~~i~~-- al Proc~'so/ ·es lguál ''a :._la suma del 

trabajo ef~ctu~'db po_r el ~-~i:~~e·~~.·-~:; el calor :··que.<ri~~: :-~~--~ ~~-~~és «-·~e· las 
. ",· - ' - .. . -. : '' '' '. . . - ~ 

paredei:;:· Oébldo, ·:,,~ que, en'. eS~.~-~ ~ª~º el .. fluidO se. 'encuentra _e~~·-m~~_l_mlento, 
-- ;;-'--- ·:;:-_:-o:~---.o:=_.- -, -~~,. .: ... :. -~. - '",_ .. 

este· pr-lncl~io :_óO ~u~de.' apllcarSe. Sln em~ar:go, ~sta. dlf.l~ultad se puede 

eliminar si deflni.nlOs una_ ·energia
0 

1"n~ta~tánea,- la cual tiene dos 

contrlbucloneS: 
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i) energia interna (e), 

i 1) energia cinética¡ 

la energia instantánea será función de la posiclón y del tiempo y a la cual. 

le aplicarel!los el: ~ri~clJ:'i~: de conservación. 

Esta hlpótes!s· ·slg~ifica, _que cada punto del' fluido:~ (en el. contexto 
' ' -.;.,, 

esbozado en la· se-~Ctófl :l ·~2)·~:. ·"~stá<é~ ._:~q~l1:ibé-lo .termodi.Ílánii~~¡ ·Sin embéirgo 

esto no quiere- decir ~-~~e './~~¡'.:: ~i,~i·~~~:, -i~:~ ~~·;_:·1:~·t~1i~-~~\.-·~~· ~~riue~fr~~:-~n 
equilibrio; ya '.~·qu~_>"c~~:;·::·~-~~~·: :·-~~-··'.:}íu¡do ;~:~-;d~ '~ l·~~~-~~~:á\:o~~~:· bon 'io~ 
e 1 emen tos re·~ tan:~~s :·I: e·~~~~-~-~-~·~;~~ j< y ~~060~·¡;~;~~ : en ~~ :_ ~::~ t~:~-:: ~-~= : equ i u br i º 

distinto a l~s ctrclÍ!lda~tes: ;_ •. ~ 'i~t• 
Debido· -a -·10-'·añte~10~~-::_e~--.PóS1b1~ -d'~-ri'~-~~~ · ·¡~·' ene~~i~·· l~'t_if~a··: ~::~n~i:-op1a·, 

entalpia ,-- etc. , ' e'ií·--~~~ < fol-Ín~~~·~;~-t~~-Í·:_i=-y~·:PO~.+;i~~-~-- taiito 1~¿~~-:~.}:~~,Í·,6~-. de· la. 

posición y el ~i'e'~~~i ~~:~~~~~s t~mb·i~~ --> se ·.;:~-~eJ~h aPlicar' i:-ré1á.Ciones 
~.-.· •·<:·-·-- ~-,:- :; '_;<_- ,·.;·:_~ ... >";>· ... _'..._. ·... . . 

termodinánliCas ent're ~-e~tcls .·canúdades.:c_Estó"-:-se i Conoce: cOmO· ·la- hiPófesls de-

equllibrl.o loca1 'uí~~i:~oot ·y M~_~u/ t969). 51 bien parece 

aproximación' fuer·t-e, ·. ~~dt"an-t~ :S~' :u:~1i1~-~-~lók-, e~< Po~ible .'P~ed~cir 

observados en. e1 laboi-ator10·. 
_. : "··' ':----

La energía· i~stantá.O~~ -:-tot.~l 
':,_': .. -''.·::<:·--·-_::-_'.':---<:-·--_,~. 

I~(p~;-'.··~··.F·.v~ ~V 

ser wia 

fenómenos 

Ei' traba JO __ ~f".!cl-~ad~·-'~~6~ : ~~~-di~.d d~-~----~i~mpo '._-:(pote~cia) es el producto 

escalar entre las f~-~~:;~s". ~j~~~·lJ~-~ -~~br.k ~-¡ ·~~i-~ld.b_ y la velocidad:_ 

• .J ~··· P ~s_~··J . s. .. v, 
F.dV 

donde P y F son las resultantes de··:1as fuerzas de superíicie y volumen, 

respectivamente. 
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es: 

Sl q es el flujo de calor, entonces la cantidad de calor intercambiada 

Entonces el cambio temporal de la~-energia-,lo'podemos expresar como: 

...!!... f (pe + !. pv 
dt v.. . 2 .·· 

Nuevam~nt~ -. el, ~P.~r8:~º.C: _·_d(dt "Se refiere-. a(_.Cainbio en.·ºe¡-'-tiempo de.:alguna 

cantidad 
1 

pe~-~'.'. co~~~··y·a·-. h~mos ;·.~:l,~t2-1~a~t~_~1~!'me~i~. ~: -~~,~~~· expre~~r en 

términos de c~~~lo~·; ~~er~·j:1d~~-: .. a·.:··puntoS ~ flJo.~·.:, en 'el ~·~pa~~o; y· .. var_iaclón 

esp~cial a ti~m~C.:,~ fijos::;:'.~· '~--':-, .-., · -·;·.--~-·_:_-_;-

La fuerza· P -ia 'póde~c;:s e~~re~:; como ·~~f ~?¿~~~~~~~ es~~~-.~-~:. del' tensor de 

esfuerz~ ~y el ~~cto_r.<n~~~·~~,_:_~;>:1~:~1~~-z:l~.~ ~ei·'_teórein~"-de _-Gr~~~ t~~~mos: 

Lv · ~ · n ds:IJ31v ~§. ·.~>di;=IJ; 0~)Gv,f1 ,>.~v . 
De una manera s1milar~:·;e~~den;~6~ el .térml~:~--·· ~s¿~:ladÓ con el calor: . ' ' . . 

J q /n ;d!i= .. J di'.' q dV.·. =J j_ q .. ' dV • 
· • · · . ax·· J .. 

·. .·· . . J. 

Sustl tuyendo en la ~cua~lón ;-d~: ba:1an·~e _de- e·nergia y_ rearreglando 

tenemos: 

p_l!_ e+ pvkj_ e= 0"1J± v,: - a·. q .• 
at ' .·ax .... . ax ax· J 

' . k . . - 1 ....•. J 

Cl.2.11). 

Esta ecuación e's un -~ª~~.f1Ce ___ d_e-~~e~g1a. El. lád.o izquierdo repréSenta el 
·--', '•., :'-,-·. . 

cambio de energia .lnte;ria_. (tempoÍ"al:'.y convectlvo); el-. primer· término del 

lado derechci. eS el trabajo. efectuado por las fuerza"s de .. superficie y el 

segundo término es el caior transrer1~0 al S1ste~a·. 
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!. 2. 4 CONSERVACION DEL HOHENTO ANGULAR 

Para un conjunt~ de . particulas cuyas interacciones _son iguales y 
., ._ 

opuestas, e1, cambto er{ e1 .· tiemPo. ~e! m~_men~o angú1ar Pa~~·· todo e1. sistema: 

es igual a la suma·:~~·-.'. ~'.~s -~-~~eii-t~~ _:_-~:~ Ías · fu~rz~s · ex_t-~rnas ·que ·actúan s·obre 

todas las -partlcu·i·~.s.< s~··;post:~}~ :(Ba tc~-~-l~r: l~-~7) ·: .. !~:Ue este:. prlitctpio se 

puede expresar, pa~~ ~-'-~~~Í~·o.".::~~ i'a; st~Ú~~~~-e ~~~er~: 

,x pv) dV 

.' :::1' ·:_:-'.:. 
- ·.·, '-' 

y uu11zando el teorema _de t~~sport~:d~·Jí;yn01ds. ccUr.~le,· t974l, obtenemos: 

I r x.C~.• n) dS 

.S 

• -- • - ~---:-", ce - .'.: ,·-~ 

donde r es _-el vect'O~ de:; pos'lclón cori TeSpecto al origeff. de un sistema 
:~ -· ,. ' ,. '• 

coordenado. Desarrollando. esta ecuáCió.n ·en ~Ómp~-~enfes tenemos: 

a 
ar 

. . 
- . . - . 

J·[c· (1'· '+e·. X ·a-;(11" )-+~-----,¿' F··]dv 
.IJk JI .. IJk 1 "~X . ·.· JI ·" IJk ·' .P J' ' 

V ·" .. 1 . . .. 

en esta expres16~t-:' e1°-té;~·i'~o-'C~,-~-~S -ei~ tensor,"'.alternante de Levi-Civlta. 
IJk">-

Esta ecuación pued~ r~presentar~e d~i si~uiente tt.:a·~~¡ 
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(1.2.10) llegamos a : 

o ' 

lo cual implica que: 

por lo tan to: 

(1.2. 12) 

Esto significa que el tensor de, esrU.erzos es slmé.ti-lco. 

1 , 3 ECUACIONES CONST ITUT !VAS 

Hasta el momento contamos con un conjunto de cinco·._ ecuaciones 

(conservaci"ón de mtisa, momento(3) y energia), y con la condición de slmetrla 

del tensor de esfuerzos, las cuales son válidas para cualquier tipo de 

fluido, ya que las hipótesis utilizadas tienen un carácter general. 

Sin embargo, necesitamos proponer otras ecuaciones que permitan cerrar 

el sistema, puesto que tenemos un mayor número de incógnitas que. de 

ecuaciones. 

Inlclalmente obtendremos una relación adicional para el tensor de 

esfuerzos, lo cual es posible lograr si suponemos que se cumplen las 

siguientes 'condiciones: 
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al Si el fluldo está en reposo !v = O), el esfuerzo es hidrostátlco y 

la presión coincide con el valor- iermodinámlco 

b) El tensor de-· es~uerzos tiene· U.."ta relación lineal con el tensor de 

rapidez de deformación l!:l: 

', . ' 

!Currie, 1974). e, '' • ··' 

e) El tensor·de ·~~-~ue·~~o~:o;~;~ -i~'.~-~r6~1~~~: ,· 

expresar como CLandáu;".19s6:), cur:r1e, ,1974): 

. _, - -... _ . _. 

En esta ecuación;. los coefl:ie¡¡~es ?. y~ repres~n~an)los_coeflcle~tes···· 
viscosos del f l~1d~ 1 ~· 10S=cu~~-~s ~:~~~~nd;;~~-~~~~~i~~-~te · :d~':º·J.a':~~~~~Í~a~(;·.d·~ · 1a 

, .. -_, · •• -. - ,_., •.• -•. ·.;--<;"'• - .• · •• --' 

temperatura'; ez:i' ~a --~ayori_a_ d~~'l.~~ :ca~~S. ~~. P!J~den .. ?·o_ns1derar.'.- c~nSta!ltes. El 

f lul.do que cu~P~e. e~~_ IoS· i_i:ictS~~:.'~ª.' b:, ~~~- ~~--~hr ··:¡~--~~~\.O .~:~~t~S~~~e __ ( 1_~_3·: 1) es 

conocido canÍO .-NMONiANo-~ .·.' 

Mediante .ané.1'1S1$'.anteri~I-. hÉ?moS-obtenido ·_una exPreSión .-.id1.;1onal a las 

ecuaciones d~ -~~~.:er~-~~'iÓ~, 1-a'.~: ~~a·L:~~'.i~~l~~~- ·~:i t~~·s~r ~~ --~~i~e:r_i~-~ --~~n e.1 

campo de velo~id~d.--· $úS-~i-iuY~nd~ -(-1:~·~ .. {) :·e~.: ·las \~c~~~Í~~~~ -~e:: c-~~~~~;~ción 
del momento obtenemos:-,: 

Cl.3.ZJ 

el conjunto de,-expreslones escalares que-se obtiene de (1.3.21 se denomina 

ecuación de Navier-Stokes. 
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Por otro lado considef.aremos q':1.e el flujo , de calor (q) se debe 

únicamente a efectos de conducción (es· decir, los mecanismos de -transmisión 

de calor por convección Y· radiación: so~ :considerados despre~iables), ·,para lo 

cual la ley de ~~urier:.··,·~os _:~rop-~rciO'.~~ ·--ia ·-~~-~u;l~-~i~·---expr~si6n (Landau, 
',· .. . ' ' - ,. ' . -

1986): 

q = -k-VT -, - (1.3.3) 
' '; ,·--._· '• ,:· 

donde k es el coeficiente de: c:nductl;vlda{. tÚ~lca del riuido,'y T es la 
' .--· 

temperatura absoi'utB.. 

Si introducimos 

tiene: 

-p 8. V + k a-
axk • axJ 

lJ [ ·a v + : • a v _··] ··a v ax .• iiX J iiX _J 
j e, l ·-• · · 1 

(1.3.4) 

Además, la hipótesis .de -equilibrio local nos asegura_ que las siguientes 

relaciones (ecua~lones cÍ~ esi:.-~do) _son aplicables: 

p = p (p,T) (1 ;3,5) 

(1.3.6) 

Con lo cual ·teriemos un sistema completo de siete ecuaciones· 

(conservación de masa y energia, ecuaciones de Navler'-Stokes '·y dos 

relaciones termodinámicas) con igual número de incógni t~~ (v, p, T ;·p y e) .. 
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Las relaciones termodinámicas requieren para su formulación un camino 

independiente a la hldródinámica, el cual se basa en la ecuación fundamental 

del sistema: 

e= e (v,s) 1 

donde s y v son la entropla especifica y el volumen. por unidad de masa del 

sistema. - . \ 

La ecuación f~~-~él:m~itt.a1-. se Ob~¡·~I?-.';{_ ~ediante_·:_·ef -~xperl~ent~ o por 

argumentos microscópic~s :--C-~-ec~-~f-~a::Esta~Ús~i~aJ:~y· re-~Ul~re~ é::ter~·~~ hipótesis 

para su rormulació"n · c~o.mo .. eJ~ñip1~·· .. j~n_e~·~s >º~ ;~~so·~--_cie_. gas~S.·_ tdeales ·y de 

variables (v,p, T) 

CONDICIONES .A . LA. FRONTERA. 

En esta ·sección ~nailza~~~~s- .. :.·.:·'ia-~ .coridlclones a la fróntera en las 

diferentes lntercar·a q-~~- s·~;.:pU~'.~~ pres~n-tar: 

al fluido-sólido; 

bl fluido-fluido.e 

Para discÚtir los· erectos del pl-imer tipo de· intercara, consideremos un· 
- . - - -

-· '· . . . 
fluido que se mueve-:cotj una·velocldad v con relación a.un· sólido en reposo. 

Podemos establecer c:Jue ~n este caso ·la ·primera ·condicióri a la .frontera es: 

v-o n-=-o,-= (!. 4.1) 

donde n es el vector unitario normal a la: superficie. Esta ecuación 

significa que el fluido no puede penetrar al sólido, lo cual es claÍ-amente 

admisible y no da lugar a objeciones. Existe un caso partlcul~r en el cual 
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esta condición no se cumple: ~lujo a través. de medioS 'porosos. 

La segunda condición, la cual , se denomina de adherencia (porque· 

suponemos. 9ue el fluido se. pega a la superficie sólida)~ se establece de la 

siguiente manera: 

(l. 4.2) 

y significa ·que': la velocidad tangencial del fluido, relativa a la 
.; .. · > ' 

superficie, es .idé~tic~m:n~e"ce~~· 

La condición ·de· adherencia- funciona 'adecuadamente· en la Ínayoria de los 

problemas -hlctrodtnámrcos;:_::Sin·efitbárgo, todavia existen-dudas referentes a la 
: .· ., - - ' 

interacci6r/·f1Uido~·~Ó1id~-. a···:niVei microscópico (en el contexto esbozado en 

la sección:~: 2l .. :~n::.~·~-~;~~s -~~~,os.· 
Debido ·a ~i~ -8.~teriOr :se han realizado diversos-- estudios,- como el de 

Richardson"'.:.~~~9;;~. -:-~:-e~~e trabajo presenta un análisis fundamenta-do en la 

rugosidad de · iodas <las superficies a nivel microscópico. E,l -~-~to~:.!. ·mu~s··tra 
que· cuando -~-1 fÍÚidO ViclJa sobre la superficie rugosa, se prod~~e~.·e1evad1?s . 

gradientes de velo~·Ídad, los cuales provocan que se frene '.'e1<f1uido. ·Este 

·efecto oCasioi:ia. que se observe macroscóPicamente ~a _ ~dh~,rencia. t~tal -del 

fluido ·al sólido. 

A pesar-.· de la explicación anterior existen ··"ejemplos· d·o~de ei ·: f1Uicto· 

presenta cierto. grado de' desllzaml_ento en la: s~~~r;i~le.'~ 51 ;~l de'sllzaffilento 

es total ·se ~~ede · pi~~~ea~ _l~ condición- a la r'f·OOt~ra como 

'-~·o 
.- <·,"·:::'. 

Esto -si°gÍlifica -que- n-o-=-ex1ste·n --¡~-erz~~~.- tange·n-~-ialeS; s~bre la r:rontera 

sólida (Land;.u, 1986 >.' 

Ahora tenemos ·dos·· casos extrem6s en la coÓ.dlClón a la· frontera: 

adherencia y deslizamiento. Es~ muy posible qu~ .lo ·que ·ocurra realmente sea 
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un caso intermedio entre estos dos ·limites. Sin embargo, pa~a no complicar 

demasiado los proble~as adoptaremos: como Vápda la: cond1c16n de. adherencia 
. . ' ' . 

(lo cual se Justl~ica. ~on b~se. ~n.:'i~·s experi-mentOS>. 

Sl el s6lldo 

como sigue: 

En 

·--./ __ : ·> 
lo rerere"nte a . la . l~t~~~ar·~·:: 

siguientes condiciones a:-la frontera:·~·-

a) Lá lnterca~a;no .:~; ~~~Pi~~~,.-~~- decir: 

, v
1
'.2n iu/< • h =O 

(1.4.4) 

utilizaremos las 

donde los subíndices 'se ··~~~fi-~:~~~-·l::~~:~-d~-::-~no·:;de~i~s fluidos (cabe aclarar que 

esto no sle~~~c ocurr~- c~-;o" p-~-;:··eJe·~púJ'! él .:~ieaje). 
b) Las velocidades t-~~g~~~·~a¡-~~- s~~(i~~~_!':~; _ 

(1.4.S) 
_-_;_ ¡ .. 

·,~ - . :_~ '. -; -

e·} Los fluidos no --~esbalarán entre ·si, es': dt3.cir,;· las ftierzas que se 

ejercen en la intercar-a so~:-,:·~~~~:¡.:es·:··~f'ap·~~~t~~\ 
tT _• n ·) .. n. = ( v • n ) • n , 
- 1 - 2_. 

(1.4.6) 

~ ! 
1 

·-· n ) X n = ( ~ 
2 

•. 0 ~ X. n , (1.4. 7) 

donde ~1 y ~2 son los tensores de es~uerzo viscoso·. q':1e se . ejercen en los 

fluidos 1 y 2 respectivamente. 

Si desearamos incluir los efectos ·de tenS16n sUPerficial, debemos 

considerar que la diferencia entre las fuerzas normales que se ejercen 

en la intercara representan justamente ·a la. ~ensión superficial . (Landau, 
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1986). 

Con esta consideración la ecuación (1.4,6) se modifica de la siguiente 

manera: 

n º ( ~ ' - ~. 2 ) º n = o: [ k, + k) ' ( !. 4. 8) 

en esta expresión-. a' es l~ .tensión· ~~1pe'~r1~ia1 ~é"~t~e_: los ~l~_ldos¡·'R~: ~:R2 son 

los radios principales de·.·cu~vatura dé )a 'lrlterCara·;c··· 
. ' <:: .: .. - . ~ '" ' ':. . - . . 

La expresión. (1';·4, 7) ·"no _,surr·e m~?lÍ icacÍ'~·~e~~- por' la )~córporaciÓ~ de 
.".-: .. -.;-

los efectos de t~nsÜ~~ __ su'Pérficl~L· . ., :-·' 

Estas' son :1a"s ':COnct"iclofleS a'~-1a- rr·añt8f.a'·qu~:_··¡1P11~0.~·em7b:s e·n general_· a 
-·<-:~~_-:.-_ .... _:-::;.· :~~----: ·:·, -

cualquier problema· 1_1_~~ro_~1!1_ám.~~~·: ~lg~ñBs ;_~x·cePclonCS tehdrá~,'que'"anal izaí-se 

mas detalladamente. ,-_ 

. . 
En Hidrodinámicá:,existei(·casos. eÍl_ donde los cuerpos Involucrados tlcnen 

la mlsma forma_._g*':º,;~_lrl~?:• -'es declr, son semejantes. Conslderando esta 

condición Se pu~~e _obtener la solución de un problema a partir de otro 

cambiando todas-:_·l~s- ~~mensiones lineales en la mlsma relación. De aqui que -

si se da la_~ forma de _un·,·cuerpo,· __ basta con especlficar- cualquiera de sus 

dimensiones ll~~~'i~s_: {r~cÍ~~ de ·una esfera o tuberia cllindrica," ·etc.) con 

objeto de_ deter~inar:_Por compl~_to ·sus _dimensiones. 

En general podemos ca~acterizar cualquier flujo ~or -~~t~_s _ P~,':'<;_m.~t_r:-os_: __ 

u =·* ~viscosidad ci!lemátlca), 

u (velocidad- de la corriente pi-lncipal), 

l (dimensión lineal). 
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Es posible obtener una magnitud adimensional combinando los tres 

parámetros anteriores. Esta combinacióri se denomina número de Reynolds, y se 

expresa de la slgu!f~nte manera: 

. . . ' ' . . 
culqulcr otro ~rÍimetro adl~i:~~:~l~;.:'~n."·k-~d~~d.iná~ica, puede. escribirse en 

función de R. !, • . }. ········ > : 
Para el CasO d~-~-dos fl~}¿s dfrer~~tes ·del.mismo Upo, .,las velocidades 

v/u son la ·,mÍsma·.:fu~~}~~::'.:~e1··:>·b:~c·i~-~--~~:';~/.~ si.'.-.·~Í" ~~~ero,:_d~_,.::Reynolds .·_.es el 

mlsmo para é~~:Ía '.·~YuJ~-:-:- ~-st_os ::-_t·~·:;~s .de ::_;¡uJ~s. pu~den ~bt~~:r~~-:. u~!ls a .. PBrt-ir 

de otros camb.iando 1·~ :_·uni~~d 'ci~· ~~d!d~· ~e. ~~~s ~~ord~~~da~~\i~ -.-velo~·ldlldE'.'s -y 
se dice que -los :Í-luj~-~~-. so~ s'emej~~~~s-. . -, . 

También'·e1 ~Úmei-'? de --~~Y~~_lds .~os da una idea de la ielélción entre los 

térmlnos inerciales (no ll~ealesJ y viscosos. 

¡;5 PLANTEAHIENTO DEL PROBLENA. 

Como lo ·mencionamos en la introducción de esta tesis existe interés en 

la obtención de :los campos de velocidad y presión de un sistema que consiste 

en dos fluidos inmiscibles, separados por una intercara, en la cual gira una 

esfera. La solución hldrodinámlca de este problema nos permitirá evaluar la 

viscosidad de uno de los fluidos, a partir del conocimiento de la torca 

aplicada a la esfera. 

Nosotros intentaremos encontrar la solución considerando algunas 

simpl if"l caciones: 

i} Las dimeOSiones de la· esfera son despreciables en comparación con el 

volumen de los fluidos (no existen efectos de borde}. 

i i) La esfera rota con velocidad aneular constante (w). 
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111) La posición del centro de la esfera con respecto a la intercara entre 

los fluldos estará fija. 

El sistema P,uc_d~. visua_l~za,rse en la figura iiúmero 1. 
. - . . 

Resulta evidente que· d3.da la simetria del problema, es conveniente 

trabajar en '?oord~na~as e~fér~·ca~,!~--~~d~~.~~ es~~ud¡~~emos e_~~ p~~bl~~a genercll, 
' ' .·... ~ . 

es decir.el caso en que ninguna- componente del campo de velocidad· sea nula: 

z 

Fluido Superior 

( P2 ,¡12) 

y 
Figura· .1. Esquem~tlzaclon del proble~a; 
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1.6.1. HIPOTESIS INVOLUCRADAS. 

Las ecuaciones hidrodinámicas son muy complejas, por lo cual es 

necesario slmpliflcar_las_ con base ·~n :argUmentos extraidos de la fislca del 

pro~lema. Estas hipótesis son: .. 

a) Simetria azimutal (coordenada· .p ignora ble): 

P = P cr'ioJ , 

esta suposición. encuentra su. Justiflc~'ctón: eÍl ·.1a· observación experimental 

(sl la velocidád. a'ngular eS. >p~q~efi~)"cs~~bhez, _>Peral ta-Fabl, 1990). 
:- . . :' '. . --·:-,; :: -:· 

b) Oeb_ido a qÍJ
0

e en~:est~---.casa· ·e(,~lune_~O cte·:MaCh·-- es· pe·q-Úefio _conslderaremo's 

al fluido incompresible (B~tc~e~or,:~9¿~), •~'decir: 

e) Unlcamente e.iit~~-lare'~~~ ~~:··::~a~C(estaclo~ario";: asl: 8 . v =:::: O 

. •••.. · .. · ..... ·: • : • •' 8f 

t .,6. 2 ¡.,VARIABLis ADI/1ENSfONALES.·: 

Es conveniente -re~~~ci·ai~~- l~~-.''.var·¡-~bl~~- -i~~o1úl~~~~~ ~~:·.el problema, con 

el propó~l to : de -. ó.bt~-n~·~ -~a :,:·-sa1'U:~"ióri-::~;h1·~'~Pe~~l~~t~ de los pa.rámetros 

particula.rcs .de .e.ad~ ~~so .:speci;·l~o.~.'·:ét~~~fio·:·:~l~·;1:· esrera,' tipo de íluldo, 

-a) v' · = v 
wa 

b J r~ = r 
a 
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el p' =. p 
Wii 

donde:a es el radio de la esfera. w es ·la :magnitud del vector ñ, y TJ 

representa la viscosidad .corlan te. de alguno _de los (luidos. 

: l. 6; 3 : ECUACIONES DEL PROBLEl/A. 
:- ' · ... ' '. -~ 

La utilización .- 'de·.:: l~s _,h1Pó_~eS~~ · an'te~loreS . y .. de las variables 

adlmenslonales, nOs PrOpo~Clona _el"~lg-~
0

lente 'ccinJÍlnto. dé expresiones: 
-.. -... - ' . -. i; :· ~ : _ '_ ·' '.: . 

ni( [v¡ o vhr- ~i~·:+ vj~r= - ~[ :> v2vlr 

(! .6.1,2) 

2 

[ ' 
. . ·v .. lr.v10 vl</>.ctge.]· 

R 1 [ V 1 o v] V JO + ,-:-¡:-e:- - .--. -r-· 

(1.6.3,4) 

(1.6.5,6) 

8(r
2
v1,.l aCv¡ 0s_enO) 

-- --- +-- =a·~ 
r2 ar rseno ae 

(1.5.7,8) 

donde: 
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y: 

En estas ecuaciones. se -han ·suprimido las primas para simplificar la 

notación y el subíndice '-1·1rlcÚca _el fluido de que se trata (númer.os 1 ó 2), 

para el inferior o_ superior, respectivamente. Además R es el número de 

Reynolds, el cual' se expresa. (en este caso particular), como: 

.' "•. 

Es evidente. que en nuestro caso tenemos un número de Reynolds para cada 

uno de los fluictOs. . ---- -'· ' 

Tenemos un ·c~onJu~-=-to ·Ctt:::. cua~~9:.·e'cüaCiones co-0 _igtiai- Ílúmero de· lncógnl tas 

Cv,p) para cada rÍuido. ;,·_:Ambo~':."-siSte~-~~ ~~ ·-~~~ue~i~~~;- ac~-~~actOs··. por l~S 
, .-. ' '".- -. ·- -:. -.: 

condiciones a la· fr~fl-lera enl·:¡a -Íilte'rcar~~:-~Es :conv~Iiie~~e :~~lar~r que la 

ecuación que representa;: el · ~~_¡n~,i-pi~,:-:~~~ ·,:.~On::rv~·:ión>_:~.·~-e < ~~ · ~~ergl,a se 

encuentra de~acoP-i~da~:d~ -_;i~~ expr~si~nf!S: ·res'f~rites debid¿:~'a-ila. hi¡)óte~lS de 

incompresibilidad, ~~r' -:·esta r~·Z6~ :. :~~ '.;~ l~_-. ;1,~cl~-i~os-;::~-n -. e:-~ c~~hlext~ _:_de -1a: 

formulación ~~pe~Í~lc:~·.-.-~-e¡-·:.~~o-~i~~l-._-

L6.4 . CONDICIONES A LA1RONTERA. 

Ahora disCutl~emoS la~ 'dlVef-Sas c~ñdicloneS a 'la frontera de nuestro .. : . ' . '. 
problema. Este análisis :;~--s '.·;··~na\~a~·i:.·Í,cula~ización· de las condiciones 

generales establecidas eri la sección' 1. 4; 
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a) Condiciones a la frontera en la superficie de la esfera (para r = 1): 

V = ñ X e ,i para~ 1 
o :s o :s o o 

[]. 6. 9) 

V = ñ X e~~ par~: 2 
o :s o a :s n (!.6.10) 

donde los. sublndlces t" y 2 · lndlcan 'ü Üpo de :fl.Üidó en cuestión, y a
0 

es el 

áneulo donde hacen cont.ai:i~··u~~-~·:,~:-~r:~.~; r~:~,~s (("sólido Y.~.dos·--fl_~i.~.os) 1 como se 

muestra en la figi.i~~. ·nÚ~ero'-·--·i ·.- _: ~:~~.'_:_.:, .. ¿ 

b) Condl,~iO~es .e~-·-~¡~ :'¡~{ei~~~j'.~~:;:u~'.~.~~;-~-¿ido .. 
Si. s = s :· cr;·á )"-·:~s·:~'ia .· ~~uáCiÓn 'de lii :~~:~:~~fi~ie: que .rorm'a la iÍltei:-cara, 

el vector uni t~~i~·, 'rior~~-1 ,·~:~i~ ~;~~~<?--.~~:~~:{ 
n =:',-v ·s· 
. "fVST. 

En ·est~ mo~ento, io úni~~ -~~e P-6d~m·6~:,_"dec:Í.r. de la:;·lntercara es que._ debe 

depende-r -~iÉ(~ aiguita ·.-~ane~¿(de.~. n~·~r_¿ }f~ :-R~y_nc:i_lds· :d~~· ca~-~ __ f lul~o· y -de las 
·- ·. -·- _-, .. :.-.-,·- ·.-.· .-··· ·'·.:·· . . '· 

tensiones sup·err lcial~s··.- · sÓildo_:Íluldo y .. :: f lllid0-'rluido. Esta. obsCrvaclón 

tiene una Justil.~ac·lón ,e:~e~·i~e~t.·~-1 ~Sanchez,;·. Peral ta-Fabl, l 99qJ. 
' -···. --' 

b
1

) Coridtc'lones s~b·;~·'.·i~-s velo.~ldad~~. 

En la intercara · 1·~~ .-.v~i~cidar:fes · tangenclale!?i. de los·. f 1 uldos deben ser 

las mismas: 

Además, si consideramos que la intercara no se mueve, ~-~·~ _velocidades 

normales deben ser idénticamente iguales a cero: 
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v
2 

o n = o . 

Desarrollando términos se tiene el siguiente conjunto de ecuaciones: 

-.. _-'-.:·-- -_ . 
Donde nr y n

6 
son las comp.onentes. del Vector. n·y están dados por: 

·as . 
-ar 

n =---
r jvsj 

as 
8Ei 

n =---
a rJVsJ · 

(1.6.11) 

(1.6.12) 

El conjunto de condiclc;>ne~ ·sobre las velocidades en la ·intercara, nos 
·, ''.' : 

conduce a las siguientes expreS-!Ones'.-. 

(1.6.13) 

~te = v2e -1 (1.6.14) 

(1.6.15) 

(1.6.16) 
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b
2

J Condiciones sobre esfuerzos. 

Como ya hemOs mencionado anteriormente, las 'fuerzas en la intercara 

deben ser iguales Y opue~tas. Estas .fuerz~s s~ puede~. cxpre_sar_ en términos 

de esfuerzos de )Ll sigu·Í~ntc:.·manera: 

! 
1 

o n =~f~erz_a ejerci_~a ·p~r ·el" fluido L 

! 2 ° ~ ~~-fue~;~.:~Je_fc~~~:-~~i.-_el r1Uido 2.· 

Asl las co~dicf~iies;. a --1~: frofllera son ~ 

(~· l o n)_· X n-=·· (!'.. º; °n)_ X. 0 1 Comp6n'eilté' tangencial, 

Desarrollando términos tenemos: 

Utilizando la ecuación _(1.J. l) .los-componentes del. tensor de esfuerzos 

se pueden· expresar· en ~érmi~_;>s_·.~~- ve.locidades_adimcnsionaies: 
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.,. ( rr l = o>n [ -p + 2 :r v r] • 

] . 
' ' ' 

' ~ ~ 

.. c~rl = wn [
.'.'a '.~ :. ~ ,v r-,~+:' i·_ ~ ·a v· '] , 
af:;rp,:,4>: rscno:84>r 

".--" ..... -.---.-. 

'a v' ,-, r~1 ctgo v.,,'] . 
ªª '~ ... 

' ' 

utilizando cantidades adlrnensionales y !'~s e~pr~slones:,ci'.o.12J y Ct.6:t3l, 

se tiene: 
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v J as as + 1 [ 1 B v .• a v -
rr ar 8a 2r2 r 8a r ar. o 

Ya J (Bs Bs - r2B~ as)]= O, 
r aa as ar,iii' ·. 

(l.6.19) 

en estas ecuaciones también hemos utilizado.,(1.6.13)¡ (1.6.14) y (1.6.15). 

e) Condiciones de .regul.aridad· ~n el, infinito: 

c
1

) llm v
1 

< en , 

r " ., 

r " ., 

c
3 

l lim n = k [s~pe,rricie ·~lana)._ 
r " ., 

Hemos planteado las .. condiciones en todas· .las.- front~ras d~~J- sl~.tema, la_~ 

cuales fu~ron. ~b~~~idaS··d.e la ¡;-1_-~l-ca··:~ei- ~r¿~-iem~. '. 
Antes -de ~iscutir si'. ~~ '. si~l-~ma .'de .~cUB.~lon~'~ -~P1-~ntea-do -~-~- esta sección 

es consistente, e~:-.'~-ece~·;r.t':::.- ~~:ener .· un~~:-~Xpr~sf~-~ _ q-~e ~~-i,~cl~n·e l~s ~a~los 
principales de, éur~-atú~~ ~-~-~ ·-1:i s~~~f.r¡:~e~-_que--·_;e~~:~_sen~: ~ la intercara 

liquida. 
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1.6.S RELACION ENTRE LOS /IADIOS PRINCIPALES DE CURVATURA Y LA 

INTERCARA LIQUIDA 

Consideremos una curva repr~sentada., por las siguientes 'ecuaciones 

paramétrlcas: 

donde r es el veci~r··_de.~~~16.J.6~ -/.t>··~~.::~l·'<~·~rá~·etro·: 
Se pue-de móst .. ~a/~'.·~Hi'i'd~~~·~~~~¡ ':i:97J·):~q·~'e :~{ "~·~;.~-.es' ~a lf?ngi tud de arco 

'· i.;;. d~ .. as··.:_.·: 

es unitario y tangente. L~·: d~·r1VadB.-d;·t~-,~~t·~·. ·~·~p;~·~enta a.,:\in .~ector unitario 

normal a la curva 

puede def"inir: 

dt . ..· . 
dS .=.X: n, 

- . -_ ' . - >:, ; ~ .· - -~-- .. : ; '. '';_ ·' • 

donde n es el vect"ór unitai-lo no;~~i~~a- la c~-~V~ ~-:K ~~ j~ "~-ág~Í'i.ud~d~ dt/ds.· 
~ ~ -. ~:" ,-- -',-- -:· •··. _.' _--. ' - : .-· ,: - - -' . ~. 

El parámetr~ K- es den~minádá curvat~ra 'Y-'SU. {nve'~~o es·;, ll~ma~~-~~BdÍ_o._ ci~ 
curvatura: 

R,; .!. . 
K. 

.· ' - -, ' 

Ahora consideraremos una superficie rePreseritada -por las ecuaciones 

paramétricas: 

x = x(u,v), 

y=y(u,v), 

z ==· z(u,v), 

y con un vector de posición: 
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r = r (x,y,z), 

entonces definimos: . 

E= [ ~ ]
2 

F = ~ ~ au ' au av 

e = [ n ° ::~) , . f = [ n °; 8~
2

~vJ• 

expresa como: 

que . intersectan a la 

a n, 

podrlamos ~alctilar .Í~ · curva~U·r.a de .. -a~~·~a·-·,~~· e~~-as.- ~ur:V~·~, ~ri 'la- cúrE!cclón·~en 

que cambian - lo·s ·'pa;Añle·t~.0-s ~'1.{:·y v·~: · oe'.~- t~Cia-s· ~S.tas:_ctirec.Cion~S se consideran 
~ ' -_. '· '- ' . - . 

como princip~l~~'· aq':'é-uB~ qUe· :e'Stán: ~~das'· p-~-r las r~ices de: la siguiente, 

ecuación (Lass,· 1950): 

K~ [ F2
- EG] + K [eG,·,CgE - 2fG] O, (!.6.20) 

. • . ·',· ::·:·· '· -. ·.' ·o." 

y se denominan curv~-t.Ur~~·-: pr{~~Íp~ies -~-~-. ~~-- pJ~(o d~do. 
< ·.' ; ·' •• ,· ,' 

Es ev~dente .que. loS.'(toS ._rad.iós'.:pri~'?fpale's cÍe curvatura eslán dado~ 

por: 

En la mecánica de reso,lución de" la ecuación (LG.20) utilizaremos 

primeramente coordenádas cilindrlCas para.después transformar !os_ resultados· 

a coordenadas esféricas e incorpo~arlos a~ - contexto del ·problema. Esto se 
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debe a que resulta más sencillo este procedimiento, que trabajar con 

coordenadas esféricas desde un principio. 

Para una superficie con e~uaciones paramétricas- (en coordenadas 

cll1ndrlcas): 

x =·.-r cose 

y =.-r serie 

z ,,.- f('() 

evaluamos las cantidades E,· :r, .. G, .. e, f, g y su~tituyendo en_ la ecuación 

(!. 6. 20) obtenemos: 

.f' 
(!.6.21) 

donde f' es lá. derivada . ~e~ f <
En coordenádas· ~Sré·;icas: t~-~~-~os):¡u~\~ ·-rcr,a). y·_podemos>plantear la 

siguiente relación: 

en donde los términos Br/ay y 89_/By ):fo .. ~valU~~·: m.édlante las ecuaciones de 

transformación de un._sistema coordenado .a otro.'. Realizando el .álgebra y 

sustl tuyendo se tiene: 

y: 

f! =-sene ar-~ _éoSS. ~-· -ar- r. ªª 

2· 2 2 . 
f', = sen2e. a ; ·+ sene cose !!...!.._. + ~ 9..!.. 

ar r aoar r ar 

calculando f'' y sustituyendo en (1.6.21), se llega a! 
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cose ar ar + cos2e ~r2] 312 

iii' ae ae 

r seno ar + coso Bí 
iii' Be 

Esta ecuación, (1':~.~2) r~p~~~~~.ta -_-1~ ~~-iacÚm buscada entre los radios 

principales de ~~rvaÍ.Ur~ · .. --~' l~·. sú:p~rr·l~te. J~ue . ~e-;;es~Ot~ a la····-Íntercara 

liquida. Sin embargb/~'Par~~inco~P~~~·r _ es·t~_ exP~é~i~n·:·-~- ¡~~ co~diclÓnes a la 

frontera pl~~~t·~ad~~- · -~~-;- ~: ·~--_secC~i-ó_!l:·~~~tcr¡~;~,~-:--~s ~ri~c~~arlo-_ .c~~~-iderar q~e el 

vector n esté. definido so~~;~~ l:~c-~up~~fi~Í.~:- --
. ... . .;. 

s ~r~e) ·= coOStcinte. _ 

Entonces se tiene- la siguiente -relació~-. ~~tr~- 5 Ci-, O) y f(r ,e): 

sci-,e) ,=.rcr~e) - r cose -~>constante. 

Por lo tanto: 

·~ = ~ ·~ cose , (!.6.23) 

~=~+rsenD, (!.6.24) 

con lo cual ya es poslble utillzar (1.6.22) en el planteamiento del 

problema. 
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l. 6. 6 FUNCION DE CORRIENTE. 

Dada la estructura de ··1a :ecuac~-ón de contiiiUldad, es conveniente definir 

la velocidad en términos de la -funClón-~e ia· · cOrrl'erite ·('I'}~ de ni_a_ne~a qu~ 
< ---_:_._ 

se satisfaga t~lviaÚriente esta . é'cua~lón. De,:- este modo se trabajará 

únicamente con las ecuaciones de Navler'-stokes ·en-'. té.rmlnos de · est8. nueva 

función. 

En términos de la función de corriente 'lt, el campo de velocidades se 

puede expresar como: 

V = - l ~'I' 
r ¡=2 X 

donde x cos e .Y ~r s~-~l·n~-~-ce en _i.Jt_--¡..epresenta· la·· derivada parcial respecto 

a x 6 r (nota: es cOnvenÍent~- · ~~-l~rar.- '"qu~ de_,. este punto en adelante 

utll izaremos un subi~dice · par:a · rcjfre.~enfá/--~~~'-J.·~-uler derl va_d_a Parcial). 

También',· es-ConVeni.ente :def-i-~ir, (cuya-ut~lid~d se apreciará mas tarde) 

la función ~ de la siguiente _manera:· 

V = (l;_;x2 ) 1/2~ 
.p·.--.-. 2 

r 

l. 6. 6. ECUACIONES CENERA LES. 

Sustl tuyendo las func.loz:i~"-5· ,¡,..y ~ -en li:ts ecuaciones de. Navier-Stokes y 

eliminando grad p (lo que-equivale a tomar el rotacional de )as·ecuaclone~)_ 

tenemos las expresiones· geneiáleS:'. ___ _ 
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(1.6.25,26) 

(!;6.27,28) 

donde el sublndice (1,2) indi~a el· fluido• de que se trata (superior 6 

inferior). 

En las, expreslon~-~ :_~~rt~ri'óf.~'9--:- 11G21•-.· es un operador- 'de.finido de la 

siguiente forma: 

G2~ a + t (1-A a 
· rr' ¡:2· xx: 

(1.6.29) 

Además es evidente que '0(;4;1 significa que Jl.6.27) :Se debe aplicar en 
. . :· •' ;. ~ ... 

dos ocasiones. También es· conveniente recordár que R es:_. el número de 

Reynolds de alguno de _los"~,~~ls-~~~~~-.:~'.-
Ahora tenemos un siStema de 

: - . . .. 
cuatro ecuaclorles·-- (_(1.6.25), 

(1.6.26), (1.6.27), y (l.6~28)) con igual número de incógnitas (~.'!') para 

cada fluido. 
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!. 6. 7 CONDICIONES A LA FRONTERA EN TERf/INOS 

DE LAS FUNCIONES t y 'i'. 

Sustutuyendo las funciones 4> .Y·. 1JI ·-en las co'ndlcloncs a la frontera 

tenemos: 

al En r = 1 (superficie de· 1a ésferáJ: 

.¡. = 
1 

constañ.te,- (!.6.30) 

t= 
1 

!, (!. 6.31) 

.¡. = 2. constante, (!.6.32) 

t2= !. (!.6.33) 

bl En s = f(r,8) (Ja lnt.ercara f!Üldo-f!uldo): 

b
1

) Condiciones.sobre velocidades (e~uaclones-1:6;13) a (1.6.16): 

.¡.. = .¡. .•. 
h: 2x 

(!.6.34) 

.¡. = .¡. ·, 
Ir 2r 

(!.6.35) 

1Jls-1Jls=O. 
IX r Ir X 

(!.6.37) 

b
2

) Condiciones sobre los esfuerzos: 

71 p -71 p +2 C71,-712l[r2 (2'i' ~r'i' ]s"-[Cl-x2)'1' + r(2'1',-r'1',,l)rs.s.+ 
2 2 1 1 --

5
- ~- x x_r r i<x , ,. 

r 

(C1-x2JCr'i' -'i' l-xr'i' )s2]=cxr- 2[ 1 + 1] Cr2 s2+ (I-x2Js,l. 
rx>e rx-w-R R r 

- - _- ---- t 2 

(!.6.38) 
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(~ -~ l (-s (l-x2 J~ + rs (r~ -3~)] = O , 
1 2 x x r r 

(l.6,39) 

<~,-~2 1 [r-o-x2
J. et -rt Jrs s + 

x r. r x 
r' 

(1.6. 40) 

donde: 

(!.6'.41) 

·s = (l-~21 [ f ~ r ·] 
X r · X 

(!.6.42) 

Los radios principales. de. __ curvatura· y f se relacionan. mediante la 

siguiente ecuación: 

r 2 (1-x2J 112(r i,, - x(l-x2 J112r.,] + r 2x2r, 

[_ r~- + .. ~1.:.x~)(-~2f: ,- 2xrf;!~. +·~2f~~-J 3~~2 

(!.6.43) 

el Condiclones'cuando r ~ m -:'i 

e, l llm 
1 "' 1"' .!.2 

~ 
1 

< ., 
-2 tx - ,, r ., ., r r r 

c2l lim 
1 "' 1"' 1 ~ < ., 

r ., ., -2 2X - 2, -2 2 
r r r 
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c
3

) llmn=k. 
r.,., 

!. 7 RESUHEN 

En este capl lulo hemos- planteado totalmente las ecuaciones de movimiento 

y las condiciones a· .1.a ~ront~ra · ~e~~~~le~, _ asociadas con el problema d~ 

interés. , 

Las ecuaciones o:.'6:2sL' (L6.26J·; (t;6;27l .y (1.6.28) nos determinan Ja 

forma gel)eral ... de:~ 'c~~;'o-~ :~~. :~~-~~~-¡~~~-~~ · ci~· : cada fluido. Las expresiones 

(1.6.30) a la c1',6.33l' ;1.Jan.• .. 1ú'
0

r~rm~ de.l campo .de velocidades en la 

superficie =-de -·ia --~'~-fe~·a\· 
:' ~· _·, - . - ;_;: '.'. _ •... 

En . lo-_ referente·, a~':=las ~ Candlé:ióiies -·_Cn la' intercara· liquida (ecuacj'oncs 

(I.6.34) ·a (l.6:4~;·) ~os~~ter:i~~n la"velocidad de cada fluido en esta 

reglón y auxÚiada~·PC>/ (¡.6.41Í, ·(í.6.42i'y (1.6.43) nos proporcionan la 

ecuación de la suP~·rf-i~1e: q·ú~ -fó~m~- .i~ · ihtcr_cara··. 

Por úl ~-~;~:--: .. 'i~~~- c~~~l~i~m?~-.:: cu~~'.do 1-~ ~~ordC~ada r tiende a inflnl to, 

nos aseguran q~~ ei._-~a~~o de, yelocldades __ ~e ·~nul~_- -~ejci-~ dr/"Ía e~~era. 
Como puede observa_rse se· há: -:planteado, to't8lmeñte -~¡ Probl_cma, aho·ra se 

presenta la gra_n tarea dé resolver la's ecuaciloncs y ajustar las condiciones 

a la frontera. 
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CAPITULO 2 

ROTACION DE UN FLUIDO 



2.1 GENERALIDADES 

Para obtener la· solución general: .de~ problema planteado en el ·cap! tulo 

anterior, resol vamo's lniclalinent'e el "cclso ·de rotación de una esfera en un 

solo fluido, 

Esto se· debe ~.- qu~ :;:~mb.0!( P:.~~b.1~·~·~-~-: i:ten~~. i"t'.i"ént!Cá _ ~,c:>.l~Ci~n _general. 

Sin embélrgo~ er caso:· de::-Ún ··soló ;f1utdó,~ es··. un· problema men~S' ~ci~~l~Jri-; ya 
"'' ._;.:. ·-... _: ' 

,-,, '', '· ' \''.' ," ' ,', ' '••:'"- .. , • '• - .", ':';T ' : ', • > 

existen _algunos: resultados~: ~-eporta~os; .. ~n ·.1~ l_i_tera_t,ura~\--~c~n ~· los --:cuB.ies se 

pueden establ~-c~~ :'ci~~t~S:1: ~~~Pá~~~i6n~~·-_: (o'~~ee~~o-~-: ·_i963>~!_;}-. 

Las eC~B:c1'_~~~~: ~g~~~~~~~-e-~-_:'.)_1·;6-~ 25_>:-~- Y .. ·:(_~\ 6\;-26) (pía~t~ad~-~!~ a~~-~ri'?'~merÍ te 

son también ·~á"iidas pa~~·~l~ c~SO: de·rot·~~J.6~-'.~n\~~ ~~ió fl·~id'~:.' . .._ - . - - ·- ,, -,· ... '. '... . , - ··-

En lo referen·te -a"_._1~5 coiid~ciO~es/~.,'1a.Yrr4-n"te~~:.-·en~:i-a ·~~~-~r~icle de la 

esfera, las expresiones (1.6.28) y (L~.29),:son'.~iüi:~ble~~ es decir: 

Además también se debe C'-:lnlpllr: que ~l c_ampo'.'de velcicldades· esté acotado 

cuando la coordenada radial tl~nd-a ·a· .lnfini tO~.-
>-· ·•· -· <-

.,1 

Como puede lmaglnarse, el problema d~ :·r~tacÍór(de una· esfera ~n un· solo 

fluido tiene una estructura mas ·en :.1a.s ·.Secciones 

1.6.6 y 1.6.7. 

Debido a esto intentaremos .. en caso menos 

complejo, y con la soluclón .. gene~~i ."~t»terild~, ¡"-Jasa~.·a~.-·:·prob~1_e~~. de rotación 
., ... '. ::;· ".," 

en una lntez:-cara, ajustando ·1as coridlcfones a frontera·.en s_~r:-.e>.._ 
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z.z TEORIA REGULAR DE PERTURBACIONES. 

Para resolver las ecuaciones - generales, utllizare11Íos el método de 

teoria regular de per~:~Tbacior\~s. ·~,~ta ~-cO~~i~te-.::en e~~·~t~a·r. p~-~uef\os C~~~lo~ . 
. ··-· ·~·-· - . . . . ' - . . --

al slste'ma en· esludl~;.--~t~aVéS··:·de un. ~~~ám~lro ·.d-~~~~J.~~dci·:_~~-~i.urbativo, el 

cual, es una c.l~(¡J:~d ~--~=-~~~~-~ri~~-i~a. ~e·¡~" ~-r~~i~m~::: ~.td~;.:'.~~sri¡iu~>~eq~~fia~·:' Esto 
.. . .. .: > .f. -

se logra mediante; el· planteamiento de unai sol~c16n _en~.~~-~1~~ _dé -Pot~riclas_ eri 

térml:::l:: 
1

:.m::n,l~::u::::::lo:ad:~truétura ;de{tp~~~iem~; el· párámetro 

perturbativo que es Corív;;n1ent·e/~mp1ear·:_e·s· e1·:níime·ro,·_dé RéynOids,·.-'el cúál 

se supondrá pequéño: .. · ., ) 2 / ' , . , . 
En este conteXtO _ po_d~mo~ :prOponér::.sOlu_Ci~~~s ~\~~. s~:~le de PÜtericias .en 

(Z;2. l) 

(2.Z.2) 
n=o 

Ahora el. problema· coi:is~S,·t~'::e·ri·--~, e~66'nl~~i, las ~u~clones(;¡,_~n>Y, izi<n>) de· 

las serles CZ.2. ll y (Z.2.2'¡ p~~a c.i~a n. Sl sustÚulmos las soluciones 

en serles en_ las ... écu~:c~O~·~·~ /i·'.;6;i~·) y:. c1·.6·."26)~-.e< lgua-i~-m~-: a ··cero los 

coeficientes de cada pOt~nc1ti-dei'-n\Ílnero de RÉ:ynold,s se :·obt1~ne:: 
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<n> (k-n-t>) 2r,,.(nl.~<k-n-1J+ ¡..~. (nJ,,,Ck-n-tJ_, r2,,,Crl>i¡,<k-~-t>+ 
'ltx .¡,xxr · + .:rx .rr '.r-Trrx« "rrrx 

i~~~ .¡.:: 1 .¡.:•~~-·>'+ ~O~x2 Jt 1" 1 (Jl-x~J~!·-~-1J+c1-x2 J~~·-n-i> + 

', )" 

(2.2.4) 

k toma valoreS ·de-~~~· ·c~~-o '.~;·~t~;.: ~~f·i~J: t,~·~.'.( P:·~a·. k·::· ~ ~ ·ten~mos ~i caso de una 

ecuación homogen~~~ éi~s·s~m~tarÍas ·~~·~ ig~aÍ~s .ac~ro), ·. 

Las expres.ioiies cz·.~2:·3J.,·y~.0 c2;J·;_4) :(se-·resue1vert pa:-ra·:- Cada·;k·: Y~ de --.est~ 
·-:-·.'_:·_.-,. ___ _ '.:_ . ·_. _: 

modo obtenemos·. los .,,coeficlenteS :·d~i- desar
0

r;llO .. en--.- series del rlúmero de 

Reynolds. 

Para · aJuS-lar en '-o.la·~ Superficie de léi 

esfera (r = 1) C-o~~t~:~~::~~\io. ~--¡~~i'e~te: 
.·.Ol .... 

,;.:l: R" .¡.In~ .• 
n=O 

. ' ... ~ --
Debido a la r~lación .q\ie ::eXlsf~. e·ñ-tre la función '1t y 'el 'Campo de 

velocidades, es ~~~Ve~l:~n~'~, expresar-- esta·- condición a ·la: írontera en 
- ·- '.-: .'. 

términos de las derivadas d.é ~ COn. respe'cto a X_: y a r. Por lo tanto la 

igualdad anterior nos conduce:a l~s, s:ig~¡~~.~es··~x~:resl~nes: 
(2.2.5) 

~(k) 
r =O, 

(2.2.6) 

para k = O, 1, 2, .......... en r = t. Además se tiene que: 
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E R" ~In)• 
n=o 

Esto se. cumple si consideramos lo .siguiente: 

t(O'= 

t{k)= o 

para k = 1, 2, , ......•..... en r = · 1. También debe cumplirse que: 

1 'ilk)< co ., 
¡:2 X ' 

! 'll!k) '( m··, 

r 

!2· 41<~>_-.·~- o>'-, 
·r 

para k = 0 1 1, •.•...••....•• ; cuando r q,'m 

{2.2.7) 

(2. 2.8) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

Con •estas expresioneS.: nos ··aseguramos -·que las .. soluciones en series 

cumplen con las "restricciones :~·_9ue la.-·.-fisica ·· 1mp.One···a es-te PZ..oblema 

particular. 

- • ó --· ~- - • ~ 

2.2.1 SOWCION GENERAL. 

Dada la estructura de. ·las ecuaciones. (2.2.3) y (2.2.4) podemos 
. .: .. ... 

construir las soluciones ·de ~a ~lgulente m~~era: 

~·lk)= ~' + ~lk) •. 
. n r .. , (2.2.12) 

_., . . 

t'•Í;. ~":~+ ~:~). (2;2.13) 

el subindice H indica que-·· se trá:ta de la .solÜciórl. ·gen~~~¡·: de la ecuación 

homogénea, ml_ent~as ;_,_'~~~-->·~~~- '::\;r~.~.~'o ... :~~n ~-i Stíb1~~lcc :I repré"senta. una 

so 1uc16n part 1Cú i ar · d~-~l ~.~ -~~-u~,$-~~~~_-no ... homo'Sénea.': ~~ ·Es·t.aS-· ·so1 uC~~~es·~--ci~Pende~ 

de la forma que t~·~g~\-'ia ··~b ho~~~e~-~id-~d-. p~;~:~ Cada_ k e~ .. Particular. Debido , 

a lo anterior 

siguientes ecua clones. hOmogéneas:' 
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G
4 

'l<H = O, (2.2.14) 

(2.2.15) 

Para resolver las expresiOnes anteriores proponemos· una solución 

separable: 

~' = /xcxl rc~J , 
ff ·.·.-·· ·,-. . . 

·:,. .>:';:··- -- , .. -.. __ ,' ,' 

que al sustlt1ilrla en la ecuacl.ón (2.2:14) obtenemos: 
·, ~-- :,>:' • ! , -~ ·_-; , .' :_ L • , ', ,. ', ', 

(C1:.:x~lxix1f r:r" (r) ', '• 
· =--.--. =-n(n+IJ: 

X(x)' · TCrl' · 

Esta expresión- nc::is p~o~or~i!'~~''. cÍos·~-,ecu~é:iones diferenciales ordinarias 

de segundo orden: 

·, :: -: ' _;,<:_,_,-

Al resolver p~ra T(r~-;~~~e~~~:~~~-~:-· 
. . :_-~ .<·' --_._ '. -~·: ., . 

TCrJ;= ¡: [Á
0 
(~~·~ •• e.<"] , (2.2.161 

donde A
0 

y 8
0 

son consÚ~te:=: Jef ermln~r P,ara cadÍl n e~peclflca. 
Para resol ver: la·· Eicu-aC{óÍ1 di-féreOC1ai-- de_-_X(XJ _ u~ll~zaremos su_ analogía 

con la expresión de:Legendré °CHll~~b;~.;d?191{¡:. 
0->1 °F

00 c~J~ ~~;F';~l ~ ~cni!J FCxl o, 

si derivamos esta. ecuacipn; tenemos:_;_ _ ___:_·;:·,~-- --

Cl-x2 J 'r'. C~l - 4x F° Cxl +[nen+! J - 2) F CxJ = o, 

esta expresión es· 18:ual. a la ecuación dlíerenclal para· X(x). Debido a lo 
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anterior podemos .pla~tear. ~na expresión para if!H en ~érmlnos -de polinomios de 

Legendre, P n (x) y Q
0 

(x) CHUdebrand, 1976)! 

~ = E r . (A rn~I ·"' [ 
H n=O n 

(Z.2.17) 

. ' ' _, 

en esta expresión los- términos e~ y_ on·', son los .coeficientes de -los Qn (x) 

para cada n . 
',>_ ·•." "· 

Ahora pasaremos a, resolver :la ecuación p~ra -,~8 : 

La solución ~-á«s '. ~~nez:-~l dé esta'.. ecuación se puede expresar del 

siguiente modo: 

donde las funciones "11 y .~2 _ ~-~ber:i cumplir: 

G4"1~:-~ O ·_(h~~ogánea) ~ 

2 . . 
G W =O, 

. , .. 

con lo cual asegura.mOs que· s~ c~~~-~e·.'~1~- ecUac~6.n dt'ferenclal para ~H. 
Primeramente ~~conlr~I-;m~s la. ~~nclón ~1 •. para lo cual utilizaremos la 

ecuación (1.5.27): 

82· .¡;· +. (l-x2 ) 82
" il¡ .•= O·.' 

·a¡.2 __ L.--.-- r2· ~ax2 1 

Proponemos una solu~ión en variables separ-ables: 
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t
1 

= U(x) V(r) , 

y sustituyéndola en la· ecuación' diferencial. tenemos: 

2· 11 -

~=~---- = '-n(n-1) 

·V(r)< 

Ahora resolvemos' para V(r) :'· .. 

;: r\.'.'.crl '+ n(n-il V!rl. =o , 
~ .- _. ·, ,_/- : ,-

la solución a -~st{_~cu~~ló~·'.:·~s:;:··~::·. 

(2.2.18) 

donde ªn _Y_ bn s~n const_a~_l:e~-.--P~~-~ ::~a~a-~ eÍl p<i~ticular ._ 

L~ -~xp-resi~n- para :~c~f-que: ~bte~emo~-:~~s _{8. ·'.s,Iiulente: 

c;~x2iu"cxl + nc2i•u;:l =o , 
,. ' 

la cuaf 'es l~uaf _a_ la e'.~~·~cl~~:- ~~· .. ·:Ge~~~bau~r (Arr~en,. 1981 y_ Happel-Brenner, 

1973): 

.<: ... \ .. . '._):_ 
cuando ~ = '-1. La·s '~oIU~Í~n~:~-:-á ::-;i·~ .. :~i~u~;~Íón'.·-:·~o~'-los: itamad.os funciones de 

·Gegenbauer 1·- (x)·.:~-H :_(x)··i':-Esta~ · ;~~i~~e~:;~~~~a:~."u_ri-~ ~-~~~ ~~Ínp~~-ta y ·tienen 
n ·: - n · ,.·, · .· 

propiedades bien derindas. Cv~r 'ap.Índ¡~el: 
-.- _. - .·: ·-.---- . ···: ·-:--: 

·'·.~~bÍdO ~>.lo ~ntei-lor podemos 

establecer u~~ exPre~1ón ·para. ucXr:· .-
.. 

U(x} = n~O un (x) =nEo ( ºn In (x) +''dnHn (x). J ' 

en la cual cñ y d
0 

son coeficlenteS pB:l-a cada ri -en pa~tlcUlar. 

Las funciones In (X) y H
0 

(x) están relacionadas ._con: las soluciones a la 

ecuación de Legendre P n (x) y Qn (x) respectivamente (ver aµ'éndlce). 

a lo anterior la solución general a ~1 la podemos expresar como: 
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.¡. = E[[a r" + b r-ln-il]r txl + [c r" + d r~cn-ll]H tx>]. 
1 n:O n n n n n n 

(2.2.19) 

Para ob~ener '11
2 

podemos proponer para 'esta función una estructura 

slmllar a la que presenta .¡,
1 

: 

'I< =E [ R trl r
0

exl +·s.t~l __ u_
0
ex>] 2 n=o ,' ~ 

(2.2.20) 

donde R er) y S e r l son funciones 
n n 

e2. 2. 21l 

Debido a . que:, 

la función w debe'· tener,. la·.: ~is~a est~uc,~Ú·~a 'que "'1 c:,x): 

11 =Jjc ~,r" + <~~,.~;)] .rOi':) :t~> + g0r~cn-tl] H
0 

(x) ] , 

donde e
0

, r
0

• h
0 

Y,_}in.,-~on_'._~~s ;·.~aef~ .. ~1.~~t,_~.s ~~~--. ÚJ~ p'Ofin~Rilos para cada n. 

Igualando términos con.la ~xpr~sÚ>n'fa,{21r tenemos: 

R:ir) - ne~~!) ~.erl ~ r>2~~"11 . + v" 
r . 

gr" 
n, 

Al resolver p~~~ ~?~-}- :·~~Üe~os que est_a función se puede expresar del 

siguiente modo: 

donde R
110 

es la- so.lución general a la ·ecuación homogénea y R
210 

es una 

solución· particular a ·la expresión no homogénea. 
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La ecuación homogénea tiene la siguiente solución: 

R = E r" + F r 1-n, 
t,n n n 

por otro lado una solución pa.rticu_lar a la expresión no homoBénca es: 

con lo cual: 

es evldent~ que .. _ Sn 

ecuación (2..2.ZOJr 

; ; ...... ;··_"· -_. ·. . ' 

ti~~e J~a ·_:,~·~·truct~r~- 1déntlca. Sust 1 tuyendo en la 

(2.2.22) 

donde F , G ·, E, ~ -
n n · n 

coeficientes de los 

polinomios para· cad-~- n·:-~n,-·Pa·~·t.·1~~iar:<:.·., 

Mediante fas e~ua~i~nes (2:z!19J obtenernos la solución 

general a la ecuación homogenea: 

~ = r[~ 0: r"~ o :r-}"~!l+ K:r3""+ ~ rn•Z] 1 (X) + 
H n=O ~ n -·:;: n <' n n n 

(2.2.23) 

Antes de 'pasar a· ajustar las condiciones a la fronlcra es. ~.onvenient'e 

expresar la solución general i:i-
0 

en términos de las funciones_ de ·Gegenbauer:, 

para lo cual uti llzaremos las siguientes ldenlldade,5' (ver -apé.ndlce--1} ~-e 
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d H Cxl = - Q Cxl . dx n n~t 

Con estas expresiones rearreglamÓs la· cci.Jación (2.2.17J y oh.tenemos: 
. ' ' 

<l>H ~E -r[[ 1
0
r"+ m

0
r-n•Í)r:Cxl + [·L

0
r"+ Nnr-nH]H:(xlJ. 

n=l · . · · . _-. ·_· .; 
(2.2.24) 

Las funciones !flff y 'PH :'.:o_n· 18.s_/Sol~~'!.º~~~ ~: <1a~- ._ecu~-~lo~-es (2.2.3) y 

(2.2.4) en su--fornia ho~~~~íl~~. '~y _c~~~--:·h"~-~~S~-, ~:~cii"~n~~-~ · ~~~-,erlorm~-~te,-- son 

fundamentales en el· ~squé~~ :_d~~~;~-011.~do'· P.ª1:ª -~~~~1~-~r·:··~i-, ~-~Oblema; 
-\'\ 

•; -- . . ·: \, - ;~;T. 

Antes de aJust'ar cO!ldi-éio'n-~'S:. ·a- •:,la-., frónte~a .. _ :en la Superf lcle de la 

esfera, para la soiucÍón'."cte.,)~~:·:~·cu~-dione~ c2:2.3)· y (2.2.4) e'n su forma 

homogénea, verifica~emos que ~e c~~pl~nlo~· sig~len~es Ú~ites: 
llm v:-.<oo.~_;-

r ~-m 

esto es debido ·a que -fre~~-Sl tam~s <~s~~Ui-a~ que- la solución encontrada .no 

di ver ja en n.ingún ~·purl,~6 .d·~¡.-.·eS~:~~i·~'.;~. P~-~~- ~á-1,cuiar e.stos:· llmi tes evaluaremos 

las component~s del ca~po .de. ~·~l·~~~'~ad·':i~·. ·~.r~en·~·:~eroJ· a ·parúr, de .-(2.2.23), 

c2. 2. 24l y de !; . ~efinlc!Ón · de l~s r·u.nclo~e~ . <1> y .¡, e capitulo I l. sin 
·?:. - . : ~ ~ . . . 

embargo,primeramen'te ;~Coilslderáremos que debido 
.º·-. :· ·: -.,·· 

'estructurri de- las · .. ·, ·-· -.· 

funciones Hn cxr :cv~·r apéndice l) que divergen. en ~os Purit?~·-:· lxl_:·= T'.paí-a n > 
.. . . 

l, los coeficientes de ··estas funciones deberán ser ldénti'~~n:té~te. iguales a 

cero. 

Debido a lo anterior podemos representar las .-soluciOOes--d·e los campos 

de velocidad de la siguiente manera: 

so 



(2.2.25) 

(2.2.26) 

(2.2;27) 

Haciendo un anális,J.~ d~ ia~a::~:de los términÓs de las ecuaciones 

anteriores, 

constantes 1 

én los·:·_ limites ::d¿<:~fnt~T-é~> ~· cambiando' los no~bres ·de .'lás 

observamos .:~~~ .~,i~~.:/~~·l~~,i~~es -·~;:_orden· cero se· pu;d~n .· eX~rescir 
del 

(2.2.28) 

c2:2.29J 

Ahora pasarenlos· .. a ajuStar· ···1as "-condiciones a- l.a frontera en la 

superficie de la esfera' (r := ii: 

.¡,coi = ~<0,1 = 0 , 
x r 

esto implica que:_ 

por lo tanto: 

~(o~ = constante . 
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Dado que el valor de esta constante resulta irrelevante en el contexto 

del problema, asumimos que: 

~(O) = 0 • 

La otra condlclón a la, frontera_ en r = 1 es: 

~(O)'= 1 

(2.2.30) 

lo que nos lleva a obtener l.Ós slguféntes valores· de las constantes: 

A
0 

= O , para n >2 . , 

y 

Figura 2. Solucion • orden cero. 

de donde tenemos: 

~(O) = 1 (2.2.31) 

Esta ecuaclóii nos representa la conveniencia de definir la función ~ 

como lo hicimos en el primer capitulo de esta .tesis. 
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Las ecuaciones (2.2.~0) .Y (2.2.31) representan los pi;imeros términos de 

las serles en que está expresada· 1a _.solución del problema de la rotación de 

una eslera en un flul~o. Es . ev1derite .que necesitamos conocer algunos otros 

términos de estas ser.les pa_r:a poder obtener expresiones que pue~an ser 

consideradas como una buena aproximación a la sOiuclón completa dél 
,.'.,' ' 

problema. Sin .~m.bargo,_' sl:._el ntJffiero de Reynolds es pequeño, los primeros 

términos de ·1as series Pueden' predominar sobre los restantes. En este caso 

las ecuaciones ' e~· .. ~.~-º). ·.-Y (2. 2. 31) deberían Ser consideradas como la 

solución completa d~l pr~blem~.~· por lo que es ·conveniente analizarlas. 

A orderl. ~ero el campo de velocidad es exclusivamente azimutál, es 

decir: 

;--~ -~·.Sen-. o : 
</>.. r2 ·: 

lo cua1 s1gn1rica que ei--r1u1~6-_ s~·.~~eC~ :-~-~·;_:.rorma .de clrcu1os .:concéntricos 

alrededor del eje z. ·Esto ~e ·-.~uede ;-~;~-e~~·~~-'.·~~~á.~i6a~en_t~ ·en la figura. 2. 

2.2;3• SOLUCIONA PRillER ORDEN. 
. ' ,·.· -.-

Ahora obtendremos i~-~ coefi~'ierÚ~s ~-e·. ~os tér~inos de primer orden de 

las serles (2.2.1) y (2;2;2.J;'', 

Comenzaremos utillzand~" .la~:·--~~~r~~lon~s<ge~erciles de 4tCkJ y ll'CkJ para 

obtener las ecuac¡~nes· ctif~r~nci'~~e~:.:~ue satisfacen estas funciones cuando 

k = 1 : 

[2.2.32) 
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[ (1-x
2

) ~Ul] + r
3 

( t1
'

1
) =o . 

. xx · · rr 
(2.2.33) 

En' estas ecuaciOnes se han ,,.1ó6luido la:s·· -expr:·e.slones -·para,~---= O ( 

(2.2.30) y (2.2.31l··l, yé·el .tér.mli1a·r,Cxl es el· poli~~mlo de G~genbauer 

cuando n = 3. r ') ; 
De las e~Ua~'1one·s "a·nteriOres p\~demos coÍlclulr - ~ue' 41<~) - tiene igÜal 

estructura ,qu~'-~~coJ-;'. e~'·-~'.~e~i~~i '.:::)-. /:,:·:_ 

, ~cu =.~iA;~}·~ r~cxi.. (2.2.34) 

A partlr de_ la: es_t~uctura _de c2.2:31) podemos ___ descomponer._a la función 

i¡,fl > de la S18ufE!!ite --~~~~r-~·:,,·· 

t-,~-~ ~?~"<~:-.--~;-~~' 
donde el ·primer~ ·té~~-ÍOo ,-:del-: ~~d~~:de·~,~~h-~· ... ~e~reS~~-~8:·~~\ l~-. ·~so)uéi'ó~ generál ·de 

::<,-o:· _.;.~~.:e::-;~·~_;·.-~--
Ja ecuación ho~~Bén~~~ m~_en'.t_r~.~-:·~~e ~'~-~ -~~.s-:·~-~guna-·so1:uc1~n Ptirticu1ar de la 

. 'p 

ecuación no· ~omO;j~n~a:~. 

La solución -~e~~~al .: a -:i_~ .. ~?,~.a~-i~.n{:. ~~m~gén~a es :''J':J.~_ta~ent~ la función 

IJI (DJ representada ·~or"-.'1a ~--~~,p~-~~Íó~··.""(2 ·, 2, 2¿) ." . 

Proponemos ···Una ~~t~~~t~~~ d~,-- la- .so'l,~clón P~-ru~-~l~-~ ~ .(2.2:32)· de la 

siguiente manera: 

'1' 1º = k r" r· Cxl , 
P . n 

(2.2.35) 

esto está. justificado por la forma de la. 'inh~mr:>geneidad. Si sus ti tulmos la 

solución parllcufar en-·ef~ladÓ derech-o de la ~cuaclón (2.2.31} se 'tiene: 
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4 4 CtJ 2 ex [ 2 •' • '' . ( r G 'l<P = k(l-x )r . (1-x )In Cxl - 4xln (x) + (a-2lCa-3) + 

(a+l J (a~i!JJ<Cxl faCa-1 J Ca-2) ia-3) In C~l] : 
· c1c..><2 i 

(2.2.36) 

) .. ·. 
Sabemos que los. pollnoml~S de" G·~~e~·~-~u~?,.' c~~pl~·'o. l~ siguiente ecuación 

(Abramovich, 1973): ·;-.. 

;', ·:::-·> :;: __ 

la cual, al dériv_ai-la _·dos:_,'\,·~~~~ .. _da: : 

Cl->h r;''.(~¡ - ~x ¡''..(~¡ >cn+llcn~2Í r~Cxl =o 
n - . ,_"), , ,; n. 

Sustituyendo estaS dos -·úl tlmD.s y· reagrupando 

términos se tiene:' 

. .,. 

·Ca3Jc;-3l - Ca'itic:~2l)nC~-:llllnCxl, 
'«····' ... :'- -

por facilidad· ecuáé'iorlé·s efectUarenios un cambio de 

notación en la 

(2.2.37) 

donde: 

- .-. >' . ·. . . 
K (a, nl=a(a-1 l (a-2 l (oc-3) + (Cn+ll Cn-2)-(u-2 l Ca~3l-(;.+I l Ca-2l] n(n-1 l 

Sustituyendo (2.2.37) en ia ecuación .(2.2,32) tenemos: 

k r" K(a,nl I¡,Cxl 

SS 

.- 3 r
3

Cxl, 
r 



entonces' para a = - 1 y n = 3: 

K(a,n) = K(-1,3) = -24 

por lo tanto: 

k=-118, 

con base en estos datos, la solució~ pa.rtlcular es: 

(2.2.38) 

' .·, · .. '" .·: 

Finalmente ,la soluclón-.. gcnerB(.a .~a:·c'c:U.ác.Úm (2.2.32) es: 
:-·.·, ·-· 

.¡,<•> = e -.. c
2
x. + '2.; r2ú-~2J - r-1: I Cxl + 

-1: :-_3 ,- .-,. "ª·"3 

E [b
0
r-""+ d0~-••3] 10

.ix,l c2.2. 39l 
.n=2 

; :·. . .· -

Ahora ajustaremos las co~~i~lories-~·'8'- !'á··-·fr'O~fe'~~· ~~ ~a.' sup~rficle de la: 

esfera: 

.¡,<t> = .¡,<t> ~· ~cú .do (en r:= !), 
x , r - . '· ' - . . .. . - - . 

con lo cual podemos· evaltiar· las .. cori~tafites -que' aparecen en :las ·ecUáciones 

(2.2.34) y (2.2.39l. Prim~ra~ente ten~md~qu~: 
A

0 
=O , para 't~cil>:Lecir:, 

·~U>•·= O .c2,.2.4oJ 

Para calcular· las corísta'ntcs de':,.fa función IJl(l) -~e· tien~. p~ra r igual 

uno: 

.... 
IJl!t> = -c - 4cx -·1 I (x) + E"Cb~ + d) In(x) =o, 

2 J g J n=:= 2 n 
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.¡,fil= 4c (1-x2J + 1 I (x) +E [c-n+l)b +(-~+J)d Jr Cxl 
r 3 B 3 . n=2 n · n n 

con estas expresiones evaluamos las constantes: 

· .. d~.~= b~ =.~/16::; 

con estos résult,ados·:·y ~O~~:i~e;~~~~.;::~a ~-f~~~lón que r·~PFesenta al polinomio 

de Gegenbauer· de· orden t~~s.·:é·~~é~ctié~:.1) :~e ··.óbtten-e: 

(2.2.41) 

_. ,·-- : -~~'.~-.; '/1';- -:::'. '.·· ·:~~~· :· .- .• . ' ' . 

. Las expresiones' Cz.z,4a·¡ y CZ'.2'.40 ·rep~es~nta~' un ~ampo de .~elocid~des 
--,,,-: -:=- ;;c~e:_- ;-"'-.-~,..: ,,,_ __ - - --

primera cOrreccl?n .·~·::.las:'.- __ Í:éI-min~s-'-de::· o'í-den··:-·cerO·,-:-'Por lo -bu~/~: tienen·::: una 
' ~ ~ ;e,'. ·:·, . ~ ; .. :. ; ·-

1 mpo r tan c 1 a ~'ign1.flc8.t-1V'á·" en :e'1·: d~Sal-r01i~~:·ctei .:pr-0~1~nia .. : ., <·:: -, -. 
Debido -~;:'. ·~ i~- -. iiit-~i i-~-~--~;<·~~<-- -c'~-~J~~;¡~-~ t-~. ~:~" v-l~U~·1·1záf ~·~~f icameii.te 

movlml,eiit~ .. d~~·i fl~~·d~:.~·:~~~~io'~~d~;: ~~~·?,~ ~~~resent~do 
por las ecuac~one~ (2.2:40Í)c2.~';4(¡. 

el 

Es posibl~ demost.:ar (La~dad, •. t9~6l' que~ para 

otros sem0ejant~·s-f iá~; parÚCU1aS?de'~r1uído::~~.·.:~~~~~:~ ... ~-:_ i~:~ largo de las 

curvas- re~,re~~·~-t~~·~-~·:.~~'; · ¡
1

~-,:'.~~~~t~~1-¿~:~.:~--\ . 
:>l'·=~rn~Lfe . (2.2.42) 
··. ,--. -

las cual e~~ -~e_ -~~i:i~!Jll!Jan: ·1¡·~~ª~; ·_;¡~~,6~r~Í8nt-~". 
Las lineas de· corí-1'~~~-~ q~~· d~~e~~-~s ·gra~icar'_-son: 

_ . ._. "' ;.'·, ; ' 

>1'
111 =-A sen2a ca:~ [ 1 -·~·+:~2 ]'=constante =A • 
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esta expresión es justamente (2.2.41) rearreglada y sujeta a (2.2.42). La 

condición nos proporciona una .relación funcional entre las coordenadas r y 0 

sen2a cosa B IAI 1.f2 

r = SJAJ +.se~2a.cos a [ 
1

: [ sen2e cose] · ] . 

-10 -s 

FIGURA· 3 

SOLUClON A PRIMER OROEN 

10 

Esta función puede observarse en la figura 3 para. distlnto's valores de 

la constante A. -se. pued~ ~P~r~Clar·. el. mo~·im1~~t~;· del ri~i.dO .:repr~se:nta~.º por 

las ecuaclon~s ·cz.2-~401·: ~ (~;:2._4~-), _ ·mect,{Bn~'~· Ú~eas de · ~.orilente graf !cadas 

en el plano zx; -La -PO~l~¡-óil-~e- ~a fi¿fei=a-·5~~-;Üe_st-r~-.- ta~bfr~-~,--~~ --¡; f°i~ura. 
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2.2.4 SOLUCIONA SEGUNDO ORDEN. 

Para encontrar las -ec:uacio~e~ · ~~Hf~r~nc.iales _ que determinan a las 

funciones ~ 121 y .¡. 121 utilizaremos ,las expreslones (2.2;3) y, (2.2.4) y las 

soluciones a ordenes cero y ·.uno Ya. encontradas'· en·_ las secCiones 2.2.2 y 

2.2.3 de esta tesis. Reallza~do 1~:-~nl".!l-1~·r, 'para· k ~:·~· -~~ne~:Os: 

De (2.2.14) pod~~ci~ .-6~nbi't.i1r:,-1~1-d¡·~f~ment~·' ~u-e )11<z> ·t_~ene_·; la_ misma ·_ .. __ -.·_,_ ~.·:;o,> .. · :·.:_;·-:·· ; ;'.. 
estructura que l_a función 11' __ . ''" es __ decir: 

- - ::.··_: ~--~_-,--~ ~'~;~- ~~'. 
.¡. 121= c

1 
- c2x + 2c3r (l-x l, + E 

/;~: - ..'·; _2 - . - • 

Para obtener iZi~21 _ ·p!~-~-in~~o, ~-~:J.~~~~o-~--~~io;:lérm1J~s- del ~-8..do··dere'Cha·_-de la 

ecuación (2'.2.44); -~;~n-~~-:1I~;·f~~-·i¿~:-~ -~-:-·~rime~.-~:rcÍ~~· ¡:,·:" 

(2.2.46) 

en esta expresi6~-:ut1liz8mos ~1 ·'.·j¡g~-¡en~~ cambio de:f·iOtacióh: 

{l 2lc21 ;~ [o-x2 J ic~f /;a ['.~c;>J 
-., , xx.:·, r ··.rr 

2 ~. ·: ... ·_ ":, ,. ' : '; '.:. '.<_ -· .;_..: . . . . 
donde n. representa al operador dlferenciill 'que ·aparece .en el la~o izquierdo 

~-- --.· .. _, . , 

-·ta·soluci6n<Cle-~~1ii°":exP,resión {2.2.44) se puede 

representar de la siguieiite manera: 

~<2>-_~ ~ ·+··~12) 
11 . p '-

dond: ~H es la· soluc.ión general de la ecuación homogénea, mientras. que el 
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segundo término del l~do derecho représenta a· alguna soluc.lón particular de 

la ecuación no homogénea. , 

La funcló~··. 41.(.e~ta ~-epresentrlda .P<?r"-~a ~cü~'Ció_n:.(2 .. 2.29), Y d~da, la 

estructura de -.-1a·· in~ómo8e~ei~t'~C( ~Prci~~·~d~~~.~~ U!i·~- s~~U'c~lón . ..:part1c.~1ar· a 

(2.2.44) de la ~iguienie i~rmá: ; · 

~{2) 
p 

:,::_ :'.<.'- ~ ·-~:, : ·-·:~· .-:'.":.--; . ' /. " : '., 
'. . ;:.:.: -~~: ·:· _ ... ~ 

Si aplicamos ~¡:operador D..;. al _PrJ.~~r:·t_érit\~no ~el.:lad6 derech~ tenemos: 

a} [A
1
r'u,/3']· ~A1 r~1 ~·(t3t¿l ));~2·[;,,,_~l Cix1~2J-((j1;2l (t3t+l l]xl3•], 

y comparando con (2.2. 49J se ueO.é:" 

IX1 = -4 , 

· 18 A
1 
;=. 3/8 , . 

siguiendo un método siílÍÜar con cada uno ~.e los términos de la solución 

particular y rearregianct'o tenemos,: 

(2.2.47) 

(2.2.48) 

Ahora ajustaremos condiciones a: la froritera eil la superficie de la 

esfera, en r igual·ª uno_: 
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por lo tanto: 

c=c=b=d=O, 
2 3 n n 

es decir: 

.¡.<21 = o . (2.2.49) 

Para ajustar la ·condición 8 '-__ la -fi-ofilera sobre la función .¡,< 2
J primero 

rearreglamos la ecuaclón. (2.2;47) utillz~~d~:propledádes';cte'\as .pollnoml~s 
de Gegenbauer (ver apéndice): 

~12'=- ! [x2[~ __!· .. ·+.~!Sir. 
8 . 6r4· . 

. . . . 
al aplicar la condición a· la:_frontera se ·obtienen las coilstB.ntes Bn y el 

resultado es: 

] -

~5 [ ;.- lr +1:~ª n.~ (2.2.50) 
3300 

Las expreslone;; c:/2.4~) ~ c2:2.SO) -~bn la seg~n~'a:cor.:ecclón 
términos de. ord~n · ·'cerO:~--~n-::'. úi~ ·:S-~rf~s· Ú~-. ·1:·1 (:·y -c2~ 2;2)·:-_.·.ESt~S runcl~nes 

representan. a ~~·· ~~mpa·;'.~e .-~-el:;c·i~~~~s~· ~~c·¡~-~l'~d~e-~te·. ~~-¡~tta(.-~'.cci~~ "en el 

caso de los' té"rmlnos ::~~" -~,~d~~::. ~;.~·~) .:' '.-:.·~~ ~,-.~~~i; .. :,: -·~·i:_:_·_;ii~:l~~o·>-'~e m~eVe ~ en· 

circulas concéntricos ·_alrededor_- de· ia,.-~-~fera;· ·com6--'--Puede---·vi-SU8i1Z~rse 

gráficamente en·-1a flgÚra n.ÓMero ·2. 
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2.3 CALCULO DE LA TORCA .APLICADA A LA ESFf.RA. 

Ahora procederemos a buscai:: un".'- ~xpresi_ón · para. la torca ejel-cld~ sobre 

la esfera, orden. 

Este cálculo tiene .. Wla si~~~i~·/;·1~~~-~.ta~~i-~~'-de{¡·~·o·,_.:a. l~·· ~Í~U1eiite: 

-·,., 

(para este problemB-·'.'.ert-Parllcu-iB.rr:.--~pO~ · 10·: tanto, ·se ~-rat~ ·de_ Un paránletro: 

de comparaci¡ón \~~:i~~-~iác~i~::. , . '.; , ., ' 
b) A p·a~t1i<"dei~·.C~ri~cfmi~Cit-~ .d-t!~- j~"-·tor·cá· s·e.' p~~é evaluar "la V1scOS1dad 

:-.:'h ·-.' .. ·--.-.. -

de uno de 10s'-r1üictOS" cV!sCoSi~~trOJ.'" ESt-~ h-éch~- forma PB.rte· deL·conjuÍlto de 
-.--,--.-.:' ·~-- ~-··, -··.~·~· .-_-~-.: ··;- ·, 

motivaciones ·que····d1~-ré:m-tOi-i&eh ·a bÚS.Car·.-Una/solÚci6it-_ al ~rob-ie~~ -:de·;·raiación 

}'.f, •\. ' 
La torca '.~P,11:~-~da.,_)1 '.>i~ '.:-~~p-~ifi'c'~e 

;·~-, 

de·· :1a-<_~sr:~r-~ -~--~e >.~~pi:esa (en 

T' =.·;·J·[ "' ~'.•.; ·] • . . ·" . -· . r; .. 
: -.-. S ____ - .--. -.~· -~: . .. r=a --

donde r es el _-vect.or '. ~~ _ poS-¡:~¡_6~~,;;~ co;:\ _:-_reS~ec~o· al . ·or1&eii del sistema 

coordenado. 

Podemos rearreglar .la e_c;ua:c~.ó·ri·c'_:~e _·la· ;~orc_a, ~-~a~d-~ el h'echo ·de (¡ue 

!r!=a: 

La componente del tensor- de· eSf-uerzo ·~era-) ,evaluado en r a, es 

idénticamente cero, por lo. tanto: 
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. ' -·· .. , 
Si el vector unitario. ~9 lo expresamos en· términos de sús componentes 

cartesianos y lo incluimos: en la ecuacÚm de -1.l ',t_~~C~ t~~emo~: 

T' 

;; 
:.·.::; .. _ -_:·· ' -

cose sene {º~~; [ u:(~\6) ] r~~ de d\6 ; . 

/n J~': coso sen\6 :séne Ja o' :. 

Sustituyendo en -esta· e~UaCiói/:·l~ -~i~r:esi6·~- _de .a-Cr;Jy. la definición de 

la función ~. menciOnad~-s· en ei;·j,rlm~·~ :·~~pf'l:~l~;-,·"cÍe -~sta __ tesis, y. reali,~ando 

algunas simplif~-.caC'i·:~es;"«S~ -~-~~l~ne ¡~-a'.;~~~~,~~¡~·~· r'.i-~~1- de la .torca: 

T = 4n k:J 
1 

[ 3~ ..: t· r· c1-x
2J dx , R. . _

1 
.. _ r. r=l , ·. . 

(2.3.1) 

donde: 

Para una expresión en serles de poi:~nclás en el ·número de Reynolds para 

la función ~: · 

+ •••.•••..••• 

la ecuación de la· torca se modifica: 
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(2.3.2) 

ITI = T 

donde T es ia · magnl tud dei~-.-ve"cfOr-~~u~·:. r~Pré~enla a. la torca. 

De resulta-do~ ~ni:e~1~-;-es: t.~-º~~~~~~~úei 

por lo tantO 18. ecuación. de la torca se puede simplificar ~el siguiente 

modo: . . -

-- .:.·'1 e • • 

T.= 16rr .[ 1.+ !!ªf- Ú-x2l( 3t
12

.·
1
-·.¡.. 

12
.
1 
.. ] --dx + ..... ]., 

R 4 : 71 . . . '· r ~-. r=1 ·' 

En lo referente -a segurido_ o~den· •. - ·de _la ·_eCUac16ñ c2~2: 49) ¡para r - 1, se 

tiene que: 

y: 

.¡.
121= .! [ ~ (to2 - 440 + 22~ + 90 ]+:'!_ - ~ + ~ - 102· ] . 
r 8 660 .· · 21 75 ·. 1188 "3300 

Evaluando la·· 1nt.~gral ·del tér~lno de segundo ?rden que aparece en la 

ecuación de la to~c~ --~b 0t~~e~~-s: 

Considerand<? todos !Os resultados obtenidos en esta Sección, finalmente 
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resulta: 

T = !6n[ ! + __!!.'.'_ + •,.,. .. ] • 
R . 2520 

(2.3.3) 

Esta expresión nos propor~iona una· i:-elaci6n directa, entre la torca y el 

número a segundo 

orden. 

Existe. reportada ot~a: expr_esi6n. ·p~ra··.' la.·- ~orc:a, debi~a a Ovseenko 

(1963): 

(2.3.4) 

Las ecuaciones ~2.d. 3) y: ~2;~:4) difieren en las constantes :·que 

aparecen en el. seguiido_,, t"é~niirio.-del ~¡-;-d~-~- derecho.·· Sin embargo, ··el .,álgebra 

utilizada para ~~--·-~~~·~~~~~~-~:>Ct~\~·ia ~ :x~reSi¿~~-~ obt~~-¡~a en· .est~·- -te~·i·s fue. 
'.- ··. _--.:· ·._·,,- .. :·- ' -_: . 

corroborada en· u~~-· c~lnput~'dó~~: per~on.~l ~edlant~ -el uso· de: un programa.· de 

-;' 

En la fi¡~r~:·4 '-~6·d-~:~~-~-~--~~~~-~~~~·:·~a --~O~~ara~-16·~---.efi.fre' iC)s resultadOs 

predichos po~ 

experimentales 

(Ovseenku.19ó3). 

•·. .,.-; .-<_ .--.· 

la ··ecuá~l6°ri (2:3.3) .'(linea continua) .. Y 'los'· dátos 

· repO-rf~d~s ,._(p~i~~-~ ... ¡~di-~~-:~·~a~:~~(; -~ ~~ ·, "la ·)ite~atura 
En ·-<1a:>:grÁfica':··~p0d~mOs ver .,que:.· la·~_. ~~¿~-~ió-~ p~·eéÚ~e 

·.:~- >:_ ·. "_;:.: :--·:. ~.; . . - ... -' -
aceptablemente lo:s _ dato-s ~'~sta un. n~rn'ero dé Reyna1d~ apl_"oX·1~ád'~~e~te ;i·~~ai: a 

'-~' -.. ' ; . ;, ':-~ 

cuarenta. A partir de· este valor. la expresión (2.3.3); ·se aleja 

definl tivamente ·de:. lo obtenido-en. el experimento.· --~·· .. <<:. ", -".·· 
El compo_rtamlento de~crlto anteriormente es ~Óg1co ~~h:~}derancÍO · ia 

1 • • • ' 

ecuaciones de movimiento y de la aproximación .has~á:. ~~rC~r Ó~de~-.. pues 

sabemos que 4i< 3 >= O , es decir, el próximo ._término 'que·· aparecerla en la 

ecuación (2.3.4) es de cuarto grado. 
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2. 4 SOLUCION A TERCER ORDEN. 

Ahora pasaremos a calcuÍar )os siguientes. términos de las series que 

representan la solución al proble.ma. De fcls ecuaCtones- (2. 2. 3) y (~. 2. 4), 

para k igual a tres, se o,b-t.1ene: 

(2.6. ll 
,._ .. 

·l '· 
,- ,._.,,' 

C!-x2 J4>~21 +';xr~~~> -6x~ 1 ~ 1 ] - 6xC~--x2 l ~<•> 

+ 4Cl-x2 l .¡.m.¡.<t> 
--- X XX r , 

- :· ·~ ·: -•• :- < -:·-. 

' - . . 
rª'l'c_1J~(_i) _ 

-r rrx- 0 
• 

_+_2·~~~ ~X'111: 1 ' c2.6.2) 
'2 -
r 

y sustltuyedo los yalores. de 41(2) y,;111U~. en esta última expresión resulta: 

r 4 
G

4 '1' 131= :: l -r{ixlf:2s~6;6 ~l!S50r5 +!680Ú4
-

ll550 r7 _ __ -

!222Sr
4 

- 4290~3 - t320r2 + !j72i- 7210 J ] . (2.6.3) 

;'.·.. t>- . ,:- ·.· .: ·;:. . 
donde I

3
Cx) e I

5
(x) so':L los.~pollnomlos d~ G_eg~nbauer-,de_ órdenes tres y cinco 

rcspectl vamente. 

De (2.6.1) pode.mas obserya~ q_~e ~as: :f_Únclones · cii< 3
> y 41CO) tienen la 

misma estructura, __ J;>?_r:_ }~ ~~6-tC?-:~~nc~-~~!ílºs~qU:::. _ 
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Q) A r-n+2 

=. l: -"-- I (X) 
1 - x2 n 

La ecuación (2. 6.3) se puede". expresar .del siguiente modo: 

,- . . : ·u 
r4 c\.¡.'31 ·;o¡:' r

1
Cx) c

1
Cr). 

, : . ·1=1. , 

(2.6.4) 

Para obtener .. su, s61~~1·~~ ·~~·~~r~·{· ~onsideraremos _ que esta se puede 

descomponer ·de la '·~i~~ien\~· m'~.ner~~ 

·--~~3).~ ~-:··.;¡:~· ~ ·~~3) 1 

donde ~H es la· solución gene~~!'. ·de·~ la-··:~cua_C.ión ~-~mog~n~a Y ~-1 térml.no ~;3 > 

representa una solUciÓn p~_r·~1C~¿-~r~--~-::1~ .::~c1.:1~cl6Íi:~~o~- hom~géÍlea·;- Debido -a que 

anteriormente'. ya-, hemos encontrad~ . a la f~nci6Ji ·· 'I'~~· nuesti-o problema se 

reduce a buscar únfca~ente-al~a s~·iucJ.·6~ ~arti~~lar a (2. 6. 3). 
,;:· :·-: ...... -.":'. 

Si proponemos una· solución partlculár de la forma: 

donde: 

·"• r ' 

(2.6.5) 

(2.6.6) 

a la cual le aplicamos el operador del lado dereho de _la· ecuación·. (2. 6. 3), 

podemos ajustar las. cofi~tanles _k.:,. n;: y «1' d~-.~)a.~·: ... ~oda q~e ~~damos obtener:· 

cada uno de los térlJ!~nc:>s_ .. qué ror~a·n :·~ª. l":!:_lo~~&~n~i_dad. "com~' lo ... realizado en 
-- . -- - - .. --

el primer caPit-Ui~ para -~bt~ner l~ función ~C1J ,e~' d.eci_r: 

para l de l a 14. 
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Sin embargo, ai utilizar.· está.. mecánica encoritramos que .no es posible 

ajustar algunas _de las funciones 11'
1 

en la forma. (2, 6~ 6) ·para obtérier algunos 

de los términos del lado ~zqulerdo de ci.6.3):. ''' 

Si realizamos ~~·:· p;~~
0

ed~~~~e:t: ~~te;:¡~:;m~~~~. ~es6-~J. tO·. -:enc~~tramós · ia 
. ·- ~ , '.-: 

siguiente solucl6ii pa~t~.c~1ar·: ,~ 
. '·' --

.¡.<3> = - --1
-·.•-.-.[ rc><i·[··· - 6~9:~· +'2so1r•: 825r3.,.11 ¡.2 

-
P llSSO·r~ ,3 .'. ·. 6 : ' ·-u· . ;56'" ·:.ij¡j:· 

671 r + .! J 
800 6 

+ sr5 C~J [ ~) _ 24~~ ~· + .ú_ 
,. ' ' 8 ' :.16 '; ,3 

" ,·.-

donde los tres últimos térm~·~a'_~;'.~el>:~á~~-·:"1zq1:1ie·~~~:- son l~~~·rurlc.iO~~s ~lle no 

pudieron ser ajuStadas- mediante-: la·:. f~~~~-· :-~C2.·G.·6) 1 Y> .. cu,mplen·· ~la' s~gUiente 

ecuación diferencial: 

+ s[ -

-,103~sr5 .: 4~~ri>J;5 (i<J ) • 

Primeramente resol~eremos (2.6 .. S)·, ~~.r~ .¡.·, 
- ":. ··. 2·, 

(2.6.8) 

(2.6.9) 

- ._-_ 

para lo cual proponemos· unii estruCtura para la función de la siguiente 

manera: 

>!' .=·I (xl R(rl. 
2 .. -·- _ n -~- _ 

y aplic~mos el operador del lado derecho de (2. 6. 9): 
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r 4 G4 [ In Cxl R(rl] =·In Cxl [ r 4 R
0 

' ' '+ n(n-1 l [ -2r2R' '+ 4rR + 

R ((n+llCn-2) ~ 4lJ] , 

y comparando con (2.6.9) te~ém~s: 

. -~: . ·~> - 7 -?-- --··_ .' 
con lo cual tenemoS~una- eCÚaci6n :diferencial~ parac·R(r): 

··;: )- ·-<,:: 

r
2 

{ r
4 

R" '> 6 ,] ] = 1 

·~ - -~,. 

cuando n es igual a_ tres>···-

(2.6, 10) 

(2.6.11) 

Ahora nue_St~.~- :p~-~.~le-~~-.. ~t!· reduce a ,-encor\trar alguna_ so1Uci6n- particular 

a (2.6.11!.y asi pode~ encontrar iá funcl6Íi .¡;. :>:~a~~·res.ol~~r CZ.6.11) 
-- ._-_ - .. : : •'--:•_ ._, .. :. ·,,,.,: - ., - _· ·- 2 

;·.-; 
primero encox:it-ram~-~ la solúé16n,genera1:·a ·1a_ ecúacl6n hOmOgénea: 

: ·-.·· ./ __ -~' . ;·_:·_ - :;_:-- ·:· __ ·:-~.;~ ... · 
R = k· r + k + k r + k r . · 

h ' 1 2 ' 3 - 4 
(2.6.12) 

-: , . : _- ':. _.: : : _- ' '.· .- .. ,.___ - - ' -~: 

donde las k
1 

( 1, 2,· 3, _4) _ so~:-_--c-On~~-~-~nt~~: 1~d~t~-r~-1~·~das. 

La solución ~artl~ular sé pu~~e o~~en~t~ ¡i~~tfr d~ CZ.6;1zl utillzando 

el método.de variac16n.d~ paré.'!'etr~s cHHde~~~;;ci; i\J76l: < . 
El métOdo dé .. _vaf1aCl6n· de. p-;rá.inelrO·s--'s~p·one·~Uila'·o-SólU.ciór(partlcular. con 

estructura .. s1~1·i~~ ~.- ·i-~ -~~··-la::· sol~~-16~ ·h~n,·~~·~~~~:,-·-~~:_;d~~lr:: 
. . . ; 

R = k Crl r 5 + k Crl + k C;l r' + .. k4Cr; :-•. 
p 1 -:. : -· ~ ·. - .. 3 . . . 

(2.6.13) 
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expresión· en (2. 6. 11) obtenemos las ecuaciones algebraicas que deben cumplir 

para que · RP pue<:f.~ sa~lsfacer la : ecuación diferencial. Estas 

expresiones son las slgulent'es: 

Resolviendo las .ecuacl~·n~~~~ a~t·~rl~~e~ :- e· ln·~~gra!ldó .: se , obtienen l~s 
valores de las fun~lones .kl ·: 

k
1

Crl = --1
-

490r3 

k
2

Crl = - -1
-

60r2 

k
3

Crl = - 1-
150r5 

donde Ln(r) es el logaritmo natural de, r . Sustituyendo los valores de las 

k 1 en (Z.6.13) obtenemos la soluclÓn.Partlcular requeridai 

Ú.6.14) 

Con esta solución particular se ·puede .obtener una expresión para la 

función >1'2: 
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·•· ___ ·I 3 Cxl·[~+Ln(r.l]. 
T (2.6.15) 

2 r 2 4900. 70 . 

Realizando un proc~dllÍllent'o · slinl 18.~-. p~demos - encontrar los términos 

restantes para comP1el'a~. 'ia -~61ú_ci'ón.=.~~rt0i;~ul~-;~·--a (2. 6~·:3)-: 

(2.6.16) 

',.·:. .' ·:·:., ' ' 
. ' . . . ,. 

. .5 !~ Cx.) ·(····298.1.~5. ·. 165 . ·.·• ] 
.¡. = - ---- • --- + -·Ln(r) , 

11 11550 r 4 . 19G02 • , 3 
(2.6.17) 

con lo cual ya podemos expresar 18 solución a .. orden ·tres: 

11550 ·5[ 21.._ + Lncr> l + 
r. . 49.000 · 70 

2801 • 825 3 11 2 671 . 1 ] [ 165 • 
24 r - .56 r ·~ 4B. r._.- 8·º·º r ~. 6"; + 5!5 Cxl 8 r. + 

r• [ 17
8

0
4

5 + 16
2

5 Lri(r,l .. J ·-2445'"4 ·+·'·3 '[ 9035 ~'65 L ( l] + 
7,16~ r 594.3nr 

(2.6.18) 

. . . -

en esta última expresión h_emos' incluido 18;-.sol_~clón--a ,C2.6"3) ~n Su forma 

homogénea. 

Ahorn-deb-eiñOs- aJliS{a¡:·-c'ocil·dT~i(;I\eS· _a· la. _fro~~~e;~-:-e~--~i~ -S~pe~i-ic1~--~;-1a 
esfera (r = 1) y aSi_ poder. evaluar·. ·las ·_con~tantes _in~eterminadas en la 

ecuación (2. 6. 3). En esta reglón se debe ctiinpllr lo siguiente:· 
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1 
"' (3) 

r 
=o • (2.6.19) 

r•I 

1 "' 
(3) =o . (2.6.20) 

~· 
r=1 

Con objeto de simplificar la not_acló':J cambiaremos la notación de la 

ecuación (2. 6.18): 

.¡.<JI = P(r) I (X) '.¡. Q(r) l 'ixl ~ e :C c X ; 2c r2 (1~x2 ) + 
3 ·--- -. 5 ,- .. ' 0 -·1 .· .. 2 :.'. - 3 

. j
2 

[ bn r-nH +dn )n;o l In (x) , 

donde P(r) y Q(r) so~ poÜnomi~s de r: . . . . . 
-· 

P(r) = - 11550 r7 (- 6:9 r• - ~s(1~!b + 165 Ln(r) + 2~~1 r• -

5. 

Q(r) = - 11550 r7 
_ 2~:s r• + 

. . . ···-

Aplicando (2. 6. 19) y · (2, 6 :·~O·).' tenemos ,las ~lguie~~es: ecuaciones: 

P(IJI,Cxl + Q(~)l~C><l + 4c3(1~x2)~ E [c-rí+l)bn ~~n+3ldJ r.(x) =o. 
-: - _ n=,2-l---

.. 
PC!ll,' (xl + .OOlls' (xl -· c

2 
.. - 4c

3
x +E [ b + d ] I • (x) =O 

n=2 n n n 

con lo cual se obtienen las· sigúlentes valores de las constantes: 
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b
0 

= O (para n " 3), 

d
0 

= O (para n "· 3), 

b = p• (1) • 
3 2' 

d3 = - p(I) - p• ~I) • 

donde P(IJ y Q(I) son polinomios· d.e , evaluados, en uno y P' (1) y Q' (1) son 

las derivadas de esos p:Olin~~J.~~~-.~~~blén '.evai·u~ctá.S. en la llJ?ldad: 

P(I l. = _:ll{i~ [-~ 3i~~~~ ] • 

Q(IJ = - U~5o[- 3~~~~~3} 
·-:: ·.·. . 

. . .. 1 [ c..· .. ··.125, 191. ·] P'. (!)= -. 11550 400 ' .' 

Q'(IJ = __ 5_ [- ·843·6··.5 .. 99·} 
11550 .33264 ' . 

Calculando-,-las constantes ·t.e~_ef!l_OSJ.. ___ _ 

bJ - 11~50 [-
12~b~ 1 

] ' 

d = 1 [·. ~.] 
3 - 11550 800 • 
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5 [ 2287453 ] 
bs = - _ 11550 66528 ' 

sustituyendo el valor· de ia:s Const··~ri'te~-. en (~.6 .. isl 'se· obl:iene finalmente: 

t(3)= - __ 1 __ 

11550 r? 
] + 

2~~1 ¡.• - a~~ r3 ~ ~-r•..: ~¿~'/:'f] + 5IsC><l [ 1;5 r• + 

s[ 27577 _ 16.5 Ln_( J ] _ 2445 ~· .,;~[ 1Ú~1 + ~ Ln(r) ] + 
r 352 . 2 - r - 16- -- --- ,-.. - 352 .• - -3 -

(2.6.21) 

. ··-'.~,. ,._ . -
Ahora ajustaremos corÍdiclories a·· la .. rront~ra p_ara la . f.unci6n t <3 >, en r 

igual a uno: 

=_o-,-

con lo cual se corlcluye · ~~edla~~merite que: 

-t 131= o-. 

(2.6.22) 

(2.6.23) 

Mediante· las ,.expresiones (2.·6.21) y (2.6.22) tenemos completamente 

determinado el campo de velo_cldades a tercer orden. 

La condición : 

IJ'C
3

> = constante , 
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determina la forma de la lineas de corriente, y por lo tanto nos indica la 

trayectoria que sigue una particula de fluido, que se mueve mediante el 

campo de velocidades a orden tres. Esto se realizó anter~_ormente para el 

caso de la solución a primer orden. 

Las lineas de corriente, a tercer , orden se· pueden visualizar 
- ~ . :' .. . ·. ; . 

gráficamente en la· figura 5~ -Se puede. obse~var: que_ el ~~vlíñient~ del -.fluido 

es exactamente igual a lo encontrad~<:·~~~~ p~~~~r .:~~:rd;~. ·y_··~~ just~~~nte lo 

que se esperab~ obten_er.· 

Con esto se . completa el estudio: del -movimiento del- -fluido a tercer 

orden. 

-10 -5 s lO 

FIGURA 5 

SOLUCION A TERCER ORDEN 
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2.5 CONCLUSIONES. 

En este momento podemos decir que el problema de resolver las 
->. _:;. ' ~ 

ecuaciones de movimiento para· el cá.so ·de· una' esfera ··en rotaéión·, :dentro de 
'. -/' ::=\.: e·. · .. · ·. 

un fluido viscoso infinito está resuelto~·ha·st~:-térmlnas· d~ cuarto orden, 
',,·_· ·;·, 

Si qui si eramos tener una solú~16ri\ mas ·exact~."-.; a· 1a · .. obf~n1d~, se 

requlrlria caicular las soluciones . a:- :ordeiies ._cuatro,·-' cinco 1 • etC. ; NoSotros 

creemos que no se presentarán·, problemas ~~'.. ~¡~er"~en~~,-~-. ~::~:~~:- .. 'los pr:óxlmos 

términos serán 

compleja. 
' ·' - : ·;·'.>. ;.,. 

Pensamos qiJe--:~-~s_ .. s01-~Clf:!~es_":'.·e~contractaS·: ~aSt'a :t~r~e·~- Oi-derl ·.son una 

buena aproximación·', a)_
00

,__ p~~bi_~ma'.· : ::Además' . lós resui tactos - ~·bteni~do~'~ son 

congruentes con -la --r1s1C~ Í~voiucr~d~. 

Es conveniente meÍlclori"ar: ~ue \-~ -.~·iYOr .-Pa~-~~·' ¡-~s·--resuli.~d~~;·.-·o~~~n~_~os; en 

la presente-· secCió~~---cie·: es·t~·: 1é-s1~:.~,; ~~>r~~·~o~~-~-~nc~n~~-ados·-~-~~ ._la -revisión 

bibliográfica ;~~}i;a~,~-.-- es··:dec¡r, 'las -~o~~~J.o~es ~~··:~d~nes-Uno_:· dos~y ·tres 

son originales· .d-et~:i:r~ba·~a·';~ :· e;~1t~~~o.~' '.:'El. ,Ónl~o :'~~rám~t;-~·~: dé . c~mpara~lón 
encontrado en ~~< 11-~~~~tura-.~ es ·:·el - cá·~~:ui·~.::::·~·~-:Sa'.~.{o~~~ á: _or~_~n ~?s~ sin 

embargo, el autor ·del ; ~·~U~~·l~ ·no presen~a, un~ solución'' eXp_lici ~a ~ ·ese 

orden. 

Con esta experlenclá-. ~~~amos ahora ~ discutir 18. ·so1uc16n d-el ·problema 

de rotación en una intercara. 
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CAPITULO 3 

. . 
ROTACION EN UNA INTERCARA 



3.1 INTRODUCCION. 

Como hablamos mencionado :én la introducción de· esta tesis el· problema 

que estamos intere~~·dos en solucionar, e:l el de enc~ntrar el.· riuJo ·que forma 
; . . . . : 

una esfera rotando· _en .un~·:.~lnt~rcara ··r1.u1ci~~fuldo>·ya ·:q·u~- este.-. c_<1:_so \i~ne 

importancia signlfi~~ÜVa en al8-unos·-:'re-~6merl~s fisi-étfs que ,~o¡, de:_ pa~tlCular 

interés. . :_-· ,:' -· - _-: ; ' - --_ ·,'> -.... ·. ·: 

En este ca~Í tulo· fntent~remos reSol ver 'las -ecu~éÚ)~~s. cÚi Navier:..stokes 
' -' :.,. ;, : : ,•.' ·" - ' 

para este sistema, ~~l cOmo-_ fue' planlCado' ariteri~r~~·nÍ:e-;·en la Pr~merá ·pa-rte'· 

de esa tesis. Abo~~ contamos . con l.ós resultados_ ,ob~enldos. ~_Pá.ra el 

problema de rotación e~ un.-solo fluido, que co.mo··ya :se" h~h-Ia coriientádo, 

tiene gran relación con el caso 
: .. .. .... . .. · '. 

Inicialmente intentaremos ajustar la· solÚéión-ge~~,:~·I ·a ~·ord~~ cero obtenida 

en el capitulo anterior a las condiciones a la frOntera en la intercara 

entre los fluidos; Con esto esperamos obtener la ecuación de la superficie 

que forma la intercara, a ese orden . Si se obtienen resultados congruentes 

con lo observado en el laboratorio, podemos proceder a efectuar una mecánica 

similar con los términos a órdenes uno, dos, etc. Mediante el 

procedimiento descrito suponemos que es posible obtener la forma de la 

intercara a cada orden y por consiguiente resolver el problema. 

3. 2 SOLUCION A ORDEN CERO. 

Si consideramos el campo de velocidades a orden cero: 

vco
1
> sene =7 

o en términos de la función . .:i 
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donde el subindlce i indica el fluido (! arriba y 2 abajo de la intercara ) , 

y sustl tulmos_ la· pr~i:ne~a :·_exp_resló~: ".'~ :tás condtCiones; a 1a·· ·f'roritera en la 

intercara ( ;,cuaciones (!.6.13) a'.· (l.~:.16) y (L6:.17)a fr.6. !!ÍJj·'se, obtienen 
. -- >.~'. 

los siguientes resultados:-

·-·· .. 
(1.6,.18) y (L6.19). 

2) Pa~a _q·¿~ ,s~·: c~~,Í~~ ·{Í . .'6:\7> ~:~-~- neces'ari~--'. P;~~~;- ~U~'-~-ª ~diferencia 
de presiones d~· Iéi~--: flu.ld~~:·de-~ e~~~': í~do :_-d~,--i~·,:'i~--~~r~~l-a. ~~-~~-;·J.g~ale~-:-· 

3) Si 'el: término s~na e~ idénu'(;'am~nt~· cero' la ec~acÍÓ~' (1.6.18) se, 
- -_.'.·. --·:-:··:.· . ,: 

cumple. 
-.-·:. , 

" , 

4) Si el la ecua~ióri~,(t:6.i9J .'.se --cumple 

trivialmente. 

-. <---.~~--~ 
froiitera, ·-d~l:;e ·. cumpil'r lo ~igulente: 

i l L:a forma dé la 'superficie debe 

2 l El planO, debe btS~~~~r ·s1métr1c·amerlte a· )a esfera. 

Como pu~de ob~~~v~·;-~~::\~~:-.>i:~f~-1·~-~~o~~-~: que deben imponerse sobÍ-e la 

superficie de ta· e~;~~~·.> ~~·~_-:~~ma~··i~d~:.'.::rf~idas y ·umltada·s a un caso muy 
_-.. ';;.' ''• ·. 

particular. ' :.· 

Se puede~ Pensar. a·=~r_10~1. ~-~e ,en ~a situación real, usualmente no se 

presenta este t¡·~~ ·de'.;:· l~¡·~~~~:~a~ ; Para· demostrar es ta sl tuaclón estudiaremos 

el caso en e-~- cu~-~·.~~ c~~P?'._de :vel0cidade3 es idénticamente cero, que se 
,.,-... ·· ,:. .-.·,.·_ ... 

conoce como ~stad_~__. de-eq~~-llb_~.10 .. ~el sistema. 

Si en la_ .. co~d_tcl.c?~·-_·de eq\ii1ibf-10- no- se obtiene una intercara plana, se 

puede esperar. q~~-:~1~~~~~--.·p~~:tu~~ación, por pequefia que sea, dará lugar a 

una lntercarn·con esta.caracteristlca. 
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3.3 EL ESTADO DE EQUILIBRIO. 

El estado de equilibrio es aquel -en donde: 

y: 

donde p
0 

es constante. Este estado del sistema lo podemos visualizar 

graflcamente en la fotografía 1 (cortesía de Peral ta-F'abi y sarichez-Jacome). 

FOTOGRAFIA 1 
EL ESTADO DE EQUILIBRIO 

Este estado lo caracterizamos al especificar la ecuación que tiene la 

superficie que forma la intercara, la cual es generalmente función de las 
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tensiones superficiales fluldo-~luido (cx
12

) y sólido-fluido (a:
19 

,cx
28

), 

Para obten~r las ~Cuaciones que describen el eSt'ado· de equilibrio, 

condiciones a. la -·fr0.iite·ra asociadas; 
··:··., '·"',. ··' 

Se· puede"_ ~b~~~Var·.'--_que." tod~S .. ÍB."s ~·ecua·~ioíles se· cumplen trivialmente, 

exepto 

normal 

Ct.6:.3aL· .. 1~··:. cU~~ ·~repr~~enta· ·e1 ba1aO~~ ·de ·fú~rzas en 'dirección· 

a la intercara·. Es.ta >·~x~f~s·~i~ ·'.;~e ~ ·red~~·e, en.· condiciones de 

equllibri_?• _·a lo siguiente::·~-· 

cx[k. ~A'l =PI - P2 . (3.3.1) 

- -- . . .· - . - :'.é-" ---__ :, -- -.;-· -: __ ~- . ~-';. 

Por cuestión de. s-ericillez -sUpóridreñlós, que·-"e1' fl~lc.Io 2:-~s ia atmósfera 
.~ .. ' .. ·'· -: .. - ;" ... - "< -, 

(presión constant~), y que ·el-'· medio.Les"· un, fluidO incoinpre.slbl·e·. Bajo estas 
·., ', : . .-: :/ ... - .'.'.., : .··, 

circunstancias· tenemos que la'. dlf':renc~~-de preslOf1:f'.!S está :d~da.·por: 

. ' ... · .. , .. : .- .. _- .. _ ._;_ . 

donde ges la ac~~lerclció~:~·~~ p~-~dÜ·~~ ~{-~·~·mpa<feríestre, P. es· l~- densidad 
·. . '": ~ . 

del liquido· y z·_es ··1a caard~nada ~~r_ti'ca.i.:·~~ñt?.~c~S-1a~ecuació·n C3.3.·11 se 

expresa del siguiente- modO: '" 

(3.3.Zl 

Ahora intentaremoS resolver e·Sta ecuación diferencial imponl~nd_o 
i" ._.· _•: .. · .-. - '-----.- ··- .-•-•-;-

condlciones a·- la-'-· rrOntera ~~':Obtenid~s·~~-de :--pa~~~rrietr~~- exPer1ínen·ta1es-;- y· ·asi 

poder obtener una expresión -que,· nos :~ePres~-n·~e:.'::·a1 :_-~st~~º de· eq~il_ibrio cte1 

sistema. 

Primeramente aclararemos· .qí.ie en la resolución de (3.3.2) ·emplearemos 

coordenadas cili"nd.ri~~s~:. ya/que -ia. ec~·áclón que relacionci· R y R con la 
, 1 . 2 
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intercara es meil.os 'compleja: en Cste sistema. 

Utilizando Cl'.6.21) para sustituirla en (3.3.1) y rearreglando se 

tiene : 

(1 

en la cual: 

z' ~ 

+ z• 2 1:112 

. 
' 1 

z 

+ 

lj 

7 (1 

2 . 

z' -~ + z' 2 1112 . 2 

= 2cx12 
Pll 

Figura 6, Eslado de equlllbrlo. 

=o 

INTERFASE 
Z=Z(r) 

(3.3.3) 

r 

En la figura 6 podemos observar los parámetros geométricos asociados 

con Ja resolución de (3:3.2l:''' 

Al establecer las' c'ondl~lon~s a la frontera se obtiene: 

1) Cuando r q 1» tenemos .que _z =.~· = z' '.=O. 

2) Para ,r1= (R2 - z~) 112 tenemos que z(r
1 

)= z
1

. 
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" ._ .. " - "- '~ '<.J • o ' .. ,, l - - "" .\ 
. 1 " 1 

Los valores experlmental:~

2
u~l::~:d::g:::~n los slgu\lentes: 

g = ~80 _~cm/seg, 

p = ·1 gr/cm
3

; .\ 

R = 1.25 cm, 

~1 =:0.25 cm, 

e0 '·"' 20. 4°, \ 
- ,. - -··- '" ,, "'""'º " '• --·· '"""'º ,, ·1·~·· 

\ 
z 

FIGURA 7 

FORMl\ DE LA INTERCllRA EN EQUI~IBRIO 
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El ángulo de contacto se Obtubo por medición directa en un acercamiento 

f'otográflco d~·l diSpoSitiVO -~Xperimental, en el laboratorio .·Ccortesla de 

Sanchez y Per·aÍ.ta-fa~¡:~:·;-o P~st~ri'~rmente: sé-de"):iurÓ"ei VB.lor ~bte~ido mediante 
.. . . : ·.. >· ·:,: ~ .. ,,. 

el método del dlsPar·~,"'a-1.resolVer. ia ·.ecua~iÓ~ (3,·3º;2). 

Mediante' l~ -~~~-ª~!-¿'.~: g~:~-~¿=~-~'ic~~-."~. 

es posible ob·~;~e>:e1 ~--~~k~·{~'.:;13.~:~t~e¿, il~ur~ '..s~· a '.~~ª~~ir dC' los p~rámetros 
experimentalé~: conoc·I'd~-~'~,; P~;·~ ~~t-~· ~~so::~~_ p.~~~t1cü{~r ·13 = --30. 4.0 • 

Con esta ·¡-~~o:~~:cí¿~· .. ~·~·:.~r~:~:~dii'. ·~ ~-~~oi~~r ·e~··. 3. 2) me~la~te el ·método 

de Runge-Kutta' --d~ :~~~eg~~o-.r~·;.:~:~º~'.~/-~g~-~~ . i·~-'.'·.-·qu¡- se.:· ob~~vo . ia . f~rma de· la 

intercara 1 _ 1 a _c~~i -p~~c1e·~~y iS-~,al i·~-~rs~ ~-~~: ~--~ :f' lgura ~ 7. , ~ s·é·:-pu~dé·. ~b~-er-~ar 

que la intercar~ -··e~C-ont~~d~ -:~-s-.. J~~ta~~~t~-: lo ·que · S~ . e~~er~-~ia obt~.~~-rs~ ~1. 

reproducir el esÜdo de: equ1llbr1~e~pe,~1~e~t~l~en't~. : } '? . ·. . .. 
Como erá dé~·· s~~¿;~~:~·~~- ~~te' resuii~.~d6:~~e ~~O:ntr~pon~. a ; lo. que º·~-t~vimos 

en la sección anterl~º~'~ ~en i~: ref e;eni<~·. ¡~: f'~~~a :-~~;·:la·-_ interc~~~., Debido -a 

esto se pued~ ~OnciUir·,:_q~e-_._ ¡~·':'.~ecá~~'ca . .-\-d~ :";~so~~~~ón·' em~1e~~~ Para el 
~ ' . :.',_<;. 

caso de rotación' en un solo flulét~ -no: .. f'~h~íOn~··:·cuarido se encú.eótÍ-a ~resente 

:_.·: ,_:;"···; ·'·· .. ~ ·_. .... · .. ·~:: ~ :·-~ .. ~_:·., ··~ ..... ·-' 
En este mOmerito· resul i:.a ,coiiv~n-ie~te cJ. t~r ·1os re,~ul iados ~x~~,rim7!1tales 

obtenidos en el:' la~Ora~ori~:······d~·::.,: fllildos ·_·.de ·::·la . Facultad.:. d_~_;_~~encias 
·- -,. - , .. 

(Sanchez, Percll ta..:fabl·. 19901. °' Ést~ es "con .el objeto de·'. _corrOborar. la .·'f'orma 

de la lntercara.··.Obte'n.~d~·::·'~-n -1~ ~·~~~i~~- a~-Í:~rl~r, /· ad~~á~~.:~·~eter~i~ar IÓs 

perfiles de f'_lujo con· dlíer~ntes·· números de Reyitolds. Las f'otografias 

utilizadas en esta sección son cortesla .de los autores citados; 

84 



EL dispositivo experimental utilizado en este trabajo, consiste en 

una intercara aire-agua en· donde una .esfera metálica rota· uniformemente. El 

eje de rotació~ es·noJ-mal ~ la ihtércara y. ~1· centro.·de- masa 'de ·.~la esfera 
. ·'· .. -·":- ": 

está f"ijo·en el'espáciO: La' velocidad ·de:rot~ci6n de ·la.esfera>se -.incrementa 

y se observa~:;. lo~·:,;_·pa·~ro~~: · ~:~-. -f'i~Jo >~-n : .. ··~a ~Ü~e:;~·¡ci·~·_,_:.: d;·(. a-~~a.: · cabe: 

aclara.r q~e: las:·;di:~~iis-J.~~e~'-;:~e ~~-- e~--f~r~·: ~·~n .. d.es~:~ec¡ab~e~ · ~n ··comP~ración al 

reclplente.··"en::.~~nd~:~ _ _.s-~'. ··~nc~~~t~::-:"~~~i-~~~~~ l{ .ª8~-~-, ';~-~-r ,:l·~· cual es .P~~lble 
considerar_' al . i iqu·;~-~ ~-¿;~º -~·n_---m~¿¡b :~~:~f lri~-~~ :· 

Como. pue'dé. obsei-V~:i'rs~~-~ e1_~.(~Xpe·rimEúlto --\ies·~·~i ~-~ 
. · ..... ·.'." ·_' 

es::· PreCisán\eni:e -· el 
. : .. ,· ·:,:·. '.-:':_ , .. -. •.'.' 

problema planteado: en= esta teSis: ':,_" ·, 

Se obl\1vÍ~~~On~/~~~'.t:~-~· ""·e_ ; de f"l~jO .~ara~~-~~i;.ados por 

velocid~d angul~~ especif,ica ;rl , ~ , .11 y ri l. una 
" . ' ':_" ... :_. ; '. ·--:,_ 1.- : 2 :' 3 _, .. _4 . " 

superficie-ne:> sE(·m~dífl~~. ESt'o significa que una pequefia:. ·perturbación. no 
.' ' - -

cambla la intercara que se prescn ta . en el estado 'de equilibrlo. El 
;·._.: ·. 

movimiento de la superficie del agua es en planos,-hciriZont_ales, es--decir, 

las lineas de corriente son circulas concéntricos-. '·Es~·~':' c~-Í~cide' pÍ.-ena·~~nte
con los resultados obtenidos a orden cero en el capituÍ.·~ ·a~~~-~,i:-i:~.r. 

Este caso se observa graficamente en la fotografl_a _1. 

Al valor especifico de 0
1 

un anillo de ~gua·.~~- f~.é-ma:~a1rec1:edor_ de- la 

esfera (fotografia 2). Cuando se lncremen.ta -li1.~.,·Je1o~i~~'~ .. angular se·. obtiene 

un crecimiento proporcional del tamafio ·deÍ·-_an_:i~lO: -~La :-.~ltura d~ ... la capa de. 

agua que forma el anillo es del orden de fracc1ones de un mill.met-~o. 
. . <._'· :: ,:_,.-:- . : .··._:_·: :" _· ... · ·'.·. 1, 

Cuando se alcanza un valor de~- v€.'.:lo_cid8.d ~n_gula~ o;. el: ·fluj·o_· se· tornará 

inestable, se pr:esentarán _ondas-- esPri;~:l~_.~,-~-en'~-~l.a -- llnea_;~e::;_'.don.~a-~:t,Q--'de-:--li:tS· -

tres fases y se obServa oleaje en:. el ecuadór de ·la esfera:· El.' flujo 

resultan te tiene una estructura turbulenta-. .. como se muestra en la 
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FOTOGRAFIA 2 

FLUJO DE STOKES 

FOTOGRAFIA 3 

FLUJO TIPO ANILLO 



fotografia 3. 

A velocidad angular mas alta· (0
3

) el flujo será nuevamente estable. En 

el inte.rval_c:> .de valo~~.~ --.e~t~~ ~2 y 'n
3 

_aparecerá una, .''.dona 11 turbulenta 
~ . ·' - . . 

envolviendo -la parte lnferlor,de .la eSfera'· y·Se forma .una pel.icula de agua 

en el ecuador; ES ta ··capa -~\i~eO:.fa :·¿~:¡~·mafia: h~~ta _ ~ue. :·6o~i~nZa· ·a :desprender 

gotas que son expeJida~' t~~~en~lai y h~~l~o~tÍ.lmen~e. "lmuiand~ w,~ fuen~e. 
En. est~ momenfo ·.e1:· ci"ii1110 ,·ya ·.:~~o·. Pu~de .-.·Ser· 'ob-ServadO , cl~·ra~~~t~'. Es.te 

patrón d~ f~uJ~ .-,~~~',i'~ '~~~·<~b~~;-~~d-~. en"·~a ~~~-ot~~ia~-i~· i:: 
A con i~ñua~i6~ ::· p~~Se~~-~~o~·: u_~-~ t.-~~_'1a'.·i" ~-e~~~1da: C c'~rte·siá_ ~ cte -ioS ---mismos 

autores), que· ~U-e~tra:.~l~s ~y~l.octdi¡d.e~ ·. ~ngú.1ar~s. ~n. ras cúalf.!s , se .. presentan 

D!AMETRO ANILLO, 
(mm) Hz 

9.55 40.6 +/- 5.6 .12.9.,9 +/- 2..3 . : 170;3 +/- 2..3 

10.00 57.4 +/- 1.3 90:7 +/~,¡-.5 •132..9 +t- z.o 

12..35 30.1 ·+1- 1.3 '84.-0 

14.2. 2.4.8 +/- l. 7 . 71:2. 

15.00 2.3.6 +/- 4.4 64.4 

Esta explicación es un bf.~ve·-~~esumc~:' del·, trabajo .experimental- que· nOs 

confirma que no es posible · ~~t~ne/~,\~~·:.: -~~t~:~· -~~,~·º:.;. ~n~ ~ .. · i~,i~r~ar·~>·-pl~~a 
simétricamente colocada. Ademá~· .. r~t,lr {~~ la·._ f~r·m~·\f~ ~~ i~ :·~~.ter~a~a. obi.enida 

de resolver las ecuaciones para, eL ca~b_·-.dé:-.·~q~~-Íib~i~·:.: 
- :, ,. 

Todos los patrones _de flujo y __ transiciones obs~rvadas en"el laboratorio 
. ' - ·.:-.>-·_ ·'> .. --.. ·. :.·:·- .·. :.-. ·:- :. ;·!· :. "'·, '":·. >__ -

deben ser predecibles por.~. la·: resOlución -de las ecuaC1ones -ct~ n\oVimlentO, 

inclusive en el caso no· e~{~·ci~-~a;Ío. Sin 
1

embBrgo, en :~~-t~'- ~rab~J~::, has-ta· el 
. - ' . 

momento no hemos podido obl~ne~·"una·-sol~Clón satlsfac~oria, nl-_.Pa~á. ·el caso 
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FOTOGRAFIA 4 

VORTICE DE TAYLOR 

FOTOGRAFIA 5 

FLUJO TIPO FUENTE 



mas sencillo. Esto nos indica, que todavia tenemos mucho que trabajar, ya 

que la resolución teórica del problema_ tiene un gran camino-por delante. 

3.5 .PERSPEG1'1VAS. : 
, < ·' 

Con los. resultados'. ob-t~iildos: h_".l'st~:': __ -·e1_--.'. ~ome.~t~~ ·.en .~ E!ste cap1 tu lo, 

resu1 ta inmediato con~1uir ·qü~-)~ '-mecá.Oica·~ de· í-ésoiUción ~m-P1ead.a, en -el Caso 

de rotación en url' ri·u:~do-/i ~~\--~~-~~.:~-~~'.·~~-d-~¿~~~a i--~~arid:~_· :Se e~'~UeO·~·;a Presen;e 

la intercara.-

Lo primero 'que·: se nos 
: . :;,; - ·::''.·:·_". :'.- :. .... '· ,__ .. · 

no puede expresarse -en términos·.-· dé ,vai-iB.bles Ys~P-~~a~_le·~· ,~~ ~·~n ; co"ordenadas 

esféricas. 

en 

otro 
·· ... · ···-_.·.·!. 

sistema c~'~;d·e~·~d~-- (cilindrlco·.: toroidal, i c{ue ·:tratar de 
; :·'«-_·---~~:>. : ... _._ >::- ::'.- ~-_.·-·: •,: 

encontrar uná. · sol uclón ·-no -~-~Paráb1·~: ;~~ .. --C~ord~-~ad~s · ;~~ré·r i6a!~-0'.· 

debido a q~e,_ei:· p~~~l-~-~~- ~\·le~~-~~ -si~~t~:i~ ... i~fé~{~-a; ,·~- 1~~:~~----e~;~~~~~·lonei:. qu~, 
representen las. cond~:l~n~s '.a 1.a ;;~n~"ra, se;~n másco~pli~ada~ empleando 

algún otro si~tema". ~oo-~·denado. :_; __ :_: 

También eS reComeiidabie' realizar ~-~'rturba!=~O~cs-.:~.l,reded~r__',-de1 -.:esiado ~".! 
equilibrio ·de'r.: sl~tem~~-, erl' -1~&~~. d~_::-u-tf uzar: -c~Íno _ p~-rám~tros ~érturb~-ti vos 

: . ~: :-.:-. . , . ' 
los números d~ R~YnOiéú;:· Esto-··, Oos·~.-~·v1tará-.·~:1a .d'lr1CU1ta:d-. que se tl.ehc al 

':' , ~,-, . . '.... _,' - . : .. · . 
emplear dos R (uno ~paf-a "cadci fluido) en'- el miS'mo · probleina . 

Debido a 
. :· . , . ". : ,' .. ·. ; 

la manera ;<_en _que ·obt'uvimos la So1uc!Ón 
·. . ' 

de 1 es lado de 

equilibrio y a facllida:d,-de-_mari1pu1aC
0

ión, lo- primero que -aebCiiarñ-OS intentar 

es replantear et" problema en coof.dcnadas cll indricas. 
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3. 6 REPLANTEANIENTO DEL PROBLEHA. 

Podemos considerar que al .efectual se una·pequefia perturbación al estado 
. ' ' 

de equilibrio del ~lstema s,e-· p~~s~n_t-~,··. lc ·-~lgulen~e.: 

pequeña. Debido a esto~es <~~s~bl~·:._d~~-~~~~i·a,/:·i-~s¡"t~Í-~¡~os no lineales en la~ 
ecuaciones de movimiento~· 

donde p
0 

y p' - s,on:· la~· ~resl_~~es de eciulllbrio y "dinámica del sistema 

respectl vamcnte. 
' ' . 

e) La e~Üa~i.Órl de· la superficie ·n·a ··se ve modlfiCada Con· rélc!ción ·a la 

que se pres~nta_- en'.equ'tlbrlo. ( z· = f(f) ) . 

La mecánicci que emplearemos consiste en ree~-cribir }~~ ecuaciones de 

movimiento y las condiciones a la frontera, mencionadas .cn_la sección 1.5.41 

en términos de coordenadas cllindrlcas.__ Aderñás _:utilizaremos las 

consideraciones mencionadas en los incisos a, b, e_ de: esta sección;, 

Para cada fluido tenemos las siguientes ecuaciones: 

donde el subindice l : (número (. 6 '2) indica e;l ·.fluido de que se trata 

(inferior ó suPerior). 

Sin emba!"go, __ sf __ ~espr_ec~am~s.- los_ t~·rRiin~s ~~:. llileal~s _y,_ eliminamos la 

presión se ti.ene el siguiente conjunt~: 
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utilizando coordenadas cllindricas podemos definir la función de corriente 

de la siguiente manera (considerando la-coordenada azlmtital .fgnorable): 

.¡.z 
vr = --r-' 

.¡. 
V·= _. __ r_ 

z·. r 

y sustituyendo en las ecuaciones de:m~~:i·mí~nto" tenemos: 

-- ·- - __ . ~-.-.;~ ... 

r4 R (r~ l{I + ~ .¡, -···~.¡,-- 11> __ · ·]~-·r2~~;_·_·:- + ·:·;~ -~'.: _r2_cZi 1· 22+_.~,·, l Ir IZ l lz lr-lz :.· .'lrr.,- Ir·. 
'" -: 

donde la 

' -. ' '· 

(3.5. !l 

(3.5.2) 

(3.5.3,4) 

(3.5.5,6) 

(3.5.7,8) 

Las condiciones a la -frontera· ·en la superficie de la esfera son las 

siguientes: 

En r = (! - z2 J112
: 
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,¡it,!Jlt 
= {.0,1 para: z0:s z; 

0,0 para: z < z
0

¡ 

;, ,·.--· . 

En lo referente a ,Ías c~rldiciones a la frontera en la intercara fluida 

z = f(r) J tenemos'.lo ·sigu_iente: 

Condiciones sobre velocidades: 

'I' = 'I' • 
tr 2r 

'I' = 'I' 
tz 2z 1 

donde: 

s = s(r,z), 

es la ecuación de la superficie y: 

as 
ar n =--

r IVsl 

-as--

az 
n = --
z IVsl 

son los componentes del vector unitario normal a -la intercara. 

Con respecto a los esfuerzos se tiene: 
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(J.5.9) 

(J.5.10) 

(J.5.11) 

(3.5.12) 



(3.5.13) 

(3.5.14) 

ci - ~)n .+ r~ n. o·, 
r · - , r z_z 

(3.5.15) 
.. 

Este problema ·rue resuelto por Schneider, D'.Neill y Brenner 0973) 

.·- .· : 
1) E1 campo :de veio~-1-~acfes~ eb · ~Ü~~~-ent_e azimutal . . -

las siguientes simplUlcaci?nes:'·· con 

. ··-: ''· .- ·.·· ... 
2) La presión de C:ad; flu.ido·~~ constante, por lo tanto, el gradiente de 

la presión es cer~'. .• ' ., •.. ', . • } .·. .••.•••..... • ' 

3) Considera ·-a priori que·;la-·1flte~·é:ara· eS.:.'plan~·. Con estás hipótesis 
> - _·:. ' : ~'.: ... ;·· .· .. 

las ecuaciones que se· requiren __ resc;>lver.;:s~n: 

~, c7. </>. z) ':' se,n~ [\ (3'. zl) • 

donde: 

y ¡y, q, y z son las coordenadas clllndrlcas.'.' Nuevamente el sublndice 

el fluido de que se trata. 

indica 

Antes de proceder a resolver las ecuac~ones, se replantean en términos 
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de coordenadas .ortogonales curvlllneas (q
1

, q
2

) en un plano meridiano </> 

constilnte (intercara plana): 

y: 

v2 ~. = o. 

Este sistema coordenado se .c?noce, .co_mo t~rOI.dal y: tiene las slguie.ntes 

ecuaciones de transformación: 

e ~en qt-'. · 
z·=-------

c s~~ ·q
2

-
r. :.-/ 

'::coSh ·qk\~:_~:·c~:~:- q~ 

Utll izando la solución de e Robln (1959), cié· la . ecuación de Laplace en 

en coordenadas 

expresión general para 

donde: 

---~ ;;_ ,-. ."> 

! •• 

séParable_s,_ se obtiene una 

n<(s) cosh sq, + 
o 

Las funciones A
1 
(s) y B

1 
isl s~ det~rmina~ a partir del ajuste de 

condiciones a:-ia fr~~tera .. 

La expresión de velocidad encontrada por ·1as autores es válida para una 
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intercara colocada en· cualquier plano meridiano (tp = ccinstante). 

Como puede observarse, esta mecánica .de resolución del problema ya ha 

sido estudiada· previamente, 
'. _-.· .···.-· ,_ -·.. '.: -·._ ·. 

y·_ si.· no _-.resuelve el ··-problema en Su forma 

general. Esto s¡~~1í~;~ q~e ~~que tod;,vi~ ~~;~te • l;,.\lml~~rit~ de que la 

solución· enc~~~r~~~·. s~{~ -;~:~~.·~~,lÍdá-" p_a~~.',;~~~~;·1~·~:;~C~-~~·~ ~:-~~,~~-: ;.'a~1~~~ y~ no se 

presenta la rest~·J.cCiÓ·~::-d~ .. '.qú~ ~·se, ~n~u~~lr~~,~~1~éÍ:~iC~;~~~·t·~,·-.~~iriCa-d~. 

Sin. emba·~go; -n-~s- enc~Üira~6s cllin · ~¡)·· Ún- ·-c~S~:·-partic'úiar«::~ que··:· en general 

no se pr~~enta -~n- ei ¡-~~~or~·~·~;¡:~~ ;,f~~-o;:":~ndi~a c~,~-~a'~-ent·~·.· ~u~.--~;~;~ .:·'~r~biema ~-º 
ha sido resuelto sati~faCt'o:;¡á·m,ente .·y qu~.~~.:~ucho camino. por ·recc:>rrer, para 

lograr predecir lo' que ~·~~r.;e e~p~r¡menia¡mei:ite. 
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CAPITULO. 4 

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 



4, 1 CONCLUSIONES 

A lo largo del trit.baJo_desai-roliado eri esta tesis hemos· ·podido mostrar" 

·10 siguiente: . . . - . . . . 
1) Para:el ca'so del prObleiiia de·ró~ac16n·cie·úria:·esfer_a ell:Wl flul~ó, se 

planteó la mec~lca ~e·:_,·;~:~~1ú~:~:6~. Complétbent~ y.-_ se· obtuyo una'.-, s01uci6n 

hasta - terCer orden: ... _ 

Las s~l~~i~nes~eO:~~~¡·~~~a:~. a b~dene-~ ... ~~\j~~<; ·tres ··:son :;:;:desarrolladas 
•''·-"·,·, .• ,o _-_,, 

~edlante , el pres_eiite :<~,r~:~~Jo.~ ·~:e·s ~.:~~;~r.·'.,:;~ no ·:'.'r~~~:C,:n / ~nco~t;~-d~~~ _ en. '1a 
~- ~~:-

revisión. bibÍlogÍ-áflca' efectuad_•· 

Como ya ~,~··. menC·i~~~m~>~-:~~tejl~~~en\~: nCls-~~-Ifª p-~~-s~m-~~ ~~~ ~,l ~Pt:~~lema 
está _'Prá~·t1caní~nt~. ~es~e·1-t~ '.Y: ·solo. ·feSta-~,i.a,: .. ~-1 asl ~~-; r~Ci~.1~~·~:; .. o~.te~e~. 'una 

solución -mas· ex~6_:l~ :~alc~~~ndo·-- 105 tér-miños ·. de ~~de~~:S. sUp~~iores.· ~ El 
.. -,·.. ·.:··:<··· ·:---··: 

esquema pl~t~ado· per~iÍe ev~1uar:.- ia:: soluCióil '.a .c.ua~~~e1:->.~rdeii á'. Piirtir de 

los té~mino-s ~¡~~¡~;e-~·>~; :.,-'~: e~. 
La fisica· 0

·: involucrada,. está ; d~scri t~ .~otalmente 
Considerando._ el· caá'~,_.~~,i~ci6n~r1~~ 

La forma , obt=~id~) ~¿}j~' t ... aye~toria i que ~lguen · las . particulas de· 

fluido, coin~i·d~ :)con .. ; l·~s ;:.~~se:~.~~Ctóne~·,_:·r~~·llzadas ;.'..·~·-. con la·:· fislca : del 
.·.¡,_ .Y ,,r•' .. ;_,,...· ,~ 

problema. Ei'- cáfculo- rea-11Zado. ~de .'.1a> tO'rca~ :-·a:, segúnciO ~ Or~erí, ~ COnCúerdá con. 

los da-~os :e~e~¡mentQ1~~;~': ~i~t~;~~~~ :-·~ie~t~~.~··~,~-~~~.~~~d~- ·-~~~~·id~-~·::·:pª~.a.'.: ~bt~~er·. 
~. . _;-'.'. "" . -· .... :: : .'··_. '.'. : ; . ' ":-

una meJor.:,'est1m8.é·Ú~~ ·~~· ;_1~·;·:t0.~6a :·Se re(i-uei-ú·1B:>enCOlitrar el: té-r"11no >de 

cuarto orden, ~~~·· ~~ba/go; ~l;á¡fa;¿iíiv~i.~~r~da
0 

~s ~~mpleja y. se ese~~ª de. 

finalidad del p ... es~nte t~~b~J~·. ~~ ~, < · · 
·- . - ' ··. ' - ' 

En_- res~en; ·creemos\¡utf la 'P~-~t~\::te'.·~·~·ta \.t~~i1s ·ded.ic~d~' a~·.e~te. problema 
.·. c. . - ·.· 

fue adecu~da y se l~g~~-~·on Obte~·~r !Os . resu.~ t~d~·~ .esp.erél~os de una manera. 

clara y concluyente. 
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2) En lo referente al caso de rotación de. una esfera en una intercara 

tenemos lo siguiente: 

a) El esquema planteado en ,·el- cas_o de .. un. fluid.e:>. no puede ser aplicado 

directamente pará·-:·~e;~í.V~~--:.: este pr_~Íúe~~-: :.: E~-tci_··/se :: debe ~·~-- q~~·- -·¡'a.~ 'so1Uc16n 

encontrada. restrin~~ ~l p~o~le~~ ·.a ·.·;.,. ~~so ,P..rt~cul~~. ·.·~~e d~~~:, l~ esféra 

debe encontra.rs~ ~i~~·t·~~-~-ª~i::n~·e,:~0·1~~áda'.~--~~ ·.~a:: í_~.-~-~r:~~ra~)>,1~0-~_.:.: 
b) Se caract~~.iz"ó-:·.7 ~U~ér-ica'me~t~ ~:· ei: ;:'-~'Sta~(o 0(-~d·e' · .. '~'CíUi iibr1~~.: dei- 'sis tema,-

encontrándose :·:_-.~-~e·:::-~:~: :··~~~er~~_:j i~ -i~~~~'.+~~ ~i'}~·:· ¡~--f~;~~~a,:;·'·n~ }.:·~~-ti~i~ce · · 1as 

. caracteristiccls. ~:é~~i~~~~~~ -<~ñ':-/e·( _ ¡i'·~~~~~:~'::: ~~te;i,Or'..-AdemáS - se el tan 

observaciones ~xp~;i~e~t~ies que '~f~rman ~~~o ;y mu~str~~ i: c~~plejidad del 
,·· 

problema. . : ;:: : ' 
. ·- ~ 

e) Con báse ~~:~:lo~.' a:nte~io~·· se _c~~c1.u.~ -q~e_._.-¡-~·-1iº.~~c1_~~ del .prOb1ema no 

puede expresarse·-en-:;Vari9.b1es::sep~-rabie~·,:>_~n :c~c:o·r-~f~ó·ad-aS; ~~férlca·s. :: 

Se sugiere - ·enCoiltrár_~--; .. una·.,-· ~~i~c~·:¿-~. en· .. variable& ... = s~·par8:~les · en 

coordenadas cliíOCú·l~aS'~· ,: r~~s~r~~i'erid~:·.·i~S· e"cUi!c'iOrie~~~dé' :·mov1m·1~n-t_o-. Y"'"'las 

condiciones -a 1 a·~ f r~n ter·a· .. _ e'n-:_· es t·~ ~~ s1S tem~--... E:~c·o·n tramos: ~~ ·.--¡~· i ~ ~-~;~~i ~·ra·~~ un 

anál !sis del p~o~i~-~~\". en--·" los .~:\é~~,í-n~~ .:, ~l~~t-~a~O~,· :· ~lnPieándo :·: B.igunas 

aproximaciones 8~~·~¡~na~e_s. (O' ~eii.1 ·, -·1;73)\ ~~~·.- ~-~t~;:.""~r~-~.~_Jo·;·~;e· ~~~~i:_~_~e ·; ~na 
solución llmi tad~· ai . .-~a~~- -p~~t.icu_·~~"r --~~~ ~.~ .· 1~~.·~_rC·~~:a · ~-ujeta_; a ·'1a · é()~di~ión 

41 = constante.' -~lri :i::~b~rg~~"·~:~.t~·~--~6 -~~P·r~~~~tá<l:ln;_-~-del~nto s~stanci~I a la 

resolución probl"~-rii~~ :_:._:A Pe~a·~~~~e .:·q~e -·~-~- -~·~;~e ._.-tráb~-~6 dé·. t~Sis ·no -~~ pudo 

obtener una ·so¡·~~-ió~- ¡~d~·~-~ad·~:;. S~·~ ~e_" ~egis~ró uñ avance imPortantl'. en la 

búsqueda de la ~o~m~>~~~~·¡:~~ -.~:~. re~~1Jer las ecuaciones de movimiento .. 

La forma inicial _de at_~-~~!: _':_~_l _, proble~a, __ utilizan-do. los resultados 
" -~-e -, • • ' •' • , • • 

obtenidos en t?i" ·~a~itui~.: 2,~ 'empl!?ando coordenadas esféricas, es -,la más 

conveniente co_nsi~erando · Iá. simetriéi del problema y el avance alcanzado. en 

el caso· de rotación en un fluido. Al presentarse la falla de esta técnica se 
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trata de ata'.car al problema replanteándolo con base en el estado de 

equilibrio. caracterizado en :.~oordenadas cil indricas. Esta mecánica también 

resulta convenlenle ·,si se _Cons.iderarl -- pequeñas perturbaciones al sis lema 

. . . 
Eslo significa- 'q-ue ·.las ::-:lécnicas de solución empleadas en• este .trabajo 

fueron a prlorÍ., . ;~C~i:~~es :· ·;i adecu~das~ tomando como base la r1S1c~, del 

problema. 
·· .. '. 

En eSte momen~o, s'e:\'iáne una buena experiencia acumulada,, teórica y 
-: ... · ... 

experlmentai~ ... d-.i __ e~~-~· fe~Óm~~-~- r-~slco~.··E~~o P.erm'i~lrti ~_b.us'?~r :·.r:'~~vas -r~las ... - .,.-_ .... - - -· 

que conduzcan a· .. enc~~tr~·~:. ~~ ··:m0d~íó·, .' q'ue· __ ~'eslll te:·: adecUaciO, para explicar 

algunas de -las obsery~.ciones ;_~·al __ i:~~~~~,: en--:_e-1 

.,. . ' . . 

Buscar_..alguna otra té~n~b~~ d~-·-~o·Í~c-ió~=.··d~l pr·O~le~a- no ... entra· __ dentro de 

· los alca.rices _-de ~,-1a.- ·pr·esent:e. tes-1s.~·~S1n-: embargo .~-qucrémos.·'e-SbO.Zar- brevemente 
·'-"·'.-' -- . · ... _. ~ ' -

la manera en· que ~e· p:¿dr~a·-._l~:te·nta"r r'esolV~~ ~·1- pr~Diem~- :d~ rot~~16n. en- uná 
::,:~ .{:'~ 

intercara. 

e~~~~~:t·~· breveniente en 
"· • .'- .:: ', •: e ,.; •.; ~ ~ ,- ': • • ' ' ; '' ,-• 

la sección ·:·.3~ s ~; de:,~·está'·- te~ls, -~:· 'no~·.'."'~o~duce···- :~ )'~esü'1 ta~t'~-s , ··i'mport'antes, 

podriamos tomar s~ · i~~~-. d~'« ¡~·,·~~ª~~~~c~~:-~~,e st?i~c:Í_~-~ ::~'~·:¡ ~r-~.~'{~~a."~: .: 
Como ya se ··~~n~-{~~·6·~_.~.~~e~'íor~~'ñt~ ;·:·'.-~!· :trab~Jo '.d~ sc~·~-e~~~r e~-tabléce·· de 

antemano. que···la '.::ro~~:-~ .. ~~·:.;\nt~~~a-~;~ 'ed·.:~ un·i:~~:~~~\ m~~-l~¡an:·: ~'.'.:~-~- -,~on~-tante, y 

resue 1 ve · las.'. ecua.clones ~.-:~.~ :;·~~ l~'i'.~~~~-~-·:· u~·¡'¡ i~·~~d~ .':'.~o~~~~n~cfás .: curv i 1 ine_as 

?rfogonaieS eO ~~e-. p1~no;· .í~~:--~~ales-- Sé.·~on.oC~n·-·c~·~o. tO~oid~.l~s. 

Es factlbl~ est~~léce;~·, 'en .U~~··prim~r_a clpr?Ximación 1 que'_ la. forma de la 

intercar~ en. equilibrio ~-o se ·modifica ·cuando se pre:senta la rotación de la 

esfera. Esto significa que la ecuación .de la intercara se conoce a priori. 
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En estas condiciones es conve~iente definir una triada de vectores en 

cada punto a lo largo de la superficie q.ue represent_'a a .las '.f~tercara _C~igura 

8). 
,. : . , __ --:-. ,; ' .-. 

Este conjunto.dé;'vectOré~·'no: repre-senta un Sistema·ortOgonal, ·ya· que a 

pesar de·. c(ue · e1:.:vec~~~ i:· e~<:-Ort'o~o~~·{:· a:: l~s: vecto.reS·: rá ::{~:q;': estos dos 

últimos. no ~i~·::s~~'.";si·~:."~~~~--~-~l~' ~.e~.t:~·~- ~~ct~~~-s &E7~~~:~~ ~~~~i~~~~t-~ e1 espació 
' ::-..:. ·.· ·: 

en tres dim8nslon'éS: ;_::;:~ ··,,:, 

Median~-~: e~:t·a.'' ~-~~~d~i'~~-'.~~;~·~to~eS'. ~~d~·~ci~ ~~;in;~;~"- u~;~-si~l~in~ ·_:~oordenado 
)-.·;. --.·.;". 

curvllineo-rio ort~&on_~ú ·a:·,,:~.0:1~~go.·;_de ·~~·.'_sºuP~~-riCíe :qúe- r~rma·_:,-la -iñte-rc-ara. 

Con este Ílu~vo si'~teni~--.co~rd~~-ado :-p~d~~o~- :~~-~s6~i.bií-.''.1as' ~cuÉÍ~lon~s d~ 

movimiento e int~IÍt~~,.~~s~lv~~i~,;. N~sótEo/~~P~~~~o~ ~u~ ~ia solu~i'~n pued~ . 
. ,;-.; . ' 

ser .. expresad!!. ~nº> términOs._o'de--. variáb1es·:~~~ep-~~ab'íeS;~- y ·~e1 :~~JuSté. cte 
condiciorie·s a la rroriter'~.-~.\;u~d~~ -:~~r .-~·~~c··i-~-a~·o:~<~,i~~~· .. :·~u'e·:: ·~e:·~-~resent~n las 

restricciones 'ffienc~onada~ '.eil l~.=~secc;:ió~'.==1· 2 de:'. Iá:'.: pr_~~~n{ef_,~e-~~S. 
~s c.onveni~rit~·::a·~;~r~r ~ue d~~:;~~-~~_-·q~~~,n~·-~~~ñfa~o~·~-·~o~ 'una ·expresión-

,:_.·<· ·, ,:· . . '.-~ 
anali tic~. de .la 'ecua~·ió~--: que representa ·,,_.á la"· irltercara¡ .·el . problema 

completo deberá a·t~c~rse '.t~l~i~·~~t-~"-- ·;n·~; f~~~a -~:~~é~ica~ pesar de· esto 

pensamos que· esta té~nlca. ~s -U~:a "bu~n~-·---~·u:·~·~.~~t~:v~ '.-·~~e, se p_u_ede:· tomar de· 
, . . .·. r~ ,' - ,. . ... - -:--. 

manera inmediata. P~!"ª · intenl~í-' .: ava~zar ·:·.",en ~.ia bÚsc:iu~da -de ta: -s-olución al 

. problema de rotación de ~na ·esÍé~:~ e~ un~ .i~t~~c~:r.a.-

Figura 8. SiStcmn coo;d.~nn.do propuesto. 
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APENDICE 

Es convefllente mencionar algunas de las propiedades de los polinomios 

de Gcgcnbauer, ya que· .. alg~~as -de estas- son uti Uzadas . a lo largo del 

desarrollo de la presente; tesis. 

Primeramente tenemos la:· e'.cuación' g~~erBdor'a . de los polinomios de 

Gegenbauer: 

y de sus poliÍloml~s asocl~dos: .. 

donde: 

y: 

K 
n 

~ n " k s t (n + 1 J, 

_ E 2n - 4k + 1 l. l _ (2k-1 J(n-k} ] : I~_2k+t Cxl . 
k (2k-1 Hn-kl: . . : .. , ... ;ncn-ll ·.· 

' -:::· ·::·.·'·: ·: '.>-· -.. ;:--<. · .. 
Con base en las ~~te~i~·re~---~-xP~~StO~~s. ·~e-. pÜede, mOstrar que: 

. li;=,.oE.n. ¡~1···=)< 

Tenemos también las sigu;;~t~s• ~el~cLne1 im~orlantes:. 

d a:¡¡ H
0 

Cxl = - .Q
0

_
1 

(X) 
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(A. I} 

(A.2) 

(A.3} 

CA.4l 



pn-2(><) - p (X) 
I (X) 

n (A.Sl 
n 2n - 1 

Q . (X) - Q (X) 
. Hn(x) = 

n-2 n . (A.6) 
2n - 1 

donde P Cxl y Q Cxl 
n n 

son !Os pÓlinomios de •. Legendre: y sus asociados 

respectivamente .. Es coverilent'e ··re~;¡~·~~ .. que; las últimas ··das ecuaClones son 

validas para n 2: 2: 

Con las . expresiones 'á~t'~~'ic>r·~~ '~-~·,, P~~en ·: <Íbtene~:. los polinomios. de 
: ~ ·, ._', . ' ·.. . " .. : ·. 

Gegenbauer; a continuaci~n · enllstaremo_~ alg~os -~e ellÓs:' 

1, = - " 

1
4 

= ~ (1 - x
2

J(Sx
2 

- !) 

y algunos de sus pollno-mlos asoclad0s: 

Finalmente se tiene: 

H = - x o 
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1 I 1
0 
(x) dx = O para n ~ o ó 2 , 

_, 
en el caso de que n sea O 6 2 el valor de la integral será· 2 y ~ 

respectl vamente. 

Mediante el conjunto de· relaciones:·: ar:ite_rlores, podemos, manipular mas 

fácilmente las ecuaclánes que se pre~entan- a lo largo cÍe ·la presente tesiS. · 
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