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RESUMEN 

El comportamiento dinámico de redes cristalinas con impurezas ha sido esrudiado 

en Jos últimos años mediante- Ja resonancia' Mossbauer. V~rios modelos teóricos son 

utilizados en Ja determinación d~ Jos ~amhl~s en Ja~ con~tanies de fuerza de_ la red 

impureza-matriz (i '\J.), sie~do, e~ Ja mayoría de Jos c~sos; algún ~odelo modi~cad:: del 

modelo de Debye. Tanto éste ~oni<.>',s~foÍocÍifi~aci~nes dan lrne~o~ r~~uJtádos paryi altas 
•. - . ·¡,>.: ... ,.,·.:-. -f~?:~/ -:(;~:> ~-:=: \-,._.'/~~:'-.; -'..::.!_'Cy- ;:..;:e:,--:-;:~<- ".~:5\' :.;~·~-. ;;_,_,; '.-. 

temperaturas pero tan_ so.I~ bu~nos resultad?s.cu_~lit.ati~os,;!1. "' casod_e bajas t,em~.¡-¡¡turas. 

Un modelo poco usado, debido a su éól11plejicl¡{d mátemáíica, es elmodélo de Miinnheim, 
- '• .• • ··~.;:-'"- ~oC· •h= '·.· \_, ;.;-¡t;_ ·::.'<''.--;,·· .. e··-' -~ ·· ;:-¡.:·. - -• .. o• . .,. , ; - , 

el cual ~s aplicable en cu~JquÍer i~tervalo de tempéraíuias. 
· ,··. ·-··: 1_¡:.,, ·:··C<"·· ... \o .'..:;··, e•:.-.... ·., 

En ei pr_esente iraoajo i:l~tos ~xperliÍtental~s par~ la fracción libre de retroceso f y 

el corrimiento D~p~Jer d~ ¡e~~do 'o;d~~ sb~ ~~~!izados p~~ra u!la lm~uiez~ de' "oSn-en Pb 
. . - - ; _., __ - .. ·.. .. ., .. ·. . - --

mediante el modelo de Mannhéim.' Lit determinación-de Íó~ ~ambios en las coóstantes de 

fuerza se realizó~~ el_ intervalo 
0

de tempe~~t~r,.¡~e 7_7 a 3~ ºK, ~~teniéndose un valor para 

el cambio e~ Ja CÓnsta~t~ d~ fu~rza de 0.81 :t' 0.05. 

Tbe recoille5s fraction f an'ci _th_.,-SODdata'of Sn ~ impu.rity in Pb are analysed for any 
;,, .. _'"· ·'', _. <. ·,··_, - :' 

force constan! change in tbe framework of Mannhdm's mod_el. On the basis of f~values, the 

force constan! ratio (J. '\J.'¡ turns out to be- 0.81±0.05. ExJlectedlyno localized modes are 

found to exist,in the system: 
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l. 1 N T R O D U C 1 O N · 

La dinámica de redes cristalinas co~ imp~rezas ha sido ~bjet~ de m;1chos estudios, 

tanto teóricos como experimentales; e~ los ~ltin'i~s a~~s s~ hanptbllca~o variós modelos 
.· .. - '. : '.- .. <·~- ''• . :: ·'·.'.. ~ -;':: 

de cristales impuros en la literatura, paraobt~nerinformació~ sobre las ~onstant~s de fuerza 

con y sin impurezas. 

Inicialmente se hizo un trata~iento cÍásico del problema, modelos semiclásicos 
.:_'- :. ... --~ 

fueron propuesto~ por Ein~Íein y Dellye. Po~teri¿,rmente siguie;on algunos modelos que 

hicieron si~ples modififacib~~s ;I · ~mdelci de D~bye Í1~~ta los iriódel~s n~á~ r~álistas que 
i - -.: - - -",· :.· - - - - . • .- - -~: -. - -·>."" . _- . ,·, ;.-; _.. - -.. 

incorporan simetrías, polariz~ciones y ~1ódificación de las const~ntes de fuerza impureza-

matriz asi como fos efe~ios élebidos al ¿a~~io d~ ma~a. 
La necesidad de hacer ~sti,~ últimos modelos más se.ncillos para el análisis numérico 

' . :.·.-,'. ;: 

(y as! útiles en la inter¡}reiación experimental) hizo necesario. hacer las siguientes 
-·:-,º ·.:·'.""'· ,-. :-.-,>--.-:>:, 

simplificaciones' en el análisis de las redes cristálinas: 

a) La ii11eracciónimfa:ireza:rc,j es a;mónica. 

b) Los cambios en 1áL~1erocéfotleS i111e;ll1Ómic~s esiá11 limitadÓs a los átomos más 

cercano~ a la imp11reza;,1odailas ~trasitlteracéioneswÍt consideradas sin cambios. 
·., ... :. ·. ;_. 

c) Unicamente se conskleran • impurezas ~~ladas (se· ignoran : los átomos impuros _,,.., 

ve~incis)'. 
. . - , 

El estudio de Íl~purezas aisladas en muy bajas'concemradones . pude ser realizado 

mediante la dispersión ih~1ásiica de neu:trones ~ l.a ~ediciÓn de los calores específicos. Sin 

embargo la baja sensibilida'd de la dispersión'inélásticá de neutrones y la medición. de los 
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efectos en los calores específicos en tales casos, impone un límite a las concentraciones de 

impurezas que. pueden ser investigadas con e~tas . técnicas. Una. técnica que per~1i1e el 
• " e: . , -,:. ''. '· 

estudio de impurezas aisladas en muy bajilS concentraciones es la; Resonancia Mtlssbauer. 

A pesar de su poco realismo, el modelo d~ Debye ~s toaavra'ürio·cl~ lo~ mas usados 

en la literatura ~ar~ ~nálisis d~ Íliná~ica de inÍ,pure~~s ~e~idi, ~s\h1~~~entt,, a sufácil 
•·• i· . -. .-_ . , ----· ... , ·. ·<-- ;-1. ., _,.' ... . , 

aplicación. El modelo ~e D~by~ ignpra todos los efecips; de la estru5í~rn ciistalil1a, asl 

como todos los eéectosrelacion~cfos éan la polaniaci~~;de los ráyos gamma y la élireédón . - .r . - . --.--,_,. ~ - - . 
de propagación de'los f~no~~~- El modelo de Debye es muy Úiil para una estimación de los 

- ,\'- .:.-~ .. ', _-, •;.< ::. .. -~·-·- •' ._· ·:·,·'- ... _'-~---.e:.~-.-_:·' : 

valores y en ~na interpr~tációri cualitativa deI pr~bl~filll'. ;.;i;ína~ropi~do p~ia un estudio 
,~,: •. :,-~ •. e-·. -

cuantitati~o dela diná_mic~ decrÍs1'áies:.s~_ban prop\(est~~;n ~1'paS°ado'?":'. v~;;os mod~los 

más elaborados que incor¡>Óran sin1etria8 y pola~~~ción del fonónO asi como un¡¡ r~~nable 
" -- ' -.--·, _-,·._· ··,; '. :· - º,'. 

representación füica de I~ resonanci~ natiiralde la impuráza'. . -,,,·-: -,·-----

Una teoríá qu~ es_ parti~ularmente· úÍil para el·. anális.is experimental, aunque 

frecuenteme~te pasadapór alt~'. es ia ;eoria d~ i~pure~s de~~i~oU~da Jilr M~~nheílll et· 
,. • • • ,, ' - • ,~ • - "• • ., r·; ·. • - -

al.~,..... La caract~rÍstica r~iidá_lll~n;al ·.· d~I modelo' d~ M¡nnh~im ~s. 1t d~. encontrar 
·t.'~ 

expresiones analíticas para I~~ ca~'tídades dfoámiciidelaimpÜ~czaindepetÍdientemente de 

la estructura d_el ~rlstál. esia im~~~~;~ ~í~pli·fi~~~ió~ ie o;iu~cf ~I ~ie-~i~~~ consid~rar .· 
--- .,, ' . '· ,_ --. ~-, - _.. '• . '" ', ·' - . _.,_ " _,_ •. '. - '¡ 

estrictamente rúéría5 centrales; en adición a lás résiriccionú.Ya niencioÍiad~s; Es necesario 

conocer, ademáS, 'ª corréspondi~nte de~~idad iie ~s¡~d¿s d¿1<;º°'¿~~acw{1>ar~d~atdna1 
puro, en combinación con iar!Zón de las masas M'iM (impu'r~za/ni~tliz). En el pr¿sente 

trabajo se ai:>tic,; ía 1eor111 de Mánnheilll en 'ª determinación de 1a ra~ón de 1as ~onst~tes 
de fuerza ('- ' \ ).. ). 
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2.ANTECEDENTES TEORICOS 

2.1 Conceptos Básicos. 

La emisión y posterior absorción (en n.úcleos del mismo isótopo emisor) de un rayo 

gamma sin pérdida de en~rgi: debi~~ al rntro."eso ~el núcleo y sin ensanchamien;o térmico 

es conocido como Efcct~> r.f~~s~auer .• ~e caracteriz~ ~r fa producclón. dC rndiacióo · 
', 

electromagnética co~ Üne~peftro d~~enérgfa. muy bi~n d~flnid?,de ial mOdoque puede ser. 

usado para resolver peqü~ñJ difere~ci~s d~ ~~ergi~. Su aplicación a la Quf~ica ~~ovlene 
~': _. ':.' --~~- .:·. -.J'::;~_,',_ ',)>:'.· .. :. -,:\·- ;:::)--_ ; .'; --:::·; .. _- _·.-:. - ·.'-~-'. ':- --:.~ .. > ::: ·: .. ~--: -.: - -~----- -. ·.·- :; : ·: -_:··-; 

de su capacidad par~ detectar ligern~ variaciones enia energfá de in~éracción entré. el núdeo 
, . .• " ,_"1,.- . ,· :'-. . . ·--- - -~-- ' -- . ' - .. . - ·-: - '.. _ _,- - . - -

y los electrones extra nucleares, variacio~es que antes bábiaíi sidó despreciadas:' 

El Efecto Mcissbaue.r ha sid~ deÍcctaÍÍo en 88 transiciones de rayos gamm.aen 72 

isótopos de 42 difeiente~ el~~~eift~s'~ .. Aunque·. e~ teorf~ está· p~esente ·en todas las · 
. .,,,,._ ''·· -._ . ·._ : .. . -. --- -··' -

transiciones de estadoSéxcitad~s al estado basé; su m~gniÍÚd puede ser tan baja qu~ no ha 

sido detectada con la5 téc~icJis ~ct~ales: ExisÍen varlo~ criterlos. q~e d~finen uri · isótopo 

Mossbauer como útiÍ para:aJ11ic~ci~n-es: los prlncipáles so~: 
J. El intervalo ~e energlideJ;s ;Zyos ga~ma de;;;, es/~~ em;.10 y150KeV, ya que 

los sólidos c~nen una. alta ub;(J~ió;; para ~~~ mell~res '.de JO KeVy para 

energi"f mayores de ;50 /(ev /~ en~i8fu ~e rei~~ó hacemus diffeil repróducir 
. . 

las condiciones para obtener abso'rción resonante. 

2. La vida 111.Cdia de loi ~ta~os dci1ai1s ~ debe ;,_,¡~; ~ntni oJy JO' ciiS; ya ijtie 
·." .. -;-· :-· ',· - - .. ' - - ;-·-· 

tiempos máyores dan líneas demasiado estre.chas para detectar.re y tiempos menores 

dan /(neas muy ancha$ que se co/lfimden con et'ro:Wo. 
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3. El coeficie/lle de co11versió11 i11temo a debe ser pequetio, de tal ma11era que la 

transició11 gamma te11ga 1ma gra11 'probabilidad de produci~ 1111 fotó11 y 110 111.­

electró11 de co11.,ersió11 ( a debe estar entre cero y di<'Z). 

4. La secció11 efic~z de absd,;,ió11 de la radiació/l J;a11i1~;, debe se~ grande (-JO" 

bam,). 

5. Que no haya désdobla1;1ie1110 'de ltÍ llÍiea, d~bÍdo a efeC/os hipe;ji11os, o sea que . . . . . - \ '. ' . 

la /111ea·sea 1ínica.. · ·' , . . -,~: -

Existen al~ededor de una' docena 'de isotóp~¿ q~·~ cumplen con los criterios 

anteriores. Destacan no~blerÍ1ent7 el: hierro, estañ~, anti~~~i~, ;~lurio,' yodo, xenón, 

europio, oro y neptunio, en menor grad~ n!queJ;- rutenio; tungsteno ~ itrio. ·. 
'-..... _- .· --_.: ,.·.-· -~--- :. - ': -. -::_ "·<_ . .---', "'. 

Consider¿in~s un' átomo aislado e-~ estado gaseoso-y d~finanÍos su diferencia de. 

energra· entre ~1.e;t~cl()_~~b (E,) .. ys~ ~~tadcí ~xcitado_(E,) com~ 

E=E.-~ (2.1) 

Si un fotón es emitido de Ün núcleo de masa M nioviéndos~ con velocidad V., éntonces su 

energía y momentoantes y después de.la emisión es 

ENERGIA 

MOMENTO 

ANTES: DES PUES 

E+ _!HV >'.E + _!M (V w)' 
2 -~ X. -·2. X 

HV x = M (Vx'•v):, Ev 
e 

(2.2) 

La diferencia entre la energía de la transición nuclear y el fotón gamma emitido es 
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SE= E - E, = iM( V,•v)2 1 
2MVx 

-}Mv 2 (2. 3) 
SE= 1 MVxv 
SE= En,. Eo 

La energfa'de,los rayos gamma es ~ntonces diferente.de la separación entre·los 

estados por una c~~tidad que derende p'rimeramente de la energía cinética. de retroceso 

(E. = 1/2 Mv2) q~i:es indeperidie~te de la \velocidad inicial del.átomo (V.) yen segundo 

lugar del ténnino ck, .; MV:v) que es' proporcionala I~ velo~i~a<I ~::y es una energía 
.;, ,·,.-

debida al efec!Í> DOppl~r. 

Dado que V, y v son mucho menÓres,que: la. velocidad de la luz ese posible un 

tratamiento no relatiVÍ~ta. La e~ergfa cinétkade tra:l~ción por grado de libertad en un gas 

con movimiento ténuiéo al azar está dada por 

(2.4) 

donde V', es la velocid~d c~¡drática llledia de los átomos, k laconstante de Boltzmann y 

T la temperatura absoluta. De (2.4) 

(2.5). 

entonces 
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(2. 6) 

Así la distribución de rayos .galtlma es' desplazada por ER y ocurre un ensanchamiento por 

el doble de la media geomét~~a ~~la energf~ de retro:esoy Ja ~nergí~ térn1ica promedio. 

Ver Fig. 2.1. 
. ' . 

·Los valÓres de E,¡ y E¿ pueden s~r Íuás convenienie;,¡~nt/expresados en términos 

de la energfa de ios rayos galJl~a como , . 

' (2. 7) 

donde P es eJ momento de retroceso del át~~IO. CÓmo .eJ D!OOleÍltO debe conservarse 

E' V 

2Mc' 

E~ 2Et 
y Hc2 

(2. S) 

(2. 9) 

(2 .10) 
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1 

~ 
l 

1 

'~""""'"'""' 
Fig.2.1. Dcspla1.an1icnlo y cnsanchamicnlo del cspccrm de emisión. 

Ahora podemos discutir la importancia de ER y E0 en la emisión y absorción resonante. 

Fundamentalmente la teoría de la radiación dice que la absorción está determinada por el 

traslape entre ambas distribuciones: absorción y emisión'º. Ver Fig.2.2. 

Se observa qu_e el área de traslape es extremadamente pequeña, por lo tanto el problema· 

asociado con el fenómeno de retróceso es de' gran im~rtancia. 

El ancho ci~' línea de 1tr~dia;ión ga01m~ puede ser cal~ulado del principio de 

incertidumbre de Heisenbúg."EI así llamado ancho natural, r,. depende de la vida media 
.-

del estado excitado 

10 



Fig.2.2. Traslape entre los cspcclros de emisi1in y ahsnrción. 

~ t: = ln2 t • 
' 

r,(eV) 4 • 652xl0 -•• 
t1(s) 

(2.11) 

(2.12) 

Los núcleos en el estado base tienen un vida media infinita y así una energía bien definida; 

los estados excitados tienen una vida media, luego entonces hay un abanico de energlas de 
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Jos estados excitados tienen una vida media, Juego entonces hay un abanico de energías de 

ancho r,. El ancho de linea es coilsiderablemcn1" más grande que el -ancho natural como 

consecuencia del ni~vi~iento:tém;ico t~n'to de los átcimcis de la f~ente como.del iÍbsorbedor 

( 8E = v'/c E), do~de ~.· es
0

Ja vel
0

<:>cidadrel~tiv~ d_~I niovin/iento. 

Los primeros intentos en la obténción de ab_sordón resonánte intentaron compensar 

Ja energía de retroc~s~. El ,áica el~ tra~iap~ :se i~~re~.{~tó me~i~nt::~; ~f~ct~ ~op~ler: 
aumentando laten1~er¡tura,~~.;c!Íant~el uso de ~10vhi~i~ntdmc~ánico (uitraccntríf~~~s): 
Varias técnicas más se i~tent~~on p~~á~omp.;nsarl~ e~.;~gí~

0

de ret;oceso~ mienÍras que en 
. - : '.:-~'-' - -·- '- : ,- . - .-; •. - = . - .-i': . -_ ' . ·' - -: "' - ·~ . 

el efecto Mo5sbauer la energíá de: ;etroéeso no e~ compens~da sino. eliminada: Mtissbauer 

intentó reducir laabsorción: ~~son~nt~ de,bi~~ al efecto Doppler del nmvimi~nto térmico 

enfriando a inuy bájas .temperaturas tanto elabsorbedor como Ja fuente.e En Jugar de la -

disminución e~perada, s~ encintró lln C<ln~iderable aumento en Ja abso;ción. 

Los átomos ~n 1Jº · sóUdo : se encÚentriÍn ~ib'rando -alrededor _de·. una posición de 

equilibrio. En Íos i~icios de la física cuánti~ Einstein y Debye Óbíuvieró~ lnf~~ii1ílciÓn sobre 

esas vibracion~s ~ediante la medida ~e Joscafo;es ~specíficos, especia,hnente •a bajas 

temperaturas; Algunos métodos nHlS modernos utiJii:an Ja diipérsión de ~eut~ones térniicos 
:· ''· ' .. ,.· ·. ' - - ' 

para medir. el e~p~c_tro de frc~Ílencias de Ías vibra.cÍon~s .. El.J:lfecto Mtissb~ll~r of~e~e dos 

caminos diferentesparaestudiár el.movhi'1iento atómico_ en h:is só!Ídos: 

]. La probabilidad dd emisión, ( o ~bsoi'éión} de rayos g~'!lma en Espectroscopia 

Mtissbauer está dado por f ( también llamad~ fracdón libre de reirnceso ): 

1= 1cnexp(/~i-;:->-l'lf¡~: (2.13) 

12 



donde 1 i > reprcS"cnta el estado inicial y final de la red. Aquí res la posición del núcleo 

emisor y K es e) vector de onda del rayo gamma. LipJdn 11 ha niostrado qÚe para oscilaciones 

am1ónicas 

f (2.14) 

< x' > es el desplazamiento cuadfático medio. de los míclcos vibrando en ia red, y así su 
~·.> -'· "-~.· ' . "- ·.. i 

determinación.es suficiente para cakular f; inversan1cntc. la medida experimental. de f nos 

da información deldesplazamientocuádráticomcdio de.los átomos en la dirección de los 

rayos gamma. 

2. El pico Milssbauer tiene uu corrimiento debido a la disminución relativista de la masa 

del núcleo que emite los rayos gamma. El corrimiento Doppler de segundo orden (SOD) 

está dado. por" 

115 
(v') 

-2C (2.15) 

donde < v2 > es la velocidad cuadrática media de los núcleos. La medidón de (SOD) 

permite, entonces, conocer la velocidad cuadrática media de los. átomosdentro de la red . 

Para estimar los valcires de < x'> y < v' > neccsitam()S un_ Jl1()d_el()_de _r"'d cristalina,se han 

propuesto varios modelos desde Jos inicios de la fISica •cuántica; ahora, sigui~ndo a Ja 

referencia (3], revisaremos brevemente los que ha~ tenido iúás acept~ción. 
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2.2 T<'Oría Clásica. 

Las primeras teorías sobre las vibr.aciones en sólidos consideraban a los átomos como 

osciladores am1ónicos clásicos en tres dimensiones. Consideremos primero por simplicidad 

un movimiento en una dimensión.: El desplazam!ento :de los átomos de su posición de 

equilibrio dentro de. la red puede ser escrito co,mo 

donde x. es la amplitud y w la frecuencia de la vibración. 

Entonces la velocidad y la aceleración al tiempo t están dadas. por 

- X = ~x0~sinúlt 

X = -x0 w2Cosúlt 

(2 .16) 

(2 .17) 

Para un sólido monoatómicci, si .A es la constante de fuerza entre los átomos de masa M, 

la ecuación de movimiento, es 

Mié (2 .18) 

de (2.16) y (2.18) 

(2 .19) 

Las energías cinética y potencial son 
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K lM·' l •t·', , :.. 2 .r- = 2 ,v . . \11 L7sen -~ 

P = l.Áx 2 
2 

l;. ' , z .r,,cos -w 

l f ' , ' zA· .r~úTCOS C.'Jf 

por (2.19), así que la energía vibraCi~nal total es 

(2.20) 

(2 ;21) 

independiente del tiempo. En promedio esto debe ser igual a la energía térmica de un 
- . -__ - -.,-. 

oscilador unidimensional, que es igual a kT por integración sobre una disuibució_n de 

Boltzman~ de en~rglas ( leyde lá e~Úipa~ición de la en~rgÍa ). Asl-que 

X = ~ 2kT. 
º Moo2 

(2.22) 

El desplazamiento cuadrático medio es entonces 

(x') <x;cos 2c.it) 

.!xi 
2 o (2.23) 

kT 
H:1 

La velocidad cuadrática media es 

15 



-'- ,.2,_~ 2· .~ (2. 24) 

Para el (SOD) necesitamos el valor de· la velocidad cuadrática media en tres 

dimensiones, que .para un °sólido isc;trópicó c~justamcnic tres veces el rnlor en una 

dimensión 

- (v') 3 (X') (2.25) 

Así que a altas tenÍpeiaturas,donde I~ icaria clásica es valida, f y (SOD) _están dados por 

E = exp (-K'..!!..) 
Mo:l 

2.3 Teoría Cuántica. 

i) Teoría de Einstein. 

3 kT 
2 Me 

(2.26) 

La teoría clásica falla ál explicar el calor específico -de los sólidos a bajas temperaturas 
C• • ' 

aunque fue bastante buena para nrnchos sólidos_á altas tempcraturás.La explic:<lciónse debe 

a que las- oscilacione>("eitán- cuantizaclas, esto tiene un profundo efecto en su 

comportamiento. Un oscilador armónico no puede tener cualquier 'valor arbitrario para su 

16 



energía, únicamente puede tomaryalorcs discretos múltiplos de hw, donde w es la frecuencia 

de oscilación y r. la constante de Planck. Además el esÍado de energía de ose.ilación más 

bajo no puede ser de cero energía, téniendo una energía de punto cero de 1/2 M>. La energía 

de un oscilador es así ( n + 1/2 ) hw donde n == O, 1, 2, 3, ... La energía promedio de un 

sistema de tales osciladores es 

donde 

~(m-})liw e·HHJ· 

f:e·(··-m-r 
n•O 

ñ e"-1f' 

es la función de distribución Bese-Einstein. 

(2.27) 

(2.28) 

La aproximación de Einsiein consiste en considerar a el sólido como descrito por 3N 
- ' ··' . 

osciladores cuantizados independientes de u_na frecuencia w únicamente. Luego entonces la 

energía total de una mol de un sólid,a es 

(2.29) 
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La amplitud del desplazamiento atómico en teoría cuántica está dada por la ecuación 

de la energía de un oscilador_ 1/2 Mw'x,,' (o Mw2<x2> ) a ( nw + 1/2)liw. Entonces 

(2. 30) 

dado que 

(v') 3(x')c.i' (2.31) 

Note que en el límile de altas-temperaturas 

lím (2. 32) 

y podemos ignorar el término ,1/2, obteniendo los resultados del modelo clásico. 

ii) Teorfa de Debyé. 

La teorfa dé Einstein da una ~xplicación _cualitativa acéptable de los calores 

específicos, pero los resultados cuantitativos no tienen una buena concordancia con los datos 

experimentales, -Pará logr~r mejores resultad-os es necesarÍo tomar en cu_enta:_la influencia 

entre átomos vecinos. Se puede~mosfiiu;qÚc las vibraciones son ~'(;J.;s 0

(fonones) wn un 

espectro de frecuencias G(w), donde G(w) es el número de modos con frecuencia entre w y 

w + dw. 
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El modelo de Debye supone que hay una frecuencia de corte. w = w 0 y que para w < 

oo., la distribución de frecuencias obedece Ía relació~ G( c.>) = Aoo'. donde A es una constante. 

A se encuentra de la condición de normalización 

con 

Esto da 

fG(w) dw=I 

G(w) Aw2 ,-

0 

A 

para (¡) <c&)0 
para w >ü10 

3 
3 
Wo 

(2. 33) 

(2.34) 

(2.35) 

El desplazamiento cuadrático medio es el valor medio sobre todas las frecuencias de 

vibración de 

(x>) =f.
0
º'' (ñ .. •:.!.)G (,W )-

1'-d. W· 
- 2 · · H w. 

(2. 36) 

Entonces, substituyendo (2.28), (2.34), (2.35) y (2.36) en (2.14) obtenemos 

(2. 37) 

Donde hemos utilizado las relaciones siguientes: 
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kO /1 li<ün 

" 
E¡ 
)¡(' (2. 38) 

r:;, ~ 
z-A,1,I 

Para obtener el (SOD) se deb~ promediar la velocidad cuadrática media sobre todas las 

frecuencias 

·( ')' . j''• (- · 1) .. e ¡,¡,, -
V =· 

0 
n.,'2,~ (w) Md10 

(2. 39) 

9kB 1 · (. ,')•· •a· 'd j lJ.S ,, ·--º .!_, 2 _L .·f 7~ 
He 4 ... B0 o . e •-1 

Para T < < 0n; la integral en (2.37) puede extenderse a + co, encontrándose la expresión 

para f 

f 
(

. E [ 2 '] exp. c .. l-•_ l ' '2n .T. 
.• 2 kB0 · 39~ 

(2.40) 

~'--------- __ , __ 
de la que se derivan las'sigÚientes cónclu-siones: 

_.- . -·_. . , ... , ::·:_-· ;:-
(a) El valor d.e f se incrementa s(latempératura decrece. (b) A mayor temperatura de 

Debye para un cristal, niay~r probabiH~ad ael eféct6 Méissbauer. (c) El método pued~ ser 
,·-__ - -·. ·._ ·:.. -.. ' · ... 

usado únicamcnt~ para r,ayi>s g~mma _de énergí~s relativamente baja~ p'orque f decrece 
< < < 

rápidamente con su energía. 
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2.4 Impurezas. 

Todas las relaciones anteriores han sido calculadas para sólidos puros, nuestro 

interés, sin embargo,-se enfoca a la dinámica de sóJ·i.dos con i~1purezas. 
En Jos pri~1er~~ tra;~~1ie~tostcóri~()sde,los ~robleina¡c~nimpilrczas, .Dewber y 

Elliot13 (DE). usando.• técniéás ,de funci~~es i de Green ~aiCuÍaror; el desplazamiento 

cuadrático medio ~n ia suposición de qu~ el áton10 impurb ~s c~loc~S;, e11,un. r~~eptor de 
•" '._'e ., •• ' ·'- ;· ·.- - • ••• -' .·, ••• • • .' '•.· 

" -- - ,,_. -. - . -··, ''"· :-.- ». :"' 

extensiÓn infinita: El mÓdelo tomá en cu'enta .el c~mbio de masa«iri el sitió de Ja impureza; 

pero supone que toda~ las cér~stantes d~ ru~'J"Za se nrn~tienen idéntica~ a Ja~ ;i'c1 c:istal puro. ,, ,,. ,,_. . ·.- - . ·-.·· ,_·.·· .. - ·:. ·- _-.. -

En este niodelo nci hafparáníelros ajusüibl~s. con tal que la 'densidad de esiados del fonón 

sea conocidaCEI ·modcfo muestia- cfuii:f tiene un~' fuérie dé~e-;d;~ci-a de ·~c-inasa de la 

impureza y da una depe'ndcrici~ de ¡¡j tempe~a:ura, cualita-tiv~men·t~ correcta. Los valores de 

f, sin embargo, no son ¡~cptatir~s, pues dffleren n~tablcn;~IJ~~ de los v~l~f-.;s ;iperimenÍales. 
l. •. - . ·,_ '·· ' '-·--. -·. - . . . ¡ .... :. -- - -. ,~ -·.· 

El modelo hace éviden;~ Ía n~~esidad d~to~ar e~ cuent~ la modiflcación de Ías constantes 

de fuetza en lá ve.ci.~d~d de Ú impureza. 

Se sabe qüe ~¡ esp~ctr~ vibracioríal de Íma red cristalina 'con impureza~. aún en 

concentraciones e~tem~j~mé~te b~jas[~~si~i~.•e~ el, caso general, de'ban~~~ ¿energía 

y pocos niveles 'discr~to~. · 

Lcís niveles_ discretos corrcspond~n a vlbraciones localizadas en el espacio. Además. 
,:: ___ .. _ ... -:~¡_-:·' .. . -}~,- ·:·::~·~.- >_._,.:-· .:! ~, ' .·. > .. ;., ·<. 

una gran pane de la. en,ergra:de estas .vibraci~me~ localizadas _está concentrada sobre· la 

impureza. Este problemá hasidoexaininádo~pór Kagand e Iosilevskii" en 

así como enélt:llso pani~~r~/eri el ~ue se su~one que las constantes de fuerza de ligadura 

de los átomos de la- matriz y los de 'ia impureza son iguales". 
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La probabilidad de que ocurra el efecto Mossbauer en una impureza, en una red 

cúbica monoatómica esta dada por la _función 

. ( i.1 :,\ 
f = l G(w ), M' , '.) (2.4l) 

donde G( "') es la funci<Ín de dis;rill~ciÓ~ d6 frcc~~ncias del espectro del forión, M y M' son 

las masas de los átomoi d~ ;~ llla;~z y de l~hnpure~a; re~pectiv¡mente. ¿s vibraciones• 

localizadas ~parecen·lÍ~ica~~~te cnel cas~~I' <M .•• ·. 
,- ·. ,•' 

Bryukh~no\: •et ;,¡,i~_is ha~ ~st~dl~do-la magnlÍ~d •de f y su clepri~clen~iá con la 
)·--

temperatura par~_ los'átom~s de e~ta~o.(119~n) en una matriz d~van~cÍÍo (M' > M), talio, 

oro, y platino (M_'.:<= 1';1>· , 

El resultado general para las cuatro matrices concuerda pan( los datos··~~pe~i~1entales y los 

estimados dentr~de la~pr~xÍmiición de Deb;~. usaÚ, una t~Ii1peratura éf~~tiy~ de Debye 

.. · .. - "(.'M)l 
e_eff· .. - e_ -¡ . .. .. M 

(2.42) 

- ·.· - . ,·;: .. , .. · ; -.- . ·:.-·: · .. 
donde e es la temperat~ra ÍI;, ocbye para la matriz. siil1n~~es ;e-su1tad~s fueron obtenidos 

para "Fe y 197 Au en va~as niat;i~es ~etálicas ;~r Ni~~1~6~~ ~akiJo~19• 
Más reci~ri:emcn~e ~a~Üheim y cola~~r:d~re~:. han eX1~~~ido el rrlodelo (DE) para 

tomar en cuenta eÍ defecto de ~!isa ~n el sitio de 1á impureza ~~¡ cdmo ~~ª ~l~difi~áción 

de la constan~e de_ fuerza l~cal. psando tééni~as de 

0

t~~ri~ ~egrupos, que ~xplotanla alta 

simetrla~ (OJe11_e,l shio d~~la__i~purez_a, -~cha11?bte~¡~~~~~:_sion~ pa~a <x2> Y_ <v'> 
..... _,, .. . ..·' · .. - . .', , , . - ·-·· -, ' . -

para fuerzacentral. Las expresfones fueron derivada5 para una impureza ·en una red de 

vanadio bcc pero también son aplicables a ~na red fcc. 
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3. INSTRUMENTACION 

3.1 Espectrómetro Miissbaucr. 

Para observar. el :efecto Mossb¡uer es necesario tener una fuente radiactiva, un 

absorbedor que contenga el mismo isótopo de la fuente (que generalmente será el isótopo 

de estudio), equipo para modular la velocidad con que debe Oioverse la fuente y un equipo 

de detección y procesamiento de datos, tal arreglo constituye un espectróiii~tro Mossbauer, 

(ver Fig. 3.1). 

SERVO 

AMPLIFICADOR 

ABSORBEDOR 

GENERADOR DE 
ONDAS 

TELETIPO O 
IMPRESORA 

Fig. l.1 Equipo para espectroscopia Mossbauer. 
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Una "iiuentc Móssbaucr" es un sistema 'llle emite rndiació1~ gamma (mediante 

decaimiento radiactivo), _donde p~rte de Ja radiación es emitida_ sin retroceso del emisor, o 

sea, con una íracción _Méissbáuer r considerable. Como las vidas medias de _Jos estados 

excitados de interésson muycortas (10" a 10·10 seg),' el poblar constantemente Jos niveles 

excitados del isótopo ~rnisor se J~gra por medio de isÓtopos radiactivos ,"padres'', que al. 

decaer den Jos ésiadós excitadbs\eq~~ridos y que tengan una vida mCdia ''larga"; Jos 

decaimientos más comun'es son:' 

1. Emisión de partículas ¡i con1~ en : 

2. Captura electrónica como _en: 

57 
Co 

27 

EC 
270_ d-

3. Transición isomérica comÓ en:· 

4. Emisión de partíéuJ~ a c~mo eri: 

57 
Fe" 

26 

241 _--·-a ____ -z31. 

.;-'\.; 458 .y - QJ !f, 

6.r/O -•seg 

9. 77 x/O ·•seg 

l. Bx/O ·•seg 

y· 

6. Bx/O ·•seg 

24 

193 -

n Ir 

57 
Fe 

26 



57co 270 d 

~_,0.16,rz::-
i /e 

/' - e 
5/2 ~>136.4 10 se9 

- 7 
3/2 14.4 10 seg 

1/2 
57 re 

Fig.3.2 Esquema de decaimiento del neo. 

119 m 

11 /'l. Sn 250 d 89.54 KeV 

100 7. 

EC 

,µ.G,, 
1/2 + ¡ o 

119Sn 

KeV IO - 8 se9 

Fig.3.3 Esquema de decaimiento del 11ºSn. 
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Suponiendo que el emisor y el absorbedor están en las mismas condiciones y que una 

pane de la radiación es emitida sin que _el átomo retroceda, entonces se tend_rá una gran 

absorción y una razón de ~o~Í~ó baja. Si se quier~ que los f~tones emitidÓs con energías 

"modificadas" puedan s~~abs~rbido~ ( .j ~ea que pÜedan excitar,los niveles tmcléare: del 

absorbedor), es neces~rio -c~~bi~~: sus frec~encias, -_ ió -que se. logra hi1paniendo -un 

movimiento relaÚvb_' ent;_~-1~ f~ent~y el ~bSCÍrbedor, de marÍ~ra que c~~nd~:se acercan la - ~,· ... '... . :_._ \ ' ·- .... ·;: . - "., ,. .. ·-'-:- .,, . -

frecuencia aumenta y _ cÜanclo~~ alejan. la fr~~ú~n~i~ dis~in~ye (por ~fecto Doppler). -

El movi~iento.im:artidoa •la fu~nte ha~ q-~~ laher~ía" ~:Iray,: ga~D1ª ~rnitido 
varíe, de tai- manera que cuándo ésta 5ea igual '3 la de exdtación 'del absorbedor éste sea 

absorbido par~des~iJ~ s~r ree~iticl~en._tcictal;;clire~Í~~e{ ~' p~~ir~~~ierta velocÍ~ad no 

habrá absorción y la razó~ de conteo ÍendrÍi un valormáximo; pero a vél~idad cero entre 
•' ' . . -. - ·. ·- .. - - -. 

sí, habrá mayor absorción y -poi' lo 'tanto se tendrá un -mí~Ímo en la razón de 

conteo(dispersi<:Í~ mmilD~). 

Las velocidadesusadas para modificar le energía de las gammas está dada por v = 
r/Eo;c y es de; ~rde~ de ~m/s, las ~~ales pueden prOcl~cirse mecánicaÓlente en tornos, 

' ' ::.- -· . :. '. . _:. ''.,:. .- . . . ~ ' ' - - -' . - : _-: -~--·_ 
discos giratorios o ~istem~ hidráulicos, ~ct~alménte se usan irasductores el;é:t~O'magriéticos 

o bocinas de ali~ fidelidad~ue se opi,ian e'lec;rÓnicrunente. En el cáso ~n qu~ la fuente y 

el absorbedor. no es~án e'n laS iiti;IDas condiclóne~, ei mínÍmb dé la tra~:ii;¡~;ón no 
- L ·-- ~--;:~'.~~---,- ... ;;:__o~·-' --·- -~;c------o-,. 

corresponde-al cero de velocidad y este corrjmiento del cero de ~elocidad corresponde a la 

diferencia de energía entre la de la fu~nte y' la del absorbedor (corrimiento i~mérlco). 
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Los rayos gamma emitidos por la fuente penetran el abs.orbedor y pueden ser 

absorbidos resonantemente por núcleos Mossbauer ~e la ~isma clase que los de la fuente. 

Después de un tiempo ·~ la dcsexcitación eri el absorbedc>Í ocurre mcdianÍe la emisióó de .. ·. , : ' ' _, ,_. 

rayos gamma, raybs X, elec;rones, etc. La dete~ció,; de estas emisio,;es se; efectúa por medio 
' ' , . . - ' - . - - . - ·-· . . '. . - : , , ' ·. '~; . ;.' ~-- :. . . ; --~ '-·'. . 

de un detector. Hay difcr~ntcs tipos de det~ctorcs, si.indo.1C>s más comunes : para la 

detección . d~ . :adiación electromagné;ica l~s sig~ié~t~s: L de cent~lleo: · con;adores 

proporcionales y los de estado sÓ1ido.Los1iuÍsosreCÍbldosen el detector~~" s~leccionados 
-- :. , .- ' •'• •' .,·:• •, ·,·.· '. •. ' ': •.r 

en un monocanal: El monocáriál 'es undispositivo'electróÓico con dos ilÍscriminadores, uno 

para la linea base y ot~~ ;:~a el a~c6hde,la ve~tan~. pcrniitie~d? ~¡ an~iizar. ÍÍ~ic:~ente 
el puls~ de. inte~és (·zJ.~75 K:.;v del •Í•sn).' ¿s pu¡sos que'·salell del ma~iicanál son . -- . , -·· . ::.::_;.:.. -· - -- --':_~·o- ._,, __ -º_ - ~ ~- -__ ._ _, - - .. --=-::... -- -- - ·""'-- - . -- . -

procesados en un rÍmlticanal, qlle puede operar d~ dos nÍa~eras; coniC> ~ri~lizadC>r d~ altura 

de pulsos o como mÚIÍiesc~lador: ,c;.;nÍo rirnltiescal~dor c;da ;c~.nal e'st~ a~ieíto u~ derto 

tiempo hasta_ que se abre el~~i{álsig11ient~; mfontras el. enésimó .can~! esté abiérto .admite 

todos los p~Isos del d~tectii\11~ éo~espon~an : un~ velo.;;dad ;eni~ v.~~.·:+-·. A V 
Graficand~esta razón d~ éónted co~o ~nción ~e !~ ~e10<!i~~d 5e obti,ene el espectro 

Mossbauer, una Lorcntzian~ inv~rtida cara~teri~~ndo ~~· ¡i;,~i~ió~, sú a~chonaiural de Une a 

y su amplitud. Ver Fig. 4.1 y 4.2. 

3.2 Características de las Fuent.S Mossbaucr •. 
- -c. - .- ,--- '. .· 

Existen varios criterios que deben tomar.;e en cuenta en la preparación de la fuente 

de un isótopo Mossbauer'º· (1 )Primero· que todo, si hay difere~tes transformaciones 
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nucleares que producen el nivel nuclear de interés, se debe elegir preferentemente aquel 

que da Ja más alta intensidad y que tiene _la vida media más grande del núcleo precursor . 
. '~ .- . . . .. 

(2)EI espectro de energía de la fuente, 'que podrfá depender del materl~I d.e la matriz ( 

fondo Compto~ ';' rayos X). deberí~ ser tan si01ple como sea posibl~. espccial~ente .~i uno 
'' 

planea usar técnicas de in~égración de. corriente; (3)La composición ,química d~I Ínat.erial de 

la fuente debe ser tal é¡~~ ~r~uzca una lfnea de eílli;ión tan intensa y bien d~linid~ como 
' ' ··-.·. -·:. ·-·· '· :1 ... ·." '·'·' . ' ·--·, . 

sea po~ible. (4ÍEI fa~tor Debye-Waller, W, ( f,.00,. ~: exp(: W )), debe;~.~ grande pará 
,,_:: .. · __ ·.. :·· :..'.·"_ ' _,_;_> ::.,·.> ->:>-: '. --::: . 

disminuir la autoabsorción en los núcleos de la fuente. (5)EI material de la fuente de.be ser 

qufmicamente inerte durante la vida media de. la fuente'. (6)tos áto.n1os'~Olis~~es ~eben 
estar en un medio cristalino para disminuir el retroceso y el.ensari~haíll'iento}énnico. (7)La 

energía de l~s rayos gammas emitldos deben estarentr~ 16~1;ri~eJiya q~~ para energfas 

menores de JO KeV se produce una gran absorción en I~~ s'Ó1ídos;{p~;~ en~~gías ~or~friba 
de los 150 Ke V, la fracción libre de re_tr.oceso f, que es ~;Óp<>rci~Ü~J a ~xp(-E/ ); disminuye 

rápidamente (ecs. 2.9 y 2.37). Adem~ la sección ~lic¡jz d~ ab~r~ión de los rayo~ g~'aima 

u 0 es proporcional a Er·' y también decrece cuahdo Ey,aumenia;'(B)L~ vid~ íl!edia.dé los· 

estados excitados debe, esta~ entre 0.1 y 10' ns;,parati~mpos nrnyor~~ dE es m~nor y Jos 

anchos de linea son muy pequeños y diffciles de detectar; en el caso contrarÍ~ )aS Ílóe~~ son 
.- ,. . ,. ·' -.• -.. .. '· -·; - . - -- - ·--· 

demasiado a~ch~; tia'~ obti~n/inr6niiación pues ;Í e~!'<!~tro s~ con~n~~ c~n el fondo. 

(9)La interacción entre Jbs f~tones~mi,tidos por el núcleo y J~s electrones debe se~ pequeña, 

lo que es dado por el coeficiente de_ cohversión interna_ a. -
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3.3 Características de los Absorbedores. 

La preparación del absorbedor· Mossbauer está detenninada esencialmente por tres 

factores a saber: la fracción .de ab~orción; el ensanch'amiento del ancho de línea debido al 

incremento del grosor. del abs<?rb~dor y ladis~inución de la transmisión de la radiación 

resonante PoÍ- incremento del gréí~or d~I alÍ~orbcidbr. ~ fr~cció~ de absoréión está dada por 
·. ::: ·: .. _:-·::·. -:~:-.. \~- ¡/<' ·:? ' .. 

É =I - ;,-~./0(if). (3.1) 

. . . 
si t .está dada en cen!flJ1emis; donde J0 (i Í/2l es. la fu~:ión Be55eide orden .¡,r~ y tes el 

grosor del absorbedo~, yÚb~ s~r íán grande como seá posi~le, que de acúenlo ii la Fig.3.1 

implica un gfo~or.ld rlíás gran ¡,¡;sibl~. áto, si~ e~.barg6; est.á en c~ótradÍcción con la 

razón de. conteo ~nel d~tector, 1 /J~ .. yá que éstá de¿rece eiqioriencialmente con el grosor 

del absorbedor; definimos A ~1 ;·Una función que au~enta F~n ~¡ grosor, ~~m~: 

I 
r. 

tJ.rel 

e-raii 

donde M1: es ~¡ peso atómico 'del i-éSimo átomo en la molécula de masa M. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

µ.1: el coeficiente de al:>s<lrciÓ~·deI.átomo i para rayos gamma de energía E. 

NA: número 'de Avogadro . 
. _·, -

B: abundancia relativa del isótopo Massbauer. 
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z 
o 
¡j 

~ 11 

.,, 

1-~ 

~~ !/ 1 - ,- ''l,( 1/2) 

·"¡" •¡ ""''"l" 
' Fig. J. 4 Fracción de absorción en función del 

grosor del absorbedor t(cm). 

0 0 : sección eficaz resonante máxima (E = E,). 

fa: fracción libre de retroceso del absorbedor. 

Adicionalmente el ancho de linea se incrementa con el grosor'.' 

(J .s¡-

donde t debe de estar en centirrietros, en consecuencia la resolución decrece con el grosor 

del absorbedor. Es necesario, entonces, optimizar la función g(t) , que pondera los tres 

JO 



efectos mencionados 

g( t) 

g(t) 

para obtener el grosor óptimo. 

Fiq.3.5 Gráfica·de q(t) como función del grosor 
del absorbedor. q(t) es máximo a t=2.2 cm a una 
teaperatura de T=298°K. 
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Como una aplicación de las ecuaciones anteriores, en la Fig.3.5 se ha determinado el grosor 

óptimo para el "Fe en una matriz de acero inoxidable. Do~de12 µ = 58.8 cn12/g y f.(298K) 

= 0.70. El grosor: óptimo se obtiene a t= 2.2 cm a una temperatura de T = 298ºK, que 

corresponde a 6.23 mg/c~12 para una lámina de acero inoxidable. 
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4. APLICACION DEL MODELO 

4.1 Modelo de Mannheim. 

En la aproximación armónica; el Hamiltoniano de un .cristal en 3N-dimensiones está 

dado por 

H = L /f,( q) ·• t L,A. p( q, q~ u.( q) uµ( q~ 
a,q 2M(q} a,p,q,q 

(4 .1) 

donde P •. 0(q,q') y u.(q) representan 'el ·momento y el desplazamiento del átomo en la q: 

ésima celda;. A.,;0 •. es
0

·1~ .. cónsta·~·te dé-· fuerza -'de · segu-ndo orden;· De• la· ecuación del 
. ... ' .: ~ . ; ;~ ' . ·' 

Hamiltoniano se obtienen. 3N ecuaciones de. la forma 
-" '~. _.-- < ·.- t- - ; - . :-· 

M(q)ü.<~l ; ¿·A~,¡,cq,~')up<'1'r = o 
•• ·- < ~ p,q!>::· .. _, __ ,._,:.-·· -,_ o·-

(4.2) 
¡ - • . ~ - :- - - • 

Tomando la depe'ndencia te~Jl<l~i1 de las vibraciones como 

(4. 3) 

o (4. 4) 

>-'- ·-. - . 

Ahora nos réstringi.mos al casó d~:-Una impureza.-~n defecto de punto, y suponemos que no 

hay cambio en Ja e~¡ru~!ura de Ja red. Los ~ambl~~ son introd~cidos como una perturbación 
•,. ._ - ' - ., '." . 

donde se ha expresado' po.r separ~do Jos cambio.s en' masa y fuerza.-
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V.~( q, q') •-( M- M') cJS.µS( q, O)S(q 1
, O) •-'l.µ( q, q') --'l.p{ q, q') (4.5) 

donde tas primas denotan et cambio cte. parámet~os; entonces podemos reescribir la ecuación 

(4.4) como 

(4.6) 

Definamos las tuhci~nes de Green 

(4.7) 

Para un crista! purÓ definin10.sia m~tri~dinániica 

(4 .8) 

·~:'---- , 

K es el número de onda ys~s ~igenvalore'~ sori'1~s frecuencias caracterfsticas_ w '¡(K) ; sus 

eigenvectores son oi.(K¡; · -

Los eigenvectores son_ ort<lgollal~s y norm_alizados 

(4.9) 

asf que la solu_ción _de (4.5) és -
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u0 = E g.,~( w ; q, q~ l¡í, y( q, q1
) uy( q, q 1~ 

p, y, q, q' 
(4.10) 

El desplazamiento cua.drático medio y la velocidad cuadrática media quedan expre~ados por 

(x') = 2,JmG1(co). coth ('2"') .,- 1dw · 
2M º·· · · ·. T . 

(v. 2 ) = ¡/JmGd.>·.·. cot~ ·.·(.~) i.xJ¿,, 
2M 1. o • ·.. 2T · · 

- -.,·: ' 

donde G • ( w) es I¡ fu~ciÓn d
0e ~is;ÍiÍ:i'u~ión de frecuencias de 1.a impureza: 

G'Cw> = (;}éw>(c1~p(~)sc~>i'/HrrwGCO)lPCH2 f. 
- -- -- - • -- - :;o_ -- - ·-'~-

p(w) 
- ~ ·. ' _. 

S(w) J w•' (w•~::.,, )' 1G(Ol')·d~· 
' .· •', 

T(w) w•J ( w• 2 -w2.¡-2G{w•)dw'. 

~ es la razón· de las constantes de ·fuerza 
:X. 

(4.ll) 

(4 .12) 

(4.13) 

(4 .14) 

La condición necesaria pará uít" rnodci localizado de vibración de frecuencia wL está dada por 

l + p(w)S(w)=O (4.15) 
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Maradudin'º muestra que el corrimiento Doppler de segundo orden para altas 

temperaturas está dado por: 

t:.S = 3kT[1;.1(· .. ·.J, )'. M.!..i.t ·~] 
2M1c 12 kT M' 2. "' l. 

(4.16) 

donde el primer término es .el U~ité clási'co. 

4.2 Métodos Numért.i~sAplleados al ~Ódelo de Mannheim. 

La sol~ción ~umérl~a idin~istl" fu~da~entalmente de cuatro pasos: 

1) Representació~··d~"la '~nd~n dé;interés mediante un.polinomio, necesario para un 

tratamiento ·nuniérfoo.··.· . -· . . -· 

2) Cálculo de 1ás int~grale~ por alguno de los mé~odos numéricos conocidos. Obtención de 

una familia• de.~urv~ qJesati~facen I~ con~i~iones d~I 'p;oblem~ en.térmlrios de los 
,.· - /• - . ·--- ' '-,-, -- - ---.----.---o.-- , ____ - _-_ -_ ·-

parámetros est~bhÍ~idÓs. 

3) Determin~cióndel~ inejor curva median;e la técnica de mínimos cuadrados. El \'alar de 

.- ,., . ' - :;.-, ; 

4) Elabora~iÓn de 1;,s·programas requeridos. en cada, Únode los puntos ánteriores. 

;~<·~ .. _,;·:·:·:~:~ ,>··:.;:···-'<':,- >.,'·_ ~" - : ___ ~·-_--.'. < ·-~:--' >.:'· 

Una breve discusión d~ los puntos ~nteriores se pr~Senta a ~ntinuación. La teoria 
- '.' . ' ' .,,, -·· -, ,.-, __ ,, 

básica se puede ~n~ntrar ~n cualq~ier: lib~o de teicto de ~náÍfsis nuii\érico. como por 

ejemplo en·· "Análisis Numérico"; de. Ri~hafd L Burde~ y. J.~Douglas Raires, Ed. 

lberoamérica, 1985. 
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Polinomio interpofante. Sea P,(x) = a. + a,x·+ a2x-' + "+ a,x' un polinomio de grado n, 

dada una función conlinua f en un inlervafo cerrado, e~isle un polinomio Pn(x) tan "cerca" 

de fa función ·r_ coino sedesee. Esle resuflado se expresa más precisamcnle medianle el 

leorema siguie111e. · 

Teorema Íle ¡~.'.ox1.;1aciÓn de \\'eferst~~s. Si f está definida y es conlinua ~n [a,b], dada 

E>O, existe · un de que 

1 f(x)- R;x)J ( s 

La rep~ese~tación de\n~ función c~nlinua med_iame un p_olinómio de aproxi~ación 
P,(x) ¡iermil~ fa ob1~Íí~iÓ~ d~ la d~rÍvada y fa intf,graf indefinida de unaJnanera muy 

sencilla, ya que en ·anifiós casos es ó1ravá un polinomio .. El leorema de Weierslrass es muy 

importante. desde eI~unto. de visla ie;rico, p~ro O'n<;>. ptiéde •- u~ars" .efc~tiv~1!1.ente, para• 
.:,,; 

propósitos compuÚcionafos.En la'práctica Íloso.1ros en_conlramos un polinomio de grado n 

que esté "cerca" d~ u~~ r:a~ió~~ada,~fr~d~d~rdeº~npu~10", 
-_ ,.._::;·-. ---·>- .>'· :\' .. , :-·-·:.·· -. . ·-: :-:-._ ·, <.: .:· -

Un polinomio PéoÍnci~i_rá ~n unafun~ión fen u_n punto"" preci~ám.,nle cu~ndo P(x,,) 

= f(x,,). El polinolT!io ten~r~_la~biénl~ lllisn13di;ección, que 1/run"ión f en _(X,,; f(x,,)) si 

P'(x,,) = f(x,,). De manera ~illlnar,ef polinolllio ~~ené~im~gradoque inei?fªP~~ximaa la 

función fcerca de x,, tendrá tánt¡;sderi;acl~en~~~ri s~apo~ibleque ~oincfdan c:Ón fas 
, . . . ·.--.·. ': "';· -- . 

de f. Esta es precis~men1e la condición que satisface el póifnomio de Taylor de enésimo 

grado para la funéión f en "' : 

· (x-x)' 
f(x) +f 1(x) (x-x0 ) +f 11(x~) zf- • 
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el cual tiene un residuo o término de error 

(4 .18) 

Como los polinomiós de Taylor tienen la propiedad de que toda la información usada en 

la aproximación est~ ~on~~ntrada en un punto, o sea en "°' la aplicaciónde -los polinomios 
' ,.<· ---... -: ·.: -- :~---. ;<.·' .,_...,_ : ><:'._ __,·. -· :: 

de Taylor se limita a sitÚacim~es donde las «ipro~imaciones -éstán muy cer~a de Xo· Para 

propósitos de cómp~tci e~ má~·~fic.iente usar mét¿dos q~C! incluya~ infomiadón de varios 

puntos. 

Pollnomio'Jnterpolante de Lagrang-.,,: Para gen~raliz~r el concepto el¿ in-terpol~ción lineal, 

consideramos la cons!ruc~ión ~e u~poli~on1ici d~ ~~adoa 1ori1ás 

0

n que pase por los n+ 1 

puntos (Xo,f(Xo)), (x1, f(x1)): ... ,&. f(<)). ~lpolf~~nii~ li~~al qu~ ~~~a p~r (X,,, f(Xo)) y (x,. 

f(x,)) se construye usandci los cocienÍ_es 

L 1 (x) 

_, __ ,-: 
-(x~x~) _ 
(X1~X:al -

(4 .19) 

Cuando x = x,,, L,,(x) ,;,, 1 mientri.s que L¡(x,,) ""O; cuando ~ = x1, l,,(x1) =-O mientras que 

Para el caso general necesitamos'construir,pan(éadii k,;,, 0,1,. . .,n, un cociente L,;,. con la 

propiedad de que i...iX;) = Ó cuando i =!= j y L.;,;(x.) = 1: Para satisfacer que L, .. (X;) = O 

para cada i =!= j ~ requie~e qu~ ~I numeracl~r d~ L.,, co~tenga el término 
, - '.· \· . _' -·"- . 

(X-X0 ) (x-x1 ) (x-x,) ... (x-x •. 1 ) (x-x.,1) 00·(x-x
0

) (4.20) 

38 



Para satisfacer L,,.(x.) = !, el denominador de L. debe ser igual a (4.20) cuando x = x,. Por 

Jo tanto 

L (x) = (.r-.1·0) ··-(.r-xt.1) (x-x1.,1) ··-(x-.r.) 
n.k (x,.-.r.) ··-(xrxk·l)(x,.-x,.,) ···(x,.-.r.) 

_ n (x-x,-) 
L •. ,.( .r) -;~ ( xA.-x,-) , .. 

(4. 21) 

Resumiendo. Si x.,, x1, ••• , x,, son (n+ !) números diferentes y f _es una función cuyos valores 

están dados en estás puntos, entonces existe un único polino1!1ioP(x) de_ g~ado a Jo más n 

con Ja propiedad de qu~ 

(4.22) 

para cada k =O'.!, .. ., n. ESte polinomio, conocido como polinomio de Lngrangc, está dado 

por 

P(x) 

n 

P(x) ='ka .f(x,)L0 ,k(x) 
(4 .23) 

donde 

(4 .24) 

para cada K = 0,1,. .. ,n. Finalmente podemos expresar nuestra función f en t_érminos del 

polinomio de Lagrange; 
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f(x) = fl:x) 1 ÍÍ(.r-.1") f(n•I)( e) 
;.o / (mi) 

(4. 25) 

donde el segundo termino del lado. derecho de Ja ecuación es el residuo o término de error. 

Integración. El método básico iÓvolu~rado para aproximar 

r~(X)~X (4. 26) 

' . . . ' 
se conoce como cuadratura numérica y usa _una suma del tipo 

n 

.L: aif<x,) (4 .27) ,., 

Los métodos de cuadratura se basan en Jos polinomios intcrpolantes; .sea { x,,; .... x,,l un 

conjunto de nodos en°u~ in¡er~al~ (a,b], si;, es el polinomi~ interpolante de Lagrange 

n 

Pn(x) = -L f(x,)L;(x) (4.26) 
, i•O ~ 

,'-,~ 

integramos P, y su término de érror de truncamiento sob.re (a,b] para obte~er Ja fórmula 

de cuadratura 

f f
li". . ,_: . 'Jb"' (xcx,)fCn•t1¡·~(x)) 

f(x)dx: . Lf(x,)L1 (x)dx+_ . n. . l) 
1 

dx 
4 b - "..t•O ', · "i•O - (n~ 

Í: a,f(x; )+( 1
1
·'·.) 

1
.J- b &

0

(x~x, )f<•·1i ( ~ (x (4. 29) 
i•O . n~ . 4 (.f•o 

donde e(x) está en (a,bj para cada X, y 
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J,bL;(x)dr, para c.1da i=O, I, ... , n. (4.30) 

Las fórmulas de Newton·Cotes (Trapecio, Simpson, Simpson 'tres-octavos, etc.) son 
. - ., -~-:. .. ·'«"-.· . '>' _·_ . . .'. . " ... 

generalmente ápropiadaspara usars.é'-sobré-intervalos-de integración cortos; en intervalos 

grandes se necesita ~tilizarfórm~i~ de llluy al;~ graclo cuyos ~alorc; para los coeficientes 

son difíciles de obten~r. Por otro lado, l:srÓi-;nulas de Ne~ton-Cotes esiáiibasaclas ~n 
: __ '_.·· < ,~-:.<, :··_ ·: ----·~:~_ " -' -~... ··:'.·-~-- _. 

polinomios interpolan tes éjúe usan nodos igualrn'ent~ espaciad~s. éste es un p;ocedimiento 

inexacto sobre intervalos g~andcs debido a la natu~aleza oscilatoria d~;los polinomios de alto 

grado. 
- .. . 

Para algunos problemas. ésta no es una restncción importante, pero es inapropiada cuando 

se integra una función en uti intervalo ·qué contien~ regi_ones~on · ~ariacÍcines _ gr~ndes y 

regiones con variaciones pequeñas. En esta silua~ión, se neéesita un tamañ~ de paso menor 

en las regiones de variación grande qúé el que se usa en las de menor variación; si se desea 

que el error de aproximación esté distribuido uriÍformemente . . . ' '.. .-. .. . 
Todas la5 fórmulas de Newton-Cote~ requieren que se conozcan los valores de la 

función cuya integral se va a ~pr~~~¡a~~ll ¡~tÍÍos ~niformemel1te esp~~iados, quepuede ser 

la situación esperada si se usan datosiábuÍádos de la función. Sin embargo, si la función 
-. t ,, ,• .. -.-.' ··-· .. ,, ·-- •' -

está dada expllcitame~ie, 1cis punios ~ara ~valu~r la f~n~iÓn ·pueden escogerse de otra 
: ·_-., .. :.·· ,. -. ,. \ 

manera que nos lleve a ~º~--~ªY~J'r"c~i~ión_ de 1iap!~ximación,:;: e 

La cuadratura Gaussiaóa permite-escoger -los puntos de evaluación.de una manera 
-~- ':· ··. .·.. ' ·. . 

óptima. Esta presenta ún¡Ír0cedirniento.pará escoger lo~ valores x1, x,. .... x,, en el intervalo 
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[a,b) y las constanleS c1, e,, .. ., e,. que Se espera minimicen el error obtenido al realizar la 

aproximación 

h . n ·, .- - . 

J,r(x)dr ·~~J(x;) (4.31) 

para una función arbitraria f. P~ra n1edl~.esta precisión, se supone gcneralinente. que la 

mejor eleceión dé esios valorefs~r~
0

la qüe ~aximice el ·g~ado de preci~ión de la. fómmla. 

Como los valores e" e,, .. .', c, sbri arbitrarl~s yJosde x1, x;,:.:. x, éstán resttingldos sÓlo en el 

sentido de que la fun~ión, cuya integral 'se está aproximando, debe. estardefinida en estos 

puntos, hay 2n · paráni:tr¿;-~;Ínvoiuc~a~~~.·: 
Si los coefiéienÍes de ~n··~~lin~¡;,¡"i s~ ~ÓnsiJe;an t~~blén ~ó;;}o · p~rári;~¡~~s; la dase de 

. . .-,··· -··,·: .-.-. ·--· ,_,,· ,,,,- ... ' 

polinomios de grado a lo .más·(2n-1)·coútiene2n parámetros y es.la clase más grande de 

polinomios para ;a cual esraz~nable ~s~~rar ~ue la ce. ;c4:~i) se~ ~xact~: 
Se dice que el conjunto de funcionés {<1>0; el>" ... , <ll,} es ortogonal en [a,b] con respecto a 

la función de peso w(x)::; Ó, siempre y cu~ndo 

(4.32) 

' '· ._._ .. ' -

sea cero cuando j =!= k y positiva cuando j = k.; 

Teorema. Si {<1>0, <1>1, • <1>,}es ~n c~~]uniri o~ogori~I de polinomio¿ definido ~n [a,b] y <1>1 
~ ' . . ' . '.: . . : :_ ' '' : . --.. . :· . ' " 

es de grado i para i ·,;, O, I, ... , n, entonces para cualquier polinomio Q de grado a ICÍ más n, 
" ,._ .. '--- -·--

existen cOilsiaritC-s úñ~iCas -~~.---~~'.~~-~_, ¡;:: 1a1~s--qué-: 
n 

Q(X) ¿a11/>1(X) (4.33) 
i•O 

42 



Teorema, Si {<ll0, <ti,, ... , <ti,} es un conjunto de polinomios ortogonales definidos en {a.b J con 

respecto a una función ·de peso contin~a w(x) y <Í>> es un polino;;:.io de grado k para cada 

k=O,I, ... , n, entonces <P, tiene raíces distintas y estas rafees se e~~uenÍ.rao e.n el Íntervalo 
. . .. ~- '• ' . , . . . " . 

(a,b). 

Los polinomios deLegen~r~ s~~ o~og~~ales en}l,I] con r~spectoala función de peso 

w(x)= 1. Estos p~lin~~ios se.~efiri~rí re~Jjsiv~'!1ent~ por 

P0 (x) 

Pi<x> 
.f'..( A') 

X· 

(x.:fi,} 1';.,(x)<-c,.P,_,(x) 

para k = 2,3, ...•. donde . , 

J.: [Pk·I (X)J 2dx 

y Pn tienen rafees distintas x;. x,. .. ;, x,,. todas ellas en el intervalo (-1,1). 

(4. 34) 

(4. 35) 

(4.36) 

Consideremos ab~ra J; a~'r()xi;;:.~ció~ d~ una func:ión f en (-1, 1] por el polinomio 

ioterpolaote de l.ágrnngé en x,, x~···· x,,: 

fCºl( qx)) ll (X-X·. 
nJ 1•1 ___ .i. 

(4.37) 

entonces 
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1 n J f(x) d1·-~ c;f(.r;) 
-1 i•I 

donde 

' ·_. " 

Finalmente, con la .. simpÍe transformación lineal 

t.= 2x-(a•b) 
(b~a) 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

se traslada cua.lquier intervalo [a,b] a [-1,1] si b>a. Los polinomios de Legendre .pueden 

usarse entonces par~ aproximar 

f •f(x)dx =.J'i( (b-a)t•(a+b)) (b-a)dt 
• ·1 2 2 

(4.41) 

"·- ·- ----. ~--< ·. -- -~ -: ·- -. .. -- -- ' -_. -
para cualquier funcion que pueda ser evaluada en los puntos' requeridos. 

. . . 

,' ,·- ' 

Mínimos cuadrados; El probl~nÍa d~ e~c~~tra/ta mejor recta de iitínimos cuadrados que 

ajusten a una c~l~c~ió~ dedaÍos re4~ier~ de ;~ mini~iz:ciónd~ 
·- <·.: ':·'-'.·'e~"/ 

t [Y,"(ax;+brJ' 
J•O . . . 

(4 .42) 

con respecto a los parltmetr~s a y h. Pará que ocurra un ~lnimo es necesario que 

o (4 .43) 
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(4. 44) 

Estas ecuaciones se simplifican a lo que sé conoce como ecuaciones normales: 

(4 .45) 

n 

a :Ex1 ' bn (4. 46) ,.. 
con la solución bien conocida 

a 
n (tx,y,) -(f,x,) (EY1) 

.t•l - i•O J.•l (4.47) 

b (4. 48) 

El problema general de. aproxim.ar uri conjunto de datos { ( x,, Y;)/ i=O,l, ...• M}. con 

un polfoomio 

n 

.P.(x) •. L ª• x• (4. 49) , .. 
de grado n < M se hace de manera similar al caso lineal. Ahora se requiere de la elección 

de las constantes .... a¡, ...• a~· para minimizar el error: 
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M 

E= ~[Y; - Jtx;)J' (4 ,50) 

H H H 
E ¿yJ - 2¿P(x,)y, • L [P(x,) ] 2 

.a•O .i•O í•O 

(4.51) 

(4 .52) 

(4.53) 

Como en el ca.so lineal, paramini~izar'a E, es ne.cesario que BE!B a¡=O para cada j = 

0,1, .. .,n. Por Jo tanto, para cada j ..... 

(4.54) 

Esto da n + 1 ecuaciones. para las n+ 1 incógnitas, ª;• que se conocen como ecuaciones 

normales 

(4 .55) 
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para j=0,1, .... n. Es conveniente escribir las ecuaciones como sigue: 

.\1 M 

ªºL:r/1 + a 1 ~.r,! ,.., ,. 

.\f M 

a ~x! 1 a~~xl o ' , ,. 

M 
1 ,1 2 ~.\·J ,. 

M 
.¡ ª2~·.rl 

"º 

-.,., 
• a,~x~·2 - , . , 

.11 

t1n .. \'l ··~ n ,. ~y¡x,P 
''º 

.11 
tlnLxl''t EYix,! , .. ''º 

(4.56) 

El sistema tiene solución única siempre.que las X¡, para i=O,l, ... , M, sean distintas. 
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4.3 Dalos Experimentales. 

Aunque el efecto Mossbauer ha sido obseivado en muchos elementos, la intensidad 
- -

de la absorción resonante que se mide por la' fracción Mossb_auer fo porcentaje de núcleos 

que experimentan ;dicha ~-~-bsmción; vari~ consideraJlemen-te' siendo los casos -de "Fe y '"Sn 

los más favorables. Esto' es ~rny ~fm;~naJ~; da~a la' imp~~tan~ia tecno!Ógica ·de estos 

elementos. La¡ principales c~ract~rísticas del 119Sn són la5 sÍgu-ientes: · · 

Ey (KeV) 

23.875 

Donde: 

r(mm/scg) 

0.626 

,, (ns) 

18.5 _5.12 

Ey es la energía del rayo gamma. 

r es el ancho de línea. 
- .. 

a, . E~ (evx10·2i 

0.258 

T es la vida m~dia d~I est~do. excitado. 

a, es el coeficiente .to.tal de conversión interna. 

ER es la energía de retroceso. 

Para una fracción f de-los decaimientos del nivel de 23.875 KcV, los rayos y son 

emitidos con la energia' co~pfotade la_ transición y con un ancho de línea_ de = 10·• eV. 

Esta fracción Mii.Sbauer, que aumenta a medida que disminuye la temperatura, es si_mJlar 

al factor Debye-Waller en disi>e~iÓii de rayós X. P~ra el resto de !~~ decaimientos, los fayos 

y pierden parte de su energía, al cederla a la red, y por lo tanto no pueden ser absorbidos 
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en forma resonante. Aunque el estaño natural c~nliene sólo el 8.24% de 119Sn. esto es 

suficiente para producir una absorción significaiiva; ~in embargo, en.la mayoría de Jos casos, 

se utiliza estaño enriquecid.o para o.IÍlener mejores resultados: 

Cuando las estrÍict~~as cristalinas de Ja f~eme y de Ja mú~stra (absorbedÓr), así como 

Jos estados qul~ko[de los álo~os emisor y absorbedor son iguales, e~tonces ocurre el 

fenómeno de res~n~rí~ia. sin e~bar~o. e~ gene;aJ los estados químicos y los medíos en ~ue 
< .«<;·: ··.>. :-:~·:.· _·:. "..... _- --~ .·;'-~- -

se encuentran los átomosmiiisor y absorbedor' son distintos, de manera que se ·prciduce un 
, . ,-, . ; __ . e:--~-· . '.-:-. -~ ·~ , 

corrimiento y{o un d~;d6bJamiento de Jos niveles de energía entre los que ocurre Ja emisión 

y absorción. Con;~,c~nsec~enciade Jo anterior, la resonancia no se~prese~ta ¡¡menos que 

el experimentador efectúe un movimiento relativo adecuado' enfre el cíni~or y:~bsorbed~r. 

de modo que el efect~ Doppler resultante produzca un corrimiento de .la línea emitida, tal 

que ésta sea capaz d~ ~xcita~ alnúcleo absorbédor y producir la :resonancia~ . '· -- -, . ~- ·- - - '· 

. . 
Los resultados experimentales fueron obtenidos de Ja manerasiguiente: 

l. Las muestras se prcpararori co~:~;om6 n~t~ral /estaño 1 l~ d/~lta~ureza; se fundieron 

las cantidades de ,92%. de Pb / 8% · de: 11 'Sn ~n ..• ~11iiósfer~ de argón agitándose 

continuamente. D~spués:\a 1~ezcl~se dejo enfri~r ~ 1i~pe;¡tur~,a~bi~me. 
2. Después de soli~ificado el;~~1e'rial, és1e ¡ios~e u~a es1;~~1~ra cristalina hel~rogénea que 

se originó en la erapade en~rian1i~nto, lacui/o~urre porcapas. Con í~ finalidad de 

homogenizar, laestmclur~ cristalina; la muestra fue lamfüada~a25 µ;n d,e espesor y recocida 

a 250 ºC. El tlempo,de re~ocido fu; de 48 horas, después.de las cuales se d.ejo enfriar la 

muestra hasta temperatura ambiente: 
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3. Para obtener .los espectros Miissbauer, la muestra se colocó a bajas temperaturas. en un 

crióstato de nitrógeno líquido, el cual se calentó para variar las temperaturas. A 
. ' ,.' ._· ·:· '; ' -

temperaturas mayores q~e la ª,~b.!én'tc, la muestr~ se .~Ólocó· en un h~rno. al v'ácio con 

temperatura controlada.· L.Os ·espectros se c~rriérón •con un espectrÓmetro • rvrnssbauer 
·,_ .. , ·. . 

convencional de acel~ración dóñstante. 

4. L~s figu;as 4.1 y Ú~rnestrá~d~s espectros~ti~sb~tiérÚpi~~s. El csp~~trnde ab~rción 
es analizado. n;~cliaryteu:~:ru~ción~r~n¡zian~para(Jbt~ner)/rosició~,~""' d ancho y Ía 

intensidad de Ja'Hnea·. El1 el modelo armónico el área bájo la curva representa la fracción 
•.• .... ' •, 

libre de retroceso f i;_;;;· está ;élacion~d~'coll· el corrimiento Dóppler de segundo grado 

mediante la expresión'º·'·· 

li 1,- 'liS. C.4. 57) 

. . 

donde 815 es el corriri1it!nt_<i iSóffiéricO. EÍ cbrrilnieflio-isomérico va fía con la_-tClnpcrñtura-y 

está dado por la expresión'° 

(4. 58) 

De (4.57) y (4.58) se obtiene elcorrimiento Doppler de segundo orden. En la TABLA 1 se 
:· ', . . 

muestran los resultados· ~xperimentales · parn la. fracción. libre de r~troceso (f) y el 

corrimiento Dopple; (SOD) obtenidos por ~l. Arrl~la yT.É, Cranshaw''. 
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TAJJl.,\ l. \';i.l,11c¡ u¡>crimtnt•lo I""'"' '"' Ír•C\iUn lihrc Je lt-ln>1:eto (1) 
y el rorrimirnlo Dopplrr de 5egunih orden 

T (ºK) f (±0.005) SS ( mm/s) 

77 24.000 0.09 :!: 0.01 

104 17.543 O.JO:!: 0.02 

129 15.032 0.13 :!: 0.02 

152 12.344 0.15 :!: 0.02 

175 9.946 0.17 :!:.0.02, 

195 8.560 0.21 :±: 0.02 

219 ,, : : 6.747:· '.,•'· .· 0.18 :!: 0.02 

1 : 244 
" 5.003 0.23 :!: 0.02 ', 

', 260, , 4.323 .· 0.23 :!: 0.02 

'','' 264 , . ''4.361 0.25 :!: 0.02 

272, ::· , 4.101 0.20 :!: 0.02 

,, 277 ,' 4.149 0.21 :!: 0.02 

295 ,' '.,·' 2.670 0.25 :!: 0.02 
, 

4,4 Cálculo teórico de r y del corrimiento Doppler. 
. : -:: 

El valor d~ f y d~l corrimiento' Doppler es detem1inado a partir de las ecuaciones 

fundamentales (2.1.Í) y (2.l5) .. El de~plazamient~ ~~~drático rrledioy la velocidad cuadrática 
' ,_,, . ' ,. _, -

media son determinadcis medianteI..;; e~presion~s (4.11) • (4.Ú) y (4.13), donde se ha 

tomado como G( ú)l I~ r§ci~nde
0

distrib
0

úción de~~~~'. O,u!~nte:é~cálculci C()~mg111aci~nal 

se hizo un barrido de diferentes valores para la razón de las constantes de fuerza Al J..1 , 

que aparecen ~n la primera Clerr~~ión de (4.14). 
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El programa de computo contempla Jos puntos siguientes: 

ENTRADA 1 Las temperaturas T,, T,, ... ,T,; Jos valores f(T1), f(T,), ... f(T,) {Datos 

experimentales) 

Paso 1 Para i = 1,2,3, ... , Ít 

Paso 2 · Para j . .:: 1,2,3, ... , n 
·,··.<· : '.·: ) : '-.. ·: 

Detc~minar Jos. coéieótcs dados po~ (4.21). 

Paso 3 Parár.. . . 

SALIDA!: . Detcrmin~~ión.del~olin.omid'.intcrpolantc de Lagrange; ec. (4.25). 

ENTRADA2 

Paso 1 Expresió~ analítica'de Ja fu~ción f(x), dada por las ecuaciones (2.14), (2.15), 
- :·; - - ' .: >:·· -: '-:-~~e·.:_ ," •<;'· -

Paso 2 

Paso 3 

Paso 4 

Paso 5 

SALIDA2 

(4.11), (4.12), (4.1~),(~.14)y(4J5). 

Da/puntos :xtre1J1~s a,b; gr~do de aproximación ; nún1ero de itcraciónes. 

Dar ~l máximo val~r. a ;~n~id~rar para Ía r~zón de la constántc. de fuerza. 

Mientr~ grado de apr~iÓma~ión .2: que. ~l deseado: c~ntinuar. 
Parar. .. _ --- .. -

·- __ ,,,_ .- -. ·-. ., 

D~tcrniinación teórica de upa familia de cuivas para f y para el (SOD), ces. 

(2.14) y (2.15). 

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestra la familia de curvas obtenida para f y para el corrimiento 

Doppler. 
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ENTRADA3 Salida de entradas 1 y 2. 

Paso 1 Determinar el polinomio interpolante para los untos experimentales. Salida !. 

Paso 2 Di:termin~r ~ná fa,~ilhÍ. d~ cu:vas :para f y el (SOD) que tengan como parámetro 

el cociente ',')./ ).', ,'Salida z::, 
:.,·_, ' - _,: . ., .. 

Paso 3 Resolver ~l ¿tema de ecuaciones ( 4.56J en térmÍnos del p~rámetro ')./ J..' • 

SALIDA 3 Determinación de la constante de fuerza que mejor se ajusta a los datos 

experimentales. 

Las Figs. 4:S, y A:Íí mhestran la éuÍva que mejor se aproxima, á, los datos 
."\-". ' - ·-.> .. ·: ._._- ,~ ._ -~:, ,.:.::--- --~- ,. 

experimentales. Las TABLAS 11 y lll muestran los resultados obtenidos e.n el, imervalo de 

temperaturas de 50º á 300º K para la fracción libre'de retroce;6 y el corrimier{to Doppler 

de segundo orden. Los v~loresse en~~entran nom1~Íizaclo~a iaunidad alrná.iemperatura 

de 4º K. Es costumbre en la literatura hablar en términos de la razón 'J..'/ J.. 'en lugar de 

su inverso, asl lo haremos en todas las gráficas y tablas. 
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Fig. 4.S Curva que mejor se aproxima a los dalos cxpcrimentnlcs para la f. El valor 
de la ra1.ón de la constanlc de fucr1.a es 0.81. 

~ .. . -a .. 
g .• 
o 
]"" 
f" 
t " u 

r 
Fig. 4.6 Curva que mejor se aproxima a los datos experimentales para SOD. El 
valor de la r.t1.ón de la constante de fuerza es de 0.92. 
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'l'llBLA ll. Valoro• te6rlc:oa y 1ui:pttd111antaloa par.a la tracción libre de retroc:oao (f), nor111.aUzadoo a 1.a 
uoidad a 4 •11:. 

(911:1 

.. .. 
10 

17 

" ... 
100 

i20: ' .: " 

1211 15,032 

140 1 ·· -_- -

"º 
170 

190 

210 

"' 
"º 
230 -

'" 
'" 5 OOJ 

: 

"º 4 l2J 

'" 4 361 

"º 
'" 4 101 

'" 4,1411 

"' 2 670 

JOO 

t. 
(nor,) 

-... -·._ 0,992 

0,831: - '·O o 8]1 

•: ;. o,eu 

0,76J 

0, 114 

: 0,615 0,6116 

06611 

o 626 

0,527 05110 

o 587 

o so 
o 514 

o 433 0508 

0,482 

o 451 

OJO 

·. 042] 

o ]96 

OlOO OJ8l 

o 371 

OJ47 

02]7 0,J27' 
• .. 

0,]25 

0,304 

0285 

o 153 

0144 'o 2Jt 

o 145 0'224· 

0094 011111 

o 1112 

SB 

.>.'lh : .. 
o.el 

0,961 01102 0,874 

0,894 0,861 0829 o 7118 

0,832 o,796 o,761 0,728 

0,1111 O,lSJ 0718 0,6Bl 

0,774 o,736 0,100 0,665 

o 720 0681 0,643 0607 

o 670 o,5111 o,sss 

0,651 0,610 0,571 o,SJS 

0624 o,s92 0,543 o,So6 

o 581 0,538 041111 o,462 

0,544 0,502 o 462 

0540 0,499 0458 

0,50J 0,460 o 421 o,J85 

o 468 0,426 o 387 o,1s2 

0,461 Ol80 O,J46 

o 435 O,llll O,l56 O,J21 

O,J64 O,J27 

o 191 O,lSO o Jll 0,280 

o ]77 o ll6 O,JOO 0268 

0351 O,lll 0,245 

o ll8 0,21111 0264 0234 

0223 

Ol04 0,266 o 2ll 0,204 

o 285 o 248 0216 o 188 

o 28] o 246 0,214 0186 

·026J "227 ·- O,U7 0,110 

0245 o 210 o 181 o 155 

0175 0,150 

0,166 0,142 

o 153 o 1211 

o 148- 0125 

o 140 o 118 

o 1115 0,164- 0,138 o,1u 

0,188 :· o ·157' o 132 o 111 

o 165 o 137 o lll o 0114 

o 159 o.u:z: o 109 o 090 



TABLA IU. Valoree to6rieo1 11 1:u1norimentlllae nara al corrWanto Doplar do 110 undo ordon, 

T ~ E ... p. >..'!>. º" 0,92 '·' '·' 1•JC) 
-/•1t<1I o.o 

" o,ou 0069 0,082 o 122 0,149 

" 0,051 0,013 0,064 0,117 0,140 

'º 0,060 0,079 0,088 0,116 O,llS 

0,09 0,066 o 063 0,091 0,117 O,llS 

" 0,068 o,08S O,OllJ 0,118 O,IJ4 

" o 077 0091 0,0119 0,121 0,136 

IOO 0,085 0,0118 O,IOS 0,125 0118 

'" 0,10 o 0611 0,101 0,108 o 127 0,140 

110 0,094 0,106 0,112 O,IJO 0,142 

120 0,102 o 113 0,119 O,IJS o 146 

1211··· o 1l o 110 0,120 o 125 o 141 0,151 

. llO 
. . .. o 111 0,121 o 126 0,141 0,151 

140' .. o 119 0,129 o IJJ o 146 o 157 

.. ·:150º ··.' • .. • o 128 O,ll6 o 141 o 154 o !fil 
152·· 

o " o 1211 o 138 0,142 o 156 o 164 

-uo .. 
o ll6 o lU o 149 o 161 o 1611 

170 ". > O,J45 0,152 o 156 0,168 0,176, 

175 o 17 o 149 0,157 0,160 o 172 o 179 

190 o 153 0,161 0,164 o 175 0=1-BJ ; 

'" o 162 o 169 0,172 o IBJ - o 190 ~ 

"' 0,21 o 166 o 17l o 176 0186 o 193 

200 o 170 0,177 o 180 o 190 o 197 

210 o 179 0,J85 0,188 0,198 o 204 

219 0,18 o 186 o 192 0,195 0205 0,211 . "' ··-· ... 
"' 0,196 o 201 0204 o 213 0219 

240 o 204 o 210 . o 213. 0,221 o 226 

,.. 
o " o 208 o 2ll ·. o 216 '- 0224'- 0~229 

250 o 213 o 218 o 221 o 229 o 234 

,.. o 221 o 226 ·.· 0,2211;' · •. o 237 o 242 

'" o " o 225 0230 . 0232' 
. ·o· 24.0 > 0245 

272 o 20 o 2l1 · . . . -· 0236 o 139 0246 o 251 

,,, 0,21 o 236 -. 0241 02U o 250 o 255 
o·--7 -,- -, 

'" o " o 251 o 256 o 2511 0265 o 2611 
. 

"º 0255 o 262 0269 o 273 
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4.5 Resultados y Conclusiones. 

En nuestros cálculos hemos usado la densidad de estados de Debye, tmando como' 

c.im•• = 6.3x1013 rad/seg. Claramente para J..'/'A =' 1.0 hay una graii desviaCión entre· 1os 
:· :: •'. - . - .':-",:_ ··-.,,-- -. ::··· ·- '" 

resultados teóricos y experimentales; por lo tanto el cambio en las constantes'de fuerza no 

puede ser e~,licad? únicamehte a p~rtir de ladife!enc!.ª d:. mas{enlre el huésped y la 

impureza, como• proponían los primer6s lllodelo~: La' discrepancia a~Ínentó cu~ndo. se 

hicieron los cálculos~o~J.1, t.Z, 1.j,•1.~}m¡yore~;:nt~ní:es•s~ probar~n 165 valores0.9, 

0.8, 0.7 y 0.6, encontránd~se un~ buena aproximáciÓnpara'.i v~lor~~~. ~~dia~!emínirnos 
cuadrados ( páso 3 d~I program~)~e adaptó I~ mejor curva a los' pirntos _exp~rim~ntales, 

obteniéndose un.valor de 0.~1 para la ra~ón de las const~ntes Xe fuerza: Ver Fi~. 4.3 y 4.5. 

Con la finalidad ,c1cic6~firmarnuesir<l'~c~uiiacia' se analizaron.Jos datos para el 
-~-, .- ----. o-· _, .... , -. - '" ·, •- _._ ··' • :•·_,. ',•· - - --- ~-º ., ' ·-.. , 

corrimiento Doppl~r de segund~ ordén, ~l rn~jor valb~ ¡ia~a Ja razó.n de Ias ~onstantes .de 

fuerza res~IÍó serdé Ó.92 ... 

Aunque uno e~pera~ia ~1 flli~fn() ~alar pa;~ Ja~con~taní~ de ~~rzilen amboscasos, 

en Ja práctica esto no ocui~e; Mannhéim': en sú esÍÚdio de "FeN;•_encÍl~ntra ·un valor de 

1.61mediante1a rra~ciÓnlibre~~r~¡;~ées~ y de 2stitui¡;nd~ el coi~illlie~io oappler de 

segundo orden. P. P~ul eÍal.ii ~~cu~~trM ~n valor de 0.46 YcJe0.4~ párá Ja razón d~ la 

constante de fuerza, ;nediante el cálculo d~;rycÍe spo re~J'l!cÍivamé~te, en su est~dio de 

'"Sn/197 Au. Esta di
0

sc;epancÍá ~o ha sido bfei1enteridi~~aú~,··la1da~()ría se i~clina p~r creer 

que se debe a Ja diferente ,d.ependencia' funcional de f y del SÓD con Ja f~ecuencia. 

La aplicación del ll!Odelo_de_Mannheim en el ~Íílc~lo de Ja razón de las, constantes 
- ,-- -- -;,- - -~ - -- . . ·-e - .· - . '. . . 

de fuerza, no determinó la existencia· de Ínodos Jocali;ad~s de vibración, es decir, la ec. 
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( 4. 15) no tiene soluciones reales, los valores de. f scín entonces descritos únicamente por el 

término continllo de la ec, (4:13). Recordemos que la· condidón para la existencia de un 

modo localizado (M'< M) es necesaria ~ás no suflciente; Man;heim demuestra. qúe una 

condición suficiente par~ l~ exi~tencia d.eun ~odo l~calizadós es ~~e i.i• < t/2 M, • ref. [9], 
:. ;,,:' ' ' 

la cual no se sátisfa~ en ~~estro caso. 

En•. muchos ~as()~ es ~osibl~ • co~ípa~af los. iesultad~s · obtenidos ·con los que se 

encuentran. utiliza?do modelos m¿ si~]li~s. ~om~ ~~eden s!'r: 
a) El modelo de Einstein. 

con 

µ( n) J~~cJ'({ C..~ d0> 

µ(O) 

~ 
µ( n) 

Para el modelo de Einstein 

µ( n) = <4' p~ = 1 para toda n 
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b) El modelo de Einstein-Debye. 

e) El modelo de Leighton 

1!:Ul 
µ(-2) 

elJ. n) ( !Y!~(),,').¡ El,J.n) Al/ T 

( ( ,,,, ) ( J..')' l 
MI+ 1--x· ,s l~-X (~) . µ(+2)µ( :2) 4 µ( •2)µ(-2) 

. . 

Un estudio comparativo de ést~s y otros me.delo~ e_s realiziidopor prow e1 al.11 con 

ayuda de Ja TABLA v: Se ~bserva q~ci Jos ~álculos 01ediante dispei'sión de neutrones da 

resultados por deb:jo de los,o~Í~nido~con el modelo de Mannh~Ím paral~impureza de 

57Fe en las difere~tes riiatri~~ e~ ~an~bio p~~a ef 119S~ Jos result~dos~on más grandes. El 
: ....• 1.. : .:.'7;- o . '-~--:- .. '""""'- - . --~-; ; :: ' . ' ;_ _, .- • . - -_ ' - ._ . 

modelo que .da m~jores ap~oximadiones a. los.resultados obtenidos con el OlOdeJo de 

Mannheim es el. que utiliza los cocientes de momentos~;(-2)1~(-Z~~~l~ulados d~ los calare~ 
específicos. Po; desgraci~ ~1 lllét~~no ~s aplicable en nuestrJ c~sdya que, c~mo.se puede 

ver en la TABlAIV, no se ha~ mlculado J~s momenios para el '"sn: 
- ' ·: . ': .. '. -'. :. -: .. ' .. '::. -_, . -- - ' -:·_- . ~ ,: . ' : . - . ' 

Los valores conocidas hastá ~h,;¡¡¡ pa~a ia rkó~ ~e '~ coristantes d~ fuerza de 119sn 

en diferentes matrices ~~·· m~~stran el 1~· TABl.A.VI.' En prácti~ame:te todos Jos ~os 
. ··., •' .-. -_.-. . ' - ' 

observamos que los valores són me'nores que la unidad, indicando un debilitamiento de Ja 
• - ' ~.e ,_ ·- . - - -=-=··-- - - - - - -

constante de fuerza de Ja matriz en presencia de Ja impureza. 
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TABLA IV 

FreC"Urnci1 múima 

10- r¡d'/wc' R.iiziin de Momento• 

Matriz M TrKl A/M•µ(+2) lf2Wmu' .. a, ... '·· 
MODELO 

s 

l!INSTEJ l,IJOO 1,000 ,. 1,000 ~ l·r '·"" N 

DEO YE 0,556 .... , 'l.OJJ o.seo 

VISSCllE ·- 0,660 0,1197 1.oi.6 0,857 
R ·. 

LEIOHTO ·~.,. º·""' 1,0.17 º·"" N .· 

r~ 
·-

.-
Ni', 58,11 RT IS,19 U,54 0,603 º·""' J,038 0,7!)7 

cu 6JJ4 RT 10,10 10,79 0,559 0,848 1,042 0,779 

Pd 106,~0 RT -..,. ..... 11,509 º·"" 1,046 0.7~ .., __ 107,lf7 - RT ~ 8.H S.:?2 o.si.e O.lllJ l.Q.17 0,7(JJ 

A• 196.97 RT J,U 4J2 o.+u 0,788 1.00J O,MIS 

"' l!l,Ol IO o..i.e 0,45 0..5SS º·"" J.OU 0,779 

-- X< 131,JO ... 0,33 0,.lJ O .. "iS8 0,852 1.0-$1 0,78-1 

Al , ... "' 16.91 !a?J 0,556 O.Sil UM6 0,159 

" 19$,09 -IO '·"' .,, 11"'6 0.82J 1.0.so 0.7H 

l'b 207,19 "" 0,9.? 1.01 0,491 0,801 1+()61 0,702 

""' ., Fe- 55,85 -~ -· RÍ' 18,02 1•w 0,599 0,870 J,0.}4 0,818 

C• ,.52.00 RT 21,90 1!1.21 0,691 0,910 1022 0,1179 

Nb - ·91,91 RT ~" ~" ·~,.. º"'I 1Dl7 0,816 

Mo "9S.~ ,·_ RT '"·º 13.01 0,674 º·"" J,OU º·""' . 
~Ta :O· 5 llKl,9$: RT-· ,.,. _·_ 

'·" 0,617 º""' l,OJO 0,845 

w• UIJ,llJ RT'.· '9,ÍO 9,IO ..... 0,89-1 J,OUI 0.84Z 

N• 
,, 

22.99 -rw 1 :·: ¡81 ¡88 0AS4 0,7111 1,057 0,747 

• Rb 85,47 ~ .. '; 120 • '',::.:, . ... .,, 
º~" 0,7ll 1,068 0,712 

. -
Tomada de la rcforcncia-[23J."°'.''·-
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TABLA V 

A'/A · NlfüTRON·OISPBRSION HllAT CAPACITY 

IMPURP..Z M'/M -·-MaMheim µ'(·IYl'{·I~ _-._11'C-~Y~~.i~_:: ~-" ;----·. µ'(-1)'µ(·1};, 
A 

'7F• Al 0,47; :•. ;.o,625 ,¡.• ...... .. .• .. · '~ o.w·.; ·,:¡:,, ·•.'·. 

"' : '· D.91' ·-o.699- . •: 
1 ' 

._'"" 0.119 °'.'i ' 
. 

cu 1.12. :1,2.50· .. ,. . l.2JS« :< 'l,2'li . ··:•' 1.2'0 

m ;, I• •• 1.63 ''·" ··0,613 . 0.476 1 :· .. 
OJ99 :.: 0,461 

Mo I': ···:t.69 "éi..ut·: .·,, .:.. .•· ó,..,, .. . ·.> ·-_:"Ó,4JJ ·, . : · . _·_.Qj9z~ 

Rh '1".s1 : . ... . .. .· .. 'o,s.tJ . . . ; O.di·, 

.. Pd ···I'· 1,87 o.m :. OJJO . ... '-0,562 '· OJU 

To : 'l.111 .: o,s.iJ . ... ( ·;·o,400 . OJ1'' . 0,370 

w 'J,2J .. 0,413 .... ,:,0,385 - '. - 0,J9S- ;,. .ceo· '0,345 

" ··tJ,JS ... ... · . ·..::;: . .. .. ,;,.,:. ··: . 0.391 .. 
l'I .• -,;1_3,u = ~- 0,625 w· . .;_-:::.-.o:--. -:--o,;011'" 1< "' 0.578. ... '' o . .i6J .·. 

A' ;'.3.46 º·'": . !.'· ·.· .. I'• . . ' . 0.629 

...... ..... :: ... i •... i· ·'· . ·. .· 

llOS. Pd o.'119. 1 ,., o,4n 1 ~ . :··: · o:S-62 ... º·"" ,>· .. OJ8S 

"" :_:-· .. ~ 0,91 ,• .... J,020 '., .. • ' J,OJI .0,001 ·. º·"" : 
PI--- 1···· 1.~- I>·· i.ixx> ·,_.: .. ·.· ... ·. 

1.0ZO 

A' l .. ··. o:w.i 1.887 0.1~ · . l,695 

. .. , . ; . .. :• .. ..... .· 

197Au cu" 
·~· 

1,449 -l,4-19 . 1,.'91 

"" 0,55 .... 1,020 1,408 . 
.. 1.J.Sl 

Tomada de la rcícirenCia {23J. 
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Poco trabajo experimental ·se ha_ realizado con el_ plomo; a diferencia de otra 

matrices, no existe -en_ la literatura un>tr~tami~~to por otras técnlc~~ experin;entales, 

dispersión de neutrones, por ejémplo, q~e p~'rffiil~~ coriiparar los resultados obtenidos en 

el presente trab~jci. Un estudio más ~ci~~leto requier~ del ~oÍloci~iento d~ la función de 

distribución d~ frecuendias pa~~ el ~lom~, lacüal ~o se !la calculado aún"2'.l' . En casos - -, , ' .. :~= - - - -<'-~-=- --------

como éste sec recurre a\in- modelo aproximado, que en nuestro cas~ fue asumir una 

distribución de frecuencias de Debye. 
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