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" PROLOGO

En este trabaJo se exhlbe una férmula para calcular el érea‘
'hiperbélica las regiones fundamentales de l'llpOS'
Fuchsianos actuando en el plano hiperbbdlico; y por lo tanto‘ wn
de’ las superficies de Riemann asociadas a dichos grupos.’ Por‘
otra: parte se prueba también que esta 4rea es finita sl Y.

solo si el polfgono tiene un nimero finito de lados 'y no“
tiene " lados’ llbres. La férmula del 4rea esta dada en

térninos‘del género y de los o6rdenes de los ciclos

parabélicos y elipticos.

El espirltu de la tesls es mostrar que la matemitica es una

unidad y no un conglomerado de ramas sin conexiones., De

acuerdo con esto se han desarrollado Iintroduccliones a la

Integral de Lebesgue asi como a la homologia singular

,(éapithlos 1 y 2). Estas teorias se usaran para probar que

el 4rea es independiente de la regién fundamental y para

~exh1b1r la’. féreula de la caracteristica de Euler de un

compleJo esférico. Esta dltima determinard la férmula del

drea, . P ony
Los fundauentos de los grupos Fuchslanos Y, de la geometria,‘

solov,",

hlperbblica plana no se con detalle.'

se han: erumerado
furidamentales (capitu

puede encontrar en Le

paralelo, “elb';,: _
hiperbélicas es' un’

3-variedades
Klelnianos- En’ particular contrar e fe’: volumen

minimo; que se sabe ‘que existen. es_un problema b'ié'rto‘." :




CAPIT

uLoO

UNO

INTEGRAL DE LEBES

MEDIDA EXTERIOR

Sea I = {(x,y) € ]/ asxsb, csysd) un rectansulo. se define
el drea A(I) de I como A(l) = (b-d)(d-c).,yn,
Entenderemos por cubjerta cerrada'

cualquier fanlliam a 1»“ de recténgulos

on élientendillento

que si se tlene,cubig ] élfjéi para alguna

& €N 151‘ g es:cualquier;cublerta‘cerrada de un conjunto
5 R

;‘Evde R, denotada por

.Donde el infimo es

Teorema 1.1. Para un,k cté
DENOSTRACION. Ya que . un ' ngulo -1 ‘es’ cublerta de si
mismo, tenemos que

inversa, supongase que 3 esthné cublerta cerrada’

de I. Dado ¢>0, sea

. .

I

1c U I . 6iaramente‘se‘t1ene qu

k=1
se puede ver subdivldi

en subrectangulos). Por tanto,

A(I) s z A(I Y= (lﬂ:){: AL (1+e)0(2).
CE k=L T e e s

GUE

un conJunto E c R como




Ya que ¢ puede ser arbitrariamente pequefio, se sigue que
A(I) s ¢{&) v por tanto A(I) = JIf. o

-
Teorema 1.2. Sea E c.‘:J‘E , entonces |E|. SIE‘ |E.|.
pEmoSTRACION. Podemos suponer que |E|k <® para & € N
Sea ¢€>0 fljo, para cada &k elljamos una cubjerta cerrada

(l:)J de E_ tal que z At )<|F| + /2%, Puesto que

Ec U W j)» tenemos [E| s z z A(I ). Por lo tanto
k=1 J k=3

], S£(|E|+c/2) ]E|+c,

ya que ¢ puede ser arbltrarianente pequeho se . sigue’ el
resul tado, : ; :

Observese que la unién nuserable de conJjuntos de s edida cero

es de medida cero.

Como ejemplo construimos:e
conjunto no numerable de le;.il‘
Conslideremos el conJunto':“
dividamos IxI ve cu
solo los cuatro cuadrédb g esiqulnas.‘

Llamémosle a 1la unibn d' la
operacién en 1los cu “tr 16
cuadrados y llalené la
operacién sdcesiyhéhte obten el

conjunto de Cantor
ya' quelos.conj
cerrado.’ Los
(3™

Cualquler punto’de 'C?:



cada & y es por lo tanto un punto llllte de ‘los vértlces de .
los cuadrados. Esto prueba que C es perfecto. Finalmente,
ya que c? esta cubierto por los cugdrados de cualquier C
I) s (2%  para toda k. Por tanto . |C?|.= 0.

Teorema 1.3. Si{ E < R,
conjunto ablerto G tal que
Por tanto |E| inf |G|
todos los conjuntos abierto

en(tqnces’ dndo €50, existe un
G ‘¥ '|9'.5 'Eln‘ €.
el {nfimo es tomado sobre

e continen a E.

nmsmcml. Dado c>0,
L]

EclU L y M A(I )

k=1 k=1
que contiene a""

11 jamos 're’ctépgulos I, tal que
- Sea I: un rectdingulc
'eﬂ su’ interlor de tal manera que
A(l ) S AL) + c/Z"" 81 G ‘=5 (X;)o. entonces G es
abierto y. contiene a E. Adenés‘,ﬂ

o «© L]
I6l,s £ A0S T AL e/2s|E] + 1/2c + 1726 =[E] +c. B
® k=1 k=1 k=1 ° °
CONJUNTOS LEBESGUE MEDIBLES

Un subconjunto E de R se dice que es Lebesgue medible, o

simplemente medible, si dado £>0,: exlste un ”'onjunto abierto
G talque EcG y |G-E|5c‘ by
Si E es medible, su medi ]
Lebesgue o si.ple_nent_e su

lalada medida de
ada IEI; es decir

Cualquier conJunto ablerto es ledible,, esto es inmedlato de
la deflnlclén. : : : ‘
Cualquier conJunto de ledlda ‘cero- es ledible. Supt)'ngase que
IE[ =

conJunto ablerto G conteniendo a E’ tal que - |G| |E| + e,

entonces dado' €>0, por el teorema 1. 3 existe un

Por tanto
Is - £, slcl



Para ejemplo de conjunto no medible ver Wheeden [10] pag.46.

-
Teorema 1.4. La unién numerable E=U E. de conjuntos

-
medibles es medible y [E| s T [E|.
k=1

DEWOSTRACION. Sea €>0, para cada &=1,2,... . Elijamos un
[
conjunto ablerto G, tal que E <G, vy |G. - E.'. s €/2)

-
Entonces G = UG. es ablerto y E c G. Mas ain, ya que

k=1
»
G-EcU (G -E, ), tenemos
k=31

|G-E|S|Uv6 "x-:)| s):|s El.< e

Esto prueba que E es -edlble es gualdad es consecuencia

del teorema 1. 2

Corolario 1.5. Un rectang J
DEMOSTRACION. I es . la unlén d

que estos son aedibles entonces del’
I es medible y del teorena l.l

Teoremsa 1.6. Cualquier conjunto cerrado es nedlble..
Para probar este teorema necesltalos de los s!g\ﬂentes
lemas: :

Lema 1.7. Cualquier conjunto ablerto en R puede ‘ser escrlto
como una unién ruserable de- cuadrados cerrndos 'que no se

intersectan en sus Interlores. S

DEMOSTRACION, Se define K como, el’conJunto de cuadrados en’
]
Bisectando los lados de cad

determinados por los puntos con’ oordenadas enteras.

cuatro subcuadradoes:c
nueva colecclén de
continuamos blsectand e cuadradc:S'

l(j cuyos lados tienen ongltu ! 2 " Ahora._




sea G cualquier ablerto en R, So la coleccién de todos
los cuadrados en Ko que estin contenidos en G. Sea S‘
los cuadrados en K’ que estan contenidos en G pero que no
son subcuadrados de algun cuadrado de So’ En general, para
)Jjz 1, Sea Sj la coleccién de cuadrados en K’ contenidos
en G pero que no son subcuadrados de ningin cuadrado en
So....,sj_‘. Si S denota la coleccién total de cuadrados
de todos los S’. entonces S es un conjunto numerable de
cuadrados, Ademids, ya que G es ablerto y los didmetros de
los cuadrados de K, tienden a cero cuando 3 tlende a

infinito, se tiene que G = U Q. [¢]
Q€s

Lema 1.8, Si (Ik)::=l es una coleccién finita de rectangulos
SRy »
tales que I:’ n 1‘; = @ sl 1#), entonces U Ik es medible y

J L k=1
L)= i
Ln "' n};::' "'

»
peosTRACION. Por el teoresa 1.4 U I. es medible ya que cada
k=1

] [
I, es medible y ademis | U IJ ED) |l.|. Ahora, supbngase
k=t [
n
que = (E|):=‘ es una cublerta cerrada de U I.. Dado
x=1
>0, sea E: un rectingulo cuyo interior contenga a Ell
] »
tal que A(E:) S (1+c)A(E)).  Entonces 7] U (E:)'.
k=t xa1

L] .
como U I. es compacto renombrando ‘1os indices se tiene
[ T3] :

" | I
U I. c U E" v
k=1 1s1 .
- ] .
Procediendo como en- el .teorema 1.1. .} “Iu) =¥ A(E.) :

k=1 1=1



(ya que los I. no se traslapan), por lo tanto,

" X R
L A(I) s EAE) 3 (1+c)e(Q).
x=1 k=1

Ya que ¢ puede ser arbitrariamente peguefio, se sigue que

> (01,1

T A1) s ] a

k=t " ket *

Defiricién., Se define la distancia entre dos cunjuntos El y

E, como d(E,E) = inf { |x'—x2| : x €E, x, €E,)

Lema 1.9. Si d(E, E,} > 0 entonces IV E] = IE|* IE|,.

pewostracion.  Por el teorema 2.1 |EU EJ, s [E | ¢+ [E|,.

Ahora, sea €>0 y elljamos intervalos “t)::: tal que
- »

E, U E, C.E,x' y n)-;a'x"' s |ExU Ez'. + & . Podemos suponer

que el didmetro de cada I, es menor que d(Ex'Ez)' (De otro

modo, dividimos cada I. en un numero finito de subintervalos
con esa propiedad). Por tanto (Ik) se separa en dos
subcublertas (I:) y (l:). la primera cubre E y la

segunda Ez. Claramente,
1 2
IEL 1Bl sTIL) + Il =TIl s [EVE] +c.
Por lo tanto, |E | + |E| s JEVE] . o
Obsérvese que si I-Zl y‘l-:z‘éo‘in compactos y disjuntos entonces

d(E,E) >0 y por tnhto", .h:x' v Bz'."" ||-:l|. + |E),.

DEWOSTRACICN DEL TEOREMA '1.6.7Supéngase ‘que F ‘es - compacto.
lgft.'o LG ,A{falgque‘ “FeG "y

Dado €>0, elijamos: un
l6) = |F}, + ¢
cuadrados que no "’

es ablerto ‘ve‘htbnéé‘s ,e'xlste:ri

I;, =12, i tal que’
LY 0% Pt e et
G-F =|‘|,=J1 I P»or’, loltfant:;‘ |q_- '-,iv'éskgll’l"l +-- por lo.que




|I| s'e.
1

es suficliente demostrar que‘

-mr

k=

Tenemos G=FU (U I)>F u (U I ) ! para. cada entero

k=1
: "
positivo N. Por tanto |c| |F U (U I )| IF| ¢ |u rl,
woo

por el lema 1.8, F y U Ik' son disJuntos y compactos,

k=1 " .

"
ahora como | U Ll =L IIk ilema 1.7, obtenemos

co-o esperaba-os. Esto prue

F es colpacto. Para conple

) una o-algebra si satlsfar‘e 1a:

1) Xe¥. e

1)E°ef st Ee}.
L]

1 VUE e si .E ef,
k=1 o

Observese que como () E )%= U El- se? tiene N E e.)_'f /si

E €yl x=1,2,... .

Teorema 1.10. La colecclién de subconjunto de R lzdlbles es“
una c-algebra. ’ : ’
DEMOSTRACION, La unién nunerable 'de

medible, para cada entero positlvo llj_éhos;b:uh';abiyer‘tb Gk‘




tal que EcG, vy |G - E|, < l/k. Sea H -U G.. entonces
R=1
H es medible puesto que es unlén de cerrados. ademis

HcES. Escribimos E°=HUZ donde 2= E°- H. Entonces
ZcE - c= G- E. y por. lo tanto |z|.< 1/k  para todo k,
entonces |2| y en partlcula "2 'es medible., Por lo
tanto E° es ledlble ya’ qu]e es . unién de dos medibles. o

Lemaz 1.11. Un cunjuntp E es" p‘g@lble sl y solo si,

dado €50, existe un cén,[ cerrado’:F c E tal que

DEMOSTHACION. E es ledl

esto es, 81 y s6lo’

tal que EcG y lG

FcE vy |E-F|.<c.
Teorema 2.9. Si (EI.).=| es una colecclén mnerable de
conjuntos medibles disjuntos entonces |U E | = |E J

OBSERVACION, A esta propiedad se le lla-a propledad de
aditividad numerable y se dice que la medida es c-aditiva.

DEMOSTRACION. Primero supéngase que cada E. es acotado. Dado
e>0 Yy K=1,2,..., usemos el lema anterior para elegir un
cerrado Fc E, con [E-F | < €/2". Entonces lEl = ll-‘.|ﬂ:/2'
por el teorema 1.4, Ya que los E. son acotados y disjuntos,

los F. son compactos y disjuntos. Por lo tanto, por' el

" "
lema 1.8 (UF| = L |F| para cada .. -El hecho . que
Lt = ek e SR

SRR TREE Bty
U F, < U E inpuca ‘:}: {Fl:s JUE]
- Tk=1"

Por_lo tanto
k=1 - l=l = B




por lo-que . |U E | z }: |E | Ya qué la otra desigualdad

es siempre’ clerta el teor la se slgue en este caso, Para el
£ ;" una’"sucesién anidada de

"y definamos S=1, ¥

Ek"= E.n S’.

Ahora

, : e e W
‘| U E | =| U ( U J)| = 'ul.j:E"J %k,zjl'E.;"‘l'l=‘El( ):4"5.“‘”“
- S o o '
= E|. a
LIl |
FUNCIONES LEBESGUE MEDIBLES

Sea f:E c R°— R se dice que f es Lebesgue ledlhle en E,
o simplemente medible, si para cada . a‘ flnito,' el - conjunto

{x € E/ £(x) > a} es un subconjunto: -edlble en R
S1E = & y f es continva en R ,' entonces {x € R 2/ £lx) > a)

es sieapre abjerto, por lo que toda ' funclon  continua de
R enRes medible.

Toorema 1.12. Sea f:E ¢ K— R. Entonces f es medible si_
¥ solo si cualquiera de las condiciones se cumple: para toda
a vreal. -

1) {x € R%/ f(x) = a} es medible.

11) {x € B’/ £(x) < a} es medible,

111) {x € R/ £(x) = a} es medible. O
DEWOSTRACION. Ya que {x € E/ f(x)za} = {x € E/ ‘!"k(x7)>7.-;-ic"r)

la nedlbilldad de f gmplica (1), Ya que {x € E/ f(x)<a) es
el conplgnento de. {x € E/ f(x)=a} se sigue, que (1) lmplica .
{11). Yaique " {x € E/f(x}sa} = {x e E/f (x)<ark™'}, ‘se ve

1



que (11) implica (iii1).Finalmente, ya que {x € E/ f(x)>a}
es el complemento de {x € E/ f(x)sa}, se sigue que f es
medible si (11i) lo es.

Tooroms 1.12. Si f es medible, |f| es medible.

DENOSTRACION,
{x7 Jfx)f <a) ={x/ flx) <a)U{x/ f(x)>-a} a

Teorema 1.13. Si (!‘.‘(x))":_l es una sucesién de funciones
medibles, entonces sup.!‘ (x) y: lnf f (x) son wsedibles.
-s\lp.(-f (x}) es

DENOSTRACION. Ya  que inf £y (x)- :
suficiente probar el resultado para supi . Pero esto se
sigue facllmente del hecho que

{x 7/ supf, (x) >a}) = U {x 7 £ (x)>ak o
x=1

Comc caso especial del teorema anterior, vemos que si
f,o....f, son medibles, entonces max.f (x) y 'lln.t‘.(x)
lo son. En particular, s{  f ‘es medible, entonces lo son
£f* = max {£f,0) y f7 = -min {f,0}.
St (a.):=l es una sucesién de pun(os de R, sea

b’ = surp’ﬂ'njra.' y cJ =.inf . a,
Entonces - = c; s bj s 4w, y (b by (c } son wonétona

=1,2,....

creciente y decreclente respectlvanente. Se deflne
lim sup & yullnfa C : :
(]

Ademas la suceslén (ak)“l ‘e a un pun o 'L en R st y

solo si1 1lim supva. lil iﬂf ak = x.v Ver Hheeden [lOl pag.4.
kol ki@’ .

12



Teorema 1.14. Si (f (x))

medibles 1im sup, r (x) y 11'- Inf.

DENDSTRACION. Ya que

El teorema se sigue del teorena anterior, ) L  ' g

Corolarfio 1.15. El limite de ,una 'suceslon‘ convergente  de .’
funciones medibles es medible,

FUNCIONES SIMPLES

Definicién. Sea s una funcidn real definida en R°. Si'el
rango de s es finito, decimos que s es una funclén sinple‘

Sea E:Rz y pongamos 1 st x€kE
2. (x)

0 st xeE.
A x, se le llama la funclén caracterlstlca de

Supongamos que el rango de - consta de " los nﬁleros

CATERRL c, * nc si 1#),
Entonces s =T c

1=1!
una co-blnaclbn line

_cara e’ri:lstlcas‘,
Es evidente que ‘s ’

E. .E  son medibles,
1 n ey

conjuntos

Teorema 1.16. Sea £:u
1)f puede ser. escr! ta
(I‘.(x)) de func!'
11)s1 f(x) =20’ V X,
creclente, esto es, 1
111) S1 la funcién £ es medlible,
y (it) pueden ser. elegidas medibles.‘

entonces las Sp “en (1)



DENMOSTRACION. Supongamos f = 0, . para cada l., E=1,2,000, "
subdividiremos los valores de f los cuales caen en [0 x)
.12 o}

con una particién de [0,x] en lntervalo

J=l.z.....|z.. Sea

g1 w
f.(x) = { .

L3
=100 2 .
k& LI

Cada f, ‘es l‘an;:f ‘en todo el doainio
de f.
Esto se puede ver

'ys"r(bxbt) = 32* de la

forla (21-2)/2
grlnde.

Para probar 1) apllca.ok u cada:una’de lés 'i‘unclones no
negativas f* y f obtenlendo ucesiones creclentes (f’)

y (f") de funciones sllples taly_
Entonces (f' - f") — (£* ;
Por ultimo, para f(xb 20 tene-os

Estos conJuntcs son medibles si f

medible, S
Se observa que si f es acotada, lays_f'unclone's ‘sl.p'l.es
convergen uniformesente. . EEREN

INTEGRACION

Supongamos que

n
s(x)=):cxt(x) (xeR. c,>0)
1=

es medible, ¥y E ¢ R es nedlble Se define

14



n L
I(s) =L c |EnE|

[ ’

Si f es medible y no negatliva, se deflne’
t‘ ‘dA = sup I (s)

donde el supremc es tolado sobre todas las funciones éinples

8 talesque O sssf,

A f dA se le llama la integral de Lebesgue de'f sobre el
E
conjunto E.

Observese que I s dA = I:(s) para toda funcién slmpl‘e s
E B

no negativa.

Sea f wmedible y consideremos las dos integrales
f £ dA I £ dA, '
E E

S1 al menos una es finita, se define

J‘ fdA= I £ dA - _[ £ A
Si ambas son finltas se dlce que: f .es integrable en E en
el sentido de Lebesgue y se denota fie E '

Teorsma 1.17. Sea E un»k

1) SI £ es mdible''y

entonces f € £ en 'E. i

11) st a = fix) s'b es

M SI f.gecL LiV¥xeE

iv) s1 f € L‘ en:: toda

‘y chf

v)'si |E| 0.y f medible ffdA

comtmte :C

VI)SI fef en E. A medible y AcE  entonces
f €l en A,



La demostracién de éstas afirmaclones es consecuencla
inmediata de la definlcién.

Teorema 1.18.
1) Supongamos que f es medible y no negativa en Ra. Para
E wmedible definamos

#(E) = J’ £ dA

E

entonces, ¢ es v-aditiva en la o-algebra de conjuntos
medibles de R°
11) La misma conclusién se cuwple para f € £ en R

pewosTRACIoN. Hay que probar que si E U E. donde
k=1
El n B)= 2, 1¥), y los conjuntos son medibles (k=l.z..,.)

entonces ¢(E) = ): O(E ), conslderamos tres casoé:
x=1 s
1)s1 =

m:njx.u |an5|=|Bn(UE)|-|U(nnl:)|
=EIBnEI=£Ix.dA=):¢(E) |

2)S1 £ = ): c zn funclon simple.
Kal
Se tlene
#(E) = L): 5% 3 = I 5 I8 E-
Procediendo como en 1) estoes [ Q(E.).
3)S1 f es una funcién cualquiera, se tiene que para cada
funcién simple medible s tal que 0 s s(x) s f(x).

IsdA );j'sdAs;;m:)
E

k=1 E k=1

.

Por lo tanto,
$(E) = )’: $(E)

Ahora, si O(E.) = 4o para cualquler kel resultado es
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trivial ya que ‘(E) 2’ O(E )
Supongamos que O(E) < *-
una funcién simple " s:E ——) ‘Rital’ que 0 s(x) 'S£(x) y que
IsdAzIrdA-c : ’uzftdA-e
E, E, i
Por lo tanto,

$(EUE,) zI

Vvk. Dado c>0 podelos elegir

de modo que O(E‘U E,) i“’_(i_:"
Se deduce que V&, S

$(EUEY ... UE) = s m: )

como s:z‘usu..,Us; (s)-};m:).n»
: RS TR
Corolario 1.19. Si E es .edlb e E y |E - B'

entonces IfdA J‘fdA

pewostmacion. E = B U (E -'B),: entonces

#(E) = ¢(B) + $(E - B) = ¢(a) v ]' “f.dA = o(s)
yaque |E-B] =o0. ST s » o




CAP I TULO

00S
HOMOLOG!A SINGULAR

Un espaclo afin de dimension n sobre R es un conjunto E en
el cual el grupo aditivo R" actia libre y transitivasente.
De este modo para cada par de puntos P, Q en E hay un unico
vector v en R" dc Q a P,

Sea S = (Po""Pn) un subconjunto finito de R". Entcnces
'(Po""Pn) o n(S) (llasado hiperplano generado por S) es el
conjunto de los puntos P de R que pueden escribirse como

n n
P= E'\,P, donde T A‘ =1 y cada A. es un nGmero real.

1=0 1=0
Decimos que Po. e .Pn son independientes si
P'- Po’ P Pn— Po son linealmente independientes.

Ahora, si Po' ceen Pn son independientes, I(Po. .o ,Pn) es
un espaclo afin de dimensién n, el cual es llamado espacio

a

generado por Po""'P..' Cada punto S = EI.P| en este
1=0

espaclo tiene un uUnico conjunto de coordenadas (lo.. .. .a‘)

llamadas cooordenadas baricentricas relativas a Po.....Pn.
Estas coordenadas son arbitrarias excepto por la ecuacién

Ea| = 1.

1=0
Dados puntos independientes Po" ..,Pn, el conjunto Sn que ©
consta de los elementos de I(Po.. ...Pn) cuyas coordenadas
baricéntricas son no negativas forman el n-dimensional
simple jo geométrico generado por Po" .. ,Pn.

Proposicién 2.1, Sn es el menor conjunto convexo que

contiene a {(P_,...,P}.
] n



pemosTracION. Realizaremos la prueba en dos pasos:

a) S'I es convexo, Sean P, Q € Sn,

: 1=0 s
Por tanto, tP

que S, es conVexo
Observenos que (P el

Usando induccién sobre n:’
Si n = 0, entonces Sn = (P} e
S1n =1, entonces S = {tP | osts1 el
ya que C es convexo. K

Una funcié aclo afin E a otro . se llamara

tr;ris_fori
FOP I+ (1

ifan_sforméclybﬁ-"éfint 'sté unlcamente de mlnada por su efecto
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en estos puntos, ya que

L] L
f(f aP)=Taf(P).
1=t s=1
Para mostrar lo anterior apliquemos: lnducclén sobre. n.  Si

a, =1, en otro casc es trlvlal,

f(}:aP)-f(aP + (1
1=0

}:taf(P)4):(l

I=O' : 1=0 -
n

t):af(P)+(1-t)}:bf(P) tf(P)*(l-t)f(Q)
1=1 1n0 \ i .

TEORIA SINGULAR

De agui en adelante todas las !‘unciones 'consideradas serén
funciones continuas. i e
Para cada n = 0, consld’

&= (0,....0), &= (1,0, L0)eae,




A ‘denota el n-dimensional simplejo geométrico generado por
ey el,....en . _Esto es Ao es un punto; Ai el lntervalo
unltai‘lo 0,1} A, esun trisngulo {con su hiterlor)

tiene como vértices e, e, e ; A es un tetraedro etc./

o' "1’ T2
Dado ‘un espacio topoléglco X, un n-sllple_)o slngular en X es

Vulo 1ibre generado por todos los n-sl-pleJos
sin[ulares en X.  Los elementos de Sn(x) son combinaclones

!‘orlales

by vy @
donde ¢ corre a través de los’ n-sl-pleJos y los coeflclentes
: son lla-adas n—cadenas

son elenentos de R, 'Estas 'suma
singulares. R

St P,... .P.; son puntos de
restriccién a:“An de.
que envia eo" en
es la trasfornaclé

Dado n >’ 0. par

Andlogamente (e ‘el él .e é
afin donde o-iunos él y e

f: & - A donde
n-2

e
fle,) =-{ Cue o SE s =N s
e

ioa O
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Para un n-simplejo singular arbitrario ¢ en un espacio X se
define la t-ésima cara o'’ de o como el {n-1)~-simplejo
singular ooF..

Como ejemplo tomamos n = 2y o Az-o Az la identidad en Az

La fontera de un n-simplejo singular o es la (n-1)-cadena

singular 8(c) = § (-l)'c(".

Ahora extendemos 8 a un homomorfismo de médulos
S5 — s l()()

por linealidad; de este modo 8(Y v'tr) =TV, 8le).

Para n = 0, la frontera de unayo-cadena de define como 0.

Proposicion 2.3. 338 =
pewsTRACION. Es suficlen
es un n-simplejo singu

n-y .
B 1)’(c-r ).r’ -
iy

5902
atse) = L (-1)'ale
1=0 . Lo

-1
« T (- n"’c.(r’r' e B0 f'F ),
J<tat ' o=15) n a1

Camblando los indices al prller aiembro de la suma de tal

forma que 1*'= j, j* = i-1 obtenelos

L ’
£ (- 1)"’0-(1-"?’ = z O e (FUFY ) -
J<i=1 1°¢)e1=g

= : DI Moo (FIE )
o=1'5)°

Por lo que ambos miembros de la suma se cancelan. . -

Una n~cadena singular c tal que 8lc) =0 és llmda ciclo;

si = 8(c’) para alguna (n*l)-cadena c , ¢ es llamada .

frontera. Dos n-cadenas cz,z:2 las euales dlfleren por una



frontera son llamadas homdélogas y escribimos ¢,~ve,.

Por la proposicién 2.3.; las fronteras forman un submédulo
Bn()() de el aédulo zn(x) de ciclos; el médulo cociente
Zn(X)/Bn(X) es llamado el n-ésimo médulo de homologfia
singular de X, denotado por Hn(X;R) [ Hn(x) cuando la

referencia de R es sobreentendida,

EJOPLO 1. X es un Gnico punto x.;Ha\y un Gnico n-simplejo LA
para cada n (funclén constante en x). Tenemos

yor que cero
a(crn) = {

Ya que a(a'n) = “es la funcién constante

120" . ;
con valor ' x, " pi Por lo tanto
'n par mayor que cero

n impar,

Por lo "que"ll S 0, . péra toda n > 0. Sin embargo zos So
lientras : B = 0 por lo que HDI R, el {isomorfismo es
vo, — v. -

Propollélon 2‘4. “Sea (X ) la familia de componentes conexas
por trayectorlas de x. Entonces hay un isomorfismo canonico
H(X)Ho H(X)paratodo nzo.

DEMOSTRACION. Co-o A,;

e conexo por trayectorias un

n-simplejo singular "';L env An‘ en ‘alguna componente por

trayectoria x.. : De eétg' ~ada n-cadena ¢ se descompone

en una suma c=2c“
k
X.. Por lo tanto se tlene 1 isonor“sno canonlco

s, (X) H X S (X L,para todo - nz0,-"

Y ademas la frontera opera conponente a conponente. . o

“"es una n-cadena singular en
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Propomicion 2.5. HO(X) es un R-modulo libre con tantos
generadores como componentes por trayectora hay en X.
pewosTRACION. Por la proposicién 2.4. Podemos suponer que X
es conexo. Eligiendo un punto base xo en X. Para cada x en
X, sea e, una trayectortia de X,a x, por lo que
a(cx) =x-x.
Dada una O-cadena
c= ))'(: v, X
Afirmamos que c¢ es una frontera si y sdlo sl la suma de sus
coeficlentes es cero: s1 [ v, = O, entonces
c=Lvx- (E Ve ix, = E v ).
El reciproco es inmediato. Ahora cada o-cadena es un ciclo,
La funclén que envia c en la suma de sus coeficlentes es un
homomorfisso de So en R gon Kernel Bo' De este modo, por el
primer teorema de 1somorfismo HO(X) %« R. o

osszwvacios 3. E1 mddulo de homologfa reducida u:(x) es
obtenido definiendo un diferente operador frontera sobre
O-cadenas '

*

a ()E vx)=F v..’

Se puede verificar que 3% =0, H;(X) et;s‘,el; céclente de el

kernel de 8° por las fronteras d

S1°X es conexo

* sl ‘X tiene r
“es un R-médulo
r. fl'o':iq'ue es 1lamado

por trayectorias, H:(x),
componentes por trayectori
libre sobre (r - 1) gén
homologia reducida. g
Para n >0 definimos’

Consideramos ahora problgdaﬂgs funct@riélés. Sea f:X 3 X'

funclén. Si o es un n-sinplyejo singular'en X, foo .es uno
en X'. Obtenemos un homomorfismo §,(£):S (X) 3 'S_(X') por
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s (r)'()j 'v o) =L vylfoo).
Es claro que AR
(1) S, (Identtdad) = Xdentldad

(2) s (gef) =S, (g)os ()00

Lema 2.6.

Lema 2.7. sn(f):s,“(x) <5 (X
Z (X) en2Z (X") . on
DEMOSTRACION. Sea ¢ E’Bn(x
tal que 8(c’') =

en:definido por el.

este lodo los ‘médulos de honologia

‘invariantes
topolégicos. S .

CONFiEJO DE CADENAS

Definicion. Un complejo de cadenas sobre ~R es una sucesiénb

Cc= (C 8 } de R-médulos libres y homonorflsnos 6 C -+ C et
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tal que 84 =0,

a
cA s 0y e
neg n . -1

St n<0, entonces Cn= 0. Un elemento de _Cn tiene dimensién n.
El complejo singular de un espaclo X es el ejemplo donde
Cu- sn(x) y 8 esla funcién frontera.

Frecuentemente abreviamos (S"(X)) por S(X).

Definicion. Una sucesién de homomorfismos (fn) con

!'“:C'I — C;l
es una funcién de cadenas si 8'f =€ 8
nn n-1 n
c—"5c.
n
e 10
c—2Y ¢
n-l v

Por ejemplo, una funcién de espaclos f X -—-) Y induce una
funcién de cadenas S(f): S(X) c I '
Como en el caso topolégico nt oducilos Z (C). B (C). .
submédulos de C" definilos po

z (C) = ke

B (C)
El n-éslno lbdulo de

Definicion.
definido por

0
-clclos

, ;°r'ﬂ=;-s=

De este lodo H. defin : ategcrla de compleJo

de- cadenas sobre R ‘f'unciones de cadena a‘la categoria de
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R-médulos y homomorfismos.

Definicion. Una homotopia de cadenas entre ‘funciones de

cadenas
= {f;C
n n

es una suceslén

que B:MD D 3.

n-l n

Escribimos: f = g (Sl C =0 para n<0, la ecuacién se lee
8D =1 - g,). :

Proposicion 2.8. Funciones de cadena homotépicas lnducén las
mismas funclones en homologia.
DEMOSTRACION. Sea Z € Hn(C) una clase con representah;e
z € 2 (C). Entonces S

fn(z) - sn(z) = Bm‘Dn(z) + Dn_lan(z) = a;mbn(Z) € Bn(C' )
Por tanto . )

H (f)(2) = Hn‘t‘s)(z). ~.a
v

INVARIANCIA HOMOTOPICA DE LA HOMOLOGIA.

holotopia tienen nédulos ‘de homologia Lsonorfos.

Teorewa 2.9, ‘Sl f.g X—-)Y son !‘unclones homotoplcas,
entonces S(f). y S(g) son [unclo s ecadena homotopicas

SX) sm




Vease Greenberg [2]) pag. 59.

Teorema 2.10. Si f,g :X — Y son funciones homotépicas para
cada n z 0, los homomorflsmos Inducidos H(f) y H(g) en
los mbédulos de homologia son ngales. .

DENOSTRACION. Si  f,g :X -7—>‘V son funciones homotépicas,
por el teorema anterior S(f) y S(g) son funciones de cadena
homotépicas y por la proposicién 2.8 inducen funclones
iguales en homologia. ‘ o

Teorema 2.11. Si f:X — Y es una equivalencia homotépica,
entonces para cada n z 0, Rt

H (0): H (:’0 — H (V)

n n oo n
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION, Sea g:Y— X un “:inversa homotépica a f.
Entonces fogx idY yi gof dir

H (f)°H (8)
Por lo tanto H (r):

Teorema 2.12. (Relacibn
Sea X un espacio topolégic C
H (X,2) es la abe“anlzaclén
Ver Greenberg (2] capltulo 12 T

HOMOLOGIA RELATIVA

cociente,
S, (A)..
sigulente dlagrana conmutativo

hum orfisﬁo “a el cual “hace ‘el
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S (X) ———— S (X)/S_(A)
n . B n n
al ) B l F)

s, (X) .4 S (X)/S (A)

n-1
es decir, si c € S (x), se del‘lne 8(0) = 8c. Es inmedlato
que @ esta blen deﬂnido. ’

»Claramente 3 3 = 0. Podemos entonces considerar como antes,
los wédulos

(a) kernel [s ()75 (A) —2— 5__(X)/S (A)]
n n n-1 n-~1
(b) Im [s XS (A —2 5 ()8 u)]
nel nel n n

Ya que (b) es submédulo de (a), podenos también formar el
médulo coclente, el cual se denota' H (X,A), [o H (X,A,R) si
queremos hacer explicito el anll!o de coef!clentesl y es
1lamado el n-ésimo médulo de honologla relativa de X mod A.

Podemos obtener este -6dulo dlrectanente de Sn(X) si

d C con. - e S (X).: Supongamos que

recorriendo el dlagrania ‘c es enviado a

0 €S _(X)/S _(A); clarame:
n-1 n-1 B

El conjunto de todos ~'forma un submAdulc

Z (X,A) de S (x) cuyos' elementos  son .ll'qnados n-ciclos
rnlativos en :
EBPLO 2. S; ‘es un 1- ciclo
relatlvo 1 ales estén en el

subespacio slngular es un

lla-adas n-fronterasVrelatlvas en X mod A (escriblmos cc
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mod A si c-c’' es una n-frontera relativa).

Lema 2.13. Hn(x,A) L Zn(X.A)/Bn(X,A).
peMOSTRACION. Se sigue del tercer teorema de jisomorfisso:
Sean M'' ¢ M’ ¢ M R-médulos entonces

(M )/(M /M °) M [.]

w0 3. S1 A es vacio, Sn(A) =0 para toda n, por
definicién, aqui Hn(x.o) = Hn(X). De este modo cualquier
discusién de médulos de homologia relativa incluye a los de
homologia como caso especlal.
Los médulos de homolcgia relativa son functoriales en el par
(X,A) donde A es un subespaclo de X, es decir, dado otro par
(X',A’), A’ subespacio de X' y una funcién
f£:(X,A) —> (X" ,A’),
esto es, f: X —» X' y f(A) c A’, el homormofismo inducido
Sn(f):Sn(X) - Sn(X')
envia S (A) en S (A'), por tanto envia Zn(X.A) en Zn(x',A')
y B (X, A) en B x', A'). por lo que pasando al cociente
' flslo
H‘ £ H (X, A) -—)H (X ,A%).
Esta culple 1a prt;ple;!adés !‘unctorlales
1) H (Id) :
(Z) H (gef )

induce el h

‘y - por ’tanto ‘el

: induce' un

Ya que 2 (A) cB (XiA).'

elrholomorﬂsno co-poslclén ;




Hn(J-i):Hn(A) -— HH(X.A)
es el homomorfismo cero,
A los homomorfismos Hn(J) y H"(l) los denotaremos por i
y J, respectivamente. Ll
Observemos que los rectir.gulbs ‘en el dlagrama

1, T
H (A) ——«\iH,;( ) —— Hn(X.A)

H(A') —— H (X')'=— H_(X',A")
n ’ n “ar n
1,
son conmutativos (las flec rticales son holoblo‘rt‘lsnos
inducidos por una. funcién’ fi(X,A) == (X';A’ )).  o i
Proposicion 2.14. Sl'; A_.es

trayectorias entonces

: 16"5‘:"1;:6:‘!4&169 “de homologia

,e)\d'ét;en{:ia'? de un homomorfismo de
conexién S ‘
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1
con el cual obtenemos una sucesién infinita de homomorfismos

H (X,A) — H__(A)
n n-

cor —> H (A) i'—v H (X) :,l; H(XA) —H (A)— ...

llamada la sucesién de homologia de el par (X,A).

Definimos este homomorfismso como sigue: Dado un n-ciclo
relativo z en X mod A representando una clase de homologia
Z en lln(X.A). por definicién, 3z es una (n-1)-cadena en A,
pero ya que 83 = 0, 8z es en realidad un (n-1)-ciclo en
A. Y podemes considerar su clase de homologia 3z en
lln_‘(A). Esta clase depende s6lo de Z: Si z z' mod A,
entonces 2z = z'+ w + 82'’, donde w es una n-cadena en A,

z'' es una (n+l1)-cadena en X; entonces 4dz = §2'+ W, es
decir, 8z y 98z' son homdlogos en A. Por lo tanto
definimos el homomorfismo de conexién, denotado por 8 como

8z = 3z.

Teorema 2.16. La sucesion de homologia de (X,A) es exacta.
pENOSTRACION. Exactitud en Hn(x,A): Sea z un n-ciclo en X,

es decir, 3z = 0. Entonces 3J,(Z) = 0z =0, por.. 1o que
la composicién 8j, es cero. Sea 2z un n-ciclo relauvvo_‘btal
que 1a imagen 8z de z bajo el ho-onorflslb,debdneki(‘)n es
cero, esto significa que 9z = ;o8 dena en’

A. Por lo tanto. z-w es un clclo ‘en”X

1gual al‘_ kgrnglfde:"_j_“." :
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Exactitud en H"(A): Sea z un ciclo ‘relativo mod A, entonces
9z € Sn(A).
ciclo en A tal que

Sea z un

z = aw donde w es
una n+i-cadena en X,
A. Esto prueba qu

Para ':

sonort‘lsné.i:

Proposicion 2.17.. La su : es functorial en
el par - (x 'A) . e
ontosmacxou.‘lzsto signltica que. la funcié

lnduce una suceslén lnflnlta de cuadros conmutativos
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—-»H(A)——-)H(x)———oH(XA)——-)lll (A) — .

—anw)——.n‘(x)—-»u(x‘ A —H )

los hono.orfls-os verucales son lnducldos " por f. Solo

necesitamos checar que ) a"
H (X,A) ————& H E
8
H (X',A'") — H: (A

n- l
es conmutativo; esto es lnlediatu de el hecho que las
cadenas de homomorfismos Sn(!') conmutan con el operador
frontera. o

Lema del cinco 2.18. Dado un diagrama de R-modulos y
homomorfismos con todos los rectangulos conmstativos

f f f f
A ‘,Aa Z:Aa :',A. ‘:As
al 8 vl L e}
» B N
Bi g‘ 32 BJ 53 B‘ g‘ Bs

tal que las flechas son exactas en 2, 3, 4 y los cuatro
homomorfismos a, B, &, € son isomorfismos, entonces ¥ es un
isomorfismo. :

& es mono:

DEMUSTRACION.
af:'(a) =
en Aa,

Entonces
pla’ -f, (a'*) =
=f, l‘ ('’ )

7 es ep1~ Si
clr,(a,)) = g, (s
la exactltud en. /
a(f (a )) _,ga(b

Ta



la exactitud en B, 'z(bz) =b, - 1(a3). Yg“q’ue" B es epl
ﬂ(az) =b,. Entonces 1(f2(az)) = gz(Ba(az)) = gz(bz) =
= b:' - 1(a3). Por lo tanto b:' = 1(a: + rz(az)). o

TEOREMA DE ESCISION

Este teorema establece que ciertos espacios V ¢ A pueden
ser cortados sin afectar a los mé6dulos de homologia
relativa. Mas precisamente, 1la funcién inclusién
(X -U, A-U) — (X,A)
es llamada escisién sl induce un isomorfismo
Hn(x ~U, A-U) — Hn(X.A)

Teorema 2.19. S la cerradura de U esta contenida en el.
Interior de A, entonces U puede ser escindido.. '
Ver Greenberg [2] pag. 82 .

Teorema 2.20. Supongase VcUcA y

(1) V puede ser escindido. . e

(11) (X - U, A - U) es un retracto por derorn.{clﬁh &e
K=V, A =V o

Entonces U puede ser escl‘ndyiao B

"rla 'f:yng:ién
identidad de (X - V,7A ‘
es una retraccién :

1: (X -y,
es la funcién inclusién.:Por

7 t‘irontvi»'ey ir .

isomorfismo para toda:i'n.*Ya que Hn"es un’functor y V' puede
ser escindido,: (X ~.
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Teorems 2.2%. Sean E:, E; dos  hemlsferios cerrados de la

n-esfera S*, n z 1, esto es, E; N E, es el ecuador s™t,
Entonces
€, ™" —— (5", E)
es una escision,
peosTracion. Escindiremos el henlsfe;lo abterto
U=(xes"/x <o
No podemos aplicar directamente el . teorema de escisién ya
que no satisface las hlp&(eélé." De 'lvodo‘c‘(ue procederemos en
dos pasos. o
Sea V=(xeS"/x  <-1/2),
V puede ser esclndldo. Pero (E

por deformacién de (S" -V, E V), . por tanto aplicando

pér el ‘teorema de escisién
'5") “es un retracto fuerte

el teorema anterlor (E , S“' ) —s (S", E ) es uma
escisién, ) a
Ahora proyectando en las primeras n coord d obt un
homeomorfismo

(€, s — u:" s"'

Hemos visto que el hololorfls-o de conexlbn
Hq(En, Sn ) -—) HQ- s
otro’ lado,

es un isomorflsmo para q z.2. como - E; es

contraible tenemos que

Hq(S") —H
St n=1,

o--;n(s“)———»u(s“ E)LH(E)——-—)H(S)—-)O




ya que c es un isomorfismo, también obtenemos que a es un

1somorfismo - (b = 0).

Corolario. 2.22. Para q1 y n2zl

R q =n,
H (S")
9 o

H(E".s")-{R e

e [} q ®*n

osstrvacioNn 3. El1 teorema de escisién  es blerto pai'a la
homologia reducida si suponemos que U = A, para este caso’

H(X - U ,A-U) = HX- UA-U).,Y R

H (X,A) = H (X A) (Suponiendo A # @), U = A’ puede ocurrir
baJo la hlpotesls de 2.19 solo cuando A es ablerto y cerrado
a la vez, :

SUCESION DE MAYER-VIETORIS

Ahora consideramos triadas ordenadas-de. espaclos (x,xl.xz)
tal que X, y Xz son subespacios de X. Tenemos las funciones
inclusién
(X. an)-—) (XUX, X),
k (x, xlnu—)(xe, x)
S1 k, y k, son esclslo’qes,_la t 13}’? es _llanada exacta - (o

propia en algunos libros
De este modo i

H (k, ):H (x
es un lsomorfismo Estos'

no de X.
EJENPLO 7.



Uu=Xx -(an).entoncesX-U=X.porloqueUesun
subconJunto cerrado de X contenldo en el ablerto A y asi

aplicamos el teorema de esclslén
e 0. (S", !-: l-'.‘ ) es una trlad
Supondremos en lo que slgue que X X X
La inclusién (X,A) —> (X, x) Inducy el~dlagran

—>H(A)—>H(X)—DH(X A)—»II (A)—-)H (X')—D
m T " ) "

- “n(xz) - Hn(x) - Hn()(.xz) - “n-:‘xa) - lln_‘(x) —

en el cual todos los rectingulos son consutativos.

Lema 2.23 (De Barratt-Whitehead) Dado un dlagrama de

R-mbdulos y homomorfismos en los cuales los rectangulos
conmitan y 10s renglones son exactos
| g hl

—-’Cl“-—) —»B -—-bcl—»A'_l—»B._‘—»

[ R R R O [

— C'“I — A';-'—D B'lg-—l-bc; ? A" " -— B" a2
S1 los ¥, son lsondrfls-os, entonces hay una sucesién larga

exacta

donie
D(a) = (a a). D' (x y) = (x +7y).
Ver Greenberg [2]. pag.99. :

. e
Deﬂnlclén. S ()
es un diagrama con lson' fis s H (X A) -—) H (X X ). La:

suces!én : asociada I de Barratt-whitehead ~1a' sucesién



Mayer-Vietoris de la trlada.

—H_ (X) foa, H_(A) L, H (X) e H (X) b, H (X) —
OBSERVACION 4. S1 A # @, la sucesién Hayer-Vletorls’puede
ser terminada ¢n '

——bH(X)—)H(A)——)H(X).H(X)—)H(X)-—)O
por observaclén 3.

EJENPLO 9. Homologia del Toro T.
El toro puede ser considerado como dos tubos cilindrlcos‘ A

identificados a lo largo de su frontera co (Abusando de‘ '

C,yC, con las :
homotépicas. Usando- ‘el
observamos que (A, 8A)

homologia. Por tanto' obte
exacta ;

O—DH(T)——&H(C

H (C + C ) = R. Usanos las equlvalencias hdlotépicas para

ldentiflcar H(A) e H(A) = 'R e R, la matriz de # con
respecto a la base natural es [l 1]' Se sigue que

ker .1 % R generado por (1, -1) y im 0| % R generado por
(1,1). Entonces Hz(‘l‘) R y Hl(T) 2% R e R.

CONSTRUCCION DE COMPLEJOS ESFERICOS

Supdngase que son dados un subespacio A de un espacio X y
una funcién f de A en un subespacio Y. En la unién disjunta
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Xlly de X y Y con la topologia coproducto, identificamos cada
punto x € A con su imagen f(x) € V. El espacto coclente
Z2=X U‘_ Y de Xy con 1la relacién de equivalencia
determinada por esta identificacién es llamado el espacio de
adjuncién de el sistema X > A —f) Y. Es claro que la funclén
coclente axlly — 2 envia Y homeomérficamente en un
subespacio de Z; identificaremos Y con este subespacio. Si
T:X —» 2 es la restriccién de g a X, entonces ldentificando
A con el correspondiente subconjunto de Y en XUY se tiene,
T, =

En lo sigulente, consideraremos solo pares (X,A) que
satisfacen las siguientes condiclones:

(1) X es Hausdorff,

(2) A es cerrado,

(3) Puntos en X -~ A pueden ser separados de A, es decir,
para cada punto x € X - A, existen ablertos disjuntos U,
V talque xe€ Uy AcC V.

(4) A tiene un collar B en X, es decir, hay una vecindad
ablerta Bde A en X tal que A es un retracto fuerte por
deformacién de B, y A = B,

En este caso decimos que (X,A) es un par con collar.

e 10, (E°, s"!) es un par con collar. En este caso,

el espacio Z = E" va se dice es obtenido de Y por adjuncién
de una n-celda via f,

oo 11. MAs general, si X es una variedad con frontera,

Yy A es su frontera, entonces (X,A) es un par con collar; en
efecto, A tlene una vecindad ablerta B tal que (B,A) es
homeomorfo a (A x [0,1), A x 0).



Proposicion 2.24. Dado un par con collar {X,A) y una funcion
f:A — Y, donde Y es Hausdorff. Si Z2=X U Y, - entonces
(Z, Y) es un par con collar; en efecto, ‘st B es un collar
de A, entonces YU T(B) es un co“ar de Y. Ademas, T

envia X - A honeamrl‘lcmnte" obre Z - Y.
7 A, el ‘cual es ablerto

X- A" homeoworficamente
en” X, Ya que BlY es

DEMOSTRACION. Ya que g l(

en 2 - Y. Sea B un
ablerto en XHY. | : ébie:rio'de 2.

Sea D:B x I —a B a funcién tal que Dfa, t) = a para
toda a €A, ra.'toda b €B, Db 1) €A
para toda ;~b € Ie a unclbn D en (YUTR)) x I

por

Btz 0

z, hay 3 casos: L
caso ‘1: Ambos : puntos 2.~ Y ies:

ablerto y homeomorfo a

caso 3:: Ambos i Y;', Yz abiex;tos'

disjuntos dg Y losf cuéleéfisep_aréh 21 y z2 Sea ' riB' —aA

a



una retraccién, y B, = r"(f"(Y')). 1= 1,2, Eﬁgonées B es
ablerto en X, y Y UT(B) .y ¥, UT(B,) 'son ablertos
disjuntos de Z los cuales sepafan‘ z, Q‘zz gy ‘

suceslvamente se aﬁaden
posiblemente de diferéhtééﬁ
espaclo compacto Hausdofff,ﬂ
EJENPLOS 12,

St f envia S er
s1 ¥ =s" fstto
st vy=5' f£:5°
Entonces Z cénsisi

1 rec@éngulo. el
,I‘béga una 2-celda

¥ 3

: espacio de adjuncién de un
sistemgvxiy-ﬁ’ - VYZ eé»la‘gxtensién canénica
de f. Entonces,

: ﬁhihéibnérflﬁmo deyla,sﬁcesién de
homologia’ del par

A) - en‘la’del par (2, Y},
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Teorema 2.28. Supongamos que (X,A) es un par con collar,
Entonces
Hn(f):Hn(X,A) —_— Hn(Z.Y)
es un isomorfismo para toda n.
DEMOSTRACION. Sea B un collar de A en X. Consideremos el

sigulente diagrama conmutativo.

H_ (X, A) —L— B (%,B)

Mostraremos que 1, J,“ f

lo es. L
El diagrama conmutativo .

H(X-A. B-,A)~
fa L

usamos el hecho que A (repect Y) es ‘un retracto fuerte por
deformacién de B (res Yyu f(B)) Esto implica que
tenemos un diagrama -

H (A) —— H (X) 5 W (XA) -——> H (A —— H__(X)
n 'll, 7 5 L ,n-ll n-ll

H (B) —— H (X) - L
n 'l : :

8V rucales de cada extremo son

son exactas. ~-El ‘resultfado se :

sigue dei,.ieié_jdel clnco
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NUMEROS DE BETTI Y CARACTERISTICA DE EULER.

Si tomamos la homologia con coeficlientes enteros, para
clertos espacios, tales como los complejos esféricos, los
grupos de homologfa son finltamente generados. (Ver
Greenberg (2], pag. 118).
El teorema fundamental de grupos abelianos nos dice que
sl A es finitamente generado,

AxZeZe... ololmo... OZ“
(Ver Lang [S), pag. ).
Se define el rango de A como el nimero de copias de Z. El
rango de Hn(x,l) es llamado el n-ésimo nimero de Betti Bn
de el espaclo X, y tamblén se define la caracteristica de
Euler x(X) por la féraula

x(X) =F (-1)" 8

cuando esta suma es finita, " Estos nimeros son invariantes
topolégicos.
EnwrLo 13, Para S°, ﬂ°=pn=1. y ﬂq=0 para q # n y
q # 0. Y obtenemos : : . o

x(s") = {

También se define de Ianer

Bett!l y la caracteristlca
par (X,A).

n > 2 (ejemplo 9);"§~A6Al:-0;‘eneuos

Lema 2.26. Cuando es’t‘os‘

DEMOSTRACION. Usando 1a- suceslén de holologla exacta
-—)}l (X) -——)H (x A) —)H (A),——)
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la demostracién se reduce a.un lena puranente algebraico.

Lema 2.27. Dada una suceslon exacta de grupos abe“nanos

finitamente generados

0 » A —1o A -
entonces

rargo A - r.ingotAQ

Para r=1 y r =

grupo cociente de AI

resul tado.

Sublema 2.28. 1 es un nonom fi
y kernel TZ/I- 1,

OEMOSTRACION. Si a, € A

al— o.

1, es un epimorfismo: .

Sea

existe a_e A
2

~ como kke'rne':l’ =1, (a ) para

alguna a}’é Al; Por tanto si a2 es la clase a2 en T se tiene
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que (;2)" = (a:) = 1,(a)= T (@). Esto prueba que T es de

torsién. ) o

Por tanto rango X‘ = rango (kernel Tz)' Ahora la sucesién
exacta de grupos abeuanos libres ‘

0—-—->kerne11 :Xz *A > 0

se escinde ya que 1os lédulos ubres son proyecuvos.. De . .

COROLARIOk 2:30. Sea X un c-:mplejo es!‘ér!co, obtenldo dé &o
e L celdas de dimenslbn q, ‘para

puntos. por adjunc!én'?'—‘
g=1,...n (en cualquler orden) Entonces

() -:}: ( 1)“ o B
i o .
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DEMOSTRACION,
Si q = 0, X es el espacio que consta de a, puntos. Usando el
ejemplo 1 y el teorema 2.4 tenemos que
x2(X) = a

Supongamos el corolario valido para n = k. Sea X el
complejo esférico obtenldo de @ puntos y por adjuncién de
o n-celdas para n = 1,..k. Y sea X' el espacio obtenido de
X por adjuncién de LW k+i-celdas, por el corolario

anterior teneamos

.
') o . o1kt = 119 _qket =
(X)) = 2(X) + (-1)"a, E (-1) a ¢ 13"

ket
= E (-1) «. a

TEOREMA DE CLASIFICACION DE SUPERFICIES COMPACTAS
ORIENTABLES

Teminaremos con este capitulo enunciando el Teorema de
Clasificacién de Superficies compactas orientables, el cual
utilizaremos en el capitulo 4.

Una Superficie es una 2-variedad conexa.

Sea S, y Sz des superficies disjuntas., Su suma conexa,
designada por Slt Sz. es la superf!c;; que se obtenlene
quitando un pequefio:disco a cana,superfvi"cyle‘y pggando a lo

largo del borde Qe_c’ada‘f 'v'a‘guJerd ‘raré.f‘ser precisos,

escojamos subcon) ales que Dy

= Sea S; el

complemento de’ D :
h' del cfre

borde " ‘de Dé. :
* LIS LN
S8 U_§a -

borde - ‘Dl';
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puede demostrar que el tipo topolégico de S'l S2 no depende
de la eleccién de los discos Dl y Dz. ni de la eleccién del

homeomorfismo h,

Teorema 2.31. Toda superfice compalta orientable es
homeomorfa a una esfera, o a una susa conexa de toros.
S1 una superficie S es suma conexa de g toros, se dice que
es una superficle de género g. Ademis

X(S) =2 - 2g.
Ver Massey [6), capitulo 1.

Por Gltimo mencionaremos upa definiclén alternativa de la
caracteristica de FEuler para superficies, la cual coincide
con nuestra definicién anterior.

perinicion. Una triangulacién de una superficle compacta S
consiste de una familia finita de subconjuntos cerrados
(T‘.Tz... . .T“) que cubren S, y una familia de homeomorfismos
’,: 'l'; —> Tl , 1 = 1,...n donde T; es un trlingulo del
plano R® (es decir un subconjunto compacto de R limitado
por 3 rectas distintas). Los subconjuntos T se llawa
"trlangulos . Los subconJuntos de ‘l que son ingen por ’,
de vertlces y aristas del trléngulo T' se ]llaman '.albién
“‘vértices" "arlstas respectivamente. Flnaluente se impone
la condiv 16! de ‘que dos triingulos distintos T y T o son

distlntos, o: lenen un sélo vértice comtin, o tlenen toda una

' arlsta comtn,":
Sea M una superﬂcle con triangulacién (T e .Tn). Sean
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esewpLo, Caracteristica de Euler del Tore. En la tigura
siguiente se muestra una triangulacién del Toro, con la cual
obtenemos que

x2(0T) =9 -27 + 18 =0,

A s x A
D D
€ E
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CAPITULDO

TRES
GEOMETRIA HIPERBOLICA PLANA

En este capitulo mencionaremos las definiciones y resultados
basicos de geometria hiperbélica plana. Las demostraclones
de estos hechos se pueden consultar en pueden ver en Lehner
[5], capitulo 1.

Una transformacién de Mibius es una biyeccién conforme del
plano complejo extendido € en si aismo. Estas
transformaciones son de la forma

az + b

R ad - bc = 0

T(z) =

donde a,b,c,d son numeros complejos. Es facil probar que
estas transformaciones forman un grupo bajo la composicién.
S1 dos transformaciones son iguales, es decir,

22+ 22220 vzeC ad-bce0, a'd-bc'eo

entonces a=Aa’, b=Ab’, c=Ac’, d=ad’ para alguna A € €. Por
lo cual a cada transforlac 6n de Hobius ‘l‘ le corresponden

exactamente 2 Iatrlces uni-odulares :
ab

« (s ‘

El grupo de estas matrices’ se"
probar que la algulente sucesl

PSL(2, €} si” exi

ATA™ = s,




Las transformaciones en‘PSL(Z,C) fijan a lo mis dos puntos y
se clasifican como sigue: Sea T € PSL(2,C)

1,-S1 T fija un punto.fLa transformacién es conjugada a unha
translacién y a T se le llama parabdlica.

2.-51 i‘lJa 2 puntos. Es conjugada a una transformacién de la

for-a z -—; pe 8z, ‘con @ >0, 0356 <2n. Y tenemos 3

casos- e .

a)'Stp = 1 'a_ T se le llama eliptica.
b)Sipe 0;

c)sip ); a T se le 1lama loxodromica.

S1 x denota la traza de una matriz en SL(2,€) que define a T
se tiene que T es parabélica sl y solo si Jx] =2; Tes
eliptica s1 y solo sf x € Ry Jx] < 2; T es hiperbélica si y
solo sl x € Ry |x] >2i y T es loxodrémica sl y solo si
X ¢R. )

Se denota por PSL(2,R) el subgrupo de PSL(2,C) que consylfus‘tbe_ ;
de las transformaciones definidas por matrices sL(Z =
entradas reales. Estas son exactamente las trans!‘o

que preservan el sem)plano superior W=

transfor-acién

transforna H; en A/

Ay vlceversa : cda}d{xié trans!‘ornacién de Moblus que
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preserva A es de esta formsa. Es decir, sl M(4) denota el
conjunto de todas las transforsaciones que preservan A.
PSL(2,R) y M(A)}) son subgrupos conjugados. En esta tesis

trabajamos solamente con estos subgrupos.

Un punto a € E es un punto limite de un subgrupo I' de
PSL(2,€) si hay un z € f: y una sucesién (Vn)nd‘ de
elementos distintos de I' tal que Vn(z) —> a. Se denota
por L al conjunto de todos los puntos limites de I'. Si z no
es un punto limite se dice que z es un punto ordinario, y se
denota como ¢ al conjunto de todos los puntos ordinarios.
Un grupo I' es discontinuo 31 y s86lo s1 no & es vaclo. A los
subgrupos discentinuos de PSL(2,R) o de M(3) se les llama
grupos Fuchsiunos.
Un grupo discontinuo es a lo sumo numerable.
Dado I' < PSL(2,C). Dos puntos z y w en é son equivalentes (o
I-equivalentes) si y sé6lo si existe V € I' tal que V(z) = w.
Esta es una relacién de equivalencla, por lo cual induce una
particién en 8 en clases de equivalencias u érbitas. Asi

rz = {Viz) : verl)esla: :6rbita de -z
Un subgrupo en SL(2,C) es discreto slvn"y tlene suceslones de

matrices distintas convergentes'>E t' d flnlcién se extiene

de manera natural a PSL(2 c)

es discreto.  Ademis

cuando’ z e R., :
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Sea  I' < PSL(2,R) .un grupo, una reglén fundamental de I" es
un subconjunto ablerto R de H tal que

1) N;ngﬁn’pér de puntos de R son I'-equivalentes.

2) Cada punto de H es I'-equivalente a un punto de R.

Se .tiene que cada grupo que posee una regién fundamental es
discontinuo.

Se define una métrica en H® como sigue:

Dados P,Q en W N
a
t{t)
p(P,Q) = tnf | L——(—}’ dt
I,b In 7 (%

donde el infimo corre sobre todas las curvas

v:[0,1] — H suaves que unen a P con Q.
Esta es la métrica hiperbélica en H2 K provisto con zsta
métrica se le llama plano hiperbélico de Poincaré.
PSL(2,R) es precisamente el grupo de isometrias hiperbélicas
de K que preservan la orientaclén. Ademds las curvas que
minimizan la distancia hiperbSlica o geodésicas son los
semicirculos y semirectas ortogonales al eje real. A las
geodésicas se les llama tamblén H-lineas y a los segmentos
de geodésica H-segmento.

Sea R c H® Lebesgue medible se define el 4&rea hipebdlica
[ o
R

esta cantidad se denotaré por |R|

El &rea hlperbélica es inv 1
PSL(2, R) E

como

“bajo i.t‘r"ansrfo'rla'ciones ‘en:

La topologia induclda por la nétrica hlperbélica efx ‘Hz es

equlvalente a ,topologia usual euclidiana.”. Una  base"

de los ; conjuntos ablertos : en la topologia rhlperbéllca

consiste de los discos '
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D(io'.r) ={weH: p(w.'ro) <r, r >0},
y estos dlscos resultan ser discos euclidianos.
El blsector perpendlcular de un H-segmento ab es el conjunto
de los puntos en H que equidistan hiperbélicamente de a y
b, Este conjunto es ‘precisamente la geodésica ortogonal al
H-seglento ab"en ‘su punto medio.

Se dlée ‘c‘luel' W.c H?' es hiperbslicamente convexo o H-convexo
sl VpqeW W co{itiene al segaento de geodésjca que une
p ¥ 4@. Un conjunto H-convexo es conexo.

£xhibimos ahora la construccién del poligono fundamental de
Dirichlet (o poligomo norlal para un subgrupc discreto
I' de PSL(2,R)). -
Sea [I' < PSL(2,R) tluscrjeto"’ "y..w.e H tal que no es punto
fljo de ninguna trans. nen T - (1d}.

Sea ({V, 1= o.:.'ak._ 7

elementos de I, .=

distintas. S
y no un punto. :
Se denota por. Al':,, _
La H-linea QA

LA
o1

N‘» Dlrichlet con

centro en W, N es un conJunto H-convexo que conslste "de

y asimismo

. '5¢v’ :



los puntos que estan estrictamente mds cerca de W, que de w
v J=i.
A la cerradura de N' en € la denotaremos como ix y ala

J

cerradura de N, en HZ como f.

(y por tanto N ) es una regién fundamental de TI' relativa
a H. Cualquier subconJunto compacto de H® esta contentdo en
un numero finito de poligonos N‘.
Cualquier puntc en H? esta en exactamente uno de los
siguientes conjuntos:
I ={zeH: p(z,wo) < p(z,wl) para toda 1 = Q)
B=({zeH: p(z,w) = plz,w) para tedat y

p‘(z.‘wo) = b(i.wk) para al menos una ¥ * 0}
E={zeH: p(z,wo) > p(z.wi) para al menos una k # 0}
De hecho,
I=N, B=aN, E=ExtHN nH

Un lado de No es un H-segmento maximo contenido en la
interseccién de un bisector AJ y N'o
Un vértice ordinario de "o es un punto en H que se encuentra
en exactamente dos lados.
Un lado libre es un segmento miximo de ;2 contenido en io‘
Un vértice real es el punto de intersecclén de dos lados en
la recla real extendida.
La parte de la frontera de No que estad en H consiste de un
nimero a lo mis numerable de lados y vértices ordinarios, la
parte de la frontera que esti en l‘i es o vaclia, o consiste de
un nimero a lo mis numerable de vértlces reales y lados
libres, y de puntos para los cuales cualquier vecindad de
ellos intersecta a un nimero infinito de lados. Los puntos
que estan dentro de un lado libre son puntos ordinarios de
r. : .
Se dice que dos lados

e . N son conjugados, si hay un
elemento de T, distlnto e la identidad, que transforma un
lado en otro. Los lados de N son conjugados por pares.
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Un lado S coincide con su conjugado si y sé6lo si hay un
elemento eliptico V € I' de orden 2 que tiene un punto fijo
a que coincide con el H-punto medio de S (s1 S no tiene
longitud infinita).En este caso se considera a como vértice,
y los dos segmentos del lado original S, como dos lados
distintos que con vértice cosin «.

La relaciéon de -equivalencia divide los vértices ordinarios
de No en clases de equivalencia llamadas ciclos ordinarios.
Un clclo ordinario solo contlene un nimero finito de
vértices.

Una transformsaclién que fija un punto ordinario
necesariamente es una tranformsacién eliptica. De ests forma
se clasifican los ciclos como eliptico o acecldental, de
acuerdo a sl todos o ninguno de los vértices del ciclo son
puntos fijos, y los correspondientes vértices son llamados
vértices elipticos o vértices accidentales y los ciclos son
eliptico o acclidentales respectivamente.

El estabilizador I'v de un vértice eliptico v es un grupo
ciclico-finito cuyo orden es llamado el orden del vértice,
y el ordéh déitados los vértices de un ciclo elfiptico es el
nismo. . Esté"enlero es llamado orden del ciclo.

Los lados de N que se cortan en un vértice v son arcos
circulares y !'orlan dos angulos si1 v es ordinario. La medida
del &ngulo que limita una porcién de "o serdA llamado el
4dngulo de v tin No.

Cuando v € R, decimos que el &ngulo es cero si v es la
Interseccién de dos lados y w/2 si v es la 1ntersecclén de |
un lado y un - lado llbre. '

Un clclo parabéllco es la 1ntersecc16n de la 6rb1ta de unA L




La suma de los Angulos en: losvértices de un clclo ordlnarlo
de N es 2:/1 sl y sélo si e c.lclo es eliptlco de orden 1,
yes 2: si y sélo si el clclo es’ accldental.-_

St (SJ, S; 1 )= 1,2,.0.0) son los lados ‘de’” N y

'l‘(S)=Sj Tjel‘.

Entonces

r= <T1' Tz"">'
Es decir, I' estid generado por las transformaciones que
conjugan los lados de No.
Estos resultados no solamente son clertos para poligonos de
Dirfichlet sino se cumplen también para una clase mis general

{ver Beardon [i] capitulo 9).
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cCaPITULO

CUATRO
EL AREA HIPERBOLICA DE REGIONES FUNDAMENTALES

Teorema 4.1 (de Gauss-Bonnet). El 4drea hiperbblica de un
tridngulo hiperbblico con Angulos a, B, ¥y es finita e igual

a
x-(x+B8+7)

peosTracIoN. Dividiremos la demostracién en varics casos:

(1) Sea el triidngulo ABC con 4ngulos 0, w/2, a. Se puede
suponer que dicho trisngulo es el que aparece en la figura 1
ya que mediante una transforsacién en PSL(2,R) se puede
enviar al tridngulo de la figura. Se tiene O < a 5 p. Ahora,
aplicando el teorema de Fubinni para integrales Iimpropias
(ver Hasserl[11], teorema 5.6) se obtliene que

a @
MABCl:Io pr?:;z-—;'-a—dydx=
I: (u.t*l;—;_—g %de} ax =

po-x

Coira ,‘ FO O
=J ‘ e ax,
o' 1 - X )2

P

Haciendo' el camblo de varfable u = x/p ‘la  integral
anterior se transforma en ) o

. a/p :
1 —ﬂ—dli—=arcsen§ =!-a=l-(0+ Xt )
2 P 2 ]

P 2
(o] 1 -u

58



Observese que este caso se aplica también cuando a = p, es
‘declr el triangulo tlene 2 vértices en R.

c

C qr

figura 1

(2):'Si MBC‘tlene"arngﬁlos'o,‘ «, '8 como muestra la figura 2

of -————=0 -

. figura 2
Se tiene: . |Mnc|‘j= - (a+3)
Por tanto'

|MBC| 2: “r+a +8) = Lo
En -el-caso en’ que Ay B estén en el mlsmo lado con respecto
a D se procede de manera slmllar.
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El caso 2 cubre todos los casos en los que el tridngulo
tiene al w®menos un vértice real ya que wmediante una
transformacién en PSL(2,R) se puede transformar dicho
triangulo en alguno que tenga ® como vértice,

3) En este caso se consideran tridngulos sin vértices reales
como se muestra en la figura 3.

[}
figura 3
Se prolonga AB hasta carrtar;‘eLeJe‘ real en un punto D.

Trazando la H-linea que une a C.co

Taoréﬁ 4.2,
. sus fronteras(en H)it}

va' que aR/ e
: |R1| =_|l_il—|;-tCo

son finitos.

Para . probar” el -teorema ' se: necesitarin las - slgﬁj\iehteé
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relaciones
R > U (V(R)r\R). “:U (R nV (R):R
Vel Loover g
La primera es trivial y la segund 'se

yllgue del hecho de que

‘otrai.vez la

por tanto ‘de érea cero’

Teorema l 4. Un polignno de Dlrlchlet ‘t
finita sty solo sl uene un nunero H
tiene lados libre.:

DENOSTRACION,  Por ‘el corolario anterior podemos consideraxf
un poligono de Dirichlet arbltrario N 81
finito de lados y no tlene lados libres,

calculada por la fér-ula de Gaus Bonne Seleccionando un

punto interior Pen N y dlbuJando H~11neas de Pa cada .uno
de los vértices de :N. Por la:" convexidad de N:estas
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H-lineas estéan enteran'e‘h'.:e‘co‘ntenldas en N. De esta manera
se obtiene una trléngh‘lya"éiér‘i de N. Supongase que N tlene 2n
lados. Asoclamos a’ cada.cfclo un numero 1, el cual es 1 para
un ciclo accidental, ‘el ‘orden del clclo para un ciclo
eliptléo y @ (esto es 1/1=0) para un ciclo parabélico. Con
esta asoclacién se observa que la suma de los angulos en los
vértices de un ciclo es en todos los casos Igual a 2w/l
Considerando que la suma de los angulos en P es 2nm.

Se tiene por Gauss—Bonet que

(1) IN] =2xn -2 -2x L 1/1.=2x (n -1 - } 1/1),
donde l1a suma se extiende sobre tedoé los ciclos. Se sigue
que |N| es finita. o : L
Supongamos ahora que |N| es finito

Er;to‘h'c’es" N no ,tiene'

lados libres, debido a que cdélf jad de un * punto

dentro de un lado libre tiene

Sl, Sz,..., Sa‘

interior de N.s 'to;;illi

estos ladog, ‘!fo‘

anieo
transforsande
uno é'olé.if Por tanto’
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2n-1 .
(3) 3!0'“')3101#-I:02l*lﬂll}:(I-H).
g T

yaque B <w <« y szylwn'irlarnenge 158 <

Si el nimero de lad
suceslén (a) indefln

finalmente !

lo cual es una contradiccién Eof‘ tanto N ‘tiene un nimero
finito de lados WL # @
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. Corolario 4.5. Si [N] < @, entonces I' posee un sistema de
generadores que tiene a lo mis 31!1 + 6 miembros.

DEMOSTRACION. Supongase que N tilene 2t lados. Por
Gauss-Bonett

|N|=2|(t-1)-2l):1/l’. ’
la suma se extlende sobre todos los ciclos ordinarios. Sl un
ciclo de orden 1] tiene r’ vértices, entopces r l >3 g
exceptuando el caso 1) =2, r, = 1. Esto_ es. triv!al sl S
1,>30 sty =2y ro> 1. sl =,1_’ vy(esto s‘un clclo :
accidental), entonces r’z 3. ;sto‘ es porque:la’ u.a de los
dngulos de los vértices de un clclo ccldental:’ es_ZI. y los
angulos en vértices accident‘alg_ que = (un
ingulo de = est4 asoclado’ sol » ‘de orden 2).
Supongase hay e clclos'éov
los ciclos restantes se t!ene

21 _Erzj
y por lo tanto

Cada uno de los vértices e

1 Entonces para

korden 2 separa 2 lados
conjugados. Dos de estos ‘w'lértv no pueden ser consecutlvos
npllcarla que - el lado

ado de 2: lados dlst!ntos

en la frontera N, ya que
comprendido entre ambos’ seria
(ver flgura 5).

flgura §
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Por tanto e = t y esto da

L] R
-l Rt o
Ya que las transformaciones que conjugan ’los -lados -~ generan

el grupo, se sigue la demostraclén.

Definién. Un espacio topolégico conexo
Superficie de Riemann si existe una fami
U)o red),

((¢J UJ) Je )

1lamada un atlas (las parejas s '1lamaicartas)

tal que :
(1) (UJ : ) € J} es una cubfert:
(11) cada ¢j es un ho-gq'

planos ¢, (U) v

Vxex y Vg,heG.f
VEG, dondeo (x):=

e(g.xk)

dehctafeiéé'{'c’olq "R/T al gspaéio

- E qociente de R -;baJ° la
relacién de F-equivalencia, ' i 0 o or S
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Si ' es un grupo Fuchslano actuando en Hz. HYT es una
superficie de Rlemann (ver Beardon [1] cap. 6 ), mis aGn si
N es una regién fundasental entonces Hz/l' Y N/l' son
homeomorfos (Beardon [1] cap. 10). En el caso en que N tenga
area hiperbélica finita se puede probar bqu N)T ‘es una
superficie de Riemann compacta orientab}le)si‘n ;pntéra. Esto

se hace estableciendo una topologia adeg:ilad os puntos
f1jos parabélicos (ver Beardon [1] ca) ' “ »1@)). Por 1o
cual N/I' es la superficle cerrada 'as_oi;_la&é' /r":‘ya;que ge
obtiene de N quitando un numero fiinlto' d untos que

corresponden a los puntos parabélicos. .

De acuerdo -al teorema 4.2., para‘ calc a'
hiperbdlica de una regién fundalental de T,

‘el Area
suficlente
calcular el 4rea para cualquier poligono de D rlchlet N de

I. .Y se tiene ademis es slguiente resultado.

Teorema 4.7. Si N} < -,ventonces

DEMOSTRACION. . vlos‘ -lados -~

-equivalent e’ Rlemman:
compacta sin y. 2

lados)’tiene

génerd yzdke :

.Euler deun

Por tanto, . c -'n +‘~1""¥
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Ahora se tlene por Gauss-Bonnet que

IN] = 2x (n-l-): 1/1 ).
izt
De esta forma tenemos que
|N|/2:=Zg-20c-21/1 =23-20}:(1 —1/1)

1=1 : 1=1:000
En la suma anterior podemos omitir los ciclos’ accldentales

(1 = 1), por lo tanto

|Nj/2x = 2g - 2 +}: (1 - 1/1 ).
t=1
donde s denota el nimero de ciclos no accldentales

Corolario 4.8. Sea R una regién fundamental de T < PSL(2,R).
Spongase también que la frontera de -TR Mene nedlda de, i

Lebesgue cero. Entonces

w
IRl > 53
DEMOSTRACION. Por el teorema 4. 2'pod
poligono de Dirichlet de r y po la £6 3 a 4.7,

se tlene que

(1) R = |R|

Cuando g 2 2, !
Cuandog=1.‘,i ! | 1=0. Por

tanto

Supongase g = 0.
Slsts.R =-2¢5/2 b, .
Si s =34, 1 >2" para al nenos algunai 1 de otra forma R no
es positivo y R z -1/1 ¢ 1/2 = 1/2 - 1/3 1/6. :
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S1 s =108 =2 no se cusple que R‘ es positivo,
Si s = 3, tenemos

R =1- (1/1 + 1/1 + 1/1 ).
supongase l = 1 E 1 St 1 2 4. R t l --3(1/74) = 1/4,
Si I' z 3, entonces ya que 1 z 1/3. debelos tener que
13 z 4 para que R se mayor que cero. Por tanto

R = (173 + 173 + 1/4) 1/12.
Finalmente supongase 11 = 2. Entonpe_s 12 3 o 12 24, Enel
primer caso necesariasente ’ s

Il?yREl—(l/241/3+1/7) 1/42.:

S1 I, = 4 necesariamente. 1 a 5._ Por ‘tanto
R = 1- (1/2 + 1/4 + 1/5) = 1/20.

para este gr po. :

figura 6
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Al aplicar las transformaciones de este grupo se obtiene una

teselacién del disco unitario (vease figura 7).

£

Vigv
A

PR

5

IR ﬂc‘.?‘
SR

AV

7SI

Za Vo
S
RSN

figura 7
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El grupo modular SL(2,Z).
El grupo modular denotado SL(2,Z) es el grupo de todas las
matrices 2x2 unimodulares con entradas enteras.
Una regién fundamental para el grupo de transformaciones
definido por SL(2,2) es

R:x®+y?>1, |[x] <12, y>0
{ver Lehner {[4), pag.59), la cual se muestra en la figura 8.

) [ P
-% Y%
figura 8 t

El grupo es generado por las transformaclones

U(z) = z + 1, lacual conjuga s, gonr‘é;z yT(z)= —}/z; :lar‘

cual conjuga s, con sé.

Los ciclos son _{p, . -p}, {1}, (m),
{p, -P} es. uniciclo orden’;
angulos de 1

{1} ers‘v'un‘f'ciélb e.
{m} ',circljdj parabélico
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El grupe '(2).
El grupo [(2) es el subgrupo de SL(2,2) que consite de todas

las matrices

{ : : ] con a y d lmpares, b y c pares,

Una regi6tn fundamental para este grupe es la que se muestra
en la figura 9. (Ver Lehner [4}, pag.61)

$
S, B A

LTS S

-l o L
fiqura 9

Este grupo es generado por las transformaciones
U =2 + 2, que conjuga los lados s Jcon s'! y

T(z) = que conjuga los lados s, con s’z.

—Z
2z +1°

Los ciclos son ({w}, {-1,1}, {0}, los cuales son . todos

parabélicos, o
Usando la férmula (2) de ,,teofje'

g =:(3 -2
Por el teorema 4.7 el éi-e‘

1/2.= 0, _
Iperbélica 'de  la regién
fundamental es sl e

IR ?.‘_2, + 3)2n = 2x.
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