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IHTRODUCCIOI.

En el estudio de la naturaleza nos encontramos‘con fen6menoa de

modelos
caracterieti

genéti a,
enfoque es considera
depredadoras, loa nutrientea y
tienen un’ papel decisivo.

En el presente trabajovfiﬁoe:
estructura geométrica de. un’al

Gnrmdél alg;'
eptibles de;

c6mo pueden teproducif e
Postrychia radicans, asf’ con

Lindenmayer, con los IF:
depende de los par&mgtr

invitaf Calt > poco
conocidas, pero escrechamenteMrelacionadas con temae tan actuales
e interesantes como “los - fra : "complejidad" de los
sistemas din&micos discretps-invélﬁ,fados




CAPITULO I.
SISTEMAS LINDENMAYER Y SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS (IFS)

A) QUE SON LOS SISTEMAS LINDENMAYER

Los sistemas Lindenmayer :iu] son modelos con los que podemos
simular (imitar) el creciu..nito de plantas haciendo énfasis en
las relaciones entre las uunidades de crecimiento y su proceso de
ramificacidén., Podemos pensayr- a los sistemas Lindenmayer cdmo.,

sistemas dindmicos discretus definidos sobre conjuntos no vacfos 7‘

de palabras. Supongamos quw ~&nemos una palabra inicial x:.oma) :
Yy que. podemos - transt‘ormar =ada palabra (con ‘cie t: L ]
transfomacién) Asi podems: generar  una: auces‘ién de palabras :

Esto seria un‘ sistema de rkeacrltura. )

‘reescritura- pueden seﬂr\
a ‘primera, al siatema d
directamente sobre objetox, uldimensionales
[51 B

Los sistgmas d

: objet:o inicial'; éa un - tri&ngulo
ng -la regla e-: Aue'al cada aegmento lo dividimoa en
a: parte 3 -nmedio Y le ‘ponemos en el hueco un
pico" fomad por dos segmelt i, cada uno_ de la miama longitud que
la part:e que qun:amos. o :




Sean s un segmento, o un &nguld de n/3 en sentido positivo y 8 el
mismo &ngulo en gsentido  negativo. Asf podemos representar al
tridngule original por la palabra generadora

- saasaas

Definamos la funcién -
F:{s,a,8)} -—-(palabias‘fomadas con s, a y B}
como - sigue:
R s, 8B 8.8
F‘B)'(;)ﬁ(;)@ﬂ(g)ﬁ(s)
Fla)=a :
(F(BY=B . .

Pat!:iendo de sausaas, la“ree'ecrkiyt_'

G185 a2 )p( )aa(—)ﬁf Ja

b correqu_ndezjiama aq 1

Ao = xouYouzo donde—
lado dereche y 2o el lado izquierdo
y le aplicamos la funcibn
que Aml"xmlV“’ml"’zml donde X,,,,-F(x,\) ;

ada_uno. ‘tiene longitud s
n ericmnte, podemos hacer
Y,,.,-F‘(Y y'y z,,‘,-F(Z }




La historia explicitamente reconocida de los sistemas Lindenmayer
se  remonta a unos cuantos aflos, luego de que Noam Chomsky
estableciera el concepto de gramidtica con estructura de frases.
En los trabajos [11] y (8] se propone describir figuras usando
lenguajes formales (cadenas).

La descripcién del crecimiento de organismos vivos es introducida
por Aristid Lindenmayer (9] a través de sistemas de reescritura
en paralelo {como sucede en la divisién celular). La teoria este
tipo de sistemas ha continuado desarrolléndose [10].

Ahora daremos una definicién m&s formal de loa sistemas
Lindenmayer.

Consideremos un conjunto V formado por simbolos suceptibles de
interpretacidén geométrica o biol6gica, nos referiremos a este
conjunto como alfabeto. Sea V* el conjunto de todas las palabras
finitas no vacias formadas por elementos de V.

Un sistema Lindenmayer de cadenas es una terna ordenada <V,w,P>
donde V es el alfabeto, weV* es una palabra no vacfa conocida
como el axioma, y PSVxXV®* un conjunto finito de producciones, las
cuales sgon parejas (a,X) donde a la letra a se le asocia la
palabra X y se denota a-X.

Se supone que para toda aeV existe al menos una palabra X tal que
a-+X. Si no ests definida explicitamente, se sobreentiende que le
corresponde la identidad a-a.

Se dice que un sistema Lindenmayer ea determinfstico si a. cada:
letra siempre le asocia una tnica palabra. Si no es ﬁnica; debers:
haber ‘una regla que permita asociar a cada letra una paiabraﬂ
pero esta tegla puede ser aleatoria o puede depender del contexto
{es decir, de las letras vecinas) [10].



B) APLICACIONES.

Los sistemas Lindenmayer se pueden apllcark al  estudio .de
diferentes tipos de crecimiento, por eJemplo en un filamento se
pueden presentar los siguientes tipos de crecimiento

a) CRECIMIENTO EXPONENCIAL (Todas las célula ividen). -
Consideremos V={x} con el axioma X y la réglé

Obsérvese (fig. 3)'que cada’'x deade elv,
punto de vista geométrico’ repre.en:a i
una célula. : o
El nimero de células cumple la ecuaciénff
en diferencias:

Nn+1=2Np, :
por lo tanto, en la n-ésima iteracién’
hay 20 células,

b) CRECINIENTO APICAL A RAZON CONSTANTE (SSlo se divide: Qné
célula).

Sea V={a,b} con el axioma ba y las reglas a — ba y b —'b

Los cuadros negros representan las células b y
los punteados representan las células a (fig. 4).

bs 1 1Y

hba e S
bbba 00t Aqui el nimero de células
bbbba 88888 satisface la ecuacién en
bbbbba |N/@@IBBIE diferencia s

Npea=iedy, :
v en la n-ésima iCeraczén hay n+1 célulaa



c) CRECIMIENTO APICAL A RAZON DECRECIENTE.

Igual que el anterior, per- :iiwra con la regla: & .- &DI ’
Haciendo la convencién de ue ge multiplican por 1/2 todas las
longitudes de lo que esté .. .a derecha del 1/2.

Entonces las reescrituras <n las diferentes etapas son:.

(fig. S) ' o

ba
b(3)ba -
1
bdibdioa
Lypdypd
b(3)b(2)b(%)ba
En la n-ésim::"

Este tipo de crecimiento
ya que formalmente, en. ell

] Eocia una figura a cada
‘vecacxdn grdfica de dichas

A una funcién: 'g'
cadena,’ se le;co
cadena’a. Podemos aprcvech;

al in:.c*. 3

@n ' Multipll_ct-f,.or;eljnﬁmeyz";‘: n



En particular, si v es una cadena de simbolos, . (Xg, Yoi ) el
estado inicial de la "tortuga", (con el nﬁme'ro'd‘de" "pi:iél'e‘a y el
&ngulo a fijos), la figura dibujada por la tortuga se llarna la'
interpretacidn logo de v.

Usando la simbologfia de este lenguaje, podemos estudiar ptocesoa
de ramificacién como los siguientes: " :

d) RANIFICACION OPUESTA DISTICA.

Con el axioma fa y un 4ngulo a consideremos las vyai‘ggie'h‘tﬂebs
producciones: : o

a— fb
b — fc
c — [+d])[=-d]fa
d — fad

entonces el crecimiento quedar& dadofi mediant:e las “iteraciones
sucesivas como se observa en la fig. R

fa a
ffb —_—
fffc ———

é .
ree(+d)(-d])ta —— e

ree[+2d]{-2a]rtb ——~——._.\._\_. —
]



geri+cLa)[-eea)tetc

reel+rreal[-rred)eer{+d][~d]fa

ree[eteeed)[~2222d)rrL[+2d])[~2A]ffD

@) RAMIFICACION OPUESTA ALTERNADA.

Con el axioma fa y un &ngulo a se
producciones:

a — f{+x)fb

b — f[=ylfa

X — a

y—b

entonces el crecimiento ser& asi:
(fig. 7)
fa

fr[+x])fb

proponen las siguientes

ref+nlet[-ylta ) _____.°___._._.°



ee[+f{+x])ED]LL[~D]IL[+X])fD

eE(ef[sale[-ylta]er[-L[ -y |tallf[+a)lr[-y]fa

£) DESCRIPCION DE BOSTRYCHIA RADICANS.

Bostrychia radicans es la - :ci:vie de alga cuyo crecimento vamos a
tratar de recrear con sistemas Lindenmayer. Por simplicidad, en
adelante nos referiremos & ~.la como B, radicans. El crecimiento
de un individuo de esta especie, a grandes rasgos se desarrolla
de la siguiente manera:

Hay una etapa inicial,.en “% :ual la espora va convirtiéndose en
: ' ¢stas de manera cilindrica, que en un
que le sirve para afianzarse al

.’ otro extremo una célula de la cual
r, la célula apical.

extremo Qiéﬁéh ‘una’prol ong?

medio ;(comoun g =
depende el crecimiento pogt

ie en otras dos, una que formar&
ui de. un nuevo segmento) y otra que
la ‘misma ‘direccién, formando un
%y légpués de cierto nimero de segmentos
b i o, - pero se mantiene en un rango
la’ célula-apical divide en tres células, cada una
g da 8‘?igé‘xi'=‘j”_.:gr.~.je de crecimiento distinto.




1) Bl eje ‘que’ continia .en la. direcc:.én de los.‘: segmentos
ant:er:.ores, ‘es.de t::.po apical indeterminad : st
2) El eje: ‘de ’ una’ rama, que presentaré u
apical . deCerminado, . w
alternadamente f

3) El'ej : 0
enredaderaa, no es raiz, pero Birve par

t::.po de: crecimiento
ramificando -

nde .8e agarran las g
fijarse al’ substrato)

(Ver fig. 8)




En términoé biolégiééa,'el crec1m1ento determinndo es aquél
donde el ntmero. de células no. crece indefinidamente,.y el tamafio -
de " las mismas tampoco' crece més allé'"de‘ cierto rango. En
contraposiciéh, nt 1 s»aquél donde el
procesc. de - celuls lesarrolls

iaa ramas puede
de ‘manera que el

‘o indeterminado,

éenéticamente igual  al

Se. ésl

catactertstica
sistemas Linden,
iteracién ‘de’ la forma geométrica béaica'de la rama, y se puede‘r‘
hacer ‘de .la’ siguiente 'manera, “giatem
fractint, (fzg. 9) SR

ang
axiom ©

c - If81.1rffr Q. 9rffhs
s - £701.1rfIrfI@, 9refke

[+s](-d)
[-c])(~-d]
£ . :
[++a](-d]

L - - 4
RR IR A e

fl+x)fb R
fl-y)fa
B f(juntos producen ramificacién: alterna)
01.36!@1/1.35 5 X (escalamien:o proporcional)

L0 B - AN
4
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La- principal Qc;@idad(.de:’estef:modeid;:pafé‘,el estudio
stear v dis :

biolégico - eété_‘én ‘que’ " permite  pl.
estrategias que usa’la plan

las réiééé de“los maﬁélaréé y bajo'la influencia de las mareas.En
consecheh;iq;ﬁlafdisposicién de las unidades de crecimiento no
serd en-linea ‘recta como se supuso en el modelo.




2) En este modelo se supone que cada tres ramas aparece un nuevo
estolén. Sin embargo, todavia no.‘se . conocen los factores que
determinan cuando una célula apical de rama se transforma de
célula apical en estolén.: En ‘todo’ opcidn seria uaar
reglas aleatorias para reescribir 1 ) ‘en el sistema.

para futurae investigaciones haria" fia’ikt: g eralizar el modelo al
espacio, implementar reglas’ aleatoriae y calcular la dimensién
fractal del alga. . G

c) 1rs ) SRR
Definicién:
Un sistema de funciones jterada
completo (X,d) con un conjunto'
uno con factor de con;raccié

;,V('IF.;I) es un egpacio métrico
finito de mapeos wpiX-- -+ X cada
1.0

L N} y ssméx{s,)} al sistema de
r“de contraccién respectivamente.

Se denota por: {X; \in,
funciones iteradas y. a

Dado un IFS, __“po'aemca _;ésobiarle la funcién conjuntista
W: (ACX) 2> {AsX) ‘dgfiniA

vu)- u LVn(A)
es decir, la unién de las imigenes directas de A bajo las w,.

Sea H(x):al espacio de los subconjuntcs compactos no vacios de X,
(en el apéndxce vemos que es un espacic métrico). Si restringimos
'la funci6n l a  H(X), resulta que es una contraccién, y tiene un
unicc punto fijo A:H(X) ,.8e 1lama el atractor del IFS y satisface

N :
la ecuacién I(A)-A. es decir A- u vn(l)



Por ejemplo, si consideramos R'jcbn la métrica

x
las funciones v;(x)-.

(o, 1)evy([0,1])w3z([0,2]),

entonces AI[O 1] e
este IFS, (fig. 11) "

Si ahora cambiamos vl(x)-—, b4 vz(x)-'—' 05' 1).ya no serd el
atractor, pero podemos fijarnos en sus ‘imélg 7 E :
vl([o 1])-[0 1/3], vz([o, 1])-[2/3 1],» BT

w(l0,1])=w1([0,1])w1([0,1]) = [0, 1/310(2/3 i1

» asi

fig. 12
L i A A [ ]

] 1 0. - 1/3- 2/37 1




si aplicamoa: w otfa' vez,. résulta:

wy ([0 1/3Ju{2/3 1]) -’, [0 1/910[2/9 1/3]
Y w,([o 1/3]u[2/3 11) [2/3, 7/$JU[8/9 1]

Entoncgc_"?( fo,11) -}y(w( [ﬁ}l] N

w( [0,1/319(5/3,1])-(O,1/910[2/9,1/31\4[2/3,7/910[8/9,1]

l w,
2
3 /

‘1> 3 w,
° [
fig. 13
| N }
[} 1/3 2/3

Se puede ver que Wi([o0, 1])
hecho, h(Wh{[o0,1]), C)<(l/3)n 3 ] :puede
ver que el conjunto’de’Cantor satisface la ecuacién njuntiéta
W(C)=sC, es decir, es el. pum:o fijo y en consecuencia, es el
atractor. S §

Pero vamos a enfocar nuestra atencién a IFSyfexi R2 con mapeos
afines de la forma :

wonn=[3 3] (4[5

que son contracciones, rotaciones y traslaciones.

Se puede. ver que una condicién para que sean contracciones es que
los valores propios sean menores que 1, o equivaientemente, que
{a+d) 24| (a-d)2+4bc|<4. (ver apéndice).



Un ejemplo anélogo al IFS. del conjunto de Cantor es el tri&ngulo
de sierpinski, a saber~"‘
Sean

(- 96)
B ][] (3
(. 6]

Este IFS mapea el trifngulo equilétero con vértices en (0,0), en
(1,0) y en (.5,‘37:) en &1 mismo, generando tres trifingulos, pero
dejando un *"hueco triangular” en cada etapa. Varias iteraciones
de este procedimiento se ilustran en la fig. 14:

A LA
L A

De este modo se pueden generar figuras con propiedades de
autosemejanza, y dentro de &stas, las que son semejantes a si
mismas a escalas tan pequefias como queramcs, es decir, los
fractales.
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A manera -de - ejemplo 'consideremos la palabra EZLN, "tiene 12
segmenf:os de ‘'recta" (en realidad usaremos 13 para‘lelogramos que
no se intersectan). Encerremos la palabra ‘en un rectdngulo de 15
por 5 ‘unidades, y numeremos cada uno de los paralelogramos
(figura 15)

Vamos a encontrar transformaciones de la forma
W, (x,y)= [ d,,] [x] [e“] cuyas imdgenes queden contenidas en cada

una de las regiones numeradas.
Construccién de las Wix)= A x+k, -
Vamos a determinar cada W, por la asignacién de dos i vectorea
linealmente independientes. Estas originan aistemas de'
cuya solucién son los parémetros buscados

con Ag=A, y kg-(O 2)
con Ay=A; y k,- 0, 4)‘







D) RELACION ENTRE LOS IFS Y LOS SISTENAS LINDENMAYER

Dado un sistema Lindenmayer, consideremos el problema de
construir un sistema de funciones iteradas (IFS) y un conjunto
inicial tales que las imigenes sucesivas de dicho conjunto
correspondan a cada iteracién del sistema socbre el axioma
(palabra generadora o condicién inicial).

Consideremos un sistema que modela un crecimiento determinado, de
modo que las im&genes de la imagen inicial se aproximen a un
conjunto limite.

Propondremos un procedimiento que utilice el hecho de que el
atractor A de un IFS cumple la ecuacién
N
A- U v,, (A)

tratando de que el” atractor del IFS coincida con el conjunto>
limite del siat:ema Lindenmayer.

Sea An el n ndiente a la ‘h- ésima J.t:etacién dell
IFS, y.Pn.
‘podemos ’;

noun’ proceso al“limite, ioé' conjuntos

copias reducidas, :
de ‘A deteminar&n las
Dependiendo} del -~ axioma’ n
eleccién del conjunto inic.{ai’j’delf Fs.

enmayer -~ haremos la



Podemos plantear la ecuacién recursiva en los conjuntos An

Anet = £ (8)UT1 (An) UT2 (An)UTa (An)

Donde cada Ti:R24R2 de la forma

; Ti (%) =MiX+D ) :

con x,beR2, y Mi una matriz que conl:rae por un factor de 1/2 'y

puede rotar un cierto ingulo en sentido posiCivo o negacivo.

Tomando limites en la,ecuacién'a :

donde A = 1Im'An
Do
cu cién del tipo A = F(A) de. "conjunto fijo" con
lo t:anto,, partiendo de? un: conjunto inicial,
podemos mapear sus imégenes aucesivamente y deberf.an acercarse al

Tenemos * u

conjunto A.‘ L

En este ejemplo proponemoa a t(l) como- el ccnjunto inicial Yy a
’las Ti: como funciones del IFS. 'El comportamiento geométrico que
presenca es’ como sigue-

Se empieza con ‘un 'segmento de longitud s, ﬁlﬁlﬁlipliq'uérhqslo' por
una razén constante r menor que 1, (en este célny‘oﬂ i/z)"y'fomemos
tres copias, cada una de las cuales pegaremot ‘con el segment:oj'
original, una en linea recta y laa otras dos fomando un angulo «
con los otros segmentos. Después cada una de estas "ramas‘ ‘ge van"
ramificando de manera autosemejante, y tienden aiun objeto ‘como °
un alga con ramificacién paralela. :




{fig. 17)
etapa 0 -

etapa 1

etapa 2

etapa 3

(E1l "limite" se’ anex en:l
Si - hacemos algunas modif:{. i
tendremos . una ramificacién‘a
t’xgura 19). s:.n en1bar§o,
porque los atractores - de:
autoaemejanza, la ‘cual! no cumple e
para radicans. *

1 ;q:éﬁé’:niﬁdéﬁhéygr ‘usado

fig 18 y 19









CAPITULO II.
REDES NEURONALES Y APRENDIZAJE.

A) INTRODUCCION.

Las redes neuronales son modelos mate-itidos» ;nsplrv‘aAdgs

funcionamiento de las neurcnas rea‘lcs.i.hf'oéndo‘s al
la transmisién de las seNales. g

Cuando ‘e:l . vclénd_"x; itas de

otra; se dic ‘neuraona’

recibelas’s semales
lnr’luyan»en.el ot

valor umbral

lnteng_ldﬁd ‘s " contrario - no

dispars seful




Asi, =i répresentamos el estade n, de la. i-esima neurona por 1 si
dispara ¥y 0 si no lo hécé. tendrlamos que este estado esta en
tuncion de las seﬁples‘récibldas,dg‘la manera slgulentez

b(ZN;h‘(t:—p'f

na 1-a§lma.5cada

vola

las
misma

AmultAnoa. va ‘que

eeua nnurona puede tnrdlr un tiempn diterente en cada pa:o.




Una genckalizacian idel 'médelo presentadé seria

Y VAR
(fsun‘p

creftenteﬁ

Y o-ac.srtads,

“las dblféactones de

1.'1))

‘se

sgn(c-x)

sale -1, (Aqux

es decir, -koy*é:O.V

Consideremos
perpendicular a ¢ que pasa por el ori.en :
mismo lado yue ¢, mientras que cuando’ c-x(O. R esta del lado

contrario. ?1
C
== ¥
«1
’-c fig. 3 ~C -
Podriamos preguntarnos si alguno de los vectores: del

conjunto que queremcs clasificar queda en ia region indecldtblé{ €s
decir, en el plano -x+y+2=0, pero como estamcs trabajande con
vectores con entradas que son ! & -1, la suma y resta de ‘tres - de

elles no da cero.



2) Aplicaciones a‘La ff%ica.

'redés 1dé neuronas de ‘Rbpfteld y

Existo una: analagia entre las,

,lmanal
arragla
,n-tal.’

atomicos’ arra
roctanzular{ q

Usaremos el termino- "spi
nombre tomado de la mecanica
varias dirocclones, dependion

simple @8 cuando solu

direccion.

Este tipo de mudelp
estudio de

ejemplo, en el
las particul

Un modelo de
dinamicas de.

En>el'
por @l " clmpo

h*™ mas un




Si{ suponemos que ‘la cuntribucién de un . atomc .8l - campy . magnatico
en otro lugar. ©s propnrclonal 3 sy proplc SPXHQ Csumando las
ecinos‘tenemos ‘un:campa magne'ico gue

contrihucioncs de,los atomos
unidad:S )

influyve ‘en la

donde'u;'m{
J

correspondiente a las

Vamos a ver sI,

decrecer ésca»
'Aonfxguracién
.....s"
le asigna S'

tuncion, comparando e
Vi85 en
Aplicando la regl: dinAmica

L5 08 vaee .
A ¥ S'



Para una unidad particular ;. sea’
i ‘Sz sgn(*w S ) )
5 i
Si S"=Sl. la energla no Pambia.
Si Sx'#St. sntonces Sl"'SL

y entonoss comparando los turmlnos7que 1nvolucran a S. tenemos

quer

e

‘Regla

El primer tdrmino
Hebd ' -u>0. Entonces H'-Hie

voltear los; lpi
alinenrlos.

porrw

deflnidn

deﬂir " que
FLS = 1|h'(- s -x]h 0)= 1._

En otras palab‘

de
neuronal'

Al

que hemos—f I ] uhida,es donde de:erminemo:

sleatoriamente el umbral. segun la distrlbucicn f "b



A)Biplrticlon de zrafical.

una grafica es un conjunto de n vertices ¥y un
Consideraremus graficas conexss
“la‘biparticién
Av ‘gual

En este problema.
conjunto do arlst-s que los unen.
con un num ro par de vertices, Fl problema de
conlilto an divid(r los vertices en dos conjuntos A
tannno nin(uizando el numero de aristas entre ambos conjuntos. :

Ver tigura 4, \ [} %

Definimos C]sl si los vértices { y § estan conectidos: 9—;Cr=07 81
: § !

no-lo cltén.
Dofininos ldeull S =1 3{ esta en el canjunto A y S‘g 1 u‘ es A en R
B r stricclén‘

Simpliticando queda:



Es de ia torma

k- Z w SS
. Wi
. donde kK=nu ¥y uqfcu-zu.

AsL pues, podemos usar la reglav””'f

m'ssgn(_u S Yy s

y hara decrecer: H como & ‘una funcion‘de energla. .

B) APRENDIZAJE.

poslb'ea_s
: pas‘blas

planteamiente “irae

que‘s tlstaga e

La~ prlmera
dnminln A

tedgg o ga
capa 61
en neuro
quo la Eed

las pnram.tros \los pesos de las conexiones y

neurona'. Una manera de ‘hacer esto ésg

auscadas t\a) con las salidas obtenidas R(a) para. "&‘
proponer.. un. mecanismo . mediante --el. veual; ] IT-T-
parametrns tratando de no cometor~'éf ~m1;m caso

diremos que 1a red esta apr.ndLendo la asociaciou a* (a).



Comencemos por las situsciones mias sencillas.

Ejamplb l:’Funcioﬁ-binéria Ck.

Consideremos’ la‘siguiente asociacien:

»ﬁed\ca@s(ftente de

th0);

) va a dar al 1.‘y
ai'fb baja  N(X1.

ueometrlcamente la recta gue ¢ crpendtcular awy

En generat‘ g : 3 f” f" L “divide el
espasic n~ un
FaE cuva ;nroyeccion

Vraslgna L1 a,;aquellds




Fara.el probiema planteado por la tuncivbn OR, " pndemos proponer &
w=tl, 1y y p=1/2 y con’ una sula neurnna resolvemos el probiama,

| (1.1)-_(ub,v) = uty

tenemos que lws-u) = @lurv-1/2)

ubconjunto finito. da  B", 'y

. cuando | exlste
> - jon-

Primero
que ‘u=0,"”

vectdr



En general replan:earlamos el problema del siguiente modo:

Sean
A'=Ax{~1)}

sem(planas.‘é oluclon, Por lo tanto. él ronjunto do u que :on
solucion es: la interseccién de ‘dichos aemiplanos. (Ver tigur-».

Hechas |as consideraciones anteriores, establezcamos una medida ds!

error.(porbéjemplo. la sigulente:

E(w)=_SCf(ad:
L aeA
f(a) es

azla e ed 2
1 n



Por lo tanto, -nVE = 2; E(f(3)~wea)a
.-, BeA o .

Entonces A-a =;2n(f(5) - 057)5

Y la proﬁuesta‘s"erla‘

odificar el vector de pesos coh‘ la regla:
iano tiens el signo deseado.. :

a=zt3, l)/’;
b=(3;-2)
e=(-2,-1)

;lg'ori‘tmb.”"l’)at:;namos :
' ST pEs () BE LS
Jyaticic==



Ahora la condicion lgntioa)=f(a) se transforma en weo 0,

Entonces . en este planteamiento el problema é85}>fihealmente
‘soparable 1 y sﬁlo s1 las nuevas entradas & “quedan: todaé' del
‘mismo l;do de una recta que p;sa por el origen (o plano u hiperplano.

ssgun ol problema) « En este caso esta detarntnado porbv’ un
vector. perpendlcular. el cual esta en un cono o ptrAmide ten'ei

sj-mpla. en la reglén combreadal’.

El mttqdone traduciria como sfigue:

Suponganol quevquerenos una red neuronal. que rniponda sl,v(¢l).’a

\ {de ontradas F N que rasponda no. (-1). a otro
conjunto do entradns F . Suponqamos t--bion ‘que' el-.prablena es

que

A céﬁtxhuacion,uti

INICIO: E)

hasta

donda n>0 y se’ lllll ol paso dol ll.oritmo.




4Como sabemos que este algoritmo funciona?

sea S=min(Uex)/2," 5>0 porque F es
xeF. . .

Sea u un v-otor;sa'lucjén.univtafrid

1t e :
ol e o0 e’ W se:acerca al-'cono donde esta G'y
5 icho cono) .

“1rz

anto:n = 1)(7;5)_2

h;sl‘f:a'_r v Vs'ul‘u'cian‘ es vfinito.

éj-mpl.o 4. SOl
Funcion XOR. “ .
10,00 . ===5"0
11,0375-55 7

(0717 =iy

(1,11 =230



El prnblem- se convlertc en d!vidir el plano en’ dos regidnes
ajenas A y B,.de modo gue A contenga a: (01 y' (1 Ol.'
mientras B contenga a (0 o) y ( .l). Notemas que no es Iinealmente_

separable. Y aunque no se pueden separ”r‘eon una sola 'rqua{; se. .

puede con dos. Esto sugxere la ‘idea”de u:ar dcs'neuronaa ,cada una

Thai

detcrminando un' hacer

Con Iastﬁéﬁ;b
donde  w =(1.1
¢(u)=1 li x»O y

-¢('-y--5|
y=(N M elo, llu(o l’.

ré(t&neé de.

Jrectas‘,‘ txntersectando

ldl' cuales

- esta determinndo por unaj’
nuuronl) y‘usando tres hilerls. se puede formar cunlquter'
rozlon cuya’ frontera la formen un conjunto finito de segmentos  de . -
recta [7): -

<De que manera podemos generalizar el algoritmo de aprendizaje
para redes de varias capas? Una manera es con e| metodo de -
retropropagacison [61,(7). o :



Conslderem‘cs ta .red de tres capas
%oueB” 5,0 R 2 heRP

donde »
y‘=g\:11.:(). i‘—‘ :
zj=g(_vj:y),i =1,
9-s(u-z)‘

s e

ke ‘l).; ,'"'g»(.x-»“‘
eilos pesos’ de’ .las: primeras " dos

S «
> salida,  podemos ver la ‘red  como

capas,

Aclacada’la 808 yilas-‘entradas,
podemos plante ‘queremos ininimyi'zgr: ‘

Queremos: saber, en que direccien modificari los vectores: ;‘.'3".}"-6;

de maner uya:la'"energia”

‘a (f‘(a)-‘R(’;Hg'(;nEJ. el incremento seria

1 llamanos &
S Ag¥ =62



y entonces Ja entrada 3 campia ‘a w en la direccion de z.

Para mudificar cada vJ

% . ) -RGIC-g (w.zn‘-"-‘ﬂ
av . aeA o

i o Lo N T
pero

P A S T
wez =P wglv. ey)

PN T Te L

ntonces

TR R B P
: ,HJ' ‘(Y.\_'y’v:,'wig (v’.-y)v‘

fncrement

Por al‘tmd};para

Por lo tanto’ .

Si denotamos 5

]:é ys (uox)

Entances se: prapone A u ~o




CAPITULO IIT ,"Vnraoxnucxou" DE’ FRACTALES. '

Consideremol el slgulente problema.g‘
"Dado un conjunto compacto ASP con ta. propiadau de ‘ser Igual 2 la
union de un nume tinito de :ubc L

1untos A seme;antes,ark:

;fmééén .

estamos

‘elb'cQSI partlremos de  una

: oompararemos u (C). can: Gy
con osta 1nlormac16n estimar mos_"a posterinrl" tos - par3metro§. cor

el objetlvo de reducir el errnr. o



Para esto necesitamos es:ablec.er una memlua dal €rror
correspondiente a cada eleccion de ios’’ pnrAmeLros.

vi DCABY

‘ seria triviald
v Porque no Lenem e Cv bt 2T agesiarie,
- i : . - Iy = b

pero. al evalu=r h teﬁeﬁdé?iQUe;h(wk(C).

pér'a'algunos Syew (Ch,
zeC, . " :



For simplicidad dendtamos oy ’(a bJ:-(x,l)., donde
...z )
h.

(AL EEREE W) y-(y n...yl .z ‘(z

Para aplicar al método del gradlante descendente. nos fijamos en losg
puntos y,z meneionados anteriormente y comparamol zJQyi:. Entoncos
! un vec'.or

procede,imodificar

FPara elegir &-de ﬁ Fhécénds

‘Por eso
ax0b. Sean
T (x)=, 4x. U (x): Sx

Como el proceso es indepandients en "1 “aplicaremes

primero a T.



Comparandu C v T [{v] comprubamos que z=,33, x=1, y=T (RKI=. 4
ab=(, 33 4)/2'- 07/7=-.Od :

“gue z=0, x=0, T.(x)=¥.03

Compar : obtenemos zé.aa;fx%l.'T;lx)=.37

la'distancia’la evaluamos . en

K21, W (= 86-.71/2,

Combapaﬁﬁo re ulta-que ‘z=17’
entonces e ;
ab=(1-7961/2

LG, hallamos qus z=.56, x=0. W ix)=.66,

ada vez mAs it-raciones. vemos - qua lér shcéslén ’dé
funcionesf.n eunverzo a U(x’= 33x* 66 y T 2 T(x)= 33x. qué conforman
el IFS buscado. ™ :

Al conﬁ}déra




B ESTABILIDAD DE‘ UN‘ IFS. ;CONC‘LUSIONES.—
Para f!nall‘ar analizar=mos la dependencia de los  IFS respecto a
pequeﬁos cambios en los’ parémetros. Comenzaremos. retomando un

I o ~los:-atractores .

*f‘i ja
en:otras.

entunces el ‘punto

pdrmnetros p le
esta funcien” es

q.x (q)) por:ser puntos Hjol
(q.x \p))ﬁd(w(q.x (pl).w(q,x (q))




Por lo tanto,'sl qegta sﬁfié!eniaménﬁa cercano‘a - p,
continua en P cuando x- esta fijo.:podemos aner,
d(u(p.n (p)),wtq x (p)) < £i1=8) 0 o i s
a»o tal que>ll dp(p.q)(é. an(onées

y Ontoncos exist
d(x’(p).x'(q))<c

A manera
fijo, es

Si‘ ‘ép camos
(P dp)sz"("‘l

Por - lo tanto

A -....A b

tanto como queramo
suficiaqgemente cercanos

i s




En conclusion:

1) Los atractores'de los IFS:son ]ocalmente estables en el sentido

de que ha‘son,muy‘seﬁsibléé cal pequeﬁos cambios  én‘1lo;

pnrtmetfns‘

2) Es plausible:
propusimos

IFS  de’
inculos gntré'ios.
de'Lindeﬁhiydé) y




APENDICE
1 ESPACIOS METRICOS

ESPACIO METRICQ,- Sea E un conjunto donde estd definida una

funcién d: EanR con las siguientes propiedades para todo x,y,zeE.
1) d{x, y)ao y d(x y)=0 @ X=y :

2) d(x,y)=d(y,x)

3) dix, y)sd(x,z)+d(z y) :

Se dice'qu es un espacio métrico y d se llama métr;ca.

términos siguiente
Ifmlte de la sucesién.




Sucesiones de cauchy. Una suces:.én X, 4 N—»E, es de Cauchy si para
toda €>0 existe un: tétmino x. (que depen 'de €)- a’ parcir del
cual los Cérminoa siguientes distan entre 31

acotado si para tod

tales que “1‘21"45 ‘(y

funcidn £i1XaY es
conjunto £33 (A)={

métrico completo (x d), £:X9X: tiene la”
(x) f(y))<kd(x,y) con . Ockel: para !:odo
la’ éhcesién Xg=a, Xy =f(x ) converge sin
Y ademés el 1£m1Ce es el dnico punto fijo

{x, y):}(xx.: ent:oncea
importar cual gea’ x0
de £, <




2 A) (H(x) h(d))

si (x,d) es un espacio métrico, definimos IH(X) como el conjunto '
y 81l A, a- H(X),

2 grojén,D(g;B)"
"(x d)' ‘gon ‘los

DV(B,M ;rﬁax(a(x,h) IxGB)-mix(o)-o y entonces:h(A, B)-O

si h(A B) =0, entonces D(A,B)=0. y D(B A)-o. :
vamos a demostrar que A-B, es decir, que ASB y B:A



ESTA TESIS Ma DiEE
SALIK BE Lo wBLiGTECA

2 C) 8I (X,d) ES UN ESPACIO METRICO COMPLETO, (H(X),h) TANBIEN
Para eate resultado utlilizars..s algunos lemas preeliminares.

Sean S$X y a»0, el conjunto {:x¢X : d(x,y)sa para alguna yeS} se
llama la dilatacién de S por- una bola de radio a y lo denotamos
por Dily(S). Nétese que p'arﬁ‘}ng, SSDil o(S) .

Lema 1. :
Para cualesquiera A,BeH(X), = A,B)se e ASDil ¢(B) y BsDil (A).

Demostracién.

m&x{D(A,B) ,D(B,A) }=h(A,B)sc » L(A,B)sc y D(B,A)sc.
Basta con demostrar que DIA,Z <c « ASDil o(B). .
D(A,B)sc » m&x{a(a,B) :ach}se i e

® a(a,B)se para . t.ode eA.
Pero «{a,B)=min{d(a,b) :beB}=u'x,y) para: algtn:yeB
Esto quiere decir que toda as. =8t& en Dilg(B).
En otras palabras AsDil(B). IS
Anflogamente, D(B,A)sc o BSDii (A).
Entonces h(A,B)se « ASDil p(B) v BSDil (A).

Notamos que este lema nus da .:a interpretacién gr&fica de h.



Para demost:rar que AsB, : sea XxeA, .
0% (x, B)Sméx(a(a B) ]aeA} D(A B) =0, entonces a(x, B) =0.
a(x,B)-min(d(x,b)]bsB)=o e Exist:e""un beB -tal que d(x,b)-o, pero

s h(A;C)+h(C) a"i

Anllogamence D(B A):2.D(B,C)+D(C,A) = h(B, C) +h(C A)
Entonces " mlx(D(A B), D(B A)} s h(x, C) +h(C B)
+ h(A,B) = h(a, c)+h(c B). L




Lema 2.

Sean {A,} una sucesién de Cauchy en H(X) .y .{Ax,} una subsucesién
de la primera. Si existe (xa)}, una sucesién de Cauchy en X tal
que xnjeAn,, entonces podemos extenderla a una sucesién de Cauchy

{Xa) tal que XA, y Xnjexng,
Demostracién,

vamos a construir ()‘t,,) eligiendo ;t,,-x,,, para »n-n,lb y

adecuadamente para nen,.

para ne{1,...,n;-1} elegimos X, en {xea, | d(x',xp,)-a(xn,,an)),
este conjuntc es no vacfo porque es el conjunto de puntos donde
£iAR , £(x)ad(xn;,x) alcanza su valor minimo.

Similarmente para j»l y nc{n,.,ol,n,.,«fz,...,n,-l} elegimos ;:,, en
{xeA, | d(x,xn;)=e(xny,A,)} que se no vacio porque es donde
d{x,xn;) como funcién de A, alcanza su minimo.

Afirmamos que (i,,) cumple la propiedad prometida.

Por construccidén ;c,,,-x,,’, Y Xoeh,.

Para ver que es una sucesién de Cauchy

Sea ¢>0; entonces existen

Ni tal que n,,n;>N1 » d{(xm, Xn)) <c/3 (por ser (xn,) de Cauchy)
N2 tal que m,n>N2 » h(A,,A,)<c/3 {por ser {A,} de Cauchy)

Sea Numfx{Ni,Nz}. ,
Si n,m>N, y elegimos j,k tales que
me(n,(+1,...,n;} y ne{n,+1,...,n,) entonces

d (X, X,) 8 (X, Xny) +d (Xny, X ) 4 Xy , Xp)
<d()g,xn,)¢d(xn.,§,,)oc/3 (*)



Falta argumentar por qué d(x,,,xnj)<c/3

Sabemos . que h(A,, An,)<c/3,
aplicando' ‘el’ lema 1 t:enemos que AnJSDllc/3 (A.)

(X.,X,,) <c ! si m,n>N.
. QED.

"Dilb’(:)\')‘[ﬁt':al-.{» que en  toda



Ahora demostraremos que: (u(x) h) es un’ espac:.o mé!:rico completo
si (X,d) lo es. M&s. aﬁn, 8i (A,,}EH(X) es una sucesién de Cauchy, g
entonces : o

nm(A,.) € M(X);

y &e puede caracterinrﬁ‘ como 1gu'
A = (neX|existe una suc

Demostracidn.
1) Ave.

ii) A es cerrado. ‘. :
idd) v c>0 3 N ta

Sean Ni<Na<... cale_s que
Sea Xy &Py, cOMo - hi{AyiAg) <= 0demos ;, encontrar:- un XyeAy, tal

que d(x,!,,x,,)<5. .



Inductivamente, si ya elegimos xm,x ,...,x ~con cada Xy €A

los cuales cumplen d(x,,l,x,,m) podemos aﬂadir uno més a la

1
21

lista,

pues b (A.,.,A.,m

Entonces poidemos ‘

1
d(x,,l,x,,m)<—- .

ceeisn creciente de

Enf;or‘:ceé d(l .;"'a)"d(“i.\".*""h;ia‘u.j"‘fd:(ai. a)<k'




Si hacemos ay,,u, =X, cada’ x..ea.. y (x.k)—ba‘

Por el lema.2 podemos extenderla a una suces:.én donde cada Z.€A,,
Ze,=%s, Y (Za} resulta ser una sucesién de VC'auchy con una

subsucesién convergem:e a naw, por lo canto,_{z.)-oa, A por ‘1o

tanto, aeA. AR FRE

i14) v >0 3 N tal q\.\e n!N - A:Dilc (A,‘)
Sea €x0;

por ser (A,} de Cauchy, 3N, tal que n,m>N - h(A,, A_)sc
aplicando el lema A, ASDile (A..) - . !
Por demostrar' AsDilc (A2

-,"“d',(a‘,‘a.)<cv.
ile (A;.) K ':Cc}rno :



v) 1im(a)=A.
Por iv) y i) AeH(X). :

Ahora bien, lim(An)uA v c>o AN tal que n>N - h(A A,,)Sc. R ’
. a'N tal ‘que n>N - ASDilc (A,,) y. A,.:Dilc (A)‘.; L
por 111):y ‘ o

entonces exi_ste' Xy €Ay, tal .que

En otras palabras, ‘(H(x) h) es completo..‘




3 UNA CONDICION PARA QUE UNA TRANSFORMACION LINEAL SEA
CONTRACCION.

Las transformaciones lineales que van del planoc en el plano
tienen asociados ciertos valores A, las soluciones de la ecuacién
det (A-AI)=0, se llaman valores propios, tienen la propiedad de
que |T(x)| s jx| max|a,|, por lo tanto, 8i cada [A,[<1 entonces T
es contraccién, u : :

det (A-AI)= a;’.‘,hb 2 (a-A) (d%u,—‘bc;b'_

a+d*J4bc+(a d)2 R

Despejando y simplificando encontramoa que’ Au >

Esta-es una cbndiéiéﬂ péra;qué;T(kj-Ax#b;searcﬁnhraccién.
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