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Ill11tODUCCION. 

En el estudio de la naturaleza nos encontramos .con fenómenos de 
gran belleza y.complejidad, u?o de el,los es la forma. E!.n que. se 
desarrollan las ~lg~s 'marinas.'' Co?;;·ideremos •. eÍ 'PJ:'Oblem'a de: hader 

::::~~:rí~~:~~Pi~:::;f:t~l::- d:"t:t::l~:¡:c);·~•~:'ed~ecjJj~dat~: 

;~~==~!;~rt~~:;;l~;~J~tªrm~:Sti:l\~;~~Itrf t~~~~2~:2:· d::!: 
enfoque es ·c;onsider~r,,qu'e ;1a;)r1úu'eric,i:i :-d~-~1á' iüz, especies 
depredadoras, los nutrient'eé 'y ;,o~taÍIÍi~arii:es·: .. ~·;;1 medio ambiente 

tienen un papel decisivo> : ·;· '/ >- .r:· 
En el presente trabajo vamoe'a':~et~dJ:a~d;~ifo~as.de recrear la 
estructura geométrica de un al~a /~ i¿¡, ;,iafe~á;,;·Lindenmayer y los 
sistemas de funciones iteradas'(,c1f.s).:;/~~~' liiñi'l!ai:E!m~s ··a mostrar 

:=::E::;:,;;;~,.:: PE,~~¡i:~~f.~gqu:i:eps····:e~l+s:s:::: 
Lindenmayer, con los IFS. Ademá;;•:•.;;,·tudia'n;;;;,. ~6m~ 'es modelo 
depende de loa par&metros ,'ui:iúi~d;á ;· ·A" ·"t :· '•· ·"· :;·: 

En el estudio de loe,· frjc~~tD: ;t1~e ~~:~áe
0

':~f- cae~ 1~' =~ un IFS 
no corresponda. exactaT"nt; ái·· !i:'a~tal ,que:'. queJ:'emoe;. Con el 

~~~~~~i~~i~~~~~~~~~¡t~;~~ 
invitar al lector a·'enfr~nta'r~~· 0•a' ;,nas' matem4ticae poco 
conocidas, pero estrechamente rei'ád.;~a,d;;, -~on temas tan actuales 
e interesantes como los fra~i:áie1i"· y· la~ •complejidad• de loe 
sistemas din4micos discretos involucradoá. 



CAPITULO I. 
SISTEMAS LINDENMAYER Y SISTEMAS DE FUNCIONES ITERADAS (IFS) 

AJ QUE SON LOS SISTEMAS LINDENHAYER 

Los sistemas Lindenmayer e' ~ J son modelos con los que podemos 
simular (imitar) el creci:i .. ,,.to de plantas haciendo énfasis en 
las relaciones entre las u:.idades de crecimiento y su proceso de 
ramificación. Podemos pem:a1· a los sistemas Lindenmayer. como· 
sistemas dinámicos discretus definidos sobre conjuntos.no vacíos 
de palabras. supongamos qu;• cenemos una palabra inicial (·ax.ioma) 
y que podemos transformar ·~3da palabra (con .c:ie~tas,.regl~s :'de' 
transformación) Así poder,,.~;: generar una su,céEl'ión ''."~e}: palabras. 
Esto ser!a .un· sistema de ri:::ascritura. "·: <;::) ,. ···r:-~~: :··" 

Los sistemas· de. reescrit::c<.• pueden ser Úsa~6~'. ~e:~fa~~· :;-~~neras 
distintas. ·.··En••·' la · primera, ·ol sistema de, re'es~~iYÚ~a6'i6;.( opera·. 
directamente s~b;e ,· obj eto1.: ¡,idimensionale~ '. ta~~s ;foc>"m~·' a~regiss . 
(4] , gráficas~ (12] y. forn.:. s [S] , En la;: 'aeg~nda:-·~la-;' c~d"'nas 
gran{atkale's (en sentido ~u:~Ho, esto es,; in5luyé¡;dó'•e'1 s'iste~a 
de rées~~it\l,::ª -_.·paralela) .<• utilizan para <défin'idtc~de~as de 

:~::~::¡\·::s·a~:t~.s::~~éi: .•.. ·~·,:,,!es::!::ue~~-T:::-i:f~jf::~·.g::r:~ 
modelo matemátié::o 'resultai:: o púéda aplicar~e '¡)ara 6reat' una gama 
de curi¡:as ·fractales' <á tra·-'·';· rl<J aproxiRiac.i~ne~>':-~e p~rten desde 
ejempl~s clásic"'" de princ::.¡..ios de este. siglo/: hasta .figuras que 
reflejen Í.a .. ést;,-úci:Ü~a gec.,,,.;,_ ,.;ca de ~iertas pl~ntas. 

Un eje~~l~ d~ un ~i~tema d _. ""esciri~ura s~j~~\a curva de Koch o 
copo de· ;,~1~v.;.' '."i::ri' ésta objeto inicial·· es un triángulo 
equiláterc;;• ::).. ia. regla e~ .. 1lie a cada segmen.to. lo dividimos en 
tres: le qi.ú~mo~'''1a . part<' j. -mmedio y l¡; po~emos en el hueco un 
pico formado. ··P~·,;· dos· segme:;r .. ;, cada uno de la misma longitud que 
la parte· qu'e··:qui.tamos. 



sean s un segmento, a un ángulo de n/3 en sentido positivo y ji el 
mismo ángulo en sentido negativo. As! podemos representar al 
triángulo original por la palabra generadora 

saurscxcxs 

Definamos la funci6n 
F:{s,a,p} .... {palabras·formadas con s, a y P} 

como sigue: 
a s e s 

F(s)•(¡lli!3laa(3lli(3l 

F(a)•a 
F(ji)•ji 

Partiendo de saasaas, la reescritura seria: 
a . e . s:- . 8 ,_ ·a ·s : ·a': ··g'- ·.i:··:·E(· ·'s s s 

!3) fj <3> aa <3>P <3> ª"' (3) fj <3>ma <3>P <3> "'~ <3> p <3>.aa <3> fj <3> 

M ...... '. 
.• ,···.• .•..• · •. 

Fig. 2 

Podemos aplicar. C:.tra vez ; l~ f~ncidn de· reescritura, :_generando 
otra figura, y créaúas1 i'ina· su'cesi6n deé~u~;.';;:~u'yó ;:llmite" es 
la curva de Ko~l'i. 'Un~. pasible def i~:l.~'ión 'recu~si va . seria.· definir 
Ao • XouYouZo dondé X; e; l!!Í 7iació':li~;._ab_aj~ 'deÍ-'~rilngulo, Yo el 
lado derecho y Zo el hdo izqÜierdÓ; aficada; u'no tiene longitud s 
y le aplicamos la funé::i6n. F_;'deÚ;\tda anteriormente, podemos hacer 
que A,,.1•X,..1uY0•1uz •• 1 donde X,,.1•F(X,.f;· Y,;.1•F(Y0) y Z..+a•F(Z0) 



La historia explícitamente reconocida de los sistemas Lindenmayer 
se remonta a unos cuantos aftos, luego de que Noam Chomsky 
estableciera el concepto de gramática con estructura de frases. 
En los trabajos [ll] y {8] se propone describir figuras usando 
lenguajes formales (cadenas) . 

La descripción del crecimiento de organismos vivos es introducida 
por Aristid Lindenmayer (9] a trav.Ss de sistemas de reescritura 
en paralelo (como sucede en la división celular). La teoría este 
tipo de sistemas ha continuado desarroll6ndose [10]. 

Ahora daremos una definición m4s formal de loe sistemas 
Lindenmayer. 

Consideremos un conjunto V formado por simboloe euceptiblee de 
interpretación geométrica o biológica, nos referiremos a este 
conjunto como alfabeto. Sea Y• el conjunto de todas las palabras 
finitas no vacías formadas por elementos de v. 

Un aJateM LJn<fenMyer de cadenas es una terna ordenada <V, w, P> 
donde V es el alfabeto, wY• es una palabra no vacía conocida 
como el a.rJoM, y P~• un conjunto finito de pro<fuccJonea, l.as 
cuales son parejas l•,X) donde a la letra a se le asocia la 
palabra X y se denota a..X. 

Se supone que para toda ••V existe al menos una palabra X tal que 
•~•. Si no está definida explícitamente, se sobreentiende que le 
corresponde la identidad ..... 

Se dice que un sistema Lindenmayer es <feter•JntatJco si a cada" 
letra siempre le asocia una única palabra. Si no es única, deberá 
haber una regla que permita asociar a cada letra una palabra, 
pero esta regla puede ser aleatoria o puede depender del contexto 
(es decir, de las letras vecinas) [101. 



B) APLICACIONES. 

Los sistemas Lindenmayer se pueden aplicar .al estudio de 
diferentes tipos de crecimiento, por ejemplo en .'un filamento se 
pueden presentar los siguientes tipos de crecimiento: 

a) CU:CilllDTO UPOHllCIAL (Todas las célula~'ée'dividen). 

Consideremos Y•{•} con el axioma x y la regla x:·-< .. 

• .. .... ........ 
•••••········•· 

Obsérvese (fig. 3) ~;'Ld~x desde el 
punto de vista geométrico repreaenta 
una célula • 
El número de células cumple la ecuación 
en diferencias: 

•n+1•2Nn• 
por lo tanto, en la n-ésima iteración' 
hay 2n células. 

b) casc:IlllllllTO APICAL A llAZON CONSTANTE (Sólo se divide una 
célula). 

Sea Y•{a,b} con el axioma Iba y las reglas a __. ba y b ---+ b 

ba 

bba 
bbba 
bbbba 
bbbbba 

Los cuadros negros representan las células b y 

los punteados representan las células a (fig. 4) . 

11111 
1111111 
111111111 Aquí el número de células 
11111111111 satisface ia.écuación en 
1111111111111 diferencias: .. 

•n+1•1••n• 
en la n-ésima iteraci6ri hay- n+1 ·células 



c) CllECIHIENTO APICAL A RAZON DECRECIENTE. 

Igual que el anterior, per· d1.:.ra con la regla: a · .. ~· 
Haciendo la convención de ¡:.i., se multiplican por l/2 todas las 
longitudes de lo que esté .; .a derecha del 1/2. 

Entonces las reescrituras r.n las diferentes etapas l!On: 
(fig. 5) 

IN 

b(t)ba 

b(t)b(t)ba 

b(!Jb(t)b(!)b• 

~ ... 
~- ~ ... 
~~ + ~ .. 
~~ ~- ~~ ... 

·' ·:·-·· n 
En la n-ésim~ it<!r.ici6n mide b J: ( ?1a • baSn 

k•O 
Este tipo de crecimiento ~:" .. :~:iotado, a diferencia de loa otros, 

ya que formalmente, ~m· ,.1 ·1. '"'ite,:· cuando n-, ~~ baSn • Zab. 

A una función g:~*~·(A!;Dl2/(• •que·. le asocia una figura a cada 

cadena, se le. co~oce·~· cbm<. l~i· lnt~rp~et11c16n gr1U1c11 de dichas 
cadenas. Podernos ap.:ove.:;h,,; 1.: . ;~·..Í-to\¡i'~ra:• rnodebr el crecimiento en 

el plano u~aildo l,¡··computa:l;:;r~/ ~i', p.irticular en un ambiente tipo 
lenguaje. LOGO ·se ,di~po.ne ;d-· ~ .~<i:Í.nst'ru~ci.ones siguientes: 

f 

+ 
Pirita l -d"Pi·r·i:.:~.:···.·( 1

1.'::0_-~-ny 'avEinza :·d·~pi;¡~-l~S .·.: 
· Gtra la ,, ~ :un ~iert;, •ángulo a1. contra reloj. 
Gira. la . dh• /, ~·~n el; IÍ..,gulo u' a ~eloj ~ ··. 

Guarda en ;,;Gmciri.i la dir~céiÓh y·. posi~i6n 
al ·inici·· ·.·J-:!. CoréhetE{: >?'.>_,··,;_:.:-~-~:~':/.~.- :~>'.~~: · · · 

Regresa a l" cÜrecci6n :y poSicÍ.6.-, :almacenadas 

al inicf•. ::l·.:!. c·~rc~~t'e. 
Multiplic:. ¡:or el· mlmero n 



En particular, si v es una cadena de símbolos; (x,,,y0 ,a~) el 
estado inicial de la "tortuga", (con el nGmero d: de pixel es y el 
'ngulo 11 fijos), la figura dibujada por la tortuga ··se llama· la 

1nterpretac1dn lago de v. 

Usando la simbología de este lenguaje, podemos estudiar'procesos 
de ramificaci6n como loa siguientes: 

d) llAlllFICACIOll OPVSllTA DISTICA. 

Con el axioma ra y un 'ngulo 11 consideremos las siguientes 
producciones: 

• - fb 
b - re 
e - [+d)(•d)ra 

d - fd 

entonces el crecimiento quedar4: dado mediante las iteraciones 
sucesivas como se observa en la fig: .. 6·· 

ra 

rrb 

rrrc 

rrr[+d)(-dJra 

rrrc+rdJ[-rdJrrb 

--<a 

--b 

-------t 

d ------d--G 

J ___ ¿__·b 
"'-~ 



fff[+ffd)[-ffd)fffc 

fff[+fffd)[-fffd)fff[+dJ(-d)f• 

fff[+ffffdJ(-ffffd)fff[+fdJ[-fd)ffb 

e) aAlllFICAClo• OPUESTA ALTSIUfADA. 

con el axioma fa y un ángulo a se proponen las siguientes 

producciones: 

a _. f[+x)fb 

b --> f(-:rJra 
X --> a 
y_. b 

entonces el crecimiento será asi: 
(fig. 7) ,. --o. 

----~--b 
ff(+x)fb 

ff[+•Jff[-:rJra 
--· __ .,_-_____ o. 

y 



ff(+f(+•Jfb)ff(•b)ff (+X)fb 

tr[+f(+a)ff[-:r)fa)tr(•f(-yjfa)ff(+a)ff[•:rJfa 

f) DUCUPCIO• DE llOSTRYCH !.\ RADICAllS. 

Bo•trychi• radicans es la . "l'''~ie de alga cuyo crecimento vamos a 
tratar de recrear con sisteia~s Lindenmayer. Por simplicidad, en 
adelante nos referiremos " ,·.:.la como B, radicans. El crecimiento 
de un individuo de esta e~p~cie, a grandes rasgos se desarrolla 
de la siguiente manera: 

Hay una etapa inicial, ·en : -, :ctal la espora va convirti6ndose en 
un segmento· ,de ~.élulas ·dis¡;·uestas de manera cilíndrica, que en un 
extremo tienen ··una·;'prolong . ., : '. ::: que le sirve para afianzarse al 
medio (c~mo·:una· Z:aízl; ·y. e1. ,,-, otro extremo una c6lula de la cual 

depende ei crecimiento !'º"'' ,; '·cr, la ct!!lula apical. :s _ : ::~"' 
Esta célula" a ··su 'e vez ''se : . .,, lo.le en otras dos, una que formar& 
partl!.;dei: .;e(Jm~~t~~·~nt~rir., ·,, de un nuevo segmento) y otra que 
co~tinuar&' ·.e1;>'C're.;imÍ.~~tc ·<. la misma direcci6n, formando un 
eatol6n: ·~l:ie'ri6dÍ~~·~ent'e,;, l•,spués de cierto mlmero de segmentos 
(que!«· nO. :·'~ie~p;~; :.·e~ :e·i ;; . ,1:1:~~, pero se mantiene en un rango 
pro~~dí.cij', la célula· áplcaJ "'" divide en tres c6lulas, cada una 
de las éuale~, 'da origeri a . ,: ... ,je de crecimiento distinto. 



l) El eje que continlla en la dirección de los segmentos 

anteriores, es de tipo apical indeterminado .• 
2) El eje de una ram~·; que preseÍÍtará un tip.o de crecimiento 
apical .determinado, .Y, que además ·se va ramificando 
al ternadamént~·:. 
3) El eje :'<lel · hÍiptera • (es co~o la> parte e ~e d~·~d~ se agarran las 
enredaderas¡ r;ci·¡;;.· r'ai:,;, perci ~i~e pió'ra'· fijarse al substrato) 

(Ver fig. 8) 



En términos biol6giéos, el· crecimiento deter111ín11do ·.es aquél 
donde el número de .·células no crece indefinidamente, y el tamaño 
de las mismas • tampóco crece más állá de cierto rango. En 
contraposición,· el .crec;imÍ.ento índete~111in11.1~· •. · éé .:aquéi donde el 
proceso de división: celular:\:~éf.;i desa~~.;lla permanentemente, 
presentando un tipo d.;,: c:r::eci.niie'ñt'.; p-;;teitCi~lm~nte infinito. sin 
embargo, eventualmente·: una(céllli; ;.'pi.c~l de·· 1as ramas puede 
empezar a generar: c~~ciÍÓiento; ind .. tern.inado, de manera que el 
individuo dHár'róÚe f.'ei:ol.onf.~ ·.;,n· ;,~rias direcciones. 

Se ob~er,,:~ ~~;;.J~L. ~~~-'; es genl!ticamente igual al 
anterior, es decir ,' se\ trat;.de u~ crecimiento clonal [3). Esta 
característica 'es• ':la ·'que:· hace :.:más .. plauSible la modelaci6n con 
sistemas Lindenmayer'> por~e ;el c~é.Cimiento. clonal se adapta a la 
iteración de la 'forhia geoniétriéa básica :de la rama, y se puede' 
hacer de la. siguiente manera, en '.pa~Í:icular . en él • sist'ema. 
Cractínt. (fig. 9) 

ax.lo• e 

e·~ rre1.1rrrrrr&.9rffhs 
•. ~ rre1.1rrrrff8,9rffkc 

h ·~ [+•][-d) 

k ·~ [-c][--d) 

d ·~ r 
r·~ [++•)[-d) 

··~ f[+•)fb 
b '"~ rc-,.1rá 
• ·~ • ,. ·~ b 

f·~ @l. 36f@l/l. 36 

{Especiii~i~~~ .:.úán~ulo 2n/cr) 

{La. p~~~b;~ g~~~:1~g~~~~~¡,:/¡ ~) 
'~~-~.,~.o:.~_>. ' .'O: ~ 

{e, s son las ii::~i~ias:'apicales, 
pe,:o . pci;,. ·;á;ó'neEI' cié~ a!Íó~i'.o de 
iteraéiónf.EI ;::'ccin!'i>a~Í:alnios .• vari~s 

i:~:P::~~ia~n:!füili~\:~~~ que se 
trari~forman i en. estolones). 

·:.;',,:. ,:·;).·····> >' 
/>~_;=: '")i - .,, 

{r es ia• célula generadora' de 

{ avan::~;t !~, Ja~i'iié~ta'. la: izc¡llie;da) 

{avanza y sf. raniúi.ca a.la derecha) 

{juntos prod~~en r~n;iÚc~d.1.6~ alterna) 
{escáianii.~ntoproporcional) 





La principal utilidad de este modelo para el estudio 
b1ol6g1co es,tá en que· permite ·plan.tear y disbutir mejor las 
estrategias que usa la planta'para obup'ar el espá~:i.o. 

·. . ··.~ - . 
Pors~ reg~laridad.'.J/ sencillez, e~~e'. tipo ,de .sis tenias. p~ede 

además ·auxÜiar .. ei e'r~bajo'ecÍ~~atl~oy di! difusión .::ie~tiúca, en 

~~=~::í~r;~::~~::ªm~~~~:. ~alació~ Ínt:fdi~~iplihtiª entre la 

Las lJ•~~~di.~J~~:;iiJJ; e;~te modelo. aparecen ~6m~';,~~~do •con hs 

imáge~es'rl!~1ef~~\~19~, . ,.\• ·~ '.:·;, .. 

l) El alga ~e~;í ~~ ~~e~e ~~· Ú~ pl~~~' sino en la superficie de 
las raíces de ·iosm~nglaie~ y bajo la influencia de las mareas.En 
consecue'ncia¡ la 'disposición de las unidades de crecimiento no 
será en línea recta como se supuso en el modelo. 



2) En este modelo se supone que cada t.res ramas aparece un nuevo 
estolón. sin embargo, todavía no se conocen· loe. factores que 
determinan cuando una clilula: apical ... de: rama se transforma de 
cUula apical en estolón. É:n todo ~aso,. oi:rá ·opción sería usar 
reglas aleatorias para reescribfr-algu~as ¡J'á1~bras' en el sistema. 

Para futuras investigaciones haría fal:t~",g~ne~alizar el modelo al 

espacio, implementar reglas aleatorias .. y ca_lcular la dimensión 

fractal del alga. 

C) U'S 

Definición: 
Un s1ate11a de Cunciones Jter'acfas (IFS) es un eapacio m6trico 
completo (X,d) con un conjunto" finito de mapeos vn1X .. -. X cada 
uno con factor de contracción : •n<l. · 

->'i· :·) '. 
se denota por (X; vn, ,·n,.J.;z;"';·;. ,N) y •--'•f•n) al sistema de 
funciones iteradas y al.:factbr-de contracción respectivamente. 

Dado un IFS, poi:!eino~" asociarle la 
w: {AQ)->{AS:X} deffnida~ ;amo sigue 

'-:: . 
W(AJ•n21vn(A) 

función conjuntista 

es decir, la unión.de las imágenes directas de A bajo las v0 • 

sea H(X)_cel espacio. de los subconjuntos compactos no vacíos de X, 
(en el apéndice vemos que es un espacio métrico) • si restringimos 
la fu_nción W a H(X), resulta que es una contracción, y tiene un 
6nico punto fijo A•H(X), se llama el atractor del IFS y satisface .. .· 

la ecuación W(A)•A, es decir A•n2
1
vn(A). 



Esto significa geométricamente que ~l' ~onju~~o ,;, co~pacto A es 
igual a la uni6n de sus imágenes bajo i;.,,¡ funciones ·del IFS, de 
hecho, cada contracci6n cumple que v~CAÍÍ;Á.:}f''cubren a A cómo ún 
rompecabezas donde se pueden intersectar.las:pi;;~a's'." ; 

·,.: ~/::.'.-·;·::. ' 

Por ejemplo, si consideramos R con '1'a"'m'~tri~a:':u·aual, y elegimos 
• Ír :- -1 < >-.,_·.>" ;_~···_. ·._ 1 

las funciones v1C•>2• vz(•)z ,+z<~ ca~a :/,u~a con ,:,f~~t~:t' de 

contracci6n :., y nos fijamos en el in~e~a;o [o; ~l • :r~sulta que 
2 ' ' ·-:: ',,, .• ,,. 

v1([0,l))•[O,.SJ y por otra parte vz([O¡l))~(-.s';I]; n'C;tainos• que 
(O,l)mv1([0,1))wz([0,1)), entonces A•[0,1):, es\:_;;1¡:a-tra.ctor de 
este IFS, (fig, 11) 

o 

• • ·z '-' ,,. ,,. 
Si ahora cambiamos v1(•)3, y vz(•l3 _+¡/,el.Jo;l) ya no será el 

atractor, pero podemos fijarnos en sus'_ imág:.~es;":' 
v1([0, 1))•[0, 1/3), Vz([0, 1Ú•(Z/3,·ÍJ, asi 
W([o, 111-1110,11>w1([0, l)) • (0, 1/3)u(2/l;i1 

fig. 12 

'--~~~~~~--'~ ~ 
o 1 o 1/3 

'----1 

2/3 1 



si aplicamos W otra vez, resulta: 

w1 ( [O,l/3]u[~/3,l]) • [O,l/9)u[2/9,l/3] 

y w2 ( [O,l/3Ju[2/3,lll • [2/3,7/9)u[8/9,l] 

' ... 

Entonce• W2([0,l))•W(W([O,l])) 

W([O,l/3]u[2/3,l])•[O,l/9]u[2/9,l/3]u[2/3,7/9]u[8/9,l] 

o 
fig. 13 

o 1/3 2/3 

Wz 

w, 

l 

.. L..,;J 1--..j 

2/3 1 

. . . . 

Se puede ver que wn¡¡o,l]) •Üende":~l·c.;~junto.de Cantor'C .. De 

hecho, h(ll'l((0,1]),c)<(l/3)n ... ·o;'cuando n ... •· Es ·m.ia.':se.puede 
ver que el conjunto de' Cantor satisface. la eéua~t6~ conjJnÚsta 
W(C)•C, es decir, es el punto fijo y en consecuencia, es el 
atractor. 

Pero vamos a enfocar nuestra atenci6n a IFS en 112 con upeos 

•~1nes de la forma 

que son contraccJones, rotacJone• y trasJacJones. 
Se puede .ver que una condici6n para que sean contracciones es que 
los valoree propios sean menores que l, o equivalentemente, que 
(a+d)2+1 (a-d)2+4bcj<4. (ver ap~ndice). 



Un ejemplo análogo .al IFS del conjunto de Cantor es el triángulo 
de Sierpinski¡ a saber:·· 
sean 

Este IFS m•pea el triangulo equil4tero con vértices en (O,O), en 

(1,0) y en (.s • .fiii> en él mismo, generando tres tri4nguloa, pero 
dej•ndo un •hueco triangular• en cada etapa. Varias iteraciones 
de este procedimiento se ilustran en la fig. 14: 

o 1 

3 

De este modo se pueden generar figuras con propiedades de 
auto•emejanza, y dentro de éstas, las que son semejante• a a! 
mismas a escala• tan pequeftaa como queramos, e• decir, los 
t'ractalea. 





A manera de ejemplo consideremos la palabra EZLN, tiene 12 
segmentos de "recta" (en realidad usaremos 13 paralelogramos que 
no se intersectan) , Encerremos la palabra en un rectángulo de 15 
por 5 unidades, y numeremos cada uno de los paralelogramos 
(figura 15) 

Vamos a encontrar transformaciones de la forma 

W0 (x,y)·[~: ~) (~)+(::) cuyas imágenes queden contenidas en cada 

una de las regiones numeradas. 

Construcción de las w.tX•= A,,x+k0 

Vamos a determinar cada w. por la asignación. de' dos .•. vectores 
linealmente independientes. Estas originan sistemas de· ecuaciones 

cuya solución son los parámetros buscados. 

~ . . , -. : ' , . 
W1 tal que A,(15,0)•(3,0), A1 (0,5)=(0,l), y kj•(O;o). 
W2 con Aa•A1 y k2 • (O, 2) 

W3 con A,•A, y k3 • (o; 4) 
w. con At•A1 y kt;;. (~;4) 
W5 con As•A, y k5• (4, O)· 
W0 con Ao.;A,. y k~,;, (8, O)' · ' :. 

W7 tal <'lue;A,(15;0):(0;4); 5)•(-i,'bJ y k7=(9,l) 

W1 . tal •'q\l~';~('i~;o)~(O; 5,"; ~<?i5f~(-i, o)'y k~·(Ú; O) 

w, con Á,~,,\; y k~;;.(is,oJj: ' ··•·••· . ' ' 
w,0 tal. que A¡'¡,(15, oJ;;. (o, 1J; •'A,~(o'.~J =·1~1. oJ y k,.,a 11, 1) 
Wu con A.~;.'Ato y k~;:; (1;3)' < .·· · .<. • ••···· •-··. 
W12 tal que Ala (15, O) .:(2; J), Ai~(O,S) ~(-i, o( y k1i,• (5,1) 
W13 tal que A13 (15,0_)•(l,~3) ;•A13!0,5),;.(o;2¡ y k13·(13,3). 
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D) HLACIO• arru: LOS IFS Y LOS SISTDfAS LlllDSllllAYU 

Dado un .sJ.ste.. Llnderu111yer, consideremos el problema de 
construir un sistema de funciones iteradas (IFS) y un conjunto 
inicial tales que lae imágenes sucesivas de dicho conjunto 
correspondan a cada iteración del sistema sobre el axioma 
(palabra generadora o condición inicial) . 

Consideremos un eiatema que modela un crecimiento determinado, de 
modo que las imágenes de la imagen inicial ae aproximen a un 
conjunto limite. 

Propondremos un procedimiento que utilice el hecho de que el 
atractor A de un IFS cumple la ecuación 

N 
A·n~1v0 (A) 

tratando de que el atractor del IFS coincida con el conjunto 
limite del sistema Lindenmayer. 

Sea An el conjunto ,·;:~¡;~e~pondiente a la n-4!sima iteración del 
IFS, y Pn. la pálábra'. correspondiente del sistema Lindenmayer. Si 

~~.~=:~.:.,-xl;~t==~)¡s~:a~~:~u::::~ ~n:ec:z:;~n e;ec~::¡;:a~:br~=~ 
conjuntos• k~;~¡;-<A;;> /y~~i{.én,un proceso alCHmite; loe conjuntos 
An úe;;d~n a· u'n' corij~11t'ó A. cuando n ~ie~de a infinito, para este 
conjunto e A, ( 1,ª : ecuaci6~ '.; ieé:~~ei va se}tr~';.;s,fornÍa . en ·una igualdad 
entre A y u;;;. ~niÓn de .trá;;tormacionee del lliism~ I\• (por ejemplo, 
copias reducidas¡.·. tr.aslad;dae y.·. r~tada~) ; 'e11t~s .· tranformacionee 
de A determinarán láe funéio~~s~¡d~l )'IFS 'qÚe · construiremos. 
Dependiendo del axioma del····. '~.i'steina -Úndenmayer haremos la 
elección del conjunto inicial'delIFs.< 



Podemos plantear la ecuación recursiva en los conjuntos An 

An•t • f(s)uT1(An)uT2(An)V'l'•(An) 

Donde.cada T11R2-t112 de la forma 

Ta (•)•Ma•+b 
con •,IMR2, y Ma una .matriz que contrae por un factor de 1/2 Y 
puede rotar un cierto Angulo en sentido positivo ó·negativo. 

Tomando límites en la ecuación: 

A m f(s)vT1(A)vT2(A)uT•(A) 

donde A • Um An 
n-

Tenemos una ecÜaéiÓn del· ~ipo A a F(A) _de "conjunto fijo• con 
contraé~i6;,,'" por··· "¡(, ·tanto,_ partiendo de' un conjunto inicial, 
podemo~·;.,;pea:r sus imágenes sucesivamente y deberían acercarse al 

conjunto A: 

En ·este: ejemplo proponemos a fl•I. c~mo·."el conjunto ·inicial y a 
las Tl .·como funciones del IFS. El comportamient'o geométrico que 

presenta es como sigue: 

Se empieza con un segmento de longitud a, multipliquémoslo por 
una razón constante r menor que 1, (en este caso·.1,/2)_ .y: formemos 
tres copias, cada una de las cuales pegaremos_- eón el _segmento 
original, una en línea recta y las otras dos formando un ángulo a 
con los otros segmentos. Después cada una de estas ºramastt'se· van 
ramificando de manera autosemejante, y tienden a •un objeto como 
un alga con ramificación paralela. 



(fig. 17) 

etap11 o 

etapa l 

etapa 2 

etapa 3 

(El "limite• se anexa en.la··fi:g .. íá) 
Si hacemos algu~as'.'.m6ctifi<;;aci6n~~ en las traslaciones ahora 
tendremos una ramificación'" alternada como· ~l de radicans '(ver la 
figura 19), Sin embargo, n~'' podr~~os rec~nstrúir. el estol6n 
porque los atractores •de 'loa: :rrs ';;den.en: 'la ::propi~dad: ·de la 
autosemejanza, la cual no . cumple. ·e·l. :sistema·, Lindenmayer usado 
para rad1cana. 

fig 18 y 19 







CAPITULO II. 
RECES NEURONALES Y APRENDIZAJE. 

Al INTROl>UCCION. 

Las r•d•s ruiuronaL•s son modelos mate•~ttcos ~nsp.1r,a~os en el 

funcionamiento de lae n•uronas reales, entOcadoS al aspecto de 

la tran•m1sl6n de las ••ftaL•s. 

.,,. .; » 

Este tipo de modelas .tie11&11 una._, an"i"f:.iiG.t:. -·san¡a- --.~-~~-:.-:. Gf~i ic.;.c\Unei 

en tareas de el ••i t tcac'16ft/:- ~pt i-M-1 ~~.<?.•.~.~.·~'<- :.7~·~r.~·n·~~-~·j.•.~, · Y 
otra• donde •irva :-_-·~(_~- P~o~~.a·mt·~·ry·t·~; P~~~~e1o;~d·~·: trlt,OrmA'~rón ·t6J, 

:_\ . - ·::;:' '.·.\'~ ·:},' 
La unidad- b:i1-'1c;·._.d~~·:_~,~-~·:.:~'e·d~~-~~Ut'o·n~·r;·e.~- ··natU-rá11.·e·nte·;- ·i'·· ·neurona. 

Una· ne.uro~-~~-' b 1 ~-¡:::;-l1·~,~--~;~~~~~-~-~~-:~·-~·-I ~ l-~"(~--J~>~·6:~~~ ta·-.:~~ -~-~~,;·:-~~J~~-'~ c'soma > , 

ver las raml f 1 cablon"e~{t ta\n~';i;,:~,'ci~i;ci,;(11~·~a..e,,:_'d·: 1~'..0·• .•. d~.e.\.:1; ¿~0·.·,~u. 8·. 1 
p·~:~'"1 ·~~l8C1ót1 

pr l néi pa·I ,,. ~c»n·oci ;;f~\·~·~-mo:; ~ .. iT~~~~~ -;~~O~"-. . -. pue'de 

trane11!Ur l;,:s'úi'!;,:1~·~ .Úlj¡. c'1>.! •.·· 

-'· .'! 

·Cl~¡;; 

-,_~-: .:·''/,-
-~!' 

una >ne~~-·o~~-:~ 'se 
; .... :-;.;· .... __ --,-· 

conecta con la• d11ndrltas de 

otra, &• dice,:que· t~:r~-~n,~•L:~p~·,•,Y ~:~·~e;:;::~, e~,taj; c:aso, ·>'.1~: - neuz:-~na 
C"ecibe l·a~·-.-s·~:ft~!-~•)~·~<:_·;t·~-~·y"~¡¡ ···d;º,:-: l~:s'>Ydendrit8s~-:' Estas s'enaJes 

L n t 1 u yen en .• 1 ··:.·p·o t&r{·c i ~ 1-'.'e ,··{~>~-i é~; -;~li~_1_,~:~-d~~;" -q~~~~·_::~~·1: 1~- 1 i:a n:a ·· ~ 1 i! r tá 
valor· umbral, :·:·un~' Pi.ú·s~·,: o;: &ere~ 1 '.,~-~é·;··e.1 t ida •. > . 

. ~-- ,:.: ;· ... ~;~ ·f-t'. :::,:~. ..-... _-=,.,----

HcCutloc y·Pttts_p-róPuS1éi-on--un-~mOdea"o sieíC:ú1 ~1-~uAI ·las '••Nales 

de entf'ada· se: fs~ma~-" "p~-~-d-~r~·~:la11e'~t~, d.-1.~par~~-d~­
i ntens tda·d · S 1 · la 8Uií.a r'9b~a.··:\ e 1 ':u•bÍ-a Í "; en caso 

d 1 spau ••11• La t 1una .c.e i •. 

con - ci<-r-ta 

contrario no 



As1, si representamos el _estadc· nide la. 1-esima ne.u._rona por 1 

dispara y O si no lo h&ce 1 tendriamos que este estado esta en 

tunoion de las sena les' recib.idas de la manera si~uiente: 

:~;·:: . ¡ ·t \ - - • 

\~Jt 
"~" .. 

·,::~-,,·.-:: .~.:·.·~·:< _.:-.·· ;-~t~"~ 2 

Oond• "'tK1111 '.~i-'~~~_..'Y.,~·l·i:;:z·c;\s1 xo::o. 

µ\·-~,s-.&_1>v-a10·1< .. ·u·m·brá.'i.:,dfl';-la ... neU.rona 1-esima, cada ~w"J 
represen'ta".:ra ·.1Uer·::~:.d~~.1'BS:'st"r\a:pSis .que. "v1ri'cU1a la j-estma 

neurona,..:·;·c.~~ .. /:,·.~-~":):-~~~-é.~-E~.~.'.f~~\~.~\j>~~ ··~i·:; la :-~inap~is ·.es 

•xc:1.t~t.o~l~~>.--~ .. J~_~Jsi_:·-.1_~ .. :s~.~-~.~s~s \,ll~=O si ni:> 
s t n.kps 1 s · entre~ ambas·~ rleuronas ;!;.: 

- _1':'.' 
;:o..~ -:;:.,;: - - ..._ ' ' . ' '. ·.·. 

Este mod9'10 'súP'onrl .iidem.as·.~un-·itrat3.'mt'e0t0 ~iScr"eto del ttemoo, 
donde - e J.~ e's·t·~do·· p~·o:~.:1~'~-- l t+i'(·J-~ ~~a; _.n-~~ro,~&--.- aepeno~ ae 

eli tados ·ac t\J'-a·'¡ ~s',~-(\"j y"de·::- 1'8 s ;~ ~u~t:1r·o~'~ ~-~··qu'e i :~~-1-d~n·: &~1 e el 1 3. -

A 11unas 

.,.. :'.}" :~' ,.. . ~·, .· 

-i-.i~i·~~\·t·~·r~~s ''de}. ~~te son 

sigu1ent&s1 
~:~- '. :· ' ' -

1 )lf 

si 

ha\' 

'"' 

-Las neuronas ,r.ea í ~~. n~ ~ i'empr~' disparan s~'s ~ena·I es 

1ntens1 d~~-~r,:.P~~-d~n·:· ·.~~c~~-r·.1·~-; ·1 '1~ l ü'so ·: gr.~:d~·a·.~:~~n{e. _ ., 
con ia misma 

-L.as· ·antrad&s ,- nO .: ne'cfts'a'r ta'me~te. - t n.t 1 uY·en ·'de.: m8ner·a . 11 nea¡'; 

-L.a emisi~n':·d~~-·~¡~-9· setfal.~S:n-~··ii'en.e p~~qU.'/~~~-··s'!-~~lt~~.~-- ya que 
c&cia neut'ona p·u.·~de t'~r'da/.··~n' tle'mp~ d··¡ t~~e-~te· '.en,.,cada Pa~-o. 



Una gener~lizaci6n ·del modelo presentado serla: 

'< · .. ~~=r<~~i.,"t.""i.> 
donde v sea:-~n·~ 1 /Un.C,~Ón n? Li:l".leaL. con.tLn.ua., ·crect.ent& !I a.r.- ... tadc.. 

llamada j.;;,n.ci.on··d~ ·~¿t't'.t.1Ca:Ct:on· ~ '¡unc_Lo.~ de .tians¡,;..rencLa. 
¡, :-.'· .. :.~." . • 

. í. ~:;o;· .. 
A 'conti~u~c-i,ÓnrY~.~·~~~~~-t~.~~-~ ¡:¡~Ünos' .. ~j~~~10s'"de·· 1as aPti:~-acLones de 

1 as r•d'as n~~·~:~~~~Í:e~··~·;_ '{::,~.-·: .;< -· 

Cons ~de~.~~~.,.'.-~ r:/~¡~;~;;-¿-~ tó e·¡:~ '1:~·~·1 ~-~~;e : 
, t'1·. 1~1,:>:~ .. c.·:t,;·1!:;·5·t;·r~·; '.·-e· t. --·1 ;"i ».-.~. , 1. -1·. -1,, -1. -1, 1,. e -J, -1, -1,, 

. \•' 

Sup6nca1• ;·q·u~/;~r~-\::·~~ quier~- de loa elementos de e•te conju'n't6 se 
ti•n•· que· 'de .. f_ .. 1nú.--~?st:~.r~.;'e·, ,.'pa·r~ce :·m•·s·· ::·~(:. 

. .. .··.:~:~~= 'é'- i··~-1··:1 ~-L ; :',.); .. ·~ ~I ;. 

- _,: .· ... ¡'_ ··:,'~~::;<~;-~ ,_._·.- .. ".:-.:~,~-~l~~-7~~~:~~~-:·t¿ ¡;;,:_.:y_. lé_:,_~~~-
Una manera:·de-~hac-erio-.....-e's"':·'cOnStrulr·;:un.: neurorla ;con la ·~~~--~u~'lura 
f (X) =scntO'~X /r:.-d.~idi'éñdOs'e-: prú~: e,.-., ....... fe"." {: Y,, 'd·~~id:i~~d~ 
sal~· ~1. cA~u.L C·X=c-1,1,1.>•tx."~~:~-)~-~~-~.~.:+'.~-,~-, 

-e si 

Consideremos C·i=O, es ·decir, -x+y+z=O,<es 1a··eCuaclon·~.•: __ u-~'·p(ano 
perpendicular a e que P••• por •1 oriien. ;.~t"-·C~X>o, X '••t• d•l 

mismo lado que ~. mtentr•s que cuando ~.Xco, est.fo del lado 

contrario, 'Z 

Podria1101 pre1untarnos si al cuno de los vectores del 

conjunto que queremos cla&lf icar queda •n la reaion indecidible, es 
decir, en •I plano -x+y+z•O, pero como eata•os trabaj•ndo con 

vector•s con entrada• que son 1 6 -1, la suma y resta de tres 'dE­

el los no dB cero. 



21 Aplicaciones a la /í'si.ca. 

Exlst• una analogía entr:e las -re.dBs de neuronas de H~pfield Y 

algunos modelos'.'·de·.~·r¡.~:té~-ial.eS' mB.'grlét.iccs. Una deS'cripción. simple de 

un materta}·~··~a·~~~(Í~~:'_,~,~~;-.~~·ú~ .. ·~-~:~~i;~ª-.- d_e. u~ conjunto de., imane• 
atómicos ar·¡;~ 3g'icii:d-~~·;·-~·~·: ~ria··.·ia.t1Z~ reiular' <p,'a~· ejemplo, un ·ar~egto 
recta.nau .. lair). q·U~:fr·~:pr~~~~:~:t~··: la· 'eSt~uCtUra'. cri~t~l i~·a; 'd~l ••tal. 

''.. ·"· 

: -'. .. ··'". 
U&ar•mo1 el t•rmino ~spinw atómicos, 
nombre to1t1ado de la m9~Ani<d~~ ·;_-sPines 'pueden tene1 
v•r las di recci one1, dependi9nd··a·· 'dí;f·:_.má:te·r la-1. :81i.Ud iad-~; E r> oaso··.-m~S 

:::~~:.::.:u::d:n :~:t~ h:· • r:;ft'.:~:~:.:~~:~;~·.:~Z 1::: :: ;1aE~~!' no:• 
indica •l estado s. pal-a c·.11a·~---1ti'ii~'I":-··de·:-¡~,a.:''.Jaf1~·.:-·con ~>:va·1ores· -~1 •. 
11 •1 spin 1ira en" una di~~cc':fó~'j'::~-~-í.~.;:1't.:"a'f:· e'J->'~'plri ;-~¡~-~_.:_;~·~::¡ •. '~otra 
dirección. ·,_,~.:~;::}'··· .... •:-:-,~" ~ 

... . - , ... ~~~- ':?:' . "·\; .1\_-. "~":~: ,.-
_:.,_~;>. _:; '} ,.. -

E1te tipo de modeJ os ___ •• :_~:·"~·~~d~:f,\''.· J~,~~·',;- -en;::-· otros ~.';~~~::~·t·:;~~t-~ÍI, por 

•Jemplo, en el _•stUdi .. ~-=~e;~.~;'.:·:1;~·'.:··~b~--~~~.~-~-::d!~:~r.~bt'r_: .1.~·.·~·:-P.~.sición de· 
• •• part1 cu-1 •• _·99P&o-l f i'Cáftd~ ;~n:a-·Y~r"t~¡;·¡,e :.'d·~: .. ~ r ';.Ji·r:a\. ('i·1--~·~o/vac1 o> en 
c•da c• Ida .. ~·d• u~ia :·:·, t ~&''. r~d ·:~,·qt·e\·~~~b~;~:?~ i~.:~:-~:p~~-t·~::td·c;~d~:~ ~~ ~.~:,_ ~,-1 ·=ºCa~··~ 

<';; ·~~·>.·,·.~-'··, .,_ -.'·}~::··-· .. _:'·~:;;~~ .. ·- s > -~·.:.: '.:::,,~ :.~~>·{L·~ {;-_!: 

Un modelo de· l•ln1'rio>é.ü::coiílp1éta;.eT1te 'eiipilé:irl~ad;:,· háata que las 
dlnAmlcu de int.;.~·c0cl6~¡;;.;·¡·~1i;f,;~·j!~:;~~t~;;';'dad~s.> . 

En el cuo del m~t2i~t ~~ln::l~io':? ~-~~\'.~pin• ·e:~~ Influido 
por el campo ~:á1n•tf·c·o;_-h·:·; E·~t9·:·~~mP:o é:-~~~-~t'~.·~.id:~;~;¡ <'campo_·. 8'xterno 

h•Kt mol• un campo f~t~r~6.>~i~.dU~.1,do .:·~'~·~·· JOs :,o.t·r·~~· 'sPtne's~ 



Sl suponemos que la contrl~ución de un atomo .al ~~mpo m~gn~tico 

en otro lugar. es proporcional.ª su propio Spin, sumando Jas 

contribuciones de 10~· atomo·s. vec1;n
1

os,:tenemoS un campo magnet.ico que­

influye en 18··-uriidad.~SL:;·. 
•h¡_'~i~- S .. +:h•Kl 

- . -·- .. <·"·'r'.'~ ¡ ·:_- ... 
donde w1j mÍd• lf,t-~t~~+.:d{J Jal;t'.~encia de··s1. en s,'. 

A baJa temPe;~i':.Jr.~/::.·í.1~' .. '~·p1'·-;¡··.t'1'end& '.a : __ ·'~1f-~EiAr~·. , .. _p¡;;a1elamente a.J 

campo 1o~a1 h' q-~~'.~º-tr~;:~~T~:fa~n;;~)~'-10 desc~ib~ 1a ecu9cion 

que es an.1ilo1a·a·:.'1a 'dé t'as-·neuronas.-·-· 
.. :•. '\'··~~\ \ .... • .... , 

Otro camino es d~r 'una ener;i~<p~;t~~~li~l,i · ~6rresponcllente 
interac-~i·o~~s'~:'::~~-¡.¿~j·~-~~·{~::·,:·.··:-~:.~.· ~~ '~.' "-,.~: 

-'"'' ---,_. ' ... 1. ' ·-·~·,., i·.· ! ;: ,-· . L.,, 
'' H =>2> twus1s,~h·~ :;:s,, 

donde .h•~L r·~prea~~t~'. et umbra.!:,·.- ,-~~- l._. : 

a las 

Podemos ver a. H ~~1~ a una -,~~c(on. ;<te es decJr, -:.uns. 

tune ion·. c01( 1 á'.:~,;~º~'~"{,'~d~i:-~d~'~:_q:J_~·i'.)'~:·~LJ~·~~ne· .. ;~:a -1 sis tema· una <:reg 1 a 

di na mi ca ·~~-¡:t;Jn':.. -i"~::::c~a. -,·.~·d~.c~·ece~·:.cúChá-. f'uíiC10n ·: :'85. d•ct r ,- '•e · ... comp~r ta 

como 1 os si'~·t~~·~·~:·-f ¡·~-\;~~·~-:~:~'~:~~--~o·¡ ~-~(~n~;~. ten.di ende. a la .. enei·g1a 

m1 nima ~ .-... ·;~~· 

~' ·- . 
;·;u·~-j~ ~ ~ -_ En l'os prOb.lema.-s 

Si mét r i Ca~,.>~ e:~·_tO ·:·qU Í _ere.: ~.e:c -~ ~.- ~-~'-:~~.~ad'~-.. : ~L.j ~9 \i cua'¡ ' a I 
cor respond Í enl·~ ' .. Y l ~,: ;~-8·¡·ª ~··~i ~·~i ~a·: e 1'e~i da, fue·,·,-; 

_ ·--·· _ ·- .s:, fs~ ~-( ~.1.;sz 
Podemos ver-'. que ··asl ·,decrece.: la. función 

con k una constante. · · - .~.. ' , ·. i 

son 
<WJi 

Vamos a ver 'si .la· di~·am,fca· Pro·P:ué-:ta· realmente, hace» decrecer asca 

f une ion, compar~'nd'O :.e 1--~~·a1 o~': de' 1 a-.. f'Unc i·;;n ·.en -.-1 á ·. co'nf 1 gurac ión 

t 5 • s ••••• ·s ' ..... s.>'. ·c;.;n '!' 1 :- 'v·~·I º·~ d0 H e-~ ,( s •. : •·• s ' • ~ ..• z·. J 
1 _a . \ · -·N · --: ·'·.··· <: ·. , . · · t \ N 

Apl !cando la re_gla din"-mica _que. a- S" .. le asi1na· SL'. 



Para una unidad particuJar 1, sea 

St'~sgn<~w. S.> 
J 'l.:J J 

Si Si.'=Si., la enerjJJ.a ,no ·~ambia. 

Si Si'•Si. entonces·, Si' =-Si 

y entonces comparando los tvrminos que involucran a Si. tenemos 

quei 
H'-H 

- '. . . . ·,' : -
.:.:}: w:.~i ! Sj+ 1' w .. S S. 

io1il!j ''l.J;" .. ·"º'f ~J :" J 
=.2SiI:w.s:' · 

·~ ~~·¡~;i~j~2~ii ·. 

= ·--2Si'Lw' S ..:2wtl·· 
,·,, 1:;-r: )·j. ~L~ J.·:::.· ··.. . ' 

El primer:.t•rmino:es ne1ativo~--y«;-.por' .. la.ecuación 'de Ja Ree,la 
H•bb W\.i>O. E~ioñ~~s · H~.--H·~(e:S~.<~~ig·~·tf~~-".Y-~ ~~r ·J··~ :t~n·t·~ .decr.•cio: H • 

. <:·: ;:_, .. ~':. < ~'..:< '.' - ·.~";.: . -

A atta. terrt.~r~t;~',.,;.·. ·-~ Ja·s··>; 1ú6't·~~·~fOn·e·s·-.'t·érmtC'~S :~-t-ie'nen'··eJ efect.c- de 

vo 1 tea¡. ,-os ~pin'~<·~/" óhoO'a .·b'on ·:'i' a ~<'t'·e·ndeóCf~ .. (dt .• ~--c.J't~~o:::~~.'.:·m.,;_P,·º.·.'.·.:.:I. mnat·r'o~.•d. u'·~ el .. ºndc. ·, 
a 11nea"1 ~s. Un·a· . .-~a'~~-¡.~·: d·e \ie~cr ib;i-~?'~~ t.; ... 
unidades estoC1-~~1~as-,"'.::P~'..r:· e~je~·p1 o:, :-_cary·~,·, ta · :'~ú~am.tca· de· :Giau.b9r·. 
det in i·d···. p~_,: _{a:~~~ fa_~~ es t.00.\s t -i ca·~·;/ . < --~'.~,-~,: ,_,;! ~'--';-,--;_,_-~~ 

·s =+1 con•.:· proba.bl Í id~d 
i .. 

--.. .::~-: .<·;._, ... _· '.:v .~.;.;::<,;;,,.·.:::·:.?" :s;::~· ·?:· .. ~: º 
S •-l·t'on probebll!dad'l-gth J, 

·' éi~ri~" ~g ihl ~-t ~·ih,1=1 /' l ·~:·~~'· 

Est.t bien d&f In Ida ~~r~~" ~<;'<h><lj,·~a~a '~o~a ¡;; 
Observe~~~ ; .. qué'_~~-~~~~·,~~~~~>~'..·!.~~~/"':~:,~-~-~'.~-~ );·.i ·,' '~-~ t 0' -: q'u t 'ere decir que 
F'! s, = l.I h >C•l = 1, P! Si~ l I t.10.1.~,°;/'.! s, =.l ih'' Ol =O :Y · 9u... P! s,=~l 1 hO:Ol = l, 

En otrc-s piill.~br~s_,:.:.,s~·:· ~/e~_d.e !j:l::·~:~1eat'o'ri'e'dad·:, 

Por .. otra parte, t~<h>~1/,2:~/J'E.~. I~\, 'cual I;.pllc~ qu~ 
PI Si •11 h'>Ol =.112.,' PC s, =~1lh»OJ~1/2~ P.is ~l 11i(Q¡ =lh;,P! S1 = -1 I h50l • li2 

- ' " ' . . ..-- . ' " , - ....... -' " "•" .... : . .. . -. ' . _, ;~. " ' ' . ·' 

lo que significa.que·'la_aleatoriedad domina· totalmente al :campo~ 
>. ~ ·,_, • - • ' ·" • , ". • • : ... ~ ' " " , ' \ • • ' 

AJ pa~.\me~'ro ·,k=l ib··:: pod_enioS.'.':/n~~,r p/e.,lar·.1 o .·'é{Omo Una .:o t~.i;per~ turai. de 

modo que abr.e".ún·a ._V1a: .. "c1@··:.ge~er·a1i za.'?,!º"· de J.'. rñode·1 o" ;de·'., e ~'d neuJ'ona·1 

que hemos · trab& iado, 1 nt-iOd~·~1~~·~dó.,. i/~i,~ú~óe·s. ·donde· dett>rm1 nemot 

ci.leatoriamente"~1 umb.f.ar".· seg~·~· Ja ~Ústrib~~·t·on t (•>. 
,. .. ' . ' b 



4JB!partlclOn de ¡raflcas. 

En este problem~, una gr~fica es un conjunto de n v•rtices y un 

conjunto d8 artS't•s que los unen. Consideraremos 1r•ficas ·conexas 

con un n'Üiné-rO·:par de v•rtlces, F.l problema de la bipartición 

consiste .an" dividir lo• v•rtlce1 en dos conjuntos A /'e "ita .Igual 

ta••"º •iliimfzando el nú••ro de arista• entre ambos con-jL"n·tOs. · 

Ver figura 4. 

Defi~i•o• C"/1 11 los vértices l y j estiln oonectadosr Y _ C1.tº si 

no lo e1tan. 

Deflnl11os.adeMAs·S,=l 11 está en el conjunto A Y.S,•~l al esta en.B 

Entone•• qu•r•llOS. 11lni11izar L=- ;¡; c,.s.s. sufet.o ... a '.'¡~ '' restriccl6n 
• i.•J: J_~-.}-'.., ,.~- .. -: 'º '·.!_~·c_o'-

~ss=o '<e~t~: ••.:~1:1~:-~.~~m~•<-~e dec~r q~~:- t~·~·~~.,••-:_~,-~~o_: __ ta-.lanC:t A y .a·> 
G~a 11an•r•;:; d.;.;·-~-~,f~~~-t-~·;'-'.º (~:-.:~··~-~~~~,Í~_ri/~t·~~,~-~-;n··~--~-:~-~-~-: --~~IÍar·J ;· co•o un 

t•r•inop.nellHdor;por•ejellplo,'H•.:'rc:s s +/.iil:s 12 • 
· · · ·.·· ··· · '!"¡)L\:'·'.,' .1 

· · 
Co110 . ·'. . : : ... ·- ·~-:~,_' ;.··.::·:.· .... /2'··'.\'·:: 

<Sa+,.,+SnftS1+ •• ·-,+Sn> :s:·Sa +StSz+.~,+S1Sn 

- ···~s.S'.·+·s~~.-. >:. ~·s~s,~\ 

+Sn~:·~SnSz+ ••• ~~~2 :· 
. = rs. 2 +2rs.s.• 

Simplificando queda 
.. ·~:,iJlfj ... '· 

H•- t c 1Js1s¡•nµ-2µ r.s,s
1 ,., -- -~; - _-, - -- _- -.. -. ""' 

··nµ- I: <C. -2¡.iJS S . 
.:. .. j LJ , .. J 



Es de la terma 

;.;- !: w. s,s. 
i•j iJ J 

donde ;:=nµ Y w .=C -2µ, 
iJ iJ 

A11 pues, podemos usar la regla 

St' ¡:sgric_~wL,sj·J 
, . J ' .~,· • -

y har.ai decrecer H como a una ·tuncion de energla. 

8) APRENDIZAJE,· 

S 1 tenemos una red. neur.on~ ¡";que•. a·;'~ada. ve~:t·o~ de.·sef'!a Í ~s de· ent.r ad¡; 

K, 1 e asocia un. uni_co · v~~t~r ;:'.:~e'.{' sefs~:'í"es:'. de· ·sa 1" ida y, -. podemo~ 
pensarla como :una ·runéiotl:-·qt,.é<.~~-oe E·'.;,:~'¡';·6~;,·JuntO cie:·1a$ poslbles 

contlguraclones de ·~-n·t·r-ad~-", .. ~en _ g·.; ,91,~<c~·ni~:ñt'~- ·'de:-.' 1as .PoS!.bi".!)s 

sal idas¡; ...... '..~f' ; 
• >~~~. •.podem~~ ~llntf~r<I· p;obl em~ de 

constrüi T'_.,.li~a:, ·~-Et-d'i='~'eúr·~~a' ¡·,~ k
0

¡·E~5·:_-t'S 1: -,.- que :.:~R (-_á'-, ~'i,_< ;;,_.}- ·:·p·ara ·--t~o-do-

aE~· ~en ·a·~;~s:~-p~~--~-~·~'~~-~·;~'.-.~·a,·.1.:,_::.,qu~·'., ::~ f ~}~:~ .~·'.;.·· :·~-& ~-~~·:·. ·~-,¡"¡~-Í e~~i·~-n·t:o '· C-~t::· 
consigo _dos .'".cuest-ion9s ¡-~u-ría ._es· Ja ·ex iste·nci8 ·dé ~:·~·~a·~··_ re,j·:: neúr.~ru 1 

ql.Íe .- sa t ¡-~ f·~c-la ;-~\·:'.:-'~~q~~;·-l'm-1" en~~~:-_.:) ~~~-,~·t-~a ~ es ~-do:~·~--~·~;:~,~/-,",~: i i·:_·i· ~. _ 

'r--'.' ., - ::; ... _.; ;·.: '"< .. ~ ~·~ 
La pr irnera :Q\.lé-st 10-n·i:·'déP~-ndé ··báS{~·amen'te: ·da·:·¡ ~<:-'f'u'n·~:t'~:rf ·,.,t : \, .de su 
d omi n.1 o. A'~:. Íná~··. i.d& 1 a·¡n t9 ~:·(a·:. d.i sc'Ut·1 C.einos >~,"o~:~·r·a~~·e·~~~-~··.·:. ~~:r-~ ; ~·'l 03 s•J d~ 
red_e~ · º~.t1~n·_·i·~-ª.~~··r~n .. :-.~~-r:'~s'.,.a~ ... : "".!_ur,c:ina~, .don.de/::.li~.:i' ;,e 1.·eirl1!'n.to_ "de ···.una 

capA soi"ameT1te.-·puá.dS"r'eC'1bi·,.:i·Sefit'a.1es de Ja·Capa'-:aiite.r"t'ór';··e ir1cidir 

en ne~r~·~~·s\d_~·,_';fa'/-~1-·~u1·e_nt·e ~Bp~. Sobre -1'a ·O·tr·a 01.ie~tlOn~·-~,.-SliPoñiE-noo 
que la re'd.'tien~··el t.ipo· d.e org~nizaci6n n8.c8Sar·1a·/;>·.· ~~i.;.t.·c:cm6"· et 

numéro. de··.:~&'ú~~nas:/sur t Oi.entes. e 1 · pr ob 1 enia:~-~~:.::~·~·d.~C:e :a>-~~ t'~·r·~·i na r 

tos par·~~,~.-~~~•·· ~los ·pe·s-os de las conexiones'.')' 1\:>s'-:O.Um~br~·¡~;<;:d'• cada 

neuronaJ. _;una· manera de haca!' esto es . comparar· ;.¡a,9·' .. sB.I idas 

bus-cadas f la)· con 1 as sal idas obtenidas R<a> :,.~il.ra~.j: cada'- aEA,' y 

proponer . un mecanismo mediante el 

parAmetros· t~atando de no comet•r 'el 

cua 1 ', se =-.. ,:.'_ m~d i ~- i q·uen 

mi·~~;: - error, en ta 1 
. ' . ' . 

diremos que la red esta apr•ndi.sndo la asoclaclon:a~t·\a). 

!OS 

caso 



Comencemos por las situ~ciones mAs sencillas. 

EJtl>m.plo J: Funcion- binaria Oh. 

Consideremos·1a·s1gui~n~e asociacion: 

CO,(ll - - -,1 o 
( l, (1) ;- -~> 
(0, ll l ·' 

Vamo: a tratar recrE-ar esta .tuncion .. con un.a r_ed, consistente de 
una neu"r-ona de· la .·:¡ or·"1~ 

N1 XJ.=ct"!.W.X-µ1 
d'.~=~d·,~- ·l'.·,:t;.~l~::·~.1· __ t:a~-~- y··/~<.t '-~º si t'\o. 

lfotamos que el ~:'~1i1a~o; i~~:2 ~a}~s.~~J~ w~;;:;,.;,01 va a dar •I l, y 

que su c~mp·-~-~~-en't~,,-~,-~-~~·¿-~·s'efflt'pi'anúi- VSí '.):-·;-_:'éJ¡ú·,- °'-a1 •J bajo Nt~i • 
.;~ometri~-~rrlent-~· 'f~ ~~·?,t~ . .'9'·~~>:-¡~;;: cfI_vt_d'e. es .':r~-rpendtcul.ar a W v 

esta a una dlstancl~ µ~ffwH ''ó'~;lgeri> 

En ¡eners.t, una -~·;:;-~ü.r:c:tl.a_::.·~d·~-;~~~,<~;-~'··~-~<:~~-~' as.L •· C!ivlde el 
~spa~ic r1··~Sme~elonaJ'cn~do~ -re¡iones~con-·una re~ta con un 
hiper· pJ ono que. as i._gna ·o-,:~ .. - j\;~'- -'. Jec·t·o·~~S X cu va r:iroyeccion 

,;.;cugwU sabr~ w e.s 11eiio~:qu~; µ1gwu._ y asigna i a aquollo~ 
vectores cúya pr.o~°eccion' :s~b_'~E, .-W c-s-~a-~::m~-Y~r que µ/ u•n • 



fara el problema pJanteado por la tunci6n o~. podem~s p1·oponei ~ 

w=ll,11 y µ=112, y con una sola neurona resolvemos el problema, 

Cl,l>•_f.u,v> =- u+-v 

tenemos que ·~('!'1e-µ) = ~<u+v-112! · · 

- t0~0) .. o 
l 11 º' .. 1·. 

- : 

(0, 1) ... 

( 1 •. 1): .. 

Ejemplo 2,; Ses.·E=!R~. 's=cO, 1-,, ~ un s·ubCon1unto finito de °""· y 

f:A .. s una,funcio·r¡);·1ri~·~"t"a• .... · 

Se dice q~e ::~·1,. ~·~~-b·_~·e.·~~··~_"es·:~~:.·.~-~~ª~:~'6~~~.\ ·.se-parabte, Cuando exi.st6 

::: d:::;;~~~6~~If J!7~;~,~·~1~irf~~;;i::7;:~:ª ~{~~:º~F~.·~~ E;:.i w ~; ~:: 
rest1e J va ."e' t : pr.ob l eiiia, :~· p-~~-~-. -~-;~ P~-ra';L~~~~ f >~: N.(:t,·/~-~-~,-~-t b) · .. - y ~~ r.a ct:C, 

N 1 e J =O= f < ~><, :·ent on~~·s·. ~ 1 ~: t ;_• ;" .-·. · : 

Pero no, alémp:::R~j;. ~L;; '"·~,·~glr· a • y -µ ad~·o'Jao;~c-nt~. ~ ·" 
embarg~ , __ ... P.~d.?nió_S_~~:.d~S·~r'~'o i:·1a~·'.;::~~~-n.1_C~~·: para'.~ j_~-~t'~·¡ ,?~~l~~·!" 
para.m•t'ros;~-·gn: e·ste"::'tf.'~bA~jC).; pr'ésé-ntai-emOs =11&t.Odci :d¡;1 .. 9r.adio-ht e 
desc8~~~t~~: ... c'6.:Í ~,c. 1.l ;·:, ·~:~i~.,-:,' .. · ···-·· . . , ,. :;·:_ "::' . 

. :,·\ 

Primero ve:~mos ~ómorjo"de~os'.~u~on~r;,'sl'n 'per~'1d~. de •1eneralldio, 

~~=t~;~:/:;qi;.~:~t::~rti:"'~:f:l ;,S~,~~t=:~- ~z: ,d,:~:::~-ª~::::re:~ 1 

entrada or i·;i·~}····~.;.-~.:~-'po·r,'.:~~j·~~:p·¡ ·~._;·~n ·:e 1'.-,~~-6-b'(~m~· :d~:::: i~::.' ~·f un.clori Of\, 

tendr1 amOa .. qué'..::·.eparar·~;-1'0,~:.ve·oto,~es-., (o: o .. ;·:;·1 i; :-c'·o;:1- ~ .~'.l /::--:¡"¡·, .)~- -1 > 

<l.1,-11 co·~ Un .Plari'o':~u·~-·~a-~~ ·por. el -'.~r11~n. 
y 



En ~eneral replantear1amos el problema del si~uiente modo; 

Sean 
A'=Ax(-11, _E'=Ex~,, F;~·· .. S. d.etinlda por F~a .... J.i=f(aJ 

El hiperPl,~no ·W~X~-µ~·o.-.-•• t~ .· ~orl:t~-rl°ldo en 'ot.rO< hfperplano mavor 

:~::º ~c~::,:,:jl:~ ~,: :,i~}:i':·:~: '~¡~:!':~:.1.::c~=~~:t,.;~:r'• i ~ t:~: :e::d.~: s 
;:::;:~ "~f;::t;y:~;~~::r ójt:ff;~!t~f:;t;~t~/~< x > ~ei ;.; ; . 

. '_-.. ~: ,' <7. ,_' ·~;.:· < l ~-~ :·;:( · i ·;F.~::·'.p;: ~~?~~-:/:.~~·_'.;~;~;_,!;·::~~~·-~; l:~-:>}(.\ _ .. , . ,.·~~·, _';; '. . :·.·º·:_. .- . 
ObS•r"Uact'.on; ~-Un: vecto·r ;.w •s' --~.:sol U e ton,~· del :_;,.·problema'.: Siempre y 

cu~.ndo ~-~X>?··-p·a··~-;¡;'··>t:o:~·~;~~!_t~~~·r~~-~-~:~~<'i> /.·y . .:;.;(<Ó · ~~r,¡· ¡·~~,,-~K~f-l·(°oJ ,· en 
otras pa'1-.b-~as', ·para;i:~~:dia~:_x·rf 1i'j~'>:·W',debe estar en un :;~·••mi plano 

determina·d~ ~:~-r~·:':>K:~'.;.,.:~\;.~.,-~'J.'~,-~~é't'-~~~ ·si W esta· en ·-todOs et:tos 

semi planos, e5-. s·o¡·u-~i~'n:~·.:p~~·';J~ t-a~t~. el conjurÍt:~ de.~ .q~·., .son 

soluoión·es la i~~~~~aoció~ de dichos semiplanos. (Ver·ttguraJ. 

vJ·• <:o 
• 

H•chas l•s consideraciones anterior•s, establezcamos una medida d9l 

•rror, por ejemplo, lo st1uiente: 

E<~>= ~tf~;,·-;.¡, 2 
lieA, ,., .·<,.· 

tea, es '·.~· ~·~_Jid_a,-·~ue, desea•os que "co~re~p.o~~da a a, y N~a>=sgn•.W_.i\J 

Queremos,~ocl,lf~-~~~xws ~¡{ .:ias~; :cÚrecclOn .que reduzca ':el •r1·or. 

Sabe11os_-q~e:~E!J.,..ir.8d18nte-~-ci4t7U-n&'tuOC16rl in.di-ca· 1~:·'.di·~.~~10n en que 

01·ec• mas, por:" 1-o:·\·.~t·~·~::/e1 ~;--r~'¡« E'tw'(.s~ ré~U-~~ ,;·" , ta" dir·eccton 
contraria a su' l:r~~dí'~'~·t'~;:~·· ,., 

~~ = .2_ru<ai~w~a1 •~•l• 
aw\ a•A · 

B=ta , ••• •ª 1 
l n 



Por lo tanto, -~9E 217 ztttB1-w.a,a 
Be A 

Entonces Awª = 2n<t<a,-.w.;Ja 
y la propues~a ~erl~·~o~lficar el vector de pesos con la ~e1lat 
w 1::1 w • ,t,.w ,:.~i-~~·;;.~-·-,,-~·:.t'Í-.~;~~. e'I s l.1no deseado •. 

nuevo , a. 
'{-.. :.\··;':-e-··;·_;,';·:--.. · -· 

Podemos ilustrar~el~~~ocedi~ie~t~t 

a=t3, 1 > 
b= (3, -2) 

o=<-Z, -11 

'.;..e~· '.; i:,, .: ,. , •. 

-- 00 :.0 Fic·f'(a)·: · 
: ---~.· :-C'i=!cb> 
. --~-~ )J.=·~;\:'c1J_ 

EmpeCemo·s·-;: ·por ~EdEimplo, -º~"-· W
0

:'·(0, 1> .y sea n=l 
p-¡.obem~;~·,<'c;;~\~ ¡-~':-: 

W0 .a a (0'~.:·i_t~_'t' ~-t~·~;S\ ~:·i:~~-~~,~o :::·~.~e,~e·~~-s. 
Ahor~· 'pro~amos; ~~n ·-b: \ ::·." · 

que produzca 

. ~o ·b.~ <_~;~,~,' ~~-M~·-~~i:-~:~~{j·.~·~_¡·f~~~-~-~~-~~ ~~~,: ~am.~ 1i{r 

• 1 ·a; W0 ~~~b·}_'.:~ .. ~~~-;: 4~b=,~-~.t:C_b )"~~~~--b 1 .. b= 1 t.1 +:2 J ( 3, -2 J = \ 9, -6 > 
• :co·,-1>•<9·,-e>~-~:.·te;'-s)·" ·· , 

Prob~·mos"'c·~·~· ~--," ,~:: .i 
1 

•,·c=.~·~.~sr~-,~-~.·.~~1-,,_~,~-i·;3: ,vamos bten= 
Checamos ,,., . . __ .-.. :': -~:,__-~: "" "''" 
;, •a=·<s,-.:.5,,;(·3{1>:;-o/.;~m'"~' s-~-.:~·t··de··,· 

w:. b = t ~-. ·:.s ?.:~~'.f 3\·', .. ·~-{~~~··:~~-~:~:~. ;.:·.~~~~·:.:~,~~'r,~ .. : 

,, 
Aproveoh~_~do e'_J .. e.jem'P_to,.__ q-Üi.&ier81"os, __ ·.'mostr'ar una -~~-P.~~sery_tacion 
altSrnati.va que"'<~óa--- 8yUd&·~~a ~-v-f'&1:.úl'tfZ:a-r·.: una" P.rúetba · para el 

al ,oritmo, 'ó~t lna~o~, ~;t t~la=Ú3, 1i~ l 3; 1 ¡ 

:. ~=,_t 'e b") b= ~- c3·. -.2·)~\3, ;-·.:. > 

y=~ <e) e= -1 -~ -2 ,' -1 J = t 2 ~ 1 > 



Ahora Ja condiciOn sgn(WeaJcf (a) se transforma en W-a~O. 
Entonces en este planteamiento el problema es linealmen~e 

separable si y solo si las nuevas entradas a quedan todas del 

•is110 fa-do ·de una recta que pasa' por el ori1en \O p·lano o hiperplano; 

segÜn 91 prObJema> • En ••t• ca•o est~ deter11inado por un 

vector. p'erpend.icular, el cual est.i. en un cono o plr•mide Can' e1 

ejemplo, en ·1a region sombreadaJ. 

lfjf.?: 

El m•t~do .. se traduclrJ.a como sigue: 

Supongamo• que. queremos una red neuronal que responda s1, <+lJ, a 

un co~tunto d~~~ntra~~s F+i y que r•sponda ·~~. <-lJ, a ~tr~ 
conjunto·de entradas·F. Supon1amos .t••bl•n que el problema es 
11neal11ente ·, •,E.pAra:b l ~; 

'··'.:..:; 

Pri~er-º .. --~.~·.~~o·~~(~.~--F.~~~.' '.:~~Onde ''.·~=<Ñ=\~·~ ·,tá1e·ÍI ~ue At!F-> 
el prob1 ein~ ~--~t·r·a:t~·.-d~ ·encontrar~- un :·vectOr :'.d~·;~./ pe•os· W 
;,.;¡):o· p.;~~ ·.::·t~·do·~-.c.l:~'s - H~~"/' -,, -

>J· ';:::>,; .,,._-'.'_-~-.- •' 

A contir1ua~i~·~ Ut1 rlz·~~~1'.~-~~·~, :~);:~·.i-~~·t··¡:~-~o ~'.~i .. :~·u1 .. ~·~¡~ l7l: 

ta 1 que 

·,1,_._.,' 

;<:·" ,, 
PRUEBA• SI ·¡;l .ii:.>.·.º ... •l IÍ~'"t~-,, 'y, recr• .... PRUEBA huta 

que paHn todo• ·1.os'.•l•H~tos d~· F~ ·s1 no•.;·. ~·sl·. ve a CAllBIO, 

C~f1BI01: Wi•t~~,·~·· -­
donde n>O y•• ll~•a'el. paso del al1orltmo. 



¿Cómo sabemos,q~e ~~te alcoritmo funciona? 

Sea Ü un veotor_ solución,untta:rio,,- sea 6=mintÜ•X>t2, ó>O porque F es 
ÑEF 

f !nito, 

•.. 

Sea Gt;,=~~;~H;~·~~~s:a ~-· 
donde a---~~--~~ ~:::_·:~~·g_~i:O_\~_n-~-~-e:.-_ ü :·y· w.· 
(Obs'ervamo·~·-·q~~ ~-:~'o~ {'a.;( -~~-~~:o-·~·.;~ se'· acerca al· cono donde e&t~ u y 

por. 10 tant~ 'iárd~·-_:":'~"-t41-~Pr .• n~- entra en dtcho "cono). 

cada vez. que l TIC'r·e•e·n~~~~,~-~-l-'.'; ;·~t-~~~:~: que: 

···.:.:;:-·'\/;«:-,~~:~ .:~ ,"· ,_., __ ::'.-.' 

Ei•m.plo 4 •. 

Función XOR, 

l0,0) ---> o 
'1,0) ---> 
(Q, 1) ---~' 

( 1. 1) ---> o 



El problema se convJert• en dividir el plano en dos regiones 

ajenas A y B, de modo que A co,nten'ga a <O. 1 J y ( 1, OJ; 

mientras B contenga a CO~O> y ·c1,t>. No~•mos:que no es linealmente 

Eepafab 1 e, Y ·.~UtÍ~Ue no" s~:· p~··d~.n ·-~~~~á·~--~.·~·- cori . .,_.Uii~ .sol a ;.acta, Se 

puede con ·dos.· Esto· .·~1t"ere-71a·_:Jd8i..·:·de·. us~~ ·dos neuronas cada una 

determinando ."uná · recta-, 'Y)· otra:i> ~·;ur~~~·· · ma:s· '.Par·a. hacer 1a 
';,; 

clasl t lcacion. •i. ·· 

'' . ' : .::;;·.·-~:',,,; .. · <·:~ :;:_:-_~ .:. ,'. .. ':.." -.,-_ '.' . :.· - -
Con las neurOna's'N•ftC• •x-,5> M•t;ti<• •x-1.5> 8=9Hw •y-.SJ 

donde w
1
=(1,1Í, 'w~~u:-21,, x~}'i;~>xtO',u, y=~N,llle!O,l)M{O,il, 

,,,,., •• ''º ' ,,,,., •• •<~·~~ 

Usando dos hi J erase ·:-de;:-,::-~ neu'ronas. =~Podemos con1lr1.Ú r · rec iones · dÉ-
deoi s ion· ,~-~n~~,~-~,.~-.-: ,·:·;:·d~'Í ·¡'~·!·~·-~-~~ ·. por rectas 'J ntersectando 

', ''." ..... -
semiplanos.-~·cada;,uno·:de loa cual•• e1ta determinadO por una· 

neurona> y usan~o,·tres hileras, •• puede formar cualquier 

res-ion e~;~ frontera _Ja formen un conjunto finito da ••cmentos ·d• 

recta ¡7¡, 

¿De qu• manera podemos 1eneraJizar et alcoritmo de aprendizaje 

para redes de varias capas? Una man•ra es con el ••todo de 
ret1·opr·opagaclon 161, (7). 



Consideremos Ja red de tres capas 

K • UL GP.m ~, Y /áR'"' .. ~, WEfRP 
donde 

yL=,pÜ\eiJ, i=l, •, 11n 

z =1<V .• Y>, jet,! •• ,p 
J - ,_ 

9•g(W•Z) 

dond8 g '.-e~ ·_-¡a:' función·~- de -activación 
,·,:;, 

' _:_- }>-;' ... : ... - ~.;:-:.- ~·:. ·_. ·: ,,. ::·- ' 
SI denotamos por.·,G'llR .. •Jl>. .. Ja funoi6n lg<x i, ... ,g<x )¡ 

'. ,. -, ... _ ~-··.". s-.\· .. _;\ .. ···,·"-· ~:·:,:·;~;,__ .: ":; •: . • 
A=tuik~-·.-.. s_~-~v;·~.~.:-';_J•~,~~~-t_rf_~~,~y-d~('"·~-s- -~esos. d9 __ las primeras dos 
capas, y:_w'!'J·-:vec_tor-de·pesos de salida,·· podemos_ ver Ja red como 
una compo&fcioni· ·.:,-~· '!-,:. ; .. ·::::.:.,_-.;·--

/.. ·,_': 

.. Gn!Aii>·.Y ·/'GJ<a~{=z.··.~'1<w~z}~&··· 
O •I •e··prefiere~podemos·esoribir id.irectam·~:·~-tt;, 

RCX) 

AolarA¡jil '" dáp,.n¡j.fntt~ de R -~~s~~~~¡o;;~~;I~~ ~:sos y las ~ntradas. 
podemos plantear 18 fU~6·1·6·n·· ·cÍ-~·~-~-;.-~~~l~-r~,~~ clUe/e~6s minimi'zar i 

E ~J;k~;!f,<a~;,R ~a1\f 
i' - ~-:~·;= ->;~~---

donde t <8>_ e~-,;._·::·~-~-. t~·. ~-d~·~e,ad·~ ;~-r-á" a:··y Rt&/ es la •aJ Ida. obto:tnida 
. ·- .. ,~'" 

con la red uaarid~ ·~~:~:uS>P~'.~~·m'S~r-~,~ .. A;-~·a ___ Y_-;W; 
<·;.~' 

Queremo• saber. en· qU~-~~~ir.:Étc:c10'1 madi ttcAr :toS· vectores w, 
de 111anera ;-qi..a9'·:df s'm1 n·uy··· 'ic~ ,"ene.rg'(a':'_. 

" -··:_/ ~- >~' ':<:~'f:· ~ .. ' 
Para modit.iCar. w:--

Si !Jamamos 6
8
.• li·~;>~R<;,,,, <;•iJ. el incremento serla 

A
8

W = ó
8
i 



y entonces Ja entrada a camoia a w en Ja dirección de ~. 

Para modificar cada v 
J - -

~g =_t (flaJ-RCa)l(-g'CW•Z)l!!!!:~ 
tJv. aeA . i1v . 

JL JL 

pero 

entone•• 

Por .lo cu• I 

~g • t6 .w.g•cv.yJy 
av Jl. a•~'.'~·.:.'.: .J ~.: . :~ ... :· ·. " 

As1, .s<;·~~~,=.~~wj~~·.<:?j~YiYL · 
el 1 ncr9'C;.e·nt~·:· se·r~·- ~a.-:'~ y, ó•JY 

.. 

Por ül timo •. para ·~«:>~~l ficar uL 

Por 1 o tanto· 
cJE P • i_, ~ < · .. ·.···. 
-- • E J:ó '.Y g'(U • .,. 
lfui.lr acAjsl ªJ_ .\. ·:·'.·;:·:; " ·.é~ .. 
si denotamos o': =:¡:·6.Y.1'1ü •xl 

~J\ ·1= 1 ·.ª'· L \ 

Entonces se. propo~e A Ü ·=o .. j( 
il L 8J\ ·, 



CAPITULO III "APROXIMACIOH" DE FRACTALES. 

Consideremo• el si1~tente 'problema: 
, . , - ·. ·. n 

"Dado un ·co_nJu,nto __ compa~.to,,A:IP._ º-º~ Ja P.ropiedaa--ue ser igual a !a 

union de un .. nC:,mer~. fini:t·~-d-~ sUb~Onjuntos Á~_s'!tne~1an't.eos a-~.; 
enoontra.~ ~n '1FS·:··~.iuy~: ... ·;t·r~C'tb-~'· -~~~·:':A.-~>" 

·. -~-}:> 

En. e• te - ~~n:te~~~~·_<·d~-~-~~~:~>~.~-~.-~:.~>.:~:·:·.~·~me:i~n_t ...... B . s 1 A·· es -l 3 fma iªll 

~:::::~e,;~ :{~~~,~~tJ~~~f :).;~·~h~~i~:::i·~~.:; IL,:~~Iib?~4~·~·J~.:~:~ ,·.·~u¡~:: 
· decir· qu~'·. ~-~ ·· i~-~º~-~· ~~:u~_-.º-_t•~-~:-~~q_u'!~ª-~'- ·~~~· 1a!._~-~~~1_,ª-:.: -~ ;) ~: ~-~e':~s-~_~mc•s 
est Ud land~' .e,I · ¡' f ra'~:{~ 1

1 _:>·:I~'í·c~~ .. :·s~le~-d~'~ii .~~. -::q~-.;-.:~- ;í a. ~-:cíl la: c~r·i'~ i-na f' 

.. ,.--

Esta e• ~:,;~· ;·~ro·;_~el~~~~ ~-.-de Pr'Oc~ .. ~ú'á.·1·e~to que per_mi ta reso 1 ver e 1 

prob l'ema an'té.'rt Qf.~:~:~·a· '->e Í:á'b~r~·',b~".-.. -~d·o;~., .~- ·j as· t"écnic&S dÉ» t81·,1·edes 

neuronai"~-~-~ ·y;.~:-~:{P~So .-~~~--~·p:i~·eb·a· :~·on--un .·-tracta 1 muy 'senC:l 1 lo.• para se'f' 

trae ta 1·, ,-'·e 1 ·_:-co~ j·u~~º ;,d~ :·é~~t·o;-~->-A·: ~~~~-/~.~-~~{~.;·-~)·o :_:'p:~~·s .• ~tam~-•• 
N . , "_ \::·::· ,· .-. :· __ -.:··. '/.::·_ ·._ ' .. ·.':~-- ·-.' 

Sea . C= U t;.k .:-~ l_ .?.~!1 ~~~~-~º-~- q~~~:- q~~~~!D,ºª>»q~~._: ~-~~-;e 1 - e_t ract'cfr de 1 _q ~S- •. 
k=l;·; ... -::0 ·,_,;·,;,:·,;·-~._/ ,.~.'.:< ';·,:_;'·::J'~·.·>-.'c.'-',':.::¡:.1'o:.\.-. ·:<.> .. ;,:~< .<. ,- :C-'. . , 

Par_~ ·._ci'ct~: :cJ:~_~:· t~m-~~o~s<-~,~~:,' _\~---~~-~!~-~-~~,~-i~~·,_,w;;_:~":-~~-· -: w~. t ~~-~~I·.~ + b;..'· 

Si pod~•?s __ ~:_d~)e~ .. ~--1·~~:-~,.,:~~-:::~1~~\:~e 't:~ª-~-~r~;· ci~~-;: ~k· ~ ~· 1 ::{..~ '·, :_~·!1t-~1nces· ~ J 

conjunt~: e·:.-~~~} ~:~~~~~i~-: ~f~-7~~. ~:~<e __ ~:,::' q~-· ~-·s :l • -ecuac_i~~ "que 'determJ ne. 

al atractor·: de·un ·1Fs.(.-

\ .. : ... -<~ .. '.~/~ 
Vamos a de~~rr~-i"1'a~· .<.un-_.; lnétodO en el ·cual .-partiremos de una 

eStimaci_O~ .. ·"a P~.tot_t_~-'. ~~-~~~ª-~--~k~Y bk __ co~para~emos wactCl con Ck y 

con este Jnto/maCió~-~~tirña'f~m-os "a,posteriorl" los parltmetror .• c·i.:·r 

el objetivo de reducir _el error. 



Para esto nec~sit•mo$ establecer una me~ld~ del ~rror 

corres~ondl&nte a cad& eleccion de los p•r~metros. 

" Sea E= J:h~~k'.c'.··.c1c),:~donde'.h(A.8/~m3.•tO~A,BJ,D-tB.~AJJ, Y· [•<A,E:> es 

la di9~:~~i3' .. ~~-·~i:;.-pG-'~-t~\ ~i~.(i'.~jano:. de~~\·~ - a ~··'a'o,'.-: y D<B;A, es la 

di• t.anci~ ·"de, .:.~-~~~t.~;·'~~- ~'·1:é·j~~éi': ·de~: e· a A'!. ,·se: ·~p~~d!/·:·d~dl'~s ·t·~-. r que h 

•• una ·~·t~;1-~~~:.~~~·b~~'.~.:~:(/~o.if'~~·t·o<·de'l·~~- ::·-"s~b·~~~·j·~:~t~S ::c.ompactos no 

vacios d~.íP."1~~ .. ~;?\·;;,;~ndlceC· '''\:' S,; ' •.·•:· ... ·· 
: n ton: .. ~ •. ~ ';:. !' r~t1 ~~d·' se,,·~.~~.~·:~ ;:1 .. :·~ .. ···.~.:.· ... ·: .. t .. i':·'" .. ·.'.·····nt·Í····.:.·.~,.·~ ... ~mou.·· .. · ..• · ... s:.•,:.:.'~.·.,·;.:.•··,u: .. • ..... ~ .. ·.:··.····.;:.;,·. E~. · •. :.:·.· IP.:.· .. n·.·\·· ... ('. .. ;"·.·:.~' ·.~.·1·.·:, N'.~ 6 .. • .. ~ .. c: ~: 
c:::nl\:.;;~~;;¡~b~~n7;i~}~':.1,'\' ... N .· .· · ' ' , ·• . ~ 

--~;.;, ,1/-: :::,• .. ;:-.. . ........ ,-),'.;,, )~::. >.:;.,:.-.:\/. ,,,_~,::., ''" :~:-." 

s t n emb·a·¡.·g~/·c'~mc(~rl'~ ·;.·p~~~~-ó·s·.:··~'á'í·c~\:a~>·sú'.;1det·1·vada· ;i eTI -:· ~·~·~o·> de que 
x 1 t > · .. ·n '::-( ; ,:_, ·d' ,,~::-'.~~:.·~«~ .. l. 1.·.~~~~·,:.;'..-.:,,·1.·~.· .•. ·.·.~.:· -;··;~~-6d~-~:. ::c;·¡·.a¡;:i~C~·~' ·-/d;¡-¡ ;\:, c..i J cL1 Jo 

d•¡ fe
5

reªn. c•I. ·•· 
0

1 ·,:· ..• · .. dee:,. ~.·.·a
0

h" ·~.·.·.º,·ª:: - .. 
• .L_ :·ne·ces 1d~d ·de.- enr.º~~:r:.e1_:~::;~ ·~:~:~b~:T~~.~~ desde otra 

optlca, . ~> <:.- ;;:· r· r·· •'••• '.;~;:.,c. 
. _,·> ,_ .:.,. ... ; '" ·"· ···,' .. ..>;.;:·:::',:v.~"-":~-· -:·, ·~):,-: 

s, •• t.~D ~~ :~.ªº~' ~~)~·~F·~~,.c·1 .ºº~";ii ª >~º~~ .. ck .. º· . ~." • otr~~ 
pal abras o , _ _-de, ',que ~a-:cada :·entrada .:_K&C ~ 1 e.'. corresF•onda .;una: et er ta. sa 11 da 

yeCk es_ta.mos-~_•n t:e .-u.n_. ;_P-(~~ i_.e"!~>~: d~" \-~.·áp,r~.~~~ ~~~>·-~-;, ~~~ :'.~:·; 1:·t.<~~~1 
buscamos qu~ ~·~Ak:x··bk. : , - .. , ->~ .;·:; ··.. -~"-

SI aes~Íosamos la ~~·u .. ~16~·:~~~t~;·1~; a~te~l~r en aada component<>. 
·.,;.: 

tenemos que <:.~ 1 ~\~,·~~;~tJ~J. ::>·~ "f1 9n~o~~,~:~,S ·-~~·p·~:~~emO~' . ver. ;. ~.·\_, ~~ · ~.~-~~., 1 a 

sa 1 lda d€.:_, -..ú·;~ '.:.:'.·.ne,Uropa ·-<qu'e-' t"fen·e .~~:~,~~~~"._::·xcn por·,, ·~:a:- n· ·'.~~.'~dii.'s, 
a jet ªáf .· .. ~ ~-·:{~-~·~~ ... ·.:·~-~,~~~.r~~··~'~·~·.r.'..:'d~.:.: P~.~-~ ~ .~.'.-'.- ~~-:: ~·\~-~~-~.1-~~:~.~ J·:_(¿.~-~---.?i-'.\~.~ ~.~;--· '.'._como 
tuncion de_ actlvacion~·;_·Entonces~eJ_ ·problema ·da"·a-justar .. los·.pesos y 

1 os umbr-a t ~-~ ·:·.d~ '.~a_r;~~a-·;.Cp.le.fse;;.~·~·o~üZCA'~.'..1 a ·~, ~~-~ci'~~16n :-- .:·deS·~·ad~·. •• 

eJ mismo· que .. ·~·1J:~~r~bi'~m~ >de,:':' ... mtntriitZar- !··E:·-'~·(p~/;;~~~1~-~-~~· que no 

podemos. api·f~~-~ 
1

_iá __ . ··t·~~~~~-ª.· ··~·'-~-~'.11'.~·~~ilt~t'a'· Y~;~,~:~;~·rid~·n_t_·-~ :·~arque e1 

aonJunto de.entr.áda~ c··¡,s i~iinHo.~sl Ctuer~:'tinlt~ aHu trlvlalJ 

Y porque no ti:fne-m·os ~S~~Ct-ri~a~?<.r..ar·a <:~dci.·io:~1:'.~;··~1..1.af ::~Cl.- ~!:C·~L:tr1t-. 
pero al 'evaluar h ~enenÍOs q.ue'h(wac<C>,1:,_1=~\y',zJ _P~ra algunos yewktCJ, 



Por s I mp 11 el dad denotamos donde 

Z'=( Z , ••o, Z ) 
l n 

Para aplica~ el .metodo.-d.el gradi,en_t,e ;_desc_endente, nos t!Jaaios en los 

puntos y, z menotOna'dos an.te'riOrinerÍte y·--Co'mparam'o• 

procede modificar 18.ji~j'.'.' e~ : la.'.- dlrecc'i6n 
,_.,.. ·'1-·.6=.ctx.1 >.-

Z(YJ Entonces 
de un vector 

Para elegir ., de modo qua;~~}~.1~2>'10"~:.s posible va z,. hace11os 

(. j-·-~-~--·~~;~·),_-,• _\_iéJ\!.-;~~~- 1\ 
laj~ bj'• I x', ?~"i'r T'~::;.~ 1 )~¡: J 

y.+&l X .+.•·· ·, +M +1 J~z 

. .;. i~ i ~~;: ;;.;:~: :~ x~+ JI ; . 

V entonen t~anst,~r01a110,s /aJ,b> :~<:~,;~/;A, 
l lustramo•'.el procedl:1:ht~: ... p;:~·2 .... dolo ~n uno de los. casos. m.>.s 
senci t .-o.~·:·.~~¡-- ,c-~rl-jUrttO'.:J"de;·cara~:~~-~~~-:.·R~~or··dan1·~~ -.. que' e·s· ., a 1 ntE-J'!il•eci·:.iri 

de con j uñtoS ·,'. »~;-·de'·\·· __ 'J'~'· . :~ t ~rm~ S>" .?:~e·· ir-[ o~ 1 l.._:~ ·.· .... e a::.~ t? ~ 11 ~ J1...11 ,~/ !-'.• ~. J •. 

C =C0,119luCÚ9;113Íl_;¡z/a,7/9JuCe/'e(1~/ ;;, . Í:Jond"° el Ei~uient< 
c~n junto:· S~: Pü~d·~.·.d:::ec~ .. ·~st:;·~·j-~:>~dr-,,ep~~'t.·1 '.rf-d~\ .;~~~,t~-~-f~r ··~~'qÜ-'1\~'~:d~-1.e" 1 c. 
P•rte de f!nmedio Cad.~',-~n·o ·los :::t·~·f:e:~.~;8.)~·~'.:q'~'~-·-:l"O·~·~-~·p_~~~~. 

o 

............ 
o --

' - ... --· 
T <xJ=-,4X; w <xJ=.·3x.:::1_ 

1 1 ·.· 

..... .\ 
'' ~· :·: " -. : .: : - ';' 

copias .-redticidas de el., ·Por 

"• a'H+b. 

eso 

Sean 

Como el proceso es __ independiente en cada- -función·, lo aplicaremc.·s 
primero a T

1
• 



Comparand~ e, y T~lC) comprobamos que z=,33, x~1, y=T,cx,=.4 

Ab=C.33-.4)/2=-,0/12=-.03 

Aa=xAb=-,03 

Entonces-T CxJ=,37M-.03 
, .· ,a . ·:_ -: --· . 

Comparan~~ .. ·.c{:Y ... !~\-C~> ·,.tenemo1-que z=O, x=O, T•tx>=·-.03 
Ab~<0~<~~03ll/l=~03: 

Aa=xAb•O 

cOmparando:·--c ~:·y·:1-·(c:)·~,.ob.tenemo's· z_~.3.3, x=t, T1 ot>=.37 

Ab= Í, 33~; 37) ~2'= e '.°o~'.,Y ·.,.'' 
. . ' . 

Aa=xAb=-. 02.:• 

Por ·10 cua1~·r:\x>-=:~~asM-~02 

,· ·._;·; . /-; 
Pasemos·á'.h~ia::c:?O\C2 ·~:·(~>, la di1úiin.cia la. eva.luamos en 

z=._ee.·~-:··:~~:c:>:~ .;~~~~-~-(=-~~! ~X:_.:~;:~~_/_,.__ 
as!," Ab= (', 66-. 7ll 1•.-,04;' Aa•xAb•O, 

> •• ' ·'·. 

Entonces~ -.w·(MJ=;3X+.66 
2. ,·· · .. 

Cornpa randa ._C
2 

entonces -

Ab=(l-.96llZ 

Aa=xAb. 

Por. lo cual~::w~·\1t>=·:·32~+~~e·' 

entonces 
Ab=<.66-.68)/l~-.02 

Aa=xhb=O 

lttto uonl1i: \J ( " .. 1-~ ~·32'ic-~\ 66 . . 

Al cons_ideraf._: _ _i:eda: Vez,m.ls iteraciones, vemos r~ue la- sucesión de 

funciones ,_Wn _oonver~e a IJ<x>=.3.J1e•.,66 ·v T,,• T<x>=.33x~ que conforman 

e 1 1 FS buscado. 



Bl ESTABILIDAD DE UN If'S. CONCLUSIONES. 

Para finalizar analizaremos la dependencia de los IFS respe~to a 

pequePios C~~b,ios _en:· Jos.; paramefr.oS·. Com'en~'a.remos. retomando un 

teorema: que nos ,n~~~~t~~·:. Ja: depe-nd~)íc1a:_ de Jos -at1·8ctores 

<que son np~-n~·o·s _.-ti j,~,~~·;·-~-----r~~-,~r.;~t~-~d~ :·'ió~' ·p~·r:.\metr~·s. «-
•,; ~--- >,~-: ': ,. ,-:_ -,,. .''.':.>· 

Teorema. ,··~·Lo-~'._ Purit-~S·:;··t; 1-f~s"_::·déPe:~ci-~'íi :-~C>ri_f.i nüame~tB /de· l,os pá·raiie~'ro~" -
Sea ··<)c,·d,: .. ~'~'~ ;~:~:a·~i~°'-:0;Vm~-t"r':1·~~:"}(~~:-~·-~¡·e't·~ <~--c'6·~·~~.'.:· uH. hJ, -~:-,'vG~se el 

ap•nd.1ceJ .. ~Y 5~~~-:.' .ú;:;d~/ -o··~--~o:~"~sPác·f'o, ·métT 100 5 Pa·r '~'.~--~~1 ~-,.·e 1 de 1 os 
p&r•met;-~-~ '·.> .. ,,····->:·;::-_ <-:r .. ,· '<;··;·: :·!;~, 

Sea w 1PxK~~-~J1~ ·fa;jl ¡¡·~ ·~~ .cont,racci:~esien ·~ '.-c~dá una. con. factor 
de cont'rá·Ccióli':·oiiÉ(( i ~,·~-<ES to~·>- s.fgnft tea-~ .. _que J 6~da···- w~i~·~ ~r~· es una 

con.trA~Cii"6~ .-~~~·'X·;-~-···'.-- ·:·, . .\> i~.-. /:,~· 

s 1 P~·~a: 1~-~d~--i ~-~;t~ /t110'·;·.·,._w~·;,;5'._'.'.;~?·~··i:1~g~·~.-f~·~, ~f~ :.-~~~~ t:~.-~-~-~~~· .. _ ~J ~~nto '· i .f.;) 

::::::::~d 1 :~;j~c7~~~J,,:Tx"~uee6~ºº~t:~n~~ªe7tnotre ded~ ; :::~me :~o-s 0 '·:~;e 
¡uocia·;-·e,·'pU'~~.~~-ft'.1'ó··de i·a:·CO .. ~t~acC_iOn wtp,-.,, esta tuncion e-s 

contiliua. ', 
.' . . '. ····,. ·/'' . - . 

Por d•mo~t·~a:.;~;·_. Y.:::~}-~ :~i:~··i--~~~~ :6·~-0 ta_J, qu~. 
,.· 

dpcp,q><ó.;. Cicx;c,;i;·;.;19ii<c: 

Demostracl6n:· ~~'-- ~',. 
Sean -peP_ -Y.::~}'~".é~·~·l:escf~·iei·a, 
sea x,< p> e_I ·p~n~o fil~ d•hw dado p, 
Entonces para· tO~:~·-.qE~ ;·s&--'·tien.e.:que. 

d<•1<p> ,x,cq)):· = ~cw.(p,x,cp> J ,wcq,•,Cq•> por .ser puntos filos 

S ·:.d_(·~:( .P~ ,~f_(TJ._~?\_'~-~ q, '>c 1:rl p) _; :+d
0

( W ( CJ, XI ( pj J_ ... W ( q, >Cf ( q J) 

· · ·'pcir la desigualdad d•I A 

· s d cwcp; ~;cp> > ;,;,cq; x1r pi,i+sdc ~1 tp>, x1Cq> J 

.. .,." ·por, ser'w(q, ., . .-contracciOn _ 

des pe ja ndo'- se, ~bi-f:~ñ,;--,:q~~.--:;·~~ L_,,, 



Por Jo tanto, s1 q esta. suficientemente cercano· a p, por ser "" 

continua en P cuandO.x-esta fijo, podemos h•cer 

dtwtp.xrlp·)),wt<i,o.x1tpl.l < crl-sl 

y entorices existe- ó>O · . .-1
4 

.dp(p,q><ó, entonces 

dtx1 <pl,x,<c¡l l<"•; 

. ,:/' 
~ :" , .. ' . . . . . .. -.· 

: 1 ::~·::·:~¡::{m;~f :'.~.f:;~-~~.º.g:fo~~:~f#~~~:; =;::~; •, :~:. •r punto 

Si w ea:oontraCció,n·~·:.-x.=1~;~,no {~~~.::_valor' p¡:.-~'pi"O Y,. ;por Jo tanto 

det<A-1i''•~.~1~t1,0,'t:o/.Í~~~~erb:,:;~n~tf~~·ii ~A~,·,. e• inv.rtlbJe.y podeinos 

despejar> a 1··· punto:··t i jo Kr~ ... -~-~-_1),-·. ~-,~.'. :C ,·~·~~m~·~t·~: depen-de , coni 1 nuament>:? 

de. l.os p'.~r~.~~.t.?os_·~--~; <~:¡· ;.<· ,.~,,;·. ~~.;~·: ,,·+-.- .. ·º' 

::~ :~.n~• ;,n¡_Jt~ •,.1 i~'v:~:ii:: :.~:f ;:t~:i1! ~1.::•, f ~.~~ l:~p·~·~n r ~~~;=A~•: bl 
los par_•metros~ -~ ~- .<\;-;~·.; :~."~.-. :~:~-- -·- ,.- .. - ::,~-."~:-~;~'.'..-,-~' 

:_·,.e:' - -,;~:,;_· ~;;.;.' ~.-:;:: -'o·;·-.-.¡>-

Si ap.t"f~aft.O·.-:_i'. :~··( :;;teCtrerTia :_:¿_;:-~~~·~r'i"b'r·:'.·:.. haci9r1iúi. "~~·-,·,~:j=<Di,h>, 
< P,,dpJ ~CR.~.~: ~~.~-?: _~·- ~f~" ,~ .. ~:~!~-~-~~·,;.:·· ;~.~ 1'·:~J;-1,t,~ '.~::,:::_p~~:~.~:~~~/~;:~~·o:~~~-~-~~~-~·!-·º que . si 
pe.rturba110s 1ige.rarñer\te:'1 Os: cOmPonentes:: d9 -1 a"s /ma tr. ic9's-~:~Y ·.:-::v·.~tOre. 
de un .1,Fs ._.:-de~,: ·tr·án·~to·r·maé:ti·o-nea ·; '.'.·a1-1·~é-~'~ ~:~1 o~·-~.~~~a-t-~~6-to·~-e~ ·:::·no se 

d.i t ere~~ia~~-~- ·~·~~h-~ ;:'e·n- ~ 1 ?s~~:-t1'd·~·: ~-~ .·,-~·: :!Í;.tr,i'~·~·-i: h;·~.-:· -... 
· .. : .... '.. ;,:.: ~. ' ·.. .. ,··: . 

M•s aún, .si tomamo&;en cu~nta qu~ d~·K.'.f.<~"):, ':s.~:~.;,"<.~;,:~·e.,<~/~~f.,<_~Ji 
s d~.~·~r)~·~-.~~JC~,x' 
~- <.:.f s~~~~.l ~.*. x¡.f 
,S 2d.t >(/K >°-; 

podemos oonclt..tir·. que d~x,f<x>)'-.~-cuarldD·;.~-(·~··~:~-~·>.~Ó·~-~-~'~, 

Por lo tonto el error 
-' N, . .- .... 

E=. E hlwk <Ci, e•) 
·,. "ªª ·:·' . _ _, ... '>··· ' . 

como ,- . ·:· f une i 6n de 

continuo e J /p'unto _._.don.d9~--~·¡ OáMza-- su mi nimo, 
-:.-,o;o--· - -~ -:--· .-;:-, ,· > 

Esto nos da·, una b~.:\:;·~ para,)us.t1t'1\;a·~·; .. q·u'8""·Poue·~-o-s·_._.¡.·e·dü,::.i·t el 

Lanto como .·que.ramos/~ 1:. ¡· 0~
0 

p~r:lni~t~--~'~ .. ·q·~·e:·(~~·~'.P~~·e~·~s 'es tan 

suficientemente 'cer'éa~·os a' :la s0tuci6n.· 

error 



En conclusion; 

lJ Los atractores de los JFS son localmente estables en el sentido 

de que no son muY sens.ibles :a pequertos cam.blos en los 
par•metfos. 

2> Ea plá~~lble la :·~o~~e)~:ncla <no d~most¿clai del 11•todo que 

propusi ".~s :·:e~:'J 81
:'. m:trCCión·~·a·nt-er ior/ .. ; b~}~~·,; f~· ~(.: hi~·Ó.te~i ~<::·de qu~ e 1 

fracta(·'con"et{cuál~trábajamos;: 'eo el:' at~a~i.;r'S(j~ .;_Ígún IFS .. de 

ir11nsfD~11~01.;ri~.ª··~.~~~~~: ••. ·.·.' . ·r .··• ··· .. /·; 
Queda abte

1

;~a:·1a',·P~~·1i)i"J'1dá·d .de &nco~ir;.t' ~·u'e-~·~s ·v·1·~~U1o·;··~~t.re· los 
t raotaJ e'S,"~: 1 O•:·.·~ ~~·t~.~~:~- ,:~1 ~··~-f-~o~:.:: <.e'.~'_::_·'~-~-Peci.·1··~.i'.>1 d~- cie ... L'{~deiílnAyer' y 

J ••. t•cnic~!~ : t·n~~i~~d~'s ··-.~~ -_J ~s red~s·_-:neu.ron·~ 1 e~~-



APENDICE 

1 ESPACIOS METRICOS 

~ ~. Sea E un conjunto donde está definida una 
funci6n d:ExE-+11 .con las siguientes propiedades para todo'x,y,zEE: 
l) d(x,y)~o. y d(x,y)=O "x=y 
2) d(x,y)=d(y,x) 
3) d(x,y)sd(x;zl+d(z,y) 
Se dice qÚ~ · (E;·d¡: es un espacio métrico y d se; llama métrica. 

·'.:.· .. r.«: 

Por ejempfo; · ÍR3) con la distan~ia euclideaÍta, es un espacio 
métrico; · ,· :e:··''··. · ;./·.· )_:· 
En un . es~aci~ ''métrico ":tien~~-- sentido algÍ.m~s. nociones 
topol6g.Í.~a~i · ' <J-. '· '·· · .· · · •· · ·· 

:::~~::t·;~it~~f~:~~l:!~:~};J~]~([~~N:~.-:!,:::: 
Conjunt~ acotado;'';-s~'d¡c~ 'qile Ún c~,;j\J~to:es·'.~cótado si existe 

alguna veci,_'}d,ªt-~~1.0' ~~~~;~"~=::'· :;~;./:;, .· i) ., ,, .•. _.,· 

Abierto Se dice'q;ie'u,;conjunto A•es ;~~ie~~~ si>p~~a .todo XEA 

existe ~-lg~~~''fe~iÍtd~d v~<><l,~6nt~iiid,~ c;;,,;;¡;1·.;t~mi;~teen A; 

cerrado.' -~~--~i;~2- ~~:e un· conjunto ~~-cerrado• si. su complemento es 
abierto;''' "·· ._,_.;•·· '•,,,,· -., 

···-,. ·:/~ 

converg~,;c1~ de .;,;.;e";Ji<;,;és.' sea (É,dl'un e~pacio•'illétric'o y IAE. 
Una sucesi6n;X,, iri-fE converge; a L s:i para cÚalquier C>O ;;xiste. un 
término x;, ,'cQüe' depe,;de''· de e) . -~. pa;.;tir ··del •. cual todos'. los 
términos siguient.;~·•de _la sücesi6n est.án,en_ V~(L) >L se Üama el 
J!mite de la s~.;esi'6ri; 



sucesiones de cauchy. Una, sucesi6n x,, ;N->E, es de Cauchy si para 
toda c>O existe un término x. (que depende;de e) a partir del 
cual los términos siguientes ·distan. entre· si .,;.enes• q11e e.·_ 

Conjunto compacto, Un conjunto .·K_es>coinpa'C:t~ ~F toda" _sucesi6n 
contenida en K tiene alguna subsucesi6n.'convergente·.· 

conjunto totalmente ~dot~'á~.<. ~n? c~njuntó ··~···· ~~tá t~i:almente 
acotado si para toda c>o eliisl:.; un confÚnt~ Únit<l {y, ..... M. }s:A 

. n -· . .:, :. <;-, 

tales q11e AS;i~ 1VcCYi.l,: 
,,.._, .· ~ - ;-.; 

Funci.dn continua. sé~nº· c~; d1 ) , ·es~a~i~s métricos. una 
funci6n f 1 X-+Y es¡ contÍ.nua . .;i para todo 'é;C,njÍlnto '~fa.Orto Af;y, el 
conjunto f-l (A) ,;{x~x':hai.;s-qu .. fc'x)~yj ·~a '.ibiert.;: .. 

·,.-' ,._ :,'' 
' -; ". ,, -::. -~-:t~ -

Algunos resultildos •de.· espacios métrf~os nos -indican q11e: 

ccí~H~~a·/.;n- ~ ~i .~onj;Ún~~ ·· ;ompacto, 
alcanza ~u ·-~~l~r ~á~i~o:y. su niÚ1imo;,. :~·;_· 
-un conjunt.;i< ~s;~'ompá~tb·.; e~~.;i-l'acio':y ~~t~im~'nt~·-~c~tado. 

-si una.· funC:i.Óh /i<~, 

:~:a~:S~ u:JJ~ e :~::~~~:~~t:~ ~-(~ i;~;;::~:e::~:e::t;; coñvergente q~e 
-Toda•· sucesi6n convergente. es• de CaÚchi/;; • . 

Se dice_ que 'Jn!,:;~paci.¡; ~~~r¡~o{tx:·d) ~s ~~mple~~ si toda sucesi6n 
de Cauchy,. converge a algllñ ~le;¡;~nto de X, 

' ~ . : . , -
«:, -,·, . ,-

'. ; ~· .· 

f:X-+X tiene la -si en un ;; espac.io. '~é~~'ic;, _c;ompleto . (X, d), 
propiedad' de '.<itie; ·dCfCx) ,f Cy) )<kdCx,yl con O<k<l para todo 
(x,y)e~xX, entc'.nbes l~ SUC~Bi6n Xo•a, ><,,, 1 •f(,¡c ) converge sin 
importar.· cual sea .. :><o ; ':y además ei límite es el llnico punto fijo 
de f. 



2 A) (H(X) ,h(d)) 

si (X,d) es un espacio métrico, definimos·H(X) como el conjunto 
de los subconjuntos compa~tos no vacÍ:os dé X, y si A,B• H(X), 
sean •(x,B)•inf{éÍ(x,y) lyÉli}.;· : D(A;a¡-~up{•(x;B) lx•A) y· 
h(A, a> •m&>C{o (A,Bl ,o (e,A)}, ob~er'-'.amos que :.se _alcárízan el !nfimo y 
el supremo porque;·A·y e:son.:compáctos>·- <,· 

1 • ~.'.,'·; ••• :,., :;,':: "";!~ (!~··· 

~-=:::::.tt.~~~~¡~:1:;¡~~:~t~T:~:f :~:,rr:.~::7.'.·::: 
• 1x;a) •mínÚx:yl IY~s¡:.:3::,c;~_:,.~~3 /i::ilton~e&" 011\;a¡ •máx{•lx,a> lx•A} 
• mb{3~xlx;Aj';.3;·'.sin '~iÍib~rgo; • (y,A) ~mín{ ly-a 11 aEA}=y-2 si Y>2. 
Entonces D(B,Al~!"áx{~!y;Al IY•B)-máx{y-2ly•B)•2 • 

. ,·">':</·: 
z'ai (H(X),h) ES ESPACIO METRICO 

Para.esto teriemos que probar las siguientes propiedades: 
. ·'·: .. · ·''·-

i) h(A,,~)1:0 y h(A;B)•O "A•B. 
ii) h(A:Blfh!B;A) 
iii) h(A,B)sh(A,C)+h(C,B) 

Para cuale~quiera A, B, e so X compac:tos y_ no vacíos. 
.... :·;,.:-., . .. ;. ·... '.... .. 

i) d{x,y)eO~'imÍ;>lica que d(x,B)~o.~ entonces,D(AiBJtio y_h(A,B)1tO, 
- · .. :, ~ 

si A-e.-••- p~~;.' 6~&{.k¡~i ><~'&uded:i ~e '.;ix'.'~¡ ~o .y .• 'cx,Al .o pues 
d!x,xJ-o; :. , .;n'tónces ... o(]\;a)';;máx{•!x;'s> l~i;A)·m&x{o)•o y 
o(B,A)~mlx{•i"x;Al lx•B)•m&x{o)•O y ent~nd.;s ií1.A;s¡~o. 

Si h{A,B)•O, entcincea D(A,B)•O y D(B,A)•O.".> 
vamo11·a-demci11trar que A•B, es decir, que. AS;B y_B!OA. 



ESTA 
SAUR 

rrns 
Ot l.ti 

~n urnF. 
füdi.W"fEGA 

Z C) 11 (X,d) El UN ESPACIO M~TRICO COMPLETO, (H(X),h) TAl!alDI 

Para ea te resultado utl !.h:ai :-· ... ."a algunos lemas preeliminares. 

Sean S5X y 11>0, el conjunto i :·:ex : d (x, y) sai para alguna Y•S} se 

llama la dilatación de S por una bola de radio 11 y lo denotamos 

por DU11 (S) • Nótese que pa ~~ «•?, ss;oil 11(S) • 

Lema l. 
Para cualesquiera A, Befri (X) , :; .\, B) se • As:Dil c<BJ y BS:Oil c(Al • 

Demostración. 

m&x{D(A,B),D(B,A)}=h(A,B)sc ~ Ll(A,B)sc y D(B,A)sc. 

Baata con demostrar que D 'A,;;· ·:e " As:Dil cfB) • 
D(A,B)•c • m&x{d(a,B) :aeA}sc 

• d(a,B)~c pari::1 t.·1dc. 1~~A. 

Pero o(a,B)•m!n{d(a,b) :beB)=u'·.,y) para alg(in.y•B 

Esto quiere decir que c:,<fo ª"'· .,.stá en Dile (B) • 
En otras palabras As;DilcCBl. 

An&logamente, D(B,A)sc "as;o;¡ r.CA). 

Entonces h(A,B)sc " A!ODil cfB) •¡ B!ODil c(A). 

Notamos que este lema llüR da .·:a interpretación gr&fica de h. 



Para demostrar que AS:B,.sea xeA, 
O••(x,B).smáx(•(a,B) JaeA)=D(A;B)=O, entonces •Cx,B)=O. 
•(x,B)•mín(d(x;b) JbeB}=O •:t Existe·.un.beB. tal que d(x,b)•O, pero 
como d es m6trica;i,entonC:e~·x=b·;· Por lo tanto, XEB. 

-· - '.::;.(_:·-:.~·· . '.:; ~ .>_··; ~;, ·,;'- . --

Para probar(que··;sfaA~·-;&ea··'_·y.A>:::·,:;: :;··-' 
O••(y,A) sma~(oCbiAl 1 Jb~Íl}·DCa 1;.Áj .;ó •.•• entonC:es d (y,A) •O. ·· .... ··. 

;'.;:: ~>~:~~n~~~}'~~t~\t~.tºe~:~~~~:~·t~it:;:~~i:~~=to:~~;;~) ~o' 
- .,_.J,·. ,, • ,.·, ·::.·-,,,.~' :··' :·.".·¡ ->·~ ,,-- i,:."' ;~: • 

Entonces h (A, B) •o ~ A:f ,{:<. ! ~ ~!· u· :f/. y ... 

iii) Por demostrar: h(A·;5¡;;¡:; (A, cj +.~Ce,~)'·' 
_,.,,, ·:\: ,,:,.;~, ¡_-,. \-~-- ·-<<< 

Para cualesquiera a.A y;;:.c Üjis, ;.~curre ·que · 
•(a,B)•mín(dla,b) ¡i,;8¡ ( 1 • j' ·· 

.. m!n{dÚ•, c) +d(c,b) ¡b.,13¡ ;6rdi.e d es métrica 
• d(a,c) +nii~(Cú~;i:;¡¡~s}' ¡,ii~s~'.a'y ~ están.fijos 

pero 

• d(a,c) +o(c,B) ··'· ''L · · '.:' .·~\: :2;. 
En particular/pa~a'e.:é~ dondeid(a;c) aléa.nza su mínimo dejando 
fijo' a .. éoni¡;; \.c~·;c)'.;m!~(dC~,C:¡ ¡'C:~c};,;d(á~c~), entonces 
•(a, B) •d (a, col'+~ {~o~B}•• (a, ci+~ (coiBl 

Si elegimos",elao~
1

d'a~de •(a;~¡· alcanza su'ml~imo, :entonces 
D(A,B) • •C,ao,B) "'" •(ao,C)+•(co,B)é,. ·:·y·• !j'¡ ·.;(•"'·· • 

:1 mlx(.'i~,C) JxÉi}'.+má~(~Cz:B) Ji•é} . 
.; ÓCA,Cl+ricc;8i : .J ·,. · · 
s h c.A;c¡ +l'iic:;8) .. ' 

., .. · · .. · ··'·.' 

Anllogamente D(B,A) ~ 0«2.'~;+D(.C,A) :1 h(B,C)+h(C;A) 
Entonces mlx(DCA,B);oui;A)} s hÓ\~c)~h(C,B) · 
& h(A,B) :1 ~(A,C)~h(C,B) 



Lem• 2. 
Se•n (A,,} un• aucesi6n de Cauchy en ~(X) y (A.J} una subsucesi6n 
de la primer•. Si existe (XnJ}, una suceei6n de Cauchy en X tal 
que Xn¡•A.J, entonces podemos extenderla a una sucesi6n de cauchy 

IX..l tal que X,.911,, y X..J.""J. 

Demostraci6n. 

V•mos a construir (xn} eligiendo X..•x..J para n•nJ, y 

•decu•d•mente p•ra n•nJ. 

Para n•{l, ... ,n1-l) elegimos X,. en (x911,, 1 d(x,Xn1)•o(Xn1 ,A,,) }, 
eate conjunto es no vacio porque es el conjunto de. puntos donde 
f1A,,-.R , f(X)•d(Xn1 ,x) alcanzs au valor mínimo. 

Similarmente p•r• j>l y n•{n1•1+l,nJ.1+2, •. , ,nJ-1} elegimoa X,, en 
{x->.,, 1 d(x,XnJ)••(Xn1,A,,l) que ae no v•cio porque es donde 
d(x,XnJ) como funci6n de A,, alc•nz• su mínimo. 

Afirmamo• que {X,.} cumple l• propiedad prometid•. 

Por construcci6n X..J•X,.J, y X..•An. 
P•r• ver que es una suceai6n de cauchy 
Se• C>O; entonce• existen 

N1 tal que "-• nJ>N• • d (Xni., XnJ) cc/3 
Na tal que m,n>Na • h(Ao,,A,,l<c/3 

(por ser {XnJ) de C•uchy) 
(por ser {A,,} de Cauchy) 

Sea N·m•x{N1,N1}. 
Si n;m>N, y elegimos j,k tales que 
m.(nJ.1+1, ••• ,nJ) y n•{nk.1+1, ..• ,n.} entonce• 

d <X.. X,.¡ •d (i_,x.J) +d (x.J•Xni.l +d (Xni.,X..l 
cd <X.,x.J) +d (Xni.,X,.l +c/3 (•) 



Falta argumentar por qué dCX,,,xnJ)<c/3, 

Sabemos que h(A,,,AnJ)<C/3, 
aplicando el lema .1 tenemos que AnJ•DÚc/3 (A,.) 
esto quiere d~~ü·./que todo <aÉAnj 'cumple que d(a,a.)sc/3 para 
alguna a.-.i1,;; En parÚcular x~JEAnj y por lo. tanto. d (XnJ,b•) <C/3 
para alguna _b.~;i;i• !> '' ' .,, .··.· 

Entonces'.¡(x;,j;A,¡¡:~iri¡ci c~j,a;;) ja~~~}:sd (Xn;, b0 ) <c/3 
Pero X,.. f~e elegtdo.-;démodo 'c¡ue'dcX,.{X,:J) •• (XnJ;A,.). 
Por lo tanto; dCX,,/~J)"::'é¡:i, ·. .. 

: '.;:: ' .. ¿¡,. ,:.,, .. :; '.-;:,.;, .,,·. ~· .. ::.'.. .. 
Aplicando es~o a·'(*/ obten.emes que d (X,.,X.,) <C si m, n>N. 

QED. 
·., /j·_\ :._,·, :,: 

lema 3; Dile (A) 'ées·:cerrado.si 'A> es· compacto. 
Demostraci6n; 
Supongamos que· oÚ¿ ('_¡\) .'no'es cet~ad6, 
entonces (Dilj,(A)·)~-ri~es'abierto; . 
esto quiere decii-/;qÜe existe, ,un ·x•Dilc (A) tal que en toda 

::::~.;~~¡;~ª¡:~i~E~:;;~.t~~nfü:.:;,.,. 
Es decfr, exiáte;Uría'•s'üce~i6i{ {y~} tal que para cada n, 
d(y.,x)s1¡ri;yJd(y~;z~>11ct'paf;¡'~1gürÍ- . . 
Por· la. desiÍJualdad · déiYtrÚngÚ10/ '> 
d (X, Znl "d cx". y~)+~(Yn:•~n,;,;~·~Í;{';'.i; y: •, •.·• ... , .. · .. 
Por .. lo tanto, '!n~(dcx;'z)jz-1\}5,c! pero.como A es compacto, y 
f.:A..R defirÍida p~r't.(~1-.C!(~·¡~ltes'·~orÍti~ua, alcanza su mínimo y 
entonces exiáte z;A"tai;q;,'~': d (x, ~):1~'.. 
En cona~c~erÍcia'/ ·, ,;.;oúc (A-)' •:lo .•:_cúal contradice la suposici6n 
inicial;. Por lo tani:o>ou¿(Al es'cé'rrado. QED. 



Ahora demostraremos que. (H(X) ;hl' es un ·.espacio· mátrico completo 
si (X,d) lo es. M4s aan, si {A,,)!óli(X)-es una sucesión de. Cauchy, 
entonces 

y se puede caracterizar .. como sigue:·· 
A • (••XI existe una sucesión {X.,) :-q¡;~·converge ·:¡¡ x· c~m x,,•A;,) 

Demostración. 
.»\;, :~~::·:~:·~.:L . , 
\·": 
",.· 1r 

A·:· ' ·• 

sea (A,,} una sucesión de•cauchy erÍ H(X) .• _Probuenios que: 

t) Aq. . '. •,: ·.·.•.· .. 
U) A ea cez:rado. · .·;. 
Ui) V c>O 3 N tal que n~N ;. ~DÚ~'(A,,). 
iv) A es totainiénte á~otildo'y (por ii) f compacto. 
vt l!m (An) •A -·. .~-.~ -

n-

i) Basta demostrar que' exi~~e una'.'sucesión . {a.) de Cauchy en X 
td que a.mA,,. porque como'xies completo, {a~} sed convergente y 
su limite estar& en A;~(.o,'•Aq); _: 

. :-:. ,:_-.:_,_-;:, -.· r·'.•· . ' ·, :-; .. · 
sean N1cN2<. .• tales que·:·h(A,,';'A,.l.<- para n,maN1 

'./',.;,1·> ._2i :··. ·---~·--· Sea x.1.,.,,,. como h (Atl1-;A,,2 ) <- >' podemos ·,,_encontrar un x•2mAtl2 tal 
l .-.- ··~:.~:·::(,,:·:.\_\2, !-,~-.- :··<:::·:--~;:~.: '.~~ .. ,: -.-.. "::. '(';··: 

que d (x~,.x.2 ) <2. .;,(E~i~te : un. elemen,c:~ • así, porque si no, 

d(X.1,a)a.: para.- todos' los-- aEA;. :y •entonces d(Xa,.11,rz)• 

mín{d<xa1~a>1a~:¡ • .:7 ~~~o~ce~ )~·<~ •• 1:...~,~~-~(•<~.A,,z) lbeAt11)...:. 
' '2 ' ·'. ., \'.• ••• ' : ,•: ·"' .: : ' 2 

Y como h<A,r1 ;~i-~.Ax{o<iÍ,,1 ;~2),oÍA,,..~1 1¡, h(A,,1,A,,2)•i lo 

cual contradice la elecci6n de N1) • 



Inductivamente, si ya elegimos xN1 ,xN2 , ••• ,xlfk con cada xN1•AN1 

los cuales cumplen· d(x• ¡XN )<2..; podemos ailadir uno más a la 
1 hl 2i ' ' 

1 
i'mplican ·que i lista, pues h."lr.•Aii.,/<k y, x••"'A,,. ex ate un 

x ••• 
1
.i...,

1 
tal que ~(~.~.:; •• ii,?k)(o~' no ;~e:~~!,' ~~diaJ;te un 

E
ranztoonnacmesienpt

0

o
1

dceommo.ºs e~· ahr~ii~r ·. ~l~gasru!.caemsó1s6,n~';:u(.llx·~.··· ... };.,¿~~r~~ic~i6nJ .Y. 
~onstr~ir 'UJlaC . . , con Xr1EA,,1 . 

1 ::-:." ·:·; e,. ·•' ' '" 
d(xr1,x • .,1Jc

21 
• '··• :,. ;\;;: 

Vamos a ver que Esta e~ tná''."¡,ü~~si6n ;'~e }~uchy en X. 
:'. :. :;--:~~' ;~ ::: i'~, .. i;·;,.1 ·~~~'. _: :·'.) ,;·; ' :. ,·' - :· .-., 

Sea C>O, elegimos N·tal.,que·;·-·-cc.\ O,: /: 
' .... \> . .'2•·•· ' 

Para n>m>N sucede· que"·· F":c· ·:,,: ,:;:'; i/, 
d(x._,x. )•d(xr,,;;~~.\) +d(ic~1;><. 'i )+ • ._.;+d (xN <

1
,xr J 

n _ <- • -'/f' ... • ... ·.~ ••2 :. _.- ·>.· . n- n 

·.·. < i~N21i~·~)2;~,·~> ;.~',:: ;F 
Aplicando eLlema•2/i,existe,'(a¡j úr1'i·si;~es'Í6n;con las propiedades 
siguientes: Ú"'á1dl1 ;: "' 

2J.:a.¡~ic.1 '¡,,;. h · · · · ' ··.· ·. · 

JJ;ea:>aucesi6n d~ d¡~é~;J e~ x.i:: éonvei:'ge)o. 

!!! ::::a:;::{.~iu~!~ie .. :r~~1"r~t· .~e~'¡ak};.a:'con a.EA. 

Como {a~)->a, p~dem~~ C'on~t:..Ui~ una ~~c~:~~¿?l crec.i~llte de enteros 

N1<N2<. .. d~ 111~.;~2'~ i;;J~ ~.(:~7.~ic~'. i' L: · 

Como ca~a a~ .... •?ª~~ ~:·(.~~·IO! p~ra"'algu~a;sucesi6n convergente 

. tal que cada a~ .eA,.; ~.podemos' fi~iJ.~i J~~ "&~c~~i6n creciente de 

enteros ~1 <m~c.< .'~al .¡i;e" d(á~J.(;¡.y~~'. 
'' '" ,·' ·' '" " ""·' ' ' 2 

Entonces d (•W..-..•.ªJ •d 'ª•••"k' .. ª"") +d (a¡..·; a) <k. 



Si hacemos ª••.-.ªX..• cada x.._•A.., y (x..J..,a. 
Por el lema 2 podemos extenderla a una sucesión donde cada z.•A,,, 
z-. •X.... y ( z.) resulta ser una sucesión · '3e Cauchy con una 

subsucesión convergente a •a••, por lo tanto, .. {z~)-_,a, y por lo 
tanto, a.A. 

1ii) V C>O 3 N tal que n•N. A5:Dilc!A.) 
Sea C>O; 
por ser (A.) de cauchy, 3 N1 tal que n,m>N ·• h!A.,Ao,l•c 
aplicando el lema l, Jl,.SDilc (A,.). 

Por demostrar:· AGDil~ (A,,) , 

Sea aEA. •,o": .. - ':•,".' 

Entonces exist~ ~¡;¿"~~cesión {a,;):.a con ª•~At.. ·· 
De modo qÜe ¡:)á°'r.;\~llta e-~ e,;is!:e u~a N2 ~taLque m>N2 • d(a,a_)<c. 

~.~~;:~;;~;~~tf ~~~f t*E:·¡f :f:::,~:'.·~C: 
iv 1 A es total:elté · .. ~~tad.;'.· :•; ;' 
supongamos qúé ;A?;;é) é~'' tÓtalmerÍte 

::;0~:es t::;: ~~t~:::j~J~~';n~t#::~~~~-ft~9~:t- :-.:~:~. :~:it: ;x. ,xJJ •c. 

para i•j; •Por úi1-'el<ist'e N ·t:·al 5 '~e,Alil)~la(A,,J eón a~c0/J: 

2:E~~1t~f~~?~¡&~ti~f J,.: .. <::l ~==~=; 
Pero d(X,, 1 '.x,;Jl•d(~;,y. 1 ),+~.(Yn¡1_Yn/+.d(y0J,;ir..Jl,<3 +l +3 •C 

Lo que c:iontradice:la é1ecciiól'I de las x'.~-. 
Entonces A es t'ot~lment'e '~cot~do .. 
(Y aplic~ndo:u)es cO'~paC'toJ '; 



v) lím(A,,)=A. 
n->., 

Por iv) y i) AEH(X). 
Ahora bien, Hm (A,,) =A " V c>O 3 N tal que n_>N • h (A,A,,) :se. 

n->"' 
• v, c;ó 3 N td. que Ji'>N •: ~ÓÜc (A,,) y An'Dilc (A) • 

Por Ui) ya tenemos una'conte~ci6n •. ··. . . ! < 
Sea C>O, por~~er {,.;.} .dec~;Jchy; edste una N tal ,c¡Je _· 

~:;'~!f :;~§r~llillit~~:r-Jr~.~~:g:2~~::~:, 
.\·': ,:\~::·; ,~:·; .. ·7 ~~:··>:·~··,:;;,'> ~~;~;/-~~_,;,-

Para a•~. ~;¡is fe N;';N¡~; tal' que .~: kaN¡ .. ·~s:!lii,5 (A¡.)• 
, 2J+I .• ._ . :-!• •••,' ::'é'-· 

Observemoé qu: ~'Óil~ /~ iA,¡Jl ,'.~pa~~ ~~'.da~'., las J·,~. • ( * *) 
' ~,·-· ~.!--''''.·\-- . ;~~ ',, -~· 

:aa.7:~ 1 
·i·t ...• :~:,;;:ct'1 _ ... :,nx.~~.1;;;¡~·; .. ·· 

e::º. Ná>~~=~~; =~f~oii~1fo,.:f·e y' 'e;;t~rf~es. existe x.2•A.
2 

tal 

d(x.,~,x,,1)~c/4.). .··•·· 
De 'esta. maner~ prideméls; conétrufr; una. sucesión 

, ''i~' .,.·-.··'/e:._ •..... · 
x1J•A,,~ ,Y. d (X1¡•x•¡-Í)<--·-

. ,,·< ''""· ·:·;2)+1 
Entonc~·a· _., ..,.,.,. , .. •:,·: .. , , . 
d (x,x1 :.1 '•.d ca,x. ¡ +d(x¡¡;x~2 1 + ... +d <x." ,x.Jl ' '• e '::c1 •:;~; .,. e>. J 

1 
' 

tal 

;-_ ,~ ... -~ i:_~·)·:_~-:; ~",:~:\~.·-~-~:~:/ 2J~-~ .. ~:_":.r -~- : . 
Como ¡x,;¡J.,es;d_e\~ll~.chy;{~1¡l;f!lcA:,. 

que 

que 

Mh aan; com:;, d,Cx;·x,;J)~rparat~d~ j, "curr~que d(x,a)sc 

Entonces A,,~iiiéA1\'p~'ra ~:;N c~ifre la Ínisma N ~é la que existe 
por ser {A,,};~uceai6n de c~~~hy) ;: ' ' 
Entonces ÚmCA,.l,~A·paraccualquiercsucesi6n de cauchy en (H(X) ,h). n-····---.·-·. - ·-.... , , '· 
En otras palab,.:as, (H(X),h) es'c~mpleto. 



3 UllA COllDICIO• PAL\ QUE UllA TL\llSFOIUIACIO• Ll•EAL SEA 
COllTL\CCIO•. 

Las transformaciones lineales que van del plano en el plano 
tienen asociados ciertos valoree A, las soluciones de la ecuaci6n 
det CA-AI) aO, se llaman valores propios, tienen la propiedad de 

que IT!xll s jx! máx/A1 /, por lo tanto, si cada /A 1 /<l entonces T 
es contracci6n, 

det (A-Al) ·Iª~~ d~Alf(af~) (~-~) ~¡,~7~ 
· .. , · --~.:.· -~~'·: ·_ :~·-: <~/< ·:.::_.'_, a+d±J4bc+(a-d)2 

Despejando. y. simplifi'c~·¡:¡d~ • encont'rámoe ·que Aa•----
2
----

·:· :, .. 

Esta es una condici6n para que ,TCx)mAx+b sea contracci6n. 
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