S
Ymviriap Nagonal
AVINDA DI
Mrxicp

7

\ S
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 2
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

NUCLEOS EN LA CERRADURA
TRANSITIVA DE UNA DIGRAFICA

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE

MATEMATICA

MA. FIDELA ANAYA TORRES

<TUDI0S p
&

AEAL

México, D. F. 1995

EIRTURAAE AN R A R £
SECUTON L e

FALLA DE ORIGEN o



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



VNIVERADAD NACJONAL
AVENMA DL
Mexico

M. EN C. VIRGINIA ABRIN BATULE

Jefe de la Division de Estudios Profesionales
Facultad de Ciencias

Prescnte

Otorgamos nuestro Voto Aprobatario y consideramos que a la brevedad deber4 presentar su
Examen Profesional para obtener el titulo de MATEMATICO

GRADO NOMBRE(S) APELLIDOS COMPLETOS FIRMA

DRA, HORTENSIA GALEANA'—'SANCHEZ %M

Director de Tesis i
HUGO ALBERTO  RINCON WMEJTA - /(/m:w O i sl P

VAT i LAURA . 'PA TmlNA ]?A]‘Tl K OVA Laulcn -\slrmlm'P)
M, en G . PATRIGIA = = --‘iconrm..; F‘LORLo 44/47

Suplente e =7

M, en. C, « ‘VIRGINIA . 2 BATULD \/c‘/n/qﬁgﬂn &/LL/

Suplente



A MIS PADRES POR TODO
EL APOYO QUE SIEMPRE

ME HAN BRINDADO. GRACIAS

A. HORTENS
5w avoph

' DEL PRESE

IA Y LAURA POR
EN LA REALIZACION

NTE TRABAJO.

A GERARDO CON CARINO




CONTENIDO

INTRODUCCION . ueviiesioinnnonnas s e 1

CONCEPTOS PRELIN

CAPITULO :T:

CON RESPECTO

Ao S e e 40
TICAS Y CICLOS '
NEOS COLOREADOS-

CONCLUSIONES :.........ivciis.s.. S e I DI

REFERENCIAS ... . . . i i i i i 59



INTRODUCCION

El nucleo de suna- dlgraflca (graflca orlentada) “es un
al . mlsmof

conjunto de vertlces 1ndepend1ente y"absorbente.
tlempo.; R i
El.conCépto de

al
se tlenen torneos
m- coloreados con )
no puede seL mejoradc

La cerradura Lran51t1va por colores e una dlgraf¢ca D

m- coloreada, denotada por C(D) es la dlgraflca que cumple.,

i) V(C(D)) = V(D). , : .
i1) F(C(D)) = F(D) v V. {ur con color i / existe una



uv-trayectoria dirigida monocromdtica de color i contenida en

con torneos
dirigido. '

También  se
Minggangf”_‘(qﬁ_e no#contenga.;’ C ni’ T:i)

(i) y. que la condicién (.
Minggang, : L e i

‘lé-';:vcb‘ dicién de “Shen



CONCEPTOS PRELIMINARES

DIGRAFICAS

Una dlgratlca D cou51ste de un conjunLo flnlto no: va01o de

p:u @s

objetos.  7 Are i ‘VJunLo ‘con’ Lu1 conjunLo dL

OLdenados ’

cerrado

todos‘
ultlmo)

XIX

2,..; de vertlces dlStlntOS de una dlgraflca D:tal que

(x‘,x{ﬁ)'e F(Df



Una digrdfica D es completa si, para ‘cualesquiera dos
vertlces ‘distintos:u y ‘v. de D, 'aleenos~una de‘las,flechas

(u,v), (v, u) est"
Una‘d;graflcq
dos vértié j

~si‘contiene. un'’ ciclo

i) 1) - <
ii) F(H)

i)
ii) si‘u,v , sonltéieg_dﬁéf
'elﬁkﬁ)
Si H &
por H} o

(uv) e (uiv)

Dlindﬁcida

v u)ée F(D)
iii) La e i *‘H' e otada por’A 1m(D);.es la

] a51mecr1ca ‘si
. as 51metr1ca 51 (V u)

subdlgra n las flechas
denotada por Slm(D),‘ es ’la
subdlgraflca'generadora de D cuyas flechas son las flechas
51metrlcas de b. - ‘ § :




v) D es una digrafica asimétrica si Asim(D) = D

Un Torneo es ‘una dlgraflca completa a51metr1ca, ;
Una dlgraflca D es tran51tlva, : (x y), (y.2) € F(D)

entonces (x Z) . e F(D)

NUCLEOS EN DIGRAFICAS

Sea D una digréfica Y’S‘S:V(b).

i) S es independiente si v
F(DY. oot
ii) S‘es"abéorbente,siyv7gf (VD)
€ F(D)
S es ;un"nicleo de D:si S"es

(k{Y) e F(D) (y;x) @

CS)“é:y;g:s EalVgaéﬁ(k;y)

iii)

Ejemplos:

Dlyréfica sin nlcleo



1 e ey 2 S = {1,3} es chleq de D. .

S,= 12, 4} es otro nucleo

4,—;<—;—__q‘3[ - -de D

plgrdfica, con. 2 nlecleos’ E

Un semintcleo una digrafica D es un conjunto S € V(D)

tal que

i) : o

ii) & (V(D). - 8), . entonces
Surgen d eguntas ~ apartir ~de ~la definicién de

seminnclé
1)
2)

de D tiéﬁ S .
ii) Nucle ‘ 1t1ca (NIC) 31 D no tlene nucleo pero
toda subdlgraf nduc1da estrlctamente contenlda en D tlene,

nucleo

DIGRAFICAS COLOREADAS o

Una digrédfica D-es nlcoloreada si las flechas de D son
coloreadas com m colores ) e  ; . ‘ B k
Una trdyectoria ;monocromatjca dirigi?q de D es ‘una
trayectoria dirigida en: “a que' COddS  §st_fiéCﬁas: tienen



asignado el mismo color,

Sea D una diéféﬁféarm€éoioreada y S V(D).

monocromatlcab si

5 ex1ste una
X~ trayectorla

(V(D) -8 :
X a un vertlce deis

iii) S es. nucleo P r trayectorlds monocromatlcas de D'§i.S-es
1ndepend1ente y dbsorb;nte pOL tLayecL011as monocromatlcash‘



C AP I T ULDO



TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN UNA DIGRAFICA, CON RESPECTO
‘A LA COLORI\C ION DE ARISTAS ’
(B, Sands, N Sauer y R. Woodrow, 1982) [1] -

Sea D una dlgraflcc%cuyas arlstas estan coloreadas con dos
colores. Una trayect011 S Y ‘

trayectorla

para cualqu1 C € exlste una trayecton1a5
dlrlglda de longltu a lo mas dos'de x a v




Si en el caso especial se usan mas de dos colores, el
resultado. es. fals‘o‘ .~ Pero . si - el t:orneo -es transicivo el
resultado s:.guek sier i verdadero, : ' :meort:ando ‘cuantos




s e . avul mon
Similarmente se define. x —""y y X —"My,

significa que hay una. trayectoria monocromdtica de x & y.

éste

Definicién. Sean S T‘conjuntos 1ndepend1enLes de vértices

de D,

\ordenados por. la

leccién de. todos los conjuntos

1. = S" por demostrar S = S"' “es
dec1r, S" al que Cals a"zo o——4{““a"‘y
azul e B e . PR .

an ——"
‘0% a ' “‘“z"‘laf y

tal que 'z av o

EE§1 ‘qtié O.‘=b,of o

hlpote51s 3 a".e S" tal que o' = a" o
azul’, N )

ol — Q"; y Aﬁ +;F_9

a) Si a’=a" entonces a = a".



azul azul azul

b) Si o' —"ar y o an——""a’, entonces o——""a" ¥y

Qn_¥_¥mma (ya quE o'='Q'); |
- Gi ai=m O" ” : 0 - »yo" . 6 “a )l""-”lou y ot u/ul p.a.

Olkl E S".
ii) Sia——™ary a5 (tenemos 2 casos)
a) 8i e’ “i’‘entonces a\—-—-—)f‘”'a" y ot " p.a.- a" e
b)  Si P ot ———J“moﬁ*,:y -O "_#_¥nm0,,’ ; entonces

a uzul

cant E"S" 'y M'—+—fzmh‘
:»u/ul . . i . dzulO,

5, como: ..
weul
{ya: que o" ———/-—->““

- Q ————9 <

Supongamo tenemos
azuli,
“a

o —5 at) .

8/, es decir,

v o'ﬁ o) a-———>' Ll

L€ S t:al que a’=l 48 0

7]

a’ o

]

para’ dicha o 3 a’e S tal que o

ii) i a—" ““‘

N y ar —-7/-—->"‘"' . por h1potes1s para o' 3 o

e § tal que OVI  0“: 0 0,‘_;;)uaulﬁ v a __,__)azul ,

a) Si " a'= 90],7 ent:onces~ n'-—-—>“‘”'ouu V (Ya que S es



independient:e) .

< v o ! .
b) Si ‘ot ="y y o — g tenemos o ——""a Vv (Ya
: oW ’

que § es 1ndepend1ent,e)
a - a''y.o € S’ VaeS.

Anéloganjeilte a’e'8 V a'e 8'.
S =8

3. VaesS 3 o'e:S tal que o = o’

-

La. colecc:.on Mde. t:odos los conjunLos de' vértices
1ndepend1entes ‘de D estan par01almente ordenados o

existe ynp ara

L 2B,

Para:la demostracién:del teorema se usaréd el hecho de que



L,s tiene.  elementos . maximales, cuya demostracidn se
L4 .

presenta a‘continuacion.

(L) arbitraria y definamos al

onsta de lov‘vertlces de Dique peltenecen

j¢~Sm,‘entonces existe

Sl

o, “talt que ‘a4 =74 0

anterior

podemos~dedu01r que - a———&

azul
O? — 3

que S =

‘ m . Lo N - T ~ B N k2 ;

Si o, g‘;Sb{ apllcamos el procedlmlent anterlor, pero la
. = L azul i uzul A S

Susecidn. o — Qi s > por hlpote51s no




puede ser  infinita, asi es que en determinado womento s

repite algun a0 el procedlmlento termlna 281 se repil:e un
Por 1o quu existe.

9 entonces hablla un camlno de Legleuo Vo

n

".1'5 ‘azil’
unv%‘e SQ, tal que o———e?"p Ly e —1—»“? .

Como'a era arbmtrarlo, dada a e S‘B  ﬁ‘ e 8% “tal’ que

aenl
‘o

por

1ONCCTomAL i

‘seal s una de las i e S tal que

Como S €
lIIO no :

iy-——a S v y € D

~}noﬁu" k: : S N S :
»'t, 't e .8, entonces 'y ——")¢ o

ro]a

i) Si';y;f+$?“f;fehtonces o———+ g ‘37’(Ya  que S es



independiente) .

W y—"e, e s

) (1]
pero no necesarlament:e »t: e S ;
‘ ' ent:onces para t. ex1st:e

_“‘tv"f' ;—/fa“‘“lt . Pero

El Vértice it ‘E“":

7 de -aqui. se ‘sigue que

‘'

o e
ety Lentoneces’ y -V Y

en;£ t:J.’ene una. _cota
conl_lene

por ser S elemento de

~aupongamo que ex:L...t:e al,

‘tal queisi - x-—-‘———""J"y enLonces

E .»(

i c'upone'mos que nlnguna X

monocroma tic"'

1 ext:er:_or' lnfllllta, lo que nos 1levaria. ‘a _una
cont:rad1001on o - ol



roja

Asi, sea x ¢ S tal que x ——""s y tal que si x—"""y

roja -

entonces y———> x Y y € X,

de encontrar : un
pero y—/—>'f°"“x'." i

entonces S —/—-)' “J“

5 —" s
elej 1mos

nono,

x L

azulx y X,—'! ~.Azula .

» ehtéhcésekiste y € V(D) " tal que
Y__’_)monoT U {X}) '-.(*)

Obsérvese que y ¢ S,



(u_)us

Supongamos que y € S entonces T {x}———> +  pero
)-uJ.\ 5 ya que T S Y “g’ es :Lndepenchente y ademés
x—/—-)'"°"° i en partlcular x—/—)”’Ja
}' & gl B e

para demostrar que

algun y ,ei V(D)‘

‘,’1 como S € L

llIDnO

S pero’ por;(*) y = f—)

mono

luja

c‘upon:.endo T———-> Y

: T : azulx

“llegamos

lm)nu‘ _ T

De ,i‘) \y' kkil) Lenemos y /—

: T _'H"Ol'ly i e ‘E : 'l‘OJHY CoT r(i—*)' i :

Ahora demostraremos y—/—>"'°"°Sy. v_(ke.'sr decir, y & X)..

|-nj'.\‘ i uu)t

i) Supongmuos que, y——) S, ;. EOMO” Ny tE‘IIGll\OS’ que
oo, munn ’
X —>"""8 (Ya quu. hablamo” r"upue_.t_o que x——-/— S)
Iuju L
.__/._.



azilg vy teniamos por . (*) que

ii) Supongamos que .y —
y-—/—-e'”"'T,f por 10 éue ‘Sl y—%“‘"'S entonces y——-—>“""s - T
pero S 'T—é;f“” " Por lo tanto y—¥¥f"“xkj pero por (*)
y__f_’)mono : S ! .

y_+_fzg : o
y—f—»“‘”"‘ gar o Lye x.

roja;

Tenemos y—1#4“m" y ¢ 'S y ademas X —s"y " pero por
nuno i 'V : e Lo

(*) y-#__ X “,J

~ 8 satisface]lasfcondiciones del teorema,

El ulgulenthCOLOldrlO es -un . caso especial - del teorema

anterlor .

Corolarzo'l' “Sea T un. torneo flnlLO cuyau flechas estan
] doa c0101e5 Lntonces T tlene nucleo por

coloreadaS‘
trayectorlas monocromdtlcas.f

Demostra i B . R .
Como : n torneo flnlto, se tlene que T no cont:ene

’1nf1n1tas y por el

monocromatlcaci exteriores
L ':conjunto 1ndepend1ente S de

vertlces’ 'Aés nucleo, por. trayectorlau

monocromatlcas de T : : .
Como T es. un torneo se C1ene que s consta de un solo vértice.



A continuacién se presenta una prueba directa del

corolario-1 presencada,po:~x, B, Reid en -.(21].

vertlce_z'
T - v, ‘'existe

ComO‘jT:ie'S 5. (W, ¥) e F(T) o (v,w) & F(T).
v‘déffgeneralidad

Voix)
en la cua

3% T contlene una trayectorla de Y. ax,
lecha es de color 1} donde i=1,20

Por la eleccién de v, 'vV(T)" =~v‘i (vy—u‘*v’;(l}) Uriw).

Definimos

iy /~yie,V;(yLﬂ{rv;(y)‘y o (y.w) ¢ F(T) es de color 2 o
(w,y) & F(T)}. : : :

Si B = 8, entonces v ‘es alcanzado por cualquier  otro




vértice via una trayectoria .en la cual cada flecha es de
color 1 a31 que el resultado se cumple para T.

(y v) €

y.e'B entonces

alcanzado
monocromait

Notacidn:

O, {x):

',{};e‘v(T” /f(k;y>'é,s(ri};

I (x) = {y < v<T“ / (y,x),e r(T)}

.

si v, 'e V (v)on O (w),

color 1, ~se 51gué que

>pueét¢'queﬂ(y[vﬁ‘ y (v.w) son de

Vplelou dvabis Vitr).
Por la defiﬁidiénfaé‘s‘ééT:iéﬁéé'”
Cada flecha que va desde v, (v):—,B'a_w;es dée color 1, si v e
V,(v) n O (w) enponce°: ‘ e

V‘,_(}i),,-’~B,,‘s vl‘(‘vu) "

Por las anterlores tres observac1ones, si v.o.e V. (v) n
) F
O Aw) , entonces R )



(B - {VD}) u (Vl(v) v {w, v} v (v, (v) - B) €V (v) v Va(vﬁ,
V(T) - {vd}:‘ < Vl(va) U Vai(vy’_-o ):

Asi que v  satisface las’ condiciones del corolario,

rnfo£(y)ﬁfQSEdeci;f,sﬁpongamcs

Si- algun VEL lCL x V (V) n O (v):( dL dQUL en B) puede
v1a una trayectorla donde cada flecha es de

alcanzar

color: 1, 'entonces

o VI(V)U { VIV}U(V(V) -B)S Vl(XO) ;

asi que;

Ya que. la fle' . v) :f;;:, : v, (v Bk V (w) - {w},

Como la flecha (v,w)

(v(T) -‘{w}fi (V (V) n o:(y)) ) (V (V) v {V}) € iT(vj.



Asi,
V(T) - {w} €V (W) vV, (w).,
y w satlsface las cond1c1ones del corolario.

Si las arlstas del toxneo no  son coloreadas (o'todas estén
plncadas 'ccn:;el mlsmo color),; entonceg llegamos “a. un
resultado: que es blen con001do y que dlce. : B

Résﬁlia o
que pﬁra
dlrlglda d'

Demqstrac

Para n

({w} v N (w))xex1ste un

a trayectorla de longltud a’ lo mas dos
de x av. y : i :




)

Como T es un torneo, entonces (v,w)
F(T) o (w,v) € F(T).

i) -84 abamos
Lii)--8i Lonces ‘V 3
N (w) (4 v
LN (W) )pn
el vértice v satisface las condiciones del corolario,
-

Por o;ra parte .tal 11m1te en -la longltud de-’las

trayectorias:anterlores, no. se puede dar ‘en’ el corolarlo 1.
Por ejempld - g v : :

Con51deremos u

torneo T, con vertlces’{ t ?t£, ..,,ktn}‘y
cuyas - flechas son’ coloreadas. como s1gue : ‘

(t,t')’

(t, £y

De acuerdo a’ como se, ha hecho la:coloracidén de las flechas

PR

de T, se observa en'la fig. que t 'es el {nico vértice que



satisface la conclusién del corolaric 1; ademds la lnica
trayectoria monocromdtica dirigida de cl a t" pasa por todos

los otros vértices del -torneo. .

Ahora, si usamos mas de dos colores el corolarlo es fal
In co traejemplo- : : .

A conLJ.nua01on present amof‘

y. conlas

1

este torneo-[“

Apartir; de. .. ste contraejemplo, podemos ‘construir ‘una
gran cantidad solo basta con agregar vertlces al torneo T de
tal manera que las flechas de:los nuevos vertlces vayan ha01a

a,byc.

Ahora consideremos e};siguiente;torﬁed:,—

al

Sea T'7un torneo con V(T')

o]

0 C } y con la 51gu1ente colorac1on‘{'

(a a ), (b b ), (éigéé)’- ¢odfco1Qrvrojo

’(aa}aa)p,(b b ), (CI,CS) 7‘coﬁ‘color‘azul'



(a, a)l, (b,l,bl), (c_‘,cl) con color verde

(a b)) con. color-rojo:v. i, j
(b ,c) : : . con coloriazul 'V i,j
iy JEON ERSTEEST
(c,a) : con. colorivexrde V i,j
i oo VB
a4 4

T no \ Gne ""‘_]‘-"‘v ver \ rc,'r,\ < ‘u \,*.L IS T \u_, ;l(r.n(\ R
T' . es un: torneo..cuyas: flechas estan coloreadas con- tres,v

colores 'y en el cual'

no hay una: pareja de. vertlces que
satis faga la conclus:.on de el corolarlo Mas prec:Lsamente,

tal que para cualquler ot:ro vertlce v de fT'Z, ex1st:t ‘una
tlayectorla monocr matlca de V a.un vertlce de S. ‘

Por ejekmp“lo:,' sea S = ,{‘31";1)2}'



Tenemos que: hay una tray. monocromatica de a, a b?
" " " " "
a:} a. b2
" " " " " b a b
1 2
" " n [} n fad a a
1 1
1 n L n " fod a a
Tan 1
" 1l n " [N a a

Pero,vno ex1ste una’ trayectorla monocromatlca de b ha01a

a, o hacia- b"
para cualqu1 r conjunLo S que tomemos,i

pox lo tanto‘s no func1ona. Y lo mlsmo pasara

" sigue

En‘él,césb dé};boiolaiiéal,#téneﬁéé qhe f7é)}

cuantos colore 301 ado como'se vera en- el 51gu1ente

capitulo). El ‘'siguiente’ Peorémét; “‘tk'»x' np menoc
Erivial. o oial e e Nt e



Teorema 2: Sea T un torneo cuyas flechas son coloreadas
con 3 colores.y. cuyos vertlceg son dlbtrlbuldow en distintos

bloques cal que’

i) Dos vertlces enidlferente bloque estan 51empre conecLadog

por una’ flecha roga

ii) Dos vertlces en el ‘mismo bloque estadn siempre conectados

vertlce X

( lllQﬂD

X————)

torneo»’cuyas

corolarlo

contlnuamos
11neal en‘”

ii) x y v estan en el mlsmo bloque de T y X< v,



roja

iii)x y v estdn en el mismo bloque de T, v < X y X— V.

(e.d. x ——' por. una anyec.t_or a ext.ellor a B, )

‘peroi @l inverso no

" III(JI\(D

értice'wital? que v:‘—>

Por lo ant:erlor y ya que N(v) = N(V) por la elec01on de v,
debe ex1st1r ~un v’ e El tal que Vi< v (V’ —) .y

roja

v —" ;“(.'.

Podemos escoger v de modo que v %a"“Jaw V vi'e B ‘que

|uJu

Como V' —_— Vi .

lu_]u

satlsfaga v < "W ent:onces v—4€;

V-I/

Pero ahora V——a'“"‘ e ' roJa,

Y ;x—) ‘V','JVJ X cjv,V(Tﬁ) tal

ru_)n

que: x ——"",



También para toda v’'‘e B que satisface v/< v'’'< Vv tenemos
ademas »Vé——ﬂ"“§V7;‘,fasi ‘ pues ‘?se tlene

v —y :"l'

-y |uju

elecc1on de v)'“

De aqul se s1gue que N(v ) > N(VL;Y (Epr ‘la

Como w-——#”"“r‘ entonces v < w (a51 V-———)V)

v ise tlene x———> v y ademau'como

Hay que notar que nlngunitorneo de la clase descrlta en el

Teorema 2. puede contene c1Clo de orden 3 cuyas flecha sean

coloxeadas con'3 colores-dlstlntos (C)‘

Sands,7Saueffy,wObdtow7pIah_eardh{el-éigﬁienﬁe‘prbbiéma:




Problema- Sea T un torneo cuyas flechas Son coloreadas con 3

colores: y eL cual no* CODLlCHL kCJ Lutonceu cl LlEﬂe un

vértice’ v tal que*para todo vertlce X de‘T exlste una

trayectorla monocromaticaideix a v

En el 51gu1ente capltulo Shen‘

Mlngga_g da una aploxlma01on
al problema g 3 § ;




CAPITULDO



TRAYECTORIAS MONOCROMATVI(‘:AS' EN TORNEOS m~COLOREADOS
(Shen Minggang) [3]

lamaremos ial' t01neo T un torneo m-coloreado si 1las
tas de T. son coloreada .m. colores, En éste capitulo
1 m= coloreado el cual

ari

pro vtbrné03
con uy
3 c

que | para-: todov

cromaclca“d

T al:. torneo tran51t1vo ‘de orden 3  cuyos‘ arcos _ son
coloreados con 3 colores distintos. )

C al ciclo, de longltud 3 cuyos arcos son coloreados con 3

colores dlStlntOS : ’

‘o o
N \
N \
\
\ N N
AN AN .
"L"\/‘\_'/-\.},ﬂ E o W}o
C T

En [1] Sands,‘Sauer Yy WOodrow probaron que - todo torneo T
2-coloreado tiene un vertlce v tal que para todo vertlce x de



{v} existe una trayectoria monocromdtica de x a v.

Ellos tambiéﬁ>pléﬁteﬁféﬁ»éiféiguientefproblemas

PoOY - demostlar que

de orden n.

£(v) .

i) si para algun V hay una trayectorla monocromatlca de v a
£{v), entonces ya acabamo ,porque hay un verLlce f(V) de T
tal que para ‘e ualquler otro vertlce ~de T hay una
trayectorla monocromatlca de x a f(v) - . -



iji) Si hay f(u) = f£(v), u # v, entonces también ya acabamos,

porgque tenemos que para v hay un £(v) de. T tal que para todo
u € T - {v} hay una t:rayect:or:.a monocromatlca de u a f(v) 3

~‘_‘en 01clos i

donde: -

Ev) =vl v = vy, f(Vl) =V,
c Gy et e .
(ann) an’z ‘ th ,'2) f(vn AR f(vna) =V

n -1
1

Tenemos: dos casos:

i) Si hay més de un cicld,

enconces

por .la . hipdtesis

de



induccién. hay un vértice v e {V N STERRTEN } tal que para

cualquler otro‘,Vértice  e {V, Vi } ‘hay’ - una

trayectorla monocxoma de X a v v Ya que V"_ £(w) . para

C‘ n

t}

n-1

Sea

arco. Si ' a
a v via: unaf tlayectorla monocromatlca

color a V ya\que habiamos supuesto: que:no habla trayectorla
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le damos el color 1 y a a, le damos el color 2, Tenemos que

'monocromatlca’ v rcon

hay ‘uhékAtrayethrlak

una

AT Qud puq

2 ‘monocromatica mds corta de v

U o : 2 s-1
a v, con color 3 §qu% 91 Vi
v
£
Vs-‘l Vsﬂ
ul u2 ufl ul.-'l ul.
Ahora analicemos ‘el color de el arco entre”‘v y. u;, para

; i
1 <i<.t. Esté no puede ser 3; supongamos que 51 puede ser

el color 3, . entonces hay una crayectorla monocromatlca delv

av . .o hay una trayectorla monocromatlca de V 1._ak Vﬂ7y

estd contradlce nuestra SupOSlClOll. :



Vs-l . 8+1
i ’ u u;
Y Pt Uy Y t-1 t
Es facilJ‘ver que hay aristas‘,(y;/ul) y v, u ) con
colore dlbtlntOu,~p01que lus arisﬁasd(vé,uﬁ y (v ,u)) son

coloreadas por dloLlnto color

Asi Vsk_ch; u“leS’,;un : Lrlangulo : con tres coloreb
distintos.,Esto contladlce la condlclon dada en el Te orema




Demostracién: E1l hecho de que el torneoc T sea 2-coloreado
nos garantiza que en T no hay T, ni C, ¥y por el teorema el

resultado ‘es “verdadero.:

En . [2] ﬂKQ 55}  Reid,’dé funa'kdemos;facién directa del

corolarlo 1

T, VH

Corolario’ 2

upongamos que

color,'como

8i. en el TEorema solo pedlmos que T no contenga Ci el
resultado falla ‘ : ' '

Pox ejemplo) sea G5 el torneo 5¥coloreado, de orden 5, vy



que no contiene C,. Tenemos que G, no contiene un vértice v
tal -que. para cualquler otro. vertlce cx .de ng' haY' una
trayectorla monocromatlca de X awv, En efecto,‘v“;.nd_pﬁedé
extenderse a v, “via‘una“® trayectorla monocromatlca.

;

Similarmente  si_ en el Teorema s6lo pedimos  que T no

contenga T el’ resultado falla(

v,
(V31 Vl ) -
todas . las’

X de Dnv hay una trayectorla monocromatlca de x a V




Ejemplos: a

" .que no contenga

la condlblon en ‘el Teorema
= 3

Asi sim = 5,_

T, ni C' LRI no puede ser mejorada.:Pero para‘log casos m =
y m = 4 todav1: o se tlene fundado nlngun contraejemplo.
todavia

Debido a eso'*l problema men01onado al pr1nc¢plo es

una pregunta ablerta




cC. AP I T ULO



TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS Y - CICLOS MONOCROMATICOS EN
TORNEOS COLOREADOS POR ARISTAS

(Hortensia Galeana Sanchez, 1993) [4]

Llamaremos al-: torneo T‘ un .torneo. . .m- coloreado 51 laé

flechas de?T'so

oloreadas con’m colores" ste capltulo

DEFINICIONES;

Definicién:1.- Sea D una dlgraflca m- coloreada ( e;d.‘que sus
flechas sean: coloreadas.'con m colores), ~ la - cerradura
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transitiva por colores de D, denctada por C(D) es 1la
digrdfica definida como’sigue: i
i) v<C(D)')' =“v’(n).

. m' . B o '; ! . B " - B
vy {uv con :color i / existe una
-

ii) F(C(D))
uv- tlayectorla dlrlgloa monocromatlca de color i conLenlda en

D}

Nétese que?paraféuaiquiéi;digféfica‘D,1C(C(D)) =”C(D)p

Definiciéh,'z -1
dlrlgldo (o
monocromatlco ‘sl \todas “sus flechas son ‘coloreadas con

trayectorla " dlrlglda)

el

mlsmo colo dlrlgldo i

01clo'

Teorema 1:[5] gr flca completa D eo«NP 51 fy, solo si

todo ciqlqﬁd menos una Elechd almecxlca

Demostraci




Supongamos que la conclu51on es- falsa, entonces existe-en

D un 01clo dlrlgldo a51meLrlco v,

~.menos. una -flecha

[D’]- que no tiene

no- es’ absorbldo y como D’ es:
€ F(D’) € F(D). ‘
Como -z, »Lampoco es- 'nﬁdléb
abso:bido por z = (z o )»
que D’ es completa y D[D'])

N "/‘/. ‘\\\
o ~
[t N
Qe 0 4w 1O m———— 0 PR —— ) . ‘a
2 =z b4 2 4 2 4



De esta manera se forma un ‘ciclo dirigido asimétrico en

D, a =(2,,2 . TN =fz) ) (Ya. que D no contiene
i+ TS n " . f . .

ciclos dirigidOS"asimécricos.;’

. D es NP.

Los 81gu1entes resulLados fueron demostrados por: 1a Dra

Horten51a Galeana Sanche"

Teorema .

AfifmiéionES
a) v's T, L i

De- la'def1n1c1on de v se 31gue que 7 , A51m(C(T)) Yy ya que
T es un torneo con V(T) 5 V(C(T))b

se. 51gue que ' T;,

b) long(wf; ‘ :
Por. contrad1cc1on, supongamos que long(v) : 4.

Comoyv, € T se tlene por hlpote51s‘ que 7 es un ciclo

. T




casi- monocromético,»sin pérdida de generalidad supongamos
que las flechas: = & TR T e
iz 2 Xfé° (V) / i e,{o 102,000 m - 2 son’ coloreadas.

con el mlsmo color*‘

cmf'

c) ¥ no es’ monocromatlco : PR
supongamos que ¥ es un- c1clo dlrlgldo

Por: con‘radlcc1on,

monocron t'

4)

2 . L-\ / u
P AR
£+1 l ‘ g -

(Z ,z ) est

Sinipérdidgﬂdé'géneralidad‘supbngambs que (zi;zJ)-é F(T) .



Se forma ‘un ciclO"dirigido:

ar"=(z,z,z ..,,z ,z)

I 1-1 )
(notac1on modulo m) de longitud

jPor deflnlc¢on _de

menor que

monocromat:lca

;rlglda 5 (za,z ) krwé; ’ “‘ .
€ P(C(T)) V (ya que 7 'A’Slm(C(T)); S Tee1 e z‘




1 “ 2
7t 2N
ii)si (za,zo) es azul entonces 2 “; —/////// ¥ z,
. B 5 ¥ N A T e . o
(;:1 Y :’:0) eg unas trayectorlia : L ( ‘ W .

4
X O o
R 30 S 17
/ ot
‘) E A |
[ -

f)anoesazul : S
Por contradlc supongamo@ que o es. azul. entonces
tlayectorla

onocromatlca
(z, ,2) € P(C(T)) V (ya que -

(..,z)

dirigida =
< As:Lm(C(T)) '

T

supongamos que, d es rO]a entonces

t:rayect:orla monocromat:lca dlrlglda S

cr)



Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a es
negra. s
h) Para cada I z 0 tal que 2i < p,ﬁ(z ,21) €, F(T)
supongamosya i "0 ‘tals que 21 < py

Por’ contrad1c01on

>0
0

entonces (z 21»

v
g W' “l LN

un%ciclo

PeOLema tenemou quu C eu
Auuo, de ;los s;gulentes,.dos

5'2) es negra entonces-
(z ,°j - 2) u (24 -‘2,21 j 1,210,...,p = z‘)

es una trayectorla monocromatlca dlrlglda =




(z,,2,) = F(C(T)) V (ya que ¥ € Asim(C(T)).

ii) Si (21 o %3 ) es negr’l ent_once.;' :
(za =0, 1

lzp.20) des! ‘negra,-

es negra.’ .

o
i



Y por—consecurenc‘iab se tiene que (zl,p - 2,p - 1,p = zo) es
una trayectoria monocromidtica dirigida =+ (z ,z;). € F(C(T)) ¥
(ya que ¥ € Asim(C(T))). =~ - :

» p no es par

s para‘ cada i >Otal que 1 s 2i + 1

=21 +

Sea 2i0+ 1
p)}.

COlIl§ (b,‘zl)ﬂ = (ZO', z)) e F(:T) ‘se sigue. que 2i + 1 < p.

Ya que 2i + : 1= me‘ﬁ{ {2»1'f-'f+3f' 1/ (24 v, Zn) ¢ F(T)} entonces
(i + 3,2z) e F(T) y (2i+ 1,z)
torneo (z ,2i + 1) e F(T) e

n : o 2



Se forma .C\ = (a 2i +
anterlores af1rmac1ones C e

EY

casi- mono
azul o la

entonces (O,lfzﬁ “es una

trayectorla dirigida onocxomatlca é,(O z, ) € F(C(T)) 2 (‘ya

que ¥’ A51m(C(T)

(l,z;)“eétaédi.  -

k) Si p ¢s impar3éhEQﬁc¢sv(2;,p ~‘1)_é F(T)wés'fpja.,

Como ol es 1mpar,ﬁentonce No R 1 es par y por (h),se tlene'
(z,p - 1) F(T) EnLonces C =-(z,p 1 p,z ) es un ciclo

dlrlgldo de longltud 3 contenldo en T Como (zu,zi) él (p,z”



es roja, (p -1, p) es- negra Y por la hlpote31s del Te01ema c,

es un 01clo ca51 monocromatlco, entonces”la flecha (z ,p - 1)

es llegla,: ~(Zl,p

fgl;p) €

~~1}+es,roja.

(z,,p'

Para conclu1r;la;demostra01on del Teorema 3 se con51deran

los s1gu1entes dos casos p051bles

Caso 2.2 (1,p) & F(T).

7:0 l p) es un 01clov
flechas ~son

(zo,z ) es'. =roja,

(ya que ’,Cr v:i 'es

es unrciblb'dirigidoude

1,p,1)

tenemos que (1 z )f éfaguij,por

(p, 1 p) esﬁﬁeg;a. v

(ya que C;’es;ca i- monocromatlco)




Teorema 3: Sea. T un torneo m-coloreado tal que cada. ciclo

dirigido - de Vlongltud ;3,’conten1do Len ,Tx,esj'un ciclo

monocromatlco Entonces C(T) esfuna'dlgraflca NP

Demostracidn:

Si (0 2),,
contenldo e

‘ison’ coloreadas con el mismo

*(2'3) y (3 O) sonjambas coloreadas en
:(23) Yy
1 mlsmoffcolor no son rojas. . ni

1“('1‘) o (3 1) E‘YF(T). si



(1,3) e F(T): entonces C, = (1,3,0,1) es un tridngulo dirigido
no monocromatlco Vo : : . S
Sl (3 1) e 1"('1‘)

=‘(3i1,2)3) é5fﬁﬁftriéngulo

Como T es completa entonces,C(T) tamblen es completa y por
-obz ;que C(T) no contlene 01clos

_un ciclo

Afirmacién.ﬂBiuh*C;ydbnﬁehidbzéquV ta13QUé‘|F(C;) n F(C)] =

Como. TV es un torneo entonces (zwz‘) e I(T') o (a;zo) S
F(T'), para. toda 1 =2, 3 I 5'2,;‘f s



i) Ssi (zo,zl) e F(T'), para toda i = 2,3,,..,1 - 2. entonces
al final se forma un ciclo dlrlgldo de longlt:ud 3 contenldo

en T/, llamemosio..C3 = (zozi»_z,',zl z, ) tal ‘que |I‘(C no (e |
. > S
lo / .‘\a' " Tl
[ Ry . . . :

ii)Si no se t:lene la
flecha (zla,z) :

z z :
(zo’ I-J' -2’70

iii) si zZ.2,)5¢€ F»(T,'_) for.;ozamente se forma un C, tal que
|F(C) n F(E)| =1, = oz,

H Q- o
25 //"‘? —. g
Lt <~——\§;

Por 1la hlpot:es1s dl Teorema 'se tiene que c, es

c(T) monocromatlco __ent:onces -‘"',‘}Ca' e Slm(C(T)) y F(C) - n
F(Sim(C(T))) = a. v (Ya que C A31m(C(T)) '




Si nos preguntamos s6lo que cada tridngulo dirigido
contenido en T sea un c1clo caul-monocromatlco ‘en el Teorema

-

<t

obtenldo por Shen: Mlnggang en

[3]) ‘es ﬁu‘ forden 5, cada triangulo

dirigidd ntenidoei (‘ ckclo ca51-monocromatlco Pero -

G, no- contle

H

vértice X de ay una trayect:orla monocromat:J.ca de xav,

Ejemplo i

peorema 2 "cada'01clo dlrlgldo d;

ciclo casi- monocromatlco" no puede ser mejorada
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CONCLUSIONES

Dentfo 'vdel problema de nucleos trayectorlas

stas,,Sands,

 cont1ene

‘anterior:

"enéontrado' ningln -
conjecura ‘mencionada

antellormente es odav1a .una: pregunta ablerta.

Si trabajamos con la:c rradura de una dlgraflca 00101eadaf
por aristas, 1a con jet a

'duce en: 1o 51gu1ente{ Sea T
odo’ c1clo dlrlgldo de longltud
3 es un 01clo ca51 monocromatlco. cTendra C(T) nucleo'J

un torneo-3- coloreado-tal que



Bl prop051to del” trabajo fue encontrar c0nd1c¢oneg para
las cuales la ce1 '

(Mas ‘ain . que C(T)
Todo c1clo Qﬂdeﬁ~

ea ‘NP);

en peirftiéiil

puede ser mejorada




1]

(2]

(31

[4]
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