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INTROOUCCION 

El núcleo de una digráfica (gráfica orientada) es un 

conjunto de vértices independiente Y· absorbente al • mistno 

tiempo.. . .. 
El concepto de' núcleo fué considerado priri1~io por J. Van 

Neumann (1936) • ~kt Teoría de Ju~g()s! .1áj()•. · éi ríonibre de 

"Solución d~' .u~ juego'' .de cooperaeió11 ~'egtre' .n' pei.S6nas"; 

~~:~:d·~d?~~ri~tDocs.:·:c:tt!!tJsb:sye.tr~p·~~z.;:.11i~1t~~?:~·~~~~~f~·~ea:a.u::· 
digráf ica"./·¿C~ando Ur1a•d~grafica.p0See [1i°i}CÍ eo? ;testa :y, otras 

preguntás 'h~érpóÚ\,aci~ i'a,tíÜsq~eda~de. c()ndi~iories ~uficie11tes 
para que un~'.#ig~ática'l??se.a.}1i:iciéof: · ···:~rt .. ·· .. 

En la ).Jriméra parte. del preserite trabajó, sahcts,sáí.ter y 

woodrow pruelJá1i• que ~i ~n~ 'cii~~áÚc~ 2 "~()16i-~ada>;io 6Ciritiene 

trayectoria~ , 'n1bnocromátic~s: ~:::~~iiciJ:"~s." i~f ií~it¿s, · ·entoáces 
la digdfica .,. ~ie~1~ ridcie; ;~()i . ~r~yectÓrj.a's ·::n1ciriocro111ádcas. 

:~~::º ':·:~~;r;:::.e;:;€~f W"~~i~~1ef i;~f {~~::j:"' :r:::l:e~·~ 
Entonces ¿ T tl.ene . nucleo: por: trayectorias 1 monocromáticas?. 

En la segunda parteTshen'.Min~g'~ri~sd.:{.~¡~á' élpreximación al 

problema y finaliZ'a coÍÍ.ci~yendci qu~.~si se .. tienen torneos 
m-coloreados. COl1°lll ;~· 5 éntonces' Sll apro'ximación al problema 
no puede ser mejorada. , i : • ,< • ' 

La cerradura transitiva por< co.lore's. •de una digráfica D 

m-coloreada, deriotada por C (D) és l.a digráfica que cumple: 

i) V(C(D)) = V(D). 

ii) F(C(D)) = · F(D) u ~ iuv con color i 
i:1 
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uv-trayectoria dirigida monocromática de color i contenida en 

D ~. 
En la últinia · parte se obtienen algunas; condic:Í.ones 

suficientes las cuales :.implican qu~'. i~' c~ri~a'lira';transitiva 
de una dig~á.fi~~ : tif.{11~ ' iiti~:Í:e'o/ >er;: párticul'ar: ,trabáj aÍ'emos 

con torn~o~ j ,Una'.,',,d.e' 'ias cohci'i6l6ri~'s; 'es '_(}.¡§'; T~Úo 'ciclo 
dirigido 'de 'lorigit~d' ,, a '::)1~ J;;éc}~a~·) .Ú4 • ~s / {U:ri ; Ciclo' 
dirigido ca~i~nio~ci~~<:lrilát:i.~'b'. . . ' Y ., . ·. '''· <;.; .· ,( · ' ·· ·. 

Tainbiéri se ~k;á ·'·que 'la. • cg¿JicfcS~ ••. d~l T¿o~etÚ~ < de · Shen 

Minggang '•(qi.ie no,': ~c:i·~teri.~~ ;e\·, ni {TJ)·,~6 : i'ln~ii'é~ la'' co~dició~ 
(i) y que ia condiciióri (i). no. implica l~ c6ridicicSn de Shen 
Minggang, 
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CONCEPTOS PRELIMINARES 

DIGRAFICAS 

Una digrát"ica D cousiste de un conjunto finito no vacío de 
obj eto:J llamados. · vór;t j ces, j LiutO .cou •un con:j unto de pm~eu 

ordenados de distintos ;• verl:ices ,< Sf• D .·.es , una · digráfica 

denotaremos por V{D) o,.s,imp!'éill1ente v al _ccnijunto d_e vértices 
y [o' {D) . o F denoia~á·~~'.l :e:o'njli~-t~· de. paiés ordenacfos' a los 

cua~~s /.~an~t~1rf:ª1fM,;f~i;i;~:-n!:·./ts~'.i-:1cid.e11te.•· .. desdé X e 

incidente hac.ia;y; 'Ade1nas; cthe1Jíós' que x. '1313,; adyacente haciél y 
y y es adyacefit~ d.~~d~ Yx ;',¡ > .. \ ·· · · ··· ·· · ··· 

Un 'cáfoiricJ '?ci1'i:i'G1d<J{' ••.es una ·~{1¿·e~ió1~ de; ~értices 
cx

1
,x

2
,x

3
,;.·:,x)':i:a1' que·.<~1 ;x;~J: <:' ·~Fl'ot J?~ra -i e 

~ 1, 2, ... , n - \'},/ Si' :í:J:' Jbci~ino ;~~",, i'1~m~1~k • cém1ino 

cer~:d:.ic10·, i~Üibi~~J·· ·•es 'u~. ca~i~~t ~i-:fado rio.~'.t;~vial ·;con 

todos los ·· vérüces idisÚri't-os~ .:( ~~'Cl~pto ~i> prirriéro ' ? · el 

~~ t ~:~~ ~· .. ~i~:r~:r~~--~~:t{~~i;ut-:~~~~df t:~~~=-·0: J~f te~i-~::~~: 6·~ · .. D es 

una· crayéctoFia ;'(dii-:!-;idii)\~s .u~'Ea~irid\-~ri/81. ~ual/ todos 
los vértices son:>·distintos, ia ••.tra'}'ebtor'ia\ <xi,i~;-. ix) ·se 

dice que • · co'~1~ct:a'.,. a· x
1 

.· con. x
11 

. y . la ···denotamos' C:~;no x x -
, , '" '. 1 n 

trayectoric¡ ·... , ., 
Una trayectoria exterior infinita es una sucesión infinita 

X
1

, x
2

, • • • de véitices distintos de una digráf:i.ca D i:ál. que 

(x
1
,x

1
+

1
) eF(D). 
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una digráfica D es completa si, para cualesquiera dos 

vértices distintos u y v. de D, al menos una de las flechas 

(u,v), (v;u) está en D. 

una digráf:i.~a D és· f.uert~ment~ conexa si para cualefK]Uie:ca 

~~: v:;t.i.ce:~~·~~~·~f~~i,:~J;~~i~:~r.:·.~~·· .• ~c:t:Y::tr0c:ia f~~:~:~::c~ 
conexa de n. se'.:ie.·1Üama cowponeiii:.é flierteri1enté éonf!xa. 

' . .::·. :·.-;_-: ''·"·.t -., , -"' .... - ... ·--

Una digr'á.iica :~\·es ft1amill:onlalla si contiene un ciclo 
-· . '···· -., 

Una di~rá.~j_~~ ·~¡ 
' . ,- ,,_ .,- " 

de una digr6fica D si: 

i) V(H) i;; V(D)'. 1 > 

ii) F (H) i;; 
.. . . --~--· ' : 

Una digr~Í':i.ca'.1-1 es sÚbdigrÚica indú'cida de D si: 

i > v ,f;} -···~·'v,üi<. :< 
ii) Si u, son .taÍes que (u;v) e F(D);, ei1tonces (u;v) 

. - ·,;_ ~ , __ ·._ - ·,,---· -' .. 

Si H i;; V(D}, ·d~n6t~ ';1a su~~fg~:áÚca c:Íe o <inducida 

por H. ."-,; _'. ;'~- ··: .. _, ... 

Una subdlgrá,ficei Je11~radora _de 
cuyo conjUnt.c:Fde :_•_vÚÚces' es .v (Dl . 

Sea D Una dig~~Úca: . . '.•... ' 

D es una subdigráf ica de D 

i} Una flecha '(ri/v} e -F (D} es ··asimétrica si'- (v,u) rrF (D} . 

ii) Una flecl-Ía (LI;v) é F(D}es simétri~a ·~i (v,u) ~F(D}. 
iii) La p~rte ~aslu1éEfica de D, d~n~tada por .Asimc(D},, es la 

subdigráfica g~í1:~ra'd.o~~ de o c'uyas fl~chas son. ia~· Üechas 
asimétr1C~S'.:;·¿}'~ )J >:.·,.·'···· ·,,>:-

iv) La i p~rf ~: si1~1é}ric~ . de D 1 denotada por Sim ioi I es ' la 
subdigráfica. gener·aaora de o 'cuyas flechas son las' flechas 

simétricas de D. 
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v) D es una digráfica asimétrica si Asim(D) = D 

. . 

Un Torneo es una digrafica completa asimétrica. 

Una digráfica D es transitiva,- si (x, y), (y, z) e F (D) 

entonces (x,z) e F(D). 

NUCLEOS EN DIGRAFICAS 

Sea D una digráfica y S ~ V(D). 

i) S es inde~endiente si V x,y e S (x,y) ré F(D) y (y,x) fi! 

F(D). 

ii) s - S) 3 y e S tal qu~ (x, y) 

e F(D) ;,' 

iii) S es ~ri ni:icléo" de D. si S es indepemdiente y a~~orbente. 
'.: .. <-:.:' ·:·i-~:, 

;-'.·--_--'. ·: .... ·.·.·.:. · .. ··.'.· 

Notemos que no posee núcleo Jy . si 

digráfica tie{~~ iiCici~ci nó 1~ece~adame1~te ést~ en ú~i.co. 

Ejemplos: 

Ulyráflca uln núcleo 
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D 

ülCJráflcü, con 2 núcleos 

S {1 1 3} es núcleo de D. 

8
1
= {2,4~ es otro núcleo 

de D, 

Un semi núcleo'· de una digráfica D es un conjunto S i;; V {D) 

tal que: 
i) s es indeperid:Í.ente. 
ii) Si existe' u'mi' Sz' - flecha con z e (V(D) - S), entonces 

existe üría ~:S\- flecha en.r:i. 

\' /~: 
surgen dos.···· pregt.Íii.tas apartir de la definición de 

semin(1cleo':·:' :'. :.;~. ~:_:_-. </: .·{ '. , .. 
1) ¿'l'odo ndcl~o '.e~. ~eniii1C1éleo? 
2) ¿Todo sem:i.i1iicleofesliúéleo? 

. ':.·~.:~ 
-.-- ·.::> . .'·. 

Una digráfi~~· D ~~·Úama: 
: ,-' --~;.-'_-<':: 

i) Núcleo Perfe~;t~ (NP): cuando D y toda subdigráfica inducida · 
de D tiene. ÚÍ1 nl:i'c1'eo\; , .· 
ii) NúcleoUníperfécftÍ b;Ítica {NIC) .si D no tiene núcleo pero 

toda subdigl:iúiC:a inducida estrictamente contenida en D tiene 

núcleo. 

DIGRAFICAS COLOREADAS 

Una digráfica D es rn-coloreada si las flechas de JJ son 

coloreadas com m colores. 

Una trayectoria monocromática dirigida de D es una 

trayectoria dirigida en la que todas sus flechas tienen 
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asignado el mismo color. 

Sea D una digrá.fica m-coloreada y S i;; V (D) . 

• .. - ,·.,,:e·<,-,·.·• 

i) s es .independiente' f?ºr,-frayect?rias .monocromáticas si 

para cualesq\I:i.ei'á Jd'Cis vértices., x,y existe una 
xy- trayecto?i'~rni;iiocii''brfíá t.iéa; air,ig:i.d::l 

monocromáti'Cki':dirigida. :<. ;'.• 
.:'' ' :~;;,~ .. :~ ;,.;~. : ' . 

;,... -· ~+_;~.< .:;·.·." . "t ·; '";_'-~ • ;-~- ~ 

ii) S es absorbeÚe ·por traye;;tOria's monocrcJ1náticas sL. \1 X e 

(V (D) :-· s l ... / ·~:ic.(~;~~:ut1~' t';:ayectcida .nio~8~r6máti~a dirigida de 
x a un vér_tice-•de'•.'S_. 

iii) S es ndc1eo pór tré1yectorias monocromáticas de o si s es 

independiente' y abs~rl:Íente por trayectorias monocromáticas. 
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CAPITULO 



TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN UNA DIGRAl<~ICA, CON RESPEC'fO 

A LA COLORACION DE ARISTAS 

(B. Sands, N~ sauer y R. woodrow, 1982) [Í] 

Sea D una: digráfica,cuyas aristas están coloreadas con dos 

colores. Una trayect~ri~ , ~10nocromát:i.cé'l dirigida de D es una 

trayectoria 'd:i.r:i.gidii' en, la que todas; su~ aristas: tienen 
asignado·,ei'. ~il~~o·; '··colói~. • ~r~ba'r~mos '<:i~e·~·•,s:C D.·: 110 ·b~ntiene 
trayeci:'ori!~s< n1611:º¿·~6ma ti'c~s·: ~J<i:~a?rJs X irif ir1;i tal; ent011ces 

existe un ¿;c;r;jt1~tc5' 's7 de> vérÚcE:s' ·de' ¡J\"independiente 
• ·. ·, ·-i ·'.·~··, :-~~:·.·~·:·· <·'·"'·;;: ,:/,e- . - :,' ... <.'·. >:.- ,•:, :.-~. ', ·> :,> :;. ·,: :;,:.: '.~~:.:: ·': . .:_:_, ··,"\; .... ·:·1,·. 

por trayec~orié:ls monocromátic~s"té:ll:,que; p~ra. t?do· 'Vértice .. x 

fuera de .'s;· i:;¿fsf~'.;'ii11:a~trriyJ8t:'~iú6irioN~u~·c~,.1f·e~.0~a,-:p~10:cr'··ª ..• ·.:." ... :.t'dr>a:,ry'1e·.,gc>t·d
0

.:.'ªr,"
1
. da,es. 

x a. un vértice ide} s ;< esi ci~.8ifi s, E!s: . , , 

monocrornáticas!de D. ' , .: ¡,. ,',' ' ;/~'.; ,:·.~. 

:::~::=~r;{~~51~~~~g~~1t}"~t~f ~lf~;r J~~~~:~!;~!~::: 
Es decir, ~ v ~ , és m1cleo po·~·· t~é:lyeC:Í:~h~simcin6c~6~áÚ'.cas,de. T, 

una ·prueba~ di'.i:-~btca~/d~ éste·::r~siil'ta:dc/ei'tá7 'a~'aah;6r\.R~ 
0

B .' R'eid 
:•r ._,.,, 

en [2] 
·-·· - . -· - -

si las ari~~as no, ~~~~~J~d~s o' todas 

es tan pintadas con 'el mismo' color ~é ,llega ''a\.i.lii w~:sultado que 

dice: 11 Tod~ , tC'lrl1~() finito T co~Üe~e i.ln vértiCe' v. tal que 
para cualqÜi¿;;. ot;6 v'értice X 'de T ~xisl:e una trayector:ia,. 
dirigida d~lo~gil:ud alo mái dos dexa v. 
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Si en el caso especial se usan más de dos colores, el 

es falso; pero si el torneo es transitivo el resultado 
resultado sigue_ siendo. ·.verdadero, .. no importando cuantos 

colores sean ~s~dos: 

"' 
El siguiente< teorema es: ei result~do ;prúi¿ibai· de nuestro 

capítlllo .::~·' -~'··' >· >, ,"< ¡:~·;· '.:0, 

• ·• D J: ~riá: tfgiáHctaa. "l•• ... J~yis, 'irLas Ootán 
coloreadas ··con•; 'acís . ci6i~ieJ y. . qüe' ••n. rió .. contiene 
trayectorias ;~6·I1;croíl1átib.h~ <~xteriore~ ~i1ifihit~s. ·· Entonces 

existe un· c:cii1:jU1{í:6 s<a~ vé~clC!~~ · de· .•. · r:J' inde~endi~nte por 

trayectoriií~ fíl1Sn~ci':o~ál:ica~ tal;•, que • · s' · 
trayectorias ato. • . 

es núcleo por 

'·; .:',,," 
• •... __ , •. ";•1' 

Demo.st~~~iÓn:_ 
Para la de~1e,;'~l::~aciÓI1 .del .Teorema sé dará. un orden entre 

- >· ,, ' - · .. ' 
los conjuntos: ir1depel1dienl:es, 'de vértices de D, después 
encontiar~;ü6é~ <'u~ "81emeií°t.'o> rriaxihial <~-d~ ,.dich'o's conjuntos' el 

elemento 'm~i:inia1 i~né'6rii:'ia~b ".~~,,el 
para ia deil°io'~i~aC:¡g¡:;,. · .. 

:~',!. 

Supongamos 'que . los·· doss co16res con los 
la digráfi'ci'a 'o)s;'n.' aiil'.c y r6j o. ~.;; . 

tra~::::~:a: •Jt~cC!t~~:~1~j~i~,J~~~i.~~s •· ae ri 'iridepel1cÜ~nte por 
' ,·.· . ./·' .·;<. "'.:·,,_·_ :«''. ::·'; 
> ,.. :.- . -; ·:~·: .'·'.~ -

Notación: :seari~J,,; y véJ:t.¡c~s~;d~~¡) 

; ~·'::" · :~J~!tiEÍ:f .i·rt:~;~:~ · 
vértices indep~~cii~~t~~ 'de ·•. D y 

trayectoria dirigida de 

Si S es .un conjünto de 
X E V(D), X~roJáS 

(S -roJ"x) significa que .. X ~roJa-0 (-0 -roJax) para algún 

-O E S, 

- 9 -



Similarmente se define 
d'l.Ul 

X--? y y éste 

significa que hay una trayectoria monocromática de x .a y. 

Definición: Sean s, T conjuntos indepe~dientes de vértices 

de D, s :s T si .V .(¡ E s' 3 '¿ de, manera que' :o, o 

.(¡ -->'"<ul l y 
'. ·_ · a'zui." 
l~H. {l, T··~>··S :s: .. T~. 

:·' .. ·._ .. 

Resül tado:. La<c81~cciiJn :de :i:odo~ los conj~n¡os de vértices 

independie!li.:e~. de···:" n' por la 

relación :s ~· ~ :~\ ::·:~;" 
\•. 

, ..... . 

·:·". · .. ·'"·'. 

i. s s s• . .y s•i'si':=>;S s's'' 

de todos los conjuntos 

independientes_{d.~n. 
~-···r' ·~·--::-:~·.:, ":'. ',·- • •< 

1. Supongamos.que ·s':s·S' y s/:s S", por demostrar 

decir, p,d;:,. V ó:E· s 3 <1 11 e S", tal .que.A =·· ~" o 
.o u --1--i' ª_.Zu '.o .. 

Como S s S' =>-.'t/·<léeS 3 <l'E S'. tal que·<l = <l' 

S s S", es 
.o'-)a:e.:ul.(1 11 Y 

y 

<l' -1-/'"u'o. S'.s su ~ V· :0 1 e ·s 1 3 .¡¡" e S" tal que .¡¡'= <1 11 o 

.¡¡' --)azul.0 1~ Y ·.oit·~~zut.Q.' 

Tomemos {le S;'para'dicJia.¡¡ éxisl:e-<l'e-S' 

0 -azul.¡¡, Y~<l':>)~zul 00 
tal que <l 

i) Si -0 · por,l~ipotesis 3 -0 11 e S" tal que .¡¡' 

a) Si <l'=.¡¡" entonces o 0 11 • 

- 10 -
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b) Si y entonces y 

-0" -f-/1zu1-0 (ya que -O -0'); 

Si -0 -O' o" ó {l --~L\:.!UIÓll y Q.ll --J+-)flZllJ.{} p.a. 

-0 11 e S". 

(tenemos 2 casos) 

a) Si 

S". 

Supongamos. 
-0" --~ª~-~10-, 

.. s :s s 11 • 

entonces y 

y 

e S" y 

-0 11 ~"z" 1.-0, como 
·;·';~ '· .:. ,. . . iJ4'U 1 

Y.. · .. (Ya que -0 11 -f-7 -0') • 

p.a. -0" e 

entonces 

.(). ll -/--:/lZU 1 (}. • 

tenemos 

2. Supol1gam.os·S :s, S' y S':s S, ·por demostrar S S', es decir, 

p.d. 'ti. -0 e.,S.3 -0 1.e S' 

Como S :s S' 

(l / ~i~ZU J ~. ·~ 

-0' -""u1~0 Y 4 ·¡5;~~u1-0, 
º· 

Tomemos -O e .S ·para dicha 

Ó~d.ZUl.Q. 1 y o' +üZUIO,' 

i) Si -0 o', entonces o e S'. 

e S tal que o.' = -0 

a) Si -O'= o entonces 

y 

3 -O e S tal que -0' = -0 o 

-O 3 o'e S' tal que o Q I o 

por hipotesis para -0 1 3 -O 
o 

azul 
()--O 

o 
Y,· (Ya que S es 
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independiente) . 

b) Si .o' ~dZUl{') y 

que S es independiente) 

a = D' y a e S' V a e S. 

Análogamente a•e S V a•e S'. 

.. s = s• 

3. V G E s 3 G'E s tal que a 

" s :S s. 

.. La colección de todos 

independientes·· de D están 

tenemos 

G.' 

ilZUJ .a- a 'V (Ya 
" 

los conjuntos de vértices 

parcialmente ordenados. 

Definición: Definimo§ ¡; conío lá f~rl1iÍia de todos los 
conjuntos S .snci •'.f_i6í()~{cte o/vért::ices. irídepéí:idieí'J.tes• de .• D tales 

que si S~rula/j, ·c~~2~h~e~• 
e ~ s ¡;; ..• v'(o)·~·. Ji: . . 

entonces 

Tenemos:,quer,c ••. es ya que exis~e .. un vértice 'v tal 

que si v _L,.'.,Jjy > entonces iy --¿r.~J"v V .y, y. pó;: {o tanto 
~V} E C. '• : .;, 

DemostracicSn por reducció11 al 
Supongamos ,v P ··~···V(rl) ·~ roja -/-.-.',ruja 

V---) Y , Y > V 

Se crea una •.t~;~~e'dtClria ·monocromática exterior infinita 'V 
u 

" .e "' 0. 

' .: 

Para la ~emostración del teorema se usará el hecho de que 

- 12 -



(C, :s) tiene elementos maximales, cuya demostración se 

presenta a continuación; 

Sea G. .cadena en (.C,:s) arbitraria y definamos al 

S e~C de modo que a e T, V Te C y S :s T~ 

.... >,·· :,: 

Te!1emcis ~u~' S 00 ccinst~ de los vértices de D que pertenecen 
a todo elémenfb' de C; apa~tir de un· cierto .s . - .. . ,. ') ·:.·,. ·.. . ··. . . . 

Queremos'•.:den1ostrár ·que s°' e~ cota superior de r:. 

Sea s e· c. i~~it:.r~ri~ y. o e s, si a .i s"', · entonces existe 

Como s S
1 

,•:_para o .existe un 

~1 _.:_Bazu1<1. Úor. def. :s) • 

tal que -0 

d~Ul o --7 o 
1 

o "' o l (Ya que 

tenemos 

Como· 

>:·: .; '. .• 
ll .s

1 
y <1

1 
e S

1
). 

- . • ~-· ~2 l )".ZUl~l ·,, .(p:eJ:'O 

anterior podemOf;- aeducir_ que Q -¿ozu\ :. y 

y ya 'que se tiene 

que s :s s
1

) • 

º)•-- ·de 
, -O ·-1-· • 1azul 0 2 . . . 

azul 
Q --7 o. 
: 1 

o o 
l 

a o 
;~ 

lo 

(Si 

ya 

s"', apÚcamos el procedimiento anterior, pero la 

suseción azul . azul 
-O --7 . 0 1 --7 <>2 --7 por hipótesis no 
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puede ser infinita, at;í e::; que t:!ll clctermluado momc.:ut.:o Llü 

- 1 d · · t t · Si se repite un repite algun -0 1 o e proce inuen o ermina. 

o entonces habría un camino de regreso ~ Por lo que existe 
1 

ClJ .1í'!UI -1· . c.&ZUl un .o e S tal que -0 -:---:-?' . · <\ y o - · -0 , 
n ' ll n . 

s"' ~ 121 

Como -O era arbitrario, dada (1 E s 3 -0. E s"' 
11 

tal que 

azul -- ' 1l~lll. 
o--> o y o -f-> .{) ·O 

. 11 n . ·: : 

8
00 

;: S.• Como S era .. 

Ahora · de~ost·;a.~e~~s · 
:'·· ·:;'.· 

trayectorias· 

si 

•que 

o E s'°· I <l = o 
11 

arbitrarios"";: S , V SE C. 

es independiente por 

sean. s, : t .;·~;\~q ':; )?;;:r s _;_¡-.,. t . • sti~óngán1os sin 

pérdida de gen~~~liditd :'qJ~-. s, >;T e C.. son tales que s e. S, 

:--:;.'º'~t S Y: qt~~tsk.;'~1~::11~:~~~~0iÓn' ;sf y J~or '10 tanto 
,. ·;,,... .. '· ., . . 

s'" es ind~p~ncti~n~e• .. IJcf;. túiyéctorias 1Í1onocromáticas. 
- _· ,; ~'.:; , .. : ; . 

Por demostrar que 

si s"'~r:;J~Y<~i1i:'~~~~~ _ ~· "'~~'ºs"' · v y ,en. 

SupollgaÍnos •si '. }, r~Jªy y:sea o una d~ las aes"' tal que 
i•oja 

- ~ --""' • - - - - -- .-- -'O -- V,-

(1 -:---:-? y . Como 4 e S~; e~iste S e '(; tal que <l e S. Como S e 

r., si S ~roJ~y '. eÍltonces :._ - mono 
y -:---:-? s 11 y E D. 

Supongamos y-· -.->'"º"ºt, 
Y -:---:-? azu 1 t .. 

t e S, entonces y ~roJ"t 

i) u 
o 

(Ya que S es 

- 14 -
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independiente) 

Y~azult, t E .S. 

El vértice t e S, 

supongamos que, t ii! S
00

, 

pero no necesariamente t e S
00 

como entonces para t existe 

too:: ,O 

t 
.. '- <~z.··.'.u1.:t.,;:; ··.···· ·· 
~ yy· 

·.,zul t' ru. : ···:·:t.;E ·. Sw .• 
Y~ ..... ··•.·.. . 

Se concluye 

E V(D). 

s"' e e;:· 

que 
~lu· 1·11 Jo1 ::; --) y 

y 

de aquí se sigue que 

entoncan V y 

Por lo tantc:i.se'tiene que todácadená.en e tiene una.cota 

superior en' e ·~y. enton'ces 

elementos ~l~x:Í.n1~les; : 

. - . . ; __ , , .. ·;::- -.::,.:.~;: '.' '. 

Demostración· del'· .. Téor.ema: 
'~ -_ ·' ~"""' ... ·:¡-::· -"··" 

zorn. (C, ;:;) contiene 

:." ;·::;.,!--

Sea S un ;e{e!he1~t·~· m~~in1al de· (C; "'), por ser S: elemento de 

~ien:: ~!e::~{¡~l1,sJ:::}1~:ip~ndienté. sGpon9 amos que existe al 

.. -. ·;·:,:, \:_ ·/ -~<:·:.,, "" 
Sea X = ~y _S~,·~y>·seéi x. e cX,.'de modo que si 

x ~roJay ~n~6rí~es /> > ···~J:~/:, i ÍJ Y ~ X. 
"~~ ' y• ¡, 

En X existé ~~~ eiei11~,;~t~ X. tal que si X-· ->'""Jªy entonces 

y~ruj ... ~ ,. ::v·::y,i'e X. •Si suponemos que ninguna x e X· 

cumple esta condicion· se ·llegaría a formar una trayectoria 

monocromática ··~~teri'or infinita, lo que nos llevaría a una 

contradicción. 
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Así, sea x ii! S tal que x -{-7111º"0
s y tal que si X ~rojay 

entonces 
. roja 

y~ XI V y E X. 

La demostración del ·-teorema consiste de· encontrar un 
vértice y _ii! S, ·.ye•,X'·tal que-x:-:--~/·0 J"y pero y+rºJ"'x. 

:, :,, .· : 

observa¡;ión;.·; co1~o¿s-e .c. :.y x +"'ª"ºs entoncés>.s +•·aJüx. 
··:·;i·>:;··.: 

.. • ·j . < .. !.',~'· .. ,, · .. : ,·.:.~; ''.<~ .. :<: . ;~ ... ·1·11 >·' 
sea I • = {t. "s.•/ t."__{-; .x ~ 

Si T ~ s, ;:nt¿bc~sii. - T--.:-/•zul; 1 V (> E s - 'T. 
Afirmación.~· · f ; ~ .{ ~ ~ ·es' inct'ep~1~dfonte _· y T u - { x ~. > s . 

Como estamos.·•·- • suponiendo -.que ;·.~~mrm~S, en 

P~; i Otro lado ·-como 

s -b,.º 1"x• , . enr~~~:tic,i.tl~.:t:·~· t.enemos que ·1 1·.:...:..F>'''.'J"x., , _. adeiíiás 

a T de .·n\~¡.:;~J_"~;,·que T ~,.~;;. 1 .\:. Por !'o tanto como elejimos 

y· y además-.. T 

entonces T li;J.X F 138 c,iI1dependieút¡:; ·-

es ind~p~~diente 

Por 

il si o e T,.: e:lCiste t .. ·~. T tai. que .i = t. 

azul ii) Si <> que .Q~ X y 
(Si X ~azul<l e0r1i:'6;1c~'s x' _ iuº'.'~S ~) 

Como X -¡¿u'.º~ºSbe~toÍ18:1.2 ;l :>.izulo' V <l e S. 
S < . T u { f f: · '. -' '" 

;· ,'.; ·:. ~ ::.:: "-'. ~.::~ .. : .'.~:· ~<·.~':' ':~.~. ~.' .. 

Ya que s: es :m~xim~l,'éntonces existe 
(T U {X} ---)rojay) ·. • Y 

Obsérvese queyii!. s. 

- 16 -
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Supongamos que y e S entonces T u ~ x ~ ~ruJds pero 

ya que T ~ , S y S es independiente y además 

y¡;! s. 

Ahora analizare;nos. T 
X~roj"y,\ 

u para demostrar que 

para algún. y E V(D) • 

S. rujo 
.~ ... ·.Y 

. ,·, .'·. ' ' .. -
·,, ··:·-·· ~··_ ·· roja · 

Supongamos que : T ~ y, entonces corno s e e 

si 

i) ·Si 
"· ~:;;;_-

~ (Yaque·s es independiente) 

ii) Si 

::.:. ·-:·-,_-_,. -~> .:··
:,._:- --~· .. :"a:¿~l. 
Y-"--:-+ S 

::: "-. /,_.·-~zul 
entonces :Y~ < :x 
a una 'J. 

o 

<.1zld 
.. Y -r'> .< S - T. 

T. y como sabernos que 

pero por· ( *) _:Y +>mOonT :·u 

De i) y ii) tenemos y -/-)"'"""s - 'I' 

s T-:>nzulX 

{x~ llegarnos 

Ahora demostraremos y -:-f-?"'""ºs. (es decir, y e X) . 

j) tenemos que 

x --/"1''s ~ (Ya (jue· habiamos supuesto que x -¡-/"º""sJ . 

.. 17 .. 



ii) Supongamos que y -->azu1 8 y teníamos por (*) que 

por lo que si 
.:..zul 

y~ s entonces 
u.zul y--? s T 

pero s '.- T ~"2" 1 x .. Por lo tanto y --?""'u
1
x pero por (*) 

~1nono y I • X,. 

( ***) 

Tenemos y -f-'>"'º"ºs, 

( *) Y -+->"'º"ºx. 'iJ 
u 

.. y E X. 

y \i! S y además 
ruja x--> y, 

s satisface las condiciones del teorem~. 

pero por 

• 

El siguiente corolario es un caso especial del teorema 

anterior. 

corolario l: Sea T, un torneo finito cuyas .. flechas están 

coloreadas con. dos colores. Entonces T tiene núcleo por 

trayecto~ias mon6cromáticas. 

Demost~a6ión; 
: ., 

Como . . T:: e·s .un torneo finito, se tiene que .T no contiene 

trayect~ria~~ ~6no~romáticas exteriores infiriitas y por 

s 
el 

án,~eiior: existe 

vértices .d~ tal .que s 

· .. "".· '': .·.· .. 
conjunto' indepe11ctiénte 

úúcleo por trayectorias 

de teorema un 

es 
monocromáticas de T. 

Como Tes un torneo se tiene que S con~ta d~ tin sólo vértice . 

• 

- 18 -



A continuación se presenta una prueba directa del 

corolario 1 presentada por K. B, .Reid en (2] 

1) 

2) 

3) 

Demostración: Por inducción./ IV(T) 1 n 

::::n:~:()~/~CeFl·~:.~::~;ii{t:aao'·~ és ~álidb 'para un torneo de 

orden 'n\el1oi:é;iuezri; ;,d<:l'h'cte'ri\~'·• 2/ .. •' •'.· ' 
Por de~1o~tiai que' :~e> ~uh1~:i~ pkl!~ t<:lcto forneo · 2-coloreado 

de orden ;1;; (· t '.' . · '..•."'····.;.: . . 
r; '_: - ' 

Sea. w c\iaiq\l:i.~¿ vértic~: d~ .una 2-colo~acitSn de. las ,.flechas 

de un n~toriieci T.' Paf ;i~:~ i1ifüst'es~~>de, il1ciuc'ciól1 exiSte un 

vértice V en' T, ~ w.· • tél.l'qu~·:pc:il:'~ ·~ti~iquier ;otro vértice X en 

T - "'I exi~t~ uná· t':raye_ct:Oiiél .. nícil10crómát::i.ca a' V. 
-:C_';-' •• :~'""~-t.;.- :···.·,-- ,. -.-_ 

:"·:· '·-> ' 
Como T es:uri' toih~·b(el1t'on'~~s; ¡¡;; v) :;;, F(T)' o (VI W) E F (T) • 

i l si. (;.,, V'):·E;)F.(Tl ~~~·~ét6abaÍi16's; 
sup~~~am~~P~~J(~~~~x~etJ{}f}·0l}' ;~:l:e ~=~=!el:. de· generalidad 

Para cualquie)~~iti~e·~~'. en '.r definimos: 

Vi (X) = ~Y /;J.~E~~\;) ''y T~ Contiene una trayectoria de y a X, 

en la cuai cada üeb1;a es de color i ~ · , donde i = 1, 2. 

Por la elección de v, V(T) V
1

(v) uV~(v) u ~v,w~. 
Definimos: 

B ~Y I Y e V2 (v) - V
1 

{v) y o (y,w) e F(T) es de color 2 o 
(w,y) e F(T)~. 

Si B 0 , entonces w es alcanzado por cualquier otro 
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vértice vía una trayectoria en la cual cada flecha es de 

color 1, así que el resultado se cumple para T. 

supongamos qüe B "' 121, Nótese que si y e'. B ~nt:an~es (y, w) e 

~if t:d~ 1~~#,{ff ~~·d~j~d~:eil;~ .•. ·.·.:·.•c~,o~re:ocll~:aJr~e1i0:~)8.~.::.:,•.•.~#t.'.r·:····_'.~i.·····.·······.t~~ü::":~ 
satisface lil's 'conct1C'i6nés: . .. . .. . ... 

•'{ ·\··' .'·.,·.'·'· .•'./ !::. ·:._~;· ·. :)·. < '.•' •• , . . ·j:_·:-::-

con 
ve

-rtPo
1
. re. ·e ... l ... ·.ª. e .••. •

1
, l.1·.·.·.1."cpo.61·.·1···7J"~usnit:~0: : d~ irídJc~

1

iÓn ••.•· ~i • s~b~·¿·~i-1~6 de.·. T 
- <.a , ciorll:ieríe :;uri )v~r"t:i.~~ •·.~· v el cual es 

alcanzado por cualquier otro' verdee'• en ''B vía'. uii"a, t~a~e~toria 
monocromáÚc~ 'incl{iyendosol';;i vé'rtic~s··· eh· B ,,· 

Notación: 

{Y e V(T) / (x,y) e F(T) ~. 

{Y e V(T) / (y,~) e F(T) ~ 

Si v
0 

e V
2
(y-).nO'l'(w), puesto que 

color 1, se. sigue· que: . 
(w,v) 

o 

Por la definición deB se tiene: 

Cada flecha que va desde V;;(v) B a w .. es de 
V;~ (v) (1 º-r (w)' entonces: 

V
2

(V) - B ~ V (V) 
1 u 

Por las anteriores tres observaciones, 
o 'J'(W) 1 entonces: 

- 20 -
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(B - ~vJ) u (V
1 

(v) u ~w,vp u (V
2

(v) - B) s; V1 (v) u V2 (V), 

o 
V(T) ~ Vº ~ s; V (V ) u V (V ) ' 1 -o .-· 2. o 

Así que >v .·satisface. las' condiciones del corolario, 
o . 

). ' ,' ' . 

Ahora supong:~~:L·~Lv~(V) 'ri 'oT(w); es decir; supongamos 
r-::';' . 

/. 

Si algún vértice x .. ·o 

alcanzar· a<v~ vía uria 
. o·:·· i 

E V:::(v) n .o ... (w.J ( de aquí en BJ 

trayectoria·· donde cada flecha 

color. 1, e'ntoncies : 

V(v) u~v,w~u (V(v) _:B) s=v(x) 
1 . . . . i. -· 2 - 1 o 

así que, 

v
1 

( v) u ~ v , w L u ( v ( v) - B) s; v (v ) r 2 . ·. _ 1 º 
,. ,_ ··- ,·-;:'' ·:. 

Entonces por.la~ele~ción~e> en B¡ 

V (T) - ~V ~ s; V (v•) u \r (~:, 
o :· l º. 2. 'o . 

puede 

es de 

Así que v
0 
:~t~sf~~~. la~ condiciones del corolario.Supongamos 

que no existe·tal 

supongamos. 

''rí'?;·c~l s v; Cv
0
l 

'<> :-:: ·. -:·.,' 
Ya que la i'1e6l1a ( v -, ¡,;(-;,;¡;, .de . color 2, 

u .. 

así que V
2

(v) n- .o ... i{V:~. V
2
(wl - ~w~ Como la flecha (v, w) 

es de color 1, V
1
(v).u ~~~ s; V¡(w) . Y 

(V(T) - ~wp - (V2(v) (\ OT(w)) u (Vl (v) u ~v}l s; r ... (w). 
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Así, 

V(T) - ~w~ ~ V
1 

(w) u V<l(w), 

y w satisface las condiciones del corolario. 

• 

Si las aristas del torneo no son col6readas (o todas están 

pintadas con el mismo color), entonces llegamos a un 

resultado que es .bien conocido y qU:e dice; 

;· ._ ,._ ' : 

1) Para n = 1 yn = .'2 .~s clarci: 

2) Supongamos' que el.resultado es valido para todo torneo de 

orden rnen6r q~~/Ü'. , i • .. ·· < '••·· • ·•• 

3) Por demostrar q~e)s~ C:un1ple para todo torneo. T de orden n. 

Sea w · cualq~ier .vÉlisi~e de •r, · 

N- (W) = ~y € F (T);j.• (y,¡.;.¡ € F(TjJ 
' - .·.-,:,':- :-·: 

Por la hipól:esi~ d~\ inducción existe un vértice v .; T -

q W ~ U N- (w) J \::a,l' que pa~a cualquier otro vértice X de T -

q W ~ U N- (W)) existe :una ~~ayeci:.a,ria de longitud a lo más dos 
de x a v. 
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.. -· 
Como T es un torneo, entonces (v,w) "' 

T' 

F(T) 

i) 

ii) 

O (W, V) e 17 (T) 

Si (w,v) e F(T) ya acabamos. 

si (v, Í.rl,\• e .· F ('.r)! : ~'hconces v 
"'V (Ya v:~.T (~W~ 

) . . 

.. el vértice v satisface las condiciones ~el ;corolario. 

• 

e 

u 

Por otra parte tal límite en la longitud de las 

trayectorias. anteriores, no se puede. dar en el corolario 1. 

Por ejemplo:. 

Consider¿n1¿;~ un tornéo T c6~ vér°ÜC::es 

cuyas flechas ..• son coloreadas como' sigue: 
(t

1
, t

1
+

1
) c~n~colo~:;·~aj'6 .~iiJ;ira s i s n - 1 

cori éolcir azul.: para j. >. i + 1 

l 
n-1 

... 

tJ y 

De acuerdo a como se ha hecho la coloración de las flechas 

de T, se observa en la fig. que t es el único vértice que 
n 
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satisface la conclusión del corolario l; además la (mica 

trayectoria monocromática dirigida de t 
1 

los otros vértices del torneo. 

a t pasa por todos 
11 

Ahora, si usamos más de dos colores el co.rolario es falso. 

A continuación presentamos' un co11'tra~j emplo: 
..: ·:-. 

Sea T un torneo' con tres vÚtic~s:: ~¿¡ '. • b, e~,. y con las 

siguientes fle~há's i' (a,b)f: (b,c) .y (c,a), .·· t:8c:ias pi~tad~s de 

un color '<iif~rel1t:~ (' ei1 •<ei s.i.gu:Í.ente C:ap.Ítulo : llamaremos a 
éste torneo n : e·. ;,', ) 

'. ~ 

b 

T 

a c 

Apartir de éste contraejemplo, podemos construir una 

gran cantidad, solo basta con agregar vértices al torneo T de 

tal manera . que las fle.chas de los nuevos vértices vayan hacia 
a,b y c. 

Ahora consideremos el siguiente.torneo: 

Sea T' un torneo con V (T') · = ~ a
1

, 

c
2

, c
3 

~ y con la· siguiel1te coloración: 

a . 
2' 

con.color rojo 

(e ,e J 
'2 3 

con color azul 
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(a:i, ª1)' (b:1'b1)' (e", c 1) con color verde 

(a 1, bJ) con color rojo V i,j 

(b
1
,cj) con color azul V i,j 

(c
1

, a 
1
) con color verde V J,j 

ª2 a 
3 

-r "º .\·.a,,li 1\1 n~~··" ..,e;,. \;e"' <1V\; l~ \,,·:,., ..... L .... 0

l·· \o· .. 1.l(l'~.- ..... c:-s. 
T' es un _torneo, cuyas flechas están coloreadas con - tr,es .. 

colores y en el cual no hay una pareja de vértices que 

satisfaga la cOr1ciusiÓn de e_l corolario. Más precisamente, no 

existe l.ln cm1jun~o, s qGe contenga exactamente dos _vértices 

tal que para ~~alqui~~ otro vértice v de 'r', existél ·una 

trayectoria:mónocromátiéa de va un vértice de S. 

Por ejemplo', sea. s .Ja ' b L 
) 1 . 2 ( 
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Tenemos que: hay una tray. monocromática de a a b?. r. 

ª:i a b 
2 

b a b 
1 2 

" e a a 
1 1 

e a a 
2 1 

e a a 
3 1 

Pero, no existe una. trayectoria monocromática de b
3 

hacia 

a
1 

o hacia b::i po:t' lo tanto S no funciona. Y lo mismo · pasará 

para cualquier _conjunto S que tomemos. 

La siguiente pregunta · ( . que formúló Erdos) aún sigue 

abierta. 
,' '. ~ :: - ' ;-. ~· - - . 

Problema: ·Para . cada .. 7J ¡ habrá un (niínimo) ~ntero pos:i.tiV:o • i: (7Jl 

::" ~ª~º~:.:~füt:~:rt~~1{Jt'.;i~~s·f:;;;;;; ·~~;:f :~~~0r:f ª~: 
propiedad qu~ rpára ·. c;-~al~~ie~' ~érti.ce' V fuf::!ra dei:S, exista una 

trayectoria níonocromát.ica· . de v. a un '.\réi-~i~e de: s? En 

particular, es'f (3) ',;;, J ? 

>' , , 

En el caso del ,corolario 1, tenemos que f(2) 1 

.. - ' 

Ahora, __ J:?ajo_.,ciert~s circu~sfár1cias el co:C:?lari() puede aún 

ser valedero; para . t6rríe~s. 'cúyas -'~:!i~h~ ~stán< ~~1oreádas con' 

tres colores.<Pó'i: ej'~mpl"o/.si-;é'i;i:Orneoes'transitivo (es 

decir ac~c'li~o), el ,,Car61ado. es --~~~á~d~~~. -~º .i-~iportando 
cuantos colores son ~;;ad.o~ ( 'cómo se ••. verá ¡en 'k1' ~ig~iente 
capítulo) El siguiente teorema nos da un e:j.empio menos 
trivial. 
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Teorema 2: Sea T un torneo cuyas flechas son coloreadas 

con 3 colores y cuyos vértices son distribuidos en distintos 

bloques tal·que: 

i) Dos vértices'· en diferente bloque están siempre conectados 

por una. fieci1a. 

i i ) Dos vérf i'be~
por una fi'echa;~z{l1 

bloque están s .. ienipre conectados 

Entonces T. ti~lt1{ií~le~ ~or:trayectorias monocromaticas .• 

. ':':-: ·:? ,.· .. 

. oem~s-~r~~~Ó~:')~e~~i;~¡/ 'B; . B ·. l~s>bi~qde~ ~e T. 

Primero ·definiremos:, un·· .. · , 
3

. p~rda1/'i-rak-Je;(:-~~t;co1lsiste 

:!:':I:~~~ ·~;~~~¿~~~~J~tz:!t 'º:q:~:ué,.cL.á~;.ú"~:.:0~:. ·:~ 
son 2-coloreadks;(por)il ,(así' ~u~por el é,~rolario,_L,exi~te 
un vértice~eri · B¡:C}~1,-~~~~?.s.~§·~1 ,,}t.a1;\,q~7:~·~g~~j':cJ§~~~gfer<otro 

hay;,\1,na _trayectori:=t _mon~cE~mática \de x •;ª v
1 

( X ____,,"'ºººv,1 ) :· ••..• f_A1heoc··-···hr•~a~•s;•••.•. 2~fi~n1J~ ; ~Üe Bt'~-: {~ ¡;1 ~;'. ~i;~~~;,,s,l~ncio· un 
torneo Cuyas . SOff. ·2:.CcJlOreadaS I : . as:í.'.\, qu,~ ' p9r el 

~:~º~:': ' ~~f ,i:·:t~t~,:1d,~fü ;"~~'. ·;}~t·J}ff .':.~~iºJ~f si'~ 
definir· .un 'orden· ·linea1•·· en'· 'B ; · hagamos «v <. ·v.;- Si 

. . '·.'.' ... - " "' '-•: , -'-·"•'· :· "''< ,::- •. > 1,.._-;·:·. ' •·/·. "->' •• '; ,_2 ,', ·1_:. ' 
continuamos co1\e8ct.epi:;?c~so,_esS~lllºs construy\=ndo ,un .orqen. 

lineal en c.ª~él ~ 1 t~1·'~\ll3ªi _vywson···vérticeis dé ~ 1 :,con_v < 

w, entonces existé ·una .~r·ayectcfria~ ínonoé::romáticá: én B
1 

de v a 

"'· 

i) 

Para X Y V vértices de T vam~s a. escribir X :.__;'"v si: 
'.-, . : ~. - . :_.' . . -·. ~ -

x y v estáú en ctÍ.fer~ntes lüoques de T·y 
ruj.1 

X-.-> V, 

ii) x y v están en el m_ismo bloque de T y x < v, 

- 27 -



iiiix y v están en el mismo bloque de T, 
ruji1 

V < X y X--1 V. 

(e. d. x -->""J"v por una trayectoria exterior, a B
1

) 

Nota; Si x~"'v el inverso no 

necesariamente 'es :,v~~da~e~(, '. · . . • 

Para cada :~~ta~ k ~e 'f, '•d'~{{1~l!Íl~s; 
Núnl~~b de vértfoes X E 1 T, '.p·~~á· el cual X ~111V. 

:.'\' :>-~ )'.:;{ ;, ;:··/.: "::t ¡···=. '.• . 

N(v) 

com:s ::~~~8:ilZe'.l~~~giita~jrélf i1'•~é~~~~l ···~~ v~~:::ai :::d g~::d: 
e B

1
• Dernostra:i::~tu'os· qti'~~ v )séltlsfélc~ : iéls . , .. , . . del 

Teo;:rna~u~oúernos•;:·~ue,·,Jf ~e;· Ys~Li~flfa··. l~s·· :c'8naicioh~s 
Teorema¡ e~1tcíÜces 'e~i~t~·; füi~Jé~·t,lc~; w t:él1: que w ~"'º"''v: 

del 

i) Si w 1i! 

(vía una 
•. --;; '~·(~~;--~"-.;··, ,,-~·=_·.-·;··· ·-.·. ---· 

flecha) '•y'adernás 
rOJn ·::~ .-· .... 

x--> w,:11 x e V(T), tal que 

X-)r~j.i~-. 

Por lo anterior y ya que N(w) s N(v) por la elección de v, 

debe existir un v' e B
1 

tal que v' < V (v·~"'v) y 

Podemos escoger• V' de modo que V" E Bl que 

satisfaga v' <. v" < . v. Como v' --/ºl"w entonces r.r ~"0J"v 1 • 

Pero ahora y raja / X~ V 1 1/ X E V (T) tal 
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También para toda v''e B
1 

que satisface v'< v' '< v tenemos 

además así pues se tiene 

De aquí se sigue que N(v') > N(v) 'íJ 
u 

(Por la 

elección de v) • 

ii) Sup. w e B
1 
co~·v • w 

Como W.~"'""''.v, entonces V < W (así V --)"'W). 

Tenemos además como 

roja 
W--) V, 

lo tanto: 

elección ; de 

(u < 

. roja 
W--) V 'íJ) .Por 

:,N(w) < N (~ j por la 
~---~· ~-- -

d~be ~fisti~ uri vé.rÚce ll; E 'B ... ¡.• que 

u y 

~,'.ci~t:~ 7 i:ii1a }r.it~·t::?~ie~toria 
no' JieriE'. 'fl~~;~~s) en.-. ~t.' . entcínd:~.~' .debe existir 'un' 

B¡,~a1'que'ú' .. ':r,~~"~.':~~rJ"b;rilbi>······ ¡·oJ~._; ... v. x 

i! B
1

, entonces~e ti~~~,¿ ' ' roJii~¡ '.'íJ .(Ya\qÜ~ ~. .,..¡_,);, 
>~~---:<-.. ~.:~;:<;~:: .-· - :~:·:·>::,:-.-1: .. ,J-·.ó;- . ;-

además 

roja 'que 

vértice x i! 

V es el vértice que Sadsface:l~·~ CÓndicion~s del Teorema . 

• 

Hay que notar que ning(in_ torneo de. la clas'e descrita en el 

Teorema 2 puede:contener.2iclosde orden'3cuyas flechao sean 

coloreadas con 3 · colareis disti1itos (C ) . 
< '3. 

Sands, Sauer y Wocídrow plaritear¿ri el sig~iente problema: 
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Problema: Sea T un .torneo cuyas flechas son coloreadas con 3 

colores y el cual no contiene .. C
3

• · Entonces ¿'!' tiene un 

vértice v tal que> para todo x de. T > {v} existe una 

trayectoria monocrol11ática'de: 

: :·.' :_-,' ". - '" , 

En el sigtiiente capítulo Shen·Minggang dá una aproximación 

al problema. 
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CAPITULO 11 



TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN TORNEOS m-COLOREADOS 

(Shen Minggang) [3) 

lamaremos al torneo T un torneo m-coloreado si las 

ari tas de T. son coloreadas con rn colores, En éste capítulo 

pro aremos que si~ T es· un. torneo · m-coloreado el cual no 

con iene torneos de ' orden 3 ~l.1yos arcos son coloreados con 

3 C lores distÚ1to's; ieritÓrices existe un vérti.ce, V d~ T tal 
~ .. ' - ·,"" 1. '" :, ' 

que para todo· .. vértice x de T ~ v ~ hay una trayectoria 

mon cromática de x'a v: 

Denotaremos por: 

T
3 

al torneo .transitivo de orden 3 cuyos arcos son 

coloreados con 3 colores distintos. 

C
3 

al ciclo de longitlld 3 cuyos arcos son coloreados con 3 

colores distintos. 

E [l) Sands, Sauer y Woodrow probarán que todo torneo T 

2-co oreado tiene un v.értice v tal. que para todo vértice x de 
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T - iv} existe una trayectoria monocromática de x a v. 

Ellos también plantearón el 
_, ··-. _. 

Sea: T; un '¿orneo:;~ -·colo:reado ·que no contiene C
3

• 

!:,;;~n~:~::[Etii~~~:~:.::f ~}~JJ~~i~~ec.:g:· T n~ ~'. 
Problema: 

la respu~sta. és's}. :·; .·-- i , 

El sigü'i~11t~ : 
capítulo. 

de1 

-

ni ~:~r;::~::::••·:xi::~·tJ:n'~0é'J:~I~t1·~7;j,(f~Cl2:1.nJ~~c,~g:~:n:o:~ 
vértice x' d~ .~ ~ fv }·:hay, \lna' 'trayectOria .!Jlonocromáti'ca de x a 

.. :' ¡_::.· . . ''"''. ~·::~._:-;:_-~.:,- ~- ·--

V. oemostra~ión:' Por ind=cciéii{ '/•,/~(T\:1? 
.'·· 

1) Para n = l· y n -'. 

2) Supongamos que el resultaáci'" es·: verdB.dero. p~ra todo torneo 

3) :~~o~::::::a~e :::e: em::~:f~u;a~~-\oao , t~rneo m~ coloreado 
'-'':º~' ' 

de orden n. · -- · · 
,· 
>'.-._:_ :'·'·.·-:::_· ... _ 

Sea T un torneo m-cciloreado/de C:Írde~i n 

Definamos f:V(T) ~!V(T),d~ manera que para cada vértice V 

de T hay un ;vértice, ~ll~m~do f (v) de T tal que para cada· 

vértice X de·T _; iv}:hay una trayectoria monocron1ática de X a 
f (v). 

i) Si para algün v hay una trayectoria monocromática de v a 
f (v), entonces ya ·acabamos, porque hay un vértice f (v) de T 

tal que para cualquier otro vértice X de T hay una 
trayectoria monocr6ini!Ítica de x a f (v) . 
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ii) Si hay f(u) = f(v), u* v, entonces también ya acabamos, 
porque tenemos que para v hay un f(v) de.T tal que para todo 

u e T - ~vJ hay una trayectoria monocromática de uª· f (v) y 
también par~ u - hay. un f (u) . de. T. tal' que pa~a ~ualquier citro 

vértice V de·T ~U~ hay'una trayectCJrfa monocromática de V a 
f (u), pero c:ériio, f(l.1) ; f(~J •.Y ~~ra:u'}'~ 1iabf¡,-~iié'l:t~ayect:oria 
monocromática'.-de1\¡ a'~f{v):• ~ritondJ~ '·hemo's'>'~ricÓ~trado :\in f (V) 

dtreayTectt. ·ºª .. r1·1·:a·~{í~\'pÉifa·~.cil~ic;l'~i~.i•J'6tff.?(.,v:_:)7·····: .. é.~it:iC:~. 
ií1ar1ó'c:r:cimáÍ::i·ca: <aEi·~>a': 

-- ., ·._ ' '. '"'.{ ' '.: .. ) ,~,.,.. ',,• 

. ,,-:~ ·/ ~:<.:!~'.. -.:·. ;· :'¡' 
Ahora sllpopga~o~;i, ~l1e '~o:s· ~·~ ·'cli~~l~ · i'¡ ' .y, .i.i )·, _es decir 

=~~:~!ª;:: }-~~!~-}~-l~-~~Q-1f!~~~s()ria ', fficiri6~_ro~áúca de' va _f!v> y 

Como esta~¡~~~ ;¡:;~~~~~¡endo'; q~e ·. f 'es .füyecclÓri; vamos a 

reetiquet:ai:·~16~-'7v~itici'~~-: cié T de 1116,d~ cít1e p~ré'l v
1 

'l:iuscamcis . su 

f (v
1

) = v;.
1

• ·.Tenemos :que por la 0 reetiquetacii5n f (v
1

) v
1
•

1
, 

los vértices ~e '•f'.~·¿~- ;epa~tidb~ 'en ciclos: . 

donde: 

f (v
1

) V 2' f (v
2

) = V 3' •. • • I 

f(v 
n •!) V 

n +2 · 1 f(v 
n •2) 

l 1 1 

f(v ) 
n 

1 

f(v 
n +3 

1 

= 

v), 
11 

.! 

V 
l 

I • • 'I 

u,._·----o ..¡,-----o .¡----o 

f(vn )=v
1 

f(v
1
)=v., 

1 

Tenemos dos casos: 

V 
3 

f(v V 
11 n •l 

2 1 

... _._ 
-~ . 

.. "'- ..... 

o..::----

V 
11 -1 

1 

V 
11 

1 

i) Si hay más de un ciclo, entonces por la hipótesis de 
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inducción hay un vértice v e ~ v 1, v;J' ••• , V 
n 

1 

cualquier otro vértice X E v:!' ... , 
'' 

trayectoria monocro1nát:~ca' de X a V ~ Ya que, v, 

algúnwe,fír. v F. 
-~1 ·-~n 1 ~. 

' ··.' 

tal que para 

hay una 

f (w) para 

J ,; ' ,. 

ii J supong.;mos ·,J~i~ .:~ay <jil~t~m~l1te, ,ul1 ciclo <v , v,,.' ... , v..J . 
Ya que no· !~a~~ trayeétor:ia,~~on'c:iciomática de·: v

1 

1

a v
1
+1 

esto 

nos implica que, en lós arcos , son la forma 

(vi~ v') 
n 

Sea a 
IL 

la coloración respectiva de cada 

arco. Si a
1
= a.= ,a = ... = a entonces v ,lo pod, emos extender 

2 · 3 n-1. · ,· 11 
' ' ' 

a v
1 

vía una trayectoria· monocron1ática· v,· v
11

_
1
••• v

1
con 

color a
1 

~ ya que habÍa~C>s ~tp;~e~tci ~ue no ~abía trayectoria 

monocromática de, v a/M) .. ,p2,i: '16 ~~~¿o,· ~1 '.:ªa" .' a
11

_
1 

no 

pueden ser igtiales, ~l1tbn6esi debe~. ~~i~tir; <-
1

• y , ª~ ,tal que 

a,._
1 

~ a, . Sin pÚdida d~ ger1~r~lidad sUpongamos que a 

- 3·1 -
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le damos el color 1 y a au le damos el color 2. Tenemos que 

hay una trayectoí:ia monocromática de 

determinado coICll.- b ;<"E~ facil ver que b 

vu-1. a 

1 y b ~ 2. 

V ••! con 

. . . . ' , .',,-,~·· . , . . --· ·- . - -- . . ' 

i) Si b = 1 '.en~6nces \.::: ÍO <-PC)clemos extend~r a ~ •• 1 vía una 

trayectOria m8n6i::rórií'áúci-a'e'.'coio~ tí:. ~·'il ' 
., ' ~- • . ) e:. ··.:·;· _ll ·o'.' ': • 

Si b = ~.·2·- ént¿;~~:s:~.J.'. • '.11· :~~~~~º~'.. ~xt~~hei a v
8
· vía una 

·-; ;-.;,· /:,,:;'":· .. / :'. :~-1·· .. :·-·. ' .:. "; __ ·_. · .. -.. - -_, 
ii) 

trayectoria --•moriOcromática• cori• color>2. f 
!:'. -·:~·-.·. ·.-:~_:·· ~-... ¡:-,·,_ 

/\:ú lJLlL! 1-1ud...,inuu· ULllJUHÚL'\quc.: LI L :it.; Lli.1111uu• "'l ~úiu'J: J. !JL!u 

1J I 
2 

" ._,·:. ·-:··-,'-· ·- .·.: . . -··-. _· ,' ···-: _, - - '--~ :_· ->; .--
UL la trayectoria monoCromatiCa niás corta de v 

s-1 

a v •• 
1 

con color _3. Aquí u
1 

V u-1 u.;:l:;'-----'W ----?u ·---;,u 

u 
3 

V 
l:l-1 

j 

V 

" 

V 
s+l 

u.----.-:,o_---~u~ L1 

u 
L-1 

Ahora analicemos el color de el arco entre v~ y u
1

, para 

1 <i < t. Esté no puede ser 3; supongamos qué si puéde ser 

el color 3, entonces hay una trayectoria monocromática de v 
~· a v •• 

1 
o hay una trayectoria monocromática de v,,_

1
_ a V

6 
y 

estó cOntradice nuestra suposición. 
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V 
s 

j 
tJ.----7 ''.--:--?u V s+l 

u 
L-1 

Es facil ver que hay aristas (v,,,u
1

) y -(v
11
,u

1
•

1
l con 

colores distintos, - porque las aristas (v",u 1) y (v
9

,uL) son 

coloreadas por -disl:irlto co_lor. 

V 
s-1 

V 
- " 

) 

(I~() 

u 
t-1 

u 
t 

V 
w+l 

Así v u u es un triángulo con tres colores 
s l l;l, ' 

distintos. Esió contradice la condición dada en el Teorema . 

• 

Podemos obtener del Teorema a~terior dos corolarios: 

Corolario l. - Sea _;T un -. torneo· -2-coloreado, entonces 

existe un vértice V - de T. tal' que para todo\vérti,ce X de T -

~v~ hay una trayect~ria mo~oC:romát::lca de ) a v. 
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Demostración: El hecho de que el torneo T sea 2-coloreado 

nos garantiza que en T no hay T
3 

ni C
3 

y por el teorema el 

resultado es verdadero, 

En [2] K. B. Reid dá una demostración directa del 

corolario.1. 

corolario. 2. - ., SupoÍ1gamos que T, H1 , H2 '. '. • • ,~: H
0 

, 

T =~ v , v: , . v:} son torneos m-coloreados '.que .no.· 

donde 

contie~en ':riángtÍ18s · .. •·•·. ;·-~.~16reados. <Sea ·T; . el· tcifn'~ó .fdirnado 

p~r. el re~n1fl~z~1~1~.e1\t();;<i~ \c~.da 'vé7tice ~1".id~ ··:r.c;n:"~; y 
pidiendo. que ·.·todas plas ,_aristas . entre H, y: H-: .sean?,_del: mismo 

, . , .. ":.:• «:,.:·: .. ;.:. ••' .. · ..-.., :.;:_ '·:· ._:.L;«:, ,.,. J :::-•.·.··.:· , .. " >, 
color, como .:las:~ aristas entre y . y . v : pero:.• con :':direcciones 

' ., . :. ,« •:.·: ...... '.': .,::· :.• ... :•' . •. ·, 1 . : . ···' J ' : ·'.. <:.' '.··· ' ••• : '"•< : ' . . :, " 
arbitrarias.:E~tonces TI ~ontiene•un yértibe~v~tal~qüe«para 

todo vÉ!ri:i-~e •· ~~ • üna tJ::ayeCtoria 

mon:::::::::~:;T:, c{~ici ~e para 6Jai;Os~i~i.!,res vértice' 
V 1, V J, .v¡¡= ;Tr , :1 triángulo{<'· v 1'~fv~; ÚO p~ede ser . un 
triángu_lÓ: 3-coloreado; ":é;1tonces• 'eii': 'I" al s1.i'stituir •cada 

v 1, vJ, v k pÓ~ 's{i ~ ~e~~ect:Í.~~- •.. H1 ,' ;,~~ /CK ·Y• hacer' las t{niones 

entre H
1

, -~A;,}~k;_ , ... ~Z~16s • a segufr • teniendo· que . para 

cualesquiera ·tres~: v~rtices u , u y u e T' 'éi trial1fuu10 

UIUJUk no. pue~e 'sef un'triánªtilo ~3~coi~reado. Así q\Íe por 
el ·reorema el reslÍi t~d8 .es verdadero. 

• 

Si en el Teorema sólo pedimos que T no contenga c:i el 
resultado falla. 

Por ejemplo, sea G
5 

el torneo 5-coloreado, de orden s, y 
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que no contiene C . Tenemos que G. no contiene un vértice v 
J ti 

tal que. para cualquier otro vértice x de G5 hay una 

trayectoria monocromática de X a V. En efecto I V l+l no puede 

extenderse a v. vi.a una·traYectoria monocromática. 
1 . . 

V 
2 

Similarmente si en el Teorema sólo pedimos que T no 

contenga T
3 

el _resultado falla. 

Por ejemplo: Sea D un· torneo 4-coloreado con vértices 
n 

v:li tal que las. aristas (v
1
·, v

2
), (vi, v) y 

son colore~~~s con color 1, 2 y 3 ~espectivamente, y 
las .. otras· ·. ~H'stas ·so'ii .:.cÓlore~das . · · -~~Í~~ . 4 y 

D es .un torneo 4~'é::ci1o~eado que ho ci:lní:iene T., · 
n . , · ·' .. -. __ :·\ _,. ·." _:·.- __ :_:_::: ·,·:\ ··,·-: ·.':::.~,:_:/. -_-:;;:.~ ... ::.:.-': .- · .. ·: ."·':::":' .·: _3 

no contiene un- vértice·: v·. tal··que para cualquier otro 

pero D 
11 

vértice 

X de Dn hay tma t~a;~ct~~i~ rnonocromái::ica d~ X a V. 
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Ejemplos: V 
2 

Así si m "-.5, la condición.en el Teorema." .que no contenga 

T:
1 

ni C
3 

" , no puede ser'rmej orada. Pero. para los casos 111 = 3 
y m = 4, · todaví·a no se tiene · ftlndado rlingún contraejemplo. 

Debido a eso ~1\problem~ mencionado al principio es todavía 

una pregun~a al:lie:r~a. 
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CAPITULO 111 



TRAYECTORIAS HONOCROMATICAS y CICLOS HONOCROHATICOS EN 

TORNEOS COLOREADOS POR ARISTAS 

(Hortensia Galeana Sánchez, 1993) (4] 

Llamaremos al torneo T un torneo m-coloreado si las 

flechas de •·T son coloreadas con rn colores. É:n~ ést'e capitulo 

se obtienen algU;1as co~diciones las ~uC:l~s .i~1pÚcCln ,q~e la 
cerradúra aX T' '(e (T)). tiene un· núcle6;' ~ri:.'.p~~tictÍl~'r Ta 

siguiente: (i') '.r6c:iociclo.dirigido de 10~1gi~~~ia•l~·ri1ás4.es 
un cicl~ ,dirigfdo ·dási-monOcromátiC::o: ••, ·· .. ··· , . 

En· (l], Sands, .·_ .• sauer>y .W()odro~ •prÓ_~.~}~h~(;¡J~;:~~ct6•toÚ1eo T 

2-coloreado ;tiene u11···\~r,ti9e:,v'}r~~~ -~~:;\~~~aJ{~~¡·yé~tí~é 'x·· de 
T - ~V~ existe una srayectoria· ri1onoc~om.atica dirigida·· de X a 
V (e.d. ~V~ es uri nG~leci - de :.cfTl.J ;,. ; Ellos;;: taITlb.ié¡1 

plantearon el sig~letlt:~< ; b}ob,l~ri{~: .. ; s';.ú .. T un ,' Í:Órneo 

3-coloreado tal .. que··~.cada'cicio: dirigido {i~·-'~6nªi~Gd' i••·~s .·un 

ciclo casi-rnonocrornáÚco:.>icfr) tÍ:erie .. ~ii, n'ú~ie'6?;·/·\ 

También se . .verá q~e · i"a lond,ic¡ón d~ ·.S:en:ML~gang (-que 

contenga e ni T) .n~ impl:Í.c~· la Condición' (i) '. y que 
3 - '" 3 •,'--'-· ''" ---- ,-;- ,_ , , - , 

condición (i) no' im¡:>lica la: condición de ,Shen Minggang. 

DEFINICIONES: 

no 

la 

Definición 1,- Sea Duna digráfiCa m-coloreada ( e.d. que sus 
flechas sean coloreadas con m colores) , la cerradura 
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transitiva por colores de D, denotada por C(D) es la 

digráfica definida corno sigue: 

i) V(C(D)) V(D). 

ii) F(C(D)) F(D) u .'V ~uv con· color i / existe una 
···=•· 

uv-trayectoria dirigida rnonocrom,tica de color i contenida en 

D ~· 

Nótese que para cualquier digráfica D, C(C(D)) - C(D). 

Definición 2. - sea D una digráfica rn-'coloreada:; Un ciclo 

dirigido (o una trayectoria dirigida) •es .llamado 

monocromáticá ~i. todas sus flechas son· ~bicire'ad.as con el 

mismo ·color;' 'un' .ciclo dirigidO es . llamadO 

casi-mono~rb'rn~¿cc)' si con a lo más una 

un ciclo 

sus 

flechas son,del mismo color. 

Oefinicióri 3,.:: Sea D una digráfica m~coloreada y C:, (O, 1, 
!.·.·. ·' ·. ·>' ,-,.-._ -_ -- : .-.- -··. , "·. _·,·: ; '.:.: -~· -.. : ·,,. ' ,~_ :-· -.··'. .- .-.·, ,.,. _: . -. .-·- n 

... , 11 1,; O) un,' ciclo dirigido :ae\ D .. Diremos que· e,. es 

e (D) -rnonocr~rnáti~o si. exist~ un c;njuÜto ··~ \t
1

' (i, i + 1) e 

F(C(Dll '/ ie ·~1;2í'.'>;;nf ·i1otación'•modulo riT de. flechas 
coloreadas' cti:1'·'·n1isn:;a•:'c~i.o~: 

,, ' 

. -~ 

En nuestro ~apít~lo•hareinos uso' del siguieñte resultado: 
. ---~ <:_:~ >- ·¡- - . -. 

Teorema 1: (5) Juiía á:Lkráfic~ donÍpleta D es ·NP si y. sólo si 

todo cicio didgia6· tieri~{ai i~enÓs una flecha s.imétrica. 

-.. ~··: ·:- -'.,., ·-~~·::'. "_:,_ . ;>, 
. •, , ___ ... ·.·.-

=>) D es núcleo perfecta 
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·~l 

Supongamos que la conclusión es falsa, entonces existe en 

D un ciclo dirigidó asiiné_~rico '1. 

'1 = (z
0

, z
1

, Zn· 'Z) 

Tenemos qu,e: :(z 1 ;,:~'· ... ) e.]\sym (D) .Vi= O, •.. , n - 1 
' '' '' .. l+l ' 

Sea D' 
·es subdigráfica 

Úene núcleo 

b• 
::_·· ·º'' ·_.,. 

.:--.'.,: 

V v:e se 

l::omeníos'. v .. = · z
1
+i, de 

aquí se sigue· que , (z¡:1 ;z 1
)· e F (D'.) :' ~ 

'1 es asiiil'étric~) :.: C , 
';: ·.· ..:· .'.·:::'."- .. >.::< ,~-· --, •' ·' 

(V ('1)] 

.. Si D. es ~on1pie~i::·Y, NP \~ tddo cicló di~igido de D tiene 

al menos uriá Úech~ 
: ' ., 
; ... 

Cada . ciclo '.~Ü.·igido' menos 
simétrica: Po.r \i~íl{~st~ar. qoe D :~~ NP. 

Supongamos ~que :D .rio es NP entonces 3 D (D' ] 
_._ .... , 

;::

1:º·e vfo•¡; z no es nJC:i~o: ~~ 
O IJ 

no es absorbido y como D' ':es 
e F(D') i;; F(D). 

... , ,'f .:,;::>~ :: . 
·- i ·:~->« 

º----?º • ----'"CJ •• º--:tº z = z 
n o z 

l+l 
z 

J+l 
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De esta manera se forma un ciclo dirigido 

D, a =(z
1
,z¡;

11 
••• ,;:

11
_ 1,z,, = z

1
) ~ (Ya que D 

asimétrico en 

no contiene 

ciclos dirigidos asimétricos . 

.. D es NP. 

• 

Los siguientes resultados -fueron demostrados por la Dra. 

Hortensia Galeana Sánchez. 

Teorema 2: Sea;_T. un torneo m-c()Íore~d6. Si cada ciclo 

dirigido de , longitud} a lo ~láS 4 .conten:Í.do en T es un cielo 

casi-monocrornái:i¿Ó"e1~tonces cfo.).'·.~s ·~n~ di.9~áfica•·_NP. 
-~ --~.e- - ·i·,~:°' ~,'_( _,o-,-_ 

·~<::;·.~; .. ~- /=.·, 

Demostra¿ión: ·~or contradicición; 
~' .. L<< . --.:,f., . 
<. :;~.:- ~~:: . ; -_ •. 

supo~gél'mo~-·-que C(T) .;~~·es· una digrÚica'NP, ·como T es 

completa ~i1~6ri~~~ c(T¡ ·.~él';lib{é~; esJ~~~'á d:L'giáfica cori1pleta, de 

la negaciÓriS'ael> Teore,ma
1
:2• s'e•. sigt.e •que: :ex:i.sté un ciclo 

dirigido'cbnterii~o 'eri'A-~i~'(c(~)): ·\' 
Sea ;r ···.· .. · (<}zf;'.'; :Tz',~~ 1 ;z,f :;z} uri ·ciclo dirigido de 

mínima lCn1gituá conte~1ido~-eii'~s:i.in(C: (T) 

' ' _:'::·-~ ,' ': ·:, 
Afirmaciones: 

a) ;y __ !:; T 

De la defirÍ:i.ción de ;y se sigue que ;y!:; Asim(C(T)) y ya que 

T es un torrieo con V(T) ,;.; V (C(T)) se sigue que ;y i;; T. 

b) long(;y) "'-.5 

Por contradice ión, supongamos ~he lOng (~) .. _,, · 4 . 

como ;r i;; T se tiene por hipótesi~ que ;r es 
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casi-monocromático, 

que las flechas: 

1 (z1, z1+1) e :F(-r) / 

con el mismo color. 

z /º: 
o () 

º( 

Z~u 
m-1 

C(T) 

z 
m-2 

sin pérdida de generalidad supongamos 

coloreadas 

', · .... : ', ,, ' : : : ' - '.·.: ' ' ' ... - ' 

. u:: i'~t::f~;.~~tt~¡~;; ... ·~i;(g::. 
nl~nOCrOmática -~* (z , Z ) E 
<,···.· .,, .. _; ··.:•' .. . o m-1 

-l~(C('Úl~Y' (Y~ que· (:~ 111 _ 1 ,z) E 

F (-;r) ·•~ Asiín (C ('rf) . 

c) -r nO es monocromático. 
-· -Por contradicción, supongamos que '1 es un ciclo dirigido 

monocromáí::ico. 

Z o/)u 

º( ) 
Entonces ( z 0, ~ 1 , ••• ¡ zno~l) - es una 

trayéCtOriá 1.didgida monocrolíiática 

~o 
r-..........._ 

~ ( #(¿~T)) ~ (Ya que 

Z ·--u 111-1 z 
111-2 

d) Para cualquier 

válido que 1 (z · 
' ,:- 1 

C(T) 

Sean z z .e V(-r) i:cii 
' 1, .. _J .:. •'. .. ,, '', '_; :-

j "' 1 i, ~-_ i;i 0_+}1Y 

~:~~0zj\ :~:~;(;J,~·~r!tj{~e ~e 
sigue qué al; n1enéis una de 

las dos '.f1eci1as ( z >,z J o > '.'.'' ':., ; ... ,1 : J 
(zJ, z 1 ) esta, e?7: 

- -1, i. + 1 ~ es 

z 
" 

z 
J+l 

Sin pérdida de generalidad supongamos que (z
1

, zJ) e F (T) . 
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z 
2 

. o-~-..>o 
Se forma un ciclo dirigido: 

z º/' _.l) z 

. ·•. /~-; ',., 
"!' = (z1, zJ, zJ+t' · .. '' z1-1 '.z1) 
(notación moduló m) de longitud 

menor que i. Por deÚnición de 

,....._ ... 
z .... ______ º~~-./ ... 

l+l z 
1 

"! se tie11e qu~ "!.' !f Asim(C(T)) 
Entonces (z. ,z.) e F(C(T)). 

·-- I' , J .. 
Como no es monocromál:.icio> ·,;.e:0isten·•·· .. dos flechas 

consecutivas de "! con diferent.e/color!:'asignádci. Supóngamos 

que la flecha' ( zo, z!) e~ d,e.:. cblbr'_;r?j 6 rá ,f i~c:~~\- (~l; z2) es 
de color azul .. ' 

e) (z
2
,z

0
) ii!.F(T)', 

Por cóni::racú.c'éión .• 

se forma c3 . (ici,:zl '.'z21 z,.) •que ;e es un 
longitud 3. contenido en'· T.· 

·z' 
.1 

~o----;Ju~ 
z º ;----- a z

3 

o ( • 

o 

z 
m:-1 

-. 
T 

,F (~)·'., éntorÍces 

·:dirigido de 

Por la hipótef!ÍS del•Teorema se tiene que al menos uno de 
los dos siguient.es,é::asos esválido: 

i) (z2, zo) es ro:io; 
ii) (z2 ,z~) es 'a·z~l.' 

i) Si (z., ))Ces roj~ ení:onc~s 
2 o ·• ' . 

( z2, zo; zl) es una' trayec,toria 
monocromática. dirigida ")·· (z ,.z ) 

' . ' ' '' ,. 2 1 
E F(C(T)) 'J (ya que"!¡;; Asim(C(T)). 

o 
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z z 
1 l\ 2 

ii)Si (z ,z) es azul entonces 
2 o ' ' 

(:..: 11 :..:~ 1 ~:0 ) ElfJ LUlél trayectori~t 

monocromática dirigida ··> ( z
1

, z
0

J 
E F(C(T)) 'V (ya que' -r·• ~ Asim(C(T)). 

'/º-.>º""· ,, ce---/ :" '• 
u 

,'' ,' :· z 
1u:t zl . 

.. (z~,z). l~frl,,~c.sin.'.E!ríllJ¿¡rgo· 1:l.or (dÍ (z~,z0 l. o=. 
~ O , :,·.;,•<;:•.•'..:-·:)-:::·.e:•'·.•:'.··•·""':.:.; 'O .. ,., 

Entonces debe' existir 'tiºª trayectoria monocromat1ca 
de longi ttid al mé116s' d~~ 'aésde Z; a z contenida' en T ~ 

' ,' '" .· ¿ ', o 

'T 

¡;• (C ('!')) . 

dirigida 

Sea a = ( z
2 

= ci, , 2, ... , p = z~J dicha trayectoria (p > 

2) 

" ,- ·u·------;.u 

/' ' z . º. _____ ..... - --·-·' ; 

"\, ) ,, 
-.. ..__ __ .-\---... · 

f) a no es azul, . 

Por contraCÍ.icción 1· .. sllpoz:gamos que a es azul entonces 

( z 1 , z) u ex : es una trayectoria .. monocromática dirigida "' 
(z

1
, z

0
) e F(C(T)) ~'(ya que·•·,;; Asim(C(T)) 

g) ex no es roja. 

z z = o !:,' ~ e, ~~ 
.p = z :;/' ! O\(_ .. : .· I .·.·.·· .. · ( > , .... ·· ..•. Cl ·. / .:.( 

' ·' :. ' ' :-:---.....-/ 

C l T l 

Por contradicción; ·· süpongamos que ex es roja entonces 

(z0 , z 1 ) u a es l.ln'.:t trayect6úa. mOnocromática • dirigida ·• 
(z2, zl) E F(C(T)) y (ya q~e:. ~ As,im(C(T))) 

z ·. z = o 
1~2.· 

'·(J 
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Así, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a es 

negra. 
h) Para cada i ¡;, O tal qlle 21 < p, (z

1
, 2i.) e F (T). 

Por contradicción,"' supongamos 3 1 ."= O tal que 21 < P Y 
, ,.;'.<· 

(z
1
,21) ti! F(T); ·· ·· · 

Sea 21
0 

- ~\~~~{2i /•(ij/Íi~ ~ F}TJ}, (O s.2.L.::p). 

Como O . .;;; z2,y (z¡:;z¡;):e •F('r)•enton~es'.se sigue que 21 0 > O 

Y además 2i- - ~\~;~~ j. 
o· 

como 21
0 

n~in,:rp1 / ( z
1

; ii) ; li! ·F (T)} entonces ( z
1

, 21 0 -
,··-· .. ,,; 

2) e F(T)'.i'l'enE:Ínosque:(z
1
,21

0
) ti! F(T) pero como Tes 

torneo ent6~6es (21
0

, z~) e F(~): 
. . .. z 

·_ -5--iº~" . 
p=z o~ \ ':>io Z =0 l, •'-,~- ....... 

p - J. u' °"o 1 

J 
o 2 

" -2. ,......_ n 
J.u ~11, ___ 1~u 

,....._ ,, ... . .... :1· ¡·, 

21 - 1 . . 2i - 2 
o o 

. . . 
Por las anteriores. afirmaciones' tenemos que: 

r.: , ._.. 

C
4 

(z 1 ,2i~ ~,21 0 ~ ;·1,2i 1,z¡) es un ·ciclo .dirigido de 

longitud4· con ci()s:flechas Í1egras:(2i
0

- 2, 21
0
-_1). y (21u- 1, 

21
0

• Por_ la l1~j:)C:Íte.sis del Teorema tenemos que C,
1 

es Un ciclo 

casi-monocromático •> .. ,al menos uno de_· ·los· _siguientes dos 

casos es ~vá1i'c:ío;. 

1) (zl,2io-:-.2) es negra, o 

11) (21
0

, z/ .es negra. 

. . 

1) Si (z ,21 ~ 2) es-negra entonces 
1 ··.o. : 

(z ,2i - 2) u (21 - 2·,_21
0

- 1,2i, ... ,p = z) l o . . o ·: . o o 
es una trayectoria monocromáticadirigida"' 
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(zl,ZO) E F(C(T)) 17 (ya que 7 ~ Asim(C(T)). 

ii) Si (2i
0

, z
1
J es negra entonces 

(z = Ó,1, ... ,2i.) u (2i ,z J es una 
2 . .., ' , ll ,. _,. o -1 '·; ' ! 

t:rayect:oria IT\onocromática< dirigida" 
( z

2
, z

1
) e F (C (Tr) . ./ 17.• (y~/que •7 ~ Asim (C (T) ) 

,~·-- ·.-; .. ,_;,·.;_·_ ;,;/ 0 •ec-.,'•,'.-(J-~;-· ¡,...,_,,_.'e~:.·--~.~=-~-.''·,;.~:.<·~-'. .. _-.'-·:· " '• 
:. Para c~?~.t;==JO•tal·que,2i'< P<, '(z 1 ,2.z) e F('l') 

Para c()~·c:].~f'.r i~ c'l;~mosfr,ac:i.Ón del Teorema se analizan los 

siguientes 'ao~ :~~so'~ :P~'~ii;1¿8 :' 
~'f • .-: :<' }:' ,,:· ' - ,._ 

··:·-· _.·, 
Casi, 1:.Si p.es,par.'·•·· 

(z
1 
,p - • 2) 

p - 1, p, zl) qú~J~~\. ll.11 ;ci.~1.~'.di~igici~ di:·•1ongit:ud :.4. 'con'tenido 

en T con éÜ lll~ri~s~,.dS~;;·J:I~gh:~~;;.'.~e'~r~~::, f(pi·-:_2(p'~_¡{·J ;·~·/(p. -

1, pJ . Por la?~Iºóté~is :~~i" T~'6i~~~ .s~ t:,ie·:··.Pª.'. ..... '.&u ..•..•. e ... ·."r1:.: e .•.•.. ~. un 

ciclo casi.:~~~~~I"~m¡~icoi ~·· (z
1
',.p 2) es iiegr¡;i ·~ \(p, z¡J 

( z
0

, z
1 
J es negra, pero anteiiorrTÍerite: lía~ía~6~· ;"'~J~uesto ··.que 

de . aquí se sL~i.i: ;.:qüe er,a roja, 
es negra: 

l\ 

p - 2 

i 
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y por consecuencia se tiene que (z
1
,p - 2,p - 1,p = Z

0
) es 

una trayectoriá monocromática dirigida => ( z
1

, z
0

) e F ( C (T) ) ~ 

(ya que '1 ·s,; Asim(C(T))) . 

.. p no es par .. 

Caso 2: p esdrnpar .
:-:.: .. < :.·: .. ~: :-::. 

- 'i ' ' 
,";" 

Primero se• pro~a.ran las siguientes proposiciones: 

cada i ·'"··O tal que 1 s 2i. + 1 
< p, (2i. /i;z') 

' ' ' ' t 

Por ·contra'diclió1~;'· supongamos· que 3 i '" O tal que 1 s 2i + 

1 s P y (2i 1';'z
1
.r:·<F(·.¡;y._ 

máx {2i + 1/(2j+1,z
1

) .¡, F('l'), (1 s 21+1 "' 

Como (p, z
1

) (z
0
,z

1
) e F(T) se sigue que 2i +l.< p. 

Ya que 2i + 1 = máx {2i + 1·¡ (2i.·+ 1,z
1

) .¡, F(T)} entonces 

(2i.,+ 3,z
1

) e F(T) y (2i
0

+• 1,z
1

) li!. F(T), pero como T es 
torneo (z

1
,2i

0
+ 1) e F(T). 

( ' ' z 
~¡o.· l. 

/.... .,- --.......... 1.l 

p=Z o) .// ':iu Z =0 º· _.,/ ........ 2 

2i + 3o :;// '•, ':,,,,, 1 

.. r J 
l\ \ I "2 

º'.5-.. 
2i + 2 ..... ~ \V 

o ---oc-:: -º 
2i + 1------ 2i 

(1 IJ 
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Se forma C
4 

(z
1
,2i

0
+ 1,2i

0
+ 2,2i

0
+ 3,z

1
) que por lafl 

anteriores afirniacionés .. C •· es Ún ciclo dirigido de .longitud 4 
.:.:· ,, ·,. 11' ·,, ._· .:, ; . '. :. ' ·: -

contenido én T ~on dos fl~chas. neg:i;éls (2i~+ 1¡2i 0+ 2) . Y 

(2i + 2,2i +,. 3) :',Por'.,1a hip~tési~ d~lpTec:irelTia,se tiene que c,1 o 'o,, '' • '' •'' ··' '' ' ' ' ' ' ' .. ''''' ' ·.··.' '., .·. : ,· > ' '' 
es un ciclorcasi,._monocro!TláEico,~~e~·aquí·~e ·~igue,q~é al nienos 

una de ·ids: Ú~chas: ;:,('z 1 ,:21~·+, J\l{.~ .. ~( ~j~¡3f,z 1~l }.~s}~~9iél .'. 
e::_' .. ~'~.;/.}:·:~-~·.; __ ·\?~ '._(," {'\: :'" . ·T:::c· '.::,::.-_<_-;-~< t:Y' .-,:.o::>\:,. -~:'.· ,-_; <~t .~.·7},. ;: --.~. '.:· S,.·. 

si ·(z 1 ,.~i6+f.1¡'.'~6.;:,.:1~9,~.~·~~~.;~~~~~};/;'~i;N6~t·~.>>~.·· (.~i~+. 1,2i 0 + 
2, ... 1 p. ,';;;'• 'z ) ;, •és una''• trayectoria·', dirigida monocromática => 

'··'·º··" ' ,"' ''··" · .. J:='<·.•'•:: •,: •,.:.,:··; ... ;.;,:, " ''·' 
(z , z) e 'F(C(T)) ·.17;:h•a qÚe\~/·~;Ásim(C(T)) :i :: 

2 1 ·.. ,· ·"·-... ·','U,. ,.,., ·.··-'··:• -·'.,\,_·.···:'.:.-···., '.r;·,··.•:.·. ·-,.' .''. 

-·-:.>.-/~· :·.,;:· ;~-. -~,\"· 

si (2i~+,. 3}z'1'í ·/es· 1;~g_r,~~· ~~S·~¡{'~t:.~····.(z~\. , ;?,1, .... ' 21~ +, 3 > u 
(2i + 3', z ¡i 'e'S ,;~ric:l tiayectoriá]i ciirigicta:;nionocromática => 

o .1 . ·.~ ; ":" . .: :1·;;: ...... <· .:~::·:·· <:· ·> :','¡,, ::··:.-::·,;,,·· i.::·,··. )', "' .' 

(z.,z) e F(C(T)).17 (ya.qúei'or;!;; Asim(C(T)) .• ~ . ' 
.? 1 .· :~- ·;·.:··<?'"_·~·::·r,-..'; -5~L .. -.~··--_~ · .;.:,~-!-:..-:·:,;: <···--·~·-,_ .··:·; ,., . 

··-·· ··.- .. '..·· :- . . _'._' ··. 

j l si·.·p es,iifo#ar~§t:o~~;s. '3;·i',i 1 1,t~}(\~l' ~s.azul; 
Por· la afirmaciórí,/(i) ,;se' tiene:;qU:e •, ( 1, z ) , e.' F (T) . entonces 

c 3 · (z 1 ,'z 2 .:~:f?ó:f.~i':ff>}~i: ·~riF?,i.b.~~''f:ail'.'19-iaci .de .. lon~itüa 3 

contenido en T:"ccíni6.~ia;flectf~. (~F,::'~¡.'.iés'azul, la flecha 
(0, 1) es'• neg~a:- '2'.ci.Í1¿f~ por. hipótesis , C

3 
es . un ciclo 

casi-monoéi~má.tiC:'o, de: aquL se sigue que . la , flecha>( 1, z
1

) 'es 
azul o la •''decl1a'• (i•; ~i>.·' 

' . ~.::. 
. - - -~ :, . ' . -~-: 

si· l<i ·flech'a;'~({, z ) es négra; entonces 
. ' . . ·.:, · .. ''"' ···•.' 1' 

trayectoria 'di7ig_ida ·monocromática => (o, z
1

) 

que or i:; Asi'm(C(T)). 

:. (1,z
1

) es azul.· 

(o,1· 1 z
1

) ·es 

e F (C (T)) . ~ 

l~) Si p es impar entonces (z
1

, p - 1) e F (T) es roja. 

una 

( ya 

Como P es impar, en.tonces p - 1 es. par y por (h) se tiene 

(z
1
,p - 1) e F(T). Entonces C:

1 
(_z

1
,p - ·l,p,zL). es un ciclo 

dirigido de longitud 3 contenido erí T. Como (z , z ) = 
·º 1 

(p, z1) 
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es roja, (p - 1,p) es negra y por la hipótesis del Teorema C:i 

es un ciclo· casi-monocromá,tico, éntonées ·la flecha ( z 1 , P - 1) 

es negra. Si la flecha ( z , p ~ 1) es {1egra ent:onces ( z 1 , p 
<'. ; ., . i '· .· 

-1
1 
p) es una l:rayect:ciria dirigida lnOllOCrOmática •? ( Z 1 1 p) E 

F(C(TJ J ~ (ya .que íY s; ~sini(c(irl ¡ 

.. (z
1
,p - l) es. ~oja. 

Para concl~ir, la demósÍ:~ación del Teorema 3 se consideran 

los siguientes dos caso~ posibles. 

Caso 2.a (1,p) e F(T). 

En esté caso:C,¡ (p z
0
,z

1
,z

2 
0,1,p) es un ciclo 

dirigido · de .. lcing'i tud. 4 contenido en T · cuyas flechas son 

coloreada~·: cori )~i .. menos .. tres colores: 

(z
1
,z

2
J es .~zil1 '•/y (0,1) 

casi-monoc;i:-ófüál:.icb) 

Caso 2.b (p,l):e F(T). 

es negra .. ~ 

(z
0
,z

1
) ·es. roja, 

(ya que c es 

En este <:;a.so. C
4 

';' (1,z
1
,p. - 1,p,1) es un cie1o dirigido de 

longitud 4 C:onteiüdo .en . T cuyas flechas son'. colO;:eadas con 

almenes t~escol~·~e~: por (j)~teneinosque (1,z J es azul, por 
1. 

y (p - 1,p) es negra. 'J 
o 

(k) tenemos que (~ ·,p:- ii es roja 
. :. .· :· : . . 1 .• :.... : .. •. ,•. ' 

(ya que C~ es.casi~monocromático) . 

• 
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Teorema 3: Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo 

dirigido de longitud 3 contenido en T es 

monocromático. Entonces C(T) es una digráfica NP. 

un ciclo 

Demostración: 

Basta con de~~10~2ikr.~q0e 'iaei~/8i'é1ó 4;iig:Ldo de longitud 4 

contenido en ,,T es': \ii{ Ei~io0casi:.rnonocró!Tiát.fCo'. 
·;,·::.; :;:"-" >-"· . 

'. -· ::-·:- ; '; ~·_¡·~:~ ·>-,:::>> :,··;· ' "· .- " " .. · 

Sea C
4 

/(0Y1/2, i'o),::C\.l~ :,§:i.C::1c( ·~iÍii~do de-. longitud 4 
contenido en_ T; y : su~-~~ga~l?S, c;¡IJ~/ f 4 -~s," ri,() mc:i~ocromático. 
supongamos'~iii j;)'éicúct~ /de' 1gérié'raúdadque ias. neci-ias.· •. (o, 1J .y 

~~;~) Y't~~1~eln;e:~i~t~:16!'., >, \' ,>, (O, iJ es 

_, 

Afirmación: ás .;:-decl;a~·C (2,}¡ ~.y .. (3, o) .. son coloreadas con el 
mismo. ·color~ . :'.·('..,.- .;.,··: ~~~::.:~·· .. 

Por contrádicid.óil; 'suponga-mas/que ias · Úech~s ( 2, 3 J y 

( 3, C0
0
) m' 

0
ti.· eT:~en ~sj_'gd~aci!dl~~J;~~(e~ .. , ..• -(c···Oa.·.·,} .. •-.·

2
cilr ... ·.·~~-EÍ ..•... ;F•,-.-(:T.·. ,··.·.· .. · es un .'e orneo· erii:a11ces ~ º ( 2, o, " F' (TJ . 

si (o, 2) " ·p (T{: ~nt.6~1~~~ · ~1 · Cic10 'dirigido de longitud 3 

contenido en i·'/ C ··-.':' (2 ;),·o;~) ,es (i16 'n\onocromático. 'il,, 
' ' ''" '" ·,: -3 

Si (2, Ok e• F(T) entoi~ces el ciclo dirigido de longitud 3 

e's 'no monocromático. y 

Las son coloreadas con el mismo 
color. 

Afirmación: son ambas coloreadas en 
rojo o ambas' Son 1,colo~cia~ak en azul. 

Por contradicción;;· supongamos. que las flechas (2, 3) y 

( 3, O l las. cuales ti~n~~ .el ~ismo , color no son rojas ni 

azules 1 digamos que' eúas, son. de, color negro. 

Como Tes''t()~n~()fül.torí'c~~ (1,3) el~(T) o (3,1) e F(T). Si 
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(1,3) e F(T) entonces C
3 

= (1,3,0,1) es un triángulo dirigido 

no monocromático. íl 
u 

Si (3,1) e F(T) entonces. C
3 

= (3,1,2,3) es>un, triángulo 
•", ,->:-.- . .; ·'-

dirigido no monoCromático. 

:. Las fleChas (2,')¡,;;y (.3;ó)~or\. a'ml:Ja~ rbj~s,;b a~~s a'zui,es. 

En cualqÚ.:Í.. __ ~.·_i-a.··.·_ J ·ae;' lOs dcJs·.,· ... ··.·.··_ c.· .. -.ª ... ···.··-~.·-· a_·.·.,·.s.·_·_· .·.'·.·.· ...... c,·.· "·i··.·.·.·.·· .• ,.e ... ·.· ... s.·_ ..... , cl~rél'men't~ ·Ún' ciclo 
casi-monocroriíáti~b.': Y'por .el. Teore;'ua 3 't:eri~hi68-c;JJ~'-,c{n es 

una digrÚic~-NP:\ .. ·•· :'/> \ ···-·· 
Una ligerá genér~l}zación' del >~~br~ma s,ig~iente 

resultado: 

:_.,- <.:: 

Teorema 4: .. Sea>?. _ 'tal qu~ cada. ciclo 
dirigido de longifod 3 conteri'iab' ;·~n T<es c (T) '-monoéromáúco. 

Entonces e (T) es ~i1a' digráÚcá N~, 

Demostración: 

--, - __ ,. _:,_ . - -. . 
Como Tes completa entonces C(T) tambien es completa y por 

el Teorema 2,' basta con probar que C (T), no contiene ciclos 

dirigidos asi~1étricos. 

Por. conGaáicci~ii.-, -. supo11ga1nbs·.·.que en_ C ;T) existe un ciclo 
dirigido e \.ai tj~~ ~;~ Asi;n /C'(f) ); · -

Como Asim (°C !TY )~• ~ .A~'in1 (T¡3·,,;~'I')e!ít611cei3 se, sigue que [: ~ T. 

Sea U>. .. ~0 ,~;, •• :;~Z;!~j>' yJsea••T' T[V(C)],· ;·pÓr la 

construccióí1 de T' se tiene qJ~ e es un C::i~16 l1~fiiii¿-01;iano de 
T'. 

Afirmación: 

1. 

'. ·- ' ' 

3 un C c01~te~1ido en T~ 
3 

tal que / F (C~) n F(C) / 

Como T' es un torneo entonces (z
0
,z

1
) e F(T') o (z

1
,z

0
) e 

F (T'), para toda i = 2, 3, ... , i - 2. 
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i) Si (z
0
,z

1
) e F(T'), para toda i = 2,3, ... ,i - 2. entonces 

al final se forma un ciclo dirigido de longitud 3 contenido 

en T', llamemoslo C
3 

(z
0
z

1
_

2
, z

1
_

1
z

0
) tal que IF!C) f"\ l•'(IC) 1 

~ i. 

T.' 

ii) Si no se· tiene la flecha . l.z: 1 z 1 ~~) se debe. de tener la 

flecha (z
1
_

2
,z

0
) (por s~r'T'. torne'o)y;'se forma .. otro C

3 

(z0 ,z 1 ~ 3 ,z1-2,z0 J· que inteirsecta ~las flechas de c. 

'º(Jl\/¿;"Z\,' 
2. " < 2j ·-· '\. . 

'2.¡.i
0

·~o 
. '"Z; - j 

iii) Si (z
1
,z

0
) e F(T') 

IF(C3) (\ F(IC) 1 "'l. 

forsozamente se forma un e 
3 

tal que 

Por la hipÓtesi,s del Teorema se tiene 

C (T) -monocromáticc:i entonces C
3 

s; Sim (C (T)) 
que c:i es 
y F(lC) f"\ 

F(Sim(C(T))) ~ 0. ~ (Ya ,que IC s; Asim(C(T)). 

• 
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Si nos preguntamos sólo que cada triángulo dirigido 

contenido en T iea un .ciclo·casi~monocromático en el Teorema 
''· ·¡·. 

2, el resultado no.se.cumle. 

Por ej ~mplo ' .. el: tor~eo G
5 

Obtenido por Shen Minggang en 
(3) es un torneo 5-'coioreado, •>de orden· 5, cada triángulo 

dirigido do1;te;iic16 .en a'. es\Un:ciclo casi-monocro1m!itico. Pero 

G, no coi1t:i.~ne ¿;1 ;,;.értUcie v tal que para cualquier otro 

vértice xa'e Gshay una trayectoria monocromática de X a v. 

Ejemplo l 

La figura l muestra que la condición de.Shen Minggang {que 

no contenga C3 ~i T3 ) . no implica la condición del teorema 2 y 

la figura 2 mues.tra que la hipóte~is de1• teor~ina 2 rio implica 

la condición de Sheíi Mirlgga'ng. Si. u?;,!, 5; iá co!ldición del 

teorema 2 "cada ciclo dii'.-igido d.e longitud ~ ·10 más 4 es un 

ciclo casi-monocro~áÚco", no puede. se~ mej o·~ada. 
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1 

2 

.. ;i.·· 

Fig. 1. .Fig,2 
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CONCLUSIONES 

Dentro del problema de núcleos por trayectorias 

monocromáticas en digráficas coloreadas . por aristas 1 · Sands, 
Sauer y Woodrowpropusieron la sigui~Íite cól1jetufa 

- ' " - - ... ?,-: 

CONJETURA: Se~ ';.;~s.···uri'. t~;;~~¿;~·--~óÍb~e~d6ier '~Ja'l:'no contiene 
e . ¿ Existirá 'u~',_;2;i;~ici'~;'ir,;cl.e:·T,t'ar·;éi~~-:,,P~~~\t:aáb ;értice x 

d~ T - .~V} hay ül1~. 'tr~~Eii'ctorla;;mahcico'rmáfldá .'de,~·; a';v? 
::~_ :.,·_ . ·. '·, ,..-.~ ;,''::'.- -¡".:,-_· - ; '· - :·-~;;; . ' 
; ._ - - - _. .;;;;._~ .. ·- --

-~_·>·_--~~-~-.- ,~-,;::.~~~-- . ~ -,-~. ::' __ :_.·<-' ~-; - --
' -. - '•,. -.;;: 

La mejor aprClxi~aC:ión cj7le se ha: d~~();;dh-; p:iotil~má' anteri'or: 

::nt~:n:i~u~:{t;: :'k~~i~Je'.s·f~g¡~¡f ~:n~t~~f Jiºc:ee.~z~:}\,' ~::1 q:: 

para tad'o
3 

·.;ért.~6k '"-le ::a~<· ·.r>' J'v,f ·,~~~Y ' ú'ná 'tr~yi:;i~tor:i.a 
monocromát'ie:a/d~ 'x a'.:J;\ . · ><: ·· :'' ': 

En . eli . t~bítGlbC:: 2 ~e di~· 'un: }~j~iÜplo' d~ .un' :·t:~rneo 
5-colorea~()P~~,et'~~ ·}0~1~:~e,,~~.~:: §/ :~<'.':{1~\ ~}~:m~l~t· '.~e :·•un torneo 
4-coloreado ;:que:~no .. contiene .,T ¡', el1/ariiÍ:>6s <casos no. se ,cÜ~ple 

:_ '.,"_;_ :·<,:_ -:,-- ~. ';·>·'':-:<. .:··:.:·: .:;:. ,¡:.:'. ·;·~.{ ·">.3 .... : <.> ,· 
la conclusión ,de;;la ~onj~tu:ra;: , > ; \' 

se lle~o ,:'a'l.~; cic:>ri~1hs'iód c:Íe··~~e\~i _ m a s, la condiCión " 
el cual.,rio .cClnt~ri~a'':;c3;~ rii .r· .. ·;·;_;;·~ ''puede ser mejorada. Pero 

' ' ' ' ' '' ' :1 '::·' : _ .... "'' 
para los :- Casos'' m .;;_/ _3; 4_, .• no :.: se \ha encontrado ningún 
contraejenii?i6,>;a~l:)ia6' á est.61.'~ conjetura mencionada 
anterior~1ent'~ ~s, t.cic:i~~Í.a .i.in~' ~r~guntéi abierta. 

Si trabajamos cóil lá i::'e~radura de una digráfica coloreada 
por aristas, fa corbet\.i~a ~~ cl:J:'~duce en: lo siguiente: Sea T 
un torneo 3-coloreado t~l qu'e "tOdb ciclo dirigido de longitud 
3 es un ciclo casi-mm10cromát:i.co. ¿Tendrá e (T) núcleo? 
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El proposito d 1 trabajo fue encontrar condiciones para 
las cuales la cer ·adura de un torneo 1' (C (T) l 'ter1ga. núcleo 

(Más aú~qu~ C(T) ea NP); en particular una de ellás és que: 
Todo ciclo ·de ongitud a lo· · ~á~· ~ ··• sea.· un ciclo 

casi-monocromático Si sólo. se ¡;i.Í.d.~ qtÍ~ lo~() )~i:C:·J.~b, dirigido 

de lo~gÜtict :3 'sea cas.i-'morioc'i:-omáfico,': l~ ·c;6ric::Í~'slón 
del Teioremél 2 del ap.Ítulo 3 no se 'éJr;{p.Í'e 'Jv~r éjkmpici Ú: • 

Si m ¡;, s,, la: con ición del Teorema 2<~(C~p}. J) ,."':¡.(,~~ ¿iélo 

de longitud a lo ni' s 4 sea un ciclo casi:_monocro.iuáÍ:.iC::oU, no 
puede ser mejoradél. 
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