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INTRODUCCIÓN . 

. , .. La velocidad con la que el cómputo ha llegado a ser parte de 

nuestra vida cotidiana, contrasta con la velocidad con que estos 
desarrollos han podido llevarse a los planes de estudio. Esta 
situación ha creado un desfase entre las necesidades del mercado de 
trabajo -Ingenieros que se valgan rutinariamente. del cómputo en el 
desarrollo de su trabajo - y la oferta de profesicinistas que egresan 
de carreras en las cuales el cómputo no es una herramienta de rutina. 

Muchas son las tareas que se están llevando a cabo para · 
llenar esta separación entre demanda y oferta de profesionistas de 
la Ingeniería y ,.revitalizar la enseñanza de la mayor parte de las: 
asignaturas de los planes de estudio .. Una de ellas es la 
preparación de material didáctico para la impartición ·.de las 
asignaturas: libr~s de texto,. programas de cómputo, presentaciones 

en multimedios, etc. 

El presente .trabajo es una aportación en la preparación de 
este tipo de materiale.s. su propósito principal es proporcionar 
programas de cómputo para usarse· como apoyo en los diferentes 

puntos del t.emario de la asignatura de Fenómenos de Transporte. 
Junto con ellos se ha construido una base de problemas de la 
asignatura, también clasificada de acuerdo a los puntos del 
temario, para usarse con los programas de cómputo. A manera de 
ejemplo se presentan resueltos casos tipo. 

Consideramos que la colección de problemas que en este trabajo 
se presentan <.incluidos· en el material de cómputo que acompaña los 
textos explicativos) , .. constituyen una buena herramienta de apoyo para 
enseñar y aprender Fenómenos de Transporte, ya que le permite al 
estudiante interaccionar de una forma más directa con los temas en 
estudio; teJ1iéndos~ .además, la ventaja de aprovechar las propiedade~ 
del cómputo como. ··son: precisión, rapidez, claridad, eficiencia, 

y repetibilidaá,"_:para programar cierta cantidad de cálculos en la 
resolución computiiu:fz~da· de problemas de Fenómenos de Transpo~te. La 

ii 



•·•• , '"' 0Úd~> do "o>om "''° <ipo do ~'•r"' ;, pUoo, üi•j,é ;; .• 
. ·. :est~di,;.~te de cálculos de rutina y permitir que ei énfasis del proéeso . 

. ·./.' · :¿~s~Í'i~nza-aprendizaje se desplace hacia la comprensión de >,.166. 

·C:orii:eptos y su uso adecuado. 

¡,.../' 
El texto se ha desarrollado pensando en varios niveles de ·uso. 

· Como texto principal para la Cátedra de Fenómenos de Transporte· o 
como referencia para temas particulares. El primero de estos usos 
sugiere una lectura secuencial de los temas, el segundo una ·1ectur.a 
salteada. La forma en que se pensó acomodar el material para que 
fuera posible este doble propósito fue la redacción de fascículos por 
tema, integrados en un todo a lo largo del temario. Para facilitar 
una lectura no secuencial, hay un índice que relaciona los programas 
de cómputo con los puntos del temario y los problemas propuestos. 

Por la amplitud de un esfuerzo como este y por el deseo .de que 
la mayor parte del material. necesario para su comprensión. se 
encontrase contenido en ella, se' han agregado dos apéndices 
que exponen temas particulares.'. de métodos numéricos y la manera 
como .se distribuyen. los." progra.ma·s ele cómputo propuestos a lo. largo 
del ·temario. 

'A 'cionl:inuaCión ·desc~l.biremos en: forma general, el contenido, de · 

~~~1J::;~e1~:t:Zi~ªNf~·\~~:t:!~ ::c1:;;,:n:: ~stsae t::~:~ª la'.f·<·i1na .de 

~a;~;l,.z~ )1.<· r;}<¿~~ · capÍt~lo .. están incluídos >J~~as, : .·~~···.•:·· 
t:r~ns~e~en.ci" f'd~\!Tipmé~FE~: / ~ .. f · .~:iici ª .1 a: .·.serie .· •. ·de• · t:emas ;'':'·ººn :'·,1a . 
pr~~entación ··.·del· .. c~rso :de .. ; Fenómenos ,· •. de, ;Transpor.t~ - como'> una• 

·~::~;;~::M·tiEEttli~~f g~it1,·~::~~~~1A~tJ~%i~1tJ~·;~i.· .. 

~g~~~~JiM~:~~~~~t~tf~tt~{~~~~~~¡~;..··· ···· 
; >,.,. 



capítulo 2. En este capítulo se estudia el tema de Transporte 
de Calor en estado estable. El tema se desglosa en tres subtemas: 
·con.d::.cdón (ineluye algunos problemas que se resuelven por medio 
del método de diferencias finitas), Convección y Radiación. En la 
parte de conducción se razona por analogía con la conducción de la 
corriente eléctrica· para deducir fórmulas de conducción en serie y 
paralelo. En el estudio de la convección se insiste en lo complejo 
del tema y en la necesidad de recurrir en la práctica 
frecuentemente a los experimentos y correlaciones experimentales. 
Del tema de radiación se trata lo preponderante para el Ingeniero 
en Alimentos. De los tres temas se proporcionan programas de 
cómputo, casos tipo resueltos y un listado de problemas 
propuestos. 

Capítulo 3. En este capítulo, se revisa el tema referente a 
ecuación dependiente del tiempo, que requiere de . técnicas 
matemáticas más sofisticadas tanto para su solución analí.tica :como. 
numérica. Se dan algunas bases para entender el ·mé.todó.· .de 
diferencias finitas. El asunto de la solución numéri"Ca·· ~de .:este 
tipo de ecuaciones se retoma en el apéndice.Ai. 

,'.·. - :;» .. , __ ·•. : 

Apéndice Al. El presente trabajo de tésis no c'o.nteill~ia dentro, de. 
sus obje'tivos particulares, el profundizar. en·:·el: tema:; .'i:le':'iné'todos 
numéricos. sin embargo, en este apéndic:é. · se· inciur~J'Úna .ii;"t~odu'ccióri 
al tema de diferencias finitas, el chal: <~~tás.:~iri'il~iadCl :¿ori~. ~1·"' 
capítulo 3. de este. trabajo con los siguientés.>pr6~·~sii:ó's]'.)'2 \> 

' '·. ,. . ·-: ~\ ':);..; :,;·:·/. - -._ .. :,. 

a) Hacer: notar. ia importancia 'ae. ia: .J~IJ:iij~fa~i·:ci~:: J.ci~ ;i;ét:o~6~' .· 
numéricos • ~daptádos al ; cómputo ... electrónico ;~6inó ¿·~;;a'.·.h~'rrámieni~:. 
poderosa para t~plver problemas .de .ingehier1.~.~/.;//', :¡ '<::~:;(.:_•; .... · · 

bj •.· córitai- ccin elementos que. faciliten el.>manejb•"ae cioriciept6s . 
requeridos .. en .lClS .t~mas de transferencia d~ CalÓ~ en.:este!da·· 
estacionario y 'n'o. estacfonaiio .. 



é)·. Que el usuario considere el· empleo apropiado de 
..... ;hardwares" comerciales que faciliten sus tareas de cálculo: .. y·. 

· .. ¿'omience a formarse un criterio de selección de acuerdo a factores 
como tipo de problema matemático a resolver, características· 
del método numérico a utilizar, comportamiento matemático de las · 
funciones, ecuaciones o datos; disponibilidad, costo y veiocidad. de 
una computadora; costo en el desarrollo de programas fuente'frente al 
costo de "software" comercial, frente al costo .del tiempo de 
ejecución y mantenimiento. 

', .. 
Si el lector se interesa en . pro·f~~d_i~.~.r; <en: : e.stcis ~t.emas ,. · 

sugerimos se consulte la bibliografía' acerca}del>.teina de métodos 

~~:::~:o:e ~re::rn:t::~ electró~i~o. . ~¿"~'.~~:<'.{;~ ,;~e.~'~.~i~fi~s : de : .este 

.· ..... , ... ':;e:.·~ .. _, ':'. -.:·~\lf,;.3x.4\:.ct;(~x··.:~· ··•.····. ··.· .. : 
APÉNDICE A2. En este.:.ap.éndice,:.se ,preserit<Ce1·.: .. 1nd1ce.:de '.temas 

curso. de Fenómenos de ~~t:;P.~si~,c,~rr;~~~ ... ,~t~ª.frf:~i}~ ~ ...... 1 .. :,-,: ;.;.. .. ;> •.• 

l. g:::::1:;

1 c~:~:t~~{;i f~~~]~~ª¿~f;~';f :;.t~:~?~1;~;;D_T~;;!;~~~: ...... 
de··calory· TlO~nsp~rte;de):llla~a):,': Lo'c.ual:·Permite fa?i~idad dE! ·. 

· estudio y' org~n'ii~;;;ió~;:d~ :: t~~a.~tP°'{' se;i~.~~j 'tM~if;~~üi·~·;:, :• ':, · · · 

, · Ei:.~~Fj~;Y,~f~~~1Pt~i#tt\Z1~~~~Wtt''!•.· .. .. 
~-~u~iri'~s·: ~ .. :~·\,·:·:· · · ·} .:'. · '·" ::·;·:·;· ·~:,, ~: ~-:·: ... ~· ·.:~ , 1 •• ·.•..;. '.':,·. __ , ., .. · •• : .. '.··· ,'.,~,:::'._-;· .. :. .. . .. ' :f .·y-;:· . ' . ,. · ... : ~ ·.~:' . 

... , ::;/: ·>-:~~·';· ~'·: ·.\.~::::\._\ './f .> .. ,,·:~'.t.::. < ;_.~,·~·::· ::· ... :, ...... , , ..... <.:.'. -. :=··~;;:>_! :: .. ?_. ::- ::<-;:;··,X.:: 
Puede '.parecer.:: qué':.en ,: el ; ·trál:ia:Í o .·~E! ''abt.i~~ : aE!/téf e;E!~cia~;. ~ru°2!a°ilas •:• 

entre lo~ disti~t.;~· temas, .pe~o ell~ ha 'sido en·busca 'de::.cu;;.:;.,:~¿;·'.más . 

eficienté,delcmaforia:L·presentado; .E~'.'leét.:i,;.podrfi\"navega»!0 .:•;d~ esta 

.a~s:ni~g:unra;ªt.uer:a::.'upee.º.n .• d1~r01á:,;ig\uii·.~a:rt.·.::~~1~~~~t:~l~:a~:i,i;i;~:::::.~•dem~da'.et'Pe·.:r~i~a:ls.;···:··d=.··e1'~.·gee.·.ªs·····~t·.·e~ .. ··•.,····. '. 
a ·1os aÜiniilo;i;. en' eiuso ;.del 

trabajo. · .. ·· 



tilizado en la elaboración de. los· programas· fue 
Q-.BASIC, sin embar o al compilarlos y hacerlos ejecutables, .se evita 

·toda dependencia el lenguaje de programación. De esta manera, 
consideramos que este tipo de mc.terial didáctico es accesible al 

usuario porque los trogramas "corren" en computadoras·.personales. 

Actualizacione o adaptaciones posteriores son previsibles,. 
sobretodo que comb se ha comentado en el principio 'de ,esta 
introducción, el dómputo es una disciplina que ha avanzado ··muy 
rápidamente en los 1ltimos años. Asi un trabajo c·o.;mo······. e.l··· ·p·r·e. ~e. ··n··. te. • ... · s.e .. · inició con un ciert estado de la tecnologia y se concluye.;con otro ... 
Sin embargo, aun a í, el formato de presentación. :de . .:•traba.jo~'.·comc .. :' 
este, sugiere a los

1 
profesores que imparten curso~ .~:/F-.enó~~~os de 

Transporte, . Matemát¡cas u otros de Ingenieri¡;¡_. ·que '~~e-~;·.e1·:í:cómputc · 
como herramienta de apoyo para sus cursos. · · ... · · -"."". 

1 

·:::.~. •'\':/ 
. ''·, ·.:. ~·.:,;,~.; ·'.·.~· .'. 

Finalmente quedarían por decirse algunas" palabras} .. ac'eirca de: 
1 . . "' :· - .•. ·;;.; ......................... .. 

~::p:u::: i'!:1ieci:~ . ~!r;:;.::;:: ~~:~:::":~/8:J~t7
1

:~i~f:~i}Id;:~:: ·. 
semestre de la carre~a de Ingenieria en ~HTil.e~t,'.".~ ~; f:~-~~t-~.·.~~~~"'~se . : 
que el empleo de las computadoras evitaria•:;•el~. apre~d;i.:z?JE! de' ·, 
cursos básicos de 4atemáticas. Esto ·desde .1i:;E!'9o::;_~~fú~~-•,falsa 
percepción que prov~ene de pensar que >Ía~ m~t';3iíiát'i~~~: ~~ri i~s·. 
"mecanizaciones" de los cálculós. De ella-s. ~i~·~ "íííe~~riizii'~i6rii;,~~ si.' 

quedaria liberado el1estudiante, pudien~o· 1os-.?~~~~s:.b1ce~s_e· más , 
orientados, hacia el desarrollo y 'aplicaciónes' .. de' ·los 
conceptos. Por esta ía el empleo del cómput~ . comÓ ~poyo do~ente 
permite un mejor apre dizaje d<!! las matemátic.as, menos. memorista y 

más creativo. 



,'EVOLUCIÓN' DE-LOS FEN,ÓHENOS DE TRANSPORTE •• ·.· 

·En · la primera mitad de ia· década ·de 'los· _: so;s·.. varios 

investigadores de la universidad de Wisconsin;_ baj_() :\a diJ:"écciÓ~ .de 
Robert Byron Bird, prestaron especial interés en la'.observa~i~n.~e ·las 
analogias existentes en los fenómenos de 'trans:Eé:rericia\:ié masa,::C:aior·. 
y cantidad de movimiento, llegando a ia" ~or{c1ui'i6~/a~-'que los 
mecanismos básicos de dichos procesos podían; sér': .\;i,;;'tiaÚz.ados como 
fenómenos fisicos que comparten los ·mismos. p.r'i~cipios\básicos •u~] 

::::::i:: :.~:: d::::::::º' :~:: .t:;f~f ¡f,~l,fai.!.ec:a.~rir~e:tr~ai·~d,:eª ,··.· 
Wisconsin el primer curso semesti-al de· la :ióat:é,:01if':e¡:.¡< - ' · . 

'.;,.;;;:.···,'.,··.::,: ·.',"·•·.-.· .. 
Ingeniería Química. , . . '<}., •>: '>/•::: \),: 

En México; luego de la Expi:opiació~ Petrol:era· décre!~ad~- p6r,; el:· · 
Gral. Lázaro cárdenas, el.- país .se . .vió .en la necesidad .·de ,c;¿¡;:¡;a::r·,can>'' 

~:::~:=~a:.re~:ra::: · .. :: .: ::~li:Í.:i~:::i~ar:: -. ::é l:~:;es;,f~~it~~=t~}é,': ." 

estructurar las ca~réras de Ingeniero Petrolero,, Ingen:Í.~ro Q~frn:Í.c6 
Industria.l e Ingeniero ,Quimico Petrolero, entre otras·: 

,. 

En . ún pii~~¡pio;' la~>;éfinerías e:.:.an operad~s por . ~~~nlcos 
que se había~ f6~ad~' :e~piricamente al reaHz~r tr~ba)'bs.• para las 
compañiiis· extra~jer~,sqüe .existian en nue¡stro paiS; y la epse'ñallza ·de 

.. ::)>-.:- .:.· ,.;·\>' 
•.-;J.,".'.",:.;',::C.;'. ·~ • .::'.~. ;_~,' ';;.::.:;.~·' ." .·-,·~··· ,;.e·':"• '.'¡,:_:¡'IÓ·:··l·'.<~\" -.~'' 

me J
. or·aEmli;e.tn-~t~o~-.~.•-·_jtoa'n' dt~o··:,'u .•.. d.~e>.· .. ng~'~i"er6 ~~onsis~~{en ::E!~~a;~~·!-:~e<~~l .·.~iseñ.o .. Y.• 

' ros: ~(¡uipcis ! necesarios i ,, para::' uri ¡: pr_ocieso' de 
transforni~~ión; ' cómo. ;del j:;.:;;;C.,,s6', 'níiS~o;· es·' .•.aeci~; la~' 

. ~:i. 

···:.:··'·;.·::··· ... _ 

. . 'ii'i 



'/~specificáciones de las etapas.·~ las que ~e·· sCi~~i:~f~~:·las:,.~:t~:~·á's '.;; 

.. ~:!::ªe{p~=d~;tso ~~:::~os necesariós: para i~grai i~ti .. tJ:t;r:t:.·t,:·;\?h .~: 
Para que un Ingeniero - y el Ingeniero en Alimem.t~f1. l11:):,;.~::7p ... , " .. 

este sentido distinto al Ingeniero Químico-pued.á · desarrollar. 
adecuadamente sus funciones en lo que se refiere ·.al .·.·aiseño'···u: •.:,·.<.;• 
optimización de un proceso completo o de una Operaciórt 'UniF~ria·/. 
específica, es necesario que tenga una comprensión clara .. d:~,·.1o':'i;iue::·· ·:e:·,:' 

ocurre en cada una de ellas. Normalmente una Operación ··úriitái~~ 
involucra varios fenómenos físicos que se' presentan' e~··.:; i:ó'r;;;a,: :<" 

! .. /.:::: -' 

,,. .''.;, ;'.·.:'..>~:·. <' 
: ... :,.-::.:,.;:;'·1: ;~:::;·;.:t· 

simultánea o aislada en cada uno de los equipos. 

Los principios físicos fundamentales de los c~á1·~·s·Tsé•''.r~.~<Ílta'· su. 
importancia en los párrafos anteriores y que: rigen.~.ios'•:. prócies·os .. de 
transferencia que se presentan en las · Opéradir:>~~~ ·:uni.~a'ria~: de 

'cualquier proceso industrial, e incluso de .P.t:()C~so~;;:~,lc:i16~i<:.Cis¡/':s~ 
agrupan en los Fenómenos de Transpo.rte. :y··;~ . ''º' ;'°'''.·,,;:::' :;::·?'.·. '.:.:.· 

; ":. :· . ' - .;:~:'.' ,:: 

un FenÓmérlo · de 

(14J.' ... ."<.'. '• ·.. ·:·_i/\'): :---~ . .' ·-:~>~·4·. . '<;.~ ·_;·<-:::- <-,:·~. ·.< ... >.:::;.::. ·::~:~·,; ~-~:;:~·,_:··.:~:·¡~<'.>:; ·:· .. ;.--.. , .. , /<'.,;._:• .> .. 

-c~~·o·- -
convfrtiénd6~e: 

es:,c.:-
1ograr . que · ~¡ · ~~tüdi~nt~ 'áacju:Í.era lcis: :·conceptos·· c;Í~e i;;. permitan · 

,. ·:' .. - .· .... · - : .· ·- ·- , ., .', . ··. ,, '.· ... 



adecuada compre~sión fenomenológica en los procesos. 
que se llevan a cabo en una determinada Operación 

Unitaria, como base para que en sus cursos posteriores de 
:1ngeni.ería, complete sus conocimientos con los conceptos 

necesarios para una correcta caracterización. 
Es importante señalar que se trata de un objetivo diferente 

al _de la materia optativa de Fenómenos de Transporte en la carrera· 
de Ingeniería Química, donde, después de que el estudiante ha 
llevado los cursos de Flujo de Fluídos, Transferencia de Calor 
y Transferencia de Masa, en el de 

0 
Fenómenos de Transporte se 

establece una analogía entre dichos procesos físicos y se procede 
a la caracterización de situaciones físicas. 



·. PRES~iú::ÍÓ~ DEL CURSO. 

' .·. ' '• ,• ·.·· ··/ ' . ',,•,' 
' .' .. · ':;·.·. 

' FE;Ó~ENOS D~ TR~~j,6R;~ : ';, ÁSIGNATÚRA .DE ENLACE" . • 
;'"):·;-: ,. 

herrami'eritaE.\ 'necesarias,·.· 'para· •. una •: co~pren sión : 
difer~r¡te~ pper~ciones Unit;;~i~~:. 

iv 



l. REPASO DE HECÁNICA: EL PLKNO INCLINADO.-~. 

INTRODUCCIÓN. 

La Mecánica de Fluídos tiene sus antecedentes en el ·:~·~tudi'o,.de 1 
la ·Mecánica, es por eso que el comportamiento de la Mecánica ·ae los 
Fluídos, se puede comprender mejor; partiendo del estudio de las 

·leyes f-ísicas que rigen los cuerpos en movimiento' 

Presentar en clase el ejemplo del plano inclinado para 
introducir al alumno en el estudio del transporte de cantidad .de 
movimiento, resulta conveniente; ya que como hemos mencionado, los 
Fenómenos de Transporte son una materia de 11 enlace" entre las de 
Ciencias básicas y las de Ingeniería. Por lo tanto, el estudiante 
puede relacionar fácilmente la explicación del origen de las 
ecuaciones de Momento (y sentar las bases en el estudio de la 
Mecánica de fluidos) con el experimento del plano inclinado, con el 
cual trabajó en su curso de Ciencia básica l de Ingeniería en 
Alimentos. 

EL PLANO INCLINADO. 

Galileo Galilei (1564-1642) fue el primer hombre de ciencia 
que introdujo un concepto claro de la aceleración. Él afirmaba que 
" ... cualquier velocidad, una vez impartida a un cuerpo, se mantendrá 
constantemante, en tanto no existan causas de aceleración o 
retardamiento, fenómeno que sólo se observará aproximadamente en 
planos horizontales donde la fuerza de fricción se haya reducido a un 
mínimo >> Esta afirmación lleva consigo el principio de la inercia de 
Galileo: Si no se ejerce ninguna fuerza sobre un cuerpo, éste 
permanecerá en reposo o se mueve en línea recta con velocidad 
constante. 

Galileo llegó a la conclusión descrita en el. párrafo anterior, 
mediante estudios acerca de los movimientos de diversos objetos sobre 
un plano inclinado; él observó que el caso de planos con pendiente 
descendente existe presente una causa de aceleración, mientras que 
l.os planos con pendiente ascendente existe una causa de retardamiento 
(observar la figura 1-1.1) • 

Pendianta positiva Pendiente negativa. 

Figura (1-i.1) Plano inclinado. 

l 



De esta experiencia razonó que cuando las pendientes de los 
planos no . son ascendentes ni descendentes no debe haber aceleración 
ni retardamiento. Es decir, el movimiento a lo largo de un plano 
hórizontal debe ser permanente; aunque, naturalmente, Galileo sabía 
que tales movimientos horizontales no eran realmente 
permanentes, porque éstos dependen de las fuerzas de fricción· que se . 
encargan de detener los cuerpos en el movimiento horizontal y, por ; 
tanto, en ausencia de toda fuerza, los cuerpos continuarían.-. 
moviéndose eternamente. De esta manera, Galileo estableció un.'-
resultado para una situación idealizada en la cual no actilan fuerzas;" -

·, .. 
_., .. -. 

··¡;• 
.. ·.; ... ···~ · ... 

EJEMPLOS. '.J~ ~:~~:: '.~ 
EJEHPLO l: .· .· <:.::e".:,- .. 

Se resolverá, ahora, el ·si$uiente· -problema que corisi~:te. en
deducir la expresión matemátic'ii ... que· ·aef.ine la . aceleración· ·de·_ :un_:: -
objeto que se desliza a lo largo de-.u~.plano'inclinado',_.· 

Problema l): La figura (1"1.2),' niuestra-.:ún bloqu-e' deslÚándosé a'.' 
lo largo de un plano inclinado. Deducir la'.expresión-matemát'ica :de-·.1a.:: :. 
aceleración, para el caso mostrado; ···mediante respuesta ·.a los'~::-
siguientes incisos: · · .. · · · ·· · · · · · 

·. ·.· .. 
l) Escritura de segunda ley de Newton. . , __ . ·.- .. 
2) Listado de fuerzas actuando. sobr.e'el d1erp·o> · · ·' 
3) Descomposición de fuerzas a lo largo .de los ejes cciordena'dos ~-
4) Inclusión de la "ecuación constitutiva•\,··.·-<:·.•:.:-.-.-.-· . · ·- · 
5) Sustitución de la "ecuación constitutiva":-· dentro. :'éle .\~ 

6) ~~~~i~~~ó~e d:~v!T!~~~~ ·de ecuaciones e . \ : ; 
7) Obtención de la expresión de la acelerad.ón.' <._·;_;: 

Figure\· 

\' 

"~ ·. . > ·~.· .. ': 
(1-1c2) ··· Bloc;júe: deslizándose·_."a 

'indinado.: 

:2 

_10 largo de: un 'plano: 



... . 

Listado de fuerz~s .a lo la:r;-go. de los '.ej~~ 
. 3a) En el componente X : >la fricciÓn y la· proyecÓiéii\ .del\'pe~o er. .< 

la· dirección x . , . ; '.•: ::·;::-,:.· : . /· · '<,; · ==:,:<... , 
' l:~~= ,(~)·(.gl/,s~,~~~~<~·~~; .. _i• c._.: ..... ,'.;c•i~1;2¡:.' 

3b) En· el componente y . : ; la . horma]. . .y/1a;:proyec.ci6n . ~ei. ~~so~ 

~!r 7., ~ ~~>r_;) f~rccti~·:,'é.ti.;.;:~t-;J)t;/: · · :;~ <~;:;;;~··· 

to.u~2:~~:~.Bf ~~~~~:f~1~~~t{~l~f~r~if{f :~%K~!º if 
·· ·· · ~: > ~r ;;:, · %::•.~f ,'J~ :~ :. > =< ·<: ... : >·1 ==> ,:~~, •• / 

. ·.·. . . '. · ,.; · A C: , j< ; > t:; ::::, . '\:~.:¿·:.~:":,; •' 
Do~de: ·· ~iL ,il'á.bd6'f';fd~<i~{6'~i6~()J .·.··~ · ' µ · = ·: coeficiente :,de"·:· 

" ,,· .:.::;·:>•: .. :;._;..,. ::'': ... ,, '.·'.· ··. \' ·'" ;. . .... <·: ::·:.':.:frii::i::i'6n·'o',r·c,.: -.· 

.. , ... ·r;> > ... ·.'. -~ .. =:;.=··· •• ~: ·· ···=·;:::~~~~.r:~~/t> \,· r' 
de· L;¡~~~~~;~;~f~~,:·p ~-.~•,;~yª?b~~)-6,ci~s~Úut1~~ .. :.~;ritf~'0~;)a:•~p~~¡¡ci6n ... : 

''..•·· ·, ', '" •: '.,: •• '.~.~ , •• ·,,"•' ;.',; • .-~': , .• ,. •• •·•···,'·· -'•: '/:··'•'."" .~: .! "• ,• ,;•_~~.'l·I·•· •e 

, .. ··<·' .. :, ·:·cin¡ cg('(;¡érieT .,¡¡,j CN)·.'=" énii"ca.t:= ·' · ·····'i:'cP1-1.s) 

··.· ,-:•7.:':;;, }~:~',~:,;i:N~);sc:·~s:~i:.;".:t:,-)·: :.> '.¡, \--.· ,,;;_¿w 
· 6.; : Resol viendo el sistema de ecuaciones y agrupando iéz:m~h6;/,.·'-' ·:·: . 

. <riil'for;',;~n,~>·:~:··•cµ;'<~) ·C.~!.i.~~~, ªt.i =-:;cmU¿·r' :". · '·'··<L.'7)" 
:':.«'.' :">.""' .-·;::;;~·:<;. _, :~:·/>.:.://; \i :2:-,··~··· ~· ···~).:: .... ::·.,> "":· .. 

-· ·· ~ing;~c~ene,~/.hc~ser: = 'CmlC.a~l . , · 

7. Obtención"á~ la 'ex!lJ:esiÓrí de:aceleraciÓn. 

···:a~·,;··(~e~· ~<:'J 'e~~:~)· g~ : 
'·.· ,.,-._ 
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-.-~...,...----~--,--~'·.:~·.: _;--:..,:: .·.'" ' 

s~ iia;;d~~li~~do ·a~:d~ ei,'_ punto 

,.,.,~::~.;;~"~~1:.:•f ~~'i'. .. ~;;1.t~,~~'·.~Vº'.·~· i~1'.~d"7i-º•· ... 
a) Análisis en el p~nt~:1 .. -,.;c:,~ /'?> y'.':,.---\{.,:; .. ,,,>::· 

La ~nergí~. cin.~,ti:cat:;~.:e,1 ··~:.~:t;O :~:··~ ~1;~.ii:i:ª·f ~¡~ '..:si;}v.::::;~\1 i_~~:º,:¡;)_ •:·.~····.·. · 

· · ·· '°' ,;· .~~~::·:,e~~~~i~;~:zi~11 1~•7·~'·~•.;.~~; .~i:f .;~r, S·"'° :. · 
:·: . · ·.· •') ''·' :;\:··E~ *·'(rn¡~(g)_(hj .. ,,.e'• :' · •··· ' (~k~i;2) • . 

. . :~~~~~~·~ •lE '~c1~·~i~~::·;_¡P~-i},¡ ~;:~·.··:P2~1f2):'. s~·~· l ce~· ,> 
:.·: ·.:PUnt p';'n~ó ;1:: · .. · .. • :'• .. · .. :._ •.- . "· .• . :-:·: · :•,.- .' :,-:-., .,· ·: . "· 

< .. _ ·. ··,:.-· <:: .. :~ _::~~ +>+c~dhr_.~'Eii•,::;-~<. < r.: ... 
- ÁnáÜ~i~: ~n :e;1 punto ':2 i;: . . :>· •• ·• •• .. _: '- i . 
. La ,en~7gía cin~c~ica e~ 'este~ punto .. ÚÍihe ttn valor iguill a: 

Ec. = 1/2. mv2 



,· ... · ... 

. . ··. /:;,,, i :~onde ,v se convierte en velocidad finai Cvrl porq~E! el c~erpo ha 
·,heiclfo·:_su:recorrido a .lo largo del.plano;.: ·•.:-: """" ., .. - ....• :·>-'·· .-_,,:·. 

:.:·. : '.' 3v•4a energía potencial en E!1p~ri~b\'2'/~~)i~~~-~: cE!rb'.· _: ) .. i.":' . ': 
. >·; ·... .... . .. , _. ·.. : . _EP_~ f(_,,;:~;t ·: . :-::;-~~ ;_ <' :-'.,;} ""~~i-)Ú '• .·· 

"" .. :·· ' - ,•'/·· ·.·. 
. . . sumando · las ecuacion.e s (P2-i::_.::J·.:;'. y, .. ·:¡,;.~i:i;);': sE!:: ~a"b_tlene:' para 

··: Eil ;punto 2: . _, ~-J>,_-.-J:·.:0 :c• . , .. · ·.·::•::•· .. )_;,\.:·-~··:·:;e· . _ _:;> 
.>::.. ; ·~··:.._.;::;:.-:·~ .. \" '..,·~:.:·;. ;;":::·· 

i_ ;/~--~-j ,:¡. o :~:Ei·> '' '•• ·. ;:·) ;;;:.'/'c>2-i:oJ> 
,:..; ·.. .. ,:;:;_'::~:·,._; __ ( .. . .. .:-~::; .·., .. ', · .. - ;.•· .. ,_. . 

:)t.··~.-.··:.J·:~ - ·:·:; ~--""·.:">>" ·:.-;<:." ··\}-~_.;- '.'..:,' __ _,; . .. . '" ... ·.;.: <·~i-... ~:~;1~.~'í.~r .;·:c~_2--i~:-~>0 • :·/~6~ ::·:: ·.'cPk~-i~~;-,·-(· ·,~·~-::-.<.·;.~t;fi~h~-~-~~/'J::~::·.} ·:e~p·rE;s'ió~i>:''·:·.~~:- · :: .. !~. 
·velocidad •_final:-_::_.--• ·.: ·· · · -: ; ,_.· · •>·• · :}:/· '"'··''· •.: '-" ·>·· .<·:!.-.(~• _,., ._. <" _.,_ •:. 

'~ ".; "; ·'. . ... ~.·:e:::·:·<>..: . ...--·::.,,_::._., "--2<-.'· .-,.:\'·:> .~:. -~;:'. ~:::'.. :_ ',~:.-.; \'., ;< .,_:·~-..:_.:-:·, 

·-~-~ ~lcir;'::._;: ' ... __ ._.~ ..•. -.•~-;:_·._._;:_·_.:_.[_ ;_.~_/,/_Lrn~/: : . . .· .. :~.~·-ºc:,':·,c~~~{,;~~ / 
· .. · .:·_::-_ .. ~.:.-.•_ .. ·, ._:. __ .. . ·.. . . ' ' <~ __ , 

. (','\:::::·:·' .· 
'/•," ~-:_/·/·~.- ,. .. . ·_._., 

Otra fornía ~~' i'1~~a~,~~< i~s ~~suÚados preseritád~~: en ~f ajemplo ·. 
· 2_, ·es ··mediante: . .'el ,-_análisis "de 'datos.:' experimentales .obtenidos en,_,el•:-' · 
laboratorio>. A· c"ontiriuación: se_.muestra dicho análisis. . ,. .. · 

-·~; . -__:·· .. 

EJEHPLO' 3:' . ''.) F: . 
El movi·~~e~to cie,una: pelota que rueda por un plariO ,:;:,Jl,in~d-o, .· 

constituye:u??: ~~i;_mpl~,.~e movimiento uniformemente· aci;1e;ra~.~; ; · 

Los resui:tados i•n'iiméricas 'de este.· experimento;:: mÜE!sfra;j"' que l_a 
velocidad·· final<'de·_:uri·::·•objeto que. parte 'del .reposo,'y.ise:.acelera •en 
forma uríifornie ,:_: i;si igual , al ,·producto de. la·· acel er_ación _·por.", er-. tiempo 
transcurridO.':::'si,·;•un: .• Objeto no parte -·del reposo,"'.· su<vel,oc:i:dad final 
será igual: 'a ;la;.: suma::·:'.· de' su._· vel_ocidad ·inicial'·, , más,.:_eF·· incremento de· 
velocidad'pr6ducida·:por._·1a acélera·ción, . · .. ,;::_-; •," :;••. ,,·;.-•.,_. _. · . 

. Se pue~~¡Ú~d~i-~iia\ ~;is~~ ~o~clusión media,'.it~.'Un ' ra~Óna~iento 
matemático~- 'pará:::lo\cuál se· presenta.· la. figura , (1 7 1:_4) :que ilustra. e_l 
ejemplo. a considerar.·¡;, :;• . ' . ·• .... , .. ' .;:· .• _, .. :·\; ·. 

-·"-:.'. ·Y.~.~::·_, . ,-1.-: '· .. ~ '·:·;;"/>:~:c. : ;:.' 

. }~¡:g-·•:;··";~' 'fii:'.:'\'~, . 2° i(;;fü~t. 

Figura (1-1.4) · 

-. -~ 
.. . : ,-,;· .' ·.-.;~ ··;/>'·/'•" 

';, _;.'~:- ;:}·-~.<<·""" 

Pelota ~eiéian"ab; pi)i Jh ~lano inclin~~O, con ~o~imiento · 
uniformemente aceler_ad6.,-' 

·. s·.:· ... 

-·,.,·· -'.: , .. ,: . •:.'·:· 



L.·. 
I· ¡· 
I" 

·ANAúslS.:_1UTiMATlcO.: , ·· · -. 

...... :._:;~;}{~·~iiinda.i~/de. Newton:\: 

::.;·_:/ . ·o. .. 0 ~ . ·. '·m =·d 2Úclt 2 .' 

DOride 1.1a '-' es. l;n~:·:·con'S.tan.~."~:;:::': ~- · 

.· ': i~t:~g~~n~~. u'n~ .'v~z; :_.se : t.i~r1~{: ··) ( 
· v ;:.;:.cixf,dt~ 

.~01 vi~~dÓ ~.ª_.·i.~t~g7J:·Lr.tE~Jd):t~J;:b··· 
·. Reescfibie~a6 ,ú:)~)J~éiis~\¡,3~1·.~i '~olllb,· 

._, · ··.· '~ iV:C.foi·;a.c;.:t·.·· 
y 'sy;;~,it~y.-~. ·.x~Hl~x-~·.L_f '¡~3;¿;:,;·;~~ :6bti~;.;~ ,/ 

. ~'"""º~'" .,. .. ,;·~~lf ;f~~;~.:~~t~~~2~ .... 
2a (X-Xo). = ·; (V~Vo_) +' 2Vo.<~~1(ol_ .. , . > · ·' (~3~1:6(: · · 

té:t-minos y'simí?Hiica~cig\: ·· •. ·.. ,., · 
· · .. 2a (X~Xo) • ~'.iv~y~.l. [v:.v~ +. é2\'.•l. ' 

;" ;;,=¡;¡:y~f1v+v.i\:>· 
. ... -··-~ ..:-· :.:~ 2" .' ~...2'. ~ .>-.::~: __ ;_:~ -.;, .{_ 
···• •· .. :_\;./V.c._i.~.'.·.·.v_. o. · · 

. ,·;-;:. ····;~·;p.:.:.:·.;-;~ ' : ". ,. 
. ' :':< :~ -:·;-: 

· Pero:. <x-,xoi ;=?·.:·:P_·:.:~~:t~:~~-~t~·~.:~ 
··.:·:··>'· 

si .vo = ~·_>a: Ei,~u~'.c~ói~ ~~;_:f;¡ .;~ed~: 
'"· ·<;¡~·v 2aci : <•3-i.'81 

La. e~uaciÓn. angJj_~¡>i~ ~~é'cle• :~l¡car •. ~~nto ·a.·· la. acelerá~ión · 
uniforme positiva :.·como la_:;i1egativa ~ Esta ::ecuación,: puedé :utilizarse'. 
para calcular .la' distancia, que.:.recorre" un·. obj etc cua_ndo su: movimientc '.' 
es desacelerado de manera. uniforme; :'así· como para .calcular :e_l tiempo· 
que transcuirre_ hasta q_ue se". detenga. · · · " · · · · .,. ' · 
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2. LA ECUACIÓN DE HOVIHIENTO. 

INTRODUCCIÓN. 

· · "Ein las industrias procesadoras de alimentos, adquiere gran. 
,, importancia el comportamiento de los fluidos porque parte· de los 

materiales que se manejan y procesan se encuentran en forma de 
fluido, por lo que resulta necesario conocer los principios físicos y 
matemáticos que rigen la Mecánica de fluidos. 

Uno de los problemas más comunes que ha de resolver un Ingeniero 
en Alimentos con respecto a la Mecánica de fluidos, consiste en 
conocer el valor de propiedades de interés macroscópico como el 
gasto, las caídas de presión y los parámetros de caracterización 
reológica del fluido, así como las relaciones entre ellas. 

2 • 1 LA ECUACIÓN DE CONTINUIDAD. 

El primer paso en la resolución de problemas de flujo, casi· 
siempre consiste en aplicar los principios de conservación de la masa 
a la tota~idad del sistema o a una'parte del mismo. 

La ecuación de continuidad es una consecuencia del principio: d.e"' 
conservación de ia masa. 

Para deducir la ecuación de continuidad, ·considérese i'á'" 
figura (2-1.1) • 

Figur~ (2),) i:iái~nce de .masa en un sistema d~ Ütij o. 

En '1a .. -i5.!!iúr¡ :· {2~1.i), · se puede apreciar un sistema ·:.;i~ple . de 
flujo·. en el "que· .el· fluido entra a la sección .1 con una velocidad 
promedio V(·.:c<m/s)·,.y. una' densida ,p1 . (kg/m -r.".El ·área de 'la sección. 
transversal ·es A1· '(m ) . E1.·nu.í_d.o.:sale por-. la :sección.· 2 con· ·una. 



' . ., ' 

'\:é1ocidad ~ro~edio y,, El balance de mas~ gue se puede estabi~~~; ~- · 

~ ¡ ~:·:~ ::,~: ~~~"::,:::;:,:·::··;,:;~;~:::::~.;.-;;~~;l~l:,~' 
\· · ' :c~n :velocidades de flujo y. casi ;siempre' en estado establét·: el':~t~~~-~~':'..: 

de acumulaCi'ón ·'en la· ecuaci6~::: (2~~:•L ev_ ·_se:l_-_coecr_
1

'od-_ayd.-_:,sd)2e_.· ºs.ba.:t
1
:i
1
{d,}1a. e,:;:;~{:~.\tf'¡ }~, 

· ve10C:iaad ae ·e~Í::r¡{¡aa ~ _ •-. ,;<:, , , . ,.,< 
-:.:. .:·:.. . ··.·u: .·.\::; :-,-. U:'•·:· .-- -.:-.:-

. Donde:. 

.. pi A1_ V1 '= p~ ;,;,~. ··~··· Consta~h~ · : '.( .'; , //'gij''.j,; /;·,; .··_._·· · 
incómpre~:ihres ;. ~;;( • ;;, ;:¡,;i~.,_·_•·.·_i~}\_~§:~F~~/·;U;;~, -:¡~ · 

'."'.·_.::~,::~;-:., ·,·:·(!>:,":;:;- )i - ., .. ~·:::· 1;·; .-.:( ; ..... '· 

. º ;i1 _v1. A2 ... v:;:: ;::/::;:2 1,-'iú/''"s-~ 7..\' c~~•:í{- '' < 
•<"~'.,'·.:',:•,:, \,',<• - V • C \ -~·,,, ;'.7'';',j'.,,;,~:-::~•(:z: • .--:~:_?: ·.';_:.,:-,· 

. ·,.:.::·:::-- "?:...· ,,._.-. ·:<.%._:_:, .... ',:~;;;~·.'.:: .,_._¡ ,·:;, · .. ··,' '_,_. :.--· ·-

g~Stcl,~~·1~~~i:'~rd:J·.clriU~i.:'.: -. • . e··~- ;\\· : . • < •·. '/ - ·. 

·• !·~·~· · < ••• ••• • ) • .~: :: ·:~::1,c~;~~ ~\<·~'..\'/·.<·,-. -:.-~,:\: .':~~·.:~::·: :~r .: :·.:~·<. 1 
, :· .. ~. ·:·: 

" La 'ecuaé:ión" (2-1,3) .;establece' que,_. el" gaste,:;vólúm.étricó:\·é_n ·la;' 
sec,ción' 1 e~ ,.igual al:, gas~()· :~;;~~>':sección ,:2•;i;ip;ir:;;10·: q_úe: !;,''',;puede 
establ~·~er~.>:~· ,,·:;·.- ,:;, .•· ._,,.-;·.-. ·::,..=·· .'.c:'_.'.5'.(i;>~<:L ·~.'.'-·tA::(.·,·;~i:·~::·.,;:~· ".) · · · :;:·."'. ~< : .:;· 9í:'°~ ot;::fr.':,:,.:; .:- .. ;:: , c·~l'" 
. ·' E~ha:·~·•ecuación ··es.··úna>Xi:óf:;;;d:)~h}/ 2ó~ciri•:.a~•'·--1.;.·-\:i~~;,:~·~i6~ de 

· contiriu'idad • · y:··:; se: ·:usa;;.,:· como:,, : se·> había" ','.mendcinado '.e•' en:'•': párrafos 

.. -:.~.~~;6~t~!~;;1~~11~¿;~r;~~r~;\~~~~~{~~i~i!·/~.~·~?.de:z:s,e ;·~;:st~E!~ª'::~ué·. el. 
;; ·:<·.,. :y ... :;;;?:·.<\ L'. . "•.;>••: :.:'·':: })··":, ·-·;: /:}';:, }.1 , , . 
" '2 '. 2 · DÉFINrciÓi{mi LAS l::i::uAcroNÍ::s'.ii)E NAVIER""'sTÓKEs ,.;-,· < •· 

'\ ', .-•·ia's·;Úc;~~i¡d~!~.~¿):~~0~~¡~;;~·~:;;~:;~xfü~';iití~~ iea'J.;··.· se pueden 
·,:;"'obtener:: cónsider_ando.:,1as:, fuerzas .. que .,actu'an:, sobre:· uii: pequeño elemento 
·,: ••.·a'el':é•materi:al'/::incluyendo :''lÓs . .'esf.u er:i'os: .• cortantes'," generados por' el 

,_,·, .:m'oyimiento::.del:o. fhiído;::·Lás•'."ecuacicine's>a·s-í <;obtenidas: son ··llamadas de 

-~~yie_~".S.~okes:i11'" ···.· _ ':. '". ¡/ ;:,;/; ·.. .·. 

.,: 

2 :~ , '$r~.zicí6~~~· o_E i>it1;r<>. · · .. , · , · ... · · ·· · 
, ··Las '~~iia'cio;:;~~ d~(N;;~ier:OstoÍ<~s} h'in". :~: · deduc'irse · bajo ciertas 

.' cond'i'ciones·,,:.· de . flujo·; 'olas' .cuales" están ·sujetas a' las siguientes 
relaciones,:iw~ se.'pueden .,expre'sar: en.forma, analítka:. 



··:, 
... >: ':· " · .. :.'.~ 

1. Las leyes del movimiento de Newton, deben cl.lmplirse para cada.·· 
partícula en todo instante. ' ·'/, 

2. La relación de continuidad; .. 
conservación de la masa. 

es decir,· la ley de la 

3. Primera y segunda leyes de la Termodinámica. 

4. Condiciones de frontera; afirmaciones analíticas .de ·que un 
fluído real tiene velocidad nula relativa a una frontera o 
que en fluidos sin fricción no pueden penetrar una· frontera. 

2.4 EL CAMPO DE VELOCIDADES. 

Lo más importante de todas las propiedades del flujo es el campo 
de velocidades V (x, y. z. t) . De hecho. determinar la velocidad es a' 
mentido equivalente a resolver el problema, ya que otras propiedades 
se obtienen directamente de aquélla. 

En general la velocidad, es un vector, función de la posición y 
del tiempo. Otras magnitudes, denominadas propiedades cinemáticas, se 
pueden calcular matemáticamente a partir de la velocidad. Ejemplos 
de aquéllas es el vector desplazamiento, el vector aceleración, el 
vector velocidad angular local y el flujo volumétrico a través de una 
superficie. El más importante de éstos es el vector aceleración. 

2.5 DE~CRIPCIONES EULERIANA Y LAGRANGIANA. 

En un flujo dado, la determinación experimental o teórica de las 
velocidades de flujo como funciones de la posición y del tiempo, se 
considera solución del problema. En casi todos los casos, el énfasis 
se hace sobre la distribución espacio-temporal de las partículas 
fluidas. Este tratamiento de las' propiedades como funciones continuas 
distingue a la Mecánica de los fluidos de la Mecánica de los sólidos. 

Hay dos puntos de vista posibles para analizar los problemas en 
Mecánica. El primero, apropiado para la Mecánica de fluidos, trata el 
campo de flujo y se denomina método descriptivo Euleriano. 

En el método Euleriano, calculamos 
v (x,y,z,t) del flujo, y no los cambios 
experimenta una partícula al moverse. 

el campo de velocidades 
de velocidades v.(t) que· 

El segundo método, que sigile a las partículas .en su·, movimiento,·'.. 
se denomina descripción Lagrangiana. Este método. es muy .. apropiado. en·. 
la Mecánica de los sólidos, .donde habitualmente .. el"·int'eré:S .. >'se·'ceritra:: 
en las trayectorias de sist~más,". o partíc1;1las individualE!s ~·,,~! ' · 
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El término i representa las· fuerúis/~ei.~r~Z,~~~:d~,i~~~ tiriiaa~ ~: 
volumen. ;.> . .'·/~·~·:;: -<~~' , .. ;"~ ·: ._J;:; .. -... :~·/_,.:· '.:.·;- ·· ·;·,; ;-~-~:-~~\ :\·_;-;_~·: -~:-·.\· . .'~ 

ª::~ : :::::::: ,~:; '.~~f ~l~~t~;{~l~~%~l~i;~ 
El término 4 represent?t la :ace~era:c·;i.9_~~\~el·:·~·f1u·íq_o' :po~:·.i_~aJTI:1?.ic;>s_.: .. de,:. '· · 
velocidad · con· respecto al·.•, tiemp'c:> ::./(acele·ración,:·:.>temporalF.Es·· .·· 
decir, la variación temporal ·o·•:rioi:,estacionareidaµ".'del.:'campo'· d.e·· 
velocidades. · ···•'.:<·: .. ,:•;i·.•:··L:' ..• ,.:, · ._,,.,. ' ·' · •· •-, •· 
El término 5 representa lcis térm~nos ide\acele'rai::i'ón; del;~l'i,Í~Q .·•;· 
poi:'. cambios de la .. velocidad - :'coíi•:.'.,:respecto .. •·_ a ·:·:;la,."'•posición:·• 
(aceleración espacial) . · :· _:'. }· . : :,-(, :;·~.;,<¡:.;:<. ::>/,:. ·;:::;>;) ~ :.:JJ: :'..:};- j: ·Y· 

La forma· de · de escribir ú' ~:~~t¡¿~: d~·; ·~~~i0i'·~~~~:·~~;~~:,;te :• 
.l·a formulación Lagrangiana es.: '·•.-. .:·:· . .,., .. ·1···;·-,·:'.°c:'':,<'<'·:>.i.'.>;c .. 7 ·:·;." 

···-<·:;_·. ·;._~::1,_.;/I ...... ,,,.,.·,·:.. .. ,:., .... /·_:;;~-~: ·.;··· 

a/at :[pvJ ·. , [d~~)~~~ ~}f ;':-d~,i,,;:·'.1.~.i::;~;;;. :f ~,;\·f~:\2~;,:.1::·: ·.• •.e•· 
'.··(;;·: ... ,,,. .; -~:.u ... -;·: ·:-.;:·~ :~:/~~ .. ~ - . . ..... ::-::;; 

.: ~~~~~f i,~~¿~t~t~~~~~~;~~~¡~~~~t·.··· 
3 .• Fuerza; de'presión,. que' a'ctlla'..<:sobre'«e'i ·:·eléinento.:;por 'unidad··de 

, vOl ume:n ;.: . · -.: : · · :·.:>: _:: ¡ ;· :.~:· .:<_:. ·<· ·<> ::'. ::_:_\· ·/·::< ·:::i:> .. : : ~;'.:-:·~·::;,.:· :~.:~;:,.·:~>>';_,·. · .. <·:,_· .. ·:'. ·<·.:: ... : > · .. _ .· · 
4, .. Veloddád •de. ganancia; de cantidad·:, de movimiento 'por ·trán.sporte 

·,viscoso;. por:'unidad ·de'.vcilumen·;>· " · · · ·· ·, · · · .. "· ·· ·' · · · 
5: Fuerza de gravitación que áctüá sobre_ ei eiemeritci por ~ni dad d~ 

volffnieri.. · , ,, -
,.; 

10 



·. -Sin embargo, como explicamos anteriormente la forma mlis adecuada 
de·, escribir la ecuación de movimiento para el caso de Meclinica de 
.~lúídos es mediante la formulación Euleriana. 

-~- BALANCE DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO. 

La variación temporal de la cantidad de movimiento puede.:,· 
interpretarse como la fuerza resultante sobre una partícula 1131. -, ;-. 

Es decir, la ecuación de movimiento para un fluído es ·-'una·'.:.~ .. ';.t 
expresión equivalente a la segunda ley de Newton, segíln la cual: 

Suma de fuerzas = masa x aceleración. 

I:F = m x ii 

m dv/dt = m a = I:F 

11 



' -~ ·,· 2.6a) Aplicación de las ecuaciones de movimiento 
·Flujo en un tubo inclinado. 

Advertencia: Para entender el procedimiento de cálculÓ : clEil'i', 
:siguiente ejemplo, es recomendable leer las autoreferencias que a lo·· 
largo de la exposición de este tema se recomiendan, ya ··que··. el 
objetivo de presentar el ejemplo en esta parte del trabajo, es que ·91·-' 
lector relacione el tema de balance de cantidad de movimiento .con ·_er.· ·i', 
del plano inclinado con pérdidas de fricción. · 

A fin' de justificar la ecuación de movimiento para un'·::f'iuídÓ,-. 
considerar el caso de un tubo inclinado por el que fluye un 
(ver la figura 2-t.2) . 

.:,.:-;¡:.:. 

~ti_· ~~>·.-,·· 

,. ' ,.':··· -·, '·>:"·'¡ .::·~·." .. :;·~ "?,·.-;;,;>_,· . .._ 
<,>>~-·: ':··::· ;. (-.-:·:.,.-~; . ,., 1,·.::¡·· _;;:· ..::-~_:;·:,~,~. .,, ;::···. 

_Figura·• 12-í:~_i:.:ryB~i•i~~1i11'!qo:_~6~ íii:'i,<iY,e'.f,i~-~~·uri 

sobre_ •. el fi lli'.ací ~g~~:~ri:Ji~~ 's¡~¡~~~:~s -fü~;;,~Z, >' · · 
Su .. , .. · . · .......... _.;;:>:'. .. -.:••::. ;.'·· •. , -:,¡•. ·. ,_. _.,,, ····" 

La ~;i~~{6~? ".: X ;· ·,: ::x ·. 
- ·La resis.te~~-~a de ~as.'paredés '.a~i tubo) 

E_l· ·_~j·e·. >; -:_:t_·;,e~e·,:.:r~·:~· ~~·r~C.d~'ó·n:;·~d~i-::f i üj"~:. y· . forma·:' con ia "•ha·r izont ai 
el álJgulo QI,. La. E!CUac,ión. de cpntinuidad ·:(2-1;3) _queda co1110: 



v1 "..· Q1{A1, '.° V2 = · Q2/A2 (2-1.•)' 

Ya que ei tubo és de¡. sétCiÓn cÓÍl.~tánte. La ec~aciÓ~ ~~ e~er~ía 
. para fl:ulo · estacionariO ·o .ec~, de ·'Bernoulli · (ver apartado 9), . se. 
·.reduce a:· · 

P1/p + 1/2 ª' v2+ g z1 = P2/p + 1/2'a2 V
2+.g z2 + g Hfs 

(2-2.0) 

Ya· que no hay trabajo· de partes móviles ni transferencia de 
calor. , Se supondrá . ahora,. que·. _el·· flujo está completamente 
desarrollado y se corregirá.mástarde por, los efectos de entrada (ver 
su definición en el apartado ·3) .•.. En· .. est.e caso, el factor de 
corrección de energía cinética a1·.• a2 ·y e.orno. Vi = V2 por (2-1.J), la 
ecuación (2-2.0) se reduce a la· e:'.,;>r.esión:: :. 

Hro = (zl + Pt/pg) - CZ2.+ P2/pg)v+·.A(z:.+·_P/pg) = Az + AP/pg: 

(2-2.1; ··' . - ,:,: ,_;' ·. '· -~·~- ~ 

La pérdida de carga es t.P/pg;. i;'ai::i {~i suma ~e varia~¿J~~ dé 
presión y altura. ·. _ .<:'" · _·:. . ..... ,. : {;.:) 

Finalmente se aplica la écuaéión '.de i caTltid~d·;·ctei'''itJ~~i~f~T}iÓ 
'(2-1.J). a un volumen de control de la figura.·.q2~i~i),'.•teniénd6:,.·en.: ... :·· 
cuenta como fuerzas aplicadas, .las.:: que ··:'se·:·mencioriar6n. ··a1.::priricipi'ó 
del problema. , ... •;.c~·:•·•.!J .·~:. · •. ; ! ;; : ,0, ::.; ,':• : ·· · · · · • · · · 

¿ F = a¡at. m vp .dv + ::i:cfüí!v{~L\i/'f¡',¡;¡:.•;,,;,~ri< 
:\:':·,;<~~:.:_·~.<:~.;/·· · t>:::<\/ :'(~;~:·~-~ 

La ecuación (2-2.2) indida'q:u~1··,~~:·:t:t{cr~··~lierzá 1:sui't:a~~e sobre 
un volumen de control fijo ·es.•:,•igU'alTa\•la•.:varia.ái6n::"temporaL. de· la. 
cantidad de movimiento. que ·hay :dentro.\élel:;v61umen··inás: el• ,vector. suma 
de los flujos de cantidad·. de ·,::níoviíniento'··•:•en·.:•.:fas·>salidas·. •.menos el 
vector suma en las entrad~~··}::'..\'~H;\t':.·'.:;·/:'(;.•:.;(\:.;'~ ;: . . 

La ecuación (2-2.2) , .. se··.•puedej~xpre·sa,r•·entoncés::como·: '" 

t.P rr R2 +. pg (rr _R2) :kí:.)~;~ ~; -",'i:',;'(2ii-;Rí .:Kr/ ~. -~'(~; - V2) 
:-.~·-:7;;:::· , ..... ,<~\:>..(. ~.::..: \~'.. :: :~·:: .... '., ;\~':•'. ;-,:.,:~::- ·':'':·~<- ,¡::· -'~< 

La ecua~ió~ :;~-~:,,"· .. fj~la~i~~~ {~~; ~~?di~~~ '~º~·: ·.¿icciÓ~ 
(Hrs) con el ésfuérzÓ;':en:·la par,ed:',·''·'}:·"::" ..... · · ,,· · .. ::·; ... , ,. - '· 

>'.,. ~A_f.<:j:,p'/~-~ ~ ~¡~ ~ 2 ~~/~g AL/R6 ' :: (2~2:4) 
Donde se' ha colócado.'Ú 

. .;; 
't.L sen </>, ' :seg-Ón · · la figura ¡;C..,:·2¡ .. 



• ... ,.. ' 

::: ~ ··:~i ·.'"correlacionar 'tw con las condiciones del flujo, se.· habrá 
res.uel.to el problema de la pérdida de carga en tubos .. Funcionalmente 

.supondrá que: 

'tw = F (p,V,¡.¡,D,c) ·(2~2:s). 

la altura de rugosidad de la pared ... EÍ,· 'ari.~l.i!Íis·, 
apartados 8.2) indica que: 

. . Donde e es 
·dimensional (ver 

8 'tw/ p V2 f (Re, c/D) 

El parámetro adimensional · f se denomina .coefii::fon.te.,. de 'fricción: 
de Darcy, en· honor a Henry Darcy (1803-1858). . .... ,,:· .. · 

Combiilando las ecuaciones. (2-2.6) y (2-a.4), ., se :::·:obS~-~-~~:.::-ia·: ~-; 
expresión adecuada para calcular las P.érdidas .de carga:: . 

Hrs = f (L/D) cv2
; 2g> .• -:/./;::·._:.:::::~ 

"· 
' ' 

Esta es la ecuación de Darcy- 'weisbacll, ·váÚda· tanto para flujos 
laminares como turbulentos (ver · apar~ado ·7) ;· en ·condiciones de 
sección transversal arbitraria. · 

Retomando el tema : Ecuación .. dé· ¡novimi.erito; se puede decir que: 
Con el objetivo de utizar ·estas ecuaciones para determinar las 

distribuciones de velocidad;· . es · necesario expresar los 
esfuerzos en función de. los· gradientes de velocidad y las 
propiedades del fluido, para lo :-cual· es iltil emplear las ecuaciones 
constitutivas (ver su .definición en el tema 10), las cuales son 
ecuaciones intermedias que ayudan a resolver un determinado problema 
cuando se sustituyen en la ecuación de movimiento, por ejemplo; para 
el caso de fluidos newtonianos, la ecuación constitutiva a emplear 
es: 

cr = -¡.¡dv/chc 

Y para el caso de fluídCÍs no· Newtóriianos :· 

cr. = k (- d~/d:X) ~ 
\. ' ~. 

(2-2. a) 

(2-2. •) 

· ... · - ··~·:·: ' ' ... -.\:.·: -::.·::... :· .. ,· .;,."_· 

Las ecuaciones · ·(~~2'.e) y c2:.2/9)' ·~~ ; ~ii;;Ütuyen se9Ü;, ··sea el . ·· 

caso, F::ciu::t:::h:°; '.

2

. ::t::··7;~~::~::~~
2

t~'E{/si~~1áiJ~~r.~· :-:'cas~s . 
unidireccionales (este trabajo, de, tésis, presenta '.e.n,·e1:··.capitulo,de .. 
Transporte·:: de .. momento·; .:.ejelllplos:· de :problemas :·que .:·consideran. el:. caso. 
unidireccional) .· · · · · . , . :. ·, .. , · 



Convenientemente en la bibliografía· 171, se reportan las 
expresiones del tensor de esfuerzos ('r) en coordenadas 
cartesianas, cilíndricas y esféricas. 

Un ejemplo del formato en que se presenta a T, se observa en el 
cuadro (2-i.3), donde el primer subíndice del tensor de esfuerzos 
cortantes indica la dirección normal a la cara sobre la cual actua el 
componente del esfuerzo. El segundo subíndice indica la dirección del 
componente del esfuerzo. 

CUADRO (2-1.3J : TENSOR DE ESFUERZOS EN COORDENADAS CARTESJANAS, 

Tensor de esfuerzos • para fluidos Newt'ci~ianos. 'en·· do6raenadas 
cartesianas. .··:- .,:,: __ -~·._·. 0 _.,. :':·· •••• 

't"xx -µ 

't"yy -µ 

:rzz -µ 

[28vx/Bx 

[28vy/ay< 

i2av~a •. 7 

2/3 (V,•v)J • :j • •: (2~~·'º.( ; • ·· 
~f3 ;S(/~y¡;:.:f :;{, "' "·:(~:~:, J · <".·:·· '.'.'.{ 
2J'3)¡~~~,}~.: .. :/ ~,(~}~/ ,. 

'' .. " . .-· . . : .. ' .. ; .·~ : .·' :; · .. ·' .• ,··.· .. • .. : ... ::.·.~.·· -- ·.: ... , . ... . . .~ '"'"· .; -;~~· ~--;~ " " .• .,·;· . 

't"xy = 1'.Y• -µ [aV;.¡a;: f':a:,,.j/ah ;' '· (~~3:;¡I., ) 
.,;. = ·~• .. ~~Úv;j~~ +'a~pa;i ' \:¡¿;;•ltY. · )}·: 

• Úx d).l:~~: ~·LJra~.;~~ +· Bvx/B~] · .. " ," n.t.~;;.·~x< \'.,:O' 
'\cíi~;ví =;;~v./ax +·av~f,"ay+.avi./rJz.:··.·· >'<2-3:'•) ·•·.<·,·.· ... 

;._, '. ,' "' _... ~~·::> \· .. :·.::;.. ,'" 

.... con~t~~~Y~:;~~~~ ·~~~7ª~~;· g~~~~al ~;uaf~~~fii .: ~l2:~;~~t:bS3.·,.~j~·: .. 
visco;:d::·~susual emplear las ecuaciones' d:"-1~~¡·~1~~%_1.:·~~f~t<f~:~. • 

. completa;. sino que· generalmente r.esulta más. co,!'.yen1ente.,.ut1l1zarlas: de··· 
acue'rdo .. a ciertas condiciones, por ejemplo:. · .... ,. ' -::/\ '.~.··, . . •t) •.; ... 

. ~) . i>ara • p constante y µ ~orist~iit~\~··/i~~·~\;~0~:á:~Úri~~ .. 
generales •.de:·. movimiento se pueden·, ,.:simplificar{';~'mE!diante' · · ia :· 
ecuacf6n de,.,continuidad [ (div v = O) l. para :que•·obtengamos.:. o·.<. e}:• ... 

. ·La. cual: es· conocid: ::2t e:ul::~i~tvit~f JJ-i~~f 'Jj~r .. · 2~·':2~3 ·.~)c 
Donde: · .. ''..:; ;~::~:'':''' .,, ,,. "' '•": , " · 

' .. ,,, <;. 

:v
2
v;. ,~_ca~{v>,~;/~t._!rot'y( : ... ·;: 

que es :ig.i~1 •al ·r.~i;>~~~i~~¡;:d~l vector ~eloc:i.dad: 



.. '<. La expresión del operador Laplaciano. 
·'éilindricás y esféricas aparecen tabuladas en l.as .. 

en ~oo~dena~as 
referencias rn: > 

··¡371, ... :: .• 
... • ., 

. . . 
b) Para el caso de que ·: 

reduce a: 
(div •l · . O'· ia eéuación·· (2-3.?) , 

· . ., .. :.,.:,:·>.· 

También 
principalmente 
importantes, 

p Dv/Dt = -Vp + pg (2c~;~¡ .·· .·· ... 

conocida como ecuación de E~ie;;, se uÚii~i< \\ 
cuando los efectos viscosos· sori relativamente ';.•poco.·,·,: :o.:• .. 

Si la velocidad en 
obtiene como caso limite 
el balance entre las 
(presión). 

-·:,::;< 
esta ecuación se hace idéntica· ··a·. cero;<::se/· 
la ecuación de la hidrostáticá, ... qile"'expresa} ;/' 
fuerzas de gravedad ·(peso)··:. ~y . flota.ci6nY: ,·:: .. 

- . . • .:'~'. ~;._ ··: ~ · •. 1;:., .• :-;,. • .. ,., ; . 

2 .6b) DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LA HIDROSTÁTICA. 

: .· . :;::.,:'/:,:_, ;.~ .. :;~·-:: '>:-.. ~· 
--~·~_'/·-L<· ·:·:~; .-:-. 

. . •\'."·:<~?: ·, _::·,,:;-:;;·;\ '. 

La estática de los fluidos es un caso particular: de· la
0

.-Ói'riámica•:•·• 
de los fluidos (no hay movimiento del material); · .. ,. :"·':.'• ' !:,::;< ,. ·. 

_:,.,. 
p(ll/.~t v + v V vJ = (-V 'i: - V;+~~) · ,/ }~~~·~r· <\ 

Eliminando los términos l, 2, 4 de la eéuación; re;s~lta',·/ . 

vP .;:. pg . ·· ~. · e> , :. ·: · /c.~.;·.\ 
Lo que significa:· ··::.'.•: { '.'.'.> · .. .. '· '' : \ .. i 

.. .. . . • ........ • ... •;» 

· apiay ~ o, :aP/8~/},'g< ... ·.·· ·· >··. 
.·:. :\<: ... .:~~:--; · .. ::. ·, •,;:_" .. '•', ... .. ·-·--.,-.: ·;:·;:·L<·f> ··~ · .. ,~:··-~>--,~;·-

'º""mdo. Y ~~~(;'~'., ·,:H~i~¡;i~.·t~J!•,,=:•• 

llP/llx·= O, 

· · ';... , • ; t?i?o ·='Pg:.·cz:~',zoJ · · \ :</· 
.· . . .• ' •· ~ ·. ·.• !(• '· ~ : . . " ,. . , 

La ec~~cióxi'. (2ct,:•)·.'~orres!>onde'a:,1á;l~y.de iá 
barométrica .. :·":'-' · .• , ... ;,..:· ... · '·" ....... -· •" ·.. , , ..... ·,:.:_ ::>·· · 

El; si~ierit~ ~~:'6~~~~,··~: ;~¿~~~~;,' ~eirni te· reaÜ~ar cái6~ios para·. 
un manómetro .. en:u; -:en ,base'a·:·la ·ecuación .C2~•c4) '.·:. 



TH. l .(HANO) EJEMPLO 

. PROGRAMA : CÁLCULOS HANOHÉTRICOS . 

TEMA CORRESPONDIENTE A: NAVIER-STOKES. ESTÁTICA DE FLUÍDOS. 

PROBLEMA TIPO: Cálculos manométricos de la altura o carga de presión. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la elevación del fluido manométrico en un 
manómetro diferencial en U; lectura util er;. la medición de flujo por 
placas de orificio o Venturi. 

Este programa tiene una buena aplicación, en el caso de que 
se desee seleccionar el liquido manométrico más adecuado que ha de 
introducirse en el manómetro para trabajar en condiciones dadas. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Cada una de las dos tomas de un manómetro diferencial en u, 
se encuentran unidas 

2
a un tanque de agua cerrado a presión (-250 

mmHg ó -33322 .36 N/m ) y a un tanque abierto conteniendo aceite, 
tal como lo muestra la siguiente figura. 

Si el aceite contenido en el tanque abierto tiene una gravedad 
especifica de O.SO y la del fluido manométrico es de 13.6. 

a) ¿CUál será la altura del fluido manométrico a las 
condiciones expuestas anteriormente, si el manómetro se ha 
calibrado a cero?. 

b) Determinar el valor correspondiente a la diferencia de 
presión en el sistema considerado. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

17 



•·•·• DAToS D~L PROBLEMA. 

- Lectura manométrica. 
· - .. Al tura de carga ·de agua. 
- Presión existente en el 

tanque de agua. 

.Valor numérico 
2.25 m 
6. o .. m · 

-250 mmHg 
(-33322.36 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

En el tema referente a la ecuación de movimiento (apartado 
2), se presentan las ecuaciones utizadas para construir este 
programa; se trata de la ecuación de la hidrostática, que expresa 
el balance entre las fuerzas de gravedad y las de flotación 
(Ecuación 2-4 .4) . 

RESULTADOS. 

- Altura de elevación en el manómetro 0.5 m 
- Diferencia de presión en el sistema 

considerado ó diferencia de presión 
manométrica = -220.58 ~g 

-29323 N/m .. 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA 

A 
H2 
p 
Hl 

PL 

Lectura manométrica. 
Altura de carga del agua. · ·.·:: .. : ··• ... 
Presión existente en el. tanque de agua;:.; 
Elevación del fluído manométrico•.en 
a las condiciones dadas. · ". '. .. : · 
Diferencia de presión manom.étrica". 

is 



EJEMPLO: TH;2 (COHP) 

·PROGRAMA FUERZA SOBRE UNA COHPUERTA. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: NAYIER-STOKES. ESTÁTICÁ DE F~[Jfiios:· 
;to-. PROBLEMA TIPO: Fuerza ejercida por un líquido sobrtrr.in áre~ 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula· la fuer.za necesaria para abrir una compuerta · 
que se ha colocado en el mar y poder separar agua dulce de agua 
salada. 

Otros cálculos que·también realiza el programa son: 
- La fuerza descendente que ejerce el agua de mar, sobre la 

compuerta. 
- La fuerza de flotación que ejerce el agua, sobre la compuerta. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

La siguiente figura. muestra una compuerta plana y cirqular quE 
se usa para separar agua dulce de agua salada. Determinar la fuerza 
necesaria para abrir la' compuerta, en las condiciones ·mostradas. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

- Peso d~ ~a ~~mpu,;rta. 
- '_Diámetro d.e la compuerta .. 

19 

Valor.numérico 
200 N 
1.0 m 



· - .P;i:ofundidad para el caso 
.·del agua dulce. 

-·Profundidad para el caso 
del ·agua salada. 
Peso específico del agua 
salada. 
Peso específico de agua 
dulce. 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA·,. 

1) Cálculo de la fuerza ejercida por un líquido sobre un área plana. 

La fuerza ejercida por un·líquido sobre un área· plana A es igual 
al producto del peso específico 7 (N/m3

) del líquido por la 
profundidad (h) del centro de gravedad de la superficie y por el área 
de la misma, es decir: 

Donde:· 
pg = 7 

p = pgHA 

Como· en 'el.'prográma que'· se·. muestra, el 'área es circular: 

(TK-2.t) 

>' '·'• .. : A.= nó2Ú (TK-2.2) 

P;eseni~C:i.6~ .. ~n;_~f'·:p~~g~a~a,.':; , .· 0 , . >','_': '.' . ,, ',/ .•• 

. ·.·.··• ...•.• ···'..·;~.1::··~~~~··::\g~ ··;;•.·¡~ :·~~·i~i~;(:::·ii:;~:::· :.~::,~. ... . ... , 
. " -- - • - . • , . «" . . ., .. ·, . . . ·'.:" -_ ' .:: :.-.. J -. • • • • '"'' • ; .. ~::: • : : .- ·' - .,,. ' ... ,, •• •• ' •• '" • 

:\~7;>::' ;~:,:~~-~::; <·;·:: -~ .~:~·-.:· .·;·.~: ;. :·. . -,-

2) cá:i,cuió:ae la 'fue;fz'á re~e.~i~~ ;~~a';:~~pr:)~\~~~~~lt:~; ·.:::, 
. , . ..::· -~ ', -" .. ~:·.::.:, ;;·.;:. .:.'> .. ·.'. '._,. ·,.· .... " . ,,,·>-· ... , '.' ' . ' . . ~<,:>> 

. ;.·.::· ..... '·. ''""d·_.·e•.!.·:_,:·e;_'mr:'p.~ut3~·e:.:>_:.•.·_:··_· .. _s_.:~.\~2 ::~0P,,~"·· 
3l Cálculo á~ 1k'f~~.;,.2~' . · ' /'" :::: .. ~:·:, ----\ e~ --

' ;('' ' ;; , : :. " ;p;i,';;, '(;.~~úl:;~A · _(rH~2.o). 
4 > cái'c~1'~'. -'a·~\i~ ·:.t·ü~;iz·~·: de: ti'~taci6~<:; _.,,; ,,. 

•·:- .. · ·,._,..,, 

(TK-a. 7) 
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. . del agua de mar 
sobre .la compuerta = 9434.196 N 

- ·Fuerza de flotación del agua dulce =16950.45 N 
- Peso de la compuerta = 200 N .... 

Fuerza requerida para abrir la compuerta = 7716. 254 N .' 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

w 
DIAM 
DF 
DS 
GAMMl 
GAMM2 
Pl 

P2 

F 

Peso de la compuerta. 
Diámetro de la compuerta. 
Altura del nivel del agua dulce. 
Altura del nivel del agua salada. 
Peso especifico del agua salada. 
Peso especifico del agua dulce. 
Fuerza descendente que ejerce el agua de mar .. · 
en la compuerta. 
Fuerza de flotación que ejerce el agua dul.ce 
en la compuerca. 
Fuerza requerida para abrir la compuerta. 
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EJEMPLO TH. 3 (ANCLA) 

. PROGRAMA: fVERZA EJERCIDA POR UN FLUÍDO SOBRE 
DE TUBERÍA. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: ECUACIÓN DE NAVIER-STOKES. 

PROBLEMA TIPO: Cálculo de la fuerza resultante 
tubería. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la magnitud y dirección de la· fuerza··· 
resultante ejercida por un fluído sobre el doblez de una tubería· que· 
se encuentra sujeta al piso. 

También, el programa realiza cálculos de velocidades mediante 
la ecuación de continuidad; por medio de la ecuación de Bernoulli 
(ver apartado 9), el programa calcula la diferencia de presión. Y 
usando la ecuación de momento, proporciona los valores de las 
componentes de la fuerza resultante. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Un flujo de agua (7 = 9810 N/m'l de o.s m3 /s, circula en el· 
interior de una tubería que tiene los siguientes diámetros: 
corriente arriba de 2 m y corriente abajo de l m, tal como lo muestra· 
la siguiente figura. · 

Si el ángulo de separación de la curvatura de ·la tubería con 
respecto a la horizontal es de 30 grados y la diferencia de presión 
aguas abajo es de 50000 N/m2

• Calcular la magnitud y dirección 'de la 
fuerza ejercida por el fluido sobre el doblez. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 
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. . . o1~6s DÉL PROBLEMA. 

-. Gasto o flujo 
- Angulo .formado con respecto 

a la horizontal. 
Peso específico del 
fluido. 

·Diámetro de la tubería 
aguas arriba . 
Diámetro de la tubería 
aguas abajo. 

- .Diferencia de presión 
aguas arriba. 

. ·, .v~lor numé;,ico; ' 

·. 0':5·;;..~¡~< 

,· .. 30: 9radas· 

-. 98¡0 ~;ni3 •· 
··:: 2 ~\/ , .. 

-.,_,;.:. \l::.~~ ,· · .. 

s~ó·oo :i-íJm2 · 

.- .. ,,. 
:-, __ ·· 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADA~; EN EL.ºPROG~:: 
Para mayor detalle del balance ~fectuado. s~b~~ · una 

curva,· se puede consultar la referencia 10 ·.-

1. Cálculo. de la velocidad, co;rriente arriba· (Vl) 

Se. utiliza la 'ecuación ··de continuidad y se· despeja el valor 
de V:. 

: ',· 

: : : '~:) 
., ., ..•. - .·:.·_,:• .•. ~'. .. V·l::.•.:.~::.· .. 4-·.*. ¡Q·/.(3 .142 * Dl*. ·01) ., , .. ' ...... -.• 

;::.: .. . }·• _ . (T!Í~J,2) ·_ · , 

2. ·. ckC:~i~' d~.;_~;~~i~1i~~~' c~r~i:ni:~ ~ajo:·. .,.¿ <.;( ... 

,om>:. :~. r · i~i9:(Wi"';~;;;~·, .+ .. ¡.,! .. ,; '. ·· · ••· · •··· + ;;;· · ·: •• •· 
· · : /3 ~ .RelaCión.entre·el ·~Ú·~~~iti:·in·a~Ór y'.·ei m~~~~f .: '\ ,'' · .. --··.· .. · 

:, . 'r~'.)~: .. ::, ",:.::-;~. _ "éi-·::-~.-}· ·. ' .. :~):-:: :::-:--,~. :/?;'· "::·, __ ~· .. . -·,·:;;- :~.:.- ~ ::·,·.;.;·.:~< ... ~~1:.~··... • : •• ~~-· ·r' .J,/ _, · · 

Es deci:,,.·;•'{~¡/~~~~~{ióh:cT~7~;3¡T .se ~q~~~ ·~~·~iib'if':~·;;mo;> ; ,, k·:? 
::·:-:- ,.:: -f·: > .··:;~:--<V2-,·.:~:-K-·iv1::\:-·':>"·, _..,~-~ .. "~-~;'.~.:._./:: .. ,<~;.,_:~.- ·":.:-· -·- .. ·----. 

Prése~t~Ji,6~!:~~:~i'~~9g~~~~;'? '.) .. L.·.; ')( . ·'' ;; ···-· · :-.'..7~~3:"''' 
• '' : :,_;._:·~:'.'. ~-:_ ·.: ~- . ! .,. ,·' ,, - "·--: -. -·". ' -.-~·,: ... ,-·.;; ... 

· :v2·::= . ·····. :.•·:.,' ·:.:.: (TH~J .. 5) .· . 

Present'acicS~ en·· el programa: 

... t.' . ,_..;.:: ·:":,_:.:.·-:·.- _;;·i.:·.~·:· •'·' . ... ··.-·· 

:·, ·:-::- ·\·'_' ·:-:> ----:.· .·, ··."·.' \'~:\-'. 
3. Cálcuio de ia ..• presió? .- -~orriente abajo·:. .NosotroE! . pod~mci{ 
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la presión aguas abajo; ··m~cllante ·¡,~ b·alance energético' de 
entre los' puntos:. i .Y::2·~ .(Y~'r:. ap~rt.adO·: 9)> 

P2 = · [P1>~ + (iiÍ-3.6) 

Presentación en el" pr:bg~a~~'.:)> 
P2 = ((Pl/GAMMA) .+ .(v1~";i¡/<2*_GJ···~ •(V2"2J;{2~Gil ~GAMMA 

.. • .:·.· ; . ; .. ·' ',' '. ; ¡'T~-iÚJ . ' 
- .·::. ·::;/~·?(.';·(:~~ .. :~/.··~.:.\:·::)~·.··;:.,'.;:_:~:-;: ;:,> .. :\:,:'-'.~.: ··. . ."·."·-'' :; ·::··.'·' t _:'.:"·_'. ,,.: 

.· 4. Descomposición· vectorial·:·.:: Cálculo-:· de .. la·,··.én.lt:riatoria ''de .;plerzas <, · 
en el eje x.·· ··=· ·:, .. :;_, :· . ,/?'; ... :::;':•/>::\e;> '-' ';.·_··_, .. 

.. ·· · ·· · 2 •• ·:· ... , ·_p;_._.<Ti 'd:?;}i· •. : · ..... ···-·· .. ""' .. ,., ·' .· · · ·:::-.-·· 
I:Fx = p,·;(!f di,l/4;·- . . ·' _ ... , -t~os(Sh'/ :jTH~J:B): 

i l \:;':~', .\:;. . . - . 

Presentación enel'pr~'grania ;·,;-.-.• · .. •·.·: ·, .. , • :;-'k/:{~/ ,_,. i /f : .. · ',•/\:. ·'i'- .. · .... 

" · "., ''''''."\i,€74; '<~,;~,:U2;t~~~¿) ;cf ~i,'.~)$~'.;";¡ ·.· /. > .. 
4 • • Descomposición ,~~~~:~ri.ai'! :Cál:ciíiti;'ae':i~':'~U:m~·¿~'iiii _de' i~erz~s · · -·. ' ( . .· .. : 

en el: .. ej ~->y_;:':: ·.<~:,/; ·, -;~; .. ..:~-~-..·'¡'.:..::::.: '._;~,-~y-2~.:~:.~;~.:-/~:.'.¿~:=::·::~;· ·~<~" ~' ".''.\' ::( ,. '~·~·r:' ': ... · .~ :::·· .. :"·: 

·· ··~";,,,~;'0l'i!J!tt!tI~~;';E0:~B;~··,'ii,r~:;,~·1 ·· 
;••. ·,. •;-'" . ,·:, ·: / -~~·:_~-.·~ -':·:~;·,·.<,r::>~"":::;~;~ .·.· •."." •<.' 

5. cái'c:uio dé i~ fu~rza X:e.'8u1ta.née; > ' 
.. ·_ ~ . 

RESULTADOS ;. ~ 

HEDIANTE LA ECUACION DE CONTINUIDAD: 

- Velocidad aguas arriba = 0.1591343 m/s 
Velocidad aguas abajo = O. 63_65373 m/s 
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.. 

·'.-·.· ... ·, 
'MEDIANTE U ECUACJOH DE: BERHOULLI: · 

' ' 

- Presión aguas abajo = 49810.07 N/m2
: 

'.•·. ,. 

- USANDO LA ECUAClON DE "OMENTO EH LAS DJRECCJ0f<ES 

Fx = 123003.9 N 
FY = 19718. 91 N 

- Magnitud de la fuerza resul,tante = 124574 ,''5 
- Dirección de la fuerza resultante = 9.1076 

NOMENCLATURA Y UNIDADES. 

G = 9.81 
Q ' 
THETA 
7 = GAMMA 
di Dl 
d2 = D2 
'p1 = Pl 
P2 = P2 

, Fx,Fy 

:FR 
-THETA2 

Aceleración de la gravedad [m~s 2 J. 
Gasto o flujo [m /s] . 
Angulo con respecto a la horizontal~ 
Peso específico del fluído [N/m J. 
Diámetro de la tubería corriente arriba [m] . 
Diámetro de la tubería corriente abaj2 [m] . 
Presión 'aguas o corriente arriba [N/m J . 
Presión aguas o corriente abajo [N/m2

] • 
Componentes de la fza. resultante en 
la• direcciones x,y respectivamente [NJ . 
Fuerza resultante , [NJ . 
Dirección de la fuerza resultante. 
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·EJEMPLO: TH. 4 ( PROP) 

. PROGRAMA. CÁLCULOS EN UNA PROPELA • 

. ;;EMA .·CORRESPONDIENTE A: ECUACIÓN DE NAVIER-STOKES. 

PROBLEMA TIPO: Fuerza sobre objetos en mo.vimi;e~to. . (.objetos 
sumergidos). Potencia ejerci¡:Ja. .·por. un flui.do. sobre 
álabes o propelas. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

·El programa calcula el empuje, la diferencia de. presión .y la · 
potencia teórica sobre las propelas de un aeroplan.o .. 

ENUNCIADO DEL PROGRAMA 

Un aeroplano viaja a una velocidad de 420 km/h .a·:·t3avés .. ide': al':;,~ .. 
en reposo, el cual tiene un peso específico de 12.5 N/m .• :.•.:s,ui?.().~iendo. 
que su eficiencia teórica es de 88%, determinar: 

a) El flujo de aire a través de cada propela ·(cada una:~~:; 2'.:.2s. m···. 
de diámetro) . · ... ·,. · 

b) La diferencia de presión a través de la propela; 
e) La 'fuerza de empuje sobre la propela. 
d) La potencia teórica requerida para que se muevan 

FIGURA· REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

26 



PROBLEMA. 

- Diámetro de la propela. 
- Velocidad· del aeroplano. 

Peso específico del aire. 
- Eficiencia teórica. 

Válor numérico 
2 .. 25 ·ni 

:420 km/h
3 

· 

·> 12.5 N/m 
.88 '· 

ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

es 
La fuerza de presión ejercida por"el .. fluido sobre la propela: 

: .. .··. · ... ·:: .. :: . 

F = pQ (V• - . v;)" .; . '< p3. e P2) A . lTH-3.1) 
· . . : .... " ·. . . .·' 

La ecuación de Bernoulli se· puede· escribir tánibién, entre las· 
secciones 3 y 4 (ver la figt1ra) ; :Y la. diferencia de · presión.: 
obtenida es: 

(Pl - P2) =·l/2 p(V• 2- V12> 

Combinando (TH-J.1) y (TK~l.2) , y escribiendo 
de gasto" se obtiene la velocidad en la. prop_ela: 

V2 = Vl = Vi + V• /2 

la . definición· 
. ; : ¡. 

La potencia de entrada est'á dada por la suma de . l·a. l?º.t·~~~'>:a" 
de entrada y la energía cinética gastada: .• · ·•·: 

Pent =Peal + Pc1n • pQ(V4 - V1)V1 + pQ(V¡ ~ V1f 2/2 · • ·. ,.:)::-:·: .. ::/ .::: 

La eficiencia está daila por la relaciÓn ent~~: i~"\~~t~Jt;r::): 
salida y_ la entrada: ···::· ;:::::··'·;<'/ .,.,: .. :··\. 

C = P•al/Pent = 2V1/(';i,; Vt) · ·· "· :. ·~·;. ' \;' . . 
.... ,.. . .. '(TH-3.s)" 

o también: !;.· "··>.· .· 
.·.< ¡·, _,, .•.. :•,.,, .. , . 

·. e ;;. ví/y; }. : 
... 

: '..~: ~-·· .... ,•. 
-._':2~-'- ; -~ 

'' ~ 

.:··\\ ·.<:• 

RESUL~~~:~o a. través de ca~~ p~~p~.l~"' i527;1312 m3 /s. 
Empuje ='-42.74303"kN: . ·. :· .. 

- Diferencia de· presión:=· 5·;375021 kP~ · · 
-"Potencia teórica.=· 566G.69_.kw:,._. 
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NOM.ENCLATURA DEL PROGRAMA. 

DP 
vp· 
EFF 
Q 
F 

PD 
PO 

Diámetro de la propela. 
Velocidad del aeroplano. 
Eficiencia de las propelas. 
Gasto. 
Fuerza de presión ejercida por la propel.a· 
en el fluido (Empuje) . 
Diferencia de presión. 
Potencia teórica. 
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EJEMPLÓ . · TH. 5 ( TURB) 

PROGRAMA POTENCIA DESARROLLADA POR UNA TURBINA. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: ECUACIÓN DE NAVIER-STOKES. 

PROBLEMA TIPO: Fuerza sobre objetos. en movimiento o sumergidos. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la potencia desarrollada por: ·Una turbina. 
Calcula la velocidad relativ a la entrada y a la salida·, así 
como también, realiza el cálculo de la potencia disponible y 
desarrollada por la turbina. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

La siguiente figura muestra las cuchillas en movimiento de una 
turbina, las cuales se mueven a una velocidad de 18 m/s. Si la 
velocidad del chorro de fluido es de 30 m/s y el diámetro del 
mismo es de o.os m. Considerar que el fluido es agua y que pasa a 
través de las propelas un 90\ del agua. Calcular: 

a) La velocidad relativa de entrada. 
b) La velocidad relativa de salida. 
c) La fuerza sobre la serie de cuchillas. 
d) La potencia desarrollada por la turbina. 
e) La potencia requerida por la turbina. 
f) La eficiencia. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 
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DATOS DEL P OBLEMA. va.1:or nu;nér:fda 

-.Velo idad de las cuchillas. 
- Velo idad en chorro del fluído. 

Diám tro del chorro 
- Ángu o de las cuchillas. 

. is.11l/s> ' >:/ : ,. 
·. : .. 30 .. m/s'. ... ·'· ·':"' · <i.< '.': 

o .. os .. m ·_., .- · 
30· grados.· 

PRESENTACIÓ DE LAS. ECUACIONES UTILIZADAS EN.EL PROGRAMA. 

Básica se utilizan las mismas ecuaciones que,:·· .se::.:· 
utilizaron n (TM.4), adicionando ·ahora, la fuerza en la dirección'.:" 
x a través de las cuchillas de la turbina ·(ver la .figura 
representat 'va del problema); la cual está dada por: · ... 

la 

-Fx = pQ (V2 cos .B - .V1) 

:,,, 

o negativo indica que Fx actila en· di°rección· opue_sta::a 
del flujo. 

cia desarrollada en el eje x •• ~~ l~ fue;z~ ejércidá en 
multiplicada por la velocidad radiar;'. .. - · 

otencia desarrollada = Fuerza x \7~io~id'~.i;,. . 

. : / (TH:~.2) .· .·· 

La pot ncia disponible en la turbina.: e.stá 'i-, dada:. ppr 7QH, 
donde: H es •la energia cinética o velocidad , de cabeza (V /2g) , 7 
es el peso etpecifico (pg) y Q es el gasto. · •, · , : · · .... , 

Pjtencia disponible = 7QH ' '·' ; (T"-s:;¡ 

La eficcr::.i:e. ndceia
1

:etsu::r::1Z~jPª:~7n
1

~ªi~c~~7~~oni!Ji~, ·· · .. , 

1 . (TH-s.4f 

. . ;:;:r .... :··:"'·~: ·;::·'.·: ... = ..... ,.. ·~·· · .. ·· .. 

Presentación en e_l ,prog~::a:. (V2 ~vij (T~-s.~), 

2. Cálcu o d.~'. la veÍocid~d .'relativa.· de salida: 

> v/ = _O .9(Vj) . (TH-5. 7) 

.. 30 ,, 



.Donde: O. 9 representa un valor de "eficiencia", se especifica. 
este valor.en .el problema y tiene que ver con la cantidad de· agua 

. a: ··1a: entrada. 

Presentación en el programa: 

V4 . 9• V3 (r•-s.e) . 

3. ·· Cálcuio de la <fuerza que. ejerce el · fluido 's9br.e la ·.serie .. , ,. . 
cuchillas. · · '.:'; ,.:: :", 

.F·= (3.14159)4¡•0~2~<v4 .;co~'.<THETA> + V3 ·.·.(r•~~,·C 
... ··: ·;.' ,,., .. : 

· .· 4; La p~~enc~a desarrollada po;r la turbina· pude. calcúlárse .~ornó? .:e;< 

. · .. •·.'.'· .· .. • .·· Potencia = Fuerza x Velocidad. .··; >; ~~·~•.i.~)' ·T .. ':_. > '· 

Preseilta.;i6ií en 'el programa: ·· • ;/'. :.:._·••' · 
PD F•vi +. :<r~~•:íí¡ .; 

·La potencia disponible se present~ci6n·en· 

PA = 9810* (3.14159/4) *DA2• (VA2) /(2*9~81000~Í.,;· .. ;,ic 

RESULTADOS. 

- Velocidad relativa de entrada = 12 m/s 
Velocidad relativa de salida = 10.8 m/s 

- Fuerza que ejerce el fluido sobre la 
serie de cuchillas = 1257.8 N 

- Potencia desarrollada por la turbina = 22640.4. W 
- Potencia disponible en la turbina = 26507.16 w 
- Eficiencia de la turbina = 85.41238 \ 

NOMENCLATURA Y UNIDADES. 

V1 = Vl 
V2 V2 
D 
·v, V3 
V• V4 
F 
PD 
PA 
EFF 
Q 

Velocidad de las cuchillas [m/s] . 
Velocidad del chorro [m/s] 
Diámetro del chorro [m) . 
Velocidad relativa de entrada [~/s]. · 
Velocidad relativa de salida [m/s] . 
Fuerza sobre una serie de cuchillas [N] .. 
Potencia desarrollada por la turbina [WJ . 
Potencia disponible en la turbina. [WJ . · 
Eficiencfa. 
Gasto [m /s] . 
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PROBLEHAS PROPUESTOS. 

CÁLCULO DE LA FUERZA EJERCIDA POR UN FLUÍDO SOBRE tJN DOBLEZ DE 
TUBERIA. 

l. Determinar la fuerza resultante de empuje ejercida por un 
fluido sobre la curvatura de una tubería, cuyo diámetro cambia desde 
50 mm a 20 mm en la dirección del flujo de agua. Las condiciones a la 
entrada son: P1= 100 kPa, V1= l m/s. El agua sale de la tubería 
horizontalmente y llega al doblez de la tubería de 45 grados, con 
respecto a la dirección de la entrada. Asumir que el flujo es 
incom¡:.resible y las pérdidas por fricción son despreciables. 

P2Vl 

2. Por un codo reductor de 45 grados, de 60.cm. de· diámetro en l'a 
sección de aguas arriba y 30 cm en la f.e aguas abajo, circulan 450. l/s 
de agua con una presión de l. 5 kg/cm . en la sección ·-f. Despreciando 
cualquier pérdida en el codo, calcular la fuerza ejercida por el agua.-
sobre el codo reductor. · · 

3. Calcular la fuerza de' re'acción sobri:,·· el codo de reducción, . 
cuando fluye agua con una velocidad···de .o·.·25 mJs, - las· ,condiciones_ del' 
sistema, se observan son: 

Al = O .10 m2 
5 P1 = l. 70 X 10 -Pa 

'"A2 
···P2' 

'Angulo =: 60~·-' 



PROBLEHAS PROPUESTOS. 

FUERZA SOBRE OBJETOS EN MOVIMIENTO. 

· 4. Agua en chorro con una velocidad de 100 pies/s, incide sobre 
un. álabe curvo (tal como lo muestra la figura), el cual se mueve a 
una velocidad de 60 pies/a en la misma dirección que el chorro. El 
área . del chorro es O. 03 pies2

• Calcular la potencia desarr.ollada 
sobre el álabe 

~~ ., 
r, • 150• 

. ~· 
JOO .· . --60 ft/aec 

rv ... - ~ v so· 
. ' 

5. El álabe que se encuentra en la sigu~erite figura, se mueve 
una velocidad constante u = 9· m/s y recibe un chorro de agua que sal· 
de una boquilla a una

2 
velocidad v =. 30 m/s. La boquilla tiene un áre. 

de salida de 36 cm . Hallar la fuerza total sobre al álabe e: 
movimiento. 

V1• 9 mis L. 
• 36 '"'~ 

6 . Un. chorro de agua empuja una cu ch ara de l SO 0 de una turl:íi.na 
cal como lo muestra la siguiente figura, a una velocidad de 40 pies/;. 
hacia la derecha. Calcular: 

a) La fuerza ejercida sobre la cuchara. 
b) La potenr.ia comunicada. 
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."·,\'·, .. ··: 
. .. . ' ··:,: 

. i·'. a·. éá1ciuiar la fuerza que ejerce el líquido :el ála~e 
sigu'iente· ··figura, si el diámetro del chorro es .. ·de 2. pulgadas y· el'· 
fluido:·es afeite (densidad relativa = 0.~6), con un ,flujo.volumétrico. 
de·.º, 1 pies /s. El ángulo del álabe es 70 . 

V 

9. Determínese la potencia que ¡¡e 
álabes (ver la figura), curvadas 150 , 
chorro de agua cuya sección transversal 
diagrama vectorial polar y calculese 

puede obtener de una serie de 
alejándose a 60 pies/s de un 
es de 0.003 pies . Dibujese el 
la energía que queda en el 

chorro. 
-.._]'1,-
r,~ -- ' ' 

·¡, .• ,:-, ) 

. ~/ 
~, \ 

10 .. Un avió~ qtie yiaja·a 400. km/h en aire quieto, r =.,12 N/m 3
,. 

descarga .1000 •m· .. por"'·",sus dos ... "hélices .·de 2.,25". m de diámetro. 

Dete~fn~=e~ficiencii~ •teÓ~.icaf S;•· / <; .·· .. , 
b) ·El empuje: .. .,. ". .•;:;>•.c.';.·:, .. :>;"·· ·"" . .': 
c) La diferencia de.presión.·de.las ·hélices.· 
d) La potencia. teóri.ca: re.querida\" 
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:.' . ' ' ·. . 

. .. . .. uri m;,lino .de v¡ento opera con un viento de 10 m/s, cuya 
.densidad es de l.2 kg/m . El diámetro de las aspas es de 4 m. La·· 
·corriente· a presión constante (atmosférica), tiene diámetros de 3 m 

·.corriente·.arriba y 4.5 corriente abajo, suponga que las distribuciones 
··de· veracidad son uniformes y que el aire es incompresible. Determine 
el empuje sobre las aspas del molino. 

12. Se desea usar 28. 32 m3 /min de aire (medida a presión de 
lOl.3 kPa y 294 K) en un proceso. Esta cantidad de aire, que está en 
reposo, entra a la succión del ventilador a una presión de 741.7 nunHg 
y a una temperatura de 366.3 K, y se descarga a una presión de 769.6 
mmHg y a una velocidad de 47.5 m/s, Se usará un ventilador centrifugo 
que tiene una eficiencia del 60 %. Calcülese la potencia al freno en 
kW necesaria. 
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·3. FWJOS INTERNOS COHPLETAHENTE DESARROLLADOS. 

'3 . l DÉFINICIÓN DE LONGITUD DE ENTRADA. 

Para d!i!finir longitud de entrada en una tubería circular, 
considere el siguiente ejemplo: Cuando un fluido entra a un tubo 
desde una gran cámara llena, tiene una distribución de velocidad 
uniforme. Para un tubo circular, esto implica que la velocidad, v, en 
sentido de la corriente, es la misma para todos los valores de radios 
en la entrada del tubo (x = O) . Esto se muestra en la figura (3-i.o) .. 

Cimar• llena 

fl11jodr 
cn1r1da 
unifonnr _, 

Figura (3-t.o) Desarrollo de los perfiles de velocidad y 
variación de la posición en la entrada de un 
dueto. 

Corno el fluido fluye a lo largo del tubo, el perfil de velocidad 
que refleja la variación de v corno una función de r, viene a ser más 

.redondeada. A cierta distancia de la entrada del tubo, el perfil de 
velocidad · viene a ser establecido y no cambia de ahí en adelante. 
Esta distancia se llama longitud de entrada (Le) . tzsJ 

3.2 DEFINICIÓN DE FLUJO COMPLETAMENTE DESARROLLADO. 

Son varios los criterios empleados para definir a un flujo· 
completamente desarrollado. Generalmente esta definición se hace en 
base a los siguientes 1101 : 

a) La caída de presión. 
b) La distribución de velocidad media. 
e) Grado de turbulencia. 

Cada criterio lleva 
sustancialmente diferentes. 

a longitudes ·.:de ·.entrada reales 
E.l . gr~diente .·de: ;presión. requiere. 
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generalmente, una longitud de tres a cuatro veces el diámetro para 
desarrollarse, la velocidad media una longitud entre 30 y 60 
diámetros; el grado de turbulencia exige una longitud aun mayor . 

. Estrictamente hablando, el criterio para establecer flujo 
completamente desarrollado deberá ser: que la velocidad de cambio de 
todas las cantidades medias (excepto la presión) con respecto a la 
coordenada en la dirección del flujo sean cero. Sin embargo, en la 
bibliografía se utiliza como criterio el punto en donde los perfiles 
de velocidad media no cambia con· la distancia en la dirección del 
flujo. · 

3.3 DEDUCCIÓN DE LA EXPRESIÓN MATEMÁTICA DEL ESFUERZO CORTANTE. 

Consideremos un flujo laminar completamente desarrollado entre 
dos placas paralelas, tal como. lo muestra la figura (3-1.1); la 
velocidad será máxima en el centro y nula en las paredes, de esta 
manera, la distribución de velocidades será simétrica con respecto al 
eje paralelo al x, que pasa por el punto medio entre las placas . 

. -v 
() 

Figur'a . (3-1~1)· Flujo laminar completamente. desa~roll~d.(); . > · . \, pla_cas :para;telas. .. . \ 'i( · , . ,, .. 

La ec\ÍaciÓri.~'ci~': mo\IÍ.mient~ para,· la direccióri X : ~~;~;~:te : caso 
represeritá'.el'.. .• equilibrio" Éint.re!· fuerzas de· presión 'y 'viscosas,.,·.· .. 

. .. . . ( ·;: \'';i':_::-.. ~h~ ~. ~ cé'.:.r%Yá; ;;."e):• .:.·: ,,:'i;~~.1> .. ... ·: .- : ",'.'~::;" .. :: ' " •,"• :\¡:~; :_, ' .. :·" 

:·:;;:~=~;~4~~~~f ~~f !~~i~;-.i: •. · .•....• ,. ···•.•+·•) 
· ·, ,~~;_;~; =::q':\ .> <:; a.v/~'y ":; o· · (3-1~:i> 

CI .•. = O: 'l?u~~to:' qu~-; para·; 'flujo . completamerite desarrolÍado 
constánte.'y .también_'s'i·'el .. 'fluído 'es newtoriiano .i: .= ~J.l(dy/dy} .. 



... --~~·ú~ri0,· 
·'·' ,·-·1,:· :· ..... ··-. ' 

·,; ,.: ":, ·,;;_ i; = (dP/dx) y /,(3--L4) :.:·,:. 
•' ... · / ;:._:;_:\·:.·.~.:: ·. : ·-:.~· ' :; . ·. :,,,:.'. 

·· ' >:'/ .. De · ia · eé, (3-1,4) podemos observar que el esfuer~o. cortant'~"~~.' u~~;;,, 
función lineal de y, Este resultado es válido para el·,· flujo:;: de .. '" 
cualquier fluido en régimen laminar independientemente , ;·d,.e ·::·su 

"c?rriportamiento reológico. · .,,. . ,_,,. 

4, FLUJO DE HAGEN-POISEUILLE, > ,··:,< '.:· > :_;; 
< . .:~:". ;,.::~: . -~·.:·: 

considere la figura (4-1,1), que muestra· un· ·fiu:i~: 'laminar 
completamente desarrollado en un tubo circular. · ".,/, 

·; ··..::· 

________ ·L. 

' ' ,. .. =O Tr,1nn.C. 

Figura (•-1.1) Flujo laminar dentro de una tubería cilíndrica. 

Considerense además, las siguientes características, que de 
cumplirse, definen lo que llamamos flujo de Hagen-Poiseuille. 

a. El flujo es laminar (Re < 2000). En algunas otras 
referencias, se pueden hallar diferentes valores de numero de 
Reynolds para flujo laminar y turbulento; de hecho, entre 
ambas regiones, existe la de transición. Por lo anterior, no 
es posible definir con exactitud el comienzo y. el término de 
la zona de transición, es por eso que el numero de Reynolds 
no es exacto para las diferentes zonas y los valores que se 
reportan en dichas referencias no siempre coinciden. Sin 
embargo en este trabajo, se considerará un valor .de numero 
de Reynolds menor a 2000 para : defin i r el régimen 
laminar. 121. · .·· '. . 

b. La densidad p es constante (flujo i~comp~~~ible). · · 
c. El flujo es ind~pendiente,,del t~~~Rc:i_ ·,~~tacio e~tacici~a;io). 
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··. · cÍ.: El flliído es Newtoniano; es decir i:rz = -µ (dvz/dr) . . . ~ - . - . . 

, ·:.· e. L~s ef~ctos de los extremos del tubo son despreciables. En la 
·práctii:a se ·necesita una longitud de entrada (después de la entrada 
del ... tubo) del· orden de Le = 0.035 D Re para que se formen los 
perfiles parabólicos .111 

f .. · No hay deslizamiento en la pared del tubo. 

4.l·DEDUCCIÓN DEL PERFIL DE VELOCIDADES PARA UN FLUJO 
DE HAGEN-POISEUILLE. 

La sustitución de las condiciones a) a f) en ·la 
(4-l.l), llevan a la ecuación de mo.vimiento que en.este.caso es:: 

(i/r) d (ri:rz) /dr = (dP/dL) · 

Separando variables e integrando: .:.:-·;::,: 

't'rx = [AP/z] r/2 + cur. <> 
",. . ' •. •. ~ '. '.:····. ·C . •::'·::;_:", :..: :, ·.~ 

Cuando i: = ·o la constante . de integraCióri. c1:.'del:ie' ,de:: ser cero· 

el flujo de moment:rzn: e(:P~::~:i:o~ P[:, ~~p~t;::,\.~~ .. : ·+?, r\(<-~~i) ,• 
. ,La ecuac

0

ión .(4-1.3); indica ~·que/'ei•:.flÚjo' 'd~··~~;n~~~;;'<v~rfa·,· 
linealmente. con el '..radio, ... el ·valor'· máximo •se· presenta; a: r ,·='·R:: en :.la. · 
p~red_. ·:·:.:;):· :.~: ':...-- ,;: ".,;,;:· .. :._:;., ·\,.-... ~«:.; ·~:-~.:-: -·.,. · .:.¡ ··' ·• • .·:_:_~:·.: .·.-·.:· 

::'.>=;+·/'.-~ .i.<(.~;: ,?-'}~.:~: ->~·--·~ ."."- , :..• .. ':. ,- :.-~ :;· __ : ., _,-, -~.:; ".': ·'.<:..:·. :,:~· '· .e::·'~·=>· 
"• • ' •e ; •• ;;·~ 'o~ [ • .~·,' ' ' '• .'• : >; • •"' './-• • ' ' • • 

•.su~ti ii~e,;d~ •.•·(;~;,~>' ·.· ~f ~Ml!iJ· ... ::~·)Jf ,c.~ri~~~;·;ª;·t"¡#:f m.;_;·.~·> "·. ···.··· ..•. :·.·.·. 

se . obtiene J~ :~ilie~t: ·~c~J6i6h'"f¡;~i~i~~~~ ~:~:~ . {~:;v~~'i::~;l~~:. ,: · .... 

·. ", : •iCiv~/dr ';,; -'r ';[P~~P~J 12'1.z .__,. >• · :'.:: : •. 7¡º1'••> .. 
Integrando b

0

~ll/ l~(~ori.CiÍciÓn ún;ite de que en la· pare'ci~ : vz'-' = :o'.cuáÍido .. 
r ·= R, se obtierie":.'la' .ecuación que ·indica. la'" distx':ibución .:de 
velocidades i" 

[l~ (rÍRl 2 ] 
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RELACIÓN ENTRE EL PERFIL DE VELOCIDADES 
Y EL GASTO. 

Como se puede apreciar en la figura (s-1.1), aparece una fase 
del proceso que se .refiere a expresar la distribución del perfil de 
velocidades en términos de· cantidades globales como el gasto. Para 
explicar de una mejor manera este bloque, se presenta el siguiente 
procedimiento que relaciona el perfil de velocidades con el gasto. 

En el capítulo 12, se explica el funcionamiento de algunos 
medidores de flujo tales como el Venturi, las toberas, las placas de 
orificio y los vertederos. Mencionándose además, la importancia que 
tiene para un ingeniero el realizar adecuadamente algunas propiedades 
de interés macroscópico tales como· el gasto volumétrico y el másico, 
que se definen por: 

Gasto volumétrico: Q = V A (4-1.1) 

Gasto másico: W = p Q kg/s (4-1.s) 

Donde: 

v = Velocidad promedio, que mate máticament~ ~~ d~Ún~ de : la 
siguier.te forma, para··el caso.. tuber.ía:·.··de .. :sección·· 
circular: ·· · ·· ·· 

Donde: 

A = Área de sección transversal de· ia tubería.' 
p = Densidad del fluído. · 

Sin embargo, es importante, antes de reali~.;;·;: ·. e1.;;, trabajo·' 
experimental que implica el hacer mediciones de cantidad· ·.de:: flujo;,. 
realizar un procedimiento teórico acerca de la forma de·.·definir. · 
gasto, y por tanto predecir algunos resultados en forma. ·teórica> El' 
siguiente esquema muestra la manera en que ·se relacionan· el ~·perfil ··ae · 
velocidades y el gasto (figura 4-1.2). · · · 
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PERFIL DE VELOCIDADES Y EL GASTO. 

Tomar las ecuaciones de Navier-Stokes. 

Resolver las ecuaciones de 
Navier-Stokes. 

Hallar el perfil de velocidades. 

Idea de gasto. 

Figura .·:(4-1.2) Relación entre el perfil de velocidades y el 
gasto. 

, La . velocidad promedio se obtiene . integrando todas las 
velocidades en la. sección transversal de tubería y dividiendo entre 
el área de. la misma, posteriormente se combina con (4-t.6) y se 

_integra·obteniendo: 

Vx prom = (Po - PL) R2 /SµL = (Po-Pz)D 2 /32µL 

La ·cual, es la ecuación de Hagen Poiseuille, que relaci'ona' ,la 
caída, de. presión y la velocidad promedio para flujo laminar .. en ·una .. . _,· .. : 

tubería horizontal. 'i•,.''' · · · · ,.·· 
'.,-·.'·;-:. -::'.,;,:_:.::· ;.: 

La ecuación (M.o) proporciona un m~todo paú{:,;;·~eicú.;: 
viscosidades, pues si se conoce el diámetro de la tubería."'(D)·~::;rá'· · 
velocidad promedio y la caida de presión entre dós ; .. püntos~':.de>la · 
tubería, se puede despejar la viscosidad del fluido (µ):, ~Cel'.:gasto,<.(Q:. 

De 'la ecuación (4-2.0) 
definición es: 

'.' .. ;:>:.:· .. :.--.. 

es posible obtener .. el:' gasi:.O.'i;iue~· 
>· 

Q A Vx prom ',. ,¡_;_·,¡ 
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Donde: 

A .~ Area de sección transver~al de la tubería 
. Vz · pr~• = Velocidad promedio. 

·. Podemos deducir la expresión para la velocidad máxima 'dentro de 
tubería cilíndrica a partir de (4-1.0) y se presenta cuando. r = o:> 

Vxmáx = R
2 

(Po - PL) /4µz 

·combinando (4-2.1) con (4-2. 2) , se halla que: 

Vxmáx/2 = Vx prom. 

(4-2.2) ' 

Para un flujo laminar, la velocidad.promedio en la totalidad de 
la sección transversal de la tubería es o.s veces la velocidad.máxi~a 
en el centro. 

Para un flujo turbulento, la curva resulta algo aplanada en el 
centro y la velocidad promedio es o. 8 veces la velocidad maxima. 
(revisar el tema referente a turbulencia en este trabajo). La forma 
de este perfil se muestra en la figura (•-1.2) , así mismo, se 
puede observar una comparación entre el perf.il de velocidades laminar 
y turbulento. 

Figura 14-1.21 

J.or--=:=-----=o----
o.a 

o.a 
1:0,l..O:::~-.... --=:c::::::...._..._._J 

o o.a o.t o.e 0.1 1.0 

l"ftlcd~• de 1• wloddad NU:ilaa fv'/tw,) 

' .· '· 

Comparación entre flujo· laminar•, ·:Y' turbulento 
dentro de una tuberia cilíndrica;.·. 

' ' -. . :· __ ,:_'_:_.':,· 

Cuando el ·fluido fluye en una tubería circitii~~/·a~: medir las 
velocidade.s a ·diferentes.•:distancias· de .. la/ pared· aL·:centro, se 
encuentra que, tanto .. Em el flujo laminar· como en· el •.turbulento, el 
fluido que ·.e.sta, en· el .. centro: del· tubo.· se :aesplaza·. cbn mayor. rapidez 
que el que esta·. cercano. a: las. paredes., Es.tas mediciones se efectuan 
a una distancia razonable de· la· entrada a' la· tubería. · 
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EJ.EMPLO: TH. 6 (TUBVZ) 

PROGRAMA : VELOCIDAD DE FLUJO O GASTO EN UNA TUBERÍA. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: PERFIL DE VELOCIDADES. 

PROBLEMA TIPO: Cálculo del 
cilíndrica a 
velocidades. 

flujo volumétrico en una .. :· Í:úberí .. · 
partir de datos del perfil ..... de':"· 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. · 

El programa puede calcular el flujo en una tubería cil.índ.rica~ .a:-. 
partir del perfil de velocidades. Se utilizan dos métodos de ·cálculó:.'• 

' '·,'.: ' ,.·: -:' -,'. . .'·. 

a) El de veiocidad promedio. 
Por el producto del área de 
tubería y la velocidad media. 

la sección· transve~~al 'ae l .. · 

b) Por el método de integración. 
Producto de rr y el área bajo la curva de V-R2

; 

(Método de Simpson). 

En la demostración del programa, se proporcionan 5 puntos para 
que se efectuen los cálculos, sin embargo, para efectuar otros 
cálculos el usuario define el nümero de posiciones. 

El programa posee, además, un graficador que permite dibujar en 
pantalla el perfil de velocidades dentro de una tubería cilíndrica. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Al realizarse pruebas en una tubería de un metro de.diámetro, 
las cuales consistían en medir la velocidad.del flujo a.diferentes 
distancias del centro de la tubería' cilíndrica, se obtuvieron ·1os 
siguientes resultados: · · · · · · · · 

Punto 'cm> 
Velocidad (m/s) 

Usando 
volumétrico 

o.oo 
0.51 

0.10 . 0.30 ... 'ó,45:: .o.so .. 
o.ta. o.31· 0;09· º~~o: 

·'·'' ', .:~·: .. :}.';. >:;:~ ,.' ~:··:i:~,; .. :·.~· . 
Úujo lo:!'. datos. anteriore~;.:

0 

•• c.·.···ª .. ,'1 .. ~~~·~·.x-.:.'.;/e1/gast;; o 
(m /s) .mediante: · . ".'-'· :.:ó 

a) El método d~ integración: (proáu~to:a~oii;~~:C' '7~R.2 ¡ > < .· '· 
b} El 'método ~e velo~idad ~e~ia·;(pro'd;_;c'to)d~Í·~~ea'. de;~~c'd¡óri·.· 

transversal por: la veloCidad· media},.·. ··:.; ... ·.· 
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.1.0 ... 
gl! •.. 
~~· 

H~ ¡¡ O.•l 

..• 
1.0 

o 

DATOS DEL PROBLEMA. 

- Punto numero l 
- Velocidad numero l 
- Punto numero 2 
- Velocidad numero 2 
- Punto numero 3 
- Velocidad numero 3 
- Punto numero 4. 
- Velocidad numero 4 
- Punto numero s 
- Velocidad numero 5 

... . .. .. ~ ... 
Valor 

/(),~()~ J 

. ::o.:si-:m/s 
: ·0.1·.m·.·:·· .. '·,. 
··~OAB. m/s 

. l:!C6;~ .·. · 
.. ·o.09. m/s 
'o. 50 in 
• 0.00.m · 

PRESENTACION DE IAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL. PROGRAMA·.• 

l. Cálculo del gasto mediante el método de int'egraci6n: 0· . . ~ . 

El método de integración c;¡Ue se emplea· en est~ pr.ogr~má', ,es ei:· 
0 de Simpson. (•eJ "',' ;.· ;'.-.• · .. , .. 

·;··1 

progr~~~~ ~~~~I~~ r ~~s:e:c~~~~~it::~ ~~~;ái_f~~Jst~f~iz:f.;té~~~l:s~: ·• 
velocidades. ·. .,. ..·-.¡·:· ,, :';'.'.. ·,:;. 

Presentación en el programa;;:···.:::.~:'.;:.;::,) ,,;,.Y' ;f.;;;·.;;,:·.;:.' ::-; ·•· · 
QV = ({2*'V(2l+2".v(3).j.,2.>v'(.4i116i.,;:'Í'ERMi .>:·;'¡~~:¡};¡ ·•.:;··· 

· .... • .... '~·.:/·.;.~,. :: ... ·:_··.·:-·-:· ·.· .. ·~. '."-':,; :·~.,,'.';·'" .. '.;~:::·; :· 

;·_. , ··/ "- ~-,-::;:·,·.: .... ·,,,·, .. ,, :~·;,t,·; .'.:~';"•.)~~-::·::·.>'.·.·o~ 
··:·;::. 

TERMl '= {3.14~s9/4!/Ú2fR(súA2\' 
Donde: ·.·_,t···::-' 

(TH':6:2)' 



-~· 

decir'; TERMl calcula el área del cilindro .. 

Cálculo del gasto mediante el ·método 
···promedio. 

Presentación en el programa: 

TERM2 = ( ((R(I+l)A2) - (R(I)A2))) . 
AREA AREA + ((V(I)+V(I+l))/2)*TERM2 

QA = 3.14159*AREA 

3. El perfil de velocidades esperado tiene forma par~bólica. 

En el capítulo referente a perfil de velocidades dentro de una 
tubería cilíndrica, flujo de Hagen Poiseuille (apartado .4), se 
dedujo que la expresión característica de este tipo de flujos, 
presenta un comportamiento de tipo parabólico. Dicha expresión se 
reescribe a continuación: 

Vx = Vmáx [l- (r/RJ2J (TM-6,3) 

Donde: 
R = Radio interior de la tubería cilíndrica·. 
r = Repr~senta las diferentes distancias radiales en .la t.ubería. 
Vmáx = R AP/4µL 
Vpro• · = Vaáx/2 

RESULTADOS. · . · 

-·Flujo volumétrico a gasto, mediante· .. _~1·i,~. ·_··.:·.>~::\~.;,_~·:>,·: ,., 
método del área bajo la curva = .. 0.192226 .. m/s 
Flujo volumétrico o gasto, mediant.e·:el>' /.,' ... ._c .. 
método de velocidad media = O .2.303833. m3 /s '" .·.:)' > 

,.,.>·~·:· 

NOMENCLATURA Y UNIDADES. 

I 
QV 

QA 
N 
V 
R 

Contador de radios y velÓcidades.· 
Ga~to (por el método de área· bajo la 

curva) [m /s] . 
Gasto (por el método de velocidad inedia) ·[m3¡'sJ:. 
Indica el nQmero de posiciones. 
Velocidad del fluido [m/s].. 
Radio en las diferentes posiciones de la·tubería 
cilíndrica [m] . 
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.. EJEMPLO : TH. 7 (POIS) 

PROGRAMA : VISCOSÍHETRO CAPILAR (DE POISEULLLE). 

. TEMA CORRESPONDIENTE A: PERFIL DE VELOCIDADES (HAGEN POISEUILLE) • •. 

PROBLEMA TIPO: Fluidos viscosos. Viscosímetro de Poiseuille 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA: 

El programa puede calcular la viscosidad dinámica y el gasto. a·· 
partir de datos obtenidos del viscosímetro de Poiseuille. · 

El programa también calcula el numero de Reynolds, la· verocidad 
máxima y la velocidad media. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Se utiliza un flujo de agua para realizar una serie de 
experimentos en un viscosímetro de Poiseuille, el cual·, se muestra. en 
la siguiente figura. Los resultado.a de }os experimentos, ·se.muestran· 
en la siguiente tabla: 

Altura o cabezal de agua (m) . 
Volumen colectado Cml) . 
Tiempo (s). 

a) El numero de Reynolds. 
b) La viscosidad dinámica. 
c) La velocidad máxima. 

Exp:l 

.165 .. 
500 
259 

d) La velocidad media del fluído. 
e) El gasto. 

46 

Ex:¡:{~2··. 

·•.205. 
. 465· 
-207 

Exp;J 

:·; 619 
. 500. 

90 

.Exp:4 

.182 
500· 
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F~GURA'.REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

DATOS DEL PROBLEMA: 

- Diámetro de la tubería. 
- Longitud de la tubería. 
- Cabe.zal. 

- Para el experimento No. l: 
- Volumen colectado. 
- Tiempo de colección. 

Para el experimento No. 4: 

- Volumen colectado. 
- Tiempo de colección. 

500 'rii1' . ;.· 
· ·'69: s·.···,;·. 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA;' .. · 
l) Cálculo de ·la viscosidad dinámica. 

,. : :~·),~;.; -:~ .. :.-\;·' ~ 

·<.:; '~- ., : ,. ~-' 

En el tema referente a deducción é· de' .<1a\;)l~'~iia6'i61;'.. ··de 
Hagen-Poiseuille (apartado 4), se dedujo: que·::1a;'.•ex¡;iresi6n·. de. 
velocidad promedio para flujo laminar en un~ tube1;fa'.·7ilf.nd;i:i~~/is .la.· 
ecuación C.-2.0) . · .: .,.·:·.'-: , .. >.>. · .. '.' .. ":·'' 

.·:,: .. - {:··.:,;· . -

Vmed ';;, ó/~). )(0;,(TM:;\) 
,. ~ '?;. ' · .. :: ·: ;- '._/ ~'' '~ , 

sustituyendo (TH-1.1) en (~-2.0) ¡ se tiene:': "';:' ·:''.. ': ·.. ... . .. •· .. 
... - ·-~·. '! ·-.~ ·; -, ' ~ . . - :'.¡"· . ~ ._, . 

ll =ti ú;l·~I x~/ '.:.·?: ··"· :.: •. ;_\ ·-·· ¡,~-1.Ú 
., = pg y .. AP .;;./7H? ,,,, · •· .··. :, ·c1ii~1.:;ic: •· 

' . ...- :·:·-,,;: . _, . ~· 

catcuf~~ti i~ye':tiºsc~r;:~~t e~in~~i7b~f>m:~¡;f:::~ii~~ J.ávi~~~~'i~~~~~ pa~; ';. 
Poiseuille. .. · "" · ::,:,.. ·' .. , ...... . 

Sa sabe que: Q:::V111edA 

Pero: 



VOL/T 

se calcula por: 

Re = VDp/µ. · 

programa: 

RE.= 
, .. ;:' 

4) .Cálculo de la v~locidad máxima. 
,· .. , ·.'' · ... ~ 

:, '.:": 

La. velocidad máxima para una tuberia Jcilínári~~:;;;~. '~btiene:. · 
de la .. ecuación· que describe.·. la ,distribudóri de ·velOcidades y:, se·· 
presenta cuando la posición· radial· es .. igúal :.·a "·cero ; (rc';:·.·:oi:. . .;ecuación · 
(4-2.2) • . <: . . . . . \ ; 

Preseii_tación en ei programa:.·. .;~·.; .,.>., ... 
·::( __ ::.,• 

5) Cálculo de. la veloc;i~~d' media'..·· 

}' i~fr·=. y~á~/2 
Presentación en. eii· programa·, .. · 

VMED . VMAX/2 
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NOMENCLATURA Y DIMENSIONES. 

áP = Caida de presión en la tuberia 
µ = MU = Viscosidad dinámica 

[Pal .. 
[Pa s] .· 

V••• = VMED = Velocidad media [m/sJ. 
T = Tiempo [si . . 
Vaáx =. VMAX = Velocidad máxima [m/s]. 
R = Radio de la tuberia [ml 
Re = RE = Nilmero de Reynolds [adimensionalJ • 
Vol = VOL = Volumen colectado [mll . 

3 
· 

p = RHO = Densidad del fluido [kg/m J . 
L =Longitud de la tubería [mJ . 2 
g = Aceleración de la gravedad [m/s l · [N/.m'J ... 
GAMMA = pg = Peso especif!co del fluido 
Q = flujo volumétrico [m /si • 

RESULTADOS. 

Para el experimento No. l: 

- Viscosidad dinámica = l.247077E-03 
- Numero de Reynolds = 447.9682 
- Velocidad máxima = 0.253924 m/s 
- Velocidad media = 0.1269625 m/s. 
- Gasto o flujo volumétrico·= ~.93 l

.··o __ ¿ 3/ : . 
x .m s~ .. 

Par.a el experimento Ne;>. 4: 

·- Viscosidad dinámica = l.574583E~03 
- Nilmero de Reynolds = 1331. 759 . · "> ... :,:::i. 
- Velocidad máxima= 0.953138.4.m/s···::· 
- Velocidad media = 0.4765692 m/s · · ·.<. ·· 

Gasto o flujo volumétrico = .2 ;24 x :i:()cis Ín3 /s 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA: 

D 
L 
H 
VOL 
T 
MU 
VMAX 
VMED 
Q 

Diámetro de la tuberia. 
Longitud de la tubería. 
Cabezal o altura de agua. 
Volumen colectado en cada experimento. 
Tiempo de colección para cada experimento. 
Viscosidad dinámica. 
Velocidad máxima. 
Velocidad media. 
Gasto volumétrico. 
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EJEMPLÓ:.TH.8 (PLACA) 

ANÁLISIS DEL FLUJO LAHINAR ENTRE 
DOS PLACAS PARALELAS. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: PERFIL DE VELOCIDADES. 

PROBLEMA TIPO: Flujos viscosos, 
placas paralelas. 

Perfil de. velocidades 

" .. ~::'.:; ·( ·;' ., . 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. <'·:::· 
Este programa permite un análisis deL~i~j~' iaminar' en~re p11&~{,:: 

paralelas. · ... · .. · ·. ,. . · .· · 
El programa presenta la expresión· de·· 1a· ·' dist.ribución· de .. 

velocidades. Calcula la velocidad máxima y.el tensor de esfuerzos: 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

En la siguiente figura, se muestran dos placas paralelas. Una de 
ellas se mueve con respecto a la otra. Si el /luido que se encuentra 
entre ellas, tiene una densidad

2
p = sso kg/m y viscosidad dinámica 

µ = o.os Pa s = o.os Ns/m . Determinar la distribución de 
velocidades, así como la posición de la velocidad máxima y el tensor 
de esfuerzos. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

so 



PROBLEMA, 

:- Presión aguas arriba. 
- Presión aguas abajo. 
- Viscosidad dinámica del fltddo. 
- Densidad. 
- Espesor entre las placas. 

v~l.or numérico 
1400 Pa 

800 Pa 
O.OS Paf 
aso kg/m 
o, 006 m 

··. . 

NOTA: La deducción de las 
consultar en la referencia ias1. 

ecua'ÚOne~-- ";,tilizadas se puede 

RESULTADOS. 

- La distribución de velocidádes :~Éitá< ~Íida:: 
u= 59.74455 + - 37735.2 i_'J ·-.,: .. ; 

- La velocidad máxima Ocurre 'a' y,_:;, ,-~,;~l~~S9é~:ci4 
Velocidad máxima = 2.364776~:02 in/~> > · · · 

- El gasto (por cad~ metro de an:~ho)<,;, -~,-·,I,_6_1i1i~Lo3' 
- ·,_,_._.· 

- El signo negativo indica .qué: el:.,movimi.e~to'·dei fluido, es 
hacia ar_riba. .,· -..· ,,, ''."' ,, ' · · -·· '"· · 

- Tensor de esfuerzos·= ~3L44623 •N/rr.2:, 

NOMEN~~::T DEL PROG=~ión a la cual ocurre l~-,:~elClc'.i~-~~ ~á_xim~. 
UMAX Velocidad. máxima,; , 
Q Gasto o Flujo (Por cada.metro ,de ancho). __ , 
TAU Tensor de esfuerzos. · · 
ASl Espesor entre las placas: 
Hl Cabezal uno. 
H2 Cabezal dos. 
D Densidad del fluido. 
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PROBLEHAS PROPUESTOS. 

FLUJO LAMINAR ENTRE DOS PLACAS PARALELAS. 

i'.La siguiente figura, muestra una placa ~e se mueve con 
: respecto a otra, con ¡.¡ = , 80 Pa s y p = 850 kg/m . Determínese la 
··distribución de velocidad, la descarga y el esfuerzo cortante ejercido.· 
sobre la placa superior. 

,:·. · .; .. En la siguiente fi~ra; P1 = 6 ps¡, Pz = 8 psi, 1 = 4 pi~s, 
· ... ª. = o .006 pies, e = 30, 7 = 50 lb/pie y¡.¡ = .• 8 Pa s. Determinar: 

a) La fuerza tangencial por pie cuadrado ejercida sobre la placa 
·Superior. 

b) La distribución de velocidades. 

3. Esfuerzo cortante en aceite de ·soya. Con referencia a la 
siguiente figura, la distancia entre las dos placas paralelas ei; 
. 00914 m y la placa inferior. se desplaza. a una velocidad relativa de 
. 366 m/s mayor que 1~ superior ... :: El. fluido usado es aceite de .soya con 
viscosidad de 4Xl0- Pa .. ·s. "'ii'':.303 K (Buscar datos de propiedades 
físicas del aceite de· s.oya ·. ~n ·la· referencia lleJ, apéndice A-4) . 

a) Calcillese el esfuerzo" i::oií:ani:e 't y la velocidad cortante en 
unidades de lb fuerza'; .'pie. y s. 
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··Repítase el cálculo en unidades del sistema internacional. 
Si> se usa glicerol a 293 K, con viscosidad de l. 069 kg/m s en 
lugar de aceite de soya, ¿ Que velocidad relativa se 
necesitará con la misma distancia entre las placas para 
obtener el mismo esfuerzo cortanteen la parte a)? Además cual 
será la nueva velocidad cortante?. 

YL· ... -r---~,, F, twn.a 

4. Un flujo de aceite con p = 900 kg/m3 y v = o.ooo:i·m2 /s.Circula 
hacia arriba entre dos placas paralelas. La presión y la altura de las 
secciones l y 2 son conocidas y éstas distan 10 m una·. de otra. 
Suponiendo flujo laminar estacionario, 

a) Verificar que el flujo es hacia arriba . 
. b) Calcular la distribución de velocidades. 
c) El gasto. 
d) El nümero de Reynolds ¿ Es laminar el flujo?. 

5. Un líquido de viscosidad µ. = 6. 98 xl0-3 lb s/pie2 está 
fluyendo con una velocidad de O. 2 pies3 /seg/pie entre . dos pl<3:cas 
paralelas, cuya distancia entre ellas es de l plg; calcular: 

ar La velocidad máxima. 
b) El tensor de esfuerzos. 
c) La diferencia de presión, si la placa mide·· iO _pies. ·de 

longitud. ·. _ • < : '. 

6. Medición de la viscosidad de un líquido. Uno de· los' ~~pie6s•:.: 
de la expresión de Hagen-Poiseuille, Ec. (2.5-2) de la referencia·::· 
1101), consiste en determinar la viscosidad de un líquido a través: de 
la medición de las caídas de presión y de velocidad en ·un. tubo. 
capilar d:I' dimensiones conocidas. El 1 iquido usado tiene densidad,. d.e •.: 
912 kg/m , ·e1 diámetro del tubo capilar mide 2. 2 2 2 mm ·y : su· .. 
longitud 0.1585 m. La velocidad de flujo medida es 5.33xl0 -m ·/s-.de . 
líquido y se obtiene una caída d<i! ·presión de 131 mm· de agua: (densidad'. 
996 kg/m ) . Despreciando los efectos de los extremos, calé:ülese·_:la. 
viscosidad del liquido en cp. · · 
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5. DEFINICIÓN DE FACTORES DE FRICCIÓN. 

·Las pérdidas de presión ocurren en 1 os flujos internos como 
resu1t·ado de la fricción, estas pérdidas que son importantes en la 
ingeniería de proceso,pueden ocurrir tanto en duetos rectos como en 
accesorios (expansiones o contracciones subitas, válvulas, codos,etc.J 

~· Un problema importante en Ingeniería es el de calcular 
propiedades de interés macroscópico (ver el apartado referente a 
formas de resolución de problemas de Mecánica de fluidos, de este 
trabajo) , tales como las pérdidas de energía debidas a la fricción· en 
el sistema. 

Este problema ha de resol verse a partir de las . condiciones de 
flujo y las propiedades físicas del fluido. Una vez conocido el 
término de las pérdidas por fricción, es posible sustituirlo 
en la ecuación de energía mecánica de Bernouilli (Como se 
mostrará en el apartado 9) y efectuar los balances correspondientes. 

A continuación se pres en ta un enfoque global del 
procedimiento a seguir durante la resolución de un problema de 
Mecánica de fluidos. 

Escribir la ecuación 
de Navier-Stokes. 

Hallar la distri
bución de perfiles 
de. velocidad. · 

Expresarla en 
términos de 
cantidades 
globales como 
el· asto. 

Estas cantidades se relacionan 
con.costos de bombeo· y en gene-i--~~~~ 
ral· con un análisis económico. 

Fi9ura: :(s-1.1)" Enfoque global de la resolución a partir de:. 
primeros ·principios de problemas de Mecánica de fluídos .. en .. :los· .. que 
un ingeniero'. .tiene que intervenir. .·•_:. ·· ... 

:~·; ·» 

. Este Einfoque puede resultar demasiado fundamental'. para:/cfertos 
propósitos. de .. :cálculo del Ingeniero,. en· esos :casos·_;"e·s ::posiblé:c-seguir.;· .. 
una ·'vía .... alternativa mediante· la ·definición.:·~.:'. de.:;"' ;.,un.'.L•. '· paráinetro., 
adimensional. .llamado factor .. de fricción; ·.se:;·. define .:,el.< factor .. : dei.'· ·· 
fricción~medi,ante la sigu.ient~ e~~~~i:~~';i.· , :,;,-:::". 0 ,'.· • .. ·· · • ·. 

' .... ··. R/2 . di>/a~ . · .. · ·. ' ' \ •.·.· ,, <.. .: : .. ' . '"·' .:.·: '.:/ 
.· .·. . . . ' ... "\:: .•.; ... <: ··,;:;:'. :,5_;\,.. · .. : 
.--~~~--~•.¿;~.---, ( ':::.:•>,, ::... ,: ,,, ... 

y rep~esént~ una -~~did~ .. '.~~:la: irnpor'tarici~'';h;;;.~iv~'::a~ i~\ciáíd~· de. 
presión a los términps '. d~ energía: c:ir_~.tica .:· < ·. \ . 

53 



Para mostrar la forma a que el factor de 
realizar cálculos de caída de presión en una 

fricción, se ,-usa _'a1·\ 
tubería;<,' se.::vohrerá · 

. ' ·'.,':·~.·-. ·L ·-•·:·:.- ·:'": ::.';·-;.-_.;y: .. al caso del flujo de Hagen-Poiseuille: 

ae Na~¡~-:~-~-S-~~k~-~~:-t:¿~~ .. -~~~<· : .. :·«· Como se ha mencionado, la ecuación 
realidad la reescritura de la ley de Newton 
los fluidos: 

al caso del':: ll)O;v'iniierito'.~de:, 

.:_ /~·; ::·:-~\:·::.:;:·::.·· __ .: 

sumatoria de fuerzas = masa x acelera:ción.,,-; - :\-'::.:" ·<--·· 

Sumatoria de fuerzas (I:F) igual a cero' . _- , _ {, :\~))'.i, '.'-<·' :.- . : _: 
Unicamente un equilibrio para este flujo~: existe'; émtre :.,·l~s , >.·. 

fuerzas de presión y las de fricción que se pueden.,_~scribir ·com_oi 

.. 27? R f,.z (P2 - Pi) rr'R2 ' ·>' i·:c~2i.~)/ ~:; 

la 

Donde: ':'."<'"' <?~' '·:' 
::·,_:;: 

Fzas. de fricción=• 2rr R t.z., 
Fzas. de presión = ( P2 - Pi)' A· 
.- = Esfuerzo cortante. 
llz = Longitud de tubería. ., . , , • · • .. ·"· ''·' ,,':· 
A = Area de la sección transversal ~fe. iá t?·¡;,;;'rí~f_,: :..:: --, · :: '{ ·· · :· 
R =Radio del tubo. ._- -_.;· :·;·:_·: ·-~-·· -··> .. ·:-:. · :.>;: -·,;.-:--· 
(P2 - Pi) =Incremento de prE!sión::.•· .,):;'_:"_;:_:· .. :-\·'>" // _ ··' ;; 

- -·-~ -·- . ,. __ ~·. ",-\•' -·. 

De. donde se halla la rel~ciÓ,; eritre, esfüerzos ~e··¿:,j_~¿¡¿~>~~~ 
presión, segiin lo muestra la. sigu_ielltE! ·expr7_s_~ón:'.:·•· ·-''-'•,;-:;•: 

't" = t.P/h. [~¡~] ' ' ,. (s~!;~¡ 
Por otra parte, la ·soi~~ión>~~~,,~~'de ;ia•·e~~~dióri 

Navier-Stokes para el caso. de·· este·:_ fluído/-.-_se.- .. puede '.:obtener: en 
términos de gasto, velocidad promi;_di~ y -esfuerzos;:_ segun. s_e: hizc;>.·para 
deducir la ecuación (•-»o) ;:· 

o = e~ aP/~~R{/~~: 
v = CdP/~~ R2 i/aµ 

cr~ R/2dP/dz. 

Nótese que ias ecuacio~~s:·(5~~:·.'6i. a (Scl.B), también 
expresar en términos del diámetro de"·la :_tubería, tal 
el apartado · 4. · · -.'.;:• 

·,.-·t:. ·: ~· :r, •• .... ' . • ::·: 

(5-1.6) 

(s-1. ?) 

(s-i.s) 

Al. de~pejar .. d~/d,;:; d~·'. '1a:.e~?.'c~~i.-i) i 'de··. la' v~~oci~~~ ,· ~edia, ~:, .· 
sustituyendo, en .:cs-i.1¡'; ':ese. éncuentr.a;la' siguiente ~expresión: ~-. ':.' . , - . 

• ·:~ :.,. ·.\ l. ••• ·; ••• .,. -· 
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La· ~Úal· vincula de manera simple, el factor de ·fric~ión' al numero' 
,Re¡inolds (véase el tema de grupos adimensionales, 8 ._2) . ' · · 

·;Como se puede ·Observar, la expresión (S-1.9). s~'. deiin~ cori ·b~s~:,' 
el radio de la tubería. Esta expresión .tiene gran· aplicación 

en los procesos industriales, al dimensionar red de tuberías. y al 
·calcular la potencia de una bomba, así cómo en la optimización de 
ciertos procesos. · · · 

La expresión (s-i.9) sólo tiene validez para estimar las 
pérdidas por fricción en nilmeros de Reynolds menores a 2000 
y tuberías lisas 191. Aunque es posible una generalización de este 
tipo de expresiones al caso de flujos turbulentos y tuberias ru_gosas 

5.1 LA ECUACIÓN DE DARCY-WEISBACH. 

La fórmula de Darcy-Weisbach, es 
cálculo de las pérdidas de carga en 
La ecuación (2-2.7) se reescribe como: 

la fórmula. básica para el. 
las tuberías y duetos_. 

Pérdida de carga (m) = Coeficiente ·de fricción x ·longitud L (m) ·x' 
-diámetro D (m) 

X altura de Velocid<1d,;~•/2g 

o también: ~e: 

Pérdida de c<1:r9~ <i:i../n 'v, i2"9~,;:_, , (~~ .. ~o)< 
.. ~a altura de velocia~d,'' ~J' ü~a:·'c\~ecci~n_",\r~cta/. s~/:(:;i:;t~E!nÉ! 

dividiendo el cuadrado o.de_.:·la :.velocidad.:<'media••·:'(Q/Ah,;c: por,::· 2g: ,.Y•:. 
multiplicando el resultado pÓr uni,cóeficiientE! :a:<:En' tuberías:•y~rductos 
y en. régimen turbulento,. Ó< ptiedé: 'considerarse:Uigual ~··a :1a:·:un_idad. sin 

apre·c i abl e error ~n .-el · ~~ .. ~~,~ ~: f~_~}, {.~.~~<~.:\~'·. ·:;/:~ .. ~~:'.:;;?l/::~·:::{~:(~-~\;:j;~;;;-~'~'.~{~.~~'.:,~~~('.;;t;~-~~~{(~ 1:~. /:_!-(\< '..~'..:~ ,: . 
En el programa· que·,, a.:;continuación"•se· mostrará') ,Cpara'.c·calcular,·.. : .. 

factores de fricción)" . .-se•' ·hace.-· ·uso": de.'•una: ecuación0';1··empírica ·,para :f. · · 
que se elaboró ·con base>' _a·,.,_,(s:li;1ó 1·::'.Es:~·,;, lah'fórnn.i!a:::-'empíl::icii".'._' de · 
Darcy_-Weisbach, la cuar.·:efi\':'.:equivaleiite;;:a.j utiliza'i·, •.-:él',',diagrama . _dé'· 
Moody IJSJ. •.·· _.,, ·•··-.·.,,..-.._>-:-•:··,.,.- ,:: 1.-.::.,_.,.,., ..... -., ...... ,.::-,•;·:··-.?i:'. '"·'.· ·., •.> 

. .:f, ='.i.;25/.rJ.~, ¡~/3·.:~o + 5.74/Rº· ?¡¡ 2 
·: ·\\es~\;,,( 

~estricciones:: ;_'~:~ci~\~~fa/~;i~2°,~~t\:-. .,:;'_.•.· '··· · .. ' '~'-• . 
. "' ,'! .. ' , ,:, ::.·.::;· _;'.· ,:: : ~, ' .. : ... : .·.'.: '• 

Esta ·ecuación produée' una f: ',alre~~do~ del .H ·de ·ra'~·e~u~cióli de. 
Colebrook: (ecuación s-e.1 de la ref. IJsl) • 

... : 
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EJEMPLO 

PROGRAMA 

TH. 9 (FACF) 

: TIPO DE FLUJO Y CÁLCULO DE FACTORES DE 
FRICCIÓN. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: HAGEN POISEUILLE (FACTOR DE'FRICCION) 

PROBLEMA TIPO: Determinación de factores de frÚ:diisn en tuberÚ1s de 
diferentes materiales. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la velocidad del.·fluido· en:e1. inte'ri;;,:r· de, .. 
una tuberia, el nilmero de Reynolds (criterio del .tipo ··de 'flujol_.:.·Y· •la'·:.'.:· 
rugosidad relativa de tuberías de diferentes materiales.. .. .. . .. 

Posteriormente, el programa calcula el valor·· · del· -factor de .. 
fricción mediante el uso de la ecuación empírica .de·.Darcy_··- weisbach·;· ·.o:. 

. ·;.-· ... 
',,•.' 

•, '~; ', .. ~-; . <·· 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Un fluido que ti~ne una viscosidad dinámica de O~ ooi7.'N;'s/,11\~;":Íi -'.'. 
densidad de 1000 kg/m , está fluyendo a travl!is de·. una.:; tuberia·':·de •<: 
O. 4 m de diámetro interior y cuyo material del. cual está c_onstr~ida,·.:::: . 
es hierro galvanizado. Si el flujo vol.umétrico es de::·o;os·•.·m /s/·· · 
calcular: · .... . ... ·.. .... · 

>,:~·<:,)·:.':):~i.'.;~ 

a) La 
b)' El 

del fluido. 
Reynolds. 

c) La 
d) El 

velocidad 
nilmero de 
rugosidad 
factor de 

relativa (k/D) • 
fricción, mediante·la 

(35). 

DATOS DEL PROBLEMA: 

- Material: hierro galva
nizado. Parámetro de ru
gosidad (k) . 

- Flujo volumétrico. 
- Diámetro de la tubería. 
- Viscosidad dinámica del fluido. 
- Densidad del fluido. 
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,·¡:· 

Val.ar númér:i.dó 
.. ·.:,· • .. 7·.: 

· .. gj~\~1;t·/~:?001s m 

0.4 m >~· 
· O: 001. N s:(m , 
•1000,kg/!" ·, 



1 

-· 

•. J"'. ... 

. PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA; 

ir Cáiculo de la velocidad. . ·. /:.: ·-:',. . ·' . :;' ·' 

· Para calcular la velocidad del flui'J6,/~~ht.~b , d~ ::'ih~ · ~t¡;e,,;Í~'>: 
circular, ·se parte de la definici6n de gá.sto_·;:·;-·_ · ,.. , 

·es decir: 
Q 
Q 

La presentaci6n en el.PJ:-º9~;._rn~' ~9:, 
V = 4 ;, :o '¡ 

.:•: . . . . ;º\;·_--· 

'·>.\· ·.~:._( .. ::·· . . :.·. 

2>·· 8á16uio .ae1. riürne;::6':d~ Reync:;lds: 
-:e:> .·-·<· 

. , .. · ';_:;:/;:.; .• ,~(;:.·· :·.-.-\·· :,~ .. .'Re· = VDp/µ. 

La .~~~s:ent~~~~n: éin el:prograrna es : 

.. ' ~ : ·~·.;·; . ·.~.".:-:"· ·.·.·.·_. :- .. : .. ··>:· 
.. '.' .•i ','.~t.~,:.·t~:. -e 

,REYN = (V*D*P) /MU 

·j¡,cái:Cu1o'de·iá. rugosidad relativa. 

La ~re~~iitaciÓn: en el programa es: · 

RR = k/D 
••• •• f • ••••• ' .': :' .. -,· • .:_,,, :;:)' ',', 

4) Cálculo del factor de f~icci6n. iiii e~t~ prograni'a, :,Jt'G:izarn~s'-i~ 
ecuaci6n. empírica , de. < DarcyCWeisbach·:. ·;-._"(2~2.7) ·, •.'•:la - ' .cúal 'es. 
equivalente a utilizar el idiagra!l\á de -Moo_dy ,_:· · · ' - ·-·,. 

RESULTADOS. 

- Velocidad 
- Numero de 
- Rugosidad 
- Factor de 

del fluido'=.· o:3978·rn/~ 
Reynolds · 159134" 3. 
relativa·= O; 000375:" 
fricci6n.. ·O. 0186 · 
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NOMENCLATURA Y.UNIDADES: 

Q =Gasto volumétrico [m3 /sl. 
V = Velocidad [m/s] . 
REY = Re = Numero de Reynolds 
RR = Rugosidad relativa 
k = e = Parámetro de rugosidad 
D = Diámetro de la tubería 
MU = ~ = Viscosidad dinámica 
p = P = Desidad del fluido 
FR = Factor de f ricci6n 

i.J . ¡,,~ 

"' ererorc:n.Jttt;~ r·.1:10 
Conc1ao ~001·~:!1 · 1 • • 
F/.:d~titepill¡Q.I p.)f'HUIJ ·,¡., ... 
hierrohmilh:o C'V(!'. •.., 
H•t~ro C•''wam:a:o '.,; .r. 
H1rn:.f•J113t0t 
at:~tWl:i ~!K"':l :,:; 
l.~~IO:.C..11itltblc 

"'·''~'º t:r.lla-; : ~)·.:, • 1i,:~ 
T¡i:ll"~ ISltli~OI r.~ ,::'.~ '••l' 
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PROBLEMAS PROPUESTOS, 

CÁLCULO DEL FACTOR DE FRICCIÓN EN TUBERÍAS CILÍNDRICAS. 
. .. '' 

........ ·1. :un líquido fluye por una tubería horizontal recta de·. acero: .. 
·comercial a 4. 57 m/s. El diáme.tro interno de la tubería mide' 2•, 06l · .· 
plg. La. viscosidad del líquido es 4 .46 cp y su .densidad es 801 kg/m; · ..• 
Calcillese la pérdida por fricción de energía mecánica en J/kg .para···· 
una sección de tubería de 3 6. 6 m. .·.,..,. 

_;_~ -<' 
2. Determínese la pérdida de cabeza (energía) para un fluj O· de····· 

140 l/s de aceite, v " O. 00001 m• /s, a través de 400 m de tubo de 
hierro forjado de 200 mm de diámetro. 

3. Se va a hacer fluir agua a 4. 4 C a través de una tubería 
horizontal de acero comercial con una longitud de 305 m a· una· 
velocidad de 150 gal/min. Se dispone de una carga de agua de .6.1 m· 
para cont=arrestar la pérdida por fricción Ff. Calcillese el diámetro 
de la tubería. 

para 

Nota 

qua 
resolver 

.ii.cJara.torla: El programa 
encuentra disponible en 

parte de este 

que calcula ef ractOr ·de 
este trabajo de le al•, ~,.Jo 
probl Ciiia propu"esto. Ya que. no·, 

rrJ cclc.."ñ 
M.tlJ. 

·ejecuto..:·· 

eproxl11aclones suc:e11Jvas, 

' '•' 

4. Un líquido con densidad de 801 kg/m3 y viscosidad· de ··r>49··.~~ 
fluye por una tubería horizontal recta a velocidad de A ,•57•. m/s> EL 
tubo de acero comercial es de tamaño nominal de .. 1.5:·plg/.:Nilinero .. ·de 
lista 40. Procédase a lo siguiente para un tubo de: ?1··.m .de largo:· 

"·."-,.;·· 
a) Calcillese la pérdida por fricción, FE •• . , .... · ·: ·· .• •·,.:, •. .. .. . . 
b) Calculese la pérdida por fricción de una .. tubei'ía<·:tersa del. 

mismo diámetro interior. ¿ Cuál es el .. porcentaje '.de· reducción 

5. ::l:l:::a :~a c::::ridae t:::::~ri por eféctos de l~) f~ic~ió~( > 
expresada en pascales, para un aceite de oliva a 293 K que :•fluye en.· .. 
una tubería de acero comercial de diámetro •.interno igilal~ a. 0;0525."·y 
longitud de 76.2 m. La velocidad der.fluido es.l.22 m/s;.,Usese.··.e1 .. :.: .. 
método del factor de fricción: ¿Es el flujo· laminar o. turburento?:.;·:> 
Consiiltense los datos físicos :del. apéndice: A:4 .de.:· la referencia:·· 
(18). 
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6. EL EXPERIHENTO DE RE:YNOLDS. 

·. ·. ·· En el ·siguiente apartado, se pretende revisar los conceptos de 
.flujo laminar y turbulento, para lo cual, se iniciará con la 
descripción del experimento de Reynolds. 

"" Cuando se mueve un fluido en un canal o tubería cerrada de 
cualquier sección recta, pueden presentarse dos tipos de flujo: el 
laminar y/o el turbulento segiln las condiciones del sistema 
estudiado. 

La existencia de los flujos laminar y 
visualizar mediante el experimento de Reynolds, 
primera vez en el afio de 1883 1s1. 

turbulento, se puede 
quien lo efectuó por 

En el experimento de Reynolds, un tubo de vidrio se conecta con 
un depósito de agua, de tal forma que la ve1ocidad del agua que fluye a 
lo largo del tubo pueda variarse. En el extremo por el que entra la 
corriente se instala una tobera por la que se introduce en la masa de 
agua una fina corriente de colorante líquido inmiscible en el agua 
(ver la figura 6-1.1) • 

Figura <•-•· t) Instalación para realizar el experimento de Reynolds. 

Reynolds encontró que cuando la velocidad del agua era baja, el 
trozo del líquido coloreado se mantenía como tal a todo lo largo del 
tubo (colocando varios de estos chorros en diferentes puntos de la 
sección recta del tubo, se puede observar que en ninguna parte de él, 
existe mezcla del líquido coloreado con el agua, y que aquél fluye en 
capas paralelas) . 

A medida que se incrementa 1a velocidad. del agua, se encuentra que 
a una velocidad determinada el chorro coloreado desaparece y que la 
masa total del agua se colorea uniformemente; en otras palabras las 
partículas individuales del líquido, en lugar de moverse en una forma 
ordenada y para1elas al eje longitudinal del tubo, lo hacen de una 
forma desordenada mezclándose completamente. 

·Las dos 
descritos, 

formas de 
se conocen 

movimiento de los f luídos 
como flujos laminar 
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t 
l. 1 . . 
j. respectivamente. La velocidad a la cual el flujo cambia de una ·a'»ot:ra· 
1. forma se conoce como velocidad crítica. 

1 
1 
¡ • 

1 ¡, 
l 

6. l EL NUHERO DE R'EYNOLDS. 

Reynolds, en un trabajo posterior sobre las 
pueden presentarse los dos tipos de flujo, 
velocidad crítica depende del diámetro del tubo, 
densidad y viscosidad del fluido. Posteriormente 
que estos cuatro factores pueden combinarse en una 

Re = Dvp/µ 

Donde: 

condiciones en que 
encontr6 que la 

y de la velocidad, 
Reynolds encontr6 
forma conveniente: 

(6.t-1. t) 

Re = Un grupo adimensional llamado numero de Reynolds. 
D e Diámetro interior de la tubería. 
v = Velocidad promedio del líquido. Definida como el volumen 

del líquido en la unidad de tiempo dividido por el área de 
la sección recta de la tubería. 

p Densidad del fluido. 
IJ e Viscosidad del fluido. 

El numero de Reynolds es un numero adimensional muy importante 
en el estudio de la hidrodin&mica y constituye una herramienta 
fundamental en muchos de los problemas que tiene que afrontar un 
ingeniero. 

En el apartado de este trabajo en el cual se trata el tema 
de flujo laminar y turbulento (7); se detallan las dimensiones de las 
variables que intervienen en el numero de Reynolde así como 
también, los intervalos para los diferentes regímenes de flujo. 

7. FW.10 LAMINAR Y TURBULENTO. 

7.1 FLUJO LAMINAR. 

Cuando la velocidad del flujo es baja, su desplazamiento es 
uniforme y terso. Las capas de fluido parecen desplazarse unas sobre 
otras sin remol.inos, como si se tratara de una serie de cartas de 
naipes desplazándose lentamente unas sobre otras,entonces, 
decimos que se trata de un flujo laminar. La figura (1-1.1) 
representa . un flujo laminar moviéndose entre dos placas paralelas 
planas. 
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1 
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1 

1 

l 
1 

Figura (1-1.1) Flujo laminar entre dos placas 

Los experimentos sobre flujo de f luídos muestran que para un 
fluído Newtoniano, F ( la fuerza de fricción ejercida por el fluído 
de movimiento más lento situado a un lado de la superficie sobre· el 
fluído de movimiento más rápi d o) es proporcional al área de 
superficie de contacto y al gradiente de velocidad de flujo 
(dv/dy). La constante de proporcionalidad es la viscosidad µ. del 
fluído. U•l 

F = - µ. A dv/dy· 

La ecuación (1-1.1) es la Ley de viscosidad· de · .. Newton; .. y, 
fluidos que la obedecen, se llaman Newtonianos; 

,, ;:, . 

Donde : J _. 

µ. = viscosidad del flu.ído. JPa· sJ 6 ·rk9/; m•sl:~:::·. 0.··:: __ • ... :;·: ,, -~-·· .. ;:. 
1' = Esfuerzo cortante. [N/m J • · ,_. .. · 

• ¡c.·,··.,·,;.•;:::..• :.'\'. 

El signo negativo indica q\ie 
fluido que se mueve más rápido 
movimiento. 

la. !uer~a' de :;,:is86sidaCi/sobre 
está en: ._direéción·;:opuesta ·.a·. su 

['• -: -·;• ' . 
. "'. ;,~':,, • \·'.; • '.~;;!/ .;:;·~· • 'in •< <.<··:'·:· 

.... :_. :':· ·. ,-·;:· 
Para un flujo laminar dentro de una · t;;b~ría:,:_·.;e¡~· p'erfii : de: . 

velocidades es una parábola, tal. como. se ···.vió'.:.'en· ."el.:·:_·ap_artado·: (4)' 
referente al flujo de Hagen-Poiseuille. · · .. :··.\. ·_,.; <-.:· 

; ,• ''•, . ,' ~ 

7 • 2 FLUJO TURBULENTO . ·/ .·• :-. _. .. 

El tipo de flujo en el cual, a ~~l~~ld~d~~~<l~~s,:·s¡/ fo~an 
remolinos que imparten al fluído una. naturaleza .-fluctu·ante,. se!:11a·ma 
flujo turbulento. .-_·_·:·:.: • _.:.·.-.. ··. ·:· ::-· ,._.· . 

Algunos ejemplos que ilustran algu_nas de. las. formas -.en que' puede 
generarse la turbulencia son: 
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e Por contacto entre dos fluidos que se desplazan a diferentes 
velocidades. 

-.·Al hacer contacto un flujo con una pared o una esfera. 
~. Cuando un chorro de un fluído pasa a través de un orificio y 

desciende sobre una gran masa de fluido. . 
- Cuando un flujo pasa a través de una rejilla. 

La inestabilidad del flujo que conduce a un régimen con 
perturbaciones está determinada por la relación de las fuerzas de 
inercia o cinéticas y las fuerzas viscosas de la corriente fluida. 
Esta relación se expresa justamente mediante el numero de Reynolds. 

En flujos turbulentos, aun aquellos cuya velocidad promedio 
ocurre a lo largo de una sola dirección, la velocidad instantánea 
fluctua en todas direcciones. La gráfica (7-1.2), muestra la 
variación de la velocidad instantánea vx, en dirección x en un 
punto determinado del flujo turbulento. La velocidad v•x es la 
desviación con respecto a la velocidad media vx en dirección 
del flujo de la corriente. 

i: 1 J~~ 11~ . . 1 •. : •· .· ... · .• •· ..• · •. · ... · .•... 

J~ ... ·.·T .·· .·•.:·.·.··. I. ..··.: ... , 
. ; . _,- ... ·.· · .. - ' 

oollde .. : .·· 

vx = Vel~~iJad .f 6~~¡ insta;,táriea ~n la di~e6ci6n x. ·•.· ' ' ·.· 
· vx .. =··velocidad :neta constante• de .. , la .co_r:dente·ten•. 1.a·; direc.cióri· 

.v'• =~~~sSl•aé~·éi; : i·n~tárit.áriea: ·. º ,V'éi6~·ia~d ·•• .. 'úucfuarite <.e~ la.· 
·,·:dirección"·, x·,,·.::v•i<." ··nuctila .• con·· ... respect'o'.''»•·óa•., .. cero »·como 
:promedio.•.\ .. : ... ::.'.'».· ":;,'" ·>".:•.;;,., ... ; ...... ,....... • ... >·• 

"«:·\; ,:·?r~· :•.:-.. ·: ... <:.~·/:····t,,:,• '""· .. O~-, ,~ ~··-· 

aleat~~~!~~ i~~~.···~~~t~s1~:~· 'fi~~i~;~~j~~~¡'~1~~~oisª·;·g~~~~~~~~~~~ .-~~~· 
nivel de·.:· intensidad •;ae •. l'a· ···i:urbulerici'a ;· 'pu.ede•; reia·Cioriarse'..: con:" 1a< 
raíz cuad'ráda ::. de ·';:la ""suma"' cie·•.:1i:is .. ~.cuadradas··. de:·· las :·medias . cie .. los 
componentes fluctuantes; La•: intensidad'»:.de.·: lá·:. turbulencia.:· es,•. un' 

. .:.', . ··;(. "':· _.' 
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j 
l 

¡)··· .... ·. . f:~~~~;r~í~~~!; para comprobar experimentalmente modelos y teorías de 
, · La intensidad de la turbulencia puede definirse matemáticamente 

·.·como:· 

rAv· 
l ¡ 
¡ 
I'" 

1 
·~ 

(7-l.2) 

La existencia ele los flujos laminar y turbulento, se puede 
visualizar mediante el experimento de Reynolcls (ver experimento de 
Reynolds en el_apartaclo 6). 

Con diversos estudios se ha podido demostrar que la transición 
de flujo laminar al turbulento no sólo es función ele la velocidad, 
sino también ele la densidad, de la viscosidad clel fluído y clel 
diámetro de la tubería. Estas variables se combinan en el mlmero 
adimensional llamado namero de Reynolds (ver tema de análisis 
dimensional y símil i tud de este trabajo), el cual sirve para 
me.dir la importancia relativa de las fuerzas ele inercia con respecto 
a las fuerzas viscosas: 

Re Dvp/µ (7-J.3) 

Donde: 

D m Diámetro. [m] 
p • Densidad del fluído. [kg/m3 J 
µ ª Viscosidad del fluído . [Pa s] • 
v = Velocidad promedio clel fluído, es decir, velocidad 

volumétrica o gasto dividido entre el área de sección 
transversal de la tubería ·[m/sl. 

El numero de Reynolds es un numero aclimensional que se utiliza 
como criterio del tipo de flujo, y generalmente se establecen los 
siguientes intervalos para los diferentes regímenes 

- Flujo laminar sin ondulaciones. 
- Flujo laminar con ondulaciones 

(Región de transición) . 
- Flujo turbulento. 
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7.; 1 . FLUJO TURBULENTO INTERNO EN TUBERÍAS . 

. Debido a que el tema de flujo turbulento resulta complejo 
·dé ··estudiar, creemos conveniente abordar ílnicamente dos problema.s 
'relacionados con él y de interés para el Ingeniero: 

1. La manera en que la turbulencia se manifiesta en forma de 
esfuerzos cortantes adicionales. . 

· 2. El perfil de velocidades para flujos turbule.ntos dentro .de 
una tuberia. · 

Análisis de los problemas planteados: 

1. Manifestación de la turbulencia en forma de "esfuerzos 
cortantes adicionales". 

En flujos turbulentos, la variación estocástica de las 
velocidades resulta de la transferencia neta de impetu o momento 
entre las capas adyacentes del fluido. 

En el tratamiento matemático que generalmente se da a las 
ecuaciones de continuidad y movimientode Navier-Stokes, es comün 
reemplazar cada una de las componentes de la velocidad por las sumas 
de las velocidades promedio y las velocidades fluctuantes con el fin 
de obtener los esfuerzos cortantes turbulentos. Para el caso de la 
dirección x, tenemos: 

Se reemplaza vx por 
Se reemplaza Vy por 
Se reemplaza vz por 

Vx + V'x 
Vy + v•y 
Vz + V'z (7-1.5) 

Al procedimiento anterior se le llama ajuste . de tiempo: de· las 
ecuaciones de continuidad y movimiento. El resultado son' las 
ecuaciones de las variables promedio. 

Ecuación de continuidad de .ti.E!mpo· 

(V v l = O) 

Ecuación de movimiento: 

p Dv/Dt'= vf> >e: rvii 11
•

1.'l'.: .f\7,:r 1 'H + pg 
:, ,·: .... :.:-;_:· _-:: ·.-·· ,:.,_;{.:,. '"·-/ >:;:>>~·· .<·, ,·.-',·:' . ! .·;-\ 

com~ ~e ,:ve,: ~~ta· .;~¡;~.;ic5~ ~~ >ia'éntic~: ~.' ú1' de N~V.ie.:r~stokes, .. · 
salvo que.: ahora \fas ::.velocidi(dés ·'son' la]. velocidad: promedió ·Y ·aparecen ' 
los t.érminos :.a_dicion,7,~.~~··'.·~/1:.• :: "_:'./:·:·>:···/\.<:;<;.··o ·•.;;:-.·:,.;:</' _,.:.·.,:o.:· .. ·.:·~, ·.·. ·. '. 

·; .:, . .-,;· ·. ·e·,.,.• • ',;·, J •• ;.:· _.: -. '.·;~ •• - ~ -···'· ·' :::~ ·:;, ·,-; -.--'"," 

·-::=.·-,:~··.:-· <,.·,.::..__,..., .• ,'>:''· ,'_:..:;·~:~:·:··.::-':·.·:·.-"- ·:-~--- ···-~· ·::,· .. ·:' . · .... ., ~,:¡_;, ;-_, . 
El térmfoci. V ''i'.'}apa~e¡;~' ~n. :f6';;na(adiClonai ;'c6in; conseéUencia. 
del ajuste de tiempo . ...: , "·:. < ·' · .:./ ... ' .. ./ . ·,, _-;:, .. 

Donde: 

65 



éi 'i::ensox>de éÚuerzos, sólo que v se sustituye siempie 

·Algunos modelos qué tratan de explicar el flujo turbule.nto y· 
que nos permiten calcular el perfil de velocidades a través . de la . 
evaluación de los esfuerzos cor,t>antes turbulentos (también· 
llamados esfuerzos de Reyn o lds, i ' ) ; se basan en r elacion.es . . : 
empíricas y semi empíricas. En este trabajo solamente mencionaremos 
de cuales modelos se trata 11J, sin profundizar en la deducción; de 
dichas expresiones. 

A) Viscosidad de remolino de Boussinesq. 

La siguiente expresión, es una analogía con. la· ley de· Newton: 
la viscosidad: · ··-<.{'":': ... 

Donde: 

coeficiente turbulento de la visé~sid;;;ci.··C¡: vi;,.cosiaád de 
remolino. En general variá considé'rablemérite c_on ·, la· 
posición. 

B) Longitud de mezclado de Prandtl. 

Mediante una analogía con la teoría .. cinética' de· los· gases, 
Prandtl obtuvo una expresión para el .. t.ransporte . de . cant.idad .de 
movimiento en un fluido, en la que la.·longitud ":de .mezcla· es: una 
aproximación análoga al recorrido medio de .. la .teoría: cinética de los · 
gases. Con esta suposición Prandtl obtuvo: >:' :· · · · · 

iW= -pl 
2 jdvxfd:yj,~;;./~Y. < (H•l 

Donde: . · · , .·:) <~ .. :,·, • ; : .,., .•. · ... · . , 
1 = Longitud de mezcla, : también función· de .. la posición. 
y = Distancia medida.desde la: superfici:e·:sólida: •.-'·· 

·~ ;.''!;. ·- ~·',> .· '~ -, 1 c. p.; 

Se obtienen : buenOs resul tadÓs: : con· '_:::est· a::"."ézj)resióri ,·-.: si: sé' 
considera que 1 es proporcional a·."l.a:;dist·ancia;;.y···medida' desde-: 
superficie sólida, es decir: 1 = kiy: ' ··'··'·'' ·.· .. ·,· ..... ::. : " · · 

'' \·· -.•• ·1:·::· '·i· ;·,";.. :.:.'.::,.:.< ;;· .. . 

C) Hipótesis de semejanza de vori•Í<ármlin:; ,::·:·;.~, '('_::· 
. "__,,_ - . ·-·" .. ··- ··¿ .. ~ .. :.r) ·.: ·_ . - '-_ -.· •·· 

En este modelo, la expresión ·para_;los•tesfuer:iOs'!dé·: 
determinó basándose en consideraciones· adimensional'es: -•· :· t 

' .... ; , -. :,· , '·.~. ..--:. '--~---:·:._, 

i~!) = -p k
2 

2tdv•/dy) 
3

/ (d 2¿~;d;~/·l~vx;~v· i .. · '(?-; .• ~> 
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/· . . . . . . '.'. ' ~ 
::;; ;::;~~ ... -: .;:. _:· .... :·.' '; ,. . "· . 

•.· , ...•. : >-~t~I?,.d?~aristanté. ~niversálcúyb~~J.~·~•.es · b'Y4o E;~i~:algunos ·· .· •.' .:.>'· '\}:'': . .' ... ;aútores·•y .0.36' para• otros. ,k2 se ha' determinado:.a,,partir ' .. 

. . . . ••• .:, ::;.\: .• • ~~b~~s . d~tos. del perfp de.· v·e·l·:·~id:~~~· Xtf;:.:~Ncr~;~º" en. u11 .•. ,. . 

~····> ... \. : ! '·.; ~·," • '' :. ;' . • • 1 : '."' .': ':: ~-: ~-''.• ' ,.; : ,' • ·~ '· • • • , • 

D). Fórmula. empírica de Déi:ssl,er,;para i.~. ;,~g~ó;.;(proxiT,a,.'á;iá ' " . 

páred. •:·.'."-~ ;:~:.-·-~' ···.?!::;>~\ '..:{ .:.·.; .. ;<:,:ft~<-t~~· ... ~;~~{~:.~,?_:\.;~;.·~··". ··~<· r·.:z.x·"¡. -?:·:,:.:··: 
·Deissler propuso la siguiente .iexpresión ... ; empírica,. 'para·,•.; ser.··· 

utilizada en las proximidades ... ,de;::'superf icies\·.: sóÜdas ;.do11de)·: )as•:',- . 

. ·ecuaciones i:~: = v::n ~:~:(1r;·P:fZ,~tt~;~;~¿:,1;J~Tuj)~~~:1"A~~(:J.·l.'T·;·¡'.;,,:_•·.·. ~.··•. • •. ·.··•.•:•···.: ... 

................... ·,:..· /':·.... \?~t:ll),,'"' 

~i:n~~'124 c6ns~a~t~ .cuyo ~~i;;r ~Ce déteiníini~~.-··em;:ri¿;e~te. 
por Deissler a 'partir d_e· las distribuci.ones d_e velociadad 
.en un tubo .. 

2. El. perfil de velocidades par~ flujos turbulentos dentro de. una· 
tubería. 

Mediante el trabajo experimental que implica ·la 
combinación de resultados experimentales con expresiones deducidas 
empírica o semiempíricamente, varios investigadores (algunos 
de ellos ya se han mencionado en la teoría que lleva su nombre) 
coincidieron en que la distribución logarítmica de velocidades, ·es 
la que mejor se ajusta al flujo turbulento. Algunas expresiones que. 
justifican lo anterior son: · · · 

al Ecuación de Deissler: 

·• ·C;c1:·12): · 

La ecuación (1-1.12) es válida pa:c;a Re· >20, Óóo; ~~é:~ph¿ ·~~·re~· d~" 
las paredes del tubo ... --,-·',.: .. _,.,, ':·._,';.',',.'.-'::-.·.:· -.,. 

v• = 1/0. 36 ln y• + 3. 8 

e?!'de;elocidad ~dimensi~nal. : L{': i~lo~i~~d : ad~;~nsiL~l : ~·2 
proveniente .. : de' ·:la': téorfa .;de :. Prandtl .. de· 'longitud· de:; 
mezclado,. permite ,.jiorrelaeioner::.datos'.;de·o.velocidad ''para·:· 

flujos .t~~;u:~eJ~:~::e:; _;:~er~~.s .... ~e.;s:;"? -·.·~-··· :'.+ •. {-
Donde vx es ia . .,;eiocici~a·ae'pi'{nto~·~~io'~n·;l'a''aiiebción'x y 

"º es el esfuerzo cortante.: en' la .. ·pared;: también·:·puede·· emplearse' ún 
pseudomlmero de .Reynól'ds;•ad.iménsional':.y\:··::··c,:;,':.~.': .. <.·.·,: '::<:::. ; •... •:· -: · .. ::· : ... 

y•= Distancia .medi~ a~'sa~'(i~:i{;~~~d ;~~r'~t~o,a ía'; cu~Ú se j_/ h~ 
dado un tratamiento .de :aciiiriensionaiid.ad ~. :» · ·•· .;:. 

· .. · ·:·: ··:. -
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l." >.·' 

1 

-~ 

... 

= o/1;4 1µ (y) 

· ·naiíde{Jr.;~~'1a dista~~ia desde la pared del tubo. 
· tubo' de· _rad.fo' Ro : = .r + y. 

,: ;'· 

· 'J:i¡:" Ecu"acior;~s de Nikuradse y otros investigadoi:-e,;· 171: 

"E~• p~riil .de ;,elocidades tiene distÚ.1tas. e~p~esiones. 
en .. función· de· la distancia adimensional -y• . 

-··' 

V 
. . (O « y . < 5) (7~1.13) y 

V 
. 

= 5 .. o ln y . - 3.05 (5 < Y~< 30) 

V 
. 

=· 2.5 ln y•+ 5.5 (30 < y•¡ 

··.· 

(1-1.14)' 

(7-1.15). 

Los resultados numéricos de estas ecuaciones, muestran que al 
graficar v• en función de y• se obtiene una distribución. d~ velocidaes 
para flujo turbulento de tipo logarítmico, segiln lo muestra la 
figura (1-1,3) • 

-·' .. 
Figura (1~1,'3) Perfil"'de;·,"veiocidades para el Flujo .de fluidos 

.. en':.tubos ".circulares lisos .. 

En la figu.ra. C7"1'.3) ,<:se"'.distirigt.i'en• tres·· z01ias :' 

- Subcapa vis~~s~·~\~s;l:·r~;fon adyacente. a: la ;J?ai~d\ dei ;. tubo; 

~~~;~_; l.~ ... -~~.e~~.~.2~·ª~:·.~:~{~~~.º~.c ~.ºnª.1. ·-·ª., .zf ;; .. ;tª~!s~{ª<:~~s .. d~ ...... 1ª 

- c~pa intermedi<!-.:;•;;_Es\,una.:.z~na:._.de.,tí:an!'!rción:• éntre.·1a·• subcaj;ia ,. · 
viscosa "(en_·.1.a'"c.ual:;_cas1: no:rhay,-_:remol1nos).¡y,la::·gran "c.antidad -
de. remolinos· ql.ié ·existen"' en ;la.:zóna :¿e·ntral.•• turbulenta:~ .: ·· ·· 

· - . zona cent;a~· t~~h~iZri~~,'"·¿Ú~~~n~ia: de" ún~: ~~~n; ciint¡~a~: de 
remoli??-as·~-~.-:"' ··'·· 
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8. ANÁLISIS DIMENSIONAL Y DE SIMILITUD. 

. Un ·.tipo importante de problemas de Mecánica de fluidos que un 
ingeniero tiene que resolver, es el que se refiere a .hacer un 
escalamiento de propiedades hidrodinámicas para trascender a una 
estimación de costos, aumentar la productividad y competitividad en 
el mercado. 

Algunos resultados importantes de la Mecánica de fluidos, se 
pueden obtener a partir de la construcción de nilmeros 
adimensionales. Las variables de proceso involucradas en un 
Fenómeno de transporte como lo es la Mec<1inica de fluidos, pueden 
combinarse en grupos adimensionales independientes, los cuales 
caracterizan al flujo. 

En el mejor de los casos, sólo unos cuantos de los problemas de 
Flujo de fluidos, pueden ser resueltos, mediante métodos analíticos 
Así, el trabajo experimental y la simulación numérica, juegan un 
papel muy importante en la bilsqueda y obtención de resultados que no 
pueden ser logrados usando ilnicamente análisis teóricos. 

Desfortunadamente, la mayoría de las situaciones reales de flujo 
ocurren en una escala diferente (mayor o menor) que las de 
laboratorio. 

Una alternativa al problema anteriormente mencionado, es la 
construcción de un modelo, es decir una versión a escala del 
prototipo u objeto real a probar. 

La construcción de modelos es justificable porque nos 
proporcionan: 

- Economía.- El modelo siendo típicamente pequeño cuesta poco 
comparado con el original que representa y sus resultados quizá 
lleven a ahorrar muchas veces su costo. 

Practicidad.- En un modelo de prueba, 
ambientales y las condiciones de flujo pueden 
rigurosamente. 

las 
ser 

condiciones 
controladas 

Algunos ejemplos de aplicación en l.os que tienen que ver 
modelos y el original que representa son: 

Disciplina. 

al Ingeniería aeronáutica. 

bl Arquitectura naval. 

c) Ingeniería mecánica. 
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Prueba. 

Modelos hidrodinámicos en 
el. tilnel de viento. 
Modelos de barcos en es -
tanques de remolque. 
Modelos de turbinas y bom-· 
bas para predecir el com -
portamiento de máquinas de 
tamaño real . 



e) Me.dicina. 

f) Ing7niería 'en: Alimentos . 

Prueba. 

Modelos de estructuras 
hidráulicas, de ríos y de 
presas para obtener solu
ciones más confiables en . 
problemas de diseño. 

Modelos de diseño de flu
jo de la sangre en el ce-. 
rebro humano. 

Modelos de diseño en una· 
red de tuberías . para 
transportar fluidos. ali" 
menticios. 

B.1 SIMILITUD Y MODELOS. 

Siempre que sea necesario efectuar pruebas en un modelo . para 
obtener información que no se puede conseguir por métodos analíticos 
puros, se deben aplicar las reglas de semejanza o analogía 
(similitud). En consecuencia, la semejanza 1311, es la teoría y arte 
de predecir las características de un prototipo partiendo de las 
observaciones de un modelo. La teoría de la semejanza aplica numeres 
adimensionales como el de Reynolds o el de Fraude, para predecir el 
funcionamiento de un prototipo de pruebas del modelo. El arte de la 
similitud entra al problema cuando el Ingeniero tiene que tomar 
decisiones sobre el proyecto y construcción del modelo, el desarrollo 
de las pruebas o el análisis de los resultados que no aparecen en la 
teoría básica. 

La práctica actual en Ingeniería recurre al empleo de modelos en 
un grado mucho mayor de lo que la gente se imagina. Por ejemplo, al 
diseñar un nuevo aeroplano, no sólo se, hacen ensayos de un modelo 
general a escala del prototipo sino también'. en diversos . componentes 
del mismo. Se efectuan numerosas pruebas .de :perfiles de ala, 
montantes de motores, planos de cola,et·c·:~·-,:~·:··;. ,.,. .··.·: .- ,: .· ~· .. .··. · 

También se ensaya en tuneles de·: viento''. modelos· :de.· automóviles y : 
trenes rápidos para predecir la resistenCia ·'.al: avan.é:e,'y'· los patrones· 
de flujo del prototipo. La información obtenida;indica·,éon frecuencia 
los problemas potenciales que .·:. habrá,~ qué· .. :éo'rregii'::::antés.,, .. dé · la•, 
construcción del prototipo, con ··lo ·cual·; se ,· .. :logran·· ahorros\económicos · 
y de tiempo. · · · · ..... ; .......... · .. · .·•·.·.;:.:. :·~· _, ..;: ... ... : .. .' :,: 

La similitud de los fenómenos ~~ '.¡i..;jo~·~~; ~61~\·cic'u;~~ ~~~~e u1;' 
original y su modelo, sino· .que .también puede .. :existir:entre,.varios · 
fenómenos naturales si· se. ·satisfa·cen:.ciertas •:leyes. de'.:simi·litud .. ;·.La 
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· ·similitud . llega ·entonces a ser un medio de correlacionar los 
resultados aparentemente distintos obtenidos a partir de fenómenos 
fluidos similares, y de ésta manera se torna en una valiosa 
herramienta de la mecánica de fluidos moderna; encontrándose que la 
aplicación .de las leyes de similitud conduce a resultados más 

·comprensibles. 

Existen tres tipos básicos de similitud; todos ellos deben 
lograrse para que exista la similitud completa y entonces se pueda 
asegurar que el comportamiento dinámico resulte igual en el modelo 
que en el prototipo 11•1 ' 

1. Similitud geométrica. - Establece que la geometría de los 
campos de flujo y de los límites del modelo y del prototipo, tienen 
la misma forma, por lo tanto, las relaciones entre las longitudes 
correspondientes del modelo y del prototipo son las mismas. 

2. Similitud cinemática.- Considere los flujos alrededor de los 
objetos geométricamente similares de la figura (s-1.1) 

~~··.· 

Figura (s-i.11. Similitud diná~ic~ y g~o~étrica' . 
... i.": ~/.:::::::· .... ~ ":;'.;·:-> ·.·' 

Si estos son campos de· fluj~ d.,; l~ misma forma, y si las 
relaciones entre las velocidades y .las· aceleraciones corresponden ·a 
las mismas a través del flujo, ··por ejemplo, (V1p/V1• = V2p/V1m 
y a3p/a"" = a•p/a•m) se dice que son cinemáticamente similares. 

3. Similitud Dinámica. - . Para mantener la similitud geométrica y 
cinemática entre los campos de flujo, las fuerzas que actüan sobre 
masas correspondientes de fluido deben estar relacionadas entre si 
por medio de relaciones similares a las anteriores; esta semejanza 
se conoce cómo similitu• dinámica (ver apartado 8. 2 de este 
trabajo). 
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8.Z CONSTRUCCIÓN DE GRUPOS ADIHENSIONALES. 

Los parámetros adimensionales, se pueden obtener por el método 
de análisis dimensional o directamente de las ecuaciones 
diferenciales gobernantes al pasarlas a forma adimensional. 

Primero se analiza uno de los métodos para encontrar los 
parámetros adimensionales de un problema dado: el análisis 
dimensional. 

a) Uso del Análisis Dimensional para la construcción de grupos 
adimensionales. 

El análisis dimensional, o teorema Pi de Buckingham, es un 
método que consiste en hallar los parámetros adimensionales 
pertinentes sin conocer las ecuaciones diferenciales relevantes. Este 
método requiere que se conozcan todas las variables pertinentes en· 
cualquier problema dado. Entonces esas variables se combinan entre 
sí en un numero de grupos adimensionales independientes o grupos "pi" 
predichos por el teorema de Buckingham, que dice: 

"Sí en un problema aparecen H magnitudes que involucran N 
dimensiones, entonces existen H-N parámetros adimensionales que 
caracterizan al problema" . 

Las ventajas de este método son: no se necesitan conocer las 
ecuaciones gobernantes o leyes para problemas complejos; una vez que 
se determinan los parámetros adimensionales, se pueden obtener y 
correlacionar datos experimentales en forma adimensional. 1191 

Sin embargo, algunas limitaciones del método son: Deben 
conocerse todas las variables y sólo las variables pertinentes deben 
involucrarse en el problema. La introducción de cualquier variable 
extraña o la omisión de cualquiera pertinente distorcionaria el 
análisis; además, al no poder determinarse por este método los 
valores de las constantes numéricas sin dimensiones, el método "pi 11 

oculta la importancia relativa de cada grupo adimensiona, lo cual 
debe determinarse por experiment<\Ción. 11sJ 

EJEHPLOS: 

Considerar los siguientes ejemplo:' 
adimensionales: 

Ejemplo l. 

. . 

de la·. construcción de numei:.os:·· 

. .. ·.·. ··. 
' •. ,.-,.: ,i '. -.\~··_:::·· •. 

Aplicar el. teorema rr·'pará'.enconfrar>E!l. o/·'.'los '.numeras 
adimensionales que caracterizan. el. efecto de· .caída :,de ::presión. que se 
produce cuando un flujo iricompresible fluye. en· el·· iriterior·.de. u.n tubo · 
circular de diámetro interno D.: .. · ' · .. · · · · · · ·. · 

.. 
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VARIABLES IMPORTANTES~ 

·· .. AP 
V 
D 

[=] M/LT2 

¡.;.¡ L/T 
[=] L. 

DJHtNSIONES: 

T, L, M 

.L l=l ·L 
µ' [=] M/LT 
p (=] . M/L

3 

Observamos que contamos con 6 variables o magnitudes y . tres 
dimensiones (T,L,M), entonces, aplicando el teorema n: "Si en .un 
problema aparecen M magnitudes que involucran N dimensiones, entonces 
existen M-N paramétros adimensionales que caracterizan al problema" y 
obtenemos: M-N = 6-3 = 3 parámetros adimensionales que caracterizan 
al flujo (m,112,n>), es decir: 

m = f(nJ,n2) (PB-l. 1) 

A continuación, elegimos las variables que formarán parte de los 
grupos adimensionales, de acuerdo a los siguientes criterios 
generales 11a1: 

- Se escogen las variables que aparezcan en todos los grupos y 
que contengan entre ellos, todas las dimensiones ,fundamentales. 

- Por lo general se excluye la variable cuyo efecto se desea 
aislar (por ejemplo AP) . 

- Al aplicar los dos criteri·os enteriores, sólo nos quedan las 
variables: v,D,µ,p (L y D tienen las mismas dimensiones). 

- Seleccionamos D,v y p como nucleo de variables comu~es a todos 
los grupos, los tres grupos adimensionales formados son: 

n2 

···:· 

n•v.ºp'AP1 

D~v•p 1 AP1 

·,. :< .' :<: . ~ .. 

(PS-1.2) 

(PB-l.3) 

Donde: · a,bic,ii,·e:f;~,/~i"·. s~~'.~a;~inetros. ~~yo ;;a~~~ s~,'determina 
por la imposición :de: •l'a' adimensionalidad !~·de'" los . parámetros 
siguiente manera: ." ... "'.i,;:; .. ,·-~_.,,'.. ·~ .. "· ' ,:·:· .. ··:: .. ·. '. '·.·· '• ' 

;·/ ,,·. 
Consideremos en. prime:<lugal:;' al\grupo 

·.,_ ·. ·.:" .~.·-~/:~·~:-:e :.· 1-· 
m .. ="D·vp,AP.' 
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. . -'.'., .. _: ;" '>)' .... ;.·~.'i:;·.,. ( ,\ .. : 
Resolviendo el sistema 

c= -1, lo que sustituido en 
de ecuaciiónks teh~~i,'s( a ;;., ,O; b = ~2 ;: 

(Pe-1;2), lleva.a:.:·,·;,> '' .'.,~<)'.'.:· 
m ~ bP/pv2< ·' . (PB-1'~9) . ""' ·' .. / 

"~:::: . 
··,; 

., '· . : .,<· .. ·:·. 
El numero adimensional (PB-1.9)' 'se· llama numero de Euler,. y . '·'t 

relaciona las fuerzas de presión con las fuerzas ·de: inercia·,. ...: .. 

Aplicamos el mismo procedimiento para el 
obtenemos los siguientes numeros adimensionales: 

7T2 = ÍJ/Pvp 

caso 
::'; 

Ú·~~'t.·~~) >) ... } .. ~:,' :"-. 
. se • :c1iama '/•' 

. ,·, 

.. ·' ' . ;~ .. ~ "' ·: ~:-.: '. :"- ·· .. 
El numero adimensional (Pe-1.10), 

numero de Reynolds (ver cuadros e-1.1 y e-1.2). · 
''.---~··;,-·¿.: 

( pa~1, u):; .< na = L/D 

(PB-1.11) es la relaci6n lo!lgitud cie ·tuber{a entre ·el· diárnei:r'Ó'· 

de la A:is::~tituir en . (pa-1:1) , hallamos: que .salvo por e~;j:lcto~ 
numérico 1/2; la ecuaci6n .óbtenida."representa la dependencia :de .. factor, ·· 
de fricción con el. numero de· Reynolds .. y.· la relaci6n. longitud/diámetro'.:· 

:::f" 2 .. 

AP/pv ·~ f(L/D, Dvp/µ) 

Ejemplo. ·2, .. ·:···· 
···,·.:-.:. 

Nota; - Este ": eJ emplO se puede ' entender_ 
consulta. el: t.":~ª"' 12 de'.. este ,i:rabajo,J..'. ;: 

... ·:.-:;·',.\·:,· ... _.·:·· /;-_:·-,_.· . ·.· 

Aplicar .;ei teorema ir . de'. Bué:k:Í.~gham; p.,;'r~ haii ar .los . numeras 
adimensionales :que •caracte~.~zan. a un. ,vereted.ero ... triangular :::.· 
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1- .. ·· 

t· 

(e-1.2) • vertedero· 

... VAJil~~u.S IHPDnTANTES: 

H Carga del vertedero. 
g Aceleración de la gravedad. 
Vo Velocidad. 
Q Gasto. 
4' Ángulo de la muesca. 

, ' 
:L 
. L/T

2 

L!.'.T ·. 
L3 /T 

Observamos que contamos con cinco variables o magnitudes y dos 
dimensiones (T,L), entonces, aplicando el teorema rr, obtenemos. tres (5 
- 2 = 3) parámetros adimensionales que caracterizan al problema. 

Aplicando los criterios que se describen· en el problema l, 
formamos los tres grupos adimensionales: 

ni = HªgbVo 

n2 = a•g•Q 

rr3 = 4' 

(PB-2.1) 

(Pe-2.2) 

Procedemos a evaluar dimensionalmente cada uno de· los tres' '9~Üpo~ i' 
formados: . ' ', ·.:·· ., 

LºTº= l = (Lª) (L• T-~•) (Lf~)·= rr.1 
(' 

. ·'' . ... '.( : . . ' . ' ~·; . '., '·: 

o o ', ,'' t :(I..·'.\'.\i-.'.".~·} ~:ti3: ~-·'> > , , ' , 
L T ··= •l = (L_),, .. : .•:~ ·, ~2 · •(Pe~2:s), 

.. ' .. · i, ;f¡?\~ 'no• , :C:> , (.¡,~.:~) 

IguaiandX fos :· e~p6ri~~'t:e'~ ~~ ')'{ y , f en ambos ~~~o~ . d~ .. cada 
ecuación, y ,resolviendo .el sistema:de: ec.:uaciones; ·obtenemos i 

·',:.;. ·- .. :,_',: 

·n3 - .4' 

75 



Q//gH 5 = t'I (VoÍ{gif, t/J) 
. · .. ·. . . . ·. ·.· 

E~i~~en :parámetros adimensionales ordinariamente estudiados y .. 
muchos '· de · ellos tienen un significado f ísico. A continuación 
se . listan para referencia los más importantes en Mecánica de 
fluidos (ver el cuadro 8-l.l). · 
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. ·· .. , 

No. d~ M~~ 

. •:.'· 

' ·- .. . :." ··, '·. ' . ) 

No~. dé RE!Y,,olds · !"~~!!Lg!!_!!l!'F2!a · 
'.·. ).>- ::>:.:. ;···F_zas::~:·_~{~~~~,~.·~s'· 
' ':.: ~ •. _:' .... : ~· ~ i 

_· ·:· ... .-·.: .. <" 
No .. de . Webb~r f~~~~-9~-;~~~~!!_ 

Fzas. de tensión 
superficial. 

·Uso 

Evaluar la impor
tancia de las fzas. 
de gravedad . 

Tiene importancia 
cuando están pre -
sentes las fzas. de 
presión . 

Transición de ré
gimen laminar a 
turbulento. 

Es importante su 
uso cuando hay 
gue evaluar com
presibilidad. 

We • pLv2
/ u Evaluación de fzas. 

de tensión super
cial. 

Como se ha comentado anteriormente, el nümero de Reynolds es uno 
de los más importantes en Mecánica de fluidos. Sin embargo, 
también existen otros parámetros adimensionales que son relevantes en 

"el estudio del transporte de calor, tales !como: el numero de 
Grashoff,el numero de Prandtl y el numero de Nusselt; los cuales se 
presentan en un cuadro similar a <s-1.u· en .el capitulo 
correspondiente a Transferencia de calor de este trabajo. 

En segundo lugar, se analizará la forma de obtener· pa~ámetros· 
adimensionales a partir de las ecuaciones difer~pciales·. 

b) Uso de la ecuación de Navier-Stokes, para_· la ~ón~:trtic.ci6n de_ 
grupos adimensionales. 

En algunas ocasiones resulta difícil· ·int-~~~·a~·'.,1.la.-:ec~:aci6n 
diferencial que describe una situación de flujo:· s.;~-~ embarg6 es 
posible valerse de la ecuación para . ~e~~~~J?.~r .. : qué nUmeros 
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pueden manejarse para correlacionar los datos 
experimentales de la situación física considerada. .. 

Un ejemplo importante de este tipo de casos implica el 'uso 
de .la ecuación de Navier-Stokes, que casi nunca puede integrarse en 
una situación física real 161. 

Considerar la ecuación de Navier-Stokes, en estado estable 
para el componente :x: 

-1/p ap/ax + µ/p(a 2 Vx/a:x 2 ·+, V:x ~Vx/a:x + Vy aVx/ay_ + Vz 8Vx/az = g 
a V:x/ ay2 + a 2 v:x/ az2 

) 

: Co-1.1) 

El lado izquierdo de la ecuación tiene unidades: v 2 /L'.. 
miembros del lado derecho tienen unidades: g, P/pL· y 
respectivamente. Por lo que podemos escribir: 

[v2 /L ] = [g] • [P/pL J + [µv/pL 2 
] 

que expresa una igualdad dimensional.. Pudiendose observar que todos 
los términos de la ec. de Navier-Stokes tienen finalmente 
dimensiones de L/t2

• 

El. téf'!lino del l.ado izquierdo de l.a ec. representa la fuerza de 
inercia [v / Ll . Los términos del l.ado derecho representan a las 
fuerzas de gravedad, presión y viscosidad respectivamente. 

Si di)[idimos cada c.érmino de l.a ecuación entre la fuerza de 
inercia (v /L), la cual. representa un referente con respecto a 
los términos del lado derecho de l.a ecuación, obtenemos algunos de l.os 
parámetros o grupos adimensionales presentados en el desarrol.l.o 
anterior (ver también, los cuadros s-1.1 y 16-1,3). 
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TM.10 (BARCO). 

(SU 

SALIR 
TP·'(S J>!R DEBE 

Ot LA fü1SUOTECA 
PROGRAMA : CÁLCULO DE LA FUERZA DE ARRASTRE A PARTIR DEL 

MODELO DE UN BARCO. 

TEMA.CORRESPONDIENTE : ANÁLISIS DIMENSIONAL Y DE SIMILITUD. 

PROBLEMA TIPO: Escalamiento de la fuerza de arrastre de un prototipo 
a partir de datos del modelo (similitud dinámica). 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa puede calcular la fuerza de arrastre de un· prototipo 
! a partir de datos del modelo. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Un barco tiene un área de superficie mojada de 40 m2 y viaJa a 
15 m/s en agua de mar 1 8 ,f>a fricción de película está dada por la 
fórmula F = o. 55 AU · , donde los términos de la expresión 
corresponden a las dimensiones reales· del barco: A es el área y se 
expresa en m2

, U es la velocidad en m/s. . 
La fórmula que sirve para escalar el modelo 1/20 es F = o. 75 AU1

'
95 

.• 

Calcular la resistencia total del barco (fuerza de arrastre),. 
partiendo del valor de resistencia del modelo (a velocidad de 
diseño), el cual se ha encontrado que tiene un valor de 16.3 N. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 
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DEL PROBLEMA. 

- Area del barco. 

Valor mimérié::o 

400 m2 

- Velocidad del barco. 15 m/s 
, Fuerza total del modelo. 16 .3 N 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

En muchas clases de flujos el numero de Froude es más bien-mayor 
con respecto al numero de Reynolds, la gravedad no es importante y 
sólo el numero de Reynolds llega a ser de interés en los modelos. Una· 
excepción se encuentra en los modelos de barcos marítimos en donde 
las ondas de gravedad son muy importantes. Desafortu11adamente, en los 
modelos de flujo incompresible, es sólo posible hacer o el numero de 
Reynolds o el numero de Froude iguales para el modelo y el prototipo. 

Al modelar se puede establecer: 

Rem = (pLVo/µ.)m (pLVo/µ)p = Rep (TH-10.1) 

en donde m y p representan modelo y prototipo respectivamente, o 
también se puede establecer: 

Frm = (Vo 2 /gL) m (Vo2 /gL)p = Frp (TH-10.2) 

Donde: • y • representan modelo y prototipo respectivamente. 

Las dos condiciones (TH-10.1) y (TH-10.2) no pueden ser 
satisfechas simultáneamente. 

En aerodinámica el numero de Reynolds es importante y la condición 
(TH-10.1) puede ser satisfecha haciendo caso omiso de la (TH-10.2) 
(puesto que la gravedad no es importante y Fr es muy grande) . Sin 
embargo, en modelos de naves marítimas la situación es más compleja y 
deben realizarse dos experimentos, uno con los numeres de Reynolds 
iguales ( para determinar la fuerza viscosa de arrastre) y otro 
con los numeres de Froude iguales (para determinar el arrastre de 
las ondas de gravedad) . 

En el programa que aquí presentamos, utilizamos algunas 
expresiones que se han deducido con anterioridad en la referencia 
1111 que toman como base el numero de Froude, para efectuar los 
cálculos, el cual nos permite escalar la fuerza de arrastre de un 
prototipo a partir de datos del modelo. f32J · 

1. Cálculo del área del modelo: 

AM = AP/L 2 
(TH-10. 3), 

2. Cálculo de la velocidad en el.modelo: 

UM UP/SQR(L) (TH~10:4) 
.,,31' . 
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~·o·.:;, ~~~·: ,::'"·~,::::;,:::.:::5:J:r:•,:r'.,~~~l~~r 'f [WJi~¡J~ 
4'. ·cálculo de la fuerza de fricción en· ia· pelí.cúlai :·para •'e1 .. :·c'iaso "···e-:.:> 

prototipo, se calcula por: · ··· ······.····.:;c;;;·;·.:/.i"..{.··::·::·.::·.:e;'.\:;r·;:, 
. . . - . . ~ 

FP_ = • ss•A~· (~p·1,-s.si.i;·Y':Y~i·:t:·:-::::-A:~;;?.;:t-i~::~i;: ex·n· 
·s. Cálculo del arrastre de _las ondas''.por·••gravedad,> en' .. :é1" caso ~ ... 

del modelo: '·~<·.·',:·.::;-.:··:\·•.,.":._.':.--_.:··: .. ;-.'';"·'·;:~-;:~:;,-: .. ·, ¡ , 

: (" ,_:_:.-.·! ·:. ·,':':_:,.'~(/)? .. ·,·:>''· .-,.; 

... 6. ··•····cáÍcúl6 ·•·dél·,. arrástre.:e~ l:::. 1~::a·~;'.;~:~~?~:a:e~·~:' •. ':'.~:.;~1J~·b{~]D':·~~'.',· 
.del protoü_po:,· .' ,' ·····• ·.: .,.•;~: i\\}i'i'¡,."/'·;: · ·· .. :f::.;,::_:/; · ~ ••.. 

· ... E~·: térmiri~·· •·¡L)·,· p::vi=e:Y~~) ;~··. '• C ·~a'o;a:(~'~~.º>;';~;\:·;;''-'::·:,. '~. ···ff ¡';t~·;{,;:.''_.··_::·.::.· 
requi!;:!c::~te, la similitud. : entre. ':'.';1. ,:~é:ícI~·l'~ . y,\· ·.~~.·.(~r;.~~tipo; / .. :.> 

(Ft/F)~ .; (Fs/~);p ;~n , i):"•:; "·' )!<{;'(~~~¡~;¡,'( 
:,:_·/·.-'< ) ::~:~.~~·-•. ~'¡:·:;.;;·· ':)···"i· . .'·. ·.;··· . ··._:, .. 

Donde : F = es una fuerzá y F1 .. es fa': fÜérzá 1.de\:iÍlercÚ•;. .::.'/·': :· .. •·. :'; .'..-, ·_,:,' ,::·· 
Pero • F1 a. rnai:¡a. x acelera·ción. .. '': :·, ... ,.: . ..: .. ,·/,,.:,,: ;.:,· .. : ··.:- ,'.·. · ·,e; .. :·.· ·. ·: ': ·. ,. , .. 
L masa es a pl y la aceleraci6p: C( ,.v";/l~.'.~: '· :.;:.:;:_':·::--.· ·:. : ;!.'· "' · :·· : .• ·:.;;: ··. 

Donde: .. • 'f,,;;.i,;Í~,·,;,, :;<.···'/: 
El anterior· análisis. está basÍiidoien•,1~:: idé~ '~,i do.;/si'sternas" 

sirnil~rme~te: .9eOlll:é.t:~i~os ;: .. · .::::r:\~ ~''./{~'.~: .: <'":. ~:~;·>·, ,.·; :·;~': _: ..... :·:·/.~·'.: ;>;·' , 1 • 

La relación entre véÍocid<>.a~~- ~sÚ d~da pOr i/ .. ; ). 

.. '"· ,y~¡~;'·~/({~11~> '.~~.:;·:;e · · ·<~·-;¡,,;º¡\ · 
Sus ti tuy.in·d,-~.:¿r_·.·.~-···:·/º_;:,·.··F)m·,:·/:· ..• ~F._tp: ·.·.·.~-·.(.:T.· r_:(··~l'.,001~/·¡_.:l~·P·~·);_;_~~-"-b····'.: .• ~ .. e.• •. 'r. ~lll~~ :

1 
( .• ) ·. ; 

1 

· . •'. :·'.. 
· . "'' ~--· ·" >-:~:(·;~::·1:0: ~-1:) '·' 

La. ecuá6iÓ~•'.(~H~Í·~.1i); •cd~re~ponde: a'::~ri iocia~{o ;F~budf"-no, ~~nd~· .. ··. 
las fuerzas'.de.·grav~~~.~:·si · són'· importante~·.·:: 

7. cáic~l~
1

d~. ia_ .• fueria total én el prcite>'fipo': ; :;· : .. :> ·.'·· ·« ":·.. .~ • -;· 

•· TOT>~'.:FP. +:.RP •· 



"' 

_ REE;ULTAPOS.-
·,,,· 

Fuerza total del pr'otbi:i¡?6-;;, 101542 ; 1 N. -

- NOMENCLATURA DEL 

AP 
AM 
UP 
TM 
FM 

TOT 
FP 

RP 

RM 

L 
TOT 

_-Área. del barco (prototipo) 
__ Área del barco (modelo) 

'Velocidad del barco (prototipo) 
Fuerza total del modelo .. 

Fuerza de fricción de película 
(modelo). 
Fuerza total en el prototipo. 
Fuerza de fricción de película 
(prototipo) . 
Fuerza por efectos de gravedad 
en el prototipo. 
Fuerza por efectos de gravedad 
en el modelo. 
Longitud del cuerpo. 
Fuerza total en e_l prototipo. 
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. EJEMPLO : TH. ll ' (SIHIL1) 

PROBLEMA TIPO: Ejemplo de . similitud 
bombas y turbinas. 

···:.~:~ -:~.'.··~·;y':~:-:,. 

\::.··~.· -.~;. ~ " ~ 
. ¡,_·· 

·,, ... 
._·; . ; __ ··~: - ·. ::,:·.~-...... -

- . :::>: ·:;_: ... , 
Este programa ayuda en la selección de escalas par~·:·.m~d~},<?~;·.:.~f '· · ' 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

bombas y turbinas. ., .. . .,. . .. :. , ...... . 
El programa es iltil para determinar un rango· de'''.veloc'idádes;-:.·::,: ·· ·.• 

flujos de descarga y potencias en una turbina o bomba• modelo: P.iOl'r~··.:•.·;,.u··· ... n,.·.,'-.:.• .. ··'5 
rango dado de cabezales y una variedad de escalas. · ·'. ::· 

- '·-:: •• ·:·:·;:;:·, ;·:.-.:. ,._., .·>",' ,.-< 

... ,:.;: ·- :.:.':: -'",, '. ·--~ . ,._ ,: .. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. :{; \,.,o . ·' 

A partir de los siguientes datos, los cuales· se h~~ ;obte'ni~6 ~~/ .. 
una turbina real (prototipo) , se desea hacer un ·modelo•.-de:'túrbina .Y 
usarlo con fines didácticos. Calcular en base a el tos:. · ...... · ... 

:.\·:~>~~- . '• 
a) La velocidad del modelo. ··:;''. 

b) La potencia desarrollada por el modelo. 
c) El flujo o gasto en el modelo. . 
d) Repetir los cálculos para el caso de una 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 
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1 

.DATOS DEL. PROBLEMA. 

·.~:Cabezal en el prototipo. 
: - Potencia desarrollada en el prototipo. 
- Flujo o gasto en el prototipo. 
- Velocidad en el prototipo. 

Densidad del fluído en el prototipo. 
Dato de escalamiento (l/x), x = 

- Altura de presión o cabezal del modelo 
en operación. 

- Densidad del fluído en el modelo 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

Los resultados de análisis dimensionales como·· 1os realizados :en. 
los ejemplos del apartado 8.2, han conducido a ecuaciones.· 
características ¡32¡, (como las que se utilizaron en .. este. programa)· 
que permiten realizar cálculos de escalamiento en bombas. y .turbin·as·: 

BOMBAS: 

TURBINAS: .·.: · ... :.·· : ·-.... : 

{CgH; 1 ~ 2/ifo , .::[~~D·~,i~>.'/.., 
'"t .... ::;'¡:· .. ·'. :' ;:: .:."· ·:· .. ; _· 

. . >1· ~-.:.:. ·.~ ~ :· .. :-: ::: :~' 
:'·'.·;('. .. :·:~::_.:_~ ~~ .. , -- ~.:.: . :: __ .. _y·~--~-~- . ~-~- ' ·:.: .. ... 

.ECUACIOÑE:S 'P~R.l .EL~ CASO :oc:nmaiN~s;- :; ~1 ·:;: ::'.\':< 

i. cá1cu1a, ci~:q~ 0:iociéd~~~ ·•~i'.~6Jú~;:· 
:·i'i'~· ·>··:Ms< 

"' ·:·,·· .. ; . '.!','.'_\\'?~· '" :--.:. ·. ~~:¡:· ~-~:-. ·. ~-
(rH-1 i.3) 

2. cá1cu10 cie.la •Pcii:eni::ia•.eri:.~1'.niodel,o: .. 

· · > M~;;;'J?p~ i~6~/R~ÓP//cx•x> • cHM/HP>'· 5 . (TH-11.4) 
:·.!.: "'.'/~ ·<- -.. ::. "·_;._.. .. 

3. Cálculo' del flujo volumét,;,foc;; o·;gasto en el ;¿odelo: 

. e'~ = Q;.;ci/x'i~~'(iri.i/HP);s' 
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PARA EL CASO DE TURBINAS: 

Velocidad del modelo [rev/min]. MS 
MP 
MD 
NP 
HM 
HP 
pp 

= Potencia en el modelo [kw] . ; ·, ~ .. · 
Flujo volumétrico o descarga en el ·modelo.·. [m /sl.; 

RHOM 
RHOP 
X 
QP = 

Velocidad en el prototipo [rev/min] · · 
Cabezal en el modelo operando ·[m] : 
Cabezal en el prototipo [mJ·: '.' .... 
Potencia en el prototipo [kwJ· ... :-·;('':. 
= Densidad del fluido en el modelo.,. [kg/m,) ; 

3 
.. · 

= Densidad del fluido en el prototipo:· [kg/m J ·• · 
= Factor de escalamiento. · · · · · · · ·· 
Flujo volumétrico o descarga en el. 'pr'otcit'i¡:\ó·, •'ifu3 /si'. 

PARA EL CASO DE BOHBAS: 

NM Velocidad en el modelo [re:V;niin]'.::''.','.\' '.:·:. 
MD Flujo volumétrico o.descarg'aen·el'.,niodela·:. 
MP Potencia .en el me.delo:· .:[kw) ,.":" .. · · :.: .... · ·,.:· 
NP Velocidad en el' protot.ipo · ·· [rev/min) .:··· •. :.:'·· 
HM Cabezal· en el modelo' operando· dmJ :·:¡.,:, .'· 
HP Cabezal en .el protqtipo .·.· · : 'Cmf(.:'..' " 
PP Pot.encia en:.el p~ototipo .. , .•·. ··[m] .':• 
X = Factor ·de.'·escalaTI\iento' . .. ·.··: .. · 
QP = Flujo v,c;il~l)létric:o o descarga 

. : . ·: •: ·.. . . ~:: .. · .; ~, . : ' . .-::··., . i .' ;; ·;.:.. :'. '..-'.->. r, .:_: ~: :;:,.' .. ~;·_:·_·-, _,-... 
• • ., •• , - - •• ,~:~·:;"::' ' - • 1 ,· <<',:'>-.-·\·:·;, ~ · .. :. ~· 

RE.SULTADO~.· :.. ..•.- • ;.· 'e• ·::.,.. .. .:: '·· . ·. ·· .. · 

- Veloci~~d ell "i:a'tÚ~biii~ é.;;~d~l';)\ = 49s: 7'366. r~vfmiii 
- Pote.ncia ·.en:fa• turbina: . .(modelo),. d·::•::·:'•7 .• '477249 ·kW .· 
- Flujo ci g'~sto .• Cmodelo> · .. ·9 :9.3447BE-02 .·m~/s . 

. ·.·,; 
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PROBLEMAS PROPUESTOS • 

. . CALCULO DE LA FUERZA DE ARRASTRE DE UN PROTOTIPO A 
.DATOS. DEL MODELO. 

- .. ~--
1 

L 
1 ,. 

l.. El arrastre de ola en un modelo de barco es de 16 N á ·una .e·· 
vel.ocidad de 3 m/s·. Para un prototipo 15 veces más largo. ¿Cuáles· 
serán los arrastres de velocidad y de ola correspondientes si el 
líquido es el mismo en cada casq?. · · 

2. Un modelo de submarino a escala 1:15 va a ser ensayado en un 
canal hidrodinámico de agua salada. Si el submarino se mueve a una 
velocidad de 12 mph (millas por hora), con qué fuerza deberá ser 
arrastrado el modelo para que exista semejanza dinámica?. 

3. La resistencia media en agua dulce, presentada en un modelo de 
barco de 2.50 m, moviéndose a una velocidad de 2 m/s, fue de 4.40 kg. 

a)¿ Cuál será la velocidad del prototipo de 40 m? 
b)¿ Cuál será la fuerza necesaria para mover a esta velocidad el 

barco en agua salada?. · 

4. Un navío de superficie de 155 m de longitud ha de moverse. a 7 
m/s. ¿ A qué velocidad ha de moverse un modelo ·geométricamente 
·semejante. de de 2.5 m de longitud? . 

. 5. Un barco cuyo casco tiene una longitud de .140·.~·ha·de moverse 
.ª 7; 5 m/s. Calcular: · ·: 

,·--
a)' El numero de Fraude. . :.',:':;::. .. 

. :··, bl Para la semejanza dinámica ¿ A qué veloCid.ad:.debe··remÓlcárse · 
}/.·:,.em.agua un modelo construido a una escala 1:30? • · ·-. ;-:;;.·-. . .-

·-,:·· -~,. . 

•, 6. Determinar la descarga y la potencia de .\.i~ '.~~d~l~: :a ·~~b~la 
....... ·1:4 de una bomba centrífuga que produce '600';lifrcis/s.:,•de'· .. agua·:.'a carga.' 
· ...... de"30 mal girar a 240 rpm y opera a 1800 kW.·El.modelo·.~perá.a.1200 
::-,: ... :·r;im. 
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9. EL TEOREMA DE BERNOULLI. 

INTRODUCCIÓN. 

· . En uno de los apartados de este trabajo que se ~efiei:e '"~ l~~/. 
formas de resol ver problemas de Mecánica de fluidos," se.: h'l ;señalado 
que la vía te6rica permite también, resolver problemas ,a: .través del" 
teorema de Bernoulli. . , ... ,, .. , ... , .... , : . ·.: .' .. , , . 

Una de las herramientas teóricas más utilizadas:' en: la,. resolución" 
cuantitativa de problemas de Mecánica de fluidos,, es. eli P:t"in.cipio'.· de" 
la conservación de la energía. ' 

Cuando se aplica el principio al Flujo de fluidos;, 
resultante se llama "teorema de Bernoulli". 

9.1 FLUJO NO VISCOSO 

9. la) DEDUCCIÓ.N DE LA ECUACIÓN DE BERNOULLI'. 

Partiendo de la ecuación de Navier-Stokes: 

p (8v/at + v V vl = pg sen a + µV2v' + v· P;. 

·-.:'': 

.Para efectuar el análisis y deducción , de ' l'~" 
Bernoulli, han. de ·cumplirse las siguientes condiciones: .:· 

l. Que no exista rozamiento o fricción (IJ ,;,,, o;:;'., "' 
2. Que no exista energía mecánica externa. · · 
3. Flujo desplazándose unidireccionalmente. y que, .. se: encuentre.· 

en estado estable Cgrad Vx = O). ":',.' '·,:,.· · · · · · · · · · 
4. El flujo es incompresible (div v.= O)>::. "" :::": ·,_,}• "":.:<··: .:j<>·. 
5. Estacionareidad (av/at = O). · ·./·~··'~··/ ',).:·'' 

Debido a la aplicación de las condic~~~es·.~.¡~::y.,.~5 ~: e~.:.-"i~¡:,:.·ec·tJa~·i6n ·: -
(9-1.i l , se obtiene lo siguiente para .el · ej E!:;~~?rden';',?? ,:z ;) : ,, '',. ,, " 

pV V V = pg sen a',+:dP/dz: ( :; · ' •: io~i.~J, , . 
Debido a que el flujo es estabié y~mOnodimensioi¡~l/ ·el '.t:{,;;.;l.n~ 

v Vv se reduce a : ·. :,/'. ,: :.~; ~J?~.~·:;.. · .(o-i.~) ~ 
Es decir: 

.; ... ·-···:·'.:_:.:. ·;.: 

' ,., ¡jv' (dV:iaiJ '= ·P9·:s~n a. /~P(~z 
: .. ~·:·:·:-:.:··:~;: :': '.·:.~ .... : ....... <_ .. : . 

Multiplica~dÓ, _pe;; __ Ci:Z/;-~-:Se obtfeJle i 
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.<Pg,sen B)dz .. + dP (9-J,5) 

: ·', . ·. ;~: ;.:':.' " 

Sieiido E una cónstante de. 'integ:iac:i.Ón',' , 

final~~~~!P\i¡a~~';,ac~~~ d~? k~r;;'~~~fr;:. ;P~~~~·ciii~J 6é~i> 'vis~~~~~em~~n 
fuentes de energía: °'' ·: .. ., '··"" 

. ·. - ', 2· :.'.;~ ;: ";:". -

E = P + pv (2' +<pgh 
2 .• 

Donde: 

l. Energía total constante. 
2. Término de presion. 
3. Término de velocidad (término de energía cinética) . 
4. Término de energía potencial. 

La ecuación (9-J.7), se aplica para efectuar balances de 
energía entre dos puntos de un sistema (ver el ejemplo acerca de 
aplicación del teorema de Bernoulli a un sistema de tuberías); Por lo 
que es conveniente escribir dicha ecuación, en la siguiente forma: 

P t p 1v~/2 + p 1g h 1 = P2 +fil v~/2 + p•g h., 

(9-t.B) 

Para utilizar la ecuación de Bernoulli en un. problema .. concreto, 
es necesario identificar la linea y el tubo. de· corriente;• ·. asL ·e.orno 
especificar los puntos entre los cuales se 'aplicá' el' .J;¡álarice>.Los:, 
puntos .l y 2 se eligen ·segün convenga, y generalmente":.:corresporiden. a 
localizaciones . donde se dispone de. la mayor- . inf_ormación' ·sobre" 
presiones, ,velocidades y al turas. .:: < ,. }:::'.'. ; ' /.• 

-, ., :·:. ~.:; ~- .. 
9. 2. INTERPRETACIÓN FÍSICA DE LA ECUACIÓN DE BERNOULLI'.':.; •::,._ .·" ' · . · 

Es de gran utilidad para el trataln'ientó''aeFÜ~jÓ: de ~lujb no 
compresibles .. , La ecuación establece que· .. ' en";<,:ausencia_,,·de.: fricción; 
cuando la velocidad v disminuye, bien:_la' altura,<z •. ::;:ra{presión ._P; ,·o . 
ambas· a la vez, tienen que aumentar;· SL-1¡¡ ",yelocidad·:iaumenta'; ""sólo 
puede hacerlo, a expensas de z, . de. P; ·:,:Si\,se:-::varía":cla. •altura; .. la 
,compensación. tiene ' lugar mediante .. ' un"::,cambio.'.: de,;/pre'sión.'•',o,,-' de 
velocidad. La razón de la' interconvertibilidad'de:presión; .. :,-:altura y 
velocidad, que establece· la ecuación de Bernoul_li;· se ·comprende. si·_· se 
tiene en cuenta que todos: sus: térmirios:·:' .. tiénen 'dimensiones' :de 

º-t m kgr / m kg.. · · · 
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•· 9 .2~) ·· ctLCULO DE LA VELOCIDAD DE UN FLUfDO A LA SALIDA DE UN TANQUE. 

Usar Bernoulli para calcular la velocidad a la salida de un 
tanque, servirá para comparar con los ejemplos 2 y 3 del 
tema l de este trabajo. 

Para deducir la ecuación de velocidad de salida, se presenta la 
figura (0-1.1) y a continuación se resuelve el problema. 

n·~ . . . l. 
., . . 2 ·. 

' . , - . ' .;~:;::','.,.... ;':_'»~ 
. _: '< ·'f•.. . . ::.::~~> .. ~.-- ·. :·:}~.".'~;:'>: ~- ">": ··:·'··' . 

... , ... ,:~~l~i~~~~~~f gt¡~¡:~:~;; ·· ... ··· ¡,:;:i .•. 
... :ª>• l<ná?-~ªi.s .. en,::~;.r¡,il~.1:~,~~:· .. ··. .. . _:··. : .. <', .. · ..•... > ,:;: ... ;· .: ..... _, ...... 

. 10. ~ª~~º~:e?:~~:r e~.>~~:~?.~ .. ,~!>~9;1ª~. 7. ~ª:;pr.~"~~r.·.~~j·~.:if~d~.~; .P-~: 
.. , __ · ;-;:·:·/~·L~., <;>: .. ··· · , :.~:··~·:~~:~ __ ·::.~:::J.:-·\r\;<~:~::·.p~·.: .. ,;~:: :· i::. - ·~·. ·:,> '. ;:_·; ::.~~: ... ,-?.~.-~_,:x~·r.::(· .. ~. _ 

. cDondei ,'Po!,;;,.J?r.isiÓn'atmosférlca,:. , · ·<, ~:' :'.:; '\ ;, >' . , .. 
'E:1 ~é'rni{~,;' ái'~J~~¿i~. c¡riétic~ "~n ~i ~~:nf~ i:'·é's :i'~~~ •', ~- ~~;o,· 

por l.o tantci,,= ~·.; < •. >••:p~212 .~o .. d •• • •• >' ,<,.:!.,.:}·.:;~ci.2{ ,_,; 
El . térmii-i~ ·. cie energÍ~< pC>\:~nbia~' en •.e1' :·punto',;; e~' igúai: •. a_ ~ .. ··. ,·. 

carga hidros_tática:. :•'./ · "· • . . . . 
pglfr .. ··: ~ ·'(0-1.1~(· .. 
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. "· 
.~{:: 

·-:··-;· ··_, ··:. 

·' . La presión 
tanto: 

·.,;."•-:_e· 
;.:. . ..... · 

2.· 

e~ i~a1 a· '1a ptesión ·at~os'fé~ica,· 'Poi: .. ····· 
. . .. ' .. p~·::,;·:'i?ó ..... ; , ... ,.. ,): ':·(f1\13): 

_:· . .-:·. ,· ... ··>\":_-,:/:··. ..:·· .. ,; ·:.- .. :::·<·::·;. ~-: .. .-l·<" -:! -,• 

.El término de.energía':dné.Úca en.este'pürito'es:: )'.·'·.·,•'··..' 

.·. ~~~¡;~:p)¡;· .... :,;, :.\. ::.':,.;> :.( • .o~.J~)' 
-,-"" - r, • 

El término de . energía Í;>ÓtéÍciÚ, .en este: pÜ~td'•i¿s; ;;;_gu~l' a 
porque h2 = O, es . decir: · :-:' · ·. '~-.;· ' .-:~:.:-::;</F;,.- ,.:-:.;;¡< :.-~· 

•:• \\>~·~~i 0_,~·<:~. : .. \,:·>.·.:.: -~·;;·,l_-; '> ·:,;_~;.::· ·:.~;-.:-~~: ;+ .. :c'~·;J·,: .. 1 .. ~' 
'.' ·:, .·· .·. · .. ::· ••'.' •.··"· ,';',·;,.,v.~-~:..-·>;'..,.'º;_..,.:;·:.:.'.'.'.:;._:'..\·\.'.': ... ;.;;,,;_:~;: .. ;.: .. ·. •. • 

Al .aplicar·· las· condiciones·-..;, .descritas '".·•en "">las·•". ecuaciones 
ái~~1;me~te ~-" 1s) ·, se eÜmina .términos ·. ~ni\ (f~?r:.l'.)\;/;\~ª ••.. ~~tiene · 

PÓ +. O >·p~h1• ='Po:+.,,.>;; ~ ¡¡'>. ·'•(o-i.io) 

Es deciri'· 

,(9~1. 18) : 
O también: 

'i/29h = V2 

La "'expresión (•-1.10) es igual a 'la que se obtuvo.• en" .el " 
tema del plano inclinado: Cálculo de ·la velocidad final· "cuando un 
bloque que se desliza a través·· del plano inclinado, ·partiendo ''.del'.:· 
reposo; sin pérdidas por fricción. : "." 

El ejemplo anterior se puede· hacer extensivo al cál~uio· '·~·e .. 1a 
las pérdidas por fricción en el sistema mostrado a continuaci6n,".en" 
el cual, a diferencia del que se muestra en la figura (•'1.i). ·se ha: 
agregado un tubo de longitud (L) a la salida· del tanque.. · ' 

~-;=1 "'f ' 

u~~· 

Figura (o"i.2) T¡;¡nque desc~i:-gando un fluido a una .t1:Jbe'ría 
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9.2. b) VARIACIÓN DE LA PRESIÓN PERPENDICULAR A LAS LÍNEAS DE 
. CORRIENTE. (FLUJO EN UNA TUBERÍA DE CURVATURA CERRADA) . 

. La ecuación de Euler: l/p dP/ds + udu/ds + gdz/ds 

(o para un fluido de densidad constante, la ecuación de Bernoulli) 
expresa el modo en que varía la presión a lo largo de una línea 
de corriente en un fluido permanente sin fricción. Ahora, aunque 
por la definición de línea de corriente, las partículas de flnído 
no tienen componente perpendicular a aquélla, es posible que 
exista una aceleración perpendicular a la línea de corriente, si 
ésta es curva. Ya que cualquier aceleración requiere una fuerza 
neta en la misma dirección, se deduce que a través de las líneas 
de corriente curvas, ocurre una variación de presión (diferente a 
la hidrostática). Considérese la figura (9.2b-1), en donde se 
muestra que actuan las fuerzas de presión y gravedad; por lo que 
la fuerza neta que actua sobre el elemento es: 

(P+óP) .SA- P.sA+ W cose = óP.SA + pg.SAór cose 
(9.2b-I) 

En donde e es el ángulo entre el radio y la vertical. 

Por la segunda ley de Newton, esta. fuerza es igual . al·· 
producto de la masa del elemento y su aceleración centrípeta. an.: 
Notando que .Sr cose= .Sz, midiendo z verticalmente .hacia: .arriba 

partir :: :: :i::l .s:e .s:e:e:e::i:ra::c:~::~ ¿(u~/; \'~u;/ai¡':.? 
. • l, \ ·:·:-.'.· .. :.,:·:. -::::i.~".( 9::~·b~~) · . 

':.:.:-)::.· .··.·.'.'. ·· .. ,-· 

Dividiendo oAór y tomando. él :'1:i:mit~ 'cii~n'dci' ~i ~•o¡ se .'Úé~e : .. 

BP/Br + pg Bz/ar·- ~!;;•;;,.),áun;~t.l, :: 
'; .. '"•' •·:\· 

... ·;. ' :." : ·~:·;' -~' ~:.:.·-.. 
'. '._ ~ ;:., :; ~ 

Donde: 2 . . . 
ap = p · w r dr . ... , · ~: :._·~-:;. · -> · 

w = velocidad : angillai::. · · ,, ). ·? · · : > · : · · 

Int~granaC>•'e illt~éi~~.0{~~~-6 7 j ~g·;<se obtiene: 
: .. ·, .. : .. :_.::_.,, ,-...· .. -.·:.~_,\ 2 .. ; -·- -··. _·::'2 ·:_: ·2' 

·P2/7 ·+ P1/7 .. ;;•w /2g .(r - r ) 

Como la<• p,¿~~ióii ~~ ·~Ó~s~~n~;; a ~1-~e tiene: 

'p/(J -~·~2/29 >cbh~~~~te 

(9.2b-4) 

(9.2b-5) 



l 
' ·~ " ,.~<:- !'· .. ;::.: í .' :: J'- - ~ :': : <: ! ; ., ( : : <.;_ • ' '. •• • 

. · j '.{: .. < ,· A~ ;ht~g~~Í':; >:Í~ ~cuac¡és~ iillal :Í.-e.~ulf~rifEi es: 

· .. '· .. ·:. > .• • ··· · P;/~ ~'Pi(:i :~ c 2h~. húf .~--~<%'ir 
< ··-·:;;:·.':. ..... : 

: · .. ::.>:-~-: ... -.~-- .· .' ·.. : 
o t_iunbiéit: .. .· '·. ·'· 

un2/2g {1-(rÍ/r2)l 
(9.2b•7) 

Donde: c = constante 

Una aplicación importante del gradiente de presión 
perpendicular a las líneas de corriente curvas, es la tendencia 
gue presenta un chorro de fluído a unirse por sí mismo a un cuerpo 
sólido convexo. Este efecto se conoce como efecto de Coanda, por 
el ingeniero aeronáutico rumano ttenri Coanda (1885-1972) . 

El efecto Coanda se utiliza en las aletas de control 
aeronáutico y en varios dispositivos de "lógica de fluídos". 

'i::ddr 
/~ 

Figura (o.2b-1) Flujo en una curvatura de tubería ·:cerrada .. 

9. 3 EL TEDREHA DE BERNOULLI CON FUENTES DE E~1;~f°A:: 
La ecuación (o-1.1) puede escribirse . de.· man~~~'.;: un•, .poco '•más 

general para ampliar su rango de aplicación a. casos·· donde::hay,•fuentes 
de energía - por ejemplo una bomba - y 'pérdidas.•por .. -.fr1cc1ón,/·En .ese 
caso, la energía inicial será la suma del. término:• deL:lado ,. izquierdo .. 
de la ecuación (0-1.1) y la fuente de energía. · • ·· · <;;,:; ·.: .. <'· · · 

E1 = Ws + l/2pv2 + pgh1 ·+ ·P1. 

La energía final, será la suma del 
(•-1.1) más las pérdidas por fricción. 

término 

Er = :!:Hrs + 1/2 pv1
2 

+ pgh .+ P 
2 
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D~nde: ·Hrs ;. Pérdidas por fricción. . ·,·;'···· 

, : • -~L¡;_ igualdad de la energía inicial y final lleva· a i'a- .. siguiente· ; __ : • 
. ·,fo~ modificada de la ecuación de Berrioulli': . .. é•:'.,'.,:.. ... ···"• "' ·-·: .• ... · . 

. . · ~· . .-._. ·_-.;:·.~.-~>>:· · .. :; ·:·-.;,; ·:.::: ·: .. -.... ··<·': .,.r:: :~:-.:~~,:·. ·. 

w. + l/2pv~ + pgh, + P, .· l/2,P~~-~.-.~t:~D~)f;}~S'-~~~~·:~.~I/tr):G~i· _.: :· 
. Finalmente, p~ede incluirse··· ~n; par~-~~.t~o;,¡~pi~~~~--'.:~;;'Jaf~;'.;J¡~~L; 

aplicable la ecuación al caso· de flUJOS::laminares ~-·.:·:•:-'•-"• .. ;;:, ... •.·¡ .. :: ··,. · 
. , ' . . . . ··:~ .=:\{'. :.;:·~::~:\:~~·.\\":_\J:-~.¿;{/::·:'<)_':'.:·/,;,:·.;,_; .. :-:<::~:\;. 

1/2« tV,2prom - v12 prom) + g(22 -21)<+ 'tP:i-;J?i)/p +'~~;~.:~YwJ'<o\ 
, < .. . ' '<<./- '.d:~:/~¡ 

--:: >;' 

~::·.:···~· ·: ':·.'..~l/''' ,· <·'·;·:;. 

Donde: .·\,,.':.' .. :;: ..... - · 

z Altura relativa [ml desde un plano de ref~~e1'hi~_'.;f· .. • 
p = Densidad del fluido [kg/m3

] • · . : .... • .: :' .y · · ·· · · • 
V Velocidad de masa en el punto 1 [m/s] ~ •.:.·)'.- ·. ··•.•:·" - · :;:. ii• 
V Velocidad de masa en el punto· 2 [m/s]. ··.:.- :•:' 
ot = Factor experimental para el tipo de flujo:' :turbul'entó: (·~:· . .;..' 

1), para flujo laminar (ot = 0.5). · .. ·.-... 2 ·-0-.:• .. :,>· 
g = Factor de la aceleración de la gr<1¿vedad [9. 806 m/s J • . 

Pt = Presión de entrada del fluido [N/m J abs. .. · .. -;, ·. 
P2 = Presión de salida del fluido . [N/m2J abs. .. . ... , ... ·: .. ·':.· 
l:Hra = Sumatoria de las pérdidas por fricción [J/kg]. ó · [kgr/kgm] ... 
w. = Adición o sustracción de energía mecánica al. fluido' [J{kgr;· 

a) Una bomba (-),pues el 
positivo. 

b) Un compresor. 
es·_negativo. 

(+), pues el trabajo efectuado 
::]:. ·( '~:.~ -. 

·:: ·~·~'.; L'. ·.~·;. ~ .... :.···:'.··-·::.· :/::;::·;: :::···_~:, 
-. -'~ ·~ < ('.;."' "._ />> 

9.3a) PROCEDIMIÉNTO SUGE~IDO p~'APLICAR.EL'TEOREMA"DE .. BERNOULi.r; 

se sugiere •:(iue cu~~do>s~;'.apli~'e.e~(g:~·~~m];'~e'~~,~tbu'.ff1:.:se· 
realice en forma.::-sis_temátic.a ·-,12a1 :"·un :procedimiento.i.para':aplicar-.el 
balance de energí_a-.·a:. traités••del ... sistema,' ent'l:e '·lo's ... puntos "A;.y. 'B ·es el 
s~guiente: - . . . .,... ::;··" <-).·:·:·-_: '¡;' .,j:r '· ~~.;~_<, <:: ;;¡? .:;: ;:~~~;)~ ,.-,:: ·:.,· ·.'·:...:_:·/ ___ .. ;·. 

l. Dibujar lin es..;ie~~'~éi· ~~~~e~a} ~eieccÜi~~l1ct~ ~ ín~~~~~a~ "cada 
. una de' las: se~ciones rectas• en· consideración;: .. ,. . 
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l" l . 

l~ 
1 

·Apli.car .Ia ecuación de Bernoulli en la dirección del flujo. 
·Seleccionar el plano de referencia para la variable z; para 
l.o cual,se escoge el punto de menor elevación de tal manera 
que no exiatan numeras negativos, reduciendo asi, el numero de 
errores. 

Calcular la energia aguas arriba (en la sección A) . la 
energía se dará en unidades de altura de fluido. En líquidos, 
la al tura de presión puede expresarse en 
unidades man o métricas o absolutas, manteniendo las mismas 
unidades para la altura de presión aguas abajo (en la sección 
B). 

4. sumar a 1 gebraícamente, en metros 
adicionada al f luído mediante 
rnecánico,tal corno bombas. 

de fluido, 
cualquier 

la energía 
dispositiva 

S. Sumar algebraícarnente, en metros de fluido, cualquier energía 
perdida durante el flujo, por ejemplo, las pérdidas por 
fricción (considerar accesorios y tubería recta) . 

6. Sumar algebraicarnente, en metros de fluido, cualquier energía 
extraída mediante dispositivos mecánicos, tal corno turbinas. 

7. Igualar la anterior suma algebraica a la suma de las alturas 
de presión, de velocidad y de elevación o topográfica. 

8. Si las dos ve 1 ocidades son desconocidas, relacionarlas 
mediante la ecuación de continuidad y la definición de gasto. 

En el siguiente apartado (9.3b), se resuelve un ejemplo 
acerca de la estimación de las pérdidas por fricción y balance de 
energía mecánica, aplicándose los ocho pasos anteriormente descritos. 

93 



. 9.3b). ESTIHACIÓN DE LAS PÉRDIDAS POR FRICCIÓN 
Y BALANCE DE ENERGÍA MECÁNICA. 

·.'En. esta sección, se expone una descripción de los pasos a seguir 
para evaluar teóricamente las pérdidas por fricción en un sistema de 
tuberías, para lo cual, se expone el siguiente ejemplo 11a1: 

Un tanque de almacenamiento elevado contiene agua a 82.2 e, tal 
como lo muestra la s~iente figura. Se desea tener una velocidad de 
descarga de 0.223 pie /s en el punto 2. ¿Cuál deberá ser la altura en 
en pies y en metros (sistema inglés e internacional de unidades) de 
la superficie del agua en el tanque con respecto al punto 
de descarga?. Se usa tubería de acero comercial, No. de lista 40 y 
se incluyen las longitudes de las porciones rectas de la tubería. 

Paso 1. Construir un diagrama en el que aparezcan anotaciones 
o datos que ayuden a resolver el problema. 

'1 . 
H •" 

·.1 ... · .. 

Figura '(9;:íbc1.1) s:fs't.emá· de 'túberíás; 
, -.:<:: ;,': . ' .. ·: :;._ ... -·;: .. ;·· ":' . ;~.: ·'·-~·;, ·-:.<_: ·~·: ·., ,,.,,_ 

Paso: 2. Con'sid~\_.~%-'. 18s re~Üit:idos que no~ .. solicita el pr~blema. 
· Pa.ra ···10··:'.'cual" ;·.generálizainos .. la ·.idea·,.·· escribiendo la 

... ecua.ción '.ce.de•.·, energía J ·,mecánica .<.para. ·'los .... puntos 
, 1 y 2 ,<ver apartado 9: 3a),: .....•..• i .. '> : ·. · · .. 

ZI (g/gc) ,¡. v2,/2,agc :¡;. (P1/p; ~ P2/p~) Ws =>z2 :<9c) + V 2/2agc +'I:Hrs 
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-.. - :: . ' '. · . . : . 

. Recclpilar y obte~e~ datos .de :ÍÓ~du~hos a .. trav'és de.' lo.s 
cuales ·circula .el fluido;.,. aSí·:;.·.comó·: también ·de···. las. 
propiedades fisicas del;:fl.uido :.(agua) :·:a. la .•. tenipera.tura. 
referida. en el problema;;; .: · :· .. , . . . · ' · 

. "·· ... ::.· ·. ,.',· . 

·. · Generalmente se obtienen de t~bú~" c;iúe: ~~i.:i9~t~~ ld~· xa16re·~; por 

éj emp~o t:·~~~ratura de 82. 2 e: ,, } ; > ·;'.~ 2;;; :;, : :: ·;> \ 
. ,, ·~:·· 

P: 26•0ji2x li';fi'~'/pie s ·,'; , , '>:/' ··.·: ",~.:,, · '" .. 
están;~;º~e ~~~~º ~ª tubería de 4 · ;~9;: :.;{f::,?i~;ri~~f11W:''.'~~~\i::r~~~~~~>': 

~;;mi~r~~n ei
1 á~~~t~' ! ~DRf4~ ~º ~;3 ~~b~~f t~~~r~¡;e;~:'.fÍ:'.~!~~f.{f m'.r·-~: X ': '.:_, 

Y la velocidad dentro de la .·tuberia,·.:se '·calcul'ai a .• ;partir'.de:· _la;.: 
definición de gasto Q = v .A· por' lo_'.:9u~_!:,':·7;';:.,,~.:;.;,,.::\·,;•:; •>:: '.'.'·.' 

V3 = 2. 523 pies/s -)_·~ ~:'°?/' ,-.··: '··:::!:·.:. ,, · .. >~·-·· "'<{-· ;.- ,. . .,, .. ,:,.·:. :.;,;;': .. ·.:~ . 
. •' ·;' -.:;.~ .. :·, ;!;_.':·, ~,'i',;/:" /~{~{' ,_~~.> :·.::i -~:">.:: ~ ... = . .'· -

Datos para la tubería ··de · 2 i>1_~; 't~~~·~z2~~:~ici~~~\'~~/ tu1leba > 
estándar de acero. .:. :,::::: • .. ·· ··•L::·,:; ;.: 

Diámetro en el punto 4 = p•.; ci.1122':'p{~>~·><•;•·<,·;,·, .. ,,::.·•.,,,,:' ·· 

~~;\~ ~~· 1~ ~~~~~;~!c/~entro de úi ·tiú:iéria.Ci~;2~~1g): 
V• = 9. 57 pies/s , · ,.,.. :'.; ·.-.;. '"" .. ,. 'A:'(.:· 

··''.:~T:~··:~.:;·:.; ,-,,: .... :',~:.~:-.:..--''.~;:.;i:.::.. ···' .. ·' 

Paso 4. f:¿c~~:~;n~1E~i~t~~~ tf ist:;~{f~~;~:~!~~~jit~~~;i:~f b~~f~. 
a) Pérdidas debidas a la contr.acción:;:qu,e:.: .. :se . .::.encuentra: .. : a.:· la>· 

i: g~~:~~lj~:~:lM~:~~~~r!~f ~i"l~tJ~f X,;;,.;; 
dJ Pérdidas por fricción en la: tubér~~:-rect'a:'(je', 2 "flg'::'~:,_''..~, ., . 

Para calcular las pérdidas'· pÍ:,rf>f:dd:i6ri :en/. a~cé~ó'rios········· 
(válvulas, codos, expansiones), cas·i. siempre.· se ·'recurre'· a: t'ablas 
construidas con base en experimenta.cienes¡, pre'vias: :: : ·Est_as :.'.pérdidas : 
generalmente se escriben de la siguiente' man~5~.' "·'"· '·' ··'· · ,: ...... 

,(9.3b·2) 

Donde: 
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Él coeficiente de pérdidas por fricción. Generalmente .. estos 
valores están tabulados en los manuales. para .. los·: 

.accesorios en tuberías comerciales. Ref'. 11s1; 1101, l•I·" · 

= Es la velocidad promedio del 
conduce al accesorio. 

..... '' 
flujo· en la, tubería .que 

::·· ; •" ........ ·:·.-. ·:.·'·. :=':.· 

. Realizando cálculos de pérdidas por: fricción: en :~c'c'és:ori~~" .Y 
tubería recta, tenemos: '·:::;, ~::·,.:, 

a) PI RDIDA POR CONTRACCI ON A U SALIDA DEL::·;. 'f~~~~E·~ -~'.; CO n·» ... _'b~:s~ ·.;. -:~"..'ia .· 

he 

ecuación (<>b·> l y para la contracción.··de,·Ai ·a· A3, · obtenemos,. 

O. SS (l-A1/A2) v; /2a = Ke v; /2a 
·.'..·,··· 

¡. : '·:;~ /-' ,' .'': :-':{_~,. .. ,·' 

h~o:d:~ la pérdida por fricción .. · '¡Jfkgl ó:;pi~ lb~/Íb=J 
a = l Para el caso de flujo turbulento ·y; .. ·;. · ·· 

(9.Jb-3) 

a = l/2 para flujo laminar. .'··.·: " . . " 
v = Velocidad promedio en la. sección ··.más .. pequeña o corriente 

abajo. [m/sJ ó [pie/s] · · , ·, , .. 
Ke Coeficiente de pérdidas por contracción,.. ·apr6ximád~mente 

igual a 0.55 (l·A2/A1). · . · · 

Para unidades inglesas, tenemos que dividir el lado derecho de 
la ·ecuación (9.Jb-3) entre ge. 

Sustituyendo los datos.numéricos: 

Ke O.SS(l-A3/A1) = O.SS(l-0) =O.SS 
he =O.SS (2.S23J2/2(32.l74) = 0.054 pie·lbr/lb= 

b) PERDIDAS POR FRICCION EN LA TUBER?A RECTA DE' e'. PLé.< :-

El numero de Reynolds es: Re=:.'(DJJiV:.r¡j,¡)µ,,:·:· .. 
Re (0.3353) (2.523) (60.52l/2,33x¡to,~~=•219,300· 

Y nos observamos que el ·flujo e~·.i:Ji:'b~l~i{t.; .• •·.·.· 

Con los datos de: .:',',';_-: 

= ~~~~~~!s~~ ~;y~~~fi.da~~9 p~~~· ~f;:~~~~'l~~: acero 'co~e~~i~l e 
4. 6xlO m (l .Sxlo pies) .. · ... ;. ·. '.·. .. . ,, .... 

- Rugosidad relativa: c/DJ·. = .. O.: 00015/0; 33S3:. = 4: 4áxi0'.4 

. Consultamos el 
l!BJ O (f·= 0.0047), 
sirve · para calcular 
(Ff): 

diagrama' de,;'1-1ood;·'<en· · ú' ief~rén~ia 
el cual ·,sustituinicis. en •. ·1a• · ·eC:uáéión": 
las pérdidas P()r.: fricción 
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¡.;:.; 

l 
.: 1 

¡~ 

l 

í· 
1 
\ ;·-· 

í~'' 
' 1. 

-r:.: 
'., .. 

.. , ~ .. "}='} :··:. 
-., '>:1· ' 1; ., ... ",\' 

Cálculos ·.numéricos; 
·-.-·,· 

··.· '•' •.'' ,·_-,::',. .. ·.·, / :-. 
·. sustil:u}'e'~cio' t6a6s .i.ós. ciát:C.6.:·en ias.:_eci.uáciones 

e•· 3b~s J.'~ ·. ten_emos.:, 

Ff= 4C t.L/D[v2 /2gc] =·4(0.oo41i'120;0;33s~J 1;2.523) 2/2(32:11,4¡¡ · 
= o .. ill Pie lbr/lbo · 

C) P.ERDJDAS POR tRICCION EN EL CODO DE 4 PLG. 

Para realizar este cálculo requerimos consultar la tabla· qi.te· 
reporta los valores de coeficientes de pérdidas de energía para 
accesorios (Kc) , los cuales aparecen .en referencias como: 110J, !17l. 

De donde ~ = O. 75. Las pérdidas por fricción en accesorios 

tuberías se calculan por: he= Kc v 2/2gc = 0.7.5 (2.523) 2/2(32.1~4) .. · 

= O ;074 Pie lbr/lb.. 
.. --. ' 

d) PRDli>AS- DE FRJCCIH POR ·c~NTRAcclN .. EH -~- TUBER~: '~r 2 PLG.'º. -

-·:.-~-.. :·: ;, ,.,. ·::':( :_.,, 

Nos referimos a_ la con~t:C::ácción•formad¡¡.por ia:tubeÚ~ía.A3. y;i •.. ;-:>. 
Donde las pérdida~ ·~e •• en¡¡rgí~:por contracción, se calc~lari como: 

Kc ~. 9 ; SS_·( i:~A4/~i¡:/~~-}~~~;.:(~::;~,;~~;~,3-~?.,~~; bif ~) .. ~:,·'~'.~.~~.:~?:~-~~i~~= ;>·.· .. ·.· •. 
'i .las ;;.;·~~ida~ ~o;;f·~r~~-ióri''sé'; calculan:com6: ~· •··. •· ·.·•,:·. ?>' '.' ' 
h· = ·k~ :r~r2/'~~.i:p,~;~~s,Sr.c'~7~~F;;~~r>~rt{~~\~,;~~~ '' :,.: :· 
e) PERDIDA~-~\ -~~R .. -rlucdoN'"_'_EN· :, s~~ i~·;'EiuA ~·: DE/2 -~~ .. ..( /.' . ·' 

.... -... ,. - ,. ::._: .. .,.·.',:·· 
El "i-1um~rQ;·:-~i~·: <-:: .. ~~: 

- .· ·.:'.'.~'.:-.;: ':\ 
La rugosidad 
El 
La 

tanto 
(o.3•-•) ó · (9.Jb-5) . . .. ·.> ::/· " 

Por lo~~ h 
'fricción·. se ;evalllan mecÍ.ia~t~ 



.. ·,. -· . ' . 

<=·f)·,:--PEADi;DAs ~~~- -~R1C:C1aH· EN LOS nOs CODOS DE 2. ple. 

· :-.. :··:También en este caso, deberemos consultar en tablas,ei~jf~jr_ .... ~.ª:. >' 
.: Ke.:P.a.ra codos de .90°. Posteriormente calcularemos ··/e~"-~,.,.,. .... ,. .. , 

· .. :· pérÚdas. por f:Í:-icci6n mediante la ecuaci6ni •.· áI<j> ? (:'.~g~ : :¡:5J~t.' ?rri~<: ;:; 
. . -.: ;> }gl'ésl ·-

. Es decir: 2 co. 75) (9 .57) 
2
/2 (32 .174) = 2 .136 ~ie lb;{~~; :: ./·.~'::;.'.·:'.;,: •. '.· : 

.. ,:<: -··";:;·- ~)·"'· ': ·.::;·¡·:_~: :-·:.i. 

a la ~~i~cI6n s!n r~~á;;z:l l:i:~:'.:a ,total . de P~~i~.~7~f·~:+~:~~f;~ ;,~~.~das',, .. 

E Hrs = o.054 + 0.111 + o.074 + 0~57s'.:'+:':'~29;.{<:2J136}.:,;,,;;: 
::, ;· .. -~ ''.•. : .. " ::t::,;:-:~\;:,:< ~~-:·, _:;::·. ~' ... 

:~:'._/, ;-._.--: '" :·-.,_"~,: ·~<' . ·e:_._::.,· .. 
-. :> ·'::'•'·· ~:· }./'·-.~: .. "'r. ·.-:. -

L Hrs. = 32.35· pies lb.r/lbn 

Z1 = H pies de altura. 
- Z2 = o pies de altura. 

Para flujo turbulento a = 1 
La velocidad v1 = o 
La velocidad V2 = V4 = 9.57 pie/s ·,·::·· ... ;•.::.:; 

- Pi~~~ p=o~ ~~mta~~~·P1/p - P2/p ='·o":.: ·· -:•· ' .· 
: ~~ o (Por que no se cuenta con .bomba o· tur.bi?la)·. 

-~~:~·>·\.>):\-~'._.·:_. ;·.'.,.;-_;¡.• . '_'-.:<. :" 
Paso 7. Sustituir todos· · ios· datos ,•en: ·"la·· ec_uaci.6n · 

Es decir ~ecánica de B~rnouHi; 1(;,~:i;r::?.';• _;;',/ :' ;; , : \:~ .• -·.· .. -.· ··.' ."·.·' 
. .. . .. . :~- ;,: ':"'.,"'·,.: -

H (g/gc) +.O+ O -.o'=~'+: ~.:::~ti~~ll_2]j~ '.+ '32:35· 
:. ':/,•. 2 (l) (32'iú4>: . :· :' : ... 

l._;;·'·.:\\··~::,,-. ·:r'. • .' ~")~ ·.-.-~' '.j- ·~ {'.,.' ;·>:::-",·.~ 

H (g/gcl =.33.77 _,ies:~~~Í1,§~'(i~·V,J('' : ' :> · '.. 
H = 3.{ 17' bie.'.·.; 6/{~ ·.:_á'.~.( .. ·,' > t .. y> .. · __ · :' .. ·· ... < De donde: 

'.'" : ·. . ' ' . . .· ___ ... _.·.·.-· ;·_·"' ' 

Los pasos 1. a 7 empl~adOs , 'para , la· soiti~iÓn de este prol:iiema 
pueden usarse como módelo. para•: construir'.'.un, ,programa-.: de:·: computadora: 
f~. 9~~suel ve cualquier • P';'o.blenia.· de/~s~E! .· tip'?: ,. Véa~e . ._el' .'programa 

.-'.·"· 
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9. 3c) . OTRAS APLICACIONES DEL TEOREMA DE BERNOULLI. 

DETERJtlNACION DEL f"ACTOR DE EXPANSION. 

una aplicación del teorema de Bernoulli es ~a determinación del·. 
·"ii·· factor de expansión de gases mediante extrangulaciones. 

La expresión para el gasto de un fluído compresible e .ideal·. a:. 
través de un medidor Venturi o una tobera, puede expresarse como . 
U~: . 

Q = (k/k-1) (P1/w1) + Vt
2/2g + Z1 - :!:Hrs 

(o.-3c-I l .. ·· 

Que' es igual a escribí~: ' 

(k/k~l) (P1/w1) (P2/P;) .lk~!Uk +·, V~/2g . .¡.: Z2 - (9.3Ó-2)' 

·La ecuación (9.3c-2) se aplica a gases ·perfecto~, donde: 

k = Exponente adiabático (Cp/CV) 
Hrs = Pérdidas ppr fricción. 
w = P/RT (kg/m ) 

CAVITACJON DE UNA BOHBA. 

Se presenta el fenómeno de cavitación cuando un líquido fluye 
por una región donde la presión es menor que su presión de vapor, el 
líquido hierve y forma burbujas -de vapor. Estas burbujas son 
transportadas por el líquido hasta llegar a una región de mayor 
presión, donde el vapor regresa al estado líquido de manera silbita 
"aplastándose" bruscamente las burbujas. 

Para caracterizar la susceptibilidad de un sistema que maneja un· 
líquido a la cavitación, se utiliza el parámetro de cavitación.a: 

Donde: 

__ J!?:!?YL __ 
.. p y 2

12 

P = P••• en ;;J;. punto· d.~ inertes. 
V = Velociidad de,.'referenciá. 
Pv ·~· Presión·.:de.;"apc:ir;c~ . 
p = D~nt;;idad;.de,~. ~.~qu.ido,, 

';<.• 

Las :e,C~i~~iO~~~/ q~~ indic~n la forma . en. que 
ecuación·. de Bernotilli .. al '.problema de la cavitación de 
m~estran en .e1:.pr.6grania (TM.13). · 
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·<"17· 

EJEMPLO : TH.22 (BOQUI). 

PROGRAMA POTENCIA SOBRE UNA BOQUILLA. 

. TEMA CORRESPONDIENTE A: CONSERVACIÓN DE LA ENERGÍA (APLICACIÓN DE.LA: 
ECUACIÓN DE BERNOULLI ). - . 

PROBLEMA TIPO: Aplicación del 
orif'icios. 

teorema de Bernoulli en bÓquillas y 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. . - . ,,,,:<.: 
Calcula la potencia desarrollada en una boquf11a,: :i~·~í'u~~h.do··· ··:.·:,··_,_·,._, 

variables del sistema, tales como las características· :del __ .. -.·_. fluído
1
:.:_, .. 

manométrico. 
, e '.·• .: '.-\·;·»::' .· ~".<'··:. ~·' ·.-.:-\:~.:.' 
. ~~ ~-. .;·· ..... ,,.. _:_.,;. :"y __ ':';"~~.:{ 

r::.-.· -· .. ¡::-~· ,:·:···1' (,_· ._): ; 
' • ·' , '> ,•.: ,:,.~.·.: '•\ :r' . ···:<? 
" 'n,r; · · '.'.·";'~: ·<;--ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

La siguiente figura muestra una bogÍiiÚa _d~s~a~g~ri~({,:ág;';~ 
atmósfera. La presión aguas arriba es medida ·por un·:manórrietro/· _-¿ 
es el valor de la potencia disponible en_ la .. boquilla? ·'· ·· ..... :.,;.-· .. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

0.35{ 
0.4ml 

- AceÍé~aciÓn de la 
. gravedad•· (sistema . inglés 

ó métricp· decimal). 

- Diámetr~d~· la boqil.Úla. 
- Diámetro.·.de la'tubería. 

. - Valor: manométrico por a
rriba del' eje de la be -
quilla._: ·· ·-

o.sm 

100 

Valor. numérico.· 

9.Bl'm/s2
-'.· ó .· 

32.2 ft/s 2 
· 

"0;i m-
.o.·S_'m .. -

0.35. 11). 



'·.k··· 

........ 

,~ Valor manométrico por 
'debajo del eje de la 

.. boquilla. 

,- 'Gravedad específica del 
fluido manométrico. 

;·,,, .. 
PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA'.<' 

En el apartado 12 se puede consultar la d~~J~\:Í~r;'/d~·.· las> · 
expresiones características en boquillas y orificio".;•:: ·;:, ' : ··"',:':, 

l. Cálculo del cabe2al Pl: -·:·.;,,:· .,..<_·:. 
P1 = (Hr) (s) - HI 

Presentación en el programa: :·<·:·:>:···'-:.· ."::, 

,p¡ = '!Hl+H2J.*, S ·~ Hl t ér~~;·2.2i ·,., · 

2.. Cálculo de la vélocidad ~n j ~t v2: J) :-.-·. <=. 
·, .. , ' ·: < ~· ='~.2ghl(;-~~)·,•, ·• .. ; ;: 

,•·:' 1,:_. . - . . ·, ·:'. :_· . ,.~--

Presentación en: el P~?gian\aí · · • , ., · .· .. ' . , ., ,,> .. : •·' · 

· ··.': v.2 '·=· soR. cPf~:.ifo/¡¡.:(in2/i>1J A4Jj ¡ 
. : :,._.-:, ;. ,,.·: ·. ·'/·· --.'-'· · . 

• '... . '· ·, ,, ,,.; .• ;,,_ ·.' ' -~·-: ·• ._i.'.:: .. 

3. cálculo d7~:·silstO,d~;iaj,:f~~·~¡¡isa,'( ·.·. ·.:· ..• ·• < 
·. ';< , ",Q = V· A',·.; , 

Prese;,ta~i6~: en el p~~~~¡~~:; )\ / i '·'' :'::: 
·Y· ,'/~;;v20:¡3:i41s14i•ci:i:bi 

J:.·:·. ,.,,','.~ ,·_~, ... ~;,,~··'.'.·::; .. " .. ' 

4. cá1cu1o•cie la'i;io't~ricia'},en ~a.bo.~Ú1a,· 
··~" .·. '. ' .. ~-'>::~::·.'.,~f ~~-~·>_{-( ~~-/'~~:~v~ /_~~-~-~ _:-· ...... . 

Presen.táción en .'~i!l'~~g;al!;a i 
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RESULTADOS. 

- Velocidad en jet = 13. 87747 m/s 
- Gasto en la descarga = O .'1089902 m3 /s 
- Altura de presión o cabezal en 

la tubería= 9.850001 m 
- Potencia = 21133.7 Watts 

'NOMENCLATURA Y UNIDADES. 

D1, 

D2 
H2 

'H1 

s 

'V.= V2 
Q 
g = G 
P PO 
T = GAMMA 
Pl 
h 
(3 

Diámetro de la tubería 
Diámetro de la boquilla. 
Valor manométrico por arriba 
del eje de la boquilla. 
Valor manométrico por debajo 
del eje de la boquilla. 
Gravedad específica del fl uído 
manométrico. 

fmJ. 

[m). 

Velocidad en jet fm/sl. 
Gasto en la descarga [m /s) ~ 
Valor de la aceleración de la gravedad [m/s J • 
Potencia en la boquilla [Watfl . 
Peso específico del fluido manométrico [N/m J • 
Cabeza de presión en la tubería fml . 
Lectura manométrica [m] . 
Relación entre el diámetro mayor y menor. 
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EJEMPLO : TH.l3 (CAVIT). 

:PROGRAMA : CAVITACIÓN DE UNA BOHBA. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: CONSERVACIÓN DE LA ENERGÍA. APLICACIÓN' DE LA, 
ECUACIÓN DE BERNOUILLI. 

PROBLEMA TIPO: Análisis de las condiciones en que ocurre la 
cavltación de una bomba. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa presenta una tabla de resultados, que' relaciona la 
altura de aspiración de la bomba (elevación relativa de la bomba), 
con la carga o cabezal desarrollada porlabomba (H) en metros de 
fluido bombeado. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Se están realizando pruebas con un nuevo modelo de bomba, para 
la cual, se supone que el valor crítico de cavitación es de 0.12 

Desarrollar una tabla en la que aparezcan valores de la 
altura de aspiración de la bomba (Z) con la carga o cabezal 
desarrollada por la bomba (H) . 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROGRAMA. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

lz~ 
l~Pm;n 

- Parámetro crítico de cavitación.' 
- Presión atmosférica_, '·:,.:. :.' . ·· 
- Presión, de vapor; .. : . ·_, . : 

Peso especí.fico. del fluido." 

:, 103 

Valor núméric~; 

-. ~oi:2 ·k;~) 
lS:J kPa 

_9810 N/m3 



'PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

Las ecuaciones utilizadas en este programa, se tomaron de la 
referencia l16l. Una explicación acerca del fenómeno de cavitación, 
puede revisarse en el apartado 9.3cJ. 

Para deducir la ecuación que define el parámetro crítico 
de cavitación, se parte de un bala n ce energético de 
Bernoulli (observar la figura representativa del problema) : 

P1rr = P2/7 + fJ.V /2g + !J.Z + hr (Tft-13.1) 

El parámetro de cavitación se puede definir en términos de 
velocidad de cabeza y de cabezal desarrollado por la bomba, como: 

V/2gH = a (Tft-13.2) 

Combinando (Tn-13,1) y (Tn-13,2), se tiene: 

V/2g .;.; Patm' /'1 - Pmln /i - Z - hr 

sústi tuyelldo (T•~13, 3í · en· (in~13. ~J 

a ,= vJ2gH ;.; [P:t~/~· - Pmin/;- :Z -"· hrl;~ 
Se puede es,~ri~ir la ec~~ción '¡iH-1:Í.3),':'·~ee~pÍaz~nd6 ;:;.,~: 

· por. Pvapor, resultando· · 1a expresión del' .': parámet_ro:' .. ' .. C;f.í tic o:·· .de;:.'' 
cavitación: ,.;i.'; ·:::/.,.: .. ,,,,,,., .... 

Uc = [Pato/'1 - Pvapor/7 _'. Z - h~J/H);;:;,(f~:(i¡T~~·Í;i~··j :. 

. Considerando que las pérdidas po~ Úi6ÚÓ~;;~b~~;ri;1Ji';~tg~~;fi~{'~o~~ 
para ser tomadas en cuenta, la expresión <(Tn"13'.s.'.J Y"·•se·.; c.onvierte: en· .. ·. 
(Tft-13.6), '.'·.''<(:•:.' :':'.,,.,:;· .. ··• \:. "· ·. 

O'c = (Patm/7 - Pvap'~rJ.f ~}z/JH\)(; •;:,\\\ ·!J~;{~'.~( ' 
(Tl!~13. 6) , se ·puede obtener ¿ ·e~p~~~iL.'~'e 17·.;~~~s~·~ió~ · ~', 
aspiración d~ lª bomba ''<;'; , ''. '::<. ::• :A ' :: 

z = P~~~/:;.·· .. ~. P~·,·;,'/7,:. -. :e (Hj'(u~il{ ; ·< •· .. '<!•-1:i:7J 
··. \·, . . . !;:;: . - >(;~_"::.: : . 

',;. ;:1,'' ··-~:?:f: ... ; .. ;,; 

':LAS:;· 

. ·'z' 

. : ; :. ' . ·,~ ~; :' \_: ;":: ..... 
ECUACIONCS .-. '.· 1iu!iR1ciffr$:'_ ·:-~ .. EN 

~; C\,{_ \tii cill 1 

. H v/(2~~)' 
Pi :~'PA/'1 

' •.":··-
.. ;--•-

P2 
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(T•-Í3.- g) 

(TH-13.10) 

. (T•'13.11), 



1 

\~, 
! 

.· NOMENCLATURA y UNIDADES • 

. P•ln = Presión mínima de entrada a la bomba [mJ. 
H = Cabezal o carga desarrollada por la bomba fmJ . 
u = Parámetro de cavitación 
E = uc = Parámetro crítico de cavitaS'ión cuando: P••n 
P• Potm = Presión atmosférica. [N/rq J . 
Pv = Pvopor = Presión de vapor [N/m ] . 
P1 = (PA/r) [m] 
Pz = (Pv/r) [m] 
hf = Pérdidas por fricción. 
7 Peso específico del agua 9810 N/mA3. 
Z =Altura de aspiración de la bomba [m]. 

RESULTADOS. 

Son los que se muestran en la siguie~te tabla .de 

~--ª------------------~~--------
.30 
40: 

·:so,· 
60· 

:10 
80 
90. 
100 
110. 
120 

. 5.156371 
3. 956371 
2. 756371 
1.556371 
·.356371 

-.843628 
-2. 043629 
-3.24363 
-4. 44363 
-5 .64363 
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· .. PROGRAMA : FLUJO DE AIRE EN UN DUCTO, 

.·TEMA CORRESPONDIENTE A: CONSERVACIÓN DE LA ENERGÍA. 
ECUACIÓN DE BERNOULLI. 

PROBLEMA. TIPO: Cálculo del flujo 
trayectoria curva. 

FUNCIÓN DEL .PROGRAMA. 

El programa calcula el flujo volumétrico 6 ·gasto· 
dentro de una tubería curva. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA.. 

Aire circulando a través de una tubería de o. 6 m2 de diámetro 
provoca una diferencia de presión (medida desde el interior al 
exterior de la pared del dueto) de 25 mm H20 • Si el radio medido 
desde el centro de de curvatura de la tubería doblada a la· pared 
exterior delducto es de un metro (como se muestra en la figura) . 
Calcular el gasto aproximado de aire en la tubería, ·considerando que 
se trata 

3
de un flujo ideal y que el peso específico del aire ·es de 

10. 79 N/m. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

·~dr 
/7\!l, 
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l J,,, l ""· 
1 

! ~ 
1 
J. 
l 

!'" 
1 
1 

."DATOS_,DEL PROBLEMA. 

Radio medido desde el centro de 
-la· tubería doblada a la pared ex
terior de la tubería. 

- Diámetro interior de la tubería. 
- Diferencia de presión 

o altura de presión (cabezal). 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS 

Las ecuaciones utilizadas en este 
<•·•b-7), del apartado 9 de este trabajo. 

RESULTADOS . 

- El flujo o gasto en el dueto 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA: 

RAD Radio medido del centro 
a la pared exterior del 
Espesor del dueto. 
Diferencia de presión. 
Gasto volumétrico. 

w 
PD 
Q 
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TH~ 15 '(RED) 

. PROG~: CÁLCULO DEL GASTO EN UNA RÉD D~ 
·. . .· , . . 

TEMA CORRESPONDIENTE A: FACTOR DE FRICCIÓN '(HÁGEN-"'looISWIL¡E). 

PROBLEMA TIPO: Determinación de gastos .en u~,;'.:;~~ de 'tuberías: 
• _,·-::.?.";°<· 

::;>.: .. \. ·. >~:t~-{~ .:.::,·' ~ .. ·, 
FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula el flujo 
tuberias de diferentes diámetros. 

El usuario tiene la opción 
diámetros. 

(ga~to) ''i>f~i~é~' éle (~~; :r~d· de. 

de vari~f i~~· ·~~lb~es'.-~de··~ds ; 
. ·: .. · 

. . ' .. ·. ~ ~ .· 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. " 

La siguiente figura muestra un arreglo de t.ube.ria~-.'.· con 
valores de gasto en cada unión de la red de tuberías .. calcul'ar lós. ··: 
gastos en cada tramo de tubería que formael sistema mostrádó; ... :f;i· 
los •talares de los diámetros son los siguientes: 

Diámetro numero: 

l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Tramo de tuberia 

AB 
AD 
DE 
BE 
BC 
DC 
EC 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL.PROBLEMA; 

:<A.'. '. .· ... · B/'. 

:a,•10~··· ... ·-.····.:· ........ :·.··.·.' 0
2
• .. 2.o <·:.: _'. E ··:· . . •· 

o . .· ·.· : . . ' e .· 

. /a..30. . . ª•'~ 
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1 

l 
! 
l 
1 
í 

'" 

'" 

l 
1. 
i 
¡ 
1 
F' 

ti 

1 
i 

PROBLEMA. 

Flujo o gasto 
- Flujo o gasto - Flujo o gasto 
- Flujo o gasto 

- Diámetro en el 
- Diámetro en el 

Diámetro en el 
- Diámetro en el· 
- Diámetro en el 
- Diámetro en el 
- Diámetro en el 

en la unión 
en la unión 
en la unión 
en la unión 

extremo AB 
extremo AD 
extremo DE 
extremo BE 
extremo EC 
extremo DC 
extremo BC 

Ql 
Q2 
Q3 
Q4 

Valor numérido 

10 rít~/s 
20. m

3
/s .· 

60· m /s. 
30. m3/s 

1.00 ·m .. 
Lso·m 
2·:00 ·m: •· 

·Loo.m 
',1:7sm,, 

,· .. 2 .so.·m·· .:t.• 
• 2.0.0 .m .. 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS. EN EL. PRÓ~~:. :.;> 

Los métodos de cálculo y las ecuaciones utilizadas '.en 
programa, se pueden consultar en las referenc.ia.13.··1,.1;12JLY: 

RESULTADOS. 

TUBE:RIA 

AB 
AD 
DE 
BE 
EC 
DC 
BC 

DU.ftETJ10 
·Cm) 

1.00 
l.50 

. 2 .oo. 
. ' 1;00: 

.. ·1·;75/ ... 
2 .. 50 
2 .oo ·. 

·~· •' ·~ : ·:; .· .. , . 

NOMENCLATURA'. DÉL pi~~-·· .. , 
Q 

AB,AD,DE,BE;Ec;¡:ic>:ác ·. 

D 

. Representalios valo~es de; 
' cada: punt"í::f: · .. '. .. · ............. · .. ·, · .. · .. ·. . . 

Tramos·. de·· tubería :que ·conforman .el . 
. sistema ;-que .•se ejemplifica. . : 
Representa· los diámetros·. de· c·ada 
dueto. · · · 
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PROBLEMAS PROPUESTOS. 

EL TEOREMA DE BERNOULLI 

es la velocidad 

transportado 

media en una· tUbe?-ía »,d:~·f{·-5.·. Cm~·':-~¡.; -~L. c~·¿,d~f <·:· ·'···. 
es de. 3800 ~3 ./dí~,'·· ., .:···· 

. ¡' 

· 2. QÚé diámetro debe tener una tubería ·p~ra, transportar 2 m1/~ :¡,:· 
velocidad media de 3 m /s 

!r- 3. Un recipiente suministra agua_ a t'iavés de Una \ub~~r~ horiz~n~-~l 
de 15 cm de diámetro y 300 m de longitud. EL fluj.o es· a tubería lle-.· 
na y desagua a la atmósfera un caudal de 65 l/s. ¿Cuál es la pre
sión a la mitad de la. longitud de la tubería al suponer que la única 
pérdida de carga es de 6,20 m cada 100 m de tubería? 

4. "n medidor Venturi horizontal tiene diámetros de 60 y 45 cm en· la 
entrada y garganta, respectivamente entre la entrada y la gargán
ta y fluye fluye aire a través del aparato, si la lectura de ún 
manómetro diferencial de agua es de 10 cm y el peso especifico del 
aire es de l, 28 kg/nl y se desprecia la fricción·, determinar el 
caudal. 
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.IO. FWfDOS NO NEWTONIANOS, 

Se considera como parámetro de diferencia entre un fluido y un 
·.s6lido, a la viscosidad, se puede decir que cuando se someten a un 
esfuerzo (fuerza por unidad de área); un s6lido elástico se deforma 
en tina magnitud proporcional al esfuerzo aplicado, esto es, obedece a 
la ley de Hook. Sin embargo, el comportamiento de un fluido es 
diferente porque presenta una deformación continua, es decir, el 
flujo aumenta al incrementarse el esfuerzo cortante. Un fluido no 
exhibe resistencia a este esfuerzo. La viscosidad es la propiedad de 
un fluido que da lugar a fuerzas que se oponen al movimiento relativo 
de capas adyacentes en el fluido. 161 

Para el caso de fluidos Newtonianos, la ecuación que los rige es 
la ley de viscosidad de Newton (ver el tema 4) en el caso laminar, la 
cual se escribe como: 

F/A = - µ /J.v//J.y (10-1.1) 

O en forma de derivada cuando /J.y tiende a cero: 

1' = - µ dv/dy (10-1.2) 

Existen fluidos, generalmente mezclas bifásicas sólido-líquido 
que no obedecen la ecuación (rn-1.2) y por lo tanto no se respeta la 
linealidad que describe su comportamiento; Ver. la figura (10-1.1). 
Tales fluidos reciben e~ nombre de no Newtonianos. 

,,. 
'!.•1 

~ -"· 
{~\ 
:.1 ,, 

D 

' ' . . ,.. 
FigÚra. iio-1~1) ReÚcÚ;n '; erii:;::.e ; la'•veiocidaci de deformación y . el 

esfuerzo cortante· para;'.fluidcis'•no:: newt~oniancis :. . 



Los fluidos que no obedecen a esta relación lineal, se agrupan 
en tres categorías generales 1231: 

l) El fluido no newtoniano independiente del tiempo. En el cual 
la velocidad de deformación es una función unica pero no lineal del 
esfuerzo cortante. 

2) Fluidos no newtonianos dependientes del tiempo. Los cuales 
tienen una relación más compleja de velocidad de deformación y 
esfuerzo cortante. La velocidad de deformación depende del tiempo y 
de la historia previa del esfuerzo cortante aplicada al fluido. 

3) Los fluidos viscoelásticos. La velocidad de deformación se 
relaciona de alguna manera con el esfuerzo cortante. A diferencia de 
los fluidos verdaderamente viscosos en los que toda la energía de 
deformación se disipa, en los fluidos viscoelásticos parte de la 
energía de deformación puede recuperarse, lo mismo que la 
deformación en sólidos elásticos. 

A continuación se reescriben estas tres categorías y se dan · 
ejemplos de fluidos correspondientes a cada una de ellas. 

10.l FLUÍDOS NO NEWTONIANOS INDEPENDIENTES DEL TIEMPO. 

Dentro de esta categoría, se encuentran tres tipos diferentes 
de fluidos: 

a) Plásticos de Bingham, (curva A, de la fig. 10-1.1). 
b) Fluidos pseudoplásticos, (curva B). 
c) Fluidos dilatantes, (curva C). 

Ecuac1ones constitutivas. 

En el marco de este trabajo, llamamos ecuación constitutiva a·la 
relación entre los esfuerzos cortantes y la velocidad de deformación; 
independientemente de que su origen sea experimental o teórico. El 
análisis de la obtención teórica de estas relaciones cae fuera del 
alcance que queremos dar al presente trabajo. Sin embargo quien se 
interese en el tema, encontrará ütil consultar la referencia 
1341. Para una descripción de su obtención experimental ·véase la 
parte de este trabajo relacionado a la caracterización reológica. 

Para los fluidos no-newtonianos independientes del tiempo, se 
cumple: 

f(7) = i: (l0-1.3) 

Donde f es una función no lineal, por ejemplo, la ley de la 
potencia para fluidos de Ostwald: 
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:r: - k' (av/ay)" 

'' Do~de: 
'··av/ÍJy = 7 =Velocidad de deformación. [s-11. 

i: Esfuerz,o cortante. (Pal 
k Parámetro reol6gico: índice de consistencia. [Pa s"J . 
n = Parámet~o reol6gico: índice de comportamiento al 

flujo. ·Adimensional. 

Fluidos pseudopl.~sticos. 

Tanto para¡ los fluídos pseudoplásticos como para los fluidos 
dilatantes, pueden describirse usando la ley de la potencia. Los 
primeros con valores n < 1 y los segundos con n > 1. Para estos no se 
observa un esfuerzo de cesión: el pseudoplástico se caracteriza 
también por la disminución progresiva de la pendiente de la relación 
esfuerzo cortante-velocidad de deformación (ver la curva B de la 
figura 10-1.1); esta pendiente se define como la viscosidad aparente, 

11• = k/"T (10-1.s) 

A muy altas velocidades de deformación, la 'viscosidad aparente 
se hace constante e igual a 11, y la relación de esfuerzo a velocidad 
de deformación se hace lineal. 

Algunos ejemplos de fluídos alimenticios pseudoplásticos son: 

- Leche condensada azucarada. 
- Leche evaporada. 
- Chocolate "Hersheys". 
- Puré de frutas. 

Las más simple de las relaciones empíricas que describen los· 
fluidos pseudoplásticos es la .ley de la potencia de Ostwald, ,que 
puede escribirse como en (10-1.•) : 

Donde: 
n < 1 

Para este caso, la ecuación ¡,.;~ •. ~). s~ 'i~~·~cril:>~ ·d;;,•.'.a~u~rdo, a 
(10-1.s) y se obtiene la definición .. ,de' .viscosidad·:ap.are1lte ::.· .. · · 

;,~ 2. k/;,(n~ll' ; e · .. ·. l, ' ... ·, • •.•. ( IO~l~ 7) 

El model.o de l~ ..... ley • d~;:~1a" .· ~~·~ü~.:~,\:.·~s ·;~t'i;0 :·~~~i:~ .. · ... ~ : su 
simplicidad ya que •. es .. adecu~(fo,'en'eV'aná,J,isis~.,de .. ;:flujos··de .. Coutte· no 
newtonianos, así, como,, el> de ·flujo ·:.eri'ituberías· :y•. canales·;.:·:·••.·· .. •. .. · · 

. . .·; '>"· '.' '.. ....~ "\',·. ' 
Obse~ando , l~ , écúacÍ6n ;¡,cic;;,¡; se puede: señalar aÍg,'.in~~ 



~bje~·¡one~ que pueden causar errores de cálculo ·al" u.sar ·e1 modelo de . 
.. la· potencia, estas son: . . . . · . 

. - Cuando la velocidad de deformación es cero; ·la .. :viscosid.ad 
aparente es infinita. 

- Para fluidos reales, n, no es constante en un gran intervalo. 
de condiciones de flujo. 

- k tiene dimensiones que dependen de n. 

~esultados experimentales 1101, han demostrado que a altas 
velocidades de deformación, n tiende a 1, esto es a flujo newtoniano. 

kn respuesta a las limitaciones anteriormente mencionadas del 
modelo de Otswald, se han realizado interesantes trabajos de tipo 
experimental, agrupándose en una subdisciplina de la Mecánica de 
fluídós denominada Reelegía, que es la ciencia que se encarga de 
estudiar las ecuaciones constitutivas correspondientes a la relación 
existente entre esfuerzos cortantes y deformaciones, expresadas en 
términos de gradiente de velocidad y cuya expresión más simple es la 
ley de viscosidad de Newton (• = -u av/az) . 

Flµídos dilatantes. 

Considerando el caso de los fluidos dilatantes, se puede señalar 
que se asemejan a los pseudoplásticos en que no manifiestan esfuerzo 
de efluencia, y se diferencian de los pseudoplásticos en que la 
viscosidad aparente aumenta con la velocidad de deformación. 

Como se dijo, los fluidos dilatantes pueden representarse por el 
modelo de la potencia donde el exponente n es mayor que la unidad. 

Los fluidos que obedecen la ley de la 
representarse gráficamente aplicando la ec. (10-i.•) 
manera: 

lag • = lag k + n lag i 

potencia pueden 
de la siguiente 

(10-1.eh 

que es la ecuación de una línea recta con pendiente n y ordenada :a1 
origen n log 7. Esta representación es util para conocer 
experimentalmente los valores de los parámetros reológicos ri~Y:· k;· 

Ffgura (10-1.2) Gráfica aoble logarítmica de: los .fluí.dos de la 
ley de la potencia. 
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:··. 

Figura {1·0~i.3) Perfiles de velocidad en una tubería . circ\ilar";.-• 
para fluidos de la ley de la potencia: 

Plásticos de BJ.ngham. 

También en este caso, dos constantes definen ·las caráétíeristicas'. 
de estos fluidos: el esfuerzo de umbral o de cesión 1:0 que .. es·. :·'eL' .. 
esfuerzo que tiene que ser excedido para que comience. el ·flujo;<: Y·.: .. de :-. ... · 
la viscosidad plástica µ que es la pendiente de la porción recta '.de . 
la curva A de la figura (10-1.1). · · <•• · 

Para el caso de los plásticos de Bingham, la . :e~~~c~~~ 
constitutiva que los define es: 

l: = -µ [av/ay¡ + l:o 

Algunos ejemplos. de plásticos de_ lHngham son: 

- Plásticos.. .· ·: ". • . . 
- Emulsiones. com.o .. las; pint\iras: 

, ,. ; ', 

- Sólidos.: ~i11.aTI1e~téC ¡;iui:vei':-iz~do~ en :líquidos; arcilla .. o lodo 

perforaci6~. qu;; é~ bá~·:;:¿ª.~~,;ée µ:l~ su~pe,;si6:1 · d~ ~rcilla. eri ~gila. 

- Salsa. ~ai:sup. 
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A continuación se presenta una tabla ·que r~porta los valore.a de 
lOs parámetros reológicÓs n y k, así como de 't'o y t para algu~os 
fluidos alimenticios. Los cuales fueron obtenidos experimentalmente 
a diferentes temperaturas. Es recomendable consultar el tema 
correspondiente a metrología, de este trabajo, con el propósito de 
revisar algunos aspectos de la viscosimetría usada en . la 
caracterización reológica. 

TABLA NUMERO f10-t.4J: 

ALJHElítO 

Yogurt de 
rruLaa, 

Pure de 
rrutaa, 

Leche 
condensada' 

. JUQll 

T 

15 

n 

0.79 

o.si 

k 'º t Fluido 

2.42 60 20-460 TIX 

1.74 30 20-460 H-B: 

11e:1J -

~ ·. i' 

;::._-.;~· ~:· 75'_j4"2!{~: --~~- . ~"·.:·· .. ~: ; .... 
'--~~'-"'----1-'--'---'-..L..'-'-~-'-'-'-__:LC.:__:.;..:J.;:__:-'--__¡___:_;__;_'-'--~ 

'.··. 

1,:~-! ··.-::·.(;~,!.' ·'~<:::: ;.:.-, <:, .. :. 
NOMENCLA~; ..... •·· :.'.· >'> < ;~:;,' ,, .... '> :;:_ 

.T ~·T~ni~~,i~~iil::i.··.· .ÍºéJ .•. t:~~ '\( :' ~'< ;,: ·,'' ·.· .··. .·· 
n:. = ~ !nd~c.e; .de;-_co_mpc;irtamii:nto: al·, flujo'· .: { 'lP.imensional J • 
k =· ~nd1ce.::~e·:.cons1stencia~-..;,,.··[D~nas.:. s~/cm _J.. "· · · 

'to .. ,= esfuEi~;z:~'AniC_ia1-.:~·_,; {DinaS/cm ] :: ··;. '..'.'·::, · · · ; 
'!' =· intervalo:·ae .. velcicidad ·de deforniaci6n · {s-1J. 

NCW ~: ~~~J~~'~·i~~b~·::::,.: ;.~·~>.~ ;<·· ·>· . 
· !!' ~ ~~':.~~';,~~~i¡<:i/ ': :? '/:<> . 

HB = · _Hersche~.:"Bulkl:eY. :. :;· ~ 
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10.2 FLUÍDOS NO NEWTONIANOS DEPENDIENTES DEL TIEMPO. 

Se trata de fluidos más complejos que los que anteriormente 
consideramos y cuya viscosidad aparente depende no sólo de la 
velocidad de deformación sino también del tiempo durante el cual se 
aplica el esfuerzo cortante. Existen dos tipos generales de tales. 
fluidos l•h 

· '(l0.2a) Fluidos tixotrópicos. 
(10.2b) Fluidos reopécticos. 

(20,2a) CASO TJXOTROPJCO: 

El esfuerzo cortante decrece con el tiempo a medida 
· .. :. 

fluido se está sometiendo a esfuerzo. La tixotropia .. es. un pr'oceso 
que presenta histéresis segiin se muestra en las gráfica ·(10;,,5j.;•:.·> ., 

': .. -:,::-:: ·:· 

Algunos ejemplos de este tipo de fluidos, son: . . , .. _,:· 

se tr~~j~ ~n'rolliis: .·•• - La tinta de impresión que generalmente 
antes de aplicarla a una placa. 
Algunas soluciones de polímeros. 
La manteca. 
Las pinturas. 

Otros ejemplos de fluidos no newtonianos, 
cuadro ( l0-1. •) . 

·,.<,:·.:.<.•- ,,,,. 
;: -<;·""-:::· • :1 .. <\· ... 

-. <"; '~~ ;-~,·< \('.~:: ::-:· ~ 
se ~~;¡~;~~f~;l en . el 

Figura (1o~i,s)CFl~fdci Úx~ir:pico. Lazos de histéresis para uri 
: .. fluido: .. tixotrópico. 

ft0.2b) CASO. REOPEéÍ'J~O;\.~ .. . ~:~/: , · .. _.:·:-··: ··: .. ~-,~: ·.-.':., 

El , esftierz.;' 'c~:ita~te ~!.e'é i.ncr~menta ~~n el tiemp~ , a medida que 
el fluido .se. e,stá ,somet'i.endo .• ::a• esfu'erio: Un· ejemplo de éstos· es· la· 
el espesamiento ,por. :ag_it~ción_ .. e.n· la:·clara ·de huevo.--· 



FLUÍDOS VISCOELÁSTICOS. 

Un material viscoelástico presenta propiedades viscosas y 
.elásticas. El tipo más simple de estos es aquel que en cuanto a la 

·¡,. .. ,.,. . viscosidad es newtoniano y en cuanto a la elasticidad cumple con la 
. .;.;¡_.' . ley de Hooke. Podemos escribir: 
1 . 

1. 
t = -r:/µo + 1:/A (10-2.0). 

Siendo: 

A = Módulo de rigidez. 
Para flujo permanente, t = i:/µo, y el fluido se comporta como 

un fluido newtoniano simple. Sin embargo, al variar el esfuerzo 
cortante, se manifiesta el efecto elástico. 

Maxwell propuso en un inicio, la siguiente ecuación: 

(10-2.1) 

Y los líquidos que cu!'lplen esta ley se llaman líquidos de 
Maxwell. La constante (µo/A)- se conoce como tiempo de relajación y 
es, físicamente, la constante de tiempo del decremento exponencial 
del esfuerzo para una deformación constante. f,t µel movimiento se 
detiene, el esfuerzo se relaja por el factor e- ' º. 

Ejemplos de este tipo de fluidos corresponden a: 

- Masas de harina. 
- Napalm (gelatina de petróleo) . 
- Ciertos polímeros fundidos. 
- Algunos betunes. 
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(VELAH) 

G~ICA DE PERFIL DE VELOCIDAD PAR.A FLUÍDOS .NO NEWTONIANOS • 

. >·. > :: 
FUNCIÓN DEL PROGRAMA. .-:.(<. \, ... : . . ;: :.; 
El programa tiene una función demó~.tratiV:a.'':Yaiq°u~\i~· ~ei,¡~'i~ · al. 

estudiante visualizar la diferencia .:·entre, 'lós .. perfiles·· de· velocidad. 
para fluídos newtonianos y no newtonian.o.s: .. >::': '::•· "·'·" · · · · · · ·,,. 

··-·:-:::' .. ,,. 

FORMA EN QUE SE CONSTRUYÓ LA GRÁFI.~A ,·, .. ·. · .. ·, •.:' ·' '.. : ' ::. ·. · . . · 

La graficación de perfil d~ vel~éid~d~s''se·r~al:Í:zél m¡di~ll~~ el 
procedimiento que se detalla a .cont.inuació~·,·. ·: · ..... ,. ·:.,: ... 

1. Determinación de las abscisás ··(y)'· y: ó'rdéinada·s : ( ri mínimas.· y 
máximas (Vmln, Vma>r, rmln, r.ax), ·:!.: .. - ' -····· ... · .. ~,· . 

Para ello se asigna a v•.•n y. v~ •. -~l. i;idmer vaibr de:· 1cis ·datos 
de velocidad; y a rm1n y r .. x el primer• dato. ·de.· r.:: .Eriseguida; se 
comparan cada uno de los restantes valores.de.velocidad·sucesivamente 
COn V•ln y Vmax: 

Si vm < vm1n a V••n se le· asigna el valor ;,ctí.ial ,:·d.; · vm .· 
Si VIII > Vmax a V••x se le asigna el. valor• actual· de V(I).. . 

Algo similar se hace con las coorden~da~ de 'po.sici~n ·;adiales .. 

2. Se especifica el área de gi::-aficacióll ·.para: m~do ,de .pantalla. 
"screen 2" correspondiente ·a un· marco limitado .P.~r¿ las·:e13quil1ªfil.: c.uyas 
coordenadas son: 

. - ' '-·-·,._ 

3. se··. llo~~l·i.zari···.·~~.s•'~:va;~~·es•~-~~·~:.·a.~1~•~::as··.·····y••:·····~rde~adas 
finalidad de ·gue,:.gúepán ·eri·:~la: panÍ:.alla ·:y de. forma· que el 
observe la gráfica.··.·· · •· · · · ·· · · .. · · · · · · 

•con la 
"usuario 

Para las posici~nes. vert.icales,·en · fc)rma.·· normal y de cabeza, se 
tiene: 
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,,·~ 

l 
1 

.. -.·,· 

--. ";,. 

,. . '·:,¡"' 

";;;~i ;;u'(~~Jv ... j y . ·r,.· iii ,; -r~;,1 (Ay/;.;.;~¡_ , .. 

. Trazar los puntos con. la fundi~n ~~¿T:• 
s~· u~'ir·pares de puntos con la: func,¡cS~- LINE~·-- · 

.·:· . . . . .'' . . . ~ . ' .. 

·.· .... · .. 
.· .. Los··datos- de entrada que se 

se·es~ecifican en el programa . 

:·: .. : .... .:::-:.-y:··-~:-:' .. :»:):'.--_,. :_:· •. 

requi~reri ¡;Íar~;_ci~iistrt.i~ l_a :gráiicá; 
"'':.•,.' 
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NÚMERO.DE REYNOLDS GENERALIZADO. 

,. · .. Én el apartado correspondiente· á la definición del factor. de 
fricción· para 'flujo laminar, se define ·el factor de fricción de 

· Fanning como: 

f = 16/Re 

Una ·forma de generalizar esta expresión adimensional para e.l · 
caso de fluidos que obedecen a la ley de la potencia dentro de una 
tubería cilíndrica, es mediante una ecuación empírica que relacione el 
gasto (Q), con la caída de presión (AP) y los parámetros reológicos 
(n,K) •· 

La relación empírica obtenida e·s la siguiente llBJ' 

DAP/4L = K• (BV/D)n' (11-1.2) 

La ecuación (11-1.2), se aplica para determinar las. propiedades de 
un flujo de un fluído no newtoniano e independiente· del, ,:tiempo.···La 
expresión ( 11-t.2), se obtuvo experimentalmente con un ·dispos~tivo 
llamado .viscosímetro de Subo capilar. Con el· .cual, se . mid.e la .caída: 
de

3
presión (AP) en [N/m J para c.iertavelocidad d_e .flUJO.(QJ .... en 

[m /s], en un tubo recto de longitud (L) en [m] y:: diámetro. (D) ·en 
[m]. .. . . . • ·.·. 

La curva general de flujo para u.n fluíi:l6' de .la· pot~nc.ia~ se· 
pres·enta en la figura (11-1.1)·. · ... .- .•• .- ; ... :,.. 

'"::.'/:' ·.·(_;·. 
Donde: " · · ···· .. ., · '·' 

n' = Indice de comportamÚnto ~l: fiu~«,;;: ''>!'.,;:_j:~:, e> 
Pen.diente. de la ·recta. '(en: coordenadas-·logarítmicas) ·. · 
Cuando: n' =· .. 1.el fluido:·es•·:newt·oniano·;·.._:.,: .. ,. .. -.· .. ·. · ·,. 

· n ·" . 1 . es· 'pseudoplástié:o: ·o '?plástico 'e'!~• si~hg~m;,: si .. 
la curva no.pasa por el',·origen>".-.· .. :.. . .... ·····.:.-'" 
n' > l si el fluido es dilatante., .'_·-.::...·,·.· · ' 

K' Indice de consistencia [N s" /m<J . · .. ,:-.: 

:ener:::::::~d d:lr~::::::rJ;:l ~m:~porta~Í~nt6·.·. ~l Luj~·····. n' .··:u~d~· 
hallarse por la pendiente de la .tangente· de,,log :.•~. ó ·, log .;DAP/4L 
de una gráfica semejante a (11-1.1). . .. 



Figura (11-1.1). Curva 
de . la potencia en 
cilíndrica. 

·,. . ·· .. 

general ~e flujo •p~~a ·~~ fl~ído de la 1ey 
régimen • laminar · ·.dentro · de · una tubería 

·En la gráfica (11-1.1), puede observarse que el esfuerzo cortante 
Tw [N/m2J es proporcional a la velocidad cortante en la pared de la 
tubería. 

Cuando las propiedad es de flujo son ·constantes en un 
amplio intervalo de esfuerzos cortantes, situación muy comun para 
muchos fluidos, se aplican las siguientes ecuaciones que reemplazan a 
n•y k' respectivamente, por las siguientes igualdades, 11s1. 

n = n' 

K'= K [(3n'+·ll/4n'Jn' 

(11-1.3) 

(11-1.•) 

También se define un coefi.ciente de viscosidad generalizado "· · 

Donde.: . . . . 

(11-1:s) 

. (11-1.6) 

La e~uacÚ;~· cl1·~1-•l está' expresada en unidádes del sistema 
internacionaJ. ~N s" /m J y· 1a · ec. (11-1.•J .. en·. unidades del sist.e.ma · inglé '· 
[lbm/pie · s.eg -.": J .-· '·. · ... · 

122 



·En la tabla 110-i:•>, se incluyen valores de los parámetros 
re~lógicos de algunos alimentos . 

. Resulta conveniente evaluar algunas propiedades f.ísicas, 
inacroscópicas para caracterizar un sistema de flujo dentro de una 
tubería, y una de las variables más importantes de p1·edecir es ·1a 
caída de presión (AP) por fricción en .flujo laminar; para lo .cual la 
ecuación (10-1.2), toma la forma: 

AP = K'4L/D (SV/D)n' 

Si se desea calcular la velocidad promedio, la siguien.te: 
expresión es adecuada: 

V = D/8 [t.PD/Ki 4L) 1 ~~,' 

Con estas expresiones para ¡,;;, v _y la cteÜniciisn dei facto; de 
fricción f, es posible encontrar .... :e1. :val or::que.-· debe ·::.tener·: el·. Re9~ii :_·· 
para cumplir la relación . .-. análÓga · .·.:-á-c.:;:·. (io~1.1J ;::'En': efecto·:. de-·· ,'las · 
definiciones dadas: · ... ·.· .... ·: ,'"}:,<i\:,:·\. •:'.- \ .. ::·· 
[ = AP/ 1/2 pv2 (k'4L/D)(SV/D)"'f 'c1;2pi:¡r:i/a(iii?D/k'4L)Un' ¡2. 

,. ( .~·. :i\·: y~-.: '>':'~ -"' ·' ; ·. ' 
·<~~.:: 

.;.,:-:·.:·: ····'. que será igual a 

Sólo si: 

.Con: 
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l 12. HETROLOGfA. 

INTRODUCCIÓN. 

No es la intención de este capítulo, dar una descripción 
amplia y detallada de los instrumentos de medida en Mecánica de 
Fluídos, sólo se pretenden revisar los aspectos referentes a 
Metrología que ilustren de una mejor manera los principios generales 
de Fenómenos de Transporte a la aplicación de la instrumentación. 
Para mayor amplitud de la información acerca de este tema, se 
recomiendan las referencias que a lo largo de este capítulo se· 
señalan. 

INTRUMENTOS DE MEDIDA EN MECÁNICA DE FLUÍDOS 

Anteriormente se había mencionado que uno de los problemas de 
Mecánica de fluídos con que el ingeniero se encuentra con más 
frecuencia es evaluar y medir muchas de las variables y propiedades 
macroscópicas que tienen que ver con los fluídos : Q, 
dP/dz, n, k, µ, p, etc. También en varios campos de la investigación 
de la Mecánica de fluidos, las mediciones eficientes y precisas son 
esenciales para la obtención de conclusiones correctas. Ya sea que la 
necesidad de las mediciones precisas sea por interés económico o 
científico, el ingeniero debe hallarse bien equipado con un 
conocimiento de los principios básicos y los métodos existentes para 
esa medición de las varias propiedades de los fluídos, y de los 
fenómenos ocurrentes en los mismos. 

12.l HEDICIÓN·DE PRESIÓN. 

DISPOSITIVOS PARA LA ORIENTACIÓN O ALINEAMIENTO DE LA DIRECCIÓN DEL 
FLUJO. 

La medición precisa de la presión de un fluído en reposo, se 
puede realizar con relativa facilidad, ya que depende solamente de. 
la precisión del medidor o manómetro usados para· registrar esta 
presión, y es independiente de los detalles de la conexión entre el 
fluído y el dispositivo de· registro (vease ·· la ecuación de. 
Navier-Stokes, en el caso de.v =O). 

Medir la presión estática .·dentro ·de .im ·fluído. en mov.imiento, 
es, sin embargo, una cuestión diferente, si .. se: desea hacerlo: con· gran· 
precisión, y depende de· una cuidadosa-.atención a los :.detalles .de·,la 
conexión entre el fluí do en movimien.to Y.· .. er ;di13posi.tivo' de .. tn~dición; 

Para realizar una correcta ~"'cii~ió~ d"' d~::·1a :prefiió~··:¿~~ácica 
de un fluído. en· movimiento, . se. ·requiere ··de :un• dispositivo.c.·que ... se 
ajuste a la imagen currentilíne'a>y .. ''q\ie•.·no:.·cause··perturbación del 
flujo; este dispositivo deberá contener un· pé~ueño ·agujerci .liso cuyo 

.... ;,;_'· 
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¡:· 
1 
1 eje sea normal a la dirección del movimiento en el punto en el que 

se va a medir la presión estática; a esta abertura se le. conecta un 
manómetro o un transductor de presión. Como se puede observar, el 
cumplir con todos estos requisitos, resulta realmente complicado. 
Sin embargo, el punto más difícil de cumplir en la medición de 
presión estática en un campo de flujo, es el de la orientación o 
alineamiento adecuado del dispositivo con la dirección del flujo, la 
que en general, no se conoce de antemano. Dos diseños básicos 
y varias adaptaciones han resuelto con buen éxito este problema. 

Figura (12-1.1). 

. : . ". 

Dispo~iH~os p~ra 
con la dirección 

_;, .· .· . 

la orientación o alineamiento 
del flujo. 

l. Uno de ellos es el del disco delgado de la fig. (12-1.1a), ·el:. que. 
contiene aberturas separadas para piezómetro en cada lado;_.-·las·.'gue_. 
conducen hacia un manómetro o transductor diferencial;, .·· . .-.·este. 
dispositivo se inserta en el campo de flujo, y se hace·_·_: _;:_'girar. 
(alrededor de su vástago) hasta que el manómetro diferencial, , 
conectado indica cero, lo que demuestra. que la presión sobre •-ambos·.·.· 
lados del disco es igual y, por tanto, que el disco se ha alineado ·a1:·.: 
flujo. Después de que se ha ·asegurado el alineamiento,·· se .'puede·.-_ 
medir cualquiera ·de las presiones separadamente, y tomarse ,. como; .u~_a ·.'· 
presión estática en la .abertura de un piezómetro. · ·.:,''.'"\··:: _.. 

;, :',•."·º;·.· .. :_:• ¡: 
Los elementos pie.zoeléctricos (ver la figura · «12cl.2h_;:•/ son. 

materiales cristalinos que,·. al deformarse físicamente.:.:-por, :-la ·. •·: 
acción de una·· presión, .generan . una señal eléctrica. Dos· ·materiales 
típicos _en' '·los: 'transdu _c tores piezoeléctricos son .. 'el·; cuarzo ::;y.".'el 
titanio de bario, •.:capaces-' de soportar ·temperaturas deL ·orden· de;, i!;oºc 
en servicio·"~nte~it~~-~·~·:':.: · · 
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·~.-· .. 

O~L·· .. , .. . ' . : 

:· .. ·.·· ~-·~-L. 
·· ... " ; •~rs.t•ul•,. 

Figura (12-i.2). Transductor piezoeléctrico. 

·Algunas características que poseen los transductores 
piezoeléctricos se señalan a continuación: 

Son elementos ligeros, de pequeño tamaño y de construcción 
robusta. su señal de respuesta a una variación de presión es lineal y 
son adecuados para medidas dinámicas, al ser capaces de respuestas 
frecuenciales de hasta un millón de ciclos por segundo. Tienen la 
desventaja de ser sensibles a los cambios de temperatura y de 
experimentar deriva en el cero y precisar ajuste de impedancias en 
caso de fuerte choque. Asimismo, su señal de salida es relativamente 
débil por lo que precisan de amplificadores y acondicionadores de 
señal que pueden introducir errores en la medición cosJ. 

2. Un segundo dispositivo, es el cilindro de la figura 
(12-1.1b), el que contiene dos aberturas separadas para piezométrico 
conectadas a un manómetro o transductor diferencial; el cilindro, 
se hace girar alrededor de su propio eje hasta que el manómetro se 
equilibra, demostrando que la dirección del flujo se encuentra a lo 
largo del bisector del ángulo entre las aberturas. 

Una vez que se ha encontrado .la dirección del flujo y se ha 
registrado la presión estática, se puede hacer girar el cilindro a 
través de un ángulo adecuado, para que una de las aberturas del 
piezómetro se encuentre en el punto de estancamiento, en el cual se . 
puede medir la presión de estancamiento y obtenerse la velocidad Va, 
de esta manera, este dispositivo sirve para un triple propósito: en 
la medición de la presión estática, la dirección del flujo, y la 
velocidad. 

TUBO ESTÁTICO. 

En los campos en los que se conoce con regular precisión . la 
dirección del flujo, el dispositivo usual para medir la presión 
estática es el tubo estático,. fig. (12~i.3). · 

.s~ix 
: ... :· ._-:,·.·::._-.-'·' 

Figura (12-1:3) TUbÓ .está6~~. ·.· .. ·. 
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, Este .. tubo: consiste en un pequeño cilindro liso con el 'extremo .. · 
de corriente arriba redondeado o aguzado; en los lados del cilindro:· 
.existen agujeros para tomas piezométricas o una ranura'.'· 
circunferencial a través de los cuales se transmite la presión al 
manómetro o al transductor. " · 

''. :~ < .~ .. ,; . , 

El experimentador desea un tubo estático que sea insensible· ai" 
desalineamiento para que, aun con errores grandes ( e incorregible's) .:.;·: .. 
de alineación, todavía se puedan obtener valores precisos. :de': .la· 
presión estática .1as1 · · · 

MANÓMETRO SIMPLE DE TUBO EN U. 

En la figura (12-t.4•), se muestran manómetros·'., :.:de' tubo .. 
en U¿ Sobre uno de los brazos del tubo· se desarrolla' tina" 'presión PA 
[N/m J yen el otro una presión Pe. · .Ambas ·"presiones· "pueden· 
provenir de conexiones a un medidor de ·flujo, o bien, P1 puede ser· 
una conexión mientras que P2 corresponde .a la presión· atmosférica . 

.. 

(1) 

Figura (12-1.4). Manómetros para medir diferencias de presión: 
a) Tubo en U, b) Tubo en U de.,dos. fluidos.-

El m?nómetro se. lle~ en Ú;·p~~te/ su~~ri.~r :¿,o~ ;Un ÚéÍuido B, 
cuya densidad es pe [kg/m J . ·El .::líquido; A ... es ·"inmiscible::en :B~·:. Para 
deducir la expresión ·matemática:::· que.·.,:· relaciona; .;a\·P•.•, Y.':· Pe,: ·:.se'. . 
establece que P• es. la presi.ón~··:en:'.elj¡;iunto·.:·l.··Y:.'Pe ·:.es '.la·'. i:>.resió1i':·en ·: 
el punto 5; la presión en el" P~.~.to::·~. e!>:·:::.'J<:• ',;.:. · '',, · 

, P2 = i?~· + ¡z +.RJ:pe:'9 . !NÍ~2J ,,~_;_,¡ 



, bonde' , ·· . 
. · R .. '=· ·iectura del 
. •como l.a presión 

manómetro . [m] . 
en. el punto 2 y en el :i son igual~s. ; . tenemos: ' 

PJ = Pa + Z pa :~f ~ R P• g . (12-1.:2) 

.:.rgu'!lando a (12-1.1) con (12-1.2) y resolviendo, se obtiene: 

P• - Pa = R (p• - pa) g (12-1.3) 

La ecuación 
internacional de 
resultado final, 
cuando P• y Ps 

(12-1.3)• se encuentra expresada en el sistema 
unidades. La distancia Z no interviene en el 
ni tampoco las dimensiones del tubo, siempre y 

se midan en el mismo plano horizontal. 

TUBO EN U DE DOS FLUÍDOS. 

Para el caso de un tubo en U de dos fluídos; (ver' 
figura 1•-1.••> el cual es un dispositivo que se usa para medir cargas 
o diferencias de presión más pequeñas. 

Considere el área de sección transversal A [m2
] y 'a Ím2 J i: "ei: 

área de sección transversal de los tubos que forman la .:.'.u,:. 
Nuevamente estableciendo un balance de.presión para.el tubo· U, tenemos 

PA - Ps = (R - Ro) [PA - Pa + a/A (ps)] g 

Donde: 

Ro = Lectura cuando P• = Ps. 
R = Lectura real. 
P• Densidad del líquido más. ligero.· 
pa Densidad del líquido más pesado. . 
a/A Relación de áreas, . que generalmente 

como para resultar. d!!!spreciable ~. ': • · · . · • \: 
Ro = Lectura de ajuste a cero.· ":\,- _,,:::)~· 

.. -.' . ., :~/: ·:<:;._:: 

... i-':·,.,'" 

MANÓMETRO DE BOURDON. .·· ' .. ·• •; ' T:.:: /' >{ 
Se trata de un' dispó~itÍ\To . mecánico 'que·. consiste ;!eí{' Ün tubo . ·, 

hueco en forma de serpentín/ ,que tiende: a: defoimarse ;de•: acúérdo" a. la· 
diferencia de presión- .entre .·el;: interior .y.:· el ·•.exterior;:· El 'ótubo ·está ··· 
conectado a una aguja · in'3icadora· ::en·. una. :':.'escala !.~.calibrada;· ·.~La · 
figura ( 12-1. s) muestra ... la . ·.construcción ··de -::u n.'.·manórnetro:.;;.de .. :Bourdon .. 
que por lo gener.al ·es ·:un.: tubo:., .con•• sección,..,transyer1fal:·:,:·elíptica ' .. de 
configuración en forma de ºC'' ... Para.-más.::detalles)sobre·'el>principio: 
de funcionamiento de este .man6metro'•v.ease"1a:;refere.nciá':r•o1·. · · ' 

,·_.; 
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Figura (12-1.s). Manómetro ae Bourdon. 

MANÓMETROS DIGITALES. 

Un ejemplo de este tipo de manómetros son los de diafragma y 
fuelle, los cuales manifiestan una deformación elástica causada 
por una diferencia de presión y que es registrada por una deflexión 
que es detectada por un transductor de desplazamiento apropiado. 
También pueden instalarse calibradores de esfuerzos de resistencia 
eléctrica en el diafragma, como lo muestra la figura (12-1.•). 

Figura (1<-1.•) · .· ManÍSmefrci.'.· de. diafragma- que : usa. medidores de 
·deformación• ·con ''resistencia ·eléctrica: 

La .. deflexi6n .. de un ···diaÚagi;;a'.bajo p~ElsiÓn :púede detectar~e ;por. 
una variación de capacitancia;'·; como'' ro:.::.muestra "--1a ..• figura'':: (12-i'.7). ,·: 

La . señal obtenida· : es ·:.t:i:ansformadá · · mediante_ .. :·un:t. dispositi"'.º· 
analógico-digital y visualizada-, en :Úna-:pantalla-_.o ·"display"-_;._·;· .. :_:.:\ .. :_,•::·.: 

Estos medidores_ de· presión ·.··son-. ·adecuados: ·para :;las·· 'mediciones 
dinámicas, ya que la frecuencia· natural de. ros·:· diafragmas : ':puede·· ser 
bastante alta 1221 · · · · · · · · · · ·· · ... 
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Figura (12-i.1) Manómetro de capacitancia. 

CARACTERJSTICAS DE UN TRANSDUCTOR CAPACJTJVO: 

El principio de operación de un transductor capacitivo es·· en base 
a la distancia variable entre placas que se registra como cambio .. de. 
capacitancia. . . 

Tipo de entrada: Desplazamiento o cambio en la consÍ:arit~ ,. 
dieléctrica entre placas; también cambio en el ár,ea de las placas; 

Escala o nivel de entrada: Muy amplio: 
varios metros. 

sensibilidad a la entrada: Altamente variable: desde lpF/o'.ooo~ ., 
in para mediciones de espacio de desplazamiento. , , •:i . ., 

Respuesta a la frecuencia: Depende principalme~te.:: ··-de}.'.•ia':.,.. ·· · 
construcción mecánica; pero puede llegar hasta 50 000 Hz. , . . t.,: 

/":).':.'.· :;<·:: . >--·.' 
Tipo de salida : capacitancia. .. ;- ;':/.:·:::. 

Aplicaciones: Desplazamiento, área, 
mediciones del nivel del sonido y otras. 

nivel de liquidoi(présión;: 
' ·;' ·. ~<-: -:--1::. ··~:~ "-:.;< ·-:-~: '> '\·':, ,.,, 

Observaciones: La alta impedancia de ·:salida :_':_p.ied·e,.·._· .. ·.·. 
cuidadosa construcción de circuitos de sal·ida ;·.":' · ·:'¡'·:.• 

.··· .-·.:·1 ..•. _., 
' .. , -:· .\.; ;~·, 

·.<-~. .• ' .. 

MEDICIÓN DE ~A v~i~ci:Db J~ :l~~~/' ' ' '·. 12.2 
'.~~:- ".---. .' _-. '•. --. ->·_ :<\": ·'·, 

::.:X;.~~-<:·.. ·'.·?>· , .. _·; -'··. 
; : , -.. _,.· __ \· ·:: .. ~-~~-:;::;.-5 

TUBO PITOT. 

El trabajo inicial. ·dé ·•Henry Píi:oí: , [11'32 r~.'proporciona :.·,·la base 
para la medición. de l'a.· presión-" de: estan·camiento;• (o .:¡;íre'sión ~tc»tal) ,¡: al' 
demostrar que , uri pequeño '. tubo , con·.·: un": extremo> dirigido' .•· coi:iient'e 
arriba, tal como lo ·muestra ·la ·figura·· ·c1·2ci/6' l.'i''pi:oporcioriaba .. · un. 
dispositivo para . la medición .de_· la .. vel'oci~ad ;: .. :··Sin: ·embargo~,.- cuando·· 
esos tubos se colocan·en un flujo at:iie.rto·: .. en_,,l'.l· que·,:la>-velocidad es. 
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- vo, el liquido en el inte'iior-' del tubo -se 'eleva ·_sobre ia superficie 
. :libre en una distancia· Vo_/29; .-Si _aplicamos ·un- balance de Bernoulli 
entre los puntos · 1 y 2 de« la:-_ figura:, (12"1-.6), obtenemos la siguiente 

e:i<Presi6n• p.;~ ~ ~~J~\ _;y
02129 

(>
2
-i.s) 

- · ... ·,-,.:'. ·:.-· 
O también: ·. . -

- ' ·····. 

Pó · ;;_ Po + i/2_ pvo2 

. ~·J""'~---~ Jf :7 

'~·y··d;,.~~ ......... · ·--·----.. 
Figura (12-1.0) • Tubo Pitot. 

ANEMÓMETRO DE HILO CALIENTE. 

Un tipo de anemómetro que se usa para medir las velocidades 
tanto.promedio como instantánea en flujos de gas y de liquidas, es 
el anemómetro de hilo caliente o de película caliente. 

Actualmente la mayor parte de mediciones de las fluctuaciones-de 
velocidad turbulenta, se hace con estos instrumentos o con 
anemometría laser. La figura (12-1.7) muestra los elementos sensores 
típicos, así como_sus soportes, para la operación por alambre térmico 
y por pelicula térmica. 

Figura 

-_u.) -- - -

~ 1.9 ¡,_.,, l ... 

,.,,N•• f!" \,,\j Vl.i ol\" 1 

:·~'"'" cun '~''"·hrt11111.,-·· 
···'~· .. ::t.l•·llll' ... u i. ... , - ' 
... ,:.--,., 1 

. ~-·~i.1~_...-11 li1Aro.) 

(Í2-i.7). Anemó~~tros de: a) 
térmica.· 



El elemento sensor del anem6metro consiste ya sea en un alambre 
delgado o en una película metálica colocada sobre un soporte de 
vidrio y recubierta para protegerla. Debido a la barrra de soporte y 
al .recubrimiento, el sensor de pel:tcula térmica es especialmente 
Qtil en ambientes contaminados. El elemento sensor se calienta por 
medio de un circuito electr6nico que permite la medici6n de la 
energía suministrada al elemento. La energ:ta suministrada está 
relacionada con la velocidad del fluido normal al sensor, a través 
de las leyes de la transferencia convectiva de calor entre el sensor 
y el fluído. Con el control electrónico y la compensación adecuados, 
un alambre caliente delgado puede responder a velocidades de 
fluctuación de frecuencias hasta de 500 000 Hz. 

Los sensores del anem6metro se conectan por lo general, a un 
circuito electr6nico que permite su calibración. Existen dos 
modalidades de estos dispositivos: 

a) De temperatura constante. 
b) De corriente constante. 

Siendo el primero, el sistema usado con mayor frecuencia. 

King demostró 1211 que la potencia transferida desde un sensor de 
hilo (o de película), se puede expresar por: 

P • I 2Rsen•or m (a+b vpv;).(Taen•or - Trlu.Ído) (i2-1.1) 

En donde : 

I = Corriente que fluye a través del sensor. 
v•= Velocidad instantánea del fluido normal al sensor. 

a y b = Constantes empíricas obtenidas por calibraci6n del hilo o 
película. 

Para el sistema de 
constantes, de manera 
constante, 

tempei;.at~ra constante, Raenaor y Tsonsor 
que V"'aI . As!, . siempre . que Tnut•• 

V = (A+B(¡;V') 

spn 

En donde V es el voltaje de salida delpuente. La figura.•(12-1.1f, 
muestra una curva típica de calibración ,.para un sensor de.:pel:tcula ·. · 
c~~~~ . 
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Figura: 

. ··-.; .;., . ·': ~:;-"···· 
(1 •• ; .• ¡ ,• caÚÍ:ir~d.óri° ;~aJi.;¡:_~~ • ~ei;~or' cie ~ pelícu~a 

· ,0.051 mm,en áire·:atmbsférico:·0;90 m/s: 
térmica de 

22,3 HEDICIÓN DEL CAUDAL. 

En algunos· flujos constantes, el caudal (Q ó W) puede· ser 
obtenido por simple medición de la cantidad_. total de fluido 
colectado en un tiempo medido (ver tema correspondiente al tema de 

definición de gasto). Tales medidas pueden ser.hechas por peso o por 
volumen. Sin embargo, esas prácticas sólo se pueden realizar para 
flujos pequeños y bajo condiciones de laboratorio. Para flujos de 
gas, mediciones volumétricas deben hacerse bajo condiciones de 
presión y temperaturas constantes. 

Para mediciones prácticas de rutina existe una amplia gama de 
medidores de flujo y técnicas en la medición de flujo. Entre los 
medidores de flujo existen dispositivos, tales como los medidores 
domésticos para gas y agua y las bombas de desplazamiento positivo. 

Entre los medidores de flu)o, existen tipos-de : 

a) Desplazamiento positivo: medidores de émbolo,. reciprocani:e, 
de disco giratorio, de· p_istón_ gir_atorio, medidores .:de 
aleta, etc. 
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. . . -
·bl' Sistemas de medición .diferendal:: .medidor. de vetituri, 

placas de orificio, boquillas ·y medidores de codo. 

~) Canales abiertos, vertederos y dilución, velocidad de 
trazadores. 

d) Medidores de flujo, tanto magnéticos corno ultrasónicos 
(acusticos) ofrecen mediciones no intrusivas. 

Se ha observado, que una contra c ción en un tubo de 
corriente (analizar la ecuación de Bernoulli) produce un flujo 
acelerado y un descenso de línea de gradiente hidráulico o de 
presióri, gue están directamente relacionados con el régimen de 
flujo y por tanto, constituyen una buena forma de calcular el régimen 
de flujo, a partir de las mediciones de presión. Tales 
contracciones utilizadas como medidores de fluido, se obtienen por 
medio de medidores Venturi, toberas y orificios. 

MEDIDOR VENTURI. 

En la figura (12-1.•), se muestra un medidor Venturi. Este consiste 
en un cono de entrada liso, de ángulo de cerca de 20 grados, una 
sección cilíndrica corta, y un difusor de ángulo de cono de 5 a 7 
grados con objeto de minimizar la pérdida de carga. Para una 
operación satisfactoria del medidor, el flujo debe estar establecido 
al pasar a través de la sección l. Para asegurar esto, el medidor 
deberá instalarse corriente abajo de una sección de tubo recto y 
uniforme, libre de accesorios, desalineaniientos u otras fuentes de 
turbulencia en gran escala, y que tenga una longitud de por lo menos 
30 (y preferiblemente SO) diámetros de tubería l3•l. 

Figura (12-L•) Medidor Venturi. 

134 



Las presiones en la base del medidor (sección 1) y en la 
garganta (sección 2) se obtienen por medio de anillos piezométricos, 
y'la diferencia de presiones se mide por lo general por medio de 
manómetros diferenciales o transductores de presión. Para la 
medición de gases, se requiereri mediciones separadas de la presión 
y de la temperatura en la base del medidor, pero para liquidas, 
basta con la lectura de la presión diferencial, que permitirá el 
ci!ilculo del régimen de flujo. · 

Para obtener la ecuación del Venturl., .hagamos las siguientes 
consideraciones: 

- Despreciar la fricción. 
- Tuberia horizontal. 
- Flujo laminar. 

Se aplica la ecuación 'de Be.rnoulli, segün lo muestra .~la :fig, 
(12-L10) entre los puntos 1 y 2 para un flujo incompr~sible. 

v
1
2 ;2· +P, /p 

La ecuación de c_onti~uia~ci p.ai:a p 

;( . Q1 = Q~ 

:·V1M = -V2A2 

v;r;n2/'4í · 
l, -·· '(12-2. 2) 
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.. ··: 

;: ·. <:> : ·. coriibinand~ las .. ecuaciones (12-2.1). y (12-2.2) y_eÚ~in·ando v1, 

V2 = l/Jl-(D2/D1) 4 ~[ 2(P1 - P2)/p,~·.· , 

. ~~~ª . co~side~ar la pequefia pérdida por fricción.· s.~· i11trodúce .. a 
:.la ·ecuación· (1a-2.3) el coeficiente experimental Cv 1101, con··lo ·cual:. 

. v2 = cv ;h- (D2/D1) ·Qc 2 (P1 - P2) /p ~ . ; :•,'>1:;:2._fr 

La ·ecuación (12-2.4) está expresada en el sistéína :··ini::er~~6ional d· 
unidades . ·.-. · · · ··.•- ···:•: >' 

Si se multiplica (12~2.4) por el área: 
':"·,:··.:: 

V2 A = Q = C~ _J2/P ID 

.::~• .• ~ :i2,<.~~(1>,lf(;c~f((.c1·:;~~·ir •.. ·.: 
'•:'.::(.J.; :,· . .. , .. ~· ,,. (:i .. , 

Donde : . .': •·::} ./ .·'.·' ; ' ·• 
... :.;.>::,;, .. :,.<·,':·~.~.fl:.::;'-_. ~-:·, ' .... ,:;·.'~:···';·'' ·;.: O·' ·.. ··:'..> 

~- : Relación'.: entré:.• los'' diámetros menor.·-y :,mayor . en ···orificios ·y 
toberas ·;·durante ·.:.1as ""·contracciones •···o:;:.ensanctiamientos ·.de las 
tub771~i;-t<R~~o1 ir:; .. ;'.\'.~:'· ,. ·'. ·." .... ·:'·. . : 

.:::-·"·;'.~~~;:,:~riJ[~W~~,;t;;t~ ,._,,""::.,· 
Dondé: 

C = CoeficieÍlt~ .. de: nuj~;, ~~.:ir p¡g~·. A-38. de la. ref .. 1101, se 
dan•. los. valores "de:·._c para . .,toberas y. orificios. El ·uso. del 
coeficiente ··de ··flujo,· eli.mina .:la .necesidad de calcu.lar la 
velocidad: de avenida;·. 
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.La. ecuación (12-2.•), queda finalmente, como: 

Q = e A2 vWTP (12-3.o) 

El valor de AP en la ecuación {12-J.o) es la diferencia de 
presión entre dos agujeros · roscados en la tubería situados a un· 
diámetro antes y o.s diámetros después del plano en la cara· de 
entrada del orificio o tobera, cuando los valoresde C se toman de ia 
pág. A-38 de la ref. 1101. 

El coeficiente de flujo e se representa a partir de los 
diferentes numeres de Reynolds, basados en los diámetros internos de 
la tubería de entrada. 

los medidores de orificio· ~é';/'~:llmitl<Íri< •• ; · •. 
a costa de una pérdida de carg'.l.'.' ~~i::h_~. 

,::',-:' .~::::·;· ,._-,' ::,..<<. _'/·' 
:.:' . ;·,::;;::. 

·-·; ··,;., -~ ~."·~. 

mayor. 

MEDIDOR DE ORIFICIO. ..,_., 

El medidor de orificio consiste en un :~~j·~j::~~'-~irct'la~· 
concéntrico de bordes rectangulares, en .una· placa· delgada,, que": se 
ajusta entre las bridas de la .tubería (Fi_g. 12-1,11)' ... ,<: . 

. · ·~·~ .... -:~~ .... ~ .•. ·.--.·.-...:.~ . ==:!:e~:--
._..:..~===--::....... ' . -~ 
' ' ' . . ..... ,, 

- .~I . P2 

Figura (12-1:11). Medidor de flujri de orificio. 
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.• 

Las taínas de presión en el punto l corriente arriba y en el 
punto 2 corriente abajo, miden la diferencia de presión P1 - P2. 

Las dos posiciones de las tomas generalmente se instalan a 
aproximadamente un diámetro del tubo corriente arriba y entre 0.3 
y O. 8 diámetro del tubo corriente abajo 1101. La corriente del fluido 
forma una vena contracta después de haber pasado por el orificio. 
Debido a la formación de remolinos corriente abajo de la vena 

contracta, se verifican altas pérdidas de presión, las cuales 
dependen de la relación de diámetros (D2/D1) y es aprox. 73\- de .t.P 
para D2/D1 = 0.5; de 56\- y 38\- para una relación de diámetros de 
0.65 y o.a respectivamente. Valores experimentales pueden hallarse en 
Crane, ref. uoJ. 

Del mismo modo que para la ecuación de Venturi, es posible 
usando la ecuación de Bernoulli, deducir la expresión matemática para 
el medidor de orificio: 

V2 = Co//[1- (D2/D1) 4J ~(2 (PI - P2) /pJ ] (12-l.1) 

El coeficiente de orificio se determina experimentalmente, si el,· 
numero de Reynolds en el orificio, es superior a 20, 000 y 1 a · 
relación de diámetros (D2/D1) es inferior a aproximadamente 0.33, el 
valor de Co se puede considerar constante en O . 61 para el caso de 
líquidos !lsJ . 

TOBERAS. 

Cuando las toberas se colocan en, o al final, de una tubería 
como dispositivos de medición, en general· se les denomina toberas de 
flujo, y en la figura (12-1.12) se ilustra una de ellas. 

Figura (12-1.12) .Tobera de flujo. 
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Tales dispositivos se diseñan para ser sujetadas entre las 
·bridas de un tubo y esencialmente son medidores Venturi sin conos 
difusores; Ya que el cono difusor existe principalmente para 
minimizar las pérdidas de carga ocasionadas por el medidor, es de 

.:,r.: .. esperar· que resultarán pérdidas de carga mayores en las toberas de 
flujo qtie las que ocurren en un medidor Venturi, lo cual representa 
una desventaja de la tobera frente el Venturi. Sin embargo, esta 
desventaja se compensa en parte, por el bajo costo inicial de la 
tobera de .flujo. 

Con respecto a las ecuaciones utilizables para un medidor de 
tobera, se puede calcular el gasto volumétrico con la ecuación del 
Venturi. 

La Sociedad Americana de Ingenieros Mecánicos (A.S.M.E.) y la 
Asociación Internacional de Normas (International Standars 
Association) han producido información sobre la instalación, 
especificaciones y coeficientes experimentales de toberas, por lo que 
es recomendable recurrir a los documentos originales de estas 
sociedades. 

Se ha observado una variación de Cv debida a la relación entre 
áreas y al numero de Reynolds; a Re altos (de aprox. 50 000 en 
adelante), Cvpermanece constante, y al disminuir Re, Cv también 
disminuye 1101. Lo anterior se verifica tanto en Venturis como en 
toberas. 
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FLUJO EN. CANALES ABIERTOS O VERTEDEROS. 

Para medir las velocidades de flujo en algunos casos de 
".':ingeniería de procesos o en instalaciones agrícolas, por ejemplo, 
s.uelen emplearse vertederos, que son diques sobre los cuales fluye el 
líquido. Existen dos tipos principales: el vertedero rectangular y 
el triangular, los cuales se esquematizan en la figura (12-i.13) • 

~=='7:"7'--¡

ho 
j 

(b) 

(•) 

Figura (12-J.13) Tipos de vertederos: a) rectangular, b) triangular .. 

Terminología: 

Se denomina umbral o cresta (ver la figura 12-1.14) al borde 
horizontal del vertedero. Los b~rdes verticales constituyen las caras 
del vertedero. La carga (H) del vertedero, es la altura alcanzada por 
el agua, a partir de la cresta del vertedero. Debido a la depresión 
de la lámina vertiente junto al vertedero, la carga CH) debe ser 
medida aguas arriba, a una distancia aproximadamente igual o superior 
a SH 12J. 

H Carga del vertedero. 
L Longitud de la cresta. 
B Ancho del canal de acceso. 

(.".:.:.·.:. 

_.: : .. .'' ':. ·- ~: '. . . 

Figúra (12-1.ur. ve~t~der~ .re~ta.ng~lar .. 
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Clas1Cicaci6n de los vertederos: 

Aceptando las más variadas formas y disposiciones, ios 
vertederos presentan los. más diversos comportamientos, siendo muchos 
los factores que pueden servir de base para su clasificación 12J. 

1. FORMA; 

a) simples: rectangulares, trapezoidales, triangulares, etc.: .. 
b) Compuestos: secciones combinadas. 

2. ALTURA RELATIVA DEL UHBRAL: 

a) Vertederos: completos o libres: (p > p' ) ; .. 
b) Vertederos incompletos o ahogados: (p · > p•:¡·:; .· 

3. ESPESOR DE U PARED: 

a) Vertederos de pared delgada:placas .o madera.biselada; 
b) Vertederos de pared gruesa: (e >O •. 66H),:. ·. · 

4. LONGITUD DE CRESTA: 

a) Vertederos sin contracciones laterales: .·'(L .:.. Bf; 
b) Vertederos con contracciones. - Son aqueJ:los cuya longitud 

(LJ es menor que el ancho del canal de acceso (L > B) • 

El procedimiento para medir el flujo del líquido es 

El líquido se encuentra fluyendo por el vertedero, entonces se 
mide la altura ho (carga del vertedero) en metros por encima de la 
base plana o del vértice del ángulo (para el caso del vertedero 
triangular). La carga deberá medirse a una distancia aproximadamente 
de 3ho metros corriente arriba del vertedero, mediante el auxilio de 
un nivel o un flotador. · 

Las ecuaciones para calcular el gasto volumétrico (en m3 /s), . 
en los vertederos, se pueden deducir a partir de un análisis·· 
dimensional (Es recomendable, que el lector consulte el .• tema·• 
referente a ·análisis de similitud y de semejanza, de: ,este.:.:trabajo;· 
donde se ·apli'.=a el teorema 11.Pi 11 , .. al_,. caso, de:,: un'._.-:,vert~der<? · 
triangular) .. Es.tas. ecuaciones, solamente· .. son>. aplicables·,·,;-a ·.::·agua·,:.· . . ·:i · 
algunas de.:ellas .. s.e.·presentan a continuac.ión 11s1:·· :.::;:···;.:·::":"·: ··•·. 

__ ·,· .. ·,._,,.,,_.:: .. -_,-.--: ,:•..;.' 

aJ m~~i~~~~~i: rectangular · 6. · fórinul~, él,e 7 ~e~;7~~~r?:;;~~ :!'~~n~is .. ·· 
Q = O .41~ (L - O .2ho)h(sf2g) ·.· .. : ; ;. : (¡;~:i.2) '., . 

La fórmula (12-3.2) concuer.da cori .los J:esi.ti~~do's ~xp~i::im~;,t~les 
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con errores·menores de un Jt . Un caso particular de 
·algunos problemas de aplicación, se presentan cuando:. 

interés . en ' 
·'.· 

· L > 2ho, la 
la carga de 
condiciones, 
caso). 

velocidad corriente arri:ba es < O. 6 m/s, ho >0. 09 m· Y 
la cresta por encima del canal es > 3ho. En· esas:: 
Q puede calcularse por (12-3,2 ó 12-3.3, ••v\ln. •••· ·:'•". 

Donde: 

L = Longitud de la cresta. [m] 
g = 9.80665 [m/s] 

ho = Carga del vertedero. [m] 

b) Vertedero triangular. 

Q = [0.3J. h~' 5 / tan a J [\12g) 

En unidades del sistema internacional. 

(12-3.3) 

Los programas de cómputo que se presentan referentes a este tema, 
utilizan dos ecuaciones diferentes (ver en la descripción del 
programa Vertedero, en la parte de deducción de ecuaciones utilizadas 
en el programa) a las mostradas en este apartado, es decir, son otros 
dos casos particulares de aplicación a problemas de medición de 
flujo, mediante vertederos. 

12.4 HEDICIÓN DE LA VISCOSIDAD. 

Las mediciones de la viscosidad, se efectuan en dispositivos 
conocidos como viscosímetros, . que en sus . v.ariedades comunes puedi;n 
clasificarse en ¡39¡: ·. 

a) Dispositivos rotacionales .. 
b) Dispositivos de tubo: .. '· ... ,,.. ... · •. 

• • : ·.'·· · .• ·.1, :. '.:: ·<: .. ,:.: .~: ':' :·~;.·: .. _·, ·: r·· .... 
La operación de estos dispositivos·;·_depende(cde -la É!xiStÉmciá.• de 

un flujo laminar, es decir; .dominado::por";la" acci6n'>viscosa;··:.bajci ....... .. 
ciertas condiciones controladas y reproducibles.: Sin· embargo;:_'estas .. • 
condiciones implican complicacion.es\•pára ;,'permit.ir; que'_(se ,:.:calculen:.· .. : 
analíticamente las constantes. del .·:visc6símet·ro'.y/·: por · 10 :.arit.erior, .·.'. 
estas se pueden calcular en· general;-: por: calibración de•i.úi·:Hquido"· 
de viscosidad conocida. Debido::a la"·v:ariaci6n• de·.·1a··:.vi·scósidad.::con· 
la temperatura, todos los viscosimetros deben :sumergirse•: en: baños de 
temperatura constante y proveerse: de·: termómetros.- para:· tomar :·.l'as 
temperaturas a las cuales se ·efectilan· las ·mediciones. ·· · .. · · 
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Al DISPOSITIVOS ROTACIONALES. 

Dos ejemplos de instrumentos de tipo rotatorio son: 

l. Viscos.ímetro de McMichael. Las partes esenciales de este 
apárato se muestran en ·1a figura (12-1.isl. Consiste en dos 
cilindros concéntricos, en el espacio intermedio de los cuales se 
contiene el liquido cuya viscosidad ha de determinarse. 

Figura' e;·;~;.;~¡ :·.vi'sc:ó~.ím~~;() ti~:¡.].;l~Micilael ;· 
Se hace girar 'ei' ci1ihdx'b~.'~~ter~~r a 'velocidad do~~bante, y la 

deflexi6n .. rotativa.•.del''::·.cil°indro•,iriterior :·.(llevada :a·. cabo·· contra .. un 
·resorte) . constituye: un·a: medida .de ·1a:v'iscosid¡¡~. ~,¡¡le liquido.:. · 

':--.-.3~ ·'.' :·- <~~-:~-- ._, ·->::-"": .:::-~;> -~: -·:,;-. ·\<;~<.i-(.7": ,. ·:(::"\"~.":·:·. 

propo~~f~n:i · ;<>~~ • ~.:~1:~i~;r~~;;{~~~i ;~~~~~~~~~~í.:~~~"-~i~~~;nH~~~ .. ~s · .. ·. 
. ' ··.·· '····,cµ.:;.:¡{;~.:;: .. ? .. :l<N: ,.•· . .';: ·• ,,, ; '•.; •\. é12-3~.¡ :: 

,_: __ :. 1":~'-':·;~.;·;· 1)',.:-~·- ·>:.l.:::..~:: .. ::~;·:·:···: 
, .·<::.'..\ ;~.~ .- ,.-.: - ·-~-.· ::) ... -..-.~··,· "::":··" ::- .. ,- ' .. -... -- '':·:-::·:-.:. 
• - ·- ._. : ::-::(~: '.,, ·:-~~:·;- . -· -· • ·l. ~. ,: • -

Donde·":_ - : , ... ~- -... - .· .¿:·- .-, .:: " .,_ :·:,· ... _. , ._,~_:_ ·. ._,._, .\ 

K ~ · RC~ni~~i~ú~i~~].¿~.~~~.~,1·~t:;~~~·~.~~~te~j~~~ ;)8~~~~to: .. 

N 
<P 
T 

· llR ·;. ·. Diferendá,:enfre:. el';radio :'exteri'órY: er:.interior· .. · 
h =.·Al tura'· del• ·cilindro:·interior:.:. ' . . . . ... · .. · · .· · °' 

. t\h : f:tfee:ie~fª''d~x·~t~.~ras,',entre el cilindro exterior y el 
·.·.~·'>:·/· ,. - .·. '· ···; ··: .. ~':; 

ve1óciciact ~dtk~ionai: ·.' 
DefleXión-~\ torsion-al' ~'-- ''·" 
Par.de:,'.torsión•;·;•,C:·: .. 

La. ecu~~';i¿;;: ;;~~~.:. i;>~e~~~~~;f que la 'viscosidad' pue~e obtenerse 
a partir de medidas·:.de·deflexi6n·y·de yelocidad~ · 

l43 



... , , i. Vi,~cosímetro de st'ormer. También en este caso, el líquido 
cuya ·.viscosidad ha de determinarse, se coloca entre los dos 
cilindros .concéntricos. Pero a diferencia del viscosímetro de 

. ·; .. · MacMichel', el cilindro interior· se hace girar por medio de un 
( -k~c mecanismo de peso descendente, y la medida de la viscosidad del 

líquido se determina midiendo el tiempo necesario para que realice un !' ·numero· fijo de revoluciones. 

1 
1 

k 
!~i 
¡~~ 

1 
i Figura (12-1.10). Viscosímetro de Stormer. 

Es posible obtener las expresiones matemrticas del 
par de torsión para estos dispositivos (ejemplos : MacMichael y 
s.tormer), mediante el uso de análisis adimensionales que involucren 
las variables anteriormente mencionadas así como las dimensiones 
del dispositivo. 

Para el caso del viscosímetro de Storíiter es: 

T = 2nR2hµV/AR + nR3µV/2Ah (12-3. s) 

Donde : 
R = Radio interior. 

AR= Diferencia entre el radio exterior' y el.interior. 
h = Altura del cilindro interior·~ 

Ah = Diferencia de al turas entre ;, el . ciÚndro·; exterior . y el 
interior. ., 

V Velocidad periférica del cilindro m6v,il ;• :,. , 

:l p::::::i::::::.·de'· la ·~.6~~6i6i:·~·~c'1·~-'3.s) ;'•;~~;frs~nt};'.(.~~;''par. dé.· 
torsión debido al esfuerzo ,visi::oso'•;.,,en'•·e1Xespado •.. entre••las paredes ·. 
cilíndricas, y. el segundo :,términ'O<·tc'el''''.Par.;::'de/.torsi6n ·debido. al 
esfuerzo viscoso entre ·los' extremos.: de 'los.·cilindros ;• 

,:;"r; :> :· •• ~· '''•:." ... - _,_::.: ,'"' ·-,•·:·¡:·:::::;;·:: .-~ '.• 

Debido a. qué R;AR, h,:Ah,°'son constantes·'dei 'insi:iúmento;' y 
velocidad rotacional' (NJ •. ::es· proporcionar·,a\V,'.',se ;puede •esc'ribir 

~1aci6n: ·· ··'.·~·:\ .. ··>r .. :··· ··-· · '"/;· ·.,. 

ia. 
la 

T µ .=.TlKN; . (12·3. 6) ·· .. ··,.- " .. 
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::;·.-. 
·En la cual la constante K depende de los factores.·: antes· 

menci::a::s~iscosímetro de Stormer, el par de torsión es consta:nte,·· ::::,.·:· 
ya que es proporcional al peso W, el cual es también constante'.del'· 
instrumento; el tiempo t, requerido para realizar un numero· fijo. •de 
revoluciones, es inversamente proporcional a N(T=K2/N), con ··.el'· ... · .... :· 
resultado: · 

µ = (T/K K2)t 

La ecuación (12-J.7"!1 permite medir directamente la viscos1.d~il. 
mediante un numero fijo de revoluciones producido por. el, mismo· 
descendente. 

U) Una alternativa la_ soluclon analltlca de i~ .. 
Navler-Stoko• para· el flujo entro 
eje•Plos que •e .presentan al t.ermlno de 

B) VISCOSÍMETROS DE TUBO. 

Dentro de esta 

~: ~~~~~i~: : ... .:<> 
Los cuales se represe,; ta~ ~n l~ ;figur~'. (;2-i~ 1~) . 

-.'';.,' 

El ,;fscósimetro : d.e';osi:.:.ald ·generalmente · es usado para 
fluidos de ·viscosidad ... baja; por:, ejemplo·, agua, .'mient.ras que ·e1 .. 
viscosímetro··. Saybolt '.s.e usa:: P.ara:: ··fluí dos de viscosidad media o 
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I .. 

.viscosidad alta. Estos instrumentos implican un flujo laminar no 
uniforme, de volumen fijo de líquido a través de un tubo pequeño 
bajo condiciones normal izadas. El tiempo necesario para que esa 
cantidad de líquido pase a través del tubo, viene a ser la medida 
de la viscosidad cinemática del líquido. 

Para deducir la expresión que relaciona la viscosidad 
cinemática con el tiempo, para el caso del viscosímetro Saybolt 
Universal (para t > 32 s), hacemos las siguientes aproximaciones: 

- Se aplica la ley de Hagen-Poiseuille para flujo laminar en un 
tubo circular·. 

- Aplicar una ley de movimiento laminar establecido, a una 
condición de flujo no uniforme en un tubo, considerando los 
efectos de entrada. 

La expresión que resulta es la siguiente: 

V • 10~ (0.002 197 t - 1.798/t) (12·3.S) 

En la cual : 

- t • tiempo en segundos. 
Para valores grandes del tiempo t, esta ecuación se apr.oxima a 
la ecuación lineal. 

De los viscosímetros de tubo, los de Saybolt, Engler y Redwood, 
se construyen de metal bajo rígidas especificaciones y, por lo 
tanto, se pueden usar sin calibración. Contrariamente, ya que las 
dimensiones de los viscosímetros de vidrio, tales como los de Bingham 
y Ostwald,no se pueden controlar tan perfectamente, estos. 
instrumentos deben calibrarse antes de hacer mediciones de la 
viscosidad. 
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12.4a> CILINDROS ROTANTES 

l~ 'Deducción de la expresi6n del esfuerzo cort",;nte y r~pidez. de 
corte en. un viscosímetro basado en el principio de.· .cono, .Y. placa !3L' 

i:..os elementos esenciales del viscosimei:rci .de· .7onci': y "placa . se 
·:muestra en la siguienet figura: 

. ~ .. _. : ·'. -:_:. ·. 

Sea N. Hz la. rapidéz •d~.gir6:d~i:c cono¡. ento~6e~, . la . v.e~ocid~d 
angular del cono·· es:·,_: ·- .. ~:.~)-~:::·, .. ;,,{···;\:~:·· ~::···-. _. <'~~--·.,;: ,-:·_··~ .··. ·· ".,"·. · ·--

./< .:w~;;·:;2TiN. /r~cii~n~s/~:~~):.·, ·•· \.·.:· ····(cL"i.1>.·,. · · 
-,_. ·:_,, -

velocidad tange~C:i'~i ·~e ~ª •supe:Úrc'ie i~~{ ; ¿ario ·¡;)a~~• un ~~d.i~ · 
es: .;,_: .. -·>:•/'-: :.«~~~/ ··, :1;-. :·-:¡;~ . : ·:}: -~··.;:·::: .. -

· -- ',i., - · ..• - ,_._··.--.· "·•",·;····· .~,-:_·::~:~~ . .-~-
... -.. - .... :~:.: ~·- :;-:;,·-~ ?·.~ (_c_~;;·\~~r-: /~·;_ :_' ::.,:·~· /:<::.' .· --

La profundidad de la muestra de· úq;;ido .¡;i~ra ún.:']_:adio. r. es: 
. ·' ···.i.> . :, <:)·.'.,;;. ' ... 

·.r = rw =· 2iirN.· 

O = r;tan 'I' .;J,:".· . . •::>· .. ,~·.:(Í:L~t·.3) 

Donde: 4> es el Ángulo del cono. ·: :• ' ' ..... '"'· '·.·.';:::,:.;} .¡:,; . . . .·· 

Como o es muy pequeño en un i~~tiJni~¿~;p~'á6Üd6;,~"~i·;~~~~fe~t~ , · 
de velocidad experimentado por el líquido' para un ·radio 'r es: > · .. ' 

'1;2i~N/Íi · .· . ·. ·~ ,};: .· .'f'. :/: .'.¡'C:L~;.;j 
Por lo tanto, el gradiente 'd~ ~e1b6i'aádÍ6 la. r_~pfoez(51e'. c.;"~t:e','I" 

es: .2nrN/i: .• t~~~;L .. ~~;;t~~ ~'.;. ·•).:,:···· "' <L~(cL-:~.i: 
La expresi6~ •. ! e~:, :s ¡ : ,;·~e,~J1~!:':,~~1L~~füi~iu~~ji~ ·i~~~~i~Ji~ide.: del·'·. 

radio;· Por. lo ·.tanto; ·;.u'n·:.liquido.'de:;·en's'ayoi:::entre\el.::·.'cono\y'.;la :placa; 
experimenta· : una:: .'..rápidez ~.:,de.•·:: éoí:'fe · .. ,,:esencialmente: •Fun'ifórme ,,.,.para · 
cualquier ·.veloc.i.dad,..de:,;°9on.o.:r,Como.•la.:c rapidez:tde'.·corte .:e·s •.constante,'· .. 
el esfuerzo. ,.cortante ·.a · .. lo: .. largo•,· de ,:;la:»•superf icie ::;del cono '.también·· 
será co~stante ;:··.·: .-··'.::~- ·.;'.-.: .'.\-/··»· ·;· :.;\;-:,:;;,:·.'·-~·> .. ,_ .. ;:~:-~:.-·-··_, '.~\;··:/-'.-.:~_,·. >~:_,·:~.:-:;:•::1·._:·.:· '·:'./;';_::; .• F· ·-·'.-I:>.~'.~:1 ·.> · 

Considéres.;Ó ,·. uri ele~ento .r~d.iai d~l :~ori;; pa~a ,;;, , rádio i:. La 
fuerza de ·corte . sobrei':·e1 .elemento 'anular·· en. r· eis.'de' '21rrtis' ..... donde' l: 
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és .. el° esfuerzo cortante. Dado que: 

·11r = lls cos ' y cos ,_l ·conforme.' -o· entonces llr e- lls· 

Por lo tanto, la fuerza de corte sobre el elemento a un radio r 
es de 2nrllri:. El torque debido a la fuerza de corte sobre el elemento 
anular es .St: : 

t: y 

Por lo tanto: 

.St: = 2n r 211r t: 

Si el torque medido es T, entonces: 

T = ~R 2n~ r 2 dr = 2/3 n~ R 3
. 

Por lo tanto el esfuerzo cortante es·: 

t: = 3T/2ttR
3

. 

y la rapidez de corte es: 

(cL-1.6) 

(CL-L7)' 

: '.·' ~!-~: ,' 
ya que tan ' = ' para valores pequeñ.os :'de 9. · ···.':.y.:.:· ... ·.·· 
Por lo tanto, la medición directa de' T •Y N permite ~1·:·'dáÍc1lié:i de' 

7 = .2nN/, 

t. Por definición: ·· .. . '· -. ·':<':: .,.: 

viscosidad = esfuerzo cortante/rapidez de corte - ': ;'¡";i~~:;,·y::. 
' . ~ .-· ; '·' "-~ 

j.I = t:/7 
.' .. :_:/:'·.··;· 

,·, 
'·--\~'<:: .. ;:: 

2. Deducción de la expresión matemática que clesdri~~.el-~~;ii1·d<i'' 
velocidades de dos cilindros coaxiales rotantes.''':: •;:."·· · <•''• .. ; · -: ··· .'· ,;, .;, ·:··- .·:, ~-.::::r-.'.:~ :::·~· . :-.. ; -

- . - - ... '.-. - ..• ~:·:: -~·:' 

Problema: Dos cilindros coaxiales de radi6s''(R~· y!:, Ri <están .:··r 
rotando a velocidades angulares wo y w1 respectivamemte:-:•::'.,,.):::'.•.<••i·:•.\':. __ 

Encontrar la expresión del perfil ·.de•:.velocidades• .. :para •. ;e.1',•.caso.
de un fluido que rellena el espacio entre.'los·'dos;'cil'indros:•·r'otantes·: 
Asumir gue es un flujo laminar isotérmico_.;;· .. ,. ·····:•.•., : · ·r·"::.: •. ;_.-;-:. · • .,. · · ·•: • 

Consideraciones: Vr = Vz O. L~ ~ ec1l~:~J6,; ~ ~~)66ilt:'i~~{dad' en 

estado estable se reduce a: ·~y~/~B, ·-~<:9:-.:.\·; ·.--'.>·:. ·;; : . ,·:_y-~~-> · -~}~'?:·:· ~.'}co..:.1 .:i). ·.1. • 

- .'.1 •• ! . -; '. , - ··:: .·~> .... ~.:::~· r':. , .. :-
.: __ ·,;·~;'~· .. _,: ' •·.•.e';,, -

Para el componente 8, · 1a ecuación-.: de movim:i~~to se. réduc:_e''.ii: 

,, a/ai., [i/~/a¡afc~~ol J Vil ' ', c~o-úl 
. ¡48_·. 
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; . : ·._... .. , '.'. •• 1:.'· .• :· . . . '.~ : .: .:· .. ~; ··.· ::~- ,... . : 't-';. ··.·:"->:· 

Integrand~ Úna vez; " , ·,·,; . ' 
·:/.: · ,..,; .. ;~.:. /:·: ~F-~/;:·;·.;_:¡·::'.;-:;,;_~..;")/ .... '; · .. - . i •• · , --. 

,·. "·<> ·" "'.,, \\:' • :.' :a;arcrvoJ ,= -, .·.· .. ;. -~ .. ·<: . . . ,. ·; ·:, 
Int:egr~ndo .P~i 's~9tii1~~?vfr:. ::'. · .;· ,,: '

0 

•• · ·; · " 

· ,,,·,;. ... .. ... rVo = · (C1 r ) /2 
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·EJEMPLO : TH.17 (YEREC). 

PROGRAMA : VERTEDERO RECTANGULAR. 

TEMÁ CORRESPONDIENTE A: HEDICIÓN DE FLUJOS. 

PROBLEMA TIPO: Hedic16n de la velocidad de un flujo por medio· de un 
vertedero rectangular. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la velocidad volumétrica de flujo en un 
vertedero rectangular, mediante aproximaciones sucesivas. Hace uso de 
dos ecuaciones empíricas para el cálculo y determina el porcentaje de 
error al utilizar una con respecto a la otra. 

ENUNCIADO DEL PROGRAMA. 

Obtener la solución para la ecuación (1), por prueba y error, 
usando la ecuación (2) como primera aproximación. Posteriormente, 
calcular el \ de error causado por (2) con respecto a (1). 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

. "•.' ,'-. 

- 'Val.ar de error aceptable. 
- Carga de.agua sobre el 

vertedero': (cabezal) . 

- Al tura 'del vertedero 
rec~angular' 
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Valor numérico . 
0.0001 

0.4 m 
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PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EL EL PROGRAMA. 

·i. Para .el cálculo del gasto volumétrico por unidad de .longitud,:. 
se parte de la ecuación empírica ce.ul de la referencia· 32 -.. .. 

qc = Q/L = 2/3(2g) 1./ 2 ((H + V2 /2g)3 12
- (V2 /2g) 3

/
2
).:,_,, .. ·, .. 

. · ·· \j¡¡c;/;j'f . : 
', ... 

La ecuación (TH-17.1), 
siguiente expresión·: 

se ·puede simplificar, .. obteniéndose:, .'·1a·· · 
,- . ...__,~·· ':¡ "<.'·:: .;.:.:· ~: .:· .. :.:' .· ," ... 

:~A~0 2/3(2g)Ú~.H <?.· .. ·.: ·~< .. :.·¡é(T¿~;;¡ :,-:·: 
. .) . . '" ,. ,·/,, ...... :.·.·. ': > :::::'.> :··> :. 

'"·:;;·:1 ::.r.,~;rzf ;~:.:f ü~t:;~l¡·.~;· ··· , .... ~'.,, .. , .·· 
.,~,L~11i~~r-~;~~~ii~;·~;~)if ~Citf ,·· ''"'''·· 

:~c· ;.?~~:i:c~fv~i/'i;~·9·.·~162~~/;,;.~~.s,~ T1A"~.::~n .... :• 
"'''''; . . ., .• . ;' ' ' .:"" ¡':: '"<•· ·(~-i?:-.):· : _:·,-· :'··>::;~/ ->~~.;·:·:-~:<>-:'\\;;.? -'~~-~:/:· ·.'. .::;.::-·)-~ ·::· ... ·,·-¿: - . ,. ~ -. 

... ,. e-· .-.~· :. <;:-_.",~ ·(~-:.\.''. ·: ·-:··· .. ; .. :·~?;; ·,:.:.•:;·-;· -··-~ ,, 

2 · cEo;;o ~é~'ifio •. i_c .. ·,~~~i.· .. ·.·•.5.:.· r-x;·n··.,,··.·.:_!'l.·.~'-:.e·~~~c. :.i,··-···:s··. ~'.}·(··,T····".·• ... -.··,17.\i'. ' se/puede expresar 
... ·-.: .. !/~. ·.-: . .-'-;:<< .r-~ ---~.·- -'·.-: 

; ; .. ,,,. ,. , r~·1::~;; < i~·:';('2~9/8.\?qº\)J.'.'1 .. ~., •J.·. tcr~~;7.7)i· , .. 
3. Cálculo de• ¡~;;;,~~c/b~á~«iJri ef''V~r~~der.:.I ·.~~ ei ·.•.prcigraina••se '.e~¡;iresa. 

como: ··.:<·:':··· ·.'>'.::·.-_:_ .::1 .".-.:;'::~·.,,1, -;: ,· .. ··· 

•• · :.·v¿·:·.·6~1cif~¡;;;: '' · · ·-.,,. 
".< ·: • ;~ ; /)_.<·;;·_.e·.·,·(~.,.-. -:. -· ·~. ,:·>"· '· 

4. Cálculo ciel· porceiit:'aje'.~e·:-:e:i:;.'.oi-?•<: ·. ·,; :• ·, > , .• 
· ·' t~~ ~,,;J{;;. ¡q..; - q..l/C<é> 

.):;.' 

Í?resentá¡;:iÓn d~l :~ 'a~ ~1~or en eÍ pr~grama: 
E·~ .(QC QÁ)fQC 
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NOMENCLATURA Y UNIDADES. 

P "' Altura del. vertedero rectangular [mJ . 
H = Altura de presión o cabezal sobre el vertedero [m]. 
q• = QA = Ql =Gasto volumétrico

3
aproximado por unidad 

de longitud [m /s/mJ . 
3 

. 

qc = QC = Gasto volumétrico o descarga [m /s/m] . 
V = Velocidad del fluido. (m/s] 
Tl = Representa una altura de cabeza. [m] 
E = Error 
g = 9.810001 =Aceleración ue la gravedad [m/S 4 2] 

RESULTADOS . 

- Flujo volumétrico en la descarga = O. 8510306 m3/s/m _. , .. 
- Flujo volumétrico o descarga aproximada= 0.7470476 m3 /s/m· 
- Altura del vertedero rectangular = 0.6 m · 
- Porcentaje de error= 7.44506E-05 t 
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EJEMPLO : TH. 18 (COEF ). 

PROGRAMA : CALIBRACIÓN DE UN VERTEDERO RECTANGULAR. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: MEDICIÓN DE FLUJOS . 

•. lil,. · PROBLEMA TIPO: Cálculo del coeficiente de descarga medí.o: Calibración···" 
de un vertedero rectangular. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula el coeficiente de descarga medio a partir 
de resultados obtenidos de un nümero definido de experimentos, los 
los cuales consisten en las siguient.es operaciones: 

Para una serie de valores de altura de agua o cabezal 11 H11 , se 
tomaron y se pesaron las descargas a intervalos de tiempo· 
cronometrado. 

El programa también calcula el gasto en cada experimento. 

Este programa es ütil porque nos ayuda a calibrar el aparato de 
medición de flujo a las condiciones de operación en que va a 
emplearse. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

En un laboratorio, se están realizando pruebas de calibración 
para determinar el coeficiente de descarga en un vertedero 
rectangular, para lo cual, a una serie de valores de la altura 
"H", aguas arriba; se tomaron y se pesaron las descargas a·intervalos 
de tiempo cronometrado. De esta operación, se obtuvo el 
siguiente registro de datos: 

Experimento 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

T111 T12¡ 

10 
40 
80· 

120 
172 

. ~~~ ·.· 
,· :246 :,.~. 
.• •266 ·,·"' 

2!),4: . 

(S) 

40' 
80 

. 120'. •· 
172 
200 

·:·.··~~-~ 
", •266 

294 
312 

Wnl 

.153 

Wl2l 
(N) 

132.6 
566;2 

1017.1· 
'2037 ::;': 

-:· ·1634 :::':" 
. •1731·'.<' .· 
"3026' 

/ 354'5•"· 
' ... :', .• 6907'· .... 

.69,80 :" 

H 
!ml 



i. • ' , ,, , , • . ' .• ···' 
.A.: partir· de los datos que aparecen en la tab.la, calculiir: . 

'· ,· ' ... 
a) Los coeficientes de descarga para· cada experimento. 
b)· El coeficiente de descarga medio. 
c) ·El gasto para cada experimento. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

r-· .. 1~·<JJ. 

t
l .,..., 1 ···.· , l'''-:: , 

. - . _L_ . •·••· r·:-~~\_· . ,' - , __J . 
- .-:-.--.--.,.. . 

DATOS DEL .PROBLEMA. 

- klgulo de la muesca en el vertedero 
- El programa solicita ·1os datos 

presentados en la tabla de resul
tados anteriormente presentada. 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS .. EN EL 

1. Factor de conversión. 

a ~ (rr/Í.íiQHárigí.110 a cémvertil;): 
. . ·· .. ,: . ·._;·_·· ... , ......... ,.··.- ':, .- .. ~.··. 

.':".,•,._;.· ...... . 

" 
Presentación.•,en.;.el;'programa; ··; .: ··· 

Valor-numérico; 
30 grados 

' XiiiE:iA•~··=.THETJ>.·.·~. :i;14Ís9'¡fao 

2. Cálculo. ~ei: ~~~t2 m~~iáÜ~e c~·J'.· 
0

mét,;X d~ ~:co~~~cióri de .fluido en 
cada desc~~ga~¡:::····'.•·>:: '\ •;·.<··· :,• •' ,, .. ··,. 

· ... ,. Q.·~::(~ff)-1•>;,cr~r<~ .:r;> 1::c Ír~~ie.3)•· .. ·. 

;;:~ ... . ·:r.' 1. -··::'!;~:· . " :< ,i~.:· · ·,.-·, 

Presentaé:iófi eri''E!l pro~_7ai'iia,:,\· <· :.> ··. 
Q(I) (W2(I)C\'ll(I)))/(9810+(T2(I,l - T1(I;;·;· (r~~ie.4) 

,;.·,·.·· 

···_ ... · .. : _,· 

, .154, 



· · 3. Cálculo del gasto para el caso de un vertedero rectangular· ... 

El coeficiente de descarga es la relación entre .el caudal real 
que pasa a través del medidor de flujo y el caudal ideal. Este' 
coeficiente se expresa generalmente como: 

·coeficiente de descarga = CA = caudal real/Caudal ideal 

CA = Q/Afi9ji (TH-18.5) 

.:·:.:·;'.: 

·.-:: :· 

Para el caso de un vertedero rectangular, ias .expresiones.,:·.· 
utilizadas en este programa (Pe-2.20 Y Pa-2.11. ·de este·· .. : ~r~~~Jo):> sé.· 
tomaron de la referencia 1321 • 

QR = 2g (H)_
2

'
5 

:· 

Presentación en el programa: 
'.:• 

.TERM = C<2*si.e1CJOCJ1)f;5í~<!!\Í>'.~:i.)>;;,_ 
· .. _:. ·.• '";'', \:'·{~;'.:\: '-' : ,€. 

4. • C:á~~~l~ del coeÚcferi~~ -~{d~-~~1~9~'.~~dfr. ·· · 

.: .. .i)ii~·~fr~·~~fai*t~i,f ;¡t:!~~l·. ;··~ •• 
"3! 'S :? i f)%f~J}·~~{~&;<tif~~A> ~~2;~> .. 

.. · ,., :~:··.:,;_ .. ,; .. _- .• ::/':. ·t-. ,' •.. _ ·:·:·~··· :;.''' 

RESULTADOS·. 
. ,_.-,. ; .._·,: ·''.'.' ' ; r .:: ~·,_-

:'.};: ·•,, '.::':; •• "\;,·:, ¡ •• :'' 

El coefici~nt~d~ desciargÍl:medió= 
··_·._;·· ., .·'''· -· " 

"•,._· -.·,·-_,,:• .. 

Los resultados de<sás~o 'Y. ·'co~fici~nte de déscarga para· cada 
experimento, aparecél' en·· el- siguiente,:cuadro: 
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.· Experimento 

·, ·' 

'' 1 
·.2 
·:·3 ·, 

4 ,, 

·. 5 

·····~.·, ·' 
': 8 

9 ' 
10 

, ... 

Q 
:(m3 /s) · 

.0004 

.0014 
: .ooi5 
.0039 
',0059 
.007 
.0146 
.0185 
;0251 
.0395 

C, 

.59 
',584 
.6 

' .• 586 
,594, 
.. 593 
'.602 
.6 
.589 
.587' 

NOMENCLATURA>DEL PROGRAMA. 

~l ~· Tl (~) 
.T<.= T2(I) 
Wl ~. Wl (I) 
W<,; W2(I) 
H = H(I) 
z 

e = cci> 
.Q 
B = THETA 

QR = .TERM = 

Namero de experimento. 
Tiempo inicial [s¡', 
Tiempo final [s]. 
Peso inicial [NJ ... 
Peso final [NJ . 
Cabezal durante cada prueba [mJ . , 
Opción para proseguir introduciendo datos 
o corregir los que se han introducido. 
Coeficiente de descarga. · 
Gasto. . [m3 /.sJ 
Ángulo de la muesca en la descarga 
del vertedero. 
Fórmula que sirve pára calcular el gasto' ideal 
en un vertedero rectangular [m3/sl. 
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EJEMPLO·: TH. i9 (FACEX). 

PROGRAMA : CÁLCULO DEL FACTOR DE EXPANSIÓN. 

! TEMA CORRESPONDI~NTE A: HEDICIÓN DE FLUJOS . 

. _.;.¡. PROBLEMA TIPO: Determinación del factor de exPalls'.i6·;.j: dt!· ·_.ga·ses··: 
mediante extrangulaciones. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa presenta una tabla de resultados de factores 
expansión, con respecto a diferentes valores que resultan ·de 
relación entre áreas (A2/A1) , calores especificas (k) ó 
(Cp/CV) y presiones (PuP1). 

Nota1 
Una tabla de factores de expansión muy semejante a la que ·en 

este programa se presenta, aparece en la referencia rsr. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Se están reali2ando experimentos acerca de la determinacfón ·del 
factor de expansión de una me2cla de gases ideales en una tubería 
extrangulada. 

Desarrollar una tabla que presente resultados de Y 
expansión) en función de A2/A1, P2/P1 k; en los 
intervalos de condiciones experimentales: Aa/Ai = 0.2, l.4 
y 0.95 < P2/P1) < O. 75. 

(factor de 
siguientes 
< k < l..3 

Auxiliarse de los resultados obtenidos para efectuar cálculos 
acerca de velocidades y gastos en algunos medidores ·de 
fluidos compresibles. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

- Relación de áreas. 
- Intervalo de relación 

de presiones. 
- Intervalo.de relación 

de calores específicos .. 
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Valor numérico· 
0.2 
. : - ' . . 
o.9s-o:75· 

i.4 - .i'.3' 
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PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA . 

. · . La expresión para calcular el gasto de un fluido compresible 
a través de un medidor Venturi, se dedujo en el apartado 9.3c), 
ecuaciones (o.3c-1) y (9.3c-2). 

Las ecuaciones que sirven para calcular el factor de 
expansión de flujos compresibles a través de extrangulaciones, se 
presentan en el apartado 12. 

RESULTADOS. 

A2./A1 

.15 

.15 

.15 

.15 

.15 

.15 

.15 

.6 

.6 

.6 

. 6 

.6 

.6 

k 

1.4 
1.4 
1.4 
1.4 
1.4 
1.35 

·:·1.35 
l'.25 

. · 1 :2 
.1;2 . 
l'.2 
1:.2 
1.2 

.P2/P1 Factor de expan -
'sión.• 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

A 
p 
D 
F 
k 
P2/P1 

A2/A1 

Area. 
Presión. 
Diámetro. 
Factor de expansión. 
Relación de calores específicos. 

Relación de presiones después y antes 
del estrangulamiento. 

Relación de áreas después y antes 
del estrangulamiento. 
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EJEMPLO : TH.20 (FOPL) 

PROGRAMA FUERZA SOBRE UNA PLACA DE ORIFICIO. 

TEMA CORRESPONDIENTE A: ECIJACION DE NAVIER - STOKES. 

PROBLEMA TIPO: Cálculo de la fuerza que ejerce un líquido sobre una 
placa de orificio. Y cálculo de la relación de 
diámetros para una placa de orificio. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa puede calcular las fuerzas y velocidades asociadas a 
una placa de orificio. 

El programa utiliza las ecuaciones de continuidad, Bernoulli y 
Momento para calcular los valores de k (relación de 
diámetros), las velocidades aguas arriba y en la vena contracta, 
las fuerzas de presión, la fuerza total que ejerce el líquido sobre 
la placa ; así como el gasto en la descarga. 

Para efectuar las operaciones anteriormente descritas, el 
programa acepta como dato el valor de la presión en el sistema, 
expresado en dos modalidades : como el valor de las alturas·. de 
presión o cabezales (H) o como AP medido en una instalación ·d.e fluidos. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. . ~ . 
La siguiente figura muestra una tubería vertica.1'. d~sc.irg1~dc; 

agua a través del orificio de una placa. Si .. el .·peso:·.•del··agua··que• 
circula entre la placa y la vena contracta es·. d~ 25 .. N, calcular·: la. 
fuerza ejercida sobre la placa de orificio. .•,:,;:· 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

159 



. . ' 

PROBLEMA. 

de la tubería 
-'Diámetro de la vena contracta 
- Distancia de la placa· a la vena 

. contracta. 
- Distancia de la placa al tubo 

medidor de presión. 
- Altura del fluido en el tubo 

medidor de presión. 
- Peso del agua a en jet. 
- Diferencia de presión (6P) . 

.. .. ·:·. ·. 
•\-. :·· .. 

<valor :nuniérii::o 
.0".25 .rri.' . . . 
o ;'15 . ni .. 

.Ó:0(5•'; . 

.'0.22.:_m: • 

o. 9 in .· 
: 25 N' 

11722 .95 Pa 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

En el tema referente a Metrología (de este trabajo), se dedujo 
la expresión del gasto en función del coeficiente de flujo (C) y del 
6P para el caso de un medidor Venturi. Como pudimos observar en la 
ecuación (12-2.7), aparece el término f3 que representa la relación 
entre los diámetros menor y mayor en orificios y toberas durante las 
contracciones o ensanchamientos de las tuberías. 

En el programa que aquí presentamos, se calcula ((3) 2 o K (e,n 
nomenclatura del programa) . 

l. Cálculo de K. 

• Utilizal}do la ecuación de continuidad 
representativa del programa), tenemos: 

Donde: 

Es decir: 

Donde: 

Q1 = Q2 = V1A1 

V2 e V1 Al/A2 

V2 = V1K 

K =. At/A2·. 

(observar ' >ú >~ít~~i.. . ..... 
·, ' ... ' ',, ~ : -

/.·;; (;~~20.1) 

Utilizando la nomenclatura del apartad.:, (12): del tem~ ~e·· Metrologfa, 
tenemos: · · · · ··· :- ··· ·: 

á [l-ÍD2·D;)A4] :l/~ ,; l/[1-({h)] >¡~J.a~.S) 

·10 qu·e··.se obtiene·:. 

va = (~Í ~2 • v1 o va· 

- .. · ... ;-..· ..... 
K • V1 
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2) ~~rC~lo de la velocidad aguas arriba: 

VI = V(HT) (2g) ¡y.'" - i) 

Presentación en el programa: 

VI e SQR(( (Hl+H2+H3) *2*9 .810001) /.((KA2)-l) 

J) ~á~i~~i~ d~/~a v;~~i~~~~ ~~-~~•)v,e~a.,;;ajt::;;a~ V2 y sé Cl~~i~rie:i, 
V2 = KV1 

Presentación en el programa: 

V2 = K*Vl 

4) Cálculo del .gasto. 

:iiO! ·,.'= V~, A1 

Presentación ,en el -programa: ' 

'.o·.:} ~:11:2~~1~~1•01/ 4 
. ...,_.-. :·:-:;;-····;:,:_: 

s> cálculo de la !.~~8.z.~de ~~e~i4n .. • 
., ... :.:-:·' .."··F<:.·:~·:·~gH:iA1 

considerando.' que: _' }~~:·fÚ ~ ifrci1J /4 .. 

Presentació'n · ~n'..e.i. i)rbgr~~~=-.<:.•· 
· • · pA,:;;.,¡:¡3:i9'aio<:: ¡3:.14¡59/4 ¡ •01 A2 

-, '>·<-:" ,:, ::' ':-:.~.~·~- ·: \::~'':.:.::; .~·:.:: ,:::. 

6) Cálcul.o d~l ~eso'. s-:bre :la ~i~~a.'\, < 
": ,_, "··' -

Pero : r = (pá•u•l9 ·.,' .. · ... · •. :,:,•··.:•::. 
Es decir, (TH-20.1or se, convierte eni. 

W; ~· rA1H;. 
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.· ., 
F·=·w,·+w.+·F 

P;;,esentaci6n en el programa:: 

NOMENCLATURA Y DIMENSIONES: 

d1 Dl. Diámetro de la tubería [ml . 
d2 D2 = Diámetro de la vena contracta 
V1 Vl. = Velocidad aguas arriba 
V2 V2 = Velocidad en la vena contracta 
HT = Hl.+H2+H3 = Cabezal total [ml . 
W1 Wl. = Peso sobre la placa [NJ . 
W = Peso del agua en chorro 9 jet [NJ . 

[m]. 
[m/s] 
!m/sJ. 

7 = Peso especifico [N/m 1 . 
3 

Q1 = Q = Gasto o flujo volumétrico (m /s] . 
F, = FP = Fuerza total sobre la placa [NJ . 
F = PA =Fuerza de presión [N]. 

RESULTADOS. 

- Mediante la ecuación de continuidad: 
V2 = kVJ., donde k = 2.777778 

- Mediilnte la ecuación de aernoulli i, 

Velocidad aguas arriba = Vl = i_;·868429 mis . 
Velocidad aguas arriba = VELJ. = .. 1.868429.'m/s 
Velocidad en la vena contracta'= V2 ·;,

3
5 .. 19008· m/s 

Gasto en la descarga = 9. l 72818E.-02 11l /s. 

Fuerza de presión= PA ='433.3925 · N· 
Peso sobre la placa = Wl. ~ 105,9403 N 

- Mediante la ecuación de Momento:' 

Fuerza sobre la placa = 259:6439 N 
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PROBLEHAS PROPUESTOS. 

METROLOGÍA. 

· l. ·se instala un orificio de bordes afilados con un diámetro de 
··o .. 0566 m en una túberia de O .1541 m por la que fluye petróleo con una 
densidaa de 878 kg/m y viscosidad de 4.1 cp. La diferencia de presión 
medida en las derivaciones del orificio es 93. 2 kN/m. Calcillese la 
velocidad volumétrica del flujo en ní1 /s. Supóngase Co = 0.61. · 

2. La presión diferencial a través del medidor Venturi mostrado 
es de 100 kPa. Cuál es la descarga de agua a través del medidor 
Venturi?. 

3. Cuál es el diámetro de la garganta necesario para un medidor 
Venturi . en un tubo horizontal de 200 cm que lleva agua con una 
descarga de 10 m /s, si la presión diferencial entre la garganta y la 
sección corriente abajo está limitada a 200 kPa para esta descarga?. 

4. El medidor diferencial montado en el medidor Venturi mostrado. 
indica 6.20 lb/plg, h 230 plg, d = 4 plgy D = 8 plg. cuál es la 

.descarga de agua en el sistema?. Supóngase T = 50 F. 

:..-:--

• 1 

,,. 
1 
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COHENTARID GENERAL: FDRHAS DE RESOLVER PRDBLEHAS DE 
.HECÁNICA DE FLUÍDOS, 

Una forma muy general de resolver problemas de tipo científico, 
se basa en combinar la teoría con trabajo de tipo experimental, y a 

,,,.. continuación se presenta algunas diferencias existentes entre el 
trabajo teórico con respecto al de tipo experimental IJJI. La teoría: 

a) Es una simplificación de un fenómeno observado, por lo tanto 
para cada caso particular puede resultar menos exacta (más 
aproximada) que la experimentación. 

b) Es una sistematización más organizada. 
c) Usa la universalidad. 
d) No tiene una validez local o particular. 

Sin embargo, la herramienta más utilizada por los 
investigadores es el trabajo en forma empírica. 
experimentación se estudia el fenómeno de interés y 
resultados empíricos o semiempíricos, los cuales se 
forma de correlaciones. 

ingenieros e 
Mediante la 
se obtienen 
expresan en 

Con respecto al tema de Mecánica de fluídos, en general, 
podemos definir dos vías para llegar a resolver problemas, éstas 
son. 

Vía 1: ITEDRICA) 

Escribir la ecuación 
de Navier-Stokes. · 

Vía 2: ct.•1R1c.i 

Resultados 
empíricos. 

Hallar la distribución 
de perfiles de velocidad. 

. ·caRREt:AClONES. : 

Expresarla 
en términos 
de cantida -
des globales 
como el gasto 

DE 

f (Q, dP/dz, k;n, ·o 

Figura (13-i.1) . , Dos vías• para>re~di~er ~;()bi:ma~ aé ~~~á~~~a de 
. Flu.ídos, . _ _ _ ,. . ··: ;., .. : .'::.:·.:}· ::·: . . c.···: '·'; .. 
. .. _ i.a vía .· teó;,ica ~d~.i.te ~n~• >if~ió; ·d.if~~~ritei --~~~.::e~ e~p~iC:~rá ·· 

· :c_uando .se. revise: el: tema •_corre_s¡;iondiente ·a. la 'ecuación .de ··Bernoulli . 
.. ..... -



24. INTRODUCCIÓN Y CONCEPTOS BÁSICOS DE LA TRANSFERENCIA DE CALOR. 

Al analizar los fundamentos de la transferencia de calor se 
considerarán como objetivos principales, el examinar los mecanismos 
básicos de transporte de energía en sus tres formas: conducción, 
convección y radiación. Además de presentar las ecuaciones básicas 
para evaluar la velocidad de transferencia de calor. 

A continuación se revisarán los aspectos fundamentales de cada 
uno de los mecanismos de transferencia de calor: 

14.l TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCIÓN. 

El transporte de energía por conducción se .realiza por dos 
mecanismos: 

a) Mecanismo de interacción molecular. se lleva a cabo por 
sistemas conformados por moléculas de sólidos, líquidos o gases; en 
los cuales existe un gradiente de temperaturas. La conducción se 
lleva a cabo mediante la impartición de energía de una partícula en 
movimiento a otras moléculas adyacentes con niveles de energía más 
bajos. 11a1 

b) Mecanismo por medio de "electrones libres". Este mecanismo 
posee gran importancia sobre todo en los sólidos metálicos, ya que la 
concentración de electrones libres está en función de las aleaciones 
empleadas, disminuyendo esta concentración en sólidos no metálicos. 
Por lo que la transferencia de calor por conducción en diferentes 
sólidos, varía en proporción con el numero de ·electrones libres. 11e1 

Es importante hacer notar que para que 
transferencia de calor por conducción; siempre 
medio físico que permita la propagación de 
ejemplos en donde la transferencia de calor por 
cabo son: 

se lleve a cabo la 
deberá de existir un 
la energía. Algunos 
conducción se lleva a 

Transferencia a través de las paredes de un almacén 
frigorífico. 

- El tratamiento térmico en el forjado del acero. 
- Enfriamiento de pescado, mediante placas de contacto. 
- Transferencia de calor a través de las paredes de un horno 

para panificación. 

Se puede expresar el flujo de calor en proporción ·al 
gradiente de temperaturas· en·. forma vectorial 1 mediante·: ··la. 
relación general denominada .Primera ley de Fourier <>de·: .·.la,.· 
conducción de calor: 

QfA - k VT. • .. (14-Í. l )'· • 
·.: 

Para una d~~~r.ipCión 'h:i~tórica del desarrollo de esta 
véase .la referencia·.1~51;:,••· 

fórmula, 
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La expresión . (1M.1) s6lo es aplicable a medios isotrópicos P.()r~~-ei _ 
k. se supone independiente de la dirección del flujo. · · · :. 

Podemos particularizar la ecuación de Fourier. pa_ra. e.1''6a~·o 
unid_ireccional de la siguiente manera: 

. ECUACION DE FOUJUER {CASO UHIDJR!:CCJONALJ: 

qx/A = -kdT/dx (u-1.2) 

Donde: 

qx Rapidez de transferencia de calor en dirección x·. 
En: W ó btu/h. 

A Afea no¡mal a la dirección del flujo de calor. En: 
m o ft . 

dT/dx Gradiente de temperatura en la dirección x. En: K/m 6 
F/ft. 

k Conductividad térmica del material. En W/m K 6 
btu/h F ft 

T = Temperatura en K ó F. 

14.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCIÓN. 

La transferencia de calor por convección es un fenómeno que 
ocurre como consecuencia del movimiento de un fluido en la cercanía 
de un cuerpo a temperatura distinta de la del medio ambiente. El 
proceso de convección tiene dos mecanismos gue contribuyen al mismo: 

l) La conducción de calor, de una s"uperficie sólida hacia una 
capa delgada de fluido adyacente, y 

2) el movimiento de las partículas calientes en el fluido, 
alejándose de la superficie sólida y ocupando su lugar, partículas 
relativamente frías del mismo fluido. 

El transporte de energia por convección puede subdi.vidirse . en 
dos categorías: 

a) Convección natural. Cuando un fluido se_ encuentra cerca.'· de·· 
una superficie sólida, y su temperatura es alta .. (cí;baja).· con .respecto 
a esta superficie o frontera sólida, se ;verifi·c·a':-úna;:circuláción. del .. 
fluido debida a una diferencia .. de :-:densidadeis·\~·qu·e.<.'resul'ta>:de:·:'la: 
variación de temperaturas en ·una regil'jn,':de1:·'~J:uído,,:>· · ,<:.· · :;,,,,: -' · 

b) Convección forzapa; •.·.· PrinC:lpa'lment1{ s~ ;'a°eb~:· aÍ n;~;,{Íni~~t~ de, 
un fluido al hacerlo pasar.porun medio externo·: ·Tal/:.i::onio::i..i'na:'homba,· 
un agitador, un compresor o ·Un, ventilador para producir, una :-corriente 
0 flul~ · ecuación ~ar~6te;Í.sti~~ del. ~~án~p;;,r'~e -.-.~~·.· .. ·. calor .por 
convección es la ·ley- 'de .. ·enfriamiento de·,·Newton, - .1a ·.cual' ·se 
escribe a continuación:· 
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1 'LEY,. DE: NiwrON DEL ENFRIAMIENTO: q/A hllT (14-J.3) 

Donde: 

q Rapidez de transferencia de calor convect.i.vo.: 
En: W ó BTU/h. 

A = Area 2~rm~l ~ la dirección del flujo de calor_. 
En: m o pies . 

T = Diferencia de temperaturas que existe entre ·.la 
superficie y el fluido. 
En: K ó F. 

h = Coefici~nte convectivo 9e transferencia de calor. 
En: W/m K ó BTU/h pies . . : 

Cabe mencionar que la ecuación (19-1,3), ·requiere el 
conocimiento del valor del coeficiente convectivo de transferencia de 
calor (h) , el cual generalmente se determina a través. de trabajos 
experimentales. Existen varias correlaciones (puede consultarse la 
referencia 12s1) que sistematizan los resultados de trabajos 
anteriores. 

14.3 TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACIÓN. 

Es el transporte de energía que se verifica entre dos superficies 
por medio de ondas electromagnéticas a través del espacio. Se 
caracteriza por no requerir de un medio físico para la transmisión 
de calor, siendo el intercambio de energía máximo cuando existe un 
vacío perfecto. 11e1 

La ecuación característica del transporte de calor por radiación 
es la siguiente: 

ECUACION DE ST.ErAN~BOLTZHAN: 

Donde: 
q = Rapidez de emisión de 

En: W ó btu/h 
A 

T 

Area 9e la su~erficie 
En: m ó pies . 
Temperatura absoluta. 

energía radiant.e. 

emisora: 

(14-L4) 

cr = E~~~s~a~te de_~tefan-Bol~~m¡m ·5 ;572 X w7• w/m2 K4
' 

ó 0.1714 X 10 -.btu/h:fto•,R•_.-· 
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15. TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCIÓN EN ESTADO ESTABLE. 

Se considera que un mecanismo de transferencia de calor está 
en estado estable cuando el tiempo no es un factor de cambio. Es 
decir,las temperaturas de los diferentes puntos y la transferencia 

~ de calor, son independientes del tiempo en todos los puntos de la 
región de conducción.1211,12s1 

i 
1: 
r'i. ¡. 
r 
1 

·1 

La ecuación diferencial para la conducción en estado estable 
con generación interna de energía o ecuación de Poisson: 

V2 T + q/k = O (1s-1 .. 1) 

En la cual si q, es el calor generado y vale cero la. ecu~C:i.~11·.·>· . 
(1s-1.1) se reduce a la ecuación de Laplace o de conducción·en ... estádo···· 

.estable sin generación interna de calor: · ·''·.::·:-..::: 

V
2

T = O 

Las ecuaciones (1s- i.1) y ( 1 s-1.2) se· aplican >en 
isotrópicas, es decir, el ·medio cuyas· prop.iedades ·no. 
dirección. 

En una dimensión: 

v1 T = d1 T/dx~ 

Y la ecuación (1s-i;2f ;to~a:ia. forma: 
. ,·:~:::·-~:·.· .--. -. ~ .''. ·' -~:'t. 
··:.; .. dT/dx=O 

.,,,· '.·-,, ;-.> ' 

.'.<),· .'::-. 

Al ·integra~• lá. :~~ .. <(;~~ •. ~)· 
obtenemos! · .. · · · 

'··' .. ' -· 
en .· ~Ó~rdenádas ': cafte~ian:as. 

;:~ .g;~ ¡ é2 

Los .;i~úó'r~~ :ci~\'.c:;•_·:'Y. :;'.'/s~ ··::pueden 
condiciones: de. fronterá. ' · ... , . 

'•_,--_ 

conocer-· 

(i~-f.4) •· 

a~Údar .····· 
-.:¡·,,_:,·,. 

Antes de deducir ia: ~ ~,:cJ;esÚX· m~temáúck de. c~~duc~iÓn 
unidimensional' eri una 'pared compuesta;· se.:comenzará;po.r el-caso:de. 
conducción en· una plac!": plariá · . .' ·... . ~. , . 

168 



15.i CONDUCCIÓN DE CALOR UNIDIMENSIONAL.,.EN.UNA PÁRED.0. PLACA. PLANA • 

. 'considerese la figura (15.1-·1.1); •fa. cual ayudará• a Obtener la. 
expresión de· >;'apidez de transferencia de ·calor •en estado estable a 
través de una placa plana. 

la): 

(.,:.'-' :>:.-..:: .. ·· : ._:e ....•. ~ lb) 

Figura (1s.1-1:1) ·conducci6ri de· calor. en: una.:' paréd .. plana: .. 
11•-1.1a1 geometría· de ··la· pa.red,: 0•"1:1•1. gráfica_'.de·•.1~;,temperatura .· 

,·;·.:·.~:::::-<·'/ ,' --: ·· .. ~'.;?::·>:= .; ;;· 

Al. integrar .la écuai::iisn.' .. <1s~1.:3.) (~n c~ordenadas cart~~ianas 
se obtien~: .. ·-· :··.:··: _:·,'.-)\': ... _,_ ... :,:_\.~', _':.~<-~> ::./-· ·-~.<>.:: 

:.:· >T ·= clxi+ .. :c2 :: >:'/·• .... : '··,. · -'<1s:1-i~1> · 

Los • val~;es \~ ·. C1 :} ,;C~¡;/~~(p~.;d~ii' '.c{dri~ceii-' •¡t: ap~i~~·~ •. las 
condicione~.·.d~. fro~tera adecuadas:pará•ca~a'.:caso.•• '"···.·· 

Estab1~di~n~Ji1;.~ic~~~¡~i:j~fr.~;i~;-i¡r6;;~·~;~ ,· ··.· ' 
,,. ' "·!J :-::},.:·_.;,: ': -~.\,:.'--·:·:{ '.· - :1 .. -·.,.··- --~·:'' 

.· .. ; : : /t;::~i\/.;e:i~~~~~~; ié ·i~ = 

Sustii:uy12ndo .;;,·(¡~;;_;'.'.!i_;·;~e· ob~:i.ii:~i'> ·.: . 
. : .. ·· T1/=·: C2 ; ·:y . 

. T2 ;:: p~~:i~·'q,;.; ;,,::~;¡¡¿ 
-- ~.' ::::·. -"' :_ ~ ;~. : . -.• ·. ',· 

cuando·.·.¡ .. 

,.:-.-:". 

Pero: C2 = T1.'. · 

Entonces: T2~·Ti /L 

·c1• .. •;; .. T2.c·c,2/L··. 
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T =' ( T2 . - T1 / L) X + Ti 

Lo cual indica que el perfil de temperaturas es de tipo lineal· (ver· 
la fig. 1s-i.1b). •·"<-,. .. ·· ·:·, 

. ~· ... · ·/ 
La rapidez de transferencia de. calor se evaluó con. ia .te:ii :de·.'· 

Fourier, en la dirección x: 

qx/A = -k dT/dx ,;.'.L;,,) 
Y el gradiente de temperaturas, se obtiene· diferenc.ia~dó'. ia 
ec. (1s.1-1.2) , por ·lo que: .. ,. · · 

(15. i-1.•) . 

. :.·. 
. '.;·. 

Sustituyendo, a··· (1s~i,1: .. 4) ., en ·icis-i.1{ ,' se obtiene la expresión de 
·rapidez de transferencia de ;calor.:· en una pared plana, 
conductividad· térmica (k) . es cons.tante: 

qx/A = k .(TI -·. T2) /L 

qx • kA/L (T1 - T2) 
- .. ;. '.:::: .. 

(1s.1-1.s) · ·· ·· 

Una manera conveniente de expresar la· relación entre .él: fluj.c:1e. 
y el gradiente de temperaturas, .que es general ·a otros fenómenos·: 
de transporte es: ·.;.:·:·\: :'· ... , 

qx = (T1-T2) /L/kA 
[Flujo] 

(T1-T2) / R ··,:;.:·. ·;·e:·.: ".·. 
CDiferenc'ia .de ·potenciáÚ/Resistend.a. . 

,; ·:· ;,' ::: ~·.-:¡:'>.,;, '_; .. { -: ·. ·~ :~' 

· . .-¡.· 

Donde la resistencia (Rl se expresa·ceii': ,K/W: ó· F ·hr/b'tu:~ Siendo 
el inverso de R, la conductancia ·. (kA/Lf: ·. · ·.· ·· 

15.2 CONDUCCIÓN DE CALOR UNIDIMENSION~J ~N UNA' PARED COMPUESTA .. 

La analogía de ~n · circuito eléctric.C> puede conti~tia;se .·para· 
estudiar el caso de resistencias. en.serie. Por. el momento se tratará 
el caso de· conducción unidimensional en estado estable en una 
pared compuesta, para lo cual considérese ·la figura (1s-i.2) , ·en la 
que se tiene una serie de placas · planas y se desea obtener la : 

expresión matemática de rapidez de transferencia de calor a través·de 
ellas. 
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• Fig. · (is-i,~¡ ·.Conducción de .~al'?r en 

· se . determinan . los perfÚes .. '' de? teinperaforás · en : los . tres 
materiales ·:: A, B y c., mediante .:•1a . aplicaéióí:f-..: de'. la . ecuación de · 
Fourier a ·cada .una de las ·paredes:_ ;e·". · · · ,_. ·•· .. · · · " .. 

q• ,; ~ ~/AXA (Ti~T•l = ~,;A/A~~·.;;¿> T~;· k~ A/ .Áxi:'. (;3: - ;.¡ :< 
-'·-.<, ·:·:· . · ... :y, ... r.·:,-. .. . . · -.- .> .. ·::: 

ries~ej and~ u eri las ~~u~~¡ones de 

. . \ ~T! .. 3·:_ ••• _ .. ~----T' ... ·.=.··_.=···~q:x'.ifütY 
·tiXc/kc :A• .. · 

c:.:;.,._::::::A: .. ,: ...... ":.:'°:__.' .·.: •.( ".(1s.2-~i;2¡ .. • 

· sumando las•ecuaci~~et.pa';á ·f, cf:.r2i·~ /.T;';y'T3 >:r~ .. se 
eliminan las temperatúras.cinterna <.T2, y.•,''.T3' ·.y· la:'.''ecúaéi6n .. 'firial-' ya: 
reordenada _es:·-\·:-;/·:~.:./~::._·~:·'\.:.·~:·:,, .. :·,>--'~-:;./:;:·· :~'.' 1: ·><).''·.;:;;·: ·. :-.:··: .. ._ ·, , :-.. · '.'_';·.:.-::·· ~.L/·'· ·\:·:-::._·: ~ · 

,'.,• '··.', '.'o,'•.~<. .,•.:¡ >, <, .:.:·.• .·~:· ·.',' ·,·:•~ ,i, .. ·~:.·;•;: 

" __ -~··~·:~ ~ __ ~-~·~x~:'/H:~\ ~ ~ ~"'~·J~ _ ~ ~ ~¿:_·~~-~··· ·<: :::···· .. · ·. ·. 
• tixA/(fu>. +';AX•/.<~Al }.ti){c/ <kcAJ ·:·'. .. . . · (1s:2-i:3r 

qx 

:·:,~··-···~,.·:'t. ·r:·' ._... ·:.)''.; · .. .:·::.:; ... · . ·"::!<" .. :.~·.}:::. ' .. "~;. 

Donde los. ~é~i~b~·0d~'~; denominador\ de) la: ecuación (is;2"1.3), se 
pueden generalizaric_o~_o:':: -L/kA: (Térm1nos .· de·:resis.~enci.a ',té_rmica): · 

Por similif,;a··c<:ln ,.;;1 ·-.·~~~o<~e >c:~~clhc.6i<'.in' a •,:ti-~~é~ "cie ú~á ·~:i~ca 
plana, al término. kA/L se. le. ·11ama. también•. :conductancia· .térmica_.. 
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( 15. 1.- 1 •• ¡: 

· r1 

15.3 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCI6N EN UN CILINDRO HUECO. 

En las industrias de procesos, como son las de Alimentos, 
frecuentemente es necesario calcular el calor que se transfiere a 
través de una tubería (q/A) que generalmente está aislada. 

El problema que . se ·plantea en este caso es semejante al de 
transmisión de calor a través de una serie de placas paralelas, pero 
de área variable, tal como se aprecia en la figura (1s.M.1). 

* 
M.·.··/.·j·· 

,d~ J/ .·. 
Figura (1s.3~i.~l .. Analogía· entre un .cilindro aislado y. una serie 

d.e placas· paralelas de área variable.,. 
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. . ,: .._:..:.c6nsiderar· uri cilindro hueco como el que se presenta en la figura 
.. · .. (15:3~1.2) .•. con' .·radio interior r1. donde la temperatura es TI; .. un 
.':< radio::externo r2 con temperatura Tz y longitud L m. Suponer que hay 
'·:,.,.iri .. :.flÚjo' radial de calor desde la superficie interior hasta la 

·exterior. · · 

.. /'. ~: 

[FllJjo] CDif~re?~Ú1. d~·potericüil) /Resistené:ia . 
. (15'.3-L5) 
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15. 3a) CÁLCULO DEL COSTO ECONÓMICO DEL AISLANTE DE UNA TUBERÍA. 

El cálculo del. costo económico del aislante de una tubería; 
considera la transferencia de calor en coordenadas cilíndricas, es 
decir, la conducción de calor se lleva a cabo radialmente a través de 
un cilindro largo y hueco, como el de la figura · (1s-1.3) . Por lo 
que la ecuación de Fourier se expresa de la siguiente manera: 

qr = -kAdT/dr (1S.3a-L1) 

Si el área de sección transversal normal al flujo de calor ·es.: 
. ·. . 

A = 2nrL (1s.,;;~1.2! .· .· 

Obtenemos: qr = -k(2nrL)dT/dr (15.3~~~.;¡ ·'· 

Las condiciones de frontera asociadas a este problema: soriÜás 
siguientes: '" :: 

.. ; . · ..... :,"': .. ~~--
la. condición : en r = r1 
2a. condición : en r • ro 

T = TI 
T = To 

Sustituyendo 1 a ec. (is. 3a-t.3) en la (ts.a.-t'.1)' 
condiciones de frontera, se procede a integrar: · 

q/211L ¡,'o dr/r = k TI¡'º dT 

.... <, ., /,.:;<·:\":'. 

apliéando . '.ias .. · • 

,; •. :hi~. :. ) . ' 
El cálculo de la integral que da por resultado l·a·razón·de'• 

flujo de calor para un cilindro hueco (ecuación is.3-t.•). 

Una vez que se ha deducido la ecuación de flujo de calor. para 
el caso de un cilindro largo y hueco, se procede a revisar algunos 
aspectos teóricos de la determinación del espesor económico del 
material aislante para recubrir una tubería. 

F.igulC"a (1s-1.3.J. Tubería cilíndrica recubierta con. aislante 
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RADIO· CRÍTICO DE AISLAMIENTO. 

Este tipo de problemas de transferencia de calor se aplican 
cuando se tiene una tubería que se desea aislar para evitar la 
pérdida de energía y proteger a las personas de posibles quemaduras. 

·considerar la figura (25-t.4), que representa un cilindro a 
través del cual está circulando vapor de agua. En donde toda la 
superficie se encontrará a una temp e ratura constante, (Tdenl) 
aproximadamente igual a la temperatura de saturaci6n, (Tsal) , 
que corresponde a la presi6n de vapor, y considerando la 
resistencia convectiva bajo dichas condiciones como despreciable, 
porque es muy pequeña, se tiene: 

Tdent = Tsat 

Figura (25-2.4) Tubería de vapor para representar: eL radio .c,,itico 
de aislamiento. 

Nomenclatura de la figura: 

KI 
h 

Tsurr 

ri. 

r• 

. ··. ·".'--· .'':' ' 
Conductividad .térmica del','aislant·e , ·. ·, ·:. · .. 

= Coeficiente·: ·Convectivo .. :de:• transferencfa' 
superficie exterfor:· deLaislante .. · · · . : . · 
Temperatura del· aire··.en .. lós alrededóreis,··. . . . 

= Temperatura del superficie'. del aislante :en el ·exterior. 
= Temperatura· del. vapor .'en .condensación. , .... ·. ·:" :,. · '. · · · 

=Temperatura. en la interfase.tubería-aislante.: 
Radio interior. 'del· aislante. · 
Radio exterior del:: aislante. 
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La figura (1s-Ls) muestra una analogía con. una serie de' 
resistencias. eléctricas, también auxiliará a simplificar. el problema : 
y· definir el radio critico de aislamiento. 

Figura (1s-1.s) Análogo eléctrico para flujo de calor a través .. de 
un tubo de vapor aislado. 

·A través de todas las resistencias fluye la misma cantidad de· 
calor, por lo tanto se puede determinar Q si dividimos _la 
diferencia de temperaturas a través de cualquiera de las. :: 
resistencias, por lo que podemos expresar el flujo de calor· como: 

T•et - T .. 
Q = Rt.uberÍa • Rahlante + Rconv_ 

(1s.3a-1.o) 

O bien: 
Q = Tsat • T superrlclo / R alsJanto 

En la. expresión (1s.3a-1.o) se considera que Toat y .. T (températura 
en el cuarto) permanecen constantes. sea r1 y r• los radios 

interior·y exterior, entonces al colocarle aislante a ·1a ·tubería, 
r• aumentará y también aumentará la resistencia (Rat•l•n••) 12s1 

Ratslante = ln ( r2/ r1) / 2nkL (IS.3a-1.a) 

Antes de definir el concepto de radio crítico _de aislamiento, 
considérese lo siguiente: 

Partiendo de· la expresión ·de calor 
tubería aislada; 

•. Q = bTJ RI 

en cuya expresi~':'·'· ··· .. '•T.· .. ·=· • • . · ·. 
-- .u Ts'at."; ~-·· ·-T~' ,· 

- '··-·.::.·, ,;. .•· ._ -· 

y observando la fig,; (1s-'1:•) ,, tenenlos:que: ... · ·.. . . 

. . R.1. -~_; R~~~e~-Ía -. ~ ~aislailte + Rco~v 
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Donde: 

. RtubcrÍ• Resistencia a la conducción a través de la pared de la 
tubería m o 

Ra1s1ante = Resistencia a la conducción a través del aislante. 
;;.;. Rionv = Resistencia convec.tiva de la superficie del aislante. 

Reescribiendo los términos 
expresiones de conducción de 
largo (ver ec. 15.3•-t.•) así 
convectiva: 

de resistencia que aparecen en las 
calor a través de un cilindro hueco y 
como para el caso de una superficie 

Ral•l•nte = (l/2nkL) ln (r2/r1) (15.3a-1.11) 
y 

Rconv = l/hA = l/2nhr>L 

Sustituyendo en (15.3•-1.7) ,, .las dos anterio·r.es expresiones; tenemos·::.· 

Q = (T .. , - T)/ [(l./2nkL) ln(r21r1) + ·(1/2 n r2 h i.;¡¡ 
-·,·· · .. ,: .. ,. " 

:··,· 
'~-; ';' ·• \ (is.:..-1.13> 

Para determinar el valor de ri para>ei .:cual:'(¡, es ·~áximo, se 
tiene que hallar el valor de r2 para.:el ··cual< se,···cump.lei dQ/dr2 = o 
(criterio de máximos y mínimos). 

Para efectos de realizar la dedu~c:i6r(cie: la ~xpr~~iÓn de radio 
crítico de aislamiento; el término•>de la ·ecuación ·c22-1.13)· .que se 
encuentra entre corchetes l J , · lo,,·.llaniamos. [AJ.:.Y. se :·despeja a (T .. t -
T) = llT ·.•· . 

. ~ - ''·~~ 
(A]Q ,,;'llT· .. 

,·'.:.:-

Obteniendo l,a. derivada d~<~á t;!,X:pri;s_i~n ':(is. 3a-1'. j4) .: · 

•·rA:1.do/?d:'.+:.o :;(i !Af/ti~i{/o. 
·"':;.~.:·, -· .. ~,; -~·~:·.::::~?:·. :~: ',~Tt~:.. 0 .-: • ~ ... -~:<". 

. .• dQ/dra :~::.~+oíarAJ'd!AÚdr2 . _.·> ,,~·~··,- . ·'.~.'~· ::,.,,_··~-· ',,· .. ··.,j·. r,,·,; 

d.o./d.r.h=.:.· .. ··º , .. ·L>r .. :.·.' •> · ... - .·.~; .-:.-;>/~---:~~-- . Pero:, 

Por lo qu~i. d!Áll~r~:~.;; o'.'. ; : ''" ..... . 

(15.3•-t.1') 

(15.30-1. 15) 

· (15.:i~~1.1•) . . ... .· .. .. 

·: ,;-· : 
. (1~:Ja_~l. J.7) 

La derivada.de Úi e~pre~i.61{': i1~;~~c1;!7) es: '.• (. 

d l~l ;~~d ~· ii/2~kLl (~1/r~) ·, (J./r:;> ·.• .. : ·(~2/~~~Ll .. 
'Ji5.'.3a-t.rn). 
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d[A)/dr:! = O 

ayuda a definir el radio, 

l/2nkLr2 e l/2nl:ÍL:t{ ~:O 

Agrupando términos y efectuando operácionesi 

lh -

r:= k/h = rcr:, 

Donde: 

k = Conductividad térmica del aislante. 
h = Coeficiente convectivo de transferencia de calor. 

rcr = Radio crítico de aislamiento. 

Se debe recordar que el coeficiente convectivo de transferencia 
de calor, resulta de análisis empíricos y semiempíricos, por lo que 
la ecuaci6n (15.30-1.20), aunque deducida te6ricamente, también 
involucra datos empíricos. 

Esta relaci6n cuantitativa de los efectos que se producen al 
variar r<, pueden representarse en una figura como la (15-t.•), de 
la cual también podemos definir al radio crítico como aquél cuyo 
valor de r2 le corresponde un valor de Q máximo. 

Fig. (15-1:0). Relaci6n 'entre n y Q 
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Se puede observar de la gráfica que si el valor de r2 es menor 
._que rcr, y se adiciona aislante a la tubería, entonces ·las_ pérdidas 
·de calor llegan a un máximo en rcr y posteriormente decrecen. · 

DETERMINACIÓN DEL ESPESOR ECONÓMICO. 

Como se ha observado, es importante la optimización de sistemas 
de aislamiento térmico cuya finalidad sea disminuir las pérdidas de 
energía del sistema con un mínimo de inversión. 

Los criterios de selección de aislamiento térmico consideran 
aspectos como: aplicaciones con base en las características físicas 
de los sistemas de aislamiento, las condiciones de operación, el 
servicio que presta (alta o baja temperatura) y los casos 
especiales de disei'lo. 1111 

Una herramienta util para determinar el espesor económico es 
mediante las técnicas de balance económico. El balance económico 
consiste en encontrar un costo óptimo, cuando en un proceso de 
análisis económico existen costos que tengan variación ascendente 
y descendente con respecto a una o varias variables comunes. 

Con respecto a la optimización de sistemas de aislamiento 
térmico, el espesor del aislante es la variable comun, los costos 
ascendentes son función de la inversión los cuales se incrementan 
al aumentar el espesor, estos costos son llamados costos fijos; y 
los costos descendentes son función del ahorro de energía que se 
logra con el aislamiento, a estos costos se les denomina costos 
variables. La variación de ambos costos (fijos y variables) 
se muestran en la figura (ls-1.1). 

Ea1t~ 
º""ula 
fií.,;•:iJ 

. ",' .. -·~ .~,. 
···:: • , ••• , • 1 r .:· ~· ,. _ _:.· •.. ··,:.;:··,. - ' -

Figura (15-í.7); 'Bal.ance ~con¿~¡co: éci~~b~ iij():;J y variables. 



En la figura (1s-1.1) de costos fijos y variables, se puede 
apreciar que las primeras pulgadas de espesor van a retener la 
mayor parte del calor, el espesor puede seguir aumentando sin que 
se logre controlar el paso del calor sensible, entonces, la curva 
se hace asintótica. Por otra parte, el incremento del espesor 
aumenta la inversión en la adquisición del aislante. Un balance 
económico entre estos dos factores dará por resultado el costo 
total mínimo que corresponde al espesor económico del aislante. 

Las siguientes ecuaciones nos permitirán calcular los costos 
variables y los costos fijos: 

a) Costos variables: son aquellos que se tienen durante la 
operación, representan los costos para hacer funcionar un proceso 
determinado. Para el caso de un sistema de aislamiento térmico, los 
costos variables se pueden calcular como: 111¡ 

Cop = (q) (El) (E) (15.3a-t.21) 

Siendo: 
q El calor cedido o ganado por el sistema 

El Son las horas totales anuales de operación del equipo 
por aislar. 

E Representa el costo indirecto de energía para una 
corriente en proceso, combustible, electricidad, vapor, 
etc. Generalmente se dá en dólares por BTU aprove
chados .. E puede calcularse por medio de la 
siguiente ecuación: 

E = a (1 + i)P Fe 

Donde: 

a = dlrs/plg BTU liberados por el combustible. 
i Incremento anual del costo del combustible .. 

Fe = Factor de eficiencia del sistema = l/eficiencia. 
P = Período de tiempo para amortizar la inversión. 

(ts.:ia-1.22) 

b) costos fijos: Estos costos incluyén la': :{n;érsi¿~ '.cié Ú.. 
adquisición, . transporte, instalación y. mantenimi.erito·,:. del ... sistema .. 
de aislamiento. Para expresar los costos fijos·: en\fÚnción :;de .. la._: 
inversión. de adquisición se emplea ·1a, .siguiente.::ec.uación·:· · · · 

Cf = la (1 (1S.3a-1.23) 
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Iá 
A 

Es un factor que involucra la suma de todos los 
costos por fletes,instalación,acabados e indirectos. 
Es .la inversión de adquisición. 
Es un factor que incluye la amortización del 
capital (C) y el deterioro del sistema de aisla
miento ocasionado por mantenimiento al equipo o 
lineas aisladas (Ml • 

con estos antecedentes, se puede pasar a resol ver. ~l . .' ej enÍplo 
(TC.2). 

EJEMPLO : TC.2 (CCEA) 

PROGRAMA CÚCIJLO DEL COSTÓ ECONÓHICO:DEL:AISLANTÉ'DE. 
UNA TUBERIA. 

PROBLEMA TIPO . 
. CONDUCCJON EN ESTADO ESTABLE 

CONDUCCION UHJOIKEHSJONAL 
CILINDRO LARGO Y HUECO: DETER"INACIOÑ . DEL COSTO. 
ECONOHICO. 

GEOMETRÍA 
CILINDRJCA 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA: 

El programa calcula el costo económico del aislante de una 
tubería, de acue.rdo a diferentes espesores de aislante ( de O a 50 
mm). 

Este programa toma como referencia, el valor del radio 
critico reportado en la bibliografía l•l, en la que se cita que 
algunas industrias que acarrean fluidos como vapor de agua( se 
emplean radios críticos de alrededor de 6 mm, que la conductividad 
térmica del aislante es de un valor aproximado a o. 03 W/m K y que· 
el coefici~nte convectivo de transferencia de calor es del orden 
de 5 w / m K. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Una tubería de metal con ún diámetro exterior de 150 mm 
transporta . un. fluido . ª· .. 130 e; . se puede . .'considerar .. ,. qu_e' . la. 
temperatura .de .la supedi'cie ~e la 'tubE!rfa és ·}ambién de· 130 .C.'. La 
temper;;itura·:ambi'en!'·e,.e,s-:'..de,'·2.o·c; .. : ··'·:: .. ·· .. ··:·:··:·:,-::.· ... .._ .... ,_. .. ,,,. .-., .... , .· 

. Dicho fluí.do/ e~::,cale~tado: · con .;.comb.ustible · .. que ·.tiene .·..;na· 
densidad de 850 · kg/m. ·cuyo ·costo es_·:.de· 15 peso.s. ::P';':t'. ~i7ro; ·úna 



capacidad ·calorífica de 37 000 kJ/kg y un 80\ de eficiencia 
.térmica. El propósito es aislar la tubería con un material cuy§' 
conductividad térmica es de 0.04 W/m K y una densidad de 160 kg/m 
con un costo de 80 pesos por metro de longitud instalada. Si el 
coeficiente convectivo de transferencia de calor en la superficie 
es 'de 8 W/m2 K. Realizar un balance económico que permita tomar 
una buena decisión en cuanto'a la compra del aislante. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

,.,,t1 
·r=-.d;o 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Coeficiente convectivo de trans
ferencia de calor. 
Temperatura ambiente. 
Capacidad calorífica del 
combustible. 
Eficiencia de combustión. 
Costo del combustible. 
Densidad del combustible. 
Diámetro exterior de la 
tubería 6 diámetro inte
rior del aislante. 
Temperatura exterior de 
la tubería 6 temperatura 
interior del aislante·. 
Conductividad térmica del 
aislante. 
Costo del aislante. 
Longitud de tubería por 
aislar. 
Densidad del .aislante. 
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Valor. numér.:i.'co. 

. 8 w¿m• x .. 
20 i c .. " 

. 3700Ó kJ/kg 
:8o:t··:-c->·.:" .. .,· 
.15 pesosf lt : 
850 ·kg/m, . 

'·· ··· .. , 

··.o~~so'm• 

130 ~e 

o.o4~Jm'K 
o.a p~sos/kg 

1 m:' .. 
lGO kg/m3 



PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

. ~· 
1'. Cálculo de las pérdidas de calor de la tuber~a sin aislar . 

QB = H*3.142*DI*L*(TI-TA) (TC-2.1) 

2. Cálculo del costo de las pérdidas de calor para la tube~ía ·sin:·: 
aislar. ; .. ·. <~··'·:-":" 

·.··:.·· .. : .. ' ... -.·.:;:, .. ::,.'.;.:: ;~\~~-~2;·~,~ ~;· : : : :_.: . . 
·."-··- "'·''', ..... 

CB1 = (QB*FC)/(CV*EF*RF) 

3. ;~s~~s~:~al en de las pérdidas de calor de. la,: ~~~.e~1,~ :, ~i~ :'.~~i;l~r , . 

CB = (CB1*60*60*24*365)/100', •.!'!_ \'? (;c~2.3). :·· ,, · 
º.. ;"· ... . _,._.,..._ . ~- . . " .. 

. ·' :/.~::.:·.;';':·:'.> _ ..... ·.·.· 
4. costo total del aislante. · ·.o.;e:. ··•:.•.: .• ':.':.':·· .··,·:::.•. 

CI = ( (3 .142* (DA2-DI.:2)*RI*
0

;c)/4l /·:>• .'(;6-2'.c) 
s . Pérdidas de cal.or desde la tubería, aisÚ1da. '. >:,,:, : ' 

Q = '(~I-'.1'1,\,l/~~/::\~,:·}:,.'<?' 
6. Cálculo de la resistenci'a: térinii::a·:·totáL': " ' 

. cic~2.•l 
7 . Cálculo de. ~~s' .~frdid::,;'~ de. cai.o:i::: ~n: la tuberíá afsl.áda; 

·· • · '.'·::.c'~':c·cd;·Fc::>fc&;;E:F;R.F1.. , _ · ·iTc~2,7): · 

a . cá1éu10. dei J~pe~6_;p~~{;\~¡-~i~~·1:~\·. i': ' '· : · · · · 

9. cálculo dd, per¡6ii·~ii~~i~~:~:¡tlf·Il 12 
.· • • 

,,, PB .;. CI/(CB~C). 
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1 
l 
t RESULTADOS. L. 
l Espesor del 

l aislante. 
(mm) 

;··" 
1 o 
1 10 

¡· 15 
20 

J 25 

l 
30 
35 
40 

j 45 
so 

1 NOMENCLATURA'. 

1 

H 
TA 
cv 
EF 
FC 
RF 
DI 

TI 

K 
IC 
L 
RI 
QB 
CB 

D 
CI 
RT 
Q 
T 
PB 

Pérdidas de Costo de Costo del Periodo 
calor; las pérdidas. aislante. de reinv. 
(W/m) (Pesos) (Pesos) (ailos) 

414. 7 78 o 
150.3 28 .3. 20.6 .415 
116.2 21.9 21 .374 

95.7 18 21.4 .356 
81.9 15.4. 21. 8 .. 348 
72 13.5 22.2 ,344 
64.5 12.l 22 .'6 .349 
58,'7 11 :23 .l .·344 
54 10.2 23 :5 .347 
50:2 9.4 24 .35 

Coeficiente convectivo de transferencia de ·calor. 
Temperatura ambiente. 
Capacidad calorifica del combustible. 
Eficiencia de combustión del combustible. 
costo del combustible. ..·, .. ,. 
Densidad del combustible. ·· · , 0: 
Diámetro externo de la tuberia, diámetro interno con: 
el aislante. 

Temperatura exterior a la tubería, temperatura, 
interior de la tubería con·· el aislante. 
Conductividad térmica del aislante. 
Costo por kilogramo de aislante. 
Longitud de tuberia aislada. 

. .. 

Densidad del aislante. 
Pérdidas de calor de la tuberia sin aislar. 

costo de las pérdidas de calor de ,la tuberia 'sin 
aislar. ·, · 
Diámetro exterior del aislante. 
Costo total del aislamiento. . 
Resistencia térmica total del aislante.· ." 
Pérdidas de calor desde la tuberia aislada.' 
Espesor del aislante. 
Periodo de reinversión. 
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15.4 COMBINACIÓN DE DOS HECANISHOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR 
CONDUCCIÓN Y CONVECCIÓN. 

El caso expuesto en el apartado 15. 2 referente a la 
transferencia de calor en una pared compuesta, puede generalizarse 
para consi_derar una combinación de dos mecanismos de transporte de 
calor: conducción y convección. Se trata de problemas en donde un 
fluido o dos, se encuentran separados por una pared sólida, las 
resistencias en serie por conducción y por convección se pueden sumar 
y la rapidez de transferencia de calor se puede escrihir 
adecuadamente en términos de las temperaturas del fluido o de las ·de 
cualquiera de los lados de la pared, (observar la figura 1s.4-1). 141 

._'.-::;/:r 
J;1 .• •1.t :·. 

Fluid•! , . 1 FluldD 
• 2 

.. : .. ::···-l. ·~ 1 •:· . 

Figura (1s,4-1) Combinación de dos mecanismos: de :transferen.cia 
de calor:. conducción y ·.convección; 

Ccin· base '.en 1::. ecua~ióri •(1s.;-i.~r ~;'.~n'.• 1a .. figura (1s .• ~1) .·.se ·.· .· 
pu_ede escribir'. la ::expres"ión ·ae: calor tcitaL por:.unidad de- área °(Q") _: 

' .... ·: -~ : ; .. , '::,. ·_ .. :. 

, ... -~-~~~~.... .<'._<:L 
1/h_i. + oc:/k "': l/h2 . 

o'.'. .. . ';.,•, 

(IS.4-1.1) 
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•,' .. 

· Q" = .Calor total transferido por unidad de área. 
B = (Tri - Tr2) = Diferencia de temperaturas ·entre los puntos l y 

hl 

h2 

2 de la pared. 
Coeficiente convectivo de trasferencia de calor en el punto l 
de la pared, debido a la temperatura del fluido adyacente. 
Coeficiente convectivo de transferencia de calor en el punto 
2 de la pared, debido a la temperatura del fluido adyacente. 

De esta manera, se puede definir el coeficiente global de 
transferencia de calor como: 

l/U ~ l/h + (~x/k) + 1/h2 (,;;.•-i.2) 

o también: Q" = UB U(Tr2 - Tn) 

Q = UAB (1•.•-1.3) 

Donde: 

Q Rapidez de transferencia de calor. 
A ·Área de la pared. 

A continuación se presenta el programa de cómputo que resuelve 
un problema de transferencia de calor unidimensional en estado 
estable para el caso de una pared compuesta, considerando la 
combinación de los dos mecanismos: conducción y convección. 
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EJEMPLO : TC.l (TCPPl) 

PROGRAHA 1: TRANSFERENCIA DE CALOR EN PAREDES PLANAS. 

PROBLEMA TIPO. 
CDNDUCCJOW EN ESTADO ESTABLE 

. CONDUCClON UNJDlHENSIONAL 
PARED COKPUESTA. 

GEOMETRÍA. 
PLACAS PLANAS 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la rapidez de transferencia de calor,las 
temperaturas de interfase en una serie de paredes,las temperaturas 
exteriores e interiores y la resistencia térmica total. Mediante 
los datos de conductividad térmica de los materiales, así como de 
los de temperatura del fluido adyacente. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Una pared plana de un edificio compuesta de dos capas de 
ladrillo con un espesor de 105 mm de cada una, se encuentran 
separadas por un espacio de aire con una resistencia 
térmica de 0.18 m•2 K/W. Interiormente la temperatura del aire es 
·de 19 C y en la pared exterior,la temperatura del aire es de 
-5 C. Si el coeficiente convectivo de transferencia de calor 
interior es de 5 W/m•2 K, en la superficie exterior, el 
coeficiente convectivo es de 20 w;m•2 K, y la conductividad 
t.érmica del ladrillo es de 0.84 W/m K. Calcular lo siguiente: 

al La temperatura interior de la pared. 
b) La temperatura sobre la superficie del espacio de aire,en 

la cara del ladrillo interior. 

F.IGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

ó· 

h•20W/m1 K 
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DATOS DEL PROBLEMA: 

Temperatura·del aire exterior. 
Temperatura del aire interior. 
Coeficiente de transferencia 
de calor exterior. 
Coeficiente de transferencia 
de calor interior. 
Resistencia térmica del espa
cio de aire. 
Espesor de cada pared. 
Conductividad térmica 
del material. 

TE 
TI 

-.s ~é 
19.' c 

HE =. 20 J¡~~ . 
HI · s ·.¡¡)~·:. ·.•·· 
RÁ' •· ·~ is m2 K/W' 
•x;;·'.'·o :-{os· M • 

: '{\'~ :Jj9:/ 
·.'.:.:"; 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS• EN,.:EL·.'PROG!lAMA:> 

i. Cálculo de la resistencia .té~i6-~'.':·~·~¿~l:f··>r~·::- ., · ::.>~.;;.:>··. 
R = l/Ho + x1K + RG ~: x1i .;: '111ü: :;; ;.. . 

e·'·;·'·<·~ .• ~>l'.;.~:¡: ·:.-}\~~·~ .·'.~· ·, .. •., ··,r-

2. Cálculo de la velocidad d~,'.~ransferéf;~:{~~:~~.c'aí_~L·' ,., 

ci·=~·;(TI~TEiiR/:'•. •··.· ····-.>~:,.,(: . ,.<?c~i.~) 
·:-.'~'_:-_.'. ,_:·:: ·._;:':\·"···. ,:,:<·. -~; , , ' !·'· '/ ~:.:-' .. < __ .... -,.. ·',.', ·. :<.-:: 

3. Cálculo de i~ teinperátura. en el esp'á'ci~ de .aire, 

.:. . :,;~;.;;TPI _·:(X •;'o/K):::} ,,<·•· •" ·hrc:-i:~) 
·. ,·. ''·<·· ' ;,:.:: ' .. ,., .··.'.'. :..~·· ' ·:_·(:'· 

4. Temperat\lra en la. s\i~e',;ti~ie 'int:~~iói ~e ia pare~; .· .. •· .. ·. 

·'I'.Pl=•TI>.(QJHI) '· 6~~;.Ú 
. _, .. 

., .. 

RESULTADOS • 
-. . . . . . -. . . ,.. . .. >. -. ~ 

Rapidez de tranSterénciade 
calor a través de•la paréd. 

Temperatura en la superficie 
interior de la pare·d, 

Temperatura en el espacio 
de aire. 
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Q = 32;~941177 
'w/m .: ·. i 

TPI .,;_t1;g4ú76s .. 
' .. C._;- "-, .· 

TA ,; 7; 52941177" . ºc. .· .. , 



'.i ·• .... ·... .. . ·. ·· .. 
· · · ~OMENCLATuM. 

:.~ . 
TR ·Temperatura exterior del aire. 
TI Temperatura interior del aire. 
HE Coeficiente de transferencia de 

calor en la superficie exterior. 
HI Coeficiente de transferncia de 

calor en la superficie interior. 
K·Conductividad térmica del ladrillo. 
X Espesor del ladrillo. 

RA Resistencia térmica del espacio de 
aire. 

R.Resistencia térmica total. 
Q Rapidez de transferencia de calor. 

TPI Temperatura en la superficie interior 
de la pared. 

TA Temperatura en el espacio de aire. 
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·TRANSFERENCIA'DE CALOR POR CONDUCCIÓN. 

PROBLEHAS PROPUESTOS. 

_ l. Una pared 5iene un revestimiento de 4 1/2 plg. de ladrillo 
(k = o.a BTU/h pie Fl como capa exterior, una capa intermedia de 6 
plg de espesor es de ladrillo refractario (k = 0.45 BTU/h pie). La 
capa interior de la pared, es de yeso (k = 0.24 BTU/h pie °F y tiene 
un espesor de 3/4 plg. Los coefici~ntis convectivos de tra119f~rencia 
de calor son de l. 5 BTU/h pie F y 5. 8 BTU/h pie F 
respect~vamente. La pared está expuesta al ail.e a una temperatura T 
= 70 F sobre el interior y aire a 95 F sobre el exterior. 
Determinar la cantidad de calor por unidad de área en la pared. 

2. La pared de un horno (placa plana), consiste en una cap• 
inte~ior de ladrillo refractario de 6 plg. de espesor (k = O.OS BTU/h 
pie Fl, seguido por 9 plg. de una capa de ladrillo comiln -(k = o.a 
BTU/h pie ºFl . , 

La temperatura en la superficie de
0

la pared interior es 1800 °F 
y en la superficie exterior es de 200 F, determine la velocidad de 
pérdidas de calor por unidad de áres a través de la pared. 

3. La pared de un horno está formada por 3 capas, una de 4 plg. 
de ladrillo refractario (k = O. 9 BTU/ pie h F) seguida de una de 9 
plg de ladrillo aislante de caolín ( k = O .1 BTU/ pie h F) y 
finalmente, otra pared de 2 plg. de tabique ordinario (k = 0.4 BTU/ 
pie h F). La temperatura de la superficie interior es de 2000 F y la 
de superficie exterior, de 200 F. ¿ Cuáles son las temperaturas de 
las superficies de las paredes que están en contacto?. 

4. Una tubería de acero de cédula 40 conduce vapor saturado a 60 
psi a través de un laboratorio de 60 pies de longitud. La tubería 
está aislada con 1.5 plg. de 85 t de magnesia, que cuesta $ 0.75 el 
pie. ¿ Durante cuánto tiempo debe permanecer en servicio la tubería 
para justificar el pago del material aislante si el costo del 
calentamiento del vapor es de $ 0.68 por cada 105 BTU?. El 
coeficiente de trnsferencja de calor convectivo de la superficie 
exterior es de 5 BTU/h pie F. 

5. Fluye vapor saturado a 40 psi a, a 5 gps a trávés de 
una tubería de 1 1/2 plg. de acero de cédula 40. ,, EL coeficiente de 
transferencia de calor convectivo para 

2 
condensar.- _el _.vapor, en.·, la 

superficie interior es de 1500 -BTU/h pie F. _El aire, circundante' se 
encuentra a 80 _F y el coeficiente de la supe_rficie'· exterior: es -de ,3_ 
BTU/h pie2 F .. Determine lo siguiente: ., · , , 
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(a·) La pérdida de calor por cada 10 pies de tubo sin aislamiento. 

·cbl La ·Pérdida de calor por cada 10· pies de tubo aislado con 2 ·plg 
.de 85 t de aislante de magnesio. 

fe) La masa del vapor condensado en 10 pies de tubo sin 
aislamiento. 

5. La pared de un horno que consta de O. 25 m de ladrillo 
refractario, 0.20 de caolín y una capa exterior de tabique del usado 
en la construcción de o .10 m, expuesta al gas del horno, a una 
temperatura de 1370 K, con aire de 300 K adyacente a la pared 
exterior. Los coeficientes de tran~ferencia de calor convectivo 
interior y exterior son 115 y 23 W/m K, respectivamente. Determine 
la pérdida de calor por pie cuadrado de pared y la temperatura de la 
superficie exterior de la pared en estas. condiciones. 

6. Dadas las condiciones del problema 5, excepto que la 
temperatura exterior del tabique de construcción no puede exceder los 
325 K, ¿ En qué proporción deberá ajustarse el grosor del caolín para 
satisfacer este requerimiento?. 



l ¡ 
\ 
t ./1, 

í 

25.5 TRANSFERENCIA DE CALOR EN ESTADO ESTABLE 
EN DOS DIHENSIONES. 

Algunas aplicaciones de tipo práctico en la ingeniería requieren 
que se realicen análisis de transferencia de calor en donde las 
temperaturas varían en un cuerpo dado en dos o tres direcciones; sin 
considerar cambios de la temperatura con respecto al tiempo. 

Una de las formas de resolver problemas de este tipo es por 
medio del método de diferencias finitas (ver el capítulo 3 de este 
trabajo), y otra posibilidad ·es resolverlos por el método analítico, 
del cual se dará una descripción en esta sección. 

Se inicia el análisis escribiendo la ecuación general de 
conducción de calor tridimensional en coordenadas cartesianas: 

Para condiciones en estado estacionario: BT/at • O 

Para el caso de que no hay fuentes de calor: q/k e O 

Para conducción bidimensional: 82T/8z 2 
• O 

(1s.s-1.1) 

Por lo tanto la ecuación diferencial para conducción 
bidimensional, en estado estacionario, en un material en donde se 
considera la conductividad constante y sin fuentes de calor se 
transforma en la expresión (1s.s-1.2). 

8T/8x
2 + 8T/ay2 

(1s.s-1.2) 

Como la forma de la ecuación diferencial parcial 
(1s.s-1.2J contiene las segundas derivadas de la variable dependiente 
temperatura T con respecto a las direcciones x y y, se deben formular 
por tanto cuatro condiciones a la frontera para poder determinar la 
solución del problema. Estas condiciones a la frontera deberán 
especificar la temperatura o sus derivadas en dos valores de x y y, 
respectivamente. De esta manera se hallará la distribución de 
temperatura. Posteriormente, se puede aplicar la ecuación de 
conducción de Fourier y así determinar el flujo de calor local en las 
direcciones x y y.12e1 

Un ejemplo tipo bidimensional es el que se presenta al querer 
determinar la distribución de temperatura en la sección horizontal de 
la base de una chimenea, cuya forma en el interior es circular y, 
cuadrada en el exterior, y cuyas temperaturas interior y exterior se 
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manejan como· constantes. Sin embargo para fines de simplificación, .se 
considerará que el siguiente programa maneje una geometría 'cuadrada. 

El ejemplo ilustrativo que se presentará (TC.3), se resuelve por 
medio de la técnica de diferencias finitas, y se aplica el método 
iterativo de eliminación gaussiana para· la resolución del· sistema de 
ecuaciones simultáneas que resulta. ·· 
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EJEHPLO: TC. 3 (CEE2) 

.PROGRAHA : CONDUCCIÓN EN ESTADO ESTABLE EN DOS DIHENSIONES CON 
CONDICIONES ISOTÉRHICAS EN LA FRONTERA. 

PROBLEMA TIPO. 

COHDUCCION EN ESTADO ESTABLE 
SISTD!A EN DOS DIMENSIONES 
(SOLUCIÓN POR UN MÉTODO JiERATJVO} 

GEOMETRÍA 

CONDUCTO HUECO DE FORHA CUADRADA (SlKETRJA CUADRAHCULAR) 
QUE F'ACILITE TRAZAR UNA "ALU. CU.\DRADA SEHCILU. CON 
DIFERENTES NOOOS O COORDENADAS EH EL ESPACIO. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

- Determina la distribución de temperaturas en una chimenea. 
- Determina la velocidad de transferencia de calor desde la 

chimenea y en la chimenea. 
- Obtiene las distribuciones de temperatura por medio de un 

método iterativo (el de Jacobi). 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Una chimenea de sección trans.versal rectangular con pared 
isotérmica, cuyas dimensiones exteriores e interiores son: 2 m x .2. ·m 
y O. 8 m x O. 8 m respectivamente, posee una temperatura en . la 
pred interior de 255 e y en la ·exterior. ·de. 20 c. ··Si :·la 
conductividad térmica del material del.,cual .. ,está'·construida' tiene· 
un valor de O. 9 W/m K. Calcule la· velocidad de transferencia• ·de 
calor en y desde la chimenea por:el· método··'de'·Jacobi..:· · · 

>.: ·.>' "·. __ '.; .:.1·:~~/ .' ·, .,, .. > :';"-:::·~ ,',~ :;":.:.~:·:.,.:: ··\ 
, ·.·.~:.:~·. '.:·,·>:. '~. '\ :i:-:.··> '>·;( ;) .<·;,.f.'.,'· .;·::·.~.--.... , 

DATOS DEL PROBLEMA;:~ .... , ·.;•_ .. -,:_,. 

Dimens~~n~~"de: i~::jih·i~{~:~~'a';>...:. ;::;:.:t.: ··:2.>m·,·x · 2·. ~.::·~~·~é'~i.~~·~::·.':·, · -. 
•'.''.· .'::. ''·.:.:•· ··::· /o'.a m x:o;a:::m interior;. 

conducú~idad ~ériaic~ ~~l. ~a\:~,_.:ia1<; ·o; 9 w/~' ~< ;': 
Temperatu,ra: ·Pared,:extérior = 

Pared. interior· 
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FIGURA REPRESENTATIVA DETo PROBLEMA. 
,. 

TittPERATURA · DCSPUES' DE TRES ITERACIONES. 

'PUNTO TEMPERATURA. 
46.09375 

·7 66.01526 

76.5625 

81.6406 
10'• 81. 6f,06 

11· 100. 78125 
12 138.28125 
13 . 145.3125 .. 
14 147. 265.6 

TEMPERATURA D&sPUES DE' ·10· ITERACIONES, 

, PUNTO'. TEHPERATUÁA 
4j:a133 

7 61.3706 
8 ·-·' .76.9787 ~ .. 8°4~-7249 

10 86. 5002 

11 99.3160 

12 138:0413 

13 149.8308 

14 152.9026 

NOMENCLATURA' DEL PROGRAMA. 

T, B 
A 

QIN . 

QEX 

Temperaturas· en.los· puntos· de. la mana·.·· 
Contador· de ·itera.ciones. · · · 
Velocidad de transferencia ·'de calor .por. unidad 

. de altura 'desde la pared del tubo de'•la chimenea. 
Velocidad de transferencia· de. calor· por· unidad · .. 
.de altura del ·1ado de la pared .exp~esta .al ·aire. 
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EJEMPLO: TC. 4 (ALETA) 

.PROGRAHA: TRANSFERENCIA DE CALOR EN ESTADO ESTABLE UNIDIRECCIONAL 
(TRATAMIENTO NVHÉRICO: DIFERENCIAS FINITAS). 

SIMETRÍA. 

PLACA PUNA RECTAHGln..AR. 
ALETA RECTANClll.AR. 

FUNCIÓN DÉL PROGRAMA. 

El programa determina la distribución de temperaturas y· la 
velocidad de transferencia de calor en una aleta rectangular, la cual 
se ha dividido en nodos. Se utiliza ·1a solución numérica de 
diferencias finitas sin considerar dependencia con el tiempo.· 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

La siguiente figura, muestra una aleta dividida en cuatro 
secciones (5 nodos). La temperatura en el punto T(O) es de cero 
grados centígrados y el fluido que rodea la placa, tiene una 
temperatura de 10 c. La placa tiene 0.06 m de longitud y 0.003 m de 
espesor, la conductividad térmica del material es de 50 W/m K. El 
coeficiente convectivo de transferencia de calor es de 40 W/m2 K. 
Determinar la distribución de temperaturas y la velocidad de 
transferencia de calor a través de la aleta. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. · 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Numero de nodos = 5 :·· 
Longitud de la aleta = O. 06 m. 
Espesor de la aleta = .o. 003 m ·.' . . : . · · . 
Conductividad térmica .de la aleta =.·so w;m· K 
Coeficiente convectivo de transferencia de· .ca.lor 
Temperatura del fluido = 10 e· 
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TEMPERATURA EN ·e 
IDO 

77.51 
62.13 
55.1' 

52.551 

Numero de iteraciones = 17 
Velocidad de transferencia de· calor ·a· ._t;avés ·de .la ... aleta"·=· 
272.18 W/m 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

P = Numero de nodos. 
T(N) Temperatura en un nodo cualquiera. 
TF Temperatura del fluido. 
L Longitud de la aleta. 
w = Espesor de la aleta. . 
K = Conductividad térmica de la aleta. .. ............ · 
H Coeficiente convectivo de transferenCia"de .~al~r.· 
A Contador de iteraciones. · · · · · · 
Q = Transferencia de calor por metro 'de a~c;hÓ ... -
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EJEHPLO: TC.5 (ALETACIR) 

"PROGRAHA: TRANSFERENCIA DE CALOR EN POR CONDUCCIÓN EN ESTADO ESTABLE 
UNIDIRECCIONAL A TRAVÉS DE UNA ALETA CIRCULAR. 

SIMETRÍA. 

ALETA CIRCULAR. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa calcula la distribuci6n de temperaturas, la 
velocidad de transferencia de calor a través de la aleta y el numero 
de Biot. A través de la técnica de diferencias finitas para el caso 
de transferencia de calor por conducción en estado estable. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Determinar la velocidad de transferencia de calor a·través de la 
aleta circular que se muestra en la figura; así como. también, la 
distribuci6n de temperaturas y el numero de Biot. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Diámetro exterior de la aleta 
Diámetro interior de la aleta 
Espesor de la aleta 
Conductividad térmica de la aleta 
Temperatura en la pared 

.Temperatura ambiente 

FIGURAS REPRESENTATIVAS DEL PROBLEMA. 

l98 

0.2 m 
O.l5 m 
o. 025 m 
48 W/m K 
l70-C 

25 e· 



.Nooo· >:·>;fQTUR. (~J.>·' 
··' :/o:~~~,·~: .. :~·.-:> ..... :.~·>~·.:<·- -~·"· .... 170 

. 2 

3 ... 
s· 
• ., 

·;,._: 0.018 . . .. ... ·~:· :· 
0,081 '?~<>.:-::·'.. ·~~-)'; 

.Q,QBJ .. -._;.·. ~--· 

··a:oa&·~-. :-~.:·' · ,·,,; 
··:a.ó89:~ '.:::'.>~. ,_ 

o.o9.!.,-. 

_.·,. :,-. 

, ... :·145~13.':·:. 
'-125,38 ... 

~7.76 -
... -, ; ~8.59 

e1;e9 
77.33 

.· 74. 66 . -~ 

· .... 73.75· 

Numero de .ite;aciones '~;is 
Velocidad de transfereriéia :de ~aior .= 564. 74S w 
Numero de Biot •.; .• 1·45 :·:"· ·· 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. . . . . -

T (Nl Temperatura en un nodo C:ualquiera .. 
P Numero de·nodos. 
R(N) Radio en el·nodo N 
DR Diámetro de la base de la aÍeta'; • 
DT Diámetro en un extremo· de la aleta. 
W Espesor de la aleta. . . . , .. , '". , .. ···:. .. . 
K Conductividad térmica del· material". de· la.,. aleta.· 
H Coeficiente convectivo de'· transferencia :ae calor. 
TF Temperatura del fluido." ·· "':.'·:· · · 
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ú;. TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCIÓN. 

INTRODUCCIÓN . 

.. , En la mayoría de los procesos industriales, la transferencia·· 
de' calor ocurre mediante el paso del calor a un fluido a otro ·a 
través de una pared sólida, así como se ilustra en la figura 
(16-1.1) • 

Figura 

. .... ' ..uuca. 

( 16- 1 .1) Perfil de temperaturas para .1a·, »transferencia 
convectiva de calor de un flujo d!! .flüido caliente 
al flujo de fluido frío. 

El fenómeno de la convección de 
movimiento de los fluidos: cuando 
temperatura pasa . cerca de un cuerpo· 
convectivo, ver .la figura (16-i.2) ;" 

·. Figura (16-1.2) ••. Fe~ó~e~~ •··ii~ ~~nvicci~~ de ~alor ~uando un fluÍdo 
'· está cercano :a:' un.a ,P~red sólida".,· 
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·De la figura (1•-i.2), Tu, corresponde a la temperatura promedio 
·del ·fluido en la . masa de aire, Tw, es la temperatura en la pared 
del ·sólido. Si existe diferencia entre el valor de Tu y T•. se 
verificará el fenómeno de convección. 

Existen dos clasificaciones para la trans~erencia convectiva de 
calor: · 

a) Convección natural o libre. - Donde el movimiento del fluido 
es el resultado de las variaciones de densidad de la transferencia de 
calor. Se produce un efecto de flotación en el que se produce una 
circulación natural del fluido, por lo que éste se desliza por la 
pared sólida '(Terminando de exponer el tema de convección forzada en 
el inciso b), se procederá a ampliar el tema de convección natural). 

16.1 CONVECCIÓN FORZADA. 

b) Convección forzada.- El flujo del fluido se produce .como 
resultado del empleo de un medio externo como un ventilador o ·una 
bomba. 

Dado que la ley que describe el fenómeno de transferencia.· de·'.· 
calor por convección es la ley de enfriamiento de Newton : · · 

q hA(T-Tw) 

Donde: 

h Coeficienfe convectivo en W /m2K 
A Area en m. 
T Temperatura promedio del fluido.en K. 
q Velocidad de transferencia de calor en W. 

Es muy comiln que .. para ·establecer las ::re;l~c{;~~i-de · 
los coeficientes de transferencia de calor_- (h)~'-.''s«io".' .usen. 

adime::::::::s ~n .·problema.·. completo. de • tran~i~r~Li·~ •• ~:e:· '~alor. 
requiere calcular:«: .el·: ·valor: . del. coeficiente. c'cinvecti.vo" :.de 
transferencia de'_ calor;:_ h.· · · .. ;- · · ·' ·,·-.'-:·•::' 

.. ·,·~--:~;-',-~. :·~\-. ·:c.·-

16.la) CÁLCULO DEL co~F~crÉNTE: comEC:Tivo: DE:! ·TRi.N~~~~iNerA ni:.· 
CALOR, (h) · \.:. . ·- ... · ,;._,_- ::_·,;.,.. r' ',':_·• •. :: .• ., «;:,-·'· 

··,·.·;{ ..... ·!'.···. 

. · · · '" -,. : ~ ·:;:t~ ~ <~-~· .. ·,~··.), :' ... · -· :· .. ¡·, .r:: ~: '.
1 

.'':·, • •. 

Esta tarea ·no es ·.sencilla 'por· :1()\'que ''ia";:. fuayoi!{,(:d~-- los. 
resultados que se. presentan en .'. la)bibliografía·; ... • .. se_., éncuen'tran ·'"én"' -
forma de correlaciones.: D.e '·lo. anterior • sei:. d.eri va·«1a«,·:únportancia'-:de .:· 
construir o usar nilmeros· ad¡iménsionales· .::para'-· .ll'egai:.' á '.: cprrelacicmes. 
empíricas y poder conocer el:valor é:lel:coefi¡ien.te;:ccinvec;tivo h'.'·' · 
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Es bien sabido que aun en nuestros días, no se cuenta con una 
teoría completa acerca de la turbulencia, por lo que se recurre a 
correlaciones empíricas a partir de las cueles se podría despejar h y 
conocer su valor, considerando que este resultado se obtiene a partir 
de.resultados empíricos. 

Debido al problema que representa calcular í1, es necesario 
tornar en cuenta algunos principios para evaluarla lo más 
adecuadamente posible , ya que ésta es función· del proceso o 
del mecanismo en cuestión (por ejemplo: fluido en movimiento, en 
en reposo, fenómeno de ebullición, condensación, temperaturas, 
distancias, ge ornetría, etc. J; tales principios que se podrían 
considerar un procedimiento, ·nos permitirán obtener resultados 
empíricos satisfactorios e incluye ll3l: · 

a) Conocer las variables que afectan el fenómeno a estudiar. 

b) Responder a la pregunta Cómo se reagrupan esas variables 
que describen correctamente el fenómeno ? (Recordar que 
existen métodos de construcción de nurneros adimensionales 
corno el teorema rr de Buckingham) . 

c) Realizar un diseño de experimentos: de ser posible hacer 
predicciones teóricas de los órdenes de magnitud de las 
cantidades que va uno a medir. 

d) Realización del experimento lo más cuidadosamente posible y 
teniendo control especial sobre las variables más 
importantes. 

el Obtención de resultados y análisis de los mismos. 

Seguir un procedimiento con los pasos anteriormente mencionados 
(a-e), significa que no es sencillo obtener una correlación empírica 
y que además, no se sabe con certeza si los resultados están del 
todo bien obtenidos. Por lo que, es aconsejable antes de iniciar 
cualquier tarea en el laboratorio, si se va a usar una correlación 
obtenida por terceros, tratar de conseguir el reporte original de la 
publicación donde se obtienen correlaciones empíricas. 

Existen nurneros adirnensionales y correlaciones empíricas 
importantes que son ampliamente conocidas para el cálculo de h, que 
son aplicables para ciertas condiciones de operación 11s1 y que 
a continuación se presentan. También se recomienda consultar el 
cuadro (10-1.3). 

CONVECCJON ÍDRZADA, 

l. Nurneros adimensionales: 

Numero de Reynolds 
Re = Dvp/µ 
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Numero de·Prandtl 
Pr = Cp ¡.¡/k 

Pr 

·, :, 

El .. numero de . Prandtl es la relación del componente· cortari'te :de::". 
la difusividad de ímpetu (¡.¡/p), a la difusividad de calor , (k/pCp) .·y,· 
correlaciona físicamente 'el espesor relativo de . la · capa··,: 
hidrodinámica con la capa límite térmica. · 

Donde: 

· Cp Capacidad calorífica. [kJ/kg KJ 
¡.¡ = Viscosidad. [Pa s) 
k Conductividad térmica [W/ m KJ. 

Numero de Nusselt Nu 
Nu = hD/k 

El numero de Nusselt mide la importancia ~elaÍ:ivá <it,íe den~ 1" 
convección frente a la conducción. 

con 

Donde: 
k = Conductividad térmica. 
D a Diámetro del conducto. 
h = Coeficiente convectivo 

2. Correlaciones generales. 

J:l trat¡sfere;)éia de ~alar: fW,lll~ fK]: 

a) Flujo laminar: . · '. . . ·.: .,. 

Nu. = hD/k= LB6 (Re Pr D/~l¡,, 'CÚ~/~~J~:'~ ú~'.i-1.sJ·· 

Esta.· ecuación·~~ v~l~dJ,pQa····· (~e-P~'i;~i,j''>l'~:o ·;·,cuá;)doL usa. 
(Re Pr D/Ll; >.10•·.tien.e,:validez con :)Jna exactitud•.•dj!! .+ '·20 .t.• 

·: ... ,:~· _::.~:~}\:_:.. '>' . · .. ··: .:·.:·.~, _, .. 

~~n~e~iscosiaaa eV~1~ªªª. ª .1a. · teinpe~~~urá • :~~~~~ª;:º ·a~i. '..fluido. . 
IJ• = Viscosida.cL.evali.tada ·a. la ··:temperatura:' de.·· la·· pared •del 
· sólido. >~ . : . · : :- . :: ~- : . , .. : : : , . 
L = Longitu.d _del cuerpo .. : 

bl Flujo türlJuiento: 

Nu ~ hD/k: 0.023 
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· ::-;; Está ~c~~¿i'ón es válida para Re.·.·.>. <.~, ¿o~ : 
70ci•:Ji L/D > 60." · ·' ';', 

.,:.··. 

paJ:'.aPr entré 0 .• 1·.Y· .. · 

. ·<~:.Correlaciones partii:ul~;i~~-;.'/~ . 
. ·'- ·• .. - .. ;.. . ,'; '· ¡'.~;· , .. · ·:. ~·, 

.. ·,,. ; '.~ :<·-· _. '. .. ; .. : :,:;: :·:' 

·} : ; h~~·~.:423(~0~~: /D~f'.: . :? ,:/ (¡,i,,~;;~j·· 

La ecu~·~¡6~:>¡:~.·.~¡,;¡ se"p~~;::us¡¡r :tiná'.:ap~~~i~~~{2 ~ara• 
líquidos orgánic~~ · ·· ·· · <':.• ¡, .. . . .. .. .. ·. :; · .>>· ;.:·; : · 

.:~::</~t·,~;, : -~,. •', ., :.:·:.;;•' . ···~ -:· •." 

Algúnos cíe· ~~~ ·~~~~J:.6.S ;d~;e~s:ionales 'que, ~á~ ·• !le ~tÚizan eri 
trasferencia de .,".alor': se::' listan · -eh.el: cuadro (1•-i'•l .. •· 
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EJEMPLO: TC.7 (CTCTLl) 

PROGRAHA COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR DE AGUA 
FLUYENDO EN UNA TUBERIA LISA. 

•'':" PROBLEMA TIPO. 
TRANSFERENCIA DE CALOR Eff UNA TUBERiA CON CONVECCIOH roRZADA. 

CALCULO DEL COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR SUPERFICIAL 
EN TUBEIUAS LISAS. 

GEOMETRÍA. 
CILINDRICA (DUCTOSJ'. 

FUNCIÓN.DEL PROGRAMA. 

- Mediante una interpolación lagrangiana; el programa puede 
localizar las propiedades del agua, a la temperatura media. 

- Determina el régimen del fluido, mediante el cálculo del 
numero de Reynolds, de Graetz y de Nusselt. 
Emplea el criterio de relación L/D de la tubería para 

determinar las condiciones de flujo a la entrada del· tubo. 
Calcula el coeficiente de transferencia de calor 

mediante el uso de relaciones empíricas. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

A través de una tubería de l m de .longitud,· .está flUyendo 
agua a razón de l.47 kg/s. La temperatura:media· ·(entre .el fluído y 
la pared del tubo) es de 40 c. ·Si el diámetro:: de la ... tubería es de 
0.025 m. Calcular: · · · · · 

a) El numero de Reynolds, Prandtl y Nusselt. 
b) Los efectos de entrada mediante el criterio L/D. 
c) El coeficiente convectivo de •.t.ransferencia· de calor. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL .PROBLEMA. 
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l. 
! 
í 
j.A 
j . 

¡ 
l" 

1 
i 
1. 

DATOS DEL PROBLEMA. 
. '., 

.·Val~~ 
Temperatura media 
(entre el fluido y la pared del tubo) . 

·;· 

.,: .. 40·.C· 

- Flujo másico. 
- Diámetro del tubo. 

. ~·::.g~1c~1s 
- Longitud del tubo. . l m. 

'-:·· 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS.EN EL PR~~. 
Las ecuaciones empíricas que se utilizaron .en:····ia ·elaboración 

de este programa, aparecen en la referencia .tn:. y. en el apartado 
16.l de este trabajo. 

RESULTADOS. 

Nilmero de Reynolds = 138881 ... ,. 
L/D = 40 (Para flujo turbulento.> .. · 
Nu = 580 .. " · .. 

2 
Coeficiente convectivó · d~:· {i:'ari~f~~encia de· calor 

W/rn K. 
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'·::, '·' " 
'NOMENC~TURA 

',i'·'' 

T;.: 
.. VS 

·: : .. ;cP 
. K 

. MU 

·NU =·Nu 
PR: =· Pr 
GZ = Gz 
A 
M m· 
D 
X =·. L/D 
H 

L_ 

Y UNIDADES. 

Temperatura [°CJ 
Volilmen específico (m 3 /kg]. . 
Capacidad calorífica (kJ/kg K].; 
Conductividad térmica (W/m·KJ.; .. ·. 
Viscosidad (Kg/m s( · 
Nilmero de Nusselt 
Nilmero de Prandtl 
Nilmero de Graetz 
Temperatura media 
Flujo másico 
Diámetro de la tubería [m] . . . . 
Criterio para ·evaluar efectos'. de· entráda. 

Coeficiente convectivo .de· transferencia· de 
calor (W/m2KJ . ·. · · 

Longitud de la tubería (m] 
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PROBLEMAS PROPUESTOS. 

TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCIÓN FORZADA. 

l. A través de una tubería de l m de longitud, está fluyeydo 
agua a. razón de 1.47 kg/s. Si la temperatura en bulto es de 40 c. 
Calcular: 

a) El régimen del flujo. 
b) El coeficiente convectivo de transferencia de calor. 

2. Agua fluyendo a través de una tubería de acero de l plg. 
cédula 40, a una velocidad de l.6 pies/a. Hallar el coeficiente 
convectivo de transferencia de calq,r, si el agua del interior de la 
tubería tiene una temperatura de 60 F. 

3. Fluye agua a razón de 10 cm3/s a través de un tubo de 15 mm· 
de ~.I. La pared del tubo se mantiene a una temperatura constante de 
60 C . Calcule el coeficiente convectivo de transferencia de calor a 
una·distancia del m de la entrada. 
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.16.·2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCION 
NATURAL. 

La deducción de los coeficientes de transferencia de calor 
.·por convección natural, requiere que se re su el van las ecuaciones de 
movimiento y de energia. Alternativamente, se puede hacer uso de 
ecuaciones empiricas y semiempiricas que ayuden a resolver problemas 
de transferencia de calor por convección libre. 

A continuación se revisarán algunas ecuaciones semiteóricas para 
diferentes geometrias y se presenta además, el programa ilustrativo 
para este programa (programa: TC. 7) 

Al Convección natural o libre en placas y cilindros verticales. 
Para una superficie plana vertical isotérmica con altura L 

inferior a l m. El coeficiente promedio de transferencia de calor 
se puede calcular como: · 

Donde: 

a Y·• 

Gr 

p 
IJ 
T 

k 
Cp 
fl 

g 

Nu = hL/k =a {(L3p 2 g{l T/µ 2
) (Cp µ/k)}m (GrPr)ª 

(l6.2-l.,) 

Dependen de la geometria fisica y los valores.de estas 
constantes se pueden consultar en la tabla·numero 
.<1•-l.4). 

Es el numero de Grashof, se puede interpretar como un 
numero adimensional que representa la relación entre 
las fuerzas de flotación y las fuerzas viscosas en 
convección natural. · 
Es la.densidad en kg/m3 

Es la viscosidad en kg/m s 
Es la diferencia .con signo positivo de temperaturas 

entre la pared y la totalidad del fluido (o visceversa) 
en K. 
Conductividad térmica en W/m K. 
Capacidad calorifica en J/kg K 
Coeficiente volumétrico de expansión del fluido en .l/K 
para gases es l/ (TrK) . Donde Tr es la temperatura ·de 
pelicula y todas las propiedades f isicas se evaluana 
dicha temperatyra. 
Es 9.80665 m/s 
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B): C~nvec~i6n natural desde cilindros ho:d.zontalés_; . 

Para cilindros horizontales con diámetro externo ·.:o:'\' tainbiéti"i·· · ·:·. 
·se puede emplear la eéuaci6n (16.2-1.1) perci considerando ··q-ue· .. o· 
reemplaza a L. Y que deberán aplicarse las constantes :cjtie.;aparécen-.· 

.·en el cuadro nllmero (16.2-1.•) .. :;;.. · . . ," ' ' -·~ ~-.-, -· . . ," 
Para · el caso co1Jllln q, e 

valores de GrPr de 10 a 10 , 
(16.2-J.4). 

tuberías, se ti~ne un": iti'iervaio ,·d.,; 
tal como lo. muestra el:. cuadro:· nllinerci 

C) Convección natural desde placas horizontales.: 

La ecuación numero (16.2-1.i) ,es aplicable para el éas6 dé 
planas horizontales, con el valor de las constantes del · cLiadrci y. las 
ecuaciones simplificadas que muestra el cuadro (16:2-1.s) .•.. Eri :donde:· L 
es la longitud de un lado de una placa cuadrada, la .media· ''l°irieal :de 
las dos dimensiones de un rectángulo, o o. 9 veces el diámetro:·: de -.un 
disco circular 11a1. .: .. <:: .:. : .. '. .. , •... .' ... 

CUADRO (16,2-1.4) 

Gt·nmctri.1 ffaka 

Plnnns ')' c.illndrns \'Crllc:alcs 
f:iltur:a \'Crllc:al L < l 
m (3 ¡>les)) <104 

:.J0'-109 

Cilln1lrn:. J1orJvuitules, ·,.-, · . . ;:o- lo!: .:,,_ .. '. .... ·_~.:-.'~' 
ldlóimCuo: n:. úsOdó · pnra·~ :· · ·. ·. -.. , ·.·:'-

<,. ~'.m:"Tf"': :¡~~~Tj,,t§ 
l1l~cns -hOf¡~~~taÍ1i"~'.}~:·- ., _, ·/·:>JO~,:.: ·:·\··. \~ O.JJ 

~n~~~~~~ljn.:1:~~~~~~~ ~ :0·:·~~~<:·~. -? :: i· -;,<-., ·-<· ~::· __ ~'. 
r_erflcle Inferior dc·pluc:is·--.',: 10 ~---~ tq .. , ~- fJ.~.i- :: l: 

· · Cnrrlndn~':· --· · :2 x Jlf' ·3 x 101n· o."J.f' · · 1 ·· 
Supl:r_n~·ic·· ~n·r~·~1ór·:~J~.='P1~c·n~ '; · · 

c11l1.:11_lnd.:111 · .. o·.' ,!tt!flcrfkh.:. ':· .;' Í'~1 .·.ÚJ. 1 ~.;:. 
'i.1111crlor· de«. ph1ciu1, :en.·. __ ,· 

íri'tdi1 -. '· ': ., 
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lanos y cilindros 
''cr~lcales 

lllndrot 
horl¡ontales 

lacas borilontalea 

Placa cnJmt:ada 
b:icJa arrJl.ia o 

h ·= btu/hT· JIÜ'··.F .·-:1i·;.· U'l~2:··;;~ 'r~:: 
L =pie • .1T- •F .L~'m,t.T~.·~:·.~ 
D =ple -.·D•~::.'.: · · 

Aire alOJ.l:?kPa(I atmJ:a~s de prcii~·n·:: ... _,:·;.;. '.·'·-: :~ 
J0'-109 h=0.28(t.T/L) 11' h·= IJ7(47'J/ • .) 1.~~· .. 
·>109 l1=0.l8(4TJl'l ./1.•=•l.24AT.l!l/,;·:·. 

103-JO' li = 0.:!7(.1T1 D)~'".' li ~- J.32(4T/IJI~'..'. 
>JO' ha0.J~(dT) 11l . 11;,;.·1,24·A:i:~fl'._i: 

-:: ·:/·':·/'::: ... ;::v;?.-:'.:, 
10\-2 JI( 101 ,, .;. 0.2711\ 7'//.J 1 ~' •• _, .. "'! 1.32(1\ 1·11.1.'!.'; 

2 X JO'-J i( JU 111 /raf).22(411')'1~. ·';'/l•'IJ?A'J' 1.~J.:~.:.:v 

enI:11da hacia abajo ·· < · ·-· ·· ·::, ,.·· 

J x 105-J >e 1010 .1i ... ~.1~16'r~~j 1 ;~ 
".:'.-:--'. 

Placa calentada 
hada abajo o placa 
enfriada hacia arrtba 

Planos y cJJJndros 
verdcaJcs 

Plenos y cilindros 
venJcnles 

Aoua a 70"F !294 KJ. 
I04-JO'' /1""' 2(1IA'r//.Jll' ·_ 

Lfqu1dot or¡4nJcos a 19~·F.Ó9~ .• ¿·:.: .. \· .-.. : ·:··_··>_; 
I0"'-109 /1• ll(t.T¡/,)11"' h-~9¡4T¡l.J 1 ·~. 
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! 
l. ' •. ' COHvECC;ÓH NATURAL., 
¡:·,·'' 
¡.: ' . ". 1. Numeres adimensionales: 

' Numero de Grashof = Gr 

Gr • L3p2g (3 AT/µ2 
(16.2-1.2) 

. El numero de Grashof puede interpretarse físicamente como un 
numero adimensional que representa la relación de las· .fuerzas de 
flotación a· las fuerzas viscosas en la convección libre y su papel 
es muy parecido al numero de Reynolds en la convección forzada. 

Donde: 

AT Diferencia de temperaturas,con signo positivo, de 
temperaturas entre la pared y la totalidad del fluído (o 
viceversa) . 

f3 Coeficiente de expansión volumétrico del 
fluído [l/Kl~ 

g • 9.80665 [m/s l 
p • Densidad [kg/m~J . 
µ • Viscosidad [kg/m sJ 

Numero de Prandtl • Pr 
Pr • Cp µ/k 

Numero de Nusselt. 

Nu • hD/k 

La forma en que se pueden relacionar 
·adimensionales a manera de correlación es: 

Nu = a(Gr PrJ" 

Donde: ~;~· 
. '.:·¡_.,.: .. !·.· 

a y m son constantes que dependen de la geomet'ríi1:: fÍsi~·~; ·ci'~i 
cuerpo o sólido a estudiar y del valor resultante:·•· de la"·· 
multiplicación (Gr Pr); los valores de "a" y "m" se 'pueden· hall'ar .. 
tabulados en referencias bibliográficas como 11e1 pá9 211: ,:. ·· ·, ,; · 
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EJEHPLO: TC.6 (CNS) 

· PROGRAHA CONVECCIÓN NATURAL EN SUPERFICIES VERTICALES. 

PROBLEMA TIPO. 
TRANSF'EREHCIA DE: CALOR POR CONVECCION NATURAL. 

CONVECCION NATURAL EN DIF'ERENT&S GEOKETRIAS. 
CONVECClON NATUR1L EH SUPERF'JCIES VERTICALES. 

GEOMETRÍA. 
PLANOS VERTICALES O SUPE:Rf'JCIES CJLINDRJCAS, 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa investiga el efecto de la altura de algunas 
superficies sobre el coeficiente de transferencia de calor. 

- Dadas diferentes alturas, el programa calcula el numero de 
Rayleigh, el coeficiente superficial de transferencia de 
calor, y el numero de Nusselt; tabulando estos resultados. 
El cálculo de la temperatura de película se efectua 

mediante una subrutina de interpolación que considera las 
propiedades del líquido (agua). 

ENUNCIADOO DEL PROBLEMA. 

Calcular el coeficiente convectivo de transferencia de calor 
en una placa vertical cuya superficie se encuentra a SO c y la 
temperatura del aire es de 20 c. considere alturas de la placa que 
van de 0.1 a 2.0 m en incrementos de 0.1 m. 

DATOS DEL PROBLEMA: 

Propiedades del flufdo: VS,CP,K,MU,PR. 
Diferentes alturas: en el problema se proponen alturas i:!e 

superficies que varían de O.l a 2.0 metros. 

PRESENTACIÓN DE .LAS. ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA •. 

,·Las ecu~ciones':uf'i{i~adas en l.a elaboración de. e.ste· ~i:-ográma, 
aparecen en el .. apartado.16:2 de este trabajo o en la referencia :4; 
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RES,ULTADOS. 
' .. ' ' . 

'' Los ~~stiltado~ se :presentan en la SigUiente t~bl~. : 

,Altura 
(a) 

.1 .. 

.2 
• 3, 
.4 
.5 
.6 
.7 
.8 
.9 

l 
1.l 
1.2 
l.3 
1.4 
1.5 
1.6 
l. 7 
1.8 
1.9 
2.0 

No. :'lfayleigh 

.398.Ü 
3187. 92 
10759.25 
25503. 41 
49811.35 
86074.02 
136682. 36 
204027. 32 
290499.83 
398490.86 
530391.34 
688592 .21 
875484.428 
1093458;93 
1344 906 ~66 
1632218. s·a ·. 
1957785::62 
2323995;72 .· 

En~~t~f · 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

coef. c;~vectivo 
de transf 'z de · 
calor (V/a K) 

7. 38 
6.21 
5.6l 
5.22 
4.94 
4. 72 
5.38 
5.37 
5.37 
5.'36 
5.36 ' " 
5. 35 '" 
5; 35. 

'5;34 ·:' 
' 5;34. 

< ;· '·.5¡34-:. 
5;33 
5;33 
5;32 
S.32 

VS,CP,K,MU = Propiedades del fluido. 
VS Volumen específico. 
CP Capacidad calorífica a presión constante.· 

K Conductividad térmica. 
MU Viscosidad dinámica. 

H Altura de la superficie. 
B Coeficiente de expansión cubica. 

TS Temperatura en la superficie. 
TA Temperatura del aire. 
RA Numero de Rayleigh. 
PR Numero de Prandtl. 
GR Numero de Graetz. 

HTC Coeficiente superficial de .'transferencia 
de calor. 

Q velocidad de transferencia de·.;aior. 
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HÁS UTILIZADOS EN TRANSPORTE DE CALOR. 

Intercretaci6n 
física. 

Resistencia interna 
a·la conducci6n. 

---Res1steñc1a~exterña-
ª la conducción. 

______ '§F!=F!3J.!l_ F_ip~_t_i_c.!1 .. • .. 
Energía térmica. 

tiempo sin dimen-
- - .. _ .. __ s~pp~~- P!l:F!l .. _____ _ 

conducción transi
ºtoria. 

(Fuerzas de flotación) 
x (Fzas. inercia) 

·--c;;;;:-~1;~~;;;-; 2 ----

__ p;~~!;y;~~~-~~-~!~~--
_ Difusividad térmica. 

, ,, . '·":.Razón de· gr.idiente de_·:: · 
te~pe~~tu%'.a•· :".·-- ·.·.-· 

. . - '.. -:·-, .• " "¡ 

.. (TJ:'~ns~~,;~~ ·de ~~~~d~.-.. (P_".~~-'~.--·.~:· 
· COJl~f!_q_q_i:_~Jl-i .. ~-: ~;~;. · .... · .. ~ ........... .. 
; ..... Transporté _:·ere :: éai·é:;r:: PC>r 
-.,-, co~duc_ci6n-~:-t;_'._::.:::'.~\ ,;, __ :.., · .:.-;;·'> 

º-.'';; :-:.:º·'~"'.,i·.L' .. ~)--~_;.:_;.:, .·-;~<;-~. ---,.:, .·¡; 

.··.:··~·~ )j~~~~-;y~-4!~-~ ª!~~Q~~~~·!? i~-~ . -
':• óitúsiiiidad 'cér!ii:t·c:.;: ,;. 

~~J:/; ;·,·· . j,• '.;\ . 

,,·;:' .. ' ···) :;)r ·~ r:·¡-"~ :·:::·. ,,. ·, ... · ;· 

.·• >· F'zas.•·~e·fioi:aéi~~--~ ·{_/ 
inercia·:,-··,.:.'.: .... ;· . ... · .... ., · .· ·. 

: ~Fzas ~ae :y1scos1aaa ".' y,7 ~.itü= 
· .. · sión:térmica~~:·· .. · ·. · 



TRANSFERENCIA DE. CALOR POR CONVECCION 

PROBLEHAS PROPUESTOS. 

· . L Determinar el coeficiente convectivo de. transferencia de 
· calor debido a la convección natural para un ci(!-indro vert¿.cal corto 
de 3 plg. de alto y 2 plg. de diámetro. Tr = 170 · F¡ T '= 3.00 F. · 

2. Un tubo de vapor horizontal con .. un diámetro exterior de 6 
plg., conduce vapor satuaado a 230 ºF. La temperat:ura del aire que 
rodea al tubo es de 70 F. Calcule la cantidad que se condensa al 
llegar al término de una sección de 100 pies del tubo. 

3. El techo de una casa est:á inclinada a un ángulo de 25 grados 
con respecto a la horizont'tl. La temperatura de la superficie del· 
techo se estim'b en 30 F, mientras que la del aire en los 
alrededores es O F. Determine \ª razón . de pérdida de calor de la 
superficie del techo en BTU/h pie . 
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. l7. TRANSFERENCIA DE CALOR CON CAHBIO DE FASE. 

·TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDENSACIÓN. 

La transferencia de calor por condensación se lleva a cabo 
cuando un vapor saturado entra en contacto con un sólido cuya 
temperatura superficial es menor a la temperatura de saturación, 
formándose un líquido como el agua.. Cuando se desea utilizar 

. un condensado mediante sistemas de genera ción de energía que 
utilizan vapor, es muy comun la determinación de la eficiencia de 
la unidad condensadora mediante el modo de condensación que 
prevalece: condensación por goteo o por película. 

En la condensación por goteo, el vapor se condensa en pequeñas 
gotas de líquido de diferentes tamaños . En la condensación por 
película, el vapor se condensa en una película continua que cubre por 
completo la superficie. Sin embargo, es preferible la condensación 
por goteo porque el coeficiente de transferencia de calor es hasta 
diez veces el val,er el coeficiente de transferencia por película 
12u. 

El análisis de Nusselt para establecer su teoría en 
condensación por película lo llevó a la siguiente expresión, para 
la cual determinó el espesor de una película líqtiida de acuerdo a 
un balance entre fuerzas de gravedad y fuerzas de fricción : 

h = { [K 3 iíq p1íq (plÍq - pvap) g hrq) / (4 l.llÍq (T .. L-Tw) X)} l/4 

(17-1.1) 

De donde se pueden calcular los coefi'é:ientes de transferencia 
de calor local y promedio: 

Tsat 

g 
plÍq 

pvap 
hrv 
Kiíq 
l.llÍq 

- Tw 
X 

hproo e 4/3 hx•L 

• ·Aceleración debida a la gravedad. 
= Densidad de la fase líquida. 
• Densidad de la fase de vapor. 

= Calor latente de condensación. 
= Conductividad térmica del líquido. 
= Viscosidad dinámica del líquido. 

=· T•aturaclÓn de vapor - Tsuperrtclo. 
= Distancia a la parte superior de la 

superficie condensada. 

(11-1.2) 

Para obtener la relación (11-i.1), Nusselt supuso que .el· .fluj .. o 
en el líquido fue laminar y que las velocidades fueron .tan pequeña·s 
que la inercia del fluido podía despreciarse. · · · · · · · · 

Partiendo de la ecuación anterior, se puédein .obtenef. al~n~s· 
relaciones adimensionales para flujo condensado; tale.s .. c.omo: 
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··'. ·~-' ·'. > .- . . 
' . ···. .. . .. , ., .... 

sé puede observar que la energía transferida· por 'ccinve'écióii.:·a; la·'·· 
~~~f~~;ie enfriada corno resultado· de la' condensación .;·e!'.'.' igual··.• al:. 

hpro• = (Tsot_ - Tw) . =· m hr9 
: .. ·:·'.';::; 
(17-1'.'s) "·.;: ·' "· 

: ::",. ~~ - ~ . 

Para numeres de Reynolds >1800 ·, el coeÚ.cient~ .:6on~e'ci~·iv~ de; · 
transferencia de calor para la condensación se da: por:· ... ,.,:.,·. . ... ·· 

h = O. 0077 Reº. 4 { [µliqJ([K 3tíq p1í~ (ptíq -· ~~~P )~) } -u3 

(17-i.•l 

17.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR EBULLICIÓN. 

Igual que en la condensación, la ebullición es de gran 
importancia en la generación de energía. Por ejemplo, en una 
planta de energía eléctrica, se transforma agua en vapor dentro de 
un bóiler que tal forma que se le pueda utilizar para mover una 
turbina. 12s1 

Durante la ebullición, la temperatura del líquido es el punto 
de ebullición de éste a la presión con la que opera el equipo. La 
superficie de calentamiento deberá estar a una temperatura 
superior a dicho punto de ebullición. En la superficie calentada 
se generan burbujas de vapor que se elevan a través de la masa del 
líquido. El vapor se va acumulando en el espacio situado por 
encima del nivel del líquido y de ahí se extrae para ser usado .12s1 

El fenómeno de transferencia de calor por ebullición es 
complejo y por esta razón es aconsejable comprender el mecanismo 
de ebullición mediante una gráfica corno la. que· a continuación se 
dibuja en donde se representa el flujo.de calor en función de la 
caída de temperaturas. · · · 
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.Figura (11-1.1) Mecanismo de ebullición de agua a presión 
atmosférica. 

Cada una de las zonas representadas en la figura significa 
lo siguiente: 

a) zona A :El mecanismo de ebullición es esencialmente, una 
transferencia de calor a un líquido por convección 
natural. La zona A corresponde a caídas de 
temperaturas bajas. 

b) zona B :Corresponde a la zona de nucleos de ebullición, el 
LIT es aproximadamente de 5-25 K (9-45 'FJ, la 
velocidad de formación de burbujas aumenta, 
incrementándose también, la velocidad de 
circulación del líquido. El coeficiente convectivo 
de trans~erencia de calor (h) es proporcional a Lli"" 
hasta AT'en esta región. 

c) Zona e :Se le llama región de transición, existe formación 
de gran cantidad de burbujas a gran rapidez, 
conglomerándose de tal forma que se forma una capa 
de vapor aislante. 

Lo anterior da por resultado que al aumentar 
LIT, se incremente el espesor de esta capa y el 
flujo de calor y h disminuyan. 

d) Zona D:Se trata de la región de película, las burbujas se 
separan de manera regular y se elevan. cuando se 
llega a valores elevados de LIT, la radiación a 
través de la capa de vapor adyacente a la superficie 
contribuye a que tanto q/A como h aumenten. 
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EJEHPLO: TC. 8 (CCLTP) 

PROGRAHA CONDENSACIÓN EN LA CAPA LAHINAR. SOBRE PLANOS 
VERTICALES O SUPERFICIES INCLINADAS Y PARA TUBERÍAS 
HORIZONTALES E HILERAS VERTICALES DE TUBERÍA. 

PROBLEMA TIPO. 
TRANSFERENCIA D& CALOR CON CAHBJO DE FASE. 

CONDEHSACION EH LA PE'LICULA LAHINAR. 

GEOMETRÍA. 

PLACAS O CJLJNDROS. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

- Calcula el coeficiente de calor superficial, partiendo de 
las propiedades del condensado, de la geometría. del cuerpo 
en cual se está llevando a cabo la condensación y para el 
caso de tuberías; de acuerdo al numero de éstas que 
componen el arreglo de hilera vertical. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

calcular el coeficiente convectivo de transferencia de calor, 
en la película de condensación para superficies verticales e 
inclinadas, así como para el caso de hiler~s formadas por tuberías 
horizontales. Si existe vapor a 85 kN/m que se ha condensado 
sobre una superficie a 25 C, cuando se encuentra 

a) En una tubería horizontal de 0.015 m de diámetro. 
b) Un arreglo de 100 tubos : 10 x 10 colocados 

verticalmente. Donde cada tubo tiene un diámetro de 0.015 m. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

El problema requiere de las dimensiones de los cuerpos 
(placas o cilindros) . Para este ejemplo: tubería de ·o. 015 

m. 

- Nilmero de tubos en el arreglo, en. el caso de:·túl:lE!rÍ~s:;¡.,, l~~ · 
diámetros de las mismas.Para este .. ejemplo:.:'<túbería· ·de 
0.015 m. 

<' 

Además se requieren ctá.tos: de; . , .. ,, ::• -.:,;;; 
Densidad del condens.ado = 983 .. 3

3
kg/m .•. '.,: 

Densidad.del vapor··= O.l3l"kg/m : ... : . 
Entalpía específica de .vaporización:,.;· 23_5..8 :.4 .W/m· K. 

<: :; ·: ~ •. 
··. ,.·º 
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Conductividad térmica del condensado = 0.653 W/m K 
Viscosidad dinámica del condensado = .000462 kg/ m s 
Temperatura de saturación del agua = 95.2 C (dato del 
enunciado problema). 
Temperatura sobre la superficie o pared = 25 c (dato del 
enunciado del problema) . 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

Las ecuaciones que se utilizaron para la elaboración de este 
programa, se tomaron de la referencia • y del apartado 17.1 de 
este trabajo. 

NOTA: 
La forma dr calcular la temperatura en la película es: 
A: 85 kN/m tenemos: 

T•aturact6n D 95. 2 e y Tpared e 25 e 
Por lo tanto: Tpelicule a (25+95. 2/2) s 60. l C 

Es decir: TpelÍcul• s 1/2 (Tpared + THt.uracl6n) 

RESULTADOS. 

El coeficiente convectivo de transferencia de calor en 1q 
tubos de 0.015 m de diámetro en cada hilera es de 4336.66104 W/m .. 
K. 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

RL 
RV 
HFG 
KL 
MUL 

TV 
TW 
z 
H 
L 
D 
N 
A 

Densidad del liquido. 
Densidad del vapor. 
Entalpía de vaporización. 
conductividad térmica del liquido. 
Viscosidad dinámica del liquido. 
Temperatura de saturación del vapor. 
Temperatura en la pared. 
Función connln para todas las ecuaciones. 
Coefieciente de transferencia de calor. 
Longitud de la placa. 
Diámetro de la tubería. 
Numero de tubos por hilera. 
Inclinación de la placa. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS. 

TRANSFERENCIA DE CALOR CON CAHBIO DE FASE. 

l. Se condensa vapor de agua a 0.689 kg/cm en el exterior.de .un 
tubo vertical de 0.305 m de longitud, con diámetro externo de 0.0254 

·m·y a una temperatura superficial de 86 C. Calculese el coeficeiente 
promedio de transferencia de calor. 

2. Determine el coeficiente de transferencia ·de calor en la 
condensación de agua a presión atmosférica sobre un tubo horizontal. 
cuyo diámetro exterior es de 16 mm, si la superficie del tubo está a 
80 c. 

3. Determine el coeficiente de transferencia para el problema ·2: 
si el· tubo es vertical y tiene una altura de: 

a) l m 
b)· 3 m 

4. Se condensa vapor a la presión de o .1511 atm abs. sobre la 
superficie exterior de un tubo vertical de l plg de diámetro externo 
y 3.66 de longitud, el cual se mantiene a temperatura uniforme de 43 
C Cuál será el coeficiente de condensación ?. 

5. Sobre la superficie exterior de un tubo de l plg se condensa 
vapor de agua saturado a l.8 atm, manteniéndose la temperatura del 
tubo . a 60 e. La longitud del tubo es de l. 6 m y su posición es 
vertical Cuál es el valor del coeficiente de condensación?. 

6. Condensación de un tubo vertical. Repítase el ejemplo 3.6-2 
para un tubo vertical de l.22 m (4 pies)de altura en lugar de 0.305 
(l pie). Usense unidades del sistema internacional e inglés. 

Nota.- Como referencia, se presenta el ejemplo 3.6-2 de la 
referencia 11e1, •••· 2s1 (que es el ejemplo al cual se refiere el 
problema 6) . 

7. Predígase el coeficiente de transferencia de calor por 
ebullición de agua a presión, hirviendo a 250 F en una superficie 
horizontal de l/16 plg de espesor de acero inoxidable con un valor de 
k = 9.4 BTU/ h pie F. El medio de calentamiento del otro lado de esta. 
superficie es un fluído a 290 F con un valor de h de 275 BTU/ h pie 
F. úsense ecuaciones simplificadas. 
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lB. TR.UiSFERENCIA DE CALOR POR RADIACIÓN TÉRHICA. 

INTRODUCCIÓN. 

"'·' •. ~ ·. : La ··transferencia de calor por radiación se realiza a través .del 
espacio por medio de la propagación de ondas electromagnéticas. Este 

· fen6meno a diferencia de la convecci6n y la conducción, se efectila 
sin necesidad de que se encuentre presente la materia para actuar 
como vehículo de transporte ·entre la superficie transmisora y la 
receptora. 

La radiación térmica tiene una longitud de onda característica 
entre O.l y 100 micrómetros. La figura (1s-1.1) muestra la longitud 
de onda del espectro de radiación. 

, .. 
R•dh1ci6n 1frrnin 
....----'----, 

1u0 10~ u1·10 10·u 

l~ ·'.·1f 0f~~~ !:';e,~~ de -C. 

--.-•• -;.-W-'--Heruian•.~. Jnr~ • .- 1 ~hra· i-.... k.av°' g•rnrn• 

l~~/~~u~·:'~· ~:~icr~~:~· 'ºJº ~~•rot x-J . 
J0.:. 10 tÍmrot • J anpu~,-A lt.di1dllft wi1lb~ 

Figura (1B-1.1). Espectro de radiación electromagnética 

ASPECTOS TEÓRICOS GENERALES. . .. 

A continuación se revisan algunos · con~epÍ:o.s. teóri'cos ··acerca del 
tema de radiación, con el objeto . de.'· conocerlos y aplicarlos a 
problemas de ingeniería, para lo cual· s.e.ha'.dividido para su•análisis. 
en tres partes que son: · · · 

l. La ley de Stefan-Boltzman y el concepto de cuerpo negro. 
2. Propiedades de la radiación térmica. 
3. Factores de forma de la radiación. 

Cada una de estas partes constará de su teoríá 
correspondiente así como en algunos casos, se inéluirán 
programas demostrativos que permitan aplicarlos a .·otros 
problemas. 
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LA:LEY DE STEFAN - BOLTZMAN. 

Esta ley parte del concepto de cuerpo negro, también llamado 
emisor ideal o absorbente perfecto; definiéndolo como aquél que emite 
o absorbe la máxima cantidad de energía a una temperatura determinada 
y .se comporta de acuerdo eón la siguiente ecuación, denominada de 
Stefan-Boltzman:. 

Donde: 
Eb = 

Eb crT4 

Potencia emisiva del cuerpo negro ó 
energía total emitida por unidad de 

(1s-1.1). 

área y unidad de tiempo. . 
Constante de ssef¡in-Boltzman = O .l 713 X 10"

8 btu/h. pie2 R4 

5.66 X io·• W/m K. 
(J' 

T = Temperatura absoluta. 
:.-::;·."·' 

La ec (1e-1.1) establece que los sólidos,líquidos y<aiguños·:· 
. gases emiten energía térmica como resultado de la· temperatura .a·Lla,-·. 
cual se encuentran. Tal energía que abandona las superfiC.ies' de..,. 
dichos cuerpos se denomina radiación térmica. · · · · · ·:-.' · 

2) PROPIEDADES DE LA RADIACIÓN TÉRMICA. 

Para describir mejor las propiedades de la radiacÜin, 
considere la figura (1e-t.2) en la que la energía radiante G in.cide" 
sobre una superficie" 

Figura (1e-1.':i). Energía radiante que incide' sob·~·é ~na· s~~er~j_cie. 

Se pueden. definir· a ·las propiedades: de _,la: radiación .térmica 
dividiéndolas 'en tres categorías.: 12s1·: ·· · ·· 

- 2a) Propiedades totales . 
- 2b) Propiedades espectrales. 
- 2c) Propiedades direcccionales .. 
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·2a) Propiedades totales. 
. . . 

Todas las propiedades de la radiación térmica són en' general;· 
funciones .de la longitud de onda (monocromáticas o espectrales) ·y de 
dirección o variación angular de incidencia de la radiación sobre la 
superficie (direccionales) . 

Sin embargo al resolver ciertos tipos de problemas complejos, 
se requiere obtener solamente un valor de la propiedad radiactiva. 
Entonces es iltil recurrir al enfoque de propiedades totales. Este 
enfoque implica un análisis simplificado que consiste en promediar 
las propiedades espectrales y las direccionales de tal' forma que se 
obtenga un solo valor medio que permita llegar a la solución de 
problemas con un grado de exactitud satisfactoria. 

A continuación se definen a las propiedades totales: 

oc Absortividad. - Es la fracción de energía radiante 
incidente que es absorbida por el material o cuerpo. 

- p Reflectividad.- Es la fracción de energía radiante 

-'t' 

incidente que refleja el material. 

Transmisividad. - Es la 
incidente que se transmite 
material. 

fracción de radiación 
a tráves del cuerpo· o 

Se puede realizar además, un balance· de energía. para reiacionar 
la propiedades totales ent1·e sí (observar la:·figura te-1.2) : 

energía qu~. saie :~ ¿n~~~fo que . se absorbe 
·'' . :.-.·,'.:'::. '· 

Energía que entra = 

o bien: 
G = (pG + ~Gi, (28-1.2) 

Para materiales opacos: : 

(tB-1.4) 

Para . casi todos los' gaseii'e:iccepto ~ap.or ¡ amé:miaco; hidrocarburos 
y .. dióxido de azu:fre: :'" __ , 

. a··=.0~ p := ... O Y .. 't' = 1.: · (1e-1.s) 
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. ,' ~ . ' . '·_ •. , 

.o·,.: ft-=, o_.,y :°' :=· l 
<~·~···) ... ' ; ... · .. 

.... ,, ... ,. 
A partir de ··lo. antéÍ:-Íor; ·5~::_ d~f ine, el ,coric;,eptó • de ; emÚiividad . 

para relacionarlo con la ley de, K.ir,~~h~~;.: >~ . J. ,'.i:é¡ . ,,. ~ · .·::: · 

se define e~isividád c~~o;la~re:í.·~'ci'Í~~\.(iiJ~i'j~¡~·~~, ~~t~::~nti:é ia 
energía total emitida por un 'cuerpo negro·:a.1a:misma tempera.tura; ·y 
está dada por: : , .:· ~:\:.>:;::~;_ ... ::·:: ~.;~. -:~:{'.'. :;-; .. 

e = E(T)/Eb(T) '~ :;,(;J.J~ T4 
.. (Í8.~1 1 7_J 

'"' :, ' ;.?'. ::·:.;:/ .. '..~.~¡-~~ .-\. -::·~- '·"~''.: 
Eb (T) e Potencia emi_s~;':c:i'_ dé .. lcl .<Süperf~i.Ci"e ~si· .-esta. f~e_r.~>._-.-· .--.. i 

negra. ·: . . ·:" : > .. .. ·. . . <. « 

Donde 

La potencia de emisivid~d· p~~d~ .. ser defi~~da p;;,~ l~-~·~~~b~6;, ••· .· .. · 
(18-1.8) como la energía .emitida•por :uria··súperfiCie .. no::'.negra>·a·.«:ra·•· 
temperatura T._ por unidad de tiempo y .área, ,:y,.:está !dada :p·ori. ·::;-.. • .. ,,,,. · 

. . .... _. .· ' '~ .- ·,' . ' ,·-·.·:· .. :-;1;'' -:if.': "::~ .:-, .- -. '. :. :,_ .-

E CTJ = .:,E•,l;l :.~,:U.T\;i;,:;;¡ .( .. _r,i.\_}/:.·.~_{':~_i;jI;'t~;·8},;/',, . 
: .;- .. : :;.,.. :·.: .. ··< .. :-.;. - ~~-,,-· )/~::h:~·.i.,;;-~)~¿:.;.,. ·-;.< .. ;:.:.'.-~.'>~;:f~/.:\:."1'~'.:· .·: ---·. -

La émisividad ·de· ia ·superfiéie.'. puede :variar': en.«valore.s· que;~van-. 
de· cero· a uno.: :casi·:.:siempre' :la'.~einisividad:::,de:C:-una:'.::.superfi'cie'_':es. 
función de la. temperatur.a· y la' naturalez~)de 'la ::s~~~~~i~~e ; .. ,:; :// 

' ' '·. ~ . ·r.. 

:~".: ~:.-~·,; :· '. :·.::.-:.::.~.: ·i'~·::.. ·;,'.'<: .. _~,.._./''' 
,· . -,- :. :_:.';< :_'.>.: . ' ' . :~· ·. 
- "'~-:·; .:'.::".; ·. ·,, >;~,.: '; ' 

LEY· DE KIRCHHOFF. ·'···.::.,·.:: :~·.-.:. ,·:, .... ' :!:~:. 
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. .Para· realizar los análisis sobre cuerpos grises y poder 
calcular ·1a pérdida de calor radiante neta por unidad de área y 
ti.ampo (q) se parte de las siguientes suposiciones 12s1: 

a) Todas las superficies son grises (c<1). 
b) La temperatura es uniforme en cada superficie T(x,y) = cte: 
c) Todas las emisiones son difusas.- Se dice que una emisiones 

difusa cuando está distribuida sobre un hemisferio sobre el 
área de incidencia o choque; mayor detalle sobre la relación. 
y el ángulo en el que se propaga puede verse en los apartados 
(2b y 2c). 

d) Todas las superficies son opacas (• = O). 
e) El encierro está lleno de un gas transparente (• = 1) . 

Se define además, el término J como la radiosidad· de - la 
superficie en unidades de superficie por unidad de área y tiempo, . 
incluyéndose el término ya definido anteriormente como. irradiación G: 

J = pG + E = pG · + e E• (T) (1e-2.o) 

g) La radiosidad se supone uniforme en cada _superficie. 

Si consideramos la radiosidad como la energía radiante que parte 
de un volumen de control y a la radiacióncomo la energía qile penetra 
en el volumen de control, se puede establecerun balance de energía 
(J-G) que será igual a la pérdida de calor radiante neta de la 
superficie por unidad de tiempo y área, e~ decir: 

Q • Aq = A(J - G). 

Donde: 

Q Pérdida de energía radiante de una superficie 
que puede ser cualquiera _de las dos superficies 
grises que forman un encierro. Sus unidades son 
energía por unidad de tiempo. 

(1e-2.1) 

Los siguientes programas, complementan el resumen presentado en 
párrafos anteriores acerca de -las propiedades de la ·radiación· 
térmica. 
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Propiedades direccionales y espectrales 
o monocromáticas. 

Se considera que la radiación térmica al abandonar la superficie 
~·:· ·emisora se dirige en varias direcciones; de esta 

consideración se ha definido a la intensidad de radiación 
(i) como la energía radiante que parte de la superficie por unidad de 
área, normal a la dirección de los rayos, por unidad de ángulo sólido 
y por unidad de tiempo. En superficies negras y en cualquier emisor 
difuso, la intensidad de radiación es uniforme en todas las 
direcciones. La anterior definición es aplicable a la radiación 
monocromática iA así.como a la intensidad total i. 

Para definir la nomenclatura de la intensidad de radiación, 
considere la figura (18-1. 3). 

Se toma un área elemental de superficie negra, dA, en O, con OP 
como normal a dicha superficie. Si se selecciona una dirección 
arbitraria OQ formando un ángulo B con la normal OP, entonces el área 
"normal" segiln se ve desde Q no es d.A, sino B. Además, suponga que dw 
representa un pequeño ángulo sólido alrededor de la línea OQ. El 
ángulo sólido dw es una medida del espacio acotado por el cono cuya 
cilspide se encuentra en el centro de dA y cuya base es el área dA, 
relativa al espacio total de una esfera de radio r, tal como se 
ilustra en la figura (18-1.3). El ángulo sólido se define como: 

dw = d.An/r2 
(18-2.2) 

Figura': (~8:~.3): D~Úíiiciories. y nomericlat'~~á· ~~;da. la .· 
· · • · ':.intensidad. de .. radiación ... ;... · · · 

.,:·-

En la expreS'iÓn: (i~:>.2) :. aAn :és}nor;;,a·l. a•:r. 'y dÁn. está ;dada por 
d.An = (r sen .e-. d.¡I) (r:'dB) ;':Ent'cinces csegiln·•1a'.:deffniCión ·de., intensidad, 
la energía i d.¡I que' pa_s~. a t.ravés del . áÍ'.g~lO• sól:ido és: • 



1 

1 
"f" 

i.-

·1.~> 
di/> ib dA cos e dw 

Donde: 

i• = Intensidad de una superficie negra. 
\ ... 
i.·· 
1 

¡-
1 

1 

1 
1 

di/> = Intensidad de energía que pasa a través · ·dei ángulo 
sólido. 

dw = Angulo sólido. 
(dA cos e) = Área normal a la dirección de la radiación: : · 

. Se puede establecer una relación entre la i_ntensidad de la 
radiación i•, y la potencia emisiva, e•, si se suman todas las 
componentes de la energía que llega del interior _del hemisferio que .. · 

·Se encuentra sobre la superficie dA, como.: 

S di/> = eb dA = S ib dA cos '.e . dw 

Sustituyendo el ·valor de dw" . se: obtiene::. ,· 
' . . ·~ ~-'' 

·O. bien·: 

eb = J 71 / 2 '.r:2Tl ib;seri''e:cos e ~e :d~ (1a-2.•i. 
n =O tr ~.~ :-' ::~_' .. ,'.,::{~~:·::::.· .: ~~ •.:

1

·,,_ •• , 

como i• es· ~onst~nte;.< s~ :~J~~~(es~~ibir fuera del·· signo .de · 1a .. ·. 
integral. Integrando.:.con .. re.spec:to .. :aA;··.·se .obtiene por resultado·:'· 

;_:_::'. :.-;:,,.,,"· ... ,. 

-·~\. - . 

Integrando· otra vez, con':.respeCto"a e·¡. se obtiene: 
:-< ... ' ·.-.:;.~<": ·:,·,' 

.. ..: .·;• ,:: : eb ·n.·. ib 
.. <;-;.' 

.Para el cas~ de s~p~;fi.ci~s JI.o: 'difusas; 
direccional,· i:e;· por:.. .. . •::::\> 

se define una.·emi~ividad· 

(ta-2.9) 
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i (a) signÚica que l~> ¡~tetlsidad fotal .se encuentra a,· . . 
Otra nomenclatura. ·que "-~e . empÍ°~a para váribs· 

emisividades es la ·.qlie-:se mú"es;"fra en la .figura (t•~i.•)~.f 

Cn 

. ca ErD1.Siv,i ~~:~.:.:~~~~-¡ <' : .. ::·~·.:· .. :'. 
Emlslvlda"d •direccional. 

_,:. 
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18.3 FACTORES DE FORMll DE LA RADIACION. 

Considere que la figura (1a-1.s) es un recinto de "N" 
superficies; suponer que cada una tiene una temperatura diferente y 
que ·el gas transparente contenido en el recinto no participa en el 
proceso de transferencia por radiación, además ·de que los efectos por 
convección son despreciables. 

Suprrf'lde 1 
EM-rJf• r.adian1e que .,-ne de' i. aupttlkit 1 . 
y n m 1oclu dJrecdonn 

Figura (10-J.s) Recinto de "N" superficies para describir factores 
de forma. 

Se puede observar que cada superficie intercambia energía 
radiante con las (N-1) superficies restantes, por lo que diferentes 
fracciones de esta energía interceptarán las diferentes superficies 
restantes. 

De lo anterior, se define el factor de forma como la fracción 
de energía gue parte de la superficie m y se dirige a la 
superficie ni, representándose como F•-n, por ejemplo, F1-2 
significará que la fracción de energía que proviene de la 
superficie l interceptará a la superficie 2. El factor de forma 
depende de la orientación relativa y de las dimensiones relativas 
de las dos superficies, recordando las consideraciones (c,d) para 
cuerpos grises que indican gue la radiación es de naturaleza 
difusa. 

En la bibliografía existen reportes de factores de forma para 
las geometrías más frecuentes l•J .12s1, 12e1. También en el programa 
(TC.ll), se incluye una gráfica en la que se pueden determinar los 
valores de los factores geométricos por el método gráfico para el 
caso de dos placas paralelas. 

En el recinto de "N" superficies se tiene : 

r F1-n = l (18-3.0) 

232 



Esta ecuación 
Las otras 

En forma más general 

requiere que la superficie l sea plana 
superficies pueden · ser planas cóncavas 

I:Fm-n = i para m=l,2, ... ,n (18-3.1) 

y se conoce como relación de suma para diferen.tes geometrías. 

o 
o· 

Otra expresión que se deduce a partir de (18-3.1) se conoce como 
relación de reciprocidad, y se deduce para cuerpos negros en 
equilibrio térmico. La relación de reciprocidad es: 

AmFrn-n = AnFn-• (18-3.2) 

La cual es válida en general para todos los análisis de 
factor de forma en radiación, ya que las áreas y el factor 
geométrico tan sólo son funciones de la geometría del sistema y no 
dependen del estado termodinámico del sistema siempre y cuando la 
radiación sea difusa. De la ecuación de reciprocidad se pueden 
deducir los factores de forma necesarios para un problema dado. 

El programa que referente a este tema se presenta, obtiene los 
valores de los factores de forma para el caso de dos placas 
paralelas. Tiene la ventaja de que no es necesario consultar las 
gráficas de las referencias que se citan en párrafos anteriores. 

Con el propósito de integrar los conceptos referentes a 
transferencia de calor por radiación, posteriormente se presentará un 
programa titulado "Programa general para cuerpos grises" (TC.12). 
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. . . . 
EJEHPLO. : TC. 10 (FG2RP). 

PROGRAMA FACTOR GEOHÉTRICO PARA DOS SUPERFICIES 
RECTANGULARES PARALELAS. 

PROBLEMA TIPO. 
rACTOR CEOKf:t'RICO. 

fACTOR CEOHETRJCO ENTRE DOS PLACAS RECTANGUURES 
DISPUESTAS PARAU:U.HEHTE. 

GEOMETRÍA. 
PLACAS RECTANGULARES DE IGUALES DIHENSIOHES 
ENTRE ELLAS. 

FUN~IÓ:l D::o::::~~termina ~1 · factor geo~ét;~i~~. ·o de : f~rma a 
partir de datos de distancia. entre laE(.' placas ·._y dimensiones 
de 1 as mismas . . :·;_ · · : < .' ·:· 

- Este programa puede efectuar la func.i'cSh'.<d~ :.una· subrutina, al 
incluirse en un programa más extenso de radiaci6_n, . por :,ejemplo en el 
programa (TC.12). 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Determine el factor geométrico de_ ra:¡i:iaci.~n·,· •si se Úenen dos 
superficies rectangulares de dimensiones : sxs_-.m., 'yi" se·: encuentran 
dispuestas paralelamente a una distancia· de .separación·, de: 2: s· m. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Distancia entre las placas (D) 
Ancho de las placas (X) 
Largo de las placas (Y) 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA.· 
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ECUACIONES UTILIZADAS EN EL.PROGRAMA. ; 

Las ecuaciones utilizadas para elaborar. :este·: programa, ·Se 
tomaron de la. referencia 25 y del apartado·1s.3,de este trabajo . 

RESULTADOS. 

El valor del factor geométrico 
rectangulares tiene un valor de 0.415199. 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

D Distancia entre las placas. 
X Ancho de las placas. 
Y Longitud de las placas. 

FG Factor geométrico. 
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(.:'.,:.EJEHPLO: TC. 9 (DERA) 

P.ROGRAHA DISTRIBUCIÓN E INTERCEPCIÓN DE LA RADIACIÓN (INTENSIDAD 
DE RADIACIÓN). 

PROBLEMA TIPO. 
PROPIEDADES DIRECCIONALES DE LA RADJACION. 

INTEHSJDAD DE RADIACION SOBRE LA SUPtRF'lCIE: RECEPTORA, 

· GEOMETRÍA. 

ESFtRJCA. 
RADIAL (ENERCJA QUE LLECA DEL INTERIOR DE UN HDIISFERIO). 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA.. 

- Calcula la intensidad de energía radiante de 'incidencia sobre 
la superficie receptora a partir de datos de· posiciones 
angulares, temperaturas de las superficies y distancias entre 
ellas. 

ENUNCIADO DEL PROBLEM1!.. 

Unt placa plana colocada en forma vértical tiene un área de 
0.003 my emite energía térmica a 620 C dirigi~ndose a una persona 
situada sobre un área plana vertical de 0.32 m (como lo muestra la 
figura representativa del problema) con respecto a la superficie 
plana emisora. Determine la energía incidente sobre la 
persona en las posiciones que se indican en la figura como 
l,2,3,4,5 si ésta se encuentra localizada a l.5 m de la superficie 
emisora. 

DATOS DEL PROBLEM1!.. 

Superficie emifora: 
Area = 0.003 m 
Temperatura = 620 C 

Superficie re~eptora: 
Area = 0.32 m 

El _programa requiere además de da·t.os ·como: 
Angulo normal de energía radian.te que parte del emisor 
al sitio receptor = O grados. . ·. . . ..' 
Ángulo al que es normal la superficie recéptora ·con 

respecto a la dirección de la radiación • ~ . grados .. 
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.. · .. · 
.• ;e)~ FIGURA. 'REPRESEN';ATIVA' DEL PROBLEMA. 

,,, 

RF;SIÍLTADOS. 

El valor de la· energ:Í~ radiante que incide sobre el receptor· 
en la posición l ·tiene,un .. valor:de 49 W, en la posición 2 tiene un 
valor de 31.5 W, en· la posición 3, un·valor de 20.2 W, en la posición 
4, un valor de 43.2 W, en la posición 5, un valor de 29.6 W. 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

P Posición angular relativa normal del receptor al emisor. 
B Posición angular del receptor a la dirección de la· 

radiación. 
o Angulo sólido subtendido desde al receptor al emisor. 
I Intensidad de la radiación al ángulo P. 
E Radiación interceptada por unidad de área· de emisión. 

ET Energía incidente sobre el receptor. 
AE Area del emisor. 
AR Area del receptor. 

T Temperatura. 
X Distancia. 
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EJEMPLO: TC. 11 (TCREDS). 

PROGRAltA TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACION ENTRE DOS 
SUPERFICIES PARALELAS PLANAS E IGUALES. 

PROBLEMA TIPO. 

RADJACION TEIUUCA ENTRE CUtRPOS CRISES. 
VELOCIDAD DE TRANSFERENCIA DE CALOR ENTRE 
DOS SuPERFJCJES GRISES. 

GEOMETRÍA. 
DOS SUPERF'ICJES PUNAS DISPUESTAS EN roruu. PARALELA. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

- El programa calcula la velocidad de transferencia de calor 
por radiación entre dos superficies grises ,considerando que 
se trata de dos placas planas paralelas y de iguales 

dimensiones. - La resistencia térmica total. 
- Es posible introducir en este programa, la subrutina que trata 

del cálculo del factor geométrico entre dos· placas paralelas 
(programa numero TC .10 de este trabajo) . 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Dos placas rectangulares con dimensiones de 5 x 5 cada una , se 
encuentran dispuestas paralelamente y separadas una distancia ·de 2. s 
m. Si una de las placas se encuentra a una temperatura· de 800 K y una 
emisividad de 0.8, y la otra se encuentra a una temperatura de 300 K· 
y posee una emisividad de 0.6, y el factor geométrico entre las 
dos placas tiene un valor de O. 415. Determinar la velocidad · de 
transferencia de calor entre las dos superficies. 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 
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Superficie.l: 
Temperatura (T1) soo ·K 
c1 s o.a 
Area (Al) a 25 m2 

Superficie 2: 
Temperatura (T2) = 300 K 
C2 e 0 .6 
Area (A2) = 25 m2 

Distancia de separación = 2.5 m 
Factor geométrico (FG) = 0.415 

PRESENTACIÓN DE LAS ECUACIONES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA. 

Las ecuaciones con las que se elaboró este programa se tomaron 
del apartado 18.l y 18.2 de este trabajo. 

RESULTADOS. 

La velocidad de transferencia de calor por radiacf6n. entre las 
dos placas tiene un valor de 171098.6 W. 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

El,E2 
Tl,T2 

A 
FG 

R 
Q 

Emisividades para cada una de las superficies. 
Temperatura de cada una de las .superficies.. · 
Area de las placas 
Factor geométrico. 
Resistencia térmica total. 
Velocidad de transferencia de calor 
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E.JEHPLO : TC.12 (PGCG), 

PROGRAHA PROGRAHA GENERAL PARA CUERPOS GRISES. 

PROBLEMA TIPO. 

PROBLtKA Ct:HERAL PARA CUERPOS CRISES QUE INVOLUCREN UN 
RECINTO FORMADO POR CJPITO NUMERO DE SUPERFICIES RECTANGU
LARES. 

GEOMETRIA. 

PLACAS RECTANGULARES. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

- Calcula la transferencia de calor por radiación desde el techo 
al piso de un cuarto. Mediante datos de numero de superficies y 
área del emisor. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

El techo de una habitación está si:,endo calentada por radiación. 
La habitación tiene dimensiones de 25 m por 2.5 m de altura. Calcular. 
la transferencia de calor desde el techo hasta el piso de la. 
habitación, si: 

La superficie 

La superficie 

La superficie 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Superficie· 
l 

·2 
3 

Como 

Y F33 .= 0·.41. 

l: techo a 5o0 c, 

2: piso a .20°c, 

3: piso a isºc, 

. .241 

.e m 0.8, A = .25 m• 

e = 0.7, A m .25 m• 

e m l.O,. A = 50 m2
. 

· tot.nl. 



RESULTADOS. 

El· valor de la transferencia de cal·or 
piso hasta el techo es de 1454.5 W. 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

E(J) 
T(J) 
A(J,I) 
F(J,I) 
AR 
Q 

Emisividad · · ··. 
Temperatura. · · ·• · .·.. < 
coeficientes de la matriz pára:1a·eiiminaci6ri go:iussiana. 
Factores geométricos. · · · ·" · · 

~~:~s~!;e~~r~ºde calor por SLJia~{6ti. 
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TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIACIÓN. 

PROBLEHAS PROPUESTOS • 

. . l. Dos placas cuadradas paralelas de 4 pies por lado y l pie de 
· §eparación se colocan en un cuarto cuyas paredes se ~ntienen &' 70 

F .Las placas se mantienen a la temperatura de 1040 F y 540 F y 
ti.enen emisi vidades de O. 5 y O. 6, respectivamente. Determinar la· 
pérdida de calor por cada placa y el flujo neto de energía radiante 
para las paredes del cuarto. 

2. Calcular el factor de forma de radiación entre dos ·placas 
paralelas cuyas dimensiones son 2 pies por 3 pies con una separación 
de. l pie, utilizando el enfoque de la integral presentada en la se 
cción 6-10 de la ref. IJBJ. Verifique su respuesta usando la figura 
6-8 de·la misma referencia. 

3. Dos plac&'s parale~as tienen emisividades de 0.2 y o.a, y se 
mantienen a 100 e y 1000 e respectivame].lte. si un protector para la 
radiación tiene una emisividad de O.OS y se coloca entre las placas, 
determinar: 

a) El flujo de calor sin el protector. 
b) El flujo de calor con el protector y 
c) La temperatura del protector. 

4. Una sala rectangular tiene las siguientes dimensiones : largo 
l = 25 m; ancho a = 20 m y altura h = 10 m. Utilizando los diagramas 
defactor geométrico ( o el diagrama de factor geométrico, en este 
trabajo de tésis) determine los factores desde el piso al techo y 
desde el piso a las paredes laterales. Utilizando los 
factores geométricos demuestre que la suma de los factores desde el 
piso hasta todas las superficies es igual a la unidad. 
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DE RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DE TRANSPORTE. ' 

.Existen en general, tres formas de re'solver ecuaciones .. de 
Transporte en estado estacionario y no estacionario 111 ' 

A) HÉTODO ANALÍTICO. 

CASO HO ESTACIONARIO. 

Una de las técnicas más empleadas es la de separación · de 
variables, que consiste en suponer que la solución depende de las 
variables x y t en forma independiente, es decir, como un producto de 
dos funciones de una sola variable. Al sustituir este producto 
dentro de la ecuación diferencial, resultarán ecuaciones 
diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones serán integradas y con el 
auxilio de las condiciones límite correspondientes a cada tipo de 
problema, se encuentra la solución. 

La obtención de la solución a problemas en estadq no 
estacionario, se complica al tener que considerar las condiciones de. 
frontera junto a ·las condiciones iniciales. 

CASO ESTACIONARIO. 

En un curso de Fenómenos de Transporte, generalmente los 
estudiantes de tercer semestre de Ingeniería en Alimentos, son 
capaces de resolver problemas unidireccionales en estado estacionario 
analíticamente, lo cual no es muy complicado; sin embargo resulta un 
tanto tedioso repetir los cálculos matemáticos cuando se requiere 
variar las condiciones límite. 

B) HÉTODO GRÁFICO. 

El método gráfico no es esencialmente 
analítico, sino una forma diferente 
resultados de las ecuaciones de transporte. 

distinto del ·mé.todo 
de presentar los 

La ventaja de utilizar el método gráfico es que se evita el 
tener que resolver ecuaciones de transporte por medio de una serie 
de cálculos matemáticos debido a que sólo basta con tener bien 
definido el problema a. resol ver y bus car la gráfica adecuada 
para obtener el resultado. Sin embargo, el método gráfico 
presenta algunas desventajas como, 

- Se obtienen valores de lectura que no siempre son exactos.· 
- Cuando debido a algunas propiedades termofísicas del fenómeno 

estudiado, o por el incremento de temperaturas, no se 
cuenta con una gráfica en la que uno se pueda ubicar y con 
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. . . . 
la soiuci6n a problemas particulares o especiales 

· '- No se obtienen resultados satisfactorios si no se selecciona 
adecuadamente la gráfica que considere la geometría del cuerpo donde 
se lleva a cabo el transporte y las condiciones de frontera. 

C) H~TODO COHPUTACIONAL. 

Nosotros podemos _emplear las ventajas del c6mputo electr6nico 
satisfactoriamente, si para resolver problemas de fen6menos de 
transporte, adaptamos técnicas numéricas al lenguaje computacional. 
El trabajo de resolver ecuaciones diferenciales por medio de 
técnicas numéricas (como el elemento finito o diferencias finitas), 
se torna más sencillo, y se obtienen resultados más exactos que con 
respecto a los que se obtendría por los métodos analíticas y 
gráficos. 
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" 

ECUACIÓN DEPENDIENTE DEL TIEHPO. 

INTRODUCCIÓN. 

Un sistema de transferencia de calor se encuentra en estado 
transitorio, cuando su temperatura varía a lo largo del tiempo. 
Lcis problemas de transporte térmico pueden incluir casos en los 
que intervienen variaciones con respecto al tiempo, siendo esta 
situación aplicable a procesos de tipo industrial, como por 
ejemplo en la Ingeniería de los Alimentos donde se requiere que un 
determinado producto que se está elaborando sea sometido a 
calentamiento o enfriamiento y se desea predecir las velocidades 
de transferencia de calor y estimar el tiempo requerido para 
alcanzar ciertas temperaturas en diferentes tipos de geometrías. 

DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DE CONDUCCIÓN DE CALOR EN ESTADO 
INESTABLE (MÉTODO ANALÍTICO) . 

Considere la fig. (20-1.1) como auxiliar para deducir la ecuación 
de conducción en estado inestable en forma unidimensional en un 
sólido, suponga que se trata de la dirección x, cuyas dimensiones del 
sólido son: Ax, Ay y Az. Se tiene que la expresión para la conducción 
en la dirección x es: 

qx = -kA BT/ ax (20-1.t) 

Como BT/ax representa la derivada parcial de la temperatura (T) 
con respecto a la posición (x) con las demás variables. (y,z) ,y .el 
tiempo (t) que se mantienan constantes. Se procede ahora a realizar· 
un balance de calor con respecto al sólido que tiene forma: .de .. 
cubo. 

Figura (2ó-1:1) •. Conducción ·é;n ·estado transitorio en. una dimensión 

,245 . 



... 

s~1ance de.éa1or: 
.,:\:::~}·:'. ··--:.·:··(~~locidad de entiada) 

-... · 
··, · 

·. ·'.de calor 
= (velocidad de salida 

de calor) 

+. 

(velocidad de acumu~ 
laci6n de calor) 

Evaluando cada uno de los términos que aparecen. en el 
calor: 

a) Velocidad de entrada de calor al cubo: 

velocidad de entrada de calor qxlx = -kC.6yi.zi'aT/ax1><•' 
·,_ ·:·._ .. :,: . 

.'.';;·,.,., 
b) Velocidad de salida de calor al cubo: ·,,:··-. •... ·e:·. 

velocidad de salida de calor = qxl x+/lx =· ~k ;/ly Azl~T/~x ¡j~~; 
c) Velocidad de acumulación de calor. en el voiumen d.e"··'có~tro.1'· 

x y z en el tiempo dt: 

velocidad de.acumulación de calor R C/lx/ly/lz) pCp BT/Bt 

Sustituyendo a) ,b) y c) en . la· expresión de balance 
dividiendo entre /lx /ly Az cuando x·tiende.a cero: 

_____ : _ ~ _ J ~U<?.~'-·-_-_ !'J f ~~ l '!·~!L 
/lx 

p Cp aT/at. 

Se obtiene ·la segunda,,derivada· parcial· de la temperatura (T) ·con· 
respecto a la: posi~_ióJ1_'.· (x) ;.:.L·a.,exp.resión así obtenida es: 

.... '"" .. : ·, :. ,.,·~·, ;,,_:·:"- '(,;" . 

La 
en 

aT/a~ =Ók/~:~~'·;~~i/a~ 2 =.ex aªT/ax2 

~.' ._,.._ :;-, 

expresión, (~~·-1~4); '. 0i:~J::clh~~ 
el tiempo, t.:._•.:·.: •' .,,, ·.x•' "· ... 

:,· ... ·. -'·:;-··:: '"" .;:<~:-:::·~::-,. 

Donde: >r-· ::'.';';'•:.",/· 
" i:íif~si,.;idad : ~érmic~ .. S~s. uni~ad~s son: 

·pies /hr; suponer· qu'e p-,,: Cp y .k _son 
,:,_,--, •• 4-
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~'Temperatura en K 6 F 
= Tiempo en s 6 h 
= Conductividad tér¡¡iica W/m K ~ btu/hr 
, = Densidad en kg/m 6 lb..,.pies 

, ., . ·,,Para el caso de que se desee evaluar la conducción en tres· 
'dimensiones, se tendrá que proceder de una forma similar a, la 
-anterior para las otras dos direcciones. La expresión final para este, 
'C:aso es: 

8T/8t 
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21. HÉTODO NUHÉRICO DE DIFERENCIAS FINITAS 
APLICADO A LA CONDUCCION EN ESTADO INESTABLE. 

·Las expresiones más importantes en la conducción dei cai"or . 
son:la ecuación de calor, la de Poisson y la de Laplace; las'cúales · 
se escriben a continuación: 

Ec. r.le calor aT/8t = a V2 T (21-1:,i): 

Ec. de Poisson V2 T + q/k = o (21~1';';¡ 

Ec. de Laplace V2 T o (21-1.3) 

y cada una de ellas corresponde a un caso especial de la ecuación 
general de transporte de energía. La forma de resolver este tipo .de· 
expresiones diferenciales para un problema específico de conducción 
de calor transitoria, es mediante la aplicación de: · 

a) Métodos analíticos. 
b) Métodos gráficos 
c) Métodos computacionales. 

Si el lector desea ampliar la información acerca de la 
descripción de cada uno de los tres métodos anteriormente senalados, 
puede revisar el apartado n). 

Con respecto .al tema de solución numérica de la ecuación de 
transferencia de calor por conducción en.estado no estacionario, se 
tratará con mayor atención a los métodos computacionales: 

Los método~ computacionales son especialmente importantes ya que 
ofrecen la ventaja de aplicar métodos numéricos como el del elemento 
finito y diferencias finitas para resolver problemas de transporte de 
una manera más eficiente desde el punto de vista de ahorro de tiempo 
y exactitud en los cálculos en estado transitorio. 

Debido a que el presente trabajo se refiere precisamente al 
desarrollo y adaptación de programas de cómputo, se abordará de 
manera especial el método numérico de diferencias finitas .. como una 
herramienta util en la resolución de problemas de transferencia de 
calor por conducd.ón en estado inestable, (Este tema está vinculado. 
con el apéndice A2. 2, que se refiere a una introducción al método 
numérico de diferencias finitas). 

En general, los métodos numéricos réqÜie'ren · ·: . que el material 
sólido a través del cual se realizará ·el~ análisis. de·. transferencia de 
calor sea dividido en cierto numero .. de:~volunienes' llamados elementos 0 
celdas. Posteri.ormente habrá ·que:aplicar:··en•·cada uno un balance· de 
energía. Lo que dará por resu.ltado·úna:expresión algebráica para la 
temperatura en el centro de cada· celda«. De t.al forma que se obtenga 
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· ·un· sistema de n ecuaciones que corresponderán a n elementos del · 
. sistema. Donde las n ecuaciones sustituyen a las expresiones de 
_derivadas parciales y a las condiciones de frontera a aplicar . 

21.1· SOLUCIÓN NUMÉRICA DE DIFERENCIAS FINITAS EN LAS ECUACIONES 
TRANSFERENCIA DE CALOR EN DOS DIMENSIONES. 

En dos dimensiones, la división del espacio 
. pequei'ios lleva a formar mallas bidimensionales como 
muestran en la figura (21-1.1). 

11 1.1111.11 u•l.11 ~ -fA.:taT/itTJl110.•.hfT-~~.) 

li~ ... ,_ ... ~ 
•u1,(11+ 4 4 + C11. n1 

1 
Flujo dr nlor unhuio uniformr. t¡ 

·• /1 

)" ... 
M~ .... 

r •>--+---+--+---+-___,~· 11,,.,, 

«Figura (21-1.1) Malla bidimensional. 

La ecuación de calor en estado inestable para .la .conducción· en 
la dirección x : 

BT/Bt = a·a2 T/ax2
"·.; 

Podemos escribir el· término .d~ 
central para dos dimensiones I•• < v~T : e~ f{º"for,;,~~)·de?/Cii_ .. ·.·~.-.•.e.'.:~.'-~.-~:.c0i,._ª,.· ." •par. ~.:a'c:lo" .~ 22 :, ·,;,en··:'( doñd'e 

":.::! .'~: \".'" ·.< ;.· diferencia central) como: 
: ~ '.-: !·. !, : . ~.. • . ~ . • :-. ,. : ' . : :.·':._ 

T1lJ:! ____ )_~1i(~ ±~):1JL'.• ;·~;~->~. ·i¡it> .~;,,;;a/ 
tix 2 <tiy~f:.•'.;,,,,.,,·'·"' .. ··:~~· :. 

' :·~·:: :/~ ; o\/:, > 
. . :·: .,:~·~: ... _.;~::::<. :.·.:·~.·.·'._·.··.-',<-~:-... ;: · :¡:·> ·.··, .~·->--·. i<.C~~ .. ~i. sJ . 

:~::.~.·_.,.>'.·. : . ··'': ,.;;:~····· ·11 .. :r:.·": :,~·:· 

Donde la temperatura' ct~i 'háciil :i''.·:is~; ci~~i9~~:'.:·é6ííici' T1;/ y se 
muestra en. la figura (2101.2), . .' Las .•áreas· ·rectángulareis .i.éomprenden Una .. , 
malla en la cual: se subdi_vide·:'el}'s.ólido.·ccmduct'or,j:otal ::: Los ,puntos 
centrales de. esos · . recfángülo's':',:':forman:.:,·,».unéi ~::,;riiálla »::; reétangular 
denominados: noi:ios. El· riodo ,i,jco,rist.ituye,;_,e1::cérí.tro.;respe~to.- al· cual 
se contabiliza~ ·-1_0~ ~od~.s 'i.~ i:~ .···'.:~~~-_1//~·?.t1:,·~·.Y;~·?.-::~~:tt'.>~::~t:·~ :.-~.'::~~,'.'.~\:~~.(_.:·"~~··:<-:: :.~:· . · ' .. 

La figura '(21-1:2) que:.representa.;·1a';·:malla; :supone/un ~arreglo en· 
el que el ·espaéíado en la'dírecc;ó.1:1:.)¡•:es .. ',igúaL.:al;,· espadado:. en la 

:" >."<~·.:_:·· :,/ . 
. ' /,_>"·" 
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._:':~~ ·~ .. dirección· .Y;.' '(A~::~~ A1 f; _ sin embargo e~to ni:> nécesariamente aSb.e···ser: 
.. :.··as.í. .. :si. el' arreglo es cuadrado, la ecuac.ión (21C1.s) se escribe corno: 

+ T1,J-1 - ~1,J +T1;J + .c!.1/k l!x2= l!.x?a· BT1,J/Bt 

-2:._L_· ,. _ __.._. e_,_,_.,_. _\ . ; '. 

j i· 

· Fi~~r~: <21-1.2). Malla-·~~ diferencias 
medio conductor. 

finitas 

21.2 CASO DE TRANSFERENCIA DE CALOR POR 
INESTABLE EN UNA PLACA. 

(21-1.6) 

Para particularizar la explicación anterior de formuiacióti · · 
numérica a el caso de una placa donde se verifica conducción.\en> ... 
estado inestable en la dirección x, considere la figura· (21~>.3) . 
donde se representa su perfil de temperaturas en un cierto ·instante· 
de tiempo t. · 

Figura (21-1.3) Conducción de calor en estado inestable en una 
placa. 
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. i>rimero será· necesario apliéar. un balance de .calor a. la pia~a:' 

·veiocidad de 
entrada·de calor 

Lo quP. significa: 

veiocid~d de 
salida de calor 

= i ~elocid~~ de 
· ·acumulación· 
·de' ·calor en .. · .. t . 

kA/lix (lTn-1 - LTn) ~· kA/lix. (<Tn - LTn+l) · (lix A) pCp ( L~li•Tn '- iTn) /lit .. 

,·; 

:;.:--·· 
·donde tTn .es la temperatura en .el punto n ai tiem~o ·.t.;:,, 
la temperatura en el punto n en . el tiempo.;·. t+lit.: .. '" 

. ::·~ ,·;.·<:·:::{, 

. (2í-1.~) 

t+.dtnTn = . Fo [tTn+l _+ e i1F~.2 >.t;~.-~~>·~·.';;~L~·J _,~·.:.~·:_~-: ··-:'.-·· 
¡.,_;_;,, 

donde: 

Fo m cx(lit)/(lix) 2 

El m'lmero de Fourier Fo, es un elemento l'ltil, porque da un 
criterio de estabilidad, es decir, indica la forma en que los errores 
de la solución numérica crecen o disminuyen. 1221 

En la figura (21-1.•) se ve una gráfica que representa la 
inestabilidad en la solución·numérica. 

(Diítrrnda nnual) 

Figura (21-1.4). Gráfica _de estabilidad. 
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Los errores de truncado o discretizaci6n son el resultado de 
·reemplazar derivadas por diferencias finitas. Si los errores se 
acumulan en forma exponencial conforme avanza la solución, se dice 
que existe inestabilidad en el resultado. Para un esquema de 
diferencias finitas hacia adelante, la condición para que exista 
estabilidad es 1••1: 

Fo= a(~t)/(Ax) 2 
< 1/2 (21-2.0) 

o en dos dimensiones, cuando: 

Fo= a At(l/Ax 2 + l/~y2) < 1/2 (21-2.1) 

Una. expresión como (21-2.1) permite conocer el valor de la 
temperatura en un tiempo t+At si se conoce el de la temperatura en el 
tiempo t. Repitiendo este procedimiento M veces es posible saber la 
temperatura después de un tiempo M~t, de esta manera somos capaces de 
calcular la variación de la temperatura con el tiempo en el caso del 
problema representado por la ecuación (21-2.1). Algunos 
ejemplos más, se dan en los programas de cómputo que se incluyen y en 
los problemas propuestos. 

22. DIFERENCIAS FINITAS EN LAS ECUACIONES DE 
TRANSFERENCIA DE CALOR (HÉTODOS EXPLÍCITO E IHPLÍCITO). 

Las principales formas de expresar las derivadas de 
transporte de calor en términos de diferencias finitas, se basa en 
tres enfoques: 

22.l MÉTODO EXPLÍCITO O PRIMERA DIFERENCIA HACIA ADELANTE. 

Este método permite obtener directamente la cantidad 
desconocida. También se le llama de diferencias hacia adelante porque 
la derivada con respecto al tiempo se sustituye por una diferencia 
hacia adelante en el tiempo. Con el objeto de visualizar y comprender 
estas definiciones, considere nuevamente a la figura (21-1.J). 

Donde se muestra que la temperatura futura en el instante 
t•AtTn en la posición n, se puede calcular a partir de los tres nodos 
para los cuales se conoce en el tiempo inicial t. Es por esto que el 
métido recibe el nombre de explicito y la formulación de diferencia . 
hacia adelante aparece como: 

T1' /At 
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Otra forma de expresar (con .:itra nomenclatura y refiriéndonos a 
· 1a malla de la figura (21-1.1) J la primera diferencia hacia adelante 
bidimensional de la conducción transitoria es la ecuación (21-1.s) : 

Considerando la malla rectangular representada en la figura ' 
(21-1.1) ,· se puede expresar la forma d.e la primera diferencia hacia 
adelante como: 

Tt~t,J - 2Tt?J +· T1~1 1 J 
-----------~~·-------------

(22-1.3) 

en donde el exponente n significa el enésimo paso del tiempo. 

Expresando la segunda derivada con respecto a y de manera 
semejante, es como se llega a escribir la ecuación (21-1.•). En esta 
expresión explicita bidimensional de la conducción transitoria con 
generación interna de calor, y además el término que representa la 
incógnita T1,J aparece una sola vez. Para poder resolver T1.J es 
necesario conocer inicialmente una distribución de temperaturas 
donde, n ª o. 

22.2 MÉTODO IMPLÍCITO O DE DIFERENCIAS HACIA ATRÁS 

Por medio de este método se obtiene una aproximación de la 
derivada respecto al tiempo que mira hacia atrás al tiempo, en este 
caso, la incógnita Tl,J no se puede despejar directamente de la 
expresión de primera diferencia hacia atrás, (observe la ecuación 
22-1.4). por lo que es necesario resolver una serie de ecuaciones 
simultáneas para hallar la solución. 

4x 2 /a/J.t CT1?j!T1? 

(22-t.4). 

A diferencia del método explicito que requiere el cumplimiento 
de la condición (21-2.0). el método implicito es estable para todos 
los intervalos de tiempo y espacio. Sin embargo, cuanto más pequeños 
sean estos, más exactas serán las . temperaturas que se obtengan, 
debido a que se ven reducidos los errores de truncamiento asociados a 
la aproximación entre las derivadas y las· diferencias finitas por las 
que han sido sustituidas. · 

22. 3 MÉTODO MIXTO o DE PROMEDIO PONDERADO. 
··:.: 

Los dos métodos anteriores .. ·se pueden combinar dando por 
resultado el método mixto .. o''de' promedio ponderado mediante los 
siguientes pasos rssJ : · · · 
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- ~ul~iplicar la forma de primera diferencia hacia atrás por 
·el factor Fo cuyo valor se encuentre entre O y l. 

- Multiplicar la forma de primera diferencia hacia adelante 
por (1-Fo) 

- Sumar los dos pasos anteriores, de tal manera que se obtengan 
las formas explícitas e implícitas para para Fo=O y Fo = l, 
respectivamente. Si se hace Fo l/2 se obtendrá el promedio 
aritmético promedio aritmético de a) y b). 

22.4 VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LOS MÉTODOS EXPLÍCITO E IMPLÍCITO 

a) Método explícito.- La principal desventaja de este método numérico 
es que debe satisfacer un criterio de estabilidad. Si se desea 
satisfacer este criterio de estabilidad, pueden ser necesarias etapas 
de tiempo muy pequeñas incrementándose por lo tanto el numero de 
cálculos. 

bl Método implícito. - Una de sus mayores ventajas es la que se 
refiere a que sus soluciones son estal:>les de manera incondicional. 
Sin embargo una desventaja de este método es la necesidad de resolver 
simultáneamente una serie de ecuaciones algebráicas. Pero a este 
respecto, resulta ütil el empleo de las técnicas de relajación o de 
inversión de matrices que pueden programarse para su resolución 
computarizada .Otra ventaja se refiere a que en los métodos 
implícitos se pueden emplear mayores incrementos de tiempo, por lo 
que el tiempo de cómputo requerido para llegar a una solución puede 
ser pequei'lo comparado con el que se requiere para llegar a una 
solución por el método explícito. 
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EJEMPLO: TC.13 (CESUD). 

PROGRAHA : TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCIÓN EN 
ESTADO NO ESTABLE EN UNA DIHENSIÓN. 

PROBLEMA TIPO 
COHDUCCJON EH ESTADO NO ESTABLE EH UNA DJHE:NSJON 

RESOLUCION POR DIFERENCIAS FJNJTAS 
(EffrootlE EXPLICITO), 

GEOMETRÍA. 
PLACA PUNA RECTANGULAR. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

- Calcula la temperatura futura en el instante t• litTn en la 
posición n. 

- El programa considera un espacio de tiempo de 10 minutos y 
despliegalos resultados de distribución de temperatura, 
partiendo del dato de numero de planos que se deseen 
analizar y de el establecimiento de un numero de Fourier. 

- Por ultimo, el programa calcula la transferencia de calor' 
después de un intervalo de tiempo igual a 10 minutos. 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Calcular la distribución de temperaturas en una placa plana.así 
como la velocidad de transferencia de calor a través de ella, si 
inicialmente la temperatura es de cero grados centígrados y se 
verifica un aumento repentino de temperatura hasta 100 grados en la 
pared de la placa. Considere los siguientes datos: 

Espesor de la placa = 0.1 m 
Difusividad térmica del material = 2x10-• m2 /s 
Conductividad térmica del material = 2 W/m K 
Numero de capas seleccionadas = 6 
Plano en el que aparecerá la temperatura = 4 
Numero de Fourier = .49 
Lapso de 10 minutos 
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FIGURAS REPRESENTATIVAS DEL PROBLEMA. 

l1Ud• 

n- l 11 + l 

RESULTADOS. 

Distribución de temperaturas después de 10 .mintit'os .... 

Plano 1: T = 100 e 
Plano 2: T = 78.8 e 
Plano 3: T = 66.8 e 
Plano 4: 'T = 57.7 e 
Plano 5: T = 66.8 e 
Plano 6: T = 78.8 e 
Plano 7: T = 100 e 

Transferenfia de calor a través de la 'placa· después· de ·lO ·n1inutos 
7481666. 7 J/m. , , . · · · 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

N Numero de capas seleccionadas .. 
E Plano en el que aparecerá el valor-de la,temperatura. 
W Espesor de cada placa. . 
A Difusividad térmica del materiál .. 
F Numero de Fourier.' 
D Paso del tiempo. 
B Numero de pasos del tiempo en· 10, minutos. 
T Temperatura. 
X Numero de plano. 
Q Transferencia de calor. 
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TC.14 (CETIH) 

TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCIÓN EN 
ESTADO NO ESTABLE EN UNA DIHENSIÓN. 

PROBLEMA TIPO. 

CONDUCClÓN tH ESTADO NO ESTABLE EH UNA DIKCNSJÓH. 
RESOLUCIÓN POR DlFEREHCU.S FJH11'AS. 
fENrOQut lKPLÍ:CJTO), 

GEOMETRÍA. 

PLACA PLANA RECTAffGUUH. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

El programa presenta el valor de la temperatura en el plano 
seleccionado. Los cálculos que se realizan en este programa requiere 
como dato el valor del paso del tiempo (seg), y calcula el valor 
del numero de Fourier. 

En el programa se utiliza el enfoque implícito de diferencias 
finitas, en el cual se hace una aproximación en la derivada con 
respecto al tiempo que mira hacia atrás al tiempo. Los cálculos que 
involucran la técnica implícita, son auxiliados por la técnica de 
eliminación gaussiana (la cual resuelve ecuaciones simultáneas). 

ENUNCIADO DEL PROBLEMA. 

Considere el mismo enunciado del problema (TC.13), que se 
resuelve por el método de diferencias finitas (método explícito) . , 
pero ahora ef ectue la solución por el método de diferencias finitas 
(enfoque implícito) , considere como valor del paso del tiempo 67 
segundos.Y encuentre,además lo siguiente: 

a) El valor del numero de Fourier. 
b) El numero de pasos del tiempo. 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Espesor de la placa = O.l m 
Difusividad térmica = 2 x io-• m2/s. 
Numero de capas seleccionadas = 6 
Plano en el que se desea visualizar el 
valor de la temperatura = 4 
Paso del tiempo 67 s 
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_RESULTADOS. 

se· considera un lapso de 10 minutos, 
tiempo es9. El numero de Fourier·es 0.48 

Los valores de la temperatura en- el plano 4 son: 

Temperatura en el plano 4 = 3 .6135 
Temperatura en el plano 4 = 9.9429 
Temperatura en el plano 4 = 17.601 
Temperatura en el plano 4 25.593 
Temperatura en el plano 4 33.344 
Temperatura en el plano 4 40 .572 
Temperatura en el plano 4 47.166 
Temperatura en el plano 4 = 53.106 
Temperatura en el plano 4 58.418 

NOMENCLATURA DEL PROGRAMA. 

N Numero de capas 
E Plano en donde se visualizan los resultados. 
W Espesor de la placa. 
AA Difusividad térmica. 
D Paso del tiempo. 
B Numero de pasos del tiempo en 10 minutos (aproximadamente) 
F Numero de Fourier. 
A Coeficientes de la matriz para eliminación gaussiana. 
X Temperaturas calculadas por eliminación Gaussiana. 
T Temperaturas actualizadas. 
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. · 

CONDUCCIÓN EN ESTADo TRANSITORIO BI Y TRIDIMENSIONAL.· 

. Los problemas de conducción de calor no sólo se limitan a la 
dirección unidimensional,existen además, problemas prácticos gue 
involucran la conducción de estado inestable simultánea en dos y 
tres dimensiones;A continuación combinaremos las soluciones en una 
sola dimensión para obtener resultados en sistemas de varias 
dimensiones . 

Para hallar una solución general a la conducción simultánea 
en tres dimensiones, Newman desarrolló el principio de 
superposición para ·combinar las soluciones de la conducción 
térmica en una dimensión en las direcciones x,y,z. Obteniendo una 
expresión general para las tres dimensiones. 

Con el objeto de realizar un análisis térmico 
multidimensional en estado transitorio, considere la figura (23.1) 
que es un bloque rectangular de dimensiones 2x1,2)'1,2z1.Para el 
valor Y en la dirección x se tiene: 

Yx = T1-Tx/T1-To 

Donde: 
Yx = Temperatura adimensional que varía entre cero y uno 

(To y T1) 
Tx = Temperatura que se desea determinar a una distancia 

x desde la línea del centro a un tiempo t. 

Para la dirección y 

Yy T1-Ty/T1-To 

Para.la di~ección·z: 
.·. Y~ T1~Tz/T1-To 

Ento~ces ·pára :·:J.a~·c'idr~~~f~r~nbia de calor' .;,;.¡ .. i:res 
dimensiones, se :e'scribe·ia.:combinaci'ón ae· (23.Í) ... :.<2:i:2) •. (23.3).;· 

··· .. ; 

'(23;4) 
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.. ·.Donde Tx,y,z es la temperatura en el punto x,y, z desde el 
· cent'ro ·.del bloque rectangular. El valor de Yx para las dos caras 
paralelas se obtiene de las gráficas de conducción de calor en 
·estado inestable y de determinación de la temperatura en el punto 
-central ·de una placa plana grande . 

·. . .. 

Figúra (~;.-;¡ Conducción en estado transitorio en tres .direcciories 
en un bloque rectangular. 

EJEHPLO: TC.15 (CET2D) 

PROGRAHA TRANFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCIÓN EN 
ESTADO NO ESTABLE EN DOS DIHENSIONES. 

PROBLEMA TIPO. 

CONDUCCION DE CALOR EN ESTADO NO ESTABLE EN 005 DUtE.NSIOHES, 

CONDUCCION A TRAVES DE UN BLOQUE SJHORJCO. 
<MÉTODO.· RESOLUTIVO DE DIFERENCIAS FlNlTASr ENFOQUE EXPLÍCITO). 

GEOMETRIA. 

BLOQUE CUADRADO F'ORHADO POR CUATRO coLUHNAS;o1sP~~~TA:S 
SJKETR I CA: DOS D E ELLAS SE ENCUENTRAN - ''cou)cÁDAS - . 

VERTICAL V LAS OTRAS DOS EN FORMA HORIZONTAL •.. 

FUNCIÓN DEL PROGRAMA. 

EN .fORHA 
. F"ORHA 

- calcula las temperaturas en el ·pun'tO i:ie.iitrai aei ·ble~~;'· 
cuenta el numero de intervalos: de-·:- ti_ejnpo·_,./y-:·":el::-tiempo. 

que ha transcurrido para· que· el: cuerpo,:;_alcance /"cierta· 
temperatura en el punto central. · ··. · · ':-.-.• .. ::·: • ::é ,_.- -· · · · ··. • 
Realiza una prueba de sinietría ·deÍ' blOque·; _mediante;: una 

comparación de los valores de _las 'temperaturas .. ·· 
;·_,~ 
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-''ENUNCIADO DEL PROBLEMA . 

. . Un bloque rectangular tiene cuatro lados de dimensiones 
iguales .Dicho bloque se calienta en sus cuatro lados y la : 
temperatura aumenta repentinamente de O a 100 e.Calcule las 
temperaturas en el punto central del cuerpo considerando. que 
han transcurrido 10 minutos de tiempo y que el criterio de 
estabilidad es menor o igual a 0.25 

DATOS DEL PROBLEMA. 

Bloque rectangular simétrico: 
Temperatura inicial = O C 
Temperatura final = 100 e 
Tiempo transcurrido = 10 minutos. 
Criterio de estabilidad : Fo= 0.24 
Numero de capas seleccionadas = 6 

FIGURA REPRESENTATIVA DEL PROBLEMA. 

RESULTADOS. 
i'. 
·- ,, 

. . ~
Se considera un lapso de 10 minutos; el ;,valor/ del:_/pa'so 'del" 

tiempo· es de 33. 33 segundos. El numero de p~sos: del.'. tiemp()',:es.•: 18;; 

Prueba de la simetría del cuerpo 
bloque): 

Extremo l 
100 

(en uno y : otro' ~~t~e.ii~ del 
,'. /::,~-:: 

Ex~r~~ó {:•: 

·75. 7 
60 
54.3 
60 
75.7 
100 
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'NO~ENCLATURA DEL PROGRAMA. 

N Numero da capas. 
w Ancho de la franja . 

. A Difusividad térmica. 
F Numero de Fourier. 
D Paso del tiempo. . 

·a Numero de espacios o intervalos de tiempo en 
diez minutos (aproximadamente) . 

T Temperatura . 
X,Y Posiciones del punto en el plano. 

Z .,Valores de X y Y en la prueba de simetría. 
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.PROBLEMAS PROPUESTOS. 

DIFERENCIAS FINITAS EN TRANSFERENCIA DE CALOR. 

. l·. A través de
0 

una chimenea pasan gases calientes cuya 
temperatura se de 450 F, la chimenea está hecha de ladrillo comun, 
cuya sección transversal se muestra en ~a siguiente figura. La 
temperatura del exterior se mai¡tiene a 105 F. El valor de h en el 
interior es de 6. 8 BTU/h pie . Determine la distribución de la 

· temperatura en la chimenea. Se puede despreciar la conducción del 
calor a lo largo de la longitud de la chimenea. Suponga que k = 0.417 
BTU/.h pie ºF. 

2. En la figura inferior se muestra una aleta radial de sección 
rectangular. Tiene espesor de 5/16 plg. y radios interior y exterior 
de 2 y 4 pl~. respectivamente. La temperatura de la base de la aleta 
es de 200 F y el fluido que la rodea se encuentra a 100 .F .. B:~s 
coeficiente de transferencia de calor está itada por h ª 0.29 LT-T ) · 
en cuya expresión h está dada en BTU/h pie2 F y T como T en F. 

. . 

,.· ... , .. . .:,. ·.. ·.· 

3. Usando un modelo que consta de ·19 nodos" "para d.iferencias 
finitas, determine la distribución de .. temperatura en· la aleta. La· 
conductividad térmica del material es de· LO""BTU/h"pie ºF; 
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4 .. Considere una placa rectangular de dimensiones 24 cm x 4 o cm 
y espesor de l cm. En el siguiente bosquejo se muestran las 
condiciones térmicas en la frontera. No hay flujo de calor en la 
dirección normal al plano de la figura. Determine la distribución de 
temperatura en la placa, bajo condiciones de estado estado 
estacionario. La conductividaH térmica de la placa es de 25 W/m K. La 
temperatura ambiente es de 25 c. 

-C(6, ll 

)OOOW/m 

.._~~~~~--ot,Ocm 

l Se mafttk-N- • too•c 

[ 
;!; l 
L 

l. 

"º·'' \ 

IU,U ' t f t 

1>!6,4) 

5. Un lote de filetes de bacalao originalmente a 10 e, se 
empaca con un espesor de 102 mm. El hielo que se ai'iade por ambos 
lados de los filetes para preservarlos, está separado por un papel 
resistente a la humedad. Se puede suponer que la temperatura· 
superficial del pescado mide o ºc. ca1c91ese el tiempo necesario para 
que el centro delos filetes esté a 2.22 e, y la temperatura que habrá 
en ese momento a una distancia de 25.4 mm desde la superficie. Además 
grafiquense las temperaturas en función de la posición para el 
empaque rectangular. ·Las p¡opiedades físicas del pescado son: f ;, 
0.571 W/m K, p = 1052 kg/m ,Cp = 4.02 kJ/kg K, ex = 4.64xl0- m /h. 
Seleccione 5 rebanadas. · 

6. Repítase el problema 5 eón las mismas·· condiciones excepto que 
se usa una placa .o congelador :de .. contacto: en 

2
el <;!Ue. se·. puede .,s~oner 

que el coeficiente superficial ~s h o; ·142 ,j9/m. ,~' (25 BTU/h pie F). 



UN ENFOQUE HÁS GENERAL DE LOS FENÓHENOS DE TRANSPORTE. 

Después de haber analizado por 
transferencia de cantidad de movimiento 
algunas semejanzas que permitan una 
Fenómenos de Transporte. 

separado los fenómenos de 
y calor, es posible encontrar 
visión más general de los 

Como se ha observado a lo largo de la exposición de este 
trabajo, los Fenómenos de Transporte cuentan con tres elementos 
centrales. 1141 

a) Una "fuerza" originada por un gradiente en los valores de una 
magnitud física. 

b) Un flujo que tiende a equilibrar los valores de la magnitud 
física. 

c) Una medida de la dificultad de movilidad del flujo. 

En el cuadro (2•.1), se escriben· las ecuaciones 
de Poiseuille, para un flujo dentro de una.:tuberia; la de Fourier 
para la conducción de calor unidireccional¡ ... · la.'. ley ·.de Fick de la 
difusión,; y la ley de Ohm para el pot!S'ncial·, .. eléctrico. Se comparan 
entre ellas y se observa que aparecen ·. •·'.lo's , : tres elementos 
anteriormente mencionados. · · .-: . ...: ~·· '· -

CUADRO (24.1) 

Ley de 

Ley 

La expli~~ci~nij.ü~~:.~~·_ii;~~'.;;;~~¿:~~i~~~i ~~~~~;da~:en el ·cuadro es: 

Ley ,de· ohm.:·. El ::~iLcia~'iei~:t;i11~<JitD:.;·.·~º·· 0

Jargo de la 
dirección en la, 'cual' ·los eléctro'ries••se están'• nioviérido estableciéndose 
un gradiente· CtJ.V/IJ.z) ;,1a 'cantidad'.:': cie'•eléctrones:•.por· unidad de tiempo 
y de área, es el flujo. CQ•r .. ,:La•.:;medida;de•:la;·dificultad de movilidad 
de los electrones~ ~e descrip:e·.~n ,:térnii~o.s'.•d,e:·~una•, propiedad del medio 
que es la conductividad ·(kE) .··'..·:: . .-.c .. ,: .. ;·,;,:•" .. •·.• •. <>. i'.'. :..'.:.•· , 

Ley de Poiseuille: uri p~cíb1e';.;a/~i;.;har .. al que se presenta en la 
Ley de Ohm, es el .del bombeo 'de agüa, .. a·;:través' de una tubería. Donde 
la diferencia de potencial que ·.se ,obtiene· : a >través de una batería, 

•;·, 

:.J . 
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. ·para ·el _c~~o 'de l_a Ley de Ohm, se ve reemplazada por la diferencia de 
.-presiones obtenida por una bomba en el caso de Mecánica de fluidos 

(AP/Az) ,y la resistencia eléctrica por la fricción en la tubería 
(lo!) • 

Ley de Fourier: En este caso, también existe una relación 
similar a las dos leyes anteriormente citadas: "La fuerza" que hace 
fluir energía del centro de un objeto caliente a una superficie más 
fría (AT/Az), la dificultad que encuentra el calor para moverse a 
través del medio (kq) y la cantidad de energía que atraviesa un metro 

·cuadrado en la unidad de tiempo (Qq). 

Ley de Fick: La diferencia de concentración de una sustancia 
produce una fuerza que impulsa a las partículas de una sustancia . 
moverse de un punto de alta concentración a otro de meno: 
concentrac_i6n (AC/Az). La facilidad de movilidad de las partículas qu. 
se difunden, se puede cuantificar mediante el coeficiente de difusió: 
(ltD). 

Puede observarse que las cuatro ecuaciones de transporte, tienen 
la misma forma: 

Flujo m - (Conductividad) "(Fuerza)" 

En todos los casos, la fuerza motriz que permite el transporte se 
debe a una diferencia de potencial eléctrico, presión, temperatura e 
concentración; por lo tanto al equilibrarse éstos cesará el movimientc 
1141. 

El cuadro (2&.2), muestra las analogías y diferencias físic1 
entre la transferencia cantidad de movimiento, calor y masa. 

266 



Gradiente. 

Flujo. 

Difusividad. 

Resultado ob
tenido de la 
ecuaci6n de 
transporte 
en estado es
tacionario; 

Nombre de la 
ecuaci6n en 
edo. estacio
nario. 

Soluci6n de 
la ecuac16n 
en estado no 
estacionario. 

Velocidades. 
fo) 

Esfuerzos 
cortantes 
('t). 

Viscosidad 
(¡.¡). 

Perfil de 
velocidades · 
V(y) • 
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CALOR 

Temperaturas . 
(T) 

Calor 
(q/A). 

Conductivi
dad térmica 
(k). 

Perfil de 
temperaturas 
T(X). 

,·· .. ,:.'. 
Flux 
(JAB) ... 

Coef. de 
difusi6n 
(D•B). 

Perfil de 
concentra
ciones 
C1(z). 



CONCLUSIONES. 

reacomodar el temario de la asignatura de 
·Fenómenos de Transporte de Ingeniería en Alimentos, primero, de 
· aé:.uerdo a temas generales para ser expuestos en sesiones de dos horas 
y segundo, asociar a estos temas, una s~rie de programas de cómputo 
que resuelven problemas tipo da transferencia de cantidad de 
movimiento y calor; que auxilien en el proceso enseñanza-aprendizaje 
de la asignatura. 

2. A través del desarrollo de este trabajo, se pudieron elaborar 
y recopilar 35 programas de cómputo, los cuales fueron adaptados a la 
asignatura de Fenómenos de Transporte en dos aspectos: 

a) El material de cómputo que se incluye en el trabajo; 
"conversa" con el usuario, en el momento de resol ver un problema .. 

b) Los programas fueron distribuidos en el lugar que les 
corresponde dentro de _la lista de temas del curso de Fenómenos de 
Transporte. 

3. Es posible redactar< texto.s .. ,e~~icatiV'd~ de la teoría 
'(basados tanto en'.referericiá.sbibliográú.;'~s ~ómCi de.··~otas .• to~ada~· · 
en .clase), de. acuerdo a los ,teÍn.:Ís: d~i'·. p~C,grama ·de Fenómenos de 
Transporte en Ingeniería en >.A.iiri\'e'~!:6;"; <1os ·''cuales : tie~en las 
siguientes funciones: _a) ayudár ·~ <;ii'.ie''io's. esi:~ct:Í.ant~s entiendan lo~ 
conceptos básicos de tránsferén~ia.·cie.:~arit:i.d~ó'• de: n;C,.;:.i.~:Í.ento y 

calor~ b) apoyar el uso d~l material.. d~ ~Ómpui:o, en la resolución 
de problemas resueltos y p;C,pue~tCis. · · 
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APÉNDICE: Al'. 

HÉTODOS NUHÉRICOS EN FENÓHENOS DE TRANSPORTE. 

·. Los métodos numéricos en el área de los Fen6menos de Transporte, 
constituyen una herramienta muy ütil en la resolución de problemas de 

odifusi6n. 

Algunos de los métodos numéricos más utilizados en la resolución 
de problemas de Ingeniería son el de Diferencias finitas (en el 
apartado (Al. 2), se explica de manera genaral este tema) y el del 
elemento finito (se puede consultar este terna en la referecia i J. 

El cuadro (A1-1 J , muestra una comparación en . cuanto a ventajas y 
desv.entajas existentes al usar el Método del elemento finito y el de 
Diferencias finitas 121. 

CUADRO IA1-1) BRtVC COHPARACJON ENTRE L0s KCt'ODOS DE DirERENCJAS 

f'JNITAS y LOS HETODOS Dn El.EHEHTO ruuro. 

Métodos de diferencias 
finitas. 

Métodos de· ele~ 
mento- f in,ito .. 

VENTAJAS 

Se dispone de nume
rosos métodos de so
lución eficientes. 

F6ciles de vecto -
rizar. 

DESVENTAJAS. 

Menos adaptables 
a una geomec.r!a 
curva que los 
métodos de ele
mento finito. 

No son fáciles 
de aplicar en 
problemas que 
involucran e .. 
cuaciones de -
pendientes del 
tiempo. ' 

. D~bid6 a~''<Uej. riral1i:~~K desarrollo del presente trabajo de tésis; se 
ha consi~eradp .'. e1·-·_tef!1a· :de . : :' .. :Ecuación dependiente del tiempo·. e:n .: el -

· capítulo· 31 ::resulta ·:«:onveniénte revisar una introducción ·al tema· de .. - , 
diferenci~s finit'as;"'. en·,~~' si~~ente apartado. 
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Al.2 EL HÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS . 

. Issac .Newton fue uno de los primeros científicos· que usaron· 
este método ·y gran parte de este tema fue originado por él ls7J. 

El· principio básico .del método de diferencias finitas es el de 
reemplazar el operador diferencial de la ecuación diferencial que· · 
representa el problema a resolver, por un operador de diferencia,· 
posteriormente estas ecuaciones de diferencia son las que se 
transforman a las ecuaciones algebráicas correspondientes y son, 
resueltas por un método iterativo. 

La ecuación de diferencias finitas sólo aproxima el· valor 
verdadero de las derivadas 

Las formas de representar los problemas dependientes del tiempo 
para poder ser resueltos por medio de diferencias finitas son dos: 

a) El método explícito. - Requiere cumplir con ciertas 
condiciones de estabilidad que hacen de los cálculos, un proceso muy 
largo para poder obtener un resultado con cierta exactitud. 

La forma de representar el método explícito es: Xn•• = .f (XnJ 

b) El método implícito. - La condición de estabilidad no es. tan 
restringida como para el primer método (a) y de esta manera, se.puede· 
obtener sin mucha dificultad un mejor· resultado l57J. ' ·L ... 

La forma de representar el método implícito es: Xno1 = .f(Xn~•-.J{•l .. ::· 

.:• .:·:; ., ....... " 
Algunas propiedades 

siguientes 1s7h 
de las diferencias finitas,' son. '.las 

.. : -··: 
-.·.: 

,;;-· y; 
1. Las diferencias de una fundón const~nt~. son. c".~():;~.· , : , ;~ :::; , .. ·: 

' AC o: ' > '(Al. 1) 

Donde e denota una:co"n's·t .. ant.·e· .·.·.-. ·', , >•· , '··;';.• :.··.:.'·.····· .... · - - - ., . :.··,\.>': - :! .. ·; ~.::. ::·. 

2. Para ú~\,cº~:s~fft~ ·.m,~r,,tt;l~~~.~~ ;~:' ~~~ f~n6iói1/ • ~~·· 
· ... < .·· ·:,-· ... . ·,·~tdc·.;:U'K·l~ -.~\·C;.·Lu.i~.:.,-,. · ::.: -. ;::·:;·-~\~ ~·· 

3; Lá diferenÚ~ 'de llii~; ~ll~~ '., ~~ dos: fuhcio;;es · es,7 la 
diferéri.ci.as·.·;.,, ·••·· •· · '"· ·' .. · · · · · ··'•·"·. · '· ·:< :::_>>:~:·:·· .. ;:·:_, ... re:..·:·:;·>:·.·:'.:'. .. :Y,~>·. 

A (u• + .Vk) ' Áuo +,.;AV.: , 
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"' .Lá··. propiedad de linealidad generaliza 
anteriores a: 

.. s.. La!i diferencias de un pro.dueto están dadas por la 

fl (Uk Vk) = Uk ilVk + Vk+l /¡;.,. 

' en· la cual debe notarse el argumento ••1. 

6. Las diferencias de un cociente son 

<•1.s). · 

/¡ (Uk / Vk) = (Vk ilUk - Uk /¡VJc) / (VJc+I Vk) (AI.6) . 

. 7 .. ·Las diferencias de la funci.ón exponencial .están dadas por: 

t.C" a e" (C-l) (Al.7) 

En el caso especial e = 2 da llyi. = Ylc 

a. Las.diferencias de las funciones seno y coseno son 

t. (sen k) = 2 senl/2 cos (k+l/2) .· 
t.(cos k) -2 senl/2 .sen(k+l/2) 

.. · ·_,-._ "'.--
' (•Í.e) 
:c.1.-9) 

9 .. Las diferencias de la función logaritmic;,,\~i,~"-~ ,,x~ .• ~ ~.Xli,' ·. ·. 
se tiene: , ··.:"·, -¡-,:;., :-.:/:\-· _ . -

t.Clog x•l = log(1+h/x1J : . . -- ·:.:,<i(Á;-,;~¡., 
cuando h/X>c es muy pequeño, t. Clog X>c)· se· ¡¡:;;~~¡-~¡{a h'/;i'o~ ' :.:>: 

;::: ';,/: ;,, . -./~ 

10 .. La función del error unitario; para'lo;''c\J,~1·::\;~'.:~'.·l .en un. 
solo argumento y cero ·en lcis demás .. 'tiene._'..um\'./tabla 'de 
diferencias que consiste .en coeficiente's:-,."binomiales 
sucesivos con signos ;ilternantes. La .. detección."de 'errores 
aislados en una tabla de valores y•'puede·basarse· sobre esta 
propiedad d~ la función de error unitario; 

271 



La funci6n del Jerror oscilante, para lo cual y• = ! l 
< ·. · .. ··. ·alternadamente, iene una tabla de d~ferencias que consiste 

. . ·: . ·en las sucesivas potencias de 2 con signos alternantes . 

••.. º'"N>0>6N º' m<A T- Dj DU,,.nC'M 

Dada una funci6n iscreta, es decir, un conjunto finito· de 
argumentos x• cada uno de los cuales tiene un correspondiente y., y 
suponiendo los argumentos igualmente espaciados, de modo que Xk•1 - .. 
Xk = h, las diferencias de los valores.y• se denotan 

y se llaman primeras dife encias. Las diferencias de estas 

diferencias se llaman se~n::s :i:~~7n:.:s. _E:n:7n:~al, (Al.t•) 

define las diferencias de orden n. · 

La tabla de diferencj as es un formato usual para presentar las 
diferencias finitas. L~s elementos de la tabla se situan 
diagonalmente, como result~do de las diferencias de los dos elementos 
mi\is cercanos de la .izquierda . Se exceptuan los Xk , y•. 

xo yo 
/,yo· 

¿•yo XI y1 
¿'yo t,y1 

1,•y1 ¿'yo X2 y2 
¿'yo f,y2 

¿•y2· X3 Y'. 

X4 

·'· (~1-.1~) 

segun~:d~of;~;~n~~a eje:mp ~~ se;~~l~a~is6n¿,de= t~s~j~~r:s3;;y•~ i~ i~ 
resultado general es -~: •., r: .... ; /· 

i;.Myo I:<-1i1 (¡ l.Y.•-1 

·. 212 



ALGUNAS APLICACIONES DE LOS MÉTODOS DE DIFERENCIAS FINITAS. 

·Las ecuaciones que rigen la difusión de partículas en movimiento 
o la conducción de calor, son ecuaciones diferenciales parciales de 
tipo parabólico. En cuya solución se usan frecuentemente los métodos 
de diferencias finitas. Puesto que las ecuaciones diferenciales 
parciales parabólicas representan procesos de difusión que dependen 

'• del tiempo (estado no estacionario) usualmente se designa a las 
letras x, t como variables independientes, donde t es el tiempo y x 
es la coordenada del espacio unidimensional, en el caso de las 
ecuaciones diferenciales parciales parabólicas en espacios 
bidimensionales se utilizan las variables x, y (coordenadas 
espaciales), t (tiempo). 

I.os siguientes son ejemplos de ecuaciones diferenciales 
parciales parabólicas f55l : 

a) Conducción de calor en estado no estacionario, con la·· 
dimensión espacial igual a uno: 

pCp ¡aT/atJ = k, [a 2 T(~,t)./8x2 ] .+ .Q(x) . (A!;i5) .·.· 

~ '.-'·" ·:.'.::· ._··, ;_ 

. , --.. :··· ·. ·:r.:.. ... ~,--.:~-; ···· -.. ;·~·>;:-~-?,~ :Ur/~· .. ( · · ;: · 
bl Ecuación de difusión .··· tr~nsitoria ('.~e·;· ~-~ut'rori~s; ''6611 : lá 

( l::~::;::n~ e(::~~a~ .:t?;.E~:?:T~<;·0~}~ .. : ... ¡;· •... ·:·.·;::'~:·;,;,!.i•: .. · .. 
donde-~·.= flujo'de·, ~i~cii;t~~~{:; ,·., :,.Jf · ··;:'. :;> . ;· :;:_/ ;· ' ·· 

el Transporte' c:~v~::~l0i(~::~:J~:.s~·l¡;:~~~i~'.{~~i~f:ia• 6o~:~~f~si61l: 
• a/af ·.· ~--. =. -~--. á/;~\[Ü,~i' ;.:} ¡)·~~~Í'~~~;¡~j·y::'{.'\ ··)?.{i~1'.11J·,, 

: ·!·'. ·:: ~~i-~ .-.·; ;'~.::i}: ;,~. :~~..-..-.. . "<·.· ·:;¿~_:_·t :'J·,·· 

donde ~ es Ía d~nsidad ci~ la s~~ta:l1í:ii:á ,;;/u <x'l\es ia/::Vel'éícidad _de 
fiujo y D es' la constante de difusión;·_·>'· ._:•:···· ... •<. :•'.'• ··"'"· •,-::::.::.··.: .,., • :: 

Las ecuaciones diferenciale~ p~rciai~'s·>~~;~b6~i'6~~;:J~;,:~->~os 'y .··. 
tres dimensiones se pueden escribir,' medi.ánte. la·.', ampliación''. de .la·· 
variable espacial a dos y tres dimerisiéines':,de:l:':: espacio::': Por .::e) empl_o ¡· 
para el caso de la ec. de conducción :en: estado', no~·estacionario'/.,::toma··,· 
la forma: ·-:,f',\;·;:::::_:. ~ >~ tA>·i · _,,,.;~L'·- ·--:'.·~~_..,: .:t_.·~-- · -~'-:: ·-

P Cp aT/at = k(82T/ax~~:\;\:'á~i/áy 2 )?2:~i~,ií~' :,,;;;~¡'< 
•• . '. :·~;'.:"·:~·:-,~;::~~··;·:~:>l._;:;'.,'.<':".:.'·'. ··:· >.-. ·~··'·.· •'~; <'. •• ·'. .; '"'< ':I/" •. ·. ' 

<·;: .. ,:\-·.::.:· .,_,_, . ,\:·,_:c;F:;·-:. -_::.:: <:.~:~~ .. :-:;::·_-~--:: . 
En el cuadro (A2.t) se resumen::las:C;ventajas-/yé".déSVEl~tajas de,. 

usar los métodos de diferencias: fini't.ás' para ."ecuaciones·: 'diferenciales 
parciales parabólicas.L55J · · ' ·· :::.;· . .. :····· .,:;:':.··· 

·.:,_··:·· 
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MCTODO 

Dlaen•lon e•.,ac:laJ uno. 

Euler hacia adelanté 
(explícito). 

Euler hacia atrás 
(implícieo) 

crank-Nicolson 

Dla1nst6n Hp•c:l•I dos 

Euler hacia adelante 
.fexplícieo) 

VENTAJAS 

Incondicio- · 
nalmente es: 
table. 

Incondicio
nalmente es
table 1 más 
preciso que 
el de Euler. 
hacia atrás. 

Sencillez 

_.,· ........... '..·· <'. •, . 
.. , Incondi'ciO.;.·:;-, 

·. ·;·:?,,·.nalmente '.es.:.·~ 
·.table.•· 

·\~~~i~r~~t~I,.•· 
método•'antec, \' · 

·· rior-~'..' Incon·.::·::::·: 
:·:dicionalmen.:.." · 
··:te ··estable. 

'·~~·· . !': :<,::·,: 
::·( ~· t.T · d·~b·~·· 

:·. ,cer. una 
·.·.ci6n de 

lidad;· 

Necesita el· es· -
quema de solu - · 
ci6n. tridiagonal. 

Igual que el 
anterior. 

llt·debe satis!a 
cer·una condici6n 

·de.estabilidad. 

·Nace.sita la. sol u-.·· 
ci6n. simultánea 

: en cada:: intervalo 
·:de' .ti'emp.o:::: · 

'· :, 

~·>>'.~~jE~E;J~t~~~~"::. 



APfNDICE A2. 

DEL CURSO DE FENÓHENDS DE TRANSPORTE 
PROm~Al<fAS DE CÓHPUTD QUE SE PRESENTAN 

EN ESTA TRABAJO . 

. , :.· :.::''·con la finalidad de presentar un formato adecuado en el 
.·presente trabajo (que permita facilidad de estudio y organización 
··de. 'temas por sesiones en el aula), los temas del curso de Fenómenos 

"··,de ·Transporte para Ingeniería en Alimentos, se han agrupado en _los 
siguientes apartados, tal como la figura (A2.1). 

TEMAS DEL CURSO DE FENÓMENOS DE TRANSPORTE. 

TRANSFERENCIA DE MOMENTO. 

2 

3 

4 

TITULO 

Presentación del curso 
de Fenómenos de Transporte. 
11 Fen6menos de Transporte, 
asignatura de enlacen. 

Repaso de mec!nica. El plano 
inclinado. 

Ecuaci6n de Navier-Stokes. 

Flujo de Hagen-Poiseuille 
(Perfil de velocidades) . 

Flujo de Hagen-Poiseuille 
(Factor de fricción) . 

Numero de Reynolds, turbu· 
lencia y n~meros adimensio
nales. 

Teorema de Bérnoulli. 

Fluidos no Newtonianos. -
. . . 

Apara tos : de medida . , 



.7 

TRANSFERENCIA DE MASA. 

l 

2 

3 

Conducción, ecuación de Fou
rier (coordenadas rectangu -
lares y cilíndricas) . 

Conducción a través de sóli
dos en serie. 

Convección libre y forzada. 

convección, conducción y ra -
diación, coeficiente térmico 
total. 

Fuentes de calor. 

Transferencia de calor en 
estado no estacionari'o. 

Conducción de masa en gases. 

Conducción de masa en líqui
dos y sólidos . 

Ecuaci6n de transferencia de 
masa en estado no estaciona
rio . 

. F.ig~_ra·: (112·:.1)~.~~·~~~'~i:S~· ~~:·te'mas·,estudiados en el curso ·de 

,·: .':~!'.;_(~ : .. ,)_~~-~-~~n'Ok· d~ -~~~~sport e . 
• • • l ,_ •• <::~·:n.;\· ·::-~: ... \:. 

. El f~rm~s1~~:·L;;isen~~~~~ l~:fil!i,rai(A2.1). ahora se retoma, 
para ree~t.ructurarl~-.'de·:_acuerdo:'.a:·:1os·.progra~as de c'6mputo que _han de" 
acompañ~r :a ·-~~da~-t~i:n~···,.del)cur~o<de:~:Fen6menos d~ .. T~ansporteo ver ·1os 
cuadros (Aa.2a y ~2'.2b).'<-.: .. ·.,···¡ __ ·-.-:.~,: .. ·,"-·'·-



.TEtfA 

Repaso de mecánica, 
plano inclinado. 

3. Ecuación de Nav!er -
Stokes. 

4 •. Hágen Poiseuille 
(Perfil 'de velo -
cidades) • 

.' ,, ... - . 
.. : .. · ·,:, ;'. 

s. :~ageíi::Pois~U.ili"e 
(Factor de·fric -
é:ión)';, · · 

caso en que v = .o 

a)· Cálculos manomé- · 
trices. 

b) Fuerza sobre una 
compuerta. 

c) Fuerza. ejerci
da por un flui- " 
do . sobre un do
blez de tube -
ría. 

caso en que v ~ O 

a) Potencia sobre 
las propalas .de 
un aeroplano. · 

b) Potencia desa
. rrollada por 
una turbina. 

a) Perfil de velo
cidades en una 
tubería cilín -
drica. 

b) Viscosímetro de. · 
Poiseuille. 

e) Distribución de Y. 
velocidades ·de,:'.::; 
un flujo•·laminar: 
entre. dos :plac.·•·,::·/ 
cas paralelas·~ 



tiurrie;6 'de' R~y~olds, '··' 
. : ,turbulencia . y ml · 
. ··meros· adimensio. 
:.riales.: e · 

9. Aparatos de.medida. 

Escalamiento de· la 
fuerza de arrastre 
de un prototipo a 
partir de datos 
del modelo. 

b) Escalamiento de 
bombas y turbi
nas. 

a) Potencia dispo -
nible en una bo
quilla. 

b) Cavitaci6n de una 
bomba. 

c) Gasto volumétrico 
en una trayecto -
ria curva. 

d) Redes de tube
rias. 

a} GrSfica del per -
!iles de veloci -
dad para fluidos 
no newtonianos . 

al Gasto volumétrico 
en un vertedero 
rectangular. 

bl Calibración de un 
vertedero rectan-

"(VEJIECJ 

gular. cCouJ 

e) Factor Ce expansión 
en extrangulaciones. crAccxJ 

d) Fuerza sobre una 
placa de orificio. croPLJ 
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CALOR. 

Introducción ·a la 
ec. de balance de 
energia. 

2. Conducción, ec. de 
Fourier (coordena
das rectangulares 
y cilindricas r. 

4. 

a)_ Paredes rec
tangulares , 
en.serie. 

b) ·costo· eco
nómico del 
aislante de 
una tube -
ría. 

c) Conducción 
en edo. es
table en dos 
dimensiones. 
(Uso· de 111 
t.~cnl.ca dé 

· dl(erenciu 
-:1nltaal• 

d) Al~i:a ión- .. 
·,cgitudinal ·.· · 
· IDlferen- : 
•:ciaíi·'rtrl1~ · 



·7. Tranporte de ca
lor en estado no 
estacionario. 
(Uso de la téc -
nica de dife -
rencias finitas) . 

a) Distribu
ción e in
te.rcepción 
de la ra - · 
diaci6n. 

b) Cálculo 
del factor 
geométrico .. 

c) cuerpos 
·-··grises. 

»'cÚ. Radia -
ci6n entre 

.dos placas 
paralelas . 

. a> conducción 
unidireccio
nal en una 
placa pla
na (Enfoque 
explícito). 

b) Conducción 
unidireccio
na1··· en una 

·placa pla - . 
na (Enfoque 
impUcito): 
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