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INTRODUCCION
Aparentemente la Teoria de Nudos vié sus inicios en la Fisica del siglo XIX
- .con un trabajo de electromagnetismo de Gauss y Listing, pero quizd el inicio mds
. real fue a raiz del modelo atémico de Kelvin en 1867. Sin embargo, desde ese
entonces la teorfa de los nudos toms un cauce totalmente abstracto volviéndose
asf uno de los ejemplos més claros de las matem4ticas puras. Ahora, mds de un
siglo después, vuelve a sus inicios al verse aplicada a la descripcién y al célculo
de ciertas configuraciones moleculares y, asi, al andlisis de ciertos experimentos
de ADN. Esta teorfa es asf un ejemplo més de lo que Edward E.David describié
como "la aparentemente inevitable utilidad de aquellas matéméticas concevidas
de manera simbélica sin ninguna relacién con el mundo reai”.

La tésis se basa en los trabajos de De Witt Sumners y el interés primordial
;adica en dar una descripcién de la herramienta matemdtica y utilizarla para at-
acar los problemas que surgen a rafz de ciertos experimentos de recombinacién.

En el primer capftulo se habla de los experimentos en ADN circular desde
el punto de vista biolégico y de su traduccién a un problema de nudos y ovillos.

En el capftulo 2 se da la clasificacién de ovillos racionales, de nudos de dos
puentes y se dan algunos resultados generales para la sclucién de ecuaciones de
ovillos racionales.

Finalmente, en el capitulo 3 se aplican herramientas de 3-variedades (in-
cluyendo clertos resultados recientes como el teorema de cirugia cfclica ) para
encontrar las soluciones a ciertas ecuaciones de ovillos, y se muestra que bajo al-
gunas suposiciones mateméaticas y biolégicus ésta es la tinica explicacién posible

a los resultados de los experimentos.
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Capit”ulov 1
Motivaciéon

1.1 ADN y Enzimas.

1.1.1 La doble hélice de ADN:

La doble hélice de ADN de Watson y Crick consta de dos hebras hechas con ‘
unjdades alternantes de {ésforo y aziicar. Las hebras estdn orientadas de forma
antiparalela. A cada azdcar se encuentra ligada una de las 4 bases siguientes: A
adenina, T timina, C citosina, G guanina. El listén helicoidal se forma graciag
a la presencia de un puente de hidedgeno que liga a cada base dg una hebra con
alguna de la otra hebra. La base A solo se liga con T, y C solo con G. El listén
resultante tiene giro helicoidal de mano derecha.

La molécula de ADN tiende a descar una estabilidad de 10.5 pares de bases
por cada giro completo de Ja hélice. Si el eje de la moléeula es plano se dice que

estd relajada y se observa en ese caso la estabilidad ionada anteriormente

La doble hélice de ADN puede existir en forma circular cerrada en cuyo caso
se forma con el listén una banda torcida, orientable. Gracias a las propiedades
quimicas de la molécula es imposible que se forme una banda de Mgbius, Asi,
las dos hebras se pueden ver como un enlace de 2 componentes en la frontera de
un toro solido que es vecindad regular del eje del listén. Asi, la frontera de la
banda consiste de dos hebras circulares. La superficie del listdn forma un marco

matemdtico para el haz normal del eje central de la molécula. Dada cualquier



configuraci6n inicial para una molécula de ADN circular ésta puede ser relajada
haciendo un pequeiio corte en una de las hebras por medio de [a enzima DNasa.
Cabe abservar que este corte no cambia en nada el tipo de nudo del eje de la
doble hélice. A través del corte la molécula pierde Ia tensién (los cabos suel
de Ia hebra dividida se ponen a girar ) y una vez que la molécula se ha relajado
se resella con la enzima ligasa obteniendo asf una molécula relajada sin cortes
en las hebras. Si orientamos el eja de la cadena de ADN e inducimos la misma
orientatidn a cada una de las dos hebras (ignorando asf la orientacién quimi
antiparalela que tienen ) entonces el nimero de enlace de las hebras en estado

relajado, Lko, se puede pensar como aquel que mide que tanto se entosca una
hebra al rededor de la otra y es aproximadamente IB’;‘. donde N es el nimero
de pares de bases que tiene la molécula circular relajada de ADN. Adem4s se
sabe que para virus pequeiios se tiene N = 10% para bacterias N = 10° y
entonces Lkg € [103,10%] .

Este nimero Lky puede ser usado como punto de referencia para medir el
efecto de las enzimas topoisomerasas sobre el ADN, pero de esto hablaremos
mds adelante.

Finalmente cabe observar que en términos matem4ticos:

un listén es un encaje suave f: S' x{~1,1} = R

el eje del liston corresponde a f (S! x {0})

Sc denota al listén por: R = f(S* x (-1,1}).

El estudio matemético del ADN involucra al estudio de la geometria difer-

encial de listones R enR?, sin embargo nosotros fijaremos nuestra atencién en

la topologia de las molé

lares mds que en su geometria.

1.1.2 Técnicas de laboratorio:

Los dos métodos principales para determinar la estructura de nudo y enlace
en la configuracién tridimensional del ADN son la electroforesis de gel y la
microscopia electronica. A pesar de que la microscopfa da una estereoestructura
comx;leta de las moléculas en forma individual, la electroforesis provee una visién

global mds ripida y cuantitativa de una poblacién de moléculas de modo que



es preferible utilizar los dos métodos.

Un gel es un medio de proteinas obstructivo a través del cual las moléculas
de ADN pueden ser forzadas bajo la influencia de un campo eléctrico.Es jm-
portante observar que el ADN tiene una carga neta negativa. Asf, cuando se
pone un substrato de ADN en un gel donde existe una diferencia de potencial
electrostdtico entonces las moléculas emigran a través de! gel hacia el electrodo
con carga positiva. Se pone una muestra de ADN en la punta de una columna
de gel, moléculas similares emigran en el campo eléctrico con velocidades sim-
ilares formando asi bandas discretas en el momento en que se apaga el campo
eléctrico.

La velocidad con que se mueven las moléculas en el medio es una funcién
tanto de su masa molecular como de su carga y de su forma. En la electro-
foresis de gel, dadas moléculas de misma carga ~ topoisdmeros (tienen grificas
moleculares isomorfas pero encaje no isotépicos) — las moléculas mas compactas
(enredadas, anudadas...) emigran més répido que las moléculas no anudadas y
de hecho si consideramos moléculas con el mismo tipo de nudo las relajadas em-
igran con menor velocidad que las otras en estado no relajado. Las bandas disc-
retas en que se divide la migracién son observables al colorear ¢l gel y viéndolo
después con luz ultravioleta, Bajo el microscopio electrénico las moléculas de
ADN circular provenientes de la naturaleza aparecen muy contorsionadas. Es-
tas moléculas son més veloces en la centrifugacidn y en la electroforesis de gel
que las mismas moléculas en estado relajado. Vinograd conjeturé en 1965 que
esto se debe a que el ADN en su estado natural tiene torceduras negativas con

respecto a su estado relajado, es decir que :
Lk - Lk, < 0.

Donde Lk es el nimero de enlace de las hebras de la molécula no relajada
siendo éstas orientadas como antes.

Si consideramos dos fragmentos ya sea de un mismo listén de ADN o de dos
diferentes y los hacemos girar uno sobre el otro entonces a cada giro completo
se le lama superposicidn. Una superposicién de la cadena abarca aproximada-

mente 158 pares de bases, asf, una superposicién es mucho mds ficil de detectar
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L9~ poitice

en el microscopio electrénico que un giro completo entre las dos hebras de una

delante nos referi a éste simp como

misma molécula ( de aquf en
giro). Para una molécula de ADN circular que bia del estado relajado a
otro estado distinto en un tiempo finito por causa de algin factor externo la
diferencia {Lk — Lkg] es observable puesto que un cambio de +1 en ésta se tra-

duce en 31 superposiciones en la molécula. Esto es porque la molécula tiende a
desear el estado de menos tensién correspondi aunp dio de 10.5 pares
de bdses por giro. En moléculas de ADN d dado la distribucién a través
del gel depende del niimero de superposiciones, y de hecho se puede detectar

una diferencia de 1 en este niimero,
P .

Existe una técnica de observacidn, relati te nueva, Ll P
lectrénica por recubrimiento con recA. Esta técnica hace posible una andlisis

detallado de la topologia de las moléculas. RecA es una protefna de Escherichia

Coli que se adhiere al ADN afin de mej las observaci en el pi
electrénico. En su estado natural la doble hélice de ADN tiene aproximada-

mente 20 angstroms de dismetro, una vez cubierta por la recA alcanza los

b ida la molécula, la deter 16

100 angstroms permitiendo, al ser

sin ambigiiedad de loe cruces vistos a través del mi pio. Este p ) de

recubrimiento engorda, tensa y estira al ADN de modo que desaparecen cier-
tos cruces como rizos por ejemplo y la proyeccién del nudo se aproxima a una
proyeccién minima. Por otra parte, con la molécula engordada resulta ficil la

visualizacién de su estructura helicoidal de mano derecha. De este modo se

evitan errores al estudiar al ADN a través de las fotografias hechas con el mi-
croscopio donde el error principal consistirfa en hacer el estudio de la imagen
en el espcjo de nuestra molécula. En términos matematicos esto no representa
ningiin problema si el nudo observado es amfigueiral (es decir que existe una
isotopia ambiental entre éste y su imagen en el espejo), pero si por el contrario
el nudo es queira! entonces desde el punto de vista de la matemdtica se es-
tarfan estudiando dos objetos distintos y asf mismo desde el punto de vista de
la quimica se estarfa estudiando el enantiGmero de la molécula original cuyas

propiedades pueden diferir de manera radical.
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El método de recubrimiento por recA ha sido mejorado de forma que se
permite una caracterizacién de cantidades menores a un nanograme de ADN

anudado, Se ha desarrollado también una técnica para determinar la orientacién

de las cadenas engordadas de modo que ya resulta posible determinar totalmente

1a topolog(a de cualquier cadena de ADN, Asl, todos los tipos posibles de nudos

y cadenas pueden ser Identificados y analizados con la mi pfa electrénica.

1.2 Topoisomerasas y experimentos.

1

Las topoi asas s0n que alteran el encage del ADN en el espacio

amblente, Estas enzimas facilitan los eventos genéticos de replicacion, tran-

scripeidn y recombinacion a través de una manipulacidén geométrica de las

14c11]

Las topol asas abundan en la naturaleza. La topoisomerasa
de tipo I, o TOPO I, actiia creando un corte temporal en una hebra de ADN
y haclendo pasar a través de ese corte ya sea otra hebra de ADN o una doble
hélice. La topoisomerasa de tipo 1I, o TOPO II, actda haciendo pasar una
doble hélice de ADN a través de un corte temporal hecho en este caso sobre las
dos hebras de una doble hélice.(ver diagrama)

Se sabe que una enzima TOPO I de Escherichia Coli relaja superposiciones
negativas en dobles hélices circulares de ADN por incrementos de uno. Puede asf
cambiar el nimero de enlace de las dos hebras de la molécula. Se sabe también
que hace y deshace nudos a partir de ADN circular de una sola hebra y que
forma enlaces a partir de cfrculos de una sola hebra cada uno y no enlazados.
Pero es importante ver que TOPO I solo puede cambiar el tipo de nudo o enlace
de dables hélices de ADN si existe de entrada un pequefio corte en una de las
hebras de cada molécula. Por otra parte la TOPO II altera el nimero de enlace
de 1a doble hélice circular en incrementos de dos, y puede crear nudos y enlaces
a partir de moléculas desanudadas o que no estdn enlazadas.

Las células de todos los organismos prokariotes (ej: bacterias que son organ-
ismos cuyo material genético no estd contenido en un nicleo) y de los organismos
cucariotes (ej: el hombre) contienen tanto TOPO 1 como TOPO II.

La teorfa de nudos ha sido utilizada de manera no trivial en la elucidacién

9

y Topell
ANS &

X



de las diferencias entre topoi procariotes y eucariotes, y eatre TOPO
Iy TOPO II )
Como un sjem pl d i que el LK; de una molécula relajada

L

puede ser utilizado como marco de referencia para medir el efecto de las topoi-
somerasas en ¢l ADN. En el caso de la accién de una TOPO I en una sola doble
hélice de ADN circular se tiene que, después de pasar las hebras una a CI;IVéI
de Ia otra el nd de enlace Itante toma un nuevo valor Lk. Para dobles
hélices circul d dadas el bio en el nd de enlace, debido a la
accién enzimdtica,

ALk = (Lky — LK),

es observable en la electroforesis por lo que ya se dijo anteriormente.

La estrategia experimental consiste en observar los cambjos causados por la

14, dami.

P
fa

(superposici ) y en la topologfa (

y enlazamiento) del ADN, y deducir el mecanismo de la enzima a partir de estos

ima en la g

cambios, La geometrfa y la topologfa del substrato son variables que pueden ser
controladas de manera experimental, y ya vimos que la geometria y topologfa
del producto son observables en el laboratorio.

In vitro (en el laboratorio) los experimentos suelen ser como se describe a
continuacién:

. Se prepara un substrato que iste de una coleccién de ADN circular

artificial donde todas las moléculas tienen el mismo tipo de nudo, y este es en
general el nudo trivial. La secuencia genética del substrato puede ser controlada
y se arregla de forma que cumpla con los requisitos del experimento en cuestién.

Otra variable controlable es la cantidad de superposiciones con que cuentan las

moléculas del substrato (densidad de superposiciones).

theand

Se hace reaccionar al substrato con enzi puri provenientes de

células vivas. Posteriormente se fraccionan los productos de la reaccién por
medio de la electroforesis de gel. En este caso las moléculas tienen todas la
misma masa molecular de modo que la diferencia en velocidad en el movimiento
através del gel se debe a diferencias en la geometria y topolugia de las moléculas.

Cuando se trabaja con ADN anudado y enlazado, como son en este caso los

10



p.rodnctos de la reaccién, las moléculas deben ser llevadas a sulcétado rela-
jadé antes de la electroforesis para evitar confusiones en la interpretacién del
comportamiento del gel. . ‘

Para moléculas relajadas la velocidad esta determinada por el nimero de
cruces del nudo o enlace; nudos y enlaces con el mismo nimero de cruces emi-
gran en el gel llevando pricticamente la misma velocidad.

Una vez obtenidas, las bandas discretas de gel son separadas. Para cada
banda se sacan las moléculas y sc engordan con la protefna recA. Se observan
después bajo el microscopio electrénico y se toman micrografias. Dadas las
micrograffas de los productos de la reaccion se establecen las distribuciones
frecuenciales de los tipos de nudo y enlace.

Describiremos ahora tres experimentos llevados a cabo en 1985 en los labo-
ratorios de N.R.Cozzarelli en Berkeley y de A.Stasiak en Zurich. En su articulo

del mismo aiio escriben:

"En un acercamiento topaldgico a la enzimologfa, el mecanismo de
una enzima se deduce a partir de los cambios topoldgicos que la enz-
ima introduce en su substrato. Dada la enorme variedad de tipos de
nudo y enlace, puede ser recopilada mucha mds informacién acerca
de una reaccién a partir del tipe de nudo o enlace de los produc-
tos que a partir de la estructura primaria o enroscamiento de éstos.
Ademds, las estructuras de nudo o enlace son invariantes topoldgicos
contrariamente a la manera de enredarse formando superposiciones,
y de este modo, tales estructuras no pueden cambiar al analizar y

trabajar con el ADN."

Experimento 1.-:

Se estudiard 1a accién de anudamiento de la TOPO 1 en dobles hélices
circulares de ADN con un corte en una de las hebras. Observemos que este
corte asegura el estado relajado del ADN.

Asi, ¢l substrato consiste de dobles hélices de ADN circular, desanudado,

con un solo corte en un sitio especifico de una de las hebras,

11



Se trata al substrato con TOPO I de Escherichia Coli y el producto de
la reaccidn se t
de gel. De cada peldaiio se afsla el ADN y se estudia siguiendo el método antes

descrito. Una veg obtenidas las micrografias es necesario someterlas al juicio

K}

a la electroforesis de gel for: una lera de band

de dos o tres observadores para determinar, sin que haya lugar a duda, el signo
de cada uno de los cruces,

De las observaciones se concluye que la mobilidad electroforética queda de-
terminada por el nimero de cruces independientemente de la variedad de tipos
de nudos existente para n cruces, donde n es un niimero natural fijo.

S; detectaron nudos de hasta 9 cruces y se catalogaron segin estructura y
queiralidad.

Obsérvese que en general sucede lo siguiente:

El ndmero de los tipos posibles de nudos con n cruces para alguna
n fija es igual a la suma de dos veces el niimero de nudos queirales
con n cruces, més, el nimero de nudos amfiqueirales con n cruces,

mdés, el nimero de nudos compuestos con n cruces.

Fueron observados un total de 136 nudos con estructuras distintas. Con-
tando imdgenes cn ¢l espejo (enantiémeros) y nudos compuestos existen 16
nudos distintos (no orientados) de 6 o menos cruces, Todos éstos fueron obser-
vados. También fueron observados 10 de los 16 nudos que hay de 7 cruces. En
el caso de nudos queirales se detectaron ambos enantidmeros en 8 de 9 de los
casos en que mas de un nudo fue observado.

Se coucluye ademds que TOPO I no tiene ninguna preferencia particular
para crear cruces positivos en vez de negativos, o vice versa.

Se conjetura entonces que TOPO I produce todos los nudos posibles. Se
hizo una simulacién por computadora ‘de la probabilidad de anudamiento de
una cadena circular de la misma longitud que la cadena de ADN de nuestro
experimento, encajada al azar en el espacio ambiente. Se obtiene quela cantidad
de nudos no triviales producidos de esta manera es del dos por ciento sobre el
total, y que de éstos todos son tréboles. Entonces TOPO 1 produce muchos més

nudos no triviales (tiene una produccién del diez por ciento) y mds complejos

12



delo que podrfa esperarse. De aqui que se concluya que TOPO I debe provocar
deformacién y torcimiento de la molécula para crear cruces asf como también
debe invertir algunos cruces haciendo cortes que lo permitan. Ademds al hacer
ésto debe fijar de alguna manera los demdas cruces pues de lo contrario los
nuudos mé4s complicados quedarfan desfavorecidos y se desanudarfan por los
cambjos aleatorios de cruces que suceden en el medio ambiente.

TOPO 1 debe reconocer la orientacién bioldgica natural de la hebra que
rompe pues en este experimento la enzima forma cortes temporales unicamente
frente al sitio del corte ya existente. TOPO I no reconoce el signo de los cruces
que invierte puesto que produce una distribucién equitativa de enantiémeros.

TOPO I actia de manera diferente a otras topoisomerasas. Por ejemplo la
Fambda-phage integrasa solo produce nudos toroidales con un niimero par de
cruces, y la Tn3 resolvasa no produce nudos de 3 o 5 cruces. Es a esta iltima

enzima a quien le dedicaremos la mayor parte de nuestra atencién.

Experimentos 2.- y 3.-, las recombinasas:

Aqui hablaremos de manera breve de dos experimentos de recombinacién de
sitio especifico correspondientes a las enzimas lambda-phage integrasa (Int ) y
Tn$ resolvasa.

La recombinacion de sitio especifico es una de las formas qﬁc utiliza la natu-
raleza para alterar el ¢édigo genético del organismo ya sea moviendo un blogue
de ADN a otra posicién distinta a la que ocupaba en la molécula (ésto estd
hecho por enzimas llamadas Transposasas), o bien integrando a la cadena un
bloque de ADN ajeno a esta molécula (hecho por enzimas llamadas Integrasas).

Daremos a continuacién la definicién de algunos términos que nos serdn de

mucha utilidad posteriormente,

Definicién 1 _R. binasa: lquier enzima mediadora de un evenlo de
recombinacion de sitio especifico.
Sitio de recombinacién { de resolucién): iste, para una r bi

Jija, de un segmento lineal corto (abarca aprozimadamente 10 ¢ 15 pares de

bases) cuyo eddigo genelico es reconocido por la enzima.
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_Si i to de la r ion en que los dos sitios iguales son atados por

P

la enzima.
-Complejo sindptico local: Es la parte del substrato que se pega a la enzima.
.Complejo sindptico: consta de la enzima y de toda la parte de la molécula

lucrada en la sindpsis (incl do al, partes que nunca se adhieren a

P ¥ 9

{a recombinasa).

Después de formar el complejo sindptico local, la enzima realiza dos cortes

de doble hélice (es decir que corta Jas dos hebras) y recombina los extremos tal y
como &e ve en la figura ( la doble hélice de ADN estd representada por una sola
hebra y se omiten las superposici de la molécula). Cada enzima actiia de
manera diferente, especifica, dependiendo de la diferencia del complejo sindptico

binacién la molécula es liberada,

relativo a esa enzima, Después de la rec

Como antes, se escoge un substrato (ADN pre-r binacién) de molécul
circulares afin de captar los camblos topolégicos que tienen lugar. En el labora-

den sintetizar moléculas con dos copias de un sitio de recombinacién

torio se p
particular,

En suma, si se considera un nudo, o enlace de dos componentes, con dos
sitios de resolucién, uno en cada componente. Un evento sencillo de recombi-
nacién en esta configuracién consiste basicamente de dos movimientos:

- Un movimiento global en que los sitios de recombinacién son alineados en
paralelo dentro de una pequeiia 3-bola por medio de una isotopfa ambiental en
13, Obsérvese que la 3-bola solo intersecta a la configuracién en las dos hebras
paralelas,

- Un movimiento local en el interior de la 3-bola en ¢l cual las dos hebras
paralelas se rompen en los dos sitios de resolucién y son recombinados. En esta
etapa la parte del nudo que queda fuera de la 3-bola queda intacta.

Obsérvese que la sucesidn de pares de bases que forma el sitio de resolucién
le d4 a la molécula una orientacién bioldgica natural, y entonces dados dos sitios
de resolucién en una misma molécula de una sola componente (nudo ) pueden
inducir en ésta la misma orientacién u orientaciones opuestas. En el primer caso

se habla de que los sitios estan en repeticion directa y el resultado de un evento

14



de récorhbihncién es un enlace de dos componentes,y en el segundo caso se dice
que los ‘sitios estan en repeticion invertida y el resultado de la recombinacién es
un nudo.
o La Tn3 resolvasa solo opera en sitios de repeticién directa mientras que la
xecdmblﬁadén hecha con Int es mucho menos disciplinada y opera en cualquiera
de los dos casos ademds de actuar también con sitios pertenecientes a moléculas
dviferen!ea formando productos que abarcan una gama muy grande en la coleccién
.do los nudos y enlaces existentes. La Tr3 no actia entre componentes no en-
lazadas.

Experimento 2.-

Bacteriophage lalﬂbda 8 un virus que ataca a las bacterias i_ntrod'uciéndo su
propio material genético ¢n el de ellas. El mecanismo de esta insercién genética
es una recombinacién de sitio especifico llevada a cabo por la enzima Int.

Se prepara un substrato con dobles hélices de ADN, circulares, con dos
copias del sitio de recombinacién en cada una de ellas.

El primer expe;imento se hace con sitios de repeticién invertida y el siguiente
con sitios de repeticidn directa.

Se sabe que la enzima, después de haber atrapado a los sitios, media un y
solo un evento de recombinacién antes de soltar a J]a molécula, no puede haber
recombinaciones iteradas pues un evento rompe las secuencias de los sitios.

Una vuelta de recombinacién produce una familia sorprendente de produc-
tos:

_Para sitios de repeticién invertida se observé la familia de nudos 4-plats
{(~(2k+1) /0 <k < 11).

-Para sitios de repeticién directa fue observada la familia de enlaces 4-plats
{(-(2k) /0 kS 11). ’

De los 4-plats hablaremos en el capitulo siguiente y por el momento nos
basta con decir que los obtenidos son nudos que se pueden inscribir en un toro
bidimensional y que son de la forma mostrada en la figura

La razén para que de un experimento hecho sobre moléculas con el mismo

tipo de nudo (el trivial en este caso ) resulten distintos elementos de una misma

15



familia muy particular de nudos es que en el substrato las moléculas aparecen

con distintos grados de jento (nil de superposiciones) y parte de

ésto se ve atrapado por la ién de distintas dependiendo de la

molécula. Es decir que el nimero de superposiciones atrapadas en el complejo
sindptico local es variable a causa de las colisiones al azar y se crean asi nudos
y enlaces diferentes en cada caso.

Este mecanismo de colisiones al azar fue establecido por dos lineas de ev-

idencia. Primero, la plejidad p dio de los productos es direct

proporcional a la densidad de superposici del substrato. Segundo, los 100
nudos y enlaces que fueron sometidos a la mictoscopis electrénica pertenecen
todos a la familia predicha, se enroscan todos en el toro con giro de mano
derecha, y tienen mismo signo (que es + para los nudos).

Si se trabaja con dobles hélices a quienes se les hizo un pequefio corte
en una de las hebras se obtienen de la reaccién nudos y enlaces casi en la
misma proporcién, tréboles del experimento con sitios de repeticién invertida,
y enlaces triviales del experimento con sitios de repeticién directa. Dado que
las moléculas estan relajadas y que la enzima introduce un solo cruce nuevo
durante la recombinacidn, entonces los cruces de los productos deben provenir
de la manera en que se pega la Int. Todos los tréboles del producto fueron
positivos, csto se explica de manera ficil si una superposicién negativa entre
los dominios se ve atrapada en el complejo sindptico. Con argumentos tanto
biolégices como matemiticos se llega a confirmar que esto corresponde al caso

real, sin embargo no entraremos mis en detalle en lo que a la Int se refiere.

Experimento 3.-

Recordemos que en el caso de la Tn3 resolvasa solo hay reaccidn ol las
moléculas son dobles hélices circulares con dos sitios de resolucién que son de
repeticién directa.

La complejidad geométrica de los productos de la recombinacién en parte
depende de los cruces de cada componente del substrato, donde por cruces nos
referimos tanto a cruces dentro de un mismo nudo como a cruces entre dos

componentes enlazadas,



Se escogen para el substrato moléculas desanudadas y se tratan con Tn3

resolvasa.

d dadas

<" Se obtiene como producto princifml el enlace de dos comp t

con nimero de enlace -1, y como producto minoritario el _énlace figura 8 con
un cruce positivo en el centro.

Recordemos que las moléculas de ADN no poseen una orientacién natural.
Se desarrolla entonces una prueba muy ingeniosa para ver que siempre que el
mecanismo produce enlaces triviales estos tienen nimero de enlace —1: .

Los puentes de hidrégeno que ligan a los pares de bases de la forma A-
T son més ficiles de romper que los de los otros. Se inyectan entonces en
la molécula regiones ricas en A-T y luego se desnaturaliza parcialmente a la
molécula creando as{ burbujas allf donde se rompieron los puentes. Dado un
cfrculo con tres burbujas distintas se puede ya determinar una otientacién. Se
lleva a cabo el experimento y se determinan ya sin ambigiiedad los signos de
los cruces en los productos.

Se sabe que Tn3 no actia entre dos moléculas no enlazadas. En general
Tn3 actiia de manera dipersiva, es decir que se pega a la molécula circular, se
lleva a cabo un evento de recombinacién y luego la enzima suelta al producto
enlazado. Sin embargo una vez sobre veinte la accién es progresiva, es decir
que s¢ dan varios intercambios de las hebras entes de que la enzima suelte al
producto creando asf configuraciones topologicamente més complejas,

Par evitar contaminacién de las bandas resultantes de la electroforesis a las
moléculas producto, se les hace a estas ltimas un corte en una de sus hebras,
Asi la electroforesis separa los productos de la reaccién por nimero de cruces
en la proyeccién minima.

Se observa que los nudos emigran a menor velocidad que los enlaces con el
mismo nimero de cruces,

Se propone un modelo para el mecanismo de ésta enzima, que implica la
giguiente configuracién inicial para un encuentro entre ADN desanudado y Tn3
resolvasa: se trata de un nudo trivial con tres cruces negativos que se adhieren

a la enzima (ver la figura).
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El modzlo se expone a continuacié

En un encuentro simple entre el substrato y Tn3 resolvasa, la enzima se

pega a la molécula y fija tres cruces negati D te este tro cada

evento de recombinacién produce un tinico cruce positivo en el dominio. Al
final del encuentro Ia enzima suelta a la molécula.

S iendo que el modelo funch el primer evento de recombinacién pro-

ducirfa el enlace (1) (queiral), el segundo evento progresivo producirfa el nudo
figura 8 (amfiqueiral), el tercero el enlace figura 8(+) (queiral) y del cuarto
evento sucesivo resultarfa el nudo 6; (queiral). Adeimnds los tres cruces nega-

tivos iniciales permanecen ligados a la enzima d te todo el tro (ya

sea progresivo o dispersivo) y son soltados al final.

La el foresis de gel aplicada a productos de un experimento hecho con
moléculas dobles de ADN, circulares, desanudadas y relajadas revelan que hasta
este punto el modelo funciona. Ademds, en Ja banda correspondiente a 6 cruces
se encontraron once nudos y todos ellos fueron 62, Siendo que existen un total
de 8 tipos distintos de nudos de 6 cruces, contando compuestos y enantiémeros,

si Tn3 produjera nudos de 6 cruces al azar la probabilidad de obtener el mismo

resultado que en el experi serfa aproximad te de 1.2 x 10~1°, Este es
un argumento probabilfstico para afirmar que el modelo propuesto funciona en
general, siempre y cuando se respeten las condiciones por é| requeridas.

El propésito de este trabajo es armar un modelo matemdtico en el contexto
de 1a teorfa de nudos y veremos que ciertos argumentos de esta teorfa probaran
que el modelo es el tinico posible sicmpte y cuando se tomen como ciertas
algunas suposiciones hechas sobre la accién enzimdtica. Se prueba, por ejemplo,
Ia siguiente:

CONJETURA: Es imposible ir del nudo trivial a la cadena figura 8 (+)

a través de un solo evento de recombinacién.

Una vez ubicado el problema desde sus orfgenes biolégicos dispongamonos

a preparar toda la herramienta matemdtica de que haremos uso para plantear

delo completo y d trar su eficacia.
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Herramienta matematica,

definiciones y resultados.

2.1 Nudos.

Definicién 2 Un nudo es un encaje! suave de un circulo S* en R3 o0 en la
S-esfera 83,
[P KCR 0§

Definicién 3 Ky y K3 son equivalentes

<=5 Eriste un homeomorfismo gue preserva {a orientacidn h : 2 ~ R tal que
h{K1) = K3.

Se denota: Ky = Ky,

Ohservacién 1 Se hard un cierto abuso de tje pues do habl

de nudos nos estaremos refiriendo ya sea a encajes, o a las imdgenes de eslos

encajes, o bien a clases de equivalencia de cualesquiera de los dos anleriores, '

Definicién 4 Una isotopia ambiental enire dos encajes fo,fy : X = Y es
un encaje H 1YV x [0,1] —~ ¥V x (0,1}, H (y,8) = (he (), t) tal que fy = Ry o fo
v ho = Idy. ‘

Llamaremos deformacidn ¢ loda isolopia ambiental,

181X y YV son espacios de Hausdorft, una funcidn /: X ~ ¥ es un encojesi f: X ~ }(.\’)‘
ea un homeamorfismo. ;
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- .Y sutje asf el sigulente:
Teorema 1 K; % K3 si y edlo i hay una deformacidn de R2 en R3 que lleva
un nudo en el otro.

con cad: de nudos y con com-

Ademis de con nudos

posiciones de nudos,

Deflnicién 8 Un enlace de n componentes es la imdgen bajo un encaje

suave de una unidn de n cireulos.

NUDOS
= Q
T% Tn@a @ ‘,g?- g‘%f
ENLACES

Q0 .

Enlace de Hopf Enlace de Whikehead

Definiclén 8 (Vease la figura 2,5,) Sea K un nudo que intersecta a un plano
Een 2 puntos A y B. Se cierra a cada uno de los arcos de K que van de A o
B por medio de un arco en E para oblener los nudos Ky y Ka. Al nudo K se le
llama producto de K\ y K, y se denota: Ki3K;. Tambien se dice que K es un

nudo compuesto con factores K; y Ki.

Observacién 2 La operacidn § aplicada a nudos, tambien {lamada suma

es asociative, es decir que
Ky (K21 Ka) = (Ky§Ka) 4K
Ademda si llamamos i ol nudo trivial entonces

Kyi="K VK.
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Proposicién 1 (KK vi= K, siy Ky i,
Deﬂniciéx_p 7 Un nudo K que resulta de la composicidn de dos nudos no triv-
iales se llama nudo compuesto. Un nudo no-trivial 'que no ez nudo compuesto

se llama nudo primo.

" Los pudos.x enlaces viven en el espaci de tres dimensiones S°. Dado un

nudo o enlace K nosotros trabajaremos con alguna proyeccién bonita de K sobre

un plano de dos dimensiones metido en S°. Se d tra que es equivalente
trabaja.r directamente E_on el nudo que trabajar con una "buena” proyeccién de
éste, en la siguiente definicién vemos a lo que nos estamos refiriendo al hablar

de una "buena” proyeccidn,

Definicién 8 Se dice que una proyeccidn p de un nudo K sobre un plano E es
regular si:

1) El conjunto de puntos muiltiples® en la proyeccidn es finito {F;/1Si<n} y
todos los punios milltiples son puntos dobles, es decir que [p~! (P)| = 2,Vi.
2) En cada punto doble la interseccidn es transversal.

La figura 2,3, da ejemplos de lo que no ocurre en una proyeccién regular de un

nudo.
Las proyecciones de nudos se clasifican por nimero de cruces,

Definicién 9 Sea un nudo K. Se dice que K es de n cruces si eriste una

proyeccidn regular de K con f te n puntos dobles, también llamad.
cruces, y de modo que en cualguier otra proyeccion regular de K el nimero de

cruces es mayor o igual a n.

Dado un nudo K, el conjunto de todas las proyecciones regulates de éste es

abierto y denso en el espacio de todas las proyecciones de K.

Teorema 2 Dos diagramas del nudo K rep tan nudos equivall 8i se
puede ir del uno al otro por medio de una idn finita de imientos de Rei-
demeister 0;,i = 1,2,3 o sus inversos 0. Los imientos de Reidemeist

son descritos en la figura 2 4.

?Se dice que un punto £ en la proyeccién de K sobre E es multiple si lp“ (:)' =1
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El probl de saber do dos audos son equivalentes no es nada ficil,
de modo que han ido surgiendo invariantes de nudos desde el nimero de cruces
ya lonado hasta algunos invari Igebraicos mucho més complicados.

Definicién 10 Ses K un nudo con una orientscién pre-cstablecids. Al nudo
obtenido el invertir la orientacién de K lo denolamos por (~K). Al nudo
obtenido al reflejar @ K con respecto & un plane se le llama imidgen en el
espejo de K g se denots K.

Se dice que K es lnvertible o K % (~K), y que K esamfiqueiral si K %= K.
En el o820 en que K # K se dice gue K e3 un nudo queiral.

El ser queiral o amfiqueiral es un invariante del nudo.

Para estudiar un nudo en $° t el problema de estar tratando con un
ob jeto matemiético de dimensién 1 quien, visto como espacio topolégico, no nos

da informacio6n de la en que esté encajado en S Se obtiene mucha

mis informacién al estudiar el espaci 1 de iderar a $3 con una
perforacién hecha a lo largo del nudo.

Definicién 11 Dado un nudo K C 5° el complemento de K es S*- K y
el exterior de K es §3 — N (K) donde N (K) es una vecindad regular abierta
de K. Obsérvese gue el complemento de un nudo es un subconjunto abierto de

S§3 y que el exterior es cerrado.

Definicién 12 Sea una curva cermda simple orientada a € $3— K, el nimero

de enlace de K con a es:

Lk(a,K) =2c.~

donde |ci} = 1 cada vez que a cruza a K por abajo y cero en ofro caso. La
convencidn para cl signo de ¢; s¢ muestra en la figura 2,1,.
Otra forma de decir ésto es: dado un enlace de dos componentes orientadas K,

y K3, el nimero de enlace entre las componentes se define como:

Lk(Ky, KD) = 3 Sei
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donde los ¢; son los cruces entre las dos componentes, - - L e ld

Figura 21y (conveaciia de trvees)
K
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Puede verse que bk (K1, K3) no cambia al hacer los movimientos de Reide-

meister, por lo tanto es un invariante del enlace.

Prépoaicién 2 Todo nudo o enlace K C R? es frontera de una superficie com-
pacta, , orientable § jada en R3. A S se le llama superficie de
Seifert de K.

Introduciremos ahora otros objetos 4ticos que utili )8 constan-

temente a lo largo de este trabajo.

2.2 Ovillos.

Jjohn H. Conway introdujo el concepto de ovillo en 1967 en [C]. Se darén a
continuacién las definiciones principales de ovillos y se podran ver ejemplos, en
la figura 2.,, de cada uno de los objetos que se definan.

Sea D® la bola unitatia en R% = XYZ con §2 = 9D% (SN XY) el
ecuador. Se piensa al eje Y positivo como el norte y al eje X positivo como
el este, y sean {NE,NW,SE,SW} cuatro puntos ecuatoriales privilegiados de
D3,

Definicién 13 Un ovillo en D? es una pareja (D3,1) de dos arcos no orienta-
dos (t) con estremos {N E,NW, SE,SW}, encajados en (D*) y de forma que
tnS? = {NE,NW,SE, SW}.

Resulta natural pensar, que dos ovillos (D3 t1) y (D3,15) son equivalentes

si los arcos de t; se pueden superponer a los de 13,
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Definicién 14 (D3, ;) y (D3, 1;) son equivalentes si y s6lo si eziste un home-

omorfismo
H:(D%6) ~ (D)3 H/S* = Idsa.

Para poder generalizar el concepto de ovillo a una 3-bola cualquiera necesi-
tamos identificar de algin modo a la bola con D2, Asi:

Un ovillo es uaa configuracién (B%,¢,#) donde B es una tres-bola, ¢ son
dos arcos propiamente encajados en B3, y & es un homeomorfismo fijo & :
B3 = D? que manda los extremos de ¢ en los puntos NE,NW,SE,SW. El
h fismo fijo # permit iderar a cada ovillo como contenido en D°,

Y entonces podemos decir que:
(Belte;Sargi{ B3, tz, #2) son equivalentes si y sélo si (D%, &1 (1)) y (D°, ¥3(12))

son cquivalentes.

Si A y B son ovillos isomorfos escribiremos 4 = B.

Sea p: D® — D? C XY la proyeccién de D? sobre el plano ecuatorial XY,
¥ escojamos un homeomorfismo ¥ : B® — D3 tal que (¥/88°) = (9/68%) y
de manera que la imégen de los arcos ¢ bajo po W es una proyeccién regular en
el interior de D3,

Un diagrama de ovillos es la imdgen de (B%,t) bajo po ¥. Dos diagramas
representan ovillos isomorfos si y solo si difieren entre ellos por una sucesién

finita de imi de Reidemeister en el interior de D3,

Los ovillos se clasifican como racionales, localment dados y primos, de

acuerdo a las siguientes definiciones:

Definicién 18 (figura 23,,4")) Un ovillo (D,t) es racional si existe un home-
omorfismo de parejas h : (D,t) ~ (D, to) donde (D,1p) es el ovillo de la figura
22,a) al que denotaremos por (00). Observemos que el homeomorfismo dado

puede mover la frontera.

Definicién 18 (figura 2,3,,b))Un ovillo (D,t) es localmente anudado si eziste

una 2-esfera § en D que intersecta a t de manera transversal en 2 puntos y
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tal que la 3-bola que S bordea en B3 intersecta a t en un arco anudado con
eztremos en S. Haciendo un esfuerzo por formalizar esta idea nos queda ta
siguiente definicidn:

(D,1) es localmente anudado si 3By una S-bola con By C D tal que Bont =¥
es un arco, y si cerramos t' por medio de un arco t” C 8B, entonces t' U t" es

un nudo no trivial,

Observacién 3 Se dice gue un ovillo es localmente desanudado si para toda

S-bola 1?0 C D gue intersecte al ovillo en un arco t' ent. el nudo K obtenid

al cerrara t! por medio de un arco t" C 8B, es un nudo trivial,

1, Ineal to d. dad,

Observacién 4 Los ovillos r son

Definicién 17 (figura 23,,¢))Un ovillo es primo si no es ni racional ni local-

mente anudado.

Observemos que todo ovillo es de uno, y sélo uno, de los tres tipos definidos.

2.2,1 Operaciones:

¢Dados dos ovillos A y B definimos la suma de ovillos como lo indica la figura
23,(NE de A se pega a NW de B,y SE de A se pega a SW de B)
Propiedades de la suma(ver figura 2.3)

1) (+) es asociativa: YA, B, C ovillos se tiene:
(A+B)+C=A4(B+0C)

ii)(+)' no es conmutativa,

iii) A y B ovillos racionales no implica (A + B) racional.

Observemos que una suma de ovillos no siempre es un ovillo pues (A +. B)
puede contener una curva cerrada simple, Cabe aqui introducir el concepto de

paridad.

Definicién 18 Dado un ovillo (A,t), se dice que:
- A tiene paridad (0) si los arcos de t unen NW con NE y SW con SE.
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. A tiene paridad (1) si los arcos van de NW a SE y de SW a NE.
- A tiene paridad (00) si los arcos van de NW o SW y de NE a SE.

Es fécil ver que dados dos ovillos A y B, su suma (A + B) es un ovillo a

menos que tanto A como B tengan paridad (oo).

{Las construcciones del dor y del d inador aplicadas a un ovillo
A son mostradas en la figura 23, y denotadas N (A) y D (A) respectivamente.
De estas construcciones pueden resultar tanto nudos como enlaces de dos com-
ponentes. Si Ay B son ovillos se definen N(A+ B) y D(A + B) de manera
anﬂoéa. Nétese que en el caso de que (A + B) no sea un ovillo los resultantes

pueden llegar a ser enlaces de hasta tres componentes.

Observacién 8 El nudo o enlace N (A + B) es topoldgi ivalente al

4

dbtenido al pegar A con B a lo largo de su frontera haciendo corresponder el
NE de A con el NW de B y el SE de A con el SW de B (por la suma), y
el NW de A con el NE de B y los dos restantes uno con el otro, Recordemos
ademds que el espacio S se puede ver como el resultado de pegar dos S-bolas a

lo largo de su frontera comin.

El enfoque topolégico a los probl bioldgicos que se i en el

capitulo anterior requiere entender clertas caracter{sticas importantes de los

ovillos racionales. Por ello, a lo largo de la siguient ién de este capftulo

trataremos de hacer un anglisis global de este tipo de ovillos y nuestro primer ob-
Jetivo serd clasificarlos, Sin embargo este es un problema que queda lejos de ser
trivial y para resolverlo necesitamos introducir alguna herramienta matemética
fuerte.

Existe adem4s una clase muy grande y bien estudiada de nudos y enl de

dos p d dadas, los 4-plats, que estin fuertemente relacionados

con los ovillos racionales:

Si Ay B son ovillos racionales
=> N(A+ B) es un 4-plat,

De esta clase especial hablaremos més tarde y se daré también una clasifi-
cacién de 4-plats,
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2.3 ' Clasificacién de ovillos rgcionales.

La tarea de clasificar a los ovillos racionales resulta ser muy laboriosa, Para

hacer esta clasificacién en D® necesitamos estudiar los h fi de D3
en &i mismo que fijan los cuatra punt tales distinguidos {A, B,C, D}
y entend, do dos h fismos defi el mismo ovillo, Observare-

mos primero que basta fijarse en las restricciones de esos homeomorfismos a
"homeomorfismos de S? en si mismo que fijan {4, B,C,D}, y que hay una
t:.orrespondencia 1 a 2 entre éatos y los homeomorfismos de T2 en si mismo
que conmutan con cierta involucién p : T? ~ T2, Estos homeomorfismos in-
ducen a su vez automorfismos de I} (T%) que estan representados por matrices

b a

a
dos homeomorfismos de D? en si mismo definen el mismo ovillo si y sélo si las

con entradas enteras y determinante uno. Veremos finalmente que

q

matrices correspondientes coinciden en la primera columna. Asf, a cada ovillo

der un inico nd ¢ & Q U {oo} que lo clasifica.

le podemos hacer corresp
Para evitar confusiones ocasionadas porla notacién, denotaremos con mayisculas

a los homeomorfismos entre espacios de 3 di ¥ con mind a aque-
llos entre espacios de 2 dimensiones. Por otra parte, dada una curva y C X,

con X espacio topol6gico, denotamos por [7] a la clase de homotopfa de 7.

Recordemos que por la Definicién 15, un ovillo (D, ¢) es racional si hay
un homeomorfismo que manda al ovillo (c0) = (D, %) en (D,t). Es decir
que todo homeomorfismo de este tipo determina algin ovillo racional y dado
cualquier ovillo racional existe al menos un homeomorfismo asf. De aqui que el
problema de clasificar ovillos racionales se puede traducir al de clasificar ciertos
homeomorfismos de la bola en Ja bola. Recordemos ahora la Definicién 14 que
dice que dos ovillos (D, #;) y (D, t3) son equivalentes si existe un homeomorfismo
que preserva la orientacién ¢ : (D,t;) — (D,t2) - 3 /8 = Id. De aquf
que para la clasificacién podemos considerar el diagrama de la figura 23,. No
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olvidemos observar que el diagrama no conmuta puesto que en general Hzo Hy !
no fija la frontera.

Si H; y H; definen ovillos equivalentes entonces denotamos:
Hy~ H;

Para poder seguir necesitamos antes conocer ciertos resultados bésicos sobre los
homeomorfismos de Ja bola. o

Sean X,Y espacios topoldgicos tales que existen homeomorfismos

n:X-Y
g1: XV

No puedo asegurar en general que haya una isotopfa entre g; y g2.

Ejemplo 1 Consideremos el homeornorfismo del toro bid ionalen él
gue manda a la curva X en p + A. Para hacer ésto hubo que cortar al toro y
volver a pegar como lo muestra la figura 23,. No eziste ninguna isotopia del

toro que lleve a A en i+ ).

Sin embargo cuando tratamos con dos homeomorfismos de la 3-bola en si
misma que preservan la orientacién sf podemos afirmar que hay una jsotopfa
entre ellos.

El problema de clasificar ovillos racionales se traduce al de clasificar cierto

tipo de homeomorfismos de la 2-esfera en si misma. Surje la siguiente:

Observacién 8 1) Si Hy(to) = Hz(to) entonces Hy ~ Ha. La funcidn ¢ = Id
es la que sirve para la prucba, )

2) Si M, /8 = H,/8 entonces Hy y H; definen ovillos equivalentes. Esto es pues
([{1 ° II,") /8 = Id y por lo tanto la equivalencia entre los ovillos estd dada

porgo:ﬂgoll,".

Ahora consideremos un homeomorfismo cualquiera # : D — D3 y su

festriccién h a la 2-esfera.
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Proposicién 8 Dado el h rfismo h puedo ecuperar a H salvo i pi

que es la identidad en la frontera,

DEMOSTRACION: Primero observemos que todo homeomorfismo

h : 57 - 5% se puede extender a uno H' : D3 — D3 del siguiente

modo:
Defino
H:D? - D
h(zo) 8i z = 29 € OD®
z - ah(z0)Vz € D® - 8D?
donde z = azo p.a.20 € S%a € [0,1]
aquf est p do en los puntos z como en la bola

unitaria de dimensién 3.
Claramente H' es continua pues h lo es. En éste caso se dice que

extiendo h a todo D? por cdscaras. Observemos que
(#ton’)/oD* =14

Entonces, dado que el Teorema de Alexander Tietze [BZ, ch. I}
afirma que todo homeomorfismo H : D3 — D3 3 h = H/OD? =
Idgps es jsotdpico a Idps ( se denota H s Id) y la isotopia dejala -

frontera fija, se tiene que
Hl'oH'~Id

=5 H = H' fijando la frontera.
a

Se concluye de la proposicién 3 que basta estudiar a los homeomorfismos
h=H/8D3.

Por otra parte tenemos ¢} siguiente resultado:

Proposicién 4 Si hy y ha son isoldpicos fijando los cuatro pun-

tos ecuatoriales distinguidos {A, B,C, D} entonces Hy y H; definen
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ovillos equivalentes,

 DEMOSTRACION:

Para la prueba observamos que Hz o H{! : (D,1;) — (D, ;) fija
loe cuatro puntos {A, B,C, D} pero no fija la frontera. ‘

Por hipdtesis ¢ = Az 0 hi? : 52 — 52 es isotpico a la identidad
fijando los cuatro puntos {4, B,C, D}.

Demos otros \i alosdp isting:
para simplificar Ia notacién, sean asi (A, B, C, D) = (a1,6;,a3,a4).
Consideremos al ovillo (D3,1;) ¥ sea C un collar de 8D aplastado
en loa puntos a; ¥ que no toque & los arcos £ méa que en esos puntos.

Para ver a C nos fijamos en Ia figura 2.3, y pensamos en él como

C=5x[0,1)/~
donde
(aiy8) ~ (@i, 8) Yi€ {1,2.3,4} yWVrs€l.
y
§%x (1) = oD

Ahora, sea
&: DD

3 9(z)/D*-C=1d
y #/C se define como:

$((z,8)/ ~) = ¥(z,8)

donde ® : 57 x 0,1} — 7 x [0,1] es la isotopfa que relaciona a ¢
con la identidad, donde o

¥(z,0) = (z,0)
¥(z,1)=(p(2),1)
w(“iv‘) = (a;t),Vi, vt
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Observemos que:

[#7' o (2o m7Y)] 10D = 14

y es un homeomorfismo de D® que manda (D, ;) en (D, t;3). O

Podemos afirmar a partir de aquf que dos homeomorfismos fijos H{ : (D, t5) —
(D, ), i = 1,2 que son isotépicos sin mover los puntos {4, B,C, D} generan

ovillos .," lent Sin emb si ¢ dos ovillos equivalentes y dos

B

homeomorfismos fijos que los generan entonces no podemos asegurar que éstos
sean isotSpicos sin mover los puntos {A, B,C, D}. De hecho existe otro tipo de
homeomorfismos que llevan ¢; en £3,

Dividamos a D3 en tres rebanadas tal y como lo muestra la figura 23, (a).

Ahora sea r una torcedura vertical de D? a quien defini como la identidad

en las tapas y, viendo la rebanada central como D? x [0, 1] definamos a 7 allf

como

r(z,8)= (.t -c"",a)

El resultado de T es torcer la bola como se muestra en 23, (b).

Surje asf la siguiente:

Observacién 7 Dado H : (D,t) — (D,1) un homeomorfismo cualquiera se
tiene que
H~Hot"Vne 2.

Se lega facilmente a ésto observando que T (tg) = to y aplicando el inciso 1) de

la Observacidn 6.

En éste punto nos servird la herramienta de dobles cubiertas cfclicas rami-

ficadas del Apéndice A de este capitulo.

Observacién 8 Sea T° el toro sdlido dibujodo en la figura 25,. A las curvas
Ho ¥ Ao les llamamos el meridiano y la longitud del toro. Si p es la rotacién de
18(P a lo largo del eje X y consideramos la accidn de p sobre el toro entonces el

teT3/pesh fo a D, La proyeccionp: T° — D3 envia a

(e
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los arcos de { = T3 N(ejeX) en los arcos t del ovillo y a los puntos A', B',C', D'
en los puntos A, B,C,D respectivamente. Ademds o y Ao e proyectan sobre
los arcos AB y BC de D3N XY, De éste modo se ve a T3 como a la cubierta
doble de D? ramificada en t. Y a 813 = T? como una doble cubierta de §?
ramificada en {A, B,C,D}. Todo z € D3 — t se levanta a dos puntos z' y 3"

en T3 — I y se tiene que ' = p(2").

s

Consideremos a ¢ ion el siguiente:

Lema 1 1) Todo homeomorfismo h : 8D* — 8D se levanta a dos homeomor-

fismos h* : 8T — 8T3.tales que el diagrama siguiente conmuta:

8T Bt or°

rl lp

8D h 9D?
—_

donde p es la proyeccion cubriente que se menciond antes.
2} Todo homcomorfismo H : (D3,tp) — (D3, ) se levanta a dos h fis-

mos JI* : T3 — T tales que el diagrama siguiente conmuta:

7 " Y&
rl iy
. p? £ D3

) Freidi

porlar

Y es claro que los dos levantamientos estan rel p.

DEMOSTRACION:

Recordando las afirmaciones sobre levantamientos de cublertas .
vistas en el Apéndice de éste capitulo llegamos a que:

h selevanta a h* pues el subgrupo de II; (52 ~ {4, B,C, D}) cor-
respondiente a ésta cubierta estd formado por los lazos con nitmero
de interseccién par con ABUCD, y este conjunto es invariante bajo
cualquier homeomorfismo

h:52-{A,B,C,D}~ 8%~ {4,B,C,D}.
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H se levanta a H* pues cl subgrupo de II; (D — 1} correspon-
diente a ésta cubierta estd formado por los lazos con nidmero de
enlace par con ¢, y este conjunto es invariante bajo cualquier home-
omortfismo

H:(D,to) ~ (D,to). O

Teorema 8 Hy : (D,t) —~ (D,t)) y Ha : (D,to) = (D,t3) definen ovillos
equivalentes oi y adlo si hi (o) y h3 (10) son curvas homotdpicas (salvo ori-
entacién) en T3,

DEMOSTRACION:

=|Hy ~ Hy = 3p: (D,t)) = (D, t3)- 3 «¢/d = Id. Considere-
mos ¢l homeomorfismo H;' ool : D3 — D3, Porel Lema 1 éste
se levanta a un homeomorfismo (II," cpo Hx). : T3 — T2 tal que

i ouiente di .
el sig g a

T3 (ﬂ,"owoll‘)' T
D ————_

rl lr

D Hy'opol; D
e e

donde p es la proyeccién ya definida a través de p. Pero dado que
todo homeomorfismo de 7° en sf mismo envia meridianos en merid-
iancs, y aquf por meridiano nos referimos a una curva en 8T° que

bordea un disco en T, y como:
(#7? opo i1) 10T% = (h7') o (0/6T%) o(he)" = (K5*) o(h1)®

entonces (h;’).o(hl)' debe enviar meridianos en curvas homotdpicas

a meridianos (salvo orientacién), es decir:
[ = ((53")" o (h)") (o) = ol -

Esto implica que (h2)* (#o) ¥ (A1) (o) = (hz)'°((h;l). oy ).) (#0)

son homotépicos salvo orientacién.
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<«={ Para ésta parte se utilizard un resultado muy fuerte el cual
serd probado bajo la forma de un lema més tarde:
Resultado I: Todo homeomorfismo A : T° — 8T que envi

oy ) r S antidad

meridiano y longitud en curvas h picas es isotdpico a la

“Ademis si hop = poh entonces la isotopla conmuta con p.
Utilizaremos también un segundo resultado mucho més débil:
Resultado II: Todo homeomorfismo h : 8T — 8T3. 3 h(uo) =

#4y donde {510} = [11) puede descomponerse como
h=hod" paraalgunaa € Z

donde d es un giro como se muestra en la figura 25, (un giro asf se
lama giro de Dehn, y de éstos hablaremos més tarde) y k' es un home-

.r

omorfismo que manda meridiano y longitud en curvas h P

Para probar ésto iiltimo observemos que

h{uo) € ol s vy
h{Ao) € [A0] + a[po]

pero entonces
A od™* ([ua]) = [l y»
hod™ ([A)) = [Ao]
y h se escribe como
h=(hod ) od",

Volviendo al teorema, tenemos que si (k1)" y {A2)" mandan al
meridiano ug en dos curvas homotdpicas, entonces (h;")' o (hy)°
manda meridiano en meridiano y entonces, por el Resultado II se
tiene que: .

(h52) o (k) = heod
= (k)" = (h3) 0 h®od"
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¥ por ¢ Resultado I h* es isotépico a la identidad. Ent .
= hy=hzohor

donde r es una torcedura vertical y h = Id fijando los 4 puntos
ecuatoriales distinguidos, por lo que T y A definen al mismo ovillo
que Id y entonces podemos concluir que H, y Hj3 definen al mismo
ovillo, es decir

Hy ~ Hy.

a
Demostremos ahora lo que quedé pendiente:

. Lema 2 Todo homeomorfismo h : 0T3 — 8T que envia meridiano y longitud
P-"’un ""‘I" en curvas homotdpicas es isotdpico a la identidad. Ademds si hop = poh

entonces la isotopia conmuta con p,

DEMOSTRACION:

Sea h : T? — T2 que envfa meridiano en meridiano y longitud
en Jongitud. Lo que se quiere probar es que existe una isotopfa F
de T? que lleve & en Id. La idea de la demostracién es modificar a
h con una Isotopia ambiental hasta convertirla en la identidad sobre
subconjuntos cada vez mas grandes de T2, Esto se hacealo largo de
3 pasos que quedan ilustrados en la figura 2.3, y que describiremos,
sin demostracién ‘alguna, a continuacién: (para los detalles de la
demostracidn remitirse a (R, p 20-26})

1> Por hipétesis [k (o)) = (0,1) y entonccs puedo enderezar
con una isotopia a & (o) hasta que coincnda con ;40. Con ésto tengo
h(uo) = po y como ésta curva es un’ disco encajado en el toro
entonces puedo arreglar el homeomorﬁsmo de modo que hipo = Id.

2 Afirmamos que dado A {z/l < z< 2 enel plano complejo
ya:{1,2] - Aunencaje tal que a[l 2]n0A {a (1)=1 n(2) 2}

entonces si a es homutéplco, con los extremos ﬁJOB, a la inclus]én
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j:[1,2) = A existe Fy : 4 — A isotopia ambiental tal que Fp =
Id,Fi/8A = Id y F, 0 a = j. Ahora considero el anillo 7% - {#ip}.

Usando el resultado tado pod biar a A con una iso-

topfa de modo que enderace a & (Ao) y entonces A/ {jo U Ao} = Id.
Ademés Ao es isotSpica a la derechita en T? ~ {j0} sin mover la
frontera del anillo. :

Hasta ahora se ha logrado que h Heve po en g ¥y Ao en Ap con
la identidad:

3> La cerradura de lo que queda por ser enderezado es un disco
Dy h/8D = Id pero en éste caso podemos asegurar que existe una
isotopfa de D que lieva A a la identidad y que no mueve a dD.

En suma, se obticne una isotopia ambiental que lteva h a la
identidad. O

Definimos la siguiente relacién entre homeomorfismos de 72 en 72 que con-

mutan con p:

ki ~L by <= (b7 (o)) = [A3 (po))
- 3i € Z- 3 -3F Isotopfa que conmuta conp y
que lleva At en (43)", donde A3 = (k)" o (d)’

La relacidn ~. es de equivalencia.

Hemos probado Jo siguiente:

H o~ H 4= b~ (R)

Por otra parte, veremos ahora que hay correspondencia entre los homeo-
morfismos de T? y los automorfismos 1) (7?). Recordemos que I (T) es
isomorfo a Z ® Z, donde las clases de homotapia del meridiano y la longitud
estan representadas por {1,0) y (0,1) respectivamente, y que si h* : T3 — T2
es un homeomorfismo, entonces éste induce de manera natural un isomorfismo
e M (TH2ZBZ 20 2.
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Ahora, sea : Z@ Z — Z @ Z un lsomorfismo, afirmamos que podemos
construir A° : T? — T2 de modo que A* induce a . Cabe aqui preguntarse

como son los isomorfismos de Z @ Z.

Afirmacidn; Todo isomorfismo & : 2@ Z — Z ® Z es una trans-

formacién lineal que estd totalmente determinado por una matriz

b !
M= :: € Max3(2) 3 -det(M) = %1, donde (b,a) ¥

a
(a’,b') son las imégenes de (1,0)y (0, 1) respectivamente (ver figura

23,). E inversamente a toda matriz de este tipo corresponde un
automorfismo de 2@ Z.
J
Sea una matriz M = b “' + 3 +|det M| = 1. Dado que
a b
Z®Z=(10),01) =>V(mn)cZaZyvVe:202 —
Z @ Z isomorfismo, ®(m,n) = m®((1,0)) + n®((0,1)). Defini-
mos entonces & 3 -®((1,0)) = (b,a) y $((0,1)) = (a',¥). En-
tonces V(m,n) € Z @ Z,®(m,n) = m(b,a) + n(a',¥'). Ademds,
& jsomorfismo = (b,a) y (a’,&’) son linealmente independientes
> 2(20 2) = ((b,), (")) O.

Asf, por el Teorema 3, dos homeomorfismos H; : (D3,tg) —. (D%,4)) y
Hy : (D?,40) — (D3, 13) generan al mismo ovillo i y sélo ei las matrices aso-
ciadas a h} y k3 coinciden en la primera columna, salvo quizds por el signo.
Observemos ademés que como los homeomorfismos originales preservan la ori-
entacién entonces las matrices asociadas tienen determinante +1.

Queremos ver ahora que toda matriz de éste tipo praviene de algiin home-
omorfismo /7 : D3 — D3y para ésto basta ver que la matriz proviene de un
homeomorfismo A* : T2 — T2 que conmuta con p ya que entonces h* se proyecta
ah:3D? — 3D? que puede extenderse a un H : D* — D3,

Consideremos la accién en R? dada por el grupo de traslaciones enteras que

es precisamente Z @ Z y tomemos el coclente de ésta accién.

Afirmacién:
R (Z®2)=T.
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Sca g : 2 — T? la proyeccién cubriente correspondiente.

b o
Dada una matriz con determinante 1 consideremos la transfor-
a ¥

£

macién lineal @ : §2 — R? asociada, $* es un hc fismo, q 8 ver

que el diagrama de la figura 23, define un homeomorfismo A* de T? en T2,
Dado z € T?, tomemos z' € ¢~!(z), apliquémosle ®* y proyectemos nueva-
mente definiendo asf ’

h* () = go @°(z')

Afirmacién: La h* : T? — T? estd bien definida y es homeomor-
fismo.

Dem: Dado que los elementos del conjunto g~ (z) difieren, en
R3, por vectores enteros, entonces sus imigenes bajo &* difieren
por vectores enteros pues $° es lineal, Asf, todos los elementos de
& (¢-! (z)) se proyectan bajo ¢ al mismo punto en T2,

h* es continua puesto que &* es continua y ¢ es un homeomor-
fismo local,

Para probar que es biyectiva basta ver que tiene inversa. Ob-
o' )
servemos entonces que como M = ¥ tiene entradas enteras
a .

y determinante 1 entonces la M~! también tiene entradas enteras
y determinante 1 y por lo tanto podemos definir, 1gu;il que como™* -

definimos A4* para M, un mapeo conti T2 = Z"?yﬁes claro

¢

que, por construccién,
gioh*=htog =1Id.
o

Observemos que los homeomorfismos de 72 en T3 deﬁnidog'de ést;a manera A
conmutan con p. ) '
En suma, hemos visto que a cada homeomorfismo Hy : (D3, ty) — (D3, 1)

le corresponden dos homeomorfismos A} y (k)" de T2 en T? tales que (A})" =
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b a -b —a' . .
h3op,y, por lo tanto, dos matrices y . Vimos también
a b —-a -V

que dos h fismos H) y Hj definen el mismo ovillo, si y sdlo si las matri-

ces asociadas coinciden en la primera columna, salvo por'el signo de ésta. Nos
preguntamos ahora de qué forma son todas las matrices enteras, con determi-

nante 1, que coinciden en la primera columna salvo por el signo:

S b o b o tal
ean y es que
a ¥V e b

b —ad' =1

Y ~aa" =1

restado las ecuaciones tenemos:
bt ~b") ~a(a' ~a") =0 N

y como (a,b) = 1 entonces forzosamente 3k € 2+ 9“'

b=V =ka
y e e

a—a"’=kb

porloque : I I SR R S L .
b a b\ (1 kY (b arm) .
12 a Flob etk ke Z
e b a ¥ 01 a b +ka

1 k
Observemos que ( ) es la matriz que corresponde al homeomorfismo
01

Y L X

Por otro lado tenemos el siguiente resultado;
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b U
Teorema 4 Toda malriz M = ::l +3.{a,b,c,d} € Z, bb' ~ad’ = 1y
a

b # 0 admile una expansidn como se muestra a continuacion; .

(2L )

donde a;, k € Z,Yi € {1,2,..,m},m& N, yel+ es el signo de b,
Ademds podemos elegir todas las a; del mismo signo y o # 0,V‘i > 2 y con éstas
condiciones la ezpansidn (a1,a3,...,an) €s tinica y estd dada por la expresidn
de & como fraccidn continuada de la forma:
b 1
STt
DEMOSTRACION:
La matriz de la extrema derecha sirve para pasar entre matri-

ces con la misma primera columna salvo signo, de modo que nos

podemos restringir a resolvers .

| (:"‘:‘) ()(

con b > 0,

b # ro +

NG\
Yy entonces

luego:




(z:)-(29(z0)

en general:

i 1 azi- i .
fai-2 * | a3i-1 rzi @ Vie(l,z,...}_
-1 ¢ 0 1 r2ie1 ¢ :

Y2i ¢ 1 0 P35
R % lvieqo,.)
ri-1 * az 1 Fiip1 *
Obt , de estas {ones de matrices, el sistema:
fo = ar +r;
n = @r2+ 13
2 = a3r3 + 1y
fme2 = Opmoifm—~1+Tm
fm-1 = [
fm = 1
Donde m es par. To a y b enteros positivos distintos de

cero (el caso en que a es cero es inmediato) el algoritmo de la divisién
aplicado a rp = by ry = a da soluciones enteras positivas r;,a: a un
sistema como el anterior con am > 2 pero donde m puede ser impar.

En este caso podemos reescribir

Pt = (Gm = 1)m + Fma
Tmil = lerm

Tm4l = 1

para obtener una solucién de longitud par al sistema. Si llamamos
rz = §' entonces observemos que si a > b entonces a; =0y a; #
0,Vi # 1, y si b > a entonces a; # 0,Vi y de hecho & es la parte
entera de &, »

Asf, hemos probado que el sistema tiene solucién ahora quisier-

amos ver que Ia solucidn como la que queremos es dnica.
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Se puede mostrar que los a; de cualquier solucién del sistema

dan una expresién de -3 como fraccién continuada:

1

]
;—al+__—“’+T-lb.7

doﬁde a; puede ser cero. Se sabe que la expansién de % como
fraccién continua, donde § y a son enteros positivos cualesquiera,i
cona; 2 0,a;>0,Vi> 2y mpar es iinica.

Las soluciones para a < 0 y b > 0 se obtienen a partir de laa

soluciones para —a y b cambidndole el signo a todas las 6. O

(2] ()

o
' 10
Observacién 8 Como Va; € Z.( )
1

1 'a,' b

, entonces loda matriz M = a . 3 +det M = 1 admite una
01 a b
ezpansidn como se muestra a contintacion:
ay a3 83m
b o 11 10 10 +1 k
a b 01 11) "1 0 %1

.donde todas las a; son del mismo signo y distintas de cero excepto por a; que

puede ser cero.

Si M representa un isomorfisino ® de Z @ Z en sf mismo, el expresarla de

ésta forma equivale a mostrar a una ' donde

(&' ()} = (@ (n)},

como composicién de isomorfismos &' = ¢, 0 @pm—10...001 y mostraremos que
equivalentemente muestra a h como composicién finita de homeomorfismos de
S2en §%

h =h,. °hn—l D...,ohl.

Pero éstos homeomorfismos seran de un tipo muy especial y ésta descomposicién

nos dard una clasificacién de los ovillos racionales.
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Las matrices de Ja forma : (: y (1) i representan homeomorfis-
mos muy particulares en el toro llamados Giros de Dehn.(ver la figura 2.3,)

Y dado un giro de Dehn en la doble cubierta ramificada de la esfera con 4
puntos de ramificacidn éste se proyecta en un homeomorfismo de la esfera que
deja fijos los puntos de ramificacién y que es isotépico a una "torcedura™ como
se muestra en la figura 2.3,.

De éste modo todo ovillo racional se puede crear a partir del ovillo (D3, ¢)
aplicdndole a éste una composicién de una sucesién finita de éstas "torceduras”,

ﬂ'

y entonces al ovillo le podemos asociar de manera tinica una matriz
a

construida por el teorema anterior a partir de la expansién como fraccién con-
'. u e = n 2 2

inva £ = a1 4 mf_}: ¥ a quien corresponde también de manera tnica un
vector (am,8m-1,..,a1).

Veamos todo ésto con un poco més de detalle:

2.3.1 Giros de Dehn:

Sea ;1 : Z® Z — Z® Z un isomorfismo representado por la matriz M; =
1

1
y que ¢({0,1)) = (0,1), es decir que ¢; manda a la clase de homologfa del

. Esta matriz lo que nos est4 diciendo es que ®;({1,0)) = (1,1)

meridiano gt = (1,0) de T2 en la clase (1,1) de la curva en el toro que da una
vuelta meridionalmente y una longitudinalmente, las dos en sentido positivo;

y a la clase de homologfa de la longitud A la deja fija. Andlogamente si el
11

isomorfismo 2 estd representado por la matriz My = lo que nos
1

dice es que ®; manda ala clase de A en la clase {1,1) de curvas en el toro, y

deja a la clase de p fija. A éstos homeomorfismos del toro les lamamos giros

de Dehn y los denotamos por a3 y o3 respectivamente.(ver figura 2,3,)
Obsérvese que las gnatrices operan por la izquierda es decir que para una

clase (a,b) de curvas se tiene:
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wen=( 1) ( b

a b+a
11 b b+a
@2 ((a,b)) = =
01 a a
a d .
Como toda matriz con determinante 1 es producto de matrices
c
10 1 o a0
y entonces todo homeomorfismo del toro bidimensional en
11 0
sf mismo se puede ver como composicién de potencias de los h rfismos

a1 ¥ 032, es decir que @) y o3 generan todos los homeomorfismos de T2 en T2,

Surje una nueva pregunta:

4Dado uno de los homeomorfismos oy y a3 del toro, a qué clase de

homeomorfismos de la esfera en la esfera se bajan por via del mapeo cubriente?

La figura 23, nos da la respuesta a esta pregunta. En 52, gy se ve como by
y o3 como hy. Asf, en cualquier clase de homeomorfismos del toro en el toro
que fijan {A’, B',C’, D'} y conmutan con p, hay un representante que se puede
expresar como:

h* = (03')o(05?) 0(03%)0...0(0f") para alguna n € N, y donde,i € {1,2},
donde todas las a; son de mismo signo y solo a; puede ser cero.

Y entonces la clase correspondiente a [2*] de homeomorfismos de la esfera en
si misma que fijan {4, B,C, D} tiene como representante a un homeomorfismo
h que se expresa como:

b = (h3') o (h}?) 0 .. 0 (hi"),donde todas las a; son de mismo signo y solo
ay puede ger cero. . )

De éste modo queda probado que para todo'ovillé racional gxigte un avillo
candnico equivalente a él que es como en la figura 2,&,,,’ y qyxt;, estd deﬁhido
por la sucesién de enteros gy, g, . 8m obtenidos en vel‘téqr;ma_.y Lbs.q; estan

totalmente deteminados por . .

R




sabiendo que tienen el mismo signo, que salvo por a, son distintos de cero y

que m es par. Si observamos que
Ia =am+1+ L )

entonces concluimos que sin pérdida de generalidad podemos cambiar la iltima
condicién por la condicién Je.,] 2 2.

Se puede mostrar que si m es impar, el desarrollo

] 1
-=q +_—_—.
a ™ “’+...+EF
da una solucién de
b« 1 q 10 1 0 0 -1
a s 01 j\a 1) \an 1J\1 0
0 ~1 5
donde es la matriz jada al h fisino

H: (D, to) — (D,h)

que es el que se muestra en la figura 2,5,,. El ovillo que corresponde a este caso
en que m es par es como el de la figura 23,,,4), y el que corresponde a m impar
es el de 2,5,5,8).

Obtenemos asf 1a convencién de Conway segin la cual toda clase de equiva-
lencia de ovilles racionales puede ser representada por un 1nico vector estdndar
con entradas enteras (am,@m-~1, -..,a1) donde:

L AOV2Si<m.

- aja; > OVi, .

Jlam] > 1

Esta convencién excluye los cuatro ovillos excepcionales {(0),(1),(~1),(0, 0)}
que se muestran en la figura 23,,. Al vector estdndar para un ovillo racional le

llamamos Simbolo de Conway para el ovillo y se toman a los cuatro vectores de
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arriba como los simbolos de Conway para los cuatro ovillos excepcionales.

Teorema 5 Clasificacién de ovillos racionales:

Eziste una correspondencia uno a uno entre las clases de equivalencia de ovillos
racionales y los nimeros racionales eztendidos £ € Q U {00} con a € N U {0},
peZyl(afr=1.
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2,4 Espacios Lente y Cirugia en Nudos.

2.4,1 Espacios Lente:

Definicién 18 Sea T un toro sdlido en S3. Decimos que una curva cerrada
simple p € 8T es un meridiano si u es frontera de un disco encajado en T,
Definimos como longitud de T a toda curva , cerrada, simple A € 8T que
inlersecta a p en un punto, y como longitud preferente de T' a una longitud

cuyo nimero de enlace con el alma del toro es cero.

Recordemos que IT; (72) = Z @ Z donde {1} = (1,0} y {A) = (0,1) y que un
elemento {a,b) € IT) (T'2) est4 representada por un encaje §* — T2 si y sdlo si
(a=b=0)o(ab)=1.

Veamos ahora como se construye un espacio lente:

Sean V; y Vi dos toros sélidos. Si & : 8V3 — 8V; es un homcomorfismo,
podemos formar el espacio M3 = V; Uy, V2 como resultado de identificar cada
z € 8V3 con h(z) € 8V} en la unién disjunta de V; con V2.

Afirmacién: M3 es una 3-variedad cerrada, conexa y orientable que depende,
_salvo homeomorfismo, dnicamente de la clase de homotopfa de A (s13) en 8V,

donde gz es un meridiano de V3.

Definicién 20 Escogiendo ;qcnemdomx Aty b1, lonyiludfméﬁdi;zno, ﬁj&s pam
I, (8V1), podemos escribir h(/tg) = pA1+ g donde p,q € Z a -‘.(p, g =1. Al
_eapacio resultante se le llama Espacio Lgnle de tipo(p,q), y se denét_a:‘M"’ =
L(pa). o

- Asf, un espacio L (p,q) lente es el resultado de pegar dos toros sélidos T}
y Ty por la frontera de forma que el meridiano de 8T} se pega a la curva que

llamaremos g en 873,

Proposicién 5 Una -variedad es un espacio lente si y solo si contiene un toro

sdlido tal que la cerradura de su complemento también cs toro sdlido.
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Afirmacién:
Lip)2L(p~q)2 L(~pq)2 L(p,q+kp)Vk € Z.

Por convencién consideraremos siempre 0 < ¢ < p. Esto incluye a todos los
espacios Jente de este grupo, excluyendo a $% y a §% x S1.
Afirmacién: 11, (L(p,q)) = Z,.

Dado que el grupo fundamental es un invariante para espacios topolégicos
entonces de la afirmacién anterior podemos concluir que L (p,¢) 2 L (p*,¢*) =
p=p
Observacién 10 Eristen repeliciones bajo homeomorfismo dentro del conjunto

{L{p,1),L(p,2),...,L(p, p— 1)}de todos los espacios lente con grupo Z,.
Teorema 6 L(p,¢) 2 L(p*,¢") <=> ¢* = ¢*! (mod p).

Otra manera de ver al espacio lente L (p,q) es como resultado de mover
una vecindad tubular de un nudo trivial en S y repegarla de forma que un
meridiano se identifigue con un curva en T7 de clase {p, ¢), es decir, una curva
en la frontera del toro que tiene nimero de enlace p con el nudo trivial y que
da g vueltas longitudinalmente.

En esta subseccién dimos una rdpida ojeada a ciertos ob jetos fundamentales
de la teorfa de nudos. El resultado mds importante fue el del teorema 6 que
da una clasificacién completa de los espacios lente, La demostracién de este
teorema es mu); larga y complicada y es por eso que nos limitaremos a utilizar
el resultado.

El teorema de clasificacién de espacios lente se usa pera la clasificacidn de
los 4-plats, de quienes hablaremes posteriormente dando tanto definicién como
clasificacién de ellos, pero antes introduzcamos el concepto de cirugia que se

usard en el capitulo 3:

2.4.2 Cirugia de Dehn:

Al proceso de sumar dos toros sélidos a lo largo de su frontera se le lama Cirugia

de Dehn. Veamos primero un par de ejemplos que motivardn la definicidn:
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Considerense los toros sélidos A, B, C y las curvas 4,, 72,73, como lo muestra
la figura 2,4,. Si identificamos las fronteras de A y B de tal forma que 11 se
pegue con 73, obtenemos un espacio homeomarfo a §2 x 5. §i, por otra parte,
la identificacién es ahora de A con C de forma que 71 se pega a 73 entonces
obtengo §3. Asi, $7 es la unién de dos toros sélidos identificando sus fronteras
de un modo particular.

Consideremos ahora un nudo cualquiera K. Una vecindad regular de K se
puede ver como un toro encajado en el espacio ambiente. La cirugfa de Dehn
sobre K consiste en considerar al nudo junto con su vecindad regular V°(K),
tomar §% — V°(K) y en el "hueco” que le queda al espacio meter de nucvo a

Vo (K) pero identificando la frontera de alguna otra manera.

Deflinicién 21 (ver la figura 2.4, ).
Sea K un nudo no trivial, V° una vecindad toroidal abierta de K, C(K) =
8% — v el complemento del nudo, y defino un sistema de coordenadas fijo en
OV° = 8C (K), sea (i, A) meridiano y longitud, donde la longitud es una "lon-
gitud preferente”, es decir que k() K) = 0.
Parapg€ Z- 3 :(p,q) =1, sea M = srg (S:’, K,qﬂ) la S-variedad cerrada
[C(K)uU; V') donde V' es un toro sdlido con meridiano p' y f es un homeo-
morfismo de pegado
J 18V = 8C(K)
J (') ~ pu+ qr en 8C (K)

Se dice entonces que M se obtiene de S por cirugia 5 en K.
La pendiente 5 es lo que caracteriza a la cirugfa,

Notacién: K$= cirugfa 2 hecha sobre el nudo K.

Los ejemplos dados al principio corresponderfan a decir que si Kd_es dnudo

trivial entonces:
(Ko)o = S°
(Ko)y = §2x 5!
Qbservemos que:

-{(Ro), = 5%y ésto es pues si vemos a las cur\"as Soybdela ﬁgun—x 2,4;, '
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éstas son iguales en el toro sélido de modo que da lo mismo pegar, en la cirugfa,

un meridiano a & que a §;. Podemos entonces hacer la siguiente:

Afirmacién:
(Ko)y = % ¥n e Z.

Cabe ahora preguntarse que forma tiene (K o)}- En este caso la funcién de
pegado manda a ' en 2 + A. Pero ' bordea un disco en V' de modo que en
e_l espacio resultante la curva 8§y = 2 + X va a ser borde de un disco y por lo

tanto homotépicamente trivial. De ésta forma, si
(8 -K)=(a,)=2Z
entonces ahora:
m(($*-K)uv)={aa=1)=2

y entonces la homologfa del espacio que resulta de hacer cirugia } sobre el nudo

trivial es Z3. Y de manera andloga se llega a afirmar que
Hy (o)) = Zm # 0¥m & N - {1}

y de hecho

' (Ko)a = L(m,n)

y entonces toda cirugfa sobre el nudo trivial da o bien un espacio lente, 6 §3, 6
S2x S,y

(K")E‘ =S§*em=1,ne2.
Existen resultados muy importantes en relacién con las cirugfas sobre nudos.

Por cjemplo tencmos los siguientes:
Teorema 7 Toda 3-vgriedad es resultado de alguna cirugia sobre un enlace.

Tearema 8 [Gordon-Luecke)

Si K es un nudo no trivial entonces ninguna cirugia no trivial sobre K produce
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5,

Dado que H; (K.ﬁ\) = Zm y que H; (S = 0 entonces en los iinicos casos
en que cabe preguntarse st K§=S" es cuando m = 1. Sin embargo lo mis
lejos que podemos llegar con la homologia es a ésto. No sabemos comparar, con
homologfa, a K:.L y K;';_ si n; # nz. Con ésto nos podemos dar una idea de la
complejidad de é;tc ﬁlti:no teorema, En el capftulo 3 se enunciard otro teorema
muy importante que sirvié para probar éste tltimo, se trata del Teorema de
Cirugia Ciclica, pero por ahora concentremos nuestra atencién en los siguientes

resultados.

2.5 Clasificacién de 4-plats.

2.5.1 4-plats o nudos de dos puentes.
Nudos de m puentes,

Shubert clasificé nudos y enlaces orientados de dos puentes, y mostré que cada
nudo de éstos se puede representar de manera normal. Se observa que si se los
considera como nudos no orientados su clasificacién puede verse como parte de
1a clasificacién de los espacios lente de 3 dimensiones y ademds est4 intimamente

relacionada con la clasificacién de ovillos racionales,

i’)eﬂnicién 22 (figura 25,)Sea K un nudo o enlace en R® que intersecta a
algtin plano E C R® en 2m puntos de forma que los arcos contenidos en cada
semiespacio relativo a E poscen proyecciones ortogonales sobre E que son sim-
ples y disjuntas,

Se dice que (K, E) es una presentacién con m puentes para K.

Se define el nimero de puentes de K como el minimo m tal que K admite

una pr tacién conm p

Obsgervacion 11 (ver fgura 25,)

i) Dado un nudo K, una proyeccién regular p(K) con n cruces admite una
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ion con n puent lativa al plano de proyecci Y si la proy

&
regular del nudo es no alternante® entonces el nimero de puentes de K es menor

que n.
El \inico nudo con un puente es el nudo trivial,

Trenzas .

La idea geométrica de frenza introduce una nueva representacién para nudos y

enlaces. Daremos una definicién constructiva de trenza:

Definicion 23 (ver la figura 2,5,)
Considérese un rectdngulo R C R° y to en dos lados opuestos de R puntos

equidistantes F;,Q; con 1 < i< n para algunan € N.

Sean f;,1 < i < n, n arcos poligonales simply disjuntos en ®® de forma
y aisj

que para cada i, f; empieza en P; y termina en Q,(;) donde o € P, con
[Pn = {permutaci de n el tos}]. Las f; deben ir estrictamente "hacia

abajo”, es decir que para cualquier plano P ortogonal a los lados del rectdngulo
que no contienen ningtin P, o0 Q;, se tienc: |f;NP| < 1.
Al conjunto:{f;/1 < i € n} se le llama trenza.

A R se le llama marco de la trenza.

Las clases de isotopia de n-trenzas forman un grupo lamado el grupo de
trenzas By con la multiplicacién dada en la figura 25,. El grupo de trenzas
By es generado por 3 generadores {; ilustrados en la misma figura, es decir que
cada trenza aparece como el producto de las trenzas elementales (; y ¢ !

Una trenza puede ser cerrada con respecto a un eje h. De hecho cada trenza
£ define una trenza cerrada §* que representa un enlace de u componentes donde

# representa el nimero de ciclos de la permutacién de la trenza £ (ver figura

2.5:)'

YLa proyeccidn de un nudo es alternante si los cruces por arriba y los cruces por abajo se
alternan al recorrer el nudo, Un nudo K es alternante si posee una proyeccidn alternante.
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Dada una m-trenza €.,, podemos "cerrar” a §, para crear un enlace. La

manera de "cerrar” que nos interesa es pegandole 2m arcos simples:

(Prip1Priga)V0Si<m-1
y .
(Q@3i+1Qai+2) VO S i<m—1

como lo muestra la figura 25,. El enlace resultante es un 2m-plat.

Se probara en la siguiente seccién que:

Kl

{K/K es de 2 puentes} = {K/K es 4-plat} .

Presenta muchas ventajas estudiar a los nudos de dos puentes como 4-plats.

2.5.2 Clasificacién de 4-plats:
Para clasificar los 4-plats se dard tambien un vector representativo o sfmbolo

de Conway del nudo en cuestién, En esta seccién utilizaremos las herramientas

introducidas de 4-plats, de nudos de 2 puentes y de espacios lente.
Proposicién 6

. - ’ =N B
K es 4-plat — K es de 2 puentes . — . K (4+5)
: i A, B ovillos racionales
K es un {-plat con

und hebra desanudada
DEMOSTRACION:
‘ (K es 4-plat = K es de dos puemés} .

" Dem:

P.D. {K/K es 4:plat)'C {K/K es'de 2 puentes).
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€] Por definicién K es de dos puentes si no es el nudo trivial y
existe un 2-plano E- 3 <|EN K| = 4 y en cada semiespacio de ®?

() 4. dad

determinado por E se tran dos arcos simples y

de K que admiten proyecciones ajenas en E,

Al método utilizado para ver a un 4-plat K como nudo de dos

puenteslell étodo del plano inclinado:(ver Ia figura 2,5,)
Sea Q un plano que contiene al marco de la trenza que genera
al 4-plat. Intersectamos a @ con un plano T # @ que forma un
dngulo # # 90° con Q y tal que |a arista inferior del marco est4 en
T NQ. Asf, en el semiespacio superior de R determinado por T,
llamado T'*, quedan toda la trenza y los dos arquitos que la cierran
por arriba, y en el semlespacio inferior solo los dos arquitos que la
cierran por abajo, Nos olvidamos por un momento de la existencia
del semlespacio inferior a T, llamado 7=, Dada la definicién de
trenza que tenemos podemos dividirla en niveles ortogonales a los
arcos de modo que en cada nivel i queda 1 cruce entre dos de las
cuatro hebras. Si contamos las i de 7" hacia Tt entonces lo que
queremos es deshacer los cruces en ese orden. Una vez deshecho
el cruce del nivel i sabemos que en los niveles anteriores no. hay
ningln cruce y procedemos a deshacer los de ¢ + 1 garantizando
que al hacerlo las hebras no se atoran en ningin lado, tienen el

libre. Emp por el cruce més cercano al plano T

y lo jalamos hacia abajo hasta llegar a T. De allf se extiende el
arco sobre T del lado donde el dngulo entre @ y T es mayor a
90°. Del mismo modo se deshacen los demds cruces. A partir del
segundo cruce, el arco tendrd que rodear el camino que siguié el
primero hasta encontrar un lugar sobre T'. Se logra, después de un
nimero finito de movimientos, pegar parte de la trenza a T" sin que
se superpongan las hebras, pues en un R? siempre hay espacio para
acomodar un nimero finito de arcos simples sin que se superpongan,

ademds como de este modo se fucron deshaciendo todos los cruces
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de la trenza podemos asegurar que la parte que se quedd en Q se
proyecta ortogonalmente.sobre T sin presentar puntos miltiples,
Afirmamos que lo que queda del 4-plat en T+ U T consta de 2
‘arcos. El suponer que es uno contradice la definicién de trenza pues
el arco tnico tendria que "bajar” y volver a "subir”. El suponer
que son mas de dos también nos lleva a una contradiccién pues la
interseccién de K con TNQ tiene solo 4 puntos y si hublera mds arcos
habrfa cabos sueltos en T+o en T o bien habrfa un arco cerrado sin
-tocar a TNQ lo que vuelve a contradecir la definicién de trenza por
la misma razén del principio. )
Asf, de esta operacién resulta un encaje de KT+ en B3 tal que
su proyeccién ortogonal sobre T' consta de dos arcos ajenos, simples
y desanudados. Es claro que sucede lo mismo para K n 7T, y, por

lo tanto K es nudo de dos puentes.

[/ es de 2 puentes = K = N(A+ B),A y B ovillos racionales]

Dem: Recordemos que K es de 2 puentes si existe un plano
P23 PN K| =4y queen cada aemiesﬁacio determinado por P
quedan dos arcos que admiten proyecciones ortogonales, simples y
disjuntas sobre P, Considero §2 = P U {00}, S? divide a 5% en dos
bolas, cada una con dos arcos cuyos extremos estan en la frontera de
la bola y el resto en ¢l interior. Es decir que tenemos dos ovillos A y
B, quisieramos probar que gon racionales. Pero por definicién, dado
\cualquiera de los ovillos, como los arcos corsespondientes admitfan
p;'oyeccibncs ortogonales simples y disjuntas sobre P entonces ésto
equivale a decir que jas hebras del ovillo se pueden pegar a la fron-
tera de la bola sin que se crucen. Hay entonces das discos d, y d3 que
unen a cada uno de los arcos del ovillo con un arco en la frontera y
asf, d y d; determinan un par de arcos en §?. Existe un homeomor-
fismo p : §% ~ 52 que endereza los arcos como se ve en la figura 2,5,.

Queremos extender p a un ¢° : D® — D3, Empezamos por mandar
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a los discos dy y d; en dos discos derechitos como en la figura, ésto
me determina que los arcos interiores iniciales van a dar a otros arcos
pero que esta vez estan derechitos, Ya tenemos entonces definida a
" en la esfera y en d; y dy, para lo que falta observemos que si por
V (0D U {discos chuecos}) nos teferimos a una vecindad regular
abierta, entonces D3~V (6D° U {discos chuecas}) es una bola solida
y entonces puedo ahora extender a i enviando a esta bola en la bola
que resulta de tomar D¥ - V (8D3 U {discos derechos}). Obtengo
asi wn homeomorfismo Hy : (D,84) — (D, tg), con (D,tg) = (00)
y por lo tanto el ovillo A es racional. Anilogamente B es un ovillo

Py

racional y queda asf d trada la prop

K = N(A+ B),Ay B ovillos racionales

=+ K se puede ver como 4-plat con una hebra desanudada.
Dem: Scan Ay B dos ovillos racionales. Sabemos que N (A + B) C

3, puedo entonces ver a §3 como la unién de dos bolas
S3=BiU By 3 -A=(By,t4),B = (Bat5).

Por convencién decimos que A estd "adentro” y B "afuera”.

B racional = 3Hpg : (By,1p) — (Ba,to). Al aplicar este home-
omorfismo se enderezan los arcos tg y se mueve la frontera 8B;.
Considero al homeomorfismo h = Hg/3H; : 52 ~ 5% y lo ex-
tiendo a By, sea ' : By — B; el homeomorfismo resultante. Clara-
mente como A ea racional, entonces A’ = h’(A4) es un ovillo racional
asl que existe un homeomorfismo Hy : (By,te) — (B1,t4) que
lo define. De la clasificacién de ovillos racionales sabemos que
(M a+) /3 es equivalente a una composicién de dos tipos de torceduras
muy especificas en la esfera que lamamos "torceduras de Dehn™:
(hat) = (A3*) o (h3™~*) 0.0 (h}'), donde todas las a; son positivas,
ij = 1,2Vj. La imigen, bajo esta composicién, del ovillo (D,#p) es

el ovillo 4 equivalente a A’ que es como se muestra en la figura 25,
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- ¥ que define de manera canénica a A’.
Se ve en la figura que al hacer la construccién del numerador
sobre un ovillo de éste tipo el nudo obtenido es un 4-plat con una
_ hebra desanudada. y con ésto queda demostrada esta implicacién.

JK o0 4-plat con una kebra desanudada = K s 4-plat}
Esta dltima afirmaci6n es jamediata. O

Observemos que en particular queda demostrado que todo nudo de dos
puentes es un 4-plat, y vice-versa. '

Vayamos ahora hacia la clasificacién de los nudos de 2 puentes. Sea K un
nudo de dos puentes. Entonces S se puede ver como la unién de dos 3-bolas
B, y B; pegadas a lo largo de su frontera y tales que el conjunto ¢; = K N B;
consiste, para cada i, de dos arcos propiamente encajados en B; desanudados
y no enlazados entre si. Ahora, la doble cubierta ciclica de 53 ramificada a lo
largo de K es claramente la unién de laa dobles cublertas de las B; ramificadas
en ¢;. Pero la doble cubjerta ciclica de una 3-bola ramificada a lo largo de dos

arcos triviales es un toro sélido. De allf que:

Proposicién 7 La doble cubierta ciclica de $® ramificada a lo largo de un nudo

de do» puentes, es un espacio lente.

Pero lo que ain no ha quedado claro es de que modo se lleva a cabo el
pegado de los toros para poder asf determinar con exactitud los espacios lente
resultantes,

Consideremos una bola B y sea t el conjunto de dos arcos en B desanudados
y no enlazados entre si y de modo que los extremos de los arcos estan en la
frontera de la bola y el resto est4 en el interior. Tomemos doe copias (B;,1;) de
(B.t). Si pegamos B; a B, con Id: §B; — 3B, obtenemos todo $? y la unién
de 1; y t; es el enlace trivial de dos componentes (ver la figura 25,). Ahora, la
doble cubierta de B; ramificada a lo largo de ¢; es un toro sélido 7;. En éste

caso particular, los toros sélidos Ty y T estan pegados por la identidad en sus
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fronteras de modo que la unién es §7 x §'. Conclufmos entonces que ls doble

cubierta ciclica de §3 ramificada a lo largo del enlace trivial es §2 x S*,
Ahora veamos lo que pasa en un caso en que Jas bolas po se pegan con la

identidad, Sea Ay : 8B — 8B un h fismo que es la identidad fuera

del disco D mostrado en la figura 25,4, ¥y que dentro de éste hace girar las

cosas de modo que dos de los puntos de ramificacidn se ven intercambiados
con un giro que va con las manecillas del reloj. La doble cubierta de ua disco
ramificada a lo largo de dos puntos es un anillo y se ve en la figura 2,5, que
el homeomorfismo Ay /D : D — D se levanta a un homeomorfismo (b3/D)" de
giros en los anillos. De este modo el homeomorfismo inicial Ay se levanta a
un homeomorfismo Aj : 3T — 8T que manda al meridiano en la curva {1,1)
t'al y como lo muestra la figura. Si vemos ahora a h; como el homeomorfismo
de pegado de By y D; entonces 8, Uy, B3 = §%y el conjunto de ramificacién
21 Us, £2 es el nudo trivial. Y arriba tenemos a la doble cubicrta de $? expresada

como la unién de dos toros sélidos pegados a lo largo de su frontera por un giro
10

de Dehn longitudinal cuya matriz asociada es . De allf que la doble
11

cublerta ciclica de §3 ramificada a lo iargo del nudo trivial es L(1,1) 89,

Si ahora aplicamos el homeomorfismo hy varias veces, digamos p veces,
entonces sigulendo el mismo procedimiento que antes llegamos a que la doble
cublerta cfclica de $* ramificada a lo largo del nudo X, que es como se muestra
en Ia figura 2.5,,, es ¢ espacio lente L(p,1) y en la cublerta los toros Ty y T3

se pegan por un homeomorfismo de sus fronteras cuya matriz asociada es

(o)-(02)

De mancra andloga un homeomorfismo hz de la frontera de la 3-bola que es
1a identidad fuera de un disco Do como lo muestra la figura 25, y que dentro
de éste hace girar a los dos puntos de ramificacién que contiene pero ésta vez

.

en sentido contrario a las manecillas del reloj, se levanta a un giro de Dehn
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11
meridional representado por la matriz \ o alguna potencia de ella,
0

Por otra parte, ya se probé que todo nudo de 2 puentes es también un 4-
plat, y de la definicién de 4-plats sabemos que éstos son generados por alguns
4-trenss. La equivalencia, inducida por la proposicién 6, entre 4-plats y 4-plats
t.Ol uns hebra desanudada corresponde a la afirmacién signiente: "

AFXWACiONl Cualquier 4-plat en S se puede escribir en términos
de los generadores {y y (3 del grupo de trenzas By,

Resulta claro que sl vemos a S® como la unién de dos bolas pegadas alolargo
de su frontera entonces los generadores del grupo de trenza al crear al 4-plat

ponden prect te & los homeomorfismos hy ¥ h;“ que ya describimos

y se levantan a giros de Dehn en (§?'x S). Entonces todo 4-plat con una hebra
desanudada, y por lo tanto todo nudo de 2 puentes, puede ser construido con
ha,hy y b3t AT, Es decir que puedo construir a cualquiera de éstos nudos por

medio de la composicién de alguna sucesién finita de los homeomotrfismos antes

dos. Esta i6n queda determinada pot el ndmero de cruces entre
cada par de hebras, Al 4-plat con una hebra desanudada Ie‘asocio un vector
cl.on entradas enteras (€1,¢z, . Can41) donde los ¢; son los enteros que indican
el ndmero de cruces tal y como lo muestra la figura 2,5,,. En esta figura solo
aparecen cruces positivos afin de mostrar cual es la convencién. Cabe observar
que al enlace trivial le corresponde el (0) y al nudo trivial puede ser tanto el
(1) como el (—1). Entonces dado el nudo K el homeomorfismo que lo genera es
B=hS™* o R o...0 h o ',y la doble cublerta clelica de S3 ramificada a
lo largo de K es el espacio lente que resulta de pegar doa toros sélidos con un -

homeomorfismo cuya matriz asociada es
oY (1 1) 1o\
G Go-(e)
_(10)1.:, 1 o) fav
Nar ) o) Neam 1) \p¢

8l



p ¥ ¢ quedan determinados por la fraccidn continvada

4
L= b —————
q t Cz+;;£:r

y la cubjerta es entonces ¢l espacio lente L(p,g). Observemos que el enlace
trivial admite un solo vector posible y por lo tanto la cubierta queda determi-
nads sin ambigiiedad, en el caso del .nudo trivial 1o hay contradiccida tampoco
pucs las dos elecciones posibles de vector llevan al mismo espacio lente puesto
que vimos ya que L(1,1) = L(1,~1). Sin embargo para otro tipo de audos
no esté claro que dos representaciones distintas del mismo nudo nos leven por

" este método al mismo espacio Jente,

En 1970 Conway probé que queda con este método establecida una corre-
spondeacia 1 a 1 entre fos nudos de dos puentes y los espacios lente salvo home-
omorfismo. Para probarlo veamos de nuevo a X como nudo de dos puentes.
Le damos a K una orientacién. Cerramos a! plano dado por la definicién para
formar una esfera §% 3 -K N 5% = {4,8,C, D} y quedan dos arcos en cada
una de las holas bordeadas por 52, sean w; = AB, w3 = CD los de adentro y
vy, v; los de afuera, y de hecho, gracias a Ia definicidn de nudos de dos puentes,
pode mos considerar a eatos arcos de modo que se pueden adherir a 1a frontera
52 sin que se intersecten dos azcos de adentro ol dos arcos de afuera. Por el

tcorema de Schinflies* wy y vy se pueden estirar, Quisi ac das & vy
¥ v3 de alguna forma especial, canénics.
Sin pérdida de g "“,‘ p que vy i a primero a

wy pues todo primer punto sobre w; se puede remover con una isotopfs am-
biental de la esfera. Podemos ademis Jograr que cada arco v; lntersecte a Jos
w; de manera alternante, y de manera andloga que cada w; intersecte a los v;
de manera alternante. Su a ~ ] ¢l ndmero de puntos dobles sobre wy; por
construccién hay el mismo ndmero de puntos dobles sobre w;. Asf, el nimero

de puntos dobles en un diagrama reducido es par. Le asociamos un nimero a

© 9Teorema de Schiaflies: Si J s nus curva cerrads simple en R7, 1a cerradure de una de las
componeates de R? - J s homeomorfs of disco unitasio D,
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cada punto doble de cada w; contando en sentido inverso a la orientacién de w;,

El resultado de esta construccién se puede ver en la figura 25,,. Observemos

que si K es nudo y si v; parte de B, entonces el otro extremo de v; debe ser C

o D en cuyo caso se marcan un nimero par de puntos dobles en cada w; pues el

arco vy da varias vueltas completas, y lo mismo pasa con el v; correspondiente,

ésto implica que & ~ 1 = 2n y por lo tanto a es impar. Andlogamente si K es
enlace entonces v; = AB,v3 = CD y a es par,

Pasando a la doble cubierta ciclica de §? ramificada en {4, B,C, D} que .

sabemos es un toro bidimensional T2, observamos que w; se levanta a {w}, p (w})},Vi €
{1,2} , wf - p{w}) = wi(1 - p) es una curva cerrada simple en T2 ademas,

wi (1 — p}y wi (1 — p) son isotépicas en T2,

Del mismo modo v} (1~ p) y vj (1 — p) son dos curvas ccrmdas 8 mples en

el tore. Cada vj (1 — p) intersecta 2 las wi (1 - p)de manera. alt.emante ¥ para

ello debe ir dando vueltas al rededor del hoyo del to

Il (1-p)]n[wfu-p))[—a =

Por otra parte en la ﬁgum 25,, s ve claramem.e que & consnderamos una’
pequefia vecmdad tubular del arco w; en S’ y ala frontera. de esta vecindad le
llamamos O (w.) y le damos la. orlentadén h\duclda por ladela esfera, entonccs
esta. curva se levanta & dos curvas isotéplcas aw{l=p)en T3 De:manera
similar, dado o nrco (BD) C §? resulta que p“ (0, ((BD))) conmte de dos S
curvas lsotoplcas By 1. Es' clato que podemos tomaf &’ mo = w, (1 p) y = o

a Ij como generadores canénicos de H, (T?). A mo lo llamo merldlano y a Io -

Iongltud

1.1

Ahora, volviendo al p inicial, sup

&

nudo tnvlal ¥ al enlace trivial de dos componenlea‘..

da,be Z-3 v} (1-p) = bm} +fa!5

pero, por (1) .




Y 8 = b > 0 si en el primer punto doble de v; el arco w; cruza de izquierda
derecha en el punto doble con nimero |3, de no pasar ésto se tiene g < 0. Por
construccién [8] < a y (a,) = 1. Se dice que el 4-plat K tiene un diagrama
reducido con nimeros a, 8. Se denota K = b(a, #). El nimero de componentes
de b(a,B) e p = a{mod2),1<u <2,

Proposicién 8 Para cada par a, de enteros tales que satisfacen: a » 0, —a <

A < a,(a, 8) = 1, 8 impar, existe un nudo o enlace con dos puentes K = b (a, )

con un diag ducido con ni a, B.

De éste modo la doble cubierta de §° ramificada en K es el espacio resul
de pegar dos toros sélidos por st frontera de forma que el meridiano m3 de uno
se pega con la curva ¥ = fm3 + alg a quien denotaremos (a, #)o simplemente
g. Fl espacio lente resultante es L {a, 8) y es cubierta del 4-plat b (a, ).
Sabemos que dados dos nudos equivalentes Ky y K3, las dobles cubiertas
cfclicas de §° ramificadas en cada uno de los nudos son espacios homeomorfos.

Asf, si K1 y K3 son 4-plats podemos hacer la siguiente afirmacién:

Afirmacién:
b(a, 1) ~ b(az,B2) = L (a1, 1) & L(az,B).
Recordemos el teorema 6: |
L(pa) % L("\7) o= p %,é'u.i T E q’;“.(’r,;":!‘d‘:p);»

De aquf que:

blay, A1) ~ b@méz) => {y

Nosotros lo que queremos es que 'ta'mbién"se dé' él Invéfso. es decir que
espacios lente homeoniorfos sean cubierta de nudos eqmva.lentes.
Observemos que la construccién "del ca:acol" que hlclmos no fue nmétrlca

con respecto a las bolas B) y B;. Si se cambia el papol de las bolas entonces
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(mg,13) y (m$,13) deben intercambiar papelesv;‘-“il‘,x‘\t' ,i-ihv' ré.m{, iDi e§:>l£

base canénica, y recordemos que mj es;é deﬁﬂi}ip ;ibr:

mi = v} (1-p) = fmpFaly



y en el segundo resulta ser que:

Y como e} desarrollo en fracciones continuadas de un niimero racional es tinico

y los tnicos casos posibles son los dos anteriores entonces:

Proposicién  Dos sucesiones (1,¢3,...,€x), ¥ (€], ..., c},/} definen el mismo

nudo oenlace siysolosin=n'ye;=cloci=c,_Vi<i<n

Con ésto damos por terminada la clasificacién de los 4-plats. Vetemos a
continuacién ciertos resultados generales que relacionan a los ovillos racionales
con los 4-plats y que nos seran de mucha utilidad en el desarrollo de nuestro

problema.

2.6 Resultados generales,

Lema 3 Dados dos ovillos racionales Ay = % yAz= gg entonces N (Ax‘ +A43)
es un 4-plat K = b(a, ) donde a = |15 + azf1| y 8 queda determinado como '
sigue; " -
(Ja=0=f=1.

(a=1=pg=1

(iii) a = 1

EY:] qu‘cda determinado de manera unica pr:0<f<ay

B = o (aa} + £18;)(moda) donde o es el signo de (@161 + azB1) y o, B} son

las entradas en la segunda coll de cualguier matriz representativa para el
ovillo &2,
DEMOSTRACION:

Probemos que efectivamente el 4-plat es de la forma propucsta.
Sean (a1,a2,..,y83m) ¥ {b1,02,...,b2,) dos vectores (de longitud

par} representativos para los ovillos A; y Az. Estos vectores se

66






ﬁsum 2o
8:

Flaﬂf'l 262

hd N ((Ett'ﬁ))-o-ﬁ): H ‘frt’w’fl’

J @pn‘mo = "B.Q.(.ﬂ) primo

oA ® BN 8= @ (‘M'

nanoAO)

4 4((;0‘
(&4 ru!n"i)



den obt a partir del simbolo de Conway relajando la condicién

o

que dice que ¢l valor absoluta de la primera entrada debe ser mayor
o igual que 2. Observando la figura 2,4, podemos afirmar que
K = N(A; + 4;) puede ser representado por alguno de los sigu-

ientes vectores:

Bty ooy B2e— 1o Bir + 8amy G2m =140y 81)
é

{aty01 82m-1y 83m + B2ry b2r oty cin by)

Qbservemos que las a; y las b; pueden ser de signos opuestos y

entonces by, + 03, puede ser cera,
Por otra parte de la clasificacién de 4-plats sabemos que

v (b (Q. ﬂ)). = L(a, ﬂ) =NUT;

con Ty, 7 toros sélidos y h* : 8Ty — 8T el homeomorfismo que es :
la composicién de giros de Dehn dada por el vector canénico que
representa a K. La representacién matricial que se le asocia a b*

determina a a y 4 de la siguiente manera:

()(" )(1 u)( b)(l)
I G KRR S 0 -1 01

¥ tenemos

B -aa'=1

. Obsgtvemos ademds que si para (by, by,

Booh ) (1 b

az B 10 1.}
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entonces

‘A 0'3 _ 10 1 b‘z,
a B 1) Vo 1)

y asf el producto (1) resulta ser:

[ B )
a g a; B a; B
de donde resulta inmediato afirmar que:

a=afr+aifs
Yy
8=mas + 5B

Pero estos valores de a y 8 no estan normalizados pues a puede

ayf

ser negativo, o, a < . Nosotros q tener
tinicas tales que 0 < f < a. -
Como L(a,B) = L(a,0+ ka)"Vk € Z entonces &}
azfy + a1y > 1

las soluciones son {(a,ﬂj Ja=a3f e a1l y B = (a10} + 5185 (moda)}
y sl a3f, + ay8; < —1 entonces como

L(e)=L{~a,p+ka)Vk € Z

las soluciones son {(a. ﬂ) /a == (uaﬂl faif) yf=- (a10} + f183) (moda)}.
Y éstonoesotra cbaﬁ!qué afirmar quesi a = |(azf + a1f2)] > 1

entonces § = a:(qln',‘+ A1) (moda) donde o es el signo de la ex-

presidn {az8; + @ 8;). Haclendo ésta consideracién entonces dado

a > 1y o podemos determinar a 8 de manera tnica.
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Por otro lado como L (+1, 8) = S° entonces si |agfy + a1 fz) = 1
definimos a = 1,8 =1.
Si azf; + a18; = 0 entonces estamos tratando con el enlace
trivial de dos componentes, cuya doble cublerta ciclica ramificada
- L(0,1) = §' x §% En este caso definimos a = 0,0 = 1.
Observemos que las condiciones (i),(ii),(iii) implican que dado

a, entonces § queda determinado de manera dnica, O

Sean A y B ovillos raclonales, sabemos que el numerador de la suma de estos
dos ovillos raclonales es un 4-plat K = N (B + A). Surje entonces la siguiente

pregunta:

Si A es racional y K es 4-plat:
1 Qué ovillos X satisfacen la ecuacién K = N (X + A)Q

1De ser solucién, es X raclonal?

‘ La respuesta a la ltima pregunta es negativa en general y para eso veamos
el ejemplo que se muestra en la figura 25, en que A es racional, B es primo
y K es ol nudo trivial. A los nudos que, como A, consisten de un renglén
" horizontal de cruces se les lama nudos enteros. Si A es entero, la ecuacién
Ko = N (X + A) donde K es ¢l nudo trivial tiene una infinidad de soluciones
primas de la forma (B + (—A)) donde B es un ovillo primo tal que N (B) =

Sin embatgo en caso de existir soluciones ‘raclonales a la ecuacién de ovillos

K = N (X + A), sl hay forma de conocerlas ¥ ésta nos la dé el siguiente teorema,

Teorema 10 Sean .

a:
X1 = (c;, :3,‘. .

Xz = (¢1k+1,C1k' i3 €1y Ty =61y =03y ieey ~O2m )
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poara toda r.€ 2, y €stas son las tinicas.

8i K = {0} la vnica solucidn es X = (-ai, =a2y.., ~82p).

DEMOSTRACION:

La prueba esta dividida en dos partes:

1) Ver que efectivamente las X; propuestas son solucién para
todare Z,y X para K = (0).

2) Probar que el conjunto de soluciones es completo.

1) Esta parte est4 totalmente basada en las figuras 26,, 25‘,2,5,;
En 2.6, se considera el casoen que X = (0) y A = g ={a1,a2, .0, 82m)
y se prueba que X = (r,~a1,—a3, ..., ~azn;) 10 €8 solucién si {r € Z — {0}]
pues en esos casos N (X + A) = {1} =nudo trivial. En 2, s¢ mues-

tra que X = (~a1,~83, ..., —azm) €5 solucién a
N{(X +A)=(0).

Finalmente en 2, se prueba que si K = {c1,¢z2,.yC2k41) #, (0) o
entonces X es solucién ala ecuacién N (X + 4) = {er, €2y 0miC2k41)y
y anélog te X3 es solucién a N (X + A) = {2041y Cahs s €1).

2) Recordemos que si K = {e1,¢2, s €041} €8 ¢ s{mbolo de
Conway para el 4-plat X entonces 31 € Q U {oo} que caracteriza

a K donde g == y se denota K = b(p.q). Ademds

|+q‘

sl K = (c,,c;,...,cu“)‘.:ntt;ri'cea K s K' & K' = (c1,02, oy C2k42)
0 K’ = (Ck41+C2kseerc1). Ademds si X #(0) y K # (1) entonces
0<q¢=<py(me)=1

Supongamos K # (0) y K # (1). Dados los sfmbolos de Conway
7 para K obt dos

11

, fevveayncanan) y {eaan 2ty et} posi
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ecuaciones como de hizo en el lema 3

IR R U OO PR ¥ NRE
e l - :Czl;ljl.»

o,

i (0)

L

Observemos que e {l,é.‘
" Por otro lado;

K=m:(q“)s

rd) R
k=@=[?7]= 8
p g , o - S
) Asi, para cada 4-plat K se tiene K = b(p,q) donde {p,q,9'} son
en(crbs totalmente determinados por el simbolo de Conway'de K.

La doble cublerta cfclica de §2 ramificada en b (p, ¢} es el espacio
lente L (p,q) = T1Ug T2 donde ¢! homeomorfismo de pegado 4* estd
determinado por v o por 7 ¥ . Nos interesa saber

ryq p g : )
que forma tendr4 cualquier otro pegado entre los toros que nos lieve

al mismo espacio lente L (p, ). Recordemos que al pegar basta éon
saber , en las fronteras de los toros, quien es la imdgen de un merid-
iano pues la curva a Ja que va a dar una Jongitud no cambia al
espacio resultante del pegado. Asf, cualquier otro pegado se puede
ver como una alteracién de alguna de las matrices anteriores, pro-

ducida por un cambio de coordenadas que preserve la orientacién,
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de la siguiente forma: ..

(’ ; )f( **)( |
y 01 ip" T 01

y lo mismo si después aplico’ ;

Por otra parterobservgmo‘i que:

vl : .} manda (1,0) en (-1,0) y {0,1) en (~r,—1). Es
decir que manda al meridiano en otro igual pero recorrido en sentido
opuesto, y a la longitud en (—r,~1) de forma que el cambio de
coordenadas preserva la orientacién como lo podemos constatar en

Ia figura 2g,. Todo désto da lugar a dos familias de matrices de
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que preservan ]a orlentacldn dando lugar a un eapacxo homeomorfo

aL(p, )oaL(pq’). &

3

X:

t
¢ x

3




!
donde X = ( u v' ). Obscrvemos ademas que:
v ou

A o _ 1 ag, 1 0
ap) Lo 1) \a
=}(p' a')=( 10 . 1 llgm)
a g ). a 1 0 1

(pr a,)" ( 8 -a') (1 "Mm) ( i VO) » g
a g -a g 0 1. : “;’ilxi.\'l'“ e

Ademds recordemos (o) de la pigina 71. Asf, para a.lguna_; r,“ .
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Pero observemos lo’ sigmentc‘

%

EEE )

b et a(q+rp)+p‘+rq PR T




Y antes de concluir 6b’s‘e|‘-vemos que:.

R IR e

—u =) (1 -am) (2 oY 1)1 0} [ 10
—v - o 1 )"\ =a 1) o1 )lea 1) e 1)
¥ ésto dice simpl te que —% se obtiene de las X1 y Xz antes -, & g

] enunciadas, es decir que, dado que =¥ = ¥, tomando los v;lomL
negativos se llega al mismo resultado, _ o
En el caso en que K = (0), K est4 representado por la matriz

1 : c SRy N
identidad 0 ¥ en este caso las ecuaciones (E)) y (Ez) se. =~
Q e LA il

reducen a una sola:

(‘1‘)-"( u v:)
v,

. . 2,
de X.= (—a;,—¢
* Conclultio

boqibles,i y con iAéns"t:d"ih_ed;s' demostrado el t




Por lo tanto X = (-ay,—a3,...,~a3m) €8 la unica solucidn.

La observacién queda ilustrada en la figura 2,6,.
En términos de los niimeros racionales que clasifican a los ovillos, las solu-
ciones racionales para las ecuaciones en el teorema 10 estan dadas por las frac-

ciones siguientes:

. 4~ Blytpr)-al
v = —algtpr)+lp
y

'S L !=.E.(¥L‘,".ﬂ)'ﬁég_
v T =alg'+pr)tfp

El teorema anterior afirma entonces que una ecuacién de ovillos con una incégnita

tiene una infinidad de soluci racionales siempre y do K # (0). Vere-
mos ahora'que es lo que pasa cuando se tiene un sistema de dos ecuaciones con
" una incégnita.

Corolario 1 Sean A; y A; dos ovillos racionales distintos, y sean K, y K3

F) : 1 iatl

al

dos 4-plats. Hay a lo mds dos

()N (X + A1) = Ky
() wenN (X + Az} = K3

DEMOSTRACION:
Sean Ay = &,A; = &,K; = b(a,),Kz = b(c, '), ¥ sea"
X = % la incégnita. Por el lema 3 se tiene que: Tt

a = Juay + ofy|
y
o' = |uaz + vh|

En el plano uv cada una de estas ecuacii se ve rep tada por

dos rectas paralelas. Las rectas resultantes tienen a lo mds 4 puntos
de interseccién que son simétricos por parejas con respecto al origen.
Dado que ¥ = =Y entonces los puntos de interseccién representan
" ‘a lo m4s dos ovillos racionales que son soluciones distintas para las

ecuaciones del sistema. O
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Puede der que un sist, comoel jor no tenga

para X' como lo muestra e} ejemplo signiente:

(i) N (X 4 (0)) = (1)
(i) e N (X + (1)) = (1,1,1,1,1)

que no tiene soluci de ningiin tipo (ni racionales, ai primas, nl loc. anudsdas)
como se verd en el préximo capftulo.

En cambio, sf tomamos Ay = §,4; = fy, Ki = 8(5,3), K3 = $(29,17),
entonces las dos soluciones para X son X = -ﬁ yX= -57&.

Con ésto termi este capitulo donde fue introducida Is h jent

matemitica bidsica que i para conti , en la pri parte del
capftulo siguiente, con resultados mds especificos que serén aplicados, en ta

q

11 hialiel
B

parte, al p

2.7 APENDICE A: Cubiertas ciclicas ramificadas.

Recordemos las siguientes definiciénes:

Definicién 24 Un espacio cubriente es una terna (Z. o A) donde:

ip: A = A es continua;

i) A y A son arcoconectables;

i) Eriste una cubierta abicria {U,} de A tal que cada componente conesa de
2=t (Ua) es homeomorfa bajo p a U,.

Notacién:

- A es la base.

- A ex ol Eepacio Total o Cubierta.

-p~t(z)esla fitrade zVz € A.

Se dice que Ia cubierta es de orden n si p~! (U,) tiene n componentes para
cada a. 4
Afirmacidén: Las cublertas de A estin en correspondencia uno a uno con los

s.ubgmpm del grupo fundamenta! de A.
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Afirmacién: S f: A ~ B es una funcién continua y p: B — B es una
cubierta, entonces f se levanta a una funcién f: A — B si y sélo el

S (I (4) C p* (M (B)).

Definicién 25 Una cubierta ramificada de ung variedad N es una variedad
" M junto con una funcién f: M — N tal que para una subveriedod K C N,
con dim(K) = dim{N)=2, (M - -1 (K),{,N = K) es espacio cubriente. A

K se le llama conjunto de ramificacién de la cubierta.

Otra manera de ver las cublertas es la siguiente:

Una variedad M cubre a otra variedad N s hay un grupo G actuando en
M de forma que el cociente M/G=N. Y, para que la accién cubriente esté bien
definida se pide que no haya puntos fijos. Por ejemplo un grupo de rotaciones
en el plano no actia de la manera requerida, Al relajar esta dltima condicién
se obtienen las cubiertas ramificadas, y el conjunto de ramificacién consiste
exactamente de los puntos fijos. Para un ejemplo de ésto nos fijamos en la
figura 2 4, que nos muestra al toro bidimensional como doble cubierta de la
esfera ramificada en cuatro puntos, En este caso G= { Id , rot180°},

Si p: B — B es una cublerta ramificada de una superficie entonces queda

totalmente determinada por la cubierta correspondiente
p:B-p YKy B-K

donde KX es el conjunto de ramificacién que consiste de un niimero finito de
puntos. )

De manera andloga, dada una cubierta ramificada de una 3-variedad sobre
un nudo ésta estd totalmente determinada por la cubierta correspondiente en
el complemento del nudo. +

Para cada nudo K € §° hay una tnica doble cublerta de §3 ramificada
sobre K’ y ésta es la correspondiente al subgrupo de 11, {$3 — K') formado por

il



{2

Py :
e I S

(4]

los lazos cuyo mimero de enlace con K es congeuente con 0 médulo 2. Eata se
llama doble cubierta ciclica de 5° ramificada en K.

Construccién de 1s doble cubierta ciclica de S%ramificada en el nudo K: (ver
fig. 2.4,)

Quiero una cubierta para $7-K. Debo cortar S3-K a lo largo de alguna
superficie que no puede ser cerrada pues una superficie cerrada separa® al es-
pacio. Escojo asi a una superficie de Seifert S de K. Cortamos a S a través
de S. Engordamos a S tomando Sx [—1,1] =Sy, luego considero dos copias de
S§3-Spsean Yo C Sx{-1}y Y1 CSx {1} ypegoa Yoen Sx {-1} y a Yy en

§x {1}. La resultante es una cubjerta doble ciclica del complemento de K. Si

rell el espacio con K en los puntos de K ya no es cubierta pues

cada uno de ellos tiene una vnica preimagen bajo la transformacién cubriente

mientras que todos los demds puntos tienen dos preimég Queda ent.
la doble cubierta ciclica de §* ramificada en K a quién llamamos también doble
cubierta ciclica ramificada de K.

Andlogamente dado un ovillo (D3, 1) hay una tinica cubierta doble de D*
ramificada en ¢ y ésta corresponde al subgrupo de IT; (D2 —~ ¢) formado por los

lazoa cuyo nimero de enlace con ¢ es congruente con 0 médulo 2.

SDada una vatiedad M de dimensidn n, se dice que una superficie F separa a M sj existen
M) y M3 subconjuntos ajenos de M, con M=M;UM; y tales que no se puede ir de My a Mz
sin tocar a F.
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Capitulo 3

Detectando Racionalidad.

3.1 Ecuaciones de ovillos y soluciones racionales.

Veremos primera ciertos resultados que son muy ilustrativos del comportamiento

de los ovillos bajo la suma:

Lema 4 a) Si R es un ovillo racional, entonces R + R es localmente de-
sanudado. Mds ain:

) si R es racional y R + R es racional entonces R es un ovillo entero. Inver-
samente:

c)siRes mcianal pero no es entero y no tiene la paridad (o00), entonces R+ R

es primo.

DEMOSTRACION:
a) P.D. R racioﬁal = R+ R localmente desanudado.

R tiene paridad (0), (1) 6 (o0). Observando la figura 3,1, vemos
que en cualquiera de los tres casos N (R + R) = K resulta ser un
enlace de dos componentes, -Ademds sabemos que K es un 4-plat,
o, lo que es lo mismo, es de dos puentes. Pero para que un enlace
de dos componentes sea de dos puentes entonces debe de haber un
puente en cada compoaente, es decir que cada una de ellas es un
nudo de un puente y por lo tanto un nudo trivial. Asf, un enlace

4-plat es un enlace con dos componetes desanudadas. De aquf que
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.podemos afirmar que N (R + R) es localmente desanudado y por lo
tanto R + R es localmente desanudado.

b) P.D.R racional y R + R racional => R es ovillo entero.
Observemos que e R tiene paridad (oc) entonces R+ R no es ovillo
y entonces no procede trabajar sobre éste caso, En los dos casos
restantes R 4+ R es ovillo y D (R 4 R) siempre resulta ser un nudo.
Ademds tenemos la siguiente:

Afirmacién:

R es ovillo entero ¢ D () es trivial.

Observemos que sl R es ovillo entero entonces R + R es ovillo
entero.
Supongamos que R no es ovillo entero. Por otra parte observe-
mos que
D(R+R)=D(R)+ D(R)

pero ésto representa a D(R + R) como la suma conexa del nudo
D(R) consigo mismo. Si D(R) no es el nudo trivial entonces
D(R+ R) es un nudo compuesto y ésto es una contradiccién pues
D (R + R) es de dos puentes y los nudos de dos puentes son primos,
Concluimos, por la "Afirmacién® que R debe ser ovillo entero.

¢) P.D.

R raclona.l no entero y paridad (R) # (oo)
‘ ) =>R+Resprlmo

Ya vlmos porque se pide paridad(R) # (oo) Por el inciso b): | -

R no entero = R+;R no es r:gciona.l.

82



_ Ademis, por a):

R racional = R+ R localmente desanudado.

Pero si R+ R no es ni racional ni localmente d dado, ent

es primo, O

Por otro lado:
Sean Ay B ovillos y K un 4-plat tales que N(A + B) = K.

Proposicién 10 Si K = (0) 6 K = (1) entonces A y B son localmente de-

sanudados.

DEMOSTRACION:

Sin pérdida de generalidad supongamos que existe un nudo local
en A, es decir que 357 € A3 -[SFNta] = 2 y tal que §7 bordea’
una 3-bola que contiene un nudo local, Esto quiere decir que X se
pucéc ver como suma conexa de un nudo no trivial Ko con otro nudo
K. Pero ésta es una contradiccién pues ni K = (0) ni K = (1) se .
pueden descomponer como suma conexa de dos nudos donde uno de
cllos es un nudo primo no trivial. Concluimas entonces que A y'B

son localmente desanudados, O

Antes de continuar enunciaremos y probaremos ciertas caracterizaciones

importantes de los ovillos por medio de sus dobles cubiertas ramificadas,

Definicién 268 Sca M una S-variedad, se dice que:

1) M es irreducible si toda $-esfera encajada en M es frontera de una $-bola
en M.

2) M tiene frontera | presible si ning curva ial! en la frontera
bordea un disco en M. )

2') En general se dice que una superficie orientable S, distinta de §3, en el

interior de M es incompresible si ninguna curva esencial en la superficie

'Se dice que 1a curva y es esencial en una supetficie S si no bordea ningtin disco D? en S.
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bordea un disco en M. Se puede probar que una superficie S es incbmpmaible
en M si y solo si el homomorfismo inducido de II; (S) en My (M) es inyectivo,
9)8e dice que una superficie orientable S en el interior de M es compresible

81 no es incompresible, F‘J ure 3.&

Ejemplo 2 (ver figura 3,,)
1) S® es irreducible.

T =DxS" es irreducible.
2) T = D x 5" tiene frontera compresible pues el meridianc es una curva

esencial en 8T que bordea un disco en T,

Feorema 11 Sea X = (D,t) un ovillo y X' su doble cubierta ramificada, en-

tonces;
1) X es racional ] X' es toro sdlido,
. X' es irreducible y tiene
2) X es primo &
frontera incompresible,
3) X eslocalmente anudado & X! no es irreducible.
DEMOSTRACION:

Sabemos ya que un ovillo es de una, y solo una de las formas
siguientes: racional, primo o localmente anudado.

Por otra parte las condiciones de ser "toro sélido”, "irreducible
¥ con frontera incompresible” y "no irreducible” también son ex-
cluyentes. Esto es ya que si X" es variedad irreducible con frontera
un toro compresible entonres si cortamos X’ alo largo de un disco de

: compresién obtenemos una variedad con frontera una esfera, quién,
por ser irreducible, debe ser una bola sélida asf que si pegamos
nuevamente a lo largo del mismo disco obtenemos un toro sélido.

De éste modo, para la demostracién del teorema basta probar la
"ida” (=) de cada una de las afirmaciones 1), 2) y 3).

1) P.D. X esracional = X’ es toro sélido.



En general si X = (3, 1) es un ovillo raciunal entonces sabemos
que existe un homeomotfismo £ que lleva a X en un ovillo trivial.
Asf que podemos enconfrar un disco D en D® con frontera en §?
que divida a D? en dos bolas B, y B; de modo que en cada una de
ellas queda un arco trivial tal y como se muestra en la figura 3,,.
En la doble cubierta ficada del ovillo, D se levanta a dos discos
D'y D" encajados en X', y X’ es la unién de la doble cubierta de
By ramificada en un ar¢o trivial con la de B; ramificada en otro
arco trivial pegados & lo largo de los discos D} y D!. Sabemos que
la ﬂoble cubierta ramificada de una bola sobre un arco desanudado

es una bola, por lo tanto, tal y como lo muestra la figura 34,,
X' = B I B} = D? x §' = (toro s6lido).
Concluimos que:

X rational = X' toro sélido.

X' es irreducible y ti
2)P.D. X es primo | e irrecieible y Mene
frontera incompresible.

Supongamos que X/ no es irreducible, es decir que existe una
esfera esencial en X', ¢s decir una esfera que no bordea una 3-
bola. Como X" es dobl: cubiexl-ta ramificada de X con proyeccién
cubriente p, entonces la funcién que a cada punto de ramificacién de
X'’ lo manda en s mismo y dado cualquler otro z; € X’ lo manda
en el 23 € X'+ 3 -p(z1) = p(x3) es una involucién?. Por el teorema
de la esfera equivarianle® podemos afirmar que existe una esfera
esencial equivariante §. Como §' es equivariante, se proyecta en

una esfera S encajada ¢n X

3Dada X una variedad, una invpluclén de X esun b fi distinto de 1a identidad
h:X—+X-2hoh=ld

ISea X' una 3-variedad compacla y orientable que admite una involucidn i, Si X' contiene
una esfera ial, X' conti una esfera esencial equivariante S, es decir una
esfers tal que i (S)NS =8 di(S)NS= S :
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Oliservemos que sitrjen los tres casos siguientes (ver la figura
3, ) B
: ISnt=0..
ISni)=2...
ISnt» 2.

. (3}

En el caso [1] a § 1a lamamos §y y sea §) = 8By, S, es una esfera
encajada en X que bordea una bola B; en X que no intersecta al
conjunto de ramificacién de modo que el conjunto preimigen de By
en X' consiste de dos bolas y S} es frontera de una de ellas y por lo
tanto 5] es trivial.

En el caso [2] a § 1a llamamos §; y sea S; == 8B;. S7 8 una
esfera encajada en X que intersecta a los arcos del ovillo en dos
puntos y entonces S; bordea una bola que intersecta al ovillo en un
arco desanudado (pues X es localmente desanudado por ser primo),
y la doble cublerta ciclica ramificada de una bola sobre un arco
desnudado es una bola, pero aquf hay de nuevo una contradiccién
a la suposicién de que §' es no trivial. Observemos ademés que la
doble cublerta ramificada de B; sobre un arco desanudado consta
de una dnica bola. B3 no puede levantarse a dos bolas pues tN§; =
{z1,23} y las preimégenes de z; y de r3 constan de un solo punto
para z; y uno solo para z3.

Antes de seguir con el caso [3] observemos que para toda esfera

S encajada en X se tiene que
|S N X| = 2m, para alguna m € N U {0}.

Abora &f, afirmamos que el caso [3) es imposible pues la doble cu-
bierta de una esfera ramificada en 2m puntos es una superficie de
género m —1 y entonces si m 2 2 se tiene una contradiccién al hecho
de que: )

88; = (88) = (Sa)
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hénde (S;,)’ es ia cubierta de Sy C;)l:l 2m puntos de ramificacién,
Cdnc‘luft'n’:ou (Ilue X! es irreducible. Falta piobat que tiene fron-
“tera in;:omprt'zsible. ‘

Supongamoé q.ue X! tiene frontera compresible, es decir que ex-
Iste un liazoﬁé ax' ql;e es esencial en QX' y que bordea un disco
en X' ;, a éste disco se le liama disco de compresién para 8X'. Apli-
cando el tearema del lazo cquivaﬁ'ante‘ afirmamos que hay un disco
de compresién equivariante, es decir que 3yo — JX' lazo esencial
en X' que bordea un disco D}y C X' 3 .p(D}) es un disco enca-
jado en X. Surgen de nueva cuenta tres posibilidades que quedan

ilustradas en la figura 3,4,

|t 0 Do} = 0.vueenenn 1)
1N Do| = Luweweasen [2]
|l N Do| » Lewcnsines [3]

En cada caso [i] a (70, Do) los lamo (vi, Dy).

Para el caso (1] observemos que Dy no puede partir en dos a X
de forma que quede un solo arco de cada lado pues X es un ovillo
primo,por lo tanto, la iinica posibilidad es la que muestra la figura
3.1, es decir que podemos empujar a D, a la frontera 8X. Obtengo
entonces algo como lo que se muestra en la figura. Es decir que en
X', 7 se levanta a un lazo no esencial y ésto es una contradiccién,
Concluimos que no puede suceder [1].

En el caso [2), 72 bordea a D; con |t N Dy] = 1. Y para ésto hay
un solo caso posible que es el que se ve en la figura 3,,. Pero este
disco con un punto de ramificacién se levanta a un disco en 8X' tal
y como lo muestra la figura 34,, y éste tiene como frontera a v;.
Se contradice asi la hipétesis de 73 esencial en la frontera y por lo

tanto el caso [2] no procede.

4 Teorema del lazo equivariante:
Sea X una variedad compacta y orientable que admite una involucidn i. Si X contiene unn

disco de presidn para 2X, ent iene un disco de compresidn equivariante.
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Pasa el caso [3] veamos primero que es lo que sucede si [¢ N D3] =
2. Se presentan dos ejemplos de éste caso en Ia figura 3,.

Dj es entonces un disco en X con dos puntos de ramificacién y
su doble cubierta ciclica ramificada es un anillo. Pero ésto es una
ya que Ia preimdgen de D es el disco Dj.

Si [tN D3] » 2 entonces la cubierta ramificada de D3 es una

teadiceid

superficie plana con varios hoyos, entonces volvemos a tener una
contradiceién. De aquf que [3] es imposible.
Dado que {1, 2], [3] son imposibles entonces X’ tiene frontera in-
X/ es irreducible y tiene }

compresible. Concluimos entonces que X es primo =
frontera incompresible,

Finalmente:

3)P.D. X es localmente anudado => X' no es irreducible,

Supongamos que X' es irreducible, s decir que toda esfera en
X' bordea una 3-bola.

Recordemos que la definicién de ovillo localmente anudado nos

da una 2-esfera § encajada en X que intersecta a uno de los arcos
en dos puntos y el segmento de arco que enclerra estd anudado. La
doble cubierta de § ramificada en dos puntos ¢s una esfera S’ en X’
y bordea entonces una 3-bola en X’ y ésta bola es la doble cublerta

ramificada de la bola B C X bordeada por § en X.

Lema 5 Sea (B,t) una 3-bola donde ¢ representa a un solo arco. 'Enlonces

(e.e) (B,t) es una bola ¢t es un arco desanudado.
@ Con éste lema llegamos rdpldamente a una contradiccién y queda
J " entonces probada la implicacién 3). Pero falta probar el lema:
’ Observemos que <=| es inmediata.
- =] Se tienen (B,t) y (B,t)' = (B',t') dos bolas,si p es la
transformacién cubriente entonces p es un homeomorfismo tal que
(6.6) plt = Id es decir que p(t') = t. (ver la figura).
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Entonces p es una involucidn y ademds

A={zeBp(x)=z} ="

entonces por la Conjetura de Smith® t estd desanudado y porlo =~ 7 ;
" tanto ¢ estd desanudado. O

Queda asf demostrado el teorema 11, O

Una vez vistas estas generalidades podemos seguir con ciertos resultados

mds particulares que nos serén de mucha utilidad.

Teorema 12 Sea K el nudo trivial, y A, B ovillos tales que N(A+ B) = K

entonces A 6 B es racional.

DEMOSTRACION:
La doble cubierta ciclica ramificada del nudo trivial es X’ = §3,
Por la proposicién 10 los ovillos A y B son localmente desanuda-
dos. Supongamos que A y B son ovillos primos, entonces por el
teorema 11 A’ y B’ son Irreducibles y con frontera incompresible.
Y por otra parte A’ = 8B’ = T? es un toro bidimensional. Pero
si T? es incompresible en A’ y en B’ entonces T? es incompresible
en A'Up2 B' = X' y porlo tanto 3G < I (X')- 9 .G~ 2@ Z =
"I, (T?). Esto s una contradiccién pues X! = §% = I (X') cs
trivial y por lo tanto no puede tener un subgrupo isomorfoa Z@® Z.

Asf concluimos que como A y B deben ser localmente desanuda-

F‘J 3. lie
dos y no pueden ser los dos primos a la vez entonces al menos uno
de A 6 B debe ser racional. O
Observacién 13 Si K es un nudo no trivial en general no podemos concluir
ue A y B sean localmente d dad tramos un ejemplo de ésto en g, loe.
que A y ca ¥y am ejempi A=0) ..&‘.‘.

la figura 34,,. Por otra parte si alguno de A o B es localmente anudado no

il
S Conjetura de Smith:
Sih: B® — B es unninvolucidn de una 3-bola dande A = {x €Bh(z)= z} e un arco
entonces A eald desanudado,
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podemos afirmar que el otro sea racional y de hecho podemos ver un ejemplo

en la figura 3 1,,

Proposicién 11 Dados A y B ovillos y K un {-plat tal que N (A + B) =

entonces a lo mds uno de A ¢ B es localmente anudado,

Cumiad @

E ]
bl

DEMOSTRACION:

Los casos K = (0) y K = (1) ya fueron demostrados.

Supongamos que A y B son localmente anudados, es decir que
35 C Ay 35; C B con ) & 5; & 52 que enclerran nudos locales,
es decir que 9, intersecta a los arcos de A en solo dos puntos y
encierra un arc;) que est4 anudado, y andlogamente para S; con B,

Por otra parte sabemos que los 4-plats son nudos y enlaces pri-
mos. Y recordemos que un enlace K de curvas cerradas, simples y
disjuntas en S° es primo si no existe ninguna 2-esfera § C §2 que
separe a las componentes de K, y toda 2-esfera que intersecte a K
en dos puntos, transversalmente, cs frontera en 5% de una y solo
una bola que intersecta a K en un inico arco desanudado cuyos
extremos estan en la 2-esfera.

Asf, §; debe deja.lr de un lado un arco desanudado y del otro
uno anudado, Por hipétesis el del Interior es no trivial y por lo
tanto el del exterior debe ser trivial y entonces bordea un disco sin
autointersecciones . Verémps que ésto es imposible ya que el arco
exterfor contiene al nudo local encerrado por S2.

SiS =48, i:p:l el arcoanudado en 5%, y si K es primo, eritonces
Kn{s3 "Bi)  = t'és‘uxi aréo desanudado cuyos extremos [a,b € §}.
Dado cua.lquier arco sxmple 1g°C Sy que vaya de (a) a (b) se tiene

i que toUt=q bordea tn disco D sin autolntersccciones. Conmdero, o

el conjunto D n Sz. ‘Observemos que un subarco de 7 €5 un arco

s anudado encerradu por Sy'y éste tiene por extremos alos puntos (c)

y (d) en S;. Entonf:e!, forsozamente Dn S; contiene un arco a:mple ‘
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(pues el disco es encajado) que va de (c) a (d). El restode DN S,
consiste de curvas cerradas simples como lo muestra la figura 3,1,;.
De hecho si hubiera otro arco abierto en Ia interseccién entonces sus
extremos formarian parte de v, y entonces habria otro subarco de ¥
encerrado por 5; lo que dice que |53 N K| = 21!, Por otra parte las

intersecciones circulates pueden ser removidas con una isotopfa de

D pues toda curva cerrada simple en D° bordea un disco D; ¢ D°
y adem4s esa misma curva bordea un disco D3 C S3. Finalmente
Dy U Dj es frontera de una 3-bola que tu.; contiene puntos de K, y
que por ello se puede remover con una isotopfa de D.

Asf entonces nos queda D N §3 con un solo arco abierto cuyos
extremos son los mismos que los del arquito anudado en B, pero
entonces hay un disco que conecta al arco del interior con el de la
frontera de B;. Esta es una contradiccién pues pues esa es justa-
mente la definicién de un arco desanudado metido en una bola y se

habfa supuesto que Sz encerraba un arco no trivial. O

Teorema 13 Si N (A + B) es un {-plat, y A y B son localmente desanudados
¢ A 6 B es racional.

DEMOSTRACION: .
N(A+B) =K un d-plat = K' = L(p,q) pa. p,q€ Z
= I (K') = Z,.
Supongamos que A y B son primos, entonces por el teorema
11, A’ y B’ son irreducibles y con frontera incompresible, ademds
8A’ = 8B' = T% Del mismo modo que en la demostracién del
teorema 12 concluimos que T? es Incompresible en A'Upa B' = K
yporlotanto 3G > I (K')=2Z,, 3 .-GZaZW = = -

Concluimos que A 6 B es racional, D

Sean ahora los ovillos Ag, A;'y B tales que:

N (Ao+ B) = Ko = nudo trivial
wnlV (Ay + B) = X = 4-plat

-

2)..
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Sabemos que X" es un espacio lente, cabe entonces preguntarse como son Af, A}
y B'. Sabemos que 8A} ™ HA| = @B = T?. Ademis por el teorema 11
tenemos:

A, B racionales <> A’, B'son toros s6lidos.

Y dadas las ecuaciones 1) y 2) sabemos, por la proposicién 10, que Ag y B
son localmente d dad demés sab que uno de Ag 6 B es racional,

¥ que, si Ay es localmente d. dado ent uno de Ay é B es racional.
Queremos saber ahora cuando B es racional,

Supongamos que B no es racional y veamos que pasa:
B po racional => A, racional

ademds
Ky=8'=AunB =TUB

donde T? = 8T, por lo tanto

B’ es el exterior de un nudo K

Por otra parte,

N(A1+B)=X = X'= AU B' = espacio lente,
= A{UB = L(p,g)papg€Z

Pero I (X') = Z, para alguna p € N => T? no puede ser incompresible para
ambos Jados,

Por otra parte, por (+), K debe ser no trivial pues de lo contrario B’ serfa
toro sélido y entonces B serfa racional contradiciendo asf nuestra hipétesis ini-

cial. Tenernos adem4s el siguiente resultado:

Afirmacién:
K no trivial = el exterior de K es irreducible y con frontera

incompresible,
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As{ que A} tiene frontera compresible de modo que si suponemos que A4,
es localmente desanudado entonces A, es irreducible y por lo tanto es un toro
sélido y entonces, por el teorema 11, A; no puede ser primo, es decir que A es
racional. Pero

A, racional = A} toro sélido

tond.

En suma, sup , en las i 1) y 2), Ay localmente desanudado y
B no racional, tenemos que Ag ¥ A, son racionales y por lo tanto A} y A} son
toros sélidos, Y por lo tanto:

X' es un espacio lente que se obliene

haciendo cirugia en un nudo no trivial,

Enunciaremos ahora el Teorema de Cirugia Ciclica, a quién llamaremos
TCC para abreviar. El TCC nos asegura que hay pocas cirugias que dan espa-

cios con homologfa ciclica:

Teorema 14 Se afirma lo siguiente:

(1) Sea K un nudo no toroidal. Entonces la cirugia r sobre K, denotada K.,
puede tener grupo fundamental ciclico finito solo sir € Z.

(1) Si hay dos enteros ry y ra tales que Ky, y K,, tienen grupo fundamental
ciclico finito entonces ry y r3 deben ser sucesivos,

(2) 5i K es un nudo no trivial y r # %1 ent K, no es simpl 2

Ademds Ky y K_y no pueden ser ambos simplemente conezos.

Observacién 14 a) En (1) pedir r € Z implica que la curva que determinag a
la cirugia puede ir longitudinalmente solo una vez,

5) En (1') que ry y ra sean sucesivos significa que las curvas que determinan
cada una de las cirugias se intersectan una sola vez,

¢) El inciso (2) nos dice que la dnica forma de que el grupo fundamental seq

finito es que r = =1 6 r = +1 pero no los dos.

¢Cémo aplicamos el TCC a lo que vimos antes?
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Lema 8 Supongamos que dado un ovillo B ezisten ovillos A, conl' i€ 3

cont Az y Az localmente desanudados, y tales que:

N(B+A)= b(ll)(l) i
N (B + A2) = b(00B)i 0 = Lsrssienss (2) :
N(B + Aj) = b(c, ﬂ').a =L

Entonces la — a’l 1= 8’ es el exterior de un nudo, toroida

DEMOSTRACION:
Observemos que a < 1 = b{a, ,6) 5, trlvlal ‘L(l ﬂ
Por ésta razdn pedimos a1y o' > 1, sk

Si B es racional entonces B’ es el exterior da un nudo trlvlal y '

ya acabamos.

I

Supongamos que & no es raconal: 7

Entonces A4, A2, A3 son racionales y por lo tanto A‘;,:A},,'AQ son
toras sdlidos. ‘ .

St A] es toro sélido entonces (l) xmpﬂca que B’ es el exterior de
un nudo no trivial XK. Y 4% Aa toros sélidos y, (2) y (3), impl]can
que b(a,ﬁ) y (o, ') se abtienen por clrugfa en K, v

Supongamos ahora que B’ es el exterior de un nudo no torozdal,
entonces por el TCC las cirugfas que generan a b(a, ﬁ) yab(a,p

‘ son entems y sucesivas, Pero,
Iy (3(0a 8)) = 2 = Hy (b(es 8)) = 2

ya que el meridiano del toro va, en la cirugfa, pegad‘o a uﬁa cﬁrva '
» que representa a veces el generador de la homologfa det exferior de
K, de modo que las cirugfas que producen vafb(a,ﬁ) ya b(a’.ﬂ’) ’
K son &l y ‘E; respectivamente, con p}imo relativo a o, Lo‘ anterior -
me dice que: ' o
m (1{5) =
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Pero,
H(V(B)=2a
y
Hy (¥ (0, 0) = Zu
. Porel TCC, ¥ (a, ) y ¥ (a’, 8') provienen de cirugfas § y ‘;—' sobre
K y,las curvas § y ',5 se intersectan una sola vez, es decir que las

distancias entre ellas es 1, es decir
la-al=1

Esto es una contradiccién pues tenemos como hipétesis del lema
la~af>1.
Concluimos entonces que ya sea B racional o primo, B’ es el

exterior de un nudo toroidal. O
Reformulemos el lema 6 afiadiendo una condicién mds:

Lema 7 Supongamos que dado un ovillo. B ezisten ovillos A; con1 < i €3

con Ay y As localmente desanudados, y tales gue:

N(B + A1) = (1, 1) evcnnrnrstsennivnisannns (1)
N(B+ A1) =b(a,8);a > Laennnne (2)
N(B+A5)=b(d,B)iel > 1

Entonces si |a ~ o'l = 1, y si ademds a & o' es £,8 6 { entonces B' es toro

adlido,

DEMOSTRACION:

Sabemos ya por el lema 6 que B’ es exterior de un nudo toroidal,
y cabe destacar que la cirugfa en nudos toroidales estd bien estudi-
ada. Utilizaremos para la demostracién la siguiente afirmacién:
Afirmacién: En el nudo toroidal no trivial (r,s), donde podemos
pedir sin pérdida de generalidad 1 < r < s (se excluye al 1 pues se

estd suponiendo que el nudo no es trivial), la cirugfa con pendiente
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£ da un espacio lente si y solo si [rsg+p| = 1. Yel espacio lente
que se obtiene es L (p,gs?)..

Entonces, suponiendo éierta esta afirmacién y si sabemos que
la cirugfa con pendiente 5 da un espacio lente entonces procede lo
siguiente: ‘

Observemos que 1 < r<s=r.53 6 A‘deﬁyxés:(

rag+pl =V rsg+p U
y como [g] 2 1: Coeen

rogtp=£l
T S PR (mod () "

pero si p > 0 entonces
A

p=1(mod (rea)
=p25
Y de este modo afirmamos que p no puede ser ni 2, ni 3, ni 4.
Aplicando ésto a nuestro problema, dado que sabemos que las
cirugfas con pendiente 2 y 2 sf nos dan espacios lente y que 5 es
exterior de un nudo toroidal &', y supusimos ademds que una de a

oa' es 2,3 6 4 entonces concluimos que el nudo K debe ser trivial

y por lo tanto que B’ es un toro sélido, O
Daremos ahora un resultade mds general:

Lema 8 Supongamos que dado un ovillo B eristen ovillos Aj con1 €4 <3

con Az y Ay localmente desanudados, y tales que:

N (B +.A1) = b(1, 1) eerreremimmsisnionsiesnia (1) 77
N(B+ A3) = b(a,8) ;0 > 1.0 L(2)
N(B+Ag) = b(a+2,6) wisiensisins (3

N(B+ Ag) = bla+4; §").0i

Sila - a'| - 1 entonces B' es toro




DEMOSTRACION: o
Sabemos, gracias al lema 6, que B es el exterior de un nudo
toroidal M = (r,s). Supongamos que M es no trivial, Ademds

existen pendientes ry,ra,ra: 3+

K., = L(a,B)
Kr, =L(a+21p')
Kr; =L(a+4|pu)

Por Ia Afirmacién hecha en el lema aniel;ior, ﬁl ponemos p =a,

P =a+2yp" = a+ 4 entonces:

]raq:{- al=1
' |r;a;,y-'-ly-u+'2! =1.
Collragtatdl =1

ol = [rag]

B e el w0
y entonces M serfa trivial y B‘raciona!. .

Si suponemos a > 0 :

1

a =1 (mod (r+8))

=1 @2 =1 (mod (F:4)
atd= :hl (mod(ra)) .
‘a=%l (ﬁrb}i(r:-';s)) 0 ERE s




Si chora & < 0 Se revisan de manera aniloga los otros casos,
a< ~4y -4 <a<2ysellega al mismo sistema de soluciones, Se
concluye que el sistema nunca tiene solucién y por lo tanto B es el
exterior de un nudo trivial, es decir que es toro sélido y, por tanto,

B es ovillo racional, O

Ahora, consideremos sistemas més particulares:

Lema Sea X un ovillo cualyuiera tal que

N(X +(00))= (1)
v
N(X+2) =t

entonces L (p,q) se obtiene por cirugia Q%‘—"- en un nudo y p = |0 + sal.

DEMOSTRACION:

Como N (X 4 (00)) = (1) = [N (X + (00)))' = §* y (co0) es un
toro sélido entonces X' es el complemento de un nudo K, queremos
entonces saber de que nudo se trata (en principio X’ podrfa ser
complemento de varios nudos distintos).

Los arcos NW a SW,y SW a SE en d(co) se levantan en
la cubierta, respectivamente a un meridiano g y una longitud A
en 8 (oo)’, como lo muestra la figura 3,1,;,. Ademds sabemos que
§% = X'U, (c0) donde g: 8 (c0)’ — 8X' es el homeomorfismo de
pegado que determina la clrugfa. Debo escojer meridiano y jongitud
en #X'. Puedo ver a (oo) como vecindad regular de un nudo en
5% y X' el exterior de ese nudo. Asi, el meridiano g’ de (c0) se
identifica con el meridiano g del nudo, y la longitud X de (o0)’
difiere de la longitud preferente A del nudo en un ndmero fijo de
meridianos, es decir que la curva A’ de 3(o0o)’ es alguna longitud del
nudo y entonces, la longitud preferente para el nudo es isotdpica a

A 4 sy, para alguna s € Z.
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Por otra parte como g es un ovillo racional entonces existe un

homeomorfismo f : (00) — g Sea ahora

a

F=f/0:0(oo)-»8(ﬂ)

En el capftulo anterior vimos que nos podemos limitar a trabajar

con F, Entonces consideremos
(et 5 (2
F':8(c0) = 8 (a)

que es un homeomorfismo del toro en sf mismo y, por la seccidn
de clasificacién de ovillos racionales, si g’ es el meridiano en 8 (oo)’
entonces

F ') =Bp' +aX = p"

Nos preguntamos ahora a quien se pega el meridiano p” del

_toro (g)l en el exterior de K para formar, por cirngfa sobre ese

_nudo, al cspacio lente correspondiente. Fijdndonos en el cambio de

coordenadas dado por g, el homeomorfismo de pegado es ahora:

h:a(8) ~ox’
-3 R (W) = g (B + aX) = g () + ag (V)
= h(p") = P+ aX - asp = (f —as)p 4+ ar

de donde concluimos que la cirugfa es 15_:.231 y entonces la homologfa
del L(p,q) obtenido es Z|5_,,), por lo que p = |8 — as|. Y como s

es un entero arbitrario entonces queda asf{ demostrado el lema. O

. Lema 10 Sea X un ovillo cualguiera tal que

CN(X+(0) = (1)
Y
N(X+8)=b(pq)
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3-l|q

entonces L (p, g) se. obtiene por cirugia %‘—3 en un nudo y p = la+ af|.

A,
( P DEMOSTRACION:
@l Como podemos observar en la figura 3,4,,, cuando T = (0), lon-

l

LY NE

Sw 5¢
(o)

gitud y meridiano cambian de papel con respecto al caso en que

T = (o0) y entonces ahora
u" =’ + BN

de donde que u” expresada en términos de la base (u', ') para 8 (0)/

resulta ser ahora de la forma:
(a+af)p+pAr

donde s es algiin entero. O

Tenemos ya informacién sobre la cirugla y sobre p, pero nos gustarfa saber
también algo acerca de g. Para poder hacer ésto necesitamos antes introducir
el concepto llamado Nimero dé Enlace Racional,

En 53 dadas dos curvas cerradas simples a y b podemos definir el nimero

de enlace entre a y b como la suma algebraica de las intersecciones con signo

. de b con una superficie de Seifert S, para a.

. Se demuestra que este nimero queda bien definido, que no depende de la
eleccién de la superficie de Seifert que se haga, ni de si se toma para una curva

trn tamhid

o para la otra, y se d a t que esta definicién es equivalente a la

que fue dada en el capftulo anterior.
En general no tiene sentido hablar de ndimero de enlace entre dos curvas en

una 3-variedad arbitraria. Sin embargo supongamos que M os tal que

nM)=2
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para alguna 0 < p < 0o, Entonces

VYm € M curva cerrada simple

= p+ 7 es homdloga a cero,

Entonces p - 7; es frontera de una superficie contenida (jencajada?) en la 3-

variedad. Dadas 71 y 12 dos curvas cerradas siiples en M. Sea

Yo [ némero de interseccién algebraica
L{priim) =

de 43 con Sy, .

:S‘.,,lé:s' “ina sperficie encajada en M y con frontera ;. Y definamos:
e |

L 1
£ () = £12)

Observemos que como Hy (M) es finito entonces Hz (M) = 0, de modo que

L{p71,72) no depende de la eleccién de S,,. Se ve también que
L) = L(pram)
y queisl v2 es homdloga a 74 entonces
L) = l‘;(m:.'ré) +!np.,p.a- n, .

por lo que £(71,72) y £(m1,73) difieren por un entero, De éste modo ge puede

definir el Nilmero de E‘nlace Ral‘(dnalcqmo :

L L) €Q/Z

ées una forma_Bilineal bien definida en cla.sés de homologfa.

Un:; vez definido el nimero de enlace racional para 3-varledades con ho-

molrogfé elelica finita probemos el siguiente resultado:
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Lema 11 Sea X ur ovillo cualquiere tal que

N(X+ ()= (1)
Y
N(x+8)=b(pq

entonces
¢ = at?(mod p) para algin entero ¢.

DEMOSTRACION:

Por lo que hemos aprendido hasta ahora podemos afirmar primero
que por la definicién de espacio lente, L (p, g) se obtiene por cirugfa
E sobre el nudo trivial.

Afirmacién: Sea M una 3-variedad que se obtiene por cirugfa 5

en un nudo K ¢ §°, entonces
Llupy=1

donde 4 es el generdor de My (M) que representa un meridiano para
Observemos que Hy (M) = Z,. Entonces para probar la afir-
macién hay primero que encontm.r una superﬁcle de Seifert para

P+ i, y por definicién

(», q) se obtiene por -
v i(ﬁ+aa) Esto es

Pero por lupoto‘sis ¥:pol

clrugfa éobre a]gun nudo K don




que .
3k generador de Z,

-3 L(h,h) = pfsz = 42
Cabe preguntarse ahora como son g y k. Como los dos son gener-

- adores de Z, entonces
3te{l,2,.,p~1}3g=th

'y por lo tanto, recordando que el niimero 'de enlace racumal ¢ una

forma billneal, se tiene que:’
L(gv9) = £(th thy=1L(h,th) = 2L (0,B)

y entonces i : g
FR-V S B
:l:gt‘,‘,.’.,

enlonices

Corolario 2 SiT es un omllo tal que T= (0) iT= (oo) cntonces no eziste

ningn ovillo X tal que

yyw4n¥m _»
N oy
N(X+{x1)=(, 1;1:,'1, 1)=8(8,8). "




DEMOSTRACION:

Se tiene: :
a=f=:+l

p=8,g=35
por el lema anterior.llagamos a que s} el sistema tiene solucién en-

tonces:
5 = +1* (mod 8) para algun entero t.

Sin embargo esta congruencia no tiene solucién en Z, pues para

cualquier entero ¢ se tiene que, médulo 8,

? €{0,1,4}. 0

Con ésto podemos ya regresar a revisar el probl biolégico, pl tear un
" modelo y probar su eficacia, tal parece que la herramienta matemética necesaria

ha sido expuesta ya en su totalidad.
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3.2 La Tn3 Resolvasa: el modelo de ovillos.

3.2.1 Presentacién del modelo.

Recordemos que al final del capftulo 1 de este trabajo se propuso a grandes
rasgos un modelo para la accién enzimitica de {a Tn3, nos proponemos dar
ahora una descripcién mda precisa de aquel modelo desde el punto de vista
matemdtico. Cabe recalcar que el objetivo del modelo es el de captar la
topelogfa de todo el complejo sindptico en un evento de recombinacién tanto
antes como después de la accién enzimética, dada la topologfa de substrato y
producto.

Recordemos toda Ja terminologfa que se introdujo en el capftulo I. Allf vimos
que en la recombinacién de sitio especffico sobre un substrato circular de ADN
hay dos tipos de movimientos:

.1 Una isotopfa ambiental global del espacio S? en que se un par de sitios
de recombinacién se ponen en paralelo, y se adhlere entonces la enzima a la
molééula formando asf el complejo sindptico.

.2.- Un movimiento local, que se atribuye totalmente a la accién enzimatica,

y qile tiene Ingar una vez concluida la sindpsis:

en la regién por ella controlada, la enzima rompe en cada sitio
al nudo o enface formado por la molécula y recombina los extremos
’ con un intercambio de hebras,
_ Fijemos toda nuestra atencién en la estructura del comblejé
o s'ln'.-iptico local antes de que sc lleve a cabd {a recombinacién, y

justo después de ésta.

En las micrografias electrénicas se ven frecuentemente pares de hebras de
ADN girando una al rededor de la otra, Tanto Jos ovillos racionales como los 4-
plats estan formados al hacer girar pares de hebras as{ y se ven como el ADN en

tas micrografias. Ademas resulta que muchos de los productos de esperimentos
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de recombinacion sobre substratos de moléculas circulares no anudadas resultan
ser 4-plats. Veamos a la esfera de influencia de la enzima como una 3-bola
B3 C 53 y abservemos que el complejo sindptico local que consiste de la pareja
"enzima-ADN cubierto” forma un ovillo de dos arcos en B2, En 1986 surgié
éntonces la idea de modelar la accién de las enzimas sobre e! ADN usando lo
que sabemos sobre ovillos, y, dado que se observé que los ovillos de interés son
usualmente racionales y que en esos casos los productos son 4-plats entonces
los experimentos se pueden describir con ecuaciones de ovillos del tipo de las
que ya aprendimos a resolver. ’

Antes de continuar debemos hacer una serle de suposiciones mateméticas y
biolégicas que forman parte del modelo de ovillo y sin las cuales nuestro trabajo
pierde sentido. La mayorfa de éstas suposiciones suelen estar implicitas en los

andlisis que se hacen de resultados de experimentos con enzimas,

Suposicién biolégica 1.-: E! ] de la cnzima es con-
stante para cada evento simple de 1 binacidn, independiente de
la geometria euclideana (superposiciones) y topologia (anudamient

y enlazamiento) que son variables en la poblacidn del substrato, Mds
adn, toda la recombinacion se lleva a cabo solo dentro de B%, y la
configuracion del substrato fuera de ésta bola permanece fija durante
el evento en que las hebras son separadas y recombinadas en el in-

terior y en la frontera de B3,

Observemos que la Suposicién Bioldgica lo que estd diciendo es que si dos
complejos sindpticos locales, llamados también sinaptosomas, vistos antes de
la recombinacién son "jguales”, donde por iguales me refiero a que representan
ovillos equivalentes, entonces podemos suponer también que los sinaptosomas
después de la recombinacién son iguales.

En un evento de recombinacién podemos hacer distincién matemdtica entre
distintas partes del ADN involucrado. Surgen tres tipos distintos:

1) El ADN en los s.itios de resolucién y cerca de ellos allf donde la ruptura
del ADN se estd llevando a cabo,
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2) El resto de! ADN adherido a la enzima pero que queda invariante durante
un evento de recombinacién.

3)El ADN en ¢l complejo sindptico que no estd adherido a la enzima y que
no cambia durante la recombinacién.

Acerca de los tipos 1) y 2) podemos hacer la siguiente:

Suposicién matemética 1.-: El sinaptosoma es un ovillo y

puede ser subdividido como la suma de dos ovillos.

Al ovillo que contiene al ADN de la forma 1) se le Hama ovillo paterno o
t'ie sitio y se denota por T. Al otro ovillo se le denota por O y es aquel que
estd dentro del dominio de accidn de la enzima pero que no cambia durante el
evento de recombinacidn.

E! ADN de tipo 3) se ve como un ovillo al que Uamamos ovillo libre Oy y
es qulen no toca a la enzima ademds de no ver su estructura alterada por la
recombinacién, )

Finalmente podemos decir que la acclén enzimdtica se ve, a nivel del sinap-
tosoma, como ¢l simple hecho de reemplazar un ovillo por otro, también lamado

"cirugfa de ovillos": el ovillo T' pre-r binante es reemplazado por un ovilllo

post-recombinante que lamaremos R. Por lo tanto:

sinaptosoma pre-recombinante = (O + T)

sinaptosoma post-reéomblnante =(0s+ R).

Suposicién matemdtica 2.1 Todo el complejo sindptico se

puede ver como:

N(Oj + sinaptosoma) = N (O + (0 + T))‘
6
" N(Oy+ sinaptosoma) = N(O;+(0s+ R))

Si nos fijamos en el complejo sindptico pre-recombinante sin la enzima
obtenemos el substrato del experimento, y andlogamente el complejo sindptico

post-recombinante sin Ia enzima da. el producto. Por otra parte, lamemos
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O = Oy + O, al ovillo de afuera u ovillo de substrato, Entonces el nudo re-
sultante en el substrato se puede pensar como N (O + T'), andlogamente para

el producto donde se obtiene N(O+ R), y O no bia por la Sup

Biolégica 1.-, Asi, la estructura topolégica de substrato y producto genera
ecuaciones de ovillos donde las variables son justamente O, Ty R. En un evento

simple de recombinacién sobre una dnica molécula de ADN doble, circular y

)

ciesan_udada del substrato p las dos

N (O + T) = substrato...........(§)
N (O + R) = producto...........(ii)

Para resolver estas ecuaciones para las variables {O, T, R} necesitamos clerta

informacié tal. El bi 1égico entre substrato y producto

PROS!

experi

puede ser utilizado para determinar al ovillo O. Para determinar la descom-
posicién de O en Oy y O, debemos tener informaci6n de la estructura del ADN
del complejo sindptico que no estd pegado ala enzima, y ésta puede provenir de
las micrografias electrénicas del complejo sindptico, de su velocidad en el gel,
o del conocimiento del espectro de estructura (tipos de nudo y de enlace) de la

poblacién del substrato, En cuanto a T' y R hacemos la sigulente:

Suposicién matemética 3.-: T y R son constantes delermi-

terd dient
d L 4

de lag tria variable de O.

nadas por la

Generalmente contamos con una cantidad suficiente de informacién pata
resolver las ccuaciones (§) y (ii). Podemos tener por ejemplo informacién sobre
los resultados de la recombinacién hecha en substratos distintos.

Pero también se menciond que en el caso de la Tn3 resolvasa pueden, en
un mismo experimento, ocurrir multiples vueltas de recombinacién ya sea de
manera distributiva ( la enzima se adhiere a la molécula, lleva a cabo uno o més
movimientos recombinantes, suelta la molécula, y otra copia de la enzima se
pega a esta molécula ya liberada, efectua la recombinacién, suelta la molécula,
y asf sucesivamente) o, una vez sobre 20, de manera consecutiva. Este dltimo

caso encuentra una interpretacién matemdtica mds simple que el anterior y
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proporciona resultados muy representativos desde el punto de vista blolégico..
En éste caso los resultados de varias vueltas de recombinacién llevadas a cabo
en un unico encuentro nos dan mucha informacién siempre y cuando hagamos

la siguiente:

Suposicién matemética 4.-: Paa n ltas de 1 bi

tiva, el sinap post binacion es (O + nR). Es decir que la recom-

binacidn consecutiva actia por adicidn de ovillos.

Esta suposicién lo que dice es que, después de la primera vuelta de recom-
binacién en que T es recemplazado por R, cada nueva recombinacién llevada
a cabo durante un iinico encuentro de la enzima con la molécula lo que hace
es sumarle al sinaptosoma el ovillo recombinante R, y entonces después de n
vueltas lo que se hizo fue reemplazar, en (Oy +T'),a T por nR = R+ R+...+R.

Asf la ecuacién (ii) corrrespondiente a éste caso es:
N (O +nR) = producto de n vueltas........(if).

De este modo en el experimento hecho con Tn3 resolvasa algunas de la vari-
ables aparecen un tal nimero de veces como para que nos permitamos afirmar
que podemos obtener suficlente informacién para probar que 0,7 y R dehen
ser raclonales y para resolver las ecuaciones de la recombinacién obteniendo

soluciones que concuerdan con las observaciones,

3,22 Demostracién del modelo.

Resumiendo lo que se ha mencionado hasta ahora acerca de la enzima: que
“'nos Interesa, podemos decir que la Tn3 resolvasa es una recombinasa de sitio
‘ especifico que actua sobre ciertos substratos de dobles hélices de ADN circular

desanudado con sitios de resolucidn de repeticién directa. Sabemos también

que esta enzima no actua sobre sitios que no se encuentren en la misma cadena

en caso de que las dos cad no estan enlazadas. Se cree que ésto sc debe a
que la enzima no logra en estos casos poner los sitios de resolucién en paralelo.

Al hacer actuar a la Tn3 resolvasa sobre un substrato de moléculas de ADN

109



como el ya descrito se observan, en el producto, distintos tipos de nudo de
. ios cuales se observa un producto mayoritario {en cantidad) y varios productos
menores.

En la mayor parte de los casos, al hacer actuar a la resolvasa sobre un

substrato dado, ésta actua de manera dispersiva, es decir que se lleva a cabo

una sola vuclta de recombinacién antes de que la molécula suelte al product

El producto principal observado correspond a esta i6n y es el

enlace de Hopf que es un 4-plat con simbolo de Conway (2). Se observa que si
le damos una orientacién al nudo trivial del que partimos y le hacemos heredar
esta orientacién al enlace de Hopf entonces éste tiene siempre nimero de enlace
(=1). Sin embargo sabemos que Ja resolvasa a veces actua en forma consecutiva,

y resulta que mientras més vueltas de recombinacién ocurran en un mismo

encuentro, menor es la frecuencia de aparicidén del producto de esta r i6

y de hecho la frecuencia decrece exponencialmente con el aumento del nimero
de recombinaciones consecutivas. De este modo los productos, que son los
siguientes: ( figura 33,)

- nudo figura ocho = (2,1,1)

- enlace de Whitehead = (1,1,1,1,1)

- nudo 62 = (1,1,1,2,1},

se cree que con respectivamente los resultados de dos, tres y cuatro vueltas

ivas de recombj

El descubrimiento del producto (1,‘1, 1,2,1) obtenido senté las bases para

el modelo de que se ha hablado y que describe el mecanismo de la Tn3. Se dard
una prucba matemética de que este modelo es la vinica explicacién posible de la
estructura del complejo sindptico para los primeros tres productos observados

de recombinacién con Tn3 dadas las suposiciones que se hicieron, donde cabe

destacar que el papel ms fuerte lo juega la Suposicién Matemética 4.-.
Se probard primero que los resultados experimentales de las primeras 2

vueltas de recombinacién consecutiva de Tn3 producen ecuaciones de ovillos

con cuatro soluclones para O y R. A continuacidn se verd que la tercera vuelta

de recombinacién se puede utilizar para descartar tres de las soluciones antes
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encontradas dejando una que se cree es la solucién correcta biolégicamente
hablando.

Antes de continuar demos un lema que tiene como corolario un resultado
que serd fuertemente utilizado en una parte de la prueba del teorema que nos

proporciona las soluciones a un sistema conacido de ecuaciones de ovillos.

Lema 13 Sean A y B ovillos tales que A + B es un ovillo racional, entonces
sucede una de las siguientes situaciones:
A y B son racionales, o,

81 uno es primo entonces el otro debe ser el ovillo (00).

DEMOSTRACION:
Observacién: A+ B = R racional=> Ay B son localmente de-
sanudados. . AT T 1
Consideremos las dobles cubiertas cfchca:s rar;nlﬁca‘das d;: A B Yy
A+ B que denotamos por A'; By (A + B) Sabemos ue (A +) B)' :

es un toro sélido y que, por 1a observacnén, A’

irreducibles cuya frontera es un toro bldimenalon

Como A+B = AU,{B donde d eu un dlsco que toca a los arcos del:.. ’

ovillo en dos puntos, entonces (A + B)

_ 'U,p B! donde d'. resulta. »

" -ger un‘anillo esericial en DA’ y 9B} Tenemos dos casos poslbles para YA

o y ¢éstos son que sea compresiblé en alguno de A’ 0B o bieh\que'

sca mcomprealb]e en las dos. .

o

"“2)d" es incompresible en A’y B, )
En éste caso d’ es también incompresible en A’ Uar B'. Recorde-

" mos los siguientes resultado de tres variedades: = '

Sea M una 3-variedad y S una superficie que separa a M como M =

X Us Y. Si S esincompresible en X y en Y entonces ademés de que

M (§) — I (X)

y
I (§) — M (Y)
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se tiene que S es incompresible en todo A de modo que

1 (§) =~ My (M)
y

H (X) - I (M)

m (¥) = I, (M)

Aplicando ésto a tro problema, como d es un anillo entonces

M, (d) = Z y tenemos que;

m (d) =2 (A')
y . .
M{d)=Z=Mm(B)

y I, (A") y 0 (B’) se inyectan en‘ el grupo I ((A+B)’). =.2Z..

" Entonces:

mA)=2.

y
m(8) =2

asf que A’ y B’ son toros sélidos, es de;:lr que A y B son racionales,

Ahora, si suponermnos que alguno de los dos no es racional, lo que
en este caso significa que es primo, sucede que:

2) Si d’ es compresible en A,

Esto significa que hay una curva esencial en d’ que es homoldgicamente
cero en A’, pero dado que d’ C §A’ entonces podemos afirmar que
A’ tiene frontera compresible, y como ademds sabemos que A’ es
irreducible y que 4’ es un toro, entonces A’ es un toro sélido. En-
tonces A es un ovillo racional. Y ademds si A’ es toro sdlido y d'
es compresible en A’, y como todas las curvas esenciales en d’ son
paralelas, podemos afirmar que dd' estd formada por dos méridi-‘
anos del toro A', my y my = pm;., Como los arcos del ovillo A se ‘

levantan a los arcos del toro sélido A’ que se muestran en la figura
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- 3.3,,entonces sabemos que podemos elegir un disco di: > -8d}, = m,
que no intersecta a las preiméagencs de los arcos del ovillo ni tampoco
a su rotado p (d,) (observemos que 8[p(d,)] = mj3). En éste caso d,
se proyecta en un disco encajado en A; con la misma frontera que
d, y que separa a las dos hebras del ovillo mostrando asi que A estd

forzado a ser el ovillo trivial {00). O

Corolario 3 Si A y B son ovillos tales que A es primo, B es localmente de-

sanudado y B # (00), entonces A + B es primo.

DEMOSTRACION:
Supongamos que A+ B es racional, entonces por el lema anterior
\con la hipdtesis de que A es primo, se llega a que B = (oo0). Como

esto contradice las hipétesis entonces A + B debe ser primo, O

Enunciemos ahora sf el teorema que nos lleva a probar que, una vez hechas
las suposiciones biolégicas y matemdticas de las que ya hemos hablado, el mod-

elo propuesto es correcto.

i

Teorema 15 Supdngase que los ovillos O,T y R satisface las éiguiéntéé ecug- "

ciones:
N(O+T)={1)
N(O+R)=(2)..
NO+R+R)=(

Entonces

(=30, (1)} {(3,0),(51
(l)} {23,1),

~

DEMOSTRACION _ :
_Observemos que como (2) ¥, (2 l l) son 4 plats amﬁquenrales
entonces dadauna soluuén {0, Il) al slslema formado por las ecua-

" ciones (l) (u) (m) entonces {- 0, ~R} también es solucién.

Primero prob:uemos que R debe ser un ovillo racional:
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N({O+T)= (1) = Oy T son localmente desanudados por la
proposicién 10,

N(O+R) = (2) = alo mis uno de O 6 R es localmente
anudado, y por lo anterior a lo més R es localmente anudado, pero
ésto es imposible pues (2) es un enlace de dos componentes de-

dadas. Ent R es localmente desanudad

Ahora, si R tiene paridad (o0) entonces N (O + R + R) debe ser

un enlace de dos o tres componentes. Dado que por hipétesis ésto

no sucede sino que N (O + R + R) es un nudo entonces R no puede
tener paridad (o). De este modo R debe tener paridad (0) 6 (1).
Qbservemos ademds que O debe ser distinto de (00). Esto tltimo
se debe a que si suponemos O = (o) entonces como se puede ver

en la figura 35,2
N (O + R)=D(R),YR ovillo.

Y la iinica manera de que D (R) sea un enlace de dos componentes
es teniendo a un R de paridad (03). Asi, se concluye que O # (00).

Supongamos que R es primo y entonces como O es localmente
desanudado y O # (o0), entonces por el corolario al lema 13 afir-

mamos que O + R es primo. Pero dado que la ecuacidn (iis) dice:
NO+R+R)=N((O+R}+ R)=(2,1,1)

entonces por el lema 13 uno de (O + R) & R es racional lo cual es

una contradicci6n.

N

En suma s que R es localmente desanudado y suponer

que es primo nos lleva a una contradiccién, por lo tanto R debe ser
racional.
Demostremos ahora que O es racional:

Sabemos que es localmente desanudado, supongamos entonces

114



que es primo. Pero

O primo = T racional por (i)

= O’ es complemento de un nudo en S3.

O’ denota la doble cubierta cfclica ramificada de O.

Del mismo modo, por el teorema 12

N(O+(R+R)=(2,1,1)
= (R + R) es racional

Y entonces se tiene que R y (B + R) son racionales y por lo tanto -
¥ (R + RY son toros sélidos. Ademds (2) = b(2 1) y (2,1 1) ==
b(5 3) y entonces

NO+R) = L(‘M)
[N(O+R+It)]’ = L(5 3)

y podemos afirmar L (2,1) y L(5,3) se obtlencn por clrugfa de Dehn

en cl complemento O’ de nlgun nudo

Ahora aplicando los lemas 6y 7alas ccunclones (:) (u) y (m) se

tiene que como |2 — 5] > 1 entonces O',es complemento de'un nudo "

toroidal, y como ademds cxmto r tal que: o1

O' es toro sélido y por lo tanto 0 es” ovxllo raclona.l

¥

contradiccién pues se supuso que ese ov

cra pnmo. K

Asf, como O’ no pucde ser ni primo ‘ni Iocalmente _a.nuvdado en-

tonces es racional;’

Tenemos entonces que los ovillos O y R que sean solucxdn‘ a.l",i 5

sistema deben ger ovxl]os racmnales,

Ahora hay que probar que uno de estos dos ov:llos uene que ser

un ovillo entero. Si suponemos que ninguno de los dos es entero en- i

tonces N (O + R + R) resulta ser un nudo de Montesinos no t

y por lo tanto no puede ser 4- plat lo que es una contradu:cnén.
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Sabemos que R no tiene la paridad (00). Supongamos que R es

el ovillo entero (r). Suponiendo que R = (0) tendrfamos:
(2) = N (0 +(0) = N(0+(0) +(0)) = (2,1,1)

lo cual es clar te una contradiccidn y por lo tanto si R es entero

se tiene r # 0.
- Suponiendo que R = (r) y O = 2 son soluciones a las ecuaciones

propuestas entonces por el lema 2.1 se tiene que:

Jutro|=2
y
lut (2r)v] =5

Resolvamos entonces éste sistemita:
Sea z = rv, entonces haciendo este cambio y elevando las ecua-

ciones al cuadrado obtenemos las sigult;ntes:
vt 2uz4 (22 ~-4)=0
u? 4 4uz+ (422 - 25) = 0

y las soluciones a cada una de éstas ecuaciones de segundo grado

son respectivamente:

us -ut,C«:;:qjﬂ::-t) ——zd2

y

= —&i’l m:'-aiu-!-zsi =—2245

es decir

s €{-z+2~2z-2}Nn {-2z+5;>~23—5}“;

y las soluciones {u,z} posibles son
(=1,305 (1,83 8,27} (-0,72)
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y para cada par simétrico de éstas se tierien varias soluciones {2,r},

por ejemplo:

{u,2z} = {~1,3} 6 {1,-3} =
trie {{-51 1hi{zh -1} ey -n)
Es ficil verificar que de estas cuatro soluciones, {-1,3} y {1,-3}
no son solucién de (ii7), y solo lo son {-é, l} = {(-3,0),(1)} ¥y
{%, —1} = {(3,0),(~1)} quienes son entonces soluciones al sistema
inicial,

De manera andloga partiendo de {u,z} = {9,-7} 6 {—9,7} se
obtienen de nuevo cuatro posibilidades de las cuales solo dos son
solucién al sistema inicial y ellas son: {?,,—1} = {(2,3,1),(-1)} ¥
{-2, 1} = {{~2, ~3,~1),(1)}. Obtengo asf que si R es un ovillo en-
tero el sistema tiene cuatro soluciones posibles pasa {0, R}, Ademéa
observemos que las soluciones que fueron descartadas por no satis-
facer la ecuacién (iii) corresponden al caso en que tanto R como
O son enteros. De éste modo O y R no pueden ambos ser ovillos
enteros,

Ahora supongamos que O = (s) un ovillo entero y que R = ¢

con v > 1. Entonces por el Lema 2.1 tenemos

lu+ sv) =

. S Y . . [
“Como O es un ovxlla entero podemos afirmar que: -
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: de modo que como v > 1 y 5 es primo entonces
v=>5
Asf, dadas las ecuaciones

lut 50 =2
Y.
j2u+5v) =1

encontramos como soluciones a

war={(3). (-3 s}

de las cuales podemos de entrada descartar las dos primeras donde
s no es entero, y con un poco mis de trabajo se verifica que las
soluciones {0, R} propuestas por las demds no satisfacen la ecuacién
(iti). O

Llegamos entonces a tener cuatro soluciones posibles al sistema de tres ecua-
ciones propuesto. Nosotros quisieramos tener una sola que sea correcta desde
el punto de vista bioldgico. Para ésto hace falta mds evidencia experimental
y de hecho se necesita un nuevo producto que esta vez sea queiral pues de
lo contrario las soluciones vienen por parejas, Afortunadamente se encontrd
el enlace de Whitehead que es queiral y que parece ser el resultado de tres
vueltas consecutivas de recombinacién., Con éste dato final podemos encontrar
una injca solucién para {(, R} y se puede predecir el producto de una cuarta

vuelta consecutiva que también ha sido observado.

Corolario 4 Supdngase que los ovillos O, T y R satisfacen las siguientes ecua-
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ciones:
N@+T)= (1)_"-3':
NO+R) =
NO+R+R)=
NO+RYR+R

" Entonces
y ademds ° ‘ . R
N{O+R+R+R+R)
DEMOSTRACION: 7 % ti}

Es ficil ver que de las cuatid soliciones ‘encontradas en el teo-
rema 15 la finica que satisface la ecuacién (iv) es {0, R} = {{(-3,0),(1)}}. O

Observemos que, dados los sistemas anterfores, no hemos obtenido ninguna
informacién acerca del ovillo T'. Recordemos por otra parte que si asignamos
una orientacién a cada nudo trivial del substrato y observamos con cuidado
la orientacién inducida en cada uno de los productos, entonces vemos que los
productos debidos a una sola vuelta de recombinacién encontrados son, en todos
los casos, el enlace de Hdpf con nimero de enlace (~1), Afirmamos que si en

el corolario anterior aumentamos las siguientes dos hipStesis:

- La paridad de T es cero
- El mimero de enlace de ¥ (O + R) es (~1)

entonces las ecuaciones (i) y (4i) son suficientes para determinar la solucién cor-
recta, desda el pinto de vista bhiolégico, de {O, R} y para predecir los resultados
de todasilas Sigﬁlentés vueltas de recombinacién consecutiva.

El conocer '{O,IZ‘} y el nitmero de enlace del producto de la primera vuelta
de re_cox'r‘lbl:n_acién_‘corisecutiva podemos obtener cierta informacién acerca del
avillo 7. R '
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Coaorolario 8 Supdngase que el ovillo T sati:

para algiin entero z.

face las si

g

N({(-3,00+T)=(1) @)
N{((~3,0)+ (1)) = (2), con nimero de enlace — 1....(ii)

Entonces T' tiene paridad (0) y, si T' es racional entonces

T = (22,3,0)
) CJ

()]

DEMOSTRACION: () )

Observemos que T' no puede ser de paridad (1) pues, suponiendo
que lo fuera entonces como {—3,0) también tiene paridad (1) en-
tonces N ((-3,0) + T') serfa un enlace de al menos dos componentes,
cosa que no sucede.

T tlene entonces paridad (0) o (00). Demos ahora una ori-
entaci6n al nudo trivial, ésta debe inducir una tanta en (-3, 0) como
en T. Si no conocemos a T ni su paridad entonces de entrada solo
podemos dar una orientacién a uno de los arcos de (-3,0) tal y
como lo muestra la figura 33,(s). Este arco orientado induce una
orientacién en una de las componentes del enlace (2) obtenido en Ia

ecuacidn (ii), y como sabemos que (2) tiene niimero de enlace (~1)

entonces podemos determinar la orientacién de la otra componente

y de éste modo saber cual es 1a del segundo arco de (—3,0), tal y
como se ve en la figura 3.3,5). De aqui resulta que, dada la ori-

entacién en el nudo trivial, necesitamos que T sea de paridad (0), y

d 18

{amos en la

observamos que si la paridad fuera (o0) ob

(i4) <l enlace de Hopf con niimero de enlace (—1).

L

Ahora si T' es ademds un ovillo raclonal entonces por el i‘edrgx‘ﬁil' -

= (22,3,0) para’ algin entero z, Y cabo dcé_tacg.r que s z =
entonces T = (0). O ;

ntde en fcu(—t)

0

@‘D—»@O



Muchos bidlogos tienden a pensar que T = (0) y de hecho se dice que existe
un argumento biomatemético para sustentar este hecho. Si suponemos que

T = (0) es cierto entonces se puede determinar el mecanismo enzimético y la

estructura del complejo sindptico a partir del o de los prod de

una y dos vueltas de recombinacién.

Corolario 8 Supdngase que los ovillos {O, R} satisfacen las siguientes ecua-

ciones:
N(O+(0))= (1) @
N (O 4+ R) = (2), con nimero de enlace - 1....(ii)
N(O 4 R4 R) = (2,1, 1) cnvcvirinnsinsnisinonins (i)
entonces:

{0, R} = ((-—3 0, (1))
_ N(0+R+R+R)—(l LL1, y

NO+R+RIR+R)=(1,1,1;2,1) O

11



Con ésto se vé que, haciendo clertas suposiciones bioldgicas y matemdticas
mds o menos fuertes, se prueba que el modelo propuesto en el capftulo 1 para

la accién de Ja enzima recombinasa Tn3 resolvasa es correcto y es el iinico posi-

ble. Ahora sélo queda esperar a que surja evidencia bioldgi fick para

(3

1

ar que las suposiciones son ciertas en general para este tipo de experi-
mentos. Esto dltimo no es nada evideate y nos impide afirmar sin lugar a dudas
que nuestro modelo es "el” correcto, sin embargo da una buena aproximacién

de la realidad.
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