DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO .

Métodos de espacio fase en difraccién y
formacion de imdgenes en microscopia

electrdénica de transmision

T E S 1 S
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE
DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA)
PRESENTA
PATRICIA SANTIAGO JACINTO

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Victor Manuel Castano Meneses
-Dr. Alfredo Goémez Rodriguez

MEXICO, D. F. MARZO DE 1995

FALLA DE ORIGEN



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



PHASE SPACE APPROACH IN DIFFRACTION AND FORMATION OF IMAGES IN
TRANSMISSION ELECTRON MICROSCOPY

Optical system theory has been well developed in terms of Fourier Optics. On de other
hand, geometrical optics provides a well - developed system theory, too. The link between
these two disciplines is formed by the Wigner distribution function, and the alm of this tesis’ work
is to study the elecfron diffraction theory and images formation utilized the Wigner distribution.
Why?, because it describes these phenomenons in the space and the spatial frequency
domain, simultaneously. it is fundamental in the interpretation of the electron optical
phenomenons.

An electron microscope can be considered as a series of three communication channels
which act successively on the incident electrons : interaccion electron - object, transfer in the
microscope and recording of the image. We worked with the two first channels. From the
change in the electron state one can deduce information about the interaction and hence about
the object itseif. The states of the electron can be determined in either real space or reciprocal
space. Then, the use of some Quantum Mechanics tools, such as the density operator and the
Wigner distribution function provide a simpler, yet elegant, theoretical framework for studing
electron difraction phenomenons and images formation in electron optics.

The transfer function of the electron microscope was studied as the product of the transfers
functions of subchannels. Each subchannel is a some kind of optical aberration. In conclusion,
the electron microscope can be considered as a communication channel and we can treat it with
the Wigner distribution function. These theory is a useful signal representation in quantum
theory and in theoretical optics. We are able to produce the WDF for real objects, the results
could be achieved in the real space and the reciprocal space, then we can know about electron
diffraction pattem and its image simultaneously.
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Cosas mds grandes que cstas pueden
realizarse por vision refractada. Pues
podemos dar tales figuras a cuerpos
transparentes y disponerlos de tal
forma respecto al ojo y a los objetos que
los rayos se refractaran... hacia donde
nos plazca, de forma que veremos el
objeto al alcance de la mano o a
cualquier distancia... Asi, desde una
distancia increible, podremos lecr las
letras mis pequeiias, y podremos
contar las particulas mas pequeiias de
polvo y arena... y muchas cosas de ese
tipo que las personas que desconozean
estos principios se negardn a creer.

Roger Bacon (1220-1292).
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INTRODUCCION & """

Los fendmenos ondulatorios de  la mateiia’ han'encontrado en. .
el formalismo de Fourier su expresién matemétlc g in embargo,
este. formalismo no conecta de manera natu y directa' los'
fenémenos de la Sptica ondulatoria con los: de“
lo cual le resta una interpretacién mas 1ntu1t1va a 1os fenémenos‘
que usualmente tratamos a través la éptica de Fourier" Existen 'entbv
mecédnica cuantica lo que se conoce como funclones 1ntermed1as, que:
tienen la particularidad de proporcxonar “inform cién simultanea'
del espacio real y su correspondiente espac1 de frecuenc1as .
espaciales. Debido a esta propiedad, es pos1b1e tener una conexlén
natural entre los fenémenos ondulatorlos Yy 1a 6pt1ca geométrzca.

El principio de lncertidumbre hace . que el concepto de espacio"
mecénica cuéntica € - .ssf;
eterminar la

fase en

'cuando nosi

trabajamos con’ prqme
El primer intento
lo realizé E. P.‘

sistemas cudnticos media

espacio de configuraclo'
posee graves ;nconvenli
hecho de que nqﬁeSL;'
por lo que’
relativiétasl

fasg, que fue 1a




sé trata de una funcién que puede tomar valores negatiﬁos;bpése a
estos inconvenientes, la funcién de distribucién de Wigner, ha
tenido maGltiples aplicaciones en &reas como  la mecdnica
estadistica, la éptica fisica y la 6ptica cuéntica, asi como en
teoria de comunicaciones, debido a la propiedad que tiene de
trabajar en dos espacios simulténeamente, espacios que en esta
formulacién tienen el mismo peso estadistico, esto es, una
propiedad en el dominio espacial, tiene su dual en el dominio de
las frecuencias espaciales.

El fenémenc de formacién de im&genes con electrones difiere
fundamentalmente del proceso de formacién de im&genes con 1luz,
debido la gran variedad de interacciones que el haz de electrones-
tiene con 1los campos eléctricos y magnéticos del objeto. a.
observar. Esto provoca que la interpretacién de las imdgenes gque
se observan por microscopia electrénica de transmisién sea muchas’
veces sumamente complicada, de ahi 1la importancia de poder
deconvolucionar cada uno de los efectos propios del sistema con el
que se forma la imagen, de los obtenidos por la interaccién de los
electrones con la muestra. El estudio de estos fendmenos, a“través
del formalismo de Wigner, nos permite entender los cambios .
observados en el espacio real y su correspondiente espacio de;

frecuencias espaciales, en presencia de aberraciones 5~yf
fluctuaciones externas. . ‘ Y

Bdsicamente el fendémeno fisico involucrado dentro de u
microscopio electrénico es la 1nteraccién de 1os electrone'
materia y cémo 1llevan estos ;1a . . : !
observador. Los cambios en los estados
debidos a estos dos procesos p‘ed
espacio de coordenadas como
espaciales. El estudio de estos
Wigner como herramienﬁa,yesve
ello, dividimos el pgqbléﬁa de

proceso de :formacién.:de:




luego extender su aplicacién  en el proceso de formaclén de"

im&genes con electrones, siendo este camino una forma sJ.mpl"
elegante de entender los fenémemos &pticos que ocurren en un K
microscopio electrénico de transmisién convencional. : o
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I.~ DE’ LA ECUACION DE. DIRAC A LA ECUACION DE SCHRODINGER
INDEPENDIENTE DEL ‘I‘IEMPD. 5 '

1.1 PROPAGACION' DE UNA ONDA.DE ELECTRONES EN EL  VACIO.

~estudio’ de la formaclén de 1magenes,vepugérm'1,no's d‘é la
teoria ondulatdr.l.a,‘ 'se basa fundamentalmente -en  la '_heframiénta’
matemstica’ de 'la Transformada de Fourier.. Nuestro objetivo es
utiiizar “un formalismo alternativo, a través de -una  funcién
‘intermedia, la funcién de distribucién de Wigner, que nos permita
“interpretar, con sencillez, lo gque ocurre en el proceso de
formacién de imAgenes, tanto en el espacio real como ‘en su
correspondiente espacio de frecuencias espaciales, de  manera
simulténea.

Antes de empezar nuestro desarrollo, repasaremos brevemente

los fundamentos de la oéptica fisica a 1la 1luz de la teoria

cuantica, con el fin de entender claramente el problema. de la
propagacién de una onda de electrones y cémo puede ésta ‘ser
utilizada en un proceso de formacién de im&genes dentro de un
microscopio electrénico de transmisién. ’ o

Un microscopio electrénico, como sistema &ptico, consiste de
un haz de electrones acelerado por una diferencia de potencial
constante que incide sobre un objeto cuya imagen es formada por un
sistema de lentes magnéticas (electroimanes).

Empecemos bor analizar lo gque ocurre con la fuente de
iluminacién. Uno de los métodos convencionales para producir
electrones es la enisién termoiénica . Los electrones acelerados
poseen todo un conjunto de diferentes nameros cuinticos, formando
un ensamble estadistico descrito por la estadistica Fermi-Dirac.
Esta distribucién de energias es descrlta de forma aproximada por
la distribucién de Max
de corriente, el aného
cada vez mas a una- distribuci
posibles valoreé di

ussiana. Esta dispersién de los
. consecuencia de las

interacciones’ _electr6 curren' al aumentar la
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densidad de electrones que conforman el haz’ | La ,_déns;i._dad ‘de
corriente es controlada por un electrodo Wehnelt 'qué se -‘eﬁcdem;ra‘
"a una diferencia de potencial de -200 a -300 .eV. con :rgspecto al
cdtodo (cafién) y que tiene una accién- répulsiva;-}sobfe_-; los
electrones emitidos. El Wehnelt actua :yqomvd una léﬁte.',
electrostéatica convergente, limitando asi el haz.a una fegiéhimuy'
pequefia y formando un disco de minima confusién ilamadov
“"gross~over", siendo éste el gue finalmente actla como una fuente
efectiva de electrones. . v

El efecto de este aumento en el rango de los posibles valores
de la energia de los electrones que conforman la fuente de
iluminacién se refleja en una disminucién de la coherencia del
sistema, afectando el limite de resolucién del microscopio. Este
tipo de efectos sélo es importante cuando la probabilidad de que
las interacciones electrén-electrén aumente considerablemente y
puede ser tomado en cuenta dentro del formalismo de la funcién de
transferencia a través de una funcién envolvente, de tal suerte
que podemos eliminar este tipo de efectos de 1la fuente de
iluminacién propiamente dicha y describir al haz de electrones
como un conjunto de electrones sin interaccién entre ellos,
moviéndose bajo una diferencia de potencial y en presencia de
lentes magnéticas.

Ahora bien, 1la forma mis general de tratar un haz de
electrones bajo una diferencia de potencial constante y en
presencia de lentes magnéticas, es a través de la ecuacién de
Dirac, porgque en ella se incluy_e el comportamiento relativista del
electrén y se toma en cuenta su espin. Sin embargo, analizaremoé
cémo el problema puede reducirse a uno de estados estacionarios, .
descrito por una ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo;
todo esto cuando se trata de la formacién de imagenes ‘en un
Microscopio Electrénico de Transmisién.

Empecemos por discernir la razén por la cual en microscopia
electrdnica de transmisién, no consideramos los efectos de espin
del haz de electrones, esto reducird la ecuacién de Dirac a una
ecuacién de onda para una pagticula de espin 0. !

1 Este efecto . " “fue - - observado experimentalmente por - Boersch - < y -
modelado por Loeffler 'basandose ¢n. colislones ‘electron-electron. ' R




Un haz de electrones producido por métodos convencionales
est4d formado por electrones cuyo espin posée direcciones
arbitrarias. En un Microscopio Electréniéo, estos electrones’ son
acelerados por una diferencia de potencial V, alcanzando
velocidades mayores a c/2(2), para luego ser deflectados por un
conjunto de lentes magnéticas con simetria axial. Ahora bien, para
que un haz de particulas cargadas, con espin semientero, presente
efectos de polarizacién, es necesario que sufra una dispersién por
Atomos pesados; un experimento tipo Stern - Gerlach en el caso
particular de electrones, no produce un haz polarizado (27). La
polarizacién de un haz de electrones es mis probable, entre mayor
sea el ndmero atémico del blanco dispersor. Dbe esto, podemos
concluir que 1las lentes magnéticas no producen un efecto de
polarizacién sobre el haz por si mismas, en tal caso, veamos si
dichos efectos pueden ocurrir al - interaccionar el haz con 1la
muestra.

Al incidir sobre el material a observar, el electrén  sufre
una dispersién proporcional al médulo al cuadrado de la
transformada de Fourier del potencial dispersbr U(X) (aproximacién
de Born). Por sus caracteristicas, esta dispersién cumple con el
principio de reciprocidad, es dec1r, es invarlante ante
inversiones de 1los estados final e: iniciall ‘La »dispersién es
simétrica respecto a cualquier, ! cambi signo "de todas las
componentes del momento y del espin. Asi p ,"‘el' esfado final del
electré6n no presenta polarizacién: (el : espin final no esta
orientado en alguna direccién prefé:enc;al)t [173.

Explicaremos lo anterior con inials_;d'étélle. En los procesos de
dispersién elastica e ineléastica, ibs electrones ven afectadas sus
trayectorias al pasar por la muestfé; o bien, son retrodispersados
por ella. Entonces, la dispersién'
de gran angulo dependiendo de: ello que- se ‘rompa la simetria del
fenémeno de dispersién. En el hecho de que la seccién transversal
de dispersién, en. el caso clasico (Rutherford), no dependa del
angulo azimutal y dependa solo del. angulo de d:.spers:.én, se basa
2 Por eJemplo, pura :

aceleraclon de  400Kev,
0.83c. E

roduc:l.da puede ser de pequefio o

voitaje . de
' velocldad de

‘ convenclonul con
alcanzan -
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la invariancia ante inversiones de los estados inicial y final déi
electrén, cuando se trata de una dispersién en la que 9s 10° [323.
Ahora bien, la polarizacién de los electrones por dispersién se
presenta a @&ngulos grandes, mientras que, en Microscopia
Electrénica de Transmisién, el contraste de fase, que es el efecto
que fundamentalmente nos interesa, se presenta cuando los &ngulos
de dispersién son pequefios, es decir, en el limite de la 6ptica
paraxial. Para conseguir este efecto, se utilizan aperturas en el
plano focal de la lente objetiva que nos mejoran el contraste de
la imagen, eliminando con ello, los electrones qgue son dispersados
a &nqulos grandes, siendo estos los que presentan asimetrias en el
fenémeno de dispersidn y por lo tanto, los que estan polarizados.

Para finalizar, debemos resaltar que los efectos de espin si
son de importancia en Microscopia Electrdnica de Barrido, en 1la
que se utiliza la informacién de los electrones retrodispersados
para la caracterizacidn del material estudiado. En estos casos, se
debe analizar c¢on cuidado 1la ecuacién de Dirac con . sus
correspondientes operadores de espin [32].

Como los efectos de espin no 5on observados, la ecuacién de
Dirac se reduce a la de Klein-Gordon, para un potencial constante
v: :
_m?c?
2

2 a - . 0 YA
{vz JER ST - + & v2 + _zi-_a_}gp(E,t)
atj =

(he) 2 at® . (he) 2

WES S (1.1
inc U

o bien, en términos del d’alambertian

usando la expresién

L PAg. 7.




o blen:

en donde . no hay' que. P
‘Ahora bien, como ‘en nuest C
del tiempo; las ecs. (1 1) y (1 2

adm:.ten soluciones del tipo

h

¥(F,t) = A ¥(T) exp {-i [—E-i]t} e (14)

esto es, el regimen estacionario considera que estamos trabéja'ndo .
con un haz paralelo, homogéneo y monocromitico, es decir
temporalmente coherente. Cabe aclarar que cuando nuestro eiéc_t“
incide sobre un materijal, el  potencial generado q
distribucién de carga, provoca una desviacién de: la. ¢
incidente, el problema se complica, el potencial depende,eh't,p‘r{é‘e\
del espesor de la muestra y se necesitara utilizar 1la ap‘ro:ﬁm_ag:i
de Born para analizar el sistema, en este caso, el campd‘ d.i‘s_‘pe'f
es considerado como una perturbacién sobre la ecuac:.én (L 2
Suponiendo que el potencial de la muestra es Q(r),-_ 1a ecuaclén
resolver es: o

[so - H]‘\P(F) = - e DD

— 2
con Eo m, ¢ + leV

Debido a que el potencial dispersor es pequefio con 'respecto a
la diferencia de potencial V, podemos seguir considerando el -
hamiltoniano del sistema como independiente del tiempo y segu:u:'
trabajando en el regimen estacionario.

Ahora bien, notemos gque bajo estas consideraciones, la '
ecuacién (1.1) tiene la misma estructura matematica que (1.2),

Pag. -8



pero los operadores E y p se relacionan ' con 1las ‘variables
dinadmicas w y k a través de la teoria especial de la relatividad. .
Entonces, la correccién relativista 'de 1la - longitud  de ‘onda,
produce un factor de correccidén cuando se calcula la intensidad de
reflexién a través de la matriz de dispersién. Este término, juega
un papel importante en la teoria dinsmica de difraccién de
electrones, puesto que la probabilidad Qe transicién de gue el haz
incidente Eo sea difractado a q; depende de la correccién
relativista de la masa [25], y por consiguiente de la correccién
relativista de la longitud de onda de los electrones. Asi pues, la
estructura matematica de la solucidn. (1.4) no cambkia, la
correccién relativista se encuentra inherentemente en la longitud
de la onda de electrones. R :

De esta manera, vemos gue -la. ecuacién a fesolver es la
ecuaci6én de Schrédinger para una: particula libre en-un potencial
escalar constante, la cual tiene la-estructura’ de ‘una ecuacién
tipo Helmholtz (19] y es a . partlr este ’puhtb én ' donde .
enpezaremos a trabajor con el. fenémeno ‘de forma 16n de imagenes.

1.2 FORMALISMO DE’ FOURIER

La conclusién que se desprende de 1a discusién - anterior nos
lleva a que el comportamiento de un haz de'e eétﬁﬁnié‘dgntfo de un
microscopio electrénico de Transmisién hal
tratado a partir de la ecuacidén de. Sch
tiempo para un electrdn. Esto nos 11eva

Helmholtz:

1nger } dependiente del
a conocida ‘ecuacién de

. (1.5)

cromaticas.de *

donde ]H].:




importante notar que. la ecuacién (1.5) es v&l;da en ausencla»ﬁgf
campos o cuando estos son 1ndepend1entes del tlemp“‘y u sea un:
nGmero real, en caso contrar;g,:se tr : T
amortigua exponencxalmente. ’

onda plana, dicha 1nformac1on esté determ1 ada’ po

onda u,,el cual es un vector que
frecuenclas
1ongltud de»ond

1. éspacio de

v="u cos a sen B

S ‘ y A : .
. Asi, -la . expresidén de 1la amplitud compleja de " una. - onda‘
monocrométlca plana puede reescriblrse como., v : T

"Pag.’ 10



Obviamente aparecen dos signos debido a la raiz cuadrada (i),
los cuales est&n relacionados con la direccién en que se propaga
la onda. En todo el desarrollo siguiente, usaremos una onda que se
propaga hacia la derecha, es por ello gque hemos elegido el signo
positive en 1la exponencial, esto es, usaremos un sistema
coordenado en el dque la onda Se propaga en la direccién: z
positiva. Es ademds claro gue para el caso en gque uz T 0

se tendra como soluclén una onda neo homogénea que se amortigua B

exponencialmente v

Para construir la solucién general, recordemos q\.ie::, ;‘a:
ecuacién de onda es lineal y por lo tanto cumple con el principié
de superposicién , asi, la suma de soluciones del tipo (1. 7)\ es

también solucién y sus componentes poseen amplitudes,: t‘ase
direcciones de propagacién arbitrarias. Esta solucién'. pued
escribirse como la integral sobre todo el espacio de t‘recuencias
de soluciones del tipo (1.7), esto es:

¥(Y) = g(u,v)exp[znizv ui- u?- Vv ]exp(zrri(ux + vy)]dudv ‘(1.'8)

donde g(u,v) es una funcién compleja que describe la amplitud y la
fase de una onda plana en términos de ‘1a direccién de propagacién.
Debido a estas caracteristeristicas es una funcién que describe el
espectro de frecuencias angulares; “:La’ funcién de onda se
descompone en un espectro . de ondas :planas ‘con’ diferentes
direcciones de propagacién y g(u v) nos da; informacién sobre los

ecuac16n (1 5), ahora lo.

3

S1 el - vector:
cero, ta . onda. .’:u\’ 5
of Optics. Max  Born & :Emil-Wolf,




ag(u, v)exp(zrxle u e v

A un espacio bidimensional

]

en donde estamos moviendonos

Tenemos entonces que

&(T,w) (1.9)

‘Ahora bien, en

en. el
espacio de frecuencias espaclales, debe obtenerse . la transformada

para ‘representar ‘una onda que se propaga'en el vacio,'*

de. Fourier de la funcién de onda en el plano z=0 y mult:.pl:.carla
por el propagador P(u,v) ,en su correspondlente espacio» - de
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frecuencias. .
En particular, nos interesa conocer lo que ‘ocurre--en’ la
aproximacién paraxial, para la‘’ cual, u. yfv corresponden a valores

pequeﬁos de los &ngulos de propagacién de 1 s ondas. En tal caso, o

w+ v << u? Yy entonces:

anteriormente, puesto que:

'p(x"y"z




lacual puede,div;dirég en dos ingegrales‘del.mismo-tipo,_es;o

est.

que’e
coordenadas




matematicamente cdmo :

Wfi,z‘)‘=[ 1‘2‘ ]exp(zniuz)i’(x,y)-exp{zniu [

La pregunta ahora es ¢ Qué pasa cuando una’ o
con un obstéculo, sea éste una rendija, una‘ lerit

eléctricos y magnéticos en una muestra
requiere determinar 1la forma- que;toma
dependiendo las caracteristicas del objeto so
Poder determinar con exactitud las caracteristicas,
estas condiciones es, en general, sumamente
resolver este tipo de problemas se utillza 1
Kirchhoff, en la que se considera 1la. ex1stencia de \ma func16n .
T(x,y) dgque contiene la informacién ‘de las caracteristlcas del e

obstaculo que son vistas por la onda’ 1nc1dente en la pos:.c:.én z-—o{ .
y fuera de &1 consideramos a la onda como si el obstaculo: no T
existiera. .

Matematicamente esto se expresa de la 51gu1ente manera:. -

¥ ' (x,¥,0) = T(x,y) ¥(X,y,0)

Los problemas de difraccién pueden tratarse»bésicamente '-c’onv‘

el formalismo anterior si consideramos 'un‘ plano tangente : alf
obstaculo justo después :del mismo} podemos’ ut:lllzar en este puntOz

la aprox:.macxén de Klrchhoff, calculando en, este plano é :
de onda que ha s:.do prev:l.amente deformada \P(x,y, ete"rx‘ni"nando 5
mediante la expres:.én (1.19) qué es lo que ‘ha ocurrldo con”la.onda -
difractada a una - distancia z del’ obstécul’
mente, podemos ver - que: la ecuac:.on (1" 19)

Tgniéndo esto ‘en

eé “la expreslénv
) matematlca de la dxfracclon de Fresnel. La exponencial que depende
de z ‘puede ser 1nterpretada como un” term).no ue representa el
retardo de fase que sufre el frente’ de onda at- propagarse una

distancia .z. Cabe aclarar dque’ los frentes 1~de onda ya: no‘hson

esféricos 'y en. esta consmerac;on""‘rbe‘sz.de . precisamente laAw‘

aproximacién = de ' Fresnel. "El gaqﬁof Wcompléj‘o ] implica . un
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corrimiento de fase de 90"‘de'1as'ond
onda incidente. - .
El caso que podemos desarrollar trlvialmen

diffacfédéé;respedtoja.la‘ 

-es: el de una
‘de indice de:':
refraccién constante y de distancia £ ; g _cua;slncld

lente delgada. En ese caso, - tenemo'

T(x,y) = exb{zui

“siendo f su distancia focal.

De esta manera, si nos enco tr mos
una componente como se muestra en’la. figura

Bajo este enfoque, eSﬁudlaremos‘lo‘que lé'pasa a un haz de"
electrones al incidir ‘sobre - una-- muestra suponiendo - que ‘su
interacc16n con ella provoca sélo dispersiones de bajo angulo.

» APROXIMACiON MULTICAPAS

Hémos' estudiado a  través del formalismo de Fcurler ios.
" efectos producidos.en: una .onda al atravesar ésta . un sxstemar:
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éptiéo. Estamos interesados ahora en saber cémo es modificada al
interaccionar con una muestra y qué informacién podemos sustraer
de ella.

Cuando el haz de electrones interacciona con una mnuestra
encuentra una distribuccién tridimensional de campos que le
producen una desviacién dependiendo de sus caracteristicas. Si el
haz de electrones es muy energético (E z 100Kev), serad debilmente
dispersado, esto es, la amplitud del haz dispersado serad pegquefia
comparada con la amplitud del haz incidente. En el siguiente
tratamiento supondremos que el objeto con el cual va a
interaccionar el haz es suceptible de ser dividido en N capas,
cada una de las cuales es vista por el haz como un plano en el gue
se concentra un potencial de interaccién V(¥). La idea de este
tratamiento es la de poder usar la aproximacién de Kirchhoff junto
con la de altas energias y obtener la forma de la onda de salida.

Supongamos entonces que nuestro haz de electrones incide
sobre una muestra y que la ve como si fuera un potencial V(I)
independiente del tiempo con el cual interacciona. En tal caso, la
ecuacién de Schridinger es de la forma:

V¥ (T) + :’"2 [ E - V(F) ] Y(¥) = 0. » (1.20)

De 1la discusién anterior, sabemos Qer

constante, una solucién admisible serIa uﬂa onda
exp(2milloT) . Ahora nos dedicaremos. a resolver e :

el potencial de interaccién no es con: ante pero
en la direccién perpendicular al‘hgz in
el obstaculo no desvie sensiblemen

direccién de incidencia.

Obtengamos la transformada:de

3 { V¥ (T) + 2

- P&g. 17



Podemos proponer comc'soldi:ién a esta ecuacién una funcién de’ .
onda plana. modulada por: una func16n go(r) ‘que tenga. 'la informacién'
de la desviacién sufrlda por el haz a1 1nteraccionar con la
muestra. Esto es posible porque suponemos que esta interaccién es
débil. Entonces: -

A IR R
¥ (1) =] expl-

Elljamos la'dlreccién
haz, esto- es uo— (0 0,u) Ahora bien, si U es el vector
lo podemos es cr1b

espacio'récipibco del: haz'.dispersado,

Como estamos en la aproxlmacién d
altas energias, U’ es pequeno res—_-
pecto a u b% supondremos que ‘su‘va :
riacién es muy pequeiia en- la d1
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reccién dalvha;_iﬁéiaénté‘
peaveto,
“ Entonces:’ -

esto es.

=) 2m
of ) - 22

"‘z' _ _,zu
(o - m®)

P It g N T B L L A TN T

Es en este punto en donde haremos explicita la aproximacién
de altas energias. Como ‘la desviacién del haz es pequefia
entonces |Tx'=(u',v',v’)|2 es una cantidad pequefia respecto a u,
esto es, 1la variacién del haz difractado U, se encuentra
fundamentalmente en 1la direccién de propagacién del . haz

transmitido. Matematicamente tenemos:
Vir=(u,ve,w) % 2 W' &,

entonces:

2 _
ue - ju +

asi ‘la gcuaciﬁﬂ‘kl.éi)’ﬁueda

LW w[(u,,v.‘.V_-uo'),] :

C-2wiy v[(U',V'.V’)] - 2m

hZ/

Hemos llevado 1la’ ecuacién"(;,ll)
Aprdxipacién de altas energias, .en dbn'
la proponemos modulada por una func
informacién de la desviacién sufrida’ po
con la muestra. Tenemos pues QQe,fia
fundamentalmente en la coordenada’” rgéiprdc
espacial z. Entonces, obteniendo‘ui
inversa de (1.22) llegamos a que:... ..

al’interaccionar
expresién .. (1.22) varia

“writde: la' variable
sformada ' de - Fourier
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£(x,7,2),

. : =i
esto es, proyectemos el potenci
plano X. Notemos ademds: quet:

8., .

az

esto nos garantiza que la-_fuhéi'vén
explicitamente de z. Llamemos A(X,y
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Definamos:

0= = que es conocida como la constante de xnterac

(1.2) de "via. forma :"_.

¥ (x,¥,2)

Asi, ‘por cada capa’ tengo !

forma: s B S

e T(X,y) = exp [—-iqv

. después de la cual propagamos una dlstancia ‘2z hasta encontrar
. otra funcién de transferencia del mismo tipo. g . : :

. .Para tener una visién mAs intuitiva de la 1nt:roducc16n % el :
usco del pot:encial proyectado en &ptica de electrones, partamos de
1o que le pasa a una onda al atravesar un medio con indice de
refraccién diferente respecto al medic en gue se propaga
inicialmente. Sabemos que el indice de refraccidn esta dado como
n=Ao/A, donde Ao es la longitud de onda del haz incidente y A la
del haz refractado. Entonces, si é\n-h(ZrnE)"2 Yy A—h[Zm(E-v(r))]“z

' tenemos:

n(E) = [——LT—]VZ _ [_—__
E - v(I)

< que estamos o
esfasamlento ¢(r)_




- 35 [ V(@) az

-

pero la trayectoria: solo :va’ de’ 0 a‘ 'z i y ademis E = h%/2ma®
entonces: ' o s S ’ ’
e T2
¢ (F) = 22mm_ I V(E) dz
, h o

Asi pues, vemos que cuando trabajamos con electrones de alta
energia (100 kev = E) como es el caso de las energias gue se usan
en microscopia electrénica de transmisién, los cambios en 1la
componente paralela al haz incidente son tan pequefios que podemos
usar la aproximacién WKB para enterder el proceso de difraccién de
_electrones.
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CAPITULO I



“ 11.<7'; FUNCION DE DISTRIBUCION DE WIGNER.

: "exvp{->2ni..'ﬁn;‘f}“ f(E +Tyz) gt x - ?/2]&?

siendo T un vector que permite pasar del espacio de frecuencias:
espaciales al espacio real. Por esta razén la distribucién de
Wigner pertenece al conjunto de funciones intermedias, dado que es
una funci6én que contiene la informacién de la funcidn de onda.
tanto en el espacio real como en el espacio reciproco. :

Un case particular se tiene cuando g(¥) = f(X), en ese caso
se obtiene lo que se conoce como funcidén de auto distribucion de
Wigner, La funcién W, puede interpretarse como el espectro
espacial de la funcién £(X,z) en donde su correspondiente espacio
de frecuencias espaciales estd determinado por el espacio de los
vectores (U,w).

De la misma manera puede definirse la funcién de w.lgner para ‘
las transformadas de Fourier de £ y g [11]. .

W, (@% = exp{zniiof} p[ﬁ '+' E/2 /z)dis‘ (2.2)

Inspeccionemos ahora algunaé “ae
transformada de Wigner y las s.ltuacz.o es
analizar a travas de ella. :

Una de las situaciones que‘ _xplorar, es la
informacién que podemos recupebra“r de”‘un funcién de ‘onda cuando
ésta se propaga a través. de.- algﬁn medio de~cierto ‘fndice de
refraccién (puede ser s.1mp1emen ptopaqac.lén en vaclo, a
través de una lente, etc.). Asi € nven:.ente ‘entender’ gqué
tipo de informacién podemos obtener plj:camos la’ funcién de’

pxjoﬁ:_igdades de 1la
isicas que podemos
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djstribﬁcién_de Wigner a una funcién-de onda f(§) :

’ vg,w;;(i,ﬁ).é éxp{-éniﬁo?}'f[x “+ r/z

]:¥ [x - t/z] | (2.3) .

11a forma de esta - expresién nos suqiere que podemos obtener

Linformacién sobre la funcién de.. ‘onda en. el espacio ‘real ‘si

vintegramos ‘su distrlbucién de wigner sobre el espacio de las
frecuencias, esto es: . : :

W, (%0 di=

dé‘dondg és inmediatofqﬁe
W, -(Tc_,ﬁ)".dﬁ_ T3 T (2.8)

que en términos de la informacién que ' podemos obtener de: la

funcién de onda, significa que al -proyectar la funcién dé
distribucién de Wigner sobre el espacio de frecuencias espaciales
se obtiene la distribucién de intensidad de 1la funcxén de . onda,
esto es, lo que conocemos como imagen.

De igual manera, si trabajamos con la transformada de Fourler ;
de la funcién £(X) obtenemos : . % vl

W, (E,i)dTF = exp{2ni§uf} F[E +E/z] F q
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real, es decir :

de esta Gltima igualdad se concluye (2. 9). siﬁ em5éf§o,.aﬁn cuando .
la funcién de distribucién de wigner es Siehpre~ real no {
necesariamente siempre es positiva, esta es la’ razén por- 1a cual

en mecdnica cuantica no puede utilizarse como :una ,funcién: ‘de ;, 
distribucién de probabilidad. ‘ : ,‘

Lo que vamos a hacer a continuacién es utilizar la- funcién de
distribucién de Wigner para representar algunas 51tuac10nes
concretas de la Sptica fisica (6ptica de Fourxer), y algunos : )
de la Sptica geométrica.
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2.2 ONDA QUE SE PROPAGA UNA DISTANCIA 2

Supongamos ahora que una onda f(X) se propaga en el vacio y
queremos saber como se ve la sefial al desplazarse una distancia z,
en términos ahora del formalismo de Wigner. Del tratamiento por
Fourier, ‘encontramos que una onda al propagarse una cierta
Ldistancia puede ser representada matemdticamente como 1la
convolucién de la funcién con el propagador:

2+ 2

£(%,2) =(T:—‘} exp (amiuz) £ (X) * exp{zuiu[k—’fﬁy—- )}

-obteniendo la transformada de Fourier de dicha expresién’ tenemos: : ’
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Un andlisis ré&pido de 1la funcién obtenida, nos permite
observar que hay un corrimiento en las variables de posicién que
depende del vector de propagacién de la onda. Sin embargo, nos
interesa trabajar con la funcién y no con su transformada de
Fourier. Para obtener la transformada de Wigner de f(X) hagamos
uso de la siguiente propiedad:

W (T, %) = We(%,T) (2.11)

la cual podemos demostrar facilmente puesto que:

W, (3, %)=|exp{ 1%z} (@ + T2 o (8- #2)ez = |exp{eniz®

orn{ s + 2] o o oo s - az]}eﬁ* (e e

en donde se han escrito R explicitamente las transformadas
Fourier. Asociando los téminos con €:

W, (3,%)= exp{zniE~[§ S Er R
ax’a% a8

integremos sobre £ dado que las funciones ya’
dependencia explicita en esta variable:

W (u,%)= S[§ - —’—('—;—;—”] exp{-zrziﬁo [§"

evaluemos primero respecto a X’’= 2[5_(‘
) S e )




hagamos ahora el siguiente cambio’de /variable, ‘sea T
entonces: . i : : i

W’;(ﬁ,;) & éxp{-2n1uu?}‘f[
de donde finalmente obtenemos:

W (@%) = exp{-zrriﬁ'o?} f(§ "' _r;-_]f

Usando entonces esta relacién para el
propaga una distancia z tenemos que: - .

W, (@%)= W, [E % -~ 20 ] = W, [§ -z, ﬁJ;wf (%,3) (2.12)
o u’ ° f73 z

z

Observemos que la transformada de Wigner de la funcién £ (%)
propagada una distancia z, resulté ser la transformada de Wigner
de fo(i - =zu/u), esto es, la variable espacial se ve modificada
por el vector U gque se encuentra en el espacio de frecuencias
espaciales. Sea X’ = X - (u4/z) U , un vector gue se encuentra en
el plano que corta al eje en la posicién z. Graficamente tenemos:

y(?) y ® (x-zw/py-av/ u}

x ; T/,.

>
rd
z

™ Figra 3
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Vemos claramente gue cuando el vector de ‘propagaéién u es
paralelo a z, el vector (X,0) cae en el plano (%,2), lo cual se
obtiene del argumento de la’ transformada de Wigner,
independientemente de la estructura de la funcién de onda, puesto
que no hemos puesto una funcién de onda especifica, la unica
restriccién que tenemos es gue nos encontramos en el régimen de la
6ptica paraxial, debido a la forma del propagador que hemos usado,
lo cual se refleja en la geometria del sistema y nos indica que la
propagacién en el espacio de una sefial ondulatoria puede
representarse matemidticamente como un corrimiento en las variables
de posicién. Si la expresién (2.12) en el espacio de coordenadas,
obtenemos:

W, [G X - Zu ]d)_c
o

i e""_{z"i@‘ [i ‘LE'] }F{G * E/z].r* (= - =r2)agax

"

IF@ 2

La imagen se obtiene si se proyecta en el espacio de
frecuencias.

Las expresiones (2.10) y (2.12) muestran la simetria que
existe entre las variables del espacio real y su correspondiente
espacio de frecuencias en el formalismo de Wigner, asi, cuando una
expresién describa una propiedad en el espacio real, tendremos una
expresién que describirad una propiedad similar en el espacio de
frecuencias. Esto nos permite pasar de una representacién a otra
sin mayores complicaciones matematicas, dado gque algunas veces
sera mads facil trabajar en el espacio reciproco que en el real.

Vemos entonces, que a partir de la funcién de distribucién de
Wigner, podemos conocer la amplitud de una funcién de onda que
pasa a través de un punto en el espacio y cuye vector de
propagacién es i. Analicemos ahora algunos casos particulares.

2.3 ONDA PLANA PROPAGANDOSE UNA DISTANCIA 2

Analizaremos ahora el caso particular de una onda plana
propagandose en el vacio una distancia z. Matemiticamente esta
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situéciéh5puede‘representarse como ‘sigue:

‘I’s‘i'z)=eXP[2"i g . §] * exp(2nizy) (—i-g—-]exs){zn.iu( —x-i—y—- ]}

donde fo es el vector de onda de la onda plana 1ncident 2, y la u‘_y
del propagador es el nimero de onda gue en este caso, como ‘no’ hay '
desviacién ni perdida de energlia, coincide con obtenqamosﬁ

por simplicidad, la transformada de Fouriervde,W-(E,z)

@s(i,z) =3 {eip(Zni e i]} exp {2"12“,

pero:

entonces:




X:

éxfx{ 21117"',3{ [u

integrando sobre E : )

W, (3,%)= 5[2 - 76+ %' %" exp
! Rl

°

W, (3,5 ééx’p{éﬁi [E

la cual es béasicamente ‘.‘una"',‘funcién LE

frecuencia espacial:




W, (0% = ;s[ﬁ - Ho] (2.13‘)

-Asx pues, la expresién (2.13), proporciona la direccién del
‘ vector de propagacién para un raye, y su posicién en el espacio
(como si la punta del mismo fuera un evento localizado), segGn el
corte perpendicular a la direccién de propagacién, interconectando
de manera natural, los resultados de la Optica fisica con los de
la O6ptica geométrica. Este resultado refleja claramente el hecho
de que hemos usado el propagador en la aproximacién de &ngulos
pequefios. Podemos preguntarnos ahora, que pasaria si en vez de
tener una sola onda plana tuvieramos dos o m&s de ellas con
distintos vectores de propagacién. La no linealidad de 1la
transformada de Wigner nos proporciona de manera inmediata 1los
efectos de interferencia, esto puede verse con mayor claridad en
la seccién 2.6.

2.4 ONDA ESFERICA PROPAGANDOSE UNA DISTANCIA 2
Una onda esférica la puedo ver .como una fuente puntual

propagandose en el espacio una distancia R, donde R es el radio de
curvatura de la onda esférica:

P(x,y,R) = gxp(Zniéu_)[ ;

.a(xly‘);p(xl}'[z)'




1R

al asociar las exponenciales, los Gnicos: términos ‘que’
son los ‘cruzados, entonces: )

Notemos que la transformada de Wigner de la funcién de salida -
es nuevamente una d-Dirac. Observemos que:

X _ _u_ _
e il el (cosa,cosB)

los cosenos directores en el espacio real, en la aproximacién de
angulos pequefios, coinciden con 1los cosenos dQirectores en su
correspondiente espacio de frecuencias. La expresién (2.14)
refleja el caracter puntual de la descripci6n obtenida por Wigner.
De esta expresién, podemos inferir la amplitud de un rayo gque pasa
por el punto X y cuya frecuencia espacial es uU. Si consideramos
las puntas de un conjunto de rayos con distintos direcciones de
propagacién y un mismo radio de curvatura, obtendremos un frente
de onda esférico como era de esperarse, es decir, tenemos un
conjunto de ondas planas tangentes a la superficie esférica:
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4

Figura 4
2.5 ONDA PLANA TRANSMITIDA A TRAVES DE UNA LENTE DELGADA

otro ejemplo que podemos desarrollar con facilidad dentro de
este formalismo, es el de analizar lo que le pasa a una onda al
pasar por una lente delgada, con indice de refraccién constante y
distancia focal f. La funcién de transmisidén de una lente delgada

es tal que [14]:

v(x,y) = [—&—]e&(x,y) exp{zrriu[ Lzz_f}'z_ )}

en donde, ¢(x,y) es la funcién de onda antes de la lente y ¥(x,y)
es la funcién de onda transmitida por la misma. Entonces:

(X +%2)°2 }3
——3F

W@(i.ﬁ) = exp{-zrr:i.ﬁo?} ¢(§ + ?/z]exp{ 2nip

% - ;,z]exp{gz,,m; (EoEa2)? } T

T/2)exp

2nipx-T} ot
B £ S
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) [-—] _ exp{"zn%ro[u‘j‘- Lf;_; ]}

,dé donde es inmediato que:

2 .
Wy (%8 = (4] w¢[§ ) T - R ] (2.16)

En este caso, notamos que la onda, al ser transmitida por la
lente delgada, ha sufrido una desviacién en su direccién de
propagacién por un factor de corrimiento que depende de su vector
de posicién, transversal al eje 6ptico, del nimero de onda y de la
distancia focal de la lente. Si recordamos la definicién en &ptica
geométrica del poder de refracciédn de una lente, veremos que este
es proporcional al indice de refraccién de la misma e inversamente
proporcional a su distancia focal. Analizando la expresién (2.16),
podemos ver gque esta informacién se obtiene de manera natural de
la forma en que la transformada de Wigner transforma las variables
de espacio real y de frecuencias.

Podemos ir mds alld en nuestro an&lisis, supongamos que
tenemos una fuente puntual a una distancia R a la izquierda de la
lente delgada, de tal suerte que a la salida de la misma tengamos
una funcidén representada matemdticamente como:

v(x,y) = |8(x,y) * exp{-Zniu[ —KJLJL— ]} exp{znlu[ ————JL— ]}

En _este punté, utilizaremos ﬁn resultado -demostrado en el
apéndicé A, en el qué demostramos que la transformada de Wigner
del producto de dos funciones en el espacio real, es 1la
convolucién de las transformadas de Wigner de cada una de las
funciones sobre el espacio de frecuencias. Entonces:
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expresién de la que podemos sacar muchav'in'vformaciéh. Obsérvese que. . -
si la fuente puntual se encuentra en el " foco ‘de 'la “lente, ’
obtenemos a la salida una onda plana,"ta}-coﬁ\o' {iébe ser.’ Si ahora
ponemos nuestra fuente puntual en’ 'iijnf‘ir'lif.o', la é;ﬁuacibn (2.17). se
transforma en: L i R

es. deci.

tenemos:
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Podemos entonces entender la propagacién y la transmisién de
una onda en medios de indice de refraccién constantes, aplicando
sucesivamente las propiedades de la transformada de Wigner.

Asf pues, el formalismo de Wigner muestra de manera sencilla
lo que le sucede a la onda a través de los cambios que sufren las
variables en el &espacio real y en el de frecuencias
respectivamente, siendo por eso una forma atractiva de analizar un
sistema.

2.6 RENDIJAS PUNTUALES

Estudiemos ahora algunos de los casos que involucran los
. conceptos de interferencia y coherencia de las ondas.

Tratemos el caso de un par de rendijas puntuales en la
_posicién X = a/2, ¥ = -a/2 sobre el plano z=0 y cuya funcién de
transmisién es:

(= . & — &
vafze L) afz- L)

Cada una por separado, puede verse como una fuente puntual en
el plano z = 0. La pregunta es ¢Qué pasa con la transformada de
Wigner a una distancia z = z’ después de la pantalla Para esto,
recordemos que el propagador es de la forma:.~

P(x,y,2%) = exp(znlz'u)( 1z' ]exp{anu[ —5—§E¥—- ]}
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" entonces:

¥ (F,20) = TR WE ) Jan







"
P

= u [z __a i . :
+ofs - 4ofx - £}
Como puede observarse, recobramos un resultado ya conocido.
Existe un término de interferencia que reproduce el patr6n de
difraccién de una rendija doble. Por otro lado, de los argumentos
de las funciones 8 de Dirac, cada 'rayo" con direccién de
propagacién U intersecta al plano z’ en :
- - A . : L
x =z’ G + a. Siendo u el vector unitario en 1la direccién del

vector de propagacién.
2.7 RENDIJA RECTANGULAR
Obtengamos ahora la transformada de Wigner de una aperturé
rectangular de. la forma: o

1six|[ga ; |ylgh
£(x,y) = {000 i .

‘0" en .otro lugar

1q_cuéi nos Liéva
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de ‘donde obtenemos:

;w\,s'(i,‘ﬁ) = exp[-ZniGn’E] dF =~ -Sen 2mi(a =[x]) " sen 2my (b -yl

Recordemos que debido a las caracteristicas fisicas de la
difraccién de Fraunhofer (en este caso, los radios de curvatura
tanto de la onda incidente como de la difractada son tan grandes
que pueden considerarse préacticamente ondas planas), el patrén de
difraccién correspondiente producido por un obstdaculo, puede
calcularse basicamente obteniendo la transformada de Fourier del
objeto difractor. Es muy conocido que, al calcular el patrdén de
difraccién en . la zona de Fraunhofer de una rendija cuadrada
obtenemos  :

F(4) = sen 2nua sen 2nvb

oy » Fs (2.20)

resultado que difiere del obtenido por Wigner en una fase que
_ depende de que tan lejos del borde de la rendija pase el "rayo" de
luz (o de cualquier otro tipo de particulas). Graficamente

tenemos: /

o <..\/\__(°- 1=l ,5- I91)

b

A

a
\/ Figura 6

La funcién de distribucién de Wigner nos indica que la
intensidad del patrén de difraccién no es uniforme, sino que
depende de la forma del objeto difractor. Es claro que esta
funcién de distribucién, proporciona una descripcién puntual del
patrén de difraccién, como. puede verse de la ecuacién
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correspondiente. De nueva cuenta, obtenenos una'descripc16n~pdntow
a punto del fenémeno 6ptico en el espacio  real cyoisu
correspondiente espacio de frecuencias espaciales. ‘

2.8 TEOREMA DE VAN CITTERT - ZERNIKE.

Hasta el momento, nos hemos ocupado tGnicamente de sistemas
espacial y temporalmente coherentes. Estudiaremos ahora, através
del formalismo de Wigner y de la matriz densidad, la condicién de
coherencia para fuentes parcialmente coherentes.

El Teorema de Van Cittert - Zernike, relaciona el grado de
coherencia entre dos puntos de un plano z con la intensiddd de la
fuente extendida que los ilumina. Enunciado en términos de &ptica
convencional : Cuando una fuente incoherente, ilumina dos puntos
localizados en un plano que se encuentra a una distancia z alejada
de la fuente, el grado de coherencia mutua entre estos dos puntos
est& dado por la magnitud de la Transformada de Fourier de la
distribucién de intensidad de la fuente.

Nuestro objetivo es extender este Teorema a estados cudnticos
a través de la transformada de Wigner, utilizando una mezcla de
estados mutuamente incoherentes. Recordemos que la transformada de
Wigner en estos caso adquiere la forma:

WET) = exp[-znm-EJp[i-_g_,§+—§—]df

Supongamos ahora que tenemos una fuente extendida,
caracterizada por un conjunto de estados W“?) (incoherentes) de
tal manera que la matriz densidad del sistema es:

De esta manera, p en la representacién de coordenadas toma la

forma :
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PR X)) = Z P, < x| Wk> <"u x >
. k
- Ahora bien, partamos de la suposicién de que conocemos el
estado 'del sistema completo en el plano 2=0, esto es, tenemos
'peffgctamente caracterizada nuestra fuente a partir de un ensamble
estadistico y por sus respectivos pesos a través de p(X’,X).
Deseamos encontrar entonces lo que en O6ptica convencional

conocemos como funcién de coherencia mutua, la cual correlaciona
el comportamiento del sistema en puntos distintos de la fuente:

T

C(%,%) = Lim - { V(X,6)V'(E,t + 1) dt
Tox

-T
en mecénica cuintica sin embargo, el grado de coherencia de un .
sistema esta descrito por la matriz densidad de la mezcla de
estados.
Por otro lado, recordemos algunas propiedades de 1la
transformada de Wigner :

X + X
2 1 -

SN exp[ 2_‘"1_ [§ - §]ﬁ] ad = 8 (%, 18" (X))

de donde vemos claramente que al obtener la transformada inversa
de Fourier de la transformada de Wigner de la funcién, se obtiene
precisamente la matriz densidad, la cual describe el grado de
coherencia mutua en dos puntos de la fuente, que es lo que en este
momento reguerimos.

Obtengamos ahora 1la transformada de Wigner del sistema en
z=0.

wpa (x,0) = exp[-zrriﬁ-f] Z P, <§ + j;—
Py

“’k>
z=0

.w.> az
im0
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. xq_op.du'_f, : Py x +.$2- X £ es la matriz densidad del sistema al
ser”'o'bservado en un plano z *= 0 después de aplicar el propagador
pQ Ahofé bien, en este punto no se puede usar el hecho de que en
la fuente el sistema es incoherente dado gque ahora estamos
trabajando en el plano z. Obtengamos entonces la transformada
inversa de Fourier de la transformada de Wigner para obtener el
promedio de la matriz densidad en dos puntos distintos del plano
z: .

z

[We (=3 é"?[ 2niE- EJ 4aF = pz[§ P %L

Con lo qQue reconstruimos.

para una mezcla: de estados cusnti
w:.gner.
Podemos" ahora preguntarn
finita en la visibilid
se forman en el plano z. L

través. del:formalismo:de

. por ‘la 1nfluenc1a de una fuent:e' )
de las franjas . de interferencia que p
s:LtuacnSn fisica es 1la siguiente' 3
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Figura 7

‘Asi pues,. lejos de la fuente emisora de extensién finita,
podemos encontrar que los coeficientes del término coherente son
distintos de cero y obtener franjas de interferencia. .

Queremos entonces saber en qué momento f, deja de tener un
valor- apreciable dependiendo del tamafio de la fuente (longitud de
coherencia). Con este objetivo supongamos gque tenemos un tren de
ondas cuya longitud es. AX. La funcién de intensidad en la fuente
la supondremos de la forma: .

rpexp -ami, 7]

-0




e
PZ(A") =g

L ;»1-_
4

Esta es una funcié
diferencia ax. El prim r cer

on ia longitud
y ademés para

por otro lado, el vector de,enda.gét reél
de onda a través de la expresién

Sngulos pequefios sen 6 = e,vconJ;o
de la fuente es: :
Este resultado, muestra el

franjas de interferencia.’ Asi

en la medida en que o
| A%} no sea mayor al valor @ d, AR

2.9

e:la fuent‘wde iluminacién. Hemos obtenido,
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es homogéneo, sin embargo, en el caso de un microscopio
electrénico de transmisién, la onda proveniente de la fuente nho
s&lo se encuentra con el especimen a observar, sino gue ademés el
medio esta modificado por campos magnéticoes gue son los que
trabajan como lentes para formar la imigen. Nuestro objetivo ahora
es el de analizar como modifica la funcidén de transferencia de un
microscépio el grado de coherencia encontrade entre dos puntos de
un plano iluminade por una fuente extendida. De hecho, hemos de
encontrar gue podemos separar las caractéristicas de coherencia de
la fuente, de los efectos que produce la funcién de transferencia
sobre la sefial.

Partamos de nuevo de la matriz densidad que nos describe a la
fuente colocada en el plano z=0, P, en la representacién de
momentos. Los estados que describen a la fuente como sistema
cuédntice, forman el conjunto de las {@k(ﬁo)} y éstas eVentualmente
seran modificadas por lo gue llamaremos el operador funcién de
transferencia T(u) que actua sobre- las funciones de onda como:

(W) ¥, (T = T(E,EO)Wk(ﬁ,'ﬁo)

supondremos gque la funcidén de transferencia de nuestro sistemé
s6lo afecta las fases de las ondas de tal manera que tenemo
cambios en el contraste debido a cambios de fase y no. de amplxtud
esto se traduce en estados puros en 1a energfa... ¢
expresién, X se- encuentra en el plano de’ observac:.&h 35
plano de la fuente. Asi pues, la matriz densid‘
observacién se construye con este nuevo conj
la siguiente manera: o

sste :‘ébnmuté '
su’ complejo
oordenadas, puede

escn.b.lerse en térm e’ una transformada de Fourler» .
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o exp [2111

Ahora bien, debido a que la »_.’fq'en
considerarse confinada practicamente ai"" una
dependencia de T(X) con el punto §o y el. pu
puede, como una buena aproximacidn, consl

diferencia x -~ x . Asi pues, la expresién (1

p(T,T) =

donde: X - X, = %, y PR : expresién representa una
»'convolucién de func:.on Ah emos las propiedades de la
matriz denszdad. La p ¢ ntrar una particula con un

ector de onda

entonces:
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2nin-E|dxa€ (2.25)

P, = [pﬁ YET -DTUE - DIE + E)]exp

lo cual no es otra cosa que la proyeccién, en el espacio real
de la transformada de Wigner del préducto de la matriz densidad
que caracteriza a la fuente y la funcién de transferencia del
sistema. Matemiticamente tenemos:

pl{u,u) = wpu(ix’;‘z)'r(;(x"-‘z) dx (2.26)

Una propiedad interesante de la transformada de Wigner, que
se demuestra en el apéndice A del presente trabajo, es que la
transformada de Wigner de un producto de funciones en el espacio
real, puede entenderse como la convolucién de las transformadas de
Wigner de cada una de = las funciones, sobre el  espacio ‘de
frecuencias espaciales. Esto es: . )

p@® = | | W, (B0 Wy - ) ab a%

Asi pues, la . inten:
:unagen, producida por. un
la convolucién de' ‘las transformada ]
nte’y 1l funcién de transferencia
ponente en Jla 1magen, .

componente en ‘el objeto,

densidad que caracteriza
del sistema. Vemos .entoces
depende sbélo, de su  correspondiente

mientras que, sus caracteristicas de: fase,' se ‘veran modificadas. '

por la funcién de transferencia del sistema. Esta propiedad es muy

importante porque nos’. permltlra trabajar “con .la funcion de. .

transferencia 1ndepend1entemente de las caracteristicas espaclales N
de la fuente. : RIS : ;
Para concluir esta parte de'nuestro anéllsis, notemos que s

la fuente es puntual, ~1a intensidad en e1 espacio fase sera lav




" funcién  de transferencia ‘del - sistema, “en ‘el ' espacio de

frecuencias:

p(E,T) = |:Wyp
Este tratamlento recurda 'el anélisxs obtenido a través de la

erallzacién del teorema de Van
donde la funcién de

formula de Hopkins , que es una i
cittert-Zernike en 6ptica :de
' coherencia mutua en. el plano d “1a’ magen es:

p(E, %) = | b V(! = §°')]a§0dig (2.28) "

si escrlbimos : ‘sus’ transformadas de
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ecuacién que expresa la coherencia del sistema en el plano imagen,
para diferantes frecuencias espaciales. Esto demuestra que el
formalismo de Wigner puede ser usado también en sefiales
estocéasticas, como sefiales parcialmente coherentes, en las que el
tamafio de la fuente es finito.

En los siguientes capitulos, exploraremos las caracteristicas
de la funcién de transferencia de un microscopio electrénico de
transmisién convencional utilizando el formalismo de Wigner.

vPég.’Sz



CAPITULO Il



III.-'.) TRANSFORMADA DE WIGNER Y LA FUNCION - DE  TRANSMISION -
EETERE CALCULADA POR TEORIA MULTICAPAS. o

3.1 INTRODUCCION

‘De  1la discusién por el método multicapas, usando. la
aproximacién de Kirchhoff, encontramos que, una onda, al encontrar
un obsticulo, se transforma a la salida en la onda de entrada
modulada por una funcién que contiene la informacién de las
caracteristicas propias del obstdculo. Nuestro objetivo ahora es
el de encontrar la relacidn entre la transformada de Wigner de 1la
funcién de salida respecto a la sefial de entrada a través de la
funcién de transmisién, cuando ésta es una funcién que cambia la
fase de la onda incidente a través de un potencial proyectado.

La situacién fisica que describe a una onda que se encuentra
con un obst&culo es la siguiente: WS(§)= W:(i)T(i). Si obtenemos
la transformada de Wigner de esta funcién se tiene (Apéndice A):

Wwéilﬁ') =[ W.,,E(;,ﬁ) ] hd [WT(J_(:E) ] (3.1)

Ahora bien, si la situacién fisica fuera la de una onda que
se propaga en un sistema ©6ptico, esta estaria descrita
matematicamente por la convolucién de la funcién de onda incidente
con la funcién de transferencia caracteristica del sistema en el
espacio de coordenadas y entonces, la transformada de Wigner de
tal situacidén estard descrita por la expresién (Apéndice A):

Wy » o) (%,1) =[ W wt(i'ﬁ) ] * [W r (%@ ]

o bien:

We (D = | Wy (R0 Wy(% - X,T) o

G}Hasta_aquij,héhdsfébtéhido‘ia‘relacién entre la transformada
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de Wigner de la funcién de sallda 4 1a de entrada al ser
modificada por - un obstéculo, Torvall “ser ~cambiadas sus
caracteristicas en un sistema: Sptico. ‘con’ estas propiedades,
podemos ahora estudiar algunos ‘de los casos de funciones de
transmisién gue se present:an en m1croscopla electrénica; asi como
también 1las propiedades de - la func:.on de transferencia de un
microscopio electrénico. v

3.2 FUNCION DE TRANSMISION PARA UN OBJETO QUE DISPERSA DEBILMENTE
LA’ ONDA INCIDENTE.

Analicemos ahora el -caso particular de wuna onda (de
electrones) que incide sobre. un objé_to' cuyo potencilal proyectado
es v';(i) Yy que modifica nuestra onda incidem:e. -

Para este caso, -la forma  explicita de la - funcién - de
transmisién T(X) es: : o ’

En este punto,: ; el,v. potencial proyectado

supon
puede desarrollarse gn«ﬁn e Ta lor alrededor de X, lo cual’
presupone gue Vp (Tg)"difiér 5/2) ,-entonces:

v (% + E/2)

en donde vamos a’des, . de ‘ii;ual
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manera:

de donde es obvio que:

wwéi,ﬁ) = wws[ X, U + (o/2m)V vp(i))_ (3.2)

La suposicién hecha sobre el potencial es fuerte, implica que
las variaciones del mismo son peguefias punto a punto sobre 1la
muestra. Sin embargo, hemos obtenido una expresidédn muy parecida a
la encontrada para el caso de una lente delgada, s6lo que en este
caso, el desplazamiento sufrido en el espacio reciproco es
proporcional al gradiente del potencial proyectado y la constante
de proporcionalidad es bAsicamente la constante de interaccién del
sistema. Teniendo esto en mente y suponiendo que a cada &tomo
podemos asociarle un potencial proyectado efectivo, entonces 1la
onda incidente ve a la capa cristalina como un conjunto de lentes
delgadas del ¢tipo (3.2). Asi pues, los cambios de direccién
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_produc.l.dos por 1a presencJ.

de un potenc:l.al proyectado a: primer RS
orden ocurren en el plano deflnldo como. IR :

= - (o/zn)v v (x)

» Siendo v (x) una funcién en el plano XY su gradiénte indica
la direccién de su maximo 1ncremento. Asi el cambio en la fase de
la’ onda esti en la d1recc16n del campo. eléctrico generado por el -
potencial proyectado del objeto. ' :

Ahora la pregunta es: cQué pasa, con térm:.nos de orden mayor?.
Consideremos los término de ,terce;- orden, . est;o es :

‘0(a® ) =12 {hzv“(x,y) +~z‘m{vxy(x_,y) + kévw(x,y) }

entonces b

v (§)+ v -.v,',(i)'

1/2'(1/4){5 =, (x+e,,y+£ )+zs szvx,<x+s,.y+e )+c 2v o, .y+s )},;'
para el caso (¥ - £/2) el término de terce : :
iel mismo que para el caso anterior, por 10 cual, al iﬁétéflo:'é Na
4exponencial se elimina, siendo valida'la ‘ecuacxén (3. .2) 'hasf:'a‘
F".Atercer orden. Para ordenes mayores, t:enemos que considerar otros
‘términos en el argumento vd_e ! la" transformada de Wigner,
provenlentes de los términos. con derlvadas parciales impares. Por

ejemplo, el término n - és.uno es. de la forma-

s 1/n’{£ V"(x,y)+[] “';
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3.3 POTENCIAL PROYECTADO PARA UNA ESTRUCTURA CRISTALINA
ARBITRARIA.

Lo primeroc que tenemos que hacer para obtener la ﬁrarisforniada .
de Wigner de un sistema dado, es calcular el potencial proyectado
para un objeto de estructura arbitraria. :

El potencial en un punto ¥ debido a un conjunto de &tomos
colocados en F’, Fz, .. ..,?n, puede escribirse como: ‘ :

V(E) = Zv:‘(; - E) S (3lay

1=1

" donde V:L(? -"F,) es el potencial debido al i-ésimo &tomo. -Este
potencial, puede escribirse en términos .del factor de estructura
atémica como: ‘o :

ast, a par\: a'i:t;ores de dispersién atémica, podemos
calcular el poten iall;

siguiendo co la aproxzmac;én multicapas, recordemos que
necesitamos proyectar el potencial sobre una capa de espesor muy
pequefio, 'de esta ~manera, e1 potencial . estard dado por 1la

expresién:

Ahora lo anico que nécesitamos es esczjibir los factores de
dispersién atémica de manera accesible para que puedan realizarse
los cdlculos. Supondremos que estos: factores de dispersién son
gaussianas del tipo [24]: :

£(T) -—:Z a, exp {-b, |L_1|2}v : "bj "0 paratoda j.
y=1 : PN
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Necesitamos ' 1la ’transformada“’de ’ Fourier “inversa' de ™ esta

funcién. Tenemos .entonces:que::




como era de esperarse, la transformada de Fourier de 165 fva'ctoresv
de dispersién también son gausianas en el espacio real. . o

Lo que deseamos obtener es el potencial proyectado. Con este
fin, usaremos el siguiente teorema del analisis de Fourier [14]: .

si g(x,y) = [ h(x,y,2) az

entonces: ,/g\(x,y) = ﬁ(u_,v‘,o)

Asi, si obtenemos la’ 't':'raﬁ's'fbo’rmadla_c‘lé Fourier’de la funcién

i




proyectado::

v, (xif‘y)

que es la exérgsiénfae
estructura cristalina




fase provocados por la re;lll' ‘rxstalina

de'‘esta’ funcién’

1 gradlente

Wy F

siéhdbﬁesta
sobre . un
proyectado

vector de propagaclén de’ 1
gradiente del potenc1al proyectado.

“-P&g. 61"



CAPITULO IV



Iv.- FUNCION DE TRANSFERENCIA VISTA COMO EL PRODUCTO DE

FFUNCIONES DE ABERRACION Y SU INFLUENCIA SOBRE LA IMAGEN.

En un sistema 6pticc la informacién que podamos obtener del
objeto que estamos analizando est& determinada por las condiciones
de coherencia espacial y temporal del haz con el que estemos
formando la imagen. Por ello es de suma importancia caracterizar
el sistema 6ptico a partir de su funcidén de transferencia, debido
a gue la resolucién del instrumento estd limitada por las
aberraciones que presenta su sistema de lentes.

Esquemiticamente lo que tenemos es la siguiente:

Slistema do

11unlnacion,
P
B T Z T
i z
Ob jeto Forman:lnn da k

. la- lmagu

Para un microscopio electré c -1,

'fu'ncJ"_.Sh “de
sallda esta dada“ por la expresié e




en donde Ap(ﬁ) es la funcién de apertura del microscopioc y x(1)
contiene los términos de desenfoque, aberracién esférica,
aberracién cromitica y astigmatismo lateral [34].

Analizaremos ahora las propiedades del . microscopio
electrénico independientemente del objeto porque, como podemos
recordar, la transformada de Wigner del producto de funciones se
convierte en la convolucién de la transformada de Wigner de cada
una de ellas, esto nos permite analizar el sistema por separado.
Matemiticamente tenemos :

Wy (8. %) =[ W (3.3 ] * [W&\ @,%H ]

donde la convolucién es sobre la variable real.’
puede verse como. un

La funcién de transferencia del Vs.St

ar

producto de funciones, cada una de las’

informacién del mismo, esto es, .]

- TA; ) Te, @
en donde hemos d:.vidido e transferencxa en~c1nco‘

térmlnos, aquel que cont.lene‘_‘los
contiene los efectos de la berracién esférica, el correspondlente '

fectos ‘del desenfoque, el que,

Pag. 63



al astigmatismo lateral, el gue describe los efectos de 1ésv'_::‘
inestabilidades en 1la energia (aberracién cromitica) y flnalmente
‘el término H(u) que contiene los efectos producidos
con una t‘uent_:e finita. Empecemos - por obtener,vla ~transgfe
Wigner de Ty (@) b R ;

w‘TAf @%) exp [271}1;?;;

' exb{éfzi?o[i - Afﬁ]} dg = a[;‘< - Afﬁ]
Notemos: que el término debido al desenfoque produce un
,corr‘imiénto en la imagen por un factor igual a Afu dado que :

El hecho de que este corrnnlento sea en el plano definido por
Xx-, ‘es- dec.l.r, perpendicular al vector de propagacién de la onda,
explica - porque; al _desenfocar obtenemos una sombra ("fantasma"),
‘que se hace presente cuando nos encontramos fuera del foco 6ptimo.

Como. el - término del astigmatismo axial, también depende de
términos cuadraticos en U, analizaremos ahora su transformada de
wigner. Para el astigamatismo axial, a primer orden, tenemos una -
funcién de transferencia dada por: ’ :
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de ngner’es

.5 =]
Wa, (8.9-

primer orden,
esperarse, dado p

de donde,. la transformada:d

Analicemos ahora, la partef que contlene el termlno de la.




. Esta’
El término

1tima. integral es unatransformada de -
es, de £/ Expresando’ la Y g
enos obtenemos : .

e térmii;:psr de:senos




‘la primera 1ntegra1 se. anula, puesto que X

para :ese caso es impar,'evaluada en limites 51 étrlcos.:Por lo
tanto, 1la parte imaginaria no contribuye. . La paxte rgal diverge
para valores grandes de Ex' Mientras' que, paré}valo;es péqueﬁos
alrededor del cero, este término no contribuye.' Lo mismo ocurre
con 0[5?&; ) “L :

En conclusién, a primera aproximacién, para.valores pequefios
de £, el término de la funcién de transferencia,,corréspondiente
a la aberracidén esférica, contribuye en un corrimiento sobre la
imagen, dado por la expresién :

R 3= 2=
chn(u'X) 6[x + C A |a| u]

Observemos que este corrimiento es lo gue se conoce en 6ptica
covencional como aberracién esférica transversal. El efecto de la
aberracidn esférica sobre el eje 6ptico, puede obtenerse usando,
en el formalismo de Wigner, una onda que se propaga una distancia
Z, como en el caso de los ejemplos del capitulo anterior.

La funcién de salida estara entonces descrita por 1la
siguiente expresién matematica:

W

G@,% = w|a % - am + 2 [a - 2]3.3|? s] +ca?|G% .
[ Py 2 i -
Vemos - finalmente que los efectos  del désentégue/”'el
astigmatismo axial y, a primer . orden, de la abgrraciépjesférica;
son simllares a los que produc;rla una placa d

ase 'de espesor no

unlforme, en donde existe un: corrimlent
’vector de propagacxén. L




La transformada de Wigner de la funcién de salida, nos indica
ademds gque los efectos de aberracién esférica a  primer orden
representados por un corrimiento en la imagen, pueden ser
cancelados usando un valor del desenfoque adecuado. Este valor del
foco es conocido en microscopia electrénica como foco de Scherzer.
Entonces, el valor del desenfoque gque cancela los efectos de
aberracién esférica a primer orden es :

af = ¢ a?|q|?
s

.. .La parte que contiene la dependencia don ."la. .aberracién
cromitica, tiene una dependencia en u del‘ mismo tipo que el
término de la aberracién esférica : : S i

TAG(G) = exp [— —

por 1o que, en primera 'aproximaélén ‘tenémos’ también ‘una :§-Dirac
del tipo: : el

i lnlerpretat 1 on K




"apertura. virtual"” .en el sistema éptico,"ésif: utilizando: el
tratamiento de Fourier se obtiene gué esta funcién es de la ‘forma

2 J|2n0: (AST + A(ACs -~ imA®)ad)|
|2nec (AfT + A(ACs ~ ima®)@d [

H(T) =

En donde 6c es el &ngulo de ilqhinacién finita ' y A 1la -
desviacién estandar de la distribucién de los valores de foco
segGn las fluctuaciones en el voltaje. Esta aproximacién es valida
siempre que el haz central sea mids fuerte que cualquier otro ﬁaé,
difractado. :

Entonces, partamos nosotros también de una apertura cifcular
de radio a: !

1 si (%% + yz)”z <a
h(X) =
0 en otro lugar.

y obtengamos su correspondiente- transformada’ de  Wigner

funciones en el espacio real tgného

w

[

entonces:

=x 4+
x
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X3, (x) = ‘xv"rJo(er“dlr:"

4]
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',;, CSW]} _31(4npa) |

- 4mpa

W, () = (ana®). explanip(|x|cose +-

cgﬁ-lo‘cual‘sé tado’ de 0’Keefe con

de una funclén puede
real, por un 51mpl

'ﬁfﬁe:ectiva" del sistema

'funcién envolvente
.el: tratamiento de

6ptico,_ de manera simi'
Fourier. =~ :
Finalmente,

la expresién que i‘nos

= = an
W, (u,x)
Py a®
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: La’ funcién -.de . distribucisn. ‘de’ Wigner '.de. un’ ‘sistema. con
aberraciones,  nos’ ‘indica . que’ estas . producen; . a - primer orden,
tnicamente un corrimiento’en la’imagen. B ol
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CAPITULO V



’,TEORIA‘LINEAL DE FORMACION DE IMAGENES.

La funclén»de transferencla de un microscopio electrénico en

,el espaclo de recuenclas espacxales es de la forma ¢
T(u) = A (W exp[iz(u)] T (5 1):A:U_}f
"en donde Ap(u) es la func16n de apertura del mlcroscoﬁio y x(u{5 
',contiene los términos de desenfcque y aberraclbn esférlca y

= R 1 3 (=2l
x(u),f-n [ Afdeu + —— ca} |u-g| ]

En el capitulo anterior, estudiamos las caracteristicas de
esta funcién de transferencia. Ahora, queremos saber cémo se ve qni

objeto y que caracteristicas tiene su imagen al formarse en un
sistema cuya funcién de transferencia esta representada

matemiticamente por la expresién (1).

Supondremos, en primera instancia, gque tenemos un haz
incidente monocromitico (temporalmente coherente) y que ademés
corresponde a una funcién de onda plana, asegurando la coherencia
espacial de la fuente. Tenemos entonces, un valor medio del
desenfoque gque no depende de la aberracién cromatica AE.
Estudiaremos el sistema bajo del formalismo de Wigner. La funcién
de salida de un microscopio electrénico es de la forma:

Donde ¥, (W) es 'la ‘funcién de onda del objeto y T(u) 1la
funcién de transferencia del’ sistema 6ptico que esta formando .la..
imagen. Asi, al pasar las ondas de electrones  por ‘la lente
ob)etiva del 'mlcroscopio electrénico, estas  son modifica&as
facto es ‘contenidos en 1la funcién. x(uQ).
caic’la; es: : .

b&slcamente por los
Entonces,

“para. obj tos gag 1ispe ) el ‘debilmente, la
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funcién de onda incidente se ve modlflc da por un factor de fase
que tiene que ver - con el potenc1al proy tado del mater1a1 ;
observado [34]: D i

v (%) = { 1~ a(i)ﬂ } exp‘[iV (%) a(i)“-r'jk..dvf(i)

.entonces:-

) P4ag, 74




La escritura es un poco complicada, pero los térmfnos' son
bastante sencillos al ser evaluados e interpretados.” Evaluando las
integrales y reescribiéndolas término a término: n

J‘m‘pl:znig'&:l's[E * é‘]"[ﬁ - -—2,'7—]%[3 + —'5;—]&'*[3.__ —S—




o7 Wy @y

via[e)‘tp [21!1?'-3:']"3' [a - ._g_._] i~" [— vb

" Asociando término

W = Wrgys @ * We@

Ahora bien, tanto a(%).

adem&s imponemos la coﬁsidéréé

ademés:

AA Lo . A'_.x*«;‘ IS AL
_Ap(u)Ap(o)exp[J.x(u)]; T(‘O)T‘(u)=,-§;,(u)§p(9)§xp ;

3
—~
c
~
g
T~
)]
~
n

de esta manera podemos simplificar 'la fuﬁcién”dé distfibﬁcién ‘de
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Wigner| como .

N () s (1), Wo (@) a (3 R T A A G L

X . A ‘A i . .;,:_;j _
- za(E)AP(G)AP(a) cOs[zn’iox + x(u)]_-
- A A poi v __ :
+ 2avp(G)Ap(u)Ap(3) : Sen[zrmox + x(u)] (5.2)

Analicemos cada uno de los términos. La primera transformada
de Wigner «corresponde al haz transmitido. Las otras dos,
corresponden a las caracteristicas propias de la muestra; la que

corresponde a a(U) nos da las caracteristicas de la funcién de
absorclén y por consiguiente nos da informacién de los haces que
han si+o absorbidos, de hecho, al proyectar wa () sobre el espacio
real, obtenemos una amplitud de absorcién. El término gque contiene
el pot‘encial proyectado nos proporciona informacién sobre las
desviaciones que sufren 1las trayectorias de los electrones al
incidir sobre 1la muestra. Recordemos que en el capfitulo III
obtuvin%os la funcién de distribucién de Wigner para una estructura
cristalina arbitraria, y encontramos que se producia un cambio en
el vector de propagacién de la onda equivalente al gue veria el
haz si |se encontrara con un conjunto de pequefias lentes delgadas.

Centrémonos -ahora en la funcién de transferencia. Para

analizar esta parte, usemos las siguientes definiciones:

Ba = = { O @ + @@ } = - cos[enie + x(@)]

conocid mplitud y de. fase
‘entonces - que -
de" formacién -de:-
e transferencia en

respectivamente, en el  tratami
hasta aqui, hemos recuperadc

im&genes. Analicemos ahor
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" el caso de una funcién pupila simétrica.
. 5.1 FUNCION DE TRANSFERENCIA PARA EIL CASO DE UNA APERTURA
: SIMETRICA.

Recordemos que en el formalismo de Wigner, es posible
analizar la correspondiente funcién de distribucién de un producto
de funciones a partir de las transformadas de Wigner de cada una
de las funciones por separado para después relacionarlas por medio
de una convolucién. Nos centraremos entonces en analizar las
funciones de transferencia de amplitud y de fase de un microscopio
electrénico, ahora bajo la suposicién de que tenemos una apertura
de entrada de tamafio finito. La sefial de electrones que forma la
imagen, depende del tamafio de los elementos 6pticos gque componen
al sistema, en nuestro caso, de c6mo varian los campos conforme
nos vamos alejando del eje Sptico, o eje de simetria de la lente,
y de los elementos fisicos que la sefial encuentre en su camino, de
este tipo de caracteristicas depende la calidad de 1la imagen.
Entonces, la funcién de transferencia es distinta de cero sélo en
cierta regién del espacio, de tal suerte gue la sefial que lleva la
informacién del objeto, encuentra en su camino filtros espaciales
que eliminan informacién proveniente del mismo. Por otro lado, los
electrones al encontrar aperturas de tamafio finito, viajaran en
un 4angulo oblicuo respecto al eje 6ptico. Esta desviacién
finalmente se refleja en una superposicién incoherente en 1la
imagen. Incluiremos todos estos efectos proponiendo una funcién de
apertura finita y obteniendo la transformada de Wigher de 1la
funcién de transferencia.

Bajo estas consideraciones, obtengamos la funcién de
distribucién de Wigner para la funcién (1).

w,r(ﬁ,i) = exp[zrrifoi]l\p{'ﬁ + —E—] exp ix[ﬁ + —E—]

A {E - —g—] exp -ix[ﬁ - -—5-;—] g

hagamoé el siguiente cambio gégvariabl
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ESTA TESIS NO DEBE
SMIR i[ LA BIBLIGTECA

.£‘=72(w-u);u- =2u -0

(2u - w) exp{ix(n—;)}

grandes de |uf,
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"-.apertura _es
simétrica. rtu L

W (3, %) = 2 exp




La ecuacién (5.4), nos indica que la funcién de transferencia
- para una sistema O6ptico cuyos elementos son de tamafio finito,
puede escribirse como el producto de una funcién de transferencia
para el caso de una fuente perfectamente coherente, como se
muestra en la expresién (5.2), por una funcién envolvente E(u,X),
la cual representa el efecto que produce una funcién pupila
finita. Asi pues, podemos escribir la funcién de transferencia de
un microscopio electr6nico, para el caso de coherencia espacial
parcial, como el producto de funciones de transferencia coherentes
y una funcién envolvente. Obsérvese ademss que E(U,X) es una
funcién que depende tanto de las variables en el espacio real como
en el espacio de frecuencias espaciales y que el efecto final en
la imagen dependerd de la convolucién entre la funcién (5.4) y la
funcién que representa el tamafic finito de la fuente.

Supongamos ahora que tenemos una funcién pupila cuya
distribucién en el espacio de frecuencias es de tipo Gausiano,
matematicamente:

_ . - _ - —2
Ap(w) Ap (29’ - w) = = exp [- _lﬁj_z_ ]

o

Jla f‘uhciié

substituyendo en' (3),
como 3 : :

dependencia ‘de 1a L

La expresién,(sj\'n'ov muest
istema’.6ptico. y.

funcién envolvente cbn ,‘_‘ia
con las aberraciones del:mis
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CONCLUSIONES

La filosofia del presente trabajo se basa en el tratamiento
de la teoria de formacién de imAgenes en microscopia electroénica
de transmisién a través de la funcién de distribucién de Wigner.
Este formalismo, como ya hemos indicado, posee la ventaja de
trabajar simultineamente en el espacio real (en el que se esta
propagando la onda), y su correspondiente espacio de frecuencias
espaciales, proporcionindonos informacién de 1los cambios de
amplitud y de fase que sufre la onda al interaccionar con algin
material, de manera simulténea, cualidad que no posee el
formalismo de Fourier, el cual ha sido hasta ahora béisicamente el
finico utilizado en el estudio los fenémenos de formacién de
imdgenes con electrones.

La primera parte del trabajo, muestra claramente la conexién
que nos permite hacer el formalismo de Wigner entre los fenémenos
que describe la Sptica geométrica y la 6ptica fisica, gracias a la
propiedad gue tiene de trabajar los fenémenos en dos espacios
simultaneamente. Por ejemplo, encontramos gque una onda al
propagarse en el espacio, puede, punto a punto, ser mapeada
multiplicando la distancia que se ha propagado por los cosenos
directores de su vector de propagacién.

La herramienta muestra ser ‘mds poderosa al utilizarse en el
ambito de la Sptica fisica. Al analizar las expresiones obtenidas,
encontramos por ejemplo, la relacién directa que hay en el cambio
de direccién de una onda que se encuentra con un par de-rejillas,
en funcién del tamafio de estas y su posicibn en el espacio. Esto
es, mediante manipulaciones matemiticas sencillas podemos, a
través de la funcién de distribucién de Wigner, tener un mapeo de
lo que le pasa a la onda punto a punto cuando se encuentra con un
obstaculo.

En el campo de la 6ptica de electrones fuimos mas alla. Se
encontrd que' al combinar el formalismo de Wigner con la matriz
densidad se podian estudiar sefiales de naturaleza estocistica.
Por ejemplo, el grado de coherencia espacial, en el plano imagen,
de una sefial que es emitida por una fuente de extensidén finita,
incoherente, depende ftinicamente, de la transformada de Fourier de
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la funcién intensidad en el plano objeto, pero evaluada en el
punto ¥ - (z/u4)0; esto por supuesto, si la onda se propaga en un
medio homogéneo hasta 1llegar al plano imagen. Cuando 1la
propagacién de la sefial no es en un espacio homogéneo y existe, ya
sea una funcidén de transferencia o una funcién de transmisién que
modifique el espacio, el grado de coherencia en el espacio de
frecuencias, se encuentra obteniendo 1la convolucién de 1las
transformadas de Wigner de la matriz densidad que caracteriza a la
fuente y la funcién de transferencia o transmisién que caracteriza
al espacio en el que se esta propagande la sefial. Matemiticamente
esto puede sonar muy complicado, pero en realidad no lo es, debido
a que podemos trabajar con cada una de las transformadas de Wigner
de las funciones independientemente unas de otras y al final,
obtener el efecto en el plano imagen a través de una simple
convolucién de funciones, con 1la informacién adicional de el
comportamiento de la sefial en los dos espacios, debido a que, en
el formalismo de Wigner, toda propiedad en el espacio, tiene su
dual es el espacio de frecuencias correspondiente.

Bajo esta filosofia, se analizé el comportamiento de la
funcién de transferencia para un microscopio electrdnico de
transmisién, obteniéndose, a través de Wigner, informacién
simulténea sobre las caracteristica de amplitud y de fase de estos
sistemas, asi como sus propiedades, de coherencia y las
distorsiones que sufre la imagen debido a efectos de
desestabilidad en las corrientes de las lentes, a la extensién
finita de 1la fuente, etc., recobrandose la teoria lineal de
formacién de imagenes en microscopia electrénica. Ademas, tiene la
ventaja de ser una descripcién muy diddctica de lo gue le ocurre a
la im&gen, al introducir efectos de desenfoque o astigmatismo, en
términos de un simple corrimiento que en la mayoria de los casos,
es proporcional al vector de onda de la sefial incidente.

No analizamos ampliamente 1la coherencia temporal y sus
efectos en la formacién de im&genes en microscopia electrénica,
debido a gque el tratamiento es completamente simétrico al
realizado en el dominio espacial, s6lo que en ese caso, se
consideran variaciones en la longitud de onda de los electrones
emitidos por la fuente. Por otro lado, las fuentes en microscopia
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electrénica son altamente coherentes en el dominic de la energla.

‘ Después de los resultados obtenidos, consideramos que 1la
funcién de distribucién de Wigner es una poderosa y elegante
herramienta que nos permite trabajar con fenémenos ondulatorios de
todo tipo, donde quedan incluidos los sistemas coherentes,
incoherentes y parcialmete coherentes. Fenémenos como la
holografia o patrones de difraccién obtenidos a través de la
técnica de haz convergente, pueden ser estudiados ampliamente con
esta representacién. También nos ., permite obtener una
interpretacién geométrica e intuitiva de fenémenos complicados
como los que se producen en sistemas parcialmente coherentes.
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APENDICE A

Transformada de Wigner de un producto y de una convolucisn de
Funciones :

Supongamos que tenemos: I'(X)=  ¥(X)T(¥X). Obtengamos la
transformada de Wigner de esta funcién:- ’

Wp (%, )= exp[-zniﬁog]\p& + E/z)@f(? S E/2TE + T2 (F - §/2)4E

gg § en 4. del prpqlidto de'dos’:funciones .que . definiremos como
sigue: L ;
sea  £(E) = W(X + E/2)¥% (%

...entonces:

ahora bien, recordemos que 1la “tralllsform‘ad
producto de funciones es - igual
transformadas de Fourier de cada: u
la convolucién), en tal caso tenéxhéé:

convolucién de las
uiacion_és (Teorema de

pero:

lo mismo  ocurre

(ay




" o.bien:

Wr-(ilﬁ) = WW(EIE) WT(§,E - 0) au

En conclusién, la Transformada de Wigner de un producto de
funciones en el espacio real, es 1la convolucién de 1las
transformadas de Wigner de cada una de las funciones sobre el
espacio de frecuencias.

Una propiedad similar puede ser obtenida para la transformada
de Wigner de la convolucién de dos funciones en este caso,
tenemos:

Weag (BB =Wy pag) (@B =Wgpg @3

que se reduce al caso anterior, pero ahora la transformada de
Wigner del producto de las transformadas de Fourier se puede ver
como la Transformada inversa de Fourier de € en X , es decir, la
Transformada de Wigner de la convolucién de dos funciones es igual
a la convolucién de las transformadas de Wigner de cada una de las
funciones pero sobre la variable de la posicién, esto es :

wf*g(§.5)=[wf(§,ﬁ)]*[wg&,ﬁ)] (B

o bien:

W@ = | Wy (R) Wy(X = X8 X
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Image Displacements in transmission electron microscopy:

A phase space approach

V. M. Castaiio, P. Santiago, A, Gomez
Inatituto de Fisica, UN.A.M,, Mexico.

mq’l‘he ! f d.

genlra. CXPN‘IIDH Oflmljt 13
phe:menll in electzon mcmmy. by defocus and
spherical aberration, is obtained by a Fourier optics ap-

proach. Then an Alumllxvc method by utilizing the Wi, r
dmnbullon function is pre “e?owd ‘The advaniages ol
nove proach are discus under the Light of & more un-

method for analyzing cascading systems in electron
oplu:

Bildvers Tr Elek
u-r- Kberang. Dt A k fGr dic
Bil hi hervorgerufen
durch Dcfnkuuemnl |md lglinlche Abernationen, wird
durch eine Fourier-optische Methode erhalten. Dann wird
eine alternative Methode mittels der Wigner Vcnnlunp-
funktion vorgeschlagen. der Vorteil der neuen Methode wird
nnl er dem Aspekt einer nugemcxgmn Methode zur A:fl e
er El

u-
!krl.

1 Introduction

1tis well known, among electron microscopists, that im-
age displacements caused by image defocusing have some
very licati {1-3}. Indeed, re-
ports on imaging of amorphous specimens, stereo-image
pairs (technique also known as 2} D electron microscopy
3], high ion imaging. of spherical
aberration coefficients, eic. can be found in the literature
published during the past 30 years.

Recently, the interest in these image dlsplacemems has
been renewed because, among other reasons, the increas-
ing avaxlablhxy ofmore very high resoluuon mlcroscopes.
which rcqunre ly weil defined i
if a reliable interpretation of i lmag:.‘s is to be posslblc
Also, the feasibility of achieving truly

ires a decpcr and con-
trolling of the 1 microscope’s key parameters {1}, In the
particular case of defocus-induced displacements, it is
possible to obtain an equation for it from purely geomet-
rical optics considerations [4] or as a derivative of the
phase of the contrast transfer function {3). In both cases,
the displacement (4) depends on the amount of defocus
{4), on the reciprocal space vector &, and on the spherical
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aberrition coefficient C,, as
d= M C,lal ~ 42laf) a)
where M is the magnification of the microscope.

In this work we present an alternative way of evaluat-
ing such image displacements by using a phase space
function (the so-called Wigner distribution function)
which provides, as we will show, a simple yet clegant
geometrical picture of the phenomenon. Also, for the sake
of clarity, and in order to allow a comparison, we have
included a derivation of the same displacement by using
standard Fourier optics.

The use of these phase space mathematical tools (also
known as intermediate functions) in Optics and Electron
chrocopy has been explored recently {S-8] including
image f i lheor_v and li o the analysls
of transfer functi in
microscopy. These works have shown some altractive
pombnlmes of phase space functions in terms of faster
compuling times in modeling optical systems and sim-
plicity in performing calculations.

2 Fourler optics approach

Let us consider an object in the microscope characterized
by a transmission function {5] S{%) and with a Fouricr
transform given by F(@), where % =[x, y) and § = (4, v).

Thus, the image f (%) will be idcally related to the
diffraction spectrum [ (17} by:

F®={fumeda. @

In the real case, however, the effect of defocus and
spherical aberration must be included as follows:
SR = [T @e@ero 4 3}
where
26 = r{ad(? + v¥) ~ £ C, 2303 + 1*)) (L]
4 being the corresponding wavelenght. Notice that here
4 > 0 corresponds to an underfocus,
lt ns clcar lhal for each dp = (1, v,,) there exists a
Ispace d in @i, such that
the diffraction amplnude is ncglrgxblc outside of it (this is
aulomallcally the case if one inserts an aperture to form
a dark field image, if no aperture is inserted then we will
assume one is interested in the contribution to the image
arising from reflection g, = {u,, to) alone). Mathcmau-
cally, this means that a Taylor series expansion around
{16, vo} can be made

260 = z{iio) + Vxlito) - (5 — s} %
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with
Vitio) = 223475 — 224 C, NP O]

where terins of higher order have been neglected.
Then, by replacing (5) and (6) in eq. (3) we obtain:

f’(i) - ¢:ff(l7) eI o=t = 14T+ LG, G511 ) g 14
where »
& = M2 -VA )T
represents a phase factor simply.
Thus it is clear that -
SR = ¢S (& = [~ Mg + C, A udlag): @®

" In other words, the image including defocus 4 and
aberration coeflicient C,, is basically the ideal image dis-
plactd by a vcc(or: B .

)

To recover eq. (l) all we have to do is to multiply eq. (9)
-~ by a magnification factor M.

'3 Basic properties of ihe Wigner Distribution Fuaction

’ﬁ:e Wigner Distribution Function (WDF) of a function
S (%) is defined as

W{f(2) = W,(%,4)
= If(x + )f‘ (x -—) 200 gz (10)

here f‘ is lhe complex con]ugmc ol’f Notice lhal the
WDFisa fi of 4 g 1o
the real coordinates % and the other 2 to the recnprocal
space 4.

In previ blications [5, 8] the of WDF
to cascadmgopucal systems have been analyzed and here
we will only summarize some of the most relevant prop-
erties of thesc functions.

In general, the output WDF of an optical system is
refated to the input WDF as follows [8]:

Woipu(%, @) = Wiy (a% + bii, c% + dd) (1

where a, b, ¢ and d are parameters whlch depend on the
specific system lyzed. As the
case of a lens with focal lcngth / For this particular case,

the parameters are

a=1
b=0

€=~

s
dei,

In® this picture, to obtain a Founcr Transform sxmply
consists in exchanging the coordinates # and x. that is; .

a=0
b=—1
cw=1
d=0
or, in terms of equation (11):
Wi (%, @) = Wy(— 4, %),
To recover either the image | £(%)|* or the diffraction

pattern |/ (@)}? from the WDF, a simple projection must
be performed:

1 G = § Wy (5. D)
17 N2 = W, 50 (%, d)d%. (12)

4 Wigner Distribution Function approach

The effect of defocus and spherical aberration on the
image can be expressed as:

['@ = T(@) f (@ 13)
where f* is the image amplitude distribution, f the ob-
ject function and T the lled transfer f ofthe . -

microscope, which, as was already used in section 2, is
given by .
T(@) = 1™ Ly
with x(a) given by eq. (4). L
By calculating the WDF of eq. (13) we obtain

W,.(x.u = jT(x + 2) T‘(x ——)f(x +
s(e-5)e

W5, ) = r(r (=
o

where F stands for a Fourier (mnsl’o
convolution theorem = -
Wi (%, 0) = Wy * W
where * symbolizes the convoluuon product and W,
the WDF of the transfer function T (further details can be
found in {9}).
Now we explicitly calculalc
eq.(14) g

W,.(i.ﬂ)=I,-z.ln~.!(i+§) ;

-f‘(.\" -g) D T g

or
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whcrc V is the gmdwnl operator.
By using eq. 19, and- after slmlghll’orwnrd subsulu-

tions, eq. (18) can bc finally wrinten as:

Wi (%, 01) = W% — Vi, i) 20

- That is, in the phase picture, the effcet on the image of

defocus and spherical aberration is an image shift (notice

that there is no shift in the diffraction domain, &) given by

the gradnem of the abcrranon function z. That is we have

d the correct eq for i image displ;
Onei mtercsung feature to point out, is the pnss:blluy or
the image

phase space. lnd:cd by rcprcscmmg €q. (20) in geu-

metrical terms, we can easily sce that the effect in phase

space s simply to produce a shift in one set of coordinates
{in this case, real space coosdinites).

S Conclusion

‘The use of phase methods in ransmission eleciron mi-
croscopy, | in pamcular the anner Distribution Funcuon
has been d for ga ized plot of
the contrast transfer function in an electron mxcmscope
[6 7] as well as an al(cmame. wnh great computing

or systems {8). In this
work, a slep further has been proposcd by using the
WDF for caleut image di due to both
defocus and sphen:al abcrranon effects. One big advan-
tage of this appraach besides simplicity, is the su'zngm-
forward physical interpretation of thinking in phase
spaee Thc rclevance of this approach to other more excit-
such as is being currently

ng
studied.

Thc p)usu space approach provides the means for get-
“ting physical insight in several ways. Fisstly, it is a link
between the formal, rigorous wave treatment and the
. esicr geometrical optics (which despite the fact of being

strictly speaking invalid, is geometrically crystal clear).
- Secandly, the phase space approach allows a sort of semi-
classical picture: elecirons arising from a more or less
well defined region of the sample (the part being imaged)
and with a more or less well defined momeatum (semem-
ber that we are forming basically a dark-filed image and,
consequently, sclecting the range of wase-vectors) form
an image; the amount of locahzahon in both spasial and
being, 1y, limited by the
uncertainty relations. The reason why there is a shilt is,
now, simply that the electrons have to travel an extra
distance 4 while hanng a transvecse component of specd
proporiional to i

1n ather words, the dark-fietd images are a good exam.-
ple of a quantum system that, nevestheless, can be de-
scribed remarkably well by a point in (classicaly phase

space.
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The Van Cittert-Zernike theorem revisited: alternative approaches
in the small angle approximation for electron diffraction

A. Gomez, P. Santiago, V. M. Castafio
Institute de Fisica U.N.A.M., Mczico

The Yon hcmm-hnlh theorem revisited: -Im-tze" ap-

thes. The Van Citteret-Zernike theorem is rederived for elec-
tron opuc: und:r lhc mumpllon that the nmll lngle

on first, the denmy opeulor and second, on |h= ‘:V‘T
distribution function, a phasc space too!} already util for
describing cascading optical systems.

Wit‘an!—hne ‘u Van Clitert-Zernike Theorems: Alteraa-
tive Bebandlueg im kf Klnnldehlbn-g ln

l:l Das V:

unt er du Annah

Theorem wird

i der Kleinwinkel-

nlhcrnn. diskutient. Die Behandlug, b-mn erstens aul dem

Dichteoperator und zweitens auf der Wigner-Verteilungs.

funktion, ein Phasenrsumwerkzeug dls bereits zur Beschrei-
bung kaskadierter optischer Synlnmc verwendet wird.,

1. Introduction

Undoubtedly, on¢ of the most important theorems in
Modern Physical Optics is the Van Cittert-Zernike theo-
rem ({1] and [2]). This relation, proven independently by
Van Cittert and Zernike is also the basis of a number of
different methods in optics and stellar interferometry [1].
Roughly speaking, the theorem states that the spatial
coherence function of an optical source is related by a
Fourier transform to the corresponding intensity distri-
bution.

This is an extremely relevant and beautiful result, since
it allows one to know how the mulual intensity of an

llection of i di pr
from an incoherent source.

In electron optics the treatment of coherence is usually
shaped after the opncal one (3] although there have been
some using density op-
erator techmques {{4) and [5]) for the high energy case.

In this contribution, we offer a derivation of the Van
Cittert-Zernike theorem for electrons within the frame-
work of the small angle approximation (paraxial approx-
imation) in electron optics. First, based on lhc quamum-

cascading optical systems in a simplified fashion [6]. (7]}
another view of the Van Cittert-Zernike theorem is of-
fered.

The small angle approximation simplifics the deriva-
tions to a large degrec and the proofs offered, besides
proving the validity of the theorem for clecirons, are
believed to be suitable for use within the standard ‘multi-
slice’ approaches to high energy dynamical clectron dif-
fraction. The use of the Wigner distribution function al-
lows a fresh msmhl into lhc physics of _coherence in

optics as d in the 1

2. Theoretical background

Thls section is divided as I'ollows l‘rsl lhe pmpagﬂlmn of
within the 1)

is d and di

1o i ducing the density used in

mechanics. Fmally. we shall introduce the Wigner distri-

bution function,

2.1 Propagators in the small angle approximation

Consider an electron moving subject to Schrodinger's
equation

D‘ - "
‘Thena b is ded; d

Pig 4 At = Ve Com

with

2m
=¥ . :
In free space V=0 nnd eq. (l) has soluu ns in lhc form
of plane waves :
gInftuxtoytes) o Ex

mechanical concept of density
mixture of states is constructed and, by means of the free
space propag; for el the th is derived.
Later, based on the Wigner distribution function (a phasc

space tool which has been recently utilized for

Received November 2, 1992,

Alfredo Gomez, Pamcm Santiago, Victor M. Castailo, Instituto

de Fisica, A.M., Apartado Postal 20-364, Mexico D.F.
01000, Mexico.

isfying Si

Pl ;)= U Aly, p) 2t r VRS 10 (6)
where A(u, v)is the am?liludc of each planc wave compo-
nent. For u? + v? > y* the waves are exponentially de-
caying (for = > 0) or "evanescent’. This integral represen-
tation is known as Rayleigh's representation [8).

A=+ ot W)y T gy
Then, the  most gcncral supcrposmon of plane waves sat- -
q will be

Pag.

95



60 A. ‘Gomez. P, Santiago, V. M. Castafio, The Van Ciltert-Zernike thcorem revisiled

Evaluating at z =0
$ix, 3, 0) = “‘ Au, u)e"“"""dudn . (1))
which is an invesse Fourier transform relauonshxp Con-
sequently
A(u, v) = F[d(x, 5, 0)) (u. v} (8)
(here # stands for the 2-dimensional Fourier transform).
Copsequently
Flplx, 5, D] = Afu,v) W0
= F[blxp Q)T ()
or, in a simpler notation using " to denote transforms
B, v, 2) = $lu, v,0) PV T-0in, (10)
The corresponding expression in ‘real” space is, then
¢(X. » 2) = ¢(X.y. 0) . f-l [cll‘l' l'-l’-v’l)]
= $(x, 5,0} » Blx, ). [$3))
Here  denotes the convolution. Notice that in the pre-
ceding equations the transforms arc with respect to (x, y)
or (1, v) deaving 2 as a parameter. The function B(x, y) is
called ‘propagator through z*
In high energy electron microscopy the amplitudes

A(u, v) are appreciable only for small values of u and v so
the ‘small angle approximation’ holds:

V—-_ w4+ 0?

e R
Bl v,2) = lu, 5, 0) e 2wixre ""L‘*_""m' e

(12)

50

and

¢(x.y2) = ¢(x..v.0)'-9"

The statistical propem:s of lhe el ectrun l‘cld will be de- .
scribed by using density operators.. The clectrons will be -,
taken as a statistical mixlure of states ¢, where & labels -

the components of the mixture. The corresponding densi
ty operator is given (in the ‘coordinate represe:

;PAW! {7.2) ol

olR ¥,

Here 7 and F* are vectors in the
the statistica) weights of the slmes @
2.3 Wigner dnlrlbulmn funrﬂnn

In the present work, coherence effccts will be described
cither using the density operator ‘as described above or

the Wigner distribution funcllnn (see (9] for an cxabmplc
of the use of the ngner function of a density opcralor)
defined as:

W, i)=Ie"’""'p(?—§,i+-.z)d§ (16) .

where i is the 2-dimensional reciprocal space vector,

The properu:s and applications of lhe Wigner distri-
bution [t ion have been here ([6) and
{71) and here we shall restrict oursclves to recall only one
property relevant to our present purpose: indeed, it can
be shown that the effect of propagation in space consists
basically in a coordinate shift

(r ~—— u) a7
X

where W, is the Wigner distribution function of the func-
tion @ al Z = 0 and, obviously, W, isthe ngner distribu-
non funcuon of the ¢ at & (m “the prevtous equauon
ive factors not d ding upon ¥ and &, and

hasc factors, were omitted).

W, (F &) =

3. The Van Cittert-Zernike theorem

In the next two subsections we discuss the Van Cittert-
Zernike theorem for electrons. Two approaches are pre-
sented, The first involves the density operator and the
expressions for the {ree space propagators plus the as-
sumption of a prefectly incoherent clectron source. The
second approach makes use of the Wigner distribution
function.

3.1 Density operator approach

From eq. (14) we have

'P.(’.Z)'=IP('—G) ¢A(a.0)du [N
ol ~5,00db o gy

= [ B -

s;) I;ylusing'; Eq. (15):we‘:obblmvink
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o lE—U"’
4.

LTL!] la) da

- 01:1)-le-u.umllvll—u 1 H
. e-(lll/ll)-('-l’)-ll(a) da

=al(F - F)A42)) @)
{ax represents all the constants and phase factors outside
the integral). This last equation is the Van Cittert-Zemike
theorem that gives the degree of coherence at a given
distance z, due to an extended incoherent source, as the
Fourier transform of the intensity distribution.

,e-mu 8
[/l sz

3.2 Wigner distribution function approach
First, we calculate the Wigner distribution function for
z=0

w,,(r-.ﬁ)=jr"""p(r—§,r+ .O)ds 22)

but, as in equation [20], we assume that at 2 = 0 the
source is perfectly incoherent, Thus:
W, (7, &) = [ em 300 '6(3) la(r + )ds = IolF).
(23)

Now, by calculati lheWugncr istribution f
-alzwe obun, lhmugh equa('on[ﬂ] .. s

W, 8) =

‘ ,f

zu) Ehlnqd"
x s

it l‘ollows lhat : .
p(%, ¥ ,) ( 1):"" r/.“ (ur)E : X

The last equation is again the Van Cmm-Zcmnk: the
rem (the factors outside of the integrals differ in the two
derivations becausc, as alrcady mentioned, sev:ral mul
plicative factors were lcﬁ out in eq 17}

4. Conclusions

The relevance of the Van Cittert-Zernike Theorem does
not need to be emph. d for both dard and clect
optics. The use of some Quantum Mechanics tools, such
as the density operator and the Wigner distributon func-
tion provide a simpler, yet elegant, theoretical framework
for deriving such an important theorem. The direct appli-
cation of these sesults to problems of coherence in trans-
mission electron microscopy is currently being explored
and will be reporied separately [10].

Although the derivations were made for electrons in
the small angle approximation, they can be readily adapt-
ed to the general case of oplics in the paraxial approxima-
tion. The Wigner distribution is, to some extent, analo-

gous to a description in classical phase space. It is also a
phasc space localization tool in the sense that W, (7, &) is
a measure of to what an extent the function p, can be
thought of as being located or concentrated around F and
has momentum . In this sense ,(F, u) could be interpret-
ed (with tion!) as di located
around F (with dispersion 47) and huvmg wave-veclor &
(with dispersion 4i) both 47 4@ being, of course, related
by Heisenberg's uncertainty principle. Consequently the
relationship established in eq. 17 (or 24) can be interpret-
ed as follows (fig. 1):

Electrons around 7 and with momentum arcund &
travel a certain distance from = = 0 so they reach the =

plane, latcrally displaced by a distance z——".

Because of the perfect incoherence of the source, the
number of electrons leaving F is simply Jo(F).

A
Also from the figure, 7" = & (x is the beam divergence)

and, from Heisenberg's uncertainty principle | 4F| = IAITI

LA
= an expression that could also be derived directly

frcm eq.21 and which appears in most textbooks on
ical means of g the degree
of coh:rencc (see for example [11]).

Fi |.,i::rmondk;h«m¢mby ‘Here & m 1, ndulslhe
prm ecl . :
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