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INTRODUCCION

El tema central de este trabajo de tesis es el estudio de algunas
propiedades probabilistas de la funcién Rs(X+Y)mod 10.

El problem: sobre la distribucién de la variable R se conlidcrc
principalmente desde el punto de vista de la teori{a de probabilidad,
sunque después se trata de corroborar la validez de los resultados
tesricos, aplicando algunas pruebas estadisticas con datos
experimentales obtenidos de ciertos sucesos de la realidad.

En ®l capitulo 1| se estudia teéricamente bajo qué condiciones la
funcién R = (X+Y) mod 10 se distribuye uniformemente, donde X @ Y son
variables aleatorias estadisticamente independientes.

En dicho capftulo se demuestra que R no siempre se distribuye:

uniformemente. También se demuestra que si uns de las dos vsriables se
distribuye uniformemente sobre un conjunto de valores (0,1,...,10a-1)
donde a es natural, entonces la variable aleatoria R se distribuye
uniformemente en {0,1,...,9} " :

Este resultado se generaliza en e! capitulo 4 al caso en'que X, Y y R
son vectores aleatorios,

En @l capiftulo 2 se analizan datos reales pars verificar los
resul tados teéricos. Como primer paso s® obtienen varias sucesiones de
realizaciones de variables aleatorias relacionadas con el nombre y
la fecha de nacimiento de los empleados de cierts dependsncia.
Algunas de estas variables tienen una distribucién de frecuencias
aproximadamente upiforme sobre los digitos de 0 a 9 mientras que
otras no se distribuyen uniformemente. Con estas sucesiones
posteriormente e construyen npuevas sucesiones por madio de la
férmula Rp= (X, + Y,) mod 10, donde las sucesicnes X, e Y, satisfacen
pruebas estadisticas de independencia.

En los capitulos 2 y I se presenta la aplicacién de algunas prusbas
estadisticas para evaluar la validez de la hipétesis de que las
sucesiones  originales y las  sucesiones R, se distribuyen
uniformemente.

Los resultados de las prusbas concuerdan o parecen confirmar los
resultados tedricos. Varias de las sucesiones construidas satisfacen
propiedades de uniformidad por digitos individuales, por parejas y por
ternas de digitos, de modo que tales sucesiones se podrian usar con
relativa confianza como tablas de digitos al azar.
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Sin embargo no =@ hace una aplicacién exhaustiva de todas las pruebas
estadisticas conocidas sobre aleatoriedad a las sucesiones construidas
ya que @l objetivo principal es investigar si tales sucesiones siguen
© no una distribucién uniforme en una o més dimensiones.

A continuacién surge otra cuestién. Si se va a utilizar tablas de
digitos construidas con este método que se basa en observaciones de
sucesos aleatorios de la realidad, se necesita registrar los
resultados, tensrlos almacenados y recupsrarlos con una velocidad
razonable.

En @l capitulo 8 se estudia la posibilidad de utilizar sucesiones
aleatorias almacenadas en el disco de la computadora, en lugar de
sucesiones generadas por un .algoritmo determinista (el algoritmo de
congruencia lineal), midiendo tiempos de ejecucién de ambos métoados.
Los tiempos de respuesta muestran que actualmente en equipos de
mediana capacidad no hay una diferencia significativa.

En los apéndices se pueden encontrar los listados correspondientes ‘u
los programas y las sucesiones de digitos que se utilizan a lo largo
del trabajo y que pueden ser utiles para otras aplicaciones.




Capitulo 1§
Algunss propisdades de la funcidn R=(X+Y) msad 10

1.1 El prnbl.-l.dnl fraile Edvin.

La idea de echar a la suerte una decisién que puede afectar en faorma
favorasble o desfavorable a alguien dié lugar a que se disefaran
mecanismos o procedimientos imparciales para obtener un resultade al
azar. Tal ws el caso de uns lateria en la cual se revusiven bolas
numeradas dentro de un recipiente y se sacs una de ellas por media de
una mano inocente. Sin embargo pumde que algunos cusstionen la calidad
de procedimisntos como @l lanzamiento de un dado o de una moneda @&n
los cuales puede influir la habilidad del que lanzs wsos objetas.

Este problema de cémo wchar susrtes de una manars perfectamente
honrada, libre de manipulacién o habilidad humana llevé a un fraile
llamado Edvin del monasterio franciscano de Tautra Noruega, a idear
varios métodas para sacar numeros a3l azar que puaden seguir siendo
validos en la actualidad. En su libro "Al azar", lvar Ekeland comenta
el contenido de .un manuscrito del fraile Edvin. que data de low alos
1240~1250 D.C. en el cual se mencionan 2 métodas interssantes.

El primer procedimiento propuesto consiste en lo siguiente: dos
participantes o jugadores eligen un namero cads quisn en sscratao y lo
escriben en un papel o pergaminoj despuéds lo entregan s un arbitro que
lee los 2 nimeros, los suma, los divide por 6 y anuncia ®] resto como
el resultado de echar suartes. Hay & posibilidades 1,2,3,4,5,0 que
corresponden a2 los 6 resultados posibles de echar un dado, pero con
este métndo el fraile Edvin buscaba wvitar que el resultado aleatorio
fuera afectado par un manipulador habil y mal intencionado.

Es paosible que previamente ambos participantes hayan acordsdo que si
el resultado es menor o igual 8 2 gana ®] primer participante,
mientras que si el resultado es mayor a2 2 gana el sesgundo
participante. De esta faorma ambos Jjugadores tienen las mismas
posibilidades de ganar. Otrs posibilidad @s gQque el 4&rbitra © un
ohsarvadaor neutral proparciane un tercer nimero y que sa apligue el
procedimiento descrito con el nimero de cada jugador y el namero del
arbitros en este caso el ganador seria sl que cbtenga el numero mayor.

Desde el punto de vista probabilista surgen varias preguntas en cuanto
a3 este procedimiento.
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Por un lado en el experimento de lanzar un dado no cargada, el
rasultado (el namero en la cara superior) se distribuye uniformemente
en €1,2,3,4,%,6), lo cual induce a investigar si el resultado del
experimento de fray Edvin se distribuye uniformemente en
€0,1,2,3,4,53.

Con relacién a esta pregunta se podria incluso cuestionar si el suceso
asleatorio propuesto por fray Edvin realmente tiene regularidad
estadistica, ®s decir, si los raesultados se apegan a una séla
distribucién de probabjlidad de uns corrida de realizaciones a otra.

Esta @5 una pregunta cuys respuesta se pusde hallar experimentalmente
observando si las proporciones de frecuencias N(i)/N de cada digito i
tiendan & valores caonstantes P(i) para N suficientemente grande y si
estos valores P(i) varfan significativamente de una corrida a otra de
N raepeticiones del experimento.

Los resultados experimentales de los capitulos 2 y 3 indican que la
distribucién de frecuencias del suceso propuesto por fray Edvin varia
significativamente dependiendo de la naturaleza de las dos variablaes o
fuentes de valores que intervienen en el cdélculo del resultado.

Sin embargo, si se supona que cada una de las variables que
intervienen para obtener e} rasultado tiene una distribucién de
probabilidad especifica, entonces @] suceso aleatorio propuesto por
fray Edvin también tendrd una distribucién especifica que se puede
estudiar por medio de la teoria matemdtica de probabilidad.

En este contexto mas restringido, an el que se tienen das variables
especificas X e Y asociadas & ciertos experimentos aleatorios con
regularidades estadisticas, nuevamente se pusde uno preguntar bajo qué
condiciones la variable R=(X+Y) mod & (que representa el resultado del
experimento de fray Edvin) se distribuye uniformemente.

Regresando al planteamiento oariginal del procedimiento, el fraile
Edvin hace notar varias consideraciones mateméticas sobre este método,
Primero menciona que si se multiplicara en lugar de sumar, el
procedimiento seria vergonzosamente manipulable. Por ejemplo bastaria
con que uno de los dos participantes eligiera un multiplo de & para
que el raesultado fuera cero sin importar la eleccién del otro jugador.
Esto se deriva de que si uno de los factores es divisible entre &, el
praoducto también lo serd y por tanto e! residuo de la divisién entre
6 serd O,




Obviamente désto era un serio defecto para @l traile Edvin, debido a su
praocupacién por lograr que el rasultado fuera rnnlmont- aleatorio y

no se pudiera prever fécilmente.

Ls segunda observacién del fraile Edvin se refiers 3 que lo que
importa en el resultado final del praocedimiento no son las magnitudes
de los nimeros elegidos & y b sino @l residuo de ls divisién por & de
dichos nimeros, es decir, a mod 6 y b mod &, Por sjemplo si se tiene
ol par de nimeros {7 y 3031 &} resultado serd 2, al cual es ®] mismo
resultado que se abtiene con @l par 3 y 3 que son los restos de las
divisiones por & de los nimeros originsles 17 y 3031. Algabréicamente
1o anterior se puede describir de la siguients maneras

Dados dos numeros enteros cuslesquiera a y b, estos se pusden denotar
comas

l=6c‘+r1| 0.‘.'\(6
besébey+ry 3§ 0 Srp<Céh
Entonces ' m™4rp = 6 cx + Px 0 srg<éh

Por lo tanto ry = (rg+rp) mod &, pero también
a+b = b(cytcn) + (rptrn) = bloydcatex) + Py ¢

a8 decir r3 = (a+b) mod é&.

En consecuencia (a+h) mod & s (ri+r2) mod 6.

También como se verad en el capitulo de aplicaciones, este hacho limita
el numero de posibles sucesionss R, que se pusden cbtener combinando

una sucesién dada X, con diferantes sucollunnn constantes del tipo
Ynet para toda n natural.

El segundo procedimiento sugerido por el frsile Edvin tiene una
similitud sorprendente con el método de cuadrados medios propussto par
Von Neuman, excepto que la motivacién del método es diferante. Fray
Edvin lo pensé para el caso &an que un individuo quiere sacar un nimero
al azar sin que intervenga otro Jjugadar, a diferencia del}

planteamiento mas reciente para ocbtener  sucesivos nimeroe
pseudoaleatorios,

El método consistia en 1o siguiente. Un jugador elige un namerc de 4
cifras y lo eleva al cuadrado, obteniendo um nimero de 7 u 8 cifras.
De este segundo nimero suprime las dos Gltimas y la primera o las dos
cifras iniciales a8 fin de cobtensr un nimerc da 4 cifras. Repite

entonces la operacién 4 veces y toma el resto de la divisién por &6 del
Gltimo nimero obtenido.
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Para @l fraile la motivacién ers macar el resultado al azar y evitar
hacerse trampa uno mismo, por lo cual advirtié un grave defecto al
utilizar numeros en los que slgunas cifras son ceros, ya que producen
ciclos que s repraducen indefinidamente lo cual hace posible praver
#] resultado del procedimienta. ‘

Vale 1la pera apuntar que 1a sxistencia de ciclos sigue siendo un

inconveniente para varios métaodos de generacién de sucesiones

pseudoaleatorias en la actuslidad.

De estos dos métodos diseKados por el fraile Edvin, el nétodo de
combinar pares de nimeros sumidndolos y obteniendo el médulo en cierts
base, se presenta como una posible opcién para cbtensr sucesiones can
distribucién uniforme. :

La cusstién es si el métado originsl del fraile Edvin hace sparecer
los nimeros O a1 % con la misma distribucién de frecusncias que se da
al lanzar un dado, 1o cual nos lleva a plantear la hipétesis de que
los resultados obtenidos con la férmula Rs(X+Y) mod & tienden a
distribuirse unifarmemente.

La validez de esta afirmacién se estudia en ol presente capitulo desde
@l punto de vista de la teoria de probabilidad aunque en adelante se
utilizard la funcién R=(X+Y) mod 10 en lugar de R=(X+Y) mod & ya que

las sucesiones de digitos entre 0 y 9 pueden ser més utiles en
aplicaciones practicas.

Respecta a la hipétesis mencionada, los teoremas de este capftulo y
las pruebas estadisticas que se presentan en los siguientes capitulos,
muestran que no siempre se cumple que los resultados del experimento

de. fray Edvin se distribuyan uniformemente, sunque dichos resultados
ciertamente sean aleatarios.

8in embargo como se demuestra mas adelante, si se tienen dos varisbles
aleatorias discretas independientes X @ Y y una de las dos varisbles
se distribuye uniformemente sobre un conjunto de valores de la form
{0y1,...,10a2~1} dande a es natural, entonces la variable sleatoria
R=(X+Y) mod 10 se distribuye uniformemente en (0,1,...,9}
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1.2 Salucién del problama de fray Edvin en sl marco de la tearia de
probabilidad

-~

1.2.1 Suposiciones geanesrales y plantesmiento del problesa

Sean E; y E; dos experimentos aleatorios independientes.
Sea Exy ®1 experimento de realizar Ey y Ep juntas.

Sea Qg= {0,...,m—1} @l espacio de resul tados de E;.
Gea Qo= {Dyeueyn-1) @l espacio de resul tados de E,.

Sea Qiz= @y # fin @l espacio de resultados de Ex.
Sean {(Ppyere 1Pyt ¥ (Qprssesfp-y? 908 pseudodensidades.

Sea Py la medida de probabilidad definida en el contexto (E;,f)
par Py (k)= py,

Sea Py la medida de probabilidad definida en el contexto (Ep,fp)
por  Pa ({k}) = q

Sea Py la medida de probahilidad definida en el contexto (ExyQx)
por Px ( {0,303 ) = p; » Q;

Sea X una variable aleatoria definida como la identidad sobre Q.
Sea Y una variable aleatoria definida como la identidad sobre ey

Supéngase que X se distribuye con medida de probabilidad Py y quey
se distribuye con medida de probabilidad Pa.

Sea R una variable aleatoria definida en fix por la siguients scuacién
R ¢ (i,d) ) = (i+}) mod 10
y con valares an D={ 0,1,2,3.4.5,6.7.3.9)

Expresado con palabras, @l valor da R es ®! rasiduo de la divisidén de
(i+j) entre 10,

Sea Pg la medida de probabilidad inducida por la variable aleatoria R
PR (<x}) = Py (R 1x3) ) = Py (Rex)

Praoblemas: & Pp @s la medida de probabilidad uniforme en DuE{0ya0a 9 7
¢ Bajo que condiciones la variable R se distribuye uniformemente en D7

e = i e Sl




1.2.2 Condiciones suficientes para la uniformidad de R.

W

Teorems 1. Si Qg = fip = {0y000y9) ¥ al menos una de las dos
variables X o Y se distribuye uniformemente, entonces R también se

distribuye uniformemente.

Damostracién.
Se obtiene la imagen inverss segun R para cada digito.

R—%{O})= (R=0) { (0,0) (1,9) (2,8) (I,7) (4,6)

(8,5) (6,4) (7,3) (8,2) (9,1) 3

R t13)= Re1) = ¢ (1,00 (2,9 (3,8) (4,7) (8,6)
(6,8) (7,84) (By3) (9,2) (0,1) )

R 4200 (Re2) = € (2,00 (3,9) (4,8) (8,7) (6,8
(7,5) (B,8) (9,3) (0,2) (1,1) )

(3,0) (4,9) (5,8) (6,7) (7,6)
(B,5) (9,4) (0,3) (1,2) (2,1) )

"
~”~

R 1= Rem)
R Ycarre (R=4) = ¢ (4,00 (5,9) (6,8 (7,7) (8,6
(9,5) (0,4) (1,3) (2,2) (3,1) }

R-}{S})= (R=5) = { (5,0) (6,9) (7,8) (8,7) (9,6)
(0,3) (1,4) (2,3) (3,2) (4,1) 2

R Ycarr= (mee) = ¢ (640) (7,9) (8,8) (9,7) (0,6)
: (1,5) (2,4) (3,3) (4,2) (3,1) 3

RYe730= (R=7) = ¢ (7,00 (8,9) (9,8) (0,7) (1,6)
(2,5) (3,8) (4,3) (8,2) (6,1) }

-1
R ({8})= (R=8)

1]
-~

(8,0) (9,9) (0,8) (1,7) (2,6)
(345) (3,4) (8,3) (6,2) (7,1) 3

-1
R (€93)= (R=9) = € (9,0) (0,9) (1,8) (2,7) (3,6)
(4,5) (5,8) (6,3) (7,2) (B,1) )

Como puede observarse, en cada conjunto de la forma (Rek), cada
digito entre 0 y 9 aparsce una séla vez como primer coordenada de una
pareja y también una séla vez como segunda coordenada.

Supéngase que Y @8 Ja variable aleatoria que se distribuye
uniformemente, es decir, q,*0.1 para k€ flo = { 0y00.49 .

10
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Entonces para cualquier O S x 5 9 se tiene
Pp ((x3) = Py ( R 1ex) )
L ;: Ps (J'kix,l)) '
=0
La notacién kg, T indica que la segunda coordenada k, depende tanto

del valor § de la primera coordenads como del valor x que determina el
canjunta (R=Xx).

PR ({x)) = ;I (py* qk )

"0 (Kyd)?
PR ({xd) = ;: (py #0.1)

§=0 Par hipétesis de uniformidad
PR ({x}) =

§=0

Pp ({x3) = 0.1 # 1 Par detinicién de pseudodensidad

Pp ({x2) = 0.1

El caso cuando X se distribuye uniformemente es andloago.

El teorema anterior establece algunas condiciones particulares que
implican que la variable aleatoria R se distribuya uniformemente en D.
8in embargo no siempre se cumple que R tenga distribucién uniforme;
mas bien como se muestra en los siguientes dos ejemplos, 1la

uniformidad de R depende tanto de las pasudodensidades caomo de los
espacios de resultados asociadas a las variables X @ V.

Ejeggla s 51 Qy=Q52(0,...49}y pero X @ Y no se distribuyen
uniformemente, entonces R no siempra se distribuye untfurmcmnnt.:

Supéngase que la medide de probabilidad Py asociada a la variable
aleatoria X estia definida por 1a pssudadensidad bBinamial con
paréametros n=9 y p=0.5, de moda que sus valares sont

pPp=0.002 p1=0.0173 pp=0.0703 px=0,14644 Pa=0.2461
P5=0.2461 pg=0.1641 py=0,0703 pg=0.017% pge»0.002

11




Bupéngase que la medida de probabilidad P, asociada a la variable
aleatoria VY, estd definida por la misma pseudodensidad, es decir:

Qp®0.002 Qq%0.0175 Qqp=0.0703 qyx=0.1641 Qq=0.2461
Q3®0.2461 Q,*0.1641 Q770.0703  qg=0.017% gg=0.002

Las ptfudll asociadas por R a cada digito siguen siendo las mismas que
en el Teorema 1, sin embargo las probabilidedes para cada digito son
las siguientes:

PR ({O})= 0.166942 PR ({1))= 0.121446
PR ((2})= 0,071388 Pp ({3})= 0,0353787
PR ({4))= 0.023340 Pr ((3))= 0.033787
PR ({6})=‘0.071389 Pr ({7})= 0.1214b66
PR ({B))= 0,166942 PR (€{92)= 0,185493

Esto prueba que R no siempre se distribuye un!fprmnmnntn aunque los
espacios de resultados de X ® Y sean iguales al conjunto de los
digitos de O a 9.

Eiemplo 2: Aunque X e Y se distribuyan uniformemente, la variable
aleatoria R no necesariamente se distribuye uniformemente.

Supéngase que X se distribuye uniformemente sobre (0,1,2,3,4) (de modo
que la medida de probabilidad vale 0.20 para cadas uno de estos 3
valores) y que Y se distribuye uniformemente sobre (0,1,2,3,4,5), es
decir, la medida de probabilidad vale 1/6 para cada uno de estos 6
valores.

A continuacién se muestran las parsjas asociasdas por R a cada digito y
la correspondiente medida de probabilidad de cada digito.

1 pareja para el valor Og
(0,0)
Probabilidad calculada : 0.03333I3

2 parejas para el valor 13
(0,1) (1,0)
Probabilidad calculada t 0.066667 4

S parejas para el valor 21

(0,2) (1,1) (2,0)
Probabilidad calculada &t 0,100000
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q plroils para ol valor 3t
(0,3) (1,2) (2,1) (3,0)
Probabilidad calculada @ 0.133333 3§

5 parejas para el valor &
(0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0)
Probabilidad calculada s 0.3166667 §

S parejas para el valor 9
(0,3) (1,4) (2,3) (3,2) (4,1)
Probabilidad calculada 1 0.164647 |

4 parmjas para el valor 61
(1,8) (2,4) (I,3) (4,2)
Probabilidad calculada & 0,133333

3 parejas para el valor 71
(2,3) (3,4) (4,3)
Probabilidad calculada ¢ 0.100000 4

2 parejas para el valor B
(3,5) (4,4)
Probabilidad calculada : 0,066467

1 pareja para el valor 9:
4,8)
Probabilidad calculada : 0.033333 j

De modo que no es suficiente con que las variables X e Y tengan

L.
Gnicamente medida de probabilidad uniforme para que R se distribuya
uniformemente.

Por otra parte, es mids o menos inmediato que cuande X @ Y se
distribuyen uniformemente, la uniformidad en 1la distribucién de R
depende de CUANTAS parejas son mapeadas por R en cada digito, ya que
si el ndmero de parejas es igual para cualquier digitao, la medida de
probabilidad también serd igual para cualquier digita.

Por tanto el siguiente paso ser& analizar bajo qué condiciones R mapea
el mismo nimero de parejas en cada digito.

13
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: -1
CARDINALIDAD DE LOS CONJUNTOS ¢ Rsk ) o R ({k}).

Una primera idea es que si el numero total de parejas posibles que se
pueden obtener con @) y iz, #s divisible entre 10, entonces el numero
de parejas asociadas a cada digito del O 3l 9 serd igual en todos los
casos.

8in embargo se pusden encontrar facilmente casos que muestran que tal
suposicién es errénea. De hecho el Ejemplo 2 muestra que aunque
#(0)=8 y #(fo)s6, de 'modo que #(flx)=30, el numero de parejas
asociadas a cada digito no es siempre I como pudiera ssperarse.

Obsérvese que las parejas (i,Jj) tales que el resto de la divisién de
(i+j) entre 10 es igual a k, satisfacen lo siguientes

i+j = 10x + k para alqQun x € 2

i+ ~k = 10x ' (o sea que i+j-k es divisible entre 10)

i+j  k (mod 10)

En este trabajo se usard la notacién b | a para indicar que b divide a
a o equivalentemente que a es divisible entre b.

Mds adelante se demostrard que si 10 | #() & 10 | #(0>), entonces
#(R=i) = #(R=j) ' para toda 0 S 1,3 $ 9. Paro antes se probars el

siguiente teorema.

IQDT‘GMQ 2 Si Ql=(0,---,m-1}| “(Ql)im. ﬂz‘(o.....n-l}. .‘02) = ns 10a

para algun a natural, entonces para 0O 3k £9 se cumple
(R=k) = Rk,l o ... U Rk.l
"M R ks
donde Rk,jz { (h Fk.sh) ) tal que h €0y

k=h + 10 (§=1) ®i h Sk 9
y F {n = { k- 104 i k<hs<9
9
F j mod 10 (h) ) si h > 9
ky

NOTA: La funcién Fk i s@ define recursivamente para h > 9 ,
L

Véase e! Ejemplo I en la pdgina 24, para aclarar el significado de
este teorema.

14

j; .
13
3
E'.

]
¥
i
H
v
IS
i
£
&
v
i



imEast da i

Demostracian.
1a. PARTE

R
Primero se demostrara la inclusién éo (R=k) @n ‘$?£. kyd

Sea (w,t) € (Rsk), entonces
s+t ® k (mod 10)
s+t -~k = 10x para algén x € Z
t =k -8 + 10x
Como ¢t € ; se tiene -0 < k-s +10x $ 10a ~§ = n-!

a 1o cual
Se quiere probar que (s,t) € lskg. Rk,) s Para

se consideran 10s casos cuando s $ 9 y cuando s > 9. El caso s 9
s® subdivide a su vez en los casos 8 S ky s > K.

Caso 1.1
8ie $9ys $k, entonces la pareja (s,t) € Rk wey * y& que
]
por definicién Fk *+1(s)=k~l+10(x+l-!) ®« k-g+i0x = ¢
[ R

pero ademds 1 £ x+1 £ a porque

t = k-s+10x & 10a -1 =~> k-8 £ 10 (a~x) -1 _
-> 0 5 10 (a=x) -1 por la suposicién ssk
-> 1 £ 10 (a-x)
=> 1710 § a=x
=> X< u+1/10 £ a

-> s < a
. => x+1 S @
y también
t = k-s+10x 2 O => 10x 2 s~k 2 -k porque s 20
-> 10x 2 -9 porque kS -> -k -9
-> xX20
=> x+l 2

De modo que si 8 £ 9 y 8 $ k entonces

(s,t) €R +
S, o con 1 S x+1 < &

y también

(s,t) € R
S 1< Ry

13
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Caso 1.2

'por definicién

pero ademés, 1

8i k <8 $9 , entonces la pareja (s,t) € R

U
KyX ya que

F (8)= k-~g+10% = ¢

ko

$ % £a como se muestra a continuaciént

i ol o
; .

k-s $ 10 (a=-x) -1

L "t = k-s+10x S 108 -1 =) .
i ~> =8 £10 (a~ x) ~1 porque k 2 0
=-> =9 S 10 (a=x) -t
yaque 8 £9 -> =g 2 -9
=> =8 S 10 (a-x)
b => X Sa
: y tambien
A
'( l‘ .
A t = k-s+10x 2 O ~> 10x 2 s-k »
4 -> 10x > O por la suposicién s > Kk
i > x>0
bl -> w21
il ! Es decir, si k <8 £ 9 , se cumple:
bl (8,t) € R con i £ x £a
0 k,x
H ! .
(5,t) € 15'3‘§a Rk'j
Caso 2
6i 829 -> g = 10y + 2 para alguna y 21 y O 2 £ 9
~> t = k-10y -z +10x ya que t = k-s +10x
=> t = k-z + {0 (x-y) ‘
Nétese que z= s mod 10, de modo que F

() = F (z)
1]

Kyd Kyd

por la definicién de tal funcién.
Ahora se tiene que 0 £ 2 £ 9 y existen 2 casos posibles z5k y z2>k.

8i se sustituyen z y (x-y) @n lugar de s y x en los cuso:l 1.1y 1.0
se obtiene lo siguientes

16
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si zik entonces se cumple
1§ x-y+1 $ a

F (i{ = k-z+10(x~y+i=1) = k-z2+410(x~y) s ¢

( F
k.x-ygi : Kyx=

(8y8) €R

R
de modo que (6yt) € 15}%. Ky

Par otro lado si 2>k entonces se cumple
1 $ X~y %S a .

F (g) = F (z2) = K-z+#10(x~y) = ¢
kyx=y Ky=y

R
(s,t) € K, x-y

(s,t) € 15&%1 Rk,j

Por lo tanto queda demostrado que si (s,t) € (Re=k) entonces

(st) € A3 R

2a. PARTE

Ahora‘sg demostrara la inclusién de lS}%a Rk.J an (Rsk),
Sa (s
ea 8 eis%éa Rk,j

entonces

(s,£) € R

. ara alguna $13J’'Sa
k'J.p 9 )

y ademés tsF is)

5 €0 or definicién de R
1 P o, Kyd' kyd

Primero se mostrard que ¢t € f», @s decir, 02 F'k ng) i n-{ = {0 ~}
L}

Nuevamente se consideraran los casos posibles.
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Casa 1.1. ® <9 y 8 £k

s Sk = k-s 20
-2 Fk ng) » k-5 +10 (j'~1) 2 0 ya que Jj'21
’

por otro lado k-s S k ya que 820, de donde

k-8+30(§’'=1) S k+10(j’'=1)
S k+10(a-1) ya que J'ia
§ 9+10(a-1)
=(10a) -1
=n-1

por tanto OS F (8) £ n-1
. k'J -

Caso 1.2. k<s $9

En aste caso se tiene
k-% 2 -% porque k20
2 -9 porque s39
Fk j;)=k-s+10&' 2 =9 + 10§’ v
' 2 -9 +10 = { porque j'21

Por otro lado s>k implica

k-8 <O

k-+10j'< 10j§°
2 10a
=n

Por tanta 1 < F (s) <n o bien 1 SF_ {8 $ n-1
kyd’ ky

Caso 2. s>9
Sea z = s mod 10, entonces 0 £z $ 9 y'pnr definicién
F s) = F ) )
ki k, §
Como ya se demostré en los casos 1.1 y 1.2 O ¢ Fk j;) s n-1,
L}

de modo que 0O °$ Fk ;9) £ n-1,
v

Finalmente se demostrard que s + Fk j;) % k (mod 10), lo cual
1]

es necesario para que (s , Fk j;) ) € (Rak)
L}
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i 8 £ 9 entonces se cumple lo siguiente

s+ Fk sq) = 8 4+ k=% + 10x , donde x=§' o x=§’'~1
A

s +F (9) -k = 10x
K, §®

y si 8 > 9 entonces se tiena

%= 10y + 2z con 0$249
s +F SQ) s & +F s;) = (10y + 2) +( k-2 +10x)
Ky Ky :

s + Fk sq) a  k +10({x+y) donde x=j’' © x»j’'=1
9

de modo que = + Fk jss)'-k = 10(x+y)
]

y por tanto s + Fk jq) ® & (mod 10).,
L

Esto concluya la demostracién de gque ("Fk sq) ) € (Rek)
]

y quada demostrado el teorema.

Ahora se aplica el teorema anterior para calcular #(Rsk)
’ i

Teorema 3 8i 03=00,...,m=13, #(R)8m, 0z%(0,...4n=13, W(fix) = n = 10a
para algin a natural, entonces #(R=k) = a(m) para 0Lks® | ademés

(R=k) = b R
1 ¢4 ¢a ked

Demostracién.

Par el teorema anterior se tiens

(R=k) = 1 SUJ ‘. Rk.J
Falta probar que Rk.xn Rk.y L ] si x * y
Supongase que existe (s,t) € Rk.xn Rk.y y entonces
t = Fk,§‘) y pero también ¢ = Fk'§l) .
19
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Se analizard dnicamente @1 caso si9 ya que @) caso £>9 puede llavarse
a esta situacién.

si aik se tiene
tsF  (m)sk-g+10(x~1) = k-s+10(y-1) = F (s)
kﬂ( k'y

-2 Kmy
si w>k se tiene

t-Fk'§|)=k-s+10x s k~g+10y = Fk'§l)
-> K=y
De mod ue R R son ajenos si x
@ que k.xy Kyy * y
Por otra parte # (Rk J) = #ifyy)
" Ky
ya que por definicién R = {(( uy F 3:) Y1 s €0y}
kyd Ky
Por lo anterior # (R=k) B p >4 * ( Rk *i
1 4 <a '
= al #ify) )
s ai(m)

El teorema anterior muestra bajo qué condiciones la variable alwatoria
R mapea el mismo ndmero de parsjas en cada digito. Bajo tales
condiciones, si las dos variables X e Y tuvieran medida de
probabilidad uniforme, antonces R  también se distribuiria
uniformemente. Sin embargo se pueden reducir los requerimientos de
uniformidad a una séla variable aleatoria como se indica en el teorema
siguienta.

Teorema 4 Si Q1={0,.s.ym=12, #(Q)5m, Qz={0,.00yn-1} y #(f5)=n=10a
para algin a natural y la variable aleatoria Y se distribuye

uniformemente sobre {i; entonces Py (R=k) = 0.1 para 0 sk £9
Demostracidn.
P~ (R )= = Px (u,F (%))
S Ty d 0<sim-t 5 T ke
Por hipotesis q4 = 1/n = 1/10a para 0 £t < n-1 de modo quas
20
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Px (Rk,j)' 0$s§i—l Pg ° 1/10s
= 1/10a = Pe
Nissm-14
. s 1/10s * 1
= /103

: Dadoque R y R son ajenos si iy § se tiene
Am kyi kyd

Px (R=k) = l‘TE Py ¢ R Ky d )

= 1$}§. 1/10s

= a (1/108)
= 1/10

En @l siguiente diagrama de conjuntos se pusde ver maés claramente cémo
se divide el espacio de resultados fiyxfly con relacién a la variable
sleatoria R, cuando se cumple 18 condicién del teorema 3.

§ Figurs 1.1
k]
1
,% 93-91)402 )
i (R=0) (R=1) (R=2) (R=3) ~ (Re4)
f Ro,1 Ri,1 R2,1 R3,1 Ra,t
H H ] [} ]
! H ] [} ]
Ro'ﬂ Rl,. R2|I R;.. N".
(R=5) (R=6) (Re7) (ReB) (R=9)
Rs,1 Ryt R7,1 Rg,1 Ro,1
H s |} ] ]
H H ] ' 1
Rﬁ,a Rb.l n?.l RB.I Rq.. “
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Debe notarse que la demostracién de los teoremas anteriores s&e basa
an la suposicién sobre la cardinalidad de i y el resultado no se
aplica directamente al caso en que la cardinalidad de )y sea divisible
entre 10,

8in embargo para @l caso en que #(fl;) es un miltiplo de 10, se puede
probar un teorema andlogo al Teorema 2 que dice que cada conjunto
(R=k) esté formado por las parejas que se obtendrian segin el Teorama
2 pero intercambiando de lugar las coordenadas de cada pareja. A
continuacién se presents dicho teorema.

Tegrema B Bi Ny=(0y.soym=12, #(f}y) = m = 10a para algin a € N,
2%(0y...yn=12, #{f}3) = n, entonces para O sk $9

) ! L ) R'
(R=k) = Rk.l u u Kya

"t M Ry d
donde

R' = { (g,t) tal que (t,s) = (¢, F st)) para 0stin-t 1}
kyd Ky

‘'

k=h + 10 (j-1) si h £k 89
F jh) = k~h + 10§ si k<h23s9

F ¢ mod 10 (h) ) si h > 9
kyd

Demostracién.,
La demostracién de este teorema e@s andloga a la del teorema 2,

Primero se demuestra que (R=k) estd contenida en UJ R’
1<§4a kyd

8i (s,t) € (R=k) entonces s=k~t+10x para algun %€Z y ademas
Ofsim~1 , 0Ltin~-1. Nuevamente se pueden considerar 3 casos.

Cuando t:ki? se tiene que 14x+ia 4 y que B=F|(§l1
\"

Cuando k+<ti? se tiene que 1ifxia , ¥y que s=F'(t)
Ky K

Cuando t»9, se tiene 3
t = 10y + 2 para algin y21 , 05249
g = k=t+10x = k-2 + 10(x~y)
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y comao por definicién Fk gt) = F

(2) se tiene 1
' J

Ky

si1 2:k entonces &=F (t) con 13ix~-y+lsa
kyu—y+1

si z>k entonces &=F (t) con 1sx-ysa
kyx=y

Por lo tanto queda demostrado que si (s,t) € (Rek) sntonces

Rl
(Syt) € ‘SHI k'J

Ahora se demostraré la inclusién de &3 R’ en (Rsk).
1558 ko
Sea (s,t) € U R’
15§sa Kol
~> (8,t) € Ré i para alguna 15j’'3sa
L]
- y més s*F t)
> t € Qy por definicién de Rk,J' y ademds s k,J’

Dado que 1%j’'$a se deduce que 1% Fk J$t>'$ m-1 = 10a ~1
Ky
es decir, s €

Finalmente, si QLt<9 entonces

s+t~k = Fk Jgt) + t -k = 10x con xsj' o K=j’~1
1]

y si t = 10y + z con 02259, entonces

s+t-k = FP

jgt) + t =k = 10{x+y) con xs§’ o xej’'~1
|

y por tanto FP jgt) + t E K (mod 10).
Y
Esto concluye la demostracién de que (Fk 1;@).0 ) € (R=k)
L

y queda demostrado el tearema.

EN RESUMEN:

Si alguna de las variables X 6 Y se distribuye uniformemente sobre un
conjunto de numeros positivos con cardinalidad divisible entre 10,
de la forma <{0,1, ... ,10a~1), entonces la variable aleatoria R se
distribuye uniformemente sobre los digitos de O a 9,

Se ilustrarén los teoremas anteriores con e] siquiente ejemplo.
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Eiemplo I :
Supdngase que X tiene una distribucién binomial con parametros n=12,

p=0.40, de modo que los valores de la pseudodensidad son los
siguientes:

Po* 0.0022 py= 0.0174 pa= 0.0638 px= 0.1419
Pg® '0.2129 pg= 0.2270 Pe= 0.176b p7= 0.1009
pg® 0.0420 _ pg= 0.01235  pyo= 0,0028  pyy= 0.0003

912' 0.0000

Supdéngase también que Y se distribuye uniformemente sobre {O,1,...,19}

de modo gue la medida de probabilidad vale 0,03 para cualquiera de
@sas valores.

A continuacién se muestran las parejas asociadas por R & cada digito y
1a correspondiente medida de probabilidad de cada digito,

26 parejas para el valaor O

Probabilidad calculada & 0,10

C 0y ) C 1y, M2, NI, N 4, &
Oyl (8, SY( &6, &H( 7T, H (B, 29, 1)
€10, 0) (11, 9 (12, 82
R.=C € 0,100 ¢ 1,19 ¢ 2,18) ( I ,17) ( 4, 16)
032 (5,15 ( 6,14 ¢ 7,13 ( 8 ,12) ¢ 9, 11)
(10, 10) (11 , 19) (12 ,-18) 3
‘26 parejas para el valor 1
Prababilidad calculada ¢ 0,10
ROSEC O, D1, 2, NI, B4, 7
1, ( 5, & ( 6, 8 C 7, &4 ( 8 N9, 2)
€10, 1) ¢ 14 0) (12, 9 3
Ry =0 € 04 11) (1, 10) € 2,19 ( 3 ,18) ( 4, 17)
LZ (5,16 6,15 ( 7,14) ¢ 8, 13) ( 9, 12)
C10 , 11) (11 4 10) (12 , 19) }
24 parejas para el valar 2 ?
Probabilidad calculada 1 0.10 3
Ry =0 C 0, 200 1, (2, 03, N4, 8 -
) €t 5, 7V 6, (7, 53¢(8, &( 9, 3 5
C10 .y 2) C1t, 1) (12, 0) 1} i
i
Ry, =00 0, 12) ¢ 1,11 ¢ 2,10 (¢ 3,19 ( 4,18 -
“1% (085,17 b 416 (7 415 ( B, 14 ( 9 , 13) |
(10 4, 12) (11, 11) ¢ 12 , 10) 3 ;
L
¢
|
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26 parejas para e} valor 3

Probabilidad calculada 1 0,10

3)
)
3)

13)
10)

y 13)

(
(
¢

(
(
(

1,
6

2)
7)

2)

y 12)

17)

y 12)

26 paraejas para el

valor 4

Probabilidad calculada s 0,10

R .=(

( (
4,1 X v 48)
(

T
10 , 4) (

R,..=C ( 18) ¢
42 (5, 19) (
(

, 18)

Uy oOwuo

1

26 parejas para el

1, 3«
6, 8¢
1, 3¢
1, 13) (

6, 18) (
11, 13) |

valor 8

Probabilidad calculada 1 0.10

R =t ( 0, 5)(
5S¢l ¢ 5, 0) ¢
(10, 5) ¢

R =C ( 0, 15) (

5¢2 ¢ 5, 10) ¢
(10 , 15) ¢

26 parejas para el

1, 4)
6, 9«
11, 4) «
1, 14) (
6 4 19) «
1

11 , 18) (

valorlb

Probabilidad calculada s 0,10

R = ( 0, &)
Gyl (5, 1) ¢
(10, &) (

R =C ¢ 0, 186) ¢
y 11 ¢
(10 , 1&) ¢

o
-
1

-

w

1, 9«
6, 0) ¢
1, %«
1, 19 ¢
6 , 10) ¢
1

11, 13) «

L o [
NNN NNN

NNN

NNN

NNN

NNN

1)
6)
1)

11}
16)

y 11D

2)
7)
2)

12)
17)
12)

3)
a)
3)

13)
18)
13

4)
L4
4)

14)
19)
14)

-

-

o)
3)

10)
13)

-
-
-~

7)

v 12)
y 17)

y 13)
y 18)

-

L R

9)
4)

, 14)

, 0)

10)
18)

- -

- -
O o=
-~

2)
7)

y 12)
) 17)

i
;
¢
i
i
LN



26 plf.jll

para el valor 7

Probabilidad calculada 3 0.10

R..=tt 0, Dt 1, & 2, MBI, & 4, 3
i (s, 2L L, D7, O B, DI T, 8
¥ (10, 7) (11, & (12, %)}
E ReosC ¢ 0,170 ¢ 8,160 ¢ 2,15 ¢ 3,14 ( 4,13
i Tz (B3 42 6,1 7,100 C 8,19 ¢ 9, 18) ﬁ
* (10 4 17) (11, 1&8)¢C 12 , 1%) 1} :

J

24 parejas para el valor 8

Probabilidad calculada 5 0,10

R..s¢( 0, 8 (1, D2, 63, 9 4, &
Bl (8, (&, DT, H(B, O 9, 9
(10, 8 (11, 7 €12, & ?
ROsC ( 0,18 ¢ 1,170 ¢ 2,16 ¢ 3,15 ( 4, 14) -
82 (8,11 6,12 7,11)¢ 8,100 ( 91D :
(10 , 18) ¢ 11 , 17) (12 , 1&) } ' ;
26 parejas para el valor @ ﬁ
Prababilidad calculada : 0,10 f
R.at ( 0, H L 4, B 2, D3I, 6 4, % 5
Pl s, M6, 7, DB DI, O g
(10, 9 ¢11, 8 (12, 7)) _ -
4 R..2C ( 0,190 ( 1 ,18) ¢ 2,17 ( 3,14 ( 4, 1%) 3
! 942 (5,18 ¢ 6,13 (¢ 7,12 ( 8,11 9§, 10)
4 (10 , 19) ¢ 11, 18) ( 12 , 17) ) ' :

En la grafica de la hpja siguiente se repressntan sstos conjuntos en
;o el plano cartesiano. A la derecha de cada punto pertensciente a fyxfp
P se indica el valor de la funcién Raix+y) mod 10. Como pumde observarse
;! los puntos con el mismo valor de R se encuentran scbre linwas rectas
: de la faorma y= ~x + b, )
iR Las conjuntos Ry | estdn formados por los puntos para los cuales R
: vale ky en el sector inferior del plano limitado por las rectas x=0,
x=12, y=0, y=9. Por au parte los canjuntos Ru,z incluyen los puntos
donde R vale k ubicados &an ®l sector superior limitado por x=0, xsi2,
y=10, y=19.
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Figura 1.2
Valores de R=(X+Y)mod 10 sohre Qo= {0y1y00y1235€041,.,,19}

!

& O o> N OO O

€]

+3

9 __o0 12 4__ 5 6 7 . 8__9 ) 1 P
8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .3 .6 .7 .8 .9 }o i
7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 }9
6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .3 .6 .7 e
5 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .85 .6 +7

4 .8 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .85 {6

3 .4 .85 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 +s

2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 448

1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 43

o1 2 3 4 5 & 7 8 9 o 4 |2 '

9 .0 .1 .2 .3 .4 .85 .6 .7 .0 .9 .0 }1 :
8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 $o
7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 ,4 .5 .6 .7 .8 9
& .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 }a
5 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .8 .56 47 §
4 .5 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 .85 Le f
3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 .0 .1 .2 .3 .4 }s '%
2 93 .4 .5 .6 .7 4B .9 .0 .1 .2 .3 {4 ,
1.2.3.4.5.6-7.8.9.0.1.21.-3
[0 |1 2 13 |4 |5 |6 (7 |8 {9 Jo |1 |2 X

1 2 3 4 9 é 7 e 9 10 11 12




OBSERVACIONES ADICIONALES.

Se llamaré espacio principal al conjunto que tiene cardinalidad
divisible sntre 10 y espacio secundaric al otro conjunto. Andlogamente
la variable aleatoria principal serd la variable que se distribuye
uniformemente sobre el espacio principal y la variable aleatoria
secundaria serd la variable asociads al espacio secundario.

. Como pusde observarse en la demostracién de los teoremas 2 y O en

realidad no influye @] hecho de que ®) espacio secundario sea finito.
Més bien sin importar la cardinalidad de dicho espacio, cada uno de
los conjuntos Rk,i abarca todos los valores del espacio secundario
en una coordenada, mientras que la otra coordenads se puede calcular
por medio de la funcién Fy ;. De modo que la medida de probabilidad
asociada al espacio secundario puede estar definida por um
pseudodensidad infinita numerable tal como la de Poisson o la
geométrica y el Teorema 4 acerca de la distribucién de la variable R
sigue siendo valido.

8in embargo en cuanto a los valores del espacio principal lpodrian ser
Woeess g Wipa-gy @5 decir valores cualesquiera, en vez de Oyaeeylila=-1l 7.
La respuesta es negativa ya que en la demostracién del teorema 2 se
puede notar que la condicién de que t sea un elemento del espacio
principal, es decir, 03t<10a-1, implica que cuando t=k-s+10x entonces

1ixfa ( si1 k<s%9 ) o bian 1ix+1sa ( mi &€1k19 ). (1)
Y reciprocamente, si t=k-g+i0x y ademés (1) entonces 035tii0a-{.

La condicien de que t se encuentre entre el limite inferior y el
l{mite superior muestra que para que el espacio principal contenga a
t debe estar formado por todos los valores consecutivos entre dichos
limites.

No ohstante seria posible llegar a esta situacién por medio de una
funcién de traslacien f(ul=u-w si el conjunto original fuera de la
forma { wy W+ 1, .us , w ¢+ 10a~1 ),

El teorema 4 tiene aplicaciones précticas importantes como se verd en
los capitulos 3 y 4, ya que a partir de una sucesién obtenida de una
variable distribuida uniformemente sobre un espacio con cardinalidad
maltiplo de 10, se pueden obtener miltiples sucesiones a partir de la
férmula (X, + ynp) mod 10, que también reflejen la distribucién
uniforme.
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Las variables secundarias de las cuales se toman las sucesiones,
pueden tener cualquier distribucién de probabilidsd. Ls Gnics
candicién es que las sucesiones secundarias sean indepandientes de la
sucesién principal.

Se mostrard con un ejemplo que si las varisbles slestoriss primaria y
secundaria no son independientas entre si, entances la varisble R no
necasariamente ae distribuya uniformemente.

Supéngase que la realizacién del eventa (Ysk) implica la realizacién

del eventa (X=k), es decir que la probabilidad de qua X=k habiéndose
realizado Y=k es igual a 1. o

La mcdida de probabilidad definida en fi;xQl; es la siguiente

1 uf is§

0% i f J

Entonces la variable R= (X+Y) mod 10 se distribuye de la siguiente
maneral

Pr ¢<k}) = Pz (R=k)
= Py ({ (1,§) tal que 10| i+j~k, i=j 2 )

+ Pg (0 (i,§) ta) que 10| i+i~k, igj )
= Px ( { (i,i) tal que 10 | 21 -k 3} ) -
De moda que Pr({k})=0 para cualquier k impar.

Por tanto no se cumple que Pp(({k))=1/10 para cualquier digito k entre
Oy 9, es decir, R no se distribuye uniformemente en (O,1,...,92.

Este ejemplo muestra la necesidad de verificar que las variasbles
seleccionadas sean independientes antes de utilizar e]l teorems 4 en la
construccien de sucesiones distribuidas uniformemente,

1.2.3 Condiciones necesarias pars ls uniforsidad de R.

Hasta ahora se ha apalizado cémo deben ser las variables alestorias X
e Y para que la variable alastoris R = (X+Y) mod 10 se distribuya
uniformemente y se han establecida ciertss condicianes suficientes
sobre X e Y. Ahora se estudiarén las condiciones necesarias.

Supongase que se tiene una varisble sleatoria R que me distribuye

uniformemente en {0y...,9} y que se abtuva a partir de dos variables
X eVY mediante la férmuls (X+Y) mod 10.
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Para poder obtener informacién acerca de X e Y por medio de la teoria
de probabilidad, se necesita primeramente suponer que X e Y son
variables aleatorias con distribucién o medida de probabilidad.

Ademis es necesario saber si son independientes o bien cudl es la
relacién de dependencia entre las medidas de probabilidad de cada

variable.

S analizard un caso particular que ilustra las condiciones necesarias
que se deben cumplir para que R se distrlbuylﬁunlform.mnnto.

Sea = 0,1 } el espacio de resul tados para X y
15200,1,2,3,4,9,6,7,8,9, 10,11} el espacio de resultados para Y.

Sea {p;j} una pseudodensidad cuyos elementos son po=1/3 y py=2/3.

Sea (q,} una pseudodensidad cuyos elementos son qO, qi, q2, q3, g4,
q3, qb, q7, g8, g9, Q10 y 11 los cuales son desconocidos.

8Bupéngase que las medidas de probabilidad Py y Pé para X & Y astén
dadas por las pseudodensidades pir y (qJ} respactivamente, es decir

Py ({xd)= p,
Pn ({y})= Ay

Supdngase que X e Y son variables estadisticamente independientes.
Entonces Py y (¢ (i,§) 3) = Py ((i}) Py (€§)}) = p; # q

Las parejas asociadas a cada digito por la variable aleatoria R son
las siguientes:

(R=0) = { (0,0) (1,9) (0,10) )

(R=1) = ¢ (1,0) (0,1) (1,100 (0,11) )
(R=2) = { (1,1) (0,2) (1,11) 3 '
(R=2) = { (1,2) (0,3 3

(R=4) = { (1,3) (0,4) )

(R=5) = { (1,4) (0,3 3

(R=6) = { (1,%) (0,4) 3

(RE7) = { (1,6) (0,7 3

(ReB) = { (1,7) (0,8)

(R=9) = { (1,8) (0,9) }
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Por hipétesis se tiene Que PX.Y (R=k)=3/10 para k=0,1,...,9 vy que
va C€1,§)) ) = P iq’ .

' tisfacer el sistema
De modo que los valores 90+914+++4Q4; daeben satisface
de ecuaciones siguiente.

i 1/3 ag + 2/3 q¢ + 1/3 qq =1/10 : ;
i 2/3 Qo + /3 Qy + 2/3 Q10 +1/3 q‘1.1/10
{ 2/3 qp + 1/3 qy . ®1/10 ‘
ar 2/3 qy + 1/3 qq =1/10 5
1 2/3 qq + 1/3 qq =1/40 ; P
2/3 qn + 1/3 qq =1/10 2
2/3 q4 + 1/3 qy =1/10
2/3 g7 + 1/3 qg =1/10
2/3 q8 + 1/3 qq =1/10

f Se tiene entonces un sistema de 10 ecuaciones can 12 incégnitas el
: cual se puede representar por la matriz siguiente.

i ‘ f 1/3 0 ) 0 0 0 0 o 0 2/3 1’3 o 1710
ki 2/% 1/3 o 0 0 0 0 0 0 0 2/3 /3 1710
1 o] 273 13 0 0 0 0 0 0 0 0 2/3 /10
; 0 0 2/3 173 0 0 0 0 0 0. 0 0 1/10
4 0 0 0 2/3 1/3 0 0 0 0 0 0 0 1/10
¥ 0 0 I 0 2/3 1/3 0 0. o0 0 0 0 1/10
i 0 0 0 0 0 2/3 1/3 0 0 0 0 0 1/10
i 0 0 0 0 0 0 2/3 /3 o 0 0 0 1/10
0 0 0 0 0 o 0 2/3 1/3 0 0 0 1/10
0 0 0 0 0 0 0 0 2/3 /3 o o 1/10 J

i1 La matriz anterior es equivalente a la siguisnte matriz escalonada.

/i 130 0 6 o o o o 0 2/3 13 0 /10 ‘
: 0 1/3 o 0 0 0 s] 0 0 ~4/3 0 1/3 ~=1/10 -
0 0 1/3 0 0 0 0 0 0 8/3 0 0 3/10 L
) 0 o 173 o ) 0 0 0 -16/3 0 0 -8/10
0 ) 0 0 1/3 o 0 0 0 32/3 0 0 11/10
0 0 0 0 0 /3 o 0 0 -44/3 0 0 -21/10
0 0 0 0 0 0 1/3 0 0 128/3 0 0 43/10
: 0 0 0 0 0 0 0 1/3 0 -2%6/3 0O 0  -8%/10
: 0 0 0 0 0 ) 0 0 1/3  812/3 o 0 171/10
] 0 0 0 0 0 ) 0 o 0  -1023/3 o 0 -341/10J
1
1
i
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El sistema anterior tiene més de una solucién (QpiQgre-s9830+913) Qque
@ pueda considerar como pseudodensidad. Los valores de qgy Qgy Q7
94y 95y G4y Q3 Y Q7 estan completamente determinados y su valor es
1710y pero los valores de Qi VY §yy Pueden ser elegidos
apropiadamente (tales que su suma no exceda 2/10) y ' para cada
eleccién se obtienen diferentes valores validos de q, y qq.

En particular la siguiente pseudodensidad es una solucién del sistema

Qo3/40 q=1/20 Gqo=1/10 qxe1/10 qgs1/10 Qqg*1/10
q651/10 Q7=1/10 q8-1/10 Q9.1/10 qm-lMO q“-l/20

al igual gque esta otra pseudodensidad

Qo=1/20 qy=1/20 Qp=1/10 qx=1/10 qq*1/10 qge1/10
Qu=1/10 qy=1/10 qg*1/10 Qqg=1/10 Qyo=1/20 Qy;=1/20

El ejemplo anterior ilustra que la condicién de que una pseudodensidad
sea uniforme scbre un conjunto de enteros con cardinalidad multiplo
de 10 no es una condicién necesaria para que la variable R se
distribuya uniformemente sobre {(0,...,%9). :

Por lo tanto las condiciones necesarias de la uniformidad de R parecen
sar mé&s generales. En el caso de que X ® Y sean estadisticamente
independientes, una condicién necesaria seria que los espacios de
resultados para X e Y junto con las pseudodensidades asociadas fueran
tales que la suma de probabilidades Pi%*a; sobre las parejas (i,J) que
pertenecen al evento (R=k) sea 1/10 para O S k § 9.
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: Capitulo 2 ‘
Verificacién del método de fray Edvin con datos reales.

.2.1 Sucesos de la naturaleza como fuente de nimercs al azar

De acuerdo al modelo cldsico de la teoria de probabilidad una sucesién
aleatoria es aquella que se obtiene al efectuar tiradas o repeticiones
independientes de un suceso aleatorio. .

En el capftulo I se considera mas ampliamente la definicién de
sucesién aleatoria, pero en este capitulo al hablar de sucesién
aleatoria se hace referencia a una sucesién de nimeros extragdos al
azar, es decir una lista de resultados ryyPprzy «e« 4Ty Obtenidos al
efactuar N repeticiones sucesivas de un experimento aleatorio.

8e dice que un experimento es aleatorio si las condiciones bajo las
cuales se realiza dicho miperimento y los resultados que se hayan
obtenido en observaciones anteriores, no determinan el resultado que
se obtendrd en la siguiente repeticién del experimento.

Existe uma gran variedad de tales experimentos y se podrian citar
mecanismos fisicos como una ruleta, un detector de radicactividad, el
lanzamiento de una moneda, etc. Sin embargo también se pueden
encontrar resultados aleatorios, & partir de la informacién almacenada
en grandes bancos de datos utilizados por los sistemas de ciertas
dependencias educativas o administrativas.

Como ejempla del uso de dicha informacién se puede mencionar la tabla

de 40,000 digitos al azar, tomados de reportes de censos ingleses,
publicada en 1927 por L.C.H. Tippett.

Si se tiene permiso para manipular con fines cientificos la abundante
informacién numérica almacenada en ciertas dependencias, se pueden
seleccionar algunos elementos de la  informacién que tienen
caracteristicas de aleatoriedad y que se distribuyan segin un modelo
canveniente para el investigador. Una vez producidas las sucesiones,
se podrian grabar en algun medio magnético y distribuirlo a las
instituciones o personas interssadas.

En la siguiente seccién se presentan algunas sucesiones de resultados
aleatorios que se ocbtuvieron de esta manera.

yer
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2.2 Eleccién de las variables X e Y

Considérese una situacién de la realidad en la cual se pueden
observar resultados aleatorios.

En una oficina de contratacién de personal se recibe a cada nuevo
empleado y se le pide que llene una forma de datos personales la cual
incluye su nombre, su registro federal de contribuyentes y otros

. datos. Después se asigna un numero consecutivo a su expediente o

carpeta de documentacién.

Aunque la politica de contratacién restrinja la fecha de nacimiento
para aceptar solamente personas @n un rango de edades, se puade

‘considerar que el ultimo digito del ako de nacimiento es un resultado

dleatorio. De igual manerz el Gltimo digito del mes de nacimiento o
del dia de nacimiento son resultados aleatorios.

Esta informacién acerca de la fecha de nacimiento estés contenida en
@l registro federal de contribuyentes (RFC) que estd formado con las
2 primeras letras del apellido paterno, la letra inicial del! apellido
materno, 13 primera letra de)l nombre, los 2 ultimos digitos del aRfo de
nacimienta, dos digitos que representan el mes y dos digitos que
rapresentan el dia del mes de la fecha de nacimiento.

Ahara se puede tomar como el raesultado que interesa, @l residuo de la
divisién por 10 de una combinacién lineal de los valores de las
variables seleccionadas. En todos estos casos es imposible conocer de
antemano el siguiente resultado que se tendrd al registrar un nuevo
empleadao.

Supengase que la oficina de personal de la dependencia, guarda un
archivo fisico con la documentacién de cada empleado registrado y que
ademés ha introducido esa infarmacién en una computadoras mediante
algtn programa o sistema. En tal caso se puede procesar el archivo de
empleados para obtener las sucesiones de digitos que interesan. ’

En este trabajo de tesis, se utilizé informacién del archivo de

empleados de la Suprema Corte de Justicia como un raegistro de numeros
abtenidos al azar ¥,

¥ 5in eabargo, en apego a la disposicién de no hacer uso indehido de 1a informacién confidencial, la

Gnica inforeacién producids y que salié de ia dependencia fusron sucesiones aleatoriss de digitos
ilaacenadas an archives,
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Se elaboré un programa el cual permitié generar los siquientes tipos
de sucesiones:

A) ultimo digito del dia de nacimiento en el RFC

B) ultimo digito del mes de nacimiento en el RFC

C) ultimo digito del afo de nacimiento en el RFC

D) nimero de caracteres (longitud) del apellido paterno

E) (X+Y) mod 10 donde X e Y pusden ser los valores de los
- casas A,B,C o D.

En el apéndice B se encusntran las listas de valores para cada uns de
estas sucesiones.

Las razones para seleccionar los resultados A, By, C, Dy E como las
variables aleatorias de interés son las siguientes.

Por un lado los resultados A y C teéricamente siguen una distribucién
aproximadamente uniforme bajo el supuesto de que los nacimientos se
producen con la misma probabilidad en cualquier dia del mes (O a 30 si
excluimos los nacimientos en dia 31) y con la misma probabilidad cada
aflo dentro de cada década. 81 tales lupU.léBln’fUIPlh ciertos las
sucesiones A y C reflejarifan una distribucién uniforme sobre
0y, .00y92.

Por otra parte suponiendo que 1o nacimientos también ocurren
uniformemente en cualquier mes de enero a diciembre, la variable B
presentaria mayor frecuencia de los digitos 1 y 2. Esto as porque el
digito 1 ocurre cuando el mes de nacimiento es & & 11 (enero y
noviembre); a su vez el digito 2 ocurre cuando ol mes es 2 4 12
(febrero o diciembre), mientras que los demds digitos 3,4,3,6,7,8,9 y
0, se corresponden uno a uno con los meses J,4,5,6,7,8,9 y 10
respectivamente.

En el caso de la variable D la experiencia indica que no se distribuye
uniformemente, por lo que serd combinada con la variable B para
estudiar el caso en que las dos variables originales no se distribuyen
uniformemente sobre un conjunto de la forma (0,,..,10a-1}.

Con estas variables se puede evaluar experimentalmente la validez de
la hipatesis de que el método del fraile Edvin de sumar dos sucesiones
independientes y obtener el resto de la divisién por 10, realmente
produce una sucesién con distribucién uniforme, sin importar 1la
distribucién de las sucesiaones originales.
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De acuerdo con los raesultados teéricos del capftulo anterior, cuando
una de las 2 variables X é Y se distribuye uniformemente sobre un
conjunto de la forma (O,8,...,10a-1}, se obtendré una variable R con
distribucién uniforme en <0,1,...,9}; pero si tal condicién no se
cumple entonces R no siempre se distribuye uniformemente.

Para corroborar experimentalmente estas afirmaciones primero se
verificard que las variables A, B, C y D se¢ puedan considerar como
variables estadisticamente independientes. 8i tal condicién se cumple,
se construirdn las sucesiones tipo E y se evaluard con teécnicas
ectadi{sticas la hipétesis de que se distribuyen uniformemente.

2.3 Prusba de indop'ndincia de X @ VY

Se usard la prueba Jji-cuadrada de independencia para probar la
hipétesis de que las dos variables aleatorias X e Y son
independientes. El procedimiento es @l siguiente.

Se toman N observaciones independientes de la variable aleatoria
bivariada (X,Y) y se definen varias categorias para la primera y
sequnda coordenadas con base a los posibles valores de las variables X
e vY.

Las categorias de X se representan pof renglones y las categori{as de Y
par calumnas, formando una tabla de r renglones y c columnas.

De acuerdo al valor de la primara coordenada, cada observacién estd
asociada con exactamente uno de los r renglones y segun el valor de la
segunda coordenada cada observacién estd asociada con exactamente um
de las c columnas.

Sea 04 el numera de observaciones nlocildan con el renglén i y la
columna j simultdneamente

£l nimero total de observaciones en ®]1 renglén i es designado por Ry ¥y
el total de observaciones en la columna § es denotado por C;
enfatizando que los totales por renglén y por columna son aleatorios
mas bien que fijos. La suma de las cantidades en todas las celdas es
N.

Estas cantidades forman una tabla de contingencia r % ¢ como 1la
siguiente.




Tabla de contingencia r X C

ren.\ col.| 1 2 3 vee c | Total
! O3y | 012 | Oy3 | -+ | O1c Ry

2 029 | O22 | O3 | -+ | Oz R2

v Opy | Op2 | Opz | *¢+ | Orc Ry
Total Cl C2 03 sen Cc N

La hipétesis que interesa probar se refiere a que el esvento ."una
observacién estd en el renglén 4" es independiente del esvento "la
misma observacién estd en la columna J" pars tado i y J.

Por la definicién de independencia de eventos, ests hipétesis y la
hipédtesis alternativa se pueden enunciar como sigues

Hp: P(renglén i, columna J§) = P(renglén i) P(columna J)
para todo 1i,J
Vs
Hyt Pirenglén i, columna j) ¢ P(ranglén i) P(columna §)

para algin par 1i,J

Estadistica de Prueba.

2
r c '(OiJ _Ei ) R‘C
T= & b» -——-—————i——— donde E = d
i=f j=1 EiJ N
o equivalentemente
2
r c Oij
T= X & - N
i=1 j=1 Ej;

Regla de decisién.

Rechazar Hy si T excede @l cuantil i-a de una variable aleatoria ji-
cuadrada con (r-1)(c-1) grados de libertad. E1l nivel aproximado de
significancia es o. Nétese que « es la probabilidad de rechazar la
hipétesis H, cuando es cierta.
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En estas pruebas se da e! nivel critico (el mas pequeRo nivel de
significancia con el cual se rechazaria la hipétesis Hy con base sl
valor observado de la estadistica de prueba) para tener més
informacién de la evidencia experimental sobre la validez de Hy.

Por otra parte, nétese que valores grandes de la estadistica T (en la
cola- superior de la distribucién) que llevan a rechazar Hyp serifan poco
probables si Hy, fuera cierta, mientras que valores cercanos al centro
de la distribucién serfan més probables cuando Hy es cierta. De modo
que @! nivel de probabilidad asmociado al valor calculado de T sirve
parsa ver si los datos en las sucesiones apoyan o no la hipétesis de
independencia.

A continuacién se presentan los resultados de las pruebas realizadas
con cada uno de los posibles pares de variables seleccionadas, los
cuales apoyan la suposicién de que son estadisticamente independientes
entre si. Por esa razén se pueden utilizar dichas variables en la
construccién de las nuevas variables de la forma R=(X+Y)mad 10, con el
objeto de verificar los resultados teéricos sobre la distribucién de
R.
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Aplicacién de la pruehs con e} primer par de varisbles

Xt ultimo digito del ako de nacimiento
Y: 4ltimo digito del dfa de nacimiento

Tabla 2.1 Frecuentias observadas

X\Y 0

2

3

a

6

7

9

Total

48
49
42
35
49
39

38
31
36

QONP>PERBDBUHUNO

40
87
87
58
b6
44
3%
30
37
&0

45
36
53
S1
40
38
39
87
31
58

49
36
50
83
48
61
47
46
&1
49

60
86
468
48
33
31
47

54
33

95
45
50
42
87
49
37
34
84
1)

43
94
45
44
41
92
40
46
46
48

50
49
49
58
39
37
59
50
41
59

A7
38
=1
41
46
42
36
48
36
8

42
36
39
47
39
47
44
43
43
48

496
476
489
477
473
460
454
487
514
44

Total| 474

944

488

497

328

498

439

491

468

420

4872

.

Tabla 2.2 Frecuencias esperadas

X\Y

0

1

3

4

3

6

7

9

CSONIPUDWR=O

48
46
48
46
46
45
44
47
50
53

59
53
59
53
53
51
51
54
57
&1

51
49
80
49
48
47
46
50
52
55

33
S1
83
51
31
S0
49
52
383
89

51
49
80
49
49
47
46
30
53
34

47
43
44
45
4%
43

- 43

4
48
s

50
48
49
48
48
46
46
49
52
55

A8
46
A7
46
46
A4
44
47
49

‘82

- 40

44
42
43
42
42

40
43
43
48

El valor de

experimentales
independencia.

la

da

estadistica
corresponde al cuantil nivel p=0.37 de la distribucién ji-cuadrada con
81 grados de libertad. El nivel critico aproximado es 0.43. Los datos

n evidencia

de

prusba

favorable

@% T=76.011230 al

la

hipétesis

e R Vo S S .




@plicacién de la prueba con el sequndo par_de varjables

X1 Gltimo digito del afo de nacimiento
Yi: altimo digito del mes de nacimiento

Tabla 2.3 Frecuencias observadas

X\Y

2

3

4

6

"7

9

Total

VONTUDBWN=-O

47
45
30
41
44
37
53
35
52
S5

90
73
94
79
72
73
72
&3
104
a8

73
&3
77
79
76
70
&5
76
74
82

38
41
33
44
38
32
41
40
34
50

47
40
34
31
42
43
32
38
49
42

47
40
43
38
41
39
38
47
82
53

33
44
- 40
38
40
30
43
42
30
44

47
47
41
41
37
47
23
435
47
45

3
41
43
37
41
49
37
51
36
43

37
42
54
50
44
44
48
48
36
40

496
476
489
477
473
460
434
487
514
544

Total

439

810

737 393

398

431

364

422

413

443

4872

Tabla 2.4 Frecuencias esperadas

X\Y

1

2

3

4

[

7

9

MONDPTOCDWEAN-O

82
79
81
79
79
76
75
81
85
70

75

72

74
72
72
70
69
74
78
(=4

40
38
39
38
38
37
37
39
41
a4

41
39
40
39
39
36
37
40
42
a4

44
42
4>
42
42
41
40
43
45
48

39
38
39
38
37
3é
36
38
41
43

43
41
42
41
41
40
39
42
43
47

42
a1
42
41
40
39
39
41
44
44

a3
A3
a4
A3
43
42
41
44
47
49

La estadistica de prueba T vale B84.344727 que corresponde al cuantil
nivel p=0.63 de una variable aleatoria ji-cuadrada con B1 grados de
libertad. El nivel critico aproximado es de 0.37. El valor observado

de T es favorable o concuerda con la hipétesis de independencia.
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X3 altimo digito del dia de nacimiento
Y: Ultimo digito del mes de nacimiento

g Tabla 2.5 Frecuencias cbservadas

nr i
i x\v| o 1 2 3 4 85 & 7 8 9 [Total i
i
o| %6 73 51 36 40 49 3I9 31 49 50 | 474 |
1] 54 91 73 50 I 54 42 357 43 A3 | 344
o7 2| 27 83 77 42 50 44 46 41 33 A3 | 468 .
1 T| 42 66 78 44 42 40 36 Al 47 AL | 497 v
4| 4 91 B3 43 AT 47 40 30 37 4B | 528 -
‘8] 43 84 75 I3 52 52 34 41 A2 A2 ] 498 :
! 6] 37 82 71 33 34 I8 I8 40 44 A2 | 439
I 7] 53 88 79 29 34 37 44 38 44 43 | A91
i B| 44 47 B4 33 3I2 3I4 I3 48 38 51 | 48
5 9] 37 65 66 4B 36 36 I0 33 34 41| 428
i Total| 439 810 737 393 398 431 384 422 415 443 [4B72

Tabla 2.6 Frecusncias ssperadas

X\Y 0 1 2 3 4 ] é 7 e 9

43 79 72 38 39 42 37 AL 40 43
49 90 B2 44 44 4B A3 47 46 A9
44 81 74 39 40 A3 38 42 42 A4
45 83 75 40 4¢ 44 39 AT 42 A4S
47 87 79 42 A3 46 Al 43 A3 4P
45 83 75 40 4} 44 3I9 A3 42 &Y
41 7% 69 X7 37 Ay 35 40 39 42
44 B2 74 40 40 A3 3I7 A3 42 45
42 78 71 38 38 41 3I7 4 40 A3
39 71 65 I3 33 I8 3I4 3I7 3I6 39

CLONOCURBUWUN™O

}, El valor de la estadistica de prueba es T=80.479980 que corresponde al
S cuantil nivel p=0,50 de una variable aleatoria ji-cuadrada con 61
4 grados de libertad. El nivel critico vale aproximadamente 0.5 y el
: valor observado de la estadistica T favorsce 1a hipétesis de
independencia.
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Aplicacié e copn el c© o r de v bles

Xt longitud del apellido paterno
Y: dltimo digito del ako de nacimiento

Tabla 2.7 Frecuencias observadas

X\Y 0 1 2 3 4 5 6 7 a8 9 |Tatal
3 1 3 2 4 1 0 1 0 1 1 14
4 5% I 42 33 Y7 47 Al J4 I3 42 401
5 79 79 7& 76 B0 70 &3 735 94 9N 783
) 107 89 114 117 110 102 102 11i 113 138 1103
7 123 126 106 113 119 106 109 119 124 139 1184
8 82 a3 76 70 68 77 70 76 82 78 761
9 41 40 36 47 47 48 58 60 a8 46 493

10 7 10 t0 10 7 3 9 7 6 (] 77

11 2 4 9 7 3 3 2 4 S 4 39

12 0 0 0 0 (] i 2 1} 0 1 )

13 1 1 0 0 hi 0 ] 0 1 1 7

14 0 0 (¢ Q 0 0 0 ] (s} 0 Q

15 0 o] 0 0 0 i 0 0 (] 0 1

14 0 o] 2 0 0 0 0 (o} 0 0 2

Total] 496 474 4BY 477 473 ALO AB4 AB7 514 B34 | 4872
Tabla 2.8 Frecuencias esperadas
X\Y 0 1 2 3 4 8 b6 7 8 9
3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
4 41 392 40 39 9 I8 I7 40 42 A%
5 80 74 7% 77 76 74 73 78 8% 87
1) 112 108 111 108 108 104 103 110 114 123
7 121 116 119 116 115 112 110 118 128 132
=] 77 74 76 7% 74 712 7% 76 80 8%
? B0 4B 50 48 4B A7 46 49 B2 8%
10 8 2] 8 8 8 7 7 8 8 9
11 4 4 4 4 4 4 4 4 A 4
12-16 2 1 2 1 1 1 1 1 2 2

Notas Los valores 12,13,14,15 y 16 fueron agrupados #n una séla
categoria para cumplir la condicién de que todas las frecuencias
psperadas sean mayores o iguales a 1.

El valar de la estadistica de prueba es T=74.9378 que corresponde
cuantil nivel p=0.39 de una variable aleatoria ji-cuadrada con 81

grados de libertad. El nivel critico vale aproximadamente
estadistica

valor
independencia.

observada

de la

T favorece

1a

0.61 vy @l
hipétesis de

SR S —
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é e la r [

X: langitud del apellidao paterno
Y Gultimo digito del mes de nacimiento

Tabla 2.9 Frecuesrcias observadas

Notas Los valores 12,13,14,18 y 16 fusron agrupados en una séla
categoria para cumplir la condicién de que todas las fracuencias

X\Y 0 1 2 3 4 ) b 7 8 9 |Total
3 1 6 1 0 (4] 1 4 1 (4] 0 14
4 I B9 62 26 I0 44 33 3B 39 37 401
- 8 63 151 114 70 97 &40 &0 &7 98 83 783
é 108 190 1% 73 101 101 88 89 9& 99 1103
7 96 182 1689 97 104 i1 93 93 113 104 11684
8 85 120 126 70 988 98 460 72 48 &4 741
9 I9 B8 63 42 39 48 3% 81 47 AT 493
10 ) 11 16 ? 2 8 7 6 7 9 77
11 3 6 q 3 ) 2 1 2 8 3 39
12 0 0 o ] 1 i 1 (] 2 o .3
13 o 1 1 1 1 0 ] 2 (] 1 7
14 (s} 0 0 (o} (4] ] 0 o 0 0] 0
15 1 0 0 ] o 0 0 (] 0 0o 1
14 o 0 0 (o} (o} (4] (] 2 0 ] 2
Total| 439 810 737 I93 3I98 431 3JIBA 422 419 443 | 4B72
Tabla 2.10 Frecuencias esperadas
X\Y 0 1 2 3 4 -] é& 7 -] 9

3 1 2 2 1 1 1 1 1 H 1 i

4 36 47 b1 32 33 3% 32 3 38 3% ¢

5 71 130 118 63 64 &% 42 48 &7 71 5

‘4 99 183 147 69 90 98 B87 9 9 100

7 107 197 179 96 97 105 93 103 101 1108 ;

8 69 127 11% [} 62 &7 &0 bb 4% &9 i

9 45 82 78 Q0 40 44 39 A3 42 A

10 7 13 12 & 6 7 & 7 71 7

11 4 ) 6 3 3 3 3 3 3 4 P

12-164 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 i

esperadas sean mayares o iguasles a 1. §‘ﬁi-»7'

El valor de la estadistica de prusha es T299.9304 el cusl corresponds o
al cuantil nivel p=0.92 de la distribucién ji-cuadrada con 81 grados

de libertad. El nivel critico sproximado es 0.08 por lo cual no se
rechaza la hipétesis de independencia.

a3




[-) xto r de variables
X3 longitud del apellido paterno
Y: Gltimo digito del dia de nacimiento ;
Tabla 2.11 Frecuencias observadas :
X\Y (o} 1 2 3 4 8 [ 7 8 9 |Total ;
3 2 0 1 1 1 2 1 4 2 (v} 14 ;
4 30 4% 44 338 51 42 40 36 40 3B 401 i
] 81 8% 79 77 92 74 77 77 74 &7 783 .
[ 109 134 116 119 106 119 94 113 93 96 1103
7 120 134 113 112 118 120 119 121 113 117 1164
8 B0 689 7 64 BT 82 &0 72 83 61 761
9 41 4T 85 80 47 43 37 49 46 A2 493
10 5 9 é 12 I 11 6 11 é 8 77
11 ] 4 7 1 3 2 4 ] 7 1 39
12 (o} 0 [} 2 1 1 (v} 1 (] 0 3
13 1 (o} [} 1 3 [} (] o 1 1 7
14 0 0 0. © (o} (o} (] (] 0 0 (o}
15 0 0 (o} (] (] (o} (] (o] 1 0 1
16 0 1 [} (o} (] [} 1 0 0 (o] 2
Total| 474 544 488 497 525 498 439 491 468 428 | 4672
Tabla 2,12 Frecuencias esperadas .
X\Y 0 1 2 3 4 3 é 7 e 9 h
3 ft 2 1t 2 t 1 1t 1 1 2
4 39 45 40 4} 43 41 X8 40 39 38 i
5 726 87 78 80 64 B0 74 79 7% &9 :
[ 107 123 110 113 119 113 104 1t1 106 97 3
7 115 132 119 121 128 121 112 119 1114 104 3
8 74 85 76 78 82 78 72 77 73 &7 !
9 48 355 50 30 53 31 47 30 48 43 P
10 7 9 8 8 -] 8 7 8 7 7
11 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 _
12-16 1 2 2 2 2 2 1 2 1 1 £
Nota: Los valores 12,13,14,1% y 16 fueron agrupados en una séla
categori{a para que ninguna frecuencia esperada sea igual a cero.
El valor de la estadistica de prueba es T=76,3211 que corresponde al
cuantil nivel p=0.37 de una variable aleatoria ji-cuadrada con 81
grados de libertad. El nivel critico vale sproximadamente 0.63 de modo

que el valor observado de la estadistica T favorece la hipétesis de P
independencia. i
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§
2.4 Prusbas estadisticas sobre la distribucién de las variables ?

2.4.1 Tablas de frecuencias de los digitos 5

A continuacién se presentan los resultados acerca de la distribucién
de frecuencias de las sucesiones de realizaciones de las varisbles
N seleccionadas.

t
] Tabla 2.13 Tabla 2.14
g Ultimo digito del ako Ultimo digito del mes
v Valor | Frec. Frec.Rel. Valor | Frec. Frec.Rel.
0 496 0.101806 0 439 0.090107
1 476 0.097701 | 810 0.1662564
2 489 0, 100369 2 737 0.151273
3 477 0.097906 3 393 0.080665
4 475 0.0974%96 4 398 0.081691
5 460 0,094417 5 431 0.088445
6 454 0,093186 6 3684 0.078018
7 487 0,099939 7 422 0.086617
8 514 0.103501 8 418 0.085161
9 544 0.111638 9 443 0.090928 .
; Tabla 2.15 Tabla 2.16
. Ultimo digito del dia Longitud del apellido paterno
b .
P Valor | Frec. Frec.Rel, Valor | Frec. Frec.Rel.
3 0 474 0.097291 3 14 0.002873
! 1 544 0.111658 4 401 0,082307
: 2 488 0.100164 L 783 0.160714 :
! 3 497 0.102011 6 1103 0.226395
! 4 525 | 0.107759 7 1184 | 0,243021 P
i 5 498 0.102217 e 761 0.186198 i
; I3 459 0.094212 9 493 0.101400 :
! 7 491 0,100780 * : 10 77 0.013804 -
: 8 448 0.096089 11 39 | - 0.008004 _
E 9 428 0.087849 12 5 0.00102& .
A 13 7 0.,001436 i
‘ 14 o 0 b
. 15 1 0,000208 :
) 16 2 0,000410 ¢
3
]
¥
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Tabla 2.17

R= € (iltimo digito del afio) + (altimo digito del mes) ] mod 10 {
valar | Frec. Frec.Rel. ;
0 482 0,.098933
1 483 0.099548
- 2 9505 0.103465%4
3 490 | . 0.100%7%
4 497 0.102011 :
) 498 0.,102217 i
6 484 0.,099343 i
7 4561 0,094622 '
8 433 0.092980
9 817 0,106117
Tabla 2.18
R= [ (4ltimo digito del mes) + (Gltimo digita del dia) 1 mad 10
Valor | Frec, Frec.Rel.
0 479 0.0968317
1 474 0.097291
2 443 0.090928
z 475 0.0974%46
i 4 494 0.1013946
5 502 0.103038
é 509 0, 104475
) 7 497 0,102011
i 8 512 | 0.103090 :
9 487 | 0.099959 ,;
:
| Tabla 2,19
6 R= [ (4ltimo digito del afio) + (4ltimo digito del dia) 3 mod 10 i
Eﬁ Valor | Frec, Frec.Rel. ;
; o| ®09 | o.100478
§ 1 474 0,096673 E
i 2 471 0.096675 :
G 3 490 0.100%78
i 4 490 0.10037%
3 ] 498 0.102217
i & 481 0.,098727
i 7 479 0.098317
5 8 485 0,099548
@ 9 498 | 0.102217
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Tabla 2,20
Rs [ (longitud del apellido paterno) +
(Gltimo digito del afio) ) mod 10

Valor Frec. Frec.Rel.
0 4462 0.094827
1 439 0.094211
2 447 0,091748
3 497 0,102011
4 512 0.1030%90
3 521 0, 1046937
b 529 0.,107758
7 446% 0,095443
8 4938 0.101600
9 489 0.1003469

Tabla 2.21
R=[ (longitud de} apellido paterno) +
(Wltimo digito del mes) 1 mod 10

Valor Frec. Frec.Rel.
0 520 0.106732
1 447 0.091748
2 428 0.087848
X 395 0.081073
4 432 0.088649
5 450 0.092364
[ 8535 0.109811
7 844 0.1120468
8 877 0.118431
L4 542 0.111247

Tabla 2.22
R=[ (longitud de)] apellido paterno) +
(4ltimo digito del dia) 1 mod 10

Valor Frac. Frec.Rel.
0 454 0,09318%
1 303 0.103243
2 474 0.0972%0
3 519 0.108706
4 420 0.086204
) 481 0,098727
b 800 0.102527
7 499 0.102422
8 313 0,108299%
9 313 0,10529%

47
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2.4.2 Histogramas

Histograma 1
Uitimo digito del aio

Histograma 2
Uitimo digito del mes

" v e e a0 vecs e teemrsrsse
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Histograma 3
Uitimo digito del dia

Histograma 4
Longitud del apellido patemno
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Histograma 5
R= [(Utimo digito del afto) + (Glimo digito del mes)} mod 10

Histograma 6
R= [(Ulimo digito del mes) + (ultimo digito del dia)) mod 10
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istograma 7
R= [(ultimo digito del lﬂo)+(ulumo digito del dia)] mod 10

Histograma 8
R= [(longitud del apellido patemo)+ (ukimo digito del afio)) mod 10

600 [

2 0
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Histograme 9

A= [(longitud del epellido patemo) + (itimo digito del mes)) mod 10

Histograma 10
A= [(longiwd del apefido paterno)+ (iitimo digito del dia)) mod 10

800 499 813 813
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2.4.3 Prusbas ji-cusdrada de bondad de ajuste

Los datos pars estas pruebas consisten de N cbservaciones
independientes de uma variable alestoris X.
Las N cbservaciones son agrupadas dentro de c clases y se presentan en
la forma de una tabla de contingencia | X c.

clase 1 2 wee c Total

frecuencia O1 02 ens 0 N

donde 03 denota @l nimero de cbloerctonns en la clase j para
3’1,2....,Co

Las hlpépesis son las siguientes.

Hot F(x) = F*¥(x) para toda x
Vs
Hys Féo) 4 F*(x) para al menos una x

donde F(x) es la funcién de distribucién verdadera pero desconocids
de X y F¥(x) es uma funcién de distribucién especificads
completamente.

En este caso F¥O0=(x+1)/10 para X € €0,1,2,3,4,%,6,7,8,9) ya que se
quiere probar que la variable se distribuye uniformemente sobre los
digitos de O a 9.

Estadistica de prueba.
Sea p*; la probabilidad de que una observacién aleatoria de la
variable X caiga en la clase J bajo la suposicién de que F*(x) es la
funcién de distribucién de X. Entonces para ju1,2,...,c definimos

Ej= N p¥
donde E; representa el nimero esperado de observaciones en la clase §,
cuando Hy es verdadera, :

La estadistica de prueba T est& dada por
2
c (0:-E;)
T= £ ——..-—.L-—..J_.__.—._—
j=1 Ej

o equivalentemente




Regla de decisién.

La distribucién aproximada de T valida para muestras grandes, es la

distribucién ji~cuadrada con (c-1) grados de libertad. 8i se estiman
parAmetros de la distribucién a partir de los datos de la muestra, se
usar{a un grado menos de libertad por cada pardmetro estimado.

Por lo tanto la regién de rechazo de tamafo aproximado &« corresponde a
valores de T mayores que el cuantil (1-a) de una variable aleatoria
ji~cuadrada con c~1 grados de libertad (o con c-1-k grados de libertad
donde k es el nimero de parémetros estimados).

Como en el grupo de pruebas de la seccién anterior, se da el nivel
critico (el més pequeRo nivel de significancia a con el cual se
rechazaria 1la hipétesis Hy con base al valor observado de 1la
estadi{stica de prueba T ) para dar al lector mayor informacién de la
evidencia experimental sobre la validez de Hyg., El nivel de
significancia « es la probabilidad de rechazar la hipétesis Hy cuando
éata es cierta.

Los valores grandes de la estadistica T indican mayor discrepancia
entre las frecuencias esperadas y las observadas y llevan a rechazar
Hy. Tales valores serian poco probables si H; fuera cierta, mientras
que valores pequefios serian mds probables cuando Hy es cierta.

De modo que el nivel de probabilidad asociado al valor calculado de T
sirve para ver si las frecuencias en los datos experimentales
corresponden o no al modelo de probabilidad especificado en Ho»

Los resultados obtenidos con las sucesiones originales y con las

sucesiones construidas con el método de fray Edvin se presentan en las
paginas siguientes.
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1) Ultimo digito del aKo de nmacimiento

0 1 2 3 4 S 6 7 e 9 Total

496 | 476 | 489 | 477 | 473 | 460 | 454 | 487 | 514 | 544 | 4872

El valor de la estadistica T es 12.819334 que corresponde al cuantil
nivel p=0,81 de la distribucién ji-cusdrada con 9 grados de libertad,
siendo el nivel critico 0.19. No se rechaza la hipétesis de
uniformidad.

2) Ultimo digito del mes de nacimiento

0 1 2 3 4 5 16 7 8 9 Total

439 | 810 | 737 | 393 | 398 | 431 | 384 | 422 | 418 | 443 | 4872

El valor de la estadistica T es 433.044922 el cual e@s mucho mayor que
el cuantil de nivel 0.999 de la distribucién ji-cuadrads con 9 grados
de libertad, por lo cual se rechaza que esta variable se distribuya
uni formemente.

J) Ultimo digito del dia de nacimiento

0 1 2 3 q 5 é 7 8 9 Total

474 | B44 | 488 | 497 828 498 | 459 | 491 | 448 | A28 | 4872

El valor de la estadistica T es 19.961914 que corresponde al cuantil
0.98 de la distribucién ji-cuadrada con 9 grados de libertad. E1 nivel
critico aproximado es 0.02 por lo cual la evidencia experimental no es
concluyente. Por ejemplo con un nivel de significancia de 0.03 se
rechazaria Hy, pero con un npivel de significancia 0.01 no  se
rechazaria que la variable se distribuye uniformemente.

4) R= [ (0ltimo digito del afo) + (ultimo digito del dia) ) mod 10

0 1 2 3 4 ) é 7 8 9 Total

509 | 471 | 471 490 | 490 | 498 | 481 479 | 483 | 498 | 4872

El valor de la estadistica T es 2.7903527 el cual corresponde al
cuantil 0.03 de la distribucién ji-cuadrada con 9 grados de iibertad,
de modo que el nivel critico aproximado es 0.97, E1l valor observado de
T favorece la hipéteeis d@ qua R se distribuye uniformemente.
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5) R= [ (ultimo digito del aRo) + (ultimo digito del mes) 1 mod 10

0 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 Total

482 | 485 | 505 | 490 | 497 | 498 | 48B4 | 461 | 453 | 517 | 4872

La estadistica T vale 6.821777 que corresponde al cuantil 0.34 de la
distribucién ji-cuadrada con 9 grados de libertad. El nivel critico
aproximado es 0.66 de modo que no se rechaza 1ls hipétesis de
uniformidad.

&) R= [ (ultimo digito del mes) + (4ltimo digito del dia) ] mod 10

0 1 2 3 4 ] é 7 8 9 Total

479 | 474 | 443 | 475 | 494 | 802 | 809 | 497 | 912 | 487 | 4B72

El valor de la estadistica de prueba T es 7.790527 que corresponde al
cuantil 0.44 de la distribucién ji-cuadrada con 9 grados de libertad.
El nivel critico aproximado es 0.54 por lo que no se rechaza que R se
distribuya uniformemente,

7) R= [ (longitud del apellido paterno) +
(4ltimo digito del aRo) 1 mod 10

0 i 2 3 4 . 3 6 7 -] 9 Total
462 | 459 447 | 497 | 512 | 821 825 | 469 | 495 | 489 | 4872

El valor de la estadistica T es 14,132812 correspondiente al cuantil
0.875 de la distribucién -ji-cuadrada con %9 gradoms de libertad. El
nivel critico aproximado es 0,125 por lo que no se rechaza que R se
distribuya uniformemente.

8) R= £ (longitud del apellido paternn) +
(Wltimo digito del mes) 1 mod 10

0 1 2 3 4 " | B & 7 e 9 Total

820 | 447 428 | 395 | 432 | 450 | B30 | 546 | 877 | 542 | 4872

El valor de la estadistica T es 73.763184 el cual es mayor que el
cuantil 0.999 de la distribucién ji-cuadrada con 9 grados de libertad.
El nivel critico es menor a 0.001 por lo que se rechaza que R se
distribuya uniformemente.
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9) Rz [ (longitud del apellido paterno) +
(Gltimo digito del dia) J mod 10

0 1 2 3 -4 S 6 7 e 9 Total

434 | 503 | 474 | 515 | 420 | 481 | 500 | 499 | 513 | 313 | 4872

La estadistica de prusba vale 17.420410 que corresponde al cuantil
0.96 de la distribucién ji~cuadrada con 9 grados de libertad. El nivel
critico aproximado es 0.04, de modo que la evidencisa experimental no
es concluyente; por ejemplo con un nivel de significancia de 0.05 se
rechazaria H,; pero con un nivel de significancia 0.01 no se rechazaris
que R se distribuye uniformemente. .

Comentario sobre law pruebss de bondad de giuste.

Se puede obhservar que las prusbas estadisticas aplicadas a las
sucesiones de realizaciones de las variables elegidas, concuerdan con
los resultados tedéricos del capitulo anterior. La variable aleatoria
R=(X+Y) mod 10 se distribuye uniformemente cuando sl menos una de las
variables X é Y se distribuye uniformemente en un rango de valores con
cardinalidad miltiplo de 10 (por ejemplo el Gltimo digito del aRa),
pero cuando ninguna de las variables originsles cumple con ess
caracteristica la variable R no siempre se distribuye uniformemente,
como pudo observarse con las variables longitud del apellido paterno y
iltimo digito del mes,
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Capitulo 3
Aplicacién en la construccién de tablas de digitos al azar

Con base a los resultados teéricos y exparimentales de los capitulos

- anteriores se puede pensar que &l método del fraile Edvin constituye

un método para construir nuevas sucesiones R, con distribucién
uniforme apartir de dos sucesiones X, ® Y, que cumplen ciertas
condiciones.

En efecto, dada una sucesién X, que se distribuya uniformemente sobre
un conjunto de enteros con cardinalidad maltiplo de 10, se puaede
obtener mediante la funcién Re(X+Y) mod 10, varias sucesiones R, que
se distribuyan uniformemente sobre los digitos de O & 9.

Puede servir cualquier sucesién de numeros Ynh Que se tenga disponible
y que sea independiente de la sucesién original X,. Las sucesiones mas

" sencillas que se pueden usar son las constantes, de la forma Yhec.

Sin embargo, se debe notar que a 1o mis se pueden obtener 10
sucesiones adicionales utilizando este tipo de sucesiones constantes.
Como se mencions en el capftulo 1, 1o que importa en el resultado del
cdlculo no son las magnitudes de los niumeros 'Yn y X, sino @l residuo
de la divisién por 10 de dichos numeros, es decir, Y, mod 10 y X, mod
10, de mado que (X +Y,) mod 10 = C(X, mod 10) + (Y, mod 10)) mod 10.

En particular si Y,=c; donde €y>9 entances cy=10q + €2 con 0sco<9

Sean Y'n = ¢cp
R'n = (Xp+tY'nimod 10 = (Xptco) mod 10

Entonces Ry= (Xp+Y,) mod 10
= (Xptey) mod 10
= (Xp+10g+cqy) mod 10
= ( (Xptcp)+10q ) mod 10
= ( (Xptep) mod 10 + (10q) mod 10 ) mod 10
= ( (Xp+eo) mod 10 + O ) mod 10
= (Xp+co) mod 10
= R’n

Esto muestra que cualquier sucesién R, construida con una sucesién
constante Y, con valor mayor que 9 siempre corresponde a alguna
sucesién R’ construida con otra sucesién constante Y'n con valor
menor o igual a 9.
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Por otra parte, si tales sucesiones de digitos elaboradas con el
método de fray Edvin se van a utilizar como tablas de digitos al azar
en aplicaciones tales como el muestreo, cdlculos y simulaciones de
fenémencs aleatorios, se necesitas que tasles sucesiones cumplan otros
requerimientos ademds de tener distribucién uniforme, de modo que
pasen ciertas prusbas relacionadas con la idea que se tiene de la
slmatoriedad.

3.1 Requerimientos que debe cumplir una tabla de digitos al azar

En la naturaleza frecuentemente se encuentran situaciones o

experinentos en los cuales se obtiene un resultado impredecible a
partir de las condiciones en qho se® hace la observacién o el
experimento. Més aun los resultsdos que se hayan obtenido en
observaciones anteriores no determinan el resultado que se obtendra on
la siguiente repeticién del experimento.

Eata indeterminacién es lo que se llama carécter sleatorio o lzaroso
del experimento o de los resultados del experimento.

Considérese un experimento o suceso aleatorio de la realidad denotado
por E y un espacio de resultados  formado por los posibles resultados
del experimento o suceso. Si se efectian N repeticiones sucesivas de
E, se cbtiene una lista o sucesién de resultados ry,ro,fxy «o. Ty

Estos resultados son aleatorios en e#! sentido cualitativo que se ha
mencionado. 8in embargo los colectivos de resultados de sucesos
aleatorios que son de mayor interés en la teoria matemdtica de
probabilidad son aquellos que presentan regularidades de los
resultados en el comportamiento global. Se dice que hay regularidad
estadistica cuando las proporciones de frecuencias de cada resultado
w € 0 tienden a valores constantes P(w) cuando N se va haciendo més y
m&s grande ¥y estos valores P(w) no difieren de una corrids s otra de
N repeticiones del experimento.

Considérese un nimero M de corridas de ejecuciones del experimento E,
donde cada una de estas corridas estdé formada por N observacionss
sucesivas.

Dichas observaciones se pusden considerar como variables aleatorias
X11Xoy«eyXy las cuales toman valores particulares KiyXoyeeyXy €N cada
corrida de reallzaciones del sxperimento,
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En este contexto de experimentos con regularidad estadistica, se dice
que el experimento E es aleatorio si las cobservaciones sucesivas (la
primera, la segunda o la k-ésima) vistas como variables aleatorias,
tienen la misma medida de probabilidad asociada a weventos o
subconjuntos de f? y son estadisticamente independientes.

Esta idea de un proceso aleatorio es la que estéd detrds de 1la
definicién de una sucesién aleatoria (y también de una muestra
aleatoria) en estadistica, !a cusl dice que es una sucesién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Como se puede natar, esta definicién se refiere a variables aleatorias
més bien que a realizaciones particulares, sin embargo es comin llamar
sucesién aleatoria a un conjunto de realizaciones particulares de la
variable aleatoria asociada al experimento aleatorio E.

Dada esta relacién entre una sucesién de realizaciones y una variable
aleatoria, cuando se dice que la sucesién tiene cierta distribucién,
por lo general se hace referancia & la distribucién de la variable de
la cual proviene dicha sucesian.

Otra definicien de sucesién aleatoria propuesta por los mateméticos A.
N. Kolmogorov y Martin Léf se refiere a que los valores en la sucesién
aparecen-sin ningdn orden o diseRo, de modo que no exista una férmula
de construccién para obtener r, en términos de k y de '10'2v""'k-1'“

En el presente trabajo no se aplicara ess definicién, sino més bien se
utilizaran pruebas relacionadas con la definicién de sucesién
aleatoria en estadistica, que tienen que ver principalmente con la
independencia entre elementos sucesivos y la distribucién de

probabilidad de 1la variable aleatoria de la cual se obtiene la
sucesidn.

Por otro lado, en adelante &e hablard principslmente de sucesiones
aleatorias con distribucién uniforme, teniendo presente que a partir
de estas se pueden qenerar otras sucesiones con difereante
distribucién, las cuales se utilizan en muchas situaciones practicas.

¥ Una discusién detallads de wsta y otras dafiniciones ests fuera del éabito del presente trabajo pero
se puede encontrar en la cbrs de D,E. Knut "The art of cosputer programming”
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Una de las caracteristicas mas importantes que tienen las sucesiones
aleatorias wuniformes de tamafio N bastante qrandes es la
equidistribucién por grupos de k términos de la sucesidn.

Esta propiedad consiste en que los puntos o vectores de la forma
(XisXjegrereyXj4g-y) Tormados con los elementos contiguos de la
sucesién estén equirrepartidos, es decir, que se distribuyen

“uniformemente sobre espacios de resultados de la forma ak.

Debido a la independancia entre las observaciones, se esperaria que

“una sucesién aleatoria infinita fuera completamente equidistribuida,

®s decir, equidistribuida para cualquier k natural.

En la practica se tienen sucesiones o listas finitas de resultados,
las cuales se analizan con técnicas estadisticas en busca de evidencia
de que el proceso que generé cada sucesién es aleatorio.

Al aplicar dichas técnicas, se pueden cometer errores al juzgar si una
sucesion finita es o no aleatoria basandose en las frecuencias
observadas en laos datos.

Por ejemplo si una variable se distribuye uniformemente, cualquier
valor en el espacio de resultados es igualmente probable, de modo que
una sucesién formada dnicamente con ceros realmente puede provenir de
un suceso aleatorio.

8in embargo tal sucesién ocurrirfa con muy poca frecuencia y se espera
que en general las proporciones de frecuencias observadas
correspondan al modelo de probabilidad del suceso aleatorio observado.
Por esta razén cuando se rechaza que una sucesién se distribuya
uniformemente debido a que las frecuencias observadas y esperadas
difieren significativamente, se estd tomando la decisién correcta en
la mayori{ia de los casos.

Con el objeto de tener mayor informacién sobre la aleatoriedad de. las
sucesiones de digitos del capitulo anterior, se efectuaron pruebas
estadisticas a las parejas y ternas para investigar si éstas también
se distribuyen uniformemente.

3.2 Prusbas adicionales de bondad de lJult. para las parejas y las
tarnas.

La prueba estadistica que se utilizard en esta seccién es basicamente
la prueba de bondad de ajuste Jji-cuadrada que se describisé en el
capiftulo anterior. Sin embargo en esta ocasién las variables
aleatorias de inter#s seran vectores P y T cuyas ocurrencias son de la
forma P i=(X;,Xj4q) ¥ T i {1 Xi419Xj4n) para 12i:iN, donde X representa
una de las variables del capftulo anterior.
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Para tener el mismo nimero de ocurrencias de P y T que de x. se tomar

PNI (XNoXp)y T=g= XNy s XNsXo? Y Tn=(XNs Xpoe Xy ) e

Sn probaran las hipétesis de que P se distribuye uniformemente en D2 y
que T se distribuye uniformemente en D5 donde D={0,1,2,3,4,5,6,7,8,%9}.
En cuanto a la estadistica de prueba T que sigue una distribucién Jji-
cuadrada se debe notar lo siguiente en cuanto al numero de grados de
libertad.

Cada ocurrencia de la variable aleatoria original X aparece N veces
como primera y segunda coordensda del vector P, mientras que en el
caso del vector T cads ocurrencia de X aparace N veces como primeras,
segunda y tercera coordenada. De modo que se deben cumplir ciertas
restricciones lineales.

La primera restriccion es que @] total de frecuencias suma N. Por otro
lado en el caso de las parejas, la suma de frecuencias en que la
primera coordenzda vale k serd igual a la suma de frecuenciis en que
la segundas coordenada - vale K y esto para cualgquier
K=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. D@ modo que se tienen 1] restricciones de las
cuales sdélo 10 son linealmente independientes, es decir, una de ellas
es consecuencia de las demds.

En el caso de las ternis ademds de las restricciones anteriores se
tiene que la suma de las frecuencias en que la primera coordenada vale
k @8 igual a la suma de las frecuencias en que la tercera coordenada
vale k para k=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, De estas Gltimas condiciones sélo 9
son linealmente indapendientes ya que una es consecuencia de la primer
restriccién sobre 1a frecuencia total N. En total se tienen 19
restricciones linealmente independientes para las ternas. ‘

De modo que para las parejis el numero de grados de libartad serd 90 y
para las ternas serA 981. Las frecuencias esperadas para cada

categoria en las parejas es 48.72 y para cada categoria en las ternas

es 4.872.

Una tabla de valores aproximados de la distribucién ji-cuadrada para
90 y 981 grados de libertad se encuentra en el apéndice A.

A continuacién se presentan los resuitados de las prusbas para las
parejas y las tnpnll tomadas de las sucesionas del capitulo anterior.
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1) dltimo digito del afo de nacimiento

TABLA 3.1 Frecuencias por parejas.

0

1

2

4

6

7

9

ONOCRDBUN-O

9
90
92
97
43
42
49
%0
38
64

04
99
4°
97
42
40
36
47
30
80

44
42
40
A3
83
46
88
83
84
49

A3
49
61
34
A3
51
34
51
82
87

47
46
82
47
83
44
82
40
39
88

49
40
97
46
92
48
9
40
44
49

80
45
41
49
39
41
%0
47
47
49

49
41
A3
44
86
48
44
60
83
49

48
64
44
84
37
48
83
48
66
82

88
44
46
80
83
82

- 90

o1
71

70

El valor de la estadistica T es 104.76362% que corresponde al cuantil
0.86 de la distribucién ji-cuadrada con 90 grados de libartad. El
nivel critico aproximado es 0.14. No se rechaza la hipétesis de
uniformidad,

2) dltimo digito del mes de nacimiento

TABLA 3.2 Fracuancias por parajas,

0 1 2 3 4 8 &6 7 O 9
0 42 82 62 B 34 42 38 37 34 I3
1 70 130 149 73 &40 &6 73 70 62 43
2 74 114 107 89 &0 69 B3 67 69 65
p/ J2 43 59 29 30 3I1 40 33 3J6 40
4 26 85 62 39 27 3II 22 I8 28 4
5 38 83 69 I3 0 34 32 31 40 39
& I35 87 44 3B 34 38 3I0 37 3I6 I8
7 37 66 67 285 IV 34 26 A3 AZ 46
8 41 86 63 3J0 37 38 3I7 I3 42 38
9 44 72 B89 29 81 46 I8 36 285 43

El valar de la estadistica T es 990.848145 el cual ss mucho mayor que
0.999 de la distribucién ji-cuadrada con 90 grados de
lo cual we rechaza que esta variable se distribuya

el cuantil

libertad, por

uniformemente.
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3) ultimo digito del dia de nacimiento

TABLA 3.3 Frecuencias por parmjas.

0

1

2

3

4

(-]

7

9

VONGCUDUNSO

46
46
61
47
50
42
53
A3
A7
39

47
64
60
54
&5
58
45
92
53
L)

51
57
A4
Al
48
&0
47
49
93
38

A6
58
34

48

63
43
63
%50

50

40

46
65
46
57
52
58
36
56
51
56

42
57
43
43
568
51
53
53
52
46

43
as
A4
50
57
43
39
a7
48
a3

46
56
44
62
50
57
47
43
40
42

58
51
56
56
42
A4
42
51
29
39

43
43
54
39
40
40
34
47
43
39

El valor de la estadistica T es 1135,358957 que corresponde sl cuantil
0.96 de la distribucién Ji~cuadrada con 90 grados de libertad. El
nivel critico aproximado es 0.04 por lo cual la svidencis experimental
no es concluyente. Nétese que con un nivel de significancia de 0,03
se rechaza HO pero con un nivel de significancia 0.01 no se rechazaria
que la variable se distribuye uniformemente.

4) R=(dltimo digito del afo)+(ultimo diQito del dis) mod 10

TABLA 3.4 Frecuencias por parejas.

0

1

2

3

4

6

7

9

NONOCADUNO

&9

" &4

50
a7
30
59
53
40
45
50

48
48
40
47
49
53
40
82
45
49

39
43
a8
50
58
49
41
48
43
82

43
44
43
51
43
56
50
Ab
52
5e

51
56
45
43
59
41
52
52
49
40

59
42

41

47
50
53
51
49
54
52

4%
48
48
51
47
Ab
44
52
Ab
52

46

54
59
52
57
43
43
36

42

47

43
44
53
31
48
A3
52
54
60
51

62
a4
A6
49
A7
53
51
80
49
47

El valor de la estadistica de prusbs T es

81.818359 que corresponde

al cuantil 0.28 de la distribucién ji-cuadrada con 90 grados de
libertad. E1 nivel critico aproximado es 0.72 por lo que no se rechaza
que la variable se distribuya uniformamente.
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3) R=({ultimo digito del alo)+(Gltimo digito del mes) mod 10

TABLA 3.9 Frecuencias por parejas.

o

1

2

3

L

6

7

COMNPIDUN=O

54
83
54

47

42
33
82
83
32
98

49
43
30
58
46
63
42
42
40
30

S1
49
50
81
42

954

49
47
54
58

47 .

30
99
43
o1
41

-1

41
47
o8

42
48
43
53
99
83
54
50
46
47

48
46
63
49

54 .

47

80

S50
39
92

46
87

%0

51
51
46
44
40
45
54

49
44
42
43
42
59
46
87
36
41

44
43
43
48
53

42 .

37
8
85
48

El valor de la estadistica de prusba T as 81.900391 que corresponde
al cuantil 0.28 de la distribucién ji-cuadrada con 90 grados .de
libertad, El nivel critico aproximado es 0.72 por lo que no s® rechaza
la hipétesis de uniformidad.

6) R=(iltimo digito del mes)+(4ltimo digito del dia) moad 10

TABLA 3.4 Frecuencias por parejas.

0

1

2

5

4

6

4

.

SONDPUDWN-O

47
48
42
43
48
58
49
48
52
44

80
45
33
47
58
54
91
30
43
41

32
35
47
49
49
44
50
37
46
44

47
37
49
43
43
89
82
40
a8
94

59
41
41
%0
43
43
42
69
893
87

38
89
43
59
o8
42
87
1
851
41

53
36
54
44
33

44

54
86
63
92

30
51
44
49
61
49
54

44

47
&0

53
43
46
44
51
69
46
83
58
S1

62
51
42

47

80 -
48
oS4
48
42
43

El valor de la estadistica de prusba T es 98.033691 que corresponde
al cuantil 0.74 de 1la distribucién Jji-cuadrada con 90 Qrados de

libertad. El nivel critico aproximado es 0.26 por lo que no s® rechaza
la hipétesis de uniformidad.
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7) Rs(longitud del apellido paterno)+(ultimo digito del aRo) mod 10

TABLA 3.7 Frecuencias por parejas.

o

1

2

3

4

é

7

9

VONDEDWEWNO

a4
37
24
48
51
&9
60
3
44
54

47
37
31
41
49
39
532
32
49
42

42
39
43
43
-1}
49
%50
40
82
38

%0
82
48
49
54
54
43
61
46
44

36
)
89
3
39
33
=12
47
93
8?7

50
47
39
54
&8
36
49
41
1)
62

49
-}
46
87
46
87
o8
48
33
60

34
46
o3
%%
45
4%
49
46
39
49

82
931
42
47
53
54
93
D4
46
43

58
a4
a2
48
52
49
83
43
sg
40

El valor de la estadistica de prusba T es 1146.73097 que corresponde i
al cuantil 0,97 de la distribucién ji~cuadrada con 90 grados de i
libertad. El nivel critico aproximado es 0,03 por lo qua la evidencia 3.
experimental no es concluyente. Mientras que con un nivel de i
significancia de 0.05 se rechaza Hy , con un nivel de significancia

0.0 no se rechazaria que la variable R se distribuye uniformemente. f

8) R=(longitud del apellido paterno)+(Gltimo digito del mes) mod 10

TABLA 3.8 Frecuencias por parejas.

0

1

2

3

4

5

6

7

9

SONOCUDWN-O

59
54
53
41
50
42
50
Sé
59
86

39
41
36
41
36
40
36
87
36
48

44
he-)
X4
30
44
47
43
48
54
a4

39
31
32
34
a4
33
48
37
56
a4

51
42
41
35
40
30
82
82
51
30

45
35
46
38
40
-]}
42
30
46
14

48
82
40
46
44
=1
87
63
&0
69

&7
48
98
43
42
S50
60
36
1)
&7

61
82
46
42
S2
44
&3
70
70
73

(-1-]
S
45
43
40
-7
62
87
62
58

El valor de la estadistica T es 204,848633 el cual es mucho mayor que
el cuantil de nivel 0,999 de la distribucién ji-cuadrada con 90 grados
de libertad. €1 nivel critico es menor que 0,001 por lo cual se
rechaza que esta variable se distribuya uniformemente.
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%) R=(longitud del apellido paternol+(ultimo digito del dia) mod 10

TABLA 3.9 Frecuencias por parsjas.

0o 1t 2 3 4 8 6 7 08 9

39 43 41 B7 43 44 46 B7 43 9
36 4B 49 B9 48 46 46 B33 I8 &0
43 82 44 A3 3II 46 49 40 460 64
43 67 42 33 36 44 43 39 B3 83
46 44 3I7 43 27 40 40 33 36 B0
49 80 41 61 3IB D9 46 4D 47 46
47 58 86 42 41 B8 H7 38 B4 49
47 48 B8 32 JI7 46 37 44 D8 92
46 B3 B3 48 49 D1 D2 49 44 48
36 40 33 B33 31 47 64 39 %8 %O

VBN UDBUWUN-O

El valor'de la estadistica de prueba T es 121.333644 que corresponde
al cuantil 0.985 de la distribucién Jji~cuadrada con 90 grados de
libertad. El nivel critico aproximado es 0.015. La evidencia
experimental no es concluyente ya que con un nivel de significancia
de 0.05 se rechaza Hy 4, pero con un nivel de significancia 0,01 no se
rechazar{a que la variable R se distribuye uniformemente.
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TABLA 3.10
Frecuencias por ternas del Gltimo digito del afo

.“‘v’q}.-‘-‘“‘2’3“-’5"”5“’7“‘723‘;”’5:""s.li

3‘1‘33722‘Iv;77"“."7““3‘77.“.7‘-2“‘:”""""707

252'27’32‘5"‘252’55""7"2;‘7‘527‘-‘-7‘7"3";"”‘77

‘5;’-75‘-7‘2“532‘752‘-‘7"5‘87:2‘"7!"7‘.”"“3"35

“-555‘."-5"‘53‘2‘0“52"7"’2’75‘3-3‘7‘-"“5‘.‘a

55"“2‘::“‘2":7’:7””‘3“""".“:.”2"‘7”3“

‘5“‘31.‘-3‘253‘3“'""7‘:"‘;26‘;:’“07‘797‘5‘;3.‘7

"""""l|||'||"|l"””|||'|l"|"l"""l""

75‘2752-‘--‘27“.""’214779‘85575’20‘.67‘;”‘-“"“

"“l‘-‘lﬂ-“.‘-”“""'ﬂ""‘luabIulu.blu655‘7’66-7’6201"’

‘2‘."‘2..;‘2""“’.‘65“3535745933“6‘667”67”5‘6‘

‘5‘-""”‘3‘!‘203“7‘53‘85323‘6‘836‘6553‘7‘.7‘7’2;‘6

.‘72;“‘75”6‘7’30““’3725512‘585337‘35.‘03‘264’676'6

lﬂ"‘zwal‘.""-‘"z‘é‘an\U"-nl5‘665624;352786399552‘6“

|'|||'"""""""""'l'l.I'II'I!I||I||||I|||||’
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TABLA 3.11 ,
Frecuencias por ternas del Gltimo digito del mes

MBI M @ PN ST ENCT MBSO @O SMABNGSET@ =DM ™M e M N

MB BTN ANPP NPT =N ORENMMENMEMIMNNMIPEMMI P P M S SN

NB T IV NDOR NN ot W@ MMM NN MO MNMPEENPIT MMM mNONn
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TABLA 3

Frecuencias por ternas del

Gltimo digito del dia
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TABLA 3.13 Frecuenciass por ternas de
R={(Gltimo digito del aRo)+(4ltimo digito del dia)l mod 10
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por ternas de
Ultimo digito del mes)l mod 10

TABLA 3.14 Frecuencias
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as por ternas de
Gltimo digito del dia)l mod 10

TABLA 3.15 Frecuenci

R=C(ultimo digito del mes)+(
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el ako)l mod 10

POr ternas de
erno)+(iltimo digito d

recuencias

TABLA J.16 F
[(longitud del apellido pat

R=

e —— '}
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TABLA J.17 Fraecuencias por ternas de
R=C(longitud del apellido paterno)+(ultimo digito del mes)] mod 10
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TABLA 3.18 Frecuencias

R=[(longitud del apellido paterna)+(

por ternas de
ultimo digito del dia)l mod 10

.‘5'3,2-22-5“3“""-3723’2-‘-“3-3”“‘32253I.l‘;.l.

0123‘,‘7"o'2;"‘7-’0'2‘-‘5‘7-’0'28"‘7-’0‘2;-5‘7-’

||||| """'"'l"l"""l""'I"'l'l'||'|""|"

5[‘[‘5!‘5”55““‘6‘6"7777777777----------"""'"'

76

lvallv7:‘5-‘-3:7"957“5‘-“-25;23533“‘7‘-2'65-",7“‘737

‘225235“.‘5’763“225783‘44752825263"35737307'0;2,;5

‘,‘.".“.’5,5‘5756552‘55733‘30697“‘75‘26777a562‘l-727

‘“.’"’55“‘575"‘7956‘2375‘3‘35397“.22221‘.22[‘7“5

2"lvn.'2‘-2’27“‘-3‘37”‘6‘35“55‘.‘.3‘5‘65641‘-633-\-53-’57




e,

Resultadaos de las prusbas de bandad de ajuste para las -uc-ntonos de
ternas.

1) ultimo digito del alko de nacimianto

El valor de T es 934.244%62 que corresponde al cuantil 0,143, por lo
que ®1 nivel critica aproximado -: 0.855. Los datos favorecen la
hipétesis de uniformidad.

2) AGltimo digito del mes de nacimiento g
El valor de T es 24460.890137 que es superior al cuantil 0.999, par o
que s® rechaza 1a hipétesis de uniformidad paras esta variable.

Dy

I) dltimo digito dal dia de nacimiento

El valor de T es 1034,101074 que corrssponde al cuantil 0.93, por lo
que @1 nivel critico aproximado ss 0.03. Las datas no apoyan en farma
concluyente la hipétesis de uniformidad pero no se rechazaria con un
nivel de significancia aproximado del SX%. :

4) R= ['(4ltimo digito del afo)+(Gltimo digito de) dia) ] mad 10 _
El valor de 7 es 983.094238 que carresponde al cuantil 0,33, gor lo
que @1 nivel critico aproximado es 0.47. Los datos apoyan la hipétasis
de uniformidad.

5) R= [ (dltimo digito del aMe)+(4Gltimo digito del mes) ] mod 10

El valar de T es 983.912109 que corressponds al cuantil 0.33, de mado
que el nivel critica aproximado es 0.47. Los datos favarecen la
hipétesis de uniformidad.

&) R= [ (4ltimo digito del mes)+(dltimo digito del dia) 1 mod 10

El valar de T es 970.77832 que corresponde al cuantil 0.41, por lo

que el nivel critico aproximado es 0.39. Los dataos favorscen la
hipétesis de uniformidad.

7} R= [ (longitud del apellido paterno) +
(iltimo digito del aMo) ] mod 10
El valor de T es 1042.201644 qus corrasponde sl cuantil 0,92, gor lo

que el nivel critico aproximado es 0.08. No se rechaza la hipbtnsil d-
uniformidad.

8) R= [ (longitud del apellida paterno) +
(4ltimo digito del mes) ) mad 10
La estadistica de prusba 7T vale 1173,62207 y as mayor que el cuantil

0.999, de modo que se rechaza que esta variable se distribuya
uniformemente.
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9) R= [ (longitud del apellido paterna)+

(4ltimo digito del dia) ) mod 10
El valor de la estadistica T es 1063.140625 que corresponde al
cuantil 0.97 por . lo que el nivel critico aproximado es 0.03. La
evidencia no es concluyente pero no se rechazaria la hipétesis de

uniformidad con un nivel de significancia « igual a 0.01

3.3 Cosentarios sobre los resultados de las prusbas

En vista de los resultados se puede decir que la variable daltimo
digito del mes no deberia usarse como una tabla de digitos al azar de
1a distribucién uniforme, como se podria esperar desde el principio.
De igual manera en el caso de la variable R construida con las
variables longitud del apellido paterno y altimo digito del mes, se
rechazé que tuviera una distribucién uniforme por parejas.

Esto es consecuente con @] resultado de la prueba para digitos
individuales del capitulo anterior en la que también se rechazé que
estas variables se distribuyan uniformemente.

En cuanto a otras variables como el ultimo digito del dia y 1la
variable R procedente del ultimo digito del dia y de la longitud del
apellido paterno, estuvieron en el limite entre la aceptacién y el
rechazo como variables distribuidas uniformemente por parejas y por
ternas, de modo que deben usarse con reservas.

Finalmente las demds variables tuvieron apoyo de los datos observados
a favor de la hipétesis de uniformidad, por lo que se tiene un grado
razonable de confianza para utilizarlas como sucesiones aleatorias de
la distribucién uniforme.

Por otro lado se pudo observar que las parejas y las ternas de datos
de algunas de las variables originales se apegan & la medida de
probabilidad uniforme, al igual que las parejas y las ternas de las
variables construidas con la funcién R=(X+Y) mod 10, De modo que se
puede pensar en una generalizacién de los teoremas del capitulo i para
vectores aleatorios de dimensién mayor que 1, la cual se demuestra en
el siguiente capitulo.
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Capitulo ALl
Teoresa generalizado scbre el vector aleatorio R

Ahora se aplicarén los teoremas del capitulo 1 sobre la medida de
probabilidad de la variable Rs(X+Y) mod 10, al caso en que X, Y y R
son variables aleatorias n-dimensionales.

Recuerdése que por definicién, una variable aleatoria n-dimensional o
vector aleatorio, es una regla que asaocia un vector de numeros resles
con cada resultado w € ), o una coleccién de n reglas cada una de las
cuales asocia un numerg Gnico a cada w € . )
Una variable aleatoria n-dimensional se denota por X= cx,,xz.....xn>.
donde de hecho cada X; es una variable aleatoria.

El siguiente teorema muestra que a partir de dos vectores aleatorios
que cumplen alqQunas condiciones, se puesden obtener otros vectores
aleatorios que se distribuyen uniformemente sobre un conjunto de
vectores o puntos, cuyas coordenadas toman como valores los digitos de
Oa®9.

Teorema & v
Sea X = (X{y1XoyeeeyXy) una variable aleatoria n-dimensional donde

X 1 Q) ~> Q]
Xy 1 0y ==> @

n
Xj (w) = w; para w € 2y (es decir, la j-ésima coordenada de W)

donde Q4={0,y...y8-1} con s=10a y & es un nimero natural,

Ademds  X{4Xpy...yX,  son  estadisticamente  independientes @

idénticamente distribuidas con medida de probabilidad uniforme, es
decir:
P ({k}) = 1/10a para k€y, 18jsn

X .

J

Po(tud) = P (fwg2) *** P (Cugd) = (1/100)"
X X; X

Sea Y = (Y1yY3y..44¥Yy) una variable aleatoria n-dimensional donde
Y oroap == ap
Yy 103 —> 0y
Yj (w) = wy para w € n;
02={0,ll.'t_1}

79

5
!
&
4
[
v
i




Supongase adem&s gue X1,X2,...,Xn,Yl,Yg,...,Yn son estadisticamente

n n
independientes de modo que la medida de probabilidad en @) x Qp esta
dada por:s

P Cligyenn gy reensyy)d 05 P (Exg3) 02 P (Lxpd) P Ly 3)0 =P (Lyph)
Xy Xn Yy Yn

n
y la medida de probabilidad definida en fn es
P O Cly yennyy)? 0= P (lyg2) " P ({ynd)
Y A Yn
donde las funciones de probabilidad marginales P no son

Yy
necesariamente idénticas.

Sea R = (R;,Ray...yR;) la variable aleatoria tal que

R : QT H Qg -=» D donde D={0y..44y92

n n
Rj P R ~—» D

Xj (x) +Y; (y) ) mod 10
i * ¥ ) mod 10

Ry € (x,y) ) = Rj C Gigyenan®niYpreseayy) )
(
(

Entonces la variable aleatoria R se distribuye uniformemente sobre
Dn ; es decir, 1a medida de probabilidad de R esta definida por

n
P (€ (Bpyeanakn) 30 = (17107 para toda (Kyye..,k,) € D"
RyyeeesRy .

Ademas Ry,...,R, son estadisticamente indepandientes, @s decir:
P COlkypyaaoykp) 30 =P ({kyd) *** P ({kpd)
RyseassRp Ry Rpy

Demastracisn.

P CU tkpqanaskpy) 3 ) = P € Ry=ky, Ros=koy s Rp=kpn )
RisevusRp

dande (R1=k1, R2=h2, cen gy Rn=kn) denota el conjunto de los vectores
(MyywavyBnaY ye-raYp) para los que l1a variable aleatoria
R=(Ry{yRoys4ey3R,) toma el valor (kyykoseseykn) y donde P denota la
medida de probabilidad definida de la siguiente manera:
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P O CURgyanasXpaYgasenyypl? 1= P ({xg})e=eP ({xy1) P ({yg3)e**P ({y,d)
Xy n Yi Yn

= (1/108)" P Ly}t P Ly
Y1 Yn

Nétese que el conjunto (Rlukt,ﬂz-kz,....Rn-kn) contiene las parejas

(X,y) @n 9? X Qg tales que
Ry (x,y) = (xq+yy) mod 10 =ky
Rz (x,y) = (xo+ys) mod 10 =ko

Ry (Xyy) = (x +y,) mod 10 =k,
De modo que el conjunto (Rx=kx,R2-ké,....Rn-kn) se puede exprasar como
(R1=kl)n LI n (Rnukn) dond.

(Ry=ky) = { (RyyeeeykpgaYyeeeyy,) tales que  (xj+yy) mod 10 =kpj
KiyoeogXp € 01 [} Y1.uno|y",e 02

b

Por el teorema 5 se tiene que

(Rlnkl) = B A
1¢sa kp.d

donde 4
n n ' .
A =L GigyeeayipY yneasyYp) € ) X Qo tal que x3 = F (yp) ?
kvl kyod
kp = yp + 10 (§=-1) si yp Sky 89
F (yI) =
Byyd ky - yr + 10§ si kyp <y; 9
F ( mod 10 (yy) ) si yp >9
kI'J

FEato significa por un lado que el conjunto (RyskysRomkoy.esyRpukp)
contiene los vectores (Xyy..eyXpqe¥1eseayypn) tales ques

HI=F (YI) . dande J2lyeesya ] yleﬁzi(o...-,t-l) .
kpsd
1t

Es decir, cada coordenada Y1 puede tomar cualquier valor en flo y para

cada valor particular de y; existen un nimerc a de valores posibles
para Xp.
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De modo que cada seleccién de valores Xp,yy Se puede hacer de a°t
diferentes maneras dando un total de (a't)" vaectores en el conjunto
: (Rl-kl.thkz,....Rnﬂkn).

Sumando la medida de probabilidad sobre todos estos vectores se tiene:

t-1 t-t a a
L ess L ers L oss B P ({F (y )M *P ({F (yp)}) P ((yl})"'P Lyt

Y170 y,=0 =1 =1 X3 Kp, Xn Kned \J) Yn
FE=1 t-1 8 a
£ s L+ L L (1710807 P ({yy}) *** P ({yy))
y1%0 y,=0 §=1 =1 vy Yn
. t-1 t-1 a .
(1/710a)" E *** E L L P (yd) *ct P (Ly))
y1=0 - yp=0 =1 =1 vy S
t-1 t-t '
(710" B crc B a" P (Lyyd) 0 P o llyp))
y1%0  yp=0 A ¥n
t=1 t-1
(1/10)" £ ' E P Ly }) " P (yy))
Y1=° yn=0 V1 Yn
(171007

Por lo tanto

" A
P  €lkgyeenskgd? 3 = (171007 para toda (Kyyeesskp) €D
RysRoyesesRpy

' n
es decir, R se distribuye uniformemente sobre D .
Ahora se calculard P (Ry=kjpl.

El teorema 5 muestra que A contiene todos 1o0s valores posibles
k1vid

en cualquier coordenada excepto para Ky la cual estd determinada por

el valor de yj.

8i se renombran las coordenadas Xgyee.yXg exceptuando a x; como
HigyreegR ey Y 68 sSUman los valores de probabilidad sobre todes los
elementos de A se tienet

Ryyd
-1 -1 t-1 -1 n
P (A =L **+ L L' L (1/710a) P (Cygd) *** P ({ya})
kpsd  %'150 R'py=0 y1=0 yu=0 Y1 Yn
n 81 -1 t-1 t-t
= (1/10a) £ +* L £*"c P (Lyy2) *** P ({yp})
N'1=0 X'n_1'0 y"o yn=0 Y‘ Yn
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n -1 s-1
P (A y= (1/10a) g " E 1
Kyed x'y%0 %' n-1%0

(1/10m" ¢

(toa) "o ™!

-1
(10a)

1/10a

En consecuencia se tiene:

P (Rysky) = E P (A )
18 Kpod

= E 1/10a
15j¢a

= 1/10

; Par tanto P ( (k2> ) = 1/10 y ademis se tiene que
1 Ry

i P CCKyyeenarky)? ) = P (Ckg3) 220 P (LKD) = (1/10))
o ng.--,Rn R1 ) Rﬂ .

Dado que la medida de probabilidad conjunta es igual al producto de
las probabilidades marginales queda demostrado que las variables
aleatorias R; son estadisticamente independientes.
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4,1 Aplicacién del teorema a las lucoltonol de realizaciones de
las variables.

Un conjunto de observaciones independientes vy,.voye.«yVy de cierta
variable V se puede considerar como la realizacién de una sucesién de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
V‘.Vz;- --QVR-

De modo que @l teworema & wse puede aplicar 3 las sucesiones de

_observaciones de variables aleatorias definidas originslmente en
"espacios lineales o de dimensién 1.

Sean ¥ @ Y variables aleatorias discretas e independientes.

Se define la variable aleatoria k-dimensional Sy®(XgyeeeeXy) donde
las X; eon variables aleatorias independientes con medida de
probabilidad

P ({x}) = P ({x#}) = 1/10a pars x€fy
Xy X

Q42{0y...410a-1) donde a @s un nimero natural.

Las realizaciones de la variable B8y consisten en grupos de k
obgervaciaones sucesivas de X.

Sea la variable aleataria k-dimensional Sy=(Y{,...,Y,), donde las
companentes Y; san variables aleatorias independientes @ idénticamente
distribuidas que representan k observacionss sucesivas de la variable
Y.

Supéngase que las observaciones apareadas (Xg,Yg)yeeag (XL, Y) son
estadisticamente independientes y ademds que X; es independiente de
Y; para 1%ifk, de modo que todaw las variables aleatorias
XiyeeusXgs¥yyeea,y¥y son independientes entre si.

Sea Sg=( (Xqy+Y{Imad 10, ... v (X+YyImod 10 ) que representa k
observaciones sucesivas de la variable R=(X+Y)mod 10,

Par el teorema 6, SR se distribuye uniformemente en Dk dondo
D={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Esto muestra que si se tiene una sucesién xq.Xo.XxysesyXy Que se
distribuye unifarmemente por observaciones individuales, por parejas
de observaciones, por ternas, etc., sobre espacios de 1la forma
{0,...,103—X}k y i se tiene otra sucesién Yi1Y20¥ZTar ey ¥N
independiente de la primera, entonces la sucesién ry=(xy+yyimod 10,
ro={Xptypimad 10y...yPy= (XytyyImod 10 se distribuye uniformomunt- par
digitos individuales en D, por parejas an Dz. por ternas en D3 ) etc,
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En @l capitulo anterior se realizaron prusbas estadisticas para

evaluar la hipétesis de que las parejas y las ternas formadas con las
sucesiones de realizaciones de las diferentss variables tienen una

distribucién uniforme en D? y ps respactivamente. Los resultados d=
dichas prusbas corroboran experimentalmente sl tecrema 6 en el sentido
de que a partir de dos vectores almatorios independientes, uno.de los
cuales tiene la propiedad de que sus componentes son variables
distribuidas uniformemente sobre un espacio de la forma €(0,...,10a-1},
s® puede construir otro vector aleatorio cuyas componentes se
distribuyan uniformemente sobre D utilizando la funcién Rs(X+Y)mod 10.

Desde @l punto de vista préctico se puede aprovechar ssta prnpindid de
la funcién R, para construir sucesionss de digitos ry,roFxyeeeyPy que’

s@ distribuyan uniformemente (no sélo linsalmente sino en espacios de

dimensién mayor a 1), tomando como base tablas de digitos
MisXRoMZyevsyXy Que hayan pasado diversas prusbas de aleatoriedad,
incluyendo las de equidistribucién por grupos de digitos. '
Estas nuevas sucesiones de digitos se pueden considerar sucesiones
#leatorias muy buenas para fines practicos ya que pasan prusbas muy
fuertas de independencia y aleatoriedad,
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Capitulo . .
Comsparacién entre los procesos de cllculo y de lecturs de sucesionas
aleatorias en una computadors.

En la actualidad la simulacién de fenémenos aleatorios y otras tareas
quae utilizan sucesiones aleatorias de nimeros, se reslizan por lo
general con ayuda de las computadoras por la rapidez y seguridad para
efectuar célculos.

_En este capitulo se comparan dos mecanismos que pueden ser utilizados

como generadores de numeros al azar en un equipo de cémputo, a sabers

- El1 algoritmo de congruencia lineal
- El proceso de lectura de nuneros almacenados en disco

8.1 La decisién entre calcular o lesr los ndmeros.

Hoy en dia los generadores més populares de sucesionss son casos
especiales del esquema introducido en 1949 por D. H. Lehmer, en el
cual la sucesién <X,p> conocida como sucesién de congruencia lineal se
obtiene por la ecuacién

X4y = (@ Xp + €) mod m nzo

donde las constantes cumplen lo siguiente

m el médulo tm> 0

a el multiplicador t 0O fa<m
c el incremento 1t 0 e <<m
Xg el valaor inicial 10 LX< m

La primera desventaja que se advierte en este tipo de sucesiones es
que siempre entran en un ciclo que se repite indefinidamente, lo cual
ocurre porque la sucesién puede tomar a lo més m valores diferentes y
al repetirse un valor se inicia un ciclo.

Sin embargo se han estudiado los principios para elegir los valores de
las constantes de modo que el periodo o longitud del ciclo de las
sucesiones producidas, €ea lo més grande posible. De hecho cuando se
utiliza un médulo m apropiado, el periodo de una sucesién congruencial
lineal puede ser extremadamente largo, del orden de 107 o més, lo cual
es suficiente para 1a mayoria de las aplicaciones tipicas.

Ne obstante, el algoritmo de congruencia lineal ¢tiene la seria
deficiencia de que cada elemento a excepcién del primero, depende de
los anteriores, lo cual hace que las sucesiones generadas no sean
apropiadas para construir sucesiones de vectores que sigan
distribuyendose uniformement® en espacios de dimensién mayor a .
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Por ejemplo cuando se utiliza un algaritmo de cangruencia lineal para
obtener puntos (x,y) en un cuadrado, hay m pasibles valores de x cada
uno de los cuales determina el valor de y. De modo que unicamente se
pueden obtener m parejas (x,y) en lugar de las m que uno esperaria.

La alternativa propuesta es la de registrar en un archivo valores

numéricos, resultados de un suceso realmente aleatorio que se

distribuya uniformemente y utilizar esa lista para construir
sucesiones de cualquier dimensién. La ventaja consiste en que todos
los elementos X; de la sucesién aleatoria original son independientes
entre si, por lo cual las sucesiones (xi....,x1+k) tienden a ser
equidistribuidas para k>0,

En este capitulo se estudiard la factibilidad de leer los numeros
almacenados en archivos en disco, en lugar de generarlos con una

férmula o algoritmo deterministico.

El principal obstaculo a vencer para utilizar sucesiones almacenadas

en disco, es el tiempo ocupado en leer los datos desde un dispositivo

de disco. De hecho las operaciones de lectura/escritura entre el disco
y la memoria principal de la computadara son mucho mds lentas que las
demds instrucciones realizadas por el procesadoar en la memoria
principal.

Adamds un proceso de simulacién requiere una gran cantidad de nimeros
al azar, por lo cual el numero de aoperaciones de lectura es un factor
principal para la eficiencia del programa de simulacién,

Otra desventaja de leer los nimeres, la cual se debe evaluar, ss el
tamafio de las sucesiones que requieren las aplicaciones, ya qua esto
implica que se deben registrar y almacenar sucesiones de resultados
aleatorios suficientemente grandes.

A continuacién se consideran algunos factores que pumden optimizar la
recuperacién de sucesiones aleatorias almacenadas en el disco de una
computadora.
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5.2 Factores que hacen més eficiente la lectura de archivos en disco.

El problema de mejorar el tiempo de respuesta de los programas que
manipulan unma gran cantidad de datos almacenados en disco ha sido un
tema de interés y preocupacién para muchos usuarios de sistemas de
cémputo, principalmente aquellos que trabajan con bases de datos. Es
por ello que a lo largo de la historia de la computacién se han
desarrollado varias soluciones que contribuyen a mejorar el
rendimiento de esta clase de programas y que van desde el disefo
fisico de los componentes de la computadora hasta las teécnicas de
programacién. A continuacién se describen varias de estas soluciones
que buscan reducir @l numero de operaciones de transferencia de datos

del disco.
1. El diselo de circuitos que perfeccionan el flujo de datos.

Los fabricantes de equipos de cémputo de alto rendimiento utilizan
componentes electrénicos conocidos como memoria “caché" o memoria de
escondite, conectados con el procesador o CPU a través de canales de
gran velocidad. La memoria de escondite almacena temporalmente datos
procedentes de los dispositivos periféricos o de la memoria principal,
haciéndolos disponibles al procesador para futuras instrucciones que
necesiten esos datos. Esto permite minimizar los requerimientos de
datos almacenados en memoria principal o en disco y acelera la
ejecucién de los programas.

2. El1 Sistema Operativo y las areas de memoria para transferencias de
archivos,

El sistema operativo es el programa que administra o controla los
dispositivos de la computadora y que proporciona diversos servicios
para los programas de los usuarios del equipo.

Algunos sistemas operativos se pueden configurar para que utilicen
"buffers" o &reas de memoria asociadas a archivos, en los cuales se

efectian las operaciones de transferencia de datos desde y hacia el .
disco. Un programa que escribe datos al)l disco realizaria tales -

operacionas en el buffer en vez del disco y el sistema uporittvo

vaciaria la informacién periédicamente al disco cada n segundos o

cuando el buffer esté lleno. En cuanto a un programa que requiere una
operacién de lectura de disco, @l sistema operativo puede transferir
desde el disco al buffer en memoria no sélo el dato solicitado sino
varios blogques contiguos de datos que pueden ser solicitados
posteriormente por el programa. De esta forma se reduce el nuamero de
operaciones directas sobre el disco.
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3. La arganizacién o estructura de los datos almacenados en el disco.

Un numero puede ser repressntado de varias maneras. Por ejemplo para
un numero racional se puede usar una cadena de digitos biparios para
la mantisa junto con otra cadena de digitos binarios para el exponente
donde el tamafo de tal estructura es fijoy o bien se puede representar
como una cadena de caracterss que representan los digitos decimales
que componen la parte entera, un punto y despuds los digitos dgctmalcs
de la parte fraccionaria.

8in embargo la primera representacién es mids conveniente, ya que todos
los nimeros que se puedan representar en ese formato ocupan la misma
cantidad de digitos binarios, lo cual permite al programa recuperarlos
de manera simple como bloques del mismo tamako y leer varios numeros

juntos en lugar de leer cadenas heterogéneas de caracteres de tamako

variable que representan cada namero.

En otras palabras, si los datos han sido almacenados con una
estructura camin, el programa puede leerlos en grupos en vez de leer
cada dato individualmente.

Otra aplicacién Gtil de la arganizacién de los datos se ha visto en
los métodos de busqueda de la informacién., 81 los datos tienen el
mismo tamafio, el programa puede localizar cualquier dato multiplicando
su posicien por dicho tamafio y encontrar directamente los registros
con la ayuwda de un {indice que relaciona claves con posiciones en el
archivo. Este métoda evita recorrer secuencialmente el archivo hasta
encontrar la clave del registro buscado, por lo que acelera los
sistemas de informacian.

4. Uso de instrucciones de lectura/escritura de registros de tamako
especificado por el programador,

El programador se encargaria de utilizar las instrucciones del
lengua je de programacién con el cual esté trabajando, que permitan
transferir desde o hacia el disco un nimero arbitrario de caracteres,
ya que de esta manera podria cargar o descargar maltiples variables
definidas por el programa en una séla operacién. Una vez asignados los
datos recuperados a las variables definidas en el programs, eéstas
pueden ser procesadas por el programa que ejecuta la simulacién o

alguna otra tarea.

9. Seleccién del algoritmo éptimo para procesar los datos.

La aplicacién del método de Montecarlo se puede perfeccionar en
tiertas situaciones para reducir los requerimientos de tamafo de las

sucesiones aleatorias, manteniendo un error muestral suficientemente
pequerio.
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Existen 2 formas tipicas de aplicar el método de Montecarlo.

La primera forma que se pudiera llamar aplicacién discreta, consiste
en establecer una correspondencia entre ciertos valores de la sucesién
con ciertos estados © resultados de un suceso de la realidad y
entonces procesar los elementos de la sucesion detectando las
ocurrencias del evento que se quiera estudiar.

Por-ejemplo, en una simulacién tipica de atencion a clientes, si se

_ sabe que el promedio de los tiempos de llegada es de & minutos, se

puede establecer arbitrariamente que cada nimero en la sucesién
aleatoria es el raesultado de un minuto y que si el nimero e€s menor a
1/6 entonces un cliente ha llegado y si @l nimero es mayor o igual a
1/6 ningiin cliente llegé en ese minuto.

Suponiendo que la sucesién de nimeros es una muestra aleatoria de la
distribucién uniforme en (0,11, se puede esperar que los valores
menores a 1/& aparezcan con una frecuencia relativa de 1/6 y que
reflejen la velocidad de entrada de clientes,

Existe otra forma de aplicar el método de Montecarlo que supone una
distribucién continua para el fenémeno y que puede requerir una
cantidad mucho menor de datos.

Suponiendo que se tiene la distribucién de probabilidades ncumulativas_

para la variable, la cual puede ser un modelo teérico o bien una
funcién que se obtuvo con base a la experiencia, entonces cada numero
de la sucesién aleatoria es considerado como un valor de probabilidad
en el eje Y, para el cual se obtiene el valor carrespondiente de la

variable X (esto se puede hacer despejando a3 X en la funcién de

distribucién o bien se puede hacer con un procedimiento grafico).

Los valores asi obtenidos de la varijable, por ejemplo los tiempos de
llegada, se distribuiran de acuerdo al modelo utilizado, con la
vantaja de que no se requiere procesar varios datos para obtener un
s6lo tiempo de llegada.

E)l caso anterior ilustra la conveniencia de utilizar una distribucién
continua can el método de Montecarlo siempre que la situacién que se
quiera simular se adapte a un modelo de ese tipo.

5.3 Pruebas de rapidez realizadas

Para abtener informacién relativa al tiempo requerido para leer una
sucesién de numeros de un archivo en comparacién con el método de
congruencia lineal, se realizaron algunas pruebas con programas gque
implantan estos métodos, midiendo los tiempos que tardaron en
ejecutarse,
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En el programa de lectura se tomaron en cuenta algunos factores antes i
mencionados como la estructura de los datos almacenados y @l uso de

instrucciones para leer los numeros por bloques. ' g
¢ A continuacién e describen varios aspactos relacionados con las !
: pruebas. %
f Equigos de cémputo, '
'

S :

e e

‘ :
Las prusbas se realizaron en I diferentes computadoras con las
siguientes caracteristicas.

Caomputadora HP900U0 modelo 822

o

Cantidad de memaria principal 11 16 MB
,i Procesador 1 HP~PA RISC
-éé Velocidad de relaj t 33 MHz
il Controlador de discos 1 HP-1B
4 Capacidad del disco fijo 1 639 MB
| Numero de terminales conectadas: 1é
3

i R e

Computadora BULL DPX/20 modela 140

i Cantidad de memoria principal ¢ 32 MB

ﬁ Procesador 1 RISC

i Velacidad de reloj 1 33 MHz

i Controlador de discos + 8CSI

3 Capacidad de disco fijo 1 1024 MB
Nimero de terminales conectadas: 10

Camputadora CONTROL DATA modelo 3IB&SX

Cantidad de memoria principal

t 10 MR
i Procesador 1 80384
‘ Velocidad de relod : 285 MHz 2
ﬁ Controlador de discos 1 IDE :{
i Capacidad de disco fijo : 320 MB

Nimero de terminales conectadas: 3

Sistema Operativo.

5 El sistema operativo que se utilizé en las prusbas fué UNIX e] cual ha

i sido adaptado por diferentes compafifas para obtener un éptimo

rendimiento en diferentes equipos de cémputo. Por ejemplo existen el
HP-UX de HP, el AIX de IBM, @l BOSX de BULL y @) UNIX de SCO.

Este sistema operativo esta ampliamente difundido y es utilizado en i
computadoras de capacidad mediana y grande. |
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El sistema operativo UNIX soporta eficientemente el manejo de archivos

y de areas de memoria para acelerar transferencias de datos desde y
hacia disco. Ademés proporciona en forma npatural muchas rutinas

necesarias para programar en lenguaje C.

Lenqua je de Pro mecién.

Tanto el programa de lectura como el de congruencia lineal se
programaron en el lenguaje de programacién C por la disponibilidad de

-dicho lenguaje en los sistemas UNIX y por la transportabilidad del

cédigo en diferentes sistemas operativos y méquinas.

Descripcién de l1os programas,

1. Programa de lectura.

El programa de lectura lee nimeros en representacién de punto flotante
previamente grabados en un archivo. De modo que no resliza ningdn
cdlculo adicional. Se define en el programa una variable llamada lista
la cual es un arreglo de N variables tipo "float" (punto flotante).

Se utiliza la funcién “fread" del lenguaje C que permite leer un
namero arbitrario de variables del mismo tipo desde un archivo en
disco.

Después de ejecutarse cada vez la instruccién fread, la variable lista
llega a contener N numeros leidos de disco.

El programa de lectura reconoce como parAmetros la cantidad de
operaciones de lectura, la cantidad de numeros que se deben recuperar
por cada lectura y el naombre del archivo que contiene los numeros.

2. Programa del método de congruencia lineal.

Este programa utiliza la férmula X .4 =( 8 X, +c ) mod m
donde a, ¢ y m son constantes enteras. La variable X toma un valor

inicial arbitrario Xy y se actualiza por medio de la férmula anterior
un nimero dado de veces.

Descripcidén de lag pruebas.

Se utilizé a lo largo de las pruebas una cantidad fija de 500,000
valores que fueron calculados o recuperados de un archive, variando el
numero de mensajes y el nimero de operaciones de lectura de disco. Tal
cantidad de valores posiblemente no sea suficliente para simulaciones
complejas, pero da una idea de los tiempaos utilizados por los procesos
de cdlculo y de lectura. Para probar el programa de lectura no se
utilizaron los datos de las sucesiones analizadas en capitulos

anteriores de este trabajo, debido a que el tamafo de tales sucesiones
no es suficientemente grande.
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Los. datos de prueba para el procesao de lectura consistieron en numeros
de la forma x/1000000 para % natural en el rango 1 I x £ S00000Q,
generados y almacenados en un archivo mediante el programa "gefl.c",.

Los tiempos se . midieron con la utileria "timex" del sistema operativo
UNIX, la'cual,ﬁaporta el tiempo en miputos y segundos con exactitud de
centésimas de .segundo.

Los prograhasfse ejecutaron uno por uno, &n un horario en que ning&n
otro usuario estaba trabajando en el sistema.

Por lo general un programa de simulacién presenta cierta informacién
en pantalla, por lo que originalmente los programas incluyeran
instrucciones para enviar periéddicamente a pantalla mensajes con la
cantidad de nimeros procesados. En el caso del programa de lectura de
un archivo, cada mensaje coincidia con upa aoperacién de lectura de un
bloque de nimeros.

Al ejecutar el programa de congruencia lineal se observé que gran
parte del tiempo ocupado se debe a las operaciones para desplegar
mensajes en pantalla ya que a8l reducir el niamero de veces que se
mandan mensajes a pantalla el tiempo se reduce significativamente.

En el caso del programa de lectura del archiva también se observe que
el tiempo ocupado disminuye al reducirse el pumero de mensajes.

Sin embargo debido a la influencia do easte factor, los tiempas

registrados no daban una medida clara de cudnto afecta el tamafo del
bloque de nimeros leidos en una séla operacién, . al tiempo de ejecucidén
del praograma. Por @sa razdén, se modificaron los programas inhibiendo
las instrucciones de salida a pantalla y se corrieron los programas
nuevamente.

Los resultados se muestran en las tablas siguientes con los tiempos de

ejecucién escritos en formato minutos:isequndos.

Tabla S.1
Tiempos del programa de congruencia lineal con mensajes
TIEMPDOD
m/n total de computadara computadora computadora
mensajes 1 o2 3
1710 50000 6H137,90 19:03.08 14:33.60
1/50 10000 3124.,00 3102103 3111.95
17100 5000 1:44.74 1:31:89 2:10.48
1/200 2800 0:54,.85 03146.60 1:41.20
171000 SO0 015,11 0310,78 1114,90
172000 250 010,35 0:06.45 1:11.70

m/n = mensajes/nimeros, ©s la periodicidad de los mensajes en funcién

de los numeros procesados




Tabla 5.2 Lo
Tiempos del programa de lectura con 1 mensaje por cada operacién de iv

lectura %
TIEMPDO i
m/n total de computadora computadora computadora {
mensajes 1 2 3 {
1/10 30000 15148,7% 14:09,28 13:41.46 ? 
Ak 1/30 10000 3:14,50 2:591.10 3:04.10 £
1 1/100 3000 1:40,30 1126.19 23105 .66 ;
1/200 2500 0355,00 0144,23 1134.70 !
. 1/1000 500 0:15.01 0:10.02 1116.28 i
1 1/2000 280 0:10.46 0:06.39 1:10.43 Lo

m/n = mensajes/nimeras, es la periodicidad de los mensajes en funcién
,i de los numeros procesados

{ Tabla 5.3 '
’ Tiempos del programa de congruencia lineal sin ningdn mensaje

Computadora 1 Computadora 2 | Computadora 3

i 0:04,50 0:01,27 1:113.78
4
;’
il Tabla 5.4
§§ Tiempos del programa de lectura sin ningin mensaje
it - TIEMPO. %
¥ blogue de total de computadora computadora computadora '
o lectura lecturas 1 ] I .
v 1 500000 0:10.34 0103.08 1122.83 #
i 2 250000 0:06.78 03101.79 1114.88 g
i 9 100000 0:04.86 0301.12 1:110.08 ;-
i 10 S0000 0:04.72 0100.84 1:08.40 %
v 100 5000 Q104,466 0100, 6467 1106.93

200 2500 D104 .46 0:00.,466 1106.80

1000 500 0104.70 0100,43 1:106.70 *

2000 250 0:104.74 0100,6% 1106.76

Como se puede advertir en las tablas 5.3 y 3.4, la cantidad de niumeros
que se leen como un sélo bloque @n una operacion de lectura de disco,
es un Tfactor que influye para reducir el tiempo de respuesta del
programa de lectura, a2 tal grado que puede ser muy cercanc al tiempo

obtenido con el algoritmo de congruencia lineal y aun mejorar dicho
tiempo.
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Sin embargo al comparar los tiempos entre los diferentes equipos de
cémputo, &s@ observa que para obtener tiempos de respuesta
satisfactorios con el programa de lectura de numeros almacenados en
disco, @s necesario disponer de un equipo de gran capacidad vy
rendimiento como en el caso de los dos primeros equipos, ya que en el
caso del tercer equipo el cual se considera una computadora personal,
#l tiempo de respuesta no mejora considerablemente.

. Otras _consideraciones sobre la implantacién del método de le

Ademds del tiempo de respuesta, se deben tomar en cuenta otros
aspectos para la implantacién del métado de lectura.

Si se requiere una gran cantidad de numeroe al azar, se debe disponer
de un banco de datos suficientemente grande, del cual se puedan
extraer las sucesiones de resultados. 8i se van a recolectar los datos
aleatorios observando sucesos directamente de la realidad tal como el
lanzamiento de una moneda, entonces se requerira mads tiempo y trabajo
humano. '

Daspués se deben aplicar las pruebas de equidistribucién o algunas
otras pruebas de aleatoriedad a tales sucesiones para seleccionar
aquellas que tienen las propiedades que se requieren en la
investigacién.

Se puede utilizar el método de fray Edvin para canstruir sucesiones de
digitos con distribucion uniforme, a partir de las sucesiones
disponibles que cumplan las condiciones establecidas en los capitulos
1ya4,

Por otro lado es posible que antes de ejecutar un proceso de
simulacién, se tengan que realizar alqQunos pasos previos saobre las
tablas originales para obtener los datos requeridas por el procesa,
tales como digitos decimales, digitos binarios, nimergs enteros dentro
de un rango, valores en el intervalo [0,1], parejas de numeras en
Co,11, etc.

Por ejemplo si se tienen tablas de digitos al azar como las que se han
analizado en los capitulos anteriores y se necesitan nuimeras enteros
en un rango [O-N]1 se podrian tomar varios digitos contiguos para
formar cada ndmero. Y si se requieren numeros decimales en el rango
[0,1] se pueden tomar k digitos contiguos y dividir el nimera que
formen entre 10¥ . Estas nuevas sucesiones de resultados se deben
guardar para su uso posterior en las aplicacianes, de modo que la
transformacién de los datos originales en los datos que se requieren,
no se realice cada vez que se ejecute el proceso de simulacién.
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Una vez que se tienen las sucesiones apropiadas, la forma natural de
utilizarlas, consiste en leer cada paOmero o grupo de nameros y
utilizarlos como ocurrencias o resultados del experimento simulado. En
esta situdcién no se requiere ningin cadlculo adicional salvo aquellos
cdlculos inherentes al proceso de simulacién,.

Sin embargo se podrian utilizar métodos alternativos de lectura del
archivo de datos. En lugar de leerlos en orden secuencial, se pusden
leer @n otro orden arbitrario utilizando algun algoritmo para permutar
los elementos de la sucesién. Esto aumentaria la complejidad del
proceso y su tiempo de respuesta, pero podria dar mayor variedad en
los experimentos.

También se debe notar que ®1 mecanismo o proceso de recuperacién de
datos no es aleatorio, sino que cada vez que se ejecute, proporciona
los resultados de la sucesién en el mismo orden. Esto es necesario en
algunos casos para poder repetir una simulacién y observar
caracteristicas o propiedades adicionales utilizando exactamente la
misma sucesidn de datos que en ocasiones anteriores.

En conclusién, la decisién de usar un algoritmo como el de congruencia
lineal © un procesa de lectura dependeré de una evaluacién cuidadosa
de diferentes aspectos como independencia de las observaciones,
tiempo de respuesta, disponibilidad de datos y requerimientos de
programas para computadora, as{ como @)1 tipo de investigacién
especifica que se desee realizar.
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Conclusionas y perspactivas del estudio.

Se demostré tedricamente que la variable R=(X+Y) mod 10 no siempre se
distribuye uniformemente, lo cual se verificé al analizar algunos
colectivos de datos reales.

También se demostré que 6i se ﬁxenan dos variables aleatorias
discretas independientes X ® Y y una de las dos variables se
distribuye uniformemente sobre un conjunto de vilores de la forma
{0y1,,4.,10a3-1) donde a es natural, entonces la variable aleatoria R
se distribuye uniformemente en (Oy1,...,9)

Se mostré con un ejemplo que tales condiciones son suficientes pero
no necesarias para que R se distribuya uniformemente. Las condiciones
necesarias abarcan una variedad mds amplia de situaciones relacionadas
con las distribuciones de X e Y que las mencionadas en este trabajo,
Tales condiciones no se establecieron formalmente, por lo que seri{an
objeto de una futura investigacién.

Se demostré que a partir de dos vectores aleatorios independientes,
une de los cuales tiene la propiedad de que sus componentes son
variables distribuidas uniformemente sobre un espacio de la forma
{0ysesyl0a-1}, se puede construir otro vector aleatorio cuyas

componentes se distribuyan upiformemente sobre D=(0,...,9) utilizando

la funcidén R=(X+Y)mod 10.

Esta propiedad de la funcién R se puede aprovechar para construir
sucesiones de digitos T aTRaPZyen sy My que se distribuyan
uniformemente, no sélo linealmente sino en espacios de dimensién mayor
a 1, tomando como base tablas de digitos KysXpyHgyeseyXy Que hayan
pasado pruebas de equidistribucién por grupos de digitos.

lLas pruebas estadisticas de bondad de ajuste aplicadas a sucesiones de
datos reales concuerdan con los resultados teéricos. Varias sucesiones
analiradas tienen distribucién uniforme por digitos individuales, por
parejas y por ternas. Dichas sucesiones se recomiendan como tablas de
digitos al azar a reserva de aplicar otras pruebas de aleatoriedad.

Se  estudié la posibilidad de utilizar sucesiones aleatorias
almacenadas en el disco de la computadora, en lugar de sucesiones
generadas por el algoritmo de congruencia lineal, midiendo tiempos de
ejecucion de ambos métodos. Los tiempos de respuesta muestran que @n
equipos de mediana capacidad no hay una diferencia significativa,
aunque es necesario considerar otros aspectos como e@1 tamako de las

sucesiones y la facilidad para recolectar y procesar los resultados
aleatorios. :
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Los resultados de este trabajo muestran que el método de fray Edvin
de sumar dos sucesiones independientes y obtener el médulo en cierta
base, constituye bajo ciertas condiciones un método para obtener
sucesiones de digitos con distribucién uniforme.

8in embargo puede ser que las sucesiones construidas con el metodo de
fray Edvin tengan una cantidad reducida de elementos, por lo que surge
una pregunta para futura investigaciént ¢ se pueden "pegar" las tablas
construidas con las tablas originales para formar una sola tabla de

_ mayor tamaRo que siga teniendo propiedades de equidistribucidn e
., independencia entre elementos 7.

.

Otro tema para desarrollar tiene que ver con la generalizacion de las
teoremas para otros sistemas numéricos. Por ejemplo se pueden
estudiar las condiciones para la uniformidad de R=(X+Y) mod 2 con el
propésito de aobtener sucesiones de digitos binarios.
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APENDICE A

Funcién de distribucién X2

: 2
Aproximacién por la farmula wp= k+JTnFUp+(2/3)Up -(2/3)

Up son cuantiles de la distribucién normal estandar
son cuantiles de la distribucidn X2 con k grados de libertad.

W

W

p
P Up
k=81 k=90 k=981

0,0001 -3,719 42,21926 48, 465881 B24,82327
09,0005 ~3,2908 45,67069 | 52,40526 841,80097
0,001 -3,0902 47,36802 | 54,24048 849,82107
0,005 -2,8758 51,97210 | 59,19872 870,66299
0,01 ~2,3263 54,33230 b1,73069 880,89904
0,015 -2,1701 55,85219 63,35808 887,34958
0,02 . =2,0837 57,00590 64,59197 892,17748
0,025 -1,96 57,94777 65,5983 896,07733
0,03 -1,8808 58,75301 b6,45813 899,38265
0,04 -1,7507 60,09393 67,86861 904,83037
0,05 -1,6449 61,20103 69,06855 909,27721
0,06 ~1,5548 62,15561 70,08516 913,07594
0,07 -1,4758 63,00180 70,968544 916,41558
0,075 -1,4395 63,39297 71,40190 917,95292
0,08 -1,4051 63,76557 71,79819 919,41141
0,09 -1,3408 b4, 46624 72,94315 922,14183
0,1 -1,2816 65,11628 73,23390 924 ,66056
0,11 -1,226% 65,72542 73,88100 927 ,00905
0,12 -1,175 bb,29845 74,48949 929,20776
0,13 -1,1264 b6, 84245 75, 06696 931,28590
0,14 -1,0B803 6736140 75,61763 933,26006
0,185 -1,0364 67 ,85820 76414466 935,14263
0,16 -0,9948 68,33477 76,6%008 936,94184
0,17 -0,9542 68,79535 77,13840 938,67455
0,18 -0,9154 69,24083 77,61089 940,34481
0,19 ~0,8779 69467329 78,06887 941 ,96102
0,2 ~0,8416 70,09370 76,%1428 943,52729
0,21 -0, 8064 70,5030% 78,94786 945,04778
0,22 -0,7722 70,90235 79,37070 944 ,526b6
0,23 -0,7388 71,29381 79,78517 947 ,97245
0,24 ~0,7063 71,6766 80,18989 949,38071
0,25 -0,46745 72,05163 80,38725 950, 76000
0,26 -0,6433 72,42133 80,97843 952,11457
0,27 -0,6128 72,78399 | 81,36209 953,44001
0,2 -0,5828 73,14192 81,74067 954,74493
0,2 -0,5534 73,49385 a82,11284 956,02492
0,3 -0,5244 72,84212 82,46108 957 ,28862
0,31 -0,4959 74,18548 82,84406 958,531463
0,32 -0,4677 74,52629 | 83,20429 959,76261
0,33 -0,4399 74,86330 83,56044 960,97718
0,34 -0,4125 75, 19648 83,91248 962,17527
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APENDICE A

Funcién de distribucidn x2

(Continuacian)
wp
<] U
P k=B1 k=90 k=981
0,35 - =0,3853 79,52821 84,26294 963,36562
0,36 -0,3585 7%,85603 84,60921 964,53942
0,37 -0,3319 76,18234 a4,95384 963,70341
0,38 -0,30885 76,50714 a5, 29481 966,86386
0,39 -0,2793 76,83040 83,63811 968,01386
0.8 -0 ,253% 77,18209 85,97770 969,15629
0,41 -0,227% 77 ,47220 B86,31857 970,29081
0,42 -0,2019 77,7907% 84,659171 971,41742
0,43 -0,1764 78, 108684 B86,98739 972,540%0
0,44 -0,151 768,42659 87,32263 973, 66004
0,45 -0,1257 78, 74393 87,63739 974,77602
0,464 -0,1004 79,06214 87,99301 97%,89286
0,47 -0,0753 79,378467 88,3268% 977,00171
0,48 -0,0502 79,69604 60,66148 9768,11140
0,49 -0,0251 80,0142% 88,994697 979,22193
0,5 0 80, 33330 89,33330 980,33330
0,51 0,0251 80,65319 89,67047 961 ,44551
0,52 0,0502 80,97392 90,00848 982,5%5856
0,53 0,0753 81 ,29%49 90,34734 983,467243
0,54 0,1004 81,61790 90,468703 984,768719
0,55 0,1257 81,94373 91,03028 985,91163
0,56 0,151 82,27042 91,37438 987,03697
0,87 0,1764 82,959925 91,72070 988,16759
0,58 0,2019 82,93024 92,06923 989,30353
0,59 0,2275 83,26341 92,42004 990,44480
0,6 0,2533 8%, 60006 92,7744% 991,59%87
0,61 0,2793 83 ,94022 93, 13281 992,79675
0,62 0,3055 84, 28390 93,4942% 993,92748
0,63 00,3319 B4,67114 93,83963 995, 10808
0,64 0,3585 84,98195 94,22877 994,29833
0,65 00,3853 85 , 334634 94 ,60141 997,496893
0,66 00,4125 85, 69701 94,98101% 998,71821
0,467 0,4399 86,0612% 959,36419 999,9474%
0,468 00,4477 Bb,43199 95,73399 1001 ,19366
0,69 00,4959 84 ,80903 96,1%043 1002,44288
0,7 0,5244 87,19116 96,85220 1003 ,74446
0,71 0,5534 87,5%8111 96,96211 1005,08004
0,72 00,5828 87,977%8 97 ,37883 1006,37457
0,73 0,6128 88, 3833y 97,8032%3 1007,72731
0,74 0,6433 88,79708 98, 23997 1009,10384
0,75 0,6745 89,22160 98,4683%98 1010,51324
0,76 0,706 89,65362 99,14189 1011,93107
0,77 00,7388 ?0,100%9 99,60924 1013,42196
0,78 00,7722 90,85935 100,09099 1014,93504
0,79 00,8064 91,03064 100,58583 10146,4B8390
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APENDICE A

Funcién de distribucién X2

(Continuacidn)

W
p Up £
k=81 k=90 k=981
0,8 0,8416 ?1,51734 101 ,09476 1018,08374
0,81 0,8779 92,02097 | 101,42539 | 1019,73328
0,82 0,9154 92,54311 102,17334 1021,43912
0,83 0,9842 93,08531 102,742246 1023,20611
0,84 0,9945 93, 650460 103, 33530 1025,04354
0,85 1,0364 94,24064 103,95418 1026,95621
0,86 1,0803 94,84135 104,60511 1028,96269
0,87 1,1264 25,51592 105,29143 1031,07248
0,88 1,175 b, 20907 106,01803 1033 ,29976
0,89 1,22645 946,94701 106,77143 1035, 64339
0,9 1,2816 97474046 107 ,62281 1038,19618
0,91 1,3408 98,39745 108,82057 1040,92188 °
0,92 1,4051 99,53357 109,50095 1043,88773
0,925 1,4395 100,03645 110,02772 1045,47670
0,93 1,4758 100,56923 110,58529 1047,15514
0,94 1,8548 101,73436 111,80480 1050,81402
0,95 1,6449 103,07335 113,20882 1054 ,99716
0,96 1,7507 104,465948 114,84479 1059,92303
0,97 1,8808 1046 ,63037 116,92526 10646 ,00073
0,978 1,96 107,84122 118,19064 1069,71166
0,98 2,0837 109,28456 119,69849 1074,11278
0,985 2,170 111,09388 121,58794 1079,89644
0,99 2,3263 113,58023 124,15183 1086 ,98349
0,995 2,5758 117,54127 128,31448 1098,85038
0,999 3,0902 126,03167 | 137,15920 | 1123,57861
00,9995 342905 129,43315 140,469859 1133,30287
0,9999 3,719 134,88954 148,44999 1154,28854
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“TABLA 9.

APENDICE B
DATOS EXPERIMENTALES

TAELA 1.
ULTIMOD DIGITO DEL ANO DE NACIMIENTO

TAELA 2.
ULTIMO DIGITO DEL MES DE NACIMIENTO

TABLA J.
ULTIMO DIGITO DEL DIA DE NACIMIENTO

TAELA 4.
LONGITUD DEL APELLIDO PATERNO

TABLA 5.
R= C(ULTIMO DIGITO DEL AND)+(ULTIMO DIGITO DEL MES)] MOD 10

TABLA 6.
= [(ULTIMO DIGITO DEL ANO)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)1 MOD 10

TABLA 7.
= L(ULTIMO DIGITO DEL MES)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)) MOD 10

TABLA 8.
R= C[(LONGITUD DEL APELLIDO PATERNQ)+(ULTIMO DIGITO DEL ANO)) MOD 10

R= C(LONGITUD DEL APELLIDO PATERND)+(ULTIMO DIGITO DEL MES)] MOD 10

TABLA 10,
R= L[(LONGITUD DEL APELLIDO PATERNO)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)] MDD 10

oo, e o SO,
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SEuEEE 1

2956598905
3640338849
9882567628
96119544164
7777924640
4273589268
9289962738
5987618342
17003930469
433151987647

8985278236
9897727134
13462543287
1458778627
0983558498
2689473063
03810916411
44794671820
1289283015
7644558581

6531197770
4901678304
8777864505
8077114733
1499379371
1210455610
4304411875
9147823049
08002909464
B301894702

0123094371
7724779035
9439791221
2383322373
6137891661
0420320234
5320399720
53035459305
4283549930
53837468202

TABLA 1.

7270900286
6223191945
3897328595
48946726971
4775926893
4445225290
3278373104
8848020404
9019037304
8928920776

6099028003
67937346901
0367390190
8489114986
04674998634
407468346428
5654087628
8539410449
8144784729
0097162149

6024217450
4251739168
54717870642
16664607572
6529738892
3960490958
1613151540
5129509846
42324721094
6689119222

8A93802223
6092420904
64293164683
36257494646
64622908325
9936441767
36894460570
PIFILB0064
3262834530
6910367887

APENDICE B

ULTIMO DIGITO DEL ANO

04676033579
7767330502
6764201944
9251700520
3898473300
0758510003
4497103690
6320974336
7982489258
41740727%4

4743822854
64300794534
3773149361
7830852382
1574841122
72444434622
4881898066
3335494701
2074755454
9559231691

7744305559
1105815798
1450038319
9701099208
9698557437
0346159093
1428252439
99870374764
1187545298
9547244031

8234429935
1371903478
3155947494
2742737366
5900182993
8473680460
8714953405
10594688482
3382629187
1407819371

4465329926 0356180590
5231428018 8904173010
8194672168462 3144368154
2259793047 2863147957
9319102707 2947034575
0813019484 4842882631
8197492507 7036202093
9588564792 4671230742
7989411244 9966000304
1649016308 8125340301

I362938338 0143543321
1248133287 6130000426
8445788870 4020601168
97014423546 9380488249
7464876783 1032381394
2018389947 0937621215
9921187339 74046801897
12459464932 4897339147
7541513195 2777708690
2429989008 T229618456

6931225888 6919806996
3947217003 49257255463
2532469987 44462789949
1389887239 B&71900852
7363277393 38397358924
0932249827 2666462612
8426992212 B51464405113
4585713777 3825708465
245148753 7481093084
2801510061 07463739019

3259910050 9131898208
1605251834 9718268823
9323444738 1458715844
3741815449 0637262207
9433628083 2407764836
1015653310 5819944574
84046308747 2791487672
5184977788 9910800091
0460964268 8364241333
7212308636 7786738988

104

DE NACIMIENTO

4575734774
44699501429
11827516366
20527404683
9450114720
8701033176
2589243352
1616009933
95273981638
4425231992

1851109343
2070324000
8240761966
8588759736
66081846996
5686661993
8130825512
3118268506
62620581610
4248701278

2902478940
8211389186
7620013963
49467232439
2487936413
4242699216
3143813486
3448979901
4453735696
3439841402

0513035382
9353723744
1387628659
3354377065
3187893283
3006021457
7939968478
2123300574
4788879696
3643414773
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5992179200
6594291519
7226883042
6890899954
8749089582
6154816880
8406569891
6470344738
7858941328
6856915550

0708147637
4944381393
0430606220
1783006666
0757192875
9291440185
7066640034
5856054641
0940287185
7B433B7915

6846733032
4752528993
74356466224
1271549885
28946012390
9215359044
2342184864
3173017475
2388025599
1860801132

NR7704723

97444652813
SR2BRSAERT
7855118483
4491107004
1408715407
96401382418
6207488825
AT70413T434
8262595027
1888092031
2991083227

TABLA 1.,

4179947750
3225947044
3596960458
INELA25963
49093979818
7883333606
39142535873
8772298939
0700780635
3456179714

1826348400
9447928711
2438785604
4329684834
95886817139
6168397724
2002906225
71114672053
9529817833
1823939785

9871125771
5839523361
9934802427
4462363700
3171955503
0B&OT712703
49204676673
11846458811
4553768962
0532649614

0314987121
2641558267
2193908250
1723172119
7028726379
406238284
Q748594448
3797883108
1218245589
023379359
Q707704189
0

APENDICE B

ULTIMO DIGITO DEL ARO
(Continuacién)

9821323683
4744207231
4487351413
7496884372
F079337988
4990092342
8782953896
8085749919
0923298646
0009082645

2293452764
0403842344
087292739
56177068%90
5159068915
7695948773
8408150421
1243091607
2726582110
1BB2779219

00202692014
742960254%
1203081558
2383752064
2839200336
8357520238
9022001622
3719110081
1195897807
2891854578

7111018026
0895185702
7620663406
8421881741
4214745778
95466537390
0774938975
5481091959
9975813182
99534680101
3096305373

7744630741
8653008269
1124251143
5225589932
0877499886
20811147792
1842704050
6776950530
3523620108
3285500796

68511422677
6618176608
I977372317
6671138505
9917106687
1706875539
3820618902
6582501349
7999646103
8918495313

0408183151
09014384686
7777234183
9246971722
4183060251
62086689488
2853540829
4566018435
0947311682
4132273418

9788022280
9141487242
6423148628
1501323100
6222625243
1117234234
1393643763
1999291585
0912623909
4828843149
1018729660

1058

DE NACIMIENTO

1188392713
0851384276
4024188992
0445972060
3318754093
88688805594
34096818223
9504400948
9996814777
8188643830

2876844365
6857120732
3682368130
15076396880
2948207916
86689495324
9138354284
4907991423
1920277221
6490360226

3480183295
2909905249
9631298104
9426975921
6017092124
3244137099
3879079223
5484497161
7171303337
9739343730

9119719907
3797387394
99407680212
4109304234
8461021008
&717911217
3889727603
6034267374
1606359866
8398242823
4338382340

8921394955
8673178830
0250037535
9908705218
9662181090
8348684580
6799099312
9257661870
7959880778
2522989917

3036606841
8381238626
8635976238
6474832463
2943889579
9679644794
9449827394
1698663342
15363890499
8346997306

7303112215
1187785129
7938025623
4777947467
36299838836
4727922819
0411791274
9783230538
8674761742

0890303399

46838190708
06037544464
92716146986
6036300012
9043269721
6991010460
8254723875
60446317862
2049473533
0368076599
9771439241




8589473379
5339851392
2701018083
1572342434
6703390190
7784912814
2411286643
8286147126

. 8943219217

0489292059

4954921040
B2083258195
6111711853
0593649134
3819783201
4470120128
2135161791
5085057942
1541909375
11203982689

1072792368
BB65225951
3516386072
0272102381
5661041469
4815322215
3415327035
5871199036
0136517520
2218426741

S 0134583713

7818323251
1107216792
79141467112
17746707713
2150332212
7377441131
S417394224
2719493604
Q225216052

TABLA 2.

4152722660
4628615694
5280274835
3145494385
4636498851
8022971588
0566422651
737360331
59039522562
8397670358

8271705122
7723719481
5638229726
1905112284
5178882033
2296176561
2069302060
9205555893
1820436027
3029718715

2210229101
4046992632
1325779124
4565912611
4852270937
84178202668
7509903101
3915990104
7903301222
4929814177

6249442372
9790118790
4039946127
3009119258
1238436676
13868116257
8090108281
4810140672
0617743133
1134650739

APENDICE B

ULTIMD DIGITO DEL MES

9695215298
3928398252
6748869511
17812153688
3727163079
6927771254
5406325921
0957455326
J111005611
5941118071

4712524148
J6630T7960
1197191362
1921312695
7182680236
2299960404
2559522724
9026621711
7945380773
0252265114

1136022681
9012510581
52682627813
5426952191
3063125121
8151231141
50595111998
3125909612
7352287773
2794411690

5223474737
F2368863110
9270222089
9899224921
4281185638
7723626367
7212178627
6258015292
2316511241
9122174749

0628982799
9120327073
6556631699
4171493606
9752243185
4421687482
8065301527
8920814181
2100243844
3187200032

1326311339
3888770782
3320423794
1164121359
7014121241
5120972145
1395851002
7852515322
2408235818
9837212000

1687989412
0668526647
2927220019
0723528729
8114385108
9502860117
7941246736
8201254035
4797444440
5674474202

4204965750
5110286890
1049905695
2089584784
9858432911
6075441273
5077991411
3184268976
1330616850
5825751320
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DE NACIMIENTO

4711921206
756009082
0872227171
4292298565
1357718518
9126003061
5969912119
7979411623
1267361511
7299643411

4928723490
8594318262
8839741801
5172151282
1282193268
4298140230
7431525116
9223136431
8765956738
1221307513

7735143711
2087217291
1894206012
4524886491
6550714929
6826314867
6429712861
3961271483
116171723
3475449422

4774408152
2832120828
7738067780
4843756314
7181370221
0980094929
4201133761
3631200535
8257847106
0760215512

5721118008
00041351587
2096584397
3101725854
2775414728
2429291489
1140192110
4598395517
5546312887
4278557802

71994166164
1432025277
1022401990
6995184726
0092822732
2228222211
9128191011
4374159958
6382382031
1158480197

8204940539
9626225829
3012125261
7978671166
9141930882
0972142213
8211113629
1248212885
4167184241
7601931248

0001523380
2316222725
7139564112
7578800705
0011953179
6124417689
0775549374
0462217165
1755781964
1787663526
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APENDICE B

TABLA 2. ULTIMO DIGITO DEL MES DE NACIMIENTO
(Continuacisén)

9512323296 7462091642 8391289948 2596390340 20746334584 2579177477
7154539164 7174345222 18519756219 02146574204 9684192283 2101288054
1815577001 2417553824 1011021919 4727118945 4794325627 42250465178
6241709604 2266511925 2723050883 8258016415 0928799581 1212078351
B3044544610 3610821244 5577827514 3166604215 2741884282 5890145708
27465985043 1122295994 8577725310 1786597291 13354695895 6249511214
0312254117 2477381978 4142902371 3771242011 3296768484 3848129413
7501776109 2121451701 0781756491 28520446911 1440447750 5928926102
9546526868229 1554815412 4111302418 2124745314 2714211589 03074104683
2481328192 B021918726 0552961627 20951465378 85221636348 9411259064

15204314693 4343120910 2382293445 1286805112 1860536226 9347819422
1331785813 0296152212 1327612127 9164452523 8516360845 0913833911
2472010891 1011649470 1922387151 4994716992 1418412602 6516424937
23717252946 83B0191997 8312425926 0708000412 47039946194 0159808972
5235384284 1491964453 2448302294 6160138012 4016251779 4160722867
2990289133 9000641219 12649804632 0502245841 4055041051 9379852712
827146136859 2102229899 7055619584 03520354619 76514679647 1459216326
9132892930 3150911741 17435422607 0413313367 8352184208 2337612222
1612513182 1708413930 23784500467 20254746281 0851419223 28411346903
4592447891 4158623487 8451885112 2221272629 2117105199 0825882526

Q0046497015 0122500181 47872094615 8374177938 6113302791 4247192779
J091712537 2420150205 0457089124 4241021371 1758847080 2027813166
5116119595 3132742683 24134610114 22189446327 5015101107 2642223252
3495582827 1725942014 1812972901 12969758681 9110117221 2594142002
BOOT148743 8072028042 70879074650 II47911235 3250211791 8681874646513
4703257429 9022943911 72112111461 9975710710 8124799832 5249740271
7121217313 1211213599 91122014631 0211163400 3219489527 7300220232
7872205754 2715291344 9188270458 31646242724 8835836762 1211552551
23118746454 23901643214 29T0P0849T 9260190899 1858348794 2118204121
4224748209 2168162100 0438957290 4101159158 7911214071 3211104958

6412414981 3129146811 8454564022 9512012151 1193211681 2101255272
1724141497 7782820220 1228412014 4281130647 1517013112 4033536451
2164112158 9686491754 28446121838 5086962280 10786841195 2329413008
B271442268 0663251781 02146273324 18820954610 80646312899 29131846099
3401349079 4787518629 B122212420 5350942911 13946267546 01791146915
1791018017 55218851463 1439759543 42053133390 3859118894 4282701288
28720461470 4845044615 2272380428 6100326421 2013931912 9925182272
220243610 6871881325 Q013444325 7811293923 5747238296 4863124169
4179949424 7231015151 1854324249 0539494171 96423492146 2222539352
G220748390 3436993514 2245283010 5425023121 6188127068 1731280886

3010447892 4918032871 1288419527 1418452323 73342226805 0003731641
BITILBL0LT TO
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1538174205
8492778102
8658095508
28964693460
0952136397
4220314615
8217471804
0167148251

© 6222671734

51344696902

6934435094
9979601406
2187412315
4687787199
3435089657
2847251645
6573076012
8183739155
2944983494
3716295375

4915754405
6137360980
nezB920179
9412606374
8348156514
8973933445
9425132346
6435746154
4133406308
3636515112

5122489314
0R63948243
7541341915
1380803628
BLOAZTI2T706
5786908874
9163773717
8854977413
0376674083
6438773361

TABLA 3.

2401843759
16708054651
4025605469
6937213080
089865 1646
1953140748
4831776707
7138743531
1818386261
5909027117

2672861602
3289692031
4860697408
1855367131
7967354320
0238785077
1021898266
7480897090
1443001391
4360197792

0864709902
1027782765
3170458299
6909922543
37417333286
1172660982
5412061601
7141425395
0218129358
1448828188

491011333
7269589845
5411226279
6082621618
3573534054
3273874154
9631154750
8775710345
1342132770
6311357636

APENDICE B

ULTIMO DIGITO DREL DIA

1260977672
89434658918
4410911454
7619182919
3099428647
1765255552
2852161378
4733578387
42854146244
2740447417

5469003190
7803870941
0088441181
7605928504
b866147756
£85304994%
5824295210
2793151457
2475430751
54300546644

2066329991
5160675309
2343245669
0497809863
9614512142
7114713406
8384141990
10810453469
5454482040
5724583425

7476373174
8798200750
2389271900
9792572034
J260222021
J176456074
4825752961
8254852842
4212724642
2209821285

2441117968
6604358989
5390932371
2099653808
664353149
7512201916
00273146388
1570003649
9447436274
8111927111

0914510195
2804270282
0833172274
9320744476
8449949221
8417237205
6989346787
5609439780
8943829559
00095462081

1549907481
4057497691
9609194971
3247218039
1765254103
2673079266
4929562202
3314155171
7501806206
7385947814

6443740120
0191650889
8965735738
6382306171
6636521728
5912289300
5889250081
9407838286
8191577408
68993094668
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DE NACIMIENTO

7331885522
9814458071
1731363787
2996821707
5289212472
8837245034
4449403931
2030395636
7211305436
9320728461

5243838427
3682337487
B130B63413
3562201110
£B878184211
7240353855
9872373734
O3BILIFEE2
0022834720
5763618958

1010944132
091986784
4208861079
&374930901
8297233623
8043495244
6697333039
5174717370
8166444629
4496322825

4619821508
8708373143
1543940211
2316297199
6215904857
4095828641
3685191459
6216800706
3747787286
0LOTF74652

0112456135
4279247907
4562125487
9089753607
7420840352
8018208320
6376816707
2365206538
0843433599
4218170738

2553806493
4460001465
7369517123
8921474894
8114245975
5909602300
9512376770
7214184346
0243124506
4070949387

1662084023
1834845526
1745978825
6796862990
8832420477
8114028800
6017581189
IF657 6475
4320857105
4677222953

8308571705
1263836129
9767105443
2935308780
8777704186
8445068163
04634145575
6104285386
1505200298
6452898112

T

A e o




G e

71446818046
9130634295
2133796009
1882043560
71469985281
1890396040
2939558661
1895676810
1655462993
3924475568

51446523761
3244486076
7163401153
1007636300
2000490767
0942868009
0X11531102
1290961040
8918461118
6118033502

6581427582
S830472524
98446877595
2575242830
0067828417
F429924528
9174804626
2634674225
2173684427
5460981576

4654781544
SH0BR98025
2653641350
G079243919
81186828855
3185403278
J084482007,
1018144566
7312660213
2724828082

6683603058
0IBO24Y7108

TABLA 3.

563460467689
8083345291
8264125152
84846812121
97546522492
5127431523
674673498469
1521028363
4679403792
4203353915

4340831147
9179378754
2867628473
4603384033
5143977756
8100182178
5507794131
7422681783
6477262846
0439333166

8406185454
1627437578
8925347216
2062961066
3375057978
7617857551
S06B702947
0435080286
2071114321
F32B624905

8220793364
0119934574
6381243305
050294042
130306976
2408574548
6066834001
0874153672
7369350150
8073484941

8939442713
Gy

APENDICE B

ULTIMO DIGITO DEL DIA
(Continuacien)

7078591565
1344177114
0733251508
5200288348
3173386036
5178324158
8957094220
1923247594
04519564537
4608299408

4149676331
8445234592
2241238357
3304277989
77464321090
5291274419
9761322090
1835617387
6333467216
8396040167

3085379841
2061521118
7329471941
3294705145
8921496997
4280721135
0407604680
2488839982
4484089501
27824741463

26134254852
7359115117
6383083697
78910019951
2713764852
7181233389
8237803785
0884622284
0642443839
0220991141

4593656499

2532944546
56810444508
0622027474
1941112978
43794469420
9065228964
8347139614
3841567379
3970713540
7389682847

1631330053
0851243766
1853904128
9635871637
2836042722
9201873797
2857141928
8228241393
5156785212
8408583298

1023298475
5382871005
24988456063
8201028052
2225147215
7412860703
4947257777
0304801434
8024385504
7931459110

710862456462
S7013894621
37785737553
9904014780
79797346994
2679718134
6785153324
1286247028
3031345202
1864359617

0085291404

109

DE NACIMIENTO

7442559522
68582646218
IT10862635
7649930720
04032589312
0443656731
1301113207
2334595636
2381826464
9946827998

4598227870
9132110345
6258162250
8350080666
4881794834
17269353759
7996657327
3407985381
9528963713
4648773197

7670143541
0812755240
1597595201
6687625587
8317987456
6131330948
2965720494
6881912142
5126979432
7851010219

F075863903
2948738892
7213834307
6172791354
44521126477
3173899770
7088266123
2196626846
9191764617
7043144851

0337934655

2657217956
£913645271
9230612684
1102193505
7661025376
2128841553
JII07726705
3582226160
5103850185
1436305462

094427169
7493029097
7847134639
J0634538040
7003358001
3937419447
8413744299
6707596716
8123819512
8986329487

8331428347
1094243021
60293446778
4432515222
0708296379
3517927415
90848446458
4003984123
7778379088
52959846371

90964654288
9111938023
1762811476
4784893144
8331656538
2419559741
4037306263
5417596103
2982938591
5291403534

7963373787
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APENDICE B
TABLA 4. LONGITUD DEL APELLIDO PATERNO
(Continuacién)
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7435961274
0999189151
8583975401
0183296840
3470214730
1957491072
1690148378
- 3163795468
9643702276
4710707716

2839199276
7092042949
7473254030
1948317751
3792231899
6059593181
2416152302
9454628762
2720182380
87648446760

75038879036
27646893255
1283140877
82492146014
6050310730
5025977825
77197268800
4918912075
0936707484
0519210443

0257577084
4532092286
0836907913
92974894635
7803598374
25706524446
2897730851
0712743529
692932534
4576974254

13226226844
0841704539
8077592320
9931110256
8301314644
2467116778
3734795755
78575380735
4912909556

6215590024

4260723125
3416445382
5995519816
93842281467
87427706467
6262902989
7613389688
7734965452
9964110746
3016870854

8234436551
8297621790
&796456186
5121519163
0371908729
1377210136
8112054641
80344999460
1137022216
0H08923399

4032224595
57825384694
0458252700
6624858814
76906246401
0214557914
1679568751
3103520638
3870577663
7044957516

APENDICE B

TABLA 5.
R= [(ULTIMO DIGITD DEL AND)+(ULTIMD DIBGITO DEL MES)] MOD 10

9261248767
0685828754
2602060457
0932915808
6515536379
6675281259
989342651 1
6277329652
00934848469
9015180725

84553469792
9093006314
4862230623
8751164977
8656421358
F43T3I03026
8330310780
8151017412
0919035127
9701496705

8870327130
0117325276
L632655122
4126941399
2651672558
8497380134
6477763327
20029346268
8439722961
1251655621

34578936462
0507789785
2325169473
15319512867
2181267521
5196204727
5926021022
Q2074934674
5698130328
0529983010

9083201615
4351945881
4642352451
63201846649
8061245882
42344696068
6152993024
7408376873
60894654088
4726216330

446868249664
4026805949
1765101924
0B65ELI60D
4478997924
7138221082
0216938331
8097479254
6949748903
7966193005

7518104247
3505732840
4459689996
1002305958
9477552496
434009934
5267138948
2786967702
6932589195
7475964263

7453875700
6715407344
0364349323
5720391123

283050994
7080096783
3473259158
82601354656
1990570018
2037259956

112

4267001796
7650172092
3916585225
6055355412
3214762082
39886885692
2995114102
1540641369
0123361015
5314983712

4061268911
4624318688
2859342969
4452539421
22144745%2
4145761445
4837326903
3010485578
0432654328
44409359469

3644949607
8972932754
8256985951
2195788243
93894626843
8482776479
1583117974
6786979648
6597164707
3130178431

3805296357
1540388643
8184772544
4470918511
9588034057
5799938493
6992510333
2141000546
3511008439
7446943490

1296844732
44693652906
3148890653
5153465439
1125528448
0120244555
3629335462
H104394460
40463800942
8693788794

8940515951
3402349277
9262162856
4473833452
66909068628
7804883104
7258916523
7489317454
2944333641
53961813465

0106318479
7837504905
0632138124
1835823595
15986866295
4114737429
1356926005
4686181786
0710819837
0030772640

05145768662
7669945489
8416182761
2822377760
5196746352
1120438036
7604407742
2585517639
5433950350
6320079299

s e ¢ e e




4404492494
3648720675
B0I1350043
2031598558
604363192
8819791823
8718713908
3971010837
6313125547
B2372334642

1228578220
52750646106
2002616011
3054721852
5982476059
1181629218
5237283383
0988846571
1582790267
1335724706

6842120047
7743230420
2841775719
46660F1602
0599170033
3918506483
94463391179
0945212129
4899891143
7086349338

6289451118
6448793200
7982048375
502455904641
7892446073
2199723414
1473343888
%129621435
3449352858
3482233317

4898439823
12241469284

1531938392
03992822464
3903413272
1222936868
7319390052
8705528392
5581334441
NRF3649630
1254595047
1477087430

5169468310
9633080927
3449324274
2609775721
0979773562
9168958933
4104125014
0261583714
0227420763
5971552362

9693625852
74594673566
2064544000
5187205714
1143973565
788246554614
5134889162
28914649155
6843821174
26907017164

3435023932
7323178487
1779599104
1384322890
1705234998
4927013319
SRO3IHIBR53I
95468644420
B4469250630
1459244863

36187346950
&0

APENDICE B

TABLA. S,
= C(ULTIMO DIGITO DEL ARNQ)+(ULTIMO DIGITO DEL MES)1 MOD 10
(Continuacién)

7112502511
5283953440
3498372322
1119834155
4546154492
244677174632
2824855867
8766495300
4044390034
05519134462

4575645109
1720434461
0909379880
3929121716
7517360709
86859828309
54537469905
2988413204
4094932177
Q233554321

67074468816
07646816469
3616691664
3195624965
9816107986
2568731399
4134202253
2897380634
J025795490
2229701768

87467572048
1073597718
7486784234
B&3I70540465
2336987398
019528683F
29046218293
4494455274
4729137321
7198863111

4274914890

7230920001
8869372463
78413465088
3473895347
3933093091
IN97463498%
45139460461
8528996441
5649363412
9270463044

7797227789
5772728121
98461088209
6379138915
5077231649
1208010396
3172643511
4993814604
7914012384
0139667932

8772250089
4142459957
9983170404
64328446303
7420971484
5173599398
2064603229
7622250139
7107401441
0233322566

8290034301
H322517889
1409000008
2383318710
1572867184
7312367324
7493969184
8700484408
0441217070
7443848260

2420171983

113

31544628299
94354446459
8718403319
03636461541
5039538275
9113490389
64695576607
09448467496
1600025234
3309279178

3636370581
4363480577
4090770752
72005259974
6951458685
4834436375
4709923821
22590734628
1471686444
85074465315

9563485986
34697742229
4644339201
8934082742
92467203815
1368824821
4788428740
32392236823
89296463021
64640787721

0202920588
4204590406
0918321307
21468814025
97572688%61
9566029003
78926458313
179149585460
0248498772
4476349381

1882574145

0490461322
0774354884
4473092603
0110773569
4452224798
4587197794
9537118723
4175387972
7256290331
1933138971

2373115263
6296061337
4161390163
6323637333
6003501336
8948496406
0898033610
3925275564
3306926392
8161779022

1740204984
310439828%
9397024887%
62610894469
1437649069
9966662080
7711911406
09964782089
77829463863
3001609247

89393438970
4636280815
73902299684
8969484001
9114375636
0773711648
7179873047
0309631921
4261904803
10992846375

9774160882

H
t
¢
:
£
1
I
!
i
3
v
J
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0484662100
30520069614
7430552126
1167347876
7629050937
84936893873
4496333539

+ 83044756593

7922164713
465101669

4819603220
8766328530
3449955592
5032455712
33188372495
4426624608
6854067623
2552300975
3123166409

0350743856

0444841175
0038938284
85057844674
3489710007
Q737425885
7183588055
9729543111
5572569193
4933696262
1937309814

5245473685
7687617278
6970032136
3663125991
4731183367
5106228000
4483062437
31593246718
4559113913
1781431563

6671743935
76893996596
7612923954
2723939951
4563577439
3398365936
7009049801
5976763935
0827333565
368279478683

8661889605
9972328932
4127987598
9234473017
7531242954
4204511495
64673875864
8919907659
95877685010
4357259831

68868916352
5278481823
8541135251
7565529015
9260461178
4032050830
6025112141
2260924151
4442840342
7027937300

7284893556
3251909749
1830532852
9607360274
9935724889
2109235611
8210514220
4068190301
45059467200
2221614413

APENDICE B

TABLA 4.
Rs [(ULTIMO DIGITO DEL ARO)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)J MOD 10

16836900141
5600188410
0174112390
466860882439
6887691947
1413763557
7249262968
0053442613
1167895492
66814419861

2102825944
7233849395
3753580442
44387706886
79309886878
3097482565
1605083276
5828547158
6449185105
4989287255

9700624440
6265480090
3792273978
71968898061
8202069579
7450862499
702394329
0968072935
6531927238
4261727456

5600792009
2069103125
56341168394
7434209390
81460304914
1549034434
2839605364
9203230224
7594345729
0606630556

1806436664
1835976767
3486633133
4248344641
5952455842
7325210892
61149088685
0058567331
6326647518
9750933419

3276448420
3042305439
8278850004
8021186722
88037153904
0425586142
8800423016
6844393612
5484342644
2438441086

7470122236
7994604654
7131553858
4526095268
8028421496
2505218083
2345454414
78998468848
97464641951
2186457675

9692680170
1796801333
7280179466
9093111510
5081149701
6927834810
12683558728
43837050464
85514316469
3001807294

114

7887965012
7718521081
4875621831
4759988654
7146266947
26990276465
1475605924
6601525378
6177305930
7445068762

5386373948
27123357803
2150464371
2842689359
7800465508
7197174060
6278174521
4170988799
2799232310
89822446304

7929747028
9916601247
8660340918
4945830753
1026981547
0609857858
1751738142
8999415735
5547437603
4151051834

3740619700
7416531966
2991655075
2943459392
B612646B8683
9804762113
53765768021
8726600797
1001948519
7389602530

6687182869
8868748326
5614431743
1031493282
6870954072
6719251496
8833089059
3971205481
9362921654
8633301620

3304905738
1430325465
5509278089
6409123520
4712321861
0585263293
7642191282
0329342842
6405175116
8218640555

3564422963
9045124602
8365988768
0653714329
0289356880
2386613016
9152394535
27344453746
89735682791
7006063355

56811526087
6516559683
0044723062
7289872745
36854597369
3441089510
7563003943
8227685850
5283079664
1093204865




e e e ke T e i e e TN S e L e SR e

40346750006
1624825704

4359579041

7472834414
5808944743
7944102820
7335017452
7265910548
8403303211
9770380018

5844440396
7188767369
7593007372
2780632964
9757582632
7133208184
7377171636
&044915681
8858648293
3951310417

2327150514
9582990417
6271433719
6746781619
2352830707
846342735682
74146986482
5707481490
4451609916
4220782608

4421728771
8347840838
4471597577
0g2AT71992
2909925859
45531184678
4685764411
7917542381
16820734647
09846313009

74614697089
Q271222932

703704339
1208282235
1750085500
7442237084
3655091200
2900764129
671592332
72932146292
4379183327
7659422629

5166179047
8514206465
4295303077
8922968867
46217684885
4268479892
75094690356
45332537364
5996079479
1252262841

7977200425
64546950839
7859149632
bARA2ZAT70 4
L4446902471
7477569254
9981378510
15114368097
6324072283
BR02463511

85346670485
7750282731
8474141555
07733466151
6158022245
1801702794
5724348649
3261936777
8577795639
&0P46753290

765641446892
40

APENDICE B

TABLA 4.
R= C(ULTIMO DIGITO DEL ANO)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)] MOD 10
(Continuacian)

£899614118
5088374345
4110502911
44696062630
21444613914
068316490
&6399477 14
9908906403
03684144093
4607241243

6132028095
8848076834
1228420086
8911973779
2813399505
2886112182
7169472411
2078608984
8059949326
9178719376

2005538042
14801234653
8522452499
5577457109
07504696223
9EIT7241TLT
5429405202
51979499463
9971876308
45742284631

9724433478
7104250819
JTNIL4L093
5931890692
&£927409520
6687760679
89017314650
5265613133
9517256911
8273871242

7549951762

9276574287
3463442747
1746278517
61466691800
414468958206
1876363676
9189833464
9517417809
6493333648
0564182533

7142952622
6469319364
4720276435
5206909130
1743148379
0907648242
5477759820
4700742632
20453217198
6316978501

1421371726
5283209681
9165070146
3447999774
63081074466
3610649381
6790797394
486008198469
8961694186
1063622528

86886446812
48427346843
91968875371
0407337680
J191351139
3786949260
7078796089
2175438503
3743968104
5482194736

1090910064

115

8520841235
6409510484
7334640547
7084802780
3711903305
8221451225
4700921420
1838995594
1277630131
7024460728

6364061138
8989230077
9830420300
087619446
6726991740
7303340073
66449013901
7304876704
0448170934
0038038313

0020226736
2711650489
0128743308
5009990008
4524979370
9375467937
8434799617
1263309203
2297274749
6580853949

8184372800
5635215184
&£1595534519
0271295380
2813133672
9880700987
2837983726
8140883110
0797013173
5331386374

4885284998

0578501801
4584713001
9480649119
0no0B98713
6223106366
0466427033

9096718017

2739887930
2052630833
3958284379

3970877434
8776257613
8492020887
9437200403
99446337570
2506053131
76852561563
7395159058
9488609901
6222214983

58345330382
2171928140

2997361391

81094526689
332717962%
7234649224
94933837822

37868114651

2342030720
50850416460

5844744984
9714602487
693T4273052
0730193136
7974815239
8900369101
4281229038
1993003943
4921323044
3889479023

6634904928
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9017547574
3721527494
7359003581
3028935894
646585426487
19042246429
7628657447

- 8343285377

41465880961
5513888951

0BBEI560T4
7174926211
829812314668
4170326229
6244762858
6217371763
8608137703
3148786097
3485882769
4836583554

5987446763
4992585831
3344206141
5684708655
3909197973
2788255450
8830459371
1204835180
4269913828
5844931853

5256962027
7771261494
B&4RSS 7607
8294960730
F370099419
7836230088
6630114848
3261261637
20850467487
5653989313

3553545319
5298410245
9205879294
072607365
4424049497
9975031226
4397198358
4865003862
6711238413
32966974465

0843564724
0902301412
9498816124
2750479312
2035136353
2424851538
3080190226
6685042863
2263437318
7389805407

2074928003
5063644397
4495127313
0464634154
7593903213
95E9480160
2911964702
0056315499
7111420570
5367632255

5630433405
6939497535
F440162396
081730866
47019260420
4551900301
34621252931
9585850917
1959876803
7445947365

APENDICE B

. TABLA 7.
R= [(ULTIMO DIGITO DEL MES)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)] MOD 10

0B55182840
1861946140
0358770945
8390397297
67146581614
7682924704
8258484299
44680923803
73964118558
7481855188

9171527238
644646807801
1175532443
8526230199
3548727982
8042909347
73737177934
7719772168
0310710424
5482211778

3192341572
41721856886
75258462472
5812751954
2677637243
52465944547
333346518886
41046944971
2706669713
74189394015

26997476801
7924084060
1759493989
4581796955
74413074659
0899072321
1037820588
6402867034
6528237883
8321999924

2069099457
9724675922
184463463960
6160046404
53955946220
1933888398
8082417805
9490817720
85474679118
1298127143

1230821424
9682940934
3353595968
0484865723
5483060462
3537109340
7274197789
2451944002
7341064347
5534774081

212464886893
46159134986
7526314980
39607346736
9879539208
1175839373
1860708938
1515309106
1298940644
2959311016

0647605870
9201806679
9904630323
8331862855
9404953639
19687620573
8856101492
25810962%4
9621183291
1614050988

114

1042706728
8560457053
1503580858
6188019262
46536920980
7953248095
2308315040
9909706259
8478666947
46519361872

9161551817
1176645649
69469504214
8634352392
7080277479
14384693085
6203898840
9504743083
8787480458
6984915461

8745084843
95048193975
50920467081
0898718392
4747947542
48469709003
2016045890

8035988733,

7272515342
7841761247

83832294657
0930493961
8271907991
6199943409
3396274078
4975812560
7886224110
9847000251
8994524382
0363189164

5833564133
42733981484
65584609774
21804768451
9195254070
0437499709
7416708817
6893591045
5381745374
84864627330

642212009
0892026632
8381918013
481465568510
8106067607
7127824511
863044677814
1588233294
6529406537
5128329474

9866994552
0450040345
4757090084
3664133056
7973350289
8086160013
4228494778
0534788250
0487931346
1278133191

5309094085
353790568844
6896669525
9403105485
8788657255
4369475742
0309684849
65646992441
2250981182
7139451638
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86567904092
2284163351
0948263000
7023744164
5463339891
3856271083
9241702778
8396342919
0110640112
S306793650

6666954354
4575161869
9735411944
3378351596
4233774941
2832047132
8582144951
6322753970
7520974290
0600470393

6587814597
8821184061
4952986080
8960794657
8060986150
3122171947
2295011939
2406879979
4684450071
F686629775

0066195425
4329339412
1717753408
1240605777
15191467824
4846411285
7856443473
0238307174
14813094637
7944566372

F623I042840
2613325774

2098858221
3187680413
0671678976
0642323046
2366343636
6249626419
8334620737
3642479064
5123218104
4224261631

8683951037
9365420966
3878267047
2983475920
6534833109
7100743387
7609913920
0572892444
7175875776
4387956743

8528685535
3247587773
1057089898
3787803060
1347075930
6637704462
6279916436
2140271520
4361277538
1484786008

1349839175
2891754794
6967834259
613445723
3817814595
7926359601
2801898616
6345934997
4510365201
1409379455

2867474384
20

APENDICE B

TABLA 7.
R= C[(ULTIMO DIGITO DEL MES)+(ULTIMO DIGITO DEL DIA)] MOD 10
(Continuacion)

3369770423
2853823323
1744272417
7923238141
8642103340
3645049468
2099996391
1604913163
4562208863
4150150025

6421869776
97628446619
3163315408
1616692809
91226332684
6455154041
6716931574
2870039984
8601817273
6747823279

9762578436
2618500232
9732081057
40064677046
5908393547
1491932296
9519805211
1566009537
6316987194
2111321353

0269989474
8577527123
8149104425
7726282275
0835976472
8710982822
0469183103
9897086509
1496767078
2565174151

8731268916

4028234806
3026918702
6349135319
7199128387
7435063633
0741715173
1018371629
3693803280
80964358854
93747471195

28173359167
9913895289
7747610010
9333871049
8996177734
9703018338
2109176537
86318344630
7171191473
0629735817

6397365303
9523892376
4606782386
9497993833
5362088440
6387570413
4158310177
3460043188
7284473393
3032808248

8610636713
1982489248
8751699733
0788009390
222967860%
8874848426
2885479747
8097430941
3860939373
6489372738

1490643727

117

9418883008
8432338491
7004887272
7567629201
2144033594
1778241526
4597871681
3774932306
4095037943
4167453236

5388733096
7648470180
7666574832
4283976750
8897943503
7771996700
4147226964
1799069586
9079372936
6755870286

3783445232
1860592220
6502696308
5793732708
1767198147
4258029770
5174179911
4634748804
6974237126
4762224280

0168074384
3455741904
8283695492
4138003143
8748379133
6922907566
9061197035
7833854032
8733003823
3121261819

7661136450

4126384323
8014823220
3485677732
2314161856
2431160074
8367352767
6145845118
8400142262
5400260768
0847354426

9281780013
7306852908
3333878386
3112253912
1163270868

22062611389 -

98629308198
8034108938
0964945413
8701101903

2578510016
3011056187
8661569920
6926657224
8516952882
8754667686
6384066880
92144364674
98846573109
8406640229

1197809450
3144484474
3081424474
6697974138
8600762443
6691250929
5952658435
9270610262
4104487843
6922683310

7966206328
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4612255492
3109294305
7337932524
6078410985
5333801216
2860142847

. B795520403

9733277907
5266078843
F0I5193211

9651143095
5681484882
7237919823
0942123184
7477224275
6536259830
6641748379
0238258596
8066950793
4512027957

2416954427
9558347880
6134471189
68463880500
606494646048
5057339277
2243070350
9793570614
6398947411
9179543198

4981551117
3463755701
5023678168
9149288149
1712477129
7487975813
2997974296
4964025063
89422046285
3137315779

40487746741
1819574812
9462184472
45555044656
1124705551
2003783859
0913942950
3427618161
5675724962
6694506342

2784825879
3240205647
8164096005
7863692673
4511573299
9632493903
1411924184
5096067427
5712358387
3863818816

3889065995
2808317933
384834644638
8332384960
2185393561
964794646715
7468526418
34694385503
78902467751
1145886797

28505497462
4888907662
0297753280
0480314724
2161974680
6491016401
8227147327
41641446655
1742303425
4576024534

APENDICE B

TABLA B,
R= [ (LONGITUD DEL APELLIDO PATERNOD)+
(ULTIMO DIGITO DEL ARO)1 MOD 10

5314760044
A626224350
1221080825
5808415098
0484840277
4323084771
NI55697487
8875349303
4639943795
16528368527

0118400423
316898646008
2373893237
6716308950
7460408660
3613141098
5428554763
8899173586
0569520018
6994098546

8211171226
89664681474
6094815786
6648964984
8356294003
6995739471
9293900215
7555611263
5744292045
52146739426

4899306493
10268659231
0049502172
8978423914
2547958550
5252245914
7482609171
9415038276
8769517645
8356696929

6252986695
1880593416
6762477409
7849350731
76856589593
6599468224
6793477473
5173430437
4434668866809
7193792962

9108507913
9094894761
6002943314
7188017133
6021722661
6462714693
69968523685
8992463390
4108961652
9923645890

45200819542
1814083770
0099823785
81336854185
4240834970
6596807491
7084553771
3342570564
0982091403
97782346546

961768386835
91590768930
7272921403
2339284217
5083312736
7801109597
2950187615
2624732237
7209641132
4896072182

118

7I0IL[40T7
5588950886
0833124715
7531893605
0336820422
1536440380
4604068749
0137887411
6722846174
46883937268

7793431090
3995867374
14968385624
3838378716
6739776040
7644478092
3372466364
0695223203
1465473369
1994124032

3567452891
2674492227
96827165516
5467550736
7524805429
0220932586
3749194769
03918596212
3130768628
0212685697

4349636943
8363834849
7327381421
62247037464
6963230602
3997711481
8366074217
6193343868
4131857998
3135603367

4541393390
0446450015
7618084823
0797619333
6128850537
5387724855
F043919767
8004978619
7185475830
0089989559

7916096112
2827295749
4925226622
5135614503
4875821763
20630116848
8908590351
0682153143
28%0728099
1196379155

8690043634
36894675761
3073789348
1658906915
6132383012
19082682782
0810330034
7105474551
0630681373
1375738398

9387713830
513046689421
6876064408
1033244832
1222641030
366846887901
43946525035
7680837140
9437926185
1300291352

T A e e s e s




95396825177
9153186214
2715570719
2264373740
75456464261
48104671454
5063150347
382468168402
341781189813
2642790405

7277734383
07280404482
5394482797
8259782434
7526649322
&13T7137669
4005508999
323712116
5737644633
15019467403

1623371891
85273464340
5121311890
B63I7216534
8045581855
4090903731
8811942510
97696464231
8966701354
R43744678%6

6HLA2B92705
0810340608
2374545703
J457583951
2348695899
0954376275
7389751175
4594144493
3718169091
71391394864

4265402768
58485509064

I0&3426317
1769613439
1343650024
6642012608
1774323354
3638009492
7869101350
4551966597
566634646191
0032846172

8992094147
4801595259
6284290082
3208237499
4154452904
6715943290
864685427482
550463IBE709
50745034629
77004678550

4459601334
2413282949
0582640175
0027933667
8839720240
8547402730
2670122328
4865217278
2399344718
7311018272

7272542979
7400025953
10706464025
9587739885
4868305948
7141875023
S405349445
0142850143
4954684245
24680027706

6544282874
44

APENDICE B

TABLA 8.
R= [(LONGITUD DEL APELLIDD PATERNO)+
(ULTIMO DIGITO DEL AND)1 MOD 10O

(Continuacion)

3797177130
04690844105
0262228062
8943549060
56440964634
85476686818
3520807242
77726064676
7580883305
7894710782

1959119288
7169701919
4433978384
2174153445
07164652309
1254615550
4084605317
7012941177
73460149409
2458128994

48688724187
5384347902
8159477213
8042408739
7904176292
4924278995
0900969380
3206879565
6660963653
7349730024

4877474761
6635949550
3454403053
6308426297
1682521358
B101474B65
6369714723
10876888655
1560290039
9491249985

0770939628

1622315218
3240576927
7781940589
600353628
9324246735
7309802489
0108672929
431361689689
9271986085
1963254561

1161117262
4266711283
97456840873
3126082169
7483773044
8264452414
8227253848
6147168705
6536422970
3384831760

78446850908
&B60B944465
3141391879
092558340
26314628899
0763365235
620208396
2133483273
7383978117
389016681684

7667691936
5619953736
31608234164
70456682643
06192819680
9384721801
9991048429
9665179023
4507197564
8387965904

76814246408

119

8446157569
5229629621
1588955649
7014838738
9685811759
6593504160
9955683971
4270106800
85543868443
3945501798

8621393910
0417815428
0379855837
6064125245
9821143370
3528133482
9719821933
8554875044
9586732788
3178137002

9126860161
93064600906
7308923661
3005432200
2864549808
0710993957
0125848041
29409330668
6935840874
6217290349

5457175644
7365564641
6696445887
09752768064
3034676876843
45044467167
14468376451
4429312849
9619198432
30597928080

30046818706

6666252629
8449756375
5327306103
6545361982
3050778854
7105272346
3447744759
7633985767
I999839436
03784636496

8872249516
4477835112
5102541697
32357181386
0390456168
6266390282
5219486160
9785348099
6223449955
4813453440

5370991781
89439349684
5606822269
9424814233
0196662148
1503486436
82756468934
7430109151
1968245329
69360696846

2328737484
8690299238
1930363394
36131484621
4622144226
01446797926
6732270341
0234273417
7636141001
6133830914

9247283877




TR LA

nimeseas $

|

i

B

X

b

I
|

3245130866
878717838
7256483989
8937808903
4369977764
5371575493

© 1927844311

2032706781
2409794091
5183870503

16208796809
4099082563
2086187499
2080094693
0303459868
8327906995
8495818459
1844634618
B3I28676053

. B09B8B&7655

7957559015

3412994437
1973953656
8068878158
0236638136
8652006872
1354986510
1427846601

6624264077

9086175137
4992040559

3557909927
7791193639
47700237988
6351383271
%117987891
4144026607
4076960982
6478150959
700986352

3159079163

1927598125
7214098561
1855030712
1804272060
1085277519
4680459147
7201091407
43169560986
15672629810
6063256924

4966502998
4270288147
3435925631
03894698978
9015467698
7852733046
8826249526
6762102651
84980004685
6875464482
9075077644

623370407
9792356790
1231699009
0418835606
4194396045
3354378079
14807746841
05469847969
94855814642
0206109811

75864695458
8807383724
0864784316
7937110424
8843781991
34638885038
9681806261
8196212028
9790357486
6354570209

APENDICE B

TAELA 9,
= C(LONGITUD DEL APELLIDO PATERNO)+
(ULTIMO DIGITO DEL MES)J MOD 10

4333942763
0887082000
1405648490
7338920856
0313530946
0592245920
13648117688
9402820393
0868567158
2429974844

0187102717
0312824514
0795845238
08078682673
30768247774
8668668870
1196288421
0780308596
4430155337
7697022069
2603898358

6873386260
0826404280
2362827877
2721862797
4700811529
3824267774
1793583209
1919934520
8463906095
16688351295

983532176
6164887747
5025910579
2828951295
45022681811
4780824393
6614662086
7793409709
4071951397
2267033445

74155494648
5779292671
4122387236
R761060394
7299620971

0107036020

6621186493
4515780826
4697610409
9631986696

7162980917
1634439266
1187288278
9541796136
6671677129
95743376891
8960526058
4509014960
6065683575
2021976895
9274745109

8535362514
0484484817
7979395475
8091942762
5166428761
46509807295
7068011822
2434390198
2541110787
0862803535

3664073274
9996482360
1677955582
54041264666
2861995250
9521730389
0622043423
0378393724
2409225876
6474075837

120

1568495743
6330886858
7561083732
9960984213
9726584465
6890661710
2337778865
3435068372
8023107181
3957230398

1578619969
5359175110
5207495347
9627048759
4789588914
1985997017
3307180683
5021000597
7453621407
9996893199
4383799476

8706984955
6259682689
1310428375
0245361424
4480884731
4004401417
0637329230
DB45B8463467
1922395000
9182246890

1487796562
3607633347
0430299871
1647846097
B66BB61B06
0876720308
0216745322
1024433761
8119180991
9534191332

3797775664
6851000173
8552252854
18464694522
9443150535
9005962168
8604868525
19686264273
3104299552
0832205449

3854302483
82899946916
7707966656
3542049593
8969567509
9605672166
9996846850
1841044595
2970059410
8006058074
4992515223

4209511404
1467891646
4669325642
382636874861
7638739789
5986850297
7905717435
2144030928
3547828134
98452681838

2193186482
2628900941
3287877572
6156701946
4702273133
7332106931
59297647314
6404838423
7444448105
0214035141




.

g

s

e e - ” rg oo 20, A fase:

67134248461
63042464978
2615283490
7100239399
0421740617
7979645483
4957240873
5124152714
8277103047

8099028341
7115444982
75388963468
2847401064
4004831731
2836976617
92105871214
F609550405
6409970630
8250027389

5883035874
7876558964
3802864161
0851229576
4552637208
2588801196
I6F0075067
3468852510
8199552419
48933049463

2287969459
LSR0BII282
610709634
4895817736
1278837864
0247679885
0580430137
7815909288
3717693081
4197382959

8497857549
8280653748

5838011617
0264243490
842108640
0485675780
7977761782
4522239755
8700129369
6410491978
5607685184

1019878677
74650719750
7867154058
7269746552
469301228
2857237765
8768885536
1545495417
7283309726
QOZBTL2482

SOO00BL7 44
2204819883
4787500331
73BOG12971
3730893709
7709633968
6988769244
7494050701
0136749060
947531766

N0BE 7014649
2041597916
8563357729
8427818457
1827197298
3266422930
2582819412
3226658343
2997454817
7093643141

1758510548
24

APENDICE B

TABLA 9.
R= [(LONGITUD DEL APELLIDO PATERNO)+
(ULTIMOD DIGITD DEL MES)J MOD 10

{Continuacién)

74465393183
7896998568
1270716571
1342586260
21443716686
2980556027
2478613358
1768967177
7307629564

10468950949
8083571792
8378063708
5899872771
7025994088
5823657419
5631164470
9514372177
7912017586
R027234897

2545764591
6512724581
36900687 ¢
7571628676
4752873516
£B88967826
4090169399
9775939139
7405474449
9986833746

5312920787
7008276864
8670941485
8193816870
SR90098207
0274696018
88271646276
S6892510461
74497011964
4783842894

8962263072

5803042962
2384807381
2633880101
8613451164
62742529868
2037110980
0499704360
86874001291
0773819143

4836590707
7712297108
2762284438
7283954078
46346702409
7060022700
5759670875
0078970723
1662252058
7697618074

27126844785
0100487150
8682003019
9042652429
1893579873
I4I02963467
70868821977
17336179462
6604737334
5869044824

74916816837
2759606131
2723647878
7320854359
97473084656
4472620967
4768721197
3507171441
4124148736
9184743986

7081159148

4052467638
1258192374
7597658256
8218941948
2040394441
9742533332
6116163317
1372785258
Q0BB594206

7415283871
2176055531
8103909389
1260482659
1992197133
3794789119
3218146316
290904628464
8117974780
895972975

28890896467
8155542747
37828764644
5799474%00
0007748473
3490585790
0BAB228343
5311392689
04632823231
4499963 666

7431677348
31834906469
8724304740
ABI20B4447
6961923304
1646664746
84672580740
3112383761
7631188182
1847803528

6882788261

29778646599
392334746
8859634025
7288732564
5006107070
0394874850
3304810099
6343169341
726792654%

4183138197
6007430407
I04L3I099396
7914763647
2817399436
6964708200
7229875192
0424397979
7509703469
4392348460

20314871245
9883662921
0310020898
7241019878
5385445102
2025204818
5164197992
9984427114
8002788708
9387668405

8678892930
9020071228
8088340474
9870921608
8734091410
8837488744
7403609748
8531880714
7839205800
7306044201

6579588277

1
f
i
!
i
:
!
!
!
L
i
!
‘
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L
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B
A
i

6294831792
6931634648
6103460404
913159939
8518713963
2817977294

+ 4723039572

4913707816
0788156538
0838274456

2600300853
5763368154
8052886951
3174132654
0929755234
6794037412
2833723770
4942316821
97214650172
0684764741

0a?0511152
1784039466
8295597753
3208372141
3913743281
2710617002
3364791821
2081493729
0621153855
0404264508

P2B046150
6602624919
3135228852
8146769494
3289978264
2747533455
4730358283
7413543171
4035231338
4212320838

6276619214
6266288528
0690461346
4696091768
7247430304
9511608307
1576345553
2717331298
7474053829
3675603783

83676468478
0736161797
2667393313
02398436828
1804939985
5894342582
7888735722
4947144858
80115675959
7136843469

7629557447
6674330530
1547035865
3675609931
307398055
7859136749
1267436579
56146201032
38746465015
6904595653

3458778872
50550646503
289663876
3847296776
2272218809
0738469898
0279831507
0346476934
98216026465
4977014383

APENDICE E

TABLA 10.
R= [(LONGITUD DEL APELLIDD PATERNO)+
(ULTIMO DIGITO DEL DIA)] MOD 10

6908604147
5802342766
9977790333
3266897487
0685895514
5330729228
9710657135
3288943554
19329707681
9228203980

1834681769
0552667595
9686195087
6581474172
2382704294
2222747319
4461951917
7457838232
09602053198
2875813519

3933195668
2921441084
7987022034
7334774549
8372259718
3763373884
4159898776
?659629954
2011139897
1493078820

3031250632
8445956516
9473836688
1928268662
18070584688
0955011528
3593408637
6610409636
9699614100
6158608833

92387744637
2283223557
3964646688918
7689210596
4180730931
3298650534
8683191254
7165979384
6994803939
4665603775

6750189773
DEBOFIFT7 36
8490937758
7707319253
7006495109
2861692951
I55401173%
23569368348
5500287216
75932286876

2138763178
2924233328
3166558779
0093085988
8642811760
82376376830
3587123761
21719129468
5248452954
4252683399

2001688908
8645477265
6812212403
5940775949
2204215473
1708733387
7333039959
6945613831
7936254375
3473873514

4188359069
6498235847
8420129348
7664517455
3658088329
55018037683
1017269687
8594942305
4077141006
5088315348

2893724996
0447194335
9508817979
7017198687
1578579967
4937300632
5748938201
6181303718
9710209499
3438104534

8668597097
9740653448
9663247646
3160580885
2982080128
6607965110
4272022685
28408469127
4815119263
2943278403

27669243
73939496887
7412516878
8903730852
0771470623
2773693528
92507868096
3891345573
9514373841
80526849031

8188013791
0026196593
0028893944
7724622375
4198586169
5694979009
3830582112
9753175294
8403310264
0872828395

8218793260
6217972104
30440726889
5578339661
6081580742
2386052255
9380041519
4781079983
6831891985
1928517264

7350629717
6417131101
2190641200
3487216476
2517077076
5870615376
37682228727
5053071025
0307703882
2513119849

4142239253
1040792886
4286541262
8614072557
48120852953
60238244617
7291702132
1661832952
6254357757
2119673791

o g e Pt e

f
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3781337772
4799529990
44622483976
7254529356
69635460960
556151614
68946149137
8241140384
72143364808
710280413

2615110419
2028145145
2029287620
8573312178
8879947214
78868555583
7350499547
8767629515
3705828646
08746613090

13268065341
2615218971
7532522161
2931919589
&914397972
4204578295
16436462370
BR2V221081
8751360282
1037547230

0429236012
8471986810
4109238834
9653638087
6DBI3 166480
2601064044
3762851760
FHUTBR0134
L5031 6870
1691462641

1060018705
6237716494

4520346246
67470114684
6011815728
50624809866
6521376938
1972107319
06122974646
7300796921
2535089258
3887020373

1016589804
&533IIB292
846131736851
3582939698
0711512521
8957758644
11463350878
581734654329
2922958632
6316072931

JIIBA6L1017
82011941564
0701059463
8627531913
80338224615
5394547508
N735258492
51148494643
QB17790177
6107093561

51846358112
0978401260
52648909170
7814851718
670985545
0140111318
2703429808
79299204610
2005999814
2430132598

5794920400
04

APENDICE B

TABLA 10,
R= [(LONGITUD DEL APELLIDO PATERNO)+
(ULTIMO DIGITO DEL DIA)I MOD 10

{(Continuacian)

1944345042
7290714088
6518128157
4797943054
9940045782
9745990624
37954648976
0610124251
7008511116
1453957345

3805333655
5101193167
9697714904
0881624734
23219256884
2850941296
7347877986
6048467857
1977024705
2962499842

843834727
89262464575
4275847604
7953451810
5496362853
3857479892
538959462348
20735984646
951758387
7231380619

9379881117
J139979965
2117823244
9497654407
7181540439
67246170894
4822689833
6450419920
4237820786
4868350928

1237200944

6810629013
0307912266
6289716810
5326986664
826216379
4553963671
76030075683
1468682257268
9628079427
9067336612

6281220640
840986868341
7621472684
6180728293
0302619119
6769620636
7254784884
8881808759
4793561089
IB74929645

8461965422
1241237684
8862903759
2087605490
0773705893
1977346350
1714915244
8971276272
5460942049
6699344886

7087293348
1279825115
04124121414
5444573425
1366392639
Q0446202703
4343888092
9972128944
7626819867
923099472

64319968249

123

4900314378
12265314663
0B74339302
42188946493
6970316076
8158399307
78579868958
7000291213
1949390430
4703785856

0343976425
3792808031
3745699937
30175746021
1767630298
8465693817
3183124096
70848463922
7184428270
1326542973

33446820417
7219450%07
92642607468
2262182244
9344434130
I607196804
VLLVI2I2
II47478049
4900434979
4339747804

BI1322946460
4916115349
49615819972
29484465102
9027878415
19603454620
3617813971
09461771311
7100503883
2702820318

96889490011

03921754620
6789223716
4307981252
8749759279
1059612132
1985437319
0058471182
1968110087
11493096843
9282072941

57680810348
3387426563
4394729018
0828314715
5450125490
0824365935
4283303065
38942714463
36881488078
4453885321

6108807813
8850092684
4797143314
9189482098
72739735948
0393481082
7848713318
27788589786
3462883448
1331000828

9863291966
4108493897
74215668844
13414630785
3118531033
6064236207
4318033739
9105252758
73994624049
1066247939

343932931 3
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APENDICE C
PROGRAMAS PARA COMPUTADORA

Programa #1

Nombre: genera.prg

Objetivos Generar una lista de numeros aleatorios con base
i) el segundo digito del dia de nacimiento en
ii) el segundo digito del mes de nacimiento en
iii) el segundo digito del afo de nacimiento en
iv) modulo 10 de una combinacién lineal de los

anteriores

donde rfc significa el registro federal de
contribuyentes

Programa #2

Nombres residun.prg

Objetivo: Construir una sucesidén de digitos con la formula
R=(X+Y)mod 10

Programa #3

Nombre: canvoum.c

Objetivos Convertir niameros enteros almacenados en formato
texto a la representacién de punto flotante

Programa #4
Nombre: linco.c

" Objetivao: Generar upa sucesién pseuwdoaleatoria de nimeros

por el algoritmo de congruencia lineal

Programa #5

Nombre: func.c

Objetiva: Definir rutinas generales para producir mensajes
en pantalla

Pragrama #&

Nombre: gefl.c

Objetivot Generar numeros de punto flotante y grabarlos
en un archivo para realizar pruesbas de lectura

Pragrama #7

Nombre: recup.c

Objetivo: Leer nidmeros de un archivo con una cantidad
reducida de transferencias desde el disco.

Programa #8

Nombre: cuenta.c

Objetivo: Contar frecuencias de nimeros &n un archivo
individualmente, por parejas y por ternas

Pragrama #9
Nombre: cuentpar.c
Objetivot Contar frecuencias de pares de niumeros de dos

archivos y calcular la estadistica de la prueba
de independencia
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Pragrama #1

# Programa:t Genera.prg
# Objetivol Benerar una lista de nimeros aleatorios con base a3

* i) @l segundo digito del dia de nacimiento en el rfc,
* ii) el segundo digito del mes de nacimiento en el rfc,
* iii) @] segundo digito del afo de nacimiento en el rfc,
* iv) modulo 10 de una combinacién lineal de los

* anteriores

* donde rfc significa el registro federal de

* cantribuyentes

# Entrada: archivo datos.dbf
# Salida 1 archivo numero.dbf
#* Lenguaje de programaciéns Dbase IIl

FEIE T3 3 003303 3096 330 96 396 606 38 3 366 006 06 00 30 38 33 00 3 300 36 6 0300 3 0 36 0 6 00 00 O O 9 0 3 0600 00 06 O 36 06 3 30 36 9 3¢ 3

procedure constr
parameter metodo
num_al=o0 :
# Abre archivos de entrada y salida
USE datos
SELECT 1t
USE serie
SELECT 2
factori=0
factor2=0
datol=""
dato2=""
do case
case metodo=1
posicion=é
case metodo=2
posicion=8
case metodo=3
posicion=10
case metodo=4

do while datol<>"a" .and. datol<}"m" .and. datol<>"d"

@5 10 say "Primer Dato (a,m.d)1" get datol
read

enddo

@ 6,10 say "Factor para el primer dato" get factori picture"99"
read

do while dato2<>"a" .and. dato2<>"m" .and. dato3<>"d"

@ 7,10 say "Segundo dato (a,m,d)1" get dato2
read

enddo

@ 8,10 say "Factor para el segundo dato" get factor2 pic "9%*
read
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Programa #1 (continuacién)

do case
case datoi="a"
posi=4
case datol="m"
posi=8
case datoi="d"
pos1=10
case dato2="a" : b
pos2=6 P
case dato2="m" b
pos2=8
case dato2="d"
pas2=10
endcase
endcase
# Recorre archivo de entrada y obtiene un numero aleatorio para
cada registro
SELECT 1
DO WHILE .NQT. EQF()
IF metodo=1 .or. metodo=2 .or. metodo=3
num_al=substr(rfc,posicion,l)
ELES
num_al= val(substrae(rfc,posl,1))#factori+
val (substrae(rfc,pos2,1))sfactor
num_al= modo(num_al,10) !
? num_al
SELECT 2
append blank
replace result with num_al
SELECT 1t
SKIP
ENDDQ
return
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Programa #2

Programas residuo.prg

Objetivo: Construir una sucesién de digitos con la férmula
R= (X+Y)mod 10

Entradas archivos pat.dbf y anio.dbf

Salida ¢+ archivo p-a.dbf

Lengua je de programaciéns Dbase Ill

J TN U U A0 00 S0 3 36 00 63300 30330 00 0 33T 30000 S 00 00 00 0 0000 00 309000 06 0000300000 30 9 000 30 900 96 90 00 0

clear
set echo off
set talk off

*

Abre archivo que contiene la sucesion Xn

select 1
use pat

* Abre archivo que contiene la sucesion Yn
select 2
use anio

# Abre archivo para grabar la sucesién Rn
select 3
use p-a

select 1
do while .nat. eaf()

# Toma un dato del primer archivo

K=pat

Toma un dato del segundo archive
select 2

y=ania

skip

Obtiene el resultado
2= mod ( x+y,10 )

? “H",H,"y",y,"z",z

Graba el resultado en el tercer archivo
select J

append blank

replace valor with =z

select 1
skip

enddo
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' Programa #3

/% Programa: convnum.c . */ ' t

/# Objetivos Convertir nimeros enteros almacenados en formato */ i

: /* texto a la representacidén de punto flotante */ ;
. /% Lenguaje de programacién: C */ i

j /® ———— - ————— * K
y #include <stdio.h> y

FILE w#apesc, #aplecy i
int MAX=10, cuentas=9j !
float SUP=10R4; !
struct arint

{
float tL4]1y
P ]

main{)

{

abrearch();
leetexto()y
cierraarch();
¥

abrearch()
{

char s[1213
printf ("Nombre del archivo que desea leer: ")j |

f getsis); i
\ if ( (aplec=fopen( s,"r" ))==NULL ) 5
i ' { |
! printf("No se puede abrir el archivo %s para lectura\n",s)j ;
i exit(1);
k ) :
5 printf("Nombre del archivo de salidas ")j i
i gets(s)y !
1 if ( (apesc=fopen{ s,"w" ))==NULL ) !
¢ |

i

S printf("No se puede abrir el archivo %s para escritura\n",s);
i exit(i)y
Y3

¥

cierraarch()

{
- fclose(apeos) i
L fclose(paleos);
‘ 3

graba(t)

/% Graba en up archivo en disco la lista de nameros en faormato #/
/% de punto flotante #/ s
float %t b

¢ ;

furite( t, sizeof(#t), 1, apeos)y
3

!
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Programa #3 (continuacién)

leatento()
/% lae los datos originales en formato texto #/
{ .
char numcadlC101, cy
int j=0,totgrab=0y
float ry
while ( (c=getc(paleons))!=EQF )
{

if ( (c!=10)&&(c!=id) )

{
numcadCjl=cy
J*+y
b
else
£

numcadl §1=03 /# Carécter nulo indica final de la cadena #/

convfloat (numcad, j~1,&r)}
r=  r/BUPy

printf(" %f \n",r)y
graba(&r)s

totgrab++;

numcadlf0l=0; /% Borra la cadena con e! numero anterior #/

§=0y
¥
)
/% Procesa el ultimo numero %/
if (§o0)
{
numcadl j1=0§ /% Caradcter nulo indica final de la cadena #/
convfloat (numcad, j-1,&%r)jg
r= r/BUP 3
printf(" %f \n",r);
graba (&r)j
totgrab++;
>
printf("Numero de registros grabados %d \n",totgrab)y
¥

convfloat(u,fin,f)

char #xj

int finy

float »f;

{

int pat=1l,m,i,j;

float n=0,y;

for (i=finji>—1g5i--)

{
m=xLi]-"0"%
y=(float) m#¥pot;
n=n+ys /% printf( "%f “yn)y #/
pot=pot#*10;

#f=ny
}
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Programa #4

/% Programa: linco.c .

/% Objetivor Generar una sucesion pseudoaleatoria de numeros

/% por el algoritmo de congruencia lineal

/% Se utiliza la siguiente formula para generar la sucesiéng

/% X(n+1) = ( a X(n) +c ) mod m

/% Nota 1 Las instrucciones printf, gotoxy y drawbox que

/% sirven para desplegar mensajes pueden ser inhibidas
/# Lenguaje de programaciéns C

/*

- #include "func.c"

long int cuenta=20, grupa=100j
static int a=32749 ,x=1,c=3, m=32749}

main(argc,argv)
int argcy

char #argv[41;
{

int j;

long int i3
float rj

if (arge==1)

{ .
printf ("linco Genera y despliega una sucesién pseudoaleatoria
\n")y

printf ("uso: linco cantidad_en_grupos numeros_por_grupo \n*)j

exit()s .

b

if (arged1l) cuenta=(atoi(argvC13));

if (argc>2) grupo=(atoifargvli21));

draw_box(1,1,24,79);

gotoxy(3,28)5 printf ("Calculando numeros pseudoaleatorios")y
gotory(14,253); printf ("Nimeros calculados")y

cuenta++;
for (i=ljidcuentaji++)
{
for (j=1jj{=grupojj++)
rani(&r);
gotory(15,295)
printf("%d  “,i*grupa);’
3

%
s

raniiv)

float #*vj

{

float tj

t=(axu+c) & m;

k= int) t; /% actualiza la semilla entera #/
t=t/32749; /% valor entre O y 1#/

*v=ty

return;

}
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Programa #5

| /% Programa : func.c */

| /% Gbjetivo : Definir rutinas generales para praducir mensajes  #/ :

; /% en pantalla ./ :

| /% gotoxy traslada el cursor hasta la columna X, renglén y #/

1 /% drawbox dibuja un marco en la pantalla */ i
5 3 /% Lenguaje de programaciént C */

! [ e e e e o e * :

! gotoxy (n,y) :
| & int u,y3 §
% { i

char xx[31,yy[3]; !

sprintf (xu, "Ad\O",x)} {

sprintf(yy, "%d\0",y)}

Printf("\O3IC%s§%sH" yxityyy)§
b

draw_box { ax,ay,ci,cy) |
int ax,ay,cx,cy, :
{

reg;ster short int i3 i
iflax==cx) ;
for(i=ayjiccygsi+t+) { :
}gotaxy(ax,i); printf("%c"196) 3 §

13

| else ¢ ‘
§ iflay==cy)

i‘ for(izaxgi<cryi++) (

i gotory(iycy)s printf("%c"179)}

3

i else {

; gotoxy(an,ay); printf("%c",218)3

for(izay+ljideysi++) {
gotoxy(ax,i)y printf("%c",194)} i

L]
gotoxy (ax,cy); printf("%c",191)s
for(i=ap+ljic=cx~-13i++) {
i gntnxy(x,cy), printf("%c".l??);
Y3
H gotoxy(cu,cy)y printf("%4c",217)y v
i for(i=gy~ 1-1zay;1--) { !
gntnxy(cx,i>| printf("%c" ,196)y
il gntnny(c say)y printf("%c",192)
P for(iscx—-1jir=an+igi-=) (
gotoxy(i,ay)y printf("%c",179)
Ty

¥

return(Q);

iz ¥
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Programa #6&

; /% PFrogramas gefl.c _ */ i
! /% Objetivos Generar numeros de punto flotante y grabarlos */ :
; /* en un archivo para realizar pruebas de lectura */ :
: /% Lengua je de programacions:C */ j
14 A B — ®/ i
B #include <stdio.h> =

FILE #apesc, #aplecy i
int MAX=10, cuenta=9; :
long int topez500000;

§n struct arint

A e |
‘ float t[41; . ) i
Y3

main() i
< i
abrearch();
genera (tope);
cierraarch();
3 ;

abrearch()
{

.f char s[1213
: printf ("Nombre del archivo de salida: ")j
gets(s);
if ( (apesc=fopen( s,"w" ))==NULL )
{ !
printf({"No se puede abrir el archivo %s para escritura\n’,s)} :

axiti(l); ;
3 ;

}
cierraarch()
c H

fclose(apeos)
}

genera(lim)
lang int limg

{

float y=03
int x=0j3
do {

y= (float) x/1000000;%
graba (%y);
)A(++; )

Ywhile (%<lim);

3

/% Graba en un archivo en disco la lista de numeros #/
float #t;
{ furitel t, sizeof(#t), 1, apeos)y

¥

¥ graba(t)
i
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Programa #7

/% Programar recup.c */
/% Obhjetivor Leer nimeros de un archivo con upa cantidad */
/% reducida de transferencias desde el disco. ./
/% Lenguaje de programaciéns C */
/% Nota t Las instrucciones printf, gotoxy y drawbox que ./
/% sirven para desplegar mensajes pueden ser inhibidas #/
/% dad 4

#include {stdio.h>
#include "func.c"

FILE #*aplecy

int MAX=14, cuenta=1000;
float listal2000];

main{(argc,argyv)

int argcy
char #argvl[10];
{

char nombref12]1;
if (arge<d3 )
{

printf(" recup Recupera nimeros de punto flotante \n")j
printft(" Uso: recup num_bloques tam_bloque nom_archivo \n ")}
exit();
¥
cuenta=atoi(argvl11); /% fija el numero de operaciones de E/8 #/
MAX=atoi (argvlL21); /% fija el tamafip del buffer #/
if (arge>3 )
strcpy (nombre,argvl3));
else
{
printf ("Nombre del archivo que desea leers ")j
gets(nombre) ;
3y
/%
draw_box (1,1,24,79);
gotony(3,25); printf ("Leyenda %s ",nombre)g
gotony(14,25); printf("Nameros leidos:")g
*/
abrearch (nombre) ;
recupera();
cierraarch();
abrearch(s)
char sf121;

.’

if ( (aplec=fopen( s,"r" ))=$NULL )

printf("No se puede abrir el archivo %s para lactura\n",s)j
exit(l)y
Yo

L |

.
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|
1

/%  gotoxy(15,25)3 printf(" %d ",n); #/ .
if (i>=cuenta) breaks ;
} while ( !feoflaplec) )j :
) i

Programa #7 (contipuacién)

cierraarch()
{

fclose(paleos)y
3}

recupera()
/% Lee de un archivo en disco una lista de nimeros
{

*/
int i=0,§=0, n=0j

‘do

{

for (§=03j<MAX;j++) listaljl=0§ /% inicializa lista #/
fread( (char *)lista, sizeaof(*lista) ,MAX, paleos)}
i4+3

/% n=iwMAXy */
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Programa #8

/% Programat cuenta.c */
/% Descripcisns Contar frecuencias de nimeras en un archivo #/
/% individualmente, por parejas y por ternas ®/
/% Languaje de programaciént C */
/# *
#include <stdio.h>

#include “func.c"

/# variables globales #/
FILE #%aplecy

int MAX=16, cuenta=1000, dimension=1y
char 1istal20001y

static int frecl10l, frec2(101l10], frec3C10101031010);
static char posicion=03

static unsigned char vector{3],primero,sequndoy
mainlargc,argy)

int argcy

char #argvl101;

{

char nombrel121;

if (arge<3 )
{
printf(* cuenta: recupera bytes de un archiva desplegando \n")j
printf(" las frecuencias de las valaores \n")j
printf ("

Uso: cuenta num_blogues tam_bloque nam_archivo
dimensionsn ")
exit();

3.
cuenta=atoilargvl1l); /% fija el numero de operaciones de E/S #/
MAX=atoi (argvli21); /% fija el tamaRo del buffer #/
if (arge>3 )
strepy (nombre,argvi31) g
else
{

printf("Nombre del archivo que desea leert ")j gets(nombra)y
3 .

if (argcr4)
dimensian=atoi(argvl41);

draw_box (1,1,24,79);

gotaxy(3,25); printf ("Leyendo %s “,nombre)g
gotoxy (14,25)5 printf('Numeros leidosi")j
inicializa ()3

abrearch(nombre);

recuperal)

cierraarch()g

completa ()

tabla()y

estadistica()j
}
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Programa #8 (continuacién)

abrearch(s)

char sl12)y

{

it ( (aplec=fopen( s,"r" ))==NULL )
{
printf("No se puede abrir el archivo %s para lectura\n',s)y
exit(i)g : :
b

else {
printf("Listo para procesar archivo %s \n", &)}
H

>

cierraarch()

{
fclose(aplec)
}

recupera() .
/% Lee de un archivo en disco una lista de nimeros #/
{

int i=0,j=0, n=0;
do
{
- for (§=03 j<MAX;j++) listaljl=0; /# inicializa lista #/
fread( (char %*)lista, sizeof(#lista),MAX, aplec)y
" if (!feof(aplec)) procesa (lista)y
i++y
if (i*=cuenta) breaky
} while ( !feof(aplec) )
}

procesa(t)
/% Procesa los nimeros recuperados en una s0la operacién a disco #/
char *t;
{
int i, mu3
unsigned char a,b,cy
unsigned char ryuj
mi=MAX+13
switch (dimension) {
case 1:
for (i=1ji<myji++)
{
r= %t
if (r<0) printf(" %d ",r)y
w=r %4 10;
printf(" %4d ",x)}
freclxl=freclxl+ly
t++s /% posiciona apuntador al sigquiente numero #/

break}




Programa #8 (continuacién)

case 2 ¢ ;
for (isfiyi<mxyi++) Ve

: {

1! re #ty

i if (posicion ==99) /# existen previos valores del vector #/

kR {

1 vectorlOl=vectarlily

vectorlil=rg

) .

, it (posicion < 2 ) Ve
4 { ’ :

vectorlposicionl=r j§
it (posicion==0) L

primero=vectorfiposicionl; /% guarda el ler. valor #/ P ’

posicion++y

it (posicion==2) {posicion=99;}

else { t++; continueyly v
)} ;
) a=vectorlO0l % 10 ; .

: b=vectorl1l % 104

R printf(" %d , %d \n", a,b );

frec2lallbl=frec2(allbl+1;

t++; /% posiciona apuntador al siguiente nimero #/

v 3
i break;
i case I :
i for (i=sljid<mxji++) R
¢
]i? = #t;
i . if (posiciaon ==99) /% existen previos valores del vector #/
& { i
i vectorL0l=yectorl11; ;
i vectorf1ll=vector(2]1; i
vectorl2l=r;
3
if (posicion < 3 )
5 { P
' vectoriposicionl=rj i
/¥ guarda los 2 elementos iniciales de la sucesién #/ i
if (posicion==0) primero=vectorlposicionly {
if (posicion==1) segundo=vectorlposicionlj
posiciontts
if (posicion==3) {posicion=%9;J
i else { t++; continueyly
}
X asvector[0l % 10 jb=vectorl1] % 10 jc=vectorl2] %10
printf(" %d %d %d \n",a,b,c)}
‘ frecilallbllcl=frecIlallbllcl+ly
. ta+g /% posiciona apuntador al siguiente nimero #/ 5
T H j
; breaks :
i > /% termina switch #/

s
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Programa #8 (continuacien)

campleta () .
/% completa el namero de vectores igual al nimero de datos */
/% individuales usando los primeros elementos de la sucesién #/
{
] unsigned char a,b,cy
» switch (dimension)
; {
case 23 .
vectorlOl=vectorf1l} L
! vectorlilsprimeroy e
i asvectorfOl % 10 § b=vectorlil % 10y P
) frec2lalibl=frec2Callbl+ly o
breaky R
1
H

case 3t

vectorlOl=vectorlily

vectorlil=vectorf2l;

vectorlf2)=primeroy
i a=vectorl[0] % 10 gb=vectorlil % 10 jc=vectorl2] %10
i frec3lallbllcl=frecIlallbllcl+iy
‘ vectorlOl=vectarl11l;
§ vectarlil=vectorl2l; )
{ vectarl{2l=segundo; P
i a=vectorf0l % 10 jb=vectorf1] % 10 jc=vectarl2] %10 j N
i frec3faltbllcl=frec3lalibllcl+1y
‘breaky

£ >
i }

. “tabla()
I <
i1 int i,J4k, suma=0;
It printf(" Frecuencias de clases médulo 10 \n*")y
switch (dimension) {
case 1 :
suma=03
for (i=03i<105i++) :
. { :
s printf(" %d : %d \n", i , freclil )}
suma=suma+freclils
b
printf(" Total de numeros leidos %d \n",suma)
break;
case 3
suma=03
for (i=05i<105i++)
{
printf(" %d \n",i)}y
for (§=03j<104j++)
{

printf(" %d ", frec2lilCjl)y
suma=suma+frec2lill j1}

. 3

;2 printf("\n")} .

i } * i



b

Programa #8 (continuacién)

printf(" Total de numeros letdos %d \n",suma)}
breaky '
case 3 1

suma=0y
for (i=03i<103i++)

{

for (j=0§3<103j++)

{

printf(" %d %d \n".i,J)}
far (k=0gk<10g3k++)
<
printf(" %d ", frecIlilCjllkl)y
sumassuma+frec3ICilCjllk]y
3
printf("\n")y
}

} .
printf(" Total de numeros leidos %d \n",suma)j
break;

> /% termina switch #/

estadistical()

<

int i,J,k, obs, numobs;
float tmp, suma,estad,frecesp;

printf(" Calculo de estadistica ji-cuadrada \n")y

switch (dimension) {

case 1 :
suma=03;
numobs=MAX*cuenta;
frecesp= (float) numobs/10;
printf("frecuencia esperada %f \n",frecasp)y
for (i=03i<105i++)
{
tmp=frecCily
suma=suma+ (tmp*tmp)/frecesp;
>
estad=suma ~- numobs;
printf("valor de la estadistica %f \n",estad)}y
break;
case 2 @
suma=03
numobs=MAX*cuenta}
frecesp= (float) numobs/100%
printf("frecuencia esperada %t \n".frecelp)l
for (i=05i{105i++)

{
for (j=03j<105j++)
{
tmp= frec2lilljly
suma=suma+ (tmp#*tmp)/frecesp;
b
¥
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Programa #8 (continuacién)

estad= suma - numobs; :
printf("valor de la estadistica “%f \n",estad)j
breaky

case I 3

\ suma=0}

numobs=MAX*cuentay

frecesp= (float) numobs/310004

printf("frecuencia esperada %f \n",frecesp)}

; for (i=0§i<105i++)

e {

i for (j=03i<10gj++)

: {

for (k=0§k<10yk++)
{
top= frecICilljICkl;
suma=suma+ (tmp*tmp)/frecespy
>

¥

; >

; estad= suma - numobsj
printf("valor de la estadistica %f \n",estad);
break;

} /% termina switch %/

b3
J

inicializa()
{
int i,d,k;s
for (1=05i<103++1)

{

freclil=0;

for (i=03Ji<105++))
£

frec2lill j1=0;
for (k=03;k<103++k) frec3LilLjllkl=0}y
¥

(]
-

L 140

i
i
HE
i

!
i
i
2

i

i




e

Pragrama #9

/% Programa: cuentpar.c */
/% Objetivar Contar frecuencias de pares de nimeros de dos */
/% archivos y calcular estadistica de la prueba */
/* de independencia */
" /# Lenguaje de programaciént C i;
/#* - %

#include <stdio.h>
#include "func.c”

- /% variables globales %/

FILE %aplecl, *aplec2j
int MAX=16, cuenta=1000;
char listalif1000], 1ista2010001;
static int frecXf20l, frecYf201, frecZ[2010201, frecZaspl201C20]}
/% valores mayores que 20 seran ignorados en el conteg %/
static char posicion=0j
static unsigned char vectorf3l,primero,segundo}
int 1im1=0,1im2=0;
main(argc,yargv)
int argcy
char ®argvi101;
{
char nombrei[121,nombre2C123;
if (argc<3 )
{
printf(" cuentpar: recupera bytes de dos archivaes \n")j
printf(" desplegando las frecuencias de los valores \n")j§
printf(" Uso: cuentpar num_bloques tam_bloque nom_arch_1}
nom_arch_2\n "};

exit()s

¥
cuenta=atoi (argvl1l); /% fija el nimero de operaciones de E/S #/
MAX=atoi (argvl21); /% fija el tamafo del buffer #/

if (arge>3 )
strepy (nombrel argvl031);
else
{
printf("Nombre del primer archivo ¢ ")j gets(nombrel);
3]
if (argc>4 )
strepy (nombre2,argvi4l)
else
¢
printf("Nombre del segundo archivo & ")} gets(nombre2);
}-
/% '
draw_box (1,1,24,79)3
gatoxy(3,25)5 printf ("Leyendo %s ",nombre)y
gotoxy(14,25) 4 printf("Nimeros leidos:");j
*/
inicializa ()j
abrearch (nombret,nombre2);
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Programa #9 (continuacieén)

recupera()j

cierraarch();

liml++y

lim2++y

printf("4d %d \n",liml1,1im2)}
tablal)y

estadistica()g

}

abrearch (61 ,62)

char 81012]1,820121}

{

if ((apleci=fopen( sl,"pr" ))=sNULL )
<

printf("No se puede abrir el archivo %s para lectura\n',si)y
exit(l)s
} ' L]
else {
printf(“tzseo para procesar archiva %s \n", s1)j}

if ( (aplec2 fopen( s2,"r" ))==NULL )
{
printf("No se puede abrir el archivo %s para lectura\n",s2)
exit(l);
3
else {
printf("Listo para procesar archivo %s \n", 82)}§
>

3

cierraarch()

{
fclose(apleci);
fclose(aplec2);
}

recupera ()
/% Lee de un archivo en disco una lista de niumeros #/
{
int i=0,j=0, n=03
do
{
for (j=03i<MAX;j++)
{ listal[j1=0; lista2Cjl1=0y )
fread( (char #)listal, sizeof(#listal),MAX, aplecl)y
fread( (char #)lista2, sizeof(#lista2),MAX, aplec2);
if ( ( !feof(aplecl) ) && ( !'feof(aplec2) ) ) procesa
(listal,lista2)s )
1443
if (i>=cuenta) breakj
} while ( ( !feof(aplecl) ) && ( !feof(aplec2) ) )y
M
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Programa #% (continuacién)

procesa (t1,t2)
/% Procesa 1o numereos leidos en una sola operacion a disco #/
char #ti, #t2j
{
int i, mxy
unsigned char ry8,X,¥}
my2MAX+] §
for (i=13idmxji++)
{
r= #tig
6= #t2y
1f ((r<0) 11(s<0)) printf(" %d “d",r,8)}
i=r % 203 y=& % 203
if (x>liml) limi=uyg
if (y>lim2) lim2=yg§ :
frecZlxllyl=frecZlxllyl+iy
frecXCxl=frecXCxl+i;

frecYlyl=frecYlyl+1} P
tl++g /% posiciona apuntador al siguiente nimero #/ Lo
t2++;
}
tabla()

{
int i1,j,k, suma=0;
float frecespj
printf(" Frecuencias de la ler. variable o archivo \n'")y
for (i=03i<limlgi++)
{
printf(" %d : %d \n",; i , frecXC[il )i
suma=suma+frecXlil;
¥
printf(" Total de numeros leidos ler. archivo %d \n",suma)j
printf(" Frecuencias de la 2a, variable o archivo \n")j
suma=03
for (i=03i<1im2;i++)
{
printf(" %d ¢ % \n", i , frecY[il )y
suma=suma+frecY[il;

priptf(" Total de numeros leidbs 20, archiva %d \n",suma)}

stuma=03
for (i=03i<1imli++)
{
printf(" %d \n",1i);
for (j=03j<lim2; j++)
{

printf(" 4d ", frecZCilCid)y
suma=suma+frec2lilljl
}
printf("\n")y
¥
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Programa #9 (continuacién)

printf(" Total de pares de numeros lefdos %d \n",suma)j
printf(" Frecuencias esperadas \n") g
for (i=03i<limlgi++)

{

printf(" %d \n",i)y
for (Jj=03j<lim23j++)
{
frecZesplilljl=frecXlil#frecYLjl/suma}
/% redondea el valaor de la frecuencia #/
fracesp= (float) frecXCil#frecY[jl/sumaj
fracesp= frecesp - (float) frecZesplil[jly
if (frecesp > 0.95) frecZesplilljl=frecZesplilljl+1y
printf(" %d ",frecZesplilljl)}
} .

printf("\n");
>
}

estadistica()
{
int i,j,k, abs, numobs;
float tmp, suma,estad,frecespj
printf(" CAlculo de estadistica ji-cuadrada \n")g
sumasQ;
estad=0;
far (i=0;i<limiji++)
£
printf(" 4d \n",i)j
for (§j=0;i<1im25j++)
{

tmp=(float) frecZlilljl*frecZLillj)/frecZesplilljl;
estad=estad+top;
suma=suma+frecZlilLjl;
printf (" %f %f \n", tmp, estad )}
1,
5
printf("\n");
1
estad=estad-sumaj
printf (" valor de la estadistica de prueba %f \n",estad)y
}

inicializa ()
{
int 1,43
for (i=0;1<203++1)

{
frecX[il=0; frecY[il=0;
for (j=0; j<205++j)

{

frecZlilljl=0y

frecZesplill j1=0y
35
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