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PROLOGO

Exiaeten varios motivos y circunstancias por las cuales elegi el
tema de *"Juegos Estocieticos®" para desarrollarlo como trabajo de tesis
profesional. Primeramente fue @l interés que la materia que lleva el
nombre de Teoria de Juegos deaspertd en mi, y que en un principio crel;
ingenuamente que dicha teoria representaba una gran sclucisn a
diferentes tipos de problemas gociales, politicos y en general
problemas de competencia. Sin embargo, ls gran limitacidn que yo vi en
la Teoria de Juegos era el hecho de que siempre ge deben de tener 165
beneficioe de los jugadores en la matriz de pagos, eeto nos presenta
un gran obtAculo pues no giempre ase puede lograr esto. Mi primera idea
fue trabajar sobre este defecto, pensando que el problema s=e podria
regolver utilizando técnicas de prondsticas, pero, de haber trabajado
por este lado hubiera necesitado una gran cantidad de {nformacidn
npmérica, con la que no contaba ni cuento hasta ahora, por lo que ai
.yo queria ampliar mis conocimientos en esta Area tenia que mirar hacia
otro lado. La falta de difugisdn de los avances en esta rama de 1a‘
matematica fue tal vez mi principal problema, ya que {fuera de la
Teoria Clasmica de Juegos (y por es;o entiendo los frabajos de ;on‘
,Nevmap), hay muy poca 1ntormac1§n,‘l§ mn}orla dé d4gta se encuentra en
reviatgs cientificas (dificileaiﬁg éAnéeéﬁlr) o en  recopilaciones 'de 

" articulos 'y son realménté r;rqgvﬁﬁé?#isgﬁslﬁué'_lhorden el teﬁa' cphl

. clerta profundidad.’ Dentro de’ e nformacién el tema mas frecuente ¥

del que podria §a¢ar'may on ibs_Jﬁééoa,‘Eétqéisﬁiéoa




descuento, ye que ni los juegos securaivos, juegos sin demcuents o de
suma diferente de cero son _tr.ta os con frecuencia en' la literatura, Yy
por el momento no ge conocen métodos confiables para encontrar &u
esolucidén, o un campo de ap.licac.ljnea camo el que podrian vtcn-rv los

Juegos Estocasticos con de:cuent:w.

Les limitaciones en cuanto a la cantidaed de informacidn
representaron un fuerte problema, el poco material que exiate, no edlo 4
de Juegos Estociaticos, sino, de temas relacionados con la Teoria de
Juegos, ests en otro idioma (francés e inglés por lo general), y no .se
encuentran con facilidad. Incluao/en las bibliografias que incluyen
los librom o articulcs, hacen eferencia a teglis de grado 8délo
disponiblea en Universidadea extrinjeras. Sobre los otros temas que
toca brevemente el trabajo, como ¢s la informAtica y la programacisn
dinAmica, la situacién es muy diferente ya que actualmente existe
mucha bibliografia en temas reldcionadoa con' la computacidn; con
regpecto a la programacién dinamica, aunque la saituacién. - no es .la}

misma, 81 es mAas fAcil encontrar naterial.

Por lo eacrito arribae, puedo itrazarme, unv

forma a la difueidén de este tipo del‘

conocldoa, y valorados.

Otros objetivos, pero esta ve d

ejemplo maa que contribuya a ex"

lo

programaciédn dinAmica; que como ve 'emua_ at del . t'r;bajnﬁ

ideal para resolver eate tipo de Jjuegoa, --ya'. que.. su - Vnetodoiogla" ‘me
ajusta perfectamente para reaolver ‘loa' Juegos < Estocsetices y. como o



sabemos la mejor forma de lograr un dominio de easte método es la
difueién y andlisis de ejemploa. Segundo, proponer que el tema de
Juegoe Estocssticos @e incluya al temario de la materia de Teorlia de
Juegos, de la carrera de Matemsticaes Aplicadas y Computacidn. Ya que
egte tipo de juegos permite una ampliecién de los aslcances de 1la
Teoris de Juegos, al incluir el concepto de "estado" o ‘"periodo" al
juego, porque shore no hablamos de un solo juego en un Fiempo dedo,
sino de un juego que egtd compuesto de otros Jjuegos que se
repiten a travée del tiempo. Esto permitiri encontrar mis aplicaciones

a la teoria.

El tema de Juegos Eagtocisticos con descuento lo desarrollé con el
afan de conocer mis acerca de este tema y por la eescasa difusidén del
tema o tédpicos alrededor de la Teoria de Jueéos. que es una teoria que
no ha dejado de evolucionar nunca. De cuslquier forma, el desarrollo
dg eate trabajo con el que de slguna forma he de dar por <terminados
mie estudios de licenciatura me ha dejado muy eatisfecho. Estas
tltimas palabras me hablan de un dGltimo objetivo, esta vez de tipe
personal, que es el de titularme en la cearrera dg Matewmiticas

Aplicadas y Computacidn.

Quiero agradecer al Licenciado Hector Argllellea Tejeda Bu ayuda y
sus slempre atinados consejos, durante. le elaboracién de este trabajo;
al Licenciado Carlos San Juan Rivera, por su ayuda en la elnbor.ciﬁn
del subcapitulo 3.4, as8f como a mi hoqorable Juéado,. por sus

comentarios al trabajo final. Sin los cualea este trah'

o - no. hubiefu

podido concretarse.
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INTRODUCCION

El trabajo que tiene ahora en las manos, trata el tema no muy
conocido de la Teoria de Juegos Estocisticos, en particular, jusgoa de
doa pergonas, de auma cero y con un factor de descuento. Asi como de
su solucidn utilizendo la programacidén dinamica para obtener%a, viene
con esto implicito el uso de 1la computadora coma uns herramienta

necesaris para encontrar su solucién

El trabajo esta dividido de la siguiente manera: primeramente, el
Marco Teérico nos ubicard en el ambiente en que s8e desarrolla esta
teoria, asi como las diferentes remas de la matemAtica que convergen
en ella. También hablaremoe de la utilidad que prests el actual
désarrollo tecnolédgico en materia de computoe para este tipo de
problemas. En el Cspitulo I definiremos que es un Juego Eastocistico
preraoAal de suma cero y veremos sus principales teoremas, -como los
presentéd L. S. Shapley en 1953; bomquejaremos el modo de resolver un
Juegos Estocamstico y veremos cusles fueron las condiciones que
frenaron el desarrollo, de esta nueva teoria, y por que 8 necesario,
utilizaer programacidén dinamice s8i se desea trabajar con estos juegos.
¥a en el Capitulo II definiremos un Juego Estocistico bipersonal con
deacuento y revisaremos un teorema importante, como lo presentd L. C.
Thomas en 1984, que viene siendo un regumen de . los trea. brlmer;q
teoremas vistos en el capitulo I, pero éste ya contempla el !acto; d;

deacuento. Hablaremos un poco sobre el deaarrollo de algdritmba 2

propuestog a lo largo del tiempo péra resolver eate tipo de Juégoa"{_ A“:



: finalmente veremos las sfinidades entre la programacitn dinAmica y los
Juegos Estocseticos que nos serin muy Gtiles en el siguiente capftulo.
Es en el Capitulo III donde por fin resolvemos un Juego Esetocastico
bipersonal de euma cero con descuento, elaborando para egto un
programa dinamico que posteriormente fue codificado en un lenguaje de
computo, pera obtener su solucién, y comentauremos esta solucidn;
cuando se vea el problema se entenderi por que fue necesario hecer
todo esto, por Gltimo bosquejaremos un problema detallando los
elementos de porque podrie pensarse como un Juego Estocastico con
descuento. Las Conclusioneas, a pesar de gu brevedad hablan de lo que
se puede egperar de esta hueva teoria en un futuro cercano, asi como

de sum limitaciones.

Hasta aqui el trabajo en lo que a Juegos Estocssticos se refiere;
sin embargo, incluimos al final, tres apéndices paras reforzar un poco
el contenido de la tesis. El primer apéndice es acerca de la Teoria de
Jueges "Clisicse”, la llamo clAsica pare poder diferenciarla de 1la
Teoria de Juegos EstocAsticos, pero no se le encuentra con eate nombre
en ning@n otro lugar, este apéndice no pretende mis que profundizar un
poco en algunos conceptos y definiciones de la Teoria Clasica de los
Juegos, que se tocaron durante el deagarrollo de los capftulos. Leer el
apéndice A, no ayudari a la peraona que no este familiarizeda con la
Teoria de Juegos, a comprender el tema de easte trabajo, su fin, es el
de recordar algunas definicionea bAsicaes, El apéndice B, trata el tema
de la ﬁrogrunacién dinamica, explicando el trato que ae les debe dar a
loe problemas que @e quieran resolver, por medio de este método. EL
apéndice C, muestra el listado y 1la corrida del programa. que se

elabord pare encontrar la eolucién del Juego viato en el tercer



capitulo; hay que aclarar que este programa edlo esa Gtil para ese
problema en especifico y no puede correrse con otro juego
Antes de pasar a la lectura del trabajo, es necesario decir algo
acerca de 1§ bibliografia. Loe Juegoa Estoéasticns no son un tema
- que @@ trate en todos los libros que hablen de jJjuegos, aunque la
mayoria de los libros que tuve oportunidad de revisar, fueron egcritos
y publicados pocos o muchos afios después de 1953, afflo en que me dieron
a conocer log primeros trabajos acerca de Juegos Estocaaticos; esatoms
librog no son.de fAcil acceso y son muy poco conocidos, a peaar de que
son excelentes trabajos; libros fundamentales para el desarrollo de
eata tenis fueron: "Game and decisions, intraoduction and critical
aurvey®, de Duncan Luce y Hovard Raeiffa; "Stochamtic games and related
topica®™, de varioca autores, este libro es una recopilacién de
articulos que hablan de Juegos EstocAsticos y temas afines, como el de
algoritmos o juegoa estociaticos n-perscnales; y par.supuesto *Games,
theory and applications®, de L. C. Thomas; algunoa de eetos libros vy
otros gon mencionados en la Lista de notas de pie de pagina. Otro tipe
de libros ﬁue aparecen en la bibliografia, son loas de investigacidén de
‘operaciones y progamacidn dinamica, que también fueron muy Gtiles al
momento de elaborar el trabajo, todos los libros de investigacian de
operacionese que consulté, tienen un capitulo para la Teoria de Juegos
y otro para la programacidén dinamica. Por dltimo, los libros que hacen
referencia a otros temas, como @on: métodos numéricos, informitica vy
programacién, no fueron tan ocupados, perc aportaron su grano de arena
al trabajo final, estcs también forman parte de la bibiiogrnfia. El
material de la henmerografia fue muy utiles al mdmegto'de,escribir el

Marco Tet¢rico y ems de muy fAcil acceso.



Sin nae ‘que decir, podemoes pasar a la exposicién del: tr-béjo.




HARCO TEORICO *

La teoria de Juegos Estocasticos se puede considerar como uno de
loas pasos mAs importantes en eata rama, desde gque voen| Nevman realizé
sus trabajos, que ahoras ya podemos conasiderar como la| Teoria Clasica
de loa Juegos. Esta nueva teort{a fue introducida en 953 por L. s
Shapley en un articulo tituledo simplemente "Juegos Egtocadaticos®. Se:
puede decir que se trataba de un pasgo obvio para el desarrollo de la
Teoria de Juegos, ya que anteriormente el juege me desarrollaba }tqdof‘
en una etapa, ea8 decir, el juego se realizaba en un | momento en el
tiempo y enmeguida se aolucionaba, dindole a cada jugador su premio o
pago correaspondiente. Ahora, esta nueva idea noa permite desﬁrrollar
juegaos por etapas, es decir, el juego estard compuesto|por diferentes
Juegos que es necesario resolver a traveéas del tiempo, gin que existan
posibilidades de pasar a otro jJuego sin antes haber reduelto el juego
donde 8e encuentran leos Jugadoreaven ese momento; d&ata idea resulta
fundamental para los Juegos EstocAsticos as{ como para gpste trabajo, y

noe ocuparemos en detalle de ella mas adelante.

En un Juego EgtociAstico existirin probabilidades |de tr-ﬁeicién
para poder pasar de etapa a etapa o de juego en Jjuego. Lo sntebio?r
sugilere que previoa conocimientos de "cadenas de Hatkbv Beran ﬁtllé; )

oo

para entender cabalmente eatos juegoas, ya que la forma

verifican les palabras de F. S. Hillier y G. J. Lieber di*

"Introduccidn a la inveastigacidn de operaciones™:




“En los problemas de toma de decisiones, con frecuencia surge la
necestdad de tomar decisiones dbasadas en fendmenos que tlenen
incertidumbre asoctada a ellos... En lugar de manejar esta
vartabtlidad como cuanlitativa, puede tncorporﬁrse al modelo
matemAtico y mane farse en forma cuantitativa™.

Sin embargo, no es indispensable tener conacimientos de cadenas
de Markov para solucionar este tipo de Jjuegos. En cambio la
*Programacién Dinsmica® al nos sers indiapensable en el momento de
obtener la solucién, es necearic manejar o tener idea de la
Programaciodn DinAmica, y digo tener idea, debido @ que no existe wun
método establecido para resolver problemas como serf{a en programacién
lineal, citendo a ios autores anteriormente mencionados, noas -daremos

una idea de lo que quiero decir:

“En contraste con la programacién lineal, no cuenta con una
formulacton matemitica estandar para ‘el’ problema de
programacién dinAmica, sino Que se trata de un enfogue de tipo
general para la soluctédén de problemas v las ecuactongs
especificas Que se. usan se deben desarrollar para gque representen
cada sttuacidén individual. Entonces, se necestita un cilerto grado
de creatividad y buen conocimiento de la estructura general de
los problemas de programacién dinsmica para reconocer cuando. un
problema se puede resolver por medio de estos procedintentos y
cémo estos se pueden lLlevar a cabo',

y es precimsamente el Juego EstociAatico un problema que se'preata”'phiu'

resclverse wediante esta técnica ,como tendremos oportunidad de ve

Otra técnica idispensable es la programacidén, vdebidu‘*é




Juegos Estocssticos pero si con el mismo enfoque que debemos de tener:

*,.. dede subrayarse gue en la practica la resoluciédn analitica
completa de un programa dinAnmico aleatorio es practicanente
imposidble cuando se tiene un cierto grado de complejidad, cast
siompre presente en loe casos en gue e dewea representar la
realtidad en forma suficientemente fiel. En general, el estudio
analitico sblo permite demostrar ciertas propiedades de las
soluct;nns. El método hadblitual consiste en este caso en duscar la

solucién nundrica mediante una computadora electrénica®.

Representacidn imaginaria de un Juego Estocdatico

Como vemos hasta ashorita, loe Juegos Estocasticos en su
estructura y en su ascluci®n son una mwezcla de varias rawas de la

watemdtica, como son: las cadenas de Markov y la Teoria Clasica de



Juegos, ssi como la Programacidn Dins&mica, auxiliada por las
computsdoras electrénicas. No ea necesario decir que el conocimiento
de la Teori{a Clasica de lJloe Juegos es indespensable para poder
entender y resolver los Juegos EstocAsticos, ain e¢ata no podriamos
concebir la generalizacién que @¢ hace de punto silla s todo el juego,
esto significea que este punto silla satisface todo el Juego y a cada
uno de los subjuegos de gue ents compuesto; asl como la extensidn de

estrategia, aqul llamada estrategia estacionaria.

Por otro lado, durante la elaboracién de eate trabajo se publicd
@1 libro "Introduccisn & la matemitica de los Juegos™ de Francisco
S4nchez, cuya primera edicién es de 1993, su actualidad, @in embargo,
no nos presenta ningdn meterial con reapecto [y los Juegos
Estocisticos, no asi con otrom trabajoa de Shapley sobre juegos, como
lnanulgos n-pergonales coperativas y no coperativos. Por lo que
podemos creer que a medida que se den a conocer este tipo de avances

®@e podr& tener una mayor aplicacién de la Teorta de Juegos.

Se hablaba arriba de la utilidad de las computadoras .plra
reaolver este tipo de juegoe, debido al tamafio que llegan a tener
égtos; es admigible que el lector &se pregunte qué tan valido es
hacer mencidn de le ayuda de las computadoras para regolver estos
problemae, @i ys casi nada se hace ain contar con una computadora, ein
embargo, en favor de este argumento que esgrimo, puedo decir que esta
teorias no habia logrado un desarrolloc potencial anteriormente, debido
al poco greado de refinamiento en el que ae encontraban las
computadoras cuando surgié esta teori{a, y aun ahora 1la golucién de
eatoa Jjuegos se ve detenida o frenada por la capacidad de

almacenamiento y procesamiento de las maAquina. No dudemos que en



breve, en vists de lom constantes avances que presenta esta rama de la

"tecnologia el problema desaparezca por completo.

Actualwente ¢l problema de almacenamiento de datom (lo que no

implics pr iento) ee pued decir que ha llegado & un grado
sstisfactorio, continuamente se puede enterar uno de los nuevos
adelantos en esta rams, tal es el caso de los Sustratos de Cersamica o
el Compact Diec como lo dio a conocer la revieta PC HNagazine en su

nimero de octubre de 1993:

“ElL problema actual ya no es la (nformactiédn Que tenemos para
‘at » stno pr la que verdaderamente nos es Gtil, Cada
dia los fabricantes de medios de al tento
alternativas en (nuestigacién vy desarrollo, nuevos métodos para
la conservactén de informacidn y sistemas con mayor capacidad,
me for vida datil y prectio®.

Hoy en dia heblar de Gigabytes es ya algo normal. Los CD@ parecen
ser en estos wmomentos, el wmétodo »nt- adecusdo para sistematizar
informacidn, la masificacidn de estos productos tardari en México unos
tres affos aproximadamente, segdn informacidén de 1ia misma revista.
Estos nuevos adelantos gseguremente influirin en el desarrollo y

splicaciones de los Juegos EstocAaticos.

En su némero de julio de 1994, ls misma revists nos ilustra sobre
los Gltimos avances en 1o que en ese mowento ers @l wmejor procesador,

el "Pentium® ya que como ellos wmismo lo dicen:

“Para cuando Llea esto seguramente veremos procesadores mhs
raptdos y potentes, comenzando con versiones de 90 MHz y 100 MHz
Que ejecutaran hasta 50 porciento mis rapldamente Que el Pentium
de 68 Mis".



Aparte de las ventajas de eatos procesadores se nos informa de.lo ',

rentables que gerin estos equipos en un futuro cercano:

“Gractas al aumento de produceidn de los Chips de Pentium ya .l
competencia de procesadores potentes tipo RISC como el Al.pr{a’ de
Digtital EqQuipment Corporation y PowerPC creqdos por Apple.IBH Ly
Motorola el precio de la pontencia de Penttium, chora "esl‘cjz“"'al_

alcanre de todos*.

Mis adelante el mismo articulo nos 1n1“orma de 'lo que eatoe

adelantos permitiran hacer:

“El Chip Pentiun ejecuta cinco o sels veces mis rapidanente gue
un 488DX2/66 en tareas de nimeros reales, como los modelos
matemidticos complejog comunes en los programasz de CAD y de
simulactones financieras., Aunque el potencial de ndmeros reales
de Pentium no estas al nivel de las estactones de trabajo basadas
en RISC, las mejforas sobre el rendimtento del J488DX2/66 es

tmprestonante®.

Eato nos da idea de cm‘no la tecnologia actual nos ayudsr-ﬁ en la
aolucitn  de nuestros Juegoe EstocAsticos, Perc para proceder a
Lp;;ertnrloa en usos practicos es necesaric la difusidén de trabajoa
relacionados con esta teoria ya que practicemente es desconocida, pero
‘. lo que es aun mie importante es difundir las aplicacicnes que se han
| ‘hscho en eata materia. Para qué esto, para poder ténex"‘un contexto ‘de
‘como aplicar y reasclver este tipo de juegos. Ti-abajga asl han aido

publicadoa muy pocos.
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CAPITULOD. T

JUEGOS ESTOCASTICOS

En este. primer capfitulo introduciremos la definicidén de Juega
EstocAstico, aml como sus principales teoremas, bosquejaremos el modo
de molucidn manual de un juego y veremos las condiciones que <frenaron

el dagarrollo potencial de esta teorta.

1.1 Definicién de Juego Estocastico

Como lo menciona T. E. S. Raghavan en sus eacritos‘, fue L. s,‘

Shapley quien formuld en 1953 este tipo de juegos, aiendo: el -
en establecer la exiatencia del valor del juego, de una e'atira't:e'gia
¢ptima y de un punto silla para el Juego Eatocastico®, ‘La ' de ind

que manejaremor en este trabajo eas la aiguiente:

Definicidén. Un juego estocAstico bipersonal de suma cero, - lf‘,-
conjunto de N Jjuegos r‘, F‘, , FN, - en lo aucc-i_vn‘ llamados
eaub juegoa. La forma normal de un subjuego l‘k ea una mn‘t..r:l.z . aé

resultadoa nxm cuyas entradas son de la forma:

ok s ok U
e” ~a‘.|' :-n ?(jr

t Raghavan, T. E. R., T. & Fergudon, et -‘al.." “Stochastic games  and
related topica”, phg. s. Lot ' .
2 ahaploy, L. 8. da: Raghavan, T. K. 8., ot al.  "Stochastic games and

related topica”, pdge. 201-200
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k ! :
donde EU es el resultado final si el Jjugador I Juega su i-%sima

alternativa y el jJjugador II juega s8u J-éeima alternativa. Esto
conaiate en un premio numégrico a':j y una probabilidad P:; de jugar rl
kL

Kl L N
estando en l‘., para l = 1, 2, ..., N, donde Pi:’ rzoey r‘_. l-".lj <t
Cada vez que @e juega uno de los subjuegos constituye un eatado del
juego I'. Si n':. P:: l“ < 1} entonces hay una probasbilidad positive = =

1 -p¥ Pn de que el juego termine en este estado.
=t 4§

Ests definicién puede aceptar dos postulados:

k
Postulado 1. =
oat do 1. Sea @ mi.nk'i.j .U

termina con probabilidad 1 después de un ndmero finito de esatados,

ya que = es positiva, el Juego

..porque para cualquier ndmero t, la probabilidad de que no se detenga

despuss de t estados no es mayor que (1-5)",

Postulada 2. Sea M = "lixnjlcltjl de lo que se deduce que la gmnancia
esperada total esta limitada por: )

Mo+ (Ll-a)M + (Lo & --+ = W/m.

Es despué#s del articulo de Shapley que se puede diferenciar
claramente entre lo que ahora llamaremos la Teoria Clasica de los
Juegos y .l.a_ Teoria EmtociAstica de los Juegos porque sus trabajos
fueron un parteaguas, puea desde los trabajos de wvon Newman® donde
watablecio los fundamentos de la Teoria de Juegos introduciendo el
teorema minmax probando que ee cierta para condiciones generaleas y

cresndo a continuacidén una rica teoria de Juegos para mas de dos

3  Recientemente 8¢ bha pueste en duda que von Newman aea el padre do
la Teorla de Juegoa al oncontrarse unom papeles de .- Rorel (105% de
sus trabajos en lom affon 20°0 dthv e trata ' también de  lom
tundamentos de la Teorlia do Juegoa. '
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, no habla ocurrido un progresc tan llamativo para la Teorla: S

Jugadore
de Juegom ya que éatos no contemplsban Juegos por estados o en el
tiempo y eran juegos en un solo momento o estado. Con el trabajo de

Shapley este problema queda superado.
1.2 Propiedsdes de los Juegos Estocpnticos

En lom tres teoremas que presentd Shapley #stos eslo noe
garantizan la existencia de trea cosas: 1) Una @@olucidn dnica; 2)
Existencia de una estrategia estacionaria; 3) Existencia de un punto
silla. Pero probar esto y encontrar el valor del juegoe son dos cosas
diatintaa. Antes de ver loa teoremas con detenimiento, pensemos un
poco en lo antes dicho. Se nos dice que loe tree teoremas adlc nos
garantizan que existan estos elementos en un Juego EstocAastico, de 'no
cumpliree esto es obvio que no se trata de eate tivpo de Jjuegos.
Primeramente se dice que existe una solucidn Gnica, por lo que Shapley
habla de juegos de auma cero, donde lo que gana uno lo pierde el otro.
Como segunda garanti{a se nos dice que debe existir una estrategia
estacionaria la cusl no la podemos penssr comoc en un Jjuego de una
etapa, compuesta por un conjunto de estrategias puras y mixtas, ya que
eon un Juego Estocastico se toma mucha informaciédn que dos etapas
adelante ya es irrelevante. Asi que introduciremos algo de notacién
pars eatam estrategias estacioneries. A weaber la estrategia que

describe para un jugador laes miemas probabilidades para su eleccidn en

. Luce, R. Duncan y Hovard Raiffa. “dame . and decisions introduction

and critical survey”, pig. 2.
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cada estado es conseguible, eata estrategia puede ser repregentads por
una N-tupla de distribucidén de probabilidad tal que:

5: = (x'. x', reey x") donde cada xk = (x:, x:. “esy x;‘nh)

para el primer jugador y similarmente para el segundo, Como tercer

gerantia se nos dice que exigte un punto silla, pero este punto silla

o= para todo el juego " = Fk | k=1 2, ..., N ), no solamente para

un solo juego como podria pensarse. El ocbtener este punto silla es el

problema en este tipo de juegos. Como vemos, el saber les propiedades

de un Juego Estocéstico no nos dice como hescer pars encontrar una

solucidén, s8dlo nos orienta y dice lo que una esolucién debe de cumplir,

en caso de que exiesta.
El primer teorema que veremos dice asi:

Teorema 1. El valor del jusgo estocsstico I' em la solucidén tnica 3 del

simtema

¢ = val ta¥ 32 k=1, 2 ..., N

Desostracicn,

Dada una matriz B, permitase denotar como el valor winmax a
vallBl para el jugador I y X(BJ, Y(B) el conjunto de estrategiams
Aptimas mixtas® para el priwmer y segundo jugador respectivamente. Si B

y C mson dos matrices del mismo temafNo, entonces, es f&cil demostrar .

que:
- < -
| valtpl veltc) | = nnxul bu CLj | €11
L} una estrategia mixta conalets on asignar una distribucidn de
probabilidad sobre un conjunto de eatratlegias, Para mayor ’

informacién ver el apéndice A.
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Regresando al Juego Estocastico ', definiendo A"(E) como la

matriz de elementos:

k

LI ¥
au‘ a_‘ Pua

i=1,2, «vs, m 3 =1 2 sess N

‘donde & es cualquier HN-vector con componentes numéricos.

Escogemos &o» arbitrariamente y definiendo &wuw  como ls
recursison:
o'm = varta®cd-n) t =1, 2 3 ..
(sl escogimos o) para evaluar A" para cada k entonces a‘m  mers ol
valor del juego truncado r*u que empieza en posiciéen k y que ae
trunca después del estado t). Demostraremos que el liwmite de s
" cuando t + » existe Yy ea independiente de Song Y que este componente

es el valor del juego infinito v

Consideremos la treneformacidn T:
T& = 4 donde g* = val ta%dn

definimos la norma de & como: | & I = “",,l"kl'
Entonces tenemos:
1TR - TG 1 = max |varta®tfh) - varta“(dn|
= lel.‘." :P:: ﬂ" - qP:: ot |

(Y Lo
= --xh.‘-jl nPu | -nxll f-a|

(-8 13 -3
usando (11. En particular, I T'3 - T3 1 < (1-4) 1 T& - & 1. De aqu! -
que ls secuencia Gy, TEm, T &0, ... es convergente. El limite

del vector @ tiene la propieded § ~ T$. Hay sélo un vector, pera
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V=TV que implica # ¢ - 31 = N TP - T 1 < (1-)8 P - 3 1, de donde

1) - 1 = @ de aqut $ e gnico punto de T y es independiente de g,

Paras demostrar que 3 ea el velor del juego I‘", oblorvnﬁoa que
una eutrateéil 6ptima del juego finito r"(t) para los primerce t
estados y jJugadas arbitrarias de alli en adelante, el primer jugador
puede asegurarse una cantindad dentro de £, < (1-8)'M/e del valor de
r‘k(t). Asi wmiemo, para el otro jugador. ya que e @ y el valor 'Pk(t)

converge a o)k, concluimos que wk es ol valor de l"k.

Este teorema nos garantiza que la solucidn de un Juego
Eatocastico es dnica, en un Jjuego bipersonal de suma cero esta
eolucidn se interpreta como "lo que pierde uno lo gana el otro". ElL
segundo teorema lo ‘que garantiza es la existencias de una estrategia

eatacionaria.

Teorems 2. La eatrategis eastacionaria R%, 7", donde x'e xtalcd,
Y'e vea@r3, 2 =1, 2, ..., N es Sptimo para los jugadores I y II

reapectivamente en cada Jjuego l‘& perteneciente a I,
Demostracién.

Supsngase una veraidn finita de r" definide como el acuerdo de

que en el estado t el juego parar& con el jugador I recibiendo la
L L LY
:'j # en lugar de sdlo cu. Claramente la

estrategias estacionaria b asegura al jugador I la cantided ¢k en esta

h
cantidad de gu_ * z‘l P

vereidn finita. En el juego original l"k si el jugador I umsa k', sus
expectativae de ganar antes de t estados son al menos:

LIt noL
¢ (1-m) maxh'un Plj 2

de aqul al menos:
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¢k - 1--)‘unxt$l.

Sus expectastivas totales de ganar son al wenos:

& - (1--)lnlx‘¢l - -m" we.
Si esto es cierto para un valor grsnde arbitrario de t,le sigue  que
ﬁ.. @8 dptima en l‘" pera el primer jJjugador. Similarmente pera el

jugeador II.

Este segundo teorems debe darnca idea de que la estrategia
estacionsaria es efectiva en ceda subjuego, y es muy diferente & una
‘estrategis comdn, donde una estrategia de algtn juego no se puede
splicar a otro juego por muy parecidos que msean. El dltimo teorema

incumbe al punto sille dei ‘Juego Estocdetico.

Teorema 3. Los juwgos Fk poseen punto silla

Iin; le; D'(i, H = maxy lin; Dk(i, "
para k = 1, 2, ..., N cuslquier eastrategia estacioneria que es dptima
para todo I‘kd" es una estrategia dptime pura para todo fk e T, b4
viceversa. El valor del vector de [y I es ®1 mismo. Sea Dk(x, T 1le

funcién de pagc pars el juego.
Demostracidn

Esta prueba se bssa en un argumento simple del teorems 2. Se debe
observer que una estrategia b4 quiza sea Sptima, pars el Jjuego r“ {o
f"‘) y no dptima para otros juegow pertenecientes a [ (o r"). Estas son
dos de las posibilidades que [ hara la digcontinuidad, pero, i

ninguna de las P:: gon cero estas probabilidedes no aparecen,

E£e decir, si ninguna probabilidad Pt; ea cero el juego no parars

nunca, por lo que no afectars al valor del juego que R no aea dptima
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. para algtn I"k.

1.3 Condiciones gue nos conducepn a utilizar programaciédp dingmica
’ para encontrar el valor del juego

Como hemoa observado, lom problemas en el manejo de un Juego
'Estocistico viene dado por el ntmero de subjuegoas que existen en I' y
@l ntmero de decisiones (o dimensiones de le matriz) en cada subjuego,
esto le ve mis claro si generalizamos el Jucgo"x los r cgmpon.ntéa

del juego r, % ..., I son dados en el Juego I‘", el jugador I tiene

la estrategia pura x:. x:. ceay kant y el Jjugador II tiene la
estrategia pura y:, y:, ey y%k. S1i I usBa x: y Il usa y';, el

resultado final ea:
3 ki ks, ka2 kr r
a ¢ PL;S, P”r‘. PAES o BT

=¢Ph o eee e Plu-

. : ke 138
donde P, > @, P ; i . Y

¥
4y Uzo, para l = 1, 2, ¢,., T yP‘

= 1,

Eete reaultado ge interpreta como: II le da a I “:; unidades b4
una loteria se ejecuta. Con esta generalizacidn vemos que se 'puedcn
.llogur.- tener r subjuegos, cada unoc de ellos eerd una matriz de
dimensiones L LN ] necesarianente igumles para cada matriz, Sin
embargo, cada r componente hay que reeolverlo para hallar el valor del
Jjuego total. Ems facil ver ahora que este tipo de Juegos sgerian muy

complicados de resolver sin la ayuds de una computadora electrénica,

a Luce, R. Duncan y . Hovard Raiffa. *aame and decisione introduction
and critical  msurvey*, phg. LN ' .
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ya que sua opersciones aon muy largas y se podria llegar a coﬁetar
errores. Pero, esto es facil verlo ahors que contamos con la
tecnologia adecuada, pero en 1953 segin 1la claeificacién de E.
Mcnldo" la computaciédn se encontrsba en su segunda generacidn, cuyas
carscteristicas eran la suatitucidén de vAlvulas por transistores,
perdiendo tamafo y ganando potencia y fiabilidad, lo que las hacia mis
practicas. Se empezaba apensas a utilizar lenguajes de alto nivel
(COBOL, ALGOL, FORTRAN), as{ como ngcleocse de ferrita, la ecinta
magnética y los tamborea parasa almecenar informacidn. Todos estos
adelantos deblan de ser razones de peso para las personasm que querian
manejar Juegos Eatocasticos; sin embargo, au capacidad de
procesamiento y memoria no permitia todavia un uso Optimo de la

tecnologia pare estos juegos.

Eatos factores llevardn a buscar otro tipo de técnica para
encontrar una molucidn a loa Juegoa Estocésticos, la opcién légica era
hacer uao de las técnicas de Programacién DinAmica ya que en " ¢atos
Juegoa la misma operacién ae repite un namero finito o infinito de
veces, donde no es posible pusar de un estado a otro wsin tener el

resultado 4ptimo del predecesor,

Easta idea que puede aplicarse también en un Juego Estocsstico es
@l principio de optimidad de Bellman que conatituye la base del método
de Programacidn DinAmica. Permitiendo en efecto, considerando
sucesivamente i, 2, 3, ..., N periodos, construir progresivamente una

politica &Sptima. Podemom para esto partir ya sea del primero', del

? Alcalde, K., M. darcla, et al,. “Informhtica blaica, pAge. to-21.
® Kautmann, L. €. y A. Cruon. ‘La programacidm dindmica”, pAg. 7.
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dltimo o de un htriodo cu-lquierIQ Para‘- ut;li - R
necesario conocer el Gltimo de los sub:ju-g'oa’y : 'de" “ah{  partir’ hacis

atrae®,

1.3.1 Dpegcripcidn de le polugidn

La forma en que un Juego Estocdetico de n estados ee puede
resolver es truncando en algdn wmomento el Juego I' ya que resulta
imposible resolver todos los subjuegos. Primero el Juego dado se
iruncn en el ensayo n, de la siguiente forma: eae Juega sin ninguna
modificacicén, pero en el ensayo n, @n lugar de jugar el subjuego pera

el ensayo n+l, el jugador II da a I una cantidad fija v: . ®1 l“ fue

el que ae Jugs, y v: si ™ ge Jugs. Entonces se dice que el juego se
truncd en el enmayo n por cierto regu ltado ( v:’ , v: ). 81 n es

grande, e8 intuitivo que el truncamiento del juego original y el valor
particular v:’ Yy v:’ que mon usados no afectan criticamente el valor
total del juego truncado. Ahora para ilustrar ésto'oa supéngase que en

el ensayo n de algdn juegoe (largo!) el reaultado final ea:

3 L] o
Juegol‘(v. M )

. 0
By . fy
1 o o o o
o 440, Sv. ~0.1v. 2. Sv. '0.3v'
4 o )
oy -2+0. 4v‘ 2+0. 2v‘

©  Para una descripeitn mds dslallada ver el apéndice B,

40 ‘Luce, R.. Duncan y Hovard Raiffa. “Game and  decisiens, - intreduction . - -

and eritical ourvey”, phge 458-4ce
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Juego r“(v: ,v: )

‘ot -1 2+0.2v° +0.2¢°
) 4 R
2 o o L] o
- 2+0. 5v‘ +Q. 41. 5+0. 6\1‘ +Q. ].v.

Notese el etiquetado: el resultado final de la matriz del subjuego I"k

en @l ensayo n es denotado por l‘k(v: A Y, k=1, 2

Ee decir:

v:~ = valor del juego de suma cero r"(v:’ .w: ) = val l"(v:’ .»v: )

o o

v: = valor del juego de suma cero r‘"(v:’ A } = val I"(v: A~ )

Ahora trabajsremos hacia atras. En el ensayo n+l ‘el resultado
*jugar r" como siguiente' tiene el valor de v: pars el jugsdor I, k
s 1, 2. Asi{ an ese ensayo los jugadores deben comportarse como si
jugaran F'(v: ,v: Yy l"(v: ,v: )3 continuando con la induqcién

hacia atrss, para cada entero z, @ £ z £ n~1, tenemos:
v:" 2 val P"(v: ,v: ) para k = 1, 2,

En particular en el primer ensayo tenemaos:

v: = val !‘k(v:"‘ ,v:“ ) para k=1, 2.

As{ podemos ver que ':' y v: son loe v..lor'el de -los juegos (f'

irh y (f; r®), remspecti te, cuando truncaron-en n. por (i:, v:).
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Resulta, por lo visto en el ejemplo anterior, uns gran ayuda
conocer algo de Programacidn Dinswmice por la gran semsjanza entre este
método y el propuesto por R. Duncan y Hovard Raiffa. Asi como métodos
de programacién, ys que si el ndmero de subjuegos ea wmuy grande el
truncamiento debe ser en un estado r lo suficientemente grande pares
garantizar una buens estimmcidn del valor del juego. Para reforzar lo

srriba dicho cito les pslabras de R. Duncen y Howard Raiffa.

“Aungue esto no e directamente relevante para la teoria misma,
vale la pena enfatisar de nuevo que la Teoria de Juegos es
previamente un producto de Llas matemhticas y no de la

experimentactdn clentifica ... wit

Por lo que es necesaric que la persons interesada en estos juegos
conozos 0 esté femilierizado con los conceptos metem&ticos que ahf se

manejan. Los siguientes extractos son de los miamos sutores y aunque

hablen de problemas econdmicos se pueden extender a otras Areas.

YAl menos dos problemas nos impiden poner un problema econdmico

- en la forma de un Juego. £n gensral es difictl prectsar el
conjunto de estrategias para los jugadores. Esto proviene de
muchas causas pero la mis frecuente es o s=on las posidles
madificaciones del conjunto de estrategias durante la ejecucidn
de un Juego. Por ejemplo esto puede ocurrir de un nuevo Invento
Que abra un nuevo rango de produccidn. Es verdad Que tales
situaciones pueden abarcarse formalmente por medio de la Teoria
de Decisiones bajo incertidumbdre, pero esto es tomar elementos
Juera de la Teoria de Juegos®™.

Emtas limitaciones o problemas se presentan cuando la cantidad de

opciones y estrategiss crece deswesuradamente, ocegionando con esto
18 Luce, R, Duncan y Movard Raiffa, ob. cit., phge 2-10
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que el problema se haga intratable y se tengan que buscar otras vias

psrs resolverlo.

"Una segunda complicacién es describir el conjunto de estrategias
en situacionss econdSmicas y &3 gue en la. mayoria de las
decisiones no se descride an términos oduios pero reqguiere una
especilficacién de tiempo. la importancia del tiempo de decisién
o2 obuio que necesita tflustrarse. No hay gran dificul tad
concepiual en alargar el conjunto de alternativas asi como
tneluir el tiempo como parte de las elecciones pero esle
extendimiento del conjunto causars algunas dificul tades
practicas, El conjunto de estrategias llegars a ser gigantesco
muy répidamente, y con esto la necesidad cuantitativa de
descridbir la situacién econdmica como un Juego Llegarhk a ser
impostdle, Hay LImportantes dificultades pero como lo vemos
nosostros la mayoria de ellas se pusden vencer".

En 1957 affo en que se preaentd los trabajos de R. Duncan Luce vy
Hovard Raiffa las computadoras electrénicas se encontraban en su
segunda gonorlcion‘. Yy como ya hemos seffalado, no era loc dptimo para

resolver los problemas de forma rapide, eficiente y ante todo bar

a.
Ya que por les carscteristicae era muy dificil manejar con soltura una

cantidad grande de datos.

En eae tiempo se utiliza comc soportes de informacidn 1la cinta
magnética que es un soporte de informacidn continuo cuyas principales
caracteristices son su resistencias mecAnica, la homogeneidad
magnética, fuerte resistencia a los agentes fisicos y gran capacidad
de slmacenamiento que esta relacionada con el largo de la cinta. Y

como medio de praogramacién lams tarjetas per!oradaa'{

42  Alcalde, E., M. Oarcfia, ot al.. “Informftica Bhsica®, phg. 18,
19 Alcalde, ®., M. Oarcia, et al.. Ob. cit., phgs. #0 y O¢.
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El unico lenguaje de alto nivel que existia en eate momento era
' FORTRAN que es un lenguaje especializado en aplicaciones técnicas vy
'_éintliic--, caracterizandose por su potencia en lom chlculos
matemAticos, peroc estando limitedo en aplicaciones de manejo de

archivo y ediciédn de informes entre otro-“.

Como henos visto en este primer capitulo las posibilidades de
resolver un Juego Estocastico por otro método que no sea Programacidn

DinAwica auxiliandose de una computadors son muy pocas y sin un uso

practico. T. Parthasaraty y T. E. S. Raghavan dicen en el capitulo

dedicado a loe Juegos Estocasticos de sus escritos:

"En este capitulo probarémos que lom Juegos Fstochsticos tienen
un valor ... usando los resultados Que en FProgramactién Dinsmica
cuando el espacio de estados es contable. El problema gueda
desechado cuando el conjunto de estados es tncontable™®,

Vemos ya, como es un hecho el uso de la Programacién Dindmica

para molucionar los Jusgos Estocisticos.

Sin ewmbargo, a pesar de que en 1971, fecha de la publicacién de
los trabajos de los autores, la computacidn ae encontraba entre la
tercera y cuarta genlrncién“’ Parthasarathy y Raghavan no aprovechan

esto pare proponer ninguna solucién por esta via. Estos adelantos

14 Ibidem, phyg. 182,

i3  parthasarathy, T.y 7. . -, Raghavan, Some topice in Lvo-pereon
games”, phg. 298, .

3 Alcalde, E., M. Ogarcla, et al.. “Informética Bhaica’, phg. 7.
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permitian ya en esos momentos tener una aplicacisédn con un “nimero

‘considerable de opciones y estados.
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CAPITULO II

JUEGOS ESTOCASTICOS CON DESCUENTO

2.1 Definicién de Jueqgo Emtocésmtico con descuento

Una vez definido que @a un Juego Estocastico, la teoria se fue

o8 tipos de Juoqont La

adecuando para que pudiera responder a dive
idea central fue ésta: en esta clase de juegos un juego normalizado '™
jugado en ceds etaps y los jugadores pueden controlar el resultado del

juego a travée de sus estrategias. A partir de esta ides se fueron

d do otros juegoms; por ojeiplo. los juegos de supervivencis vy
pelea dond} hay un solo subjuego y este es repetitivo, los jugadores
inicialmente cuentan con recursos limitados y estos fluctuan en el
tiempo de acuerdo s los resultados del subjuego. Otro juego, que es el
que nos interssa son los juegos de ruina econdmica, que son tipicos de
los .problemas de politicas de dividendos corporstivos como: la
politice mas generosa de dividendos de la corporecién o la de mayor
seguridad en contra de las exigencias futurae, @in embargo, a estas
'trivinlid.den ae impone la verdad, impuestos por la razén de un
interés o en otras palabras "una unidad hoy es mas vsliosa gque una

futura®.

* Esta Gltima clase de juegos ya deja ver lo que aerén les Juegos

Estocé&sticos con descuento. En realidad un Juego EstocAstico con

. Luce, R. Duncan y Howard Raiffa, “Game and dacisions introduction |

and critical survey", phga €57-458.

26



' demcuento se define igual que uno sin descuento pero introduciendo el
factor de descuento {3, este fector nos proporciona l1la idea de

inflacidn, Ls definicidn que manejaremos aers entonces:

Pefinjcidn. Un Juego Estocastico bipersanal de sumas cero con
descuento, T, es un conjunto de N juegos r‘, l", cres l‘". llamados
subjuegos. La forma normal de un subjuego r* e8 una matriz de
resultados N M cuyas entradas son de la forma:

3 k N kol
Ou = au « :=l PU r (-7 ]

donde o:‘ es el resultado final 8i el jugador I Jjuegas eu i1-émima

alternativa y el jugador II juega su j-ésima alternativa. Esto

consiste en un premio numérico a:j y una probabilidad P:: de jugar l"l
k kL N kt
estando en I, para 1 = 1, 2, ..., N, donde PU 20 vy };_. PU £ 1.

? ea el fuctor de descuento, asi que el pago de los subjuegom jugados
en el e=mtado r son deacontados por ﬁ’h‘, donde 3 £ 1. Cada vez que ae
juega uno de los subjuegos constituye un estado del juegoe I'. Si :\’:‘
P:; < | entonces hay una probabilidad positiva & = 1 -~ l"':- P:: de que
@l juego termine on este estado.

La dificultad de e-t.'.on juegos multi-etApicos ee que émtos
conducen frecusntemente a resultados infinitos, y no es posible
comparar dos estrategias que ambas tengan tales resultados. Por otro
lado, hay dos maneras de pensar acerca del premio del juego:

a) El pago descontado, que trataremos a lo largo de este capiftulo, por
mer el que presenta mayor desarrollo y ge viéualiz.n usos practicoe
de el.

b) Tomsndo el premio promedic por estado, asi{ si Er #8 el premio de

-
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las primeras r etapas del juego para una estrategia tomawmos el

ll-nmEr/r como @l premio promedio para esta entr.tegi-z.

Como ys lo dijiwmos en las primeras paginas, este trabajo se
concentra en los Juegos Estocésticos con deacuento, porque las
condiciones para las cuales hay solucién para el caso b estan todavia

en proceso y no hay una buena técnica para su solucidn®,

2.2 Propjedades de los Juegos Emtogdgticos gon descuento

En un Juego EstocAstico con deacuento, I', uns tipica estrategia
para un jugador es muy complicada. Pera el jugador I consiste en una

coleccidn de estrstegiee ® = (x', x', feay x") donde cada x" = (x:,

x:, veny x:k). Si xk = % para t.'odu k la estrategia es una esatrategia
estacionaria. Aungque cada subjuego l"“ del Juego Estocastico con
d.icuonto I" tiene un nagmero finito de eatrstegias, es obvio, por la
descripcidén anterior de les estrategias que el juego I' tiene un nOmero
infinito de tales estrategias, ya que la estrategia estecionaria’ debe
elegir una estrategia para cada subjuego. Mis adelante mostraremos

que cada Juego Estocéstico con descuento tiene una sclucién.

£l modo de probar esto es usar el wmimmo truco de remplazar un

Jjuego por su valor, Obviamente, @l el juego ' tiene un valor que

2 Thomas, L. C.. “Games, theory and applicalions®, pAg. 152,

® uUn artfecule que trata este tema a fondo e el de Truman Revley vy
Elon &ohlberg, llamado “on atochastic gamen wvith atatienary oplima
atrategies”, on Mathematics of operationa Rensarch, veol. ., No. 2,

Mayo 1078. (USA), .
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depende de un subjuego anterios empezamcs 8 jugar el anterior como

primer subjuego. As{, el velor V. de ' (sl exinte) seri el vector V'
= (V:, V:,'..., V:_) en donde V: = Val( ™ ' empezando en l"i como el

primer eatado). Si suestituime el valor de ' empezandoc en I‘l en lugar
de l‘l en (2] pensariamos que este juego tiene entradas de pago otj =
Xk N kL ,®

q” L ] t‘“ PU V‘. Si empezamos I en l‘i, entonces ®i vamos @ l‘l en
el segundo estado, el valor del juego para éste no es V: pero ai ﬂv:

No estamos jugando ' empezando en Fl en el primer estado pero Jjugando
[ con ' en el segundo estado y asl todo el resultado final serf un
estado anterior que bajo I' empieza en l‘l. El criterioc de descuento

significa que @l valor resultante es ﬂV..

El truco de remplszar el juego por este valor sugiere gue V-, [ 1§

este existe, debe satisfacer la ecuacidn:

VIl = VIL(F“(V)), k=1, 2, ..., N {31
donde l‘k(V) @8 un juego e, con matriz de pago: ’

& k N okt ’

8&5 = aij -3 r‘“ Pi.j Vl i 4]

En general escribimos [‘k(v) psra el juego n xm ~ con wmatriz de

pago: ‘

u X Nk ’

.U = au + 3 r‘_“ Pi) v . (s1

El siguiente tworema dice lo mismo que los tres primeros, pero

shora ya toma en cuenta el factor de descuento (3.

Teorgng 4.

a) Siempre hay uns sclucidén para Vk = vul.(l"k(v)).v K

b) Hay m6lo una solucién para Vi E] vnl(Ph(V)), LK = 1,: z

c) Eata Gnica solucidn em el valor del juego T'.°
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: Demostracion.

Supdngase un juego donde me empieza en el subjuaege l‘k, jugando T
para n ostedos y luego se detiene. Dependiendo de donde eate el Juego
cuando se detiene, el jugador I recibe una cantided v = (\v:, v:.
cees v:). Es obvio que si n=0, el valor de ese juego es v® mientras
que 9i n=}, una reconsideracidn nos dirs que el valor del juego es vt
que debe gatisfacer v: = val I‘h(vo), donde l‘k(v) fue definido en {51,
Ya que en un juego con n estados obtenemos el premic descontado por f3,
de los juegos terminados pertenecientea a n-1 estadoas, entonces:

n
v

L= val l‘k(v“") . (61

este ¢8 @l valor del Jjuego. Se demostrars que como n tiende a
infinito, v: converge a este limite satisfaciendo (a), (b) y (c) del

teorema 4.

51 uh a val I‘k(v), para k = 1, 2, +ess» N, escribimos eato como’
u = Tv y para cada vector v haremos ¥ v ¥ = “"u"d que es ﬁnl norma,
la cusl es una medida de cuan larga es w. Ahora:

| Tv - Tu | = max | val I (v) - val I' (u) |

X N okl ok N oK
s max, max | Ca ¢ AR P - ta e BE_PL U

N kL
= max, ln.xul ﬁ]:“.Pu ('L - ul) |

Smnxﬁer:;lnlx‘ | - ull

£p0vw-ul : oy
donde la primera inecuscidn ae sigue de (1) (cuyo resultado t.-ubien ae
'h-l'

utilizé en el teorema l). Ya que w2 T podemos esuatituir dentro

de (7) una y otre vez hasta obtener:

I T B A i R L TS L : ’ tal
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esta @8 una propiedad de la norma que estisface la desigusldad del

‘trllnoulo fa~bl £ ¥al + b1, para todo &, b, usando ests muchas veces

cbtenemos:
' 'mk_'h t < 'n'k_'mk-l! .1 'nvk-l-'ml-l’ o e e B ™oy
< ¢ nmk-l - nmk-l . cos ® nn )y 8 wh-w®
A" 8 v-v® 8/ (4-@ 91

_#i obtenemos una n muy grande (9] =me haras tan pequefla como queramos
y esto proveera de todas las subsecuentes v"* que estan cercenas & "
y as{ la convergencia. Ahora v . 11-h'¢y", es trivial:

™we = Tigm v = Lim  Te" = lim W™ sV r1e1

y (190] em exactsmente la ecuacisn [3) cuando recordamos que ™w* =
val rlcv'). Any V. @8 la solucidn de [3) y la parte (a) del teorema

esta probada.

Para probar (b) supéngase que exiete otre solucidn V’ de [3]) asi -qﬁc

v'

» ™" y v’= TV'. Entonces por (7] :
AN B T Y S R AR 2 O “r113
con (<1, esto sdlo puede suceder si | V' -V =0y eﬁtnnctl V. =

v,

Finalmente pars probar (c), recuerdese el truco que utilizamcs
anteriormente, donde empezabamoa a jugar I” en algun subjuego rl para n
estados y luego parar, obteniendo v° el cual igualaremos a cero. Eato
tiene un ndamero finito de estrategiss purss y por el teorema de von
Nevman tiene un valor, @l cual es v: Yy es una estrategia dptima.

Supdngase que justo en [, empezando en T I juega la eatratcén

L’
éptima para esta versidn finita, para los primeros n estados y nada
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despuds de esto.  Cujil es su pago? El jugador I obtiene v: de los

primeros n estadom y ademis del postuladoc 2 sabemos que todos los
pagos estan entre -M y M, lo peor que le puede pasar a I después de
emo e ™M - ﬂ""!l - ﬁ""ll - +-+ ya que I tiene una estrategia que
garantiza v: - ™ - "% - ... el valor del juego I" empezando en T,

=i existe debe satisfacer:

v, zv - IR e IEIREREE M At 123

wi II juega la miowe clame de estrategia, en I' un argumento nniloéo
muestra que vk (i existe) debe satisfacer: ]

kav:“-n"n/ Q- m. £13)
Permitiendo que n vaya n‘ infinito en [12]1 y [13] nos da:

ZV > 1lim

" .. . T -
x = Vk : (‘141

-
v' b 1‘- Nt 'k

e Yk
y asf v" e @l valor del juego I'. Con lo que el teorema ' qn.dg'

dewmostrado.

2.3 Algoritwmom iterstivos, hor;gmi-nt} para gncontra el valor
del juego

Como se ha viasto para resolver el juego es necesaric truncar en
algin ewtado, la deaventaja de utilizar este método em que nunca we
llega a la smolucién o valor actual del juego por lo que es necesario

truncar en alguna momento ya que &8 n

sario determinar en alguna
1terlciéfn el valor de ese subjuego, para después partir de ahi vy

encontrar la msolucién de todo el juego.

Le mayoria del tiempo, no obstante la estrategia éptima de cada

iterscién cambia de una a otra iteracién. En este caso, suponemos que
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decidimos parar antes de calcular ",

las - n .iteraciones pueden

decirnoa como ncer&nrlo al valor del juego V.

Lewma 1. Sea o= (v:, v

P ey v:) los valores de las n

iteraciones

del Juego EstocAstico con factor de descuento Q. Entonces, si V = (V“

Vg

O V") es el valor del juego:

¥/ oa-p

DAY N IS U IPANTTY SIS A AT Bt
Demosmtracién.
Los resultados siguientes se desprenden de (8). Easta dice:
1 v™ " 1 < a1 v"-v"" 1 y usendo la desigualdad del trisngulo pars
normas tenemos:
M 'mk_'n 1< 'mk_'nvk-l' .t 'n’k-l_'vwk-l. o e e 'ml_'n 1
e R s RN T B A
L N R B AN S T3 €157

@i k+o en (151"

B I R B NS By SR

U IARSL Lt AP AL AR

teda 4,4 x 1,72, .uuy

. . N "n
EEAERLEETE

€p "t s Em

y el lema ust; probado.

Debido a que entre maa granae eea el

acerca wmie a la solucién verdaders, el

eaencial.

La idea de los métodos iterativos s

de aproximaciones s la solucidn. Si todo

33
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uso de 1la computadora es
el de obtener una secuencia
sale bien, esta secuencia



converge a la solucién correcta, en el sentido de que cada término o
iteracidén en la secuencia ee una aproximacién a la solucicn, mejor que

la que le precede.

Como ya lo dijimce los Juegos Estocieticoa fueron introducidoa
por Shapley, quien dio una prueba de la existencia de punto silla pars
Juegos EstocAsticos bipersonales de suma cero. Esta demostracién fue

‘con-tructivn y now dié el primer "algoritmo® para obtener el valor del
Jutgo‘. Esto motive el interés por encontrar algoritmos eficientes,

pars la solucidn de estos juegos.

Procurando un desarrollo eficiente un algoritme con un ntmero
finito de pasos para cads clase especial son el resultado de una nueva
linea de investigadores. Sin embargo, s poco lo que se sabe acerca de
los Juegos EstocAsticos de sums diferente de cero con resultsdos wesin
descuento y por lo tanto no hay algoritwos aun propuclto.’. No as!{ del
caso que nos ocupa, los Juegos Estocésticos biperascnales de suma cero,

con deacuento y sin estructura especiesl.

Para este momento, loa lenguajes de slto nivel y nivel medio son
lo suficientemente accesibles para el manejo de ¢émtos Jjuegos. Ya
estamos hablando de la quinte generacién de computadoras, donde la
memoria y la velocidad de procesoc son muy altas y los lenguajes como

ADA y C a® manejan cotidiananente".

L] mreton, Michélle, de: Raghavan, Ferguson, ot al. . "Stochaatic games
and relatea topica”, phg. 3.

s maghavan, T. K. ®.., de: Raghavan, Ferguaon, ot al. . "Rtochastic
‘games and related topice”, plhg. 6.

d Alcalde, E., M. Gatela, et al.. "Informética bheica”, phg. 1%a.
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Como lo explicen E. Alcalde, M. Garcia y S. PafNuel

“... las diferentes aplicactiones y usos de la computadora en la
actualtdad, tentendo en cuenta Que cada dia aparece alguna nusuva
y su potenctal parece tlimitado debtdo a sus principales
caracteristicas:

# OGran capactdad de almacenamiento y menejo de informacton,

# Alta precisién y rapidez en la realieacidn de calculos, por

complicados Que estos sean.

Otro factor Que afecta el crecimiento de las aplicactones en lasw
compuladoras es el hecho de Que su costo disminuye continuamente
mientras Qque el del trabajo Aumano aumenta®.

Del parrafo anterior podemos deducir que el ntmero de iteraciones
traducides s tiempo-dinero, en un futuro proximo ser&A muy costeable,

dandonos los beneficios de eue principsles caracteristicas y 1la

segurided de que eue es el valor del juego.

2.3.1 Algoritmos propuestop stravés del tiempo

Actualmente existen varios algoritmos propuestos psra resolver un
Juego EstocAstico, cads uno de ellos tienen pequeNas diferencias. A

continuacién preaentamos algunca de los algoritmos m&s conocidos:

El algoritmo de Shlpl.y’ en 8u iteraciZn n, ae encuentra la

funcisn W™ que satisfece para toda k e N

&l
i
este algoritmo requiere en cada iteracién la solucién de |N| matrices;

W™ = ming mexg (al oM, PE WD

? Breton, Michétle., de: Raghavan, Perguaon, ot al, . "gtochastic games
and related topice”, phg. 7. .
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pars que converja a w* de cuslquier v inicial.  En 2 q.téflcién n :
tendremos:

pMAX" = max W"''(k) - W(k) kel

DMIN® » min W"™(k) ~ W™tk) “keen
&l pera un £ > 0 dado (este em el criterio de paro)

(DMAX" -~ DMIN™ < £ (1-m/p3 ) T uer

entonces la politica & matimface para toda k € N

WPk = a:j N p:;
le ecuacién (161 corresponde a encontrar una c-estrategia. De hecho
un valor iterstivo por el algoritmo de aproximacién sucesiva no ee una
forma eficiente para calculer la funcién V asociada al premic. En la
iteracidn n si la condicién (16) em sstiefecha es suficiente resolver
el sistems de |N| ecuaciones lineales
vt = af, e agY, Py e) (172

donde a® es un vector de politicas que satisface (161,

Otro algoritmo es el propuesto por Polltsheck y Avi-Itzuk', ea un
algoritmo de iteraciones wsucesivas que corresponde a la polltlﬁ. ’

iterativa de la programacidén dinamica. En la iteracidn n encontramos

net

un vector & de politicas y la funcidén V tal que para todo k @« N, . R~

y ? mon é4ptimem en la matriz de los jueges y

3

w'ik) = a - g, P"" = v r181

en cada iteracién de elte algoritmo uno neceeita resolver [N’ matrices

de juegos y el eistema de |[N| ecuaciones lineales.

Se ha demostrado que el algoritmo de Polltsheck y Avi-Itzak

c . Broton, Michdle, de: Raghavan, PFoerguson, et  al, | ot;, D
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converge bajo condiciones especia

-]

modificaciones al ll.qorn.-o'

Otros algoritmos son loe de

keﬂ’, ys ae han propuesto tambidn

Hoffwan vy

Kll‘p.'. {1966) que fue propuesto pars perfeccionar la velocidad de

convergencia del algoritmo de Shal

(1978) es uns generalizacién del
El dltimo algoritmo que ve

Brlton"

(1991), llemado slgoritmqg
a. la eficiencis de los algoritmo
el de Shapley, sdemis este algor
solucisn partiendo de cualquier £

resoclviendo [17]:

pley. El algoritmo de Van der walL'®

de Shapley y Hoffman-Kars.

mmoS es el propuesto por MHNichele

hibrido, #ste me propone hacer uso

8 de Pollatechek y Avi-Itzek asi como

itmo a le

unc

garantiza que converge

i6n inicial v°. En la iteracién n,

£ = praa-m |

wientras que ls secuencia (e™ eos

(18],

ns ‘
» entonces hw

embargo, =i oz o
algoritmo de Shapley de alll en
Shapley converge de cuslquier pun

tanbién convergerad y sera tan ef

Avi-Itzak.

[ ¥itar, Jerzy A. y Roteslav
ot al.. 0Ob. cit., phg. 9.

10 Idem,

1 Breton, Mich@le, de: Raghavan, Fergusof
a2 toldem, phg.
43 ldem,

40,

ta decreciendo redefinimos

esto corresponde al algoritmo de Pollatschek y Avi-Itzak.

(DMAX" - DHIN™)

yne por

Sin

cemos V™'t = y™* el

y aplicamos

adelante. Ya que el . algoritwmoc de

to inicial, este algoritmo hibrido

iciente como el de Pollatschek vy

Tolwinski, de: Raghavan, Farguson,

h, ot al.. ob, eit., phg. 8.
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Breton nos informa que con este algoritmo hibrido, ha podido
resolver, @n un tiempo razoneble Juegos Estocisticoa con 20 estadom y
22 ecuaciones para cada jugador en cade estado. El problema de hecho

es la memoria requerida de la wiquina para los datos.

Lo gue mse ha querido demostrar con esta lista de algoritwos
propusstos a lo largo del tiempo es lo siguiente: primero, la solucidn
de un Juego Estocastico con descuento se puede resolver eslc a través
de un algoritmo computacional; msegundo, #ate o datos algoritmom
todevia no presentan una forma universal, mis bien, los algoritmos ee
proponen para casos Muy concretos; tercerc, el uao de la programacidén
dinédmice es indispenssble en el wmomento de diseNar este algoritmo. Sus

senejanzas con un Juego EstocAstico se ilustraran a continuscién.
2.4 Semejanzap entre Juegos Emtocssticos y progremscidn dipgmice

Como lo empecifican Frederick S. Hillier y Gerald J. Liebermasn en

@u libro de investigacién de operlcioneu“:

“la programcién dindmica es una técnica matemstica dtil en la
toma de una serie de decisiones i(nterrelactionadas. Proporetiona
un procedimiente sistemdtico para determinar la combinacién de
dectgsiones Qque maximisa la efecttividad total®

M4s adelante agrega:

*no cuenta con una formulacién matemitica estindar para 'el;

te  Rillier, Frederick m. v aerald J. Lioberman, “Entroduccidn a la”

investigacidn do oparaciones, phge. son-4018.
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prodlema de progromaeién dinsmtca, sine gue se trata da un
enjoque de tipo general para la solucién de problemas y las
ecvac iones especificas Qque se usan se deben desarrollar para Que
representen coda sttuacién tndividual®

En todo problema de programacién dindmica se encuentran las

siguientes caracteristicas:

a) El problema se puede dividir en etapas que requieren una politica

de decieisn en csda una de ellaa.

Esta corresponde s cada subjuego, Pk, k=1, 2, «oep N, dondo 

cada uno de ellos requiere una estrategis para su solucidn.

b) Cada etapa tiene uh cierto nomero de estados asociados s ella. En

general, los estados son lam distintas condiciones posibles en las
que se puede encontrar el sistems en cads etaps del problema. E)

namero de estados puede mer finito o infinito.

Eetos estados se pueden identificar como las decisiones que puede
hacer cads jugador, cada decieién puede cambiar el resultado del

Jjuego.

-c) El efecto de le politica de decisidn en cadea etapa es tranaformar

@l estado actual en un estado amociado con la siguiente etapa.

Como resultado de una eleccidn @e pasa 8 otro subjuegoc o se puede

decidir jugar el mismo.

d) El procedimiento de solucidn estas diseNado para encontrar una
politica Sptima para el problems completo, ea decir, una recets
para las decisiones de la politices édptima en cada etaps para cada

uno de los estados posibles. En cualquier problems, la programacidn
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dinsmice proporciona este tipo de recetas o politicas sobre que

hacer en todwe las circunstancias posibles.

Esta @8 una caracteri{etica del método de programacidn dinsmica.

©) Dado el estado actual, una politica dptima para las etapas
restantes es independiente de la politica adoptada en etapes

anteriores.

Estando en el estado actual nuestras decisiones pasades no

afectsn al siguiente subjuego, sélo la decisidn actual.

£) El procedimiento de solucion e inicia al encontrar la politics
Sptima pars la tltima etapa. La politica dptima para la gltime
etapa prescribe la politica 4ptima para cada egstaedo posible en esa

etapa.

Dadas las caracteristicas del juego es necesario truncar en algtn
momento el juego y de ahi partir para solucionarlo, la aolucién del

dltimo subjuego acarrea la asoclucién completa del juego.

.@) Se dispone de una relacién recursiva que identifica la politica
dptima (n+1l). La relacidn recursiva recibe este nombre porque
constantemente recurre a las etapas posteriores conforme ee trabaja

hacia atrss una etaps s la vez.

La relacién recursiva debe gser diseflade por el analiata,
dependiendc del medio en que se desenvuelva el juego, de tal forma que

cubra todas las espectatives posibles.

h) Cuando se usea esta relacién recursive, el procedimiento de solucién

se mueve hacim atrds etapa por etapa -~encontrando cada vez la
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politica dptima pars esa etespa, hasts que encuentra la politicas

4ptima deade la etapa iniciel

Esta es la forma en que trabaja el método de progresmacidn

dindmica.

Como hemos vieto la programacién dinswica y los Juegos
Emtocésticos con demcuento se complementan perfectamente siendo el

primero el método mas idédnec para encontrar el valor del Juego.
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CAPITULO III

SOLUCIOR DE LOS JUEGOS ESTOCASTICOS CON DESCUENTO

En este dltimo capitule resolveremos un ejemplo sencillo
que consts de dos subjuegos UGnicamente, la wsencillez aparente del
ejemplo dessparecerA en el momento en que hagamog un dintento por
resoclverlo analiticamente. Propondremos un algoritmo utilizando lm
programacién dinAmica para resolver easte juego especificamente, lo gque
nos debe de dar idea para la soluciédn de otroa problemas, recordemos
que la mayoria de los trabajos que se pueden encontrar nos ofrecen
soluciones a una restringida gama de juegca, como loa que vimos en el
capitulo enterior. Por 1lo tanto, wm&m que intentar proponer un
algoritmo universal, desearos demostrar la efectividad de la
programacitdn dinAmica pars resolver este tipo de juegos. La solucidn

@e encontrarid por wedio de un programa de computo.

3.1  Ejewmplo de un Juego Estocpetico y su golucidn

Este ejemplo que podria ser resl, se trata de un problema de
publicidad entre doas compaffias para ganarse al consumidor®, El

problema es el siguiente:

4 thomas, L. G.. “Gawes, theory and applications”, phge. 137-15a.
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‘DDI compaffias hacen la misma linea de productos, y cada afo
ellos pueden decidir ei realizan una campafie publiciteria anunciendo
sus productos o no, Los efectos de le publicidaed mal planeada también
afects =i la demanda del producte continua. Piensese en ello como
Juguetes manufacturados que estan tratando de asegurar que cada
navidad (cuando el 70X de los juguetes estan agotados) los nifios eaten
esperando sus productos. Si la compafNia I tiene la --Jnr. imagen, el
Jjuege e I"., mientras que @i la compafiia II tiene la mejor imegen el
Juego es r.. Tomsmos como resultado numfrico la diferencia entre el
beneficio de I y II cada afNo. El beneficio es descontado por un factor
= 0.75, y un conjunto de hipotéticoms, pero razonsbles pagom son
dados, donde la @8 cusndo I anuncia y In cuando no 1lo hace y

siwmilarmente para le otra compailia.

r‘ _ Ila IIn
3 . 2

Ia I /sr‘ + /sl“.) 2+ ( Isl‘l)
. 2 1

In L 2+ (rarp ,2vo‘(-/sl“),

O Ia

a2
R 2 B N R R R IR
In -2+ (*rarp) ° . ('/sr.’),-‘-

W
P‘ 5
la demandas pars este producto no es eterna.

Observemos que en slgunocs casos l_‘l:. < 3,

Podemos intentar resolver el juego, efectuando un nameroc n de

o -

o v.). seta

subjuegos y luego parsr, recibiendo una cantidad v° = (v
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cantidad mers$ "n = 2y v: = @, ya que no conocewmos el valor verdadero
‘del juego en la etapa n y dado que tenemos que inicislizer el vector v
_con algdn valor. Otra manera por medio de la cual podemos intentarlo
es inicializar el Jjuegoe desde el principio y comenzar a juger
resolviendo en cads etaps cada subjuego. Las dos formas son permitidas

en la programacién dinsAmica, as!i que resolveremos el Juego por medio

de la Gltime forma descrita.

Reemplazando r. por ﬁU:y r. por ﬁv: en (191 y (20] podemos
resolver paras v', ag!l que ﬂv: b4 nv: son ambos cero, pero en el iétndo

esto es importante, por lo que:

1+ +0 2+ 0
vt val
4
2i+:0
-1 0‘_30 - 0:
vix val ‘
® te
2. v 0

.ultituyendo ﬂ" = (’/z, - /c). Ahora, rnnplnz-ndn F. porvﬁu‘ Yy

m en (19) y (20) podo-a. resolver pnr. v*
1+ Fracs + (0

St a v.i
L4 .

2+ (o) (™V4)

“



var: |

o

Ceae

Sy val:

ami que Av' = (1.75, ~1), suetituyendo ﬁ" = (u/w. "/c). Remplazando
Nnuevamente r'. por ﬁv: y r. por f!v: en {19) y (201 podemos resolver
para v y asi hasta que el vector v *no cambie® wsignificativamente.
Cuando el vector v "no cambie® podemos decir que hemos encontrado el

valor del juego.

Como ae puede apreciar, el resolver el jusgo de esta forme nos
lleva l.lu::ho tiempo, por lo que se conatruirs el modelo de programacidn

dinimica para que nos ayude y -sea mis rapida su solucidn.

3.2 DissMo de un progrems dindmico psra soluciopar el eiemplo

Ee f4cil observar, como este problema contiene todas lag

caracteristicas de un problema de programacién dinsmica, ya que el
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problema se pusde dividir por| etapam donde cada uns de ellas raqul.or.'

uns politica, squi en este Juego cads etapa esta dade cuando wse

|

encuentra el valor de todos los subjuego y obtenewmos el vector v

actualizado, la politice o estrategia en este caso es el criterio

|

"minmax® y "mexmin®. En loa Progamas din&micos cada etapa tiene cierto
ngeero de estados, en !It.i‘ Jjuego ocada etapa tiene dos estedos
ssociados que son los -ubju.n#. l“ Y I".. En la progamacién dinsmics se
busca asocier un estado nctu.% con el wsiguiente por medioc de la
politics, agqui en este juego c:ldl estretegia nos lleva s Jjugar un
Juego (que pueden ser el nieu% Juego © el otra) en la etapa siguiente.

AdemAs sabewoa que en este p}ublema como en loa de programacidén

dinAmica lo que se ha d.oldldo“ snteriormsente no afects la decisién en
etapas futuraa. j

Nuestro propdaito es encohtrnr un procedimiento para obtener el
resultado de todo el Juego no ;olluent. de una etspa determinada, esto
es, encontrar une receta de quo“ hacer en cada una de las etapas del
Juego, valiendoncs para esto dé alguna relaciodn recursiva que todavia

no conocemcs pero que debemos d‘nducir del problema.
I

Podemocae describir a grlnde@ rasgos lo que hay que hacer:

|
Paso 1) Dar inicio. \

| . . L
Paso 2) Emtablecer un criterio de parc &£ ya que no sabemos que ndmero: = -

\

de etapas sean necesariae para encontrar el valor. del’ Ju.tg;és S

Paso 3) Establecer el valor de T:. donde k = 1, 2,
2, 3, seen

Paso 4) Reeolver los subjuegos don v: con el fin de obt

|
v:" actualizado.
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Paso 5) El valor del juego esta dado por V = (v: . ': . e ;:).

Paso 6) Preguntar si ]cﬂ] < £, i ew menor pasar al paso- 7, de otra

forma regreaar al pesso 3.

Paso 7) Parar.

Las £ es la tolerancia prefijadas o criterio de paro y £, en - el
error relativo porcontunl'. Las etapas se identificaran por n y los

entados o subjuegos por k; el valor del juego es V.

Con el fin de encontrar los nuevoms vectores v:" os necesario

diseNar una ecuacidn recursiva que defina la politica dptima n+l,
recurriendo a informacidn ya conocida, en este caso el mismo vector w

una etapa atris. Nuestra ecuacidn recursiva sera:

Nt 3 N okl n
v = ""“stsnk“ "“‘.s;s".k‘ Ca,» AR, Pyv 11}

Esta ecuacidn utiliza el criterio "MaxMin® como estrategfa, por
lo que solamente es Gtil para el jugador I, la miama ecuacién, pero
con el criterio "MinMax" se utilizari para el jugador II’; i =mon las
elecciones que puede hacer I y 3 lam que puede hacer II, la expresidn
n :;f‘ P:: vr mon lam entradas de las matrices de resultados -]
subjuegos definidos en el capitulo II, donde Pﬁ'-on'prnbnbilid-den, n
o8 @l factor de descuento y v:' s el vector v una etapa atras.

Desarroliando la ecuacisn para el juego que noa ocupa bquodarll

ani:

2 Chapra, Steven C. y Maymond P. - Cancle. “Métodon numéricos  para
ingenieron, phg. 0.
8. ElL - criteric MaxMin oe aexplica en el apéndice Al
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Si K=1 en n'=®@ con 11, 2 'y §=1, 2

el e po Pt WS . P2 W0,

1
LR Hlxh“ th‘_.’.( »

. i 0o 12 o
H-x‘_.{ !ltn’“‘( ( a“f e P“ wor P v
1 a4 o a8 L]
Cagy, *BUP L w' e PLowv 1) }
Si k=2 en n=*=O® con 1 =1, 2 y 3§ =1, 2
L} 2 ¥ TO . 22 ]
v, ll-xh‘{ m.nj_._-t ¢ a.* nt P“ v, P“ ve ),
2 n o 2= o
Ca  *AUP _w +P v )1 H

an‘_.{ lun’_ul: ¢ a., v ),

PR o
M 1 22 2

2 2 _O 2= o
(auor)(Pn"OPuv.))J}

€on lo que obtendremos una vez resueltos estos sistemas el vector
v . (v:, v:) correspondiente a lea primera etapa n = @ con ‘un error

persmitido £.

S1i k=1 en n=1 con 4«1, 2 y j=1, 2.

2 ¢ “ s [T}
v, s lluxh‘{ Hin’-u( < a, * I {8 P“ il - P“ v M,
1 1" s = s
Cay, « BCPL Wi« Pwl 1)}
L a8 1 18 .
nnx‘_.{ llln,_.‘( { o nt P-l Lt Pn v .
I (a:‘oﬂ(P;:y:oP:vnl;
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Si k=2 en n=1 con i =1, 2y 3=1, 2.

B 28 8 22 4
l(a“'ﬁ( P Y, * P v

2 .
v, " llnxh.{ llinj“‘

4

! 4 -
te P}

z 2
(":l’m,Pn' s

2 { 7O | 7 4
‘[(c"¢ﬂ( P"-'OP 'l)).

Illx“l{ Hln’. at

un'
L PR 01}

(a:‘On(F::v -

Con lo que obtendremos una vez resueltos estos sistemas el vector
v' - (v:, v:) correspondiente a la segunds etapa n = 1, con un error
permitido « y un error relativo porcentual ¢ . Ael continuawos hasta

que el vector v no cambie o |o. | < o

Teniendo ya nuestra ecuacién recurgiva podemos pasar a la
diagramacién del problema (Fig. 1, pAgina siguiente), paras
posteriormente poder hacer la codificacién del wmétodo en algtn
lengusje de programacién, como el lenguaje C, versidn 2.0, que fue el

que me utilizd en este trabsjo.
3.3 Programacién y solucidn del juegqo

El programa y la corrida completa pueden verse en el spéndice C,
aqul aslo mostraremos las doe primeras matrices y la dGltima, est " come
@l reaultado obtenido; tomande un error permitido de 0.001, vy éo-o

vector iniciel v = (@, @).

En las dos primeras matrices loms regultadoa son los miamos que ya

habiamos obtenido manualmente:



wi®)=w(i]=0,0
€z 0,001

(EGioreative s
it

= Valoran

[} ¢
aleranterior /Uaforr'gc: T

= wie)

KIS

lub]u':o&con - o
1

Bloque donde se
n:utlvln lel dos

:zm i. g
. uf " medio

* &n
X
Valorposterior “

= w(0}

©

Fig. 1. Diagrama del problema.




1.0000 2. 0000
v -
2, 0200 2, 0000 ]
— .
~1.0000 1. 0000
v o
-2. 0000 2. 0000
L -

con v = (2.009, -1.000) y un error relativo de 100, para la

siguiente iteracién les matrices son:

1.7500 3. 2000

1. 5000 2, 3000

-1. 0000 2, @000

- =2..5000 -8. 2500 N
con w' = (1.750, -1-08@) y un error relative de -14,28571, todaviam’

estamos muy lejom de encontrar el valor del juego.

. En la iterscidn 34 (o etapa) lam matrices son lu-F siguientes:

—~ —
1.3334 2.6667
v
1
1,3334 2,3333
— _
-1.3333 1.6667
v .
2
-2, 6666 -@.3333 _J



Eon ™. €1.333, -1.333) y un error relativo de -0.0009387466, que es
menor en valor absoluto de 0.0@1, por lo que podemos coneiderar como
QI‘Vllor del juego a (1.3334, -1.3333). Ya que se trata de uﬁ Jjuego de
@uma cero, @l reosultado final debe mer cero, la interpretacién es la
siguiente: el jugador I gans 1.3334 con las politicas establecidas
desde un principio en 't y I's, en cambio, el jugador II gana -1.3333
con esas mismas politicas, por lo que ler; necesario que carrija eus

planes ei desea tener alguns msejora.

Estos resultados son muy cercencs a los que obtiene L. C. Thomas
que son de (1'/9, -1‘/9), nosotros podriamos lograr un mejor resultado
si cambiamos el error permitido. El programa se volvic a correr
probando un error permitido de 9.02801 y los resulteados fueron mucho
mejores, el error relativo fue de -9.834739E-05, y el resultado fue
(1.3333, -1.3333), en 43 iteraciones. Claroc que entre mis pequefio ees
el error permitido mejores serén los resultados, pero el ndmero de
iteraciones se incrementa rapidamente y con eato los costos
tiempo-miquine, que en un problema con mis estados y wis elecciones

para los jugadores el costo resultars significativo.

3.4 Un enfoque practico

El problema que bosquejsremos a continuacién traste wesobre el
autofinanciamiento del "Tsuru 4 Ptee. Std. Tip. Plus®” que comercializa
SICREA, respsldada por la compafia NISSAN, y el °TOPAZ Austero® que
comercisliza CONAUTO, respaldada por la compafiia FORD; d&ste dltimo,

fue posteriormente remplazado por el ®"SCORT". La cowmpetencia entre
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estos doms sistemss de credito automotriz y las dos unidades en
psrticular, es vilida, ya que. los dos se distribuyen en un plan a 50
meses y el velor de las unidadem no es wuy diferente, pues en
promedio, 1la qxtornncia entre el valor de las unidades varia solamente
en K8 2,539.00, precio ptblico, estando algunas veces wmis caro el asuto

de NISSAK que el de FORD y viceversa,

La competencia, légicamente esta en genar clientes para cada
unidad en el plan de 50 meses, con acciones como las siguientes: 1)
Incrementar la publicidad & un plan en especifico; 2} Nejorar el plan
exietente; 3) Hacer algdn tipo de promocidn; 4) HNo tomar ndinguna
accién, etc.. Las estrategias que seguirén las compafiias son: el de
una promocidn especiaml, como en el caso de CONAUTO, que sustituye el
TOPAZ por el SCORT, en abril de 1994; en @l caso de SICREA mejorar su
plan 50 existente, comprometiendose a entregar la unidad con un minimo
de 20 wensualidades adelantadas, esto sucedio en mayo :ie 1994.

Como se puede ver, la competencis entre estas compafilas existe y

va en periodos m ualea.

Planteando el problema de forma que @@ea wmAs facil visualizaerlo
como un Juego EsctocAstico bipersonal de euma cero con demcuento,

quedaria asfi:

Dom compafias autofinanciadorass: SICREA y CONAUTO, compiten para
ganar @l wmercado de automovilea. Cada compafiia puede decidir entre dos
acciones posibleas: 1) Hecer algdn tipo de promocién que atraiga al
cliente; o 2) No hacer nada, lo que implica dejar aus planes tal como

eastin,
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Cada mes el consumidor debe tomar la deciaién de cual sistoma e8

@l wejor para ¢l. Si partimos del momento en que SICREA mse muestra mis

atractivo al conaumidor, hablaremos del estado 's, de igual ma , @i
partimos del momento en que COHAUTO es mas atractivo, hablaremos del
estado 2. Las ganancias que ambam compafilias podrian esperar,

dependiendo de que estado se inicie, y aplicando aus estrategias son:

I's (SICREA como mejor opcidn)

Xe IXe
No hacer nada Promocidn aspacial
Is Mo hacer N$ 3273417.90 NS 1440340.10
nada
IIz rromocidn Ne 64425860. 68 Ne 5671826.67
sepecial

T2 (CONAUTO como mejor opcidn)

Ie IIe
No hacer moda promocidn especial
‘Il No hacer Ns 734034.01 N® 1833077.80
nada
IIs Promocién -N¢ 5671826.67 -N& 4592782.88
eapacial

Las probabilidades de que el proximo mes se pase a ' son:

Si partimos de I's S1 partimos de 2
Ic IXc Ie Ile
=
Is - .5 ~ .3330 - .5 . 3330
I1s .6629  ,333@ : . 6629 .6670

-5‘..



Les probabilidades de que el proximo mes se page a I'z son:

Si partimoms de s Si partimos de 'z
Iec IXe Ie Ile
Im .3 . 6670 Iz . 3372
Ils . 3372 . 6629 . 3371 « 6629

Si la inflacién en ese affo fue de 0.03, 1o que tomsremos cowo

factor de descuento, tendresos (3=0.03.

Tendremos un Juegos Estocéstico, compuesto de dos subjuegos dados

de la siguiente forma

I's (SICREA como wmejor opcidn)

Iec 1Ie
Im 3273417.90+¢. 8z + .5re) 1440340.10+(,. 3330 + .667rﬁ)"L -~
11 64425860. 68+ (. 6629 + .33742) 5671826.67+(, 6671 -+’ )
L . +333re)"

s (CONAUTO como mejor opcidn)

Ic Ilc )
Is [— 754034.01+(. 5"~ ,8F2) 1833077.80+(. 333 + .6672)

‘Ila ~85671826,.67+(.6629M« + .3371ra) -4592782.88+(.3371M +
. . 662902)

Una vez planteado el Juego, podemos intentar encontrar su
solucidén., El juego es de suma cero, sl consideramos que en un mes los
contratos que pierde una compaNia low gana la otra y viceverasa; esta
claro que las decisiones de un pericdo anterior =son laa ﬁn;caa que

afectan el estado actual del juego, sin importar que se  decidiera en
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os actuar la inflacién wsobre el

el inicioc del juego; ademss, si dej

Jjuego tendremos el factor de descuento requerido.

Por las observaciones anteriores podrismos coneiderar el problema
comao un Juego Estocastico e intentar encontrar su solucién tratandolo
como tal. Ni intensidn al deacribir este problema ha esido el de
mostrar un problema mss resal, que pusda ser tratado como un Juego
Estocéstico. Creo que la competencia de compafiias sutofinanciadoras es
un buen ejemplo de como, con un poco de imaginacién podemos utilizar
los métodos de la Teorias de Juegos para encontrar lea solucién de

diferentes problewmas.

El desarrollo eficiente de algoritmo con un ndmero finito de
pasos para juegos de alguna clase especial tienen hoy resultados en
una nueva linea de 1nv--tig-c16n‘. Como hemos visto en este capitulo
el desarrollo de algoritmos se entrelaza con ideas de la programacidn
dinsmica y progamas de computo, sin las cuales su solucisén estaria muy

lejos de conocerae.

El dar a conocer este tipo de problemas permitirs a los anilistas
conocer diferentes formas de aplicacidn de la Teoria de Juegos
Emtocssticos con descuento. La habilidad pars resolver este tipo de
problenas ae puede desarrollar mejor mediante la exposicidn de una
gran variedad de aplicaciones y con el anAlimis detallado de las

caracteristicas comunes a estas situaciones.

- maghavan, T. R, S, de: Raghavan, Farguson, ot al. . “Stlochastic

games and related topica®, pdg. ..

56



Con la difusién y popularizaciédn de leas computadoras hemos
entrado en la nueva ers de las tecnologias de la informacién, cuyo
ﬁorxzonto parece ser la "mociedad automatizada® en un futuro no muy

lej nno'.

No em f&cil predecir los futuros avances y wmucho menos los plazos
en que se puede llevar acsbo, habida cuenta de que la evolucidn y
desarrollo de la tecnologis aumenta a un ritwmo cada vez mis acelerado
No gbstante s partir de los logros obtenidos y de otros iniciados ae
puede vislumbrar el efecto de su implantacién wasive en la sociedad,
‘dondn los problemas de conflictos jugsrsn un papel importante, ya que
les geationes en las® eupresas e industrians se realizars de una forma
totalmente automatizads, mediante algoritmos ya implantados en todo un

sistens de informacién eliminendo la wayor parte del trabejo manual.

s Aleavldo,v‘:l.'.' . "C_lore.ln._ ot al... ';6form‘li‘:5. basicar, ﬁlg. I T R
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CONCLUSTONES

Finalwente puede concluiree que. los Juegoa Estocssticos con
descuento en general, son una nueva direccidn en la Teoria Clssica de
los Juegos, ests teoris es relativamente joven, pues fue apenas en la
decada de los 50’s cuando se empezd a trabajar en ella, ain embargo,
las condiciones en que .0. desenvolvia no ayudsban a un rapido
desarrcllo y menos & una difueién mse profunda del tema, por lo que
tuvo que esperar. Es shora con losw esdelantos tecnolégicos que esta
teoria puede rendir sus frutos. En nuestro pais es practiceamente
desconocida, y por consiguiente wmuy poco valorada, de aqui 1a
necesidad de difundir el tems y los progresos de la migma. Contribuir

a esta tarea fue uno de los cbjetivom al comenzar este trabajo.

En particular loe Juegos Estocisticos bipersonsles de suma cero
con descuento, son un buen principio para conocer y ver las posaibles
aplicaciones que puede lleger a tener esta teorias, el umo de. las
té#cnicas de programacidn dindmica el bien son w8 conocidaa y
utilizadas, requieren de mayor atencién. Hasta ahora, por las
caracteristicas que pregsentan los problemaa de Juegos EstocAaticoa y
de programacidn dinimica, la dnica forma de logt-r' algtn dominio de

ellos es la presentacidn, andlisis y difusidn de problemas resueltos

por e s técnicas. El constante desarrolloc de la tecnologia nos
proporciona excelentes herrsmientas para ' encontrar la solucién de

juegoa que solamente en dimensiones grandes puéden tener una

aplicacitdn 6til. Como se describe en el marco tedrico: ‘"el problema

actual ya no em la informacién que tenemos para almacenar, wsino
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mente nos es Gtil", los Juegos Eatocasticos

processr la que verdade
pueden convertirse en una buena herramienta para 1la toma de
decisiones, ya Qque ahors que el problems de procesamisnto y
almscensmiento de datos pasa rspidamente a segundo término, el umso y

@oluciédn de este tipo de problemas se harin was frecuentes.

Sin embargo, no nos engsfamos, sabemcos de lam limitaciones que
como teoris presentan los Juegos 'Estocasticos, los juegos de suma cero
on particular, que son los m&s desarrcollados, presentan la limitacisén
de que no todos lop conflictos se pueden reducir a esta forma e

" incluso habris que preguntarse ei una vez hecha ls reduccién a sume

cero, el problems representadc todavia @8 confiable o dtil. En general
los Juegos EstocAsticos suponen ciertas hipdtesis que en la gran
wmayoris de los casos no se dan, Como son!

s La hipétesis de que los jugadores puedan d;tcrnin-r la

-utilidad que para ellos tiene cada posible eleccidén
¢ La hipétesis de que cadas jugador tiene conocimiento de 1las
regles o eatructura del juego.
. La hipétesis de que cada uno de los Jugadores tenga

conocimiento de ls utilidad del otro jugador.

Todss estas situaciones limitan la aplicabilided de la teoria a

- situaciones conflictivas de la vide real.

Adewmis @s fAcil ver que los juegos bipermonales son muchas veces
inadecuados para conatruir modelos de situaciones conflictivas que
involucran s wis de un participante (sunque exista la posibilidad de
hacer equipo entre los jugadores, de tal forma que solmmente existsn

dos bandos, y sunque esto es deseable no weiempre e=m posible), lo=
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cuales se pregentan muy a menudo, e@jemplo de eato mon las competencias
entre empresas, las relaciones diplowmaticas o las relsciones
legislatives; todse ellas contienen situaciones en les que intersctuan

mis de dos jugedores.

Hasta shora, nadie sebe exactamente adonde irA a parar el futuro
desarrollo de la Teorfa de Juegos, la Teoria de Juegos Estocasticos
con descuento es un buen ejemplo del deseoc de acercarse wmis a la
realidad introduciendo el efecto eatocaatico y el factor de deacuento,
el desarrollo futuro de eetm teoria como modeloc de ciertos aspectos
del comportamiento humano, dependen por una parte de nuestro
conocimiento del hombre como alguien que toma decisiones, y por otra
parte, el desarrollo de otras técnicas matemiticas mediante las que
puedan ser eatudiadas las complejas relacionee de las personas en

conflictao.

A peser de todo esto, si algo nos puede quedar claro, es gque la
solucién de un Juego Estocsstico bipersonal de suma cero con deacuento
debe hacerse por medio de la programacién dinAmica y utilizando wun
programa de computo. Por la misma forma @n que se elabora un prograns
din&mico, que es en forma iterstiva y haciendo uso de informacioén
anterior su implantacién en un programa de cowmputo eas sencillo, el
problema radicari en el tamafio del juego, este problema no es teérico
#ino tecnolégico, ya que tedricawente el sumentar un estado o una
@leccisn a sus conjuntos respectivo@ no representa ningdn problems,
perc esto no es lo mismo si de wemoria y procecamiento me trata., Sin
embargo, la informacién de las numerosss revistas especislizadas en
eston temas nos llenan de optiwmiemo, ya que cada vez mas articulos

hablan acerca de nuevos procesadores, siempre wAs r&pidos y con mayor
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capacidad de almacenasiento.

Con este trabajo se treté de dar un pmnorama de 1o que es un
Juego Estocastico, y cual es su actual desarrollo, ya que el Juego
Estoctstico con descuento, es hasta el womento al que wse le ha
prestado mayor atencién de parte de los asnalistss. A pesar de los
problemas tesdricos para su implantscién, no deben subestimsrse aestos
juegosm, como une rama de la Investigacidn de Opersciones en pleno

desarrollo y como una técnica pare la toma de decisiones.

61



1

LISTA DE NOTAS DE PIE DE PAGINA
CAPITULO I

Raghavan, T. E. S., T. S. Ferguson, T.

Vrieze. "Stochamtic games and related topics", pag. 3. Este libro
e® una recopilacidn de articulos sobre Teoria de Juegom
Emtocasticos, fue de gran utilidad para la elaboracién del trabajo,
eata nota en particular se refiere a la introduccidn que escribid

T. E. S. Raghavan sobre los trabajos de L. S. Shapley.

Shapley, L. S., de: Raghavan, Fergueon, Parthasarathy y Vrieze.
*Stochastic games and related topics®, page. 201-206. Hace
referencis al lav;ua-o articulo de Shapley *Stochastic Games", donde
e 'hublu por primera vez de este tipo de juegose y se demuestran asus

propiedades.
Nota del autor.

Luce, R. Duncan y Hovard Raiffa, "Game and decimiona introduction
and critical -hrvey', p&g. 2. Excelente libro sobre la Teori{a de
Juegos y uno de lom pocos que trata el tema de Juegos EmtocAsticos,
ademis de teoria contiene notas histéricas muy interesantes aobre

el desarrollo de los juegos.
Nota del autor.

Luce, R. Duncan y Howvard Raiffa. Ob. cit., pag. 459. Los autores
comienzan a trater el tema de Juegos Estocasticoa desde un caso

particular hasta generalizar a un juego de N subjuegos.
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‘7. . Alcalde, E., N. Garcia y S. Pefuelas. "Informatica basica", pigs
16-21. El libro nos presenta un panorama amplio de lo que es la
informética, me trata de un libro de rApida lectura que nos permite

identificar los avances de la computecidn por generacionea.

'B. Keufmann. L. C. y R. Cruon. "La programacisén dinamica®, pag. 37,
Se trate tal vez, del libro mis completo de programecidén dinamica,

con numerosos ejemplos y deacripciones detalladas.
9. Nota del autor.

12. Luce, R. Duncan y Howard Raiffa. Ob. cit., pags. 458-461. Aunque .
no resuelven ningtn juego la <forma de obtener la solucidn ge

describe de una msanera bastsnte clars.
11. Ibidem, pags. 2-10.
12. Alcalde, E., M. Garcia y S. Pefuelas. Ob. cit., plg.'.la.
13. Ibidem, pAge. 85 y 94.
14. Ibidem, pAg. 132.

15. Parthasarathy, T. y T. E. S. Raghavan, "Some topics in tvo-person
gemes®, pig. 238, Este es otro libhro bastante comwpleto, wsin
ewbargo, el nivel del libro es elevado y noc hace ninguna aportacidén
novedosa en lo que a Juegos Emtocésticos se. refiere. Me parece bien
agragar, que contiéna un pequefii@imo capitulo donde explica cualea
®on loa principales problemas a los que se enfrenta la Teoria de

Juegoe actualwmente.

16, Alcalde, E., M. Garcia, et sl.. Ob, cit., pag. 137.
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1.

4.

8.

6.

CAPITULO IX

Luce, R. Duncan y Hovard Reiffa. "Gawe and decisions 1ntr_oducttcn 3
and critical survey", paAge. 457-458. Antes de entrar de lleno a 1lo
que mon Juegos Estocésticos, los autores hacen un pequefNo ‘ bosquejo
de como la teorias se ha ido adecuando a diferentes tipos de

problemas.

Thomas, L. C.. *Games, theory and applications®, pag. 152.
Excelente libro para congultar temas que no se trantan

frecuentemente en la literatura de juegosa.
Nota del sutor.

Breton, Michéle, de: Raghavan, Fergueon, Parthasarathy y Vrieze.

"Stochastica games and related topica®, pag. 45. El articulo ae

" 1llama "Algorithme for Stochastic Games", Breton nos da una visidén

de loa diferentes algoritmos que a través del tiempo se bhan

propueato.

Raghavan, T. E. S., de: Raghavan, Ferguson, et al.. Ob. cit., ﬁag.
4. Se trata de nuevo de la introducciédn que escribid Raghavan, .
donde nos habla de los adelantos y las distintas ramae dé los

Juegos Estocasticos.

Alcalde, E., M. Gercia, et al.. "InforméAtica b&sica", pag. 138.

- Breton, Michéle, de: Raghavan, Fergueon, et al.. Ob. cit., pag.

47. Ademis de la panorimica que nos ofrece de los distintos

algoritmos, Breton propone uno nuevo, utilizendo lao I..Jol“ “de

64



9.

. 1@,

11.

12.
13.

14.

algunos slgoritmos.

Ibidem, pag. 49.

Filar, Jerzy A. y Boleslav Tolwinski, de:

nghlvnn.y Ferguson,

et al.. Ob. cit., p&g. 59. Los articulistas se proponen modificar

el algoritmo de Pollatechek y Avi-Itzhak.

Iden.

Breton, Michele, de: Raghavan, Ferguson, et

48.
Ibidewm, pag. 49.
Idem.

Hillier, Frederick S. y Gerald J. Lieberman.
investigacisdn de operaciones®, pags. 395-40%.
un capiftulo sgobre programacidn dinswmica,
caracteristicas,

Juesgos Estocasticos.
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Este 1libro contiene

donde detalla sus

éatas las ocupamos para ver sus afinidades con los



1,

CAPITULO IIIX

Thomas, L. C.. "Games, theory and aspplications”, piage. 157-158.

-"Emte libro adewmis de sbundante teoria contine ndmercsos ejemplos de

" Juegom EstocAticom; uno de ellos lo tomamo@ pars elaborar el

algaritmo, dando correctamente los resultadoa de L. C. Thomas.

Chapra, Steven C. y Raymond P. Canale. “Nétodos numéricos pars
ingenieros”, pag. 69. Contiene un mmgnifico capitulo sobre errores

de redondeo y truncamiento.

Nota del autor.

Raghavan, T. E. S,, de: Raghavan, Ferguson, et al.., Ob. cit., pdg.

4.

Alcalde, E., M. Garcia, et al.. Ob. cit., pag. 23.
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APENDICE A
LA TEORIA DE JUEGOS*

Este apéndice no pretende cubrir todas las definiciones y métodos
que existen para resolver un juego, tampoco se hablari de otros juegos
que no sean bipersonales y de auma cero. Easte apartado intenta adlo
dejar mAs claro algunos conceptos que ge utilizeron dursnte el
desarrollc del trabajo. Existe un gran ntmeroc de libroa que tratan
ampliamente @l tema de lm Teoris de Juegos y que durante el trabajo we

le ha llamado La Teoria Clasice de Juegos,

Los numerosos ejemplos que involucran adver;ariou en conflicto
incluyen juegos de mesa, combates militares, campaflas pollticli, de
publicidad y de comercializacién entre empresas de negocios que
compiten, etc. Una caracteristice basica en muchas de estas
situaciones es que el resultado final depende, primordislmente, de la
combinescidn de estrategiae eseleccionadas por loe aedversarios. La
Teoria de Juegos es una teoria matematica que estudia lam
caracteriasticas generales de las wsituaciones competitives de una

manera formal y abstracta.

2 =t texto - fue tomado de lea siguientes libroa: principalments de
Mckingey, J. €. @., “Introduceién a la teoria matemética de Loa
jusgos”, phge. -20, v de: Hillier, rrederick <. 12 derald g,
Lisberman, “xntraduceidn a la inventigaci®n do operacionea”, péga.
434 y €58
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La diferencia esencial entre los juegos de estrategia y los puros
pasatiempos de azar radice en lu circunatancia de que la inteligencia
¥ la pericis son (tiles cuando se trata de jugar los primeros, pero no

loa Gltimos.

El ndmero y variedad de los Jjuegos de estrategis es enorwe,
distinguiremoce, en primer lugar, los jJjuegos segin el numero de

jugadores: juegoa uniperascnales, bipersonsles, etc.

Consideremos ahora una partida de un juego de n personas, con los
Jugadores P1, P2, ..., Pn, y sea e (para 1 = 1, ...,n) el pago hecho
a PL al final de la partida (si em Pi quien tiene que pager a sers
negativo). Entonces, @i se verifica que

Lo, o =0
=y 13
diremos que la partida es de guma cero. Para nuestro cado en un juego

biperaonsl Ps @ers I y P2 sert Il y lo que gana I lo pierde II.

El camo de lom juegos bipersonsles de sume cero, en los que a
cada jugador edloc se le ofrece la posibilidad de hmcer una jugada. El
primer jugador elige un ndmerc de low m primeros enteros positivoe, y
el segundo jugesdor, sin previa informacién de la eleccidn hecha por el
primero, elige un ndmero de lo# n primeros enteros positivos, Ambos
nGmeros @e comparan despuém, y uno de los jugadores paga al otro una
cantidad que depende de laa elecciones hechas, y de acuerdo con las
reglas del Jjuego. Pera que estos Jjuegoe tengan un nombre loe

llamaremos, con bastante arbitrariedad jusgos rec;-ggula}es.

Un ejemplo de juego rectangular es el wesiguiente: el jugsdor I
@lije un ngmerc del conjunto (1, 2, 3}, y el jugador II, =in haber

sido informedo de la eleccidn echa por I, elige a au vez un namero del
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conjunta {1, 2, 3, 4!, Hecham las dos elecciones, IXI page a1 'ubnnb

cantided determinada de acuerdo con la miguiente tabla:

1 2 3 4
1 2 ‘1 10 11
2 @ -1 1
3 -3 -3 -1 1
L

Es decir, =i, p. e3j., I elige 1 y las eleccidn de 11 e8 3, IX
pagarad » I 10 unidadps monetarias cualeaquiera. En lo wsucesivae, por

razones de brevedad, |describiremcs los jueges de ests clase dando

alinplenente la an de pago.

|

Juegos rgct.ngu;\g:en con punto de pilla. Conaideremos shora el

juego rectangular cuyas matriz wxn es

'™ Ya ) ' C %
gy “an ) : N
A= . . . 13
a . ..
™t dna anm

Si e} jugador I elige el nimero 1 en una determinada partide de
este juego, estars entopces geguro de ganar poyr lo wmenon el wminiwmo de

los slewentoms de la primera fila; ea decir, por lo wenos

\

Y, en geners, si elige el nimeroc i, tendrs la certeza de ganar

min’ au.

por la wmenos

nin Ty

Puesto que puede elegir i a discrecidn, -es natural que lo elije

de manera que



nl.nj a“
mes lo mayor posible. Asi, pues, hay una eleccidn para I que garantiza
que su ganancia sera por lo =msenos

max, ninl aU'

De manera aniloga recordando que los pugos a II son los opuestos
de los elewmentos de A, vemos que hsy una eleccién para II que le
asegurk la obtencidn de, por lo menos

max min - .
i LI ¥

Conviene recordar ahora la propiedad elemental de que =i £ es una
funcién real, pars la que existen los maximos y minimos indicados, ae

verificard que:

max_ ~-f£(x) = -min_ fi(x)
L] »

min -~f(x) = -max_ £(X).
x »

Y como en nuestro caso los campos de variabilidad de 1 y de j aon
finitos, y existen, por tanto, todoe los maximos y minimos deducimos
que:

uux} -int -n” a2 max -tnnx‘ au.'l = ~min, max Q.

3 i LYy

Asw{, puem, II puede jugar de manera que adquiera la seguridad de
obtener por lo menos

~mi n‘i max, a.u..

En resumen: I puede eatar aseguro de conseguir por lo menoce
mex, min, a“
y II puede impedirle que consiga mas de

1 2.
m, nj max, ”U
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Si mse verifica que
mex, -m’ au = -.tn’ wax, g v
entonces I debe darse cuenta, i lo reflexiona =suficlentemente que
puede obtener V, y que su contrincante le impediria que consiga una
cantided mayor que ésta. Asi, pues, a menos que tenga alguna razén

poderosa para creer que Il piensa hacer algo descabellado, i debe

decidirse por V y jugar de manera d d para guirlo. Y,

anaslogamente, II debe jugar de forma que obtenga -V.

Consideremos ahora ¢l juego rectanguler dado por la wmatriz ({11J.
Llameremos getrategis mixte para I a un grupo ordenado de m nOmeros
reales no negativos (x.. cees xn) que satisfagan la condicidn

Lo, % - b
tales ndmeros deberin considerarse, por supuesto, como lam frecuencias
con que I elige los ntmeroms 1, 2, ..., ®m. En lo sucesivo utilizaremos
el simbolo Sm pars representar dicho conjunto. Analogamente, por
estrategia mixte pars II designaremos cuslquier wmiembro de Sn; e=m
decir, todo grupo ordenado de n ndwmeros reales no negativos (y‘. “ees
yh) tales que satisfagan la condicidn

Lo vy =

A veces llamaremos a los propiom ndmeroe i, ..., m estrategiag
puras pars I, y a los ndmeros 1, ..., n estrategias puras para II. Es
evidente que, respescto @ I, la estrategia pura k equivale a la

estrategia mixta (x., cery xm), con tal que x, = 1y x = Q, para ik,

S1 I utiliza la estrategia mixta X = (x., cees xm) y II emplea la
Y = (y.. ceny 7»" la esperanza matemitica de I vendr& dade por ia

férmuls .
n m
EOLY = B, Dua %y % Yy
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- -
Y @i ocurre que, para un X de Smy un Y de Sn, se verifica
e, ¥ s Ex®, ¥ s Ex, v,

para toda X de Sm y toda Y de Sn, diremos entonces que X e ¥Y* ason

egtrategias Optimas (wixtass) pera I y II, r
E(!‘, Y') el valor del juego (para IXI). Si X. e \" son estrategias

pectivamente, wsiendo

éptimam para I y II, respectivamente, diremos en tel caso que el par
ordenado (X.. Y') constituye una solucién del juego, o bien que e un

punto de silla ..ti-.ttqico.

Existen otros métodos para resolver un Juego, como =on

'donln-ncin, graficemente o utilt progr ién lineal, pero su

metodologia no se verd en este apéndice.

El problema gensral de como tomar una decisidn en un medio

competitivo es bastante comtn e importante. La contribucisén
fundamental de la Teoria de Juegos es que proporciona un merco
conceptual bAsico pera formulsr y anslizar tales problemas on
situsciones simples. 5in embargo, existe un gran sbismo entre lo que
1a t.o.'orlu pusde manejar y la complejidad de la meyor parte de las

aituaciones de competencia que surgen en la practica.
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APENDICE B
LA PROGAMACION DINANICA®

Este apéndice presenta brevemente las ideas en que se¢ basms la
prograsscicn dinamica. Por el mismo desarrollo de la programecidn
dingwica es imposible en un texto, por ‘luy grande que sea, abarcar
todas lam formas que toms esta técnica, ya que al no tener una
formulacidn estandar puede sdoptar mwmuchas formas, y sdlo la
experiencia podrs decirle al asnalieta cuando utilizar ¢&ste =método o

aguel otro.

‘El método de programsciédn dinsmica requiere del uso de .I.n‘
eo-pu@..dor. digitel. Como ge trata de una técnica enumerativa, los
tiempos de cdmputo para este método son en general grandes, asi como
los requerimientos de memoria. Debido & ello el empleo de esta técnica
esa un cuanto limitado, a pesar de su extensivo ntmerc de aplicaciones

potenciales.

La programacién dinsmica ea una técnica de optimizacion
enumerstiva aplicable a problemas con reetriccioneas y funciones

objetivo que pueden aser no lineales y regiones factibles no convexas.

4 R texte fue Lomade de tom siguienten libros: principalmente de

Geraz, Viclor ¥ Manuel arijolva, xl enfoque de sistemas", phgs.
B49-2¢0. Un  megunde libro fuse el de Noufman, A y | N Cruon, "La
programacidn  dinhmica®, phga. So-27. v por  Gltimo ol da niltier,
rredarick =, y Osrald 4. Liabd. . 1. a la nveatigasitn

de Operaciones~, phg. <28,
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Se aplica en forma natural a problemas que pueden descomponerse
en etapas a lo largo del tiempo, pero también puede emplearse en

probl.lul no secuenciales o con estructura en serie.

Para resolver eete tipo de problemas, sese establece un modelo

matemdtico cuyas principales componentes son:

1) Un estado inicial x que da toda la informecién relevante socbre el
sistema antes de la toma de una decisidn,

2) Un estado final x que da toda la informacién relevante sobre el

-

sistema deapués de haberse tomado la decisidn..
3) La variable de decisitdn D ={ do, di, d2, ..., dN ) que puede
manipularse pars obtener determinado ocambio del sistema de un

estado inicial ¥ a ser estado final x.

Como el problema de decisiones ae presenta en aquellanm
situaciones, donde un problema tiene varias soluciones factibles o
alternativas, con objeto de poder seleccionar entre éstas, os
necesario asociar a todas las poasibles solucionea una funcién de
beneficio o garantia , que mida la utilidad que se asocia a cada unas

de las posibles goluciones.

4) El beneficio r que es una funcidn escalar que depende del valor de
loa estados inicisles, de lam decimionees tomadas, y de loa estados
finales, es decir

r=rtx% D Xx) t1

5) Una transformacién T, univaluada que relaciona los estadog

finales, con loa estados iniciales, y laa variables de decieidn.

x = T(y D) ($-3]

74



Eeta funcién o relacidén de transformacion puede ser una relacién

matemitica o puede estar dada en forma tabular.

Como 1la funcidn de transformacién T em univaluada puede
sustituirse (2) en (1] pesra obtener:

r.=rl x5, D, T(x, D))

Em decir, la funcién de beneficio r sdlo depende de los estados
iniciales y las variables de decisidn.

r=r'(x D)

Recordando que la funcién de transformacién es univaluads puede
obtenerse la transformacidén inversa T’, a ssber

x=T(x, D)

Sustituyendo este valor en (1) se llega a:
r=r{ T(x ,D), D, X )
o bien

rer'(x, D)

Un problema de toma de decisiones consiste. en maximizer o
winimizer la funcién de beneficio r, si las veriables independientes o
de decimidén toman todos los posibles valores, dentro de las

restricciones que fije el problems.

Estos problemas de toma de decisiones son, por lo tanta,

problemas de optimizacién entre los que podemom distinguir dos tipos:

El probleas de optimizacidn de estado inicial x consiste en
encontrar el miximo (o minimo) del beneficio como funciédn del cat-do.

inicisl, es decir:
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£0x) = mAx r'( %, D) ’ 132
D

En el problems de estado final x, debe determinarse el miximo (o

minimo) del beneficio como funcidn del e

do final, es decir:

£ix) = max r*’¢ X, D) te)
D

Problemas de optimizacidn como lom planteados en las figuras ([3)
y [4) contienen muchas variables. La programacién dinamica transformar
un problema de esta naturaleza en uns serie de problemas més

sencillos, que contienen pocas variables.

La progrlllcxﬁnv dinimica se basa en el principio de optimalidad

expuesto por R. D. Bellman de la eiguiente manera:

“Una politica es Sptima 3{, en un periodo dado, cualesguiera
Que sean las dectsiones precedentes, lag decisiones Que
queden por tomar congtituyen una politica dptimx en lo gue
respecta al resultado de las decisiones precedentes™

Emte principio, llamado "principio de optimidad® por Bellman,
conatituye la base del método de la programacidn dinimica. Permite, en
efecto, considerande sucegivamente 1, 2, 3, ..., N periodos, conatruir
progresivamente una politice éptima. Podemos, para esto, partir ya mea

del primero, del tltime o de un periodo cualquiera.

La programacién dindmica es una técnica muy ¢gtil para tomar una
sucesidn de decisiones interrelacionadas. Requiere la formulacisn de

una relacién recursiva spropiada pars ceda problema individual. Sin
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embargo, proporciona grandes shorros computacionales en comparacién
con la enuwmeracidén exhasustiva para encontrar la mejor combinacién de
decieiones, en especisl cuando se trata de problesss grandes. Por

ejemplo, si un problema tiene 10 etapas con 10 estados y 10 decisiones

posibles en cada etaps, la 1én h tiva tendria que

considerar hests 10‘°

combinsciones, wientres que la programcidn
dinswmica necesita hacer cuando mucho 10" csiculos (10 para cada estado

en cada stapa).
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APENDICE C

PROGRAMACION Y CORRIDA

Se presenta a continuscidn el listade del programa que me utilizd
para obtener los resultados del capitulo III, en este mismo apéndice
se muestra la corride del programa con un error permitido de 0.001;
por problemas de espacio wdlo aparecen las cinco primeras iteraciones
y lae cinco dltimas, el lector veri que no es necesario conhocer - cads
-‘una de las iteraciones. Ademss en el programa listado, la sealide es
diferente, en é¢ate adlo deapliega el valor del juego, el nOGmero de
iteraciones, el error relativo y el permitido; las modificaciones aon
solamente en la sslide, toda la eastructurs es la miama. El programa
fue coditicudo-on lenguaje "Turbo C" verasidn 2.0. Como ya se dijo en
el capitulo III, este programa sclamente es Gtil para resolver el

juego que ahi se detalla.
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En

" El

En

El

El

En

El

la iterscién: @
subjuegol
1. 0000 2. 0000

2.0000 2.0000

vector v ’siguiente’

la iteracién: 1
subjuegol
1.75@0 3. 000
1.5000 2, 5000

vector v ’'siguiente’

la iteracién: 2
subjuegol
1.6250 2,8750

1.5000  2.4375

vector v ‘siguiente’

la iteracién: 3
asubjuegol

1.5469 2.8125
1.4688 2, 4062

vector v ‘siguiente’

subjuego2

-1.0000 1.0000

~2.0000 O.Q000

o8 en esta iterscidn: 2.0000

o8 en

@8 en

-1.0000

subjuego2

~1.0020 2.0000

-2, 5000

esta iteracién:

1.7500

-0. 2599

~1.0000

subjuego2

~1.0625 1.87

~2. 5000

esta iteracién:

~1.1250
~2.5312

esta iteracidn:

a2

1.6250

subjuego2

1.5469

50

-0. 2500

-1.0625

1.8125
~0.265%6

~1.1250



El

El

En

El

El

la iteracién: 4
subjuegol
1.4922 2.7734
1.4375 2.3867

vector v ‘siguiente’

la iteracién: 29
subjuegol
1.333% 2.6667

1.3334 2.3334

-vector v ‘msiguiente’

la tteracidn: 30
subjuegol
1.3334 2.6667
1.3334 2.3334

vector v ‘siguiente’
la iteracién: 31
subjuegol

1.3334 2.6667
1.3334 2,3334.

vector v ’siguilente’

subjuego2
-1.1758 1.7734
-2.5625 -0.2812

e en esta iterscién: 1.4922 -1.1758

subjuego2
-1.3332 1.6667

-2.6666 -0.3333

@8 en ests iteracién: 1,3335 -1.3332

subjuego2
-1.3332 1.6667
-2.6666 - ~-9.3333

es en esta iterscién: 1.3334 -1.3332

aubjuego2
-1,3333 1.6667
-2.6666 -@.3333

es en eata jteracidén: 1.3334 -1.3333

83



En

El

El

El

la iteracién: 32

subjuegol
1.3334 2.6667

1.3334 2.3333

vector v ‘siguiente’

la iteracién: 33

subjuegol

1.3334 2.6667
1.3334 2, 3333

vector v ‘siguiente’

valor del juego es:

subjuego2
-1.3333 1.6667
~ ~2.6666 ~@. 3333

es en esta iteracién: 1.3334 -1.3333

subjuego2
~1.3333 1.6667

-2,6666 ~@.3333

@s en esta iteracién: 1.3334 ~1.3333

1.3334 -1.3333

Se hicieron un total de 34 iteraciones

Con un error relativo de: -0.0009387466

Y un error permitido de:

2. 001
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