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PROLOGO 

Exiat•n varios motivos y circunstancias por las cuales elegi el 

t•m• de •Juegos Estocásticos• para d••arrollarlo como tr•bajo d• t~•i• 

pro~esional. Primeramente fue el interés que la materia que lleva el 

nombre de Teor1a de Juegos despertó en mi, y qu• en un principio ere!, 

ingenuamente que dicha teoria representaba una gran solución • 

diferentes tipos de problemas sociales, pol!ticoe y en general 

problemas de competencia. Sin embargo, la gran limitación que yo vi •n 

l• Teor!a de Juego• era el hecho de que ai•mpre se deben de tener loa 

beneficios de loe jugadores en la matriz de pagos, esto nos preaenta 

un gran ohtáculo pues no siempre se puede lograr esto. Hi primera idea 

fue trabajar sobre este defecto, pensando que el problema se podr1a 

resolver utilizando técnicas de pron6aticoa, pero, de haber tr•bajado 

por este lado hubiera necesitado una gran cantidad de información 

numérica, con l·a que no contaba ni cuento hasta ahora, por lo que ai 

.yo quer1a ampliar mis conocimientos en esta Area tenia que mirar hacia 

otro lado. La f•lta de difusión de loa avances en esta rama de la 

matemAtica fue tal vez mi principal problema, ya que fuera de la 

Teor1a ClAaica de Juegos <y por esto entiendo loa trabajos de von 

Newman >, hay muy poca información,' la mayor! a de ésta se encuentra en 

revistas cient1ficea Cdif1ciles de Con~eguir> o en recopilaciones de 

articulas y son realmente raro.a .~·~a·-~ib~~s que .aborden .el tema· con 

cierta profundidad. oentro · ete · ~~-t~. ~-nf~-~~~Cio~ el t.ema mAs .frecuente y·~ 

del que podr1 a. ~_acar · .~~-~-~-r, pr0Y~~h6~.:: -~~~-~!Os . .J~e9os EStoCAsti~os. >C·o~·:" 
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d••cuento, Y• que ni lo• ju•goa ecuraivoa, juegos sin descuento o de 

suma diferente de cero son trata os con 1recuencia en la literatura, y 

por el momento no se conocen mé odoa confiables para encontrar au 

solución, o un campo de 

3uegoa E•tocAatiooa con 

Las limitaciones 

repre•entaron un :fuerte 

de 3uegos EatocAsticos, 

aplicaci,nea como el que podr1an t•n•r loa 

de11cuent¡· 

en cuanJo a la cantidad d• in:forn1ación 

problema,¡ Rl poco material que existe, no •ólo 

sino, de temas relacionadoa con la Teor1a de 

Juegos, e11t4 en otro idioma (1ran és e ingl•s por lo general), y no se 

encuentran con facilidad. Incluao en la• bibliograf1as que incluyen 

loa librea o art1culoa, hacen eferencia a tesis de grado sólo 

diaponibles en Univ•raidad•a extr njeras. Sobre loa otros ten1•a que 

toca brevemente el trabajo, como e la in1orm4tica y la programación 

dinAmica, la situación es muy di erente ya que actualmente existe 

mucha bibliografia en temas rel cionadoa con la computaci6n1 con 

respecto a la programación dinAmi a, aunque la situación no es la 

misma, al es más :fácil encontrar aterial. 

creo haber cubierto con este trabajo, ·y P.e el: de' Ó·a~t.'~~bU~.i~·' de · eigu~a 
:foraa a la di:fuaión de este tipjo de .j·U~g~·~·: 'Y:· '{·~~'~i~~< ._muy·. poco 

,,._ .:.:·/,·,~ ;' . . .. ,- >" .. -, · .. ·:; :- . ~ ·:.~; 
:. t: . : : , . '· ,, . •-.:· ·:. ':·.' . .. .~ .. ' , 
: .. -:-··.> .... :'·.':!:'." : .. \- ·.:.'~\:!·:· ·::r;:~:·· 

:·,~·1~6 .~~~~~~·~i~~ -::._·es· ::.'~·i d~r un 
... ·-·· ·1 • 

conocidos, y valorados. 

ejemp1o m.11.a que contribuya "otrc,-;·:: ;~i.P~/:'. .... ~~-~'. ... :··a~l:~~ión ·.: via 

progremación dinámicai que como ve e~O.;¡~;_:~.·· _lo .. l&r~·~· ·.·del . ~r~-~~j~··- ·ea 

ideal para resolver este tipo d.·e jrgoá·,. ·ya que su · ooetodologia, se 

ajusta per~ectam•nte para resolver\ loa Juegos Eatoc!aticoe y como 
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sabemos la mejor forma de lograr un dominio de este m~todo es la 

di1uaión y aniliais de ejemplos. Segundo, proponer que el tema de 

3uegoe EstocAsticos se incluya al t•aario de la materia de T•or1a de 

Juegos, de la carrera de HatemAticas Aplicadas y Computación. Ya que 

este tipo de juegoa perMita una ampliación de loa alcances de la 

Teoria de Juegos, al incluir el concepto de •estado• o •periodo• al 

juego, porque ahora no hablamos de un aolo ju•go en un tiempo dado, 

aino de un juego que est4 compuesto de otros juegos que se 

repiten a través del tivapo. Eato permitirA encontrar •is aplicaciones 

a la teoria. 

El tema de Juegos EatocAaticos con descuento lo desar.rollé con el 

afAn de conocer mAs acerca de eate te•a y por la escasa difu•ión del 

te•a o tópicos alrededor de la Teoria de Juegos, que es una teoria que 

no ha dejado de evolucionar nunca. De cualquier 1orma, el deaarrollo 

de este trabajo con el que de alguna forma he de dar por terminados 

mis estudios de licenciatura me ha dejado muy satisfecho. Eat8e 

óltimaa palabras me hablan de un Oltimo objetivo, esta vez de tipo 

personal, que •• el de titularm• en la carrera de Kate~Aticas 

Aplicada• y Computación. 

Quiero agradecer al Licenciado Hector ArgUelles Tejeda su ayuda y 

aua siempre atinados consejos, durante.la elaboración de este trabajo; 

al Licenciado Carlos San Juan Rivera, por su ayuda en la elaboración 

del subcapitulo 3.4, as! como a Mi honorable ju~ado, por sus 

comentarios al trabajo 1inal. Sin loa cuales este trabSj~ no . hubiera 

podido concretarse. 

111. 
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INTRODUCCION 

El trabajo que tiene ahora en las manos, trata el tema no muy 

conocido de la Teor1a de Juegos EatocAsticoa, en particular, juegos de 

doe personas, de suma cero y con un factor de descuento. A•1 como d• 

au solución utilizando la programación dinAmica para obtenerla, viene 

con e•to 1mpl1cito el uso de la co•putadora como una herra•i•nta 

necesaria para encontrar su solución. 

El trabajo estA dividido d• la aiguiente nanera: primeramente, •l 

"arco Teórico nos ubicar6 en el ambiente en que se desarrolla esta 

teor1a, aa1 como las diferente& ramas de la matemAtica que convergen 

en ella. También hablare•oa de la utilidad que presta el actual 

desarrollo tecnológico en materia de computo pera este tipo de 

problemas •. En el. Ciap1 tul o definlremoa que ea un Juego Estocástico 

biperaonal de suma cero y veremos sus principales teoremas, como loa 

presentó L. S. Sh•pley en 1953; bosquejaremos el modo de resolver un 

Juegoa EatocAatico y v•remoa cual.ea fueron laa condiciones que 

frenaron •l desarrollo, de eata nueva teorta, y por que es necesario, 

utilizar programación dinámica si ae desea trabajar con estos juegos. 

Ya en el Capitulo II definirwmos un Juego Estocástico bipersonal con 

descuento y revisaremos un teorema importante, como lo presentó L. c. 

Thomaa en 1984, que viene siendo un resumen de los tres primeros 

teoremas vistos en el. capitulo I, pero éste ya contempla el factor de 

descuento. Hablaremos un poco sobre el desarrollo de algor~t.'!'ºª 

propuestos a lo largo del tiempo para resolver est~ tipo d• juegos · Y: . 



fin•l~ente veremo• la• afinidad•a entr• l• programación dinAmic• y loa 

Juegos EatocAatico• que nea aerAn muy Otiles en el siguient• capitulo. 

Ea en el Capitulo III donde por fin resolvemos un Juego EatocAatico 

bipersonal de suma cero con d•acuento, elaborando para esto un 

progr•~• dinámico que posteriormente fue codificado en un lenguaje de 

co•puto, para obt•n•r au solución, y comentar••o• ••ta aolución; 

cuando •• vea el probl•N• a• •nt•nderA por que ~ue necesario hacer 

todo esto, por Olti•o bosquejaremos un problema detallando los 

el•mentoa de porqu• podri• pensarse como un Juego EstocAatico con 

descuento. Las Conclusiones, a pesar de au brevedad hablan de lo que 

ae puede esperar de esta nueva teor1a en un futuro cercano, asi como 

de sua limitaciones. 

Hasta aqui el trabajo en lo que a Juegos EstocAsticoa ae re11er•; 

ain e•bargo, inclui•oa al final, tres ap~ndices para re1orzar un poco 

el contenido de la tesis. El priMer apéndice es acerca de la Teor1a de 

Juegos •clásica•, la llamo clásica para pod•r dif•renciarla de la 

Teori• de Juego• E•tocA•ticoa, p•ro no •e le encuentra con eat• nombre 

en ningQn otro lugar, •ate ap~ndice no pretende mAs que profundizar u0 

poéo en algunos conc•ptos y definicion•s de la Teoria ClAaica de loa 

Juegos, que se tocaron durante el desarrollo de loa capituloa. Leer el 

ap~ndice A, no ayudará a la persona qu& no este familiarizada con la 

Teoria de Juegos, a comprender el tema de este trabajo, su fin, es el 

de recordar algunas d•finicionea bAaicas. El ap~ndic& B, trata el teMa 

d• la programación dinámica, explicando el trato que se les debe dar a 

los probJ.einas quv ae quieran resol.ver, por medio de este método. El 

ap~ndic• e, muestra el li•t•do y J.a corrida del programa que se 

elaboró para •ncontrar la solución del juego viato en el tercer 
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capitulo' hay que aclarar que este programa sólo ea útil para ese 

problema en especíZico y no puede correrse con otro juego. 

Antes dv pasar a la lectura dvl trabajo, es necesario d•cir algo 

acerca de la bibliogra~ia. Loe Juegos EstocAeticoe no son un tema 

que ae trate en todos loa libroa que hablen de juegos, aunque la 

mayoría de loe libros que tuve oportunidad de reviear, fueron ••critoa 

y publicados pocos o muchos anos despu~s de 1953, atto en que se dieron 

a conocer loe primeros trabajos acerca de Juegos Estocásticos; eatoe 

libros no aon.de ~Acil acceso y son muy poco conocidos, a pesar de que 

•on •xcelentes trabajos; libros fundamentales para el desarrollo dv 

eata tesis ~ueron: •Geme and decieions, introduction and critica! 

aurvey•, dv Duncan Luce y Hovard Rai~~aJ •stochaatic gamee and related 

tapies•, de varioa autores, este libro ea una recopilación de 

artículos que hablan de Juegos Eatocáaticos y temas a~inea, como el de 

algoritmos o juegos estocásticos n-peraonalea; y por.supuesto •Games, 

theory and applications•, de L. C. Thomas1 algunos de eatos libros y 

otros son mencionados en la Lista de notaS de pie de página. Otro tipo 

de libros que aparecen en la bibliografía, son loa de investigación de 

operaciones y progamación dinAmica, que tambi•n fueron muy Otiles al 

momento de elaborar el trabajo, todos los libros de investigación de 

operaciones que consulté, tienen un capitulo para la Teor!a de Juegos 

y otro para la programación dinámica. Por óltimo, los librea que hacen 

referencia a otros temas, como son: métodos numéricos, informática y 

programación, no fueron tan ocupados, pero aportaron su grano de arena 

al trabajo final, estos tambián Zorman parte de la bibliograf1a. El 

material de la henmerograf!a fue muy ótilee al momento· de,eacribir el 

Harca Teórico y es de muy f Acil acceso. 

3 



·sin m.6a ·que decir, podemo·a pasar a la exposición del- trabajo. 
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HARCO TEORICO 

L• teor1a d• Juego• EatocA•ticos ae puede conaiderar como uno de 

loa pasos mA• importantes en esta r•~a, desde que von Newman realiz6 

aus trabajos, que ahora ya podemos considerar como la Teoria Clásica 

de loa Juegos. Eat• nueva teor1a fue introducida en 953 por L. S. 

Shapley en un articulo titulado simplemente •Juegos E tocáaticoa•. Se 

puede decir que se trataba de un paso obvio para el d sarrollo de la 

Teor1a de Juegos, ya que anteriormente el juego se desarrollaba todo 

en una etapa, es decir, el juego ae realizaba en un momento en el 

tiempo y enseguida se solucionaba, d!ndole a cada juga ar su premio o 

pago correspondiente. Ahora, esta nueva idea nos perm te desarrollar 

juegos por etapas, es decir, el juego estará compuesto por diferentes 

juegos que es nvces&rio reso.lver a través de.l tiempo, in que existan 

posibilidades de pa•ar a otro juego sin antes haber re u•l.to el juego 

donde se encuentran los jugadores en ese momento; ésta idea resulta 

~undamental para los Juegos Estocásticos as1 como para ate trabajo, y 

nos ocuparemos en detal.le de ella más adelante. 

En un Juego Estocástico existirán probabilidades de transición 

para poder pasar de etapa a etapa o de juego en juego. LO anterior. 

sugiere que previos conocimientos de "cadenas de Ma.rkovJ serán Otiles· 

para entender cabalmente estos juegos, ya que la forma e una -<~ad~~·~·. 
de Markov es muy semejante a .la de un Juego Eatocást co, ·cómo·· ·10· 

verifican las palabras de F. S. Hil.lier y G. J. Liebel-.ma- ·:en. su · 11bi-o 

"Introducción a la 1nvestigaci6n de operaciones"i 

s 



"En. tos probl•mas ~ toma de d•ctsto~s. con frecu.ru:::ia $ur•• ta 
nec•stdad de tomar dectstones basadas en f•n6menos q\k!' ttenen 

tncertLdumbre asoctada a ellos ... En l'U6a.t" de manejar esta 

Vartabt t tdad co11'tD cuant t tal'"ª• pu•de tru:orporarse al modelo 

ma.temAr.tco y rnan..ja.rse •n forma cuanr.ttatt\Ja ... 

Sin embargo, no ea indi•p•nsable tener conocimientoa de cadena• 

d• "arkov para solucionar este tipo de juego•• En cambio la 

•Programación OinAmica• si nos serA indispensable en el momento de 

obt•n•r la solución, ea neceario manejar o tener id•a de la 

Programación OinAmica, y digo tener idea, debido a que no existe un 

m6todo establecido para resolver problemas como serla en progra~ación 

lineal, citando a loa autores anterior•ente mencionados, nos daremos 

una idea de lo que quiero decir: 

·•en. conr.raste con la pro11rarria.et6n ltnAPal, no c'Uenr.a con un.a 

form.ulactón ma.temAt tea esr.an.dar para 'et• problema. de 

pro11rarnact6n dtnArn.tca, stno que se r.rata de un enfoque de ttpo 

IJ•neral para ta sottJ.ct6n de probt•ma.s y tas •cuactones 

especiftcCUJ que se ttsan se deben desarrollar para Q'Uc!' represenr.en 

cada sttuactón tndt\Jtdua.l. En.ton.ces, se necesita 'Un ct•rto 1Jrado 

ch!t cr1tat t\Jtdad y buen con.octm.tento de la estructura •l!!'neral ~ 

tos problemas de pro6rama.c:t6n dtnAmtca para reconocer cuando un 
problema se puede resol\Jer por ~dto de estos procedtmtenr.os y 

cómo ll!'stos se pueden l le\Jar a cabo". 

y ea precisamente el Juego EstocAatico un problema que se.presta· pa~a 

reaolv•rse mediante esta tl!cnica~como tendremos oportunid~d de ver. 
'· --::· -

Otra t~nica idiapensable es la programación, debida· -ál- .. ~-~
1

r;.~'t(~ ·:·!~ ';. ~·
que pu•de alcanzar un Juego Estoc.istico se hace im~OB.:i:.b.l~ ·,,':'U- :-"~-6-J:i~~i~ri .~: :-.:_, 

. . ;. ···~: ·. ·.' -: . 
en :forma raanual, como lo dicen A. Kaufmann y R. Cruon ··e·n··.Bu-"lib·r·o··.~ ."~L-• -,. 

programación din.imica•, esto sin hacer referencia· dir·~~~;~~~~~~.;: ·.!".>:·.~ ~~::~·--. 
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dtob<!' subrayars,. ~ ,.n la pr6cttca La r,.soLuctón anaLittca 

C'O"'Pl•ta d9 un pro~rClllV:l dtnAmtco aleatorto es practtcaJMonL• 

t111p<>•tbl,. cuan.do ,,.,. <t,.n.. un cierto ttrado de complejidad, ca:9t 

•'-.,,.,,,.• pr•••n.t• •n lo• ca.o• •n qu. •• cl.•.a r•pr•••ntaz- la 

r~Ltdad en forlflD. suftct,.nte,,..nt,. /tel. En t1"n..ral, .. i ••tudto 

cmal1t~co •ólo ¡»rJllttei •'lftO•trar cteorta. propt•~• <J. la. 

•olucton.•. El. ,,..,:odo habt t1Jal coru!Jtst.eo eon. ••t• ca.o •n bu9car la. 

soluc:tón nt.IM-rtca IM'dtant• una co'lftPU.ladora e>l•ctr6ntcaº. 

••P"•-nlcici6n i.fl'K1gi.na.ri.ci de un .ruego JEatoecimitlco 

Coao vemos hasta ahorita, loa Juegos Eetoc6•tico• •U 

••tructura y en au solución •on una •ezcla de varias ra••a d• la 

••t••Atica, co•o aon: laa cadenaa de ftarkov y la Teor!a ClA•ica d• 

7 



por la• 

coMputador•• •l•ctrónicas. Ho ea neceaario decir que el conoCtmiento 

d• la Teor1a Cl6sica de loa Juego• •s indeapen•able para pod•r 

•nt•nder y r•aolver loe Juegos E•tocAaticoe, ain ~ata no podr1amoa 

conc•bir la g•n•ralización que •• hace de punto ailla a todo •l ju•go, 

eato eigni~ica que ••t• punto ailla •ati8~ace todo el juego y a cada 

uno d• loa eubjuegoa d• que eatA co•pueato1 ••1 como la extenaión de 

eatrategia, aqu1 lla~ada eatrategie •atacionaria. 

Por otro lado, durante la elaboración de eate trabajo ae publicó 

el libro •Introducción a la matemática de lo• juegos• de Francieco 

Stnchez, cuya pri••ra edición ea de 1993, su actualidad, •in embargo, 

no noa pr•••nta ningón •aterial con reapecto • loa Juego• 

E•tocA•ticos, no aa1 con otros trabajos de Shapley sobre juegos, co•o 

aon ju•goa n-peroon•l•• coperativos y no coperativo•. Por lo qu• 

podeMoB creer que a medida que ae den a conocer este tipo de avanc•a 

ae podrA tener una mayor aplicación de la Teor1a de Juegos. 

Se hablaba arriba de la utilidad de las computadora• para 

resolver eate tipo de juegoe, debido al ta•ano que llegan a tener 

éstosJ es admiaible que el lector se pregunte qué tan vAlido ea 

hacer mención de la ayuda de las computadoras para resolver estos 

probl•rnae, ai ya c••i nada •• hace sin contar con una co•putadora, ain 

••bargo, en ~avor de ••te argu•ento qu• ••gri•o, puedo d•cir que ••ta 

teoria no habia logrado un deaarrollo potencial anteriormente, d•bido 

al poco grado de re~inamiento en el qu• •e encontraban las 

co•putadoraa cuando aurgió esta teoria, y aun ahora la solución de 

estos juegoa •• ve d•t•nida o frenada por la capacidad de 

almacenamiento y proce•a•iento de las mAquin•. No dudamos qu• en 
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tecnologia el problema desaparezca por co~pleto. 

Actual•ente •l probl••• de alaacena•iento de dato• <lo que no 

i•plica proc••••i•nto> •• puede decir que ha llegado a un grado 

•ati•1actorio, continua•ent• •• pued• enterar uno de lo• nuevos 

adelanto• en ••ta ra•a, tal •• el ca•o de los su.trato• d• Cer••ica o 

el Co•pact Diec coao lo dio a conocer la reviata PC ftagazine en •u 

nóaero de octubre de 19931 

.. Cl. probl...a. actual ya no es la tn.fo.rMaCtón. que t.•nemo• 

·al1111:1Cenar. •tno proc••a.r la 9'M' ...,..rdabranwn.l• nos tt• óttl. 

cf:f.a lo• /abrtcan.tes da medto• ~ almac:•nam.tttn.r.o ~can. 

pa:r-a 

Cada 

al.t.•rn.attua.9 •n. tn.,,..ttt/lfM!t6n. y ••a.rrol.l.o, n.t»t>Oa Mtodo• para 

la co~rvactón. ti. tnfor1'tta.Ctón. y •t•l~ con Mayar ca.~tdad. 

,,.jor utda Ottl. y prt!ICto ... 

Hoy en d1a hablar d• Gigabyt•• e• ya algo noraal. Lo• CDa parecen 

••r •n eato• •o .. nto•, •l a~todo mA• adecuado para •iatematizar 

infor•ación, la •••ificación de eetoa productos tardarA en "~xico unos 

tr•• afta• aproxi~ada•ente, ••gón inf or•ación de la •i•~a revista. 

Eato• nuevo• adelanto• oeguraaente in~lutr•n en el desarrollo y 

aplicacion•• de lo• Juegoa E•tocA.aticos. 

En •u no .. ro de julio de 1994, la •i••a revi•ta noa ilu•tra •obre 

el •Pentiu•• ya que co•o ello• •i•mo lo dicena 

.. Para cuan.do l.a ••lo ••6UZ'~n.te u.rttlftDs procttscdore-9 mlls 

r•pt.do• y pot.ente-it. co~nzan.do con versiones de 90 HHz y 100 HHz 

qu. •jlll'C'Uta.r•n ha.ta t50 porct•nt.o 1"".s r•pt.~n.t.e qu. t!'L P•n.ttum. 

da "'5 HHa". 
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Aparte de las ventajas de estos procesadores se nos informa de lo 

rentables que ser6n estos equipos en un futuro cercanot 

"Grac(a.s al c:u.unento de produce i:on de Los Chtps de Pent twn. ya : .. za·, 

com.peot.enci:a de procesadores pot.entes tipo RISC coma el ALpha. - de;. 

D(6(t.aL Equtptftent Corporat.ton y PowerPC creados por Appl.e; IBH: y 

Hotorola el precto de La. pontencta de PenttU'h., ohora e:sta ·ai 

alcance de todos". 

Kás advlante el mismo articulo nos in.forma de lo 'que vatoa 

adelantos permitirAn hacer: 

"El Chtp Pentt\Jln. e.Jecuta. ctnco o sets 'Ueces mAs ráptdam.ente que 

un. 48tJDX2/6tJ en tarl!>as de nól'n&!'ros rttaLes, como Los 'tnt>delos 

rn.atem.i.ttcos comple.Jos com.tJnes en los pro6r~ ~ CAD y de 

stm.Ulactones /tn.anctera.s. Aunque el poten.eta! de nómeros reales 

~ Pent. twn no está al ntvel de las est.aCtones de traba.Jo basadas 

en RISC. las mejoras sobre el rendtmtent.o del 486DX2/tS6 es 

tmprestonant.e". 

Esto nos da idea de como la tecnolog1a actual nos ayudará en la 

soluc.16n de nuestros Juegos Eatocáaticos. Pero para proceder • 

in~ertarlos en usos prácticos es necesario la ditusi6n de trabajos 

rélacionados con esta teor1a ya que prácticamente ea desconocida, pero 

lo que ea aun mAs importante es ditundir las aplicacionee que se han 

hecho en esta materia. Para qué eeto, para poder tener un contexto de 

como aplicar y resolver este tipo de juegos. Trabajos aai han sido 

publicados muy pocos. 
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.CAPITULO I 

JUEGOS ESTOCASTICOS 

En este primer capitulo introduciremos la definición de Juego 

E•t.ocA•tico, aal co11110 aus princip•l•s t•oremaa, bo•quejaremoa el modo 

de aoluci6n manual de un juego y veremos la• condiciones que .frenaron 

el daaarrollo pot•ncial de esta teoria. 

1.1 Definición~ Juego EatocAstico 

Como lo menciona T. E. S. Raghavan en sus escritos', .fue L. s. 

Shapley quien formuló en 1953 este tipo de juegos, siendo el ¡)ri111.era···.::_ .. :: 

en establecer la •xiatencia del valor del juego, de una· eat.rat'egia 

Opti•a y de un punto silla para el Juego Eetocá.st.icoª. La de~~~i-ciÓ~ 

que manejaremos en este trabajo ea la aiguientet 

Def'inicién. Un juego eatocA•tico biperaonal de aunia cero, r; · •• 
conjunto de N juegoe r', rª, 

eubjuegoa. La ~arma normai de un eubjuego ea una 1111at.riz de. 

resultados nkxmk cuya• entrad•• aon de la ~arma; 

aagha.van. T. •· 111.. T. •· IJ'erguaon. •t al.. ..•tochnsltie ga.m•a a.rwl 

l'•ta.ted toplca ... p.A.9. !l. 

2 Sha.pl•y. t.. S. da: aa.gha.va.n. T. 1:. s.. 11L a.l. "St.ocha.aLie ga.m11a and 

Mla.Led lopic•"· pAga. IOl-20d 
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donde ek ea el re•ultado ~inal ai el 
lj 

jugador juega su i-~aima 

alternativa y el jugador II juega su j-ésima alternativa. Esto 

conaiate en un pr••io nu•~rico a~J y una probabilidad P~~ de jugar rl 

eatando en rk, para l = 1, 2, ••• , N, donde P~~ r
1 

i::" 0 y ~~ .. P~! ~ 1. 

Cada vez que •• juega uno d& los aubjuegoa constituye un eatado del 

juego r. Si ~:. P~~ r1 
< 1 entonces hay una probabilidad positiva B 

-r..:. P~~ de que el juego termine en este vetado. 

Eata d•1inición pued• aceptar doa postulados: 

Poatulado !.• Sea a = r.ink.l.J e~J ya que a ea poaitiva, el juego 

termina con probabilidad 1 después de un nómero 1inito de estados, 

.~arque para cualquier nOmero t, la probabilidad de qu• no ae detenga 

deapu~a dt!P t estados no ea mayor que <1-a>l. 

k 
Poatulado ~. Sea ft ª 111axk.i..J lalJ 1 de ~o que ae dedUce que la ganancia 

esperada total esta li•itada por: 

"+ (1-e)" + (1-á>
2

" + •·• a"'ª· 
Ea ·d•apués del articulo de Shapley que se puede di~erenciar 

claramente entre lo que ahora llamaremos la Teor1a ClAaica de loa 

Juegoa y la Teor1a Eatocástica de loa Juegos porque sus trabajos 

fueron un parteaguaa, pues desde loa trabajos de von NewNan5 donde 

estableoio loa fundamentos d• la Teor1a de Juegoe introduciendo el 

teorema minmax probendo que ea ci•rta para condiciones generales y 

cr•ando a continuación una rica teoria de juegoe para más de doa 

!I ••ci.onlomonlo ha. puoalo duda. que NO\l'Ma.n ol. pa.dro do 

la. Toor1 a. do Juogoa cil onconlrClJ'llO unoa papoloa do •orol U.055> do 

lo11 aftoa donde do 'º" 
tundcirnantoa do lci Teor1 ci do o1uogo11. 
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jug•dor••
4

, no h•b1• ocurrido un progreso tan llamativo para la Teor1a 

d•.Ju•go• ya que ~atoa no conte•plaban juegos por estado• o en el 

ti••po y eran juego• •n un solo mo111ento o estado. Con el trabajo d• 

Shapley eate problem• queda superado. 

1. 2 Propi•d•d•• da. !211. Juegos E•toc6ati.coa 

En loa tres t•or1u1•a que presentó Shapl•Y Mtoa s6l.o noa 

garantizan la •xi•t•ncia d• tres cosaez .1) Une solución óni.c•; 2> 

Exiatencia de una eatrategia ••tacionaria; 3) Exiatencia de un punto 

ailla. P•ro probar esto y encontrar el valor del ju•go son doa coaaa 

diatint••· Ante• de ver los teor•••e con det•nimiento, penae11611 un 

poca en lo ante• dicho. Se nos di.ce que l.oe trea teorema• sólo nos 

garantizan que exiatan eatoe el•mentoe en un Juego Eetoc4atico, de ·no 

cumplirse esto ea obvio que no ae trata de este tipo de juvgoa. 

Primeramente se dice que existe una solución única, por lo que Shapley 

habla de juegos de au"'a cero, donde lo que gana uno .lo pierde el otro. 

Co•o aegunda garant1 a ae nos die• que debe oxiatir una eatrategia 

eatecionaria la cual no la podemo• p•near como en un juego de une 

•tapa, compueata por conjunto de estrategia• puras y mixtas, ya que 

•n un Juego Estocástico se to11a mucha. in.for•aci6n que dos •tapas 

adelante ya •a irrelevante. Aa1 que introduciremos a.lgo de notación 

p•ra eata• ••t'rategias eatacionari.aa. A eaber l.a estrategia que 

describe pera un jugador las mismas probabi.lidadee para su elección en 

Luc•. a, DuncQn y HoVaJ"d aaUfQ, "0Qm• ond deci.•i.on• i.nuoducti.on 

Qnd cri.li.cal MArvoy". p4g. a. 

13 



una N-tuPl• de di•tribución de probabilidad tal que: 

donde cada x" • <x~, 

para el pri•er jug•dor y •i•ilar••ntv p•r• •l ••gundo. Co•o terc•r 

garant1• •• no• dice que exiate un punto •illa, p•ro ••t• punto •illa 

••para todo el juego r • ( rk 1k•1, 2, ••• , N ), no •ola•ente para 

un •olo juego co•o podrla p•n••r••· El obtener ••t• punto •illa ea el 

d• un Juego E•toc••tico no no• die• co•o hac•r para •ncontrar una 

•olución, aólo noa ori•nta y die• lo que una solución d•b• de cu•plir, 

vn caao de que exiata. 

~l pri••r t•or••• que vere•oa die• ••lt 

~ ~· El valor del juego e•toc•atioo r •• la solución Onica i del 

•i•t••• 

k • 1, 2, ••• , N 

D••oatración. 

Dada una •atriz 8, p•rmita•• d•notar co•o •l valor •in•ax a 

valCBJ para •l jug•dor I y XCBJ, YCBJ •l conjunto de ••trategia• 

ópti••• mixtaa5 par• el pri•er y aegundo jugador reapvctiva•ent•· Si B 

y C aon doe ••trice• del •i••o ta•afto, entonces, ea ~6cil deaoetrar 

qu•1 

1 va1CBJ - va1CCJ 1 

11 

conjunto ... aaignar 

••lNll•gic.w • ...... 

Cll 

... 
mcayor 



R•gre••ndo •l Juego 

••tr1z de •l•••ntoei 

ª~J • 

donde . Q 

recurai6n1 

r.:, P~: al 

•• cu•lquier 

. 
°'º' 

Eetoo••tioo r. d•Lini•ndo AJc<~> oo•o 

i . 1, 2, ... , .k 1 j . 1, 2, nk 

H-v•ctor con co•ponente• nu•6rico• • 

y det'iniendo . 
G<U 

t • 1, 2, 3, ••• 

co•o 

h 

1• 

( •i eacogi•o• ¡,O> p•r• ev•l u•r A"' para cada k entone•• a•ru ••ri •l 

V•lor del juego truncado rkn.• que ••pieza en po•ici6n k y que •• . 
""" 

cuando t ~ i» exiate y e• ind•p•ndiente de &o•' y que eate co•ponent• 

... el valor del juego int'ini to r•. 

Conaid•r••o• la trenat'ar••ción Ti 

Ta = i', donde (1k • val CAkca> J 

de11n1•0• 1a nor•• d• a ººªº 1 1 ~ 1 • aaxk 1a"'1 • 

Entone•• tena•o•a 

,,; •axk.•.J 1 I.P~~ fil - r.P~: al f 

'5 .. xk.l.¡I 2'P~: 1 •axtf fl'-a' 1 

e 1-•> 1 fl - a 

U••ndo ClJ. En p•rticul•r, 1 T•a TO 1 ~ (1-•> 1 TO - a ... De aqu! 

que l• •ecuencia Qro,, Tdco>, .. Tato>, •• convergente. El 
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; • r; qu• i•plica 1 ; - ~I = 1 r; - T~ 1 S Cl-all ; - ~ 1, de dond• 

lit - ~I = e de aqu1 1' es Qnico punto d& T y "ª independi•ntv d• dro>. 

Para de•oatrar qu• 1 ea el valor del juego rk, ob•erva110• q.u• 

una estrategia óptima del juego finito rk<t> para loa pri•eroa t 

estados y jugadas arbitrarias de all1 •n adelant•, •l pri•er jugador 

puede aaegurara• una cantindad dentro de &
1 
~ Cl-s>tft/a del valor d• 

rkct>. Aai •ia110, para el otro jugador. ya que eL ~ 0 y el valor ~Ct> 

converge a rtl', conclui•o• que f/>k ea •l valor de rte. 

Este teor•111a noe garantiza qu& la eolución d• 

Eatoc4atico es ónice, •n un juego biperaonal de au111a 

aolución •• interpreta 00110 •10 que pierdv uno lo gana •l 

a•gundo teore•a lo·qu• garantiza •• la exiatencia de una 

eatacionaria. 

It9.ttY. ~· L• eatrategi• •st•cionari• il*, 'f*, donde xLe 

Ylt!: YCA1 <~> J, l • l, 2, • •• , N •• Cpti•o p•ra loa jugador•• 

r••p•ctiva~•nte en cada juego ~ perteneciente a r. 

un .Juego 

cero e ata 

otro•. El 

•atrategia 

XCAL<$>J, 

y II 

Supóngase una v•raión finita de r8' definida 00110 el acu•rdo de 

qu• •n el estado t •l ju•go parar4 con el jugador Z rvcibi•ndo la 

cantidad d• c:~j + r._ P~~ ~l en l.ugar d• sólo c:~J° Clarat11ente la 

••trategia •stacionari• il* aaegura al jug•dor I la cantid•d ;pk en ••ta 

v•raión ~inita. En el ju•go original rk ai el jugador I uaa ~' 

expectativas de ganar antes de t eet•dos aon al •enoa: 

;JJ" - (l-a>
1
-ª111axh.i..jr.. P~~ ;JJ

1 
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<!J:k - ( 1-•>t•llXl~l• 

Su• •Xpectativ•• tot•lee de g•n•r •on •l ••noe: 

~k - <l-•>l••xl;l - <1-•>l "'•· 

Si eato •• ci•rto para un valor grand• arbitr•rio d• t, •• eigue que 

R*, e• 6pt1•a •n rk para el pri•er jugador. SiMilar•ente para el 

jugador U. 

eetacionaria •• e1•ct1va en cada •Ubjuego, y •• auy d11erente a una 

aplicar • otro juego por •uy parecido• que eean. El Olti•o teor••• 

incu•b• al punto aill• d•l ·Juego E•tocáatico. 

~ ª• Loa juego• rk po• .. n punto •illa 

para k • 1, 2, 

para todo rkd"' •• una eatrategia Opti•• pura para todo ~ e r, y 

vicev•r•a· El valor d•l vector de r y r e• el •i••o. Sea ok<I, f> la 

función de pago para el juego. 

De•oetración 

Eeta prueba •• baaa •n un argu••nto •i•pl• del teor••• 2. Se debe 

obaervar que uha ••trategia R quiza aea ópti•a, para el juego r1' (o 

~> y no Opti•a para otroa juego• P•rtenecientea a f Co f'1'>. Eata• •on 

do• d• laa poaibilidad•• qu• r hara la diacontinuidad, pero, •i 

ninguna de la• P~ aon cero ••ta• probabilidad•• no aparecen. 

Ee decir, ai ninguna probabilidad P~~ ea cero el juego no ~arar! 

nunca, por lo que no a1ectar• al valor del juego que i no a•a 6pti~a 
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1.3 Condicionea !l!!!t, !!.2.!! conducen ~ utiliz•r oroqr•maci6n dinAmiga 

~ encontrar tl. valor W!.l. ~ 

'EatocA•tico vien• d•do por •l nó•ero d• subjuegoa que exiatan en r y 

•l nó•ero de deciaionea Co dimenaion•• d• la •atriz) en cada •ubjuego, 

••to •• ve •!a claro •i g•n•r•liz••o• •l ju•godr loa r componentes 

del juego r', r-:, .•. , r" aon dados en •l juego rk, el jugador I tiene 

la eatrat•gia pura 

••trategia pura y:, 
reault•do 11nal ••t 

k 
ª<J 

+ 

donde pkc > 
lJ 

0, pkl 
iJ 

~ 0, 

. l • 

p~?· p~~r'. 

para 1 . 1, 

jugador II l• 

S:I. uaa y II 

P~;r•, ... , P~;r" ). 

2, ... , r y PJr:c + 
iJ 

pka 
lJ 

p .. 
iJ 

ll•gar • tener r aubjuegoe, cada uno de ellos aerA una •atriz d• 

di•enaione• •1c•ºJr:' no neceaariament• igual•• para cada •atriz. Sin 

embargo, cada r componente hay que resolverlo para hallar el valor del 

juego total. Ea ~Acil ver ahora que ••te tipo de juegoa serian MUY 

co•plicadoa de r•aolver ain la ayuda de una co•putadora electrónica, 

d Luco, a. Duncar. y HOVCU'd Ra.ltta.. "Gamo lnlr-oct.Jcl.i.an 

a.nd crll.lcal 11Urvoy". 
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y• qu• aua operacion•• aon •uy largas y •e podr1a llegar a cometer 

•rror••· Pero , esto ea ~•cil verlo ahora que contamos con la 

tecnolog1• adecuada, pero en 1953 ••gOn la claaificación d• E. 

Alcald•7 la co•putación •e •ncontraba •n au ••gunda generación, cuya• 

car•ct•r1aticaa eran l• auatitución de v•lvulaa por tr•n•iatorea, 

perdie~do ta•afto y ganando potencia y ~iabilidad, lo que la• hacia ••• 

pr•cticaa. Se e•pezaba ap•naa • utilizar lenguaje• de alto nivel 

<COBOL, ALGOL, FORTRAN>, aa1 co•o nOcleoa de ferrita, la cinta 

adelantos deb1an de ••r razones de peso para l•a persona• que quer1an 

•.in ••b•rgo, llU capacidad de 

proceaamiento y •e•oria no p•r•itia todav1a un uao ópti•o d• la 

tecnologia para ••to• juegoa. 

Esto• factores llevarón a buscar otro tipo de t~nica para 

encontrar una solución a los Juegos EatocAaticoe, la opción lógica era 

h~c•r uao de las técnicas de Progr•Mación DinA•ica ya que en ~atoa 

juegoa la mia•a operación •• repite un nO•ero ~inito o in~inito de 

vecea, donde no ea poaibl• pasar de un eatado a otro ain tener •l 

re•ultado 6pti•o del predecesor. 

Esta idea que puede aplicar•• ta•bién en un Juego Eatoc••tico ea 

el principio de opti•idad d• Bellaan que conatituye l• baae del •étodo 

en efecto, considerando 

•uce•ivament• 1, 2, 3, ••. , H periodo•, conatruir progresivamente una 

po1Jt1ca 6pt1••· Podv•o• par• •ato partir ya ••• d•l primero•, d&l 

Alea.lde. E. • 11. 0Mc1 a. •l Gl, • '"Jnto•""'ll~a b•aica:·. pAga. 1~z1. 

ICaufWIOnn. L. c. ,., •. Cl'1.lon. "LQ pl'og"l"G.Pl\O.C.Lón dL~ftli.Ca.". pá.g. 97. 
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Olti•o o d• un periodo cualquiera. Para •B 

n•ce•ario conocer el ólti•o de loe eubjuegoa y 'd&, - ah1 paz:tir haCi• 

•tr.6•º· 

1.3.1 peacripci6n ~ !.!. ~ 

La 1orma en que un 3uego EetocAatico de n •etadoa e• puede 

re•olver •• truncando en algOn MO••nto el juego r ya que re•ult• 

impoaibl• resolver todos loa aubjuegoe. Primero el juego dado •• 

trunca •n el ensayo n, de la siguiente 1orma: ae juega sin ningun• 

•odi1icación, per_o en el enaayo n, en lugar de jugar el •Ubju•go par• 

el en••Yo n+l, el jugador II da a I una cantidad fija w~ • ai r' 1ue 

el que ae jugó, y w: ai r-9 se jugó. Entonces se dice que el juego se 

truncó en el· enaayo n por cierto rea u 1 tado < w ~ , "= >. Si n e111 

grande, ea intuitivo que el trunca•iento del juego original y el valor 

particular v~ y v: que •on uaadoa no a~ectan criticamente el valor 

total del juego truncado. Ahora para ilustrar éato•0
, aupóngaae que en 

el enaayo n de algón juego <largo> el reaultado final e•1 

[ 
juego r•cw~ 

11: 
4+0. 5v~ +0. lv: 

-2 +0. 4•º • 

o ·"· 
/1~ 

0. 5w~ •0. 3w: 

2+e.2w0 . 
P PQl'Q una ~acrlpc!lón rn4a daLa.lla.dQ. ver el a.péndi.~ a, 

&O LUCD 0 a. Duncan y Hova.rd aaUfa.. 

a.nd crlllca.l aurve)"'. ~gca 45a-•cst 
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juego r"cw: o ... 
~ ~ 

a• [ -1 2•0.2w~ +0. 2w0 . ' . a: 2•0.swº •0. ••º 5•0.6w0 +0.1•: • • • 

•n •l ene•yo n •• d•not•do por rite w~ o ... >, k • 1, 2 • 

v:. a v•lor del juego d• •u•• c•ro r'cw~ 

•• • • v•lor d•l juego de eu•• cero r-c •: 

o ••• 

J 

Ahora trabajaremo• hac.:l• atr4•. En •l •n••Yo n+l .. el. r.••ultado 

•jugar rk co•o aiguiente• t:l•n• el val.ar de •: para el jug•dor I, k 

• 1, 2. Aa1 &n ••• enaayo lo• jugador•• d•b•n co•portar•• co•o ai 

j u¡aran r• ( ·: ' ... )¡ continuando con 

hacia atr•11, para cada entero z, 0 :S z :S n-1, t•n••oas 

para k • 1, 2. 

_En particular en el pr.:l•er en•ayo tenvMoa: 

n-• . .. para k • 1, 2 • 

l• J.nducción 

y w; aon lo• val.ore•. de ·loa juegos cr 
r~> y cr ; r-,, r•apectivamente, cuando truncaron én n, po"r cw:. •:>. 
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conoc•r •lgo d• Progr•••oión DinA•io• por l• gr•n ••••j•nz• •ntr• ••t• 

•~todo y el propu••to por R. Cunean y Howard R•itta. A•1 co•o •~todo• 

de program•ción, y• que ei el nO•vro de •ubju•go• •• •uy gr•nd• •l 

trunca•i•nto deb• ••r en un •at•do r lo •Utici•ntem•nt• grand• para 

g•r•ntizar un• bu•n• ••ti••ción del valor del ju•go. P•r• reforzar lo 

•rriba dicho c~to lae pal•br•• de R. Duncan y Howard R•ift•· 

"Aun.qu• ••t.o no •• dtrttct~nt.• r•l.van.t• para la 

val• la pa.na. •nfa.t. taar a.. n.u.uo qt» la. T.ar1a 

prtttJtanwnhl' un prod.\Jct.o e» la. Jftat..,...t. te.u .Y 

•xpert1nientact6n ct•n.t1/tca "u. 

t.ar1a mt•lfttl• 

O. Ju.60• •• 
no d. la 

Por lo qu• •• n•c•••rio qu• l• p•r•on• int•r•••d• •n ••toa ju•goa 

conozca o ••t~ ~••ili•rizado con lo• conc•pto• m•tvNAtico• que ah1 •• 

••n•jan. Loa aiguient•e extr•ctoa son de loa •ia•o• autor•• y aunqu• 

h•blvn de probl•••• econó•ico• •• pued•n ext•nd•r • otras 4r•••· 

"Al Meno• dos probhrma:s no• trapt~n poner un probl•Pl'll2 ~onóatco 

•n la forrtt0. e:»- un .l,_tlº· E"n 11eon.soral •• di.Ji et l prect•ar- el 

conJunt.o da- e-•t.rat.•6i.CUI para lo• .Jut1ad1::11•••· Esto prout•n. a. 
ffWChcU CCZU99 ,,.ro la M!I /r.a'Ulltnt• •MI o .son la.a po•tbl•• 

tft!Qdtftcacton.s cb!ol con..ft.mto • ••trat.•6i.c2l!I duran.t.e la •.J.cuct6n 

ddi un ju.110. Por •.Jtnnplo •sto pue@ ocurrtr de \Jn n.'Ud'oo tn.uen.t.o 

q\M!' abra un. nue-uo ranao @ producct6n. Es v.rdad. que- t.aleis 

•ttua.ctontf• put!!dlfn abarcar•.,. formall'l\e-nt .. por ~to ~ la. T.or1a 

dJll O.Ct•torut• ba,jo l'.nc•rt tdt.uftbrl!'~ ~ro •Sto •s tomar •l.,,_.nt.os 

/Utllra <Mi la T.o.r1a e» Ju.60• ... 

E•t•• li•it•cion•• o probl•M•• •• pr••entan cuando !• cantidad d• 

opciones y eatr•t•gi•• crece d•••••urad••vnte, ocasionando con ••to 

H Luc.. a. Dunccm y Hovurd aa.UtCl. ob. clt. • ~g• •-•o 



que el probl••• •• haga intratable y •e tengan qu• bu•car otra• vi•• 

p•r• r••olverlo. 

"lh\.c:l :t•tftl1Ula compltcact6n •• c:Uf•crtbtr el con.fun.to "-' tfslrat•dta. 

•n st tuactonl!'s ttconólft.tc~ y •• que> •n la_ lfttlyoria @ lae 

c:t.ct•torws no •• ••crtbdo •n t•r1P&tno• obuto• ~ro rl!!'qUt•r• una 
••t»et/tcact6n @ t t1'1F1¡¡o. La tlllpOrtancta .Wl tt•lllpO et. d.ct•tón 

•• ob\Jto q\MI' n.tc••t ta t lu.tra.r••· No hay •ra.n dt/tcul tad 

con1;•ptual •n alar•a.r •l conjunto da al t•rnat t'UG9 a.1 COlftO 

tnclutr •l tt•rrtpO COJPIO part• tJA. laa •ltk:cton..a ¡»ro ••t• 
•Xt•ndtm.!•nlo •l con.funto causar• al.,unas dt/tcul ttu:W• 

pr6cttca.. El con.funto d.- ••trat•6ta. ll••ar• a ••r •'•ant••co 

muy r•ptdanwnteo. y con ••to la ~e.stdad cuantttattva da 

de>acrtbtr la •ttuactón ~o~m.tca co...., un .fU.dO ll•darA a ••r 

tMpOs!ble-. Hay tmporlante.s dt/tcul ta.d.9 pero como lo \)tflftO!I 

nosostros la ""1.YOria d• •l las •• ~n venceorº. 

En 1957 •fto en que •e prvaentó loa trab•jo• de R. Duncan Luce y 

Hovard Raiffa la• co•putador•• •l•ctr6nicaa •e encontraban en au 

•egunda generación ... y co•o ya he•o• •eftalado, no era lo ópti•o para 

re•olver lo• probl•••• de for•• rApida, eficiente y ante todo barata. 

Ya que por las caracter1•ticaa •r• •uy dificil •anejar con aoltura una 

cantidad grande de dato•. 

En ••• tie•po •e utiliza como •oport•a de información la cinta 

aagn~tica que •• un eoport• de infor•ación continuo cuyaa principal•• 

car•cteri•tica• •on au r••i•tencia la ho•ogvneidad 

•agn~tica, fuerte reai•t•ncia a lo• agente• fiaicoa y gran capacidad 

de alaacen••iento que eata relacionada con el largo de la cinta. y 

co•o ••dio d• prograaac16n le• tarjetas per~oradaa••. 

ta AlcGtde. R •• 11. CICIJ'c1a.. et al. . "•nto"""U.ca. •4.•ica ... p4.9. ••· 

o Alccalde ....... Darc1.o. •l ol •• Ob. cil •• p.6.g •• - )' N. 
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El'Onico lenguaje de alto niv•l qu• exiat1a en eate •o•ento era 

FORTRAN qu• es un l~nguaj• eapecializado en •plicacione• tl!ocnic•• Y 

cint1~icaa, ceracter1zandoae por au potencia lo• c•lculo• 

11at••6.ticoa, pero •atando li11itado en aplicacion•• de ••n•jo d• 

archivo y •dición d• in1or••• •ntre otroa''. 

Co•o hemos viato &n ••t• pr111er capitulo laa poaibiiid•d•• de 

reaoiver un 3uego E•toc6.atico por otro •~todo qu• no ••• Progr••ación 

Din6.•ica auxiliando•• de una co•putadora aon •uy pocaa y ain un uao 

prActico. T. Parthaaaraty y T. E. s. Raghavan dicen •n ei c•pitulo 

.. En ••t• cap! tul.o probar~mo!!I que lo• Ju•~s !."•toc.6.st tco.s t ten.n 

un valor .•. U9an.d.o lo• .r••ultc:tdo• qu. en Pro11r~t6n Dl~m.tca 

cuando •l ••pacto da ••ta.do• •• contabl•. El. probl.•IPM:l ~da 

dt!>•echad.o cuando •l. con.Junto d'1!' llf.StadtJ• fMJ tn.contabl.e 0
•'

5
• 

V••o• ya, co•o ea un hecho •l uao d• la Progra•ación Din••i.ca 

para aolucionar loa 3uegoa Eatoc4aticoe. 

Sin ••bargo, a peaar de qu• •n 1971, ~•cha de la publicación de 

loa trabajos de loa autores, la co•putaci6n ae encontraba entre la 

tercera y cuarta generación'd Parthaaarathy y Raghavan no aprovechan 

eato para proponer ninguna aolución por esta v!a. Estos adelanto• 

H lbidern,. ,.,g. t!IZ. 

t5 . •arlhcuiGJ"Glhy,. T. )' T. 8:. 8. aaghGVCln• '"8ome toplc• in t.wo-pel'eon 

gBM99". p4g .... . 

td AlcGLde. E.. ... OGJ-cici. •t cll.. "'Znfol'""'llca. •.6.•LCCl",. pág. &87. 

24 



p•r•1t1•n Y• •n ••o• •o••ntoa tener una •pl1cac1ón con un · nO•erO 

con•1derabl• de opcionea y ••t•doa. 
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CAPITULO II 

JUEGOS ESTOCASTICOS CON DESCUENTO 

2.1 Definición d• Juego E•tocAetico s.Q.!l d••eu•nto 

Una vez definido que •• un Juego E•toc4•tico, la t•or1a •• fu• 

adecuando para que pudi•ra reapond•r a div•r•o• tipo• d• juegoe1
• La 

idea· central fue ~•tas en e•t• cla•• de juego• un juego nor•alizado •• 

jugado en cada etapa y loa jugador•• pueden controlar el reaultado del 

juego a trav~a de aua eatrategiaa. A partir d• •ata id•• •• fueron 

adecuando otroa juegoa1 por eje•plo, loa juego• de auperviv•ncia y 

pelea donde hay un aolo aubjuego y eate •• repetitivo, los ;Jugador•• 

inicial .. nte cuentan con recuraoa li•itadoa y eatoa fluctuan en •l 

tie•po de acuerdo a lo• reaultadoa del aubjuego. Otro juego, que ea el 

que no• intareaa aon loa juagoa de ruin• econ6•ica, que •on tipicoa de 

lo• probl•••B d• politicaa dv dividendo• corpor•tivoa co•oi la 

politica ••• g•nero•• de divid•ndo• de la corporación o la de •ayor 

aeguridad en contra d• las exigencia• tuturaa, ain eabargo, a eataa 

trivialidadea •• i~pon• la verdad, impuesto• por la razón de un 

int•r~a o •n otra• palabras •una unidad hoy •• ••a valioaa que una 

1'utura•. 

Eata Olti•• clase de juegos ya deja ver lo que eerAn loe Juego• 

E•toc•aticoa con descuento. En realidad un Juego Estoc•stico con 

L\.lca. a. Dunco.n y HovCU"d •aifta, •oamo and dechi.on.m lnlroducli.on 

and crit.i.ca.l .urvay•. p,69• 457-4!111. 
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d••cu1nto •• d•11n• igual qui uno ain d••cuento pero introduciendo •1 

1actor d• d1•cuento ~. uate 1•ctor noe proporciona la id•• d• 

D1finici6n. Un 3uego E•tocAatico bip•r•onal de •U•• c1ro con 

deacuento, r, •• un conjunto d1 H ju1goe r•, r• lla•ado• 

•ubju1go•. La 1or•a nor•al de un eubjuwgo rJ' es una ••triz d• 

reeul tadoe "•:•• cuyaa 1ntrada• •on di la 1or•a i 

(2l 

donde ·~J •• el reaultado 1'inal ai 11 jugador juega •u i-6•i•• 

alternativa y el jugador II ju•ga eu j-~•i•a alt•rnativa. E•to 

coneiet• 10 un pr••io nu•i!orico a~J y una probabilidad P~~ de jugar rl 

1etando en r•, para l a 1, 2, ••• , N, donde P~~ ~ 0 y ~=• P~~ !!:: 1. 

(i •• el 1actor d• deecuento, aet que el pago de los aubju•goa jugados 

en •1 ••tado r eon deecontadoa por rr-•, donde ~ ~ 1. Cada vez que •• 

juega uno d• loa eubjuvgoa conatituy• un estado dvl juego r. Si ~:. 

P~~ < 1 1ntonc1e hay una probabilidad po•itiva e = l .. ~:. P~~ de que 

11 juego ter•ine on ••te ••tado. 

La di11cultad de eetoa ju1goa •ulti-etApicoe ea qui ~to• 

conducen 1r1cu1nt1•ent1 a reeultadoe in1initoa, y no ea poeible 

co•parar do• ••trategiae que a•baa t1ngan tal•• reeultadoe. Por otro 

lado, hay doe ••n•r•• de p•n•ar ac&rca del pr••io del ju1go1 

a> El pago dvacontado, qu• tr•tare•o• a lo l•rgo de &•t• capitulo, por 

••r •l qu• preaenta •ayor d1aarrollo y se visualizan uaoa pr•ctico• 

d• •l. 

b > To••ndo •l pr••io proaedio por estado, aa1 ai Er- ll'B vl prv•io de 
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la• pri••ra• r •tapa• del ju•go para una ••trategia to•••os •l 

li•n~Er/r co•o •l pr•Mio promedio para eata eetrategia2• 

Co•o ya lo diji•D• en la• primera• pAginaa, ••t• trabajo •• 

concentra en lo• Juego• E•toc•eticoa con descuento, porqu• l•• 

condicion•• para la• cuale• hay •olución para el caeo b ••tan todav1a 

•n proc••o y no hay una bu•n• t~nica para eu eolución9
• 

2.2 Propiedad••~ 12.m. ~ E1tocA1ticop Q2D. d•1cuento 

En un Juego Eetoc4atico con descuento, r, una t1pica ••trategia 

para un jugador •• •uy co•plicada. Para •l jugador con•i•t• en una 

col•cción de ••trat•gia• ~ ~ <xª, x•, .•• , xN> dond• cada xk <x¡, 

x: •••• , x~k>. Si xk • ~para ~oda k la e•trategia ea una eatrategia 

••tacionaria. Aunque cada aubjuego rk del Juego Eatocáatico con 

de•cuento r ti•ne un nO•ero Linito de estrategia•, •• obvio, por la 

de•cripción anterior de las estrategia• que el juego r tiene un nO•ero 

inLinito de tal•• eatrategiaa, ya que la estrategia estacionaria debe 

elegir una eatrategia para cada aubjuego. "As adelante Moatrare•o• 

que cada Juego EatocAatico con descuento tiene una solución. 

El •odo de probar esto ea uaar el a1i••o truco de re•p·lazar un 

juego por •u valo·r. Obvia11ente, ai el juego r tiene un valor que 

a Thamaa. L. a. • "'~. lheary and a.pptiea.LiaMi·. pAg. &!la. 

• Un CU"l1 aulo que lrota. ••l• t•MG. a. tondo 

l:lan ICDhlb•rg. lla.""1do •on •toehuaU.e SJG."'9• vi.th •ta.llonCU")' Oplifl'IQ 

Ma.th•mallee ol operallona .. No. a • 

Mayo IO'l'll. CU•A), 
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pri•er eetado>. Si auat.itui•o 91 va.lar de r ••pezando en rl en lugar 

d• rl •n [21 P•n•ariHO• que •ate juego tien• •ntrad•• de p•go -~J 

a~j • (1 r..:, P~~ v7. Si ••p•za•o• r en ri., •ntonce• •i vaao• a rl •n 

•l •egundo ••t•do, •l valor del juego para 1!9t.• no •• v7 pero •i f1Y7· 
No e•ta•o• jugando r e•pezando •n rl en •l pri••r eatado pero jugando 

r con rl •n •l ••gundo ••tado y aa1 todo •l r••ultado 1inal ••r.6. un 

eatado ant•rior que bajo r vtr1pieza •n rl. El cri t.•rio de d••cu•nt.o 

•ignifica que •l valor reeult.ante ea (IV•. 

El truco de re•plazar -el juego por e•tv valor sugiere que v•, •i 

k • l, 2, ••• , N [31 

dond• rk<V> •• un juego "k"•k con aatriz de pago1 

"~¡ = a~i + /3 11.:, p~~ V L [41 

pago1 

CSI 

El •igui•nt.e t.•or••• die• lo •ie•o que lo• tr•• pri~eroa, perO 

ahora ya to•• en cuenta •l :Lactar de deacuento (J. 

~~-

•> Sieapre hay una •olución para Vk ;s val<r1c<Y>.>, K·.:: 1,·2, ·.e.,N. 

b> Hay •6lo una •olución para Vk =i va.i.crkcv> >, K =· l, 2, ··.-•• -,H. 

e> Esta Onica •olución •• el valor de.l. juego ·r. 
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De•a•t.ración. 

Supóng••e un ju•go dond• ae •Mpi•z• en el aubjuego rlr:, jUg•ndo r 

p•r• n Qat•do• y lu•go •• d•tiene. Dep•ndiendo de dond• este •l juego 

cuando •• detiene, el jugador I recibe una cantid•d 

... , v:>. Ea obvio que •i n=0, •l valor de ••• juego 

.,o 

•• .,o 
hr~, o .... 
•ient.ra• 

que ei n•1, una recanaid•ración noa dir.6. que •l valor d•l juego ea v
1 

que debe aatia1acer -~ • val rlr:cwº>, donde rlr:cw> 1u• de11nido •n [5). 

Ya que en un juego con n eetadoa obtene•o• •l pr•Mio deacontado por p, 

de loa juego• ter•inadoa perten•cientea a n-1 eatadoa, entoncea: 

-~ • val rk<wn-•, (6) 

••t• ea el valor del ju&go. Se de•oatrarA que coMo n t.iende a 

in1inito, ·~ converge • eate l1•1tv aatia1aciendo Ca>, <b> y Ce> del 

teore•a 4. 

Si Uk 1:1 val flchr), para k • 1, 2, • • •; N, eacribiMoa eeto COMO 

u • Tv y para cada vector w haremos 1 v 1 = •axkj•kl que ea una nor•a, 

la cual •• un• medida de cuan larga ea v. Ahorar 

;,; (1 1 w-u 1 

donde la pri•era inecuación ae aigue de Cll <cuyo resultado ta•bi~n ae 

utilizó en el t.eore•a l>. Ya que ,,n a Twn-•, podemos auatituir 

de C7l una y otra vez ha•ta obtener1 

n-a n 
" -w 1 ;,; (1 1 n n-t "_,, •ª .- wº 

30 

dentro 

C81 



e•t• •• un• propied•d d• l• nor•• que ••ti•f•c• la d••iguald•d del 

tri•ngulo la-bl ~ lal • lbl, p•r• todo a, b, u•ando ••t• •ucha• v•c•• 

obten••o•t 

1 •.,,...k_•n ~ I ,.n•k_.,,....k-•! • 1 ,.n•k-• .. .,n.ac-a1 • ... • 1 ,.n .... _,.n 

!!Í ( (in•k-• • (ln-.-k-a • , • . • (Jn ) I .,•_,.o 1 

y ••to prave•r• d• tod•• la• aub•ecuent•• ,.n•k qu• ••tan cerc•n•• a 

y ••! la canvergenc1•. Ahora v• • l!•n1'CIO"n' •• triviala 

Cl0l 

n • 

y C18l •• exact••ente la •cuacidn C3l cuando recorda•o• que Tv* 

val rk<v*>. A•1 v• •• la aolución de C3J y la parte <a> de.l t•are1111a 

••t• probada. 

Para probar <b> aupóngaae que exi•t• otra aolución V' de C3l a•1 que 

y• • TV• y V'o TV'. Entonce• por C?l 

I y* .. V' 1 • I T\Í• - TV' ~ ~ 1 v* - v• Clll 

con ~<1, ••to •ólo puede auceder •i 

V'. 

Fina.l••nt• para probar Ce>, recuerde•• el truco que utiliza•oa 

anterior••nte, donde eap•zaba•o• a jugar r en algOn aubjuego rk para n 

eatado• y luego parar, obteniendo v0 •l cual igualare•oa a cero. Eato 

tiene un nOaero 1in1to d• estrategia• pura• y por •l t•or•Na de van 

Hewaan tiene un valor, el cual •• v~ y •• una ••trategia óptiaa. 

Supóngaae que juato en r, e•pezando •n rk, juega la eatrat•gia 

ópti•a para eata veraión 1inita, para loa pri•eroa n eatadoa y nada 
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d••PU~• d• ••to. ¿CuAl •• •u pago? El jugador obtivn• •: de los 

pri•ero• n vetado• y ad•••• del postulado 2 sabemos que todo• loa 

pago• estan entre -" y n, lo peor que l• pued• pasar • 

ya qu• I tiene una estrategia que 

garantiza w~ - fr" - (l'd" - • • · el valor del jU•go r ••P•Zando en rk 

•i •xiste deb• •ati•1•c•r: 

[12] 

•u••tra que Vk (•i exiat•> d•be aati•facers 

v1r !: ·~ . (ln" I ( 1 - (ll. !131 

Peraitiendo que n vaya • infinito •n 1121 y [131 no11 d•• 
v• . li•n-HO -~ ~ vlc !!: l1•n-HO w~ . v•· 
" • [141 

y aai v• ea el valor del juego r. Con lo que el teore•a qued~ 

2.3 Alqorit•o• it•r•tivoa. berr1mi•nt~ l!J!!:!l. ~ 2!. ~ 

!l!!J.. ilWl!I. 

Coao •• ha viato para reaolver •l ju•go e• necesario truncar •n 

algOn &Mtado. la de•ventaja de utilizar eate •~todo •• que nunca ae 

.llega a la aolución o valor actual del juego por lo que ea n•c•••rio 

truncar en alguna •omento ya qu• ea nece•ario detar•inar en alguna 

iteración el valor d• ••• aubjuego. para deaput!e partir d• ah1 y 

encontrar la aolución d• todo el juego. 

La aayor1a del tie•po, no ob•tante la estrategia ópti~a d• cada 

iteración ca•bia de una a otra iteración, En eate caso, aupone•o• que 
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d•c1di•o• parar ante• de calcular " " . 
decirnoa co•o acercar•• al valor del juego Y. 

Id.o !.· S•• wn :a: <v~, •:, ••• , •:> lo• valorea de l•• n iteracionea 

del Juego E•tocA•tico con .:factor de deacuento ¡1. Entonces, ai Y = C V•' 

v., ... , YNJ ••el valor d&l juego;· 

v~ - 1/3 1 w"-.,n-t 1 / 11-/3» V~ + ((j f 
n n-a 

" -w 1 / 11-/3> l 

D••o•tración .. 

Lo• r••ultado• •iguiente• ee d••prenden d• C8l. Eata dice1 

vn•k-vn 1 !S (ll wn-vn-a 1. y ueando la dv•iguald11d del tri~ngulo para 

+ rf-• + .•. ' • + (t> 

•1 k-KO en ·c15J- ~~1 :11~·~. ~~,•-:_r..·"{_·y.-'.~ ~;, I_ .para.toda 1, ·i • 1, 2, 

N ' 

Cl5"l 

-(1 v"-vn-• 1 / .1.1-(il :o: -1 V - w" .•·. :O:. Vl - "~. :O: 1 V - v" 1 

/ ll.~(I> 

y el le•• •ata probado. 

Debido a que entre •As grande ••• el nOMero n de iteraciones av 

acerca M4a a la •olución verdadera, el u•o de la co•putadora e• 

eiaenoial. 

La idea de los •étodo• it•rativoa es •l de obtener una •ecuencia 

de aproximacione• a la •olución. Si todo aale bi•n, eata aecuencia 
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conv•rg• a la •olución correcta, en el sentido de que cada t~r•ino 

it•r•ción en la •vcuencia •• una aproxi•ación a la solución, ••jor que 

Como ya lo dijiMca lo• Juegoe EetocAaticoa fueron introducido• 

por Shapley, quien dio una prueba de la exiatencia de punto ailla para 

Juego• E•tocA•ticoa bipvraonal•a de au•a cero. Eata de•oatración ~ue 

conatructiva y noa dió el pri•er •algorit•o• para obtener •l valor del 

juego6
• Eato •otiv6 el interl!-8 por encontrar algorit•o• eficient••• 

para la solución de ••toa juego•· 

Procurando un deaarrollo eficiente un algorit•o con un nO•ero 

11nito d• pa•os para cada el••• eapeci•l aon el re•ult•do de una nueva 

11n•a d• inveatigador••· Sin ••bargo, •• poco lo qu• •• aabe acerca de 

loa Juego• EatocA•tico• de au•a di1erente de cero con reaultadoa •in 

d•scuento y por lo tanto no hay algorit•o• aun propueetoa~. No ae1 del 

caao que noa ocupa, loa J.uegoa EatocA•ticoa biperaonal•• de au•a c•ro, 

con deacuento y ain eatructura eapecial. 

Para eate •o•ento, lo• l•nguajee de alto nivel y nivel ••dio aon 

lo auficient•••nte acceaiblea para •l •anejo de •atoa juegoa. Ya 

eata•o• hablando de la quinta generación de coaputadore•, donde la 

meaoria y la velocidad d• proceao aon euy altas y loa lenguaje• co•o 

ADA y C a• •anejan cotidianamented. 

•l a.l •• ...locha.al le ga.rnea 

GNI Nla.t- lopic•"• p.6.g. 65. 

aa.gha.va.n. T, E. •·. dr. aa.ghava.n. rerguaon. ~alocha.alic 

gcimem a.ncl Nla.lff lopicr. ,,.g. •. 

d Alca.ld9. E .• 11. CIGl'da.. et cd., "l"ntorm4.llca. b.6aica.". p.69. as.. 
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Co•o lo •xplican E. Alcalde, "· Garc1a y s. Paftu•l•ai 

la 

actual tda.d. teont•ndo •n cu..nta qui!' cada. dta apa.r.-c• alirun,.a n1.ld'\Ja 

y !IU """"'"tal par..::11 tltlftttado thff>tdD a ...,,.. prtnctpal•s 

CCU"a.ct•ri•ttca..s: 

Gran capacidad de aLmac•nam.t•nto y ~~jo di!> tn/ormactón. 

Alta pr.-ctstón y raptc:J.:a •n la r•alteactón ~ c•lculo•, por 

coiRpltcado• qu. •~to• •eoan. 

Otro /a.ctor qtMP a/.cta •l cr~tlft.tll'nto d. la. apltcacton.s •n la. 

ccmputadora.9 •• t!'l Mcho d. QUt!' •u costo dtsrn.tnuye cont tn'Udlfte'nt• 

•(•n.tra. q\M! •l mt trabajo h\MRdnO ~nta. ... 

Del parra1'o ant•rior pad&•o• deducir que al nó••ro da it•racionea 

traducida• a t1••po-d1n•ro, en un 1uturo proxi•o a•rA auy co•t•able, 

d•ndono• loa beneLicio• de aua princip•le• caractar1•t1caa y la 

••guridad d& que eaa •• el valor del ju&go. 

2.3.1 Alqpri\•o• propuewtow ~ ~ ~ 

Actualw•nt• exi•t•n vario• algorit•o• propue•to• para re•olv•r un 

Juego E•toc••tico, cada uno de ello• tienen pequefta• d11erenciaa. A 

continuación presentaaoa alguno• de lo• algorit•o• ~•• conocidoai 

El algoritao de Shapley7 en au iteración 

1'unción wn•t que ••ti•Lace para toda k e N 

W'"°
1
tk) • ainy maxk (a~J • ~~& P~~ Wl) 

n, a• encuentra l.• 

••t• algorit•o requiere en cada iteración la •oluci6n d• INI ••triceaJ 

7 ar-elon. Mi.chele. de: aa.gha.vmn. rer-guaon. 

4n4 ,..lcated topica". pAg. •7. 
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p•r• que converja a w• d• cu•lquier wº inici•l. En l• iteración n 

D"AXn a •ax wn-t''<k> - Wn<k> 

D"INn • •in wn•&c k > - Wn< k > 

k.oll 

kdl 

•i para un ~ > 0 dado <••te •• el crit•rio de paro> 

entone•• la politice Ó ••ti•face para toda k EN 

W"'"'ªCk) ª a~J • ~=. P~~ vl 

1161 

la ecuación C16l corr••ponde a encontrar una ~-e•trategi•. De hecho 

un valor iterativo por el algorit•o de aproxi•ación auceaiva no ea una 

for•a eficiente para calcular la función V aeociada al pre•io. En la 

iteración n ai la condición Cl6l •• aatiefecha •• •uficiente reaolver 

•1 •i•t••• de IHI ecuaciones lineales 

v* ;¡ ª~J • ~=. P~~ ª~ C17J 

donde a* es un vector de pol1ticaa que eati•face C16l. 

Otro algorit•o •a el propueato por Polltaheck y Avi-Itzak8
, ea un 

algorit•o d• iteracione• •uceaivaa que correaponde a la pol1tica 

iterativa de la progra•ación dinA•ica. En la iteración n •ncontr••o• 

un vector .l de poli tica• y la función yn•& tal que para todo k • N, R · 

y f aon ópti••• en la ••triz de loa juego• y 

C18J 

en cada it•ración de eate algoritmo uno necesita re•olver INf •atricea 

d• juegoa y el •i•t••• de INI ecuacion•• lineale•. 

Se ha deaoatrado que el algoritmo de Polltaheck y Avi-Itz~k sólo 

• llic:~le. da-: aa.ghova.n. rergu•on. el ob • ... 
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converge bajo condicione• ••P•cia eaP, ya •• han propuesto t.ambi:!-n 

•odificacion•• al algorit•o'0
• ot¡o• algorit•o• •on lo• d• Hof~••n y 

~arp~' (1966) qu• 1u• propue•to ¡•r• per1eccionar la velocidad de 

convergencia d•l algorit•o de Sh•r.l•Y• El •lgorit•o de Van d•r Wal'ª 

<1978> ea una genaralizaci6n d•l r• Shapley y Hoff~an-Kar•· 

El Olti•o algorit•o que v•r••o• •• el propue•to por "ich•l• 
d 1 

Br•ton (1991>, ll•••do algorit•1 h!brido, ~te ee propon• hacer u•o 

de la eficiencia de lo• algorit•o• de Poll•t•chek y Avi-Itzak a•1 co•o 
1 

el de Shapl•Y• ad•• .. ••t• algorit•o garantiza que conv•rge a la 

aolución partiendo d• cualqui•r 1

1

lnci6n inicial Vº. En la iteración n, 

reaolviendo l17Jt 

,,," • (11 <1-(ll 'rn"AKn - D"1Hn> 

n 1 . .,., 

•i•ntras que la aecuencia (~ ) eata decreciendo redefini•o• V por 
1 Cl8J, ••to correapond• al algorit•o de Pollatachek y Avi-Itzak. Sin 

eabargo, ai 61" :i!: 6'n-a, entonces h•lcewioa yn•• vn-• y apl.ica•o• el. 

algorit•o dtt Shapley de all1 •n :•delante. Ya qutt el algorit•o de 

Shapl.ey converge de cual.quier pujto inicial., •ate algorit•o hibrido 

ta•bi6n converger• y ••r• tan •¡ici•nt• co•o el de Pollatachek y 

Avi-J:tzak. 

•ole•\a.v 

--" al. . Ob. ci.t, • p6g. !IO. 

'º ··"'· 

Tolvi.niaki.. dr. aagha.vo.n. 

H •reton. MLchttt... d8: aagha.vo.n,. rergu•o • •t a.t, • ob. clt. • pAg. ••· 

o: na.1 ....... p•g. 'º· 
d ldem. 
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Breton no• infor•a que con eat• algorit•o h1brido, ha podido 

re•olver, en un tieapo razonable Juego• E•toc4•ticoa con 20 eatado• Y 

20 ecuacione• para cada jugador en cada estado. El proble•a de hecho 

•• la •e•oria requerida de la •Aquina para loa dato•. 

Lo qu• •e ha querido d••oatrar con eata li•t• de algoritao• 

propue•toa a lo largo del ti••po ea lo •iguiente1 priaero, la aolución 

de un 3uvgo EetocA•tico con de•cuento •e puede reeolver aólo a trav~• 

de un algoritao coaputacional1 •egundo, ~•t• ~•to• algorit•o• 

todav1a no presentan una for•a univer••l, ••• bien, lo• algoritaoa •• 

proponen para ca•o• auy concretoas tercero, el uao de la prograaación 

dini•ica •• indi•p•n•able en el ao•ento de di••ft•r eate algoritao. Su• 

••••janzae con un Juego EatocA•tico •• iluatrarAn a continuación. 

2.4 Seae1anza• entre Ju•qoa E•tocAaticoa ~ prograaación ~ 

Co•o lo especifican Frederick s. Hilli•r y Gerald 3. Lieber~an en 

au libro de investigación de operaciones'': 

"la prodrantetón dtnAmtca es tina t.~cntca rnatemAt.tca ótl'.l en la 

toma de> una •erte ~ dectston.es tnterrt!'lactonadca. Proparctona 

un procl!tdtmtent.o sist.t!'ll\4.t. tco para dt!'t•rm.tnar la colnbtnact6n d. 

dectstone• QtJ11' ma.xtm.t:sa La •ft1-ettutdad total" 

"4• adelante agregai 

.. no cueon.ta con una form.'Ula.ct6n ll'M:lt•m.lttca est.An.da.r pa:ra ••l• 

t• Hllll•r4 l'redari.clr: •. Llaberrna.n, "lnLroducción 

inv•aligcclón 9Gi!!-•o•. 
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probl•11ta • pro6NJ11ttJet6n dinAlft(ca. sin.a qt» •• trar:a da un 
•n.foq'Ut* tUt r: tpo ••rwral para la •oluctón d. probLt1"""9 y l~ 

.cuacl'.oneo• ••peclfica. qtM> •• U9an •• @~n c:t.•a.rrollar para qtl.«' 

r"'prtt••nt•n cada. •ttuact6n. tn.dtutdual •• 

En todo probl••• d• progr•••ción dinA•ica •• •ncu•ntran i•• 

•> El probl••• •• puede dividir en et•P•• que requieren un• po11tic• 

de deci•ión en c•d• un• de ella•. 

E•ta corr••ponde a c•da •ubjuego, rk, k • 1, 2, H, donde 

cada uno de ello• requi•re una ••trategi• para •u aolución. 

b) C•d• •t•p• t1•n• un ci•rto nO.•ro de ••t•do• ••ociado• a •lla. En 

qu• se puede encontrar el ei•t••a •n c•da etapa d•l proble••· El 

no .. ro de •atado• puede ••r finito o infinito. 

E•toa ••tado• •• pueden identificar co•o la• daci•ion•• que puede 

hacer cada jugador, cada d•ciaión puede ca•biar •1 reeultado del 

ju•go. 

e> El efecto de 1• politica de deciaión wn cada etapa ea tranafor••r 

•l ••tado actual •n un e•tado asociado con la aigui•nte etapa. 

Co•o r•aultado de una •l•cción ae paaa a otro aubjuego o •e puede 

decidir jugar el •i••o. 

d> El procediMi&nto de aolución •ata diaenado para encontrar una 

pol1tica ópti•• para el probl•M• co•pleto, es decir, una receta 

para la• deciaion•a de la polltica óptima en cada etapa para cada 

uno d• lo• ••tado• po•ibl••· En cualquier probleMa, la progra~ación 
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dinA•ica proporciona este tipo d• receta• o pol!ticaa •obre que 

hac•r en todas las circunetancia• posibles. 

Eata •a una caracter!atica del •~todo de progr•••c16n dinA•ica. 

e> Dado •l ••tado actual, una politica 6pt1Na para l•• etapa• 

r••t•nt•• ea independi•nt• de la política adoptada en etapa• 

anterior••· 

Eatando •n el •atado actual nueetraa deciaionea pa•ada• no 

a~ectan al •iguient• aubjuego, aólo la decisión actual. 

f> El procedimiento de aoluci6n ee inicia al encontrar la politica 

óptima para la Qlti•a etapa. La pol!tica ópti•a para la ~lti•a 

etapa pre•cribe l• politice óptima para cada estado poaibl• en ••• 

etapa. 

Dadas las caracterieticaa del juego ea neceaario truncar en algOn 

•o•ento el juego y d• ah1 partir para solucionarlo, la solución del 

Clti•o aubjuego acarrea la aoluc16n co•pleta del juego. 

g> Se di•pone de una relación recursiva que identifica la política 

ópti•• <n•l>. La relación recuraiva recibe eet• nombre porque 

conatantemente recurre a laa etapas posteriores con~orme a& trabaja 

hecia atrA• una etapa • la v•z• 

La relación recursiva d•b& ser diaeftada por el analiata, 

dependiendo del aedio en qu• a• de•envuelva el juego, de tal 1or•a que 

cubra todas las espectatiY•• posibles. 

h> Cuando •• uaa esta relación recur•ive, •l procedi•iento de aolución 

•• •u•v• hacia atrAa etapa por etapa -encontrando cada v•z la 
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po11tic• ópti•• p•r• ••• et•p•, ha•t• que encuentr• la pol!tica 

6pti•• de•d• l• •t•p• inici•l. 

E•t• •• la for•• •n que tr•baj• el •~todo d• progr•••ción 

din6•1c•· 

y loa 

E•toc6•tico• con de•cuento •• coaple .. ntan per1ectaaent• •iendo el 

pri•ero el ••todo ••• idóneo para encontrar el valor del Juego. 
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CAPITULO III 

SOLUCION DE LOS JUEGOS ESTOCASTICOS CON DESCUENTO 

En este Oltimo capitulo resolveremos un eje•plo ••ncillo 

que con•ta de dos •ubjuegos Onic•••nte, l• ••noillez •P•r•nte d•l 

•j••plo deaepar•c•rA en el mo••nto en que haga•o• un intento por 

reaolverlo anal1tica•ent•. Propondre•o• un algorit•o utilizando la 

progra•ación dinA•ica para re•olver eat& juego espec11ica•ent•, lo qu• 

no• d•h• d• dar id•• para la aolución de otro• proble•aa, recorde•o• 

que la •ayor1a d• lo• trabajo• qu• •• pueden encontrar no• ofrecen 

aolucionea a una restringida g••• d• juegos, co•o loa que vi•o• •n •l 

capitulo anterior. Por lo tanto, ••• que intentar proponer un 

algorit•o univeraal, d•••••o• deaoatrar la 

progra••ción dinA•ica para resolver este tipo de juegoa. La aolución 

•• encontr•rA por ••dio d• un progra•• d• co•puto. 

3. 1 ~ tt Y.n, ~ Eat.ocAat.ico ~ !!Y. aolueión 

E•t• •j••plo qu• podr1a ••r real, •• trata de un probl••• de 

publicidad entre doa co111paf'l'iaa p•ra Q'anarae al coneu•idor'. El 

proble•a •• el aiguient•: 

42 



ello• pueden d•cidir •i realizan una c••p•ft• publicitaria anunciando 

•u• producto• o no. Lo• •1•ctoa de la publicidad ••l planeada ta•bi~n 

a1ecta •1 l• deaanda d•l producto continua. Pi•n•••• •n •llo co•o 

juguetea ••nu1acturadoa que ••tan tratando de ••egurar que cada 

navidad <cuando el 70X de lo• juguetea eatan agotado•> lo• nifto• eaten 

eaperando aua productoa. Si la co•paftia I tiene la ••jor i•agen, el 

juego •• r
1

, •ientra• que a1 la co•pa"1a II tiene le •ejor i•agen el 

ju•go •• r •. To•aaoa coeo re•ultado nua~rico la diLerencia •ntre el 

beneficio de I y II cada afto. El beneficio •• d•acontado por un 1actor 

~ ~ 0.7~. y un conjunto d• hipot~ticoa, pero razonable• pago• aon 

dado11, donde l• •• cuando I anuncia y In cuando no lo hace y 

r, u .. Un 

I .. [ 1 . 111.r . •1.r11 2 • ,•,.r,> • 
In 2 • 111.r ) 2 . 1'1sr.> • 

r . u .. IIn 
Ia> [ _, 

. c'1ar + ª/tr > 1 . ·,•1.r·> 
. ' 1 . . .. 

In -2 . 111.r.1 111 . 1'1sr1>. 

Ob•erveaoa que en algunos caaoa E't:, P~~ < 1, 'la 

la d••anda para •ate producto no e• eterna. 

] 1191 

J 
Podeao• intentar reaolv•r •l juego, efectuando un nQaero n de 

aubjuegoa y luego parar, recibiendo una cantidad wº • (w~ 
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c•ntidad eer~ •º. • 0 y •: • 0, ya que no conocemos el valor 

del juego en la •tapa n y dado qu• tenemo• que inicializar el vector • 

con algOn valor. Otra man&ra por ••dio de la cual podeao• int•ntarlo 

•• inicializar el juego d•ade el principio y co•enzar a jug•r 

re•olviendo •n cada etapa cada aubjuega. Laa dos 1or••• aon p•r•itida• 

•n la progra111ación dinA•ica, ••1 que r••ol.-verv111os •l juego por •edio 

d• la óltiMa 1or•• deacrita. 

r••ol.ver para w', aa1 que (1v~ y (lw: aon ••boa cero, pero en •l 

••to ee 1111portante, por lo quer 

•' . . 

•' . • 

··{ 
··{ 

l • " • 0 

2:+ 0 

-1 •.•• 9.' 

-2 .- ·0 

2 + 0 

.J 
2 

2 - 0 

1'..• e. l .~l 
. . . 

0 + 0 

•l!otodo 

auetituyendo f?w 1 
11 <

9
12, -

9
tc>. Ahora, reMplazando r, por: (h:· y :r •. 'por 

fh: en ( 19J y C20J pode111oa re•olver para v• · 

•• • ... [ 
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val' [ 
r 

l 
-1 • 

• • val •• 
. . a '·8, J ..1;+ '( /9)( /S), .· 

e. • c'1s;c-~141 .. 

v•l [ -1 2 ] -1 

-2'11 -·,. 
••1 que v2 

• ( 1. ?5, -1 >, •u•t.1 tuy•ndo (Jw• • ( aa /10, 

'nuev•••nt• r, por flw: y r. por pw: •n [19l y [20l pod••o• r••olver 

p•r• v 9 y ••1 h••t• que el vector v •no c••bie• •ignificat.iv•••nte. 

Cuando el vector • •no ca•bie• pod••o• dec.ir que h••o• encontr•do •l 

valor d•l juego. 

Co•o •G puede apreciar, el reaolver el ju990 d• ••t• ~or•• no• 

lleva •ucho ti••po, por lo que •• con•tru.ira el •odelo de prograaación 

dinA•ica para que no• ayud• Y·••• •6• r6p1d• •u •olución. 

3.2 ~ á YJl. ~ ~ ~ •olucionar U~ 

caracterí•t1ca• de un probl••• de prograMación din6•ica, Y• que el 
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proble•• •e pued• dividir poJ •t•P•• donde cada una d• ell•• requi•r• 

una poli tica, •qu1 •n e•te juvgo cada •t•pa ••t• dada cuando •• 

encu•ntra .i. valor d• todo• 11¡• •ubjuago y obt•n••o• al. v•ctor • 

actualizado, la pol1tica o ••trateg1a en eat• caao •• •l criterio 
1 

••iR•ax• y ••ax•in•. En loa Pfog•••• dinA•ico• cada etapa t.iene cierto 
1 

nó••ro · d• ••tado•, en e•t• 1, juego cada •tapa tiene do• ••tado• 
1 

••ociado• qu• •on .lo• •ubjueg¡• r, y r •. En la proga•ación d.ini•ica •• 

bu•c• ••ociar un ••tado actua~ con •l aiguient• por ••dio d• la 

palitica, aqui en ••t• juego ~ada eatrat•gia noa lleva • jugar un 

' ju•go (que pueden ••r el. aia .. 9 juego o el otro> en la etapa •iguiente. 
1 

Ad••A• ••be•oa que •n e•te proble~a co•o en lom de progra•ación 

•n 

etapa• :futuralll'. 

Nuv•tro propósito ea enco~trar ~n procedi•iento para obten•r el 

reaultado de todo •l juego no •ola•ent• de una etapa d•t•r•inada, esto 

ea, encontrar una receta de qu, hacer en cada una de la• etapae del 

juego, veliendonoa para esto d~ alguna relación recursiva que todav1a 

no conoce•o• p•ro que debe•o• d
1

educir del probl•••· 

Podemos dvscribir a grande's raagoe lo que hay que hacer: 

Paao 1> Dar inicio. 1 

Paao 2> E•tabl•cer un cr~terio ~e paro ~. ya qu• no aabe•oa que nOMero 
1 

de etapaa •••n n•c•••rt•a para encontrar ~l valor·d•l ju•g~. 
In 

Paso 3> E•tablecer •l valor de 1k' donde k :z 1, _2, •• ,•, ... ~. Y.:n : a .'!', l~. 

2, 3, • • • • 1 

Paso 4> Resolver loe aubjuegoa Iºº w; con el .fin de.,~bt~;;.;r- un vector 

MI •• act.ualizado • 
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Pa•o 5> El valor del juego e•t• dado por V• <vn • wn . . 
Pa•o 6) Pregunt•r ai l~al < ~, •i •• menor P•••r al pa•o ?, d• otra 

for•• regreaar al paao 3. 

La & •• la tolerancia prefijada o criterio d• paro y ~º ea el 

error r•l•tivo porc•ntua1•. Las etapaa ae identificaran por n y loa 

••t•do• o •ubjuego• por k1 •l valor del ju•go e• V. 

Con •l fin de •ncontrar lo• nuevo• vectores •• neceaario 

diaeftar una ecuación recuraiva que defina la politica ópti•a n•l, 

recurriendo a infor•ación ya conocida, en ••t• caso el •i••o v•ctor •. 

una etapa atr••· Nueatra •cuación recureiva •eraa 

Eata ecuación utiliza •l criterio •ftaxMin• coao eatrategia, por 

lo qu• eola••nt• •• ótil para el jugador l, la •i••a ecuación, pero 

con el criterio •"inMax• •• utiliz•r! para el jugador 11 9
1 i aon l•• 

•l•ccion•• que puede h•cer l y j la• que pu•de hacer Il, la expresión 

(1 1:..: .. P~~ v~ •on la• •ntradaa de las ••trices de rveul tadoa o 

aubjuegoa definidos en el capitulo lI, donde P~~·•on' probabilidad••, ~ 

ea el factor da deecuanto y v~ •• al vector v una etapa atrAa. 

Desarrollando la ecuación para •l juego que nos ocupa quedarte 

Chapra. at•von c. 

inti•ni•l'O•"• pAlg. di>. 

9 RL C1'll•rlo MmcMi.n 

y aa.ymo"'d P. C<inal•. 



Si k" • 1 en n • a con i . 1; 2 y . 1, 2 • 

• ' • "ªxL•• i "in Ji-•.a e ( ' • t'< p" • o . p: ·= )), ' ª .. " ' 
( a!. + (iC P" •º. .. • 

p .. .. •º • 11 J • 
Kaxl•• i "in Ja•.a' ( a:, • 11< P" .. •º. 

' 
P'" .. ·= ». 

( a:. + (JC P" •º. P'" .. o 
11 J > .. • .. • 

Si k • 2 en n • a con i • 1, 2 y j . 1, 2. 

' • Kaxl•&~ "inr,_.c ( •• • (i( pi& ·wº•Pªwº>> •• " .. . .. . , 
( a:. + (JC P:: •: + 

p• 
" 

o 
11 J > •• • 

Kaxl .. i "in J-•.a' ( a:. • 11< p .. -~. p: ·: )). .. 
( a!. • (IC p .. •º. p .. •º 11 J • .. • .. • 

Con lo qu• obtendr••o• una vez re•uelto• ••to• •1•t•••• •l vector 

•' . e•!· ... ) 

• corre•pondiente a la pri .. r• etapa n . 0 con un errar 

peraitido e. 

Si k . 1 •n n • 1 con i • 1, 2 y j • 1, 2 • 

• • • Kaxl•a i KinJ-•.a' e a~ • fil pH w* + , ... •' 1), 

' " . " • 
1 a:. • /3C P" " 

. 
+ P'" • 11 J > •• • .. "• 

11-x, •• i KinJ-•.a' e ·:. • fil P" •• + p•• ·: 11. l .. ' .. 
1 a:. • /3< p" .,• + p•• " • 11 l > u • u • 
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Si k • 2 en n • 1 con i • 1, 2 j • 1, 2. 

•ª • "•xl•a(' Kin t a:, . ,,, Paa • . pu wª 
• ¡.a.a .. V • ... ll, 

( a:. • (I< P"' ... •• • Pº .. •• • )) l • 
Kmx, •• i Kin¡.a.a t ( • • {11 p•• V • . Pª •' ». ª•• •• • •• • 

( a:.. • (I< f' .. ... Pª •• )) l • .. • u a 

Con lo que obtendr••oa una vez r•BU•ltoa ••to• •i•t•••• •l vector 

w• • <v:, •:> corr•apondi•nt• a la aegunda etapa n = 1, con un vrror 

p•r•itido ~ y un error relativo porCentual & • Aa1 continua•o• h••ta 

qu• el vector v no ca•bi• o 1~4 1 < ~. 

Teniendo ya nueatr• ecuación recursiva podemoa p•••r a la 

diagr••ación del probleMa (f'ig. 1, pS.gina siguiente>, para 

que •• utilizó en •ate trabajo. 

aqu1 sólo moatrare•oa laa dos priMeraa matrices y la ~lti•a, ••1 co•o 

el r••ultado obtenido1 toMando un error per•itido de 0.001, y co•o 

vector inicial v0 = <0, 0>. 

habia•o• obtenido •anual•ent•: 



lllCIO 

lloqu1 dondt 11 
rtsu1Jv1:n 101 do1 

·m~ .. actua 1 1v11 
1nc1&1n ra 1 nuevo '"º\of w por Mdio 

dt ,.:0:;.."f:~dn 

FJI 

Fig. l. Diagr••• d•l probl•••· 



[ 1.11111100 2.1111110111 

J 
.... 
• 

2.11181110 2.1111111110 

[ -1.1111111110 1.00111111 ] .... 
• 

-2.1111111110 111.00111111 

can " • • ,2.eee, -1.111111111> y un error 

•iguient• it•r•aión 

.... 
• 

.... 
• 

[ 
[ 

l•• ••trie•• •on1 

1.7~111 
3.1110111111 J 
2.s00111 

-2 •. 5111111111 

2.1110111111 J 
-0. 2Slll0 

r•.l•tivo d• 1111111, p•r• la 

con w• • (1.?:Kt, -1-""8> y un •rror relativo de -14.28571, todav1• 

••t••o• •uy leja• de encontr•r e.1 valor del juego. 

En la iteración 34 <o et•pa> la• ••trie•• •on .lae •iguiente•a 

[ l. 3334 2.6667 

J 
.... 
• 

1.3334 2.3333 

. [ -1.3333 1.6667 1 .... 
J • 

-2.6666 -111.3333 
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~on ... • Cl.333, -1.333> y un error r•lativo d• -0.8009387466, que •• 

.. nor •n valor abaoluto de e.001, por lo que pod••o• conaid•rar co•o 

el valor del juego a <1.3334, -1.3333>. Ya que ae tratad• un juego de 

au•a cero, •l roaultado 1inal debe ••r cero, la interpretación •• la 

eigui•nte1 •l jugador gana 1.3334 con la• pol1tic•• e•tablecid•• 

de•d• un principio en ra y ra, •n c••bio, el jugador II gana -1.3333 

con •••• •1•••• pol1ticaa, por lo qu• ••r• necesario que corrija aua 

plan•• ai de••• t•n•r alguna aejora. 

Eatoa reaultadoa aon •uy cercano• • loa que obtiene L. C. Thoaaa 

que aon d• <1•1s, -1•15), noaotroa podria•o• lograr un •ejor reaultado 

•i caabia•o• el error p•r•itido. El progra•• •• volvio a correr 

probando un error peraitido de 8.0001 y loa reaultadoa 1ueron aucho 

.. jor•a, el error relativo ~ue de -9.834?39E-0S, y el reaultado 1ue 

.<1.3333, -1.3333>, en 43 iteraciones. Claro que entre••• pequefto ••a 

el error p•r•itido ••jorea ••r•n loa reaultadoa, pero el nen.ero de 

iteracionea •• incre .. nta r•pidaaente y con •ato lo• coatoa 

ti••Po-••quina, que en un proble•• con •'• ••tadoa y aAa eleccion•• 

pare loa jugador&• el coato reaultar• aigni1icativo. 

3.41111.~~ 

El proble•a que boaqu•jareaoa a continuación trata aobre el 

auto1inanciaaiento del •Tauru 4 Ptaa. Std. Tip. Plue• que coaerci•liza 

SICREA, reapaldada por la co•p•ft1a NISSAN, y el •TOPAZ Auatero• qu• 

co•erci•liza CONAUTO, respaldado por la coapeft1• FORD1 ~•t• ólt1•o, 

~ue poet•rior•ente re•pl•zado por el •scORT•. La co•p&tencia entre 
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eato• do• •i•t•••• d• cr•dito •uto•otriz y l•a do• unid•d•• en 

p•rticul•r, ea vAlida, Y• que. lo• doa se dietribuyen en un plan • 50 

••••• y •l v•lor d• l•• unid•d•• no •• •uy di~•r•nt•, pu•• •n 

pro•edio, l• ~if•rencia •ntre el valor de laa unidadee varia sola••nte 

en H8 2,539.00, precio pOblico, ••tando •lgunaa vec•• •A• caro el auto 

de HISSAN que el de FORO y vicever•a. 

La co•p•t•ncia, iógica•ente esta en ganar client•• para cada 

unidad en •l plan de 50 •••••• con •ccione• co•o 1•• aiguientea1 1> 

Incr•••ntar la public~dad a un plan •n eepec1Lico; 2> "ejorar el plan 

exiatente; 3> Hacer aigOn tipo de pro•oción; 4> No to•ar ninguna 

acción, etc •• L•• e•trat•gia• que aeguirAn laa co•p•ft1a• eons •1 de 

una pro•oción ••P•cial, co•o en el caao de COHAUTO, que auetituye el 

TOPAZ por •l SCORT, en abril d• 1994; en el caso d• SICREA •ejorar •u 

plan ~0 exiat•nte, co•pro•etiendo•e a entr•gar la unidad con un •lni•o 

de 20 ••naualidadea adelantadas, veto euc•dio en mayo de 1994. 

Como •• puede ver, la competencia entre estaa co•paftiaa •xi•te y 

va en periodos ••n•ualea. 

Planteando el probl••• d• 1or•• que •••. •6• 1Acil viau•l~zarlo 

oo•o un 3uego EactocAatico biper•onal d& •uma cero con deacuento, 

quedarla aaia 

Doa co•paft1aa autofinanci•dor••t SICREA y COHAUTO, co•pit•n para 

ganar •l •arcado de automovilea. Cada coMpaft1a puede decidir entre do• 

accione• poeibl•a: l> Hacer algOn tipo de pro•oción que atr•iga al 

olienteJ o 2> No hacer n•da, lo que iMplica dejar aua planea tal co•o 

••tAn. 
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•l ••jor p•r• ~l. Si p•rti•oa del •o••nto en que SICREA a& •ueatra ••• 

atractivo al conau•1dor, hablare•o• del ••tado r1, d• igual ••n•ra, •i 

parti•oe d•l momento en que COHAUTO •• ••• atractivo, hablare•o• d•l 

eetado rz. Laa ganancia• que a•baa co•paft1aa podr1an esperar, 

ra (SICREA COMO mejor opción) 

Ic IIc 
No 'ha.a•I' nodo l'Pol'JIOción ~i.a.l 

I• No t-.. [ H• 3273417.90 N$ 1440340.10 

J -
u. 1'1-0MOCi.Ón Ne 64425860.68 N• 5671826.67 

..,..cla.l 

ra <CONAUTO co•o ••jor opción) 

Ic Uc 
No hoc•r h04a. Pl'OMOclón nP9Cia.l 

I• No ha.c•I' [ H• 754034.01 Ne 1833077.80 ] -
Il• •l'OlnOclón -Ne 5671826. 67 -H$ 4592782.88 

npecla.L 

Laa probabilidadea de que el proxi•o aea ae paa• a r1 aoni 

Si parti•o• d& ra Si parti•oa de ra 
Ic IIc le IIc 

[ 
-, 

[ I• .s .3330 

J 
• 5 .3330 J 

Ils .6629 .3330 .6629 .6670 
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L•• prob•bilid•d•• d• qu• •l proxi•o ••• •• P••• a rz •on1 

Si parti•a• d• ra Si parti•o• d• ra 

Ic lle Ic Uc 

I• [ .~ .6670 

J [ .s • 3371 

J IZ. • 3371 ,6629 ,3371 .6629 

Si la inflación en••• afto fue de 0.03, lo que toaareao• co•o 

factor de de•cuento, tendreaoa ~a0.03. 

T•ndr••o• un Ju-a:oa E•tac6atioo, co•pueato de do• aubjuegoa dadoa 

de la a1guiente foraa 

I• [ 
IIs 

ra (SICREA ca•o .. jar opción) 

Ic IIo 

3273417. 90•C. sra + • 5ro> 1440340.10+(. 333ra + .667ra> J 
6442S860.68•C.6629ra • .3371ra> 5671826.67•(,667ra • 

• 333ra> 

ra CCONAUTO co•o ••jor opción> 

Ic 

?s41134. 01•<. sr1 ·• • ~rz> 

-S671B26.67•(.6629ra • .3371ra> 

IIc 

1e3:i077.e0•<.333r1 • .ee?rz>J 

-4592782. 88• <. 337 lra • 

• 6629ra> 

Una vez planteado el juego, pode•oa intentar vncontrar au 

contrato• que pi•rde una coapaftia loa gana la otra y viceversa; eata 

claro que laa d•cia1on•• de un periodo anterior •on las Onicaa que 

afectan el ••lado actual del juego, •in iaportar que •• decidiera en 
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el inicio d•l juegoJ •d••A•, •i d•j••o• •ctu•r la in1l•ción •obre el 

juego tendr••o• el Lactar de de•cuento requerido. 

Por la• ob•ervacion•a anterior•• podria•oa coneiderar •l probl••• 

co•o un 3u&go E•toc••tico • intentar encontrar eu •olución tratandolo 

co•o tal. "1 int•n•ión al d••cribir ••t• probl••• ha •ido el d• 

•o•trar un probl••• •A• real, qu• pueda ••r tratado co•o un Juego 

E•too•atico. Creo qu• la co•petancia de co•patua• autof inanciadora• •• 

un buen ej••plo d• co•o, con un poco de i•aginación pod••o• utilizar 

lo• ••todo• d• la Teor1• de 3uegoa para encontrar la aolución d• 

El de•arrollo e~iciente de algorit•o con un n'Óllwro 1inito d• 

paso• para juego• de alguna claae e•pecial tienen hoy re•ultadoa en 

una nu•Ya ltnea de inv••tigación'. Co•o he•o• viato en ••t• capitulo 

el daaarrollo de algorit•o• ae entrelaza con ideas de la progra•ación 

dinA•ica y proga•a• de co•puto, •in l•• cual•• •u eolución ••tarta auy 

lejo• d& conocer••· 

El dar a conocer ••t• tipo de proble•ae per•ittr• a loa anAliata• 

EatocA•ticoa con d••cuento. La habilidad para re•olver este tipo de 

probl•••• •• puede desarrollar Mejor ••diente la expoaición da una 

gran variedad de aplicaciones y con el an•li•ie detallado de la• 

caracter1aticaa co•unea a ••t•• •ituacion••· 

a49ha.vcan. rargu90n. ... cal. •• ,..l.oc:ihGllU.o 
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Con la difu•ión y popul•rización d• la• co•putadora• h••o• 

•ntr•do en la nueva era de la• tecnolog1a• d• la infor•ación, cuyo 

horizonte par•c• •er la ••ociedad auto•atizada• en un futuro no ~uy 

l•jano•. 

No e• f•cil predecir lo• futuro• avance• y aucho •eno• lo• plazo• 

en que •• puede ll•var acabo, habida cuenta d• que la evolución y 

d••arrollo de la t•cnolog1a au•enta a un rit•o cada vez ••• acelerado. 

No ob•tant• a partir de lo• logro• obtenido• y de otro• iniciado• ae 

puede vi•lu•brar el •fecto de •u i•plantación •••iva en la •oci•dad, 

donde lo• probl•••• d• conflicto• jugaran un papel i•portante, ya que 

l•• ge•tion•• en la• ••pr••a• • induatriae •• realizar• de una foraa 

total••nt• autoaatizada, aediant• algorit•o• ya iaplantado• •n todo un 

•i•t••• de inforaación eliainando la •ayor parte del trabajo aanual. 

9 Alealct., R.·, 11. GCU"d. a. •l a.l~ • • •an"tol"mAllca. . b'•lco.", p.t.g. ... 



CONCLUSIONES 

Fin•l••nt• pued• concluir•• qu•. lo• Juegos EetocAaticoe con 

deacuento en g•ner•l, aon una nueva dir•cción &n la T•or1a Cl••ica de 

lo• Juego•, eata teor1a •• relativ•••nt• joven, puea 1u• ap•n•a en la 

decada de loa ~8'a cuando •• ••p•zó a trabajar en ella, ain ••bargo, 

la• condicion•• en qu• •• d•••nvolv1a no ayudaban a un r•pido 

deaarrollo y aenoa a una difuaión •6• profunda del teaa, por lo que 

tuvo qu• ••parar. E• ahora con loa •d•lantoa t•cnol6gicoe que eata 

t9or1a puede r•ndir aua ~rutoa. En nueatro pata ea practica•ent• 

d••conocida, y por conaiguient• •UY poco valorada, de aqu1 la 

neceaidad de dirundir el teaa y lo• progreaoa de la Mis••· Contribuir 

a •ata tarea fue uno de loa objetivo• al co•enzar ••t• trabajo. 

En particular loa Juego• E•tocAaticoe biperaonal•a de au~• cero 

con deacuento, son un buen principio para conocer y ver la• posible• 

aplicacion•• que puede llegar a t•n•r esta t•or!e, el uao de la• 

t'llcnicaa de progra•ación din&•ica ai bien aon ••• conocidas y 

utilizada•, requieren de •ayor atención. Hasta ahora, por la• 

caract•r1•ticaa que presentan loa proble••• de Ju•goa E•tocAaticoa y 

de progra•ación dinA•ica, la Onica Lor•a de lograr algOn dominio de 

ello• ea la presentación, an&li•i• y diLuaión de problema• reaueltoa 

por eataa t6cnicaa. El conatante deearrollo de la tecnolog1a noa 

proporciona excelente• herr••ienta• pera encontrar la aolución de 

tener una 

aplicación ótil. CoMo ae describe en el •arco teórico: •el proble•a 

actual ya no •• la in1or•ación que tenemoa para al•acenar, aino 
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deci•ion••, ya que ahora que el proble•a de proceaa•iento y 

al•acena•iento d• dato• paaa rApid•••nte a aegundo t6r•ino, el u•o y 

•olución de eate tipo de probl••aa •• harAn ••• 1recuente•. 

Sin ••b•rgo, no noa •ngafta•oa, aab•Mo• de l•• li•itacion•• que 

co•o t•or1a prea•ntan lo• Juegoa'Eatoc6aticoe, loa juego• de •u•a cero 

en particular, que •on lo• ••• deaarrolladoa, preaentan la li•itación 

de que no todo• los conflicto• •• pueden reducir a ••ta for•a • 

incluao habr1a qu• preguntar•• ei una v•z h•cha la reducción a •u•a 

cero, el probleaa reprea•ntado todav1a •• confiable o ótil. En general 

loa Juego• Eatoc••tico• auponen ciertaa hipóteaia que en la gran 

•ayor1a de loa caaoa no •• dan, co•o aon1 

La hipóteaia d• que loa jugador•• puedan deterainar la 

utilidad que para ello• ti•n• cada poaibl• elección. 

La hipót••i• de qu• cada jugador ti•n• conociai•nto de la• 

regla• o estructura del juego. 

La hipóte•i• de que cada uno de loa jugador•• tenga 

conociaiento de la utilidad del otro jugador. 

Toda• eatae aituacionea li•itan la aplicabilidad de la teoria a 

•ituacion•• conflictivaa de la vida real. 

Ade•._ •• fAcil ver qu• loa juegoa biperaonal•• •on auchaa vece• 

inadecuado• para conatruir •Odaloa de aituacion•• conflictivaa que 

involucran a ••• de un participante <aunque exiata la poaibilidad de 

hacer equipo entre loa jugadorva, de tal forMa que aola••nt• exi•tan 

do• bando•, y •unque ••to •• d••eablv no •ie•pr• •• po•ible>, lo• 
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cu•l&• •• preaent•n •uy a •enudo, ej•mplo de eato aon l•• competencias 

entre empresas, las relaciones diplomAticae o las relacionee 

legialativas1 todaa •11•• contienen •ituacion•• en l•a que interactuan 

••• de do• jugador••· 

Hasta ahora, nadie •abe •xactamente adOnde irA a parar el futuro 

deaarrollo de la Teori• de Juego•, la Teoría de Juego• EatocAaticoa 

con descuento ea un buen eje•plo del deseo de acercar•• •6.a a la 

realidad introduciendo el efecto estocAatico y el factor de de•cuento, 

el de•arrollo futuro de esta t•oria como •odelo de cierto• aspectos 

del co•porta•iento hu•ano, depvnden por una parte de nueetro 

conoci•i•nto del hoMbr• co•o algui&n que to•• decieionea, y por otra 

parte, el deaarrollo de otra• t6cnicaa ••te•Aticaa aediante laa que 

puedan aer eatudiadas las co•plejaa relaciones de las peraonaa en 

conflicto. 

A peaar de todo esto, ai algo noa puede quedar claro, •• que l• 

aolución de un juego EatocAatico biperaonal d• au•a c&ro con descuento 

debe hacerae por ••dio de la prograaación din•~ica y utilizando un 

prograaa de computo. Por la •i••a for•a en que •• •labora un progra•a 

dinA•ico, que ea en forma iteretiva y haciendo uao de inforaación 

anterior au i~plant•ción en un prograaa de co~puto ea sencillo, el 

problema radicará en el ta•a~o del juego, eate proble•a no ea teórico 

•ino t•cnológico, ya que teórica••nt• •1 au•entar un ••tado o una 

•lección a eua conjuntoa re•pectivoa no repreeenta ningOn proble•a, 

pero •ato no e• lo •i••o ai de •••aria y proceaaaiento ae trata. Sin 

••bargo, la infor•ación de la• nu•ero•a• revi•t•a eapecializadaa •n 

••toa te••• noa llenan de opti•i••o, ya que cada vez •A• articulo• 

hablan acerca d• nuevo• proceaadore•, ai••pre ••a r•pido• y con ••yor 
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c•pacid•d d• •lmac•n••iento. 

Con ••t• trabajo •• trató d• dar un panora•a de lo que •• un 

Juego Eatoc•atico, y cual •• au actual d•earrollo, ya 

EatocAatico con deacu•nto, •• haata •l •o••nto al 

preatado ••Yor atención de parte de loa analiataa. A 

que el Juego 

que •• l• ha 

P•••r de lo• 

probleaaa t•óricoa para au iapl•ntación, no deben auh••tia•r•• eato• 

juegoa, coMo una ra•• d• la Investigación de Oper•cionea en pleno 

deaarrollo y coao una tifcnica para la toaa de deci•ionea. 
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14. Ibld••• pig. 132. 

15. Partha•arathy, T. y T. E. s. Raghavan, •so•• tapie• in tvo-per•on 

o•••••, pAg. 238. E•t• ea otro libro ba•tante co•pleto, •in 

••bargo, ol nivel d•l libro •• elevado y no hace ninguna aportación 

novedo•a en lo que a Juego• EatocAaticoa se refiere. "ª parece bien 

agragar, que contiene un p•queft1ai~o capitulo donde explica cuales 

eon los principales probleMae a lo• que ee enfrenta la Teor1a de 

Ju•goa actual•ente. 

16. Alcalde, E., "· Garc1a, •t al •• Ob. cit., pá.g. 13?. 
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CAPITULO II 

1. Luce, R. Ouncan y Howard Raif~a. •Ga•• and d•ci•ion• introduction 

and critica! •urvey•, P•9•· 457-458. Antes de entrar de lleno a lo 

qu• •on .Juvgo• E•tocilltiCoa, lo• autor•• hacen un p•quef'l'o boa.quejo 

d• co•o la teor1• •• h• ido adecuando a di:fer•nt•• tipo• de 

probl••••· 

2. Tho1111aa, L. C. • •oamea, theory and appl.icationa•, p.ig. 152. 

Excelent• libro par• conaultar no ... trantan 

:frecuent•••nte en la literatura de juegoe. 

3. Nota del. autor. 

4. Br•ton, "ioh~le, de: Raghavan, Fvrgueon, Parthaaarathy y Vrieze. 

•stochaatica ga••• and related topica•, p•g. 45. El articulo ae 

llaNa •Algorithme for Stochastic Gemes•, Breton nos da una visión 

de loa di:ferente• algorit•oa que a travcta del tie11po •• han 

propuesto. 

5. Raghavan, T. E. s., dei R•ghavan, Ferguaon, et al •• Ob. cit., s)Ag. 

4. Se tr•t• de nuevo de la introducción que eacribi6 Raghavan, 

donde no• habla de loe adelantos y laa distintas ramae de loa 

Juego• E•toc•stico•. 

6. Alcalde, E., "· G•rcla, vt al •• •In1'orm6tica bAsica•, pág. 138. 

7. Breton, "ich~le, dei Raghavan, Ferguaon, et ai •• Ob. cit., p6g. 

47. Ademáa d• la panorAmica que noa o;frec• de loa diatintoa 

algoritaoa, Br•ton propon• uno nuevo, utilizando lo aejor de 
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alguno• algorit•o•, 

9, Filar, J•rzy A. y Bolealaw Tolwinaki, de: Raghavan, Fergu•on, 

et al •• Ob. cit., pAg. ~9. Lo• articuli•ta• ••proponen 

•1 •lgoritao d• Poll•t•ch•k y Avi-Itzhak. 

18. Id••· 

•od11icar 

11. Bretan, "ich•le, de• Raghavan, Ferguaon, et al •• Ob. cit., p&g. 

48. 

13. Id••· 

14. Hillier, Fred•rick s. y Gerald J, Lieb•rMan. •Introducción a la 

inveat1gac1ón de operaciones•, p6ga. 39~-401. Eate libro contiene 

un capitulo sabre pragra•ación din&•ica, donde •u• 
caracter1at1caa, ._ta• la• ocupa•oa par• ver aua afinidad•• can lo• 

Juego• Eatoc&aticoa. 
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CAPITULO III 

1. Tho•ae, L. c •• •oa .. a, theory and applicat1one•, p4g•. 157-158. 

Eete libro ad•••• d• abundant• t•or1a contin• no .. ro•o• •j••ploa d• 

Juego• Eatoc6tico•; uno de ello• lo to•••o• para •leborar el 

algoritao, dando corr•ct•••nt• loa resultado• de L. c. Tho•••· 

2. Chapra, St•v•n C. y Ray•ond P. Canal•. ·"~todoa nu•~ricoa para 

ingeni•roa•, p•g. 69. Contiene un •agn1Lico capitulo eobre error•• 

de redondeo y trunca•iento. 

3. Nota del autor. 

4. Raghavan, T. E. s., de1 Raghavan, Ferguaon, et al •• Ob. cit., pAg. 

4. 

S. Alcalde, E., "· Garc!a, et al •• Oh. cit.,. pAg. 23. 
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APENDICE A 

LA TEORIA DE JUEGOS' 

Eate ap~ndice no pretende cubrir todas laa de~iniciones y 11~todo8 

qu• exi•t•n para resolver un juego, ta•poco •• hablarA d• otro• juego• 

qu• no sean bip•reonalvs y de auMa cero. Este apartado int•nta sólo 

dejar más claro alguno• conceptea que se utilizaron durante el 

deearrollo d•l trabajo. Exiet• un gran nóNero d• libros que tratan 

••plia•ent• •l t••• d• la Teoria de Juegoa y qu• durante el trabajo •• 

le ha lla•ado La Teor1a Cl4eica de Ju•goa. 

Los nu•vroaos ejemplos que involucran adveraarioa en con~licto 

incluyen juegos de ••ea, combates ~!litares, campaftaa pol1ticaa, de 

publicidad y d• co•ercialización entre empr•••• de negocian qu• 

co•piten, etc. Una caracteristica b4aica en 11uchaa d9 ••ta• 

Bituacion@a·ea que el r•auitado rinal depende, priMOrdialmente, de la 

co•binación d• ••trategiaa seleccionada& por lo• adversarios. La 

Tvor1a de Juegos ea una t•oria mate•A.tica que estudia lH 

caracter1aticas g•n•ral•• de laa a~tuacionea co~petitivae de una 

man•ra tor•al y abetracta. 

"' l•»tlo fue tornado cM loa elgulenl•• llbroa: prlnclpa.l,,..nle 

Mekin11ey. ti. c. c.. "l"ntroducelón La. leori a. malernAllca. loo 

9-N. y de: Hilll•r. rrederiek ~. 

Li.•berl'l'ICln. "lnlroduceL6n la. inveat.i.ga.clón plaga. 

494 y 4!U. 
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L• di~erencia •a•ncial entr• lo• juego• de vatretegia y loa puro• 

P•••tie•Po• de azar radica en l• circunstancia de que la inteligencia 

y la pericia aon Otile• cuando •e trata de jugar loa primero•, pero no 

loa -Oltimoa. 

El nómero y variedad de los juegoa de eatrategia •• •nor•e, 

di•tinguire•oa, •n pri••r lugar, lo• juego• ••gOn el n~•ero de 

jugadore•: juegos uniperaonalea, biper•onal&a. etc. 

Con•idere•o• ahora una partida d• un ju•go de n p•raonaa, con loa 

jugador&• Pt, P~, ••. , Pn, y ••• ª-. (para 1 = 1, ••• , n > el pago hecho 

a P~ al final de la partida <•i ea PL quien tiene que pagar ªL aer6 

negativo>. Entoncea, ai •• verifica que 

dir••o• que la partida ea d• ~ ~· Para nueatro caao en un juego 

bip•raonal Pt aer! I y Pz ••r~ II y lo que gana I lo pierde II. 

El caao de loa juego• biperaonal•• de auaa cero, en los que • 

cada jugador eólo •• le o~rece la posibilidad de hacer una jugada. El 

pri .. r jugador elige un nO~ero de loa • pri•eroa enteros po•itivoa, y 

el •egundo jugador, ain pr•via infor•ación de la elección hecha por el 

pri•ero, elige un nOmero de los n pri•eroa enteros poeitivoa. Amboe 

nO••ro• •• coMparan d•spu~, y uno de loa jugadores paga al otro una 

cantidad que depende de las elecciones hechas, y de acuerdo con las 

regl~• d•l juego. Para que ••toa juegos tengan un no•bre loa 

ll•maremo•, con baatante arbitrariedad ~rectangulares. 

Un eje•plo de juego rectangular •• el •iguient•~ el jugador I 

elije un nO•ero del conjunto (1, 2, 3), y el jugador II, ain haber 

•ido in~ormado de la elección echa por I, elige a au vez un nO•ero del 
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conjunto 

c•ntidad 

u. " ,,\ '" .. ~ •• ,. ...... ~···-· u 
d•ter•in• • .d• ecu•rdo con la •iguient• tabla: 

1 

2 

3 í 
L 

2 

0 

-3 

Ea decir, ai, ¡· ej., 

2 

-1 

-s 

3 

10 

1 

-J. 

d• 

p•g•rA • I 10 unidadaa ~on•tari•• cualesquiera. En 

razon•• d• br•v•d•::1d••cribir••o• lo• ju•goa 

•i•pl•••nt• .l.• ••t. a RA.QS!.• 

4 

11 

2 

p•g• 

J 

.1.l!sll2a. r•chngulr•• e?!!. ~ a ll!il.!A· Con•iderw•oa 

juego rect•ngular cuy ••triz ••n •• 

ªu ª•• 
ªu "' .. 

A • 

Q ..... .... 

ª•n 

J 
a •n 

a 
""' 

• una 

ahora •l 

Cll 

Si el jugador I •1Q• •l nó•ero 1 en una d•t•r•inad• partida de 

••t• juego, ••t•rA •nto cea ••guro de ganar por lo ••noa el a1ni•o de 

loa •l••vntoa de la pri era ~ila; va decir, por lo ••nos 

\ .. 1n¡ a,¡· 

,., ·::~~~~·::~ ::~.·:~~~.~~·:~ ~: .. ~~ ~ :~~ 
de ••n•r• que 
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11inJ ª'-J 

••• lo ••yor posible. Aa1, puea, hay una elección para I que gar•ntiza 

que eu ganancia ••rA por lo aenoa 

De •anera anAloga recordando que lo• pagoa a II aon loa opuvato• 

•••gur4 la obtención de, por lo ••no• 

Convi•n• r•cordar ahora la propiedad vl•••ntal de que ai 1 ea una 

:función real, para la qu• •xieten loe •Axi•o• y •1ni•o• indicados, •• 

V•ri:ficar4. quer 

••x -1'<x> • -•in :f<x> . . 
y 

111in -1<x> • -11ax t<X>. . . 
Y como en nueetro caao loa caapoe de variabilidad de i y de j aon 

11n~toa, y exiaten, por tanto, todoa loa mAxi•oa y · NiniMoa dttduci11oa 

qu•a 

AaJ, puea, II puede jugar d& ••n•ra quv adquiera la ••guridad de 

obtener por lo ••noa 

En reeuMen; I puede &atar aeguro d• conseguir por lo ••noa 

IHXi. 11tinJ aiJ 

y II puede· i•pedirle que consiga mAe de 
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Si •• veri11ca que 

••xl •1nJ alJ • •inJ ••xi alJ • V 

entone•• I deb• darse cuenta, ai lo re1l•xion• •U11c1ente•ent• que 

pu•d• obt•n•r V, y qu• •u contrincant• l• 1•pedir6 que con•iga una 

cantidad mayor que ~eta. A•1, pu••, a ••no• qu• t•nga alguna razón 

poderoaa para creer que ll pi•n•a hacer algo deacab•llado, d•b• 

decidir•• por V y jugar d• •anera ad•cuada para conaeguirlo. Y, 

an6log•••nte, II deb• jugar d• 1or•a que obtenga -v. 

Con•id•r••o• ahora el juego rectangular dado por la •atriz ClJ. 

Lla•areaoa e1trateqia ~ para I a un grupo ordenado de • nÓll•ro• 

r•ale• no negativo• ex,, •••• xM> qu• ••tia1agan l• condición 

~=• xl • 11 

tal•• nO..ra• deber4n conaiderar••• por aupue•to, coao la• 1recuencia• 

con que I elige loa nO••roa 1, 2, ••• , •· En lo suceaivo utilizar••o• 

el •1•bolo &... para representar dicho conjunto. AnAloga•ente, por 

••trat•g1a •ixt• para II deaignar••o• cualquier •i••bro de Sn; •• 

decir, todo grupo ordenado d• n nó••ro• rval•• no n•gattvoa Cy,, 

y~> tal•• qu• aatia1agan la condición 

J;:, rJ • 1. 

A v•c•• ll•••r••O• a loa propio• nO•eroa 1, m eatrateqiaa 

~ para I, y a loa nO••roe 1, n eatrategia1 pura• para II. Ea 

evident• que, r•apecto a I, la estrategia pura k equivale a la 

••trategia aixta <x,, ••• , x"'>, con tal qu• xk • 1 y xi • 0, para i~. 

Si I utiliza la e•trategia aixta X a <x,, ••• , x"'> y II ~•plea la 

Y= Cyt, ••• , yft>, la ••peranza •at••Atica de I v•ndrA dada por la 

fór•ula 
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Y •i ocurre qu•, par• un x* de Sm y un y• de Sn, •• verifica 

E<X, v*> !!í Ecx•, v*> s Ecx•, Y>, 

p•r• toda X de S... y toda Y de Sn, dir••o• entone•• que x• • v• •on 

ewtrat.e9i11 ~ (aixta•> p•ra y 11, 

Ecx*, y*> el valor del ju•go <para I>. Si x* 

ópti••• p•r• 1 y 11, re•p•ctiva .. nt•, dire•o• en tal ca•o que •l par 

ordenado ex•, v*> con•tituy• una •olución del. ju•go, o bien que •• un 

punto de •illa ••t~atl6gico. 

juego, coa o •on 

doainancia, gr61ica .. nte o utilizando progra•ación l.ineal, pero •u 

El probl••• general de coao toaar una deciaión •n un Medio 

coapetit.ivo •• baatant• co•ón • iaportant.e. La contribución 

1undaHntal de la Teor!a de Juego• ea que proporciona un aarco 

conceptual bA•ico para 1oraular y analizar tal&• probl•••• •n 

•ituacionea aiapl.••· Sin ••bargo, •xiat• un gran abiaao entre lo que 

la t~or1a puede ••n•jar y la coapl•jidad de la aeyor parte d• laa 

•ituacionea de coapet•ncia que •urgen en la pr6ctica. 
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APENDICE 8 

LA PRDGAftACIOH DINAftICAª 

progr•••ción dinA•1ca. Por •l •1••o de•arrollo de la progra•ación 

dinA•ica •• i•po•ibl• en un texto, por •uy grande que •••• abarcar 

toda• la• ~or••• que toaa e•t• tll!-cnica, ya que al no tener una 

y •ólo la 

•xperiencia podr6 decirle al analiata cuando utilizar 6•t• ••todo o 

aquel otro. 

'El •~todo d• progra•ación dinA•ica requier• del uao d• l• 

co•putadora digital. Co•o ae trata de una ti!<cnica enu•erativa, lo• 

tieapoa de có•puto para vate ••todo •on en general grandes, ••1 coao 

ea un cuanto li•itado, a pesar de eu extvnaivo nO•ero de aplicacionea 

potenciale•• 

La prograaación dinAaica ea una t~nica dv opti1nización 

•nuaerativa aplicable a probl•••a con restricciones y 1uncionea 

objetivo que pu•d•n ••r no iineal&e y region•s ~•ct~bles no conv•x••· 

Rl l•111to 

...,.. ... vletor 

MS-Me. Un 

P"09"a.fn0el6n 

rreocMrld: •· 

fue 

.. llanu•l -- llbl'O 

di.nA"'leo'". ,,. .... 
y oero.ld ... 

de ~r&clo,.......-.. ..... •mt. 

... pl'inelpolmente 

atljcllVQ,, "'Rl enroquo ... 
fue •• ... 1eaurmon. A .. .. Cr\&on. 

-. ... Y por ó:ltitno •l 

Llekl'l'ftQ.n. "Zntl'od'-lceión ... 
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Se aplica en 1or•• natural • probl•••• qu• pueden de•co•ponera• 

en etap•• a lo l•rgo d•l tieapo, p•ro ta•bi~n pu•de ••plear•• en 

probl•••• no aecuencial•• o con ••tructura en serie. 

Par• r•aolver ••t• tipo d• proble•aa, ee ••tablee• un •odelo 

••t••Atico cuy•• principal•• coaponentea •oni 

1> Un eatado inicial K que da toda la 1n~or•ación rel•vante eobre el 

aiateaa •nt•• de la toaa d• una decieión. 

2> Un eatado ~inal X que da toda la 1n~or•ac16n relevante aobr• •l 

eiat••• deapu~• de haberae toaado la d•c1e16n. 

3> La var1able de d•c1a10n D ~ ( do, ds, dz, dH 

aanipul•ree para obtener d•t•r•1nado caabio del eiet••a d• un 

••t•do inicial K a aer eetado ~1nal x. 

Coao •l probleaa de decieionea se presenta en •quell.aa 

eituacionea, donde un proble~• ti•n• varia• eolucionea ~actibl•• o 

alternativ••, con objeto de poder seleccionar •ntre ~atae, •• 

necesario ••ociar a toda• laa poaibl•• aolucionea una 1unción de 

benv~icio o garant1a , que mida la utilidad que •• asocia • cada una 

de lae posibles oolucionea. 

4> El bene1icio r que •• una 1unción eacalar que depende d•l valor de 

loa ••tadoe 1nicialea, d• lae deoiaionee tomadas, y de loa eatadoe 

~inal•e, •a decir 

r = r< 15,, D, X > [lJ 

5) Una trane1or•aci6n T, univaluada que rel•cion• lo• eatados 

1inal•a, con loa estados iniciales, y laa variables de decisión. 

x • T 1 11> D C2l 
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E•t• función o relación d• tran•for•ación puede ••r una relación 

••t••Atica o pued• ••tar dada en 1or•a tabular. 

Co•o la función d• tran•1or•aci6n T •• 

•u•tituir•e C2l •n Ctl para obtenera 

r.:111 r< !s.. D, TCK,D) > 

univaluada puede 

E• decir, la función d• ben•1icio r •ólo dep•nde d• lo• eatadoa 

inicial•• y la• variabl•• de deciaión. 

r • r' ( K,, D > 

Recordando que la función de tran•for•ación •• univaluad• pued• 

obtener•• la tran•1or•aci6n inveraa T', a ••b•r 

K. • T' e X, D 

Su•tituyendo e•t• valor en Cll •• llega aa 

r •re T'Ci ,D>, D, X> 

o bien 

r • r'' ( x, D > 

Un probl••a d• to•• d• deci•ionea con•i•te. en aaxi•izar o 

aini•izar la función de beneficio r, ai la• variabl•• independiente• o 

de deciaión toaan todo• loa poaibl•• valor••• dentro de la• 

reatriccionea que fija el probl•••· 

Eatoa probl••a• de toaa d• d•ciaion•• son, por lo tanto, 

proble•a• de optiaización •ntre loa que podemoa diatinguir doa tipos: 

El probleaa de optimización de •atado inicial x con•iate en 

encontrar el •Axi•o Co •1nimo) del beneficio como función del estado 

inicial, •• decira 

75 



~(K,) • •AX r'( !t D ) 
D 

[3) 

En •l problema de ••tado final x, debe deter•inarae •l •AXiMo (o 

m!niMo> d•l beneficio co•o función d•l ••tado final, •• decir: 

f<X> • •Ax r' ' ( X, D 
D 

[4) 

Probl••a• d• opti•ización co•o lo• plant••doa •n la• ~igura• (3J 

y C4l conti•n•n •uchaa variabl••· Le progra•ación din4•1ca tranefor•ar 

un proble•a de ••ta naturaleza en una aerie de proble•a• •6a 

aencilloa, quQ contienen poca• variabl••· 

La progra•ación dinA•ica se basa en el principio de optimalidad 

expu••to por R. O. Bell•an de l• aiguiente ••n•ra: 

.. l./n4 poli t 1'.ca l!'S 6pt tma si'., eon un periodo dado, cuall!':squteora 

qUCI!' •ean la.s dllct:storu!'s precN•n.tl!'s, las ~ct•tonat• Q'tJd' 

qta!dctn por tolftal"' coruH t tuyen una pol! t tea ópt tma l!'n lo que 

r.•pec ta. al r•.,_.l tado ~ lal!I dJtc tsto~s prd'Cf!dll.n.tt!>s" 

E•t• principio, lla•ado •principio de opti•idad• por Bellman, 

con•tituye la baee d•l •~todo de la programación diná•ica. Permite, en 

•fecto, considerando auceaiva•ente 1, 2, 3, ••• , H periodos, construir 

progr••iva••nt• una pol1tica ópti•a. Podemoa, para •ato, partir ya sea 

d•l primero, del Olti~o o de un p•riodo cualquiera. 

La progra•ación dinAmica ea una tlJ!.cnica •uy Otil para toaar una 

•uceaión d• deciaion•• interrelacionadas. Raqui•re la for•ulación de 

una relación recuraiva apropiada para cada proble•a individual. Sin 
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e•bargo, proporcion• grandes •horro• co•putacion•l•• en co•p•ración 

con la enu••r•c1ón exh•u•tiva P•ra •ncontr•r la ••jor co•binación de 

deciaione•, en eapecial cuando •• trata d• probl•••• grand••· Por 

•j••plo, ai un probl••• tiene 10 etapa• con 10 eatadoa y 10 deciaionea 

poa1blea en cada etapa, la enu•eración exhauativa tendria que 

conaiderar haata 1910 co•binacionea, •i•ntraa que la progr•Nción 

dinA•ica nec••ita hacer cuando •ucho 188 cAlculoa <10 para cada eatado 

en cada etapa>. 



APENDICE C 

PROGRA"ACION Y CORRIDA 

Se pre•enta a continu•ción •l liatado del progre•• que •• utilizó 

para obtener lo• reeultado• del capitulo III, en eate •i••o ap6ndic• 

•• •U••tra la corrida del prograea con un error per•itido d• 0.001¡ 

por probl•••• de •apac1o aólo aparecen lea cinco pri••r•• iteracion•• 

y laa cinco Olti•••• el lector ver• que no •• necesario conoc•r cada 

·una de laa iteracion••· Ade~A• en el progra•a listado, la ••lid• •• 

d11•r•nte, en ~te aólo despliega el valor del juego, el nO•ero de 

iteraoionea, el error relativo y el p•r•itido1 las •od11icacionea aon 

eola•ente en la ealida, toda la eatructura •• la Mia••· El progre•• 

Lu• codi~icado •n lenguajv •Turbo e• vvraión 2.0. Co•o ya•• dijo en 

el capitulo III, este progra•• •ola••nt• •• Otil p•r• reaolver el 

ju•go qu• ahi •• d•t•lla. 
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En la iteración: 0 

aubju•gol 

El. 

1.111111111111 

2.111111111111 

vector v 

2.111111111111 

2.111111111111 

'•iguiente• 

En la iter•cJ.ón: 

•ubju•gol 

l. 751/llll 3,l/llllllllll 

l. Slllllllll 2.5111111111 

El. vector v '•igui•nt•' 

En la iter•ción: 2 

•ubju•gol 

l. 625111 2. 875111 

l. 51/lllll/l 2. 4375 

•• •n eate 

•• •n e•t• 

eubju•go2 

-1.111111111111 l.111111111111 

-2.111111111111 111.111111111111 

iteracJ.ón: 2.111111111111 -l.111111111111 

•UbjUIPIJ02 

-l.111111111111 2.111111111111 

-2. 5111111111 -111.25111111 

it•r•ciónz l. 751111/l -1.llllllllllll 

•ubju•go2 

-1.111625 l. 8751/l 

-2. 51111/llll -111. 25111111 

El vector w 'aiguiente' •a en ••t• iteración: 1.6250 -1.0625 

En la iterac16n1 3 

aubju•gol 

l. 5469 

1.4688 

2.8125 

2.411!62 

•Ubjuego2 

-1. 125111 l. 8125 

-2.5312 -lll.2656 

El vector w 'aigui•nte• •• •n ••ta iteración; 1.5469 -1.1250 
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En l• it•r•ci6n1 4 

•ubju•gol •ubjuego2 

1.4922 2.7734 -1.1758 1. 7734 

1.4375 2.3867 -2.5625 -e.2012 

El vector w '•igui•nt•' •• •n e•ta it•r•ci6n1 1.4922 -1.1758 

En la it•r•ci6n1 29 

•UbjU9gD1 •ubju•go2 

1.3335 2.6667 -1.3332 1.6667 

1.3334 2.3334 -2. 6666 -0.3333 

El vector w '•iguient•' •e •n e•t• 1t•r•ci6nt 1.3335 -1. 3332 

En la it•r•ci6n1 30 

•ubjuegol •ubju•go2 

1.3334 2.6667 -1.3332 1.6667 

1.3334 2.3334 -2. 6666 -0. 3333 

El vector w '•iguiente' •• en ••ta iteraci6n1 1.3334 -1. 3332 

En la iteración: 31 

•ubjuegol •ubjue~o2 

1.3334 2.6667 -1.3333 1.6667 

1.3334 2. 3334. -2.6666 -0.3333 

El vector w 'siguiente' ea en eata it•r•ci6n1 1.3334 -1. 3333 
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En l• 1t•r•c16n• 32 

aubju•gol 

l. 3334 

1.3334 

2.6667 

2.3333 

•ubju•go2 

-1. 3333 l. 6667 

-2.6666 -9.3333 

El vector w '•igui•nt•" •• en ••t• iteraci6n1 1.3334 -1.3333 

En 1• 1t•rac16n1 33 

•ubju•11ol auhjuego2 

1. 3334 2.6667 -1.3333 1.6667 

1.3334 2.3333 -2.6666 -e .. 3333 

El vector w '•iguiente' •• en ••ta iteoraciónJ 1.3334 -1.3333 

El valor d•l ju•110 &e: 1.3334 -1.3333 

Se hicieron un total de 34 iteracion•• 

Con un error r&lativo des -0.0009387466 

Y un error p•r•itido des 0.001 
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