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INTRODUCCION

El estudio del comportamiento de fases de sistemas multicomponentes
resulta mucho mas complicado que el relativo a substancias puras ya que la
posibilidad de variar las proporciones de los componentes introduce un
mayor numero de grados de libertad No obstante esta complejidad, es de
gran importancia no solo para cuestiones praclicas como el disefo de
métodos de separacion. El hecho de que se observen fendmenos que no se
presentan en substancias puras, asf como la posibitidad de ohbtener
informacion acerca de la naturaleza de las interacciones intermoleculares
que permita una interpretacidn  de las propiedades observadas
macroscopicamente en términos de éstas, constituyen un gran atractivo a
nivel de ciencia béasica.

En la determinacién experimental de diagramas de fases de mezclas de
liquidos es comun encontrar regiones de coexislencia con puntos criticos de
solubilidad tanto inferiores como superiores. Sin embargo. cuando entre las
moléculas de los componentes de la mezcla existen interacciones como
puentes de hidrégeno se observan regiones cerradas de coexistencia con un
punto de solubilidad superior y uno inferior. El hallazgo de este tipo de
diagramas fue desconceftante y, para llegar a un entendimiento de la
naluraleza del fenémeno, fue necesario desarrollar nuevos modelos capaces
de reproducirlos. Es precisamente este tipo de regiones el que se esperaba
encontrar en este lrabajo medianle la utilizacion de un modelo de malla
desarrollado por R. L. Scott en 1985. Aunque han pasado varios afos desde
entonces, ésle no habia sido estudiado con detalle

El primer capltulo es un repaso muy general acerca de equilibio y diagramas
de fases. En particular se hace referencia a los tipos de diagramas que se
han encontrado en el caso de mezclas liguidas, asi como a las condiciones
en las que se obtienen cada uno de ellos
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En el segundo capitulo se revisan brevemente algunos de los modelos que
han sido utlizados para la descrpaidn de mezclas de liquidos en especial
aquéllos con los que se comparan 10s resultados de este trabajo. Entre las
omisiones importantes se encuentra la teoria de grupo de renarmalizacion, la
cual, pese a su importancia, no se ha incluido por su complejidad

L.a descripcion de los aspectos principales del modelo que se empled en este
trabajo se da en el tercer capilulo En sequida, en el capitulo cuarto. se
explica la metodologia pata extraer del modelo informacion acerca de!
comportamiento de fases de diferentes sistemas.

En el capitulo cinco se exponen los resultados obtenidos para tres casos
diferentes de interaccion entre las moléculas de los componentes de las
mezclas. Estos son muy interesantes ya que no sélo se encontraron regiones
ceradas de inmiscibilidad sino una gran variedad de comporlamientos de
fases. La discusién acerca de ellos, y las conclusiones extraidas se
presentan, por Ullimo, en el capitulo seis



EQUILIBRIO DE FASES

Una fase es una paite de un sistema fisicamente distinguible, homogénca y
mecanicamente separable del resto de! sistemma Las transiciones o cambios
de fase son procesos a través de los cuales un sistema pasa de un estado
caracterizado como una fase a otro caracterizado como una fase distinta
Estos ocurren a temperatura y presion constantes y van acompanados de
cambios sdbitos en algunas propiedades como la densidad o la capacidad
calorifica, asi como de la absorcion o liberacion de una cantidad
caracteristica de energia conocida como calor latente.

La informacion del comportamiento de fases de un sistema. ya sea de unoc ©
de varios componentes, esta contenida en los diagramas de fases. En los
diagramas de presion en funcion de la temperatura se puede apreciar en qué
regiones es mas estable una fase sobie las otras. Estas regiones estan
separadas por fronteras bien definidas donde coexisien dos fases.

Para un sistema de dos componentes en una fase, la energia libre de Gibbs
a temperatura y presion constantes debe cumplit

dG  pqdmy ¢ yiadng
~(my+npndxy vy s ngdpd(t xy)
(ny s )y po)dxy
(M e ngilug ey Yixg

De la ecuacién anterior se puede ver que una grafica de G en funcion de xp
tiene una pendiente proporcional a py 41y A las condiciones de temperatura
y presion en que solo una fase es ostable. 1a grafica es una curva continua
como se muastra enta fig !
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FIGURA 1 Energia libre de Gibbs en funcién de 1a composicion.
€1 minimo representa una sola fase estable

Cuando hay dos fases A y B en equilibrio se tiene

o MR >
=
n

A
Wy

y cada fasc esla representada por una curva. De la ecuacién anterior se
obtiene que cuando ambas estan en equilibiio sus curvas tienen la misma
pendiente, como se ve en la fig. 2 Si se traza la tangente comin, se pueden
determinar las composiciones de ambas fases en el equilibrio
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FIGURA 2 Energia libre de Gibbs en funcién de la composicion
€n ambas graficas, A y B representan las composicio-
nes del componente 2 en las fases en coexistencia

Sobre la curva de la fig 2 hay dos puntas de inflexién en donde

2%
o
¢ XZ

A cierta temperatura estos dos puntos se vuelven uno solo y se cumple

(726) (23]
ka-x;]“" Y J""

A esta temperatura se le conoce como temperatura critica de mezclacdo €n
particular, cuando se trata de una mezcla de liquidos, se le lama temperatura
critica de solubilidad. Generalmente, una mezcta binaria de liquidos es
completamente miscible en cualquier proporcion por arnba de esta
temperatura y se separa en dos fases por debajo de ella Este
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comportamiento se puede apreciar en el diagrarma de temperatura contra
composicion de la fig 3. y el punto cribco correspondiente se conoce como

punlo crilico de solubildad superior

T
Punto critico supesior
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FIGURA 3 Diagrama T-x con un punto critico de solubilidad superiar

Existen sistemas en los cuales la tendencia anterior se invierte: los liquidos
son completamente miscibles por debajo de la lemperalura critica de
solubilidad inferior y se separan en dos fases a lemperaturas superiores,
como se ve en el diagrama de la fig. 4. Este comportamiento se observa
cuando, a bajas temperaturas, las moléculas de ambos liquidos forman
"complejos” debido a interacciones fisicas como puentes de hidrogeno,
favoreciendo la miscibilidad A temperaturas mayores, el complejo se rompe

ocasionando la separacion de fases

Algunas mezclas presentan tanto temperaturas criticas superiores como
infenores, dando como resultado regiones cerradas de inmiscibildad, como
la que se mueslraen la fig 6. Por debajo de la temperatura critica superior,
las moléculas forman complejos como en el caso anterior, los cuales se
rompen a temperaturas altas. Sin embargo, a lemperatwas ain mayores. el

movimiento térmico homogeniza la mezcla como en el primer caso
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FIGURA 4 Diagrama T-x con un punto critico de solubilidad inferior

T
Punto critico superior
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Punto critico inferior
o X

FIGURA 5 Diagrama T-x con un punlo critico de solubilidad superior

y uno inferior




Fauilibrio de fases §

En los diagramas antenotes, los puntos sobre la curva representan
transiciones de una fase a otra con cambios discontmuos en las pruneras
derivadas de G con respecto a Ty P, es decii, el volurien y fa entropia (y por
consiguiente en H, U, etc.) A estas transformaciones se les conoce como
tiansiciones de primer orcden. Por otio lado, los puntos conespondientes a las
temperaturas criticas se ltaman puntos criticos En estos puntos, tas primeras
denvadas de G con tespecto a Ty P cambian de manera continua al pasar
de una fase a otra Sin embargo. en este caso son tas segundas derivadas
de G con respecto a T y P las que varian de modo discontinuo. es decir, 1as
capacidades calorificas y los coeficientes de compresibidad isolérmica y
dilatacion térmica. Estas tiansformaciones se conocen corho transiciones de
segundo orden. (Berry, et al, 1980)

Aunque no existen restricciones termodinamicas de los signos y las
magniludes de la capacidad calorifica de exceso y del volumen de exceso en
tos puntos criticos, en general, [a primera es negaliva y el segundo positivo
en el punlo critico superior, mientras que en el inferior ocurre lo conlrario Se
ha observado que estos Ultimos se presentan en sistemas para los fue la
entropia de exceso es negativa y grande, mientras que el punto critico
superior apatece en sistemas en los que la entropia de exceso es de
cuaiquier signo y pequeda. Si la capacidad calorifica de exceso negatva
conserva su signo al aumentar la tempeiatura, entonces la entalpia de
exceso y la entropia de exceso se vuelven positivas y se cumplen las
condiciones para la existencia de un punto critico superior

Los sislemas en la naturaleza que presentan regiones cenradas de
inmiscibilidad tienen una caracteristica en comin: se puede identificar una
interaccion enlre las imoléculas de distinla especie del tipo orienlacional, es
decir, la interaccion atractiva se establece en ciertas onentaciones de las
moléculas. El ejemplo mas claro de elios es la existencia del puenle de
hidrogeno. Es este tipo de comportamiento el que ha sido estudiado tanto
tedrica como experimentaimente en forma extensa A coninuacion se
describen algunos modelos que han arrojado resultados interesantes sobire el
fenomeno



MODELOS

De los tres estados de agregacion que nos son mas familiares, sélido, liquido
y gas, el segundo es el mas dificil de describir Debido a que es un estado
intermedio enhie los ofios dos, puede considerarse como un gas "medio
ordenado” o como un solido "medio desordenado” A paitit de eslos
enfoques se han desarrollado dos clases de teorias para describir a los
liquidos y sus mezclas. Las primeras consideran a ios liquidos como gases
muy densos y altamente no ideales. cuyas propiedades pueden ser descritas
por ecuaciones de estado continuas para gases, como la de van der Waals
Las segundas, conocidas como teorias de maila, consideran a los liquidos
como sblidos cristalinos, donde las moléculas no se mueven de manera
totalmente cadblica como en los gases sino que tienden a permanecer cn
posiciones mas o menos fijas. Aun cuando en determinados periodos ha
habido preferencia por uno de los tratamientos sobre el otfo, no se ha dado
la aceptacidn universal de uno de ellos. En ambas ditecciones se han hechc
avances significativos en la comprension y descripcion de las propiedades
de este estado de agregacion tan peculiar.

A continuacidn se revisan brevemente algunos de los modelos que han sido
desarrollados para la descripcion de mezclas binarias de liquidos, asl como
sus resultados mas importantes Cabe mencionar que aunque recientemente
se han desarrollado teorias de naturaleza mas complicada, como la de
grupo de renormalizacidn, cuyas contribuciones han sido muy importantes en
este campo, no se describiran en el presente trabajo

Uno de los primeros en intentar describir el comportamiento de mezclas de
fluidos utilizando una ecuacion para gases fue el propio van der Waals a
principios de siglo. Otros investigadores que hicieron  aportaciones
significativas en esta direccion fueron van Laar, quen fuera discipulo de van
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der Waals, y algunos anos mas tarde Hildebrand y Scatchard de manera
separada

Scott y van Konynenburg (1980) presentaron uno de los trabajos mas
importantes de este tipo Utilizaron la ecuacion de van de Waals para
determinar los diagramas de fases de una gran variedad de mezclas binarias
fluidas. Con su modelo lograron obtener una descripcién cualitativa de cast
todas las clases de equilibno gas-liqutdo, liquido-liquido y gas-gas conocidas.
en funcion de los parametros de idteraccion moleculares EI Unico tipo de
equilibrio de fases que no pudieron predecir fue aquél que involucra los
diagramas cerrados de inmiscibihdad liquido-liquido que presentan algunos
sisternas como el de nicotina-agua

El prototipo de los modelos de malla es el modelo de Ising que a pesar de
que fue originalmente concebido como un modelo para sistemas magnéticos.
puede sef reinterpretado para situaciones diferentes. Tat es el caso de fluidos
puros, mezclas de fluidos y aleaciones. En particular, modelos de malla para
el estudio de mezclas de fluidos involucran su transcripcion a este modelo
(Wheeler, 1977).

El modelo de Ising ha sido muy importante en el desarrollo de las teorias
modernas sobre el fendmeno critico y es el Unico modelo para el que exisle
solucion exacta en mas de una dimension. Este consiste en un arreglo de
espines localizados en los sitios de una malla regular, los cuales pueden
tomar solamente uno de dos valores: +16 -1.

La interpretacion del modelo de Ising como un modelo para una mezcla
binaria de liquidos es posible si se piensa en las celdas ocupadas por
espines +1 como ocupadas por moléculas de un liquido A, y las celdas
ocupadas por espines -1 como ocupadas por moléculas de un liquido B Las
moléculas son lbres de moverse en loda la superficie (o volumen en el caso
tridimensional), y las celdas sirven de sistema coordenado para determinar la
energia potencial de una configuracion dada. El potencial de inleraccion
entre moléculas en la misma celda es infintamente grande, entre moléculas
en celdas adyacentes es -, y nula en cualquier ofra situacion Este tipo de
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interaccion corresponde a repulsiones de esfera dura y atracciones de corto
alcance en la aproximacidn de campo medio

Dentio de los modelos de malla para mezclas binanas de fluidos, uno de los
pioneros fue el propuesto por Barker y Fock (1853) En este modelo, las
molécutas de dos componentes A y B se colocan en una malia de numero
de coordinacion z Cada molécula posee z puntos de contacto, (2-1) de los
cuales son iguales y el restante dilerente. L.a energia de mteraccion entre las
moléculas depende de los puntos de contacto a través de los cuales
interaccionan. Estas pueden ser atraclivas o repulsivas en mayor o menor
grado, y debido a que cada molécula posee diferentes puntos de contacta
las interacciones moleculares dependen de la orientacion relativa de las
moléculas

En los primeros modelos de malla se suponia que la distribucion de ambos
tipos de moléculas era completamente aleatoiia a pesar de que la energia
de mezclado tenia un valor finito. Sin embargo, en situaciones reales dicha
distribucion es aproximadamente aleatoria s6lo en los casos en los que la
temperatura es muy elevada o cuando, a una temperatura dada. la energia
de interaccion entre las moléculas es practicamente nula  Con base en estas
observaciones, Guggenheim (1953) introdujo una mejor aproximacion en
donde la distribucion de las moléculas ya no es aleatoria, sino que depende
de tas energlas de interaccion, las cuales inducen ciefto grado onentacion
entre las moléculas. En este tratamiento, conocido como aproximaciin
cuasi-quimica, los diferentes tipos de pares de vecinos son vistos como
espacies gasecosas moleculares en equilibrio quimico. Esta es una
aproximacion tipo campo medio que sélo considera interacciones especificas
a primeros vecinos, ¥ Una interaccion promedio con el resto del sistema

Barker y Fock trabajaron su modelo bajo la aproximacion que se acaba de
describir. Estudiaron el comportamiento de fases de mezctas binarias con
diferenles grados de interaccion entre los puntos de contacto de las
moléculas y encontraton regiones cerradas y simétricas de mmiscibilidad con
puntos criticos de solucion inleriores y superiotes para cieitos valores de
ellos



Modelos 12

Aungque el madelo no es una representacian fiwl de todos os sistemas en los
que se observa el comportanuento antenor, al menas muestr una de las
situaciones en las que puede ocurrir Las tegiones cerradas oblenidas, sin
embargo, son algo estrechas en comparacion con las obtenidas
experimentalmente. Por olra parte, el modelo no representa el
comportamiento real en la vecindad de los puntos criticos Estudios
posteriores han mostrado que el origen de estas mdtaciones reside en la
utilizacion de la aproximacion cuasi-quimica Resultados mas acordes a los
determinados experimentalimente se han abtenido utilizando aproximaciones
de mayor orden (Wheeler, 1977)

El modelo de mallas decoradas, el cual puede franscribirse al modelo de
Ising, se puede aplicar a varias situaciones, entre ellas las mezclas de
liquidos no electrolitos. £l modelo de malla decorada para describir imezclas
binarias de fluidos fue introducido por Widom (1967) y mas tarde fue
extendido y analizado por Clark, Neece y Wheeler de manera independiente
(Neece, 1967; Clark, 1968; Wheeler, 1972 )

La malla decorada se construye anadiendo un segundo conjunto de celdas,
celdas secundarias, a un conjunlo de celdas primarias Lo anterior se hace
de modo que cada una de las celdas secundarias quede centrada en el
punto medio de la union de dos celdas primarias adyacentes, De manera
andloga es posible construir mallas tridimensionales.

La malla es ocupada por moléculas de dos componentes A y B, tas cuales
son libres de moverse en toda la superficie o volumen Las celdas sirven para
deteiminar e! potencial entre dos diferentes tipos de moléculas Dos
moléculas del tipo A contribuyen con encrgia +« si se encuentran en la
misma celda primaria; con - si estan en celdas primarias adyacentes, y con
cero de olra manera  Las moléculas B contribuyen con +. si estan en la
misina celda secundaria y con cero de olra manera. La restriccion de que
no haya interaccion entre moléculas del tipo B en celdas adyacentes es
esencial para que el modelo corresponda exactamente con el modelo de
Ising. Lo anterior tiene como desventaja que el componente £l no puede sulnr
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transiciones liquido vapor por si mismo Sin embargo. es lo suficentemente
rico como para exhibi azeotropia critica y temperaturas criticas de solucion

Una variacién del modelo presentado arriba fue propuesta por Mermin
(1971) y ha resultado muy util en la descripcion de mezclas de fluidos La
malla que se uliliza en este caso es una en fa que se inserta una celda
secundaria entte cada par de celdas pnmarias adyacentes Sélo una
molécula A & B se situa en cada celda primana o secundaria. También en
este caso es posible construir maflas tridimensionales

Con este modelo es posible modetar puntos criticos inferores de solucion
asi como regiones cerradas de inmiscibiidad en mezclas de liquidos. Cada
molécula tiene » posibles orientaciones y 1a Unica interaccidn ocurre entre
moléculas en celdas primaria-secundaria adyacentes. lLas interacciones
dependen sélo de 1a orientacion de las moléculas en celdas secundarias, no
de aquéllas en celdas primarias. Esto es una diferencia con respecto al
modelo de Barker y Fock (1953) en el que se definen interacciones que
dependen de ambas. Sin embargo. es ésta diferencia la que hace posible ta
transcripcion exacta al modelo de Ising.

Las regiones cerradas encontradas con esle modelo muestran un mayor
grado de aproximacion a los datos experimenfales que aquélias obtenidas
por el modelo de Barker y Fock (1953). Ademas presentan exponentes no-
clasicos tanto en fas temperaturas crilicas superiores como en las inferiores.
a diferencia de los modelos de malla descrilos con anlerioridad  Por lo
anterior, es evidente que la descripcion de las mezclas binarias de fluidos
que proporciona el modelo de malla decorada es mejor que la del modelo de
Barker y Fock bajo la aproximacion cuasi-quimica No obslante, es de
esperar que la solucion exacta de este Olimo supere a ambas
Desgraciadamente ésta no es facil de obtener debido a la complejidad del
modeto

En arios recienles. Jackson (1991) ha trabajado con un modelo que utiizi
una extension de la ecuacion de van der Waals con un tétmino de tepulsion
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de esfera dura mejorado y un térmuno adicional para asociaciones
moleculares Este se ha aplicado al estudio del equlibrio de fases de mezclas
binarias con moléculas del mismo tamano En el se consideran fuerzas de
atraccion tipo campo medio entre moléculas de la misma especie, y nulas
entre moléculas de especies diferentes

Jackson investigo el comportamiento de fases en sistemas con diferentes
grados de asociacidon y enconlid regiones cerradas y simétricas de
inmiscibilidad liquido-liquido, muy parecidas a los obtenidos con el modelo de
malla de Barker y Fock (1953) para patametros de interaccion similares. Por
otro lado, se encontraron regiones de coexistencia por debajo de la curva
cerrada andlogas a aquéllas enconlradas por Wheeler y Andersen (1980),
también con un modelo de maila.

La ventaja del enfoque continuo sobre el enfoque de malla es que puede
emplearse para predecir equilibrio de fases a altas presiones, mientras que
para los modelos de malla esto resulta muy complicado. No obstanto, los
modelos de malla son muy socorridos ya que, aunque su uso adecuado
requiere familiaridad con los métodos de mecanica estadistica, los calculos
resultan mucho mas sencillos de realizar que en los modelos de ecuaciones
continuas.



EL MODELO

En este trabajo se estudié el comportamiento de fases de mezclas binarins
de liquidos no-electrdlitos con interacciones orientacionales Pata ello se
trabajé con un modelo de malla basado principalmete en el modelo de
Barker y Fock (1953) y las ideas de R. L. Scolt (1992) Los célculos se
realizaron bajo la aproximacion cuasi-quimica de Guggenheim (1952) ta cual
se describira mas adelante. Dicha aproximacion no es facl de ulihzar en
sistemas mullicomponentes ya que contieng varios paramelros que
gobieman los distintos lipos de interacciones, y proporciona funciones de
exceso con formas funcionales complejas

En general, el modelo consiste en lo siguiente. Se colocan un numero Np de
moléculas del liquido A y Ng moléculas del liquido B en una matta de nimero
de coordinacion 2 de manera que no queden sitios vacios en ella Cada
molécula posee z superficies. Las moléculas de tipo A tiene supetficies a y x,
mientras que las moléculas de tipo B tienen superficies by y En este trabajo
se estudiaron los casos z=4 y 2=6 y para ambos se establecié que cada
molécula presentara (2-1) lados a 6 b y un iado x 6 y. Asi. por ejemplo, para
2=4 las moléculas A y B serian como muestra la fig. 6

b.
a A «x y] B |b Figura 6.

a b
El numero total de superficies  es N, y el de [fes Ny §1 N es el nimero

total de moléculas, se tienen las siguientes relaciones entre los numeros
tolales de superficies a.b,x y y, y et nimero total de lados

Ny N =(z-ON
N, N, N

Las energias de interaccion enlre las moléculas, t,(donde «,N=a.b.x.y)

dependen del tipo de superficies que estén en conlacle S solo se

consideran interacciones a primeros vecinos, existen diez posibilidades
diferentes: a-a, a-b. a-x, a-y, b-b, b-x. by, x-x, xy, y-y Cuando todas as g
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son equivalentes, la distnbucion de las moléculas en la malla es

completamente aleatona  Sin embargo. es posible manpular los valores
de t,; de modo que unas sean atractivas y otras repulswas. y de diferente

magnitud De esta manera, las moléculas adquieren preferentemente cierta
orientacion, dando lugar a un diagrama de fases caracteristico

8i N, es el nimero de encuentros a-f) en una distribucion alazar y N,y es
el nimero de encuentros para una configuiacion regida pur las interacciones,
se puede escribir

Nop N (150

donde ,p es el coeficiente de desviacion con respecto a la mezcla al azar. A
su vez, las N3 estan relacionadas entre si a través de cuatro relaciones de

conservacion. Para condiciones a la frontera periddicas éstas son.
Na  2Nag + Nax + Nap + Nay
N,, Nax + 2N” + Nbl *ny
Nb Nah + Nbl "'2Nbb + be
Ny Nay +Nyy o Ny, + 2N,

En general N 2Naa + ZN‘

Pea

En ténninos de los coeficientes de desviacion 3. las relaciones de

conservacion pueden reescribirse como

~

X,l{(l 1)1.::('1‘5(1: 'U xaltz 1)1.11) ~.1y]
) ha ~.,]
|

[
XA[‘Z ”3‘0- ‘E.n [(
XA[(Z Nean 'Qm] -~ Xp) [(-’ Nonn + 2hy |
I

XA[(Z" 1)‘~ay "-uy} {t xa ‘Z 1)5.by “F’YY]'

OOOO

(1)
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donde XA=NA/N y (1-Xa)=Xg

Las relaciones de conservacidn pueden también expresarse en téiminos
dnicamente de fas &g, (Zaa. Sbb. ixx ¥ Syy) haciendo uso de la ecuacion 2,

fa cua! se presenta mas adelante, para reducir el numero de variables Para
lustrar, a continuacion se presenta solamente la pnmera relacion de
conservacion seguida de sus primera y segunda derivadas con respecto a la
composicidn, las cuales también seran requeridas para ciertos calculos

Primera relacion de conservacion’

"{(Z“maa *[Kax“"":aa)(”f:n)]" 1} +

+(1- x){(z~ WKao(1+ Saal(1+260)]" - (2 )+ [Kay(1+5aa )10 5y )] - 1} -0

donde las K, son las constantes definidas por la ecuacién 2.

Primera derivada de !a primera refacion de conservacian

g;.a1x[z— 1+ [Xtax + (1= Xz Yeap + (1- Xay 2va) '1} '

+ 2bft1-xHz - a2t ) " ¢ kK auvi 2t e

e | 't g i
* 00 KayvalRtey ) [l (2 tta taylvi ez Wva 0

donde, b Kip(Wip) vy v (12,0
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Segunda denvada de la primera telacion de Consarvacion

l—ia{x(z 104 ;[xta. 1=z gy + (1 Nty ]{a 1",

,.E:Sb'{;lh x)z- 1)laKahQab} ¢ é'i‘{; xlaKmqa,} vEpy ‘[;(1 xit K ayQay }

venal2z 1) ::‘aa[na, O R U+ (1= Wty ba’ (XKt -
P12z Wapapt 11 XKayQaySiyba’ < [tax 2 Man taylia}

ﬁﬁb{(l-ﬂKaanbfa ' ;(1» )2 mgbng%%b} \

. 1 e , T2 o3, oo
+ xx{Kaxqax'a 4 xKgxqu’as xx} -Lyy {Kay‘hy’a Y4 "Kgy%y’a% yy} -0
donde, Quit t;", Y fq=vE

Los coeficientes de desviacion £y, dependen de la composicion, por lo que

3 ) (0 Eauu, ) g » ['},,2;.',‘.‘4. \
sga =TT y Suu ) J

ax ox

APROXIMACION CUASI-QUIMICA DE GUGGENHEIM

Comao ya se menciond, en esla aproximacion los diferentes tipos de pares de
vecinos son vistos como especies gaseosas moleculares en equilibrio
quimico Asi, para una mezcla preparada completamente al azai se puede
escribir la "reaccion”

w2 t iy 2 2
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a la que se puede asociar una constante de equiibno de ta forma

N.;:u (1 fap ’
wlNg (s, Y1egy) (2)
Ce:p[v (264 Eyp b, ) kT]

Kul\ N

Si tomamos el estado de referencia v, =i;=0. entonces las constantes de

equilbrio para ia reaccion quedan en funcion Unicamente de los parametros
de interaccién cruzados, es decir

K exp[--Zt;‘,“ IkT]

b

La energia libre del modelo de mezcla binaria descrito es

({; ) ") ;ln(N,, o ;;['"(N:-n NN (£ / kT)]

que en funcién de los coeficientes de desviacion £,qy bajo la aproximacion
cuasi-quimica es

\
A ~0tn(1 -
[ T xinx+ {1-x}n{1-x) +

3 ZZ 2”: Xy x"(‘ s )[In(i [ i“l‘) 3 (l;"ﬂ /kT)]

@

Expresada de otra manera,

AL y B i..2 2
[NkTJ-~xlnx (1 xpin(1 x)o—z[ax +hit x)° v exfi x)_ (3
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donde

a (2 1)2“’ﬁ.a.r)'nu‘Eaa"(“‘-n“n“' NS

+(2 '){Kax (1 Saa {1+ & )J‘; ln[(? vSaalll e S5y )J

b (2 1)2(14g,,,,)|n(1»:_b,,)+(1.:_yy)m(h:yy).

+(z - 1)[Kby“ +Epp )(1 ";yy ” 'n[“ " Zh )(1 * 5_yy )J

c (z- 1)2[Kab(1 Yiaa )14 Spp )] |"[(1* saalll e Spp )J ¢
+(z 1)[Kay(14@03)(1»5,W)]"|n[(14:_m,)(1',;yy)]4
+(z ')[Kbx(1'°"§bb)“*§u)]”|n[("*§bb)(1*in)]‘

#[Ky 18 Y10 gyy)]"‘ (1 £} e )]

Asimismo, las expresiones para la primera y segunda derivadas de Ia energia
con respecto a la composicién son:

d%(ﬁefjﬂnx» In{1-x)+ ;[a'x2 »ob'(1~x)24c'x(1-x)o2ax 2b(1- x)+ (1 2;)?{

(4)
donde a, b’ y ¢ son las derivadas con respecto a x de a byec
respeclivamente

La segunda derivada es

d?( Ay 1 1 2 2
w2 b o

dx? \NkT X ‘1 x’z[ax X et %)

aax Ap(l xp.2c(1 2x) - {5)

t2a 02 2
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dande a", b" y ¢” son las segundas derivadas con respectoax de a, by,
respectivamente

Los valores de las energias de mtetaccion £,f) Pueden expresarse en funcion
de las constantes Kul“ Los puntos criticos cofresponden a situaciones en las

que las segunda y tercera derivadas de la energla con respecto a la
composicion son nulas Los puntos de coexistencia se calculan considerando
que los potenciales quimicos de cada componente en las fases en
coexistencia sean iguales.

En la siguente seccion se describe de manera detallada el procedinuento
para la obtencion del comportamiento de fases de mezclas binanas a partir
de este modelo.



[
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METODOLOGIA

El modelo permile manejar los siguienles pardmetros la composicion, el
nimero de coordinacion de la malla, la temperalura y el tipo de mezcla, los
dos ttimos a través de los parametros 0 y 1, respeclivamente, los cuales se
definen a continuacion:

Ky L
InK ap InKap 264

Un valor espectfico de r determina sélo la razén entie las dos constantes,
pefo una vez que se fija un valor para 0, os valores de Ky, y Kap quedan
definidos. Los valores para las constantes restanies quedaran definidos de

manera diferente seglin el caso que se eslé estudiando, es decir,
dependiendo de los valores de las energlas de interaccion Cafh-

El andlisis de la grafica de la energia con respecio a la composicion, as
como su primera y segunda derivadas, propofciona informacion sobre el
comportamienio de fases de la mezla en cueslion a las condiciones dadas.

Para construir un diagrama de fases es necesario conocer en qué
condiciones se tiene un sola fase y en cudles ofras, coexistencia de dos o
mas fases Para ello es convehiente enconlrar primero los puntos criticos
Corio se menciond en la introduccion, las puntos criticos ocurren cuando
tanto la segunda como la tercera detivadas de 1a energia con respecto a la
cohposicidon son iguales a.cero Por esta razdn, antes de explicar como se
hallan los puntos criticos y las zonas de coexistencia se describe el
procedimiento para calcular la energla y sus derivadas



Metvdologia 23

Calculo de la energia:

1) Se fijan valoles pacar, 0 y z Al darle valores a 1y (} quedan determinados
los valores de Kap y Kyy. Los valores de las constantes restantes se fijan
arbitrariamente.

2) Una vez que han sido establecidos los valores de todas las constantes. se
resuelve el sistema de las cuatro relaciones de conservacion (ec. 1) mediante

un método ilerativo para hallar tos valores de los cuatro coeficientes de
desviacion, &, . correspondientes a dichos valores

3) Con los valores de los coelicientes de desviacio calculados, y los valores
de ry 0 se calcula la energia (ec. 3) en el intervalo completo de composicion,
esdeciLde0al

Calculo de la primera derivada de la energia con respecto a la
composicion:

1) Se dan valores a r, 0 y 2, y se calculan los valores de los coeficientes de
desviacion de la manera descrita.

2) Con los valores de las &g, se resuelve el sistema de ias cuatio

ecuaciones de las derivadas de las relaciones de conservacion para hallar
los valores de las I, (derivadas de los coeficientes de desviacién con

respecto a la composicidn). Para ello se usa el mismo procedimiento iterativo
que en el caso de las 2,

3) Una vez que se tienen los valores tanto de los coeficientes de desviacion
como de sus ptimeras derivadas se calcula la primera derivada de Ia energia
(ec.4) con respecto a la composicion a la composicion dada
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Calculo de la segunda derivada de la energia con respecto a la
composicion:

Se sigue el mismo procedimieno que para calcular la pnmera dervada, solo
que en este caso se tiene que resolver ademas el sistema de las cuatio

segundas derivadas de las relaciones de conservacién para obtenter los
h
valores de %,

Puntos criticos:

Para encontrar los puntos criticos es necesario hallar los puntos en los que la
segunda derivada de la energia con respeclo a ta compaosicion es cero Para
ello se fija una composicion y se calcula la segunda derivada de la energia
por el procedimiento descrito. Hecho esto, se verifica si tal condicion ocurre
para el valor de 0 dado. Si no es asi, se checa e! signo de la segunda
derivada y se le da un inctemento 3 0. La segunda derivada se calcula
nuevamente y se verifica si hubo un cambio de signo. St esto no ocutre, sc le
da un nuevo incremento a 0 y se repite el calculo. Esto se hace hasta que se
observa un cambio de signo en la segunda derivada Cuando esto ocurre, se
toma el valor de 0 anlerior y se le da un incremento mas pequefo. Esto
permile irse acercando cada vez mas a |a situacion en la que la segunda
derivada de la energia es cero.

El hecho de que la segunda derivada de la energia sea nula no es candicion
suficiente para asegurar que el punto donde eslo acutre es critico. Para ello
habria que calcular también las tercera y cuarta derivadas de la energia S
embargo, por todo el trabujo algebraico y computacional que esto implica s»
recurre a olra manera de verficar si los puntos en cuestion son criticos o no
Este consiste en un analisis del comportamiente de 1a energia a diferentes
valores de 0 por arriba y por debajo del punto en el que la segunda derivada
se anula En la seccon anterior se descrimé como la forma de la curva
proporciona informacion sobre la presencia de uha sola fase o coexistencia
de fases. Si el punto representa la transicion de una situacion a otra, es
critico; mientras que si ho se observa un cambio en el comportamiento de i
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energia al cruzarlo. no lo es  El analsis descrito sirve asmismo para
determmai si los puntus identficados como criticos son superiores 0
inferiores

Lo anterior se puede hacer para un intervalo de r lo que equivale a encontrar
los puntos crilicos para mezclas con diferentes grados de interaccion. Para
cieros valores de r pueden encontrarse no una sino dos puntos criticos a
diferentes valores de (). Cuando eslo sucede, mediante el analisis de la
energia debe determinarse si la region de coexistencia se encuentra
comprendida entre los dos puntos criticos o, por afriba del punto superior y
por debajo del inferior

El analisis de las curvas de energia permite también determinar la existencia
de otros puntos caracteristicos del sistema, lales como puntos de tres fases,
y otros estados criticos de la mezcia. Esla forma de trabajo implica recordar
siempre que en coexistencia de fases, el potencial quimico de cada especie
(que es la derivada de Ia energia libre con respecto a la compesicion) es el
mismo en todas las fases.

Calculo de las composiciones de las fases en coexistencia:

Una vez calculados los punios criticos, los puntos triples y los puntos criticos
dobles no es problema saber en qué condiciones hay coexistencia.

Para sislemas que poseen puntos criticos superiores se calculan ios valores
de la energla en todo el intervalo de composicion a diferentes valores de 0
pot debajo del punto en cuestion. Para cada calculo, aquellos puntos para los
que la primera derivada de la energia es cero conesponden a las
composiciones de las fases en equilibrio  Si el punto critica es inferior, se
hace lo mismo pero en un intervalo de O por encima de el

Si el andlisis de las curvas de energia revelara la existencia de puntos triples,
las composiciones de las fases en equilibrio serian aguéllas correspondientes
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a los puntos sobre la cutva de energia con primera derivada nula, st 1a cutva
es simetrica. o de igual pendiente, sino lo es

Por otro lado, si llegaran a encontrarse regiones dobles de coexistencia, no
se buscarian puntos para los cuales fa primera derivada de la energia fuera
nula pero si aquéllos que puedan ser unidos por una pendiente coman, lo
cual, como en los casos anteriores significa que tengan el mismo potencial
quimico. En estos casos habria dos pares de puntos que cumplirian tal
condicion y corresponderlan a las composiciones de dos pares de fases en
coexistencia



RESULTADOS

Los diagramas de fases que se obtienen con este modelo dependen de un
nimero grande de parametros que caracterizan a la mezcla bajo estudio
Con la definicion de los pardmetros 1 y 1) se pueden determinar los valores de
Kab ¥y Kxy Los valores de las K restantes que participan en la expresion de
la energla libre se fijan arbitrariamente.

Ya que uno de los objetos del trabajo es detainunar las propiedades de
mezclas cuyos componentes presentan interacciones preferenciales, se fijo
Kab - 1 (repulsion entre los fados a y b) y Kyy -1 (atraccion entre los
lados x y y) de manera que 1 y 0 son positivos, En el presente trabajo se
calcularon los diagramas de fases para tres casos diferentes, los cuales se
describen a continuacién. En cada uno de ellus se compararon los
resultados para 2=4 y z=6,

CASO I
tab +0 => Kap < 1
tay Srthx = exy <0 -3 Kgy = Kpx = Kyy ~ 1
Eax =rfpy =0 = Kax=Kpy =1

Las interacciones a-y. b-x, x-y son atractivas, las a-b, repulsivas, y las dos
restantes, nulas, .

CASO Il
tap -0 > Kgp« 1
by <0 5 Kyy o1
tax  Fay = tbx ® thy *0 - Kgx = Kay Kox- Kby =1
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Solo hay una nteraccion atractiva y una tepulsva (x-y y a-b
respectivamente) Todas las demas son nulas

CASO it
tab =tay =tbx>0 > Kab Kay = Kpx - 1
ixy <0 > Kyy>1
tax = ipy = 0 Kax = Kpy =1

La Unica interaccion atractiva es entre el lado x de las moléculas tipo Ay el
lado y de las moléculas tipo B. Las inleracciones a-b, a-y y b-x son
repulsivas, mientras que las dos restantes, a-x y b-y. son nulas como en el
primer caso.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos para cada uno de los
casos, asi como comparaciones entre ellos, para z=4 y 2=6. Es de hacer
nolar que los diagramas 0-r que se calcularon cosresponden a una infinidad
de mezclas, cuya combinacion de parametros Kahy y Kyy proporcionan un
valor determinado de r, es decir, cada valor de r fepresenta un tipo de
mezcla.

CASOI:

Los diagramas 0-r para z=4 y 2=6 se muesiran en la figura 7. En ambos
casos, todos los puntos sobre la curva representan puntos donde la segunda
derivada de la energia con respecto a la composicion es igual a cero

En la fig 8 se muesiran ambos en la misma escala para pemutir una
comparacion entre ellos. Lo que se puede ver es que para 2=6, los puntos
se encuentran en un inlervalo mucho méas amplio tanlo de r como de 0
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FIGURA 7. Diagramas 0-r para el caso | con z=4 y 2=6
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FIGURA 8 Comparacion de diagramas 0-r para el Caso | con z=4 y 2:6
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Mediante un anahsis del comportamiento de la curva de la energia con
respecto a la composicion a dferentes valores de 1 por arrba y por debajo de
estos puntos, se llegd a la conclusidn de que todos ellos representan puntos
criticos de soluctén Para tlustrar o anterior. en la fiy 9 se presenta una
secuencia de curvas de energia a diferentes valores de 0 para =08 con
2=6.

=01 =0 1442 =02 =03

Ctitico
inferior

. e
X
=04 0=05 =0.5971 =07
Critco
supenet

6 ——— - —

FIGURA 9. Secuencia de energ'a para el Caso ! con r=0.8 y z=6

Por el comportamiento de la energia se puede ver que en el intervalo
comprendido entre 6=0.144 y 0=0.597 coexisten dos fases, mientras que
para cualquier otro valor de 0 se tiene una sola fase Cada uno de los puntos
que corresponden a los valores de (t mencionados marcan una transicron de
una situacion a otra. De ahi que sean identificados como punios criticus
Cualitatvamente, el mismo comportamiento se observa para cualquier valor
de r en el intervalo en el que se encuentran puntos con las caracteristicas ya
descritas, tanto para 2=4 como para z=6
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Como sé puede ver en las graficas de la fig 7. para cada sistema partticular,
caractenzado por un valor de r. existen dos puntos criticos de solucion. uno
supenor y uno inferior, a diferentes temperaturas A medida que se
incrementa el valor de r la dilerencia de temperaturas entre ambos
disminuye. Finalmente, a un valor determinado de r (r=0 0955 para z=4 y
r=0.92 para z=6) los dos puntos se vuelven uno solo y se les conoce como
punlos criticos dobles (double critical points) Mas alld de estos valores ya
no se encuentran mas puntos criticos. Ningun sistema caracterizado por
valores mayores de r presenta regiones de coexistencia, son homogéneos a
cualquier temperatura

Es importante resaltar que 1a zona de coexistencia se encuentra
comprendida entre los dos punlos criicos pues existla otra posibilidad
Experimentaimente se han encontrado sistemas con dos puntos criticos que
presentan la situacidn inversa, es decir, zonas de coexistencia por debajo
de! punlo crilico inferior y por arriba del superior, y una sola fase en la zona
comprendida entre ellos. En este trabajo no se encontraron diagtamas de
este tipo.

0 e -
t 2=4 9 2=6
030 —
21 =01
928
10 1=0.5
r=009 i
020 A os
=08
018 08 ey
P 04 r=0.91 !
208 .
07 —ae -
e g
000 - e Iy
LI L LV LI 00 02 o4 you ow e

FIGURA t0 ragramas f1-x para el caso | con z:4 y 2=6
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En la figura anterior, fig 10. se muestran los diagramas de fases d-x para
algunos sistemas, tanto para z=4 como para 2=6 Como s puede apreciar,
las fegiones de coexistencia son cufvas ceradas que se vuelven mas
pequenas a medida que r aumenta Para el caso z=8, estas regiones son
mas anchas en compasicion y lemperalura, tesullado que podia anticiparse a
partir de 1a grédfica de la figura 8.

CASO It

En este caso, para z=4 el diagrama 0-r es semejante al del caso |. Para 2=6.
sin embargo, se observa una mayor variedad de comportamiento de fases.
Los diagramas correspondientes se muestran en la fig. 11.

03 2=4 { 7=6
- o \\\
..
..,
s,
a2
-, 10 .
.__.. -
.
LR * .
1 o8 .
‘ .
'
,
LREY .. va :
B
.
.
o ‘_1:
(XY AR
04
S e,
008 a7 .
l"“.
aon L e ieel 4 [ | L S | . 1
00 az a3 04 [ ot ' 2 3 r s
(@) (v

FIGURA 11 Diagramas #-r para el Casa Il con 224 y 2=6

Enla fig 12 se presentan los diagramas para 2=4 y 2=6 en la misma escala
Al igual que en el caso |, el diagrama contespondiente al mayor nimera de
coordinacion abarca un intervalo mucho mas ampliode ry 0
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FIGURA 12 Diagramas #i.r para el Caso Il con z=4 y 2=6

Para z=4 se muestran dos diagramas de fases. Estos aparecen en Ia fig. 13.
La descripcion de ellos es analoga a la que se hizo para los diagramas del
caso |

\. . ./

0%

r=048 /

e
—
. .
01 =04
008 vy g o oy
') A Iy < n L] ¢ v

FIGURA 13 Diagramas -x para el Caso tl con g=4  +
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Coma sc puede apraciar eén el dingrama i-r para 2=6 de fa fig 11(b) ademas
de la linea de puntos criticos (see) se encontraron una linea de puntos taples
(aad), una linea doble de puntos criticas (4 ¢4} y un punto especial (crifical
double point). Aungue. sin las lineas adicionales el dlagrama pudwera pareces
equivalernte a los anteriores, esta no es asi Se encontrd que los puntos
sobre la linea (v » #), aunque corresponden a situaciones en las que la
segunda derivada de la energia con respecto @ la composicion es nula, no
soi puntos crilicos como sucedia en los diagramas de las figs 7y 11a) En
realidad, éstos cortesponden a la curva espinodal de los sistemas Entonces
de =0 0 a =3 28 los sistemas presentan solo un pualo critico Al apalizar Ja
curva de la energia se encontré que la coexistencia se encuentra por debajo
de este punto y los dingramas de fases son domos como el que se muestra
parai= 0.5entafig 14.
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FIGURA 14 Dragrama i-x para el Caso flcon r<0 5
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tafig 15 es una secuencia de curvas de energia para diferentes valores de
tparar=0 9

~
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FIGURA 15. Secuencia de energia para el Caso Il con =05y z=0

Sin embargo, no lodos los dagramas en el intervalo de =0 0 a r=3.28 son
domos como el mostrado Esto ocurre solamente hasta r=1.5 porque a partr
de este valor, como se puede ver en el diagtama U-;, conuenza 1a linea de
puntos triples, ia cual se extiende hasta r=3 28. Estos puntos se encuentran
cada vez a valores mayores de (0 o medida que aumenta 1 poro siempre
menores que los conespondientes a los puntos criicos Por debajo de los
puntos trples hay dos regiones separadas de coexistencia, entre ¢l punta
triple y e! punto critico, una sola Los diagramas que se obtienen son como el
que se muestra en la fig 16 para r=3 16
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FIGURA 16 Diagramas 6-x para el Caso Il con 123 16 y =6
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FIGURA 17 Secuencia de energia para el caso I con 1=3.16 y 236
La segunda grafica supenor es una amphiacion del seq
ento de curva comprendido en el recuadro pequenc
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Nuevamente, no todos los diagiamaz entre =15 y r=328 son como el
anferior Los sistemas que comprende ef intuivalo entre 1=3 1896 y =3 28
presentan un comportanvento smuy parhicular En este inlervaio el cual se
muestra amplificado en la fig 18, ademas de las lineas de puntos critcos y
puntos triples se observa una linea adicional la linea doble de puntos
criticas. Para una r dada, un punto sobre esta linea representa en reahdad
dos puntos criticos a la misma 0 pero a diferentes composiciones Para
sisternas que presentan este tipe de puntos existe una region doble de
coexistencia que termina en un punto de la linea doble del diagrama 6-r En
el diagrama de 0-x esto se ve como dos regiones separadas de coexistencia
que lerminan en cada uno de los dos puntos criticos que conforman el punto
sobre la linea doble
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FIGURA 18 Ampliacion del dragrama 0-r para ¢l Caso |l con z=6

Comn se puede apreciar en el diagrama -1, entre r=3 {858 y r=3 28, para
cada r existen dos puntos sobre la linea doble a diletentes valores de 1), peio
ambos por debajo de! punlo tiiple Los sistemas que comptende este
intervalo de 1 presentan no una sino dos regiones dobles, cada una de
lascuales  tennina en un purto de la linea doble Al investigar el
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comportamiento de la energia se encontrd que hay coexsstancia  por
debajo del punto de la linea doble a menor 4, y por arriba del punto a mayor
H 1 as dos regiones dobles estan separadas por una regidn de una sola fase
Sin embargo, existe un punto en el que las dos regiones dobles se tocan
Este punto se encuentia en r=3 18958 y 0=04667 y es precisamente el
punto especial (critical double poinl). En ia fig 19 se muestra una progresion

de diagramas desde la r correspondiente al punto cilico especial hasta
=32
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FIGURA 19. Diagramas(-x para el Caso I con 2=6

En el primer diagrama de esta figura se puede apreciar como estan unidas
las dos regiones dobles a través dei punto critico especial. A una n
ligeramente mayor se encuentra el punto triple y a olrid ¢ alGn mayor, el punto

critico. En los dos diagramas siguienles ya se han separado las dos

regiones dobles por to qiue apatecen dos puntos pertenecientes a la linea
doble seguidos a mayores valores de ) por el punto triple y ef punio critico

Para el tercer diagrama de la serie anteror se muestra una secuencit de
curvas de energia thferentes valores de 0 enla fig. 20
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FIGURA 20 Secuencia de energia para el caso li con 1=3 2 y 2=6
Ampliaciones de los segmentos de curva comprendidos
en los recuadros pequedos de las primera y cuarta gra-
ficas se verian similares a la segunda grafica de la fig 17.

A partir de r=3.28 surge un nuevo comportamiento de fases. Para este
valor de r y 0=0 5649, el punto triple y el punto a mayor 0 sobre la linea
doble coinciden con el primer punto critico inferior que aparece en el
diagrama 0-r de izquierda a derecha. El diagrama conrespondiente es el
primero de la figura 21. Para este valor de r, donde todos los puntos
mencionados se vuelven uno solo la parle inferior de la regidn cerrada se ve
practicamente plana. A valores mayore de r, pero menores que =3.414
existe sélo un punto perteneciente a la linea doble, un punto critico inferior y
uno superior En este intervalo se observan dos regiones de coexistencia
separadas que terminan en el punto de la linea doble y. por encima de ellas.
una region cefrada acotada por los puntos criticos de solucién inferior y
superior. A medida que el valor de r se aproxima a =3.419, el cual
corresponde al punto critico doble, se observan dos efectos Por un lado, ei
valor de ¢ al que aparece el punto sobre la linea doble disminuye. y por €l
otro, 1a region cerrada se va haciendo cada vez mas peguena



Resultadoy 0

3]
=3 28 r=3 41
EEEERN
o8 ‘ Y v
; ‘\ .
( \ D
05 — . /} 0=
ce - ' e
e ‘-\
( | /
02 0z
= v e p—— R 4 o T T . ¥
04 o€ E:.] to a0 [} 04 [\ o8 ‘0
X

FIGURA 21. Diagramas 0-x para el Caso Il con 2=6

Enla fig 22 se muestra una sucesion de curvas de energia para el segundo

de los diagramas’
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FIGURA 22. Secuencia de energia pata el caso Il con1=3 41y 2=6
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En r=3.419 los dos puntos criticos se vuelven uno solo, conformando asi el
punto eritico doble, por lo que la regidn cerrada desaparece A partir de este
valor, en el dragrama de 0-r ya s6lo aparece la linea doble de puntos criticos
Poi lo tanto para cualquier sistema que quede descrito por un valor mayor
de r, el diagrama de fases consiste Unicamente en la region doble de
coexislencia como el que se muestra en la fig. 23
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FIGURA 20 Diagrama it-x para el Caso Il con z=6

CASO Il

En este caso no se observan nuevos comportamientos con respecto a los
descritos hasla este momento La novedad es que ahora, tanto paia z=4
como para z=6 se encuentra el misnio compoitamiento que para el caso Il
con 2=6. Los diagramas (1-r se muestran en la fig 24, y en la misina escala
en la fig. 25.
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FIGURA 24. Diagramas 1-r pata el Caso |l con z=4 y 276
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FIGURA 25 Comparacion de diagramas 0-1 para el caso lll con 2=4 y 2=6
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Como en los dos casos amtenores, pata 2=6. el diagiama es mucho mas
amplio tanto en r como en

Para z=4, los puntos triples comienzan a ser evidentes desde 1:0 8 El punto
especial astd en r=1 1905 y =0 3375. La linea doble de puntos criicos y la
de puntos triples coinciden con la de puntos criticos en r=1.183. Los dos
puntos criticos, el superior y el inferior, se vuelven uno solo para conformar el
punto critico doble en r=1201 y 0=02382 En la fig 26 se ptesenta una
sucesion de diagramas de fases para este caso La descrpeion de ellos es
similar a {a que se dio para los del caso Il con 2=6
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FIGURA 26. Secuencia de diagramas para el Caso ifl con z=4

De ia misma manera. pata 2=6, se encuenlran puntos tnples a pattit de 1=4 0
El punto r=4.31 y 0=0.7839 corresponde al punto especial Las lineas de
puntos triples, puntos criticos dobles y puntos criticos coincelen en r=4 31y,
finalmente. los dos puntos crilicos se vuelven uno solo en rz24 4% y 1=104
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Para esle caso ya no se muestta una sucesion de dagiamas pues
cualitativamente son muy parecidos a los mostradus pariy & 4

Por Olimo, tas figs. 27 y 2B consisten en comparaciones de fos tres
dilerentes casos para el nusmo numero de coordinacion. La pnmera es para
2=4 y la segunda para z=6. En estas grificas es muy claro el caracler
intermedio del caso It, tanto en la amphtud del diagrama como en las
caracleristicas que presenta Con respecto a lo prinero, es evidente que la
amplitud del diagrama del caso Il es intermedia entre aquéllas de los otros
dos casos. Con respeclo a lo segundo, puede verse que para 224, el
comportamiento de fases del caso Il es andlogo at de! caso 1. nientras que
para 2=6, o es al del caso ti En ambas figuras puede apreciarse que el
caso Il es un caso limite del caso t ya que en r=0 ambos coinciden
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FIGURA 27 Comparacion de los tres casos para z=4
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DISCUSION Y CONCLUSIONES

A pesar de que el algebra a desanollar y los cileulas compatacicnales pueden
resultar bastarte tediosos los resullados presentados en la seccion antenor
muestran que el modelo uthizado baw la aproximacion cuasi-quinica puede
describit comportamientos de fases muy variados los cuales dependen de las
condicio
de la mezcla

ue s¢ establezean para las interacciones entre fos componentes
£

En el caso |, las interacciones atractivas predominan sobre las repulsivas solo
los encuentros de tipo a-b son repulsivos. mientras que los atraclivos pueden
ser de tipo a-y, b-x y x-y. Esta combinacion da lugar a regiones ceradas de
inmiscibilidad, como las que se encuentran para ciertos sistemas en donde hay
formacidn de puentes de hidrogeno. A temperaturas elevadas. la mezcla es
completamente aleatoria. por 1o que se observa una miscibilidad total de ambos
componentes. Al descender la termperatura, las interacciones repulsivas se
vuelven mas importantes y el sistema se segrega en dos fases. Sin embargo. a
temperaturas muy bajas, la interaccidn atractiva vuelve a ser impoitante, de
manera que la miscibilidad entre los componentes es de nuevo completa. E
hecho de que las regiones cerradas de inmiscibilidad existan en un ntervalo
mas amplio de temperatura y para un mayor namero de mezclas cuando 2=6
parece indicar que el efecto de aurentar el valor de z es equivalente a
aumentar las interacciones repulsivas entre los lados de moléculas diferentes
Los diagramas cerrados que se muestran son simétiicos debide a la eleccion
que se hizo para los valores de las enetgias de interaccion.

El caso Il representa una situacion fisica diferente E! balance enbe las
interacciones atractivas y repulsivas da lugar a un comportantiento de fases mas
rico. puntos de coexistencia de tres lases, regiones dobles de coexislencia y un
punto critico especial. En esle caso solu las interacciones de tipo x-y son
atiactivas y dado que las muléculas solo poseen un lado x ¢y  1a interaccion
global alractiva dificilmente supera la repulsiva. debida a ties diferentes tipos de
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encuentros  ab. ay y b-x Este hecho produce separacon de fases.
incluyende una linea dobl: de puntos criticos y otta de puntos tuples on el
diagrama t-r En certo intervalo de este diagrama se observan regiones
cerradas de inmiscibivdad y dos egones dotiles de coexistencra separadas por
una region de nuscibidad Para este caso la dependencia del comportamiento
de fases con respecto al numero de courdinacion es andloya al caso antenior

Ef caso It es. como ya se menwond. un caso intetmed.o entre los otios dos
Para z=4, el comportamento de fases es similar al caso L nuentras que para
2=6, lo es al caso | Este caso representa mezclas en las cuales sdlo hay un
tipo de interaccion atractiva x-y. y una tepulsiva, a-h Dado que cada molécula
posee z-1 lados a 6 b y un solo lado x & y. las interacciones repulsivas
predominan sobre las atraclivas, aunque en menor medida que en el caso
antertor. Con 2=6, la interaccion global repulsiva es muy grande, dando como
resultado un comportamiento equivalente: al del caso Il En cambio, paia z=4 las
interacciones repulsivas no superan tan faciimente a las atractivas, por lo que
los diagramas de fases son similares al del caso |. Cabe mencionar que los
diagramas cerrados que predice el modelo son mas aplanados en la vecindad
del punto critico inferior que en la del superior, en concordancia con resultados
expenmentales (Francis. 1963)

En el articulo de Barker y Fock (1953), la aproximacion cuasi-quinica es
utilizada con un modelo muy similar al de este trabajo Para 2s4 y 2=6 se
obtienen cualtatvamante los mismos resultados De hecho, calcularon los
diagramas de fases para dos casos que son compielamente equivalentes a los
casos | y Il. Aunque las escalas en los diagramas de O-r difieren en ambos
trabajos, probablemente por un factor adicional de 4 que ellos consideran en la
definicion de las constantes de equilibrio, (a evolucion de los diagramas cetrados
en ambos casos es exactamente la misma El hecho de que no obtengan las
caracteristicas adicionales encontradas aqui puede deberse a que Gnicamente
buscaron puntos de coexistencia bajo la condicion de igualdad de temperaturas.
presiones y potenciales quimicos sin tratar de encontrar puntos en los cuales la
segunda denvada de la energia con respecto a la compaosicion fuera nula. ni
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analizas fa dependencia de la energia con tespocta a la composiaén para cada s
yu

Algunos modelos de matlas decoradas tambien mencionan la obtencion de
diagramas cerrados de coexistencia (Whecler, 1978) En ellos se ha modificado
el modelo de Barker y Fock mediante ta ntroduccion de dos clases de
moléculas, una de las cuales obedece el modelo de 8-F con 2=6, y la olra con
un valor de z enorme (5000) Aunque esto es extrano fue necesano para
relacionario con el modelo de Ising Tampoco en este caso se reportan
caracteristicas adicionales a las regiones cerradas

Enun articulo mas reciente (Jackson 1991) se reportan calculos de equilibnio de
fases para mezclas binarias con fuerzas de atraccion tipo campo medio entie
moléculas de la misma especie, y nulas entre moléculas de diferentes especies
£l modelo una ecuacion de van der Waals "aumentada” y los diagramas que se
obtienen dependen de un parametro de asociacién que sinula las interacciones
orientacionales entre las molécutas Los casos ll, con 2=4 y 26, y i, con z=6
reproduce resultados similares a los reportados por Jackson. Para valores
peyueiios del pardmetro de asociacion se observa una region de coexistencia
de dos fases. a valores mayores se encuentran puntos triples y dos regiones
dobies de coexistencia; y para valores muy grandes. se obtienen regiones
cetradas de inmiscibilidad. Los fundamentos fisicos de este modelo son muy
similares a los de este trabajo la forma de fos diagramas de fase depende de fa
magnitud del parametio de atraccion, el cual es equivalente al parametro de
asociacién de Jackson. Ademas, el aumento en el nuimero de coordinacion
aumenta, como en nuestro caso, la impodancia de las interacciones repulsivas,
dando lugar a regiones de coexistencia en un mayor intervalo de ¢ y paca un
mayol nimero de mezclas

Los resultados tambian pueden comparase con el modelo de Talanguer (1092)
que aunque es bastante diferente. arroja resultados muy similares Este es un
modelo para soluctones regutares de mezclas termatias en donde tiene lugar una
reaccion del tipo X+Y=Z Los diagramas de fases son calculados huscando la
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interseccion de la supaerficie del equiiting quinuco y el conunta de coaxistencia
de fases para todos los valores posibles de los paametros energéticos La
energia libre de Gibbs y la entropia de la reaccidn quinuca son los principales
parametios que determinan la diferencia entre esta mezcla y una donde no
ocurre una reaccion quinica En nuestto modelo se defimo una constante de
equilibrio para cada "reaccion” del tipo a4fi-safd De esta manera, y debido a
que ambos modelos constan de un numero de parametros energéticos a ser
fyados, no sorprende que existan coincidencias en los resultades obtenidos para
ciertos valores de clios regrones cenadas, puntos tnples, punlos criticos
especiales

Es importante sefalar que el modela en que se baso este trabajo, a pesar de
haber sido propuesto ya hace varios afos. no fue estudiado con detalle sino
hasta ahora. Las caracleristicas del comportamiento de fases que se
enconlraron ya han sido obtenidas por olfos modelos y aproximaciones No
obstante, siempre es (til como una base para soluciones mas exactas o
modelos mas sofisticados
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Apéndice 1

A continuacidon se presenta el programa global que inclhiye subrrutinas de
calculo de los coeficientes de desviacion y la enaigia ibte. asi comao de sus
primera y sequnda derivadas con tespecto a la composicion - A partit de este
programa se pueden construil progtamas especificos para el calculo de
puntos criticos, puntos triples y coexistencia, extrayendo danicamente las
subrrutinas que se requieran en cada caso.

¢ PROGRAMA GLOBAL

implicit real*8 (a-h.o-z)

real'8 kab kax kay kbx kby kxy

dimension f(4).fa(4).fo(4).fx(4) fy(4)
¢ open(unit=7 file='a.dat' status="unknown’)
¢ open(unit=8 file='aa dat' status="unknown")
¢ open{unit=9 file="aaa.dat’ status="unknown’)

niter=1000000

p=5

er=1 e-6

erra=1.e-6

z2=6.

¢ Definicion de! caso particular de interés
¢ kay=kbx=kxy>1.
¢ kab<1,
¢ kax=kby=1,
kax=1.
kby=kax

¢ Asignacion de valores a los parametros r y tela.
ree=1.22
teta=.29

¢ Definicién de tas constantes de equilibrio segun el caso definido arriba

kab=exp(-1./leta)
kxy=exp{rrriteta)
kay=kxy

kbx=kxy
qab=dsqri(kab)
qxy=dsqri(kxy)
qax=kax
gby=kax
qay=gxy
gbx=qxy

¢ concentiacion
x=0.5
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¢ calculo de fas xis (coefictentes de desviacion)
call xis(z, x,xa, xb.xx,xy.qab qax,qay.qbx.gby. gxy.niter.err)
write(B.")xa.xb,xx,xy

c calculo de las xisp (primeras derivadas de los coeficientes de desviacion)
call xisp(z xa.xb.xx,xy xap xbp.xxp,xyp kax,kab kxy,x niter e p)
c  write(6.")xap xbp.xxp xyp

¢ calculo de las xispp (segundas detivadas de los coeficientes de
desviacion).
call xispp(z.xa,xb.xx,xy,xap xbp.xxp.xyp.xapp,xbpp xxpp, xypp.
1 kax.kab kxy, xt.fa fo fx fy niter.errp)
¢ write(6,")xapp xbpp.xxpp.xypp

¢ catculo de la energia libre y sus primera y sequnda derivadas
call frees{z,xa,xb xx,xy,x kax kab kxy.aa)
calt freep(z,xa xb xx,xy xap,xbp,xxp,xyp,x . kax,kab kxy,aap)
call freepp(z.xa.xb.xx,xy.xap,xbp,xxp,xyp xapp.xbpp xxpp,xypp,
1 x.kax.kab kxy.aapp)

c write(7,66)x,aa

c  write(8,66)x.aap

¢ wiite(9,66)x aapp

66 format(2(3x.f14.6))

¢ wirite(B,*)x.aa

c  write(6,*)x,aap
write(6,*)x,aapp
end

¢ SUBRUTINA de calculo de ias xis
subroutine xis(z,x.xa xb.xx xy qab.qax.qay.qbx,qby.qxy niter,er)
implicit real*8 (a-h.o-2)
xa=1.
xb=1.
xx=1.
xy=1.

231 continue

¢ telaciones de canservacion
t=(z-1 ) xarxtgax xx+{z- 1 )*(1.-x) ‘qab’xh+(1 -x)*qay*xy
xxa=z/t1
12=(2-1 ) (L-x)"xb(z-1.)"x qab* xxa+x"qbx xx+ (1. )" |by*xy
xxb=2/12
t3=x"xx+{2-1.)" x qax"xxa+(z-1.)(1 -x)"qba " xxb+{1 -x)*quy’xy
xxx=zft3
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4= -x)xy+iz-1 ) xtqay xxarxgxy xxx+(z-1.)°(1 -x)*gby xxb
xxy=2/td

nn=nn+1
if{nn gt niterthen
write(6.88)

88 format(3x,'no converge!'t!!)
stop
else
endif
xa=xxa
xb=xxb
XX=XXX
XY= XXy
if(hn eqg t)then
al=xa
a2=xb
al=xx
ad=xy
go to 231
else
di=abs{ai-xa)
d2=abs(a2-xb)
d3=abs(a3-xx)
d4=abs(a4-xy)
if(d1.terrand.d2 it errand.d3. err and d4.1t err)go to 232
ai=xa
a2=xb
ad=xx
ad=xy
go to 231
endif

232 xa=xxa‘'xxa-1.
xb=xxb*xxb-1.
XX=XXX"X¥X-1
xy=xxy*xxy-1.
return
end

¢ SUBRUTINA de cdlculo de las xisp
subroutine xisp(z.xa.xb.xx,xy,xap.xbp,xxp.xyp kax.kab kxy,x niter,
1errp)
implicit real*8 (a-h.0-z)
real*8 kab kax kay kbx kby kxy
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diunension ai4 4)

dunension f(4).fa(4).fb(4).fx(4) fy(4)
xap=1

xbp=1

xxp=1

xyp=1

nn=1

256 continue
va=1+xa
vb=1 +xb
vx=1 +Xx
vy=1 +xy
kby=kax
kay=kxy
kbx=kxy

tax=dsqri(kax'vx)
tab=dsqrt{kab*vb)
tay=dsqrt(kay*vy)

c derivadas de las relaciones de conservacion

c11=(z-1.) x+{x"tax+(z-1.)"(1 -x)*tab+(1 -x)*"tay)/(2 ‘dsqrt(va))
€12=((2z-1.)*(1.-x)*dsqri(va) kab)/(2 "tab)
c13=(x"dsqrt(va)'kax)/(2 ‘tax)

¢14=((1.-x)*dsqri(va) kay)/(2.“1ay)
b1=(z-1.)*va+dsqrt(va)*(lax-(z-1.)"tab-tay)
f(1)=c11*xap+c12*xbp+c13*xxp+c14xyp+b1

fa(1)=c11

fo(1)=c12

fx(1)=c13

fy(1)=c14

tab=dsqrt(kab*va)

tbx=dsqri(kbx"vx)

tby=dsqri(kby* vy}

c21=((z-1 )*x*dsqri(vb) kab)/(2 *tab)
€22=(2-1 ) (1 -x)4{(2-1 )" x"tab+x"thx+(1.-x)*thby)/(2 *dsqitivb))
€23=(x"dsqrt(vh) kbx)/(2 “thx)

€24=((1 -x)*dsqri(vb) kby)/(2 *tby)

b2=-(2-1 )*vbdsqrtivb)*((z-1 )'tab+tbx-1by)
f(2)=c21" xap+c22 xbp+c23 xxp+e24 xyps b2
fa(2)=c21

fo(2)=c22
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fx(2)=c23
fy(2)=c24

taxzdsqrifkax*va)

tbx=dsqrt(hbx*vb)

txy=dsqrijhxy*vy)

c31=((z-1 ) x"dsqri{vx)'kax)/(2 *lax)
€32=((2-1.)*(1.-x)*dsqri(vx)"kbx)/(2."tbx)
€33=x+((2-1.) x tax+(2-1.)°(1.-x)'thx4 (1.-x)"txy)/(2 *dsqit(vx))
e34=((t -x)* dsqrt(vx) kxy)(2 "txy)

b3=vx tdsqriivx)i(2-1 ) tax-(z-1 ) thx-txy)
f(3)=c31*xap+c32*xbp+c33 xxp+c34 xyp +b3
fa(3)=c31

fb(3)=c32

fx(3)=c33

fy(3)=c34

tay=dsqri(kay*va)

tby=dsqri(kby*vb)

txy=dsqri(kxy*vx)
c41=((z-1.) x dsqri{vy) kay)/(2."tay)
c42=((2-1 )*(1.-x)"dsqri{vy) kby)}/(2 ‘tby)
cA3=(x"dsqri(vy) kxy)/(2. xy}
cdd=(1.-x)+((2-1.)"x" tay +x txy+(z-1.)*(1.-x)"tby)/(2 "dsqrt(vy))
bd=vy+dsqri(vy)*((z-1.)"tay+txy-(z-1.)'tby)
f(4)=c41'xap+c42"xbp+c43’ xxp+cdd*xyp+b4
fa(4)=c41

fbid)=c42

fx(4)=c43

fy(4)=c44

call raiz(a f fa, i fx fy dela,delb delx,dely)
tasxap+p*dela

tb=xbp+p*delb

tx=xxp+p*delx

ty=xyp+p*dely

wiz=abs(f(1))

w2=abs(f{2))

wl=absif(3))

wd=abs(f(4))

iftwt.ltern and w1 It err.and w3 ILerr and wd lt.err)go o 60
xap=la

xbp=tb

xxp=tx

xyp=ty
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nn=nnt1
f(nn gt niter)go to 60
goto 28
continue
xap=ta
xbp=tb
XXp={x
xyp=ty
return
end

c SUBRUTINA de calculo de fas xispp

3

oy

subroutine xispp(z.xa,xb,xxxy,xap xbp xxp,xyp,xapp xbpp xxpp. xypp
1 kax.kab kxyx.f.fa b, fx.fyniter,ern,p)

implicit real*8 (a-h,0-2)

real'8 kab kax kay kbx kby kxy

dimension a(4 4)

dimension f(4).fa(4).1b(4).1x(4).fy(4)

xapp=1.

xbpp=1.

xxpp=1.

xypp=1.

nn=1
continue
va=1,+xa
vb=1.+xb
x4, 4xx
vy=1.+xy
kby=kax
kay=kxy
kbx=kxy

tax=dsqrt(kax‘vx)
tab=dsqrt(kab’vb)
tay=dsqri(kay*vy)
qax=1./tax

gab=1 ftab

qay=1 tay
ra=dsqri(va)
raa=ra**3

¢ segundas derivadas de las relaciones de conservacion

C11=(z-1 ) x+(x tax (- 1)1 -x)"tab v (1 -x)"tay)(2 ‘ra)
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c12=((z-1.5°(1 -x)*"ra*kab*qaby2
c13=(x"ra*kax'qax)/2

c14=({1 -x)"1a'hay qay)/2

bap=2 *(z-1)-xap*(x"tax+(2-1)*(1 -x)*tab +(1 -x)"tay)/(4 ‘raa)
1 4(2.'tax-2 *(z-1 )tab-2 “tay +x"kax xxp*qax/2
1 +(2-1)*(1 -x)"qab*kab xbp/2

1 +(1.-x)*qay kay ' xyp/2 }(2 “ra)
bbp=kab*(-(z-1 )*ra*qab/2

1 +(z-1)*(1.-x)*xap*gab/(4."ra)

1-(2-1)(1.-x) ra*iqab**3) kab xbp/d4
1-(2-1)'ra*qab/2 )

bxp=kax*{ra*qax/2

1 +x*xap*qax/{4.’ra)

1 -x‘ra‘{gax"'3) kax xxp/i.

1 +ra‘qax/2 )

byp=kay*(-ra*qay/2

1 +(1.-x)*xap*qay/(4.ra)
1-(1.-x)*ra*(qay’*3) kay xyp/4.

1-ra*qayl2)

bi=xap*bap+xbp bbptxxp*bxp+xyp*byp
f(1)=c11*xapp+c12°xbpp+c13*xxpp+c14’xypp+b1
fa(1)=c11

fb(1)=c12

fx(1)=c13

fy(1)y=ci4

lab=dsqri(kab’va)
tbx=dsqrt{kbx*vx)
tby=dsqrt(kby‘vy)
qab=1./tab
qbx=1./1bx
qby=1 /tby

c21=({z-1 )*x*dsqr(vb)*kab)/(2 “tab)

€22=(2-1.3°(1 -x)*((z-1.) " tab x*thx +(1 -x)*tby}/(2 *dsqrt{vb))
c23=(x"dsart{vb)" kbx)/(2 *tbx)

c24=((1 -x)*dsqrt(vh)’kby)/(2 "lby)

bap=kah*({z-1 )*dsqri(vb)*qal/2

1 +(2-1.) x"*xbp qab/({4 *dsqrl{vt))

1 -(z-1 )’x*dsqri(vb)*(gab**3) kab*xap/4.

1 +(2-1 )*dsqri(vb)*qabl/2.)

bbp=-2 *(2-1.)-xbp*((2-1.)"x"labt x*thx + (1.-x)*lby)/(4 ‘dsqit{vh)
1°°3)+(2.7(2-1.)"tab+2 ‘tbx-2 *thy+(z-1 )*x"kab*xap*qab/2
1+x°qbx"kbx*xxp/2 +(1.-x)*qby*kby xyp/2.)/(2 *dsqri{vb))
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bxp=kbx*(dsqii(vb)*qbx/2

1 +x*xbp*gbx/{4.°dsqri{vb))
1-x°dsqri(vh) (gha**3) kbx xxp’4

1 +dsqrtivb)*'ybx/2 )
byp=kby*(-dsqgrt{vb) qby/2

1 4(1.-x)"xbpgby/(4 ‘dsqii(vh))

1-(1 -x)*dsqri(vb)* (qby**3)'kby* xyp/d4

1 -dsgri{vb)*qby/2)

b2=xap bap+xbp’bbprxxp’bxp+xyp byp
f(2)=c21*¥app+c22°xhpp+c23 ' xxpp4 c24° xypp +b2
fa(2i=c21

fb(2)=c22

fx(2)=c23

fy(2)=c24

tax=dsqri{kax*'va)

{bx=dsqri(kbx*vb)

ixy=dsqri(kxy*vy)

qax=1./tax

qbx=1.1bx

qxys=1./xy

€34 =((z-1.)" x*dsqrt(vx)kax){(2."tax}

€32=((2-1.)(1.-x) dsqri(vx)'kbx)/(2 *tbx)

©33=x4 ({2-1.) x*tax+(z- 1.} (1.-x) " thx+({ 1.-x)*txy)/(2."dsqri(vx))
c34=((1.-x)"dsqr{vx)*kxy)(2 *txy)
bap=kax*({z-1.)*dsqri{vx)*qax/2

1 +(z-1.)'x"xxp*qax/(4."dsqri{vx))

1 (z-1.)"x"dsqut{vx)*{qax"*3)"kax ' xap/d.

1 +(z-1.)°dsqri(vx)'qax/2 )
bbp=kbx*(-(z-1.)*dsqrt{vx)'qbx/2.

1 4(2-1.)*(1.-x)"xxp qbx/(4. dsqrt{vx))

1 -(2-1.)*(1 -x)"dsqrt{vx)* (gbx** 3)* kbx* xbp/4.

1 -(2-1.)*dsqrt(vx)*qbx/2.)

bxp=2 -xxp*{{z-1.) x tax+{z-1.)*(1 -x)"thx+{1 -x)"txy)

1 N4 .*dsqrt{vx)"*3}

14(2 *(2-1.)"tax-2 *(2-1 )'tbx-2 *tay+(2-1 ) x"kax xap qax/2
1 +(2-1 ) (1 -x)"abx kbx"xbp/2 +{1 -x)* qxy*kxy xyp/2.}/(2 *
1 dsgri(vx))

byp=kxy*(-dsqri{vx)* qxyi2

141 -x)"xxp*qxy/(4. dsqii(vx))

1 -(1.-x) dsqrt(vx)*(qxy**3) kxy ‘xypi4

1 -dsqrt(vx)*qxy/2 )

b3=xap*bap+xbp*bbp ¢ xxp’bxp txyp*byp
f(3)=c31"xapp+c32°xhppc33 xxpp+cIdxypp b3
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fa(3y=c3
fb(3)=c3:
fx(3)=ca3
fy(3)=c34

:
2

tay=dsqrt(kay*va)

tby=dsqri(kby vb)

txy=dsqrt(kxy vx)

qay=1 ftay

gby=1./thy

qry=1./txy

c41=((2-1 )" x dsqrt(vy) kay)/(2 "tay)

€42=({z-1)"(1 -x)"dsqrt(vy)‘kby)/(2 *tby)
cA3=(x"dsqriivy) kxy)/(2. txy)

cdd=(1.xj+((z-1.) x tay+x txy +(2-1.)°(1.-x)"thy)/(2. " dsqrt{vy))
bap=kay'({z-1)"dsqri(vy) qay/2

1 +(2-1)"x*xyp°qay/(4.*dsqri(vy))

1-(2-1 ) x"dsqri(vy)'(gay** 3)'kay xap/4

1 +{z-1.)dsqrt(vy) qay/2.)

bbp=kby*(-(z-1.)"dsqrt{vy) qby/2

1H(z- 10 (1 -x) " xypiaby/(4 *dsqut(vy))

1-(2-1 )1 -x)"dsqri{vy)' (qQby"-3)"kby xbp/4

1-(z-1 )*dsqrt(vy)*qby/2.)

bxp=kxy*(dsgrt{vy) qxy/2

1 +x*xyp qay/(4. dsqri(vy))

1 -x*dsqri(vy) (qxy** 3)'kxy* xxp/d.

1 +dsqrt(vy) qxy/2.)

byp=-2.-xyp*((z-1.)" x"tay+x*txy+(z-1.)" (1.-x)"tby)/(4.*dsqrt(vy)
1°03)4(2 *(z-1.) tay+2."txy-2 *(z-1.) thy+(z-1.) x kay* xap*qay/2
1 +x"gry by xxp/2 +(2-1.}*(1.-x)*qby kby* xbp/2.)/(2 *dsqit{vy))
bd=xap‘bap+xbp bbp+xxp bxp+xyp byp
f(4)=ca1*xapp+c42°xbpp+cd I xxpp+cad xypp+bd

fa(4)=cd1

fb(4)=c42

fx(4)=c43

fy(4)=cd4

call raiz(a f.fa fb fx.fy dela delb.delx.dely)

ta=xapp+p‘dela
tb=xbpp+p*delb
tx=xxpp+p*delx
ty=xypp+ p*dely
wi=abs(f(1))
w2=abs(f(2))



wl=abs(f(3))
wd=abstf(4))
ifiw1 iterr and w1 iterr and w3 iterr and wa It engo to 70
xapp=ta
xbpp=tb
XXpp=ix
xypp=ty
nn=nn+?
if{nn.gt.nter)go to 70
go to 35
70 continue
xapp=ta
xbpp=tb
XXpp=tx
xypp=ty
return
end

¢ SUBRLUTINA de calculo de frees (energia libre)

subroutine frees(z xa,xb,xx,xy x kax kab kxy fe)
implicit real*8 (a-h,0-2)

real'8 kab kax kay kbx kby kxy

kby=kax

kay=kxy

kbx=kxy

va=1.+xa

vb=1.+xb

vx=1 Hxx

vy=1.+xy

tab=sqgri(kab*va‘vh)
tax=sqrt(kax*va‘vx)
tay=sqrt(kay*va‘vy)
thx=sqrt{kbx vb*vx})
thy=sqit(kby*vb*vy)
txy=sqrifkxy vx*vy)

s1=({z-1.)"'2) ' va'log(va)+r{z-1.)"1ax log{va’ vx) tvx"logi{vx)
s2=((2-1.)""2) tab'log{va’vb)+(z-1.)"tay log{va‘vy)

1 +(z-1 ) thx‘logvb vx)ttxy*lagivx vy)
s3:((z-1)°°2)"vbHog(vb)+(z-1.)"tby*log(vh vy) tvy*log(vy)

¢ ecuacion de la enargia fibre

Apendice 1
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fe=x‘log(x)+{1.-x)*log(1 -x)+x*x*s1/8 +x*(1 -x)"s2/8 +
1 (1 -x)7(1-x)"s3/8

return

end

¢ SUBRUTINA de calculo de freep (prime:a denvada de la energia libre)

subroutine freep(z xa.xb xx.xy.xap xbp. xxp,xyp.x,kax kab kxy.aap)
implicit real*8 (a-h,0-2)

real'8 kab kax kay kbx kby kxy

kby=kax

kay=hxy

kbx=kxy

va=1.+xa

vb=1.+xb

vx=1 +xx

vy=1.4xy

tab=sqri(kab*va‘vb)
tax=sqrifkax*va‘vx)
tay=sqrtikayva‘vy)
thx=sqit{kbx*vb*vx)
thy=sqri(kby vb*vy)
txy=sqri{kxy vx vy}

qab=1./tab
qax=1./tax
qay=1./tay
qbx=1./thx
qby=1./tby
qxy=1./txy

s1=({z-1.)**2)*va*dlog(va)+(z-1.)tax’dlog(va‘vx)+vx“dlog(vx)
s2=((2-1.)**2)*tab*dlog(va*vb)+(z-1.)'tay*dlog(va*vy)

1 +(z-1)tbx*dlog(vb*vx)+txy*dlog{vx'vy)

53=((z-1 )" 2)'vb dlog(vb)+(z-1.) tby‘dlog(vb*vy)+vy dlog(vy)

ss1=((2-1.)"*2)"xap*dlog(va)+((2-1.)**2) xap+(xap'vx txxp va)*qax*
1 {(z-1 Vkax'diogiva®yx)/2 +(z-1.) kax) txxp dlog(vx)4 xxp
sal={(z-1)""2) (xap'vh+xbp va)"(gabkab dlog(va*vh)/2 +tab/

1 (va'vh))

sa2=(z-1.)'(xap vy+xyp'va)'(qay kay'dlog(va'vy)/2 +tay/(va‘vy))
sa3=(2-1.) (xxp*vb+xbp vx)(ghahbx dlog(vx vb)/2 1thx/(vx b))
sad=(ixptvy+xyp i) (qxy kxy dlog(va vy /2 Hxyl/(vxtvy))
ss2=sal+sa2+sal+sad
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ss3=z({2-1 ) 2) xbptdloglvb) t((z-1 )" 2) xbp+ (rbr"v s xyp vidigby®
1 {(2-1 yhby dloglvbvyii2 +(2-1 )by rxypTdloglivy)+xyp

c ecuacion do la pnmera derivada de la energia ibre
aap=diogx)-dlogi{1 ) +2 “¥*s 118 +(1 -2 x)*s2/8 2 "(1 -x)'s3/8
1 #x"x"ss 1/8 +x°(1.-x)'582/8 +(1.-x)"(1.-x)'ss3/8
returmn
end

¢ SUBRUTINA de calcuto de freepp (segunda derivada de la energia hbre)
subroutine freepp(z, xa, xb.xx xy,xap xbp xxp.xyp,
1 xapp, xbpp xxpp xypp,x.kax kab kxy,aapp)
imphcit real*8 (a-h,0-2)
real'8 kab.kax.kay kbx kby kxy
kby=kax
kay=kxy
kbx=kxy
va=1+xa
vb=1.+xb
VX=1.4Xx
vy=1.4xy

tab=dsqritkab*va‘vb)
tax=dsqri{(kax’va‘'vx)
tay=dsqri(kay’va‘vy)
thx=dsqrt(kbx*vb'vx})
tby=dsqri(kby vb vy)
txy=dsqritkxy*vx*vy)

dax=xxp'va+xap'vx
dab=xbp‘va+xap'vb
day=xyp*va+xap*vy
dbx=xbp vxtxxp*vb
dby=xbp vy+xyp‘vb
dxy=xxp’vy+xyp*vx

pab=xbppva +2. xap”xbp+xapp'vb
pax=xxppiva+2.”ap xxp txappvx
pay=xypp'va+2d ‘xap’xyprxapp vy
pbx=xxpp‘vb+2 *xbp*xxp +xbpp'vx
pby=xypp*vb+2 *xbp*xyp+xbpp*vy
DXY=XypP VX ¥ 2. XXpt XYp L XXpPR VY

st=((2-1)"'2) va’dlog{va)+(z 1 )'Iax'dlog(vn'vx)‘ovx‘dlou(vx)
s2=((z-1)**2)"tab"diog(va‘vb)+(z-1 )tay dlog(va’vy)
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1 +z 1 ) thxTdlogivbvx e ey tdlogivxvy)
s3=i(z-1 7 21vb dlogviy+(z- 1) thy dlogivbvy) vy dloguvy?

s1p=((z- 1172 xap diogivayr 1 ) exxp'(dlogvxi+1)

1 +dax*((z-1 )'kax‘dlogiva’va)id +{z-1 )"kax)ltax
s2p=dab‘i((z-1) " 2) kab’dlog{va’vb)/2 +{(z-1)*'2)"kab)/lab
1 +day*((z-1 )’kay"dlog{va vy)2 +{z-1.)’kay)itay

1 +dbx*{(z-1 )'kbx*dlog{vb vx)/2 #({z-1 Y"kbx)/tbx

1 +dxy*(kxy dlog(vx vy)/2 +kxy)itxy

s3p=({z- 1172 xbp~{dlogivby« 1 ) rxyp tdlogivyit1)

1 +dby'((z-1 ) kby diog(vb vy 2 +(z-1 V'kby)itby

sipp=((z-1.)**2)"xapp-(dlog{va)+1 }+((z-1)**2) xap*xap/va
1 +xxpptdiog(vx)+1 )+ xxp*xxp/vx
1 +((z-1 )kax‘dlog(va vx)/2.+(z- 1.) kax)"
1 (paxftax-(kax‘dax’dax)/(2."(tax"'3)))
1 +({2-1)kax"dax dax)/2 "tax‘va'vx)
s2pp=({(z-1)"*2) kab dlogiva’vb)/2 +{{z-1.)**2) hab}*
(pabitab-(kab*dabdab)/(2.*(tab" ' 3)))
r{{{2-1.)"2) kab dab’dab)/(2 “tab*va“’vb)
+((z-1.)'kay dlog(va vy)i2 +(2-1 )'kay)*
{pay/tay-(kay*'day*day)2.*(tay**3)))
+((z-1.)"kay day"day)/(2.'tay’va'vy)
+{(2-1 )'kbxdlog(vhvx)/2 +(z-1.)"kbx)*
(pbx/tbx-(kkx*dbx"dbx)/(2 *(thx**3))
+((2-1 Y kbx dbx‘'dbx /(2 “tbhx vbvy)
+(kxy*diog(vx*vy)/2 +kxy)*
(pxy/txy-(kxy*dxy*dxy 2. (txy* *3)))
+(kxy dxy*dxyy(2. *txy*vx'vy)
s3pp=((2-1)'"2)"xbpp*(diog(vb)+1 }+((2-1.)"*2) ' xbp*xbp/vb
1 +xypp(diogivy}+1 ) +xyp*xypivy
1 #((z-1.)'kby dlog(vb vy)/2 +(z-1.)’kby)*
1 (pbyfby-(kby*dby*dby)i(2 *(tby**3))
1 +((z-1.’kby dby*dby)/(2 *tby'vb*vy)
¢ Ecuacién de la segunda derivada de Ia energia libre.
aapp=1 /x+1 /(1 -x)*+(s1-52+53)/4 +x*s1p/2 +(1.-2 *x)"s2p/d.
1 -(1-x)"s3p/2 +x"x*s1pp/8 +x*(1.-x)'s2pp/8
1401 -x)"(1 -x)"s3pp/8

P

return
end

¢ SUBRUTINA para la resolucion de sistema de ecuaciones
subroutine raiz(a f.fa.fh fx.fy dela. delb delx.dely)
implicit real*8 (a-h,0-2)
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dimenaion a(4 .4y ndx(4)
dimiension {(4) fa(4).fb4) Ix(4).fyi)
np=4

do 15)=1.np
a(j. vy=fag)
a().2)=tb(j)
a().3)=1x(j)
af}).4)=fy(j
continue
call deter(a,np.np.indy d)
do t=1,np
d=d‘a().j}
continue
dj=d

do 25 ;=1.np
a(j.1)=()
a(j.2)=b()
a(j,3)=fx(j)
a(.4)=fy())

continue
cali detet(a.np,np,indx,d)
do2j=1np
d=d‘a(j,)
continue
da=d

do 35 j=1.np
a(j,1)=ta(j)
a(.2)=-1()
a(j. 3)=x(j}
agj4)=ty()

continue
call deter(a,np.np,indx,d)
do 3j=1np
d=d"afj.j)
continue
db=d

do 55j=1,np
a(j.1)=faj)
a(j,2)=M()
a(j.3)=-1(j)
agj,4)=1y(j)

Apindice xiv



55 continue
calt deter(a np.np indx d)
do 4j=1.np
d=d aq
4  continiue
dx=d

do 65 1=1.np
a(j, 1)=fay)
afj.2)=y)
a(. 2=tx()
ag.4)=-g)

65 continue
call deter{a.np.np.indx.d)
do 5§=1.np
d=d‘a.j)

5 contmue
dy=d

dela=daldj
delb=db/d;
delx=dx/d)
dely=dy/d)
return

end

¢ SUBRUTINA de calculo de determinantes.

SUBROUTINE DETER(AN NP INDX,D)
implicit real*8 (a-h.o-2)
PARAMETER (NMAX=100,TINY=1.0E-20)
DIMENSION A(NP NP) INDX(N),VV(NMAX)
D=1
DO 12 11N
AAMAX=0.
DO 11 J=1N
IF (DABS(A(1.J)).GT.AAMAX) AAMAX=DABS(A(1.J))
1 CONTINUE
IF (AAMAX EQ.0.) PAUSE ‘Singular matrix .’
W()=1./AAMAX
12 CONTINUE
DO 19 J=1N
IF (J.GT.1) THEN
DO 14 4=1,J-1
SUM=A(1.J)



13

14

16

18

17

18

19

IF (0 GT HTHIIN
DO 13 P=111
SUM=SUM-A(LP)"A(P.J)
CONTINUE
A(l.J)=SUM
ENDIF
CONTINUE
ENDIF
AAMAX =0
DO 161=JN
SUM=A(1.J)
IF (J.GT.1)THEN
DO 15 P=14J-1
SUM=SUM-A(LP)AP.J)
CONTINUE
Al J)=8UM
ENDIF
DUM=VV(i)"DABS(SUM)
IF (DUM.GE AAMAX) THEN
IMAX =1
AAMAX=DUM
ENDIF
CONTINUE
IF (J.NEIMAX)THEN
DO17P=1N
DUM=A(IMAX P)
A(IMAX P)=A(J.P)
A P)=DUM
CONTINUE
D=-D
VV(IMAX)=VV(J)
ENDIF
INDX(J)=IMAX
IF(J.NE N)THEN
IF(A(J,J) EQ 0 )AQ.D=TINY
DUM=1/A(J.J)
DO 181=d+1 N
A=A DUM
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
IF(A(N,N).EQ 0.)A(N.N)=TINY
RETURN
END

Apindive vi
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