
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DEMEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

PROGRAMAS ORIENTADOS A ESTADOS: SU RELACION 

CON PROGRAMAS LOGICOS Y LENGUAJES FORMALES 

T E s 1 s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

MATEMATICO 

P R E S E N T A : 

MAURICIO ALVAREZ MANILLA VILLANUEVA 

MEXICO, D.F. 1995 

FALLA DE ORIGEN 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



•
-----~ 

. 

-. 

VNIV~l>AI> NAc,t~L 
AVli~ I>[ 

Mmc,o 

M. EN C. VIRGINIA ABRIN BATULE 
Jefe de la División de Estudios Profesionales 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Los abajo firmantes, comunicamos a Usted, que habiendo revisado el trabajo de Tesis que 
realiz(ó)ron~pasante(s) MAURICIO ALVM:Ez MA'lILLA VILLANUEVA 

con número de cuenta 90 5239·2-6 con el Tftulo: .. '-----
PROGR.A~AS OIHENTADOS A ESTADOS! SU 'REL•,~ION CON PROGRAMAS 

LOGICOS Y LENGUAJES FORMALES. 

Otorgamos nuestro Volo Aprobatorio y consideramos que a la brevedad deberá presentar su 
Examen Profesional para obtener el título de __ M_A_T_E_M_!._T_I_c_o _________ _ 

GRADO 

DOCTOR 
DlndGr de Tall 

NOMBRE(S). 

DAVID ARTURO 

M. en C. JOSE ALFREDO 

M. en c. 
M. en c. 

S•plalte 
MAT. 

CARLOS 

EL ISA 

CARLOS 

APEWOOS COMPLETOS 

ROSEN3L'IETH LA'JUETTE 

AMOR MCNTAf'O 
TORRES ALCARAZ 

VISO IJUROVI~H 

VEL.ARDE VELAZQUEZ 



A Gurumayi y al linaje de Siddha Yoga 
con gratitud. 



Agradecimientos 

Quiero aprovechar este espacio para agradecer no sólo a quienes coopera
ron en la elaboración de esta tesis sino también a aquellas personas que 
contribuyeron en mi formación durante la carrera. 

En primer lugar y muy especialmente quiero agradecer a David Rosenblueth 
quien aceptó dirigir esta tesis y desde mi llegada al IIMAS me brindó in
numerables facilidades, además de su apoyo, atenciones y tiempo, siempre 
con la mejor disposición y auténtico interés; sin dejar de mencionar todas 
las revisiones, correcciones y sugerencias que hizo a este trabajo y la pa
ciencia que me ha tenido en los periodos en que mis ideas no han sido del 
todo claras. También quiero agradecer a Carlos Velarde quien revisó muy 
detalladamente esta tesis; proporcionó la información y archivos necesarios 
para la incorporación de las gráficas; además de facilitarme su cubículo y 
computadora mientras se encontraba de sabático. A Julio Peralta y En
rique Silva les doy gracias por su ayuda con la tipografía y los buenos ratos 
que hemos pasado juntos. 

Al M. en C. Angel Carrillo y al.Dr. Gustavo Ayala quiero agradecerles sus 
consejos y el apoyo e interés constantes que han tenido por mi· formación 
desde que los .conozco. 

A los siguientes profesores quiero agradecerles todas las cosas que aprendí de 
ellos, tanto académicas como no académicas. Sus cursos fueron la base de mi 
carrera y además aprecio mucho su calidad como personas: Angel Carrillo, 
José Alfredo Amor, Carlos Torres, Mario Magiclin, Elisa Viso, Luis Briseño, 
el Dr. Alberto Barajas y Javier Páez. 

A José Alfredo Amor, Carlos Torres y Elisa Viso les agradezco además haber 
aceptado ser sinodales de esta tesis. 

Quiero agradecer a Martha Sánchez y al Departamento de Supercómputo de 
la Dirección General de Servicios de Cómputo Académico por la oportunidad 
que tuve de participar en el plan de becarios y el conocimiento que ahí 
adquirí. · : , 

Por último quiero agradecer· co~·~ucho cariño a mis padres Ethel y José 
Manuel que me han apoyado todos estos años emocional y económicamente 
en todas (o casi todas) mis locuras y a quienes debo muchas de las cosas 
que hoy disfruto. 



Indice 

Introducción 

PARTE! 

1 Gramáticas y Lenguajes Formales 

1.1 Definiciones Básicas . . . 

1.2 Clasificación de Chomsky 

2 Resultados sobre Programas Orientados a Estados 

2.1 Funciones Asociadas y Gramáticas Adjuntas . 

2.2 Programas Asociados a Gramáticas . 

PARTE 11 

3 Analizadores por Cartas 

4 Lógica de Primer Orden 

4.1 Defmiciones Básicas . 

4.2 Modelos de Herbrand 

4.3 Sistemas Formales 

5 Programación Lógica 

5.1 Definiciones Básicas 

5.2 Unificación ..... 

5.3 Teorema de Herbrand 

5.4 Resolución SLD . • . . 
._ :.'.' ' ·:.:··, ;,·.' ,· · .. --

1 

4 

4 

9 

12 

12 

20 

25 

35 

35 

45 

47 

rm 
50 

53 

55 

60 

5.5 Completud y Validez de la ResoÍución SLD para Programas 
Definidos ......... '· ;: ..... , ... ; ; . : . . . . . . . 65 

jj 



ili 

5.6 Refutaciones Izquierdas . . . . • . . • . . . . . • . • . . • • . 67 

6 Analizadores por Cartas como Sistemas Formales para Pro-
gramas Cadena 70 

PARTE III 

7 Relación entre Programas Cadena y Programas Orientados 
a~~m 00 

Conclusiones 99 

Bibliografía 101 



Introducción 

La te¿ría de la programación lógica surge a principios de los años setenta 
a raíz de las investigaciones en demostración automática de teoremas e in
teligencia artificial. Buena parte de la demostración automática se centraba 
en la construcción de algoritmos eficientes que permitieran obtener conse
cuencias lógicas de un conjunto de fórmulas de un lenguaje de primer orden. 
El problema principal al que se enfrentaban aquellos trabajos, era la fuerte 
explosión combinatoria que ocurría en los espacios de búsqueda. De modo 
que los demostradores automáticos resultaban ineficientes y computacional
mente caros (Llo87, JLM86]. 

En 1965, Robinson publica un artículo clave (Rob65] donde propone lo que 
él denomina: el principio de resolución. Restringiéndose a un tipo par
ticular de fórmulas lógicas llamadas cláusulas, Robinson demuestra que el 
principio de resolución además de ser computacionalmente eficiente, es un 
sistema formal completo y correcto para la lógica de primer orden. En 1972, 
basándose en el principio de resolución y restringiéndose (todavía más) a las 
llamadas cláusulas definidas, Kowalski propone utilizar la lógica de primer 
orden como lenguaje de programación (Kow74), dando lugar al surgimiento 
de la programación lógica. En 1973, Colmerauer implementa el primer sis
tema Prolog. 

Si bien, desde el punto de vista de la lógica matemática y la demostración 
automática de teoremas, restringir nuestra atención a conjuntos finitos de 
cláusulas definidas y sus consecuencias lógicas, es quedarse con muy poco, 
desde el punto de vista de los lenguajes de programación no. Los programas 
lógicos resultaron estar en la misma jerarquía que las máquinas de Turing 
(Llo87, pp. 53-54] e inauguraron un vasto campo de exploración dentro de 
la programación declarativa. Hoy en día sería difícil enumerar todas las 
aportaciones que la programación lógica ha hecho a la inteligencia artificial, 
los sistemas basados en conocimiento y la teoría de las bases de datos, por 
mencionar algunas áreas. 

Existe una relación estrecha entre la programación lógica y la teoría de los 
lenguajes formales que creemos no ha recibido la atención que se merece. 
De hecho, hay mucha herramienta de la teoría. de los lenguajes forma.les 
que puede ser aplicada a la programación lógica [Mel91). Tal es el caso de 
los analizadores sintácticos1 •. Si examinamos la estructura de los programas 

1 En inglés, parsers. 

1 
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lógicos· veremos que existe una fuerte similitud con las gramáticas libres 
de contexto. La idea general es que los analizadores sintácticos pueden 
funcionar, bajo ciertas condiciones, como sistemas formales para programas 
lógicos. 

El trabajo desarrollado en esta tesis consiste, primero, en mostrar la. relación 
que existe entre un tipo muy general de programas, llamados programas 
orienta.dos a estados, y las gramáticas libres de contexto. Segundo, de
mostrar cómo un tipo particular de analiza.dores sintácticos junto con cier
tas reglas, resultan ser un sistema formal correcto y completo ( rela.tivo2 

a la base de Herbrand del lengua.je), para. una tipo restringido de progra
mas lógicos llamados programas ca.dena. Tercero, establecer la equivalencia 
semántica (también restringida) entre los programas orientados a estados y 
los programas cadena. 

La tesis está dividida en tres partes. La parte I (capítulos 1 y 2) trata sobre Ja 
relación de las gramáticas libres de contexto con los programas orientados 
a estados. La parte II (capítulos 3, 4, 5 y 6) se enfoca. en el uso de los 
analizadores por cartas como sistemas formales para programas cadena. La 
parte III (capítulo 7) sirve de enla.ce entre las partes I y II. El capítulo 1 
contiene el material básico sobre gramáticas y lenguajes formales .. En el 
capítulo 2, se definen Jos programas orienta.dos a esta.dos y se deíriu-estran 
dos teoremas sobre la relación que guardan con las gramáticaá: libres de 
contexto. En el capítulo 3, se definen los analiza.dores por cartas y se da: un 
ejemplo detallado de su utilización. El capítulo 4 contiene nociones básicas 
de la lógica de primer orden. En el capítulo 5, se da una. breve intr~d~c~ión 
a la teoría de programación lógica y se demuestra. una versión del teorema 
de Herbrand. En el capítulo 6, se definen los programas cadena y se prueba 
la completud y validez de los analizadores por cartas como sistemas formales 
para programas cadena. En el capítulo 7, se prueba Ja equivalencia entre los 
programas orientados a estados y Jos programas cadena.. 

Aunque esta tesis es esencialmente autocontenida., por cuestiones de espa
cio resulta.ría. imposible incluir las demostraciones de todos los antecedentes 
teóricos que se usa.ron. En tales ca.sos se incluyeron referencias bibliográficas 
adecua.das y los resulta.dos que a.parecen sin demostración están rotulados 
como proposiciones. También, en algunas demostraciones, se obvia.ron al
gunos pasos lógicos para no hacer tediosa la. lectura. 

'Ver página 49. 
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1. Gramáticas y Lenguajes Formales 

En este capítulo presentamos las nociones básicas de gramáticas y lenguajes 
formales que usaremos a lo largo de la tesis. 

1.1 Definiciones Básicas 

Definimos un alfabeto I: como un conjunto finito y no vacío de símbolos. 
Donde por'símbolo se entiende una unidad indivisible. e.g., I: = {a,b,c}. 
Llamamos cÜeNla a· una sucesión finita de símbolos de un alfabeto. Por 
ejemplo; w= aacbbababcabab es una cuerda del alfabeto :E = {a,b,c}. La 
cuerda vllcía'.es·aquella que no tiene símbolos. La denotamos A. Llamemos 
I:* al co~jÚnto de todas las cuerdas del alfabeto :E incluyendo a la cuerda 
vacía fdefiiiamos r:+ = r:• - {A}. 

Por ejemplo: 

Si :E= {a,b} entonces 

I:* = {A,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab,. .. } 

r;+ = {a, b, a~; ab, bá, hb; aaa, aab,.; .} 

Definición 1.1 Lenguaje 

Si L !'..;; :E~ de~iTll~~ qÜe L e~ ll~ lenguaje sobre .et alfabeto :E. 

Por ejemplo: . 

Si E;, {a,b,c} entoríc~sL ~{ábc,a~bbéd~aadbbbccc,aaaabbbbcccc,; .. } es 
un lenguaje S()h:re E.e::'•". ~: , :., " '"? -

De aqlú eÍi ad~l~iteas~D1i,~o~;iu~;t~d~l~d~~~i~nes son' sobre un alfa
beto I: conocido de .. a.iiteD1ano.' 

Definició~ Í.2• c~rl~ate'ít'itción de c~erdas 
Seanw = a1 a2 •• : ~ .. ;~ ~ ;, b1 b; .•. bm cu~;;Jas. Definim~s la concatenación 
de w con v como uiv,;, a1a2 •• • a~bib2.: :bm. Decimos que w es un prefijo y 
v un sufijo de 'wv~. · · 

4 



CAPITULO 1: Gramáticas y Lenguajes Formales 5 

Por ejemplo: 

Si w = aaaa y v = bbbb entonces wv = aaaabbbb. 

Se puede extender Ja. definición de conca.tena.ción a. cuaJquier námero finito 
de cuerdas, en este ca.so dicha. operación es a.socia.ti va. sobre Eº~ 

' ·' -

También notemos que pa.ra. toda. c~erda .w del alfabeto w = >.w ~ w.X. 

Si w es una. cuerda. del alfa.bet~,entonces defi~mJ:r~~'·= ,\; pa.ra todo 
entero positivo n: · ,,_, ','.·~//;··:·:,~::_:. · -

¿,· .· '. 

Si w ~·· ~bc,entíJric~s wf::,; ab¿dbcdbc. 

:~:.!:,t:,~:f J~~f~b:~·~:~z5·;, ..... ,~ .,, m¡,,,., ,,, ~·· 
tiene. la cuerrta:, L.a dendiánios por lwl y se define inductivamente de la 
siguiente manéro: ; . . . . . .. . . . . 

1. ¡.x¡ =o 
· 2. Si a e E y wes una cuerda, ent~n~e; lwal =:= l·~I + 1 

Por ejemplo:· 

· labcabcl = 6: 
Afirmación 1.4 Si w y 'IJ soncu~~~s en~onces jwvj = jwj + jvj • 

Demostración Por indJcció~ ~i)b~~ ¡;¡. 
Primero observemos qu~ de la. defütl~ión de longit~d de c~erda se desprende 
que lvl = o si y sólo si V,;; .X.' Poil~:.tanto, si lvl = O, entonces lwvl = lwl = 
lwl +O = lwl + lvl · ' .. · . . . · · 

Supongamos como hipótesis inductiva. que lwxl = lwl + lxl pa.ra. toda cuerda 
x tal que lxl ::; k. · · · ·. 
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Si !vi = k + 1, ento~ces de la d~finición 'de longitud de cuerda inferimos que 
v =za.con x una ~uerda, a E E, y lxl·=·k. Por lo tanto: 

lwvl = lw(xa)I = l(wx)al = jwzj + 1 por definición de longitud de cuerda 
= ¡in¡+ izl + 1 por hipótesis inductiva 
~ lwl + (lzl + 1) 

·, = lwl + jxal por definición de longitud de cuerda 
=lwl+lvl 

Definición 1.5 Concatenación de lenguajes 

Sean L1 y L2 lenguajes. Definimos la concatenación de L¡ con L2 como 

L¡ · L',¿ =;{ wv j w E L1 y v E L2} 

Si L es un lenguaje, definimos Lº.~ {..\.} y J!ªm todoentero positivo n 

: n vecea' 

Ln, =L • L· · • ; . · L 

formalmente Ln = Ln-l · • L' = ·L • Ln-1 .si n > O. 

Por ejemplo: 

Si L1 =. {a, aa, aaa, . .. } y L2 = {b, bb, bbb,.: .} entonces: 

L¡ ·L2 = {ab,abb,aab,~~bb,ab~b,aabb,aaab, ... } 

(L1) 3 = {a~a,:a~<la,a~~~h,: . . } = 11 ~{a, aa} 
. - '". :- ... ·-- ·'''' :; -··. . ·- - . 

Definici6n'l;6 Ce~~a'~ur~d~ Kl~ene y cerradura positiva 

Sea L ull lengu~}e: Deft~i:i·~; l~ c~~radura de Kleene o cerradura estrella 
de L como: .' .. ·. · 

L• = LºlJL1 U<L~J ..• 
. - U {Ln In ~ O} . 

= .. {w1W2 :··~,·-.w~ l ._n_~Jj y w,·e-·L 

y la cerradu~ap~sit;\1:11e l· como. 

L+ = VUL2.u: •. 
= LJ{Lnln 2! 1} 

Yi=l, ... ,n} 

Obsérvese que si A E L .entonces L• = L+. 



CAPITULO 1: Gramáticas y Lenguajes Formales 

Definición 1. 7 Gramática Formal 

g = (N, T, S, P) es una gramática formal si: 

N es un conjunto finito de símbolos llamados varia~les o no terminales. 

T ~ !: es un conjunto finito de símbolos llam~dos símbolos terminales. 

7 

S E N es un símbolo distinguido llamad.osírr¡bo!CI Ícl~ialo variable inicial. 

P ~ (N U T)+ X ( N U T)• es un conJun~i'fi~Íto ~~t~~ eÍementos llamamos 
producciones. . .---_ ' i• -

Para todo (:c,y) e·P:~J~bi~o~:c ~- :g;Áde~~s'N y T son tales que 
N ":/= 0,Tf; 0,NnT= 0: · 
Ejemplo i'.~ .. __ ----

- .. - - . 

N = {S,Á,_l1} 

T = {a,b,c} 

P ={S--. ÁB, A-:> AA, ~1 ~a, B _,. BB, -B-+ b, AaB _,.e} 
. . -·-- --

Por com~did~d usu~mente numeramos las producCione:s de la siguiente ma-
nera; 

l. s;__,,AB 

2. A-:-+AA 

3. A--:-a 

4. B:.:..BB 

5. B .:+b 

- 6. AaB--+ e 

Definición 1.9 Forma sentencia) 

Si (J = '< N, T; S ,P}' es una gramática decimos que a es una forma sentencia! 
de g si a E ( N U T)•, 

. . . . 

Las gramáticas formales proporcionan reglas espedficas:paraderivar formas 
sentenciales a partir de otras. Esto es, si v y, w son formas sentenciales y 
:e --:> z ea una producción en p decimos que vzw se deriva de v:cw usando la 
producción :e --:- z y escribimos v:cw => vzw._ 

Si W¡, w2, .. ., Wn son formas sentenciales y W¡ ,::} W2 '=> • • • '* Wn deci
mos que Wn se deriva de w1 y lo denotamós w1 ~ Wn· A la sucesión 
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wi, w2; • , •. , Wn I"'. llamamos 1ma derivació~ de . Wri a partir de W1 en g. 
También es válido dei:fr 'que 1.11 ~ w'. · · 

Retomando el ejemplo' 1.8 (Jós núíneroll de las producciones usadas aparecen 
abajo 'de JáS flechas):;;• •.. __ , ,, ·· i .i' ,. 

'{:,,·_y~ 

S => AB => AAB ~ AA~B => A,ABBB => AaBBB => cBB => cbB => cbb 
1 2. . 4. 4 . 3 6 5 5 

(1.1) 

Por Jo tanto S =* cbb. 

El número de pasos de una derivación es el número de producciones (no 
necesariamente distintas) que se aplicaron en ella. Por ejemplo (1.1) es una 
derivación de ocho pasos aunque la producción B _, BJJse aplicó dos veces; 
mientras que AB =* AB es una derivación de cero pasos .. Siw,¡ 'se deriva de 
W1 en al menos un paso escribimos W1 ¿. Wn· Si Wn se deriva de W1 en m 
pasos escribimos w1 ~ Wn· . . . 

Definición 1.10 Lenguaje generado por una gram-ati~a 

Sea g = (N, T, S, P} una gramática. Defiriimos el l~ng~aj~ ~e~~rado por g 
-': -··· .''· '.' 

corno 

L(IJ)::: { w e.T* I /iw }' 
Por ejemplo: 

Por (1.8) sabemos qu~,S~cbb por Jo tanto cbb E L(IJ), 

Definición 1.11 Le~~Ú~J~;'ien~rado pol' ~na g~8.11latica a partir de 
un símbolo · ·. · ·. · 

Sea IJ = (N, T, S, P} una gramática. Sea A E ·N. Definimos el lenguaje 
generado por g _a partir de A como 

L[IJ,A) = {w E T*I A~ w} 
Cuando no haya confusión, simplemente se denot~rií como L[A). En par
ticular L(S) =.L(IJ), 

Retomando.el ejemplo 1.8: 

b E L[IJ,B] ya que B-+ b E P, sin embargo b ~ L(Q). 
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Definición 1.12 Gramáticas equivalentes 

Dos gmmáticas g1 = (N¡,T¡, Si, P1) y g2 = (N2,T2,S2,P2) son equivalentes 
si L(g1) = L(g2). 

1.2 Clasificación de Chomsky 

Si g = (N,1',S,P) es una gramática, entonces pode~os catá.Iogarla según 
la forma de sus producciones dentro de alguno de los siguientes cuatro tipos: 

Gramáticas no restringidas (tipo O) 

No exist~re:strlc~ióJl. sobre sus producciones. Por deflnición j~das' son de la · 
forma :Í: _. w con x E (N U T)+ y w E (N U T)*. Incluso es válidó que w sea 
..\,en cuyo caso la longitud de la forma sentencia] derivada po~ría'disminuir. 
Por este m~tivo a. éstas gramáticas también se les llama ccintrai~l~s~ ~ . 

Gramáticas dependientes de contexto (tipo 1) 

Sus producéiones son de la forma X_. w donde lwl ;::: lxl. s~ lesUama de
pendientes del contexto porque esta restricción equivale (ver [Sal73, p:p. · 
82-83]) a pedir queJas producciones tengan la forma xAw -;xvtú con 
x,w,v e;(NUT)*;v ~ . ..\y A EN. Entonces decimos que Ase puede 
reempláz'ar· por v· sic.mpre qí1e 'aparezca en el contexto de x y w. · 

Gramáticas lib~~sd~ col1texto (tipo 2) 

Sus produccione{soll de la forma A,_. w donde A E_ N y w E (N u 
T)+. Se les llama libres de contexto ya que A puede reemplazarse por w 
independientemente, del contexto donde aparezca. . ' . . 

.:- ;.''' 

Gramáticas r~~td~~e~ (tlpo 3) 

Una gramática esllneald~'ie~hf ;r~~cl~ ~~s producciones son de la
0

forma 
A_. xB ó A_. x con A;B,'é N:f·z E·T.·Análogamente una gram.ática es 
lineal izquierda si todás sus producci~nes son de laforma A _. Bi: ó A _. X 

con A, B E N y x E .T. Una gramática es regular si es lineal izquierd~ o 
lineal dereclia. · ·. ··· · · · . · · 

En todos los casos pe~tclti0os ia. ¡);aducción especial S ...:. ,\ siempre que 
S (el símbolo inicial) no a,parezca dél ládo dereclio de. ninguna producción. 
Dada cualquier gram<Í.tica d~ los tipos 1,2 ó 3 siempre existe una gramática 
equivalente del mismo tipo en la cual s no aparece. del lado derecho de 
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ninguna producción (ver [HU69, p.p. 15-16]). Esto implica que Á puede o 
no pertenecer al lenguaje generado por cualquiera de las gramáticas. 

e'•"••.• ,· ' • 

Puede. verse que cada 'Úp~ de graniática contiene al siguiente, es decir que 
una gra:mática regular es a su vez libre de contexto, dependiente del contexto 
y no restringida.· Los lenguajes generados por estas gramáticas se clasifican 
de acuer'c!o á la gramática del tipo más grande que Jos genera. Así tenemos 
lenguajes. tipo O, lenguajes tipo 1 ó dependientes de contexto, lenguajes 
tipo 2 ó libres de contexto y lenguajes tipo 3 ó regulares. Las contenciones 
entre los tipos de gramáticas son propias, lo cual se muestra exhibiendo 
lenguajes de ca.da tipo que no pertenecen al siguiente. A continuación damos 
álgunos ejemplos. No incluimos las demostraciones debido a que requieren 
herramienta teorica que está fuera de los objetivos de esta tesis. 

L1 = {anbnl n <::: l} U {anb2n¡ n <::: 1} es una lenguaje libre de contexto ya 
que está generado por una gramática con las siguientes producciones: 

s-x 

s-Y 

x-ab 

x-axb 

Y-abb 

Y- aYbb 

Sin embargo L¡ no es regular (ver [Lin90, p.p. 204-207,216]). 

L2 = {anbncnln <::: l} es un lenguaje dependiente de contexto ya que está 
generado (ver [Lin90, p.p. 306-307)) por.una gramática con las siguientes 
producciones: · 

s-abc 

S-. aXbc 

Xb-bX 

Xc-Ybcc 

bY-Yb 

aY-aa 

aY-aaX 
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Sin embargo L 2 no es libre de contexto (ver [Lin90, p.p; 216]). 

Uu ejemplo de un lenguaje tipo O que no es dependiente de contexto puede 
consultarse en [Lin90, p.p. 309-310] ó en [HU69, p.p. 117-118]. 

Existen diversos mecanismos matemáticos que· dii.do. u~ · leng~aje nos per
miten saber si una cuerda pertenece o no a: él.· Los lenguajes tipo O son 
reconocidos por máquinas de Turing¡ los lenguajes dependientes del con
texto por autómatas de dos "stacks" o autómatas linealmente acotados¡ los 
lenguajes libres de contexto son reconocidos por autómatas de stack y los 
lenguajes regulares por autómatas finitos. 



2. Resultados sobre Programas Orientados a Estados 

En este capítulo demostramos resultados referentes a la relación entre las 
gramáticas libres de contexto y los programas orientados a estados. 

2.1 Funciones Asociadas y Gramáticas Adjuntas 

Definición 2.1 Re.ladón binaria sobre un conjunto 

R es una relació~ biKarii; sÓb~ un coriJunto X si R ~ X x X. 
·_ <~- ·~·'.- . .;;.;_-:·:-::-;____.,'/-;· ::.-.:V-·.'. ::,.e- .. -o·:- ,'.,-- - -.- · 

Definición: 2~2 'Composidón 'de r~Iaciones binarias 
.. ·: ! ,, ·- -,. .. ,,- : :_ :.-" O "; _ , _ ,o_;·'-· =' e .,e•- .. .,._,, •• --~=;••o •• ;-•. " T- .• :"- t • 

. Sei:m Ri, R2; ; : ; , ll~ relaciones biiiaria~ sobré X. Definimos la composición 1 

todas ellas;o_mo: ,i • >' ;{ 
'.R¡~>"R~~;;;éJR,;>,, .. · ·... .· . 

.. {(al; a,;+¡); 1 exist~n ~;, á3; . .'., anen X·tales que 
·•• , , :: (a;',a/1-1) E'R; pamtodo i= 1,2, ... ,n} 

Lema 2.3 SéanR1 ;'R~; •. >,Rnil'e1a~iones·bin~;ias' ~ob~~ X. 'Sean Q1, Q2 
, ... , Q,. conjuntos tales, qué Q¡·!;;; Ri paNit&zo i~ 1'.,2;. :.,n, .entonces: 

Q'''JQ2· .. ::·Q·· ··e~::~~·:)''.:~ · · 
o',.;''!"-,·· l.~ .. ;~\, n~:-'. ,, , .. 't.·:'-';._~ 

Demo~tracitri·· S~a .·(~t:J~+Ú ··~;(Ji; ·(Ji; · ~·:'; Q~ ~~t¿~¿eH~~r d~fini~ión. 
existen a2; a3,; .. , án EX trues que(a;,aJH)E Qjparatocici·j;,); 2, .. ;; n. · 
Corno por hipótesis Q; !;;; R; pará'todo i"': 1~2,''f :;, ~;entonces (aj~'a;+1) E. 
R; para tódo F=l, 2, .: •. , n •• Por 10 tanto (a1; a,;+1) E R!;R2; '. ;;¡ R,; . • <> 

... -·- - . .. ' .. · -.· ....• -.. -o-_;,·;""'-·-~_.t ·--.--,¡_---·- -, - ·-:·-_.-· .,_ ---<"-"·-''"- - -. - -,-

D~fÚti~ió~ ... ·. 2~4 . P~-~g~·-·rani~ ·~ri~:rit~d~ ;-~e: ~-~tad'~. ·s, -T~-~:· · · ''. · 
' . ,_ . "' '" .. ,. ·, ·f:·:·-

'P = (D, e, V,J,' S) ~s .un p~ogiá+3: b~i~~tidri'~ ~~tad~s f POE);i: 

~: ~·::t:tZ.1~'.J~~r~~t~~§j~~fffeir,:tf:: 
mandos; ... · · . ·· . ·. .. ' . ' 

3. V es ~·~ conjunfo'd~ ~í:nbolos llamados etiquetas. 
1 Nóteae que el 'orden de la compoaición de relacione• e• contrario al que ae iua en la 

compoaición de funcione•. · · · 

12 
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4. I es un conjunto finito de inclusiones de la forma: 

·· ~2 IÍ{;.R~;···;Rn 
donde Ro es una etique~~ ~ ·afr. · ·, R~' són etiquetas o comandos no 
necesariamente disiintos'y n·>O. . ; ' 

5. S es una etiqueta· di~úri~Üidd·~~e ~i;rece del lado izquierdo de alguna 
inclusión. · ·· ·· ··· .. 

Denotemos con Pot(X) al co~Jririt6 ~otencia de un conjunto X. i.e., 
~·-.,.-~ . 

Definición 2.5 Fun~fori:'~s~~i~da ~ uri programa orientado a esta-
dos 

Sea p = (D,C, v,i;s)<'~n;;fOEy'~ ;ydc '.::.-+Pot(D X D). Decimos que 

w. es función ru!.'1Fi!~~ ? P s~~j· •1/ , ~{ <,. '•) ; 
J. Parotoda;inclusión'Ro 2.R1;R2;· ··;R; eriI/tériemos qiJe <I>(Ro) 2 

~(R1)i cJ(R2)(~·/:; ~(iz~);-'_,,º:.~ ~ · . , ·:~::,<:·:- r·--~;,,·;··.·· :':' 

2. Para:·tóíl~ c~;nando Q.énC/·s~'~u~~iew(cj}';;;;Q:(;si~Ú~rie senÚdo 
ya que los' elementos de C s~n relaciones biná;::¡as 'sobre D ); . 

- ' ' ' - , . :' .,. - :' :~· :_, ·~=., . . 
,":•··· '';',. 

Decimos entonces que <I> satisface/, :; '.·' '• 

Cabe aclarar que el dominio de w consiste por u~ la~o enJis etiquetas en 
V y por otro en los comandos en C. El rango dé <I>. coiÍ'st'a'de relaciones 
binarias sobre D. Los comandos en C ·ya son relación es ;. binarias sóbre D 
por lo cual hacemos que w la sea lá. identidad .. Si bien esta 'definicló,n nci 
es del todo elegante, sí resulta adecuada para la demostracióri'dellema 2.11 
como veremos después. · · · 

Si P es un POE, definimos r(P) = {<I> : V U C '---> Pot(D x n)¡ <I> es . 
función asociada a P}, es decir, el conjunto de todas las fondones. asodadas 
a P. Cuando no haya confusión se denotara siuiplelilénte por·-r.·:-· · · ·· · 
Afirmación 2.6 Si P = (D, C, V,I, S) es un ¡>OE,' ento~~;~ ~:i:i~te una 
función asociada a P. i.e., r(P)-:j; 0. / '; 

Demostración Definamos WD : V u C ....__. Pot(D ·~ D) ~6iii~ <I>vCR);,,, 
D x D para todo RE V y ~D la como la idenÍidád en C:{": 

l. Si Ro 2 Ri; R2i .. ·iRn estáenJentonces <I>v(Ri);~v(R;); · • ~¡ ~v(Rn) 
es también una relación binaria sobre D (ya qúe elrango de ~ 1J son 
relaciones binarias sobre D)'y podo tant.o . · · · · 
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41.D{Ro)~ D x:D 2 iJ.i.lJ(R1); '1>v(R2); .. •; iliv(Rn) 

2. P~a todo Q{ C, te~~~()~ qu~ ;v(Q) ~. Q po~ definición. 

Por lo tanto ~Des ~n~;fu~~i~~~~ci¿~a ~ 'Py +v ir(P). · 
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o 

Teorema 2. 7 Si P = {n, C, V,;)s) 'J; ukPÓ~, ~~¡~~c~~ exis;~ una .tiriica 
función n mínima asociada a 'P. ,. . ' . ' . ' 

Demostración Para todo R E V definam~~!O{ll):::, rlf"t{R) l 41 E r} 
y n lacomo la identidad en C. Nótese que tiene.sentido considerar·esta 
intersección ya que D X D = 41v(R) E {iJ.i(R) l 41 E r;} y ~or lo tanto 
{ iJ.i{R) 1 {> E r } f= 0. Por otro lado, como <li{R) ~ D X D para t~dcÍ iJ.i E r 
y R E V, tenemos que U(R) ~ D x D para todo R e,V:\·Por IÓ tanto, 
n : V U C -+ Pot(D X D) está. bien definida. . 

Por construcción U(R) ~ 41(R) para todo ÍI> E r y R E v. Entonces basta 
mostrar que n es una función asociada~· · · ' · · 

l. Si Ro 2 R1 ;R2;·-~·¡R~es¡~~nl,en~onces _. 

cI>(Ro) 2 ili(R1)i <li{R2)i .. :; <li(Rn) ' 

2 n(li¡}; ri(R~)¡; .. '; fl(R~)pÚa fodo~ er. 
' • e_ -· • .- :->i\···- ·- - .• .. ·, ~-:-· ·~- - . 

esta úitimá c~ntell~ión; J>cir ~i lema 2.3. •Por lo tanto 

U(R~) ='n{~(~)J<li,E r"} 2fl(R¡)¡O(R2);: · ·¡ U(Rn)· 

2. Pa~~ tÓdo Q e'c s~ ti~n~fl(Q) = Q por deflnición. 

Por lo tantoH e~ una f~nclón ~ociada,Le., ri E r. 

Para la unici~~¡basta ob!le~var ~ue si existiera otra mínima función asociada 
n', entonces para todo Re Y·tcrid~íamo(que U(R) ~ O'(R) por ser O' 
función asociada, y U'(R) ~ U(R) por ser !1' mírúma. De aquí que O= O'. <> . . . . " ... ,. -.,•" .. 

Definición 2.8 Relación princip:l y~elaciones derivadas de un pro-
grama orientado a estados · · · 

Sea 'P = (D,C, V,I,S) un POE. Sean la mínima función asociada a P. 
Decimos entonces que U(S) es la relación principal y {U(R) 1 R E V} es el 
conjunto de relaciones derivadas de P. 
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Ejemplo 2.9 

Definamos P = (D;c;v;.l;S) de la siguiente manera: 

D ={los enteros'p~sitlvos} 
e= {Q} do~d~ Q'.:::'{(n, 2n) 1 n entero positivo} 

V= {S} 

I = {S 2 S; S, S 2 Q} 

15 

Supongamos que queremos saber cuáles son las relaciones derivadas de 'P. 

Si cf1 es cualquier función asociada a 'P, entonces debe satisfacer la.tl inclu
siones en J. De modo que cf1(S) ¿ cf1(Q) = Q. Pero también cf1(S) ¿ 
lf>(S); 4>(S). Por lo tanto, por el lema 2.3, <I>(S) ¿ Q¡ Q~ Repitielldo el 
argumento obtenemos que cf1(S) 2 Q¡ Q¡ Q, y generalizando por inducción 
tenemos que: · 

Por Jo tanto 

m vecea 

cf1(S) 2Q;Q; · · •;Q para todo rn entero positivo.> 

rn vecea 
~ 

cf1(S) 2 LJ Q;Q; ... ¡Q 
m~l 

(2.1) 

De modo que todlÍ. función <11 asociada a 'P satisface (2.1). Y parece razonable 
conjetúrar que (2.1) es lo menos que deberíamos EixigiÍ' a una función para 
considerarla asociada; en cuyo caso n, la mínima dé las fÍuíCiéiri'iis asÓciadas, 
tendría que satisfacer: 

m vecea ...,.._.....___ 
U(S) = U Q;Q;':·;Q 

m>l •. __ _ - -. 

= - Ü {(n,2mn) 1 n entero positivo} 
m~ • . • . 

Ahora definarrios la sigui~nte gramátic~ libre de contexto g = (N, T, S, P) 
donde: . · ·· · · 
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P = {s-. ss, s-. <J} 

Es fácUve~ que L(Q;= {~}~.= {CJ/QCJ,QQQ, .. . } y existe entonces una 
conexi6n ininediata entre Ja·gra.mática y·e) programa orientado a estados, 
de forma tii.I quei ·: •·· • :• · ·' · · 

ne:~)::,_~.·· .. :,'. ;. 'u e Q;~~~~·~;Q 
-·-, '';,_;' ' 

. ~eL(UJ, rn~1 
m iiece•. 

y de ser cierta la conJet~ra'.: 
m vecca 

Todo esto se puede form~li~ar'y.'.lfediV'anwnte caracteriza a. JW; relaciones 
derivadas de 1' como'veré1iios a ~ónti~Üación. ' . . '· . 

Definición 2.10 ai~niiític~·~dJ~nt~ ~·un p~ograina ~ri~ntado a es· 
tados . H~::~=!\~~~" :;:_;:: '-"·_-;-. ·,··, ,. <._·_ ~·~·:.. .'Ié 

Sea 1' = (D, C, V,I,S} Ü'ii POE.Defin~mos 1ag~~rltá.tic'it ádjunta. a 1' como 
gn(P) = (N,T,s,P).d.'añde: · ·.···. ··. · .. • .·. .•· · · 

N = {RI RE:V}. 
T= (<J.Jgeáf ;; 

i. e.,• los ttd%'ni~~l~s ¡Jj la gramCÍtica ·. corresjJonden a .los comarid~s y' los· no 
terminálés ci lis etiquetas'. · .. ··· . . . . . . . ' . '•. ' . . . • 

Para toda iricl~1iórdlri 2 R1; R2°i • :;~.i Rn en' I, entó'!ces, la prod~ccidn Ro -> 

R1R2 .. ; R.,; esta en P; 11 éstas:son'las únicas produéCiónes en P. 

N otémos · qu~ e~tá Íiéillliélón~és c6~r~~t~, y~ ~lle ~ e~/~nÍL ~tiqlleta, ·y por 
lo tanto. R.0· es 1m'sfmliolo no terminal. Observemos también que ~ ~ 
L(Q'R(P)). . ' .· . , .. ·· ··. 
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Lema 2.11 Sea P = (D,C, V,I,S) un POE y (i1l(P) = (N,T,s,P) la 
gmmática adjunta a 'P. Sea o) cualquier función asociada a P y Ro E V. Si 
Ro ,;S. R1R2 • • • Rm donde R; E (N U T)• paro todo j = 1, 2, .•• , m entonces 
<)(Ro) 2 o)(R1); o)(R2); · · ·; •(Rm). 

Demostración Por inducción sobre n, el número de pasos de la derivación. 

Sin= 1 

La derivación se obtuvo usal'\~º ,una producción: 

.... !\ R.Ó :2+ Ji. 1R2 · · • Rm 
• • ' • •j :'·- -;~~ ; ' !,' 

Entonces debe existir ulla iní:Iusión' correspc:mdiente en I: 
< ,·_¡''·,,·;,_:·:,,:·,·.:.;'·!·:·.·-

Dado que • saÚsface i (~~r '~~r ~rii{rurición ·asociada) tenemos que --, · :'ºt> e-:.-<¿~~~~~-~'-' .. , ·:-~;-.-~:=-··· .. :i·:,~·-~'°:_~1 ... ,_-,, ,: ... 

'·74'1(Ro) 2 ~(R1);il>(R2)i ·; ·;'4'1(R~) 
, ,:;'.;·;-" :~ ; ':'.. ':~:· __ 

De modo que la·afiimación se cumple paran ='I; ;: 
. '- - .. ·. ·-' - -. ··" . --·':- F~·'· . --··- c .. · '·º-- .:':.- - .•.' . ' . ~;. :. -~- ;,~ 

Ahora sup~ngi.:~~s'qli~il,;¡'.llfi~~~íiiÓr(se"cull'íple paran::; k 

' - k 1,_:._ ': - ,:' :'; ,', "~':'.' . ..:.:.'.. :: : 
Si Ro ~ RiRv."R,m; p_~dell}os,suponer que 

~:~k1~2Y:'.)i¡)r;;i;l1· · · ~m 
y luego se apli~ó la ~i~d~c~{¿~'T;];J}:fr;:).'R;'ditld~ T;; E N, i::; j. 
Aplicando la hipótesis de iiidu,i:ción tenérllos: r , ·.·.· ·. . . 

•(Ro) 2 4'1(R1); •(R~); :::;~(R;~});~cT¡;); cl;c'1l~+~); ·: ·; •(Rm) 

,,y 

4'1(T;;) 24i(R¡);:.;;~(R;) 

Por el lema 2.3 concluimos' 

4'1(Ro) 2 4'1(ll1); •(R2); · · ·; 4'1(Rí-1); .(R;); · · · Í 4'1(R;); •(R;+i)i · · ·; •(Rm) 

<> 
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Teorema 2.12 SeaP = (D,C, V,I,S) unPOE. Seaf}R.(P) = (N,T,"S,P) 
la gromática adjunta a P. Entonces podemos carocterizar a O, la mínima 
función asociada a 1', de la siguiente manero: 

Paro todo RE V, 

Demostración Definamos 0 1
: V U C--+ Pot(D x D) tal que01 lo es la 

identidad en C y !l'(R) =U { Qi;Q2; · "iQn i CJ1Q2 · .. Q"n E L[Jlj, n 2:: l} 
para todo RE V. Notemos que como Q1Q2 • • ·Qn E L[R], entoncesQ1,Q2 
, ... , Qn son símbolos terminales de la gramática•adjunta y por lo tanto 
Q1, Q2,. •• , Qn son comandos (no necesariamente .distintos).:· · · 

Es claro que el teorem.aqu~~:dérnos~ra:do si •n1 c<li~dde. c~n !l. •Con tal 
propósito verem~~ que:,~.;<,~Yt), i . • . 

i. n'(R) ~nc.RVi,~~~f;~~o''R:e·v .. 
2. !l' es u~~ f11~~¡¿~·~¿,¿iad~.> 

- . •, . ./ 

Como po~ hipót~sí~ !les·1ai'níriizna dé tal~s fu'nciones,entoí1ces forzosamente 
coinciden. · ,· ····,·· ·. ..,. · · · · · · 

l. Sea··~.·.E lt'>Y~•.~'~,(~)~UTQ}i CJ2i·/·¡Q:l'!1CJ2.···.Q~EL[RJ }. 

Entonces exjste.Q1Q2;·>·Qn E L[RJ.tál,que ae Qí¡Q2¡ ,;;¡ Qn• .En
tonc~s R ~',Q1Q2'· ;',Q~.' Dado que .ri ~B ~n~ f~néión asociada; apli~ 
cando el Ie.ma2.1;se tiene.que: ·' . · 

!l(R) 2 !l(Q~);riCQ2)i·~·!l(Qn) 
=' Qi;Q2;··;iQn 

. . . ' . 

Est~ última igualdad se sigue de que Q1 ,('2,; . . ·,Qnson coín~dos y 
de que !l lo es la identidad, por ser función asociada.> Por lo tanto 
a·e !l(R) y conduimos !l'(R) ~ !l(R) para tódoRe v: <: .... 

- ··"7:·· : -.·· 

2. Veam~s que !11 es una función asociada: 
·'. ··- r 

(a) Si Ro;? Ri;R2;· .. ;Rn es una irii:Iu~iónen J, entonces la pro
ducción Ro -+R1R2·· .. R,, estlÍ. en P. Recordemos que si R; es 
un coman~o entonces O'(R;) = R; y si R; es una etiqueta entonces 

. O'(R;) =U { Qi;Q2; · • •;Qm 1 Q1Q2 · • ·Qm E L[R¡], m 2:: 1 }. Para 
simplificar la demostración, si R; es un comando, podemos pensar 
qÜe L[R;J = {R¡} entonces 
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en ambos casos. 

Sea (altan+t) E O'(R1);0'(R2);· · ·;O'(R,.). Por definición de 
composición de relaciones binarias, existen a1, a2, ... , a,. E D 
tales que: 

(ai,a2) E O'(R1) = U{Q1; Q2i · "iQm 1 Q1Q2 .. ·Qm E L[R1], m 2: 1} 

(a2,a3) E n'(R2) = U{Q1;Q2i'"iQm 1 '11C12 .. ·Qm E L[R2],m;::: 1} 

(a,.,a,.+1) E Ot(~,.}=U{ Q1;Q2¡; • ~¡Qrr. 1 lJ17J2 · • ·Qm E L[R,.J, m 2: 1} 
:· -:. ' ,;;.1~-.-~>'>!··"•.,: ,· :;"';::. ,:~(:' ·,: .. ~; ··'.·;· ,·;·;_ ';._ -

entonces exi~ten i ,., . '";', ,· ... ·.· .. . .· 
. ·, . { . ' ~--·,_. ·-

üi¡ = 
iii2 = 

w,. = 

JJli?i~f .:Q1ii.1 ,~Lflli( 
Qú(Ji2; · ;'Q2;,.; E L[R2] 

·Q .. ~~~2; /.~ .. L·e L[R .. ] 

tales q~e. 

(ai,a2) E W1 = Qu; Q12i · · · i Q1m1 

(a2,aa) E w2=,Q21;Q2~i'"iQ2m2 

(a,.,an+t) E w,.'~ J~1;Q~2i • '. •;Q,.mn 

Por lo ta.iito (~¡¡'ali.)'· ~ ·~~ ¡ w2; ·• • • i w,.. y. como sabíamos que 
1lo- R1Ri·;'.R:está.eli.'Pyw1 e L[R1], wiE L(R2],. . ., w,. e 
L[R,.] ; entonces iiit w:í · ;; ;w~ e L[Ro]. . 

Concluim~s q~~: \ '> 
{a1,a~+~)ew1;w2; · "i w,. con 'iii1iii2 .. ·w,. E L[Ro] 

o equivalentemente 
' -· ' 

(a¡,a,.+1) E Qu; "·;Q1m1 i"" "iQn1i" ·;Q,.mn 
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con Q¡1 • • ;"l¡tmi; • H• :(1nt • • '.i¡nnÍn EL~], ento~ces 

(a1;an+1teLÍ{Q1¡Q;(··;Q~ 1''Q1<i2~· ·QmE L[Ro],m ~ 1} 

P., M .:~ ~¡f ¡:~·n,¡l~j; ~(~,);~ · ,; w(1i¡,.,~0 (••, ••+<l 
se escogió arbitrariamente.: . ~ .•.. • \U(/ ' · . · •·; 

(b) Por deficlclón,;p~~at~di~~}: G\ten~itios que n1(Q) ; Q 

Por lo tanto íl' es una f~nclóh iis't~iad~ a'1',; ~o~cluiriios~~e fl'(R) '= fl( R). <> ·.· ·.. . .··. .. . . 

2.2 Programas Asociados a Gramáticas 

. . 
Hemos visto como podemos a5oi:iar de manera natural una gramática libre 
de contexto a un programaorientado'a estados:.· Es importante señalar que la 
gramática adjunta, por sí solario caracteriza al POE. Retomando el ejemplo 
2.9: . . 

Si 'P = (D,C, V,I,S) ~s taI q~~: 

D = N (los natu~aJes) 
e= {Q}doíideQ'= {(n,2n) 1 ~e .rv} 
V= {S} •· ' . .. . . . . 

1 ;;{s 2;sts.; s2 cir 
' '·.:.:·._-__ J-' _,_': __ ''./·'-

entonces Qn(W/i:(~.f,s,P) donde 
.. ·'/ ·,: '•~ -: ;·;·· . 

T= {l¡} 
N;{~} 

Si tuviéramos que Q = { ( n, n + 1) 1 n E N } la gramática adjunta sería. la. 
misma pero el significa.do del programa. totalmente distinto. 

No obstante, como veremos a. continuación, a una. gramática. libre de con
texto podemos asociarle un POE particula.r, de modo que la. relación princi
pal del programa determine totalmente al lenguaje generado por la. gramática.. 
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Definición 2.13 Representación cociente de un lenguaje sobre un 
alfabeto 

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto E. Definimos /a representación cociente 
de L sobre E como 

Q(L) = {(xw, w) 1 x EL y w E E*} 

Puede observarse que un lenguaje esta totalmente determinado por su re
presentación cociente y viceversa. 

Lema 2.14 Si L y M son lenguajes sobre un,lllfabeto E entonces Q(L • 
M) = Q(L); Q(M). , ,, , , , . 

Demostración Sabemos 

Q(L. M) = {(x'Ul,w) 1 X E f/. Af ywe E~} = 
{(zvw,w)I zi:L, ve,Mywe E*} 

y 

Q(L) = {(xw,w) 1 :e EL y w E E*} 

Q(M) = {(xw,w) 1 x E M y w E E*} . 

[IJ Sea (xw,w) E Q(L · M). Entonces :e= zv con z E L,v E M. Porio 
tanto (zvw, vw) E Q(L) y (vw, w) E Q(M), y por definición de composición 
de relaciones,binaria.s (xw, w) = (zvw, w) E Q(L)¡ Q(M). ·· . , 

, , 

~Sea (xwjw) E Q(L); Q(M). Entonces por definlción ~~,te-z E E*,tál 
que (:c,z) E Q(L) y (z, w) E Q(M). Pero si (x, z) E Q(L) ,ent?nces (xi':z) = 
(yz, z) con y E L. Análogamente si (z, w) E Q(M) entonces (z,wf ,;,;, (vw, w) , 
con v E M y w E E•; Por lo tanto x = yz = yvw con 1/ E L; v E M y w E E*, 
de donde (xw, w) E Q(L · M). ,',' :L ; '.C . · <> 
Lema.2;15 ':__-·.: 

: ···:-<.:-.-:i'',,C,',' A , 

Si{L¡}ieI es una familia numerable de lenguaje;'·;~bre 'U~ ~l/~beto E en-
tonces , ' · , ,,:; f• : ,·· ··. ' · 

Demostración 

Q(U{L¡ 1 i E/}) i ºe {:e 1 x e .i)·~.ir~ aigúll i e 1}) 
= {(xw;w) 1 z É L;,para,algún i E I y w E E•} 

,LJ{{(xw,~)J~ E Li yw EE*} 1 i E/} 
= · U {Q(L;) 1 i E/} 
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<> 
Afirmación 2.18 Si L y M son lenguajes sobre un alfabeto E, entonces 
M 5,;; L si y solo si Q(M) ~ Q(L). 

Demostración 

l=>I 

Q(M) = {(zw,w)I z E M y w E E"} 
5,;; {(zw, w) lz EL y w E Eº} ya que M 5,;; L por hipótesis 
= .. Q(L) ':' . 

l<=I S~a x·~M,§t'drJ¡~~o~.w e Eº arbitrario entonce.s (zw,w) e Q(M). 
Se sigue; por hipótesis; que (xw; w) e Q(L), y por lo tanto z e L. <> · 

Defiriicl6~' 2:ii ;;oi~~-Jii~.i~~~¡~d¿i~·~~~;j~máti~a libre de con-
texto ! ·. ' .. · \ : :> ' · · " 
Si g = (N; T,·s,'P}Jnééu;;¡m''éítjc"<J'liire 'J~>~ontexto, definamos el POE aso

ciado a esta gri:~a~icacomo ?,1l(g).'= (n;c, V,I,s) donde: 

D=Eº 

V={AIAeN} 
C = {.íl!B .. e'tJ:i1o.~de_.B =:;Q({})})para todo BE T 

(recordeiiio; qu/Q({B}) ~·{(ÍJ;;,,w) 1 w E E*}). 
. . ·_ - . '" '.;_";; . :.. .'; -·' .. . ~~-- ··,, . . ' .. 

Para tocla ;TOdu~ciJ~ A~S,¡A'{Ji~{:An ~~ P, ~ntonces la inclusión Ao 2 
A1; A2; ... j A;; está en I, yéstds soll las'iinicas inclusiones en l. Notemos 
que esta definición es correCta ÍJa!qué; :ci;mo A0 ' es un símbolo no terminal, 
entonces Ao es una etiqueta. · : .. · · · 

·: ·.-.::-· 

Teorema 2.18 Sea g = (N,T,S,P) una gramática libre de contexto y 
P'R(g) = (n,C, V,I,S) el programa asociado a g, Entonces la relación 
principal del programa es igual a la representación cociente del lenguaje ge
nerado por la gramática. i.e., Sin és la mínima función asociada a P'R.(g), 
entonces n(s) = Q(L(Q)). . . .· ··, .. · . . 

Demostración Si gn(P'R(g)) = (Ni;T', S, .P1
) es )a gra;ática adjunta. al 

programa asociado a. g, entonces gn(Pn(g)) y. g son la' misma 'gramática. 
módulo nombres de símbolos, yá qu¡;: : ·· · · ·· · 

l. T'={BIBec}={BIBeT}: 
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2.··N'.={AI A.e v}··~··{(4 (AeN} 
3. Para t<>da'prl>ducci6ii A~··-; A1'A2 .. ·An en p tenemos que la in

clusi6ri AÓ iA1iA~¡;· .•:¡J,festá en I, e~tonces la producción Ao ..... 

y com~1I:s·s~~~-1~~~'¡li1J~¡~~e~····~·proclucciones entonces 
. . ·._.·.,.·.'_· "< ·-" ,;; '" >• ·, ' "','-t-•··c· ., 

P'.~{~~·E;A1~2·::pr1 .. ~~fA1A2···An E P} 
Si ahora apli~arii~s ~l t~~re~i'2.~2 ií',P~(g{ tenemos que: 

:·r·· 

n(s) = LJ{.;iJ~;·~2;?3~~1]°1*:{·}1~:_'e'·~[S] = L(gn(Pn(g))), n ~ 1} 
- ' - •.'•.""..·:-'·-··~'.':,, .. ,.--~~···<.;-e··· .. ;;-:·.:.::.'····~--..'·''.·-~·,.,_,•,,··- ·,-

· como gn(pn(Q) ). y. g s·~~ la IlÍisrria' gr~riuitica m6d ulo. nombres de 

símbolos·· 

~ U{~n;!J32; .. :i; Jin 1'~~]]2H ·Bn~~J;¡s] S ~(g)/n~l}···· 
=U { q({.B1l)i Q({Bh); '.': ;Q\~.B~}):(J]i:f~O:: ~Bn E L(g), n ~ 1} 
··porcl~fini~i~~:". > ···. ;,,;·~- ,, •..... ,, 
= u{Q{{B{};{B2}·. :.{B~}) IB;B~'.·.;,.B~•{i,(g), n ~ l} 

"'\,- . .. 

por ~j )~~~ 2~14 ... :¡-

por !~ d~fi~lcifüiÚ'.5 ,·.··. 

= Q(LJ{{41~i· · ·~n{I B{B2 · ··B~e L(Q), n ~ 1}) 

por el le~a 2.is 
= ºc.Lctiü ·., 

Entonces el proir~ma asociado P'R(Q) determina tota.Im.ellte alá gramática 
g de la cual 'se obtú.vo. Contrariamente a lo que ocurría conJa gramática 
adjunta' gn(p) a un POE 'P. Esto se debe a que los program:as orientados 
a estados tienen la misma jerarquía que las máquinas de. Turing. · Pór lo 
tanto al adjuntar una gramática libre de contexto a un POE posiblemente 
perdemos expresividad. 
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3. Analizadores por Cartas 

Los analizadores sintácticos son procedimientos que nos permiten saber si 
una determinada cuerda pertenece al lenguaje generado por una gramática 
dada. En este capítulo trabajaremos con un tipo particular de analizadores 
sintácticos llamados a veces analizadores por "cartas"1• Los analizadores por 
cartas al aplicarse a gramáticas libres de contexto, tienen la particularidad 
de proporcionar todos los posibles árboles de análisis sintáctico2 para una 
cuerda dada. 

Definición 3.1 Cartas 

Sean E y B conjuntos arbitrarios. Llamamos a E conjunto de estados y a 
B conjunto de nombr~s.'ólntuiifoa'7iente uná carta es una gráfica dirigida 
cuyos nodos son elementos deB'ycllyas áristas/oman nombres en B. For
malmente definimos'Üna:carta:como':Üncr·relación'C'~. E.xE X B, .tal 
que si (e1;e2;n1re:c 1/éi4~~·/-ent~ncesparo'tddon2 e B se cumple 
(e2, e¡, n2) \!! e/· · .... ·.· . . « ... ·-.:e·. •··.. . ········.. . .· •.... 

Un analizador por cartas se compone de un conjunto de cartas y un conjunto 
de reglas en el metalenguaje. · 

Observación 3.2 En el resto de la tesis hablaremos de "inicializar" una 
carta C y de "agregar" nuevas aristas a una carta C. Estas ezpresiones 
matemáticamente carecen de sentido, puesto que C es un conjunto, pero 
pueden traducirse a las siguientes definiciones formales: 

1. Al inicializar la carta definimos un conjunto de aristas C0 • 

2. Para todo entero positivo n, definimos Cn+t como Cn unión el conjunto 
de aristas que se obtiene aplicando alguna regla a aristas en Cn. 

9. Definimos C = U Cn. 
n~O 

De este modo conservamos la idea computacional de carta; es decir, una 
gráfica a la que agregamos aristas a intervalos discretos de tiempo de acuerdo 
con ciertas reglas fijas. 

1 En inglés, chad paraers. El nombre obedece a una supuesta similitud con los mapas 
cartográficos. 

2Que no definiremos aquí. 

25 
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Ahora daremos un ejemplo de cómo implementar un analizador por cartas 
para reconocer el lenguaje generado por una gramática libre de contexto y 
de paso obtendremos varias definiciones importantes. 

Sea(}= (N, T, S, P} la gramática tal que: 

N = {E,S} 

T = {I,+,-,•,/,(,)} 

y P consta de las producciones: 

l. S-+X 

2. X-+ (X) 

3. X-+X+X 

4; x·--. x !.. x. 
5;. X:;.; I 

Donde I representa cualquier número natural. Podríamos forníalizar esto 
último ágregandolas p·roduccioncs: I-+ o, I-+ 1,. ,., I -+·9, I;.... 01, I-+ 
ll,.;., 1-> 9D .. Pero no lo haremos por simplicidad. · · 

Entonces el le~gu~Je gener~do por g resulta ser el conjunto de las expresiones 
aritméticas bien· formadas de suma y resta de naturales escritos eri base 10. 

Por ejemplo: 

I+l-1 
puede obtenerse como: 

s~x ~ x+x~x+x-x ~1+1-1 
1 3 4 5 

Definición 3.3 Producción punto 

Sea 1t = {N, T, S, P} una gramática. Entonces para toda z -+ vw producción 
de P tal que w, v E (N U T)º, decimos que z -+ v • w es una producción 
punto. Al conjunto de todas las producciones punto, le llamamos conjunto 
de producciones punto asociadas a 1t. 

En nuestro ejemplo la producción X -+ (X) genera las siguientes produc
ciones punto: 

X-. •(X) 
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X-+ (•X) 

X-+ (X•) 

X ..... (X)• 

27 

Ahora sea E :,;·{[n] 1 n,es un número natural} y sea.Bel conjunto de 
los símbolos terminales unión el conjunto de producciones punto asociadas 
a la gramltticá." Para cada cuerda w del alfabeto, definamos una carta C{ w) 
cuyo conjunto· de estados es E y con nombres en B . 

Por eje~plo,torliei,nos la cuerda 

I+I-I 

e inicialicelll~S l·~ carta de acuerdo COII la siguiente regla; 
; -·' \ ',., ·.-

(i) Ag~ég~r Ía, ~ista {[~ -1], [n], t) a la carta, siempre que el símbolo 
·ter.niinalt_ap~rezca,en.Ja posición n.de la cuerda. 

De este irio~o i~~::r~ que {[O]i[l],I); {[1], [2]; + ), {[2], [3],1), {[3), [4), -), 
{[4], [5], I) están en C(I+I ~ I) : . · · · 

I 

Establezcamos ~hora liis ¡¡g~;~n~~s · r~glas: 
·,:ó,t:~.-->· ~><:/'' :~-0 !-.·,.--'. 

(ii) Si S es el símboló Í~iéiál'de la gramática, entonces para toda pro
duéció~ ~e lá}orma'.p :7:+ w ~ÍíP ág~egár.la:arista {[O], [O];S ¿ •w) a 
la carta. ' ·: . . ·~· ,:> ·.· > ;, · ·· · .· · · · 

(iii) Siempre .. ~~e~g~eg~elll.lls una.~istá'dcl;tipo {[n), [m],A'-:...· w • Bv) 
donde ll EN y w,, v.~ (}[_ U T); ~reg~mos aristas {[rriJ, [m],B-+ ez) 
para toda. pro~ucéión de la forní.a: B ~ 'z. en ·P (esto es para toda 
producción que comieíu:e con B): . 
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De modo. que aplicando la regla (il) obtenemos ([O); (O], S-+ •X) : 

I +·· I I 
[O] 

,' ~ 
, ___ [2)·---- [3)1---. [4)1-· --- (5) 

I 1 
I 1 

I \, 
1 1 
1 1 
1 / 
1 I 

' 
S-+ •X 

Y aplicando la regla (iii) a ((O], [O), S ..... •X) obtenemos ([O), (O], X-+ •X+ X) 
y ((o];¡o],X:úl): 

X-+ •l .. 
, ' 

' 1 
/ 1 
1 1 
1 1 
1 I 
., J 

1 ' 

I \ ~. I + 
[OJ--- [1]----.. [2J--- [3)--- [4)---""' [5) 

o 
I 

J ' ' \ 

' ' ' •\ 
1 1 
1 1 
1 : ' 
\ .. ' 
\ S..:... •X,1 

' , ·' -
X~•X+X 

Definición 3.4 Aristas activas y pasivas 

Decimos que una arista es pasiva si está etiquetada con un símbolo terminal, 
o con una producción punto de la forma A-+ w• donde w.E (N. ú T)+ (i.e., 
si el punto es el último símbolo del nombre). En caso contrario decimos que 
la arista es activa. · · · 

Ahora enunciamos la regla fundamental de los analizadores p:or cartas: 
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(RF) Siempre que tengamos una. arista. activa de la. forma. {[l], [m], A-+ w • Bv) 
donde v, w E (N U T)º, y una. arista. pasiva {[m], [n], B-+ z•) con BEN ó 
{[m], (n], B} con B E T agregamos la. arista. {(/], (n], A-+ wB • v) a la. carta.. 

Aplicando la. regla. fundamental en nuestro ejemplo: 

{[O], [O];X-+ el} y {[O], [1],I) genera.n {[O], [1],X-+ Je): 

X-+ el 

O X.-+l• 
.... -- ............ .. 
:· . ' . ', 

' r , •.• ~ I I 
[0]---·.¡11 [2] [3] [4]1

---- [5] 
' ;: . . . . . -- . , 

,"_ . ---~-- ,.: ' .- . ; - - . .· ·, . 

{[O),[O);X 7 •x ~X) /{[o]'.[1],X-+ l•fge~era.ll {[O],[l),X ~X. +X); 

I I 
---- [2]---.... [3]1

---- [4]---.... [5] 

x.:...•x+x 

{(0),(1),X-+ X•+X) y {[1],(2),+) generan {(0),(2];X-+ X+ •X): 

I .. + I 

[~l] • '; ,)2] 
· ',, x.,....x.+~< .... . ' . __ .,. 

- - - -X --+X + •X 

[3]1

--- [4]1
--- [S] 

I 
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Aplicando la regla (iii) a ([O], [2], X-+ X+ •X) obtenemos: 

([2], [2], X -+ •X - X) y ([2], [2], X-+ e/) : 

X.:...+eX-X 

30 

I 
. (3)---- (4)1---· (5) 

Aplicando í~~eg¡¡ i~!ldamental 
([2],[2¡;X _i •I) r([2], [3],I) generan ([2], [3],X -+/•) 

([2], [2], X.:.... ~X~ X) y ([2],[3];X-+ l•) generan ([2],[3], X.:.... X• -X) 

([2],[3],·x .... X e:....x) y([3], [4];-)generan ([2],[4], X-+ X - eX) 

I + 

X-+ eX .:..x, 

', 
' I \¡ I 

co1--- u11

--- c21 C3J c411--- C5J 
·'-_ ,~ /' 

"... .; . -, 
',-:_--~"X'-~ X•-~,' 

, ~ -------'x'-+ X - •X 
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A su vez aplicando la regla (ili) a ([2], [4], X -+X - eX) obtenemos: 

([4], [4],X ..... •/) 

y aplicando la regla fundamental·. 

([4],[4],X--> •/) y ([4], [5],J) generan ([4], [5],X-+ /e) 

31 

x ..... 1. 

I I 

Aplicando la regla fundamental . 

/ 
I 

,,-----
I I 

([2], [4], X ..... X - •X) y ([4], [5],X--> /•)generan ([2), (5), X-+ X - X•) 

([O], (2],X-+ X+ •X}y ([2],[5], X ..... X -X•}generan ([0],[5],X-+ X +X•) 

x-x-x. ------- --, , , , , , , 
I 

I 
[O] [lJ----

I 

+ I I 
[2] [3] 

x:.+x-~x 
X-+X+•X -- --- -----------------

X-+X+X• 
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Por_últillio por Ja regla fundamental 

([O], (O),S..,.. •X} y([O), [5),X ..,-.x +X•} generan ([O), [5],S..,.. X•} 

De modo qrie lá gráfi~a c~ntien~ las aristas: 

X..:.+X-X• 

X..,..¡. 

~ + [l]---... 

S..:.+X• -

, . . . - ' 

32 

Por un desarrollo análogo, podríamos ver que la-carta _también contiene las 
aristas: · - · -- · 

x..,-.x+X• 

-x..:..x-x. 

S..,-.X• 
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Que corresponden a la derivación3 : 

S=> X =>X-X=> X +X-X~ l+l-1 
' l 4 3 5 

Podemos resumir todo lo anterior de la siguiente manera: 

Sea. g = (N,T,S,P) una. gramática.libre de contexto. Sea h • ••tn una 
cuerda del ii.lfabeto. Sea E = {[n] 1 n es un número natural } y sea B el 
conjunto de símbolos terminales unión el conjunto de producciones punto 
asociadas a la gramática. Para cada cuerda w del alfabeto, definimos una 
carta C( w) cuyo conjunto de estados es E y con nombres en B. Inicializamos 
C(w) de acuerdo con la siguiente regla.: 

(i) Agregamos aristas ([k - 1], (k], tk) para todo k = 1, .•. , n 

Luego establecemos las siguientes reglas: 

(ü) Si S es el símbolo inicial de la gramática, entonces para toda pro· 
ducción de la forma S -+ w en P agregamos la arista. ((O], (O), S -+_ eiu) 
a la carta. 

(ii) 

(RF) 

Siempre que agreguemos una arista del tipo ([n], [m], A-> w • Bv) 
donde BEN y w, v E (N U T)* agregamos aristas ([m], [m], B .e+ •z) 
para toda producción de la forma B -+ z en P. ·· · 

' ' ' 

Siempre que tengamos una arista activa de la forma ([IJ, [m]; Á-+w e Bv) 
donde v,w E (N U T)*, y una arista pasiva ([m],(n),B -+z.)éon BE 
N ó ((m], [n],B) con B E T agregamos la arista ((1), [n];A -~wB • v) 
a la carta. ;j" . .. · 

(ii) y (iii) se conocen como reglas de arriba-abajo, y el aíiali~ador pcir ~artas 
así construido es un analizador de arriba a abajo.·. El análisis tél'~ina cuando 
ya no es posible agregar nuevas aristas4 • Ncitcmos'que'siellipreiermina, ya 
que la longitud de la cuerda y el conjunto de P~()duéciónes puntó son finitos. 
Cuando el análisis terminá, para todo k =.·i; .'>;;n'.tenem~s: : '' ·· 

·.~'.,~ '-··=:1·~; ,..,,.-~·-" 

t1-'· •t1< E L(g) si y sólo si existe Ú;a, arist~pasiy~de laforma((O),[k),S-+ w•) 
en la. carta y S-+ w es una producción•eri P: D.' ·:>. · · -· · · 

(• .- :·: , '.'.:: _'.'_ <~ ~·< .'<;:·~·:l~~;: ... :·:;"tc-.·:··'.·}! ·'·.<: .. ¡::'.~ 
Esta última ~firmaclón es consecuerici~ h1di~e~t~del íeo~ema2.1S y los resul
tados del capítUJo 4( Su démostraciónpuéi:Ié ,con~wi~se en [AU72, p:p. 320-

3· ·. : ' ·· '.·· .·· -·»·'' ··:~:-~ff<-'.':~~:c-\'.:;c~,;')~:(.;:;:~ .. · .... :t:·:.·::7_::: .. :,:.·::,::. :. ; 
T&mbién pueden ~orreáponder a otras derivaciones, por ejemplo: 

. S~)(,1X'¿/(~:::.1~-t~X~1+1+1'-1. 
4 - ·. -.. . . : ·::·,, _.;::~· .. ··':::; ·.: ·, ; :'::·· .. :'·:"".:: ;,..·:. ' 

Formalmente O = C.; para algún n en los naturales._ 
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331) aunque no la usaremos en el resto de la tesis. Para un tratamiento de
tallado de los analizadores por cartas y su implementación en Prolog, puede 
consultarse (GM89, p.p. 179-215). 



4. Lógica de Primer Orden 

Damos una breve introducción a algunos aspectos de lógica de primer orden 
necesarios para poder hablar .de programas lógicos. Nos basamos en los 
textos de Enderton[End87) y Lloyd(Llo87]'. 

4.1 Definiciones Básicas 

Definimos un lenguaje de primer orden, partiendo de un conjunto infinito 
de símbolos. Suponemos qüe ~ada símb'olo es un'a cntidadindivisiblé y que 
ningún símbolo és una sucesión de otros símbolós. Agrupamós a los símbolos 
de Ja siguiente man.~rai: · ··· · · . " · . · 

,· ... · .. 

• Símbolos lógicos 
' .;l 

Pa~éntesisi (,) • 

. Coneciivos: ~' :..-.:.:., 11, ~. 
Variable~! Vn don.dd n es cualquier. entero positivo. 

• Parámetros 

Símbolo de cuantiftcador: V'.>. 

Sí~bolos de: predicado:. Púa ,cada entero positivo n, un conjunto, posi
blemente vácíoi•de símbolos, llámados símbolos de predicado n~ario. 

Símb¿Jos de constante: U~ c~~jJntci; posiblem~nte v~~~o, de símbolos. 
. " . ._ .. . :"',.--::=e -- - -~;-'--·; - -- . -·· 

Símbolos. de Junci6n: Para cada.~ntero positivo n .un' é~njunto; poái
blemente vacío, de símbolos, llamados síniboloá dé'run'ción n~aria .. 

Ejemplo 4.1 

A la teoría elemental de los números podemos asociarle el lenguaje de primer 
orden cuyos parámetros son: 

Símbolos de predicado: { <, i:::i } 

Símbolos de constante: {O} 

35 
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Símbolos de función unaria: {S (para sucesor)}. 

Símbolos de función binaria: { + (para suma),· (para producto), E (para 
exponenciación)}. 

Usaremos este ejemplo a lo largo del capítulo para ilustrar las definiciones 
que siguen. 

Definición 4.2 Expresión 

Definimos una expresión como cualquier sucesión finita de símbolos del len
guaje de primer orden. 

Por ejemplo: 

SS<<OSS+S 

es una expresión. 

Definición 4.3 Término 

Definimos el conjunto de ios términos inductivamente, de la siguiente ma-
·. - . - ~ r, . . - . 

nero: 

1. La~ variables y la~. cbnstcmtcs s;on términos. 

2. Si1 ei un iírnboÍo de/11~ción n~aria y t¡, t2, ... , tn son términos, 
entonces ft1t2'; ;.t~ es un término; . 

3. Sol~mente las eicp'resiones obtenidas a partir de (1) y (2) son términos. 

Por ejemplo: 

o 
Sv¡. 

sssso 
+ SSSSO Sv1 

son términos {agregamos los espacios en blanco para facilitar la lectura pero 
no son·parte del lenguaje). 

Definición 4.4 Fórmula atómica o átomo 

Una fórmula atómica o átomo es una ezpresión de la forma Pt¡t2 ... tn 
donde P es un símbolo de predicado n-ario y t1 , t2 , ••• , tn son términos. 
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Por ejemplo: 

< O + SSSSO Sv1 

es una fórmula. atómica. 

Si bien esta.a expresiones son adecuada.a para. el desarrollo formal de la. teoría, 
resultan un tanto difíciles de entender. De modo que constantemente usare
mos abreviatura.a pa.ra facilitar la. lectura. El lector debe tener presente que 
se tra.ta''únicamente de notación. Así por ejemplo: 

< O+ SSSSOSv1 

lo denotamos 

< (o, +(s4o, Sv1) ) 

e inclusive por tratarse de predicados y funciones binaria.a 

A veces también usaremos,metava.riables :i:, w, y, z para. simbolizar cualquier 
va.ria.ble. e.g., , , . · ·. 

;o ~ s~óf sx · 

Decim~s que a ~s un~ llter~l si a es u~a J6rmtila atómica o la negación de 
un fórmula atómica: i.e:, a,= (-if3) con (3 fórniufo atómica. 

Por ejemplo: 

y 

son Ji ter al es 

Definición 4.6 Fórmula 

Definimos el conjunto de fórmulas inductivamente de la siguiente manero: 

1. Las fórmulas atómicas son fórmula.a. 
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2. Si a y f3 son fórmulas y v; es una variable1 entonces: 

('."'a). 

(a-+ /3) 

(a 11/3) 

(aV/3)· 

Vv¡a 

son fórmulas. 
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3. Solamente las expresiones obtenidas a partírde (1) y (2) son fórmulas. 

Por ejemplo: 

es una fórmula; 
,. - -•: .. 

Definición. 4. 7 Pr~sen~ia Üb~e · .· 
Sea X· cuál~~i~r variJbi~'v 6{~uai~uiei:tói;uila; :nf¡friifnos'iriductivamente 
X aparece Jibre en 6 de la sigÚie~te ma71éra,(\ ~( ... · .. . . . 

1. Si6 ~s 'at6ii'íica;· x ~P3.~eJ~ libre' e~·6, si~· ~~~:re~~. en (e~ un símbolo 
de}6.·.··.·.· .\ :.::c.>. \.' (i,.jc ;· >·· 

2. Si 6 = (~a),.enJon~es;a~arece'ubiee~ 6 si .. ;;a~rece. Úbre en.·a. 

3 . . Si 6es (~ ··~ ~), (~ ~·p)ó (~ V'P)!e~t~A~e/~ ~;~;~~~'Ü!J~~ én 6 si 
X aparece libre en a' Ó en {J; , ., ' 7· 

.{. Si 6 = Vv;a,,~n~~l'lces i ~~árecelibie ~n 8•s{; ~'¡;a~ce libl'e én a y 
X f: V¡; . , . . 

A . las, variab~es q~e aparece~ li~~s én un~fdrm~/~ 'fos lla~a~ós. ~ria bles 
libres de la /ó;T,¡uf~:Si x'aparece én 6í pero no es una va.riable libré de 6, 
decimos qufl:está cúantificadá.; · · ·· 

Por ejemplo: 

v1 aparece libre e~ Vti1 vi< O -+ Sv1 < SO, (nótese que sus dos primeras 
presencias no son libres) y está cuantificada en Vv1(v1< O~ Sv1< SO) 

1 i es cuaJqu.ier entero positivo. 
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Definición 4.8 Enunciado 

Definimos un enunciado como una fórmula que no tiene variables libres. 

Por ejemplo: 

Vv¡ 111 < O --+ \>'112 Sv2< SO 

Definición 4.9 Estructura 
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Sea C un lenguaje de primer orden. Definimos una estructura IJI paro C 
como una función cuyo dominio es el conjunto de parámetros y tal que: 

J. IJI asocia al símbolo de cuantificador 1/ imconjunto no vacío 1'111 lla-
mado universo de IJI. · · . · · · · 

2. IJI asocia a cada símbolo de predica~~ ~-ario J una relación n-aria 
p"I ~ l'llln. . . .. . 

3. IJI asocia a cada símbolo de ~onstante e un elern_ento c~ de 1'111 • 

.¡. IJI asocia a ~ada símbolo de f~~ci6nri-aria f u11afu';¡ción n-ária f'11 : 
l'llln-+ 1'111.. . 

Ejemplo 4.10 

Podemos ~oéi~; 3.J l~ng~aje del ,ejemplo 4.1 la estructuraµ tal que: 
-. .. . . ., '": . 

lµI = N!os números naturales 

<µ = { (n,~) 1 ~{rneN y n < m } 

Rlµ = { (n/~rl~~N}. . 
oµ;,, o 
sµ :N ~Ne~ tal que'sµ(n) = n + 1 

+µ :Nx :.v-¿~,V-ti;.iqu~+µ(n,m)=.n+m 
·µ:N xN~Ntalq~~·µ(n,m)=n~m 
Eµ :.N X )¡ 2-+N tal que Eµ(~ 1 m) = nm 

Es importanteaclarar que< Ri O + ·(en negritas) son símbolos del len-
. guaje de primer orden, mientras que <, =, O, t;: ·son las relaciones menor 

que, igu3.I a, el cero, y las operaciones de suma y producto en !Ós números 
naturales, respectivamente. < · = O + · son símbolos del metalenguaje y no 
pertenecen al lenguaje de primer orden. · 
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Algunos autores llaman· interpretaciones a ia8 estructuras. Entonces se dice 
que: 

<µi ·~µ.:oí',; Sµ, +µ, .. µ, Eµ 
•o' ,,,~•. ·' • - • ·i .. '., 

son las interpretaciones bajo /l de loll símbolos <: Rl O S + · E respectiva-
me~& ~;~~ 

, .. ,.. ·:>< :·· 

En adelante, aunque no á~ menciolle/.~~mimos que todas las fórmulas, 
estructuras y collstrucciones están defüÍidas réspecto a un mismo lenguaje 
de primer orden dado; · · · 

Definición 4.11 Asignación de variables 

Sea C un lenguaje .de primer orden·.~ q; una estructura:para el lenguaje. 
Sea V= { Vn 1 n entero positivo} d·conjunto de todas;las.variables 
de C. Decimos que la función h es. uná asignación dé variables para q¡ si 
h: V-+ l'»I. . . 

Definición 4.12 q¡ satisface ó.con h 
- - •,'- .,._.·' . ' -. ' 

Sea q¡ una estructura para el lenguaje, ó. una f órTT!ula y h una asignación de 
variables paro 'li. Decimos que 'li :satisfáce 15 con h; lo cuál denotamós: 

- .---:;,- -.-- · ... -- .. --, •.. - ' .. -•'' ·-_< - , 

·Fi.~····.·~···:¡1i1·· 

si y solo si la tráduc~ión 'd~ r5 deter.fni~<Jd~ poi.. 'li/do~de la variable x se 
traduce como h( X) siemp~ q~e aparece' libre en ·Ó, es veTdade~. 

- ·:-,.'': ·«.<' 1'·.'' - -';~·. ..,. ' 

Formaln:lente esto' se expresa de la siguierité maner~: ; .· 
' - ' '' - ·- , , --. e¡;· .. -;; 7 ',~~-- • "' •. · ;7,.; 

l. Tér~iJl~~i , .• .' .. \~ ;; .. :., .. :: ' 

Sea T cl conjun't~ de to'do~ los térfund~ de LDefinimos la extensión 
Ji: T ~.l'lij'éomo:/ · '{ .}' · 

(a) Pa~:;~~~~!¡~f~~~·*(~)·~·~(x)., · 
(b) Para c~dásíIIlbolo'de·~~l!~~~t~ c,' h( h =<e~: 
(e) :i~:;er0 ~¡~~~10':~~ f~:~~í~~ ·~~~i~ i ti.t2,.;:, tn s~n térmi~os, 

· · iut1t2. :.L> ;;,¡~<li<ti). 7i(t2),., ;, ii(t~)) 
i.e., la extensió~ h aáocia a~~~ término un elemento particular 
de ¡q;¡. · · 
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2. Fórmulas 

(a) Si P es un símbolo de prédic3.dó n~ario, 

f=., Pt1t2 . . ':·~nf~J~Í y·~~o si (K(t1),7i(t2), .. . ,7i(t,.)) E P" 
·: .. .. :·_ ·; .·,.> ___ , -" ;,. ' 

{b) f=., -,6 (h]~i y'~~1~·si~o~~ ~~mpl~ ~~ 6 [h]. 

(e) I=• (a'-+:ft) (;;] ~i'Y';~~lo~~l ~., P [h] 6 no se cumple I==• a [hJ 
(o ambas) ... ·. 1 ·.' •• '. ., •• • 

(d) ~., .(aX/J)'.v;J'si ;;s~1b~r~~:~~·[h] 1Y.·~~< ~[h] ,f ·<. · .. 

~:; ·~:. (~r~~~ 1~.~~~~;~!i~l'.:¿~~it~ ~r.t>; .. 
f=;, ?6. [h(x' 1 d)], dó~d~ IÍ(z 1 d)'es, una fu~ci6n qtte coincide 
CÓil h e~ 1'todÓ SU dominio excepto que en cJa .Variable X toma eJ 
. váfor d. i:é:~ h(x 1 d)(z)= h(z) para todo z #':e· y h(ii: 1 d)(~) =d. 

',. ·- ·-- .. '" ... <- ." ·~ ·,· . --- ,'. . ·' ·- --- - ··.·. ' .. ,. ..- ' -

Ejempl~ _ 4·:1if)~~ :~ :,\---:-<:~,.; 
Retomand~ ~1· ej~iU'p!o'.4:10:' 

Si x, y s~n variabÍes y h es 
ly h(y) -::: 2, éntórices' · 

asignación de variables paraµ tal que h( x) = 

[h] 

ya que esta fórní~a'es una 1abreviatur~ de . . . . - - ' . . . 
,. · ' J ~¡. ~ .¡_;yssso . fhl 

y por. deflnición de Í
1

te~.~rrids' q~.·e 
• . ..•.• -l ,, 

h( +xy) 
:,': ·:<_;,;:-,.-,J;'· :::;: __ -/'.~·:·. 

= : +~<7i(c}, ii(y)): 
=. h(x)+h(y) 
= h(x >+iicy> = .1+2 .,. 

= 0+1+1+1 
= 7i(o) + 1 + 1+ 1 
= S"'(h(O)) + 1 + 1 
= h(SO)+ 1 + 1 
= S"'(h(SO)) + 1 
= 7i(SSO) + 1 
= S"'(h(SSO)) 

h(SSSO) 

Y 7i(+zy) = h(SSSO) implica (7i(+xy),7i(SSSO)) e r::i"" y porlo tanto 
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f=i, Ri +z11SSSO {h] 

Aquí result.a cÓ~ve~e~té i~troducir las siguientes abreviaturas: 

Si a y ¡i s~~ ~ófuiajasy :i; cualquier variable entonces: 

(a ~¡i)abr~via~.(~-+ a) 

(a ~/l) ¡br~~~.~ (a-+{))/\({)-+ a) 

3za abr~~i~ a(~v;('-ia)) 
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Así Íen~m'o~'que'si hes una asignación de variables para Ja estructura \11 : 

l==w 3xa[hJ syss,l==w (-Nz(,a)) (h] 
syss no se cumple l=w lfz(,a) (h] 
syss no se cumple que para todo d.E jl{lj i=w ·::,~'[h(~ 1 d)] 
syss no se cumple que paratodo d E jl{lj 'no' l==w', a [h(x 1 d)] 
syss hay una d E ¡q;¡ tal que f:;¡; .~· [~(x 1 d)] \ , ·· 

_ _,.~_. :~- : -_ :.-;,;«::-. ··, ·_-_ :-::_,-, 

Los símbolos ..:....-, ~ ftin~ionan cÓmb cone~tlvo;;:1n¡~~t~as.qúe 3 juega el 
papel"de cuantificador cx.isteitcial. :·:_r~, /.: 

De nuevo para simplificar la lech1ra y evltarpar~ntesis;iu1~¿es;~riÓs estable
cemos la siguiente jerarqtúa de p~eceden'cia' al asociar. Iéi~ símbolcis: 

, 
V,3 

/\ 

V 

Definición 4.14 Consecuencia lógica 

Sea r un conjunto de fórmulas 11 6 una fórmula. Decimos que 6 es una 
consecuencia lógica de r o que r implica lógicamente a 6; lo cual denota
mos r I= 6, si 11 solo si, paro toda estructuro q; del lenguaje 11 paro toda 
asignación de variables h tal que \11 satisface a todos los elementos de r con 
h, tenemos que l==w 6 [h]. 

Si a y f3 son fórmulas, escribimos a p f3 en lugar de {a } I= {3. 
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Ejemplo 4.15 

Sir= {Vx(x< Sx)} entonces r f= (O< SO). 

Demostración Sea ti una estructura para el lenguaje y h una asignación 
de variables. Supongamos que ti satisface a todas las fórmulas en r con la 
asignación h. 

entonces f=., Vz(z< Sx) [h] 

entonces para todo d E ltil tenemos que f=., x< Sx [h(x 1 d)] 

entonces para todo d E liPI tenemos que (h(x 1d)(x),h(x1 d)(Sx)) E<" 

entonces para todo d E liPI tenemos que (d, s"'(d)) E<" 

en particular si d,;,, O~:tenemos que (o'll ,S"'(o'll)) E <'ll 
- - ;•., ' ·" .. ·« .~ ,, ' ' .. : - -

entonces (h(O),~(So))°e ~-;¡, 
.... . ..,. - -· -~-.-- --· .:- ,:,; 

entonces'!=~ o':< so,;, [h], . 

Por lo t~Úr<I= (O< SO). 

Nótese que solamente supusimos que ti satisfizo todas las fórmulas en r con 
la asignación h. Exceptuando esto, la elección de 'll y h es totalmente arbi
traria, de modo que l'lll podría ser "cualquier" conjunto y no necesariamente 
el de los números naturales. 

Definición 4.16 Equivalencia lógica 

Si a y (3 son fórmulas tales que a I= (3 y (3 f= a decimos que son 
lógica.mente equivalentes. 

Por ejemplo: 

(-ia V -i(J) y -i(a A {J) 

(a V (3) y ((-ia)-> (3) 

(a A (J)y-i(a->(-i{J)) 

(a-> (3) y (-ia V (3) 

Definición 4.17 Cerradura universal y cerradura existencial 

Si a es una fórmula cuyas variables libres son z1, z2, ... , Xn entonces defini-
mos la cerradura universal de a como V( a) = Vz1 Vz2 ... Vzna y la cerradura 
existencial de a como 3( a) = 3z13z2 ... 3zna. 
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Por ejemplo: 

Si a = z<y --> (3z z + z~y)¡ entonces 
... - -

V(a) = Vz'Vy(z<y ~ (3z z + z~y)) 
·. :Í(a)= 3z~~(z<(v,'._..(3z z + z~y)) 

Definición 4.18 Verdad'y modelo: 

Si 6 es un enunciado y q, una e8t,;;J~iuro t/~tonces sucede e.xactamente alguna 
de: · · ' " · • ' '•·· "·'" ,'"',\;·,·.· 

,··: 

(a) q, satisface 6 cb'k~talqÜier a;ig~~~idfl de variables. 
' - . .- ., ,• ·i-.'' . ~, ;; •.. ,~ - :··· __ .,.,_ . :: i' . - ,.· ,.,. :- -

(b) q, no s~tisface 6 con ninguna asignación de variables. 

Ya que los ·:~~nci~to~cnoiü:~eTI :;;~~ables libres, y resulta irrelevante la 
asignación _ele váriabléfquc~elijáÍnos. ••··· ' 

··;:;-:;_•r 

Si,<JCu,.,:¡ó (<J)d~cim~~ qÜé6 ~sverd~~rci re~pecto a q, o que q, es un modelo 
de 6.-;-EscfibirñoS , --~ _ -~:~·: ~,·-::; __ ·_ '.t~-

f:.¡;:6 

Si r es u~ i:ofljü~t~' de' ~~uTl~Íados; decimos que '11 es un modelo de r si y 
sólo si es modelo de éada un.o de sus elementos. De modo que r f= 6 si y 
sólo si todo modelo de r es también un modelo de 6 • 

.. - >_-. __ ;--. '.·' ·---. ·.-,- - ·: 

Definición 4.19 Conjunto satisfactible de fórmulas 

Sea r un conjunto deJórmulas. Decimos que r es satisfactible si ezisten 
una estructura '11 paro el lenguaje y una asignación de variables h tal que '11 
satisface a todos los elementos de r con h. En caso contrario decimos que 
r es insatisfactible. 

Notemos que si r es un conjunto de enunciados, entonces r es satisfactible 
si y sólo si tiene un modelo. 

Observación 4.20 Si r es un conjunto de fórmulas insatisfactible, en
tonces el conjunto de todas estructuras '11 del lenguaje con sus respectivas 
asignaciones de variables h tal que '11 satisface a todos los elementos de r 
con h es vacío. Entonces para cualquier fórmula 6 se cumple r I= 6 por 
vacuidad. El hecho que r sea insatisfactible es equivalente a pedir que e.xista 
una formula a tal que r I= (a /\ -ia). 
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Teorema 4.21 Sea r un conjunto de fórmulas y 6 una fórmula entonces 
r F 6 si 11 solo si r u {-.6 } es insatisfactible. 

Demostración 

1 ~ 1 Sea. 'li cualquier estructura. para. el lenguaje y h cualquier asignación 
de varia.bles. Si 'li satisface a todos Jos elementos de r con h, tenemos por 
hipótesis que F'11 6 [h]. Entonces no se cumple F'11 -.6 [h]. Como la 
elección de q¡ y h fue arbitraria. r u {-.6 } es insatisfactible. 

1<=1 Sir es insa.tisfactible, entonces por la. observación 4.20 tenemos r 1= 6. 
Sir es sa.tisfactible, sea q¡ cualquier estructura para el lengua.je y h cualquier 
asignación de va.ria.bles, tal que 1Ji satisface a todos los elementos de r con h. 
Como por hipótesis r U {-.6} es insatisfactible, entonces no puede suceder 
FIJI -.6 [h]. Por Jo tanto l=w 6 [h]. Como Ja elección de q¡ y h fue arbitra.ria 
concluimos que r F 6. <> 

4.2 Modelos de Herbrand 

Definición 4.22 Universo de Herbrand 

Sea C un lenguaje de primer orden. Definimos U e el universo de Her brand 
para el lenguaje 'Í, como el conjunto de todos los términos sin variables del 
lenguaje C;· i.e:; lÓs términos formados a partir de los símbolos de constante; 
Si C no tiene sínibOlo~',de constante agregamos uno con este propósito. 

En el ejemplo 4.l: 

Uc = { o, 
o+o, O·O, E(O,O), 
so, 
o+ SO, O· SO, E(O,SO), 
SO+ O, SO· o, E(SO, O), 
SO+ SO, SO· SO, E(SO, SO), 
sso,. .. } 

Definición 4.23 Base de Herbrand 

Sea C un lenguaje de primer orden. Definimos Be la base de Herbra.nd para 
el lenguaje C como el conjunto de todas las fórmulas atómicas sin variables. 
Formalmente cualquier e:i:presión de la forma Pt1 t2 ... tn donde P es un 
símbofo de predicado n-ario y t1 , t 2, ••• , tn son términos sin variables. 
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De modo que la base de Herbrand se obtiene adjuntando los símbolos de 
predicado de Ca los elementos de Ue. . 

En el ejemplo 4.1: 

Be = { 0< o,. 
O Rl·O, 

o< o+ o, o<:: o. o, 
0 RI 0 +O, 0 ~ 0 • 0, 
o+ o < o, o . o < o, 

o< E(o,o), 
O~ E(O,O), 
E(O,O) <O, ... } 

Definición 4.2~ ~strúctura de Herbrand 

Sea .C un lenguaje de primer orden. Decimos que il! es 1ma estructura de 
Herbrand para el lénguaje si: 

J. !tJtl =;= Ue 

2. Para todo símbolo de constante c, c.¡. ::: c. Es decir las constantes son 
asignadas a sí mismas. 

3. Si f es ~n símbolo de función n-aria entonces ¡'I' : (U.l:t :__. Ue es 
tal que J'l'(ti.t2,. . .,t,.) = fti,t2, .. .,tn. 

Notemos que en las estructuras de Herbrand la asigna~ión d~l·~ni~ersci, las 
constantes y los símbolos de función es fija. De modo que;fa.'estructura 
queda totalmente determinada por las relaciones asignadas:a:los'símbolos 
de predicado. A Sil vez notemos que si p es un sírn~olo 'de'pre<llcadó . n
ario entonces p'I' s; (Uer de modo que, las relaciones qiÍedaiif~talmeíite 
deterniinadas por un subconjunto de Be, la base de Herb.rand:;Pcir ejémplo: 

_,;;.f ... />:'···:·· 
El conjunto • · ,, · • 

{o < so, o < s20, o < s3o, so·~ so, s~ ~ s.2~,: ~o.~. s 3o } ·s; Be 

determina que 

<.¡. = {(O, SO), . (o; s_2o),\i (O, S30) } 
~.¡. '{(SO,-SO), :(S~~S20),·~ (SO,S3o)} 

.·,·¡,·:· 

para una estructura de· Herhra.ild q, 

Definición 4.25 Ó~~~~t~;'~Jciado a una estructura de Herbrand 

Sea C un lenguaje d~'pn'J:er ~~en.• Sea q, una estructura de Herbrand para 
el lenguaje C. Definimos H(il!), el conjunto asociado a la estructura il! 1 

como: 
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(t1tt2 1 ... 1 tn) E p'11 donde 
p. es cualquier símbolo de predicado n-ario en e 
y n '?. 1} 

Notemos que H(IP) f; Bc. rie hechÓ H(lli) caracteriza a q; en el sentido de 
que si I ~ Be, cÍltonces eXiste.una única estructura de Herbrand q; tal que 
H(lli) = I . 

Definición 4.26 Model~.d~ Heí:br~rid · 
Sea r un conjunto d~ eriun~i'rid~s;~~u~·le~~~aje cÍ~primer or'den.:Decimos 
que q; es un modelo de Her brand párct r ·;~¡¡ q;; é:tun':modelc/ de· r y q; es 
estructura de Herbrand pá~ ~/ lengúaje dá~(), :; , " 

Retomando el ejemplo 4,.1:. , · 
. •'' '''.:...--~-

Si r = { Vx o < S:ii}. e~todi:es'lit cstr-~ctura ;~ci Hérbf and. q;' det~~rni~ada 
por el conjunto ·-. . - . . ·- . . . . . -. . . . . . . . . 

II(>I!) = {O<S0.1 .. \; / •... : ·. 

o< S(O'+ o); .~:o<: S(O .·o), ,;O.< S(E(o,o)), 
o < sso; )/ : :' . • . , .,. .• ... . . . • . . 
o< S(o +so),' .O < S(O; So), ··o < S(E(O, SO)), ... } 
{O<Sti.t~'Uc} .... 

es un modelo de Hcrbra~d -~a~a ~. 

4.3 Sistemas Formales 

Ahora daremos algunas d~finicio~es';~e sistemas formales. Nos restringire
mos exclusivamente a lenguajes dé primer orden;. para un tratamiento más 
general puede consultarse(Men64):~i . · · 

Definición 4.27 Regla de ln~~re~~¡;~o' 
·, ·. ···'\''' ··,; 

Sea C un lenguaje de primer orden. •'seai: el,é:óriJurito de t;JJas lasfórrnulas 
en C. Una regla de inferencia· de ai-id~d n; es uni:i;relaéión C1> .::e .1'.n, tal 
que para cualesquiera 61 , 62, ... , 6n (con.~ > !J)¡órf(.~tá'{d~l leng-;aje existe 
una manero efectiva2 de decidir Si {~1·~:62~< ~~·~«5;¡): ... E~.~~tr: <:~·:.~ .... ~~:·-
En tal caso decimos que 6n es una consecuencii dÍrect'ad~6í',62 , .. .,6n-l 
en virtud de la regla fl. . .. ··· · · · 

•Una diecusi6n detallada sobre el significado de la efectividad puede c~nsultarse en 
[End87, p.p. 93-97]. . 
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Definición 4.28 Sistema formal 

Sea C un lenguaje de primer orden. Un sistema formal es un conjunto finito 
de reglas de inferencia en C. 

Definición 4.29 Deducción formal 

Sea C 1m lenguaje de primer orden. Sea r U {6 } un conjunto de fórmulas 
de C. Sea SF un sistema formal para C. Decimos que 6 se deduce de r 
en S F si y .9olo si existe una sucesión finita 61, 62, •.• , 6,. de /órmulas en L 
tales que: 

J. 6 = 6,. 

2. Para todo k = 1, . ; . ; n se cumple Ó¡, E r ó 6¡, es una consecuencia 
directa de un subconjunto de { Ói, 62, ... , ói.-1 } en virtud de alguna 
regla en SP. 

Escribimos ~~tonces f 1-SF Ó. 

Ej~mplo 4;áo 

En.el e. jem.···. plCl.4.1; seaM la regfa de infe~eu~ia conocid~ como m·odus ponens, 
' • : ' ' , ~ - -_o .:_: __ • ,-· • - -

i.e., . . 

M={(a,a ~ /1,P) 1 a,/JfórI!l~as d~C; 
' .... , . . ' '' .. ; . ,. ., 

Sea D el sistema for~·al cuya úz{ica regla de inferencia es M. 

Sir= {Yx O <x -7- O<SO,VxO <x}entonces 

ó1 =Vx O<x 

62 = Vx.~<~ ~o·~ so 
. 03,,;0 .{$~< 

es una deducción forma! de O < SO a partir de r. Por lo tanto: 

r 1-v o< so 

Definición 4.31 Validez de un sistema formal 

Sea SF un sistema formal para un lenguaje de primer orden L. Sea r un 
conjunto de fórmulas en C. Decimos que SF es un sistema formal válido 
parar si, para toda fórmula 6 del lenguaje, sir 1-sp 6 entonces r F= ó. 
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Definición 4.32 Completud de un sistema formal 

Sea SF un sistema formal para un lenguaje de primer orden L. Sea I' un 
conjunto de fórmulas en C. Decimos que SF es un sistema formal completo 
parar, si para toda fórmula fJ del lenguaje, si I' I= fJ entonces I' 1-sF 6. 

En los capítulos siguientes haremoH referencia a la completud y validez rela
tivas a un conjunto restringido de fórmulas!:, de un sistema formal SF. Es 
decir que para toda fórmula fJ elemento del conjunto !:, se cumpla r I= fJ 
si y sólo sir f-sF fJ. 



5. Programación Lógica 

Ahora presentamos la herramienta báBica de la programación lógica. y enun
ciamos la completud y validez de Ja: refutación SLD como sistema formal 
para programas lógicos. Nos basamos en el texto de Lloyd[Llo87]. Muchos 
ejemplos y resultados están tomados de ahí sin demostración. 

5.1 Definiciones Básicas 

Como en el capítulo anterior, para todas las definiciones y teoremas traba
jaremos sobre' un mismo lenguaje de primer orden c. 

' _, 

D~ftnl~ión • s;J. Listas 

Las listas .~on un tipo especial de térmi.nos que definimo.dnductivarnente de 
la siguiente manero: . . . 

1. ni{ es ur1a lista. 

2. Si l. es u~a. lista y t. es un término entánces c~ns(t,l) ·es una· lista. A 
· t se ie llama cábeza·Y a 1 cuerpo de la lista! .. · ·· ·· · 

ni/ es un sí~bcJlod~.c~nst~~téy ~~nsun.~ímliolo defu'nc~ónbi~aria. A. ni{ 
le llámámc,s Iista vacía> Er¡ · 1a práctica, usamos las siguientes. abreviaturas: 

[] para de,notár.~il · •· 

[ t l l] para denotar cons( t, l) 

Ejemplo 5.2 

abrevia a la lista 

[23 1 [34 1 [56 1 []]]] 

cons(23, cons(34; cons(56, ni/))) 

que también den()ta.nios como 

[23,34,56] 

[23 I [34, 56)] 

50 
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(23 1 (34 1 (56J]) 

Nótese que (56] abrevia a la lista (56 1 UJ. Hay que tener cuidado con esta 
notación, ya que por ejemplo, [[23] 1 (34, 56]] denota la lifta ((23], 34, 56] y 
no la lista (23,34,56] como podría pensarse. Formalmente: 

.. . 1 

O= nil 

y 

[a¡,a2, .•• ,an] = [a11 (a2, ..• ,anlJ 
· =cons(a¡,(a2, ... ,an])Paratodon 1 

Definició~ ·. 5.3 .· Cláu~úlá •• 
Decimos q11e ;m~JCÍ;mlJÍ~ ~~ una cláusula; si es de la fo a: 

donde las lj.so,;: liier~l~s y n ~ o;·, Guarida n = O, la ll mamos cláusula 
vacía (ver. definición'5;9}> '•' ;,c. • . 

' . ' . ~' ',. _. ' , .. ' , . 

Por ejempl~: '.' ..... :; .. 

Si p,q)son.sfmbol~s cié pr~dica<lo\bi~ariO, j es un sí bolo de función 
binario y X ,Y, Z son variables para el lenguajé entoí1ces: 

¡' . 5,. . . -

'Vx'wvzcp(.Jc;i)v·.:.:ÍJ(x;Y-) v-ir(Y, z)) 

VXvY(::;p(.-Z,Y) vr(!(.X,b,a))) 

son cláusulas. 
·. .· . ··: 

En los siguientes ejempl~s supondremos qu~ las let~as mayúsculas denotan 
variables y las !et.ras núnúsc~láii denotansímbolos ~e predicf.do, símbolos de 
función o constant~s para.el lenguaje de primer· orden. La aridad de todas 
ellas quedará determi11,a~¡¡,por el.co11.texto ..•. 

Como toda cláusula ~e compone de literáles, sin perder gener ·dad, podemos 
suponer que t.iene la forma: · '· · ·· 

VX1VX2 ... VX.(a1V •• :vakV~b1V ... V-ib) (5.1) 
. . . . . . . . 1 

donde las a¡ y las bj son. átom. os..y :X .. ··.·1·.·.·.x.· 2; .. ; ... ·.;···X·.··. ~ .• ·:son··· to~as· las. variables que aparecen en ellos. Notemos que (5.1) es lógicamente eq 'valente a: 

VX1 VX2 ... vx.((~1 V ... V~~) V ~(b1".:. ¡\ b )) 
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que a su vez es lógicamente equiv~en°te a: 

. VX1VX{ • ._.'t/X.((a1 V •• ~ V a¡,)+- (b1 /\ ••• /\ bn)) ·. .·· .·.;;,' .·., .. ··- •' 

y en. adelante" Ja deiibtaremos simplemente. como 
>•,' :-· .'J.,: ''':> ::,.: '''·'·• ::. ·:.-' .-- .·;: . ,. ,· 

.... ·.. .· ·¡·~::Lf~5~·.··'.;~·~·~7~1 .., .. ,bn •..•... 
A b¡,; • .,b~ le llaIIlamºª el imtecede~te;y:a a1;'.~;,a¡, el consecuente de 
la cláusula; O~sérvese :que' tcidas 1las~,variab.Je~ estifu 'cuantificadas univer
salniente/ y•que Jlls céírfta:s ~Íl el'antec~dente d~notii.n co~junción, mientras 
que en el c~risecii:ént~ deii~tan;disyU:ricióií; .· .. · .·. ' 

.-.- --- -"·,~'·: :·· .,,,-. ,, ._, ·'·;_. ::··,. ,:-r~, ;· -- '" -_. -

Deftiiiéión s:4. Cláuínila 'definida :.• 

Una dáusÚla (l~Jni~a es u~~ cláusula de la forma: 

./ ·a <-:-b¡, ... ,b~ 

Donde ~; bl, b2; • . ·., b~ son átomos y n ;:::: O, A' a le llamamos cabeza y a 
b1,. •• , b,.> cuerpo• de la cláusula. 

Deft~ició~ 5 :~ ~láusula ·unitaria 

Una 
0

éláusttla_ unitari~.~s un~ cld~s~la.defi~ida 

a·<-

i.e., un~ c/áu~ula definida cuyo"~uerp~ es vacío. 
'. ' .• -- .. ·-· ,· ··¡·.·_.;'; . 

DeftniciÓri s.6 _Progr~~a: deft~ido . 
. :;:·- ·,; ~ -;: . -:: 

Un programa definido es:un con}unt<Jfinit<J' y no vacío tie cláusulas definidas. 

Si q ·es cabeza.· ele ~guna'. dáiiáuia en un ¡irogra.i'zia definido r, entonces al 
conjuut?.d~ ~áusiilas'Íin'(cuyá cabeza ~s q le.llamámos" definición de q. 

Ej~mpl~· 5:~ . 
busc~(T,'P) ;__ co~pa;a(tiP) >. · 
bu;ca([X J ;], h 2 buscacl', P) 

compiird(x;o5~ ; . •. 

comp~~a([XJ Y], ¡X J Z]) '-7 compara(Y, Z) 

es un progrUI:de~niJ~. La definición del predicado busca es: 

busca(T,Pf;_com~ra(rr,P) . 

busca((X 1 Y], P) ..._:. busca(Y, P) 
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5.2 Unificación 

Definición 5.8 Meta 

Una meta es una cláusula de la forma: 

con n > O, esto es, una cláusula con consecuente vacío. A cada b¡ le lla
mamos submeta. 

Definición 5.9 Cláusula vacía 

La cláusula. va.cía. es aquella cláusul~\o~,a~t~cedente y consecuente uacíos. 
La denotamos como o. Si en un sistema formal deducimos la cláusula vacía 
significa que se ha inferido una controdiccióri~ 

Definición 5.10 Expresión simple 

Definimos una expresión simp!e1 como un término, una literal o una con
junción o disyunción de literales. 

Definición 5.11 Sustitución 

Una sustitución es un conjunto finito O= {Xi/ti,X2/t2;; . . ,Xn/tn} donde 
n ~ O, Xi, X2, ... , Xn son variables distintas y cada t¡ es'un término distinto 
de X¡ para todo i = 1, .. . n. - · 

Definición 5.12 Instancia 

Sea O = {Xi/ti, X2/t2, ... , Xn/tn} una sustitución y f3 un'a ez:presión sim
ple. Entonces definimos /39, la instancia de /3 al aplicarle O,: como la ez:
presión qu~ se obtiene al sustituir todas las presencias de ia variable X; en 
/3 por el término t¡ para todo i = 1, ... , n . . A' cada' elemc_nto X¡/t¡ de la 
sustitución le llamamos liga; ----

Por ejemplo: : .·.," - ,• 

Si /3 = p(X,f(Y,b),Z,W) y o= {X/a,Y/z, Z/g(c,dÚ,eiitóllces-{38 = 
p(a,f(Z,b),g(c,d);-¡v)'. / ·- ·- ·-- ---- · -·--- ~,: · •-•---, ' · ", -

La definición se extiende a un conJ~nto ftnit~'.~E! ~P;~~iórics ~impl~s S = 
{/31, /J2, ... ; /Jm}; déla siguierite'rnanera: '.SO:;; {/318;{328,; .-'; ;'¡3',,.o}.--

,, ' .. , ' . '.··. . . ".' 1 • . • ._, '-'" -~· •'·· ••.. ..'-' ·:. ·'• "' •!' ·' ' 

1 
Aquí nos apartamos de Ja definÍclÚ ~n [Ll~S7,; p.p.'2o] ;&:;~ ser consb.tenies con 

nuestra definici6n _4.2. · ' · · · · · " · ' 
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Definición 5.13 clJmposición de sustituciones 

Sean(}= {U¡/s¡, Ú2/~2,;: ... ,Um/s,n,} Y u= {Xi/ti, X2/t2,.~.,Xn/tn} 
sustituciones. Entonce/ definimos la composición fJu como el conjunto 'que 
se obtiene de: ·. · · '' '·• ":· 

{UI/ stu, U2/s~~. '.'>• u171'/s,,¡u, xtiti. X2/t2, ~ .• 'X~/t~} • 
quitando tOda liga' U;/s;~ tal !i~e U; :: s¡u y toda liga Xj/t; talque X; E 
{Ui, U2, .. ;, U,;.};> .· . . . . 

Por ejem~!~:·' ' ... 

Si fJ = {X/f(Y), l~/i} fu= {X/a; Y/b, Z/Y}, entonces 

.· . ···•. . ;; ='{;fi(b), Z/Y} 
Definición s.fa süs~itÜcíi~~i<l~iitida~ • ' .. 

~-··~ , 

A· 1a sustitüd6n'üada Por ~l con}unto~~cio ie llamamos sustitución identidad 
y la denotamoS'c~mo:i . • ·:. .· · · · · · · · · · 

Definición'~.15 '~~ria~tes 
Sean a y{J exp~sion~~~~Í~pl;s,;;.De~im~s)fue··~ ~/3 son,variantessi existen 
sustituciones(} y u~tales'.qué á ~{J(J y·fJ = au; También dei:imos que a es 
una variante dé fJ i y viceversa.· · · · " · · · 

Por ejemplo:.· ·:.. .:·· .. 
,,.:..,. ,_ 

p(J(X,Y');!l(Z){a)~s un~· v~~iarite de p(J(Y,JC);~(U),a), percÍp(X,X) no 
.es una varia.Ilte:'de p(Xi Y):'>, i · · ' · · · · · 

Propósició: ~.~6 Si ~·'y /3 són' variantes; en~onces a se obtiene de fJ 
renombrando variables·y vice~ersa. 

Demostración Ver [Llo87, p.p. 22) 
. .. ·, 

Proposición 5.17 s/IJ,u,r.so~ sustituciones, entonces: 

(a) fJe = efJ = fJ 

(b) (fJfJ)u = {J(fJu) para toda expresión simple /3 
(c) (fJu)r = O(ur) 

Demostración Ver [Llo87, p.p. 21] 
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Definición ó.18 Unificador 

Sea S un conjunto finito de términos o dtomos. ·Decimos que una sustitución 
O es un unificador para S si SO tiene solamente un elemento. Un unificador O 
para S es llamado unificador mas ge'nerol (mgu) ·de S, si para todo unificador 
u de S, eziste una sustitución r talque'~ ,;· Or. 

Por ejemplo: 

S = {p(J(X), Z), p(Y; a)} tiene como unificador a u= {Y/ f(a), X/a, Z/a}, 
y como unificador más general a O =.{Y/f(X), Z/a}. 

El unificador más general no es único, pero cualesquiera dos de ellos son 
iguales módulo nombres de variables (ver (Llo87, p.p. 22-23]). Si no existe 
unificador para el conjunto, decimos que no es unificable .. 

Proposición 5.19 Sea S un conjunto finito de térrátno~· o dtomos . . En-
tonces ea:iste un algoritmo tal que: · 

{a) Si S es unificable, el algoritmo termina y da. u~ mgu pa~ S 

(b) Si S no es unificable, el algoritmo te'rmina sin éxitO. 

Demostración Ver (Llo87, p.p. 25). 

5.3 Teorema de Herbrand 

. .. 

Proposición'ó.20 Sea 6 unci conjunción odisyunéión··de. litérales, X una 
variable en 6, t un término 'sin variables, µ una estructúra para a lenguaje 
de primer o;:aen y s una asigiiaciÍJn de variables Pªf{J 'µ. Si O es la sustitui:ión . 
O= {X/t}, ento.ncesi . .. .· ... . . . . .. , . 

, F=,..60, [s] ~~~s~ ; '7=~'6 J[s(XJ8(t)] 

Demostraeión ·Es un· corÓlario in~~iliatc; \¡(l· u~ ·re~lilt'~1lo de. la.lógica de 
primer orden llamado el lema de'sústitucÍón. sii' defoostr~~ióri p~ede con-
sultarse en [End87, p.p. 179:1so); :''} /.' · · · ·. ' · · · · 

Teorema ó.21 Si r es un conjun~~ de cldu~ulas e~ un le~guaje de primer 
orden e, entonces r tiene un mOdel~ si y sólo.·si r tiene un modelo de 
Herbrand. · · 

Demostración 

1 <== \ Es obvio. 
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1 ~ 1 Recordemos que por Ja. definición 4.24, pa.rá definir uria estructura de 
Her brand sólo tenemos que da.r la asignación pa.ra. Jos símbolos. de'predicado. 
Por hipótesis existe una. estructura.µ que es un modl!Jo para .r: Sea Uc .el 
universo de Herbrand pa.ra el lenguaje de primer orden. Sea''li. Ja·estructura 
de Herbrand determinada. por Jos 'conjuntos! ·"· ··-e· '.'<\\ 

P" = {(ti, t2,; .. , tn) 1 Fµ ptih~ •• ·t~~;,';/!;i;}efx§{~'1, 
pa.ra. todo p símbolo de predic~d~'d~iJ~rig'J~j~\1~ ~;ld~d ~. y ~ara. todo n 
entero positivo. ';. · ;'( :(.:W \ :·,;. /. '': ' · • ·.· ·. .. · 
Afirma.In~s que q¡ es Ull modelo de Hérb'rand pa.ra r. 

~ ' -. ' ' . -~ ' ,, . . -, ' . ' '. -. '•; . ; . : ''· ' ' , - . ', 
- . . . <:'' ' 

Demo~tració~ · 

Primero notéili6s qÚ~ ~¡pes un sím~olo}e predicado n-ario y t¡, t2 , ••• , tn 
son términos sin Variables; entonces< ' . ' . 

· · f=., ]Jt1,t2 • ; • t,; syss J=::¡; pt1 t:í ... tn 

por defini~ió~ de p'JI 
7 

.• 

Análogamente 

- . . ' 

syss no se cumple 1=;¡, pt¡ t2 ... t,. 
sysspt¡t2.;;tn.~P" ; . 
syss no se cumple' Fµ ptit2; .. tn por definición de P" 
syss Fµ -.J¡t¡ t2 ... tn · 

Se sigue que si a es una. disyunción de literrues que no tien.e v3:dables, 
entonces: 

(5.2) 

Sabemos quecuruquiér ele~ento de r,,es de Ja. forma Y(ri);' donde a es una. 
disyunción de lite~ales. Sea h c~ii.lquier a.Signaéióii. de'variables para '1i. Sean 
X1,X2, •. . ,X,. sori,toíláJllas'.váriables ena:'QuéréiÍlos'niostfar que:, 

· · ··. ·• "' • .~, " ~- .' "' " ,'-~:r,:' ~ /:' " ' ·' · \, · . · · · · · . / 
/(;" .;\· __ ... -;_".__:·. 

(5.3) 

Por ser 1P u;~ e~tructur~ cJe,Herbra~d :·~abeml>~ q~~ih : :V.:---> Uc. De 
modo que (5.3) es:equivalenté. á'Ínostrar;que'pa.fa cualesquiera t1;t2, ••• ' tn 
términos siri variáb!es se ~urnpl¡¡.: . ' ' . .. ·.' ' ' ' 
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(5.4) 

De nuevo· como. 1li ·es< una estructu~a de HerbrancÍ, ·es fácil mostrar que para 
todo término sin variables t se tiene)i(i) =:t; Entcini:es.(5.4) es eqÍlivalente 

\-';_:: ·.~::i ~· :~· - '"~> 
" , ,.-... " '- •• ,.._ ; ~~~·,.;. L •••.. ;~~. -~--º ?:-·-

i=~. a- ¡~c-*h'xc;t~);'x217iá2)',<.~;i~ 1 ii<i~))J ··•· 

a 

(5.5) 
.:.,- . . ~~:-.\.--. )·; . .. :.:'"f.'•_-'_·~<~.:,'>·'-:~.:-, ;:."/ ',, ; 

Si. d~ftnimo~ la' sustÍt1l~iÓ~; 9: ~~Ji;6' o;::;·{ xi/ti f X2/t2,\;'. .·!;x n/t;.}; y apli~ 
camos repetidamente li :J>i~posidóñs':20;1 r~sU!taqtfo.{5.5) 'es equivalente 

,· .·,_ ... - _., .. \ ~·; ·.: :_ ; ... __ ;· . ' , .,:_ : '.- .. ~:. ~-:; ·': ·' .,, ; ' a: 

? . '.: .-~~~oCriJ··.·; ,? ·-cH.' 

(5.6) 

Pero recordemcis.que µes JnºrIÍodE!lo,dE!·r;'Ehton~es si se/cualquier asig-
nación de variables para µi tenem'cis'que:: '· . ' . . . . 

·.· F=~·;*1 ii2:· · · vx~ª:· [s] 
En particular, 

l=11 a [s(X1ls(t1),X2l~(i~),: .. ,XnLs(t,;))] (S.7) 

Nuevamente, aplicando ~E!;eú~l~mente la'.~r~;ÓsiciÓn Úo, tenem~s q~e (5. 7) 
es equivalente a:. .. '. . ·~ ~t '/';,·' _,,_. ~ : e .· .. 

:----· 

···p:~~o J.SJ: 
entonces, 1=11 a'o ~yaq'ii~ o/Jn~'ti~~~~~ri~bles. 'Como aO es una~~syunción 
de literales, entonces por (5:2) sabemos que: .. . 

. ··-·· . ·-· . 

· f:~ aO syss ~µ aO 

y por lo tanto, 

FIP ºº 
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Por (5.6) concluimos que '1i es un modelo de Hc~brand parar. 

~ 

Corolario 5.22 Sir es un c~nj1mt~'de cláusulas en un le,;gu'aj~ de primer 
orden r,' entonces r es insátisf actible si y sólo si r no 'iienemodelos de 
Herbrand. . ' · ·' .· 

·.;:, ~ '.. '." - \. 

Demostración Es inmediato de la definición 4.19 (conjunto satisfactible) . 
. ·-·, .>/'.(, -':>. . 

Observación 5.23 En la demostración del teorema 5.21 és esénciaique r 
sea un conjunto de cláusulas. En general el resultado no se cumple si r es 
un conjunto arbitrario.de enunciados, como se ilustra a continuaC'ión: · 

Ejemplo 5.24 

Sea r = {p(a), 3X -ip(X)} en un lenguaje cuyos únicos símbolos de predi
cado y constante son p y a respectivamente. Seaµ la estruétura tal que: 

lµl={0,1} 

al'= o 
p" ={O} 

Entonces 

hv(a) 

ya que a".= O y O E {O}= p". Análogamente si h es cualquier asignación 
de variables,· enfonces ~· .. 

I=" -ip(X) [h(X j 1)] 
. . 

ya que 1 ~ {O} = p". Por lo tanto 

.·. 1=~ 3x -ip(X) .·· 
''-: '.:. \ ... ···«·-

Por lo tantoµ es un model~ der. Sin e~bargo IOs únicos posibles modelos 
de Herbrand parar, serían '11. y A Aonde: p~ = 0 y pA = {a}. Pero p(a) 
no es verdadero en '11 y 3X~p(X)uo es verdadero en A. Por lo tanto, r no 
tiene modelos de Herbrand: :· ;'' .. 

Teorema 5~25 T<Xloiprog;;ma definido. es satisfactible. · 

Demostración Sea r un prC>gr~a deflnldo. Por la definición 4.25, sea '1i 
la única estructura de Herbrand tal. qÜe:. · : 

H('ll)~B~ .. 
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donde Be es la base de Herbrand para el lenguaje de primer orden y H(w) 
el conjunto'asocia.do a la estructura de Herbrand W. Es decir, pfl = (Ue)n 
para todo p símbolo de predicado del lenguaje con aridad n, variando n 
sobre los enteros positivos. ·· 

Afirmamos que w es un modelo de Herbrand parar. 

Demostración 
. . 

Todos los elementos de r son cláu~ulas definidas, por lo qtíe tienen la forma: 

a - bi' . .. 'bn con,~ ;:: o 
que denota: 

\f(a V -i(b1 A ..•. A bn)) donde a, b1; .• <, bn son átomos. 

Entonces quer~mos J;i'o~trarqde: 

· 1=~\f(~ V:"'(bi A,:. : A b,¡)) 

para lci ~ual e~ suficient~'pro.h~; q~~: · .• ·. 

, . . • !=='"' V(a). 
·, ~, ~:: 

Supongamos que X1¡ X2i;:; .;x.;ón:toda.S !as'varÍables en ci. Sean ti, t2, .. ., t. 
términos sin variable~ 'các~gidos arbitráriamente;: Defi~amós la sustitución: 
•. .. •.. ¡· · •. ., • '·, ,, .. ' . ., .• ,.. . . • 

··.)id,; {x;/1i,:x;112, .. :,x:1i.} 
Dado que ~ es .una e~t~uct~~~ de 'k~;~r~rid/~~; ~n ¡~~inento análogo al 
usado en el teorema s.21; ba5taen~()rices.~e~;que: .;'; ·.·.. ,, 

. 1=:=~··ci1J:\ •. :t· .• :.: •. 
pero esto es cierto ya qué a!J nb tiene.~va'riables y ~~r I~ tanto a!J E Be = 
H(~). . << _ '.;>. : ,; }": \ ;::; · ··.· .C' •;,.; '. •> •. . · 

Por lo tantci.~• .. cá u;nm~del;().delierbrand'para·r. 

Por eje~p!Ó el ·~o~ju~to; : • 

{VX.p(X), \fX..,p(X)} 

no es satisfactible. 
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5.4 Resolución SLD 

Supongamos que tenemos un programa definidor y una meta G. Si G =+-
bi, b2, ... , bn y X1,X2,.,.,X.'son toda.S lás wriables que aparecen en G 
entonces: . . -- ~ r <,,_ . . . 

G ;;\IX¡ VX2 •.. vx.(-.(b1 A b2Á . '.. /\ bn)) 
- :, ' 

que es lógicamente equivalente a: . 

:-i(3X13X2 ... 3X.(b1 /\ b2 /\ ... i\ bn)) 

Ahora supongamos que queremos mostrar que 3X13X2 .. . 3X.(b¡ /\ b2 /\ 
.•. /\ bn) (que es lógicamente equivalente a :-iG) es una consecuencia lógica 
de r. Por el teorema 4.21, basta ver que r u {G} es insatisfactible. A 
su vez, por la observación 4.20, esto se logra encontrando un.a fórmula a 
tal que r u {G} F (a/\ :-ia). Es decir, mostrando que una contradicción 
es consecuencia lógica de r U {G}. En particular como la cláusula vacía · 
significa contradicción, es suficiente probar que r U { G} f:: a. · 

Ahora supongamos que ya sabemos que r F :-iG. Por el teorema·5.25, r 
tiene un modelo de Herbrand 'iI!, entonces: · 

f::i¡, 3X13X2 · · · 3X.(b1 /\ b2 /\ · · · /\ bn) 

entonces, existen t1 ;t2, .. ;; t. términos sin vari~bl~s, titles que:. 

!==~ (b1 A b2 /\:··:A b;;);, [h(X1 1 t1; .t2 1 t2, ~;·,:X. I t;)] 
·_,.. - --- ':»···-··<~ .., .. ':·.-'.<··:·_.) .. • ·,··~<·-·_··:._'_-:·~-_·.·>·-:'"'.'.~-- _ ... ," -· __ >· .- : ' 

para cualquier .;gigriaci6n d~ ~dri~bl~~ ési defiiti:U'~s l'a sustÚuclón (} como 
O= {X¡/t1, X2/t2,·::. ,X;/t.r, entonces! ~. '' .. . . . 

. ~.~.· (b1 X·:b%(.f'.. ?bljo 
Más aún, como la elección· dé 'iI! fue arbitr~~i~;:~nt~k¿es f;1»' ( bj"tíb;/\. , .f\bn )O 
para todo w modelo de Herbrand par11 r;•cE~toiícei¡::;~·;:-i(b1 Ab2 /\. ;~f\b~)O 
es falso para todo q¡'model~ deHérbrandS• s'esigu~ que: ·· . 

- - . ' . . .: ~ -. . .. - .. ' '~·:' --•,. .. :',.-..; ,. . . ~ . '. . 

r ~{:-i(b1A:b2/,:I·~~,~~>9}•· 
no tiene modelos de He~br~d'. ;Ob~~fye~()~·;('/;1 ~· b//\ ;;, ~ ./'i bn)9 es una 
cláusula, ya que .'.,(b1_f\ b2 /\: ;.; t:-b~)8 ,,;\f(:,(b/Ab2 A .. ; A b~)O) por no tener 
variables. Entonces, por el corolario 5.22••é · '· · : . · · · · · 

r u {:-i(b1 ,:\ b2~ ~ . . !~ b~)o}ealns~ii~factible 
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y por lo tanto 

(5.8) 

Las refutaciones SLD como ve;~mos a continuación, nos dan un procedi
miento para 'mostrar que•r U {G} ~ o Y ... encontrar una sustitución 9 que 
satisfaga {5'.8). '· • ·. '' '· ¡":'.· -" u ,. 

DefiniciÓn U7 .· Resi>.i~st~' ~cl~r~ct~ .. · 
Sea r .· un.~rd{¡::im~:.definid~ ~ (;;;;_i_ 'b1 ; b2, '. .. , b~ . una meta. ·b~~i~os que 
() es uná'res¡íuestá,correéta 'paro r U{G} i si O és una sÜstitudón para las 
variables en b¡ 'i\ b2'Á::; li b~':tal que. ·. ··, . . ·. '";: :(. ,. ' 

, \• '. l'.~ \l((b~ 11'~2 ;/\: )Abn)9). ·'.'.'~••·· 
• ·:_· ·-¡ _ •. • ' ~ ·. · e• · •'' • •. '. l - _ 

y O no. ri~i:esariamenteconti~ne' ligi"is p~m todaslas.vári~bl~s.e,n. b1 11. b2 /\ 
.. : A bn (véanse. los ejemplos 5.s2 y 5.su;. , . · · · . 
D~firiició~ ~5.28 R~gla •de resolu~¡ó~' .· ••· 

· Sear¡ G =~ aí, ~~~. (l;,¡, '. . . ,'ák ttna .meta y p ='= a +-e-~ b1,b2, . .. ,bn una 
cláusula definida. Decimos qúe '1a in~iá OÍ se deriva de G.y C usando el 
mgu 9 si se cumple: . . . ' . . ' 

_··:- . 

(a)() es ~n niuupa~ d;,. y a. 

(b) G' es la iTiet~ ·..,f {a¡, ... , am~lt b¡, ... , bn, am+t, ... ; ak)() 
. , ' . -,. - .·-~.- -1:- ' . . . 

A a,n se {é lla~a á.t~rn~ selec~fonitdo én G y á G' resolve~te paro (;y C . 

. Observem¡;s qh~ la regl~ d~ r~sol~ción es un~ re~i· dé i~f~r~nda dé aridad 
a; cúyos elementos son''de la forma (G, C,G'). Donde Ges tina meta y G' 
se deriva de G yuna,'dáusula definida:c usando un mgu' 9;~: .... 
-- ·;---':e-:-·:·-··~:,-"':~;.~··-,.---~~-- ~''· ' -- -

Definición 5;20 D~ri.;,ación SLD 

Seá r un Progrllrn~ definid~ y G. un:c; meta.·: Una deri\r,lcí6n SLD para ru { G} 
consiste en: . . . 

(a) Un~ su~e;Ún: dj"¡;¡et~s ~o,G¡, .. :; 
., • ., ¡ ' - ' -· .. ~ • ; ' >O • • • - • - • • • ·, 

(b) Una sl.lcésión.de,ila"ri~~iek de éiállSulas en r:.C1 ,C2, •• , 

(e) Una sú~ésÍdn dd ~g~s oi, e;; .. '. 
:.:' •'. '',_ .. . ' - . > '. :> 

tales que Go ~ G y cada ,Gi+t se deriva de G¡ yC¡+1 usando 9¡+1. 
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Una derivación SLD puede ser finita o infinita. Observemos que las deriva
ciones SLD no son otra cosa que deducciones fo~in3.!es en un sistema formal 
cuya única regla de inferencia es la regla de resolución. 

Definición 5.30 Refutación SLD 

Una refutación SLD den pasos paro r U {G}, es una derivación SLD paro 
r U {G} finita y tal que la última meta es Gn =o, la cláusula vacía. A la 
composición 8 = 8182 • • • 8n de los unificadores, restringida a las variables de 
G se le llama respuesta calculada. 

Notemos que una refutación SLD. es una deducción formal de la cláusula 
vacía a partir de r u {G} (en el sistema: formal que tiene a la regla de 
resolución como única reglá .de inferenCia)~ · 

Ejemplo 5.31' . • 

-;-. ::-_·.:._ :'._ ¡(:·,~-- ,\ -~--'._:· ;:,/,: · .. :_\' "/'-:: < >:·;. ~--?·-· :·:··.- ;''; 

l; busc~(T, P) +-;compara(T,P) .. · 

·2.ib~sc~([.i.1 ~i,b S~IJu~cacY,J>) 
3.,c~m~d~~~*!~O)~~·: .. :d; .. ···.·.·.· . ; . . . 
4 .. compara([~ 1 Y], [X 1 Z)) '<-'7 compara(Y, Z) 

Elsigiú!Ícadó li~~~aÚdel p~~gr~iria.rfes que r f: busca(T, P) si y solo si P 
es una st1blista Ífo. T .\Proce~urii.lnientela cláusula (2) ávanza T, la cláusula 
(1) empieza }i{cci~parációri';'<lá cláusüla :(4) .va revisando si coinciden y la 
cláu'sul;{(3) te~inina l~ comparación. . . 

~ ' : . ~~-. ·:.:/' -:; ·;. ,<ú :-

Sea G la meta'....-'.:: b~sccÍ([~,a,'d, e,~1 d], [a, dJ) entonces: 
.:: . ' ' .· .<.· ".···' - •' ;· .. , , . . . 

Go = +--- ~~s~~([~Y(~, ~;~, ~' ~í}, [d, ~j 
.. C1 = busca([XiJY1]:·P1) +.. busfo(Y1,P1)seleccionando (2) 

91 · ={X1/c,,.Y1_/¡~;él1 ~, ~.1i1;i~1/fi{dJl· .. · •.. 
G1 =~.busca([a;íi;e,~,a);[a';d) ·· 

·-. : .~,. ; 'o .,_.; < ' f· '• "!,. 

C2 = bu~ca(T2;J>;>;+ ~~hi~~~~Ó~. J';) seleccionando (1) 
92 = {T2/[d,d,~, ~; aJ, P;'/¡á;cl]l .· , . . .. · 
G2 =+- clJmp;;r~([á 1 [d>e, ~:' Ó:JJ, [a lf~D 
Ca= compara([X~ 1 Ya],,[Xa I z;])+-_compara(Ya, Za) seleccionando (4) 
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83 ={X3/a,1 Ya/[~,·e, !i• a], Z3/(d)} . 

G3 =_:. coiniJO:ra(Íd (¡e,~,a]], [d 1 OD 
:~ .. '.'<'' ·- - . 

63 

C4 = compllfdo.X¡1
, ~].' [X.j 1 Z4]).....:. compara(Y4, Z4) seleccionando (4) 

84 = {X4/d;~l'4%[~'.·~·~J;.~4/1ü<· . . . 
. G4 =,:.._c~;~;d([e,·~.~J; []). 

'•. ,, ..... . --.'.:·,-

Cs '= compd~hfx~'i[¡)~'~el~ccionándo (3) 
8s = {'x;)¡e,n,'~J}é , .·. . . . . 

Gs=:=~;,~· .·• 

Es unarefütaciÓI! SLD de cinco pasos para l'U {G}. La respuesta calculada 
es e. ya que'· G no tiene variables. Notemos que las variables en cada C¡ 
están suhindicadas con i, esto se conoce como ajenizar las variables2 • En el 
sigúiellte ejemplase verá la importancia de hacer esto. 

También puede verse, por ejemplo que: 

busca([c 1 [a,d,e,n,a]], [a,d]) 

es el .átomo seleccionado en G0 "=<--busca([ e I [a, d, e, n, a]], (a, d]) y unifica 
con el antecedente de la cláusula: 

C1 = busca([X1 1 Y1],P1) ¡_::.: busca(Y1,P1 ) 

usando 81 = {Xi/~.~j¡~,d/e,~, ~]; A;¡a;ci]f como.mgu. Así la meta 

('.i1 ===~ bÜs~~([a,d,e,n;a],.[a;d) 

Ejemplo 5.32,~ 

Con elinismo progra~ar sea .G =+- busca([a, b, Y], [a 1 X]), entonces: 
. ,·._, -.· - ... -·- ,_., . -

Go =~ b~sc~([~,b,'~l[a 1 X]) 

C1 = bÚscd(TJt'Pi)'f compara(T¡,P1)selecéionanilo (1) 

u1 = {T¡/[a,b;Y]/P¡/[alXÜ'. 
- - - . - . - ' . . '~:- - -· . . . 

G1 =._..; comp~ra([a 1 (b;'YJ]; [a 1 X]) . 
2 En inglés, etandarizing apa.rt. 
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C~ = compara([X2 I Y2], [X2 I z;]) +-:- compara(Y2 , Z2) seleccionando (4) 

(1~ = {.r21d, Y2/[b,Y], Z2/XJ 
G2 =<-:compara((b, Y]lX) ·· 

:, .·.", ·-.~. - (. .. ~ 

ºª·; comp~~a(xJ~-D>.s ~eiec~ionando ca> 
~3 ~ {x~f[b~;]; x)rif ( .. ·. . . 
Ga =_;___:: 8 

·es uná ref~ta.Ci~n SLo,de tres. pasos para r U {G}. De este modo 

. CT¡CT2CT3 ;¡{i1/[d.;b,Y],P1f[al[]], X2/a, Y2/(b,Y], Z2/(J, X3/(b,Y],X/(]} 

y si·· rest;hlgi~ii's :e1ta c~mposÍción •.a las. variables en·· G, obtenemos la res-
puest~ calculada • · · . . · · ·· · · . · · 

- '":. ~ .. ,. 

N ote~os. qJe el~• no ha be~ ~.j~~izado. ia.8 várfables'habríá;confuáióri'Émtre X, 
X2Yxi·· ... ·. \i''• )< i i~ :>.· ': ; ~ ;;· A_.i' '.?:·;_:>>/•:; · 

·Observaci6Jí 5~aa·sÍ te~ei:i~~.Ú~~ ;:efutá~Ú~·~j,fl>d~··r,, ~a;~s para r U 
{G} , tal quú •' .'. .... •:' ···· :• · •. J\·· ' :::e ·" · · 

- ._;;_< :~--~-- ·' .· ·' -,:. -- : 

~~:º·:~.~~j!·~,¡~~lr~¡~~A~~i:.· 
Entonces Pa~ t~~ t ~ _1,2, : ..• ~, l~ ~¡i~ll~nJi~ de m~tás G;, G;+i, ... , Gn 
determina una refútaciónSLD'de n/-. i•'jjasosíiararu {G;} con respuesta 
calculada O;HOi+2 ·;;.o~ re~tri'rjg~~a a la~ variable~ en G{ . 
Definición s.a4 r¿:~¿)~:~¡¿~~:sLD·)\ \,·r:·-:'..<'·.:·:·':: :;~ ::· · .. )._ .... , .. 

Definimos la resoluci6~~ SLD'.ió#i&·~l ~isti':nlJ'¡d;~á{qu~ do~sta de la si-

9U:•~;,7::;r~~~1t~~~~r~i~Wl#.hj'"u ~:.·~ 
grama ~efi~ido y e~is.te una, ~f~tació~ .fiLP para· r u { G}. 

Observés.e qu·/~.¿~~~it~fih~/CÍ~~ul~.· ';é (\t;~':}• 
Es fácil cl~~o~trir'~t~mr de es{a d~ft~ci6n,~u'e ~¡ r ~s un programa definido 
y Ges una meta, entonces r 1-sLD ;,a siy sólo si 0xiste una refutación SLD 
para r u {ar . . . ' . . . ' .. . 
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5.5 Completud y Validez de la Resolución SLD para Programas Definidos 

Ahora enunciamos los resultados de validez y completud de la resolución 
SLD. Cabe aclarar que la completud es relativa3 al conjunto de las fórmulas 
de la forma -.G donde G es una meta. Sus demostraciones no se incluyen 
porque requieren material que excede los objetivos de esta tesis. 

Proposición 5.35 ·Sea r un programa definido y .G una meta. Entonces 
r I= -.G si y sólo si. e:i:iste una refutación SLD para r, U { G} . 

Demostración cYer [Llo87, p.p. 43-44,49]. 

Observaciór/5;30 'Si no se cumple r p; :-iG', ento'nces es inmediato que no 
e:i:isté una refutációnSLD para ru {G}. Entonces, para. cualquier derivación 
que empiece e'ri G. sucede una de dos cosas: 

(a) A pa~Úr de.~lgún paso ya no es posible unificar r;inguna submeta con 
ninguna cláusula del programa, y por. ló tanto' no se puede úténder la 
dérivaciiín. · · · · 

(b) Siempre 'es faosible e:i:tender la derivación. pe~ ~;mea .~ed~~Írnos •la 
.. cláusulcz vacía {obtenemos' una derivació,n de lóngitu~ infinit<})'. • 

Proposi~ión 5.a7 Sea 'r un p~grama definido y G una meta~ 

(a) Toda respuesta calcul~da u para r U {G}, es tambi¿n· una re~puesta 
correcta. 

(b) Para toda respuesta correcta (J Para r ·u {G}, e:i:iste una respuesta 
calculada u y una sustitución r tal que (J = ur. 

Demostración Ver [Llo87, p.p; 43-44;48]. 

Observación 5.38 Este teorema· nos dice que las respuestas correctas se 
obtienen asignando variablesde:una respuesta calculada, de modo que una 
respuesta calculada es una "formageneral" o "molde" de muchas respuestas 
correctas. · 

También observemos que sir f: ..;,a y G es una meta sin variables, entonces 
e (la sustitución identidad) es una respuesta correcta y por lo tanto eziste 
una refutación SLD para ru { G} ·con respuesta calculada u. Pero recordemos 
que la respuesta calculada se. obtiene restringiendo la composición de los 
mgus a las variables de G. Entonces u == e. 

3 Ver el último párrafo del capítulo ;;;;terior en la página 49. 
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Ejemplo 5,39 

Retomando el ejemplo 5.32, sabemos que u = {X/[)} es una respuesta cal
culada para el programa definido: 

l. busca(T, P) +- compara(T,P) 

2. busca([X 1 Y],P) +- buspa(Y,P). 

3. compara(X,mB . ·.• 
4. compara([Xl\Í,fk 1 z])'.2- c~mpara(Y,Z) 

y la meta -

d ==+- buscll([a·, b, Y); [a 1 X]) 

entonces, p~r la proposiclón s.:fr, c?e~!también una respuesta correcta y se 
cumple: . · - ' · ·:- · · .· · .. 

r ¡;,.\l(b~s¿aÚa,b;Y], [a 1 X])a) 

esto es: 

r. ~ 'v'Ybusca([a, b, Y], [a]) 

recordando q~~[a 1 OJ = [á]. Lo cual es intuitivame~te obvio, ya que no 
importa cuál sea el valor que tome Y, [a] siempre es una sublista de [a, b, Y]. 
Tanibiéri podemos'obsérvar que u no es única. De hecho existen otras refuta
ciones SLD Pª!ª r U { G} que generan las respuestas c3.Iculadas: 

{X/[b]} 

.{X/[b,Y]}. 
',,; .· ,. ' 

y junto con u son Ia5 únicas respuestas calculadas. Ahora bien, no toda 
respuesta-cÓrrecta es. respUesta calculada. Por ejemplo: 

(} = {X/[b], Y/e} 

es una respu~stii.-~~~~ecta Jl~ro no existe refutación SLD de ru{ G} de la c~al 
sea respuesta calculada;, Sin embargo, la proposición 5.37 nos garantiza la 
existenciadéla i~spuestá cá.Iculada O'= {X/[b]} y la sustitÜción T ={Y/e}' 
tales que: · · · · '· · · 

(} = {X/[b], Y/e}= {X/[b]} {Y/~}.~ ur 
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5.6 Refutaciones Izquierdas 

Proposición 5.40 Switching lemma 

Sea r un programa definido y G = <- a una meta. Supongamos que r U { G} 
tiene una refutación SLD donde: 

G0 = G,G1 1 ... ,G,._1,Gi.,Gi.+i,···•ª" =O es la sucesión de metas. 

Ci, ... ,C,. son las variantes de la cláusulas en r. 
ui, ••• , u,. es la sucesión de mgus. 

Supongamos que:· · 

Gi.-1 - ---~b1;; .. ,bÍ~1tbi,.°_. \bj-i.bj;.:., bn 
G,. •.. _._::_· (b1¡ );• bi:.:¡;c¡;; :H, bj-1; b;, ... , b~)u,. 
Gk+t = · ~(bi,.D;b;~i·;p¡;,.;~;bj-1tCk+1•"'•bn)O'kO'k+1 

donde e¡;, y c¡;+'j de~otan Í?s ~ue~po'i d~ lá dáu.siilas e,. y Ci.+i respecti-
vamente; · : ... ':,:c.·. C.:·:, ::~{ · .. : .. e;,_ •-;::: • 

Entoncese;isteuna refu~cici6n(SLD pa~ r u{G} 'con respuesta calculada 
r, tal que: . ' · . · ''./ :; .') '. ' · 

(a} Elátomó bj se seÍe~ción~fel'l'a,.L1' ~~ lugar de b; y a su vezb; se 
selecciona en G,. en lugar,de bj•;,'< , , 

{b) La respuesta calculada T: ~~ tal ·q~e a; y o.~ son variantes. 

Demostración Ver [Llo87, p.p:'i(}-~1Jk.' 
-

Definición 5.41 Refutación l.;q\liél'da .. 

Definimos una refutación izquie~d~ ~~~o ·~-,:.~ refutación SLD tal que en 
cada paso se seleccionó el átomo ,mas _a la izquierda de cada meta. 
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Teorema 5.42 Sea r un progroma definido 1J G =+-- a una meta. Supon
gamos que existe una refutación SLD de n pasos paro r U { G} con respuesta 
calculada fJ, entonces: 

(a) Existe una refutación izquierda de n pasos paro r U { G} con respuesta 
calculada T 

(b) La respuesta calculada r, es tal que ar y afJ son variantes~ 

Demostración Por inducción sobre el número de pasos de la refutación: 

• Si la refutación se obtuvo en un paso 

De modo que forzosamente se escogió'ci átomo más a la izquierda de 
G1 y el resultado se cumple en .este ~áS~.:~. ; . . · 

• Supongamos como hipótesis'lnd~ctivll ql.le la afi;:rnación se 
cumple para refutaciones con k 'o menos pasos 

Supongamos que la refutacfan'fu¡
0
de\{ ~\ ;¡¡s{)~ ;·tal que: . 

Go = G,G1, ... ,Gk-11Gk,Gk:f.i'~.l:J~.I~ sÚ~esi6n de ~etas. 
Ci, .. ., Ck+i son lasvadaiite~ de la cl~usülas en r. 

(J¡' ••• ' (Jk+l es· 1a su~~sió~ ~¿ íii~~~. ,; 
Si en el primei paso se ~elec~iói16 ~l áiomo 6; con j > 1, entonces: 

' ; • ,., ~ '· . 1 ., .. ''· ., ' .• ·,· ; ,. ' • • 

Go - :.2~:b¡,b2,.; ')~j, ... }/J;. 
G1. = ;:_;(b1ib2,;;;-;c¡, .. ~,bn)fJ1 

·;· ::1. -. . ... ' 

y el átomri:,b~s~ ;ele~clon6 ~nla meta Gm para algún 2 $ m ::; k. 
Aplicando· m :.:. 1 '.vecesº el. Iéma SAO obtenemos una refutación SLD 
parar Ü.{G} coriréspuesta calculada fJ' donde, en el primer paso se 
seleccionó bi, es déci~! . 

ad' ~;~¡,~~, . . ,b;,. .. ,bn 
G~ = ~ (c,;;;b2;'.; .,b;,. .. ,bn)~ 
.G~ = '~·(C';;;,b2;· .. ;,c¡, ... ,bn)fJ~~ 

Y tal qlle 'éro:·i ~~ ·~~n; variantes. Por la observación 5.33 también 
tenemos uná. refutación SLD parar U {Gi} de k pasos con respuesta 
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calculada: u = 9~ · · ·llk+i restringida a las variables en G~. Apli
cando la hipótesis de inducción sabemos que existe una refutación 
izquierda de k pasos para r U { GD con respuesta calculada T tal que 
(C;;;,b2, •.• , b;. ..• , bn)9íu y (C;;;,b2, ... ,bj, ... ,bn)lf¡r son variantes. 
Por lo tanto, hemos construido una refutación izquierda de k + 1 pasos 
parar U {G} con respuesta calculada ~T (restringida a las variables 
en G). Es fácil mostrar qtie a9 y a~r también son variantes. <> 

Este teorema es un caso particular de uO: resultado más general llamado 
independencia de la regla de selecciCsn (ver [Llo87, p.p. 50-52]). 



6. Analizadores por Cartas como Sistemas Formales para 
Programas Cadena 

E11 este capítulo dernostrn111os la valide>?. y completud (1·ela.tiva a la ha.se 
de llerlira.nd) <le Jos analizadores por cartas usados como sistemas formales 
para un sulico11junto de los programas lógicos. Nos apoyamos fuertemente 
en la completud y validez de la resolución SLIJ para programas lógicos. 

De nuevo suponemos que para todas las d<~finido11cs .Y t coremas el le11guaje 
de primer orden í, estíi. dado. 

Definición 6.1 Sil es w1 término de un /r:11y11aje, cn/onr:es var(I.) d<mo/a 
al conju11to r/r: Ví/riab/e.• que í/fill1'<~ce11 en l. 

Definición G.2 Progrnma cnc:Jena 

Un programa. cadc11a es u11 ¡n·og1m1w definido tal i¡ue /.mlris su.~ clriusulr;s so11 
de la fnrmí/: . 

y 

JJo(l,t.') <-

donde Xu, Xi, ... , Xm son Vrtriablr;s clislinlrts, Jiu 1 ]11, ••• , flm son s[mbo/01:1 rle 
vmlicrtrlo büwrio no 11r.cP.w1.ri11me11/.e distintos y vn·r(l') ~ var(l). 

Ejemplo 6.3 

av([St,[}' J Z]], [[}' J St],Z])

av([St, [Y J ZJ], [St, Z]) -

1·e([[Y J St], Z], [St, [}' J ZJ]) -

sb([St,[]J, [St,[]J)<--

sb(Xo,X2) <- av(X0 ,X¡),sb(Xi,X2) 

sb(Xo,X3) ,__ av( ... Yo,Xt),1:1b(X1 1 X2),re(X2,X3) 

70 
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Lema 6.4 Si r es un programá cadena y . 

G =+- p¡(t~;t1)P••1Pm(t,;._1,tm) 
~ ~, 

una meta tal que to es un término ~in ~dri~bles, ;lttonces para tOda respuesta 
calculada u parar u {G} se cumple'que'.t~u,' t2u,'. .. ;tmu són terminas sin 
variables. · .. · · .· .. ' · · 

Demostración Primero probaremos~! ;~s~ltadri pal'~refrit~cirines iz<Íuier
das por inducción sobre el núm¿ro de''pa80s dela refutación; Sea una 
refutación izquierda para r U { G} ccin ~espÚestá cil.lclllada u:· .. 

Si la refutación se obtuvo en,un' p~~·~ '· 
Go =+- p¡(to, ti) 

G1 =D 

de modo que forzosaill~nte ~e escogió hui cláusüla en r de Ja forma 

'· C1 =;p¡ (s, s1) ·..,:._ ·.· 

donde t¡u = s'.<1; su .• :_'t0C1~t0;ya·~u~·i0 .~s Ú~ t~nnin6' sin ~ariables por 
hipótesis'.. Comor e.s un programa·cadena;'tencmos qué var(s') ~ var(s) 
entonces var(ilu) ~: var(sú)~ 11ar(to)~ 0; Por lo tanto t1'i:r = s'u es un 
término sin variables. ' . ' '' ' ' 

Ahora supongamos como hipótesis inductiva que la afirmación se 
cumple para refutaciones ccm k o menos pasos 

Si la refutación fue de k + 1 pasos,• entonces 

Go = G =..._.:. P1(to,t1), ... ,p;(t;-¡,t;), .. •1Pm(tm-1,tm) 

y el átomo seleccionado ~n¿lprfmer paso de la refutación fue p1(t0 , t1) ya que 
es el que está más a .la izquierda; Entonces, ocurrió alguno de los siguientes 
casos: · · .:,'•. · · · · 

(a) Se escogió unacláusu)a delii.forma 

. C1.= P1(s,s1)._:. 

entonces 

G1 = +- (P2(t¡,t2), ... 1pm(tm-Ittm))u1 
= .__ P2(t1cr1, t2a1), ... ,pm(tm-1a1, tmo1) 
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donde t1a1 = s'ui y suí: = t0u1 · = t~ ya/ que t~ es im término sin 
vai-iables por hlp6t~sis;:pero como res un progrªIUª éá.dena,tenemos 
que .var(s') ~ vár(s); entOnces var(s'u~) ~ var(sir1) = '.var(to) = 0. 
Por lo tanto::· · ,,,-. 'i. , '. ::.· ··- - ·· ·• '" 

· : · G1 ;_..; v~(tiui;t:l~));i;: .·;;,m(t.n::1a;; e..:uí) 
y t1u1 ;,, s'u~·es un:~éiiiiiri~ s;~'.~~ri:hÍes, . · .. , -

(b) Se escogió ~na cláu~ul~ dflá'io~mai} ,- · . 
... ;. :· ~;'. > 

entonces 

a¡ = {Yo/to/~nAd· 
G1 =,e:_ (qj(Yo,Yi), • • •., q~(Yn'.:.1,Yn), p:¡(t¡, 12), .. ;, p;,;(tm-i.tm))<T¡ 

' .. _... ~~ ~,;_". ~- '- _ .... : ~::;····,_-;~. ··-·~---- ·:_":_ ~-·'.,'"'-.. -. ·:· ;~-.~- : .·:. 

y to -es -~n t~ríni~o ~i_ri.variables p~r hlpcStesis; . 
··,/ ,,,··.-

Puede verse que en arÍlbo~ ·~a.Sos. G1 es un cláusula de la forma . . . . . ' .· -- . -' -- -_ ·- - - ( ' - ; ~- - " " -- ..... -·- .. . ,, ' 

donde _so es un término sin variables y 

{t¡u¡ ji= l, ... ,m} ~ {s; 1 j = o, ... ,u} (6.1) 

Entonces por la observación 5.33 tenernos una refutación SLD de k pasos 
para ru{G1} con respuesta calculada u'= a2a3 • • .-ªk+i restringida-alas va
riables de G1. Aplicando la hipótesis inductiva tenernos que s1 u'' s2a', . .. , Sua' 
son términos sin variables. Pero recordemos que a:; a1u1 restringida a las 
variables de Go por definición. Entonces por (6.1) para> todo i ,;: 1, ... , m 
tenemos: · · · 

. - ' - ' ~ 

t¡a = t¡u¡ <12a3 • • • <Tk+1 = ( t¡u1)u' = s;u'p~~a· alg~n j 
Por lo tanto t1a, t2a, .. . , tma son.términos sin variables.-
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Ahora probemos el caso general: , 

Sea una refutación SLD para r U {<?}con respu~st~ 'c1c~ada u; Por el 
teorema 5.42 sabemos que existe una refútacióñ izqllierda para r U { G} con 
respuesta calculada r tal que (P1(t~, Í1) A'>;./\ p~(t~'--i; t;;;))r:y (pi(to, ti)/\ 
... /\ Pm(tm-1, tm))O: son variantes. ; Eiitoncés pór:la' p'roposición 5.16 di
fieren sólo en nombreá'ile' víifiable~; Pero por lo que aé~liáínós dé''démostrar 

,. t1r, t2r,. . .,tmr'son términos' sin variables entónéei(tir';:;;,tjo: para todo 
j = 1, 2,. . ., m y por lo 'tarito t10:; t2o:,. . ., tmO: son'términos sin vai:iables.<> 

;»>.: >·.,: .: /:', ·:::· .. ~. ' ··;:·.? 
Teorema.6.5 'SeaT un programa cadena y Po, pi; ... ,p;. sím/Jolosde pre
dicado binario no necesariamente distintos. Si r I=: p~(t0 ,Í¡) /\; .. /\ 
Pm(tm-i. tm) y to es un término sin variables, entonces t¡,. . ., t~, sim términos 
sin variables. · 

Demostración Sea a = p¡(to,t1) /\ ... /\ Pm(tm.:.11tm)· Sabemos que las 
cláusulas son. un tipo particular de enunciados lógicos y r es un conjunto 
de cláusulas. Por la definición 4.14, r I= a si y sólo si para cualquier 
estructura ill y cualquier asignación de variables h tal que ill sea un modelo 
de r, se tiene que l=w a [h]. Por lo tanto, si 11.i es un modelo de r.: . 

l=w a [h] para cualquier asignación de variables h 

es equivalente a (ver definición 4.12) 

. f=.¡, 'v'(a) 

Entonces r I= a si y sólo si r I= V( a) (este resultado puede obtenerse 
directamente usando el teorema de generalización dé la. lógica de primer 
orden 1); Por lo tanto r I= V( a). 

Sea G la meta 

G \1(-.a) 
= V(•(P1(to,X1) A ... J\pm(Xm-ltXm))) 
= ~ Pl(té),'X}), ... ,pm(X~-1'Xm) 

y 

O= {X1/t1, X2/t2,. .. ,Xm/tm}· 

Comer I= V(a)entoncesr I= 'v'((p1(to,X1)/\ ... /\pm(Xm-i.Xm))O). De 
modo que O, es una respuesta correcta parar U { G}. Por la proposición 5.37 
sabemos que para toda respuesta correcta O existe una refutación SLD para 

1Ver [End8.7, p.p. 157]. 
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. . 

r u { G} con respuesta calculad~ u yu~a sustitución de variables T' tales que 
(} = ur. Pero por el lema 6.4 sábemci~ queX1u, X 2u, ... ,X mu son términos 
sin• variables/ entonces X;ur =; X;Ú ·par¡;; ti>do .. i. = 1, ... , m; : Por lo tanto 
t¡ =X;(} =X¡UT = X;u es un•ttí~minósin variable's'pará. todo·r.= l; ... ·, m. <> ··. . .....•.. •. •. ..... . ,, ··... . . 

Ahora construimos tina versión !n&diff~~d~~eu'u~naiiiid~~ p;hr caitas. que 
servirá como sistema_foriná.l p~a prógramá.scadeña;· 'f · ;:· ? '.· ...... ;•• .. 

,· . - ';_:. ,. ' : ,' :'~:· '= ,, ,. . ... ~ ' 

Sea un programa c~dena r .. ~Comerizamos:d~filli~i{cio ,lá:.~arta C(r) cuyo 
conjunto de estados .es U é,, el uruverso é!e. Herbraríd del lenguajé ( ~l conjunto 
de términos s_in variábles) Y'.'est:bl~cciríos l~_sigttie-n~es reglas.: ;< ' .. 

(i) Si. agregi~o~ ~-1~-c~ta\X~i~ia Je1\j~o:(~: ~,,·~~ ~·q~; ··qm), 

(ii) 

(RF) 

(donde t y t' podrían· ser iguáles):entonces.¡}ara foda cláusula de la 
forma: : '. 

qk'(i;,Y:rt:.r1(Yo, y¡r ..•. 'r.(~~,, Y.) 

en r, agregamos laaristar 
·.'." . . : 

'(t', t','qk·+-:- r¡· .. ·r,) 

Si la car¡a é¿nt\~n~'~ñ~a~i~ta delti~o (t, ·t1, q0 .. ._;.;._· q¡, • · ·q11l) (donde 
t yt', podríá~.serigúales), y qk(s; s')+-:-:-. es unadáusulaen,r y existe 
un mgu (}tal que sfJ ~ t'O = t' (ya qué t' es un término sin variables) 
entonces agregamos la arista: · ·· · · ' · · · 

(t', s'O, qi: +-:-) 

Notando que como res un programa cad~na~_te-Ílemos qile ~a;(s') ~· 
var(s), entonces var(s'O) ~ var(sO) = var(t') '= 0·Porlci tanto/s'O es 
un término sin variables. •·••· '"" :• > 

Si la carta contiene aristas (t0 , t1,. q~ <--- ~z,¡fiitJ~"J(<l¿~de to; t; 
podrían ser iguales) y (t1' t2, qk <-:-).entonces agregamos la'arista: . 

' .º'·' r;' ~· ·. ,::;[; ' º.·:::--. 

Consideramos a las aristas del tipo (t, t' /'Jo.~.· qk': · '.IJm) como activas y a 
las del tipo (t, t', Qk +-:-) como pasivas. · ,\; . · ' ·•. • ·. •' 

•. ,l.~. I':;' _.· , . ' 

Con todo lo anterior, pretendemos que 1ii.s a.t'istas rep~esenten cláusulas como 
sigue: · · ·· ·. · · . . 

(t, t', q <--- b, • · ·br+k) conq =lS reprc~~enta ladáusula 
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q(t,Xr+1<) <-- br(t1,Xr), ... ,br+k(Xr+1c-i.Xr+k) 

(t,t',q +--)con q :/: S representa la cláusula 

q(t,t1
) <--

(t,t',S·+-- br · • ·br+k) representa la meta 

<-- br(t', Xr), ... , br+1c(Xr+k-i,Xr+1<) 
. . 

(t, t', S +--) representa hi.. cláusula vacía D. 
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El símbolo especial. S no . aparece en J~gun~ clá.u~~~·; de . r, y se agrega 
únicamente para no en~nci~r las regla1{{i)i(ii), y (RF)en dÓ~ versiones. Esto 
nO representa problema ya que las aristás per se no tiene~ significado adscrito 
y podemos iÍi~erpretarla.S como qué~ámosi(ei(este caso como cláusulas o 
metas de un programa éadeÍia ); e i; < r ., '· ;: ( . 
Lema.:~.;; ;;~ r ·~n ;~fYJfl!~'!lªI:c~~e~a. Se~ .•.•. 

• .,
7 

G ~f--~~(;o;'t:), · .. ::;ri.(i;,._lt t,,.) 
_., .!·-·· ·<;.·~:~·;<·,.e 

una meta; tal .. IJue · t0·. es Un 'ténJiino. sin' vaiiables. Supongamos que e:i:iste 
una refutación izqUiéN.lci'pará r\J {GLcori respuesta calculada (1 y que C(r) 
contien~ uhá 'arista'deltipo!> . J• . . . . •. 

: ,.,.,._.;;·;·· 

. (t,tci,q ._2 P1 • ;,Pm) 
. ··., , ... 

entonces después;de un nürile,./;finito de aplicaciones de las reglas (i), 
y(RF), fo carta C(r)·contendrá las aristas p(Jsivas2: 

(ta~ti:,p1 2) 
(t¡ u ,'t2u;·P2 ._.;·) .. 

2 De acuerdo con la observación 3.2 esto •e enuncia formalmente como: 

(ii) 

[ ... ] , Y que c.'(r) conti~~e; una arista del tipo (t, lo, q ,.:__PI• .. Pm), entonces existen 
en los naturales, t~ qúe º•+~(r) contie~e a las aristas pasivas: 

(tó, ti11,p1 ~) . 
(ti ... ;t,11,,,. ;..._) 
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Demostración Observemos que como t0 es un término sin variables, el 
lema 6.4 nos garantiza que tiu, ..• ,tmu son términos sin variables. De modo 
que tiene sentido considerar a estos términos como posibles estados de C(r). 

Supongamos entonces que C(f) contiene una arista 

(t, to, q +--- Pl • • · Pm) 

y que existe una refutación izq~erda para r U { G} con respuesta calculada 
u. Sean: · 

n el número de pasos de la refútación 

Go, G11 • •• , Gn la sucesión de metas 

Ci, C1, .•. , Cñ la sucesión de variantes de cláusulas en r 
U¡, u2, ... , Un la sucesión de mgus usados 

·Definamos: 

O;'= u1 ... u; para todo j = l, ... ,n y 80 =e 

Tj = Uj+t •.'•Un para. todoj = 0, ... ,n-1 y Tn =e 

de ~ste modo O;r; = ~l~ '..Un para todo j = o, 1, ... ' n. 

Notemos ,que porJa observación 5.33, para cada meta G; con i = O, 1, ... , n, 
tenemos una· refutación SLD parar U {G;} de n - i pasos cuya respuesta 
.calculada es Ti~= u¡+·; .. ·Un restringida a las variables en G¡. En particular 
u =:.ro= 0-1; ·;'un restringida a las variables en G. -

,- ~~ . .. 

Vamos. ah~ra a demostrar que después de un número finito de aplléaciones · 
de las regfas. (i); (ii) y (RF), la carta C(f) contiene las aristas pasivas: 

(t~; ti u, PI +-::-) 

(t1u,t2u,p2 t--) 

. {tm-1U,tmU1Pm +---) 

La demostración será por inducción sobre n, el número de pasos de Ja 
refutación. 
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Si la refutación se obtuvo en un puo 

Entonces: 

Go =+-- p¡(to, t1) 

G1 =o 

de modo que forzosa.mente se escogió una. cláusula. en r de la. forma.: 

C1 = p¡(s,s') +--
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y u fue tal que s' u = t1 u y su = tou : = to ya que to es un término sin 
va.ria.bles por hipótesis. También por hipótesis· C(r) c.ontiene una. arista 
activa del tipo: < > · · 

(t;to,q ~P1} 

Aplicando la. regla. (ii) agregani~s ia arista: 

(to; s' u, p¡ +-} 

que es lo mismo que: 

{t0 , t 1 u, p¡ +-} 

Por lo tanto la. afirmación se cumple cuando n = l. 
Ahora supongamos como hipótesis inductiva que la afirmación se 
cumple cuando la refutación tiene k o menos pasos 

Supongamos que n = k + l. Entonces: 

Go =+- p¡(to, t¡), .. .,pm(tm-1• tm) 

y el átomo selecciona.do en el primer pa.so de la. refutación fue p1(t0 , t 1) ya 
que es el que aparece mása. la. izqllierda. Entonces, ocurrió a.lguno de los 
siguientes casos: .. ;. · ·· ·' .• ,,; ·. e-,: ,. , · ·· 

caso (a) See~.co~Í6 ~nil: ciá~~1tli'<l~ la forrii¡· 
-· ,. . ,;~. '-~·:-· 

entonces 

G1 = +- (P2(s',t2), ... ,pm(~L1,t~))u1 
= +-- P2(s'ui,~2u¡),. :;·~·,'Pm(t~-iui.,tma1) 
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donde t1 171 = s' 171 y 817¡ = t0u1 = t~ ya. que to es un término sin Va.ria.bles 
por hipótesis, Pero como r'~s' iui. programa. cadena., tenemos que var(s') s;; 
var(s) entonces var(s1171)s;;;,var(s17¡) = var(to) = 0. Por lo ta.nto: 

' ' . _:~~ > \ ,'• . - ' ,,.' '. . . . . ' 

G1 =~ ~(ti'ui; t~~1), . 1 Pm(tm~tl7;, t~17~) 
·> >;.·, 

donde t1171 = s1171 ~s un té;riúil'o sin \.arfa.bles: Por hi¡ÍÓtesis C(r) contiene 
una arista. activa. del tipo: . . ::: ~,· '¡ Ji ; x;; ' 

: ... ;. ~-~--
·· ((to·,¡ ~]J;~~:'.:~;~) 

' •. ·,e ., 
Aplicando la regla (ii) a agl'~~~.~b~}f ~ri~t~: 

, (tb, s'.17i, Pi +-) 

que es lo mismo que: 

,(t~, t¡IT¡,p¡,,_'...:) 

Aplicando (RF) al~ a.risf<IS (6'.2) y (6.3) obtenemos la arista 

(t, l¡17¡, q +-- P2 · • · Pm) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

Pero poda obserVa.ción 5.33 tenemos una refutación izquierda para ru { G1} 

de k pasos con respuesta calculada T¡ (restringida a las variables de G1). 
Apliéando la.hipótesis inductiva sabemos que después de un número finito 

· de aplicaciones.de las reglas (i), (ii) y (RF), la carta C(r) contiene las aristas 
pasivas: .. 

(t1l71, t2u1r¡,p2 <--) 

(t2u1 T¡, taui T¡, Pa <--) 

(tm-¡U¡T¡, tmUJT1tPm -) 

que son las ~~miis que: 

(t1u, t2u,:P2 . ..__) 

(t2u, tau, Pa +-) 
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ya que ui Ti = ui 0'2 ·• : • O'n y como ti ui es un término sin variables entonces 
tiui = tiuiu2 .. •O'n =. t}u. ,Por esta misma razón la arista (6.3) es en 
realidad: · 

(to,tiu,pi +--) 

Por lo tanto la afirma~ión se ~umple en este caso. 

caso (b) Se esc6giÓuha cl¡~sula de la forma 

. Ci = ti(Yo¡;,.) ~ q~(Yo,Yi), ... , q.(Y.-i, Y.) 

entonces·, 
'.:' .. ; ~ -. :.-·;_'' : ' 

<~e: 

!·>:- ,, . 

O'¡ {Yo/to; Y./ti} ,, " <'\• , . •·.•~• / .. . .. · .. . . .. 
G¡ ~ (qi(Yo~ Yi), .; • ;/¡;(Y,'..:1;Y.);p2(ti, h);.; ;,pm(tm-li tm))ui 

= · +-- q¡ (t~; Yi)i •;;, q.(~-1, t¡),p2(ti' t2)1;, -'1Pm(tm..:.1',tm) 

ya que las variabl~s'd~ii1.& ~iáu~"~1fc~ e~t¡~· i}~~lz~das"y po~ lo tanto O'i 
no actúa sobre.variables éll tó;t~; :.': ;t;,;'C:té•ni'odo.'qií~ 'i; = t¡u¡ para todo 
i=0,1, .. :m: · . · · :.'.. •·" . (ft) 

Por hipótesis C(r) contiene una arista.a~Úva d~l tip(): 

(6.5) 
,' .. · ....... '.. --;;:- .·:./·:'· .. ::~-- .·._:<\·-~: ~:.,·: .. <.' 

Aplicando la regla (i) a (6.5) agregamos l~ arista , 

(6.6) 

Como supusiI!los. que para cada G; seleccionáb.amos' ~l áton10 de. más·~· la 
izquierda, forzosamente se refutaron las sub metas con símbolos de predicado 
qi,q2, .. ·,q. en Gi. De modo que para algún j<'n'en el,pa.So fde la 
refutación se obtuvo la meta: · · · · . · · · 

G; =+-- P2(ti6;,t26;), ..• ,p1R(tfFl-i9;,t~~;)··· 
recordando que 6; = ui •··u; para todo.j, ;= .• 1, ... , n. Ahora notemos que 
la se.cuencia de metas que aparece entre Gi y G; determina una refutación 
izquierda "implícita" parar U { ~ q¡(to,Yi), ... , q,(Ya-i. ti)} de j -1 pa
sos y con respuesta calculada 0'2 ·:•u; (restringida a las variables en {J = 

ESTA TESIS 
SALIR DE LA 

Na Dfnt 
BIBUOHr.;. 
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{t0;Y1, ... ;Y,-1,t1}). Peroporléiqueob~ervamo~en~lpárrafo (et.) cr1 = 
{Yo/to. Y,/11} no co:itiene.ligas para v.ariables en {J. E11tonces{Jcr1 = f3 y 
por lo tanto · · · · 

También notemos qu·~'f.:.. i' <: n - i ···::::,·· k> Entonces existe una refutáción 
izquierda' pa~a r U { ,,_.:_ IJ1 (t~, Y1 ), . ; ; , q,(Ys-:1' 11 )}.'con menos de k pasos y 
con respuesta calclllada 9¡ (restringida a las variables en {3). Como la arista 
(6.6) está en la. carta pOdemos aplicar la hipótesis de inducción y afirmar 
que después de un número finito de aplicaciones de las reglas (i), (ii) y (RF), 
la carta C(r) contiene aristas pasirns: 

(lo, Y19J,q1 i-) 

(Y19¡; Y29;,q2 -) 

(l~-29;, Y,~i9Ms-1 -) 

(Ys-19¡; 110¡, q, ~.) 

donde lo, Y1 O¡, •.• , Y,'.:.íOj, 11 O¡ son términos sin variables (por el lema 6.4 ). 
'. . ' . . 

Si ahora aplicarnos s-1 veces la regla ( R F) a estas arist;;s3 y ( 6.6) obtenemos 
las aristas · 

(6.i) 

(6.8) 

(to,t1Bj,p{<-) 
. ' 

(6.9) 

y aplicando (RF) a (6.9) y (6.?) obtenemos 

(6.10) 
3 

En realidad aplicamos (R_F) a )~ pri~era árista y a (G.6) y obtenemos la arista (6. 7). 
Luego aplicamos (RF) a la segunda arista y a (~.i) y obtenemos (6.8) y así sucesivamente. 
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Nuevíime~te por la observación 5.33 tenemos una refutación izquierda para 
ru{G;} de n-:i = k+1-j :5 k pasos con respuesta calculada Tj (restringida 
a las variá.bles de. G;). Como la. arista (6.10) está en la carta podemos 
aplicar la hipótesis de inducción y afirmar que después de un número finito 
de aplicaciones de las reglas (i), (ü) y (RF), Ja carta C(r) contiene aristas 
pasivas: 

(t18;, t28;r;,p2 <--) 

(t28;r;, t39;r;, p3 <--) 

(tm-18;r;, tmB;r;,Pm <--} 

que son en rea.Iidad:(recordemos que cr = cr1 · · ·crn restringida a las variables 
en G): · 

(ti cr, t2cr; P:i +-:-) 

(t2cr, ta~, ~j .~) 

(tm-:-1cr, tm~iPm +-:-) , .. ~ 
ya que B;r; =·~1 · · ; CTn para tÓdo j = O, 1, • .. , n'. Como t18; es un término sin 
variabfos entonces. t18;::;:,t18;r;= t¡cr. Por esta misma razón 1.a arista (6.9) 
es en realidadc(tci;t¡cr,p1 ~). · · · · · · 

·Por Jo t~~t~l~u;~~c\ón t~IÍlblén ~~ c~m~J~ en. esÍ~ caso y e~teorema queda 
demostrado. . . . .. · ·· . · . ' " · · . . i O 

Ahora presentamos el teore~a: de·com¡lletuG (relativ•{aJ~bMede.Herbrand) 
de los analizadores por cartás éc)m~ sfst~m~ forriuile~ para' prográma6 cá-
dena. · :. A;>~ .. ~ f • ·.·> '' • 

¡":,· 

Teorema 6.7 Sea r un progrorrla ci.ide~a' l/p;j;¡,~;. ;': ;p,:,. símbolos de pre-
dicado binario no necesariamente distintos:OSi :'.i· · · 

, - .,. . . ·_. " 

r F= P1(to,t.~)0-':.';~iJ:ct.n_1,tm) 
y to es un término sin . varÍ~bÍe;,; ~~to~c~s existe un analizador por cartas 
tal que después de un núrr¡ero fir¡it~ de aplicaciones de las reglas (i), (ii) y 
(RF) la carta C(r) contiene las. aristas: · 
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(to, ti..P1 +--} 

(ti. t2,Jl2 ~} . 

Demostración Sean a= p¡(to,X1) /\ .•• /\ Pm(Xm-li Xm) Y 

G =+-- á=¿_P1(to,X1), .. :iPm(Xm~1,Xm) 
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Suponemos que el. símb~l~ es~e~;al ·s, ¡{~ ';;.parec'e en IlÍnguna cláusula de r. 
Definamos él analizador por cartáhl(r, G) qÜe constii. de Ja5 reglas (i),(ii) 
y (RF) junto con la carta C(r) illidalizada con la arista: 

Por el Teorem_a 6.5 sab'emos q~e't1 ,°: . ;; t,'k· sb~ tJ~m:inos ~in variables. Sea: 
;'.(':.:.·":) ... 

·.·e;,, {Xí/t1;x;¡t2,·;•,';;:x;;.¡1.i;}c>: 

entonces por hip6t~si's: <:' ... 
· r~_•cví<tri,xdt\ :>.A p~(x~'21;x;;:))IJ 

Como Jos término~ d;ti,: .. ,ir· Ilb· tiei~n\,~fiables;·esto es.equiva.Jente _a: 
:,;, :.· · ·•· · <:, :t: :··;:-·· i·· ; ·:.·~:. f.·.·:Y." 

- _: r~ f=;_v((p1(to,X1);11.'. -'/\ ~m(f ll>-1,x7))B) < ·-· 

Por lo tan to O ¡s·u~~ r~s;·~~¡~~~~;re¿~~ ~arar'~{ c}/Pori~ pr~p~s~ción 5.37 
sabem:osqué para'toda r~~ptest¡¡,'~orrecta 8 ~ste _üná. refÚtáí:ión S_LD para 
r u { G} _cori respuE!stitc3.IéuJada: t7 y 'una suátituéión _de variables ,T ,talés que 
9 =· ur._ Pero por el lermÍ;6;4sabem~s qÍÍeX1u; · X2u, .';'.;•x;;.'uson.térffiinos 
sin variables, entonces X;ur = Xiu para todo i :=01;; ;'.,~. Pt;ir Jo tanto 
t; = X,;O>:~:{Ci~i.~7:-X;u, para todo i = 1, ... , m. Co~o u cóntfone ligas 
únicamente para variables en G (por ser una respues_ta_c_alculada) entonces 
u=(}; Por lo"tánt()'(} es una respuesta calculádá; ' ') .. 

Por el t~~re~~·~.~2Zste una refutadón izquler¿.padffr{ci} con res
puesta éalculadá. O' tá.J que a(} y. a(}' son varia~te~, Le'.;'·difieren sólo en 
nomb~es_de vari.Í.bles. ·(recordemos que G =~ a)::/'. ) :/ ''i ' 

. .. ' ,. ' :-,'-._·.-;.··· " 

Pero X;O ·= t¡ es un términ°c sin variables pó!J'a tQ,do i :; 1;:: .. , m. Entonces 
a(} = Pi(to, ti)/\ ..• f.. Pm(t,;.:..;, tm) 'es una fórmllla ~il! ~ríable~~ Entonces 
aO = aB'. y por lo tanto.O= 8'.•ya q'Üe á.mbaa actúan exclusivamente sobre 
las variables de a por ser respuestas cal~iílá.da'.s ..• ,'. . . . 
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De este modo tenemo~. una refutación izquierda. para r U { G} con. respuesta. 
calculada. 9; Por otro lado al lniciá.lizar C{r) agregamos la arista: .. 

(to, to, S +-- p¡ · · • Pm} 

Entonces se satisfacen la hipótesis del Lema 6.6 y por lo tanto después de 
un número finito de aplicaciones de las reglas (i), (ii) y {RF), la carta C{r) 
contiene las aristas pasivas: 

(to,X16,p1 +--} 

(X19,X29,p2 +--} 

(Xm-19,Xm81Pm +--} 

Como por definiciÓn 8 = {Xi/ti, X 2/t2 , ••• , Xm/tm} entonces estas aristas 
son en reá.Jida.d:'. 

(to, ti.pi +-:7}. 

(t1,ti,p2 ~} 

<> 

Obs~r"Vadón · 6.8 · Es importante recalcar que cuando usamos un analizador 
por cartas· para. reconocer una cuerda de una gramática . libre., de conte:i:to, 
llega un momento en que ya no es posible aplicar las reglas' y agregar, aristas 
nuevas. En tal caso el algoritmo termina. Pero para un' programa cadena el 
analizador podría generar infinidad de, aristas y nunéa ,acabar. 

Por eje,mplo, considérese el programa A: . 

(a.)'sué(X, sX) ·.:-· 
: '.· ·_: . ' . 

(b) mq(X,Y) +-- suc(X,Y) 

(e) mq(X,Y) ,_:._suc(X,Z),~q(Z,Y) 

donde suc(X, Y) represent~, la.reÍación Y es el sucesor de X y mq(X, Y) 
representa. la relación X es menor. que Y. Entonces: 

A F mq{O,sO) 

A p mq{O, ssO) 
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- ' . . 

A j=.mq(0,8880) 

A I= mq(O,smÓ) 

A I= mq(O, 8888s0) 

Por lo tanto la meta 

G =+- mq(O, X) 

tiene infinidad. de respuestas calculadas: 

u1 = {X/80} 

u2 = {X/s80} 

0'3 = {X/88s0} 

u4 = {,\'."/88sso} 

Si al iÍiicializar C(A) agregamos la arista 

(O, O, s . ..__:. mq). 
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(6.11) 

por el teorema 6.7 después de un número finito de aplicaciones de las reglas 
la carta contendrá las á.ristas: · 

(O,sO,mq ~) 

(O, ssO, mq <-) 

(O, sssO, mq +-) .. 

(o;8s8sO;~q 7) 

Y esto sucederá de la siguiente manera: 

Aplicando la r,~gla (i) a (6.11) y (b) ~btenemos 

(O, O, mq +- suc) (6.12) 
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aplicando Ja regla (ü) a (6.,Í2) y(a) obtenemos 

:'-, -:- ' 

(O,sO, suc +-) 

apllc~ndo (RF) a' (6,i2) /(6.Ú{agi~gamos ,· 
. . . 

·• (O,sO;ml/~) 
' 

Por otro lado aplicando la,regla (i) i (Í>;ll) y ( c) se tiene . ' -.-, . ·. \ 

(b,o, mq "+-- suc, mq) 

aplicando (RF) ~ (6.13); (6.i~) ~bt~nemos 

,(O,sCJ,'m~ ~ mq) 

aplicando la regla (i) a (6.16) y (b) obtenemos . . 

' '(s,O,sO,_mq +- suc) 

aplicando 1a regla (ü)a. c6.11) y(a) obtenemos 

. _ ..... ____ :·· 

aplicando (RF) a (6:17) /(6.18) agregamo~ 

(sO,ssO;mq+--) 

por último aplica.ndo (RF) a(6.l6) y (6.19) generamos 

, (O, siio, mq ._:.:..) 

y de manera análoga agregá.mos: 

(O, sssO, mq __ ,___:) · ' 

(O, 8sss0, mq ~) 

(O, sssssO, mq +--) 

etc. 
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(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 
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Ahora mostramos la validez de los analizadores por cart~ como ~istemas 
formales para programas cadena. · . · 

Teorema 6.9 Sea r un programa cáileÁa y ... ·., .. 
·' -': .. ;,~·,·- ........ ,,. 

una meta tal que to es un términ~·;¡,(~~rl~bl~~>i:nt~n~~sd analizador por 
cartas A(r, G) definido enel teo"réma fi. ies talqíú!tOdas las aristás en C(r) 
representan consecuencia~ lógic,~~ de r uJ q} ;·} ·.· ' ·· · · 
Demostración Rccordeko~ qÜ~ '(t,é,q 2., b:· ;:b~~k) con q '/= S repre-
senta la cláusula: .. ··• .:) :.:·ti "'~·.••,' ··.·. :><'.'. '•ii'' ,-· " ' 

··:.-'_ 

q(t,x,+k) d &;cti;x,)/'. .. ;b~ikcx;+k21;x;+~)·. 
· .. ·.-' ,_• .·.' -·-- .. "'--.:·,.:.- . ... · -·- . 

(t, t', q +-) con q #s. reÚeie~t¡ l~ c·l~u!l~I~: > 

·4ci)r4-'>·· · 
(t, t', S ~· b,; · ·,h;1k)#pfcs~Úa lt ~.~t~: .· 

• .,..:..:.. .b~(t', X,r ),: .. , bi:j.k(X~fk:-1 ;x~+k) 

(t, t', s;:.:....;) iepr~sentala ~1áii~u1a'vii:cÍa º: 
.~.,..<<º:~- ·-- ··.·,- -- ·-~ ::~ . . ~-" 

s es un símbolo e~pc~iaí qu'e rio ~pare~e en ninguna dáusula de r. 

Después de la. Íniciallzaciói\ la. carta: Ó(r), únicament~cdnÚ~ne la arista: 

.,-.,-
Por lo tanto la afirmación se cumple para la arista' lni~iaÍ;. >, 

' ·. - ._ .,_ ,,.,,.,:.;:?,· , ... ·• 

Como la única manera de agregar nu~vas;arist¡¡J; { c(r)''es ,~ tr~~és de. las 
reglas (i), (ii) y (RF), entonces basta mostrar que la aplicación de las. reglas 
preserva la propiedad de ser consecuencia lógica'y'.conclÍiir por inducción 
sobre la obtención de aristas4 • · ·. · · ·· ' · . : : .ii ·· · 

•De acuerdo con la observaci6n 3.2 ésto se. ~nunci~ fo~~~-~te: ~~.'ii~': '.· • 
(i) Las aristas en Co(r) son consecuencia.iÍ 16gldas derU {6}.:' < < 
(ii) Si las aristas en Cn(r) son consecuencias 16gicas de ru{G}, entonces las aristas en 

Cn+i (r) también. · 
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Regla (i) Basta observar que si: 

qk(Yo, Yo) - r1(Yo; Y1),; •. ' r.(Y.-i. Y.) E r 

entonces, rü{bri==•;k(Yo,Y.)- r1(Yo, ~), ... ,r.(YH, Y.) 
'•· ": ' -. ' '~. . ... . . ..· ' . . . .; . . - , 

entonces,rÚ{G}'!=-V(q,;(:Yo,-Y.)2_r~·(Yo;l'¡) /\. ;'. 11 r.(Y.-1, Y.)) 
·····-;:.i'·. ¡¡, '.····:: 

Si t'. es Un t:~·~ki~ci-~·~¡ri··~·~;i·~·hie~<·; ,.- .. 

entÓrices; ru{a}~'.~(~Út', ~) ~r1{í',Y1)11:\ ./\r~(Y~-l. Y.)) . 
.. ,:·:. ;_~- .··" ~ ,.,,-. :=:):':,;::;~.<: :>·· .:.:~,:. ~-· 

··Por lo 'tani~1a'ariáta(t' ;t', 'qk,_i- r1 ; ·)~)' r~prcsentauna·consecuen-
cia lógiéa dcT U {G}. ·- ·. <· · · - · · ·· · · · · ·· 

Regla (ii) Basta observarquc si qÍ,(s, s') +-':- e~: una 'Úáu~Úl¡ ~~ r. entonces 
' "' ·- . ' .-. ~ . - ;~ - . -

ru{G}.·_·¡;-v(1¡~(s,·~,}).--.·~-··-.· ;-:' 

si t' es un término sin variables y~~st~'ii~-írig~'b tltl q'ile s9 ~ t'. En-' 
tonces como r es un programa cadena; tenemos que ·var( s') ~ var( s) 
entonces var(s'O) ~ var(s9) :::: vár(t') = 0 y s'O es ün término sin 
variables. Entonces: .. ._ . · .· 

ru{G} f=(qk(s,s'))O 

entonces, 

ru{G} f=qk(t',s'O), 

entonces como t1 y s'O son términos sin variables: 

r U_{G} ~V(qk(t1,s'9)) 

Por lo tanto ):a ~rist~(tÍ, ~19, ÍJk -~) representa una consecuencia lógica 
de ru{G}. > -

Regla (RF) Supongamos que lfiS ~ristas - .-· .·. 

(to, tii'. qo,~ ik;}-r1:/;ÍJ~})'~{ti,,,~~;qi'~) 
representan conmÜéh~¡~' I6gl~~ de''r LÚ Gl Y tg;t1;Y t2 son términos 
sin variables, entonces::::' J' : ) ; I -: •. :' / <. --· · · 

ru{ G} F= qo(to~X~) ~ qk(tt,Xk), q~+~(Xk, xkfü, ..• ' q,:;.(Xm.:.1,Xm) 
' .. ·. ,,. ·.·. \·. ""·. :.· . -· ... 

r U {G} f= qk(t1, t2) ~ 
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' ' . ; . 

pero la p~iih'era i!Ilplica.ci6n es en rea.Iidad: 

ru {GJI= 
V(qo(tci,X~)·+ :?.k/t1,fk)A qk+i(Xi.,Xk+i) A··· A qm(Xm-i.X.;.)). 

Como t~fi/f t~: s6ritérlÍÍiii'os siri variables, entonces• 

V(qo(t¿;xm:f~-~k(l~),t;)xqt:i(t2;:x2¡i)k./.:/\qm(Xm-1,Xm)). 
-,· ., ;-;~; ¡·-. ·' ·,'.-_,.:: 'i, > .. ::). :._.,,/ · .... :· .\ 

Como r lJ {Ó} f::'q~(tl,f2)f.:5~~:~ig~~·'q1l~ /• 

r ú {a} ~ ~~do(t~·;·*~{Scqk,i1<!2;-~ki~> fl,:J.~": q;;.fxm-1, x~)). 
Por lo .tarÍtb\~- ii_;¡~t¡;'(i;f ;·t~, :~o _µiqi.~1··; ; ··q;i,}'.re;resenfa' una con-
secuencia' lógicá d.eT, u { G};- :• ,: . :0. . • _ . 

- ~ ,~,,~-. -·- ·- ·:; ••• ,:; •• 7 ,-_· -, - • -'··-::.I._ :~. =-- • 

-~;' ".. . . ' -·~ ,:;·<:" 
.·. ,~-:.,.\> .-·<· 

Ahora. podemos. enuriciar cl:teor~mil: de_vá.lldez y dompletu( (relativa a la 
base de Herbrand) de los ana.Jizado~cs por cártaii ~orno sistemas formales 
para programas cadena://?, ~/~-:~~. ,, :: ' .;, ' ' 

Teorema 6.10 Sir es'u~p'rógiti~a ddd~~~ y 

G =~p;'(iri,Í1)5,~?;P.n(~m-1,Xm) 
es una meta tal que t~ esun téN1lino sin variables. Entonces e/anaÚzador 
por cartas A(r,G) es ta/qu~:'.'· - . · · . · - · - · 

(a) Todas las .aristas' en C(r) repres~iitan ~onsecuencias lógicas deru { G}. 

{b) Sir- f: p~(t~, iS~: .:.'A~~(;,;;~j, t~) e~;o~ce;,.cl;~;uis d~'Ún mímelYJ 
finito de aplicaciorÍés de las reglas {i),(ii) y {RF) la carta:C(r) con~ 
tiene las anstas}PáSiiiasF >1 

- •· • ·· ·. · · " . · 

(td, t¡,p{-s_):··· 

(ti,t2,P2 2) 

(tm-i.tm,Pm <--} 

Demostración Es inmediata de los teoremas 6.7 y 6.9. 
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7. Relación entre Programas Cadena y Programas Orientados 
a Estados 

En este capítulo estudiamos la relación que existe entre los programas cadena 
y los programas orientados a estados. La. idea principal, es que ha.jo ciertas 
condiciones, podemos establecer una correspondencia biunívoca entre un 
subconjunto de los programas orientados a. estados y los programas cadena 
de modo tal que las relaciones derivadas del primero determinen al conjunto 
de consecuencias lógicas en la. base de Herbrand del segundo. 

Sea r un programa. cadena. Podemos suponer, sin perder generalidad, que 
si un símbolo de predica.do aparece en una cláusula unitaria, entonces no 
aparece en la cabeza de cláusulas no unitarias. En caso de que esta res
tricción no se· cumpla, siempre existe un programa cadena r' lógicamente 
equivalente con tal característica. Por ejemplo, consideremos el programa 

. cadena del ejemplo 6.3: 

av([St,[Y 1 Z]), [[Y 1 St],Z]) +

av([St, [Y 1 Z]J, [St, ZJ) +

re([[Y 1 StJ, ZJ, [St, [Y 1 ZJJ) ..:..

sb((St, OJ, [St, [JD,':'.'::"> . 

sb(Xo,X2) L ~v(x;;~1 ),'sb(Xi,X2) 
sb(Xo;Xa) &:~~(~ci';Xi)i:1b(X1; x;), re(X2, Xa) 

Puede verse.qll~ ~lprcdica:do sb no saÍisface la restricción. Entonces cons
truimos el siguiente ¡Írográii:ia~cadena: . . 

av([St, [Y l .ZJJ/[[~ l;:S.tJ;ji]) ~; 
av([St, [Y 1 .ZJf,;·(st, .z'J) .µ: . 
re([[Y) St],~J; [s;;¡f j".i]J) ..:..- ·. 
8bust, oi; ist; m) L.. · · 
sb(Xo,X2) +- ~vC¿\'ci,;1),;b(Xi,X2) 
sb(Xo, Xa) +- av(Xo, X1), sb(X1, X2), re(X2,Xa) 

90 
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Donde se sustituyó Ja cláusula unitaria correspondiente al predicado sb 
y se agregó una ·cláusula'; intermedia Sb, para preservar el significado del 
programa. Ahora asoci(!rrios . a r el programa orientado a estados 1' 
(D,C, V,I,SB}, tal. q~e:; :_ 

D = Uc donde Uc e~~e{tLJiverso de Herbrand para el lenguaje de primer 
orden. . ;; . e :: 
V = { R 1 r es ~n ~Íriih~lo;1d~; predicado en r ; r/~() aparece en ninguna 
cláusula 1mitaria};/; ... )f ' · • /. , , 
si q(s~,82) 2; ~sti~~~iáÜ~~~:~ruta~i~~~ f;e~todl:~~CJ.;:: {c11;t;j e:ilxn 1 
existe.una sustHüción o.ta.J}lue q(ti',t2) ,,,;•.q(s!8;829)},esiiri cómando en 
C. ·.'.::,,· • ..•• ,, : •x:. ·::.::·: •.. :•: .•:::' .• ··•·:: '».: •· ., >.·:.-

Si Po(Xc),X;,;) _:;·~1(x¿fX1);:.\o;p,,;(x~~í';xm):·e~uiiadáuiulaen r, en
tonéesla-inclusió~';p~';;¿; Pi¡ P2i: > · ¡ P,,;: está en J.· (esta asociación. tierie 

. sentido. ya·qÚe supusimos'qtie"~i un símbolo de _predicado aparece en una 
clátisulíi. unitaria;· entÓnces 60 aparece erna éabeza de cláusulas. no unita-
rias). . . ·· > · . 

En nue¡tio ejemplo. tene:os que: 

e ={ Xv, s n]É Y donde" 

AV {(t1,t2)EUéxUCI existe9.talque 
av(t¡, t2) = av([St, [Y 1 Z]J9, [[Y 1 St], Z]9)} 

U {(t1; t2) E U,C X Ucl e:íciste 9 tal que . 
·· a:_ii(t11 t2) :: av([St, [Y l.Z)]9,(St, Z]9)} 

Sñ {(ti. tSe u~ x; uL1 . . ~st~'o.talq~~ . •.··· • : 
. ·..•.. .. ·~(t1;.t2f:= ;b([St,(]]8; [St;(]]8)} 

RE {(t¡, t2) E U¡; X.U¡; 1 eldste 9 tíí.I que 
" re(t:i~t2)::; re([[Y 1 St];·z¡o, [St, [Y 1 Z]]8)} 

V= {SB} 

I consta de las siguientes inclusiones: 

SB 2 AV¡SB 

SB 2 AB;SB;RE 
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SB2SB 

Ahora supongamos que 1' = (D, C, V,I, S) es un POE y queremos asociarle 
un programa cadena r. Como Des un conjunto arbitrario y los comandos en 
C son relaciones binarias sobre D, esta asocia.ción no es posible en general; 
de hecho sólo es posible cuando se cumple la siguiente condición: 

(*) Existe una función suprayectiva1 {): Uc--+ D y para todo comando 
Q en C, existe un conjunto finito Ar.;¡ de cláusulas unitarias de la forma 
q(s11s2) .--, con var(s:l) ~ var(s¡) tales que: 

(11, ti) E Q si y sólo1i existen q(s11 s2 ) +-- E Aq y una sustitución 8 
tal que q(t¡,t2);:dq(s)O,s20). . · 

En caso de que 1' satisfaga: cstacondiclón basta.entonces. a.sodarle. el pro
grama cadena qui:'c~nstc d~ las cláúsulas unitariasen)os ó:q para to.do Q 
en C, y las dáusulaá Po(Xo; Xmf.:+ pi(Xd;·X1);.·.: ;p.,;(x,;,;...¡; Xm) para 

toda inclusión Po';? Pi;P;; · · ·; P,;;en .J. · · .. :··· ··.· .• é:.ii· .. ·;; ·~.f .. ·.·•·• ' 
Observación 7 ;1 ;. Cuándo císociamos un prlJj¡'i:ainri orientádo a estados 1' a 
1mpr0grama cadenaT, hacien.do {): Uc ~·u/ia.identidaden Uc,, puede 
verse que. se cumple la condición (*) y qite el progron'ia c~dencí 'asociado a 
1' resulta ser precisamente r. · · - ., -.. · 

· Observación 7~2 Ya' sea que asociemos un progrdma ~rÍe~tido a ~stados 
1' = (D,C,V,l,S) a ~n programa cadena r, o. viceversa, se cunÍple que:• 

'.-,,_.', 

J. La inclusión Po 2 P1 ¡ P2; · · · ¡ Pm está en I si y solo si Id cÍáusu/á 
Po(Xo;Xm),.:_ p¡(Xo,X1),. .. ,pm(Xm-i.Xmfestá eii f, . .. 

2. Si t1<Y t2 son términos sin variables entonces/Q e{~~ ~º;~ando y 
(tí;ti) E Q.si y sólo si existen una cláusulá unitariaq(s¡:,82) ~en 
r y una sustitución 1) tales que q(t1, t2) =: q(s16, s21J) ... 

3. r es un símbolo de predicado en l' si y sólo si Ji E V lJ C: 

1 
( ) tiene que ser suprayectiva ya que de otro modo no podcí&111os hacer referencia 

todos Jos estados en ·D. 
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Lema T.3 Sea r un programa cadena y 'P = {D,C, V,I,S) un POE aso
ciado ar (o viceversa). Sea 4i cualquier /unción asociada a 'P y G.'=+-
q1(t0,t1), .•. ,qm(tm-litm) una meta tal que to es un término sin variables. 
Entonces para toda respuesta calculada u para r U { G} se cumple que: 

(TciCT,liü) E iJ/((}1) 

(t1u, t2ii) E ifl((}2) 

Demostración Primero observemos que, por el lema 6.4, tau, t1 u, t2u, ... , tmCT 

son términos sin variables, de modo que tiene sentido considerar a los (tj-1<T, 
tjü) como posibles elementos de iJ!(Q;) (recordemos que n tiene como do
minio al conjunto de términos sin variables y como rango a los elementos de 
D). 

Sea cualquier refutación SLD para r u {G} .con respuesta calculada u. 
Usando un argumento similar al que se dió eu la parte final del lema 6.4 
podemos suponer, sin perder generalidad, que la refutación es izquierda. La 
demostración será por inducción sobre el número de pasos de la refutadón. 

Si la refutación se obt~vo en 11.n paso 

Ga =+--- q1(to,t1) 

G1'=D 

De rnodo que forzosamente se escogió una cláusula en r de la forma C1 = 
q1 (so, s1) .+---.donde t1 u = si u y sou = tou. Entonces por la parte (2) de la 
observación 7 .2 tenemos que (}1 es un comando y (tau, liü) E Q1 • Por ser (i 
una función asociada y Q1 un comando, entonces 4i{Q1) = Q1• Por lo tanto 
(tau, tiU) E 4i(Qi) y la afirmación se cumple para refutaciones de un paso. 

Ahora supongamos como hipótesis inductiva que la afirmación se 
cumple para refutaciones con k o menos pasos 

Si la refutación fue de k + 1 pasos, entonces 

Go = G =<-- q1(to,t1),. . .,q;(tj-litj),. .. 1 qm(tm-i.tm) 

y el átomo seleccionado en el primer paso fue q¡(to, t1) ya es el que está más 
a la izquierda. 
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Entonces, ocurrió alguno de los siguientes cuos: · 

(a) Se escogió una cláusula de la forma ' 

01 = q¡(so,s1) .,;..__ 

entonces, 

G1 =<- (q2(t11t2), .. .,qm(t~c.:1,t.i.))u1 
donde ti u1 = s¡ Ú1 . y soo}~i' to~{•;= io ya que to es un término sin 
variables .. , Pero. como'r es r~n pr~gi;;,ma cadena var( s1) ~ va·r( so) 
entonces. · ' · '•;·. /· >. ;.": · · · 

. ~ar(t1i¡)i~~~fcs1·;s;~·iaj(so;;) = var(to) = 0. 
;:,.-.\.' 

' Por lo ta.Ílt~tiú1 ~s ~~- t'érll1in6sin variábl~s. Ahora' sea u' = U2C13 ... CTk+l 
entonces ·' .-_ ' ~ "i::·· .,e -

. . ·.º·:__ .··:: ·/··,.·,- ,. 

tou = ( todUu1 ,;; (so~1 )~1 ::': soa 

t¡u ~ (tju1)u1 ~ (si;1)a' = s¡u .· 
. ,. . . 

Como tou y ti u so~ términos sin variables y q1 (so, s1) +-- es una 
cláusula unitaiia, entonces por la parte (2)de la obsen''d.ción 7 .2 tene
mos que Qi es un comando y (tou, f¡U) E Q¡, Por ser .Puna función 
asociada y un <J1 comando, entonces 4i(Qi) = Q1 y por lo tanto: 

(tou, f¡U) E 4i(Qt) 

Por otro lado: 

G1 =+-- q2(t1a1,t2ui), ... ,qm(tm-iui.tmu1) 

Por la observación 5.33 tenemos una refutación izquierda para ru { G1} 

de k pasos con. respuesta calculada u' (restringida a las .variables en 
G1 ); Como ya habíamos observado que ti u 1 es un tértnino sin variables 
aplicando la hipótesis inductiva concluimos que: ' 

(liü, i2ü) = (t1u1a', t2u1u') E 4i(Q2) 

(tm:..1u,tmu) = (tm-1U10',tmu1a') E 4i(Qm) 

Y como ya teníamos que (tou, tiü) E +(Q1);el resultado se cumple en 
este caso. · · · .·, 
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{b) Se escogió una cláusula de la forma: 

C1 = q1(Yo,Yn) <-- r1{Yo,Y1), .•• ,rn(Yn-i.Yn) 

entonces: 

u1 = {Yo/to, Yn/t1} 
G1 = ,_::_ (r1(Yo,Y1), ••• ,rn(Yn-hYn), 

q2(t¡, t2), •.• , 9m(tm-i. tm))u1 
= . ~· ·r1(tO, Y1a1), ... , r~(Yn-1ai, ti},~ 

· q2(tiui, t2u1),. qm(trn~1u1,tmi11) 
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Como las variable~ :'de'1á.;~l~llsu1a C¡:est~n,ajeitlzadas, u1 no actúa 
sobre variables en to'Yti; entonées toui =to y t 1u1 ·= t1 • Por lo tanto: 

'···;,·;,,"::,-··"., ,-.. ,, 
G1 ·.~ .2 ;i(t~;:,;; Yi;:,Ü, ... ; Tn(Yn~1u1, tiui), 

\.' ~q2(tiU1~'t2-Ui), ~ .<-~·q~(tm.;,,101, tma1) 
- :..- ~/~;',- _,.·_ :·.-';,· _ .. ;: . 

Por la ob~er~~ión 5;33 t(?l1~mós una refutación izquie~da de k pasos 
para r Ú {Gi} 'Con"respuesta éalculada u' = u2u3 • • • ui:+i restringida 
a las vari~bles,~n Gii Observando que u = u1u' (restringida a ta.S 
variables en' Go) y:que t0u1 es un término sin variables, áplli:amos Ja 
hipóte~is induí:tivay obtenemos que: · 

(tm".'"1u,tm.O'),t;; ~(Qm) 

y. 

(tou,';1u) e' tb(R1) 

(Y1u,'i72ü>e' ~(R~) 

(Y,.".'" 1 u,~e•(R,¡) 
d~nde,~u.~2~'.,., ~ .. - 1u .son términos sin .váriables po~ el lema 6.4; 

: . ,. ' . -··· . . . .- . . ~. 

«'·;: >~) 

Dé modo que sólo réstamostrar que (tou,tiü) E •(Q1), peroC1 = 
q1 (Yo; Y~),~· .ri (Yo,Y1 ), ... , r,.(Yn-1 1 Yn) ·es una cláusula en· r, en
tonces por la parte (1) de la observación 7.2 Q1 2 R1; .. ·; Rn es una 
inclusión en l. Por ser • una función asociada resulta que: 
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y como sabíamos que: . 

(tóU, Y1u)e ~(Ri) · 

(Yiu,Y2u) e.~(R~) 

(Yn-10'1 tiü) E 4i(Rn) 
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aplicando la definición 2.2 (composición de relaciones binarias) con
cluimos ·que: 

(tou, tli7) E ili(Qi) 

y el lema qued:t demostrado. 

Lema 7 .4 Sea r un programa cadena y P = {D, C, lr,J', S} 1.11Í. POE aso
ciado a r (o viceversa}. Sea 4> cualquier fu~ción asociada a P, sean t0 

y ti términos sin variables y sea r un símbolo dé~predicado er1 r.· Sir f: 
r(to,t1) entonces (lO,Ii) E ili(R). · 

. . . ·--· 

Demostración Si r f: r(to, ti) y t0, ti son términos ~iri .variables, en fon ces 
por la observación 5.38, existe una refutación .SLD ~ara ru {<:-7 r(t0 , ti)} 
con respuesta calculada e. Por lo tantO, por el 'lema 7.3, se cumple que 
(tii, Ii) = (toe, t¡;) E 4i(R). · <> 

Ahora estamos en condiciones• de enunciar el resultado principá.J. de este 
capítulo. 

Teorema 7.5 Sea r un programa cadena y P = (D,C,V,I,S) un POE 
asociado a r (o viceversa). Sean la mínima función asociada a .p ,·sean to 
y ti términos sin variables y sea r un símbolo de predicado en r. Entonces 
r f: r(to, ti) si y sólo si (fci, tt) E !l(R). 

Demostración Definamos la función !l': V U C ~ Pot(D x D) .como: 

!l'(R) = {(To', Ii) 1 r f: r(to, ti) donde to y ti son té~minos sin variables} 

Es claro que el teorema queda demostrado siprobamos que n1 coincide con 
n. 
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Por el lema 7.4 y la parte (3) d~ la ob~ervació~ 7.2 es i~;n~diato que si~ es 
cualquier función asociada a 'P, enfonces: ·· · ·· · · 

n'(R).!; 4.cR)'~ar.i t~<l~'.iz'.Ev · .. 
Por lo ta~to basta mostrar ~ue;n<e~ ~~~ fÜn~ióJ'~~ci-~da~yaque entonces 
sería la mínima de tales funci~ries: > ;. , ? < ,. · · .,, . "' ,-

. l. Supongamos q~~ Pd ;2 .Ai .P;¡:: : ; P~ e~ken··:.f. ''amos a demostrar 
que n'(Po) 2 f2'(P1); ~'(P2)i.~ ·/;Sl'(P,,.}:_ :.·,· ;:; , 

Por la parte (i) d~ la Óbs~r~aéié>~ 7.2 ieri~oi6s'~~~ l~-~1i;1sula .· . '. . ;·, ,'• .... ·.• ,,:, .. - .,:, .. _.,,- ... · .' 

liocx~,xm)i;.~;·cxa,x;), .. :,¡;;.;cx~::.~,x"'). 
está eri r: E~toIÍ~e{ 

r I=. 'v'(p~(Xo,Xm)~ P1(Xo, X1),.; .,;,,;(X:n"-1,Xrri)) (7.1) 

Sea (ta, t;;;) E ni(P1); f2'(P2); .. ·; n'(Pm); Por la defi;ición 2.2 existen 
Ti, Ti, .. ; , tm-1 en D. tales que: · · . · · 

(ta, Ti) E n'(P1) 

(tl, t2) E n'(P2) 

(tm-1,t;;;) E n'(Pm) 

Entonces por definición de f!' tenemos que: 

I' l=P1(to,t1) 

I' I= P2( t¡, t2)_ 

I' F Pm(tn1-1; tm) 

Que junto con 'c1.l)irnplican que r I= Po( to, tm)· Nuevamente por 
definición den' conc!Uimos que (fci, t;;;) E f!'(Po). Por lo tantof!'(Po) 2 
n 1(P1);n1(P2); .. ·;f2'(Pm)· . . . 
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2. Sea Q un c~mkd~ en e'. Vamos a de~ostrar que fl'{Q) = Q: 
\'_,: ,; .·.«:/-

~Si {ta';ii) E fl'{Q) e~tollces r I= q(to, ti) donde to y t¡son términos 
sin variables; Entonces por la observación 5.38, existe una refutación 
SLD pará r U{+:-::-. q(t0, ti)} con respuesta calculada e. Pero como 
Q :és Ün 'i:iorríando entonces el símbolo de predicado q sólo aparece en 
la cabeza de una cláusula en r si ésta es unitaria.. Entonces existe 
una cláusúla q(.90, s1) <-- en r y una sustituci6n 8 tal que q(to, t¡) = 
q( s08, s18). Por la parte (2) de la observación 7.2 concluimos que 
(t(j, ti) E Q y por lo tanto fl'(Q) ~ Q. 

~Si ('lO, ti) E Q entonces, por la parte (2) de la observación 7.2, to y 
t¡son términos sin variables y existe una cláusula unitaria q(so, s¡) +-

en r y una sustitución 11 tal que q(to,t1) = q(soll,s1ll). Entonces r I= 
V(q(so,s1)) y en particular r I= q(to,t¡). Concluimos que (l{j,ti) E 
fl'(Q) y por lo tanto Q ~ fl'(Q). 

Por lo tanto fl' es una función a;;ociada. Por lo tanto !l' es la mínima de las 
funciones asociadas. Por lo tanto n' = fl y el teorema queda demostrado.<> 



Conclusiones 

En la primera parte dela. tesis demostramos los siguientes dos teoremas: 

• Sea 'P = (D,C, V,I,S) un programa orientado a estados y (J'R(P) = 
(N, 7',S, P) la gramática adjunta a 'P. Entonce.s existe una mínima 
función asociada a 'P, la cual denotamos con n, y las relaciones derivadas 
de P están caracterizadas de la siguiente manera: 

para toda etiqueta R en V se tiene que, 

fi(R) =U { Qi;Q~; · · ·;Q,. i CJ1Q2 · · • Qn E L[R], n?: 1} 
donde Q11 Q2, ... , Qn son comandos de 'P, Q1 ,Q2 , • • ·, Qn son símbolos 
terminales de Q1?.('P) y L[R) es el lenguaje generado a partir del 
símbolo R. 

• Sea g = (N,T,S,P) una gramática libre de contexto:y 'P'R(Q) = 
· (n,c,v,1,s) el programa asociado a (J. Entonces la ie1?-~i~n princi
pal de 'P'll((J) es igual a la representación cociente del .lenguaje gene-
rado por la gramática, es decir: ·· , . ::·;: .. :·· 

n(S) = Q(L(<J)) 

Estos resultados caracterizan a la relación que existe ent'r~··1~~:grllJiláticas 
libres de contexto y los programas orientados a estados: :; Es im.portante 
recordar que a distintos programas orientados a estados puede· correspon
derles la misma gramática adjunta. De modo que las gramáticas formales 
no recuperan el sig1úficado de los programas orientados a estados. En cam
bio, un programa asociado a una gramática libre de contexto si recupera el 
significado de ésta. De hecho, como se vio en la demostración de teorema 
2.18, (i y <J'R('P'R.(<J)) resultan ser la misma gramática. Por el contrario, 
'P y 'P'R.(Q'R.('P)) en general no son el mismo programa. El primer resul
tado no .había sido publicado antes, mientras que el segundo aparece sin 
demostración en [Ros93]. 

En la segunda parte de la tesis mostramos que: 

• Si res un. prog~ama .cadena y G =+-- p¡(to, Xi), .•. ,pm(Xrn-1, Xm) 
es una meta tal· que to es un término sin variables. Entonces el anali
zador por carta8 A(r, G) es tal que: 
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l. Todas las ~istas en C(r) representán consecuencias. lógicas de 
ru{G}. ·• · ··· ···. · · 

2. Si r f: pi(to,ti) /\ ... /\ p~(tm-11 tm) entonces después de un 
número.finit() de' aplicaciones de las reglas (i),(ü) y (RF) la carta. 
C(r) coritfoííe las 'úista.á ·(pasivas): 

., ' '-"·' '" -~ _.; ·,, " 

•·•·• (t~,t1:;1 L), (ti, l2,p2 <--), ... , (tm-lt tm,Pm <-) 

En [Ros92],[Meldl] ; [yCRS92] aparecen ejemplos del uso de analiza.dores 
· por cartas pára inferir consecuencias lógicas de programas cadena, y en 

[Ros93] se da. Úna demostración de validez, pero la completud no había sido 
demostrada ántes. 

Por último la tercera. parte de la tesis conecta los programas orientadori a 
estados con los programas cadena a través del siguiente teorema: 

• Sea r un programa cadena y P = (D,C, V,I,S) un programa orien· 
tado a estados asociado a r (o viceversa). Sea n la mínima. función 
asociada a P, sean t0 y t¡términos sin variables y sea r un símbolo de 
predicado en r. Entonces r !-.:: 1·(to, ti) si y sólo si (ta, ti) E !l(R). 

Que hasta donde sabemos larnpoco había sido demostrado. Aquí cabe men· 
donar que el restringir nuestro trabajo a los programas cadena. no es una 
limitación computacional seria, ya que los programas cadena también están 
en la. misma jerarquía que las máquinas de 'Turing. Mas aun, existen algorit
mos que permiten transformar un programa lógico arbitrario en un programa. 
cadena lógicamente equivalente (véase [Ros92]). 

Por último sólo resta agregar que el trabajo de esta tesis puede continuarse 
para abarcar el caso general de utilizar cualquier analizador sintáctico corno 
sistema. formal para programas cadena y posiblemente una clase más amplia. 
de programas lógicos que incluya. fórmulas con va.ria.bles. 
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