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PRÓLOGO 

La arnigua concepción de que la mamnática lrala de las verdades absolutas quedó 

dellruida para siempre con el nacimiento de las geometrlas no euclidianas. Nacimiento que 

marca un "pmto cncbll m el deslllTolo del pms..._. -lmil.lco'', y que puede 

considerarse "t1111 tnscllld•e cemo la revoi.d6a pr .. •dd• por Ctphlco en la 

Altronomla, o desde el punto de \'Isla IUosóftce, lM Importante como la teoria 

o-waa .... evolllclH". 

Contrario a lo que s~ede en las ciencilli oxperim•ntafos como la flsica. la qulmica o 

la biologla, los objetos que la malemálica estudia no •on observables. Nacen como producto 

del razonamiento pta"o, y en cada teorfa se originan como resultado de definicione$ 

punlllales. Tienen propiedades explfcitamente prescritas por su• axiomas. y 1111 relaciones 

que surgen enlr~ ellos se rigen por las leyes de una lógica precisa Sus argwneotos vélidos 

son 1811 contundentes que con frecuencia llevan a identificar aspectos importantes de nueotro 

"-40 rnl" coo 1111 teorlas mmemilicas que se usaron para modelarlos. 

¡Claro que " 2 y 2 soa cutro"! ¿Podría eitistir acaso otra aribnética?; o en 

geometrfa: "por des pmto1 pu• u• rect• y 16le u•". ¿Cómo concebir otra realidad? 

Cualquier cosa que se afirme en contrario, es "npqunte a la a--..n• •• la lbtea 

recta", y el Ir.,.. de IDlrchar en e1e &eot.ido ea "laldir d mje h•d• ua aodte sla roado 

upu de ntlllplr toda llu y l• .iept• de 'VIW'' •.. 

Y entonces Riemmn, Bolyai, Lobachewlky y Gaullo, entre otros, desarrollan las 

geometrlae no euclidi111a&. Oeometrlas en las que se denumbm defmitivmnente algunas 



"verdades" tan evidentes. que nunca nadie habla osado poner en duda. Dem.anbe este que 

IUVo. entre otras cosas. un efecto fortalecedor de la autonomia de lo• matemlllicoa, quienes 

sintieron recooflnnada &U libertad - su privilegio - de poder establecer cualquier cottjunto 

cooaillellle de uiolll8B y poaene a dewcir - v61idmtenle - concl111ioae1 a pstir de ellos. 

Ahora exiatm geometrlas en 181 que por 111 pwto füera de una recta pasan muchu 

paralelas a ella (o ninsuna, seg6n ••a el caso). la wma de las medidas de loa áJ&ulos 

ialmore1 de cualquier tri*'gulo ea diltilU de 180", no exioten figuras aemej,..le• no 

cOl!,8Jllenles. ni vale el celebrado teorema de Pilígoras, y aunque collbwiu 1 nuestra 

ialuición ('I). 100 tao c0111iotentes (y por lo lmlo 181 v61idal) cODJO la clísica geomelrla de 

F.uclides, ni mú ni mtDOs; e incl11110 re¡¡ultm más adecuadas p•a model.- alg111101 Mpecto• 

de nueetra lftlidad. EÍJl¡¡feia afirma que " ••• • 11 •• ........._.. ntas •"•• Ideas 

llC.-CB de la 1....-na. H UW.a sido, ..... des811' .... i. twria de i. rllll&lvld8'". 

Y allo1 despu6s, J. J. Thomp•on r1cribe " ..• ahte 11 ttp11Ci• de ll:tmt•. 11 de Sltter, 

..iv .. 01 • ..,...,., ..iv .. 01 ••• .. c....._, ..iv ... , •H vlltnn ••. De•ao, llft 

••-*lc• pude cr-101 cea 1610 escribir ec11ado•es ; y ua si r ..... eaocélltrko, 

bici•• '8dl1• t•• • mlvtne de q •ropiedlld". 

Ea 1949 Glldel propuso im modelo pll'B el univeno flsico en el que ae C1Aq1len las 

ecwu:iones gavitacioaales de Einstein y en el que, teóricamente, es posible vi.Y• hacia 

atrás en el tiempo (Hasta la fecha, todos los intentos que se han hecho para rech-lo, ya 

sea desde el pllolo de vista matemlilico o bien deade el filoaófico. hao tenido im rolWldo 

livaao). 



¿Porqué no elucubrar WJ poco en geomelrlas p•culiares? Esta tesis reswm• al~man 

cooaidentcione• sobre reeullldos quo se obtienen alterando ligeramente ('/) wio de los 

aiomu que caracterizan a la mfüica canónica. Expllcitamente, la dosi81Jaldad del lriángulo. 

En el primer c1pltulo hlbl111101 de espo.cio& con producto interior, y ejempliftc1U110• 

brevemente cómo a pm1ir del producto interior usual definido en el espacio vectorial R~ •• 

puede recOllilruír la geomelría euclidiana. y finalmente mo.tramos, con uno• ,•jemplos, cómo 

la mayorla de los teoremas de tal geomelrla •• vuelvm lrivialmenle demollnlbles. 

& el segundo capitulo inlroducimOI el concopto de llltr-ltrlca, y jugmnos 1m 

poco con lageomelrla en un e11p1eio ultnmétrico p•a mo&lr.- iU& "peculi•idades" 

Eo el tercer capitulo descrihimoa la conllrucción ele la complec1ór. de un campo 

medine 111ceaione11 de Cauchy. 

& el cwsto capítulo, con el fin de generaliza' la cOllllrucción de1crita m el capitulo 

llllerior, definimos lu valu<u:iones y prob1111os llgunos resultadoa útiles p.-a trabltj1r co11 

ellu. Como cuo plltic:ul.- importante de ertu valuacionea, definimos lu valuaciones 

~leas, y demomunos que laa únicas valuaciones que 1e pueden defmir en el cmipo de 

lo111Kionlle1 soa lu p-mdicu y fu potenci• del vllor lbloluto usull. 

Ea el último capitulo nos concenlnmo• en la compleción del c1111po de los 

r1Cionale1 con reepecto a una valuación p-"lica: loa núm€f'OS p-ádlcos (Q• ); y demolllra

mo1 llgunaa de sus propiedades. Para finlliZlm' la lesia, diunoa un ejemplo de "geometrla 

poco usual'', el de una c1rrunferenciap-ádica. 



PRODUCTOS INTF.RIOR•:s 

filf_! s~a V 1ui es¡1acio wctorial sobre el crunpo k (a lo largo de este trabajo, k denotará 

siempre a R o a C. a meno• que se especifique lo contrario). Un producto intnior en V e~ 

una función que asigna a cada par ord1•nado de vectores x y y en V w1 es_calar en k, 

representado como (x, y) tal que V x, y,_ z e V, V u1 , a., e k se tiene·. que:'· 

a) (u11t +et" z, y)= u1 (~;y)+. a., (z, )~) . 

b) (r,y) =(y;~); ... \ d:~~~;~-~iuJiridica c~njugaclón compleja 
"'-:y ;:: . ' "-'.·.y'-_,· 

e) (x ,1t):>O ;. si:x~ o'.:; ;Y 
: ... _.· ;~<''., ,y\,:_~: - . ·. ,- -_.! 

Obs 1: Nótese que (e) se~~~~éa!~~i~ifh-láérí el ca.•o real. 

Obs 2: (a) y (b) pidón qÚe el p~~d;1~lo iriteriorsea lineal en la primera componente. 

Obs 3: Se puede ver fá~¡l~ie~:~·· q~e si. a: ... ; ; a E k y x, •..•• ~ n E V, entonces: .. . , ~'"f. , ,:· .· :,,. , . . n_ . . - , - . . 
n·;::\--.-~>_:_-·,¡-:~".~:._:~~~_;_ :~ 

( ~ a;xJy) =.!:a,(x.', y) 
.1•1_: . . ' .. _:_, __ t=J·, .. - -::.> 

Obs 4: V x e V, (x; i)''E R.cE~'poresto qui• In propiedad. (c)de Já defiuición ti,ene 
-·· ,~.· ·~:·;:, _: :::.::·; 

srnticlo, y así; (- ~) pf"~n-if~:d~fi~ir ~ii-~··_!·;~~J~1~';~: 11 ~'t~ c·~:>i)~.').' . ~· 

Un e~pacio vo~tm·Íal V •ob~/k cl~t~~lo_cdnii111'r~clu~i6 irit~~ior es1io~{lico ~e llama 

"spacio con pl'oducio' inÍt'lior.'.cabe ha~er la obsé..Vadióri 'de 'q1i~ un' espacio' vectorial 
' ' ~· :· . ' . ',. '"'•. . 

dolado con dos producto~ intcrioros :c1i~tinÍo~·;;uode.reR;diar éíí c1ria espacios con producto 

interior distintos .. 

l) Dndos x =(a., a;,.,;·; an), y= (b,, b,. ... , bn) E R", definimos 

(x,y)=a1b1 + ... +anbn. 

Y asl definido, (, ) es 1m producto interior. (El producto usual de R" ). 
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u.,peR. Asl, 

(a.x+p1 ,y):= .. -. i; (U.a:,.+pc;)b,;fU.a;b, '.+pc,b, =a. f:~,b; +P i;c,b, = 
-~> l=I · · ' - · ·; .. ~¡ · . ' i=J í::I 

=a.<• • y).;p(1: )>) 

2) Sea X el coqjwdo de fuÍtCiones compleja~ continuas definidas en el intervalo, 
' ~ ', : -::-, :~;:. ' - - - ·-' 

e.d. X={(: (O,!]-+ C ;/es continua}: Definimos un prod~cto interi~r p~~ este espacio 

de la siguiente manera:·- '··, _·:;,J::; _ ; . -·;:: . . . . : 

lf(t),g(I)),,,; J;f(t)iNdt, ··A~I d;flnldo, (,)es Wl prod~cÍo 'int~rior. 
Dern: . -; :. ·: ::Z' 

i) Sean f(t) :=u (t) -f-iv (t),g (t~ ~;:et) -1-is(t):h (t) =p (t) +>iq(t) eX, a, pe R. As!, 

(cif(t) + pg (1), h(l)j ~J; :((~u~u. ~i)+ (Pi:+Ps;))~~fq)dt = > . . . 
f ~ <«a.u+pr)p+(a.v,-1- p;>~)fccu.v+~;;i::..(&.~}p,~~;,'>j/,;~5; (up+vq~t+. 

1 ', ·: "·/ :,:;::: ·:·••:- ·.:';, -_-:<.:•,/,;-e;:··.::• ·:_,,_ (;/ :.·.:' 
+ia. fo (vp-uq)+P J

0 
<:A'sq)dt+i~J; (p~-qr)di~ u.J¿ ((u1~+vq):J:(~p- uq)i)dt+ 

' ,··::.-.•:•: •·•.':-'"::i-c -·:f:'•. <=:: -'·':::•·;c't:·: .. :n.-•.:·,·, .. - __ , . 
+13 f

0 
((rp+s<j)+(ps";qr)Í)di; Ú.(f(t); 11 (t)) + p(g (Í),'h (1)). 

1 . :_----.. : ,:· ;, ,, . ,._ .:'.:•·-_, '·,··_ - '·: ,•;: --' -. , , . : .: :, . 

ii) lf ,g) = f0(Hvi)(r:is:id~.= J ;((ur+vs)-J:(rv:..Us)Í~t = f~<ur+,vs)dt-t;f Jci (1~ -us)dt = 
' " • "J • • ~ • ,•, • ' ,. , '• • • • • • • • • •"o 

= fo<ur+vs)dt-1 f~(us_-;rv)dt =J 
0
(ur+vs)dt+I f

0
(us- /"Y)dt _:;f 

0 
((ur+vs)+(rv:_us)/)dt 

= (g (l),f(t)) •. 
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t. 

ll2I. El producto interior tieae I• siJUiente1 propiedade1: 

Ita.y.• e V, ce k:. 

a) Si & =O , entonces (11, a) =O. 

b) (•.,, +1) =(•.y)+ ( •• 1). 

e)(• • cy) =e(• • y). 

d) Si (a , )') = (• , 1) 'ta e V, entoncH y = 1. 

~ a) o+ (0,0)= (0,0) =(O +0,0)= (0,0) + (0,0) .... (0,0)= o. 

b) (a, y+ 1) =(y+ 1, •)=(y, a)+ (1, •) = ('i,';) + (i:°i) =(a, y)+(•, 1). 

e)(•, cy) = (cy, •) = F(1,i) =e (J, a)• e (11, y). 

d) Consideremos y - 1 e V . 

(y-1,y)=(y-1,1) ~ (y,y)-(1,y)-(y,1)+(1,1)=0. 

Pero (y - •·y - 1) = (y, y) - (1, y) - (y, 1) + (1, •) = o :. y - • = O ~ y = 1. 

t. 

mu Ell el c1110 general de uu eiip.:io con pr~to interior, se puede definir a pmtit del 

producto interior una norma, y a pmtir de esta una dillcc:ia. Preci-emos ahora estos dos 

conceploi y veremo11 como derivarlo• eo el c•o plrticul• de R'. 

Dlldo a e V, definimos ~all =(a, •)112
, y ul definida, la función 

~ i : V -t R ti- lu propiedadea lllWllea de una a-., a aaber: 

- 3 -



iJllah:o; llall=o 011t=O. 

ii) llasll=lalllall. 

iii) lls+y!ls M+i!y!I. 

iii) b +y!l 2=(1 +y, S.+)')= (1, 1 + )') + ()', 1 + )') = (1, ll) + ()', s) + (1,)') + ()',)') = 

=ca. 1) + ()',1)+ <a.1>+ CY.1> sU1ll 2+2dsB M >+ bl 2 =<M+M>2. 

(Yaque,p1Reh•oreml (1,y)sK.UbU. (Verleorema2). 

)' en el cuo complejo, ()', 1) + (l. y) = (1, y)+ (1, y) = ?Re ((1, y)) s 

szMblt> 
t. 

Un eqx¡¡:io dotrulo de una norm4 se llama. 66fH'd• 11-40. 

~: Daromos •ora mlguno1 ejeq>loa de normu, coasidenndo como defmición las 

propiedadea i) ii) y iii), que I• clnCterizm 

1) Dldo s=(x,, ... ,x,.)e Rª,defi.aimM M=D~ ... 
2) D.to a= (ll1 , ••• , ll

0
) e R", definimo1 llsll= í; lx,I, donde 11 el el vmlor ... 

llbsoliio 11111111 definido eo R". 

l)Dado 1=(ll,. ... ,x
0
)e R",defiaimo1 llsll=mntlll,l}~. 1 • 

·4. 



En e1tos tros casos es rellliv1111ent• fkil prob..- que la función definida es una nonna. 

Una vez definida la norma, derivaremos la llétriu o distud• inducida por ella: 

Dldo1 do1 pimtos x • y e V, definimos I• dilllllci• elllre a. y como d (a, y)= 11 • - yl!. 

Alll deflllida, la filnc:illa d : Va V--t R tiene Ju propied8de1 Ullllle1 de 111a mdtrica, 

..-ion: 

i)d(a,y)~O; d(11,y)=O <:>a=y 

ii) d(11, 1) = d (y, a). 

iii)d(ll.1)S:d(a,1)+d(1,y) \!11,y,ll E V. 

IWn i) d(a,y) =Ha-111~0 ; d(a,y) = lla-1ff =o ea-y= o ~a =y. 

iil d(a,y) =lla - 1ft= l-1 I b-1»=!1<-•><a-1>11 = b- ali= d (y, 1). 

m1 d <11,1> =ll•.,.. ,.1~na i. -+:1-:-111 s: lla - 111+11• -y~= d ca. 1> +d (y, 11= 

=d (a, 1)+ d (1, 1). 
t. 

Un espacio dotado de una distancia se llama upado mltrlco. 

~: Dsemo1 llhora 1mo1 ejemplo• de e1p1K:io1 métricos. 

l)V=R\d(a,1)= !la -y~. 

2) V 1Ube1p..:io de R", d (11, 1) = ~a - y~. (V 1e 11-eolollcet lllbeapacio mdtrico 

ele R"). 

3JV" i<>, d(ir,y)={ O, •i.x = y 
1, llX"Y 

• .5. 



A elfa métri<a ae le llama metrlca disaetn. 

4) V=R2
, d(1,y) =mlx { /x1-y1 /, /x,-y2 / ) • 

.5)V=R1,d(1,y)= /x,:..:y, \+/x,-y,/. 
- ··-.· . 

Cl)Va({11¡);ieN,x,e R,t~. 1 i¡<"'}, 

d (ll, y)= f (y, - ll¡y • ... 
A elle e1p1eio n le denota en ali1i1 ...,....e ClllllO t,. 

7) V= (1: (0,1]-+ R; 1 H <ontiuua}, 

d <x. Y>= J~ <" o>-y o»'c1t 
8) V= (x: (O,I)-+ R;" ~· •ontinua). 

d (ll, y)= lllÚ { / x(I) - y (1) /; t E (0,1)} 

!1) V={•: (O,l)-+ R'; lleB •ontiaua, ll (O)= ll (1)). 

d(x, y) =má.x { /x(t)-y(I) I; te [O,I)} 

Obll: Do1 fincionem diltiataa puedPo tener itúgene1 i.-lea, pero tener di1t111<ia distinta 

de O. Por ejesq1lo <DDlilMmue x, y: [0,1) -+ R', 1 (t) = (<01 (2111). HU (2111)), 

y (1) = (<01 (4111). 1911 (4lll)). 

&klncea d(x,y)=2,perol•dolti_-imrpaS1={se R'; h//=1). 

9) V= ((: B ~ l2l -+ R;fes a.otmda} 

d <r. g) = ~ e IJC•> - g <t> 1; 1 e e¡. 

-6· 



Ob•2: El inciso (l) muestra como darfo estruclW1l de espacio métrico a cualquier 

espacio no vacío. Los inciso• (6) y (7) mu•stran que al mismo espacio pueden dárselo 

métricas no discretas diferentes. De a.qui en adelllllle, R" denotará sÍelllflr• al espacio 

métrico del ejemplo l. 

llQl Sea V m e1pacio con prom.cto interior. Entonce• '"1 X. y E V y e F. k, 

1 (s, y) l ,;ll sil JI yJI (De1igualdmd de C11.1chy-Scbwarz-Buoillkowsky). 

Dem: Si x =O ó y= O, se cumple trivialmellle la igualc*I. SupOlllJIDIOs entou~es Qll' 

ll *O,. y, y con1idemno1 al elemento a• (slJyft-yll sll>. 

(si1Yll-yi1111i, sbhllsll) = (s!iyll, 111iyll) - (11llyll .Yllsll )- (111!1111. yllyll) + 

+ (yJlsll. ylJsff> = (s,s)liyff •- (s, y)ll1:ll bll - {X. y)lisll Jlyll +(y, y)ll.:IJ'. 

F.ntoncea O,;ílall' =ll1:1i 2 1iyll 2 -2(11,y)IJsJlllYll +llsll'IJyll' 

:::;.2 llsl1 2 M•~2{1:,y)llslli1Yll :::::· (1:,y)silsllhll .... (1) 

Coosidermido ahora al elemento b = (1:Jlyll-yJl 1:JI ), y sisuiendo wia &r8U'Jlentación 

anllloga a la anterior, lleg111DOa R que : 

-!11111 Jlyll S (X, y) .... (2) 

Combinando lu igualdades (1) y (2). concluimos que 

1 (s. y) 1 sU.11 llYll 
t. 
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Ob1 1 : A pmtir del procllcto punto en Wl e1p11tio, y las definiciones de los COllC"J>!Os 

prilmrio1 11e p~de recOlllfruir la geometrla euclidiima : 

S.11- pometrta pi- de Euclide1 a un 1illvma que comta de dos conjlGloa: 

1' el conjll!lo de 101 punloa, y • el conjldo dt lu rectm, (a partir de 101 cuales 

ae definen el conjunlo de 1epllllllos, "Seg.", el de -.Ulo1, "Ana." y Olros conceptos, como 

lri-101 y lldol ele ma recta, mire Olro1), con I• relKi- de : 

lncideacia '1 ¡;;; 'P x ._ 

C~ia etllre 1el!PJIOlllos, ~. ¡;;; Seg. x Seg., 

Cocw-ia eme 6Q&ulo1, e,¡;;; Ang. X Ang. 

F.lárldre, 6i;;'P><('Px il'); 

que cumple con IOI uiomu do llilbert : 

A1 l>Ol paOI distimo1 A y B detmnin111 ma única recta. 

~ Toda reda titile .t meao1 do1 pinos. 

8 1 Si A, 8 y C 100 pimto1 de una recia y B elllé enlre A y C, euloru:es B est4 entre 

CyA. 

B, Si A y C aon dos puntos de una rel.'la, entonces exilllen By D tale• que B está entre 

AyC, y C ellláenlre Ay D. 

O. De cualesquiera tres punto• silWldo1 1obre wa recta, hay wio y 1610 uno que está entre 

IOI Olro1 dot. 
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B
4 

(S~paración de planos) Para toda recta t, y para cualesquiern puntos A, R y C que no 

eotán en t, 

t) Si A y B están del mismo lado de ( y D y C eBlán del mismo lado de (, eolonces 

A y C es'*1 del minno lado de t. 

u) Si A y B ell!M en llldo1 opueoto• de t. y By e elllin en lado• opueeto• de e. 
ontonces A y C e11tli11 dtl mi11110 lado de t. 

C1 Dado un 1epento AD y 1111 pwrto A'. sobre toda recta que pua por A' e•isten dos 

pl.lllos 8 1 y 82 tales que A' ellÜ entre 8 1 y 8 2 y el ir11111ento AD es COlllJ1lellte a cada 

1110 de los uepatos AB1 y AD,. 

e, Sean AB, A'B' y A"D" ••SJnentos. Si el se8J11e11to A'B' es co1111111ente al ee¡pneuto 

Al's, y el Se8JllOlllO A"lf• el con¡puente al se11111ento Al's, entonces el ••8Jllento A'B' es 

congruente al 1e¡pnento A''B". 

e, Si B e1 un punto del 1e¡pnento li.é y B' ee plllllo del se!Pllento A'C', y el 1e@'llento 

AD es consruente al s•8'Jl•nlo A'B', y el se8Jll~nto ilc es conwu•nte al 1e¡pnento B'C', 

entonen el s•IJIDftllo li.é ea CODl!fllenle al sesmento A'C'. 

C4 Sea L (b, k) un *'l!tdo dado; 4 una recta, ct 11110 de los semiplanos definidos por • 

y h' 1111 rayo sobre •· Entonce• oxiste 1111 único rayo k' tal que .:: (h, k) es corwueole a 

L. (b', k') y tal que un punto de k' (al menos) ellá en el semiplano a. 

e, Cualquier oln¡pilo e1 C01181ll•nle comigo mismo. 

e, (Criterio LAL). Sean ABC y A'B'C dos triánsulos tales que el se8JRenlo AB es 

consruente al segmento .\óB'. y el segmento AC es con¡puente al segmento A'C' y el L BAC 



ea C0118111•ote al ¿ B'A'C'. F.nlooces el ¿ ABC es congrwnt~ ni ¿ A'B'C" y el .: r\CB 

es congnJ<>nte al .:. A'C'D'. 

0 1 (Postulado de Arqulmedes). 

Se• A, By A1 tre& pintos colioeales, A1 eolro · A y B. Se construyen los puntos A,, A.1 , 

A,,. . . tale• que A1 está entre A y A,. A, elllá enlre A1 y A,, A, Htá outre A1 y 

A,, etcét~ra, y tales que los seg111entos AA 1 , A," Ai, A2 A.1 •••• 100 cooguent~s. Entonce• 

la &UCesiáa de pualo11 A,, A,, A., . . . cClllliene im J111110 An lal que 8 está emr" A)' A,,. 

D, (l'o&tulado de Dedekind) 

Sea An ur1 Se8Jllenlo y 11oan {An}. (Bn} dos sucesiones de pido• intoriore> do Al! 

con lu propiedades •iguieutes: 

a) F.l 11esmento ~ erilá en el inlerior del 11e¡¡ml'lllo A •• 1 B.,..,, para toda n. 

b) No eJrillte ni!J8Ún se¡¡mento cuyos puntos ememos pertenezcan a todoe los 

lf81D'lllOI A.D'n. 
Entoocoa existe un único punto x comúD "tododo lo• 1e81Mf1101 A,. 8

0
• 

E¡ (Venión "Playfair") Sea t una r•cta y P un puoto que no ell4 1obro t. E:aloac•• 
exilile una única recta que pasa por P y que no ioleneca a t. 

Procederemos ahora a definir los conceptos prim.-ioa d,· esta geometrfa a pirtir de 

I• propiedade• de espacio vectorial de R1 y del producto punlo definido eu él. Poi.t~rior

mente demolllraremos, como ejemplo, 1111 illliolllll de cada uno de lo11 gnipos de axiomas de 

Hilben (de conexión, de orden, de coll@JUencia, de continuidad y axioma de las paralelas), y 

finalmente demowtnremos un teorema de gan importancia en lageometr1a Euclidiana. 
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i.lfil:.} P" R' ~ {(x, y); x e R, y E R}. & d1•cir, los puntos .en um•stra geomelrla son 

•xactmn~nt• los pares ordenados de números reales: 

m.! ~ = { (P0 .¡. t ¡¡; Í e R}; P0 e R'. a e R'-- jO}}. F.s d~~ir; lin conj1uito I de pW1tos 
. -· , --·· ;.··O ,,,,.· ·. 

de R' se Jlamareclasi hay WI plllllo Po= (Jlo.Yo> e R' y un,tecto~'uonulo 

if=(a.,a,)eR2 la!Hque t=(P0 +tif;teR}. <,~''.: 

U111remos la nolición t (P0 ; a) para denot .. a la recta que pua por P0 en 111 

dirección a. 

QELJ La relación de "incidencia" o "estar en" ('1 ¡;; ~ .,. ~ .. se cktine como 1igue : 

(P, t (P0 ; f.i)) E '1 •:::- J l., G R. J P = P 0 ·'I,, ¡¡ 

(e.d., P olllá en e aii P 1atiúace la ecuación de e¡. 

mu !.a relación de "e•I• enlre" (/! !;;; ~ x (ji) x ~))se deline como sigue : 

Si A, ByC son puntos distintos de Wl8recta t (P0 ; a), •nlonces 3 11, t,. t," R 3 

A=P0+t111 

B=P0 +t,a 

Diremos enlonces que B esta entre A y C si t, está entre 11 y t, , e.d. 

oo:1 Sean A y Be R'' &tonm Ali= (PE R2;P ,;;A:¡::t (B ~A), 1 eco;!]} es el 

segmento con eldrftnos A y B. 

Obs: Si 1~0. P=A Si t=l, P=B,y p.-atodo te (0,1), P.oa~-eme AyB. 

QiU Sean AyB e R2 , A,. B. &toncesAB ={Pe R'; P=A +t (8-A), te [O, oo)} 

es el rayo AB. 
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Asoci11111os a Jos so.@JJlentos en R' wia m•dida por m>dio d• Ja nom1u euclichanu. 

m(AB)=ílB-Aii 

Oba : Si t(P
0

; ¡})ea unar•ctaseneradapor un vector 1uiit11rio ll, entoncew 

\)Si Pe t, P=P0+tfl, ealonm m~)= itl 

tt) Si A, By e e e y B está entre A y e, mloM'eS 

m (AD)+ m (OC)= m (AC). 

11U.2 Sea An y C'b sesmentos. Decimos que AD es co._uenie con CD si : 

m (A9) = m (CD). 

mll! Sea ¡¡ y b vectores diferentes d1> cero. Entonces se dice que el qulo que fOlllllll • 

L (a, 1i), ea aquel cuya medida 6 •llisface la ecusión coa e= ll:ll·ll~ll y que está en el 

inlervalo [O, 2n). 

Ob1 : Si en un rayo se cllllbia el vector que lo sene111, el nuevo vector debe ser múltiplo 

positivo del llllerior, y por lo tanto, si a y b aon seneradores de los lados d,, un 6118Jllo, y 

ii' y b' lambién, re111dta que a = liiz' y ~ = kb', b, k e R\ y entonce& 

(•T ii»- -1 ,¡.¡; -1 bk(o·ii) -1 a'·b' ( T' b')) 
m ~a. -cos llciJJllii!l=coa hk!liilll!b\j=cos llii'lll!li•fm .:..a, . 

ea decir que la medida del Íll¡Jlilo es independiente de los veclorea que se IL•ea pll'a senerar 

-•Ido•. 
lm.ll Sem L (11, o) y L (C, 'Q) dos éngulOI. Decimoa que L (Q, b) e~ con¡p11ente con 

L (C, tl) (L (ii, o),. L (c,d)) si m (L (Q,b))= m (L (c,a)) 

Q&W Sea t(P0 ;Ü) una recta y N = ü' IU "normal" (si ü =(a, b), enlonces N = (-b, a), 

yul llNH~ll=1. 
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Entoucer ( sepuededescribircomo t= {Pe R';N•(P-P0 )=0}. 

(Pet 03 t,,e R ~ P=P.+t,,ü ';::. N·(P-P.)=t,,(N•u)=O). 

Sean t.= (P e R'; N • (P - P0 )>O). y 

t.= (Pe R': N • (P- P0 ) <O). 

Entonces r.. y t_ ion 101 1emiplmos determinado• por (, o bien loa lado• de e. 
Decimos que P y Q elillio del milllllO l111fo de 111 recta t ii ambos estlin en el mismo 

MmipllllO. F.a e- conbWio 1e dice que nt*1 en lldos difttellln. 

Ob1 : El cl•o que p..,. lodo P e R' ee cuqile una y sólo una de I• 1i&Wentes condiciooed: 

P e e, P e E+ 6 P e r._ . Ademú, cada uno de ellloa 1owiplmo11 ea WJ conjunto 

conve110. 

Demoltrw'emo1 lhora 1111 Mioma de cada 11110 de loa .,,.,01 de alomas de Hilbert : 

IiQ..1 (A,) Exilleu al mmo1 lres punto• que no eltm alineado1. 

U!!!! Sean P y Q dilllialo1 en R' y 1ea e (P; (Q- P)) la 6nica recia que I01 collliene (A, ). 

Elllonce1, como P" Q, (Q - P) =(a, b)" (O, O) :::> N = (-b,a)" (O, O). SeaR =P + N. 

AJll, R f t, ya9191i Re t, R=P +N=P +10 (Q - P),p. & t,,e R => N= t,,(Q -P) :::> 

N • N=t,¡(N • (Q -P))=O y (Ya que N" O :::>N • N= i1Nli 2 >O). 

:. R = (P + N) f e, y dldo cpo e es la 6nica recta que cooliene llalo a P corrio a Q, 

P, Q y R no pueden eu alineado•. 

ll.Q.J (B, ) De cualet1quier11 lre1 pumo1 1illl8do1 sobre una recia, hmy wio y sólo uno que 

e,.. enlre 1011 011'01 doli. 
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Dem Se!Ul A, .8 y C e e, t1 , 1;: y r., i: R sus panlm•tros. Entonce•. con baso en las 

propiedade1 de los reales, sRbemo• que hay WIO y sólo IWO que e~lá entr• los otros do .. 

Il.Q.1 (Ca) Se111 AB, A'B' y A"B" &elJlllealOI. F.nloncet AD • A'fi' y Aü • A''B" =· 
A'B'aAñü". 

~ El re1Uli.do 01 trivial, ya que las COllll"lem:iaa seom"'1cu ae traducen en i¡ualdadea 

emrenúmero1. 

IIQj (D2 ) Sea AB uue.!Pllffllo y se111 (A
0

}. (8
0

} do11uce1iOl1ff de pun101 interiores 

de AB con laa propiedades sisuientes: 

a) El lelJlllento A
0 
8

0 
est• on el interior del aegmento A0 _ 1 B.-1 , para toda IL 

b) No existe ningún ••l!lllento cuyo1 J1111101 eJ11remo1 pertenezcim a todo1 los 

sesnientos A
0
B

0
• 

Entonce. elrille un único punto ll comúo a tododt lo11elJlllealo1 Q
0

• 

12!!!! Para demollrar este teorema requerimo1 del axioma de 101 em:~e1 de intervalo&, que 

ae cumple en R y que dice que: 

Si ([a
0

, b
0
]; ne N) eawiacolecciónde intervalos cmado1tale1 que p ... todan e N, 

a
0
<b., y [a

0
,b

0
);;¡[a

0
,l'bn+i1•enlonces .~~[a0 .b,.),.'2l. 

Eatoncea, resre1111do al axioma D,, notmios que si la recta que contiene a todos los 

&eAJ11ento1 [ a
0

, b n) , o e N 01 e (P 0 ; at entooces p•a cada a
0 

existe un s • e R tal que 

a
0 

=P0 + s0 IJ. Yalopmente,p•acada b
0 

ellÍsteun 1
0
e R tal que 
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b
0 
~ P0 + t

0
a." Ademá&, las hipótesis implican que los intervalos cerrado1 

[s •• 1.};00 s¡¡tilfacen las hipótesis d<"I axioma de los encajes de intervalos. 

:. 
0
':i,.(.r0 ,t0

)., 0 ==> .r;"H[a0 , !>0 )., 0. 

AdemM DO puede blber do1 punlo1 fil la idenecci6n de loa [a •• b
0 

), ya que eatoo· 

ces habría 1111 intervalo cerrado no \·ado cootenido en todos la1 [s •• t
0 

J. el cual define UD 

1epmito contenido en todo1 los 1egmmtos (a
0

• b
0 

), lo que viola la 1epda bipóte1is dol 

aioma Asl, si l11111amos JI al único punto que est• en todos 101 [.;
0

• •\]. lenemoR: 

: • • '~~J [a
0

, b0 ) = {ll) 

llQ.1 (E¡) Si t e1 ima recta y P un plllllo que no ellli en e, entonces ~J(iite 1111a única recta t' 

tal que: 

t) p Et• 

u) e· e1 pwalela a e. 
Ob1: La demollln.ción de eiile moma, que fue lm cOOlrovertido en el puado. re1111ta 1er una 

cueltión trivial en en c~ci6n de la geomelrla pllllL F.o efecto : 

Dem Sea t(P0 ;.Z)-recta,yP e twpwlo. Defiaimo1 e• =t' (P; a). 

Evidentemente 1e lnla de una recta que p•a por P y que es pll'lllela a t.(Si Q e e r1 e•. 
eotonce1 Q =P0+ t,a =P +t,a :::> (P- P0)= t,ii,p.& r, e R :::> P =P0+ t,a y). P1r11 

demolllnr la uaicidlld, llUJlOIWID09 que e" (Q; b) es aira recta coa tales propiedldea. 

Entonce1, puelllo que p11a por P, puede tomane Hle como pllllto de 11poyo, es ck-cir : 

t"= t"(P;b),ycomo t."espll'alelaa e;-z;j\tz,yporlobmlo t"= t"(P;i)=t'. 
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llQ.1 {Axioma de Puch) 

Semi A, By C lres puntos que no est*1 alineados; y sea (. una recta que no p1111a por 

IÚllllD> d~ esto1 puntos. F.atonce•. si la recta e pua. través de WI pwto del ••IPllenfO AB, 

llmbiénpuri a ~·avo!1 de un punto del 1egmento iiC o por1111 p1111to del 1e81Dft110 AC. 

D!m Dllllo que la recta t pua a trav61 de 111 pllllo del •esrnento AD, entonce• A y B 

est:ln en lllllos opu~stos con respecto a e, ea decir, esün en diferente 1emiplano. Ad•mill, 

como t no pua por ni11311110 de los tre1 pinos, C no ell4 oobre t y por lo taalo debe ellla' 

en alguno de loa semiplanos generados por t. 

Si.von111111os que B € t.. y coosideumos que C está del mismo lado que B. 

Faoncee C e E_ y A e i: •. Como loa effil.Íplmo1 ion cOfliunto• convexo•. re111lla que el 

SO!Pllm!O BC está contenido en l:_. 

Entonces la udersección del segmento del aegmmlo AC con e ea no V11Cia {•i lo 

fuer1, A e ... la •n I:_ ó e ell.-la en t., lo cual no e• cierto). F.o cuo de que C eiluviera 

del mismo ludo que A. el se!Pllenlo .\C estarla contenido en E •• y uf la intersección del 

H81J1ento iiC con e 11erla diforente del V11Clo. 

Axioma de Pasch 

YIOURA 1 
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Obs 2: Un producto punto induce, de la fonna que ya vimos, una oonna, y wa oonna induce 

wa m~ca.Cabe pr•gwil11111e si habrá nomw1 que no 1e deriven d~ 1111 proclicto pllllo, o 

mélricas que oo se dtrivm de ina dietmci& Aqul dlloos un ejemplo de cada mia de estu 

1i1111Ci-. y p .. ello, proba"emoa primero 1111,...ultado que - lel't útil. 

pRQPOS!CtóN 1 Ea todo Hpacio vectorial 1obre el umpo R con ...a oonna iülcida por 111 

producto intorior, "' cwnple 11 1iguienle ipdld; 

,que .. COlllH:e como la identidad polar. 

1mg •;;!hi+y~ 2 -•t.h-y~ 2 = 11.(x+y,a+y)-Y. (a-y.a-y)~ 

Y.((x, a+ y)+ (y,x +y))-· 1/.((x, x- y)- (y, x -y))= Y. ((ll', x) + (x, y)+ (x,y) +(y, y))

V. ((a, x)- (a, y) - (ll, y)+ (y, y))= V. (x, y)+ V. (x, y)+ V. (x, y)+ V. (x, y}= (X. y). 
t. 

Una vez probmdo elle resultado pasalll08 a los ejeiqilo1 de normas y dillmicia no 

inlb:idal. 

Ejeqilo 5: Sea V= R' . 

Definimo1 U U : R'-+R como en el ejeqilo J.J. 

MlRMACJóN: Ali definida, 1111; R'-+R ea •• oorma que no puede deriwne de un producto 

ideriOI'. 

Ve91101 primero ~ 11 íl cumple las propiedade1 de norma: 

i) llsll= mix { l x, l. lx, 1 }~O, ya que IXi !. lx, 1 ~O. llsll= O~ mix { lx, l. lx, 1 }=O 

~lx, I= !x,l=o~ x1 =x,= O ~x =O. 
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ii) UQJ[/I= //(1mi ,ax,)//=mú { /aX¡ l. /ax,/}= máx {/a/ I x1 I,1a11X,1} = 

=lalma(lx1 l.lx,I}= lalllx/I. 

iii)~ll +y/l=l/(x1 +y,, x, +y2 )/I= mú ( lx, +y1 I,lx,+y1 1} s 

adir ( lx, l+ly, l .lx,l+/y1 /) sn* ( lx, l.la:;I) + má ( Jy, J, /y2 J )= bll+llylJ. 

Ahora v1remo1 que H N ao provi- dt 111 prcickto iattrior. 

S.m 11t=(I, i> 
y=(I, ~). 

Si 1 ~ viai-de im procMIO imrior ( , ), •• ~liria la idlalidad poi•. e.d, 

(a,y)= •1.Dx +yftJ · 'l.~x • y82= l<Z)z-¡(l) z = ~ - ~ = ~ 

Porolrolado, 2&=(2,1) => hs + yft= l; ha· yij= l => (2&,y) = ~ - ~ = 2 

pero por ti plmlo (b) de la definición de proclacto interior, (2&. y) = 2 (a, y) , 

e.d. 2 = 2(~) y :. /111 no pueduer iuducidapor 111 procb:lo imrior. 
t. 

t. 

~: Sea V un e11p"io vectorial 1obre R con mú de un elemento, d• la mélrica 

dismCa definida en el ejemplo 4 .l. 

NJBMACJ6N : d
0 

no H iMJcida por ma nonna. 

'lx,y e V, x;0y =>2x,o 2y, 

e.d.,d
0 

(x, y) = 1 => d
0 

(2x, 2y) = l. Pero 1i d
0 

proviniera de una norma, e.d. si 'lx, y e V, 

d
0 

(X. y)= /l x · y/I, con /111: V -. R una norma cualquiera, entonce1 se cwnplirla que si 

ª" y, 1 = d0

(2x, 2y) = 11 zx · 2ylJ = 2 /I x • y/I = 2 d°(x, y) = 2 Y, 
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. . d' no proviene de twa nonna. 
t. 

Es nalural suponer que fu di111ancias defmidu en el ejemplo 4 dm lupr a g<ome

trfas que no coinciden con la geomelrfa euclidi111a. Ejeqilific•mior 111 poco uta 1illl8'ión. 

mm Sea (X, d} un espacio métrico. 

Sean a, h, e e X. F.otonceli el conj111to T =(a, b, e) ••llama lrlMpl•. (con lados 

{a, b}, {b, e), {e, a), cuyas medidas o longitudes ron d (a, b), d (b, e) y d (e, a) respecri

wmeote). 

¡;¡Ef..l! Sea O uo elemento .t>itnrio de X y r un rúunero real no negalivo. 

Entone•• -;.;;¡o¡= {Pe X, d' (P, 0) = r} es la drcmirll'tftd11 •ent1lo r , .. centro 111 O, 

(P e X; d
0 

(P, O) l> r} es el ctrcMle •e ndle r cea,...,..• O. 

¿Cómo son e&tos conjun1os con las distintas métricas del ejemplo 4? Veamos 

algunos ejemplo1. 

1) Con la métrica del ej~lo 4.4, la circlllferencia unitaria (~(O)= ((x, y) e R2 ; 

d ((x, y), O= 1 }), e.d los pWllo• (X. y) del plmo cumplen con máx ( 1xI,1y1} = 1 )}-·- (*) 

ea como lie ve en la flgin 2. Para demostrw e&to trat•emos a 101 cuatro cuDantes del 

plmto por separado: 

Primer cwuhnte : x 2 O. y 2 O. 

En ell!Haso la expreeión (º)&e reduce a máx {x, y} =l. 
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Cuo 1: x=y. 

Es obvio que en eate caso el único punto del phuio que cumple con (")es el (!, !). 

Ca.vo 2: x>y. 

P.a tatecuo (x, y) e ~ (O) e:> ll ='1. Aimlopmente, 1i x <y, (x, y) e 'al; (0) e:> 

Hemos viato huta lhora que la circuoferencia en el primer c~llll" consta d~ 

todo1 lo1 plll!os (x, y) 3 x = 1 y O,,; y:!> 1 ó y= 1 y O:!> x :!: 1 . (Ver fiaura 2) 

r10URA l 

Seg1U1do cuadrante : x <: O • y > O. 

F.O ellecaso la expresión (º) •• recmce • máll (- x, y)= l. 

Cuo 1: -x=y. 

Es obvio que en este cuo el único punto del phmo que cumple con (º) el el ( ·- 1, 1 ). 

Cuo 2: -x>y. 

P.a e1te cuo (x, y) e 'i!; (O) e:>- ll = 1 ex= - l. Análogamente, si - x <y, (ll, y) e V, (O,l 

e:> y= l. Asl, la circunferencia en el segimdo cwd"ante constad~ todos los puntos (x, y) :> 

ll = - 1 y o:!> y:!> 1 6 y= 1 y - 1 ~ ll;;, o. 
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El llllálisis en los dos cuadrante• que quedai1 e• •imil•, y ul concluimos que ~ (0) es 

como 1e mueltra en la fi8Ufl l. 

l'IOURAl 

2) Con la !Mtrica del ejeqilo •U, la cirNlfettncia unit•ia ( ~ (0) = ((x, y) e R2 ; 

11: 1+1y1 = 1}) ti como 11e w en la rr,.... J. La demoetnción de esto es IDllY 1inúl• a la del 

eje1111lo aerior, ul que di8'utiremoa úoicmnenle el primer cW1Lhme. 

1:~0. y~O. 

Ea nte cuo, (1:, y) e ~ (0) <::>- x + y = 1 <-"::> y = - x. Puesto en otras 

pallbru, la "imagen" de la cir1:wforencia en el primer cuadnnle es precisamente la recta 

de pendiente - l que pua por el origen. To1Da11do en cuenla que el razonamiento es 

bisicmnenle el nú11110 p ... los ob'oa cuadrlnte&, concluimos que la circunferencia se v~ asi: 

FIOURA4 

l) Con la métrka del ejeqilo 4.8, la circunfenncia 111illria 'I; (0), 
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(donde O (1) =O 

'V te (O, l)), ea como 1e ve en lafiaira 4. LurgimeatKión requerida por elle ejeqilo es 

diltiala • I• lllleriorea 2, pero es tlmbiéo muy 1encilla: 

Sea 11(t)eV.F.ntaac1111(t)e 'i;(O) o mú:(l11:(t)l;te[O,l])=l o 

l11:<t>I s t 

't;f t E [O, l), y 3 t.e [O, 1) ~ liqi.,) 1 = l. 

El obvio qu~ p ... cualqui" punto (a, 1') dentro de la hoja delimitmla por x =O, 

x = l, y= - 1 y y= 1, existe un elemealo de ~ (0) que "cu" dentro de ella (por ejeqilo 

la filKión x (t) tal que x (1) = 1 'V 1 e ([O, 1) - (a)), x (a)= 1'), ul CGlllll lo e1 tlnbiéo 

que cuallflier función que 1e 11lp de la lhoja, cumido meoOI en w puoto, no puede ser 

elemento de la circunferencia. 

F.nlonce1 la circunferencia efectivameote H puede repre1elár ul: 

~~=O 
~ PIOURA 5 

Obl 1 : No cualquier fimción que caiga dentro de la hija e1 un elemento d• la 

cin:uafereocia: 
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~ 
d(x,O)=l/2, ;, U~(CJ) 

FIOURA 6 

Ob9 2 : El conjldo de todas lu fillcione1 que C81!11 dentro de la lhnja es en rellidld el 

Ob. J : La cimmfemlcia de ndio 1 con cenll'o en y = 1en JI, JI e [O, 1) " puede 

rrpre11ent .. ul: 

f'!üURA 7 

4) Ve111101 c6mo es 9111 (O), el circulo de ndio 1 coa centro en O con la métrica del 

ejeq>lo 4.9 (Aqul convenimos en que O e1 el elemento de V que uocia a todo punlo del 

illlervmlo uaillrio el orip del plim, e.d o : [O, 1) -+ R 2, O (J1) =(O, O) 'ti JI e (O, l )). 

A1I como en el ejemplo anterior, vemos que rualquier curva cerrada que pua por el 

(O, O) y que caiga denlro de 0 1, el circulo unitsio 111W11 m R2 , 
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( [11 = ((x, y) E R' ; ,¡x' +y' :;:; 1 } ), pued~ •••r vista como im1131•n de Wl elemento de V, 

Así. las itnágMes d~ los elementos de ~,(O) "llemU1" com¡iletamente a r>', o mejor dicho, 

cualquierpmito m O' es im11&9n de algún punto de [O. 1) bajo algunafiu1ción de V. 

Por olto lado, vemo1 bmlbim que cualquier función f cuya im113eu caip dentro de 

D' e1 en efecto 111 elemento de !1!l1 (0), ya que '11 e (O, lJ, if(t)- O 1=if(t)1 !: 1, ::> 

d (f, O)= mili { IJ(t) 1} :r 1 :::: f e 9..~, (O). 

Eatonce1 podemos repre1en1 .. • ~.(O) como tt vf en la fi#8'8 8. 

FIOIJRA 8 

Ob1 1: El dibujo de la circunfuenda es el mismo, aunque ltay fünciones cuya im•en cae 

dettlro de 0 1 que no son elf'lll1'nlo1 de ella. (ejemplo: x (t) = ( 1,¡ coa 2nt, 'h sen 2nt)). 

Ob1 2: Los clrailoa alrededor de cualquier elenmrto de V dillinto de el cero no 1e pueden 

Ejemplo : Sea x e V , x (t) = ( cos (2111), 1en (2111)). 

Entonce& las iiMsenea de I• fünciooe1 ~ 100 elemedot del clrailo (con re1p9cto a la 

métrica del ejeqilo 4.9) de radio 1 con ceolro en x lle1111'1 todo ro,= {(y, z) e R2 ; 

Jy2 +z' ,;2}.(P .. cualquierpunto Pe~ •• 3/<=$1(x) ~f(t)=P p.a. t e[0,1)), 
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pero oo cualquier fimción cuya ima¡¡en cal¡¡a on g¡¡, es en efecto un elemonto de !181 (Jt), 

pOI" ejemplo Jt' (t) = (cos (4nt), sen (4nt)), ya quo entonces d (Jt, x') = 2. 

Vomnos ahora 1111 poco de geomelrfa 1egún la m61rica del ejemplo 4.J, la mélrica 
di1mta. 

UQJ Todo lri*1gulo "no degenerado" es equilálero. 

12!!!! Si T = {a, b, e} e1 1111 lriliotulo, y a, by e ion di1tinfo1 (Tes "no degenerado"). 

entonces d• (a, /J)=d' (b,c) =d· (c,a) = 1 

llQ..12 Sea O e X un plSl!o cualquiera. F.atonce1 

{

0,1iO<r<l 
~(O)~ X·{O}, 1ir=l 

0, 1ir::. 1 

t. 

Ob1: F.n la mélrica discreta, como ya vimos, todo circulo de radio dietinto de uno es vacfo. 

Como eo general elle cuo oo ea de inler61, podemos suponer siempre que •• habla de 

circuoferenci• de nidio l, y asl ellu quedm determimldas por su centro. 

IIQ..U Si 'iJ'(P)., <¡' (P'), e.d. P., P', outooces ~(P) = ~ (P') - (P}u{P'}. Puello en 

palabras, las dos circunferencias coiociden en todos •118 puntos 11alvo por los cenlros. 

P•m Por el teorema a11terior, y dado que no estamos en el c11110 trivial, 

~f(P) =X - (PJ =X· {P') •· {P) •.; {P'} = $'1P'I 

t . 
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VLTRA.iwf:TRICAS 

Ob1esvemo1 que la métrica discreta NDple una de1igualdad máll fuerte que la del lri*'@ulo, 

que t1 la aipiente V 11, b, •• e X. d'(a, b),; má (d' (a, e), d
0 

(e, b)}. 

A I• mftrin1 .. N11plen e1ta de1igualdld se lea 11- ll&.H•HITB!fM , o nWtricas no ........... 
mu Sea E Ull eapw:io con 1811 función d: E ll'. E-+ R que 11tilface, "1 a, b, e F. E, las 

liliáeateapropiedldlt. 

i)d(a,b)~O; d(a,b)=Oc:> a=b. 

ii) d (11, b) =d(b, a) 

iii)d (11,b) sma (d(a, .:), d(c,b)J. 

F.lllo111:ea d ea-...,_.._. y (E,d) ea mi., ... *-Mrk•. 

Oba: La caadkión (iii) de la definición es ma condición a* filelte que la que se pide p ... 

cp d sea uoa m6trica, ya que d (a, b),; máx {d(a, e), d (e, b))s d(a, e)+ d (e, b), por lo 

que toda ultnmMrica ea m particul .. métrica 

Dmniremos ahora algunos objeto1 pomélrico1. Se definen los lriínguloa y loa 

clrculoe de -• malop a 101 cuo1 lllte1 villo1, y en &eneral. como 4'1"remo1 ima 

pomelrla derivada de la ullnmélrica, adoptaremos únicnente loa concepto1 que puedan 

Hr defüiido1 a partir de ella F.a alguno1 cuo1 e1cogeremo1, por lo lado, de entre las 

definicionea de un concepto, aquella que dependa de la mélrica. 
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D!F" Un lrfu¡alo rs cualquier terna de pwitos. Los i.dos del triángulo i;oo I• parejas 

de puntos obtenidas a partir de Ja tema. y en este caso los punlos de la pareja soo los 

estnmos del lado. La loqltud de un lado ea la distancia que hay entre sus elllremos. 

Ob1: Si {A,8,C}i;; E es 1111 lriqulo, la condici6a de ul~ca pnntiza que: 

i)a !:mil {b,<'I 

ii)b smáx (a,c} 

iii)c:s;mlix (a,b) 

; donde 

a=d(A,B) 

b=d(B,C) 

c=d(A,C) 

; . eo {a, b, e} e R no hay ningún n6mero que sea mayor que los oCros dos. Asl, tiene 

que blber dos lado1 isuaJes y el tercero lltfllor o igual. El decir que. todos loa tri*1gl.llos son 

i1ósceles y "IJacos". cosa que obviameote no pua en la geomelrla euclidiana. (¿O si?) 

Comidere Ja siguiente "demcmración": 

Sea {A, 8, C} un lriiPpllo cualquiera. 

Traz1111101 Ja medilllriz del lado AD y Je JI-os off. 

TIW.9IDOs la bisectriz del LACB y le Jl-s ..V 

Sea P = o-Kn Q.#.° Trvanos PB y PA, y lnl.amOtl tllnbién por P 11118 linea 

ortogonal al lado CB, que lo cona eo Q, y 1111a linea ortogonal al lado AC que lo corta en 

R. (Ver figura 9). 

Ahora bien, PQ = PR, por 1..-r QN° bisemiz de LACB. 

Por otro lado, PB = PA, por ser c:>K medialriz de AB. 



Como además LPQB = ..'.'.PRA. los triánsulos {A, P, R} y (B, I'. R} son 

nmejmtes. 

:. BQ=AR. 

Aúlopaenle, diido que lc;a lriqilo1 (C, P, Q) y {C, P, R) compllten dos lados 

y 111 illwllo, 1001einej1111te1 ::::> QC' = RC. 

All, BC=BQ+QC=AR+RC=AC 

:. {A, B, C) e1 i16scele1. ¡Toclo1 lo1 tri*'8Ulos son i1óscele1!. 

FIOURA 9 

Obs : El procedimiento que us1mos arriba para demostrar que do1 lados del lrilingulo son 

iple1 so puede volver a aplicar, y demostramos asl que el l«cer lado es igual a los 

primero1 do1: 

:"Corolirio": Todos los triángulos son equiláteros. (Lo cual ya no nos •Oflll'ende} 

l1Klli Dados O e E y r ;-, O, 

~O)= {P e E; d (O, P) = r} e& la circunferencia con centro en ú y radio r . 
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Int~(O) = (P .:. E; d (O, P) < r} es el interior del circunferencia, 

~(O)= {Pe E; d (O, P) > r} es el exterior del cirCUDferenciu, y 

'f;(O)= (Pe E; d (O, P) s:r} e1 el cfRulo derlldlo r concenlro en O. 

ll&[J.2 Dado1 F1 , F, e E,r e a• con r>d( F1 ,F,), 

~(F1 , F, ) = {Pe E; d (P, F,) + d (P, F2 ) = r} es la elip1e coa focos F1 , F, y eje 

mayor r. 

121LJ1 Dados F1 , F, e E, re a• con r < d ( F,, F2 ), 

~(F,, F2 ) =(Pe E: Id (P, F, )- d(P, F,) l=r} H lahip~rboluonfocos F1, F, yrlldio r. 

F.n1111ciaremo1 ahora al!lUIJos rernllados 1mcillos pero asombrosos de Htageomelrfa: 

I&Q..U Ea la m91ric11 discreta exiate un único circulo d. nidio 1: El total. 

llQJ.:! Dada IW8 circlllferencia ~(O), todo punto inlerior e1 ceDlro. 

(V' Pe lat~(O), 'i Q e<Q;;(O), d (P,Q) = r) 

1H!ll SeaP e lat'Ó?,(0), Q e~(O). No• fij11111oaen el triqwo (P,Q,O). 

Pe lot~(O)::;. d (P,O) < r, y Q e~(O)::;. d (Q,O) ~ r . .'. d (P,Q) = r (lodos los 

trimgulo1100 i16aceles y "flaco•"), e.d. Pes un centro de la circunferencia t. 

llQil Semi ~ .~ circunferencias. Si ~ r. ~ ~ 0, entonce& ~ y 'di; son 

coocéntrico1. 

(2mi Sea x e lnt~ ,-, 1n1-ai;. F.alonce1, por el teorema ...-ior, x e1 centro de ~ y x e1 

centro de ~ , :. ~ y ~ ion co11cdntrico1. t. 

Corolario! Si lat~ r. Int~ ~ 0 y r1 = r2 , entonce& ~ = ~· 

- 211 • 



!!!!!! ~. ~ion coocénlricu y lieoen el mismo radio, por lo lanto soi1 iguales. 

Oba: Si flrilnlot~.,0 y ~r,~><0,eotonces o/¡=~. 

~ Si lnt~ n Int~ t. 0 y r1 < r2 , enlonces todos los puntos de 'ai; aon centras de ~· 

IS Sir, < r2 , eutoncea 'I; i;; flrii. 

llQ..ll Todo punto eirtttior a ~(O) elllá "bien lejoe" de ~(O). (Si P e Ellt~(O), y 

Q e ~(O), monees d (P,Q) > r). 

~ S••• P e F.xt~ (O), y Q e'O!; (O). C01111idttemoe el tri*1plo {P,Q,O). Dada la 

lllhnleza de los lri*1¡¡ulos ultramétricos, d (Q,O) =r y d (P.O)> r :::;, 

d (P,Q) ~ d (P,O)> r. t. 

Nótese que, en el cuo <liscreto el teorema ae etmlple trivialmente, ya que cualquier 

circunferencia no trivial no tiene exterior, y obviamente ei la circunferencia ea trivial; 

cualquier punto del exterior eBlá "bien lejos". 

En este c11110 (discreto), existen circunfttenciu ''bien llen111" con interior vado 

excepto por un punto, que es !tl centro (r = 1), y circunferencias vachu con interior repleto 

de puntOll. ( r < 1). 

Si ue detlne dhlmetro como el máximo de las distancl1111 que hgy enlre loil puntos de 

una circlllferencia, podemos emmciar el siguieute teorema: 

TEO 16 Sea 'iii (O) un circunferencia Entonces el radio es mayor o i81Jal a la distancia que 

hay enlre cualesquiera do8 pwtlos de la circunferencia. F.o particul ... cualquier diámetro 

ea menor o igual al radio. 
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Obs : En el caso discreto s~ da siempre la igualdad: 

Si r = O 6 r = 1, la observación se cumple lrivialmeu!e. En cualquier otro caso, 

dado que entonces ~(O)= 0. 11e ~le que 

'I P1, P2 e ~(O), d(P1, P2)=/a que se desee, ea pllticut ... d (P1, P1 )=r. 

Jl!!!! Sl.'llll P,, P, e ~(O) do11 pllllos c1ialesquiera. Consideremo• el triángulo {O, P1, P, }. 

d(P1 ,O)=r'=d (P2 ,0) =:-d ( P1 , P1 ) ;;r. 

t. 

IiQJ1 No es po11ible aline .. l puuloil dilllinto11, e11 el 11enlido de que 

d (a, b) + d (b,c)"' d(a, e). 

!2!!11 Comoa,b,c1ondi1tin101. A'=d(a,b)•O; B=d(b,c),.O; C==d(a,c)o00, 

~ Asmú {B,C) <:B+C 

Bsmú (A.C) <A+ e 

C smáx (A, B) .:: A+ B. :. e1 U.011ible que e&tén alineados. 

t. 

Exninemo1 ahora otro concepto inleresne . ¿S....-á posible definir dramereocias 

tqente11 en un e111acio ultnmétrico? Y 11i lo es, ¿Exilllirín !alea cimmferenciu?, y ¿Cómo 

"'*1?. 

F.ntendamos por ciramfereocias tmisenles a dos circunferencias que 1ólo se 

intersec111 m un punto, y ve1m1os en que cuos puedo suceder esto. 

~ Sean ~(O), ~.(O') dos circwfeorencias en E. Supongamos primero que r' < r, 

y supongamos tambim que ~(O)f'"'l~;.(O') o012! . 
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~ o·e~(O). 

~ Co111ideremllfi el lrillogulo {O.O', P}, donde• P e 'ai; (O) ,-,~. (O') es w1 pw1to 

llbitrwio. Entonces d (O, P) = r, d (O', P) = r'. Como r < r', 1abemo11 que d (0,0') = r, 

:.O' e ~(O). 
t. 

f&Qf.l ~(O)seu~ta a ~.(O')a1mqwenotan bie11": ¡ v;.(O')¡;; ~(0)1 

o.ni Sea P e t¡;.(O'). Coa1ideremo1 el lriqwo {O, O', P}. d (0,0') = r, d (P,0') = r'. 

y r'<:r =:.d(O,P)=r :.Pe ~(O). 
t. 

Pregunta: ¿PocHsuceder que ~.(O')= ~(O)? LarelPIJella es q11e no (y a ello e1 a lo que 

no1 referi- con el "no 1111 bien"): 

Por lo menOI O' e ".(O)-'i;(O'). 

~ SupoJl&IBO& lhn que r = r', e.d. nos fij1111101 m do1 clrcunfereociu con el 

mismo radio pero no conc6ntricu. Suponpmos tsnbién que ~(O) nW, (O')~ 0. 

Sea Pe 'OP,(O)n~(O'). Vem1os el lriEgulo {O, O', P}. 

d (O, P) = r= d (O', P)::;.. d (0,0'):;; r. Si d (O, O')< r, entonces <Y e lnt~(O) 

:::> O' es centro de ~. pero eso contradice la hipótesis de que no son concéntricas 

:. d (O, O' )=r. entonc~s o· E ~(O)y o E ~(O'). Sea ahora Q e~(O). Consideremos 

el lri*WJlo {Q, O, O'}. Siguiendo el t11ZOn111tiento que hemos usado huta ahora llegamos a 
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que u (Q,O') s r ::;. Q e "f. (O') u Inr~ (O'), conjwito al cual hemos lllllJllldo circulo con 

cenlro ~n O' y radio r. 

,'.~(O) s:; ~(O')•_i Int\f,(0'). 

Sea U.ora Q e Int~(O). Conaidenndo el triilnBulo {P,0,0'). vemo1 qut d (Q,O') = r 

:. Pe "f,(0'), Coodulmos entonces que '11;(0) ,_, Int'~(O)i;;; ~(O') u lnt~(O'). 

Análogarnenlo, 'Q!;(O') u lnlo/,(O') ~~(O)•-• lnl~(O'). 

:. ¡~(O') u IM~(O') = 'ól;(O) '-' ld~(O)I (Pero ~(O) ~°i; (O')). 

Obsl : De hecho, b1t'i¡;(O') i:;; ~(O) y Intlf;(O) r;;; ~(O'). ya que si P e 116;(0'), 

entonces d (P, O'). Como ya 1mbemo1 epi d (O, O' ) = r. conclulmoa qut d (P, O)= r. 

Anlllopnente pwa el otro caso. 

Obs2 : No podemos concluir que Int~ (O') = ~(O), ya que si tomnos un elemento 

arbitnrio P en 'i';(O), la nlhiraleza ullr1111~trica del triángulo (P. O, O') sólo nos gar11ntiza 

que d (P, O') s r, y no se llega a ni~a contndicci6n suponiendo d (P, 0') = r. Aal, la 

existencia de circimferenciu lwl,!¡ente1 dependerá de la ultrmnélrica en cueltión. 

Ob1: Si do1 circunferencias no concénlricu no se cortan, entonces eatm "bien alejadas". 

&lo es una consecuencia directa del teorema 7. 

Obs: F.n el caso discreto, en uo coojimto con mái de dos elementos, dos circunferenciu no 

triviales necesariamente se cortan, y en un conjunto con más de tres elementos, las 

circunferenciu no pueden ••r "lwl,!¡entes" . 
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~ Un niiulrlliln-o •n E es \Ula cuaterna de ehm,•nto• ordenada cklicamente. 

Una pareja cuyo• elem•nlos son cons•culivos •n la CURl••ma •• 1u1 l11do del 

cUÜ'il*ero.En esto caso, los dos elementos son los rxtr<'lllos MI lado. Una pareja cuyos 

elflllenlo• no 01111 COllldcutivoa en la cuaterna dS llDI •1a&n.i dol cuaG'ilálero. 

La...._.. de un lado H la diltlncia q1ff' hly entre 1us n1nmos. 

Un ca14ndo es un cuadrilát•ro que liene lodos los lados de ilJUll,I loagitud. 

ll2J! Sl (a, b, e, d) ¡;; E e~ w1 cuadrldo, 1111 dla,onaleil iOU 111e11orea o iplea que loa 

l.tos. 

~ Consideremos el lriilugulo {r., b, e). Como d (a, b) = d (b, e), noce11ri11111eute 

d (a, e) ~ d (a, b). 

Obs; F.n el caso discrelo, todo cuadrilátero es cuadrado y si exist1>n 6 o más puntos, no es 

posible encelTll' a los clrcuoforencias no lriviales ea cuüadoa ( cualquier clrcwferencia 

no lrivial es el todo el espacio menos el cenlro ). 

P .. ver como &e ven las elipses ea esta geomettía. e1111Dinia'emos los dilltinto1 

casos, tomando en cuenta que la expreaióa&enenl de ama elipoe es ~,(F1 , F, ), donde 

k> d( F" F,). 

~ k>2d(F1,F2 ) 

mili Si F1, F2 , k dt•lem1i11an una elipse ( 1= {P e E; d (P, F1 ) + d (P, F2 ) = k} ), 

y k > 2d (F1 , F2 ), entonces la elipse se puede ducribir como la circunferencia de radio 

k/2 con centro en F1 (o eqivalenlemente en F2 ). 
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Dem Sen P e 1. &!onces, por definición, d (P, F1 ) + d (P, F2 ) = k > 2d (F1 , F2 ) => 

d (P, F1 ) > d (F1 , F2 ) ó d (P, F, ) > d (F1 , F2 ). Pero cualquiera de estas dos 

condicionH 811111111iza que d (P, F1 ) = d (P, F2 ). De esto y de que d (P, F1 ) + d (P, F2 ) = k, 

coaclulmo• que d(P, F1 )e d (P, F,) =k/Z. :. Pe ~(F1 )n~(F1 ). 

:. ~¡;~(F,). 

Por otro h1do. 'V Pe ~(F1 )= ~(F2 ), d (P, F1) =k/2 =d (P, F,) =>Pe r, 

t. 

decir que la elip1e ea independieule de 1111 p!llloe que tomemo1 como foco1, 1iempre que 

Hm centro& de la circuaferencia ~ (F1). 

IIQ.12 Si F1 , F2 , Ir detftmimm .... tlipH, y k = Zd (F1 , F2 ), ealODCH la elipae 18 puede dea· 

cribir como la intenección de 1111 circuaferenci111 de nidio d (F1, F2 ) con cenlro ea F1 y F2 • 

(1= ~(F1 ) n¡;(F2 ), donde r = d (F1 , F2 )). 

~ Por definición, wa punto P elli ea la elipae 1i d (P, F1 ) + d (P, F2 ) = 2r. 

Si d (P, F1 ) > r, entonces, coaaidermdo el trillogulo (F1 , F2 , P) vemos que necesaria· 

mente d (P,F1 )=d(P, F,) => d (P,F1 )+d (P, F2 )> 2r =>P .i 1 y ;, d (P, F1 f:S:r. 
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Amllogameote, d (P, F,) :s; r. :.d (P, F1 ) = d (P, F2 ) = r. :. la elipse consta de 

lodo• 101 pimlOI 11119 enm a 111111 distanciar de F1 y de F2• 

t. 

~ d(F,.F,)<k<2d(F1 ,F,) . 

.I1!U1 Si F1 , F2 , k detenninlll ima elip.e , y d (F1 , F2 ) < k < 2d (F1 , F2 ), eatoocu la 

elip1e se puede de1cribir como la unión de I• circunferencia de radio k - d (F1 , F2 ) con 

CealrofDF, yF,. 

(f= ~ (F1 ) u~ (F2 ), donde tt = k - d (F1 , F, )). 

lml! Sea r ª d (F1 , F, ). Supoapmos CJle Pe f: y llllJOQPlllOB que d (P, F1 ) > r. 

Fáo1Ke1 d (P, F1 ) = d (P, F, ) y , ya queeotooce1 d (P, F1 ) + d (P, F, )> 2r. 

:. d (P, F1 ) sr. ~opnente, d (P, F2 ) sr. 

. . d (P, F1 ) = r ~ d (P, F2 ) = k - r 
ó 

d(P,F2 )=r ~ d(P,F1 )=k-r. 

ya que ti ~(F1 ) n~ (F2 ) ~ 0, por lapropo1ición 2 demostrada .. terionnente, 

'( (F2 ) ~ ~(F1 ). y 11161opneme p .. el otro cuo . 
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¿,Pero que querrla decir quo "w, (F1 ) r ., ~ (F, ) = 0?. Suponsamos primero que 

·w;_ (F1 ) .-.'.jf,(F, ) ., 0. Si P e 'w. (F, ), forzo~amente d (P. F1 ) = r ::> P e ~(F1 ) •.. 

Elilonces ~(F1 ) ''~ (F,) :=O ::>,cqi; (F, )~~.Por. otiC> laÍlo,si :7t;CF1 ¡;,~(F,) =O, 

v Pe~ d (P, F1 >= r( 1ino {P}i;; ~(~; ¡',-,~(F,i)~ d(P,F,) = r ::. 
'¡' , •• · 

d (P. F, l =u .. e.d.'P.e_~(Í:, ¡;~'Of,(F,/>' 
·'.': - : i ,::.,~: .;· ¡}~" . ' 

& otras palabriis 'Ql;(F,) ~,~'(F,i~o·;~2f.(F,)r··~(F1 ) =·~(F, )= 
-~/ : . ·:-~}\ ~::"< 

=~(F, )<..• ~(F,). 

Ahora bien, si 'iJ; (F, ) n~; (F, ) = 6', y 'ii;, (F/)',,.,~·(F, ) ·~ 0; enlonm, por la 

ar81111lentación dada anterionn~nte, necesariarne;1t~· i= O,'po~ I~ ,;.;to se cwnple ~I resul

tado del teorema. 

An"ognmte pira el caso~ (F1 ) n~(F,) = 0. ff"1los demostrado entonce• que 

el resultado es el mismo en todos los casos, e.d. 

~= ~(F, )<..• ~(F, ),donde a.=k~ d (F1 , F,) 
t. 

-,. ' 

Obs: & este caso, .,.,(F" F2 ) =~(F1 ', F/).: si F/e ~(F1 ). 

Reiuniendo, tma elipse e1 .,·. bi·;m ~a. ciretmferencia, la intenecció11 de dos 

circunferencias, o bien la 1D1ión de do~ 'cfrcUDre~~cias. ¿Sucederá algo similar con las 

hipérbolas?. 

llQ..ll Sea ~(F1 , F,) ima bipérb.ola. ~to~ces, ·si u.= d (F1, F, ), 

~(4 1 ,F2 )= ~(F1 )u~(F2 ). 
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COMfUCIÓN pE UN C4M1'0 

~ Sea k im c1111po. k+ ¡;; k es ima clase podtl\la, si 

•) a,bek•::::.@ek',a+bek•. 

") Si a e k, entonce. 1111cede una y solo 1118 de 

i)cr E k+ 

ii)-a e k+ 

iii)a=O. 

ma.l Un c1111po k se lllPll ~ .... onl...io ai lier.e ima el- poaitiva 

F.n tal cuo la rel1eió11 de orden " <" 11e define como b < a e a - b ..:; k', y se 

lfAl'"8&11 las conv~cioaes umale1, 

b>aoa<b 

bsao b<a v b=a. 

b'<!a<:::>a Sb. 

Podemol probw facilmenle que uta rel111:ión alllidllce 111 propiedades de orden 

estricto, a llber: 

•)V a, b, e e Ir, a< b " b <e::::> a< e (tnmitividad). 

") V a, b e k, debe 1Uceder ima (y 1010 una) de lu 1iguiente1 condiciones: 

i)cr <b 

ii)b<a 

iii)cr =b (lricotomla). 
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Dem: 

•)'ta,b,cEk, n.-:b" b"'c=:-· b-a,c-b ek'=(c-/>)+(b-a)= 

") Semi a, b e k: Entonces sucede una (y ¡¡olo una) de 11111 sis condiciono•: 

i)b-aek•:::- a<b 

ii)a -·be k+ = b <a 

iii)b·-a=O:::, a=b 

: . "<" e~ un orden estricto en k. 

Y &dem6il rewlta compalible con la& open1Cione1, ea decir, 'V.a. b, e e k. 

•) a<b:=>a+c<b+c, y 

")a<b y cek•:::- ac<bc. 

Dem· --· 
Dados a,b ek, a<b:::, b-aek':::ob+(c-é)-a ek•::-a+.,-:b+c. 

Si e e k', 11 < b:::. b -a e k•:::· bc-ac e k+;:::. ac <be. 
t. 

N!!.!!: F.11 lilgebra. se conaideran camp~s ordenados. sólo ;~~noi. éuyo orden es 

compatible con las operaciones (y que por Jo t~~ti~~e~c);u;~·po~itiv~). 

'· ;, 1 (~1 idén~i~~.~1~1,Íipiicalivo del ~mnpo, que 
":,<· ~·, .. ,<.':·.: , . . ,., ... : :.,:'2 . 

aii{a,}¡,¡i:;k, ~a. =o <::::'11,=0 'Va,. 
:. todo campo ordenado es de c.¡;.act~l~i~~~(~~;;én~ic;)::·· 
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Z) Nótese que eo C, i ;t O, i' = - 1, lo cual implica que C 110 es ordenable con wi orden 

coqilllible con las operaciones (1U1que si es bien-ordenable como conjunto, se8ún garanti-

za el uioma de elección). 

l) Si 1e identific1111 I011 ealeros como elementos de k vla la imnersión i : Z ~ k 

i(O)=O, 

i(11+l)= i(n)+e 

i(-n)= -i(n), 

1e tiene que n e k+ ::. n +I r.: k+, y ;, z• ~ k+. (E. decir, todo c-.io ordenado 

contime un subconjlUtlo isomorfo • z• y e1 por Jo tw1to infwito, lo que a¡¡egura '11 

p111iwlar que ningún c1111po finito es ordenable). 

4) \;/a e Je, a e k• o a · 1 e k•. 

5) a<b <::> \;/ne z• aº<bº. 

6) Una clue po1itiva definida en cualquier caq>o permite definir un valor ab1oluto como 

1ig11e: 

l2U..U Sea k 111 campo ordenado, k + 11U cla1e positiva. 

Definimos 11: k ~ k+u {O} como 

{ 

a, si a e k+ 

lal= -.a.~i-aek• 
O, 11 a= O 

TEOREMA lJ 11 cumple con las própi~dades de valor absoluto: 

') lalek•u{O), lal=Oc:-a=O. 

") labl= lal lbl. 
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"') la+blslal+lbl. 

lli.t!! •) es obviá. 

") Analicemos todos los ca.sós: 
--·- -··---,----.-----

ª ,. b :, 

... :.:o \b<:ci. ;<:.:;,¡¡, <-a)b . 

a<O b<O (-a}(-b) (~aX-bl 

Con esta ecuación y con la abaeS"11Ci6o (5) de clue positiva {a< b o 'In e z• 

d' < bª ), concluimos la demo1tno11i\\ll. 

t. 

TEOREMA 14 Si k es el campo de cocientes de un anillo R, y si R. es ordenado, entonces 

hay un único orden en k tal que su rellricción a R coincido con el orden en R. {que extiende. 

el orden en R) 

Dem Si ~ e k. definimo1 Se k+ <:::>be> O. Entonces k+ es clase positiva: 

•)~.~e k+=>bc,de>0=>11dce> O=> ~e k•. 

")S. ~E k+=> be, de> 0=>bce3, dec2 >O=> b</ce +decc =(be +de) ce> O=> 

bededc,,,~+~ek• 

"') Si ~ e k, entonces se cwuPl~ uná (y lói~ un~) de: 

bc>O=>~ ek', -(bc)>r;·¿:k',~ .. ~=O:::>b=O=>~=O. 
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Si be R, b >O, entonce• 1• = b • 1 >O:::>¡.= ~ e k+. e.d. el orden inducido por k' 

proaerva el orden en R. 

Se hri ver ahora que el orden que extiende al de R es único.Supongruno• que k e•tá 

ardenado, y que este orden extiende al de R. 

Sea a = ~ e k. Ealonce1, multiplinndo por e>, 

~>o=> be"' o. 

~=O =>bc=O. 

~ <O=:obc«O. 

:. El orden en k sólo puede ser el que definimos. 
t. 

~ Sean (k1 , k1 +),(le, , k, +, dos campos orJenados. Decimos que k1 es orden • isomoño 

ak, si existe w1 isomorfismo f: k1 --> k, o1 l/ a e k1 , a e k1 •o f(a) e k, "'. 

QiU El orden en un campo k '" llama ........... ai '<I a e k 3 n e N * n • 1 >a. F.o 

este cuo también existe n e N 3 - n • l <a , y n e Z 3 _!_l <a. 
n· 

Obs: Si a e k, definimos "multiplicación por o" con la sisuiente rec•sióo: 

{ ~n·: ~)~a =n ·a E9a 

(-n)o a= - (n ·a) 

(Nóte1e que en el lado derecho de eslall isuaJdades, 6 ea el neutro aditivo del campo, 

y la &m1aE9 H la Nll8 del campo). 

l2iLJ2 Sea k un c1q10 ordenado y S ~ k, S ~ 0. 

M e k es 11111 cota 1Uperior de S si '<I x e S, x :!: M. 
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Si {l\J e k; M es cota •Uperior de S} tiene mínimo M0 , M0 = Sup Ses el 1111rcm• de S. 

AnálopMnt•, •• d•fine cota inferior e lnfimo (la mayor de lu colas inferiores). 

QU.1.!. Se dice que en k 11e c11111ple el ~ipio de~ si lodo subconjWllo no veclo 

dC' k acotado superiormente tiene 1111premo. 

Ejemplo 1: F.11 R vale el principio del 111premo. 

Ejemplo 2: Es sabido que en el campo do lo• números rvional~s no se cumple el principio 

del •..,remo, e.d. 3 S >;;; Q. S "'"'· S acolado 111perionueate tal que S no tiene 11upremo. 

(S =(X E Q; r< 2} 0111111 ejemplo de esto). 

Tratemos lltora de encolllnlr p .. cada campo ordenado k, une extensión ordenada O 

en la que 1e cumpla el principio del 1ianpremo. Ellle cmnpo O s~ puede co1181ruir de varias 

formas (encajes, cortaWres de Dedekind y suce11ione11 de Cauchy entre otras). Aquf 

describiremo1 brevem~nte la cOllltrucción por sucesiones de C1111chy . 

.l1ID§ Unasucesión (a
0

}
00

Nes111luucesióndeC1111chy1i ltcek• 3n=n(c)eN ~ 

la,-a,I <s 'rtp,q>n. 

Ob11: Si (a0 } 
0 

• N e1 ma 1111cesi6n de e-by. enlonce1 está acolada superior e 

ioferiormente. 

(Pinp>11,q=11+t, la,l:!>la,l+la,-a,l<la
0

• 1 l+sc; M 

:::;. N = rmix (la, I, .... , la,.1 1, M} ea una cota superior de {a
0 
J •• N ,y - Nea cola 

inferior). 

Laswnay el producto de dos suce11iones de Cauchy se define de lama11eranatural: 



{an }neN + {b
0

} .. N = {cn},.eN, donde \1 i e N,c, =a, +b, 

{an lne N•{b0 J •• N ={en},.. N, donde \1 i EN, e,= a,• b,. 

Ea fltoil demostrar que la suma y el producto de sucesiones do Cauchy \1lelve a Rer 

11UCeaión de e-by, y por lo tmto ver qu~ laa BUCesiones de Cuuchy fonnan w1 anillo R. 

llll.lZ Una sucesión de Cauchy (aP} es Ulla ncesl6n .... si converge a Ci!'l"O, 

e.d. si \1 s e k+, 

3neN 3 la,l<c 'Vp>n. 

llQl1 El conjunto 1 de 1ucesione1 nulas es im ideal del 111illo R. 

~ Sean (a, },{b,} 1ucesione1 nulas. Eatooces \1 se k' 3n1 ,112 e N .t 

11>,l<'hc , sip>n2 • 

Sea n=mú{n1,n2 }.Entonces la,-b,l<la,l+lb,l<c, sip>n . 

. '. (a, - b,} ea tiunbién una 1ucesión nula. 

Ahora, 1i {cP} es una sucesión de Cauchy cualquiera, sabemos que 3 M o; k 3 

lc,l<M \lpeN,y \lcek•3n(c)eN 3la,l<&IM,1ip>n. 

&lances la,l lc,l=la,c,l<c ,1ip>11. :. {a,c,}esimaawesiónnula. 

:. l e11»1 idelll. 

QR.11 Sea Q = R/I el lllillo de clases re1ictu.le1. 

IiQl§ C es ClmlpO. 

°"" P.D. ax• 1 (1) tiene solución siempre que a i O (1) 

(donde 1 es el neulro multiplica1ivo de R y O el neulro aditivo, e.d. l = { 1,1,1, ... } ; 

o= (0,0,0,. .. }). 
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Tiene que existir ne N y 11 >O ~ la. 1 <: 11 V q > n (Porque si no fuera asf, 

>:/ n y ltTJ >O, tendrfamos la,/ < TJ p.a. q > n. Y entonces podrlamos escoger una 

n lllficientemente gnmde para que para p > n, q > n , 1 ª• - a, 1 < TJ ::::> 1ª•1 < 2TJ 

"t p > n, y ul laaue1ión {a_> serla aula, lo cual coalradke la hipótesis.). 

Cl-.iente, la sucesión {a,) ae mmtien~ ~ la mi11111a clue residual módulo 1 , 11i 

intercambiamos a1 , .•• , ª• por TJ· Si a estos nuevos n elementos TJ de la aucuióo les 

volvel!IOll a 111111.- a1 , ••• , ª• , podemo1 e1cribir: 

v p • la. 1 <: 2Tt . F.n pll"ticular, ª•.,O \t p. 

Ahora, {a,"1 l es wa iiUCe&ión do c~by, porque \t s >O, 3 n <: N tal que 

la.-a,I <stf, para p>n,q>n. 

Ahora, 1i tuvi6ramo1 .,ae la;' - a,·• 1 <: s p .. al!'WI p > 11 y alsuna q > n, 

eotonces.multiplicaodopor laPI C:TJ ypor la.I C:Tt,seseguirla que: 

la, - ª• 1 = la,a.<a;' - a .. 1) 1.<: srf, lo cual no sucede. 

la,-1-a.-•I <s, .·.p .. ·p>11,q>n. 

Nalllralmente, luuceaióo de e-~ ta;' ) resuelve la co111111encia. 
t. 

Si k' ={(a, a, a, ... }; a e k} e Q (donde {a, a; a, ... } es la clase 

residual representada por {a, a, a, ... } ), entonces k' : k, porque 

f:k--+k' 
o --t{ "o,...., o"",""o-,.-.-. ) es mi i11omorfümo: 
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a +b -•la +b, a +b,. .. } = \a,a, a,. .. }+ {b,b, b,. .. } =f(a) + f(b) 

a • b ~ (ri,Q.b;-:-:-:-} = \a, a, a,:-:-:} • (b, b, b, ;-:--:- } = f(a) • f(b). 

Si f(a) ={O, O, O, ... }, enloncOI a= O. 

Yiilmlmeme, dada (a,a, a, ... ) e le', obvillJlellle a e k :. {a,a,a,.,.} =f(a). 

Si idtntificamos a los elementos de k' con los de le, podemos decir que O es 

.... .xtflllión de k. 

Ve11110111hora que '2 es un c1111po ordenado. 

J2Ui! Una.uc~sión de Caucby {a,} sr llamapositiva•i 3& e l?,n e N:. a,>& lt p>n. 

Una clase residual la;} ae llama positiva ai (a, J es positiva 

Ob1: P.-a ver <¡lle la definición oo depende del represenllmle, 

Sea (a,) una lillcesión po1itivay (b,} una 111eesión mala 

Siibemos qut 3 & e k•, ne N 

l1o,I< E /2, •i p > n'. 

3 a >e • 'Ir > n • y que 3 11' E N 3 

:.Sim=máx\11,11'}, a,+b,>&12, sip>m :::>{a,+b,)eapoaitiva.. 

llQJ1 S = (la;}; (a,} es positiva) es una clase positiva. 

tllW Una claae reaicml <cr,} e1 nesativ~ 1i -la;} ea poaitiv~.( -r.a.; }~a la clase 

representada por --(a,}, que ea la sucesión {e,}, donde e,= - a~ '1 p). 

~ Si ni (a,} ni - {a,} son positivas, entonces (a,} es nula. 

Dlllll ltsek+,1t11eN, 3r,s>11:. a,:!:s, -a,,.;s . 
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Entonces, para 11 >>O, 1 ª• - <1, I <e , si p, q > n. 

Si tomamos q = r y una p > n arbilraria, concluimos que a,= (a,-ª•)+ a,< e +e= 2c 

Luego tommnos q = s, y p > n llbitnria, de donde 

-ª• =(a, - ª•) - a, < 2&. 

,', {ap} HnulL 

F.ntonces, dada {a, } de Cauchy, siempre pasa que {a, } es positiva, -{a, } es 

po1itiva, o { ª• } ea oolL :. cllda clase resim.J es positiva, negativa, o cero. 

Trivialmente, la suma y el proclicto de sucesiones positivu e1 también positiva, y 

11111 concluimos la demostnción del teorema 
t. 

roROLARIO Q e1 1111 C!!!lJ!O ordenl!do. 

Veamos ahora que con esta constnaccióo de O, todo queda como queremos: 

•) El orden en Q extiende al orden de k, ya que si {a} > { b}, 

entonce• {a} - (b} ={a - b) >O 

::::> 3 s e k• ~ a - b > e >O :::::> a > b. 

")Si una sucesión {a•) defme aun elemento a., y la sucesión {b•} defme a pe Q, 

deª• ;:,, b• para p > n se sigue que a. ;:,, p , ya que si a.< p, y por lo tanto p - a.> O, 

existiría tuia e y una m ~ b.- ª•>e> O 't p > 111. 

Si escogemos p =m + n, llegamos a una coolradicción con la hipótesisª•," b• . 

.. ;¡ 'si"el orden de k es arquimedeano. entonces el orden en Q es arquimedeano: 
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Sabemos que cada 111cesión de Cauchy está acolada por arriba , y por lo tanto 

p11'11 cada elemento w e C. 3 s e k .J w <s. Si el orden de k es orqnimedeono, entonces 

existe 1111 "oalurU" (la Í1Da3en en k de n e N es n • J, 1 e k). en k tal que n >s. 

:. 'rl w e O 3 n > w, e.d. ti orden de Q es .. quimede1110. 

m.ll (Teorema de CORvtl'8'RCill de CIUChy) 

El campo O no se puede extender propiamente con sm:esiones de Cauchy. e.el Cada 

sucesión de Cmchy {u,} do n (u, e O 't pe N) tiene limite en D. 

Para demostrar este teorema, suponemos definidos en O los conceptos de valor 

lbtohllo, sucesión de Cauchy, sucesión nula y limite, de la m111era nalUral, y hacemos las 

observaciones sisuientes: 

ffilU. Lu 1111Ce&ione1 nulas de O fonnan un ideal. 

(La demostración es 1U1álo,ga a la que se hizo para R). 

~ Decimos que { ª•} conwrge al limite u. (F.n símbolo• ~~ .. CLp = m, {a., }-.a.), si 

{a.,} es congruente 11111 sucesión constante {a.} módulo el ideal de •'Ucesiones nulas, e.d. sii 

{a., - a.} ea una sucesión nula 

Las sucesiones de Cauchy (u, } que usamos para definir los elementos de O , se 

pueden pensar también como sucesiones de Cauchy en O , ya que k4 C. 

UMA Si la sucesión {a,} do k defino' al elemenio u. do O, outonce~ lim ª•=a. 

Dem Plll'llcada ce O 3&'e0;, c'.::c, 3ne.N .J sip,q>11,larelación 
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1 ª• - r., J., e' es vállida. Si d-:iantos p fijo y hacemos tender q a "'• se sigue 

.. 1 n, - a. I :!: e' < s, :. fa, - a.} es nula. 

Procedamos ahora a probar el teorema de convergemcia de Cauchy. 

F.o la prueba 111pondremos que en una mce1ión (a.,}, do1 elffi!enlo1 11JCeaivos a. •• 

a.,+ I siempre son distintos, o la mceoión es constw1te R pmtir de ci,•110 momento (&i no, 

escogemos 1111a subsucesión que si cumpla esto; la convergencia de esta lub1<ucesióu in.,lica 

entonces la convergmcia de la mcesión). F.o el segundo cuo la sucesión converg<? 

trivialmente, uf que 11Upondremo1 siempre la primera condició1L 

Sea e,= la.,-a.,. 1 1. 

Como ( a.P } e1 de Cwicby, { sP } es nula. Por bip6te1is, &• > O V p re N. 

'r/ a., 3 a, e k ;, 1 a, - a.P 1 < &, , porque a.P fue definido como el Hmite de 111111. 

sucesión {a•,•ª•;···}.Además, V &>O 3n'eN • la.,-a.,l<t/3c 1ip,q>11', 

y 3n"eN;, c,<l/Js sip>n". 

Sean =míx(11',n"). F.ntonces, si p,q>M, la,-a., l<l/3c, 

la..-a.,l<t/3s Y la.4-a4 l<t/3& :. la,-a, I,;; la.-a., l+la.,-a..J+la.,-a,I <&. 

:. lu111:e1i6o {a.,) escon¡pueole con (a, - a., ) móclJlo 111111 mcesióo mala, y 

:. tiene el minno limite eo c. t. 
Probinmos ahora el principio del lllpttlllO: 

llQ12 Todo conjunto S e C, S :t 0 y acolado 1mperionnen1e tiene supremo . 
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01'111 Sea B 111a cota superior de S, M un ~otero mayor quo •· µ WÍ elemento w·bitrario 

de S, y m un emero mayor que - µ. f..ntonces 

-'>1<µ<M. 

Pn cada número nlhral p, fonmunos d conjlllllo (k • 2 "; k o; Z y -m < k • 2.,,< M}, 

que H im coojimto finito. 

Sea a, la mú pequeda do oslail ftaccionet, que son cotu superiorea de S. Elllonco~ 

a, - 2., ya no t1 cot1111P11rior. Por lo tlllllo, pn cada q > p, tenemos: 

(!) ............. a,-2·•,,.a,:s:a,. 

=. 1 ª• - aq 1 < 2·' , 

:::> (2) .... ;.,....... 1 ílp - a,! < 2" 0
, ya~p.q>r.. 

P-- e dada, siempro podemos enconCrar 1111 entero h < s"1 que auapla ademái 

2°> h >s·1
• Aal (2) implica que {a,} es 111a sucesida de Cauchy. Es1a sucesión define a 

111 el.mtento <tl e t"J. Además, d. ( 1 ), 

Qp - z·P <<U~ Qp, 

(J) es 1111 a cota superior de S, porque si exiatiera µ E S 3 ¡t > (J), podrlamos 

enconlrW'tm número 2 '> (µ- wr1• y tendri1111os entonces que 2•< {Jt- (l)). 

Sllllmdo ª• - 211 < co, llegamos a que ª• <: µ, lo cual contndice el hecho de que ª• es 

11118 cota superior de S. 

(J) es la mas chica de las cola.• superiores de S, porque si o fuera una cota llJPerior 

llll'nor, podrlamos hallar otra vez 1111 número p tal que 2 • < co - o . 
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,como a, - 2" no es cota 1uperior de s. existe 111a ¡1 E S lal que a, -- 2·1• < µ. Eslo 

implica quo a, - 2 .. <o, y lilllllattdo esto con la expresión anterior obtenemos a, <¡a., lo 

cu.! H fillso. .'. m oa el llU¡lf'efllO de S. 
T. 

R-iondo, diremos que la coallnlccióa descrita proGice, pin todo cmnpo 

ordenado k, 111111 única extensión ordenada C en la cual ol principio del lllPl"•mo es válido 

1i~ que Ir 1ea arcpiimedemo. Ea particul•, si k " el CllllpO de los números 

rw:ionales, entonces O es el campo de los tÚlDleros reale1, que 1e ven emonces como clues 

re1imwes mówlo 1 (el conjunto de sucesiones nulas) en el dominio de 11111:eeiooes de 

C•cby de numero1 racionales. 
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l'.Af..UACIONJS 

Se ha visto que lila norma deflaida m 111 c-..o ordenado sirve para constrofr su 

compleción. ¿Porqué no generalizar esta conslnwción?. 

Se elltiende el conc"Pfo de \'&lor llb1oluto como sip. 

WlJ. Sea k 111 caq>o. Una val111ei6o ea k ea 1ma fimci6n 

1 1 : k -> R que cuqile las •Íguienles propiedade&: 

1) 1 a I;,, O; 1a1 =O <:::> a= O. 

2)1 a bl =la 11 bl 
3)la+blslal+lhl 

'fa, b E fe. 

Si la valUKi6n cumple además la propiedad 

4) 1 a + b 1 ~ mú {I a 1.1b11 'ta, b e k, 

diremos que la valuación es no •quimedeana. 

Obs 1 ; Asl como en el caso de las nonnas, una val118Ción induce llllll mélrica: 

d (a, b);: 1 a -b 1 

i)d(a, b)-1 a -bl <?0; d(a,b) = 1 a -bl =O e;. (a -b)= O e;. a =b. 

ii) d(a,b)= la-bl = 1-tl la-bl {ver teorema JI) 

:::>d(a,b)= 1(-l)(a-b)l=lb-al =d(b,a). 

iii) d(a,e)=la -:el =la -b +b -el si a -bl +I b -el =d(a,b)+d{b, e) 

Obs 2 : Si la vaÍuadón ti no wquimedema, la métrica inOOcida ea 1ma ultrtUl'Wt!'fea: 

iv) d(a, e) =I a-el =la -b +b -el .:!> máx 11 a -bl +I b -el)= 

mu (d (a, b), d (b,e)}. 
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Unos rnultados útiles: 

llQJ9. Sea 1 1 : k -t R w1a valuación no arquimedeana. &tone•• >: a. b e k, 

la! >lb! :.la +bl=/al 

12!!11 lal=/(a +b)-bl :>mú{la +b/,lb/ }. 

1 a + b J ti- que ser el máimo, porque 1i ao 1en«1111101 l 11 I s 1 b 1 , que conlra" 

dice a la bipóttli1. F.alaoce1, J a 1 s l 11 + b 1 • 

Por olro lado, l 11 + b 1 :> mú { 1 a/ , I b 1 ) = l 11 I . 

·" la+b/=/11/ t. 

!IQ.1l Toda valuación 1 1 1llli1fill:~: 

111=1, l-11=1.1:1=*1 • ll11l-lbll 00 sla-bl. 

(donde 1 1,. es el valor lb.1oluto U.W definido en . R) .. 

~ i)lllmll•ll=lll/1!~!11=1,ó ltl=-1.Pero lal~Olfaek 

·" 1 t.1= l. ; ' 

ii) l -1 I =I c-1)(..:1>1 =l-:-1 (! -1 I ; 1..:11=1. 
iii)/ albl ,;,,¡a .·~~i¡,,; i'all b'""Í /= lal · . 

. • . ·.. .· .• lbl . 
iv) l11l=l11.:.b+bl~la...:i,J+Ú~I~ 1~1-:-lbl>si.a-bl .... (1) 

1 bl ; 1 b-11+~1 s lb-a/ + l al.=i':.:111 b-al + 1 ~I = 

/(-l)(b-a)I +la/ =la-bl +lal,eot. /bl~laj~I +lal 

:::> -lbl ~ -la-bl-/al :::> -lbl-lal ~ -la...:b.I ,; .. (2) 

Combinllldo (1) y (2). oblenemo1 11a1-1b11., s 1a-b1 
t. 

_,.. 



ll!2..n Sea 1 1 : k -+ R una Ylluacióo. 

Ealoacea 1 1 e. no .-quimede- e;. 1 n • 1 I :S: 1 'r/ n e Z. 

~ Si 11 "ao.-quimede...,eatoocu la1 + ... +a0 l:s:má{la¡I ). 

ra-.. 111• Jlsl 11=1 V11 e Z. 

~e. lllJJOQPlllO• 1 n • l 1 :s: l 'r/ n e Z, y 1em ci. b e k. Eáaocea 'r/ n e z• 

-.mo1 l11+blº=la•+(~ )11º'1b+ ... +bºl:s:l11lº+la•·11 lbl+ ... +lblº:s: 

:>(r. + l)má (lal º,I bl ª). 

la +bl :s:(n + 1)11nmá (1 al .1 bl ). Como (n + 1)110 -+ 1, 

111 +bl:s: am(lal ,lbl ). 

Corollriol Sea 1 1 : k -+ R 111a Vlll*ióa, k 111 c1111110 de cll'BCterfllica p (Ver 

lpftldice ). F.ntoncea 1 1 es no wquimedeana 

l!!m Si n•l•O (modp),eatonces (n•l)'' 1 •l (modp) (VerteoremadeEuleren 

el tpMMlice) y :. 1 n • 1IH=1 :::o l n • 1 I = l. Entonces 1 1 e• no wc,iimede-por el 

Corolwio2 Sea 1 1 : k-+ R 111a val~ióo , k' ... llllbc~o de k. Si 11 ea trivial ea k', 

ntoncea ea oo wquimede111a. 

IMl Dmocp l l e1trivialeok', In• ll=I 'r/ne Z.t. 
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IIQ.12 Sea 11, una función de un dominio entero A en R que allliñace I• condicione& 

que definen a 1mB valuación, es decir: 

lczl;,o; lczl=o e:> a=O, 

l.i +bl s; lczl+lbl. 

entonce& 11, puede ser extendida de 11181lera única a una valUKión, 11, del 

umpo de cocienle1 k. 

1:!!!11 Si 11 e11ma valuación que elllieode a 11,. fllloace1 ea clwo que 'I 11eIr,11 =cz/b, 

. der 1 'ª' 1ª'' cz, b e A, l1eoe que 1UCe que 111 = jbj = JbT;. (') 

Allf, cpda demolllradil la llllÍcidad. Probemos lbora que (') ea efecto defiae ima 

eld9Dli6n 11 de 11, que es valUKión. 

Debemo1 prob.- primero que 11 ni* biea definida 

Supong1111ouolonceaque czlb=cld. &looce1 czd=bc, y ladl 1= lbcl" 

ó lal, l.tl, =lbl, lcl" :::: = ~\:· 
Probemol lhora que l l 1a1imce I• coodicionn de v&IUKión : 

Lu primer. doi coodicionea 100 cl1RB. Pwa demolllnr la lercen, 1em e, d e A, y= cid. 

F.nloocei 11 + y= czli+bc, y ¡11 +yl = lczd+bch s; lczdl 1 + lbcl1 = 
bd lbdli lbdl, lbdli 

~ lcl, 1 1 1 1 = lbl, +idli= 11 +y. 

Finalmente, H clwo que 11 extiende a 11,, porque 1i a e A, entonces a = ablb, 

lczbl 1 lalilbh . . 
donde b e A, y la 1 = lbi;" = lbG = la 11 , lo cual lenoma la demostración + . 
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lllf.U Sea e e R. O < e < 1 1111 número real fijo. 

Sea lllllbi6ap e !P' im número primo fijo. 

Si JI e Q •, podtmoa eaeribir x de la f0111111 x = p• ~ , don do a, b e Z, p l ab 

y dcmci. oc e Z (oc puede Hr po1iliva, neptiva o cero). 

l!danct1 definimo1 lavaluación p • idie1, 1 1, , como 1 x 1, = eª , 1 O 1, = O. 

wu Asl definidm, 1 1, e1 una valuación •quimedeana 

D!ll! 1) Suip de la deflnici6n que 1 JI I, ;-e O, y que l J1 I, = O -::> JI= O. 

2) Si y = p• f. , donde p X a' b', emoact1 

ll'J = p• .. ~: . dondf pl tltl'bb'. 

Porlolldo layl,=c"' .. = IJ1l
0 

lyl,. 

J) Probinmo1 la condición 1x1, s 1 => l 1 +JI 1, S 1 ..... .(5), y pro"-• que (S) • (4) 

i) Si X .. O, 1X1. s 1 =>oc;,, o => 3 e, de Q 3 JI= cid, donde pfd, (e, d) =l. 

F.nloncea 1 +JI = 1 +cid= (e + d)IJ, que tiene denominador primo rellllivo con p, 

•. l 1 +J1 I, S l. Ccmo la condición (S) 1e cuqile trivialmenle en el cuo JI =O, 

hemoR demolllndo la condición p.-a todoa loa cuoa. 

ii) (S) • (4). 

Si•111ilfilce (4),eotoaces, IJ1l,s1 => ll+J1l,smú:(IJ1l,. l1l}=l. 

Supon!!l9110S ahora (5) y supongmnos que y " O. ( Si y = O, (41 ee cumple 

trivialmeale ). 

Tllllhién, s.p.g., lilll'ºll8amos que 1 x 1, s 1y1, . Entonces 1x/y1, s 1, y , por (S ), 

j1+~j s 1 => l11+yl, s IYI, =mllx [lxl,, IYI, f f 
, r . 
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IEQ1! Sea 1 1 : Q -t R una valuación. F.nlonce1 pua una de lu 1i31lÍenle1 pC19ibilidade1: 

l) 11 ea la valuación trivial; e.d. 1 ol =O y 1a1 = l Va e Q•. 

2) 1 1 = 1 1, , una valuaci6a p-6dica. 

3) 1 1 = 1 1., una potencia del valor lll1almo --.!, coa O< cr. s l 

121111 Sem m, a e Z, m, a> l. Podeiaou1cribir ea b11e a. e.d. 

(l) m=ci. +a111 +a,112 + ... +~11k 

cloacle OSG¡ sa-1, Vi e {O, ...• k),G¡ e z. 

&to ae demuelllra fkilmente con el 1egmdo principio de incluccióa : 

Sea a 111 llllbnl mayor que l fijo, y supoapmo1 que V t e N , O s t s m, 1 1e 

puede e1cribir .,,_ Off, 

Aplicmdo el aJaorilmo de la clivi1i6a, nbmlOI que 3 q, r e N 31 

m = qn + r, O Sr< n ~ q < m . 

:. 3 a., .. .. 4Za, e N ll q = a1 +cia11 + ••• +~nk·• ,con Osa,sn-1, 

Vi e {O, ... ,k}. 

m=qn +r~m=(a, +a2n+ ... +~11k· 1)11 +t'= a111 +a2112 + ... +~nk+r. 

Sibacemo1 ci0=r, yaque r<n. ao1 ..... m= a
0

+a,11+a2n
2 + ... +~nk, 

con Os a, s n - l. 'r/ i e {O, ... , t). 

Cl.-.ntme, ealaeiqn1i6a (1), nksm, y ya que a> l, nto iqllica que 

ks~ 
'"'" Ahora, li 1 1 e1 una valuación ea Q. 

1 a,I = l 1 + ... + 1 I s l 1 I + ... + l 1Is11. 

:::>lml sla0 I +la, 11 ni+ ... +1~11 ni ks; n +nlnl + ... +nin 1 k= 
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=n(l+lnl+ ... +l11l'):>11 (Hl)máx(I.1111)'. 

(yaque 1,l11l, .... lnlls:mú (l,lnlh 

:. lmlsn<7!:+l)rúx (l.lnl)10
••'

101
" (2). 

La eCUKi6a (2) e1 rilida p ... Cllllnquiera eateros po1iliV01 mB)·ore1 que wio, 

1 •¡ ,¡º•"' 1 1 •ID¡:mlloe• enloni:H, psa el elllero m', (2) queda m S: n (-¡:;¡;- + l) máx (1, n ) 

.. lmls:1 n(•:::,;1 +l~rúx (l,lnl)''°ewil/oe•i (J) 

Ir. o . t> Ruta can prob .. que , ,'.t.., , ya que 11 hacemo• 

11 = 'Ji, entone.s x' = t •:::. t log ll = /ogt ·:::> log ll = (logt>ft 
,.,, ¡,,., , .. , 

:. 11=e-. , yul, 1i f-+ O, e••' Ji -+O 
'T:4D:> ..:-.co 

n) Dado que log t -+ ao , y t -+ ao, lim 
1"!' = lim (log •,>' = lim 1

1
1' = @! ! " 

t-tlD t-fl'» i-. " ,..... (1:) t-MO ·~ " 

U1111do el lema 1, y haciendo t~nder t-+ ao, obtenemos, de (l): 

lml~: mú (1.lnl)'°11 "'
1'°1 " (4). 

P•• lenninar e&ta demoi;tración nece1itaremos de 1.11 lema mru., que e111.11ciamos en se81Jida: 

J.!llml Sea k 1.11 c~o y 1 1 : k -+ R una valuaciólL s..>onpmo1 que 1 m 1 s: d p .. a 

todol los enleros ,., de k . F.ntonces 1 1 e& no .. quimed~ma. 

Dem la+bl'=l(a+b)'l=la'+(~)a'- 1b+(;)a'- 2b2+ ... +b'I:.> 

s:I al '+I ( ~ )l lal •-11 bl + ... + 1 bl 'S:(t+ l)dmu(I al .1 bl )'. 
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Tomando ralz t·ésima de lo1 d01 l8do1, y bKimdo que t tienda a infinito, llegamos 

a que 1 a + b 1 s máx ( l 11 I , I b 1 ), lo que implica que la Yllluación es no .. quimede111a. 

P .. concluir la demollrvi6n dtl teorema, t--• en aiema 101 1ipeiú1 do1 

l) 3 n>l » lnlsl. 

2) "' 11 > l • l n 1 > 1. 

c-1) 3 n>l » l11lsl.De (4),ll•pmon ... lmlsl V'm>l. 

Adea*, dmdo que l -1 I = l, coaclulmoli que 1m1 s l V' me Z. 

par lo llllto, lllmdo 11 1-2, l l 1no..., · •-

Fa villa dtl .._ l3 • IÍ 1 m 1 = l V' m e z·. -.-i1111ellle 1 1 .. la 

vll-i6a trivial. 

Supolpno1tSOllCel que 3 m E Z, m > l » 1 mi< l. Edoncel (lle z+ ;l 111<l)~0 

lieue primer el91111111op. p e1primo,yaque1i p =ab con 11,b e z+, 11, b <p, ealoncee 

lpl=l•l lbl=l ~ lal=lbl=l y. 
l&QE.1 Sea m e z. &m.n 1 m 1 < l ~ p 1 m. 

lm!! <:::)Si plm,1ta 11e Z" PJl=m.Em-e1 lml=lml=IPlllslpl+ ... +lpls 

s lpl<l. 

:::>) se .. q, r e z• " m =qp +r, os r <p. s..>OflAllllOI ,~o. Como r <p, 

lrl=l. :.lml=l, yaque lqpl=lp+ ... +pi slpl <l, y 11 e1no .. cpmede111& 

Pero 1 m 1 = l n - cllllllwlicción, :. r =O ~ p 1 m. 

Sea JI e Q. Slbemo1 que 3u,11,b e Z " 11 = p"' ¡. doGde pfa, p Yb. 
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Por ladi1ct11i6n aerior, 1a1=Ib1 = 1 :::> !~ 1 = *l =l. 

:. l11l=~·i1= lp .. 1 lil =lp"l=lpl". 

Sea e= 1p1. Dado que O <e < 1, hemos probado ya que 1 1 es 1.118 valUKión p·fidka 

, __ ...... cuo 2. 

c-2) 'Vn>I, 1111>1. 

S.1ipeatonceade (4), que lml:s:lnl 10
••

11
•••:::. lml 111•••:s;lnl 1

'
10
••. 

Como tlla eeuacidn ea rilida 'V m, n e Z .1m,11 > 1, podemos iatercllllbi .. n y m 

y 111 oi.-01 1mi 111
•1 • =In l 1110

•• 'f m. n> l. 

Dldo que /CJ8 m es po•itivo lt m;. I, e ti- que 1er 1118 coim.e po•itiva. 

Comol-11=1,l-ml=lml=m• 'Vm eZ.Alll,silml=lml., 'Vm eZ,11Plicmdo 

otra vez el teortma H, si "= t¡¡.. l 111 = f;1 =mi"' IW r. = l xi~ 
y uf queda demoatndo ~! teorema. t. 

Ob1: Si coovenimos en que dos vllUKionea 1 I , y 1 l 2 100 equivmlenln ( 1 l 1 -1 l 2 ) 

1i y 16I01i 'V o e lk 1 o I , < 1 :::.1 o 1, < J,' eatoncea: 

1) la rel11:i6n - es de equivalencia 

ReOe11ividad: 1 a I , < 1 ~ 1 a I , < 1 

Trawitividad: el a I , < 1 ::::. 1 a 1, < 1 y 1 a 1 , < 1 :::- 1 a 1 ¡) ::;. 

clol,<1 :::.lal,<1). 
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.Simetrfa: lal 1 ::.I 0J!j 1<l :::· l!liolal,:•I. 

P.D. 1a1, = 1 '=:> 1a1, = J, Supo1J3111Dos que 1 a I , = J, Sabemos qu~ 

3 bek' J ltol,"1 (Sino, 11, m(atrivial).Entonce" laºbl 1= !al~ 

lbl 1< l => lal 2 <(¡!
1
) ~ . Si hacemos n -t oo,obleoemo1 1 al ,s J. 

Repiti~odo todo lo anterior p... lla, ll•gllllO~ ll qu.. l lla 1, S l => 

lal, ~l.:. lal,= J, 

t. 

2) Todas I• valuaciones de la forma 1 1: 100 e.,Uvalenlee: 

Se111 1 I , = 1 1 ~ y 1 1, = 1 1 ~ dn poteaci• d~I valar lbtolmo 1 1.,, 

y 1ea a e k lal que 1al 1 <l. 

Dlldo que !mio a, como a., neceswillllellle 100 po1itivas, 

1 a I~ < 1 ::::. 1 a I~ < l => 1a1, = 1a1., <l. 

t. 

J) Dllllo p e P fijo, la defioicióu de valuación p·lldica 1 1, requiere de IMI número 

e e R, O< e< l.Si cllllbi1111oa Ole n6mero e par otro real d e R, O< d < l, 

I• valuacionn rnultnea 11111 ..Walentea. 

IIQ.ll Sea k = F(•) el cllllpo dP fimciones 1111:ionalea con coeficielllea en el CllllpO F. 

Eatonces I• 6nicu valuaciones que extienden a la valuación trivial en F son de la forma 

1h(11)1 = c~<e-arll , donde b (11) = ~\~) e F(x), y e= l x I 

lm!! Por el lema2, cual.911ier v;aluación 1 1 qu .. 10[1. lrivial en F d~be ser no arquime~eana. 
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Entonces, 'i f(x)= a
0 
+ a

1
x ~ ... + a

0 
x" e F(x], J f(x)! $ máx {l,I xi,. .. , J x J •}:o: 1, 

ya que 1 i es no arquimedeana. Si 1f(x)1 = 1 '\/ f (x) e F(x] 3 f (x) ~ O, E'lllonces el 

teorema JJ •&IH'P! 11 nlavaluacióntrivial. 

ka! Sea 1 1 una val11111:ión no .,.WO<>dema rn 111 c~ k. 

S•m V= (G e k ; 1 a J ~; 1 J. P=(Gelr;lald}. 

F.otoncea V es U111111illo con uno y P ea el único ideal maximal de \' (y por lo tanto 

..... ideal primo). 

~ JOl=O;lll=I. 

Si a.be V, eatonces 1 a -hl sm*x ( 1a1, 1b1)<1;IcaJ=1e11" J <l. 

:.P•1ideal. Ademú, ai de(V-P),eatoocesldl=l=> d" 1 e(v:..p),e.d.P 

01 el único ideal maimal de V. "t. 

Sllbemo1, por el lema J, que P = (((11) e fl11); 1/(11) 1 < 1) ea w1 ideal maximal , y 

por lo tmto 1111 ideal principal generado por un polinomio irrecb:ible p (11) (Ver Apmdice ). 

:. IJ(11) 1<1 o p (11) i/(x). 

Ahora, si h (11) e F (x), sabemos que 3 a (x), /> (x) e F (x] y a. e Z ) 

h (x) = p (x)°' ª (x) con p (x)f G(x) b(x). Eatonces J h (x) ! = 1 p (x) ¡ o.= c._ , 
b (x)' 

con O<.c <:l. 

Cuo2 lxl>l. 
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Sea /(x) = a,+ a1 x + ... +a.x" e F[x]. f.ntoocee l/(x)I = 11tl" = cªtfOO), e> l. 

Si h(x)e F(x) li(•)=/(x) v ih(x)i= lf(x)I = l1tlªcrr~Hca<.<>. 
' g (x)' • Ir (x)I 

Ob1: Se puede generalizm' lo visto en 101 teoremas 34 y J$ de la 1iguiente 111111era: 

SdR A un dominio d~ factorización única, y e e R, O " e < 1. Elltonces, parn 

x e A, con x = f{IJ"• su t11ctorización. defini1001 l x I ,"'e'• . 

Ea ficil ver que ul definida, 1 1, ea lila valu.ióo. Por el leorema JJ , 1 1 se 

Hlieude de 111111e111 única al c1111po de cocienlea d~ A, k. 1 1, 11e !huna valuación p-~dica 

dek. 

IIQ1j Dadu n val1111Cione1 p-lidicu / 1,, , i = l, ... , 11 de Q, y n el"'1lt'llloe mt>itra· 

ríos a,, i=l, ... ,n deQ y c>O,exillle ae Q ll la -n,/,,<E (i=l,. .. ,11) 

y 1 a 1, ~ 1 pin toda otra \'aluación. 

Dem Para demostrar este r~~ulladi> oeceiitm"emo1 primero de dos le111a1, que a 1u vez son 

Lemal DllllM n valuacione11 no bivialea y no equivalemos 1 I , , i = 1, ... , n de un 

c....,a le, 3 a e k :. 1 al 1 >I y 1a1; < l, i = 2,. .. , n. 

12!!!! (111Uci6o) 

n = 2. 3 b e k ll 1b1, "'1 y 1b1, S 1, porque 1 l 1-' 1 1,. Tmtbién exillle 

cek :.lcl,sl y lcl,>l.Asl, 1n=:~i:>l y 1n=:~i:<l,:.a=~ esel 

elemenlo buscado. 

Sup01111R1ot1 ahora vilido el teorema p1n el caso 11 - 1, y demostrémoslo pll'a n: 
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Por hipóte1is de inducción. 3 de k J !JI 1>1, y 1di 1< 1 para i = 2 ... .. n - l. 

Tllllbién 3 e e k J 1 e I , > 1 y 1e1 n < 1, como eo el c&110 pmticul.- 11 = 2 .. 

~ ldlnsl. 

Sea "= 4íc, cllfl j lllficieat-me anmde pin cp I" 11= Id iJ, 1e1 1< 1, ,2 si< n. 

&loncn a fialciona, porque lal,=l.tlilcl., laln=l.tP
0
lcln-:.I. 

~ l.tl
0
»l.Sta aek, 

a= 4ic . F.nlOllcH ~ -+e', porque l_L -11 = 1-1-1 = l_MMLI -+O 
l+dl l+d1 1-t"' l+Jl 1 l+Jl1 l+(l/d)IH• 

:. l oil ,,:;t. lcl .,yaqut 11 oil-1 bll sloi-bl. 

Jdlilcl . 
Ahor1, l oi I • s-•-• . Y lllM~ al c•o llller1or, el lmdo derecho de e1ta 

ldl~ -1 
dnipldldtiende a le! •. :.lal

0
<I p ... j»O. Porúhimo, 1i 2:S:i<n, 

faf,s ldl!lcl; ,yelladoderecbodee1tade1ipdadtiende a c.:. 3 j>>O it 

1- IJI! 

a = ...!!.!.f._ 11tillÍllCe I• coodicion91 del lema. 
1 + d' 

Ym!J. Dlda 1 I , , i = 1, ... , 11, n valuaciones oo trivialet y no ecpivalentes ~ 111 

clftlPOk,ydados>O 1.11númeroreal,3dek J ld-ll 1 <E y la'l 1<E 

\ti=2,. .. ,n. 

12!!!! Por el lema I, eidlle a e k J 1 a I , > 1 y 1 a 1 1 < 1 \t i = 2,. .. , n. 

Sea a'= L. F.nlooce1 JJ-11 1=1-=LI :s:-1- , yaque 
1 +a' 1 +a' 1 fal\ -1 

l-1-a'I ~ lall-1 (ilal-lbll s la-bl). Y&11I, ld-ll 1 <E p.-. j»O.t. 

Coaüaomno1 lhor1 coa la demoabui6n del teorema 36. SH s' <E /no., donde 
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a=mrix f!a,J,l'"'· ·" .Sabemos (lenia2) queexilltennelemenlosen k, d,.i=l,. .. ,11 
1=1 •.• n · 

talesqu~ l.t;-ll<c'; y IJ;l.
1
q' para j.;i, 

&looce1 1 a -a,I ¡=l a1d1 + ... +a¡(d,-1) + ... +a..t,.1, :> 

s: 1 a, / , e' + ... + 1 a, 1 , s' + ... + 1 ª• 1, o:; e' (11tt) ..:: s, con lo cual queda demo1trada 

la prim"1'a p191e del ltorema 

Demo~tnremos ahora que 1 a 1, s 1 para toda otra va111111:ió11 p-ádica. 

Primero prob .. emos elta llfirlm¡:ión en el cuo en el que lodos los elemenros 

involucrados ion entero•. Asl, dados enlerOll <', , y primos dillin101 P, (i = 1, ... , n), 

suponiendo que podemoa enconlnr im entero <' i» le -e,I,, <o ( i = 1,. .. ,m) y 1 el,,;; 1 

para lodo otro primo p. demoitr• ... 11101 que el probl<'ltla orisinal tiene solución. 

Sea J el m.c.d. del1111 a;y1e111 e,= Ja, (i=l, ... ,n) y c,=O (i=n+l, ... ,m), 

donde m - n e1 el número ck> primo• p ... 101 cualu 1 d 1 , ,. 1, y fiaalmenle, aem 

li,=minl JI, ,clor* A= (pe 9'; lpl" 1). , .. 
Sea 6 =mio (31 ,li, ). F.ntonce1 nille e e Z " 

le-da,l,,<li<ld~1 s. (i=l, ... ,n), 

le-ol,<&<ldl, 'tp ~ IJl,,.1, y lel,:>l=ldl, 'tp "ldl,= l. 

F.ntonce• clinmente a =cid es el racional que resuelve el problema ori1inal. 

Sabemo1 que sieqire exilte 1111 entero a tal que 1 a 1 , :> 1, ul que bula con ver que 

se cumplen 1111 condiciones 1 a -a,~,< e (i = I, ... , n). 
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Pero esto es equivaleole a decir a .. a, (modp, ) , con Wl ualllral 11,sufici<ntement~ 

pmde. Lo1 ~loa son primoa r~llllivos, y entonces el teorema chino del residuo 831'1mliza 

que I• coft8111encias tienen aolución (Ver a¡iéndice).cou Jo cual terminamos la demostración. 

Ob1: Puede prob- que el teorema que acllb- de demollnr pn Q e1, de hecho, 

...WVllente al teorema chino del re.icli.>, pero ~n e&t~ trabajo oo dll'mio1 la domolllr1eión. 

El proce•o p.-. complet9' CllDPOS con r~Rpecto a una valuación os i8'1ftl al descrito 

ea el c11pltulo •erior. Venos ahora cómo re1Ullan e11tas comp/eciCH1e&. 
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NtJMEROS P - ÁDICOS 

El campo que reeulta de la compleción del campo de loa número racionales con 

respecto u la valuación 11, ea el campo de los númeroa p·6dicos. (O,). F.o los siguientes 

pírTllf'os 1n1.-emo1 de averigum- un poco la nalurale1.11 de este c~o. 

Il!U1 Sea a. e Q, 1111 número p-6dico. F.nloncea a. 1e puede eacribir de la forma: 

a.=,ta,p' ,donde las a, e Z y 11 e Nea" la.I, = lpl,. 

Dem Sea u e Q, , a. ;i: O. Sabemos por el teorema 1 del lllJéndice que i O, I, = 1Q1, , 

donde la extenaión de 11, a Q, la denot8001 lmlbién como 1 1,. F.otoaces 1 u. I, = lp 1; => 

si p = a/p0 
, l 11 I, = l, e.d 11 ea una unidad del .. mo de valuación V de 11, en Q 

dncrito en el capitulo ml"fior. S.m P el único ideal maximal de V, V el anillo de 

vml111Ción de 11, ea Q, y P el único ideal -imal de V. 

Ya que lp 1,= 1,11 e V. Perop= limcte Q. &roncea 3 ne N :» \f k ~n. 

IP-ctl,,: l. Yemonces lc.I,= lp+(c0 -P)l,=111M {IPl,.lc0 -1ll,J = 1111,= l => 

c
0 

e V. Dado que 111 - c0 I, < l, (jl - c.) e P => 11 + í\ =c.+ P. Ya que lc. I, = l, ea 

po1ible enconlnr dos entero1 e
0

, d
0 

primo1 relalivoa con p tale• que c
0 
= e.f J

0
• 

(p, d.)= l =:> 3 x , y e Z ;, 

e e(l-dx) n 
F.ntonce1 f.-e0 x= • do • •O (modP) => c0 - e

0
x e P. 

Sihsemoa e0 x=a0 , entonce• ª•e Z ,y p +P=b
0 
+P=a. +P. Abura, 

la. - p 1, < l,y tenemot1 
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Entonces 1 y1 1•~lp1;, donde m > n, y fonemas ~ntonces el mi~mo tipo M r~lacióu 

coo el que empozamos para a. al principio de esta disertación. Asi, si repetimos todo para 

r,' depué~ de k puos llegamos • 

a.=a.J'"+a •• 1p••1+ . .. +a .... 1p•<t· 1+y.,donde a¡e Z y la;I.= 1,6 a,= O, y donde 

lr.1,slpl• . 
Como !p l~Hk :: .. O , hl!lllosacabado la demolllnl:ión delteorema. t. 

Obs: Los coeficientes a, de la exp11111ión p·ádica de 1111 n6mero aólo 100 ímicoa módulo p. 

Si 1e acepta la convencióu de tomw en vez de cada a
1 

su residuo módulo p, entonces 

podemos decir que 100 único11. 

~ Ejeq>lifkarornos lo aotorior para el elemento J/8 de Q,. 

11 = 2 es una solución de la coCl@JUencia 8x • l (mod 5), y como 2·l., 1 (mod S), con-

clulmo1 que 11
0 
= l. Eatonce1 y1 = (3/S - 1) = - S/8, y 1- S/8l5=1 51 5 , de donde a 1 .,_O, y 

- (S/8 · S) = - 111. Otra vez, 11 = 2 es oouoluci6n de la consr-icia 811 .. 1 (mod 5), · 

y 2 (-1) • 3 (mod S). Por lo tanto, a 1 ~ 3. Ahont, y,= (-1/S - 3) S = (-25/S) S, por lo 

que J y, 1, = J 5 13,, de donde cooclulmoa que a,= O, pero 113 .,_O, y como y, /51 = -1/8, 

mílogamente a lo anterior, a,= J. 

Eaficilver que a4=a,= ... =O ; a.,=a,= ... =3. 

Obs: Si a. e o , di81111JDS u.= ª·: + ª""
1
1 + ... + a0 + a1p +a;:p +... , se a.cosllnnbra -, p p" 

·abreviwcomosip: u.=a.,.a.,..1 ••• a0 ,a,a, ... (lo). 
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Enrone•• ol ejemplo qu•duda J/8 ~ l, 30 30 30 ... (mod S) 

Tonninaromos est• trabajo con un ejemplo de "g•ometrla poco usual" derivada de 

1111a ulb'améb·ica. 

Vemno• como H una circunfertacia t11 Q,, 

Sea p = 2, e = Jlp . 

( lul,=:r", daade u= 2malb, 2lab 

Entonce• ~(O)= (u e Q; Ju 12= 1). 

lm1nl,=1om/11=pº(m1 /n1 ),donlko2f m,n1• 

e.el, mln e ~(O) o mln = (2a + l)f(2b + 1). e.el, 111/n = iq>arlirqi•. 

Int~(O)={veQ; Jv/,<I). 

mln e lnl ~(O)o mln = p"(m1 ln1 ), donde pf m1 n1 • u >0. 

t.el, mine lnl¡¡(O)o m/n=(2a)/(2b+ 1). e.el, ml11=p•/irqi•. 

Ext~(O)={v e Q; /v/ 2< 1). 

niln e F.xt ~(O) o ni/11 = pª(m1 ln1 ), donde pf m1 n1 , u< O. 

e.el, mln e Ext ~(O)o nz/11=(2a+1)/(21'). •.el, mln = impirfpar. 

Orúiquemos algunos puntos de la circmferencia, algunos ptmlos "centro" (puntos 

del interior) y alpos del e11krior, para tener una idea máa cl•a do cómo es . 
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1) -2, O, 413, 4, 100, etc, aon centro•. 

2) 1/3, 1/S, 1/ Sª, S , Sª, etc, son puntos de la circunfrrencia 

J) l/l, l/lª, SI.!, - 3211.!, etc, son puntos del exterior. 

(Vtrflaln 10) 

4/J 

+:'J-.1,-, --11---}}il-f-;1:;:,--j 1 1 • 
-2 O . 11.! 1 2 Sil 

1 P .. punto& del interior 
• P•a pido& del exterior 
; P•a punto& de la circtmfereocia 

FIGURA 10 
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APtNDICE 

llQB&M.ti 

Sea 1 1 : k --. R UPa valuación ao .-quimede111& F.ntonce1 1 k 1 = 1 k 1. donde ' es 

lac11111pleci6a de k caa re1pecto • 11. 

IJ!!!! Sea a. e '· Si a. = O, 1 a. I = O. Sqlonpmos ~om:ea que a.,. O. Como k H denso 

en k, exillle una 111Cesi611 de CaKby {a. ) de elemeato• de k lal que lim ª• = a.. Como 11 

es no •quimede1111a, 1ª•1 = 1 a. + (a. - a.) 1 = máx { 1 a I , 1 ª• - a 1 ) = 1 a I, para n e N 

lllficientemenle srmde, dado que se puede ~er • 1 ª• - a 1 tan chico como 1e quiera. 

F.atonces 1ª•1 = 1 tt 1 p.. n lllficientemede 8JW!dei, coa lo cual cpda. 

demo!ilndo el teorema. 

IIQIWlAl Sem a, b e z•. F.lltooce1 la COfW'UeDCÍa ax• b (mod m) tiene 1olucióa <::> 

(m,a)lb. 

!:!!!!I e:) Si (m,a)lb,entoiwe1 3a.,p,c e Z J (uc)m+(-Pc)aE(-b)=> 

m l@c) a - b => in • b (mod m) tiene 1ol111:i6n . 

=>)ax• b (modm)li-•olución ::>3 x e Z J ml(ax-b) => 

3 a. e Z J ma= (ax-b) => -ma+ax= b => (m,a) lb. 

IIQMMA1 Sem a, b e z+ laJea que (a, b ) = 1 , f'.ntollces 3 X, y e Z i> 

ira +yb =l. 
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~ Dado quo (a, b ) = J, la coD811Jft1cia ax .. 1 (mod b) tiene solución ::::> 3 x, y E Z 

lale1 que b (-y) =ax- 1 ::::> ax +by= l. 

plmf!ClóN 1 La timción •de Euler se define p .. todo1 lo11 enteros poaitivos de la 

{ 
~1)= 1, 

. <i(n) = i{m E z; m <n,(m,n)= l}I 

t!O!lEMA,4 (EULEP.) Si n es im entero positivo y a e Z ea primo rel•ivo con n, entonce& 

a~ a 1 (mod n). 

12!111 Slbemo1 que el conjunto de l!ÚIDeroa eolerOI p01itivo1 meoorea cp 11 y primo1 

nl.-ivo1 con 11 forma !DI 1!111Pº bajo la nwltiplic1ei6n mcklilo 11, y 111bemo1 llmbién que en 

todo 8"1PD finito O, a•lli =e. (Teorema de~). Combinlado Htol doa rem.lt.101, 

obtenemos a.,.• 1 (modn). 

DUUllC!ÓN l Sea k 1111 c-.o. Si V a E k", V m E z. am =o ::::> m =o, decimDI que k 

91 de c .. cterlllica O. 

Decimo1 que k ea de csacterlstica fmita, 1i exille 1111 enttto m ~ O t.I que ma = O 

F.o este caso definimos a la caracterfstica de k como el primer elmiento del 

coqj1811o (me Z\ ma =O p.a. a e le"}¡;;; z• (Si me Z e1 tal qu~ ma =O, entonces 

(-m)a = -(ma) = 0 ::::> (m E z•; ma = 0 p.a. Q E kº}~ 0. 
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PROPOSICIÓN Sea k UD CllllpO, y m e z• 3 ma =o pin al8Ulla a e le-. &tooce• 

mb=O'Vbek. 

U!m Dado que m e ~. 3 a-• e le- i1 aa-• = 1 :::> m • 1 = maa-• = o.z-• = O. Y ul, 

pll'atodo be Ir, mb =m(l •b)•(m • l)b"'O. 

PROfOS!CIÓN Sea k UD CllllpO de cinderilllica finita. Entonces IU cancterilltica " 111 

11'.amero primo. 

U!m Seap lacincterilllicade le. Suponpnoaque p =be, 1 <b,c<p. 

Faoacea p •I = 1 :::> be •1 = (b •lXc •I) =O:::> 1 .. 1 =O 6 e •I =O y, porque p esel 

primer elemento del conjunlo {me z•; ma =O p.a. a e 11-). 

:.p e.primo. 

TIOR!MA ! CT!OUMA CHWO DIL RESIQUO\ 

Si ,,,, •...• "'ºe z• IOD primos rellltivos dos a do1, y a, •...• ªºe z. entonces 

A 

31Ke Z (modI1m1) 3 x•a1 (modm1) 'Vi e {I, ... ,o). 
••I 

fi ,,,k 
Dem Sea M;=k·~, . Emonce1M,K•a, (mod m

1
)ti-1oluci60,porque (m.,M1)=1 

Sea t, luolución de M,x a a, (mod m¡). Sea x = M 1 ~ + ... + M
0
t0 • & aeneral, m, 1 MJ' 

1i i * j. Emoacea x •., M¡ ••, a; :. K •., a¡ 'V i ·" K e. 1oluci6o del 1illema de coo-

8J11enciu. P ... demostrar que ea úoica wponpnoa que K, y 100 doe aolucionea. Eatooces 

-111. 



.. y(modm,)'o'i =>m, l(x-y)'o'i=> m1 ••• m0 l(x-y) (alc,blc y (a,b)= l =:

ablc) . 

.. .. y (modJlm,). 

p1rJN1c1611 J Una flmcióo euclidi- en 1111 domiaio emero D H una limción 

y: D• _. z•u {O) que ~le las IÍ8QÍente1 condicione1: 

t) 'o' a, b e o• 3 q, ,. e D 3 a = bq + r , donde r =o 6 Y (r)< v(b ). 

u) V a, b E o•, Y (a) s: Y (ab). 

Q!Plt!IC!óN 4 Un dominio entero O se llllllla anillo euclidi1110, ai esiste 1111a fimcióo eucli· 

di111un D. 

Ob1 : PU'a lodo c-.io F, F[x] es 1111 anillo euclidimo. (Su fuocióo euclidima ea la fimcióo 

plo). 

I&Q.UMAJ Sea O 1111 anillo euclidi1110, y sea 1 un idell de D. Entonces eaiste 1111 ele· 

mento a.,e 1 3 I= (a,x;x e D}. 

llg Si I = {O), entonce11 a0 =O. Suponpno1 ahon que ¡,. {O}. 

Sea a " O e 1. Sea a0 e I 3 v (a0 ) ea mloimo (Ello sieqire ea po1ible, ya que Y 

toma úoic11De!!le vllorea no negativos). Sea a e 1 1111 elemealo cUllcJSiera. Por 1111 propie· 

dadet de función euclidema, exillen q, r e D tales que a = qa, + r, donde ,. = O 6 

Y(r) < v (a0 ). Como 1 •• ideal, qa0 e I => ,. = a - ~ e l. Si ,. " O, eotooce1 hemo1 

eaconlndo im elemento de I tal que v(r) < v (a,) y. :. ,. =O y a= qa0 • 

... 1 =(a,). 
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llQJWIA.1 Sea D 1111 llllillo eudidimo, y aea M = (llo ) wa ideal mlllÍlllal de D. 

Entonces a0 es WJ elemento irreducible de D. 

Um! SupoqgmD01 que a0 no e1 irrecb:ible, e.d llo = be , cloode b, e e D no 100 111i-

cWe1. Demollrlremo1 lhora que entonce1 M no puedo 1er ideal maximal. 

Sea B = (b); enlonce1 ciertllllente 11o e B ::;. Mi;;; B. ~1 que M ~ B ~D. 

Si B = D, entonces 1 e B ::;. l = xb p. a. 11 e D ::;. b ea unidad y 

Por olro lado, 1i M = 8, entonce. be M ::::-- b = l!a0 p.a. 11 e D . Como md~mu 

llo =be, coaclulmo11¡ue no= 11&a,, ::::-- 11& = l y (porque e no e1 111idad). 

Hento11 encotndo en1oace1 111 ideal B tal que M ¡¡; B ¡¡; D, por lo que M no puede 

1«mllimal. 
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