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PROLOGO

La antigua concepeion de que la matemitica trata de las verdades absolutas quedo
destruida para siempre con ¢l nacimiento de las geometrias no euclidianas. Nacimiento que
marca un "punto crucial en el desarvollo del pensamiento matematico”, y que puede
considerarse  "tan trascendemte como la revolucion preducida por Copérmico en In
Astronomia, o desde el punto de vista fllosofice, tan importante como Ia teoria
Darwiniana de Ia evolucién”.

Contrario a lo que sucede ea las ciencias experimentales como 1a fisica, la quimica o
Ia biologia, los objetos que 1a matemdtica estudia no son observables. Nacen como producto
del razonamiento puro, y en cada teorfa se originan como resultado de definiciones

puntuales. Tienen propiedades explicitamente prescritas por sus axi y las relaciones

que surgen entre ellos se rigen por las leyes de una légica precisa Sus argumentos vélidos
son tan contundentes que con frecuencia Hevan a identificar aspectos importantes de nuestro
"mumdo real” con las teorias matemdticas que se usaron para modelarlos.

iClaro que " 2y 2 som custro®! ,Podria existir acaso otra aritmética?; o en
geometria: "por des puntos pasa uma recta y solo ama”. ;Cémo concebir otra realidad?
Cunlquier cosa que se afirme en contrario, es "repugnante a la naturaleza de la linea
recta”, y el tratar de marchar en cse sentido es "iniciar o viaje hacia wna noche sin fondo

capaz de extinguir toda luz y Ia alegria de vivir” . ..

Y entonces Riemann, Bolyai, Lobachewsky y Gauss, entre otros, desarrollan las

8 1as no euclidianas, G trias en las que se derrumban definitivamente algunas




“*verdades" tan evidentes. que nunca nadie habia osado poner en duda. Derrumbe este que

tuvo, entre otras cosas, un efecto fortalecedor de la autonomia de 1os matemdticos, quienes

sintieron reconfirmada su libertad - su privilegio - de poder establ cualquier conjl
consistente de axiomas y ponerse a deducir ~ vélidamente — conclusiones a partir de estcs.
Ahora existen geometrias en las que por un punto filera de una recta pasan muchas
paralelas a ella (o ninguna, segfin sea el caso), la suma de las medidas de los #ngulos
interiores de cualquier tridngulo es distints de 180°, no existen figiras eemejantes no
congruentes, 1ni vale ol celebrado teorema de Pitdgoras, y amque contrarias & nuestra

intuicién (?), son tan consistentes (y por 1o tanto tmn vélidas) como la clisica geometria de

Euclides, ni mds ni menos, e incluso resultan mds adecuadas para modelar algunos aspect:
de nuestrs realidad. Einstein afirma que " . . . sin o advenimiente estas nuevas ideas
scerca de Ia goemetria, ne habicra sido pesible desarrollar la tooria de la relatividad’.
Y afios después, J. J. Thompson escribe * ... existe of espacio de Finsteln, e de Sitter,
wmivarsos ea expamsion, universos quo se contram, sniversos que vibran . . . De hecho, un
matemitico puede cremios con 16lo escribir ecuaciones ; y aun si fuera egocémtrico,
incluse pedria tener um mniverso de su propiedad”.

En 1949 Godel propuso um modelo para el universo flsico en el que se cumplen las
ecuaciones gravitacionsles de  Einstein y en el que, teéricamente, es posible viajar hacia
atrds en el tiempo (Hasta la focha, todos los intentos que se han hecho para rechazarlo, ya
sea desde el punto de vista matemético o bien desde el filoséfico. han tenido un rotundo

fracaso).



¢Porqué no elucubrar un poco en geometrias peculiares? Esta tesis resune alqunas
consideraciones sobre resultados que se obtienen alterando ligeramente (?) uno de fos
axiomas que caricterizan a la métrica canénica. Explicitaments, 1a dosigualdad del tridngulo.

En el primer capftulo hablamos de espacios con producto interior, y ejemplificamos
brevemente c6mo a partir del producto interior usual definido en ¢l espacio vectorial R® se
puede recoustruir la geometria euclidiana, y finalmente mostramos, con unos ejemplos, como
la mayoria de los teoremas de tal geometria se vuelven trivialmente demostrables.

En el semmdo capftulo introducimos el concepto de witramétrica, y jugamos un
poco con |a geometria en un espacio ultramétrico para mostrar sus "peculiaridades”

En el tercer capitulo describimos la construccién de la complecidn de un campo
mediante sucesiones de Cauchy.

En el cuarto capitulo, con el fin de generalizar la construccién descrita en el capitulo
anterior, definimos las va/uaciones y probsmos algunos resultados atiles para trabajar con
ellss. Como caso particular importante de estas valuaciones, definimos las valuaciones
pddicas, y démowtnmon que las Gnicas valuaciones que se pueden definir en el campo de
los racionales son las p-ddices y las potencias del valor absoluto usual.

En el Gltimo capitulo nos concentrmmos en la complecion del campo de los
rcionales con respecto a una valuacién p-dica: los nimeros p-ddicos (Q, ), y demostra-
mos algunas de sus propicdades. Para finalizar 1a tesis, dunos un ejemplo de "geometria

poco usual”, el de una circunferencia p-ddica.



PRODUCTOS INTERIORES

DEFL Sea V un espacio vectorial sobre el campo k (a lo largo de este trabajo, k denotard
siempre a R 0 a C, amenos que s especifique lo contrario). Un proulucto intéridr enVes:

una funcién que aslgna a cada par ord\‘nado de v;clores xy y en V un escalar enk,

representado como (x, y) ml que v x, y, zeV, V u., s 05 € k ge t ene qu

interior distintos.

Ejemnplo 1 :
1) Dados x= (al,a.,,...,a ),) (b .."v.:,ly)n:)ve’Rh’dVeﬁninbloﬂ .

(x,¥)=a, b + +ab

Y asi definido, (, )esun produclo mtenor (EI producto usual de Rl1 ).



Dem: -

DSeanx=(a,, @y .., @), Y=, by, .. b )e= (65363, 56,y R,

w,peR Asf, S
1Y) = (@ ;bliﬂicl‘bl:&'z:»‘;‘ibi“ﬂsiclb;":‘
R o B

roducto interior.

0. f(t))k



iy ¢, =ﬁ (? +vidr, >0, 8i 72 0.

1o El producto interior tiene lag siguientes propiedades:
vayseV, cek.
a)Si x=0,entonces (x,x)=0.
B, y+a)=(x,y)+(x,2)
)z, cy)=F(x,y)
Si (x,y)=(x,2) Yx €V, entonces y =z.

Dem a) °+(°!o)=(oro)=(°+°lo)=(o.o)+(°,°), o (0,0).-.0.

A y+re=(y*a 0=+ (E&N=Xy) +E&2)=(Ly)+(x2)

O (ticy) = FH=CE D ¢ GD =5 . ¥). .

d) Consideremos y-2 & V.

y-2,9=@-2,2) > 0¥ -&N-02) +(1)=0

Pero (y-2,y-0=0y)-@y) -2 +t(a5)=0 - y-2=02y=3. s
DEF2  En el cano general de un espacio con producto interior, se puede definir a partir del
producto interior una norma, y a partir de es.tn una distancia Precisaremos shora estos dos
conceptos v veremas como derivarios en el caso particuler de R’

Dadox € V, deﬁniﬁlos Izl = (x, %)%, y asi definida, la funcién

u l : VR tiene las propiedades usuales de una normas, a saber:



yxlzo: fxl=0 =x=0. -
iiy faxfi=1allxl.
iy Jx+yl< lxl+lyl.
Dem i) “xu=(l,l);"zo-, (x.x)"’=o¢>(x,x)-0ox=o.
ii) axl = (ax, a0)"= (P (s, 2= |a | [x]
iz +ylt=@x+y,x+y)=(xx+ N+ G+ =@+ @D+ (EN+H 0,5 =
= 0)+@,x)+ &N+ il 2=yl 1 Dyh2=af+lyly
(Yaquo, pars el caso real (x, y) <Hzlllyl. (Verteorema 2),
y enel caso complejo, (y,x) + (2. ¥)=E V) + (X, )= 2Re((x,y)) <

s2isthyh
1.
Un espacio dotado de una norma se llama espacie normado.

Ejemplo2: Daremos shors algunos ejemplos de normas, considerando como definicién las
propiedades i) ii) y iii), que las caracterizan.

1) Dado x=(x,,...,x,) € R*, definimos I]xl(=ﬁle

2)Dado x=(x,,... x ) € R, definimos II:"= ,,i, x,1, donde | | es el valor

absoluto usual definido en R".
3)Dado x=(x,,...,x,) € R, definimos fixf= max 1x, 030, .



En estos tres cagos es reletivamente filcil proi:u- que la funcién definida es una norma.

Una vez definida la norma , derivaremos |a métrica o distancia inducida por elfa
Dados dos puntos x .y € V, definimos la distancia entre x. y como d(x,y) = Ix-yf.

Asf definida, la fincidén d: Vx V- R tiene las propiedades usuales de uns métrica,
que son:

i)d(x,y) 20 ; d(x,y)=0 <>x=y

i) d(x,y) =d(y.x).

iiiyd{x.y)<d(z,8)+d(s,y) Vx,y,zeV.
Pem Dd(x,y)=lix-ylz0; dx,y)=lx-yi=0 ox-y=0cx=y.

id@,y) =lx-yl=|-1{lz-yl=lnD-yl=ly-2l=d .0

iii)#(x.y)=l!;;$ -} : ,,_‘xﬂé Ix-alHa-yl=dx,n+dy.0)=

=d(x,8)+d(sy)

1.

Un espacio dotado de una distancia se llama espacio métrico.

Ejemplo 3: Daremos shora unos ejemplos de espacios métricos.
DV=Rd(z,y)=lxz-yl.
2) V subespacio de R",d (x,y)= ix- yﬂ . (VAle {lama entonces subespacio métrico
de R").

0.six=y

3)V=P),d(x,y)={ 1,sixzy

.5.



A ena métnca le le Ilama memca discreta.
Hv= R’ d(l,y) mnx{lx. y,l lxz—yzl)

. Yl”"‘z'yzl

G)Vﬂ((x‘).leNk x € R,E‘_la’«o),

A(x. y) =J§ (.- xs) .

A este espacio se le denota en mdlisis ueualmente como 4,
7)V={x:[0,1] =+ R; x ou continua},
dmy= i x0-yora
8) V={x:[0,1} - R; x ¢s continua),
d(xy) =mx { [x@-y®;t e {0,1})
9) V=(x:[0,1] - R?; x en continua, x (0) =x (1)},
dmy) =mix {[xr-y©ite [0,1))
Obsl: Dos fimciones distintas pueden tener imdgenes iguales, pero tener distancia distinta
de 0. Por ejemplo considérense x,y : [0,1] = R?, x (1) = (cos (2nt), sen (2xt)),
y(t) = (cos (4xt), sen (4at)).
Entonces d (x,y) =2, pero las dos tienen imagen §'= (x € R?; [x[=1}.
HV={(f:B2 - R, es acotada}
dre)=np (A0-2@®liteB)



0Obs2: El inciso (3) muestra como darle estructura de espacio métrico a cualquier
espacio no vacio. Los incisos (6) y (7) muestran que al misino espacio pueden dérsele
métricas no discretas diferentes. De aqul en adelante, R" denotard siempre al espacio

métrico del ejemplo 1.

TEC2 Seu Vumespacio con producto interior. Entonces Y x ye V ycek,

lx,9)slxllyl  (Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniskowsky).

Dem: Si x=0 6 y=0, se cumple trivialmente la igualdad. Supongamos entonces que
x20=y, y consideremos al elemento a= (xy§ -yl xl).

xf yl-yhal, eyl -ylxly = iyl xlyl) - @lylylxl) - ol ylyly +

+ (sl ylzl) = 0)lyh?- @yl iyl - &, »)lxd iyl + @, plxd2.

Entonces 0< flal? = x| lyl2- 2¢x, y)lxl Uyl + Uxf* iyl

= 2lalt vl 2 2 plislivl = @y s ll;lf Iyl ...

Considerando shora al elemento b = (xllyﬁ —yllxﬂ ) y siguiendo una argumentacion
andloga a la anterior, legamos A que :

=} “y“s x,y....(2)
Combinando las igualdades (1) y (2), concluimos que

lay sl=llyl



Obs 1 : A partir del producto punto en un espacio, y las definiciones de los conceptos

primarios se puede reconstruir 1a geometria euclidiana :

Se ilama geometria plana de Euclides 8 un sistema que consta de dos conjunios:
® el conjunto de tos puntos, y 2 el conjunto de las roctas, (a partir de los cuales
se definen el conjunto de segmentos, “Seg.”, el de imgulos, "Ang." y atros conceptos, como

trifngulos y Iadon de una recta, entre otros), con Ias relaciones de :

Incidencia 7¢ Px R,
Congruencia entre segmentos, ¢, C Seg. x Seg,
Congruencia entre dngulos, &,C Ang. x Ang.
Estr oatre, £ P (Px P);
que cumple con los axiomas de Hilbert ;
A, Dos puntos distintos Ay B determinan ina dnica recta.
A, Toda recta tiene &l menos dos puntos.
B, Si A,ByC sonpuntosdeunarecta y B estdentre Ay C, entonces B estd entre
CyA
B, Si Ay C son dos puntos de una recta, ento;lces existen ByD tales que B estd entre
AyC,y C estdentre AyD.
B, De cualesquiera tres puntos situados sobre una recta, hay wio y sélo uno que estd entre

los otros dos.



B, (Separacién de planos) Para toda recta ¢,y para cualesquiern puntos A, By C que no

estdnen £,
U Si AyB estén del mismo lado de ¢ y By C estén del mismo lado de ¢, entonces

Ay C estén del mismo lado de &,
1) Si AyB estén en lados opuestosde £ y By C estén en lados opuestos de &,
entonces Ay C estén del mismo lado de €.
C, Dado un segmento AB y unpunto A", sobre toda recta que pasa por A’ existen dos
puntos B, y B, tales que A’ esté entre B, y B, y el segmento AB es congruente a cada
o de los segmentos AB, y AB, .
C, Sean AB, AB' y A"B" segmentos. Si el segnieuto A'B' es congruente al segmerito
AB, y el segmento A"B" es congruente al segmento AB, entonces el segmente A es
congruente al segmento A"B".
C, Si B esun punto del segmento AC y B' es punto del segmento A'C’, y el segmento
AB es congruente al segmento AB', y el segmento BT vs congruente al segmento BT,
entonces ¢l segmento AC e congruente al segmento A'C'.
C, Sea Z (h, k) un #ngulo dado; & unarecta, o uno de los semiplanos definidos por @
y h' un rayo sobre @. Entonces existe un unico rayo k' tal que .’ (h, k) ¢s congruente a
< (b, k') ytal que un punto de k' (al menos) estd en ¢l semiplano a.
C, Cualquier dngulo es congruente consigo mismo.
C, (Criterio LAL). Sean ABC y A'B'C’ dos tridngulus tales que ¢l segmento AB es

congruente al segmento A", y el segmento AC es congruente al segmento AC' y el £ BAC



es congruente al < B'A'C'. Entonces ¢l £ ABC es congruente al oL AB'C" y el < ACB
es congruente al .2 A'C'B’. : '
D, (Postulado de Arquimedes).
Sean A, By A, tres puntos colinealvs, A, enﬁ'ev‘k'A y B; Se construyen los puntos A,, A;,
A,,... talesque A, estdentre Ay A,, A, enﬁ enire Al YA, A estheutre A,y
A,, etcétera, y tales que los segmentos AR, , A/ A, A A,,. .. son congruentes. Entonces
lasucesion de puntos A,, A,, A,,... contiensunpunto A tel qus Bestientre Ay A .
D, (Postulado de Dedvkind)
Sea AB unsegmento y sean {A, }, (B, ) dos sucesiones de puntos interiores de AB

con las propicdades siguientes:

a) Elsegmento A B, esti en el interior del segmento A B__,, paratodan.

b) No existe ninghn segmento cuyos puntos extremos pertenczcan a todos los
segmentos A B .

Entonces existe un inico punto X comun « todods los segmentos m
E, (Versién "Playfair’) Sea £unarecta y P unpunto que no esth sobre ¢, Entonces

eXiste uns (nica recta que pasa por P y que no intersecaa ¢,

Procederemos ahora a definir los conceptos primarioa de esta geometria a partir de
las propiedades de espacio vectorial de R* y del producto punto definido eu §1. Posterior-
mente demostraremos, como ejemplo, un axioma de cada uno de los grupos de axiomas de
Hilbert (de conexion, de orden, de congruencia, de continvidad y axioma de las paralefas), y

finslmente demostraremos un teorema de gran importancia en !a geometrta Fuclidiana.

-10 -



perr P =R = {(x, ) xe R, y € R) Es dccnr, los punlos en nueslm geometria son

exacl.n 2nte Ios pares ordenados de nl'!meron renles .

DEE4 '= ( (P +ta te R),P € R’.EF R' (0})‘lEs decir, ’c/mijmtb ¢ de puntos
de k’ se llmnnrecmmluyunpunlo P,= (xn Vo) e R‘_b 1 or 110 yi{nlo
a= (a,,az)eR’ ulesqua ¢=(P, +ta; te R} :
Usaremos la notacion £ (P, ; &) para denotu‘ a la'recta que pasa por P, en la
direccion &.
mg Larelaciénde "incidencia® o "estaren" (7 < P )., se define como sigue :
(Pe(P:a) c? =3, eR 3 P=P +4d
(e.d., Pestaen ¢ sii P aatisface la ecuacion de &).
DEFs Larelacion de "estar entre" (£ < @ x (P x P )) se define como sigue :
Si A,ByC son puntos distintos dc unarecta ¢ (Py; @), entonces 3¢, 4,4, R 3.
A=P+42
B=P +1,2
C=P+1,@

Diremos entonces que B estaentre Ay C si ¢, estdentre t,'ky:i‘, ,_‘e.d. :

<h<h 6 Gsg<t.
DEF? Sean AyB e R?. Entonces KB=(P§5R_;'P A

segmento con extremos AyB.

Obs: Sit=0, P=A Sit=1, P=B,y pawatodo (< (0,1), P.est@ﬁr,e_fAY?P-,

DEFs Seamn AyBe R?, A=B. Entonces AB={P e R P=A +Itb(B Q'A).té [0, )} -

es el rayo AB.

211-



Asdcimuos alos segrﬁenlos en R‘ unamedida por medio de la norma euclidrani
m(am)=[B-al
Obs : Si (4 (l".,,;'l))‘,;e’n unn recta generada por un vector unitario 2, entoncey
'l)>Si Pe'¢, P=P,+t, etonces m (F;F)= fel
u)Si A,ByCe ¢y Bestaentre Ay C, entonces
m (AB) + m (BC) = m (AC).
pees - Sea AB y CD segmentos. Decimos que AB es cougruente cou CD si :
' m (AB) = m (CD).

DEFIY Sem @ y b vectores diferentes de cero. Entonces se dice que el hgulo que forman |

£ (d, b), es aquel cuys medida 6 satisface la ibn cos 8= y que estd en el

a.
ha Il||b||
intervalo [0,2n),

Obs : Si en un rayo se cambia el vector que lo genera, el nuevo vector debe ser maltiplo
positivo del anterior, y por lo tanto, si @ y 5 son generadores de los lados dv un éngulo, y
@ y b' también, resultaque @=ha' y b=k, h ke R',yentoncen

(&, B)) = cos™! E'S_ - | k(@ +b) 5! a
(L@, B) = eon” i = con™ G = o8 e

es decir que la medida del dngulo es independiente de los vectores que se usen para generar

=m (2@, 5").

wus fados. )
DEF1L Sean £(3,B) y £ (¢, d) dos dngulos. Decimos que £ (@, b) es congruente con

£ (£ @ B)= £ (F,d) sim(£ @B)=m (L E )
DEF1Z Sea £(Py;d)unarecta y N=4* su "normal” (si &= (q, b),entonces N = (-5, @),

yat {[NI=Ral=1.

-12.



Entonces ¢ se pusde describir como €= [P e R*; N (P - P,) =0}.
(Pet¢ =3 e R3aP=P+hil <> N @-P)=,(N'4)=0).
Sean I =(PeR:N:«@®-P,)>0)y
I ={Pe RN (®P-P,)<0).
Entonces £, y £_ son los semiplanos determinados por ¢, o bien los ladon de ¢.
Decimos que Py Q estin del mismo lado de la recta ¢ si ambos estan en ¢l mismo

semiplano. En caso contrario se dice que estén en lados diferentes.
Obs : Es claro que parntodo P € R? se cumple una y s6lo una de las siguientes condiciones:
PelPe X, 6 Pe I .Ademis, cada uno de estos semiplanos es un conjunto
convexo.
Demostrsremos ahors un axioma de cada uno de los grupos de axiomas de Hilbert :
IEQ2 (A, ) Existen al menos tres puntos que no estén alineados.
Dem Sean Py Q distintos en R? ysea £(P; (Q-P)) Ia tinica recta que los contiene (A, ).
Entonces, como P2 Q, (Q -P)=(a, )= (0,0) = N=(-b,q) 2 (0,0). SeaR =P +N.
Asi, Ref,yaquesi Re¢, R=P+N=P+{,(Q-P),p.at,e R=> N=t(Q-P) =
N'N=((N'(Q-P))=0 V(Yaque Nx0=N'N=|N[?=>0)
s R=(P+N) ¢ ¢y dado que £eslaGnica recta que contiene tanto a P conioa Q,

P, Q y R no pueden estar alineados.

1£04 (B,) De cualesquiera tres puntos situados sobre una recta, hay uno y sélo uno que

esth enire los otros dos.
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Dem Sean A, B y Cet, t,t yt, &R suspardmetros. Entonces, con base en las

propiedades de los reales, sabemos que hay uno y s61o uno que estd entre los otros dos.

1£os (C,)Semn AB, AB'y A"B" segmentos. Entonces AB = AH' y AB = AB" =
ﬁl = A. .
Dem  El resultado s trivial, ya que Ias congruencias geométricas ee traducen en igualdades

entre nGmeros.

mos (D) Sea AB unsegmento ysean (A, ), (B, } dos sucesiones de puntos interiores
de AB con las propiedades siguientes:

a) Elsegmento A_B_ esta en el interior del segmento mn_l ,paratodan

b) No existe ning(in svegmento cuyos pumos extremos pertenezcan a todos los
segmentos mn.

Entonces existe un Gnico punto x comin a todods los segmentos A:Bn.
Dem Para demostrar este teorema requerimos del axioma de los encajes de intervalos, que
se cumple en R y que dice que:

Si ({a,, b,]; n € N} es una coleccion de intervalos cerrados tales que paratodane N,

a.<b, y la,.b]2la,,,5,4] ;Moncn Joula, b 120

Entonces, regresando al axioma D, , notamos que si la recta que contiene & todos los
segmentos [a,, bn] ,neN es € (Po;a). entonces para cada q_ existe un 5, < R tal que

a, =P+ 5,4, Y sndlogamente, paracada b, existeun + ¢ R tal que
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b, =Py+ t,a." Ademds, las hipétesis implican que los intervalos cerrados

| e d

[s,, 1,17 satiafacen las hipétesis del axioma de los encajes de intervalos .
n?n[’n"nl 2@ = M fa,b]20.
Ademds no puede haber dos puntos en la interseccion de fos [a, , 5, ], yn que enton-
ces habria un intervalo cerrado no vacfo contenido en todos los [is, , ¢, 1, el cual define un
segmento contenido en todos los segmentos [a, , b, ), fo que viola la segunda bipotesic del

sxioma. Asi, si llsmamos x af inico punto que estd entodos fos [ . &, 1, tenemos:

af e, b= (x)

1807 (E,) Si €esunarectay P un punto que no estd en £, entonces existe una dnica recta ¢’
tal que :

YyPel

w) 2’ es paralelaal,
Obs: La demostracion de este axioma, que file tan controvestido en el pasado, resulta ser una
cuentién trivial en esta coastruccién de la geometria plana. En efecto :
Dem Sea £(P,;a)unarecta,yP ¢ £ punto. Definimos ¢'=¢' (P ; q).
Evidenternente se trata de una recta que pasa por P y que es pwralelaa ¢(Si Qe €n !,
entonces Q=P+t a=P+ta = (P-P)=tapat,eR = P=P,+t& V). Para
demostrar ia umicidad, supongamos que £" (Q; b) es otra recta con tales propiedsdes.

Entonces, puesto que pasa por P, puede tomarse este como punto de apoyo, es decir :

€= £ (P;5),y como ¢" espunlelan ¢; Bz, yporlotato €"= £ (P;3)=¢".
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180§ (Axioma de Pasch)

Sean A, By C tres puntos que no estdn alineados; y sea ¢ una recta que no pasa por
ninguno de estos puntos. Entonces, si larecta ¢ pasa a través de un punto del segmento AB,
también pasaré & Lavés de un punto del segmento BC o por un punto del segmento AC.
Dem Dado que la recta ¢ pasa a través de un punto del segmento AB, enfonces Ay B
estdn en Iados opuestos con respecto a ¢, es decir, estdn en diferente semiplano. Ademds,
coino £ no pusa por ninguno de los tres puntos, C no estd sobre £ y por lo tanto debe estar
en alguio de los semiplanos generados por 2.

Supongamos que B & £ y consideremos que C estd del mismo lado que B.
Entonces Ce £_y A € E,. Como los semiplanos son conjimtos convexos, resulta que el
segmento BC estd contenidoen Z_.

Entonces la interseccion del segmento del segmento AC con £ es no vacia (si lo
filera, Aestarfaen E_ 6 CestarfaenZ , lo cual no es cierto). En caso de que C estuviera
del mismo lado que A, el segmento AC estaria contenido en T, .y asi la interseccién del

segmento BC con ¢seria diferente del vacio.

Axioma de Pasch

FIQURA |
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Qbs 2: Un producto punto induce, de la forma que ya vimos, una norma, y una norma induce
wa métrica.Cabe preguntarse si habré normas que no se deriven de un producto puito, o
métricas que no se deriven de una distancia.  Aqui damos un ejemplo de cada una de estas
situaciones, y para esto, probaremos prinvero un resultado que nos serd Gtil.
PROPOSICION 1| En todo espacio vectorial sobre el campo R con una norma inducida por un
producto interior, se cumple la siguiente igualdad:

xy)=vlx+ylP-vllx-yl2  que se conoce como laidentidad polar.
Dem ulix+yl? - vlx-yl’=Ux+y,x+y)-% x-y,x-y)=
“Wlx xt 9+ @ x 9 - U x-y) - (L x-y) = (X D)+ (xy) Ky + ) -

Uk -®Y) - +(.y) = UEy) %R y)+ YY) + % (xy)= (xy).

Uns vez probado este resultado pasamos a los ejemplos de normas y distanciss no
inducidas,
Ejomplo5: Sea V=R?.

Definimos || | : R*~»R como en el ejemplo 3.3.
AFIRMACION: Asf definida, || |: R*-+R es uwna norma que no puede derivarse do un procucto
interior.
Veamos primero que || || cumple 1as propiedades de norma:

i) Ixll=max {1x, 1, x, 1120, yaque Ix, |, Ix, 120, fixl=0 > mix (Ix,{,Ix,[}=0

olyl=lgl=0ox=y=0=x=0.
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i) laxll= [ (ax, ,ax, )l =max { |ax, |, }ax,| y=mix { la| Ix;],1a] Ix,}) =
=lalmex (Ix, [,Ix,[}=lallxl. ‘
iilx+yl=l(x +y,, 5 +y ) =mix (Ix, +y, |, Ix,+y, [} <

wotx (x, |+ly, L Ix [ +ly, 1) smtx (x| 1x ]y + mtx Ly, |, 1y, )= Hal+] gl )

Ahors veremos que | | no proviene de un producto interior.
Semn x=(1})
y=(L3).
8i | viniors de un producto interior ( , ), se cumpliria Iz identidad polar, e.d.,
2
@y =l eyl vla oyl l2-3(1) =4 L= 18
Porotrolado, 2x=(2,1) > | 2x +yl=3; 2z -yl=1 = (my)=2-1=2
pero por ol punto (5) de la definicion de producto interior, (2x,y)=2(x,y),
ed. 2=2(§) v = |1l no puede ser inducida por un producto interior.

1.

Ejemplo 4: Sea V un espacio vectorial aobre R con més de un elemento, d* !a métrica
discreta definida en el ejemplo 4.3.
ARRMACION : d” no es inducida por una norma.

Ve yeV, xzy =252y,
e.d.,d. (xy)=1= d (2x, 2y) = 1. Perosi 4" proviniera de unanorma, e.d. si Vx,ye V,
dxy)e= lx - yll, con Il:v+R uwanorma cualquiera, entonces se cumplirfa que si
xzy, 1=d'(&2)=|2x-29)= 2lx-yl =2d’ .y =2 ¥,
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o, " no proviene de una norma.
1.
Es natural suponer que las distancias definidas en el ejemplo 4 dan lugar a grome-

trias que no coinciden con la geometria euclidisna. Ejemplificaremos un poco esta situacién.

DEF13 Sea {X, d} un espacio métrico.
Sean a, , ¢ € X. Entonces el conjunto T = {a, b, c} se llama triangwlo. (con lados
{a, b}, {b, ¢}, {c, a}, cuyas medidas o longitudes son d (a, b), d (b, ¢) y d {c, @) respecti-
vamente).
DEF14 Sea O unelemento arbitrario de X y r unnimero real no negativo.
Entonces \55:(0)= {Pe X, d’ (P, O) =1} es Ia circunferenciu de radio r con centro en O,
(PeX;d (P,0)<r)} es el circulo de radie r com centre en O.
¢(Cémo son estos conjuntos con las distintas métricas del ejemplo 4?7 Veamos
algunos ejemplos.
1) Con la métrica del ejemplo 4.4, la circunferencia unitaria ( & (0)= {(x,y) € R*;
d ((& ¥),0=1}), e.d los puntos (x,y) del plano cumplen con mix { |x[,|y]} =1)}--- (*)
es como se ve en la figura 2. Para demostrar esto trataremos a lox cuatro cuadrantes del

plano por separado:

Primer cuadrante : x 20,y 2 0.

En este caso la expresion (*) se reduce a mix {x,y} =1.
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Casol: x=y.

Es obﬁo que en eﬁte caso el dnico punto del plano que cumple con (*)es el (1,1).

Cago2: x>y.

Enestecaso (x,y) € % (0) < x=1. Andlogamente, si x<y, (x,y) € % (0) =
y=1L

Hemos visto hasta shora que la circunferencia en el primer cuadcante consta de

todos lospuntos (x,¥) 3> x=1y 0<y<l 6 y=1 y 0<xs!.(Verfigura2)

&

——
1

FIQURA 2

Segundo cuadrante : x< 0.,y >0,

En eate caso la expresion (*) ue reduce & mix {~x,y) =1,
Cao]: ~x=y.
Es obvio que en este caso el dnico punto del plano que cumple con (*)esel (-1,1).
Caol:-x>y, '
Enestecaso (x,y) € (>0)k¢.'> -x=1c x;_- - 1. Analogamente, si ~x <y, (x,y) € & (0)
<> y=1 Asi, la clmmferencu en ¢l segundo cuadrante consta de todos los puntos (x, y) 3

x=-1y 0<sy<! 6 y=1l y -12xz0.
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El analisis en los dos cuadrantes que quedan es similar, y asi concluimos que %] (0) es

como s muestra en la figura 3.

MOURA 3

2) Con lamétrica del ejemplo 4.5, la circunferencia unitaria ( % (0)= {(x,y) € R*;
Ix|+1y]=1)) es como se ve en In figurs 3. La demostracion de esto es muy similar a la del
ejemplo anterior, asf que discutiremos Gnicamente el primer cuacrante.

x20, y20.

Eneste caso, (x,y) € % (0) & x+y=1 <> y=-~x Puesto en ofras
palabres, la "imagen” de la circunferencia en el primer cuadrante os precisamente la recta
de pendiente - 1 que pasa por ¢l origen. Tomando en cuenta que el razonamiento es

basicamente el mismno pws los otros cusdrantes, concluimos que la circunferencia se vé asi:

FIOQURA 4

3) Con la métrica del ejemplo 4.8, la circunferencia wnitaria %, (0),

.a1-



(doude O (1) =0
Vte[0,1)), es como se ve en la fipra 4. La argumentacion requerida por este ejemplo es
distinta a 128 anteriores 2, pero es también muy sencilla:

Sea x(t) € V. Entonces x () € ¥ (0) < mix {|x();te[o,1])}=1 o

x@lst
Vielo,1)y 3t,ef0,1) 5 Ix(4)) =1

Es obvio que para cualquier punto (a, 5) dentro de Ia franja delimitada por x =0,
x=1,y=~1y y=1, existe un elemento de % (0) que “cae" dentro de ella (por ejemplo
Ia fincion x () talque x()=1 ¥ te ([0.1]- (a}),x (@)= b), ssi como lo es también
que cualquier funcién que se saiga de Ia franja, cuando menos en un punto, no puede ser

elemento de la circunferencia.

Entonces la circunferencia efectivamente se puede representar asf:

FIGURA $

Obs 1 : No cualquier fimcion que caiga dentro de la franja es un elemento de la

circunferencia:



d(x,0=172, . xeF

FIQURA 6
Obs 2 : E! conjunto de todas las fimciones que csen dentro de la frenja es en realidad el
circulo de radio 1 con centro en 2l 0.
Obs 3 : La circunferencia de radio | concentro en y = senx, x € {0, 1} se puede

representar asi:

FIGURA 7
4) Veamos cémo es 99, (0), 2l circulo de radio 1 con centro en 0 con la métrica del
ejemplo 4.9 (Aqui convenimos en que 0 es el elemento de V que asocia & todo punto del
intervalo unitario ef origen del plano, e.d. 0:{0,1} = R?, 0(x)=(0,0) V¥ xe {0, 1]
Asf como en el ejemplo anterior, vem;)a que cualquier curva cerrada que pasa por el

{0,0)y que caiga dentro de D', el circulo unitario usual en R? |
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(7 ={(x.y) & R*; \/x: +y? < 1}), puede ser vista como imagen de un elemento de V.

Asi, las itnagenes de los elementos de 98, (0) "llenan" completamente a 1)', 0 mejor dicho,
cualquier pumto en D' es imagen de algin punto de [0, 1] bajo alguna fimcién de V.

Por otro lado, vemos también que cualquier fimeitn /' cuya imagen caiga dentro de
D' es en sfecto un elemento de @, (0), yaque Vte[0,1), Iy -o0l=lrw] < 1,>

A, 0=mix{I/)]) <1 = 1 e B (0).

Entonces podemos representar a 98, (0) como se vé en |u figurs 8.

FIOURA 8
Obs 1: El dibujo de la circunferencia es el mismo, aunque hiay fimciones cuya imagen cae

dentro de D' que no son elementos de ella. (ejemplo: x (1) = (' cos 2xt, '4 sen 2xt)).

Obs 2: Los circulos alrededor de cualquier elemento de V distinto de el cero no se pueden
dibujar tan exactamente :

Ejemplo : Sea x € V, x(t) = (cos (2nt), sen (2nt)).

Entonces las imdgenes de las funciones que son elementos del circulo (con respecto a la
métrica del ejemplo 4.9) de radio 1 con ceatro en x llenan todo %, = {(y.2) € R?;
Jri+2 <2). (Para cuslquierputo Pe %,, 3 fe B,(x) 3 f)=P pa t &[0,1]),
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pero no cualquier fimcién cuya imagen caiga en %, es en ofecto un elemento de €3, (x),
por ejemplo x' () = (cos (4nt), sen (47t)), ya quc entonces d (x, x') =2.
Veamos ahora un poco de geometria segiin la métrica del ejenplo 4.3, la métrica

discreta.
1£09 Todo tridngulo “no degenerado” es equildtero.

Dem Si T ={a,b,c} esuntrifngulo, y g, by c son distintos (T es "no degenersdd"),

entonces d (a,0)=d"(5,c)=4d"(c,a)=1

10 19 Sea O € X unpunto cualquiera. Entonces

Q,80<r<1
%(0)=1{ X- {0}, sir=1

D, 8ir>1

Obe: En la métrica discreta, como ya vimos, todo circulo de radio distinto de uno es vacio.
Como en general este caso no es de interés, podemos suponer siempre que se habla de
circunferencins de radio 1, y asi estas quedan determinadas por su centro.

TE01 Si F(P)= @ @), ed P = P, entonces F(P) = ¥ (P') - (P}{P'}. Puesto en
palabras, las dos circunferencias coinciden en todos sus puntos salvo por los centros.

Dem  Por el teorema anterior, y dado que no estamos en el caso trivial,

FP) =X~ (P} =X~ (P} ~ (P} {P') = (P
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ULTRAMETRICAS

QObsesvemos que lamétrica discreta cumple una desigualdad mds fuerte que la del tridngulo,
quo es In siguiente V @, b,¢ € X, d'(a, b) smix {d" (a.¢),d" (¢, b)).
A I métricas que cumplen ents desigualdad se les llmny  YLTRAMETRICAS . © métricas no
arquimedeanas.
pers  Sea E un espacio con una funcion d: Ex E — R que sstisfce, 7 2, b, c c E, las
sigientes propiedades.

i)d(a,5)20;d(a,b)=0< a=b

i) d(a, b)=d (b, a)

iii) d (a, ) <mix {d(q, c). d (¢, b)}.

Entonces d es una sltramitrica y {E,d) es un espacie alivamétrice.
Obs: La condicion (iii) de la definicién es wna condicion mis fuerte que la que se pide para
que d sea una métrica, ya que d(a, b) < méx {d{g, c), d(c, §))< d(a, c) +d(c, b), por lo

que tods ultremétrica es en particular métrica

Definiremos shora algunos objetos geométricos. Se definen los tridngulos y los
circulos de manera antloga a los casos sntes vistos, y en general, como queremos una
geometria derivada de la ultramétrica, ndop'laremos unicamente los conceptos que puedan
sor definidos a partir de ella En algunos casos escogeremos, por lo tanto, de entre las

definiciones de un concepto, aquella que dependa de la métrica.
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peris Un trisngule os cualquier tema de puntos. Los ados del tridngulo son las parejas
de puntos obtenidas a partir de la tema, y en este caso los puntos de !a pareja son los

extremos del lado. Lalongitud de un lado es la distancia que hay entre sus extremos.

Obs:  Si {A,B,C}c E es un tridngulo, 1a condiciéa de ultremétrica gacantiza que:

i)a <max {b,¢} a=d(A,B)

i) b <m#x {a,c) ; donde b=d(B,C)

iii) c smix {a, b) c=d(AC)

v en {a, b, ¢} c R no hay ningin nimero que sea mayor que los otros dos. Asf, tiene
que haber dos lados iguales y el tercero menor o igual. Es decir que. todos los trisngulos son
isosceles y "flacos”, cosa que obviamente no pasa en la geometria euclidiana (O si?)
Considere 12 siguiente "demostracién’:

Sea {A, B, C} un trigngulo cualquicra

Trazamos la mediatriz del lado AB y le |lanamos o#.

Trazanos la bisectriz del £ACB y le liamamos o4/

Sea P=ofna# Trazamos PB y PA,y trazamos también por P una linea
ortogonal al lado CB, que lo cortaen Q, y una linem ortogonal al lado AC que lo corta en
R. (Ver figura 9).

Ahora bien, PQ =PR, por ser 4 bisectrizde £ZACB.

Por otro lado, PB =PA, por ser o# mediatriz de AB.
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Como ademés .2PQB = PRA, los trimlgulos‘ ‘ {A, P; R} ¥ (B, P, R} son
semejantes. :
~ BQ=AR.
Anflogamente, dade que Ics trigngulos {C,P,Q} y {C, P, R} comparten dos lados
yun dngulo, sonsemejantes > QC =RC.
Asf, BC=BQ+QC=AR+RC=AC

~ {A,B,C} esisbsceles. ;Todos los trigngulos son indsceles!.

FIOURA §
Obs: El procedimiento que usamos arriba para demostrar que dos lados del trigngulo son
iguales se puede volver a aplicar, y demostramos asf que el tercer lado es igual a los
primeros dos:
:"Corolario”: Todos los tridngulos son equildteros. (Lo cual ya no nos sorprende )

pEF1s DadosOeE y rzo0,

3:(0) = (P ¢ E; d (0, P)=r} es la circunferencia con centro nO y radiyo r.
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Inl‘%,‘((')) ={PcE; dv(O'. é) < r}esel int:rior del circmferencin.

Ex®(0) = (P € E;d (0. P) > r) en el exterior del circunfrencia, y

7,(0) ={P¢ E;d (0, P) Sr) :eﬁ el circulo de radio r concentroen O.
2kE1? Dados F,, F, e E,re R'con £5d(F,,F,)

&(F,,F,)={PeE;d(P,F,)+d(P.F,)=r) es laelipse con focos F,,F, y eje

mayor r.
per1s Dados F,.F,e E;re R*con r<d(F,,F,)
@¥(F,,F,)= (P e E;[d(P,F,) - d (P, F,}|=r} es la hipérbola con focos F, , F, y radior.
Enunciaremos ahors algunos resultados sencillos pero asombrosos de esta geometria:

1£012 En la métrica discreta existe un tnico circulo de radio 1: El total.
1£012 Dada una circunferencia %(0) , todo punto interior es centro.
(VP e Im%F(0), ¥ Q €€(0), d(P,Q) =r)
Dem  SeaP e Int%(0), Q e %(0). Nos fijamos en el trigngulo (P,Q,0}.
Pe M¥F(0)=>d(P,0)<r,yQe%(0)=d(Q,0)=r. . d(P,Q)=r (todos los
tridngulos son isésceles y "flacos”), e.d. P es un centro de la circunferencia +.
IEO 4 Sean % ,%; circunferencins. Si It® ~ IME » O, entonces & y & son
concéntricos.
Dem Sea x € It~ Int%,. Entonces, por el teorema anerior, X es centro de & y x es
centro de &, . ¥ y % son concéntricos. "

Corolariol Si It} Int%; 2D y r,=r,, enlonces ¥ =E,.
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Dem 9, %;son concéntricas y tienen el mismo radio, por lo tanto son iguales,
Obs: Si IMENIME 20 y & 2O, entonces F=%, -

Corol 2 Si It%AIF 2 y r,<r,, entonces todos los puntos de F; son centros de @

Do Sir, <r,,entonces 9] Ik,

12013 Todo punto exterior & &(0) eatd "bien lejos” de F(0). (SiP € EXt¥(0),y

Q e ¥(0), entonces d (F,Q) >r).

Dem Sea P € Ext% (0), y Q €% (0). Consideremos el tridngulo (P,Q.0). Dada la
naturaleza de los tridngulos ultramétricos, d(Q0)=r y d(P.O)>r >

d@.Q)=d(P.O)>r. 4
Nétese que, en el caso discreto el teorema se cumple trivialmente, ya que cualquier
circunferencia no trivial no tiene exterior, y obviamente si la circunferencia es trivial,
cualquier punto del exterior estd "bien lejos".

En este caio (discreto), existen circunferencias "bien llenaa” con interior vacio
excepto por un punto, que es el centro (r = 1), y circunferencias vacias con interior repleto
de puntos. (r < 1).

Si se define digmetro como el maximo de 1as distancias que hay enire 1os puntos de
uns circunferencia, podemos emunciar el siguiente teorema:

16016 Sea & (0) un circunferencia. Entonces el radio es mayor o igual a la distancia que
hay entre cualesquiera dos puntos de la circunferencia. En particular, cualquier didmetro

es menor o ignal al radio.
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Obs : En el caso discreto se da siempre la ignaldad:

Si r ='0 ¢ r=1, la observacion se cumple trivialmente. En cualquier otro caso,
dado que en(oﬁces F(0) =2, se cumple que

v P,‘,’ P, € €(0), d(P,,P,)=laqgue sedesee, enputiculss,d(P,,P,)=r.

Dem Sean l;, , P, & %(0) dos puntos crralesquiera Consideremios el tridngulo {O, P, P, }.
d(P,,0)=r=4(P,,0) =d(P,,P,)sr.
t.
1017 No esposible alinear 3 puntos distintos, en el sentido de que
d(a, M) +d(bc)=d(a,rc)
Dem Comoag, b, c son distintos, A=d(a,b)=0; B=d(d,c)=0; C=d{a,c)=0,
= Asmix {BC)<B+C
Bsmix (AC)<A+C
C <miéx {A, B} < A+ B. . es imposible que estén alineados.
1.

Examinemos ashors ofro concepto interesante . ¢Serd posible definir circunferencias
tangentes en un espacio ultramétrico? Y si lo es, (Existirén talea circunferencias?, y ;Cémo
serin?.

Entendamos por circunferencias tangentes a dos circunferencias que sélo se
intersecan en un punto, y veamos en que casos puede suceder esto.

¢AS0 | Sesn F(0), %.(0') dos circunferencias en E. Supongamos primero que ¥’ <r,

¥ supongamos también que %(0) % .(0) = @,
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BROE2 O' € F(0).
Dem Consideremos el tridngulo {0.0', P}, donde P & % (0) Mm%, (0') es un punlo
arbitraric. Entonces d (G, P)=r, d (O, P)=¢". Como r <, sabemos que d (0,0') =r,
50 € B(0).
t.
PBOPY "%(0) se unta a ¥.(0') aungue no tan bien” : | %,.(0) < ¥(O)! ‘
Dem Sea P e ¥.(O'). Consideremos el triéngulo {0, 0'.P}. d(0,0)=r, d(P,b') =y,

y  r<r =d(O,P)=r P& F(0).

Pregunta: ;Podrk suceder que %.(0') = ¥(0)? Larespuesta ¢s que o (y @ esto os a lo que
nos referiamos con el "no tan bien"):
Por lo menos O' € F(0) - F.(0).

CAS02 Supongamos shra que r =, e.d. nos fijamos en dos clrcunferencias con el
mismo radio pero no concéntricas, Supongamos también que E(0) N~ (0) 2 2.

Sea P € 9(0) % (0"). Veamos el trigagulo {0, O, P}.

d(0,P)=r=d (0, P)=>d(0,0) < r. Sid(0,0' )<r, entonces O' e IN%¥(0)
= O’ es centro de ¥, pero eso contradice la ;nipétesis de que no son concéntricas
5 d(0,0')=r. entonces O € F(0)y O e Z (0. Sea ahora Q €Z(0). Consideremos

el tritngulo {Q, O, 0'}. Siguiendo el razonamiento que hemos usado hasta ahora llegamos a



que d (QO)sr =Qe é,’(O’) v It (0'), conjunto al cual hemos llamado cfr@lo con
centro "n o'y f;dio:r;
saj(O) & F(O)  InF (0",
Seashora Q& Int%,(0). Considerando el tridngulo {P,0,0'), vemos que d (Q,0') =r
o P& F(0). Concluimos entonces quz  F(0) . ItF(0) ¢ F(0') w MF(0).
Anglogamente, ¥(0") L W% (0) ¢ () IMF(O").
o (B0 U IMF(0") = €(0) . IF(0)! (Pero F(0) =%, (O')).
Obsl : De hecho, Mt (0') ¢ %(0) y % (0) ¢ F(0), yaquesi P e Intd (0,
entonces  d (P, O’). Como ya sabemos que d (O, O’ ) =r. concluimos que d (P, O)=r.
Andlogamente para el otro caso.
Obs2 : No podemos conclufr que Int® (0') = % (0), ya que si tomamos un elemento
arbitrerio P en §(0), la nahmaleza ultramétrica del tridgngulo {P, O, ('} sélo nos garuntiza
que d(P, O') <r,y no se llega a ninguna contradiccién suponiendo d (P, O')=r. Asf, Ia

existencia de circunferencias tangentes dependerd de la ultramétrica en cuestién.

Obs:  Si dos circunferencias no concéntricas no se cortan, entonces estan "bien alejadas”,
Eato es una consecuencia directa del teorema 7.

Obs: En el caso discreto, en un conjunto con mas de dos elementos, dos circunferencias no
triviales necesariamente se cortan, y en un conjunto con mas de tres elementos, las

circunferencias no pueden ser "tangentes''.
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DEF19 Un cusdrilétero 2n E esuna cuaterna de elementos ordenada ciclicamente.

Una pweja cuyos el tos son tivos en la cuaterna es un ludo del
cuadrilétero.En esto caso, los dos elementos son los extremos del lado. Una pareja cuyos
elementos no son coasvcutivos en la cuaterng ¢ 1ma disgonal del cuadrildtero.

La longitnd de un Indo ex [a distancia que hay entre sus extremos.

Un cundrado es un cuadrildtero que tiene todos los lados de igual longitud.

12018 Si (a4, b, ¢, d) < E ev un cuadrado, las diagonales son menores o iguales que los

lados.

Dem Consideremos el tridgngulo {a, b,c}. Comod{(a, &) =d (b, c), necesarizmente
d{a,c)<d(a,b)

Obs:  En el caso discreto, todo cuadrildtero es cuadrado y si existen 6 o mds puntos, no es

posible encerrar a los circunferencias no triviales en cuadrados ( cualquier circunferencia

no trivial es el todo el espacio menos el centro ).

Parw ver como se ven las elipses en esta geometria, examinaremos los distintos
casos, tomando en cuenta que Ja expresion general de una elipse es ¥, (F,, F,), donde
k>d(F,, F,).

Casol: k>2d(F,,F,)
12019 Si F,,F,,k determinan una elipse ( ¥={P ¢ E;d(P,F,)+d (P, F,)=k}),
y k>2d(F,, F,), entonces la elipse se puede describir como la circunferencia de radio

/2 con centro en F, (o eqivalememente en F,).
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Dem Sea P e % Entoness, por definicion, d (P, F,) +d (P, Fy) =k > 2d (F,, Fy) =

4. F)>d(F.F) 6 d(B,F,)>d(F,F,) Pero cualquiera de estas dos
condiciones garutiza que d (P, F,)=d (P, F,). De estoy de que d(P, F,)+d (P, F,) =k,
conclulmos que d (P, F,) =d (P, F,) =K2. . P& ,(F,) ¥, (F,).

Pero dado que K2 >d(F, ,F,),F, € ¥, (F,) = ¥, (F,) = ¥, (F,).

5 g R (F)

Por otro Iado. V P € K, (F,)= %, (F,), d(P,F,) =k2=d (P,F,) >Pe &

5 B=K,(F) =&, (F)

Obs: En este caso, ¥, (F,, F,) =& (F', F,), siempre que d(F,F,)<k2, i=12 Es
decir que la elipse es independiente de los puntos que tomemos como focos, siempre que

sean centros de la circunferencia &, (F,).

Cugo2: k=24(F,,F,).

12020 SiF,, F,,kdeterminan una elipse, y k = 2d (F,, F, ), entonces la elipse ve puede des-

cribir como la ipterseccion de las circunferencias de rudio d (F,, F; ) con centro en F, yF,.
(¥=2F(F,) "¥(F,), donde r=d (F,,F,)).

Dem Por definicién, un punto P estd en la elipse si d (P,F,) +d (P, F,) =2r.

Si d (P, F|) >r, entonces, considerando el tridngulo (F,, F,, P} vemos que necesaria-
meate d(P,F,)=d(P.F,)=>d(P.F)+d(P,F)>u=>Pe¢¥ ¥V .. d(P,F,)<r.
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Andlogamente, d (P, F,)sr. ~d(P,F,)=d(P,F,)=r. .. laeclipse constade -
todos los puntos que estén a una distanciarde F, ydeF,.
. =F(F,)nE(F,)

Obs: Eneste caao, &, (F,, F,) =& (F/, F,), siempre que F' ¢ ¥(F,), i=12
Ceo3 d(F,,F,)<k<2d(F,,F,).
1E02t Si F,,F;, k determinan una elipse ,y d(F, ,F,) <k<2d(F,, F,), entonces la
elipse se puede describir como 1a unién de lws ciraumferencias de radiok - 4 (F,, F, ) con
centromF, yF,.

(=¥ (F, )L (F, ). dnde a=k-d(F,,F,)).

Dem Sea r=d(F,,F,). Supongamos que P ¢ ¥,y supongamos que d (P,F, )>r.
Entonces d (P,F, )=d (P,F,) V, yaque entonces d (P,F, ) +d (P, F,)>2r.
+d(P,F, ) <r. Andlogamente, d (P,F,)<r.

d(P,F,)=r > d(@P,F,)=k-r
é
dP,F,)=r = d(P,F, ) =k-r.

Estonces,si a=k-r, #=(E(F,) % (F,) U (&, (F) ~EEF,).

Dado que <1, (k<20), vemon e B(F,) ;) =E(Fy) &
UE)EF)=0 y LEINEE) =%E) ¢ €EFE)EE)=2,
yaque si F(F,) ~¥,(F,) # @, por la proposicion 2 demostrada anteriorments,

%.(F,)c ¥(F,). y milogsmente pars el otro caso.
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¢Pero que querria decir que 3:(1-‘, )n%; (Fy) =22 ‘ ‘Suponggtnos primero qi}e

W F)~HF;) = 0. Si Pe % (F,), forzoramente d (P.F,)=r =P e F(F ).

Entonces Z(F, ).ﬁ'&; (F;) .0 :%;( d o‘,s'l °f(l“. )/‘\%(F, )=,

v P'e‘azf—v&‘(b'l-‘"')' (

Ea otras palabras ?;(F, )

=% F )G (F).

Ahora bien, si T (F,) ¥ (F,) =&
argumentacion dada anterionments, necesariamente’. T = O, por lo tanto se cuqnple' o resul-

tado del teorema.

Anilogamente para el caso , (F, )ni‘if(F;) =0 }H'eni"os ‘démos&\;do entonces que

el resultado ¢s el mismo en todos los casos, e.

F=9,(F,) & (F, ), donde w=k>d(F,,F,)
: R

Obs:  En este caso, & (F,, F,) = 8:(;;,’ iF:") i vi-'}’ﬁe K (F).

Resumiendo, una glipse 'e_n' o:bien una ciiamferencia. la interseccién de dos
circunferencias, o bien la unién ﬁe“dtﬁ “circu efm jas, ¢Sucedera algo similar con las
hipérbolas?.

104 Sea SX(F,,F,) ma hipérbola Entonces, si «=d (F,,F,),

944, F,) = &, (F, )U%:(Fz)
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COMPLECION DE UN CAMPO

DEF2Y Sea kun campo. k'c k esuna clase positiva, si
Yabe kK'oabeklatbek'.

+) Si a € k, entonces sucede una y solo una de
iYaek
ii)-aek’

iii)a=0.

DEF2l Uncampo k ee llama campo ordemado si liene una clage positiva.
En tal caso la relacion de orden * <" se define como b<a<>a~b <= k', y se
agregan las convenciones usuales,
b>aoa<b
bsae> b<a v b=a.

bzawash

Podemos probar facilmente que esta relacién satisfuce las propiedades de orden
estricto, a ssber:
YVa,bcek a<bd n bec>a<c (tuasitividad).
*)V a, b € k, debe suceder una (y solo una) de las siguientes condiciones:
iJa<b
ii)b<a
iliya=» (tricotomia).
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YVabcek, a<b Ab<cm b-a,c~b k" =>(c-pP)+(b-a)=
=c-aﬁ=k*‘:‘-'a‘<’c.
") Se;| a; b & k. Entonces sucede una {y solo una) de las sig. condiciones:
‘ Yb-aek' > a<h
iYa-bek = b<a

iii)b-a=0= a=b

S " <" ey un orden estricto en K.

Y ademds resulta compatible con las operaciones, es decir,_ V.a, bcek,
Yasb=atc<b+tey
“ya<b ycek' = ac<be
Bem:
Dados a,b €k, a<b= b-aek‘bb+(¢;—é’)—':a: ek'mate<bte, '

Sicekhia<t> b-ae k’:f_bbc-éw ek Sac<be.

Nota: En  algebra, se ideran
compatible con las operaciones ( yqu
1)Corolario: Vack, az 0 =d’ek (el idéntico multiplicativo deljzéin‘p'o; que

por definicién debe ser = 0) e '1'= aq p) <-:. 4=0VYa

. todo campo ordenado es de caracteristica 0 (Ver apéndice
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2) Nétese queen C, i= 0, i*= - 1, lo cual implica que C no es ordenable con un orden
compatible con las operaciones (sunque sf es bien-ordenable como conjunto, segiin garanti-
za el axioma de eleccién).

3) Si se identifican los enteros como elementos de k via la inmersion i : Z — k

i(0=0,
im+)=i(n+e

it-n)=-i(n),
setieneque rnek’ = rn+lek,y » Z'& K. (Es decir, todo campo ordenado

contiene un subconjunto isomorfo a Z' y es por lo tauto infinito, lo que asegura eu
particular que ningiin campo finito es ordenable).

4) Vaek ack’a ek’

$) a<be> Vne Z' a"<b,

6) Una cluse positiva definida en cualquier campo permite definir un valor absoluto como
sigue:

DEFaz Sea k uncampo ordenado, k' su clase positiva,

Definimos | |:k — k' {0} como

a,siaek’
lal=4¢ -a,si ~aek*

0-",“7"07' :

teoreMazs | | eumple con las
2 lal< ko (0), lal=0.

) lab}
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o) latalslal+lol.
Dew 7) es obvia, e

-} Analicemos todos ’loq_ qaéds:_ L

“a<0 | b<0 | (-a)=b) | -a)-b)

w)(la+bly=(a +b)=a?+2ab +5 < lal?+2]an )+ lbl*-(lal +. lbl)

Con esta ecuacién y con I8 abservacién (5) de clase positiva (a<b <> Ve Z' )

a"< b" ), concluimos la demostracion
1.

TEOREMA M Si k es el campo de cocientes de un anillo R, y si R es ordenado, entqhe‘gé‘ :

hay un Gnico orden en k tal que su restriccién a R coincide con el orden en R, (que'ex.?ienxje‘: 8

elordenenR)
Dem Si g € k, definimos gs k* < be >0, Entonces k* es clase positiva:

b l‘ek::obc de>o:>bdce>0:b——dek

de k*= be, de > 0 = bed?, dec=>o=ber +a’e c
berde b, d
{d c k

b4 =(be f&c)'ce>‘0“:g .

"')Sl ek entom:esseclmp }nu(y

6 . bhe=0=p=02=0.

bc>0:>5 ek.»_—(bc)v>,0:§—c—el‘:
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Sihe R, b>0,entonces b=h I >0Dh= tT' e k', e.d. el orden inducido por k'
preserva el ordenenR.
Se haré ver ahora que el orden que extiende al de R es tinico.Supongamos que k esti
ordenado, y que este orden extiende al de R.
Sea a= ,_.é € k. Entonces, multiplicando por c?,

>0>bc>0.

Y 6l A
[
o
U
i
<

» El orden sn k séto puede ser ol que definimos. +

DEF23 Sean (k, k,+) k,, k;) dos campos ordenados. Decimos que k; es orden - isomorfo
ak, i existe un isomorfismo f: k, ok, 3 vaek,aek'=f(@ek

DEF4 El orden en un campo k se llana srquimedeane si Yaek 3neN 3 n'1>a En

este caso tambiénexiste ne N 3 -n'l<a,yneZ > n_lf<a'

Obs: Si a € k, definimos “multiplicacion por 0" con !a siguiznte recursion:

0:a=96
(n+1)a=n.a@a
(-n)a= - (n'a)

(Nétese que en el lado derecho de estas igualdades, © es el neutro aditivo del campo,
y la suma @ es la suma del campo).
DEF32$ Seak un campo ordenadoy Sck, S# @.

M e k es una cota superior de Ssi Vxe S,x<M.
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Si {M e k; M e cota superior de S} tiene minimo M,, M, = Sup S ¢s ¢ supremo de S.

Andlogamente, se define cota inferior e {nfimo (la mayor de las cotas inferiores).
REELS Se dice que en k se cumple el principio del supremo si todo subconjunto no vacfo
de k acotado superiormente tiene supremo.
Ejemplo 1: En R vale ¢! principio del supremo.
Ejemplo 2: Es sabido que en el cammpo de los nimeros racionales no se cumple el principio
del supremo, e.d. 3S ¢ Q, S 2@, S acotado superiormente tal que S no tiene supremo.

(S = {x € Q; x*< 2} ¢a un ejemplo de esto).

Tratemos shora de encontrar para cada campo ordenado k, una extensién ordenada Q
en la que se cumpla el principio del sumpremo. Este campo €2 se puede construir de varias
formas (encajes, cortaduras de Dedekind y sucesiones de Cauchy entre ofras). Aqui

describiremos brevemente 1a construccién por sucesiones de Cauchy .

REFZ Unasucesion (a,),, 8 una sucesion de Cauchysi Yec k' Ir=n(s)eN »
la,—aq| <g Vp,g>n
Obs: Si {a, }, . n ©8 una sucesién de Cauchy, entonces ests acotada superior e
inferiormente,
(Para p>n,g=n+l, |a |<la |+la-a l<la,, [+s=M
= N =mix { la, [ I“,.l I, M} es una cota superior de {a, }, .,y ~ Nes cota
inferior).

La sumay el producto de dos sucesiones de Cauchy se define de la manera natural:



(2 pen T 0 )nen=(C ) cn donde VieN,c =q+)
{2, nen'{0n)aen = (6 en donde YieN,c =g b,

Es ficil demostrar que la suma y el producto de sucesiones de Canchy vuelve a ser
sucesion de Cauchy, y por fo tanto ver que fas sucesiones de Cauchy forman un anillo R.
DEF2? Una sucesién de Cauchy (ap } es una smcesion mula si converge a cero,

edsiveek'

3neN > la,ks Vo>

10325 El conjunto 1 de sucesionea nuias es un ideal det anillo R.

”

Dem  Sean {a, }.(2,} sucesiones nulas. Entonces Ve e k' 3 n,n,eN 3
|a,l<'/zs , & op>n, !b'|<'/;c , sip>ny,

Sea 7 =méx {»,,n, }. Entonces la,— bpl<la,‘+lb'|<a . sip>an.

o {a,~ &} es también una sucesién nula.

Ahora, si {;p) s una sucesion de Cauchy cualquiera, sabemos que IM e k 3

lc'|<M VpeN,y Veek'3n(e)e N » la,|<c/M. sip>n.

Entonces la, | ]c’ l=|a,cp l<g L8ip>n. o {a,c,} esuma sucesién nula

* L es un ideal.

Sea 2 =R/ el mnillo de clases residuales.

€2 es campo.

FE E

P.D. ax= I (1) tiene solucién siempre que a0 (1)

(donde 1 es el neutro multiplicativo de Ry 0 el neutro aditivo,e.d. L = {1,1,1;...});
0=(0,00,...)). ' ’
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Tiene que existir ne M y >0 3 Iaql 21 ¥V g>n (Porque sino filera asf,

vny ¥Yn=0, tendrfamos iaqf <n p.a. g >n. Y eatonces podriamos escoger una

n suficientemente grande para que para p>n,g>n, Iap— aql <n la,| <2
V p>ny asi lasucesion {a } serianula, lo cual contradice la hipétesis.).
Claramente, 1a sucesién {a,} se mantiene en la miema clase residual modulo I, si

intercambiamos &,,...,a, por u. Siaestos nuevosn elementos 1 de la sucesién les

volvemos & lamar ¢, ...,a,, podemos escribir:
vop., lanl 22n . Enputicular, a 20 V p,
Ahora, {a’" } esunasucesién de cauchy, porque V& =0, 31 ¢ N tal que
|an-aq|<cq‘, pwa p>n,qg>n.
Ahora, si tuviéramos que Ia"‘-aq"l >6 pam algua p>n yalguna g>»n,
entonces. multiplicando por IaPI 21 ypor ,agl = n; se seguiria que:
la, -

®
4 4 " . e [
Ia' -a, | <s, . pwaip>n.g>n

a‘l = la'a.(qp" - aq")l Lé}srf, 1o cual no sucede.

"o

Naturalmente, la sucesion de Caacl "a"”,} ﬁcuelve la congruencia

Si k= ((—“‘a———)a ck)cQ (donde (Z-Za—") es Ia clase

residual representada horf {a,a,a,...}) entonces k' =k, porque

fikok: :
e —={a,8a, .-+ )} esunisomorfismo:
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a+b - @FFEFE T )= @aa )+ (BEB . ) =f(a)+ £(5)
a'bh—{a‘bab... }={@aa. .- )= @) f(d).
Si £(a)=(0,0,0,... }, entonces a=0.
Y finalmente, dada (2,4, q,... )} € k', obvimmente ac k . {,4,4,... ) =f(a).
Si identificamos a los elementos de k' con los de k, pedemos decir que Q ¢s
una extension de k.
Veamos ahora que €2 es un campo ordenado.
DEF73 Una sucesidn de Cauchy (r.'y) se llama positivasi e ek’ ne M a,>¢ Yp>n
Una clase residual {7} se lama positiva si (rx’} es positiva
Obs:  Para ver que la definicion no depende del representante,
Sea {a, } una sucesion positivay {5, } una sucesién nula
Swbemosque Iec k' ne N > e.>c Vp>n, yque 3”eMN >
lb.|<c/2, sip>n'.

& Sim=max (n,n'}, atb,>c/2 ,8ip>m = {a,+b,)} espositiva

IEQT S= ((a I3 (a } es positiva} es una clase posmvn.

perg Una clase residusl {2, ) es neganvn si -(a‘) e po'r ('?x.:”)éé la’clage :

representada por --{a, }, que s la sucesion {c, ), donde €
BROP4 Sini {a }ni - ({q , } son positives, entonces (ap) es nﬁli.‘ o

Dem Vseck',vneN,3rs>n 3 ass,~q, <5
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Eatonces, para 5 >> 0, lap - r(q!< c .8 pg>n.

Si tomamos ¢ = r y una p> n arbitraria, conclufmos que a,=(@,~a,)t @, <e+£=28
Luego témunos q=s, y p>nwbitraria, de donde ‘
-ap=(¢.-a.)—a'<2s. Y Ia, |<2e.

(@} ennula
Entonces, dada {a, } de Cauchy, siempre pasa que (a_ ) es positiva, ~(a,} es
positiva, o {a_ } esmula. *, cada clase residual es positiva, negativa, o cero.
Trivialmente, la suma y el producto de sucesiones positivas es también positiva, y

asf concluimos la demostracién del teorema.

COROLARIO £ es un campo ordenado.

Veamos ahora que con esta construccién de €, todo queda como queremos;
'} El orden en Q extiende al orden de k, ya que si {a} > {4},

entonces {a) ~ (4} ={a - b} >0

=3sek’ 3 a-b>¢>0 = a>b

**) Si una sucesién (a } define a un elemento a, y la sucesién (b } deﬁne a p € Q,
dea zb, para p>n semgue que o 2P, yaquesi a<p,yporlo tmto D a.>0 E

exmlrlaunas yunam 3 b a>s>0 ve>m.

Sl escoqemos p =m+n, llegamos a una contradiccién con la hlpMesls a, 2 b

"') Siel orden de k es arquimedeano, entonces el orden enfes arqulmed»mo
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Sabemos que cada sucesién de Cauchy estd acotada por arriba . y por lo tanto
para cadz elemento we Q. 3s€ k 3 w<s. Si el orden de k es arquimedeano, entonces’
existe un "natural” (laimagen enk de » € Nesn'1,1 e k). enk tal que »>s.

L YweQ 3 n>wed el ordende Q es arquimedeano.
12038 (Teorema de convergencia de Cauchy)

El campo € no se puede extender propiamente con sucesiones de Cauchy, e.l Cada
sucesion de Cauchy {a,} de Q (o, € Q ¥ p e N)ticne limite en Q.

Para demostrar este teorema. suponemos definidos en €2 los conceptos de valor
sbgoluto, sucesién de Cauchy, sucesién nula y limite, de l2 manera natural, y hacemos las

observaciones siguientes:

PROS Las sucesiones nulas de Q forman un ideal.

(La demostracitn es aniloga a 1a que se hizo para R).

DEF30 Decimos que (ap) converge al limite « (En simbolos £L."'. w0, =, (cr.p }a), si
{c, } es congruente a la sucesién constante {o} médulo el id=al de sucesiones nulas, e.d. sii
{a, - a} es una sucesion nula.

Las sucesiones de Cauchy (e, } que usamos para definir los elementos de Q , se

pueden pensar también como sucesiones de (fauéhy enQ, yi que kta»Q.

LEMA Silasucesion {a )} de k define al ' o o de €, ent lim a,=o.

Dem Paracada ee Q 36'e¢ Q.3 s'<s: IneM > i 2 ¢ > n,larelacion
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lap- ay |<at Zeékvﬂ_lid’a. Si dejamo; ‘p_ ﬁj§ y In;cemos tender g a o, ge sigue
que ﬂ,,‘(x'-“ss.')k’”i Lo "
; u-a,‘ <8, N !a,'-al <g' <6, {ﬁ,-a} es mula.
Procedanios shora a probar el teorema de convergerncia de Cauchy.
En la prucba supondremos que en una sucesién (e}, dos elementos sucesivos o,
siempre son distintos, o la sucesién es constante a partir de cierto momento (si no,

a‘pvl

escogemos una subsucesion que s cumpla esto; la convergencia d: esta subsucesion implica
entonces la convergencia de la sucesién). En el segundo caso la sucesion converge
trivialmente, asf que supondremos siempre la primera condicion.
Sea g = la.’ - o [

Como (up) en de Cauchy, {s,} esnula Porhipbtesis, £,>0 vpe N.

Ve, daeck s Ia’ -a, | < &,,porque a, fite definido como el limite de una
sucesion {a,,a,,...}. Ademis, V >0 3n'e N > la’- a.q|<l/3$ 8 p,g=n'

i 1 B 8

y3n"eN s, <V sip>n"

Sea n =mix {n',n"}). Entonces, si p, g>m, |a, -, |<173e,
|a.p- a.q|< 13 y Iaq—aql< 138 Ia.,—aq | < |ap— o, |+|ap— a;l+|ix‘,q—aq| <§.

~ la sucesion {a,} escongruente con {a,-a, } médulo mn sucesion nn.l&. y
», tiene el mismo limite en Q. t

Probaremos ahora el principio del supremo:

1E029 Todo conjunto S < £, S @ y acotado superiormente tiene supremo.
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Dem Sea & una cota superior de S, M un entero’ inayor que 1 wi elemento arbitrasio
de S,y mun entero mayor que —ju Entonces

-m<p<M
Para cada pimero natural p, formamos el conjunto (k- 2% ke Z y -m<k: 2%< M},
que ez un conjunto finito. R

Sea a, 1amis pequeila de estas fracciones, que son cotas superiores de S. Entonces

a,- 2® yano es cote superior. Porlo tanto, para cada g > p, tenemos:

1) i @ = 2 P a <a,

= la-al<rt,

N ) N lrxp-aq1<2'", yaque p.g> 1.

Pearauwna s dadg éiemprc podemos encontrar un emdero 4 <& que cunpla ndemﬁ E
P>h>¢, Asi (2) impfica que {a, } es una sucesién deo Cauchy. Esta sucesion define a
unelemento € €2. Ademas, d. (1),

a -2 <wsaq,.

@ es un a cota superior de S, porque si existicra e S 3 > o, podriamos
encontrar un mimero 2°> ()~ )™, y tendrimmos entonces que 2°< (- o).

Sumando a, - 2% < , llegamos a »qvue a <p, ‘o cual Eontmdice el hecho de que a_ es
una cota superior de S. ﬁ
<« es la mds chica de las cotas superiores de S, porque si o filera una cota superior

menor, podriamos hallar otra vez un mimero g tal que 2°<w - 0.
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Como a_ - 2% no es cota superior de S, existe una p < S tal que a_ - 2% <y Esto
implica que a - 2° <o, ysumando esto con la expresién anterior obtenemos a, <, lo

cual es fulso. .. © es el mupremode S.
T

Resumiendo, diremos quo la construccién descrita produce, para todo campo
ordenado k, una tunica extension ordenada 0 en la cual el principio del supremo es valido
siempre que k sea arquimedeano. En particular, si k es el campo de los nimeros
racionales, entonces € es el cunpo de los nameros reales, que se ven entonces como clases
residuales médulo 1 (el conjunto de sucesiones nulas) en el dominio de sucesiones do

Cauchy de numeros racionales.
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YALUAC] S

Se ha visto que una norma definida en un campo ordenado sirve para construfr su

complecién, ;Porqué no generalizar esta construccién?.

Se. extiende el concepto de valor sbsoluto como sigue.
REFH Sea k un campo. Una valuacidén enk es una fimcitn
| |:k = R que cumple las siguientes propiedades:
Dlialz0;lal=0 & a=o0.
2)labl=lalls]
Hla+bi<|al+isl
VYa,bek
Si la valuacién cumple ademis la propiedad
Ola+bl<max al 161} vabek
diremos que |a valuacién es no srquimedeana.
Obs ! : Asl como en el caso de las normas, una valuacién induce una métrica:
d(a,8)= la-bl
yd(a,5)=la-5120; d(a,5)=la-bl=0 (a-5)=0 < a=b,
ii) d(a,)=ta—b1 =1-111a~5! (ver teorema 31)
- 2d@ )= CINe-b)l=lb~al =d (4.
T ii'i')}l'(;,"c‘)%la —el=la-b+b-clsla ~bl+1b=cl=d(a,5)+d(b,c)
Obs 2: Sivli’ vnluulén o ho arquimedeana, la méttiél_fn@xcidl es una witramétrica:
. iv)¢(£.e)=|a¥cl=la—b fbocl < mix da-bl+lb-cly=

mix {d (e, b),d (b. o)l

i83.



Unos resultados ttiles:
16030 Sea | |tk — R una valuacién no arquimedeana. Entonces Va, bek,

lal >8]l =|a+bl=}al
Pem lal=l@+5)-6l<maxla+5],l51).

la +b] tiene que ser el méximo, porque si no tendriamos la!< |5/, que contra-
dice a la hipttesis. Entonces, |al< |a+5].

Porotrolado, !a +b!<mix (lal,l5]})=lal.

o la+bl=lal

t.
12031 Toda valuacién | | satisface:

=1, 1-tl=1, || =t llal-1oll sla-sl.

(donde | | _esel vulqrda lMoug\nldeﬁmdom_R) A

Dem i) l1l=l1-tl=111110>11=1,6 {1} =-1. Pero |al20 Vaek

la b+b|sla b|+lb =

") Ial [T
I5] = lb a+a|s|b° a|+la :
lenG-a)l +lal =la- bl+lal ent. - lbls‘la—blv+la| .
= -lsl2-la-tl-lal = -lb-lal z-la—b‘ a)

Combinando (1) y (2), obtenemos Hal-lb“ sla bl
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160 32 Sea | {:k—» R una valuscién
Entonces | | esno arquimedeana <>n'1l<1 Ve 2.
Dem Si || esno arquimedeans, entonces la, +... +a,| <mix {|a;| }.
Entonces [n-11sl1l=1vneZ
Inversamente, supongamos |7 +1]<1 Vne 2,y sean a.bek.ﬁloncen vnelZ
tonemos l¢+b|"=la°+(’;)c“"b+...+b°‘s|¢|“'*|a""'l Isl+...+lsl°s
S(n+mix {lal®,[8]®).
s la+bls@r+ 1) mix(lal lbl).Como (n+1)" 1,

la+bls mix(lal,lb])

Cogolariol Sea | /:k 5 R una valuacién, k un campo de carscteristica p (Ver

spéndice). Entonces | | s no srquimedeana

Dem Si n'1=0 (modp),entonces (71 ' w1 (modp) (Ver teorems de Euler en
elspéndice)y ~. [n 11?'=1 = |rn:1]|=1.Entonces | | esno squimedeana por el

teorema snterior.

Corolario2 Sea | [:k— R unavaluacion , k' un subcampo de k. Si I es trivial en k',
enlonces eg no arquimedesna.
Dem Dadoque || eatrivialenk, (n+1]=1 vm:-z.,r
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102 Sea ||, unafuncién de un dominio entero A en R que satisface las condiciones
que definen a una valuacién, es decir:
'aIZO; 'a'=06a=0, |abl=la”b|,y
la+bl < lal+lsl.
entonces | I, puede ser extendida de manera Gnica & una valusacién, ] |. del
campo de cocientes k
Dem Si l| es una valuacién que extiende a H,.Ouoncnescltoquev xekx=ab,
a,be A, tiene que suceder que [x|= ::II :z:: *)
Asf, queda demostrada la unicidad Probemos shora que (*) en efecto define una
extonsion | | de | |, que es valuacicn
Debemos probar primero que | | ests bien definida.
Supongmmos entonces que @b =c/d. Entonces ad =bc, y lad|,=lbcl,,
6 lal,lal=lbl, lel,. =i
Probemos shora que | | satisface las condiciones de valuacion :

Las primeras dos condiciones son clarus. Para demostrar latercers, semn ¢,d € A, y=c/.

ad+be led+bcl; _ ladl, | lbc]
Entonces x+y==-2, y x+yl= B lslbd': |M|:
Ll
H i =Ixl+[yl

Finalmente, es claro que || extiende a | |,, porque §i @ € A, entonces a =ab/b,

donde bec Ay lat= ——= = ——== |al,, lo cual termina la demostracién t
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‘ pera Seac e R, 0 <c <1 unnGmero real fijo.

Sea también p € 9 un nimero primo fijo.
sixe @, podemos escribir x de la forma x =p'§, dondeg,b € Z, plab

y donde @ € Z (a puede ser positiva, negativa o cero).

Entonces definimos la valuacién p - ddica, | l,.como |x|,=c‘, |0|,=0-
pROP ¢ Asi definida, ) I, o8 una vajuacién arquimedeana ‘
Dem 1) Se sigue de la definicién que |x|,zo, yaque |xl =0 < x=0.

2)si y=p'§-:,donde pla'd, emtoncos

y=pt 9 donde plaad.

Por lo tanto |ly|,=c°“°= |x|, ly‘,.
3) Probaremos la condicién |x|,s 1= 1 +x|,sl ...... (5), y probaremos que (5) = (4)

)Six20, |x] <1 220> 3c6deQ > x=ci,donde pld, (c,d)=1.
Entonces 1+x=1+c/id=(c +d)/d, quetiene denominador primo relativo con p,

~ +x['s 1. Ccmo la condicién (5) se cumple trivialmente en el caso x =0,
hemor demostrado la condicién parn todos los casos.

i) )= @.

Si 00 antisface (4), entonces, (x|, <1 = [1+x] <mix(|x],, [1]}=1.

Supongamos ahora (5) y supongamos que y = 0. (Si y = 0, (4) se cumple
trivialmente). :

También, 8.p.g., supongamos que IxI,S |y|,. Entonces lx/yl,sl‘,y.por' (5);1

Il+§|’sl =[x +yl, < lyl, =méx {'xl"'mv}f{ : Dol
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1E03 Sea||:Q-» R unavaluacién Entonces pasauns de las siguientes posibilidades:
1) | | es lavaluscién trivial; ed. [0]=0y |al=1 Vae Q"
2) 1= 11, una valuaciéa p-adica
3=l |,|npotencildol valor sbeoluto usuel, con 0<a st

Dem Sean m,ne Z, m,n> 1. Podemos escribir en base n, e.d

(1) m=g,+an+an+... +an

donde 0<q <n-1,Vie{0,....k},qeZ.

Esto se demuestra fécilmente con el segundo principio de induccion :

Sea o un astural mayor que 1 fijo, y supoogmmos que Vte N ,0<t<m, t se
puede escribir "base n".

Aplicando ] algoritmo de I divisién, sabemos que 3¢, re N >

m=qn+r, 0<sr<n =>g<m.

v3a,...,q eN3 g=a +an+...+an"" con0sq<n-1,
Vie{o,... k).
m=gnitr=m=(a, tant... +a Y ntr=an+ant+.. . +tent+r
Sibacemos a=r, yaque r<n, nosqueds m= g, +a,n+ani+.. . +an",
con 0<gsn-1,Vie({0,..., k).
Claraments, en ln expresién (1), n“<m, y yaque a> 1, esto implics que

logm
ksi’le
Ahorn, si | | ey una valuscion en Q,
laf =l1+...+ti<ltl+...+]1lsn

>imlsla,l+lgllnl+...+lallnl*< ntrlnl+...+nlnl*=
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=n(1+lnl+. o +lnlysn E+ Dmix (L] x])*,

(yaque Liel,.... le|*<mix (1,121))

. logm togm/logn
o Amlse(Tmr+ Hmix (L ly 2
La ecuacion (2) es valida para cuslesquiera enteros positivos mayores que uno,

!
entonces, pwa el entero ', (2) queda lm‘lSn(‘l:;: + 1)ymix (1,] n]yFloem/logn

N KT
lmlsl n(-'-,g{i + 1)ymix (1,|n]yFloem/iogn )

T
Lanal *JT ! . ,
Dem ) Basta con probar que % ~» O, yaque si hacemos

Lo ]

x="/%, entonces x°=t = tlogx=logt .= logx=(logty/t

log ¢ . loge loas
oox=e U,y 8 35—;_?”0,e' -'./?:mo

/’
) Dado que og's -y 0.y ¢ o g = gy OB < gy e = sy

-

o

Usando el lema 1, y haciendo tender T — o, obtenemos, de (3):

Iml< max (1.1n1)C8m /R ®.
Para terminar esta demostracion necesitaremos de un lema mds, gue enunciamos en seguidu:
Lema2 Sea k uncampo y | |:k - R unavaluacién. Supongamos que [m|<d para

todos los enteros » de k. Entonces | | es no arquimedeann.

Dem la+bl*=l(a +b)'|=la'+(:'Ja"'ln-(;]q"zbz+,,,+b'|s

slal®+[ ()1 1al™!8l+... + o] "s@+ Damx(lal,l5])
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Tomando raiz t-ésima de los doe lados, y haciendo que t tienda a infinito, egamos
aque [a+b|<mix(lal,ibl),loqueimplica que 12 valuacién es no arquimedeana.

Parw concluir la demostracion del teorema, tomaremos en cuenta los siguientes dos

1) 2 7>1 3 Inl<1,
2) va>1, Ini>t
Cwol) 3n>1 3 |n|<1.De (4), llegamosaque [m|s1 Vm>1.
Ademds, dado que| -1]=1, concluimos que {m|s1 VmeZ.
por lo tanto, usando ¢l lema 2, | | o8 mo erquimedesnn.
En vista del teorema 33 ,4i [m|=1 Vme Z°, nocessriamente | | esla
valuacién trivial.
Supongamos entoucesque Ime Z, m>1 3 |ml<1. Etonces {xe Z*;ix|<1}20@

tiene primer elomento p. p es primo, ya que si p =ab con a,b € Z', g, b <p, entonces
pl=lali8l=1 = lal=lbl=1.
PROP2 Sea m e Z. Eatonces {mi<1 <> plm.

Dem <) Siplm,sesxeZ » px=m. Entonces |m|=|ml=|pxi<ipl+...+lpls
<lpl<1.
=) Sean g,r € Z" 3 m=gp+r, 0sr<p. Supongamos r# 0. Como r<p,
Irl=1 siml=1, yaque igpl=lp+... +pl <lpl <1, y || esno arquimedesna.

Pero |m| =1 esuna contradiccion, -, r=0 = p|m.
Sea x € Q. Sabemosque Ja,abeZ > x=p'%.dondap]/a,p}‘b.
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Por la discusién anterior, [al={5(=1 =|§l= :—Z—:' =1

o nl=lpr8l= 1ot [2] =1pti=lpl®

Sea c=ip|.Dado que 0<c <1, hemos probado yagque || es una valuacion p-adica

Pasemos shora al caso 2.
Cwo2) Vn>l, Inl>1
So sigue ootonces de (4), que | m|in|0m/1o0n o | gy Vioem g | g | tlean

Como esta ecuscion es vilids ¥ m,n e Z 3m, n> 1, podemos intercambiar » ym
y af obtenwmos | m] V1R | p|VES vy sy,

& AmlVe8m= ¢ unaconstmte Y m> 1.

Dado que /og m espositivo ¥ m 1, ¢ tiene que ser una constante positiva .

Por conveniencis, podemos escribir ¢ =e® @ >0. Entonces | m|=e*8% = pf,
Comol~1i=1Ll-mli=lml=r® vm cZ Ash,si Iml=iml_ vm eZ,wlicando
otravez ol teorema 33, si x=7%, |xl= {%:%’;—'F—:= ]%Eﬂxi‘:

y asi queda demostrado el teorema. t

Obs:  Si convenimos en que dos valuaciones | |,y ||, sonequivalentes (||, ~11,)
siyslosi Vaek [al,<1 =lal, <1, entonces:
1) La relacion ~ es de equivalencia
Reflexividad: 1al, <1 = la], <1

Trawitividad: (lal, <t =lal, <1 y lal, <1 =]alp=
dal,<1 =lal,<n. ' ’
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Simetria: [al,>1 ::»!‘%,,<1 = ,%
PD. lal,=1 =lal, =1, Supongamos que [al =1, Sabemos que
Ibek s |bl, <1 (Sino, | !, seriatrivial). Entonces [a" 5] = Ialnl

L
ol <t > la|,<(-|%i) . Si hacemos n — «, obtenemos [ a!, <1,

Repitiendo todo 1o antorior para  Va, llegamos a que [1/al,s1 =

lal, 21, » lal,=1.

2) Todas las valuaciones de la forma | |:lon equivalentes:

Sean ||, =|1%y |l,=112 dos potsncias del valor sbsoluo | |,

ysea ack tal que {al,<1.

Dado que tanto ¢, como «, necesariamente son positivas,

e, % -
lal%<1= lal%<t =al,=lal_<1

1.

3) Dado p & P fijo, Ia definicién de valuacién p-ddica | |, requiere de ug simero

c € R, 0 <c¢ < 1.Si cambiamos ese ntimero ¢ porotroreal d ¢ R, 0 <d <1,

1as valuaciones resultantes son equivalentes.

1E03s Sea k= F(x) el campo de funciones racionales con coeficientes en el campo F.

Entonces lag tinicas valuaciones que extienden a la valuacién trivial en F son de la forma

(x)

| A (x| =c?®2% donde h(x):ﬁ e F(x),y c=Ixl

Dem Por el lema2, cualquier valuacién || que seatrivial en F d:be ser no arquimedeana.
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Entonces, ¥ £(x)= a,+a,x~...+a x"e Fx), | f(x)! smix {LIx].... . Ix]®)=y,
yaque || esno arquimedeana Si £ (x)/=1 V £(x) e FIx] 3 f(x) = 0, entonces el

teorema 33 ssegmaque | | es s valuacion trivial.

Lema3 Sea | | una valuacion no arquimedeana en un campo k.
SemV={ack:lals1), P=(ack;lal1}.
Entonces V es un anillo conunoy P es el unico idea! maximal de V (y por lo tanto
es un ideal primo).
Dem lol=0;1l=1.
Si q be V,entonces |a bl smbx (lal, |b|)<l;lca|}=lci”a_|<!. :
. Pesideal. Ademis, 5 d'e (V- P), entonces |dl=15 4! e(V—P) ed P

s el Gnico ideal maximal de V. +

Subemos, porel lema 3, que P = {7 (x) € Fx}; |/ (x)| < 1} s un ideal maximal , y
por lo tanto un ideal principal generado por un polinomio irreducible p (x) (Ver Apéndice).
sl <1 o p@lrx).
Ahors, si 4 (x) & F (x), sabemos que Ja(x),b(x)c F[x] y 0.€ Z >
h(x)=p (x)* g—g—; yeon  p(x)fa(x) b(x). Eatonces |4 (x)! =[p (x)!*=c*,
con D<ec<l,

Caso2 Ix[>1,
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Sea f(x) = a,+e;x+... +a,x" € Fx]. Eatonces re)=lxl®=c%® c>1,

Si 4 (x) e F(x), 4 (x)—fg;.v 1h(x)l= EI{(?%II = | xf2@ 36w

Obs:  Se puede generalizar lo visto en los teoremas 34y 38 de !a siguiente maners:

Sea A un dominio de factorizacién Gnica, y ¢ € R, 0 < ¢ < 1. Entonces, para
xeA,con  x=[[p sufactorizacion, definimos | x| Al
Es ficil ver que asi definida, | l' o una valuscién. Por el tzorema 33 | | se

extiende de manera tnica al campo de cocientes de A, k | | se llama valuacién p-ddica

de k.

1E03¢ Dadas n valuaciones p-ddicas | Iy +i=l....n de Q,y n elementos arbitra-
rios @, i=1,...,n deQy c>0,existe acQ 3 Ja —a,l,l<e (i=1,...,n)

y 'al, < 1 para toda otra valuacién.
Dem Para demostrar este resultado necesitaremos primero de dos lemas, que a su vez son
importantes teoremas de aproximacion.

Lemal Dadss n valuaciones no triviales y no equivalentes | I‘.i=l,...,n de un

campo k, Jaek > lal >t y lal <1, i=2,...,n

Pem (Induccién)
n=2 3bek 315l ,>1 y |bl,<1,porque ||, 4], También existe
cek alel;s1 y lel,>1 Asi, IIE,' '::"' I l 'l::’ =g es el

elemento buscado.

Supongamos shora vilido e] teorema para jel' caso n ~'l, y demostrémoslo paran;



Por hipétesis de induccion, 3 dek > {dl 1,y ¢l <lpaai=2....n-1
También Jcek slcl >t y Icln<l,comoenelcasopmicultn=2v..' )
Cwol ldl <1, ; S
Ses a=dic,con j mificientomento grande para que lal =ldlilcl<1,25i<n,
Entonces a fimciona, porque {al, =1aljlct,, lal =idlilcl <1, | :
Caso 2 ldl,,>l.Su ack,

- dic dc
a 1ed . Entonces Hd’.’_—.bcc. porque

/e

d 1
1+ (1)

|-l
1+ ¢ I1+d iy
o laly o lel, yaque llal-tbli<la-3l.

-0
je

i
Abors, lal, s:—% . Y mdlogsmente al caso snterior, el lado derecho de esta
.

dosigualdad tiende & Icl,. ~)al <1 paa j>>0. Por altimo, 2i 2<5i<n,

v
lal; < :-‘—’-'—':5—'; .y el lado derecho d2 esta desigualdad tiende a c. ~. 3 j>>0 3

a=-2C_ satisface las condiciones del loma
1+a

Leme2Dadma | | ,i=1,...,n, nvaluaciones no triviales y no equivalentes de un
campo k,y dado s >0 unptmeroreal, 3d ek 3 ld-1l,<s y Idl,<s
Vi=2,...,n

Dem Porellemal, existe ek »>lal,>1y lal,<1 vi=2,...,a

Sea d=—‘-j—..Bnoncn ld-—l],=|

1
1+a LS P yaque

-1
1+d lall~1
{-1-dl zldi-1(lal-ibll <la~bl).Yul, {d-1} <5 para §>0.4

Coatinnamos shora con Ia demostracién del teorema 36. Sea ' <¢/za, donde
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o« = mix {l,a,|,}::::l s Sv_abbemo‘i (tema 2) que existenn el‘emeinlobs enk d,i=1,....»
tales que |7~ ll(c'} y|u’||,<s' parl j:l o

Sea a;—'c,d, +.o +and“f . j )

Eluc;dcés la —a,' i=la,d, +...taq@-1Dt.. .+a.dn| <

<lale+.. . +lal e+, . +la,| <¢ @) <s, conlocual queda demostrady
ta primzra parte del teorema.

Demostraremos ahora que lc!,s 1 paratoda otra valuacién p-adica

Primero probaremos esta afirmacién en el caso en ol que todos los elementos

involucrados son enteros. Asi, dados enteros ¢, y primos distintos p, (i=1,..., n),
suponiendo que podemos encontras un entero ¢ 3 |c —-c.l,l <é(i=1...m y lcl,sl
para todo otro primo p. demostraremos que el problema original tiene solucién.

Sea J ¢l mcd. delas g, ysemn c=dq (i=1,...,n)y =0 (i=n+l,...,m),
donde m —n es el nmero de primos para los cusles | d l,: 1, y finalmente, sean
5,=lt:1i|?n|d|"s, 8,=m!dl,.donda A={pe®;lpiz1). ;
Sea 5=min (3, .5,). Entoncesexiste ce Z >
Ic—dall'l<6<|dLls. Gi=1,...,n),
le~0l <s<ldl, vp s ldl 2L ylcl s1=1dl, vp s ldl =1
Entonces clarunente a =c/d es el racional que resuelve el problema original.
Sabemos que siempre existe un entero a tal que lal,sl.ui que basta con ver que

se cumplen las condiciones |a~af,<e (@i=1,....n).
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Pera esto es equivalente a decir a=a;, (modp, ), con unuanwal r suficientement:
grande. Los médulos son primos relativos, y entonces el teorema chino del residuo garantiza
que las congruencias tienen solucion (Ver apéndice).con lo cual terminamos la demostracion.
Obs: Puede probarse que el teorema que acabamos de demostrar purs Q es, de hecho,
squivalenie al teorema chino del residuo, pero en este trabajo no daremos la demostracion.

El proceso para completar campos con respecto a una valuacion es igual af descrito

en el capitulo snterior. Vemmos ahiora ¢6mo resultan estas compleciones.
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OS P - ADICOS

E! campo que resulta de 1a complecion del campo de los niimero racionales con
respecto « |a valuacién | | » €8 ¢l campo de los piimeros p-ddicos. (Q, ). En los siguientes
parrafos trataremos de averiguar un poco la naturaleza de este campo.

1£037 Sea a.€ Q, unndmero p-tdico. Entonces o se puede escribir de 1a forma:
"'=,§n¢1-’” ,donde las a € Z yneNes> |a|,= lpl..
Dem Sea w € Q,,a 0. Sabemos por el teorema | del apéndice que IQ.|’= IQIF )
donde 1a extensién de | l,a Q, la denotamos también como | IP. Entoaces Ialp= lp f'; =
si f=ap”, ’[ll,= 1, e.d P es una unidad del aniflo de valuacién Vde | 'v en Q
descrito en ol capitulo anterior. Sean P el Gnico ideal maximal de V, \Al el anillo de
. valuaciénde | |, en @, y P el Gnico ideal maximal de V.
Ya que |ﬂ|’= L,Be \ Perop=limc,c Q Entonces 3Ine N > Vkan,
IB~¢,l,<1.Y entonces lc,|,= Ip+(c,-m|,=mex (Ip],.Ic,-p| )= Ipl,=1=
¢, € V. Dado que Ifs—cn|’< LB-c)e Il\’:>p+§=cn+ﬁ. Ya que lcn|'= 1, es

posible encontrar dos enteros e, d, primos relativos con p tales que c,= e /.

(p.d,)=1=>3x,yeZ > xd, +yp=1 (Ver apéndice).
Eatonces ?—e,x:i"—l‘;ﬁ'—)-o(modl’): cn—euxef'.
n -

Sihacemos e x=a ,emtonces a, e Z,y p+f’=bn+f’=an+f’.Ahon,
la,-pl,<Lytenemos g p"~pe"l <[p"l,, (®
0 a=pp°=a,p" +(B-a,)p"=a,p" +y,, donde y,=(B-a,)n";

y =yl <l
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Entonces | nl, | =] p ™, donde m>n, ytenemos entonces el ml;nno hpu de r»lacnén
con el que empezamos para o al principio de esta disertacién. Asi, si repetimos todo para
¥,, depués de k pasos legamos a
a=a p'ta, Pttt a . 0"ty donde geZ y lal,=1,6 a=0,y donde

Inl,slol,
Como |p |“"‘ 0, hemos acabado Ia demostracisn el teorema. t
k- .

Obs: Los coeficientes q, de la expansion p-adica de un ntmero s6lo son tinicos médulo p.
Si se acepta la convencidn de tomar en vez de cada a, su regiduo médulo p, entonces
podemos decir que son Ginicos.
Eiemplo Ejemplificarsmos lo anterior para el elemento 3/8 de Q.
Como |381,=|5=1.n=0.
x = 2 es una solucién de la congruencia 8xw | (mod S), y como 2:3 = 1 (mod 5), con-

cluimos que a,= 1. Entonces y,=(3/8-1)=- /8, y |- 5/8] -IS',,dedondea,;:Oy

- (58 5)=~-1/8. Otravez,x=2 eguna solucién de la congruencia 8x = I (mod 5),’”

¥ 2(~1)= 3 (mod 5). Por lo tanto, a,=3. Abora, y,= (~1/8-3) S = (-zs/s) 5, porlo =
que |y, | ;=15 de donde concluimos que a,= 0, pero a,:o.ycomo 12/5‘-‘—1/8
andlogamente a o anterior, a,=J.

Eg ficil ver que a,=q,=...=0 ;, a;=a,=...=3.

Obs: Si ae Q, . digamos (t,—;“"

‘abreviar como sigue: w=a_a_,,...6,,,a,... (p).

+p'"l $.tao+aip+ap+... ,se acostumbra

“©- pSTA JESIS N0 DEBE
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Entonces ¢l cjemplo quedwia 3/8+=1,303030... (modS)
Terminaremos este trabajo con un ejemplo de "geometria poco usual" derivada de

una ultramétrica.
Ejemplo Veamos como 5 una circunferencia en Q,

Seap=2, c=1p.
(lul,=2%, donde u=2"sb, 2}ab
Entonces %(0)={ueQ; lu l,= 1).

lm/n|,=l < m/n=p(min, ),donde.ﬁm,n,.
ed, mne F(0) < m{n =(a+1M(2»+ l) e.‘dk, m/n = impar/impar.
mEKO=(veQ;vl,<1). ‘

m/n e Int F(0) = m/n=p*(min,), donde pim,n, L a>0.
ed, mhemE@O) m=(zar)4)y‘("g$+"1). e.d, m/n =purfimpar.
Ex % (0)={ve Q; |v[,<1).

min € Ext 8, (0) < mm = p*(m, /n, ), donde p} myn, , @.<0.

ed.,, m/in e Ext®(0)<> mmh=(2a+1)/(2b). ed, m/n=impuripar.

Grafiquemos algunos puntos de fa circunferencia, algumos puntos "centro” (puntos

del interior) y algunos del exterior, para tener una idea mis clara de cémo es.
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1) -2, 0, 4/3, 4, 100, etc, son centros.
)13, 1S, 1/5°, S, 5", etc, son puntos de la circunferencia
312, '1/2", 572, - 32172, efc, son puntos del exterior.

(Ver figurs 10)

?I [()]

4/3
il -
-2 0 121 2 SR 4

8 Para puntos del interior
= Para puntos del exterior
! Para puntos de la ciramferencia

FIQURA 10
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APENDICE

JEOREMA L
Sea |l:k — R una valuacién no arquimedeana. Entonces lkl=lk|, donde & es

Ia compleciéa de k con respectoa .

Dem Sea o ek sia=0, |al=0 Supongamos entoitces que @ # 0, Como k es denso
en k, existe una sucesion de Cauchy {a_ ) de elementos de k tal que lima, = a. Como I
es no arquimedeansa, lan]=|a+(an- o) = max {]a], IG,- al} = lal,para ne N
suficientemente grande, dado que se puede hacer a lan ~ a/| tan chico como se quiera.
Entonces la,| =la| pws n wuficientements grandes, con lo cual queda

demostrado el teorema.

IROREMAZ  Seamn a,b € Z', Entonces In congruencia ax= 5 (mod m) tiene solucién <>
m.a)ls. |

Dem <) Si (m,a) |5, entonces 30, P,c € Z 3 (ackm+ (-Pe)a=(-b) >
m|@c)a—b = ax= b (mod m)tiens solucion.

=) axm b (mod m) tiene solucién >3Ix e Z 3 ml{ex-5) =

JaeZ 3 ma=(ax-5) => ~ma+ax= b = (ma)lb

TEOREMA 3 Sema,beZ'lalelque(a,b)=l.[-htonces3x,yeZ3

xqa+yh=1,



Dem Dadoque (a,5)=1,la congruencia ax = 1 (nod b) tiene solucién = Ix,ye Z

talesque b(-y)=ax-1= ax +by=1.

pemNicion 1 Lafincién ¢ de Euler se define para todos los enteros positivos de la

=1,
o) = [4meZim<n,(mn)=1}|

siguiente manera: {
OREM ULER)  Si # esun entero positivoy @ € Z es primo relativo con n, entonces
a® s 1 (mod n).
Dem Sabemos que el conjunto de nimeros epteros positivos menores que n y primos
relativos con 7 forma un grupo bajo la nultiplicacién médulo », y sabemos también que en
todo grupo finito G, a°@ =e¢. (Teorema de Lagrange). Combinando estos dos resultados,

obtenemos a2 1 (modr).

DEFDCIONZ Sea k uncampo.SiV ae K,V me Z, am=0 = m=0, decimos que k
es de caracterfstica 0.

Decimos que k es de caracteristica finita, si existe un entero m# 0 tal que mz=0
pwsalgin a € k*.

En este caso definimos a la caracteristica de k como e} primer elemento del
conjunto {me Z*ma =0 paack)cZ' (Si meZestal que ma =0, entonces

(-m)a =~(ma)=0 = {me Z'ma =0 paackt)=.
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EBROPOSICION Sea k un campo, y me2" 3 ma=0 pwaslgma a < k* Entonces
mb=0V bek
Detm Dadoque mek®, 3 a'ek® 3 aa'=1 = m l=mac” =0a"'=0, Y asi,

paratodo bek, mb=m(1:b)=(m 1)b=0.

PROPOSICION Sea k um campo de caracteristica finitn Entonces su caracteristica es un
nGmero primo.

Dem  Sea p lacaracteristica de k. Supongamos que p =bc, 1 <b,c<p.
Entonces p'1 =1 = bc 1= I1¥c1)=0=>b1=06 c'1=0 V, porque pesel
primer elemento del conjunto {m € Z",ma =0 p.aa e k*).

~ p €8 primo.

IEQREMA 3 (TEOREMA CHING DEL RESIDUO)

Si my,...,m, e Z* sonprimos relativos dos ados,y a,,...,qa, € Z, entonces

IMxeZ (modf'llm‘) 3 xma (modm) Vie(l,...,n).

i m,

Dem Sea M;= "','ni . Entonces M;x= g, (mod m,) tiene solucién, porque (m,, M;) =1

Sea t, lasoluciénde M,x=a, (mod m). Sea x=M,t+...+M_t . En general, m|M,,
si i#j Entonces xmy My a; .. Xw®wg g Vi .\ x easolucién del sistema de con-
gruencias, Para demostrar que es Gnica supongamos que X, y son dos soluciones. Entonces
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xmy(modm)Vi =>m l(x-y)Vi:> m,,..mnl(x—y) (ale,ble y @p)=1 =
able).
S xay (modIlm).

DEPNICIONY Una fimcitn euclidima en un dominio entero D es una fimcién
v:D® 3 Z'U {0} que cumple las siguientes condiciones:
YVa,beD* 3 qg,reD 3 a=bg+r,donde r=0 6 v(r)<v(b).
wvVva,beD® v(g)<v(ab)
pErNiCioN 4 Un dominio entero D se {lama anillo euclidiano, si existe una fimcién eucli-
disnaen D,

Obs : Paratodo campo F, Fx] es un anillo euclidiano. (Su fincién euclidiana es 1a fimecién

wudo).
TROREMAE  Sea D un anillo euclidisno, y seal un ideal de D. Entonces existe un ele-

mento g, 3 I={q,x;x e D}.
Dem Si I={0}, entonces a,=0. Supongamos ahora que I = {0}.

Sewaz0 el. Sea qyel 3 v(a,) es minimo (Esto siempre es posible, ya que v
toma Gnicamente valores no negativos). Sea a € I un elemento cuslquiers. Por las propie-
dades de fimcién euclideans, existen g, 7 € D tales que a =qgay+r,donde r=0 6

Hr)<v(a,) Como Iesideal, ga,¢ I = r=a—ga, el Si r« 0, entonces hemos
encontrado un elemento de I'tal que v(r)<v(g,) V. ., r=0y a=gaq,.
“ 1=(a,).

aive’



IEOREMA?  Sea D un anillo euclidiano, y sea M = (q,) un ideal maximal de D.
Entonces a, es un elemento irreducible de D.

Dem Supongamos que g, no es irreducible, e.d. a,= bc, donde b, ¢ € D no son uni-
dades. Demostraremos shora que entonces M no puede ser ideal maximal.

Sea B =(b); entonces ciertamente ¢, B => M B. Afirmamos que M =B 2 D.

Si B=D,entonces 1€ B = 1=xb p.a xeD = besunidad V

Por otro Iado, si M =B, entonces be M = b =1xa, pa x € D.Como ademds
a,= b, concluimos que a,=xca, = %=1 V (porque ¢ no es unidad).

Hemos encotrado entonces un ideal B tal que M ¢ Bg D, por lo que M no puede

ser maximal.
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