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Temas Generales



Preliminares

1.1 El Teorcma de Helly

Uno de los teoremas que utilizaremos en el transcurso de este:
trabajo es ¢l "l'corellm (lc‘ H(:lly. 8 )

’leorema 1 (Helly).Sz rle n lelIllb converas, en el [ll(lll() cada
lres Itcnen un punla cn r-onmu, uzloncm Ias n fl_jlll(ls lzcm‘n lm -
punlo en ('omun - ; &

Demostracron. La dunoslmuon es. por nuluccnon,
l) Para n = rl

Scan €y, Cy, Ca y Cy cuatro figuras convexas en el plano,
cada tres de las cuales ticnen un punto en comtin, Sean /) en
la interseccion de Cq, Cy y Cy; 4 en la interseecion de Cy, Cy ¥
Ca; P5 en la interseccidn de €y, Cy y Cy 3 Py en la interseccion
de Cy, Ca y C3. Como P4, 3 y Pyson puntos en C') y ésta cs una
figura convexa entonces los segmentos P, PPy y PP, v por
lo tanto el tridngulo PP, estin t;mlhlcn u)ulcmdo.s en (.
Andlogamente tenemos que ¢l tridngulo P P4 estd totalmente
contenido en Cy, el tridngulo P P Py esta totalmente contenido
en Cy y el triangulo P %Py esti totalmente contenido en 4.
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Tenemos dos casos;

Caso 1: Sin’perder. gencralidad suponganios que P estd’ en
el tridngulo PPy Entonces P estd en la interseccién de las
figuras Cy, Ca;, Ca y Ci'locual quicre decir que C1NC2NC3NC, #

Caso 2: Supongamos que ninguno de los puntos Py, %, P, Py
pertencce al'tridngulo formado por los restantes tres puntos. De
esta manera tenemos que el cuadrildtero Py Py P3Py es convexo.
Sea P el punto de interseccidn de sus diagonales. Entonces P
estd en la interscccion de las figuras Cy, Cy, C3 y Cy lo"cual
quicre decir que C;NC,NCy N CY # 0, .

2) Supongamos cierto ¢l resultado paran = k. Demostrémoslo .
para k + 1.

Sean Cy, Cay...,Cr y Cy figuras convexas en el plano, cada
tres de las ¢uales tienen un punto en comiin, Sea C la inter-
seccion de las figuras Cr y Crqy. Notemos que C # @ pues
D#ECINCLNCiit S CLNChrpy = C y como Cx y Cryy son
figuras convexas entonces C también lo cs. Utilizando el resul-
tado para n = 4 tenemos que para cada pareja de fliguras C; y
Cj existe un puntoen ;N C; NN Cryy = CiNC;NC y por
i s Lenemos que la interseecion de cualesquiera tres de las
figuras tomadas del conjunto {Cy, ('a, ..., €} s o vacia, Asf Cy,
Cyy ..y Cioy y € son k figuras convexas tales que la interseccidn
de cualesquiera tres de ellas es no vacia, de lo cual podemos de-
ducir, utilizando la hipétesis de induccidn, que existe un punto
PenCinCanN..NCioiNC = CNCaN..NCpN Crygy que es
precisamente lo que desedbamos demostrar, O




El ’l‘curemn de Hclly .1

Teorema 2 (Generahzamon) Cualquzcr colecmon de conjun-
los convexzos y compuclos que se mlc/.scclruz pal' (cums tiene
ll]lP?SfCCIOIl no, I’(l(‘lll, i . -

Demostraclon., Sca C una colccuon albmarxa de roxuumos
convexos y acotados que se mlolsecldn por Lernas. Sea Cr e C

-y supongainos que nc =¥,

Sea w € C. Como NC .= V) cntonces existe (' € Ctal que
2 & Ct, o5 deciry 2 estd en ¢l complemento de C,. Como C;, ¢s
compacto en el plano entonces es cerrado (y por lo tanto su comn-
plemento es abierto) y acotado, por lo que existe un abierto Vy
que contienca x y tal que V,NC, = §. Bl conjunto {V, |2 € C1}
¢s una cubierta abierta de €. T

Como Cy es compacto existe {1, ..., Vo, } sitbcubierta finita’ )
de Cy, es decir, ¢ TV, UL UV

-Por otra parte como V,, N Cyr, = § para toda
entonces fenemmos que Sk

(Coi 0 e D Cr) N (Ve u,..u\ k) __f( ;
,..U(C,,ﬂ...ﬂC’nﬂ\“)- :

De lo anterior podemos corlclmr quc C A C’,, r_1 ﬂ C,k =0
lo cual contradice el Teorcmna dc Hvlly' l’or lo Lanlo ﬁC #0.0

'I(‘ualqulcr subcoleccién finita de C cmnplc lns cmuhcuonus del lcorem.t de
Helly. B : B
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1.2 Problcmas Relacmnddo‘: con el Tcorema (lc

Hell)

lin el mgmcntn qcmplo,tcucmos una r‘autndadbuumuablc d(.
conjuntos no cerrados’ que se intersectan ‘por’pares;yique.alin
siendo acotados tienen’interseccidn vacia‘lo’ cual nos dcmucatra.
la lmponanc “de’ pcdn quc los conjuutos s(‘an compactoa en el
tcolcma 2.. ; .

E_]emplo 1 scu{,\ BL(I’ 1'{/ Py, ) € OP, Jd(l,,,O)— 1}
‘entonces ln’ ll)lEI.SCL‘LIOIl de r'uul(:,sr/u:cm tres E[C?Tlﬁlll()b de A es
no vacit 0y NnaA =49 (l)f’l' Figurai.l ).~ : :

FIGURA L1.1. Un conjunto de abiertos que s¢ interseclan por ternas y que tienen
llllcl’\LCClOlI \ﬂCld

Teorema 3 Si en un conjunlo aco/u(lo (Ic punlas cmln Lres de
ellos pueden ser cubicrtos por un disco de radio R, enlonces
eriste uno de tales :lzscos que (‘IllH!’ al conJuulo rnlem

Demostracién: Sea C-un ¢oujuni,o ac_otado de puntos, con la -
propicdad de que cada tres de ellos pueden ser cubiertos por un
disco de radio R: Consideretnos e conjunto A = {B(X) | X € C}.
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Notemos que cnalesqmera dos puntos clel COXlJlllltO C’ catdn a
(]lhldll(.lrl. a lo nms 201 :

Caso l. Supongamos que O\IblCll ‘\ )’JE c Lalcs qun In (llS-“
tancia cntlc- A’ y Y es ‘7I : : :

Sva I) el dlsco con dmmctlo \'Y cntonccs D’es el tinico dlsco'
de radio /2 que contu-nea Xy )" Por lo Lanto C ostd e Lalmcntc
cont(-mdo en D

Caso 2: blpOllbdanS que Ia distancia entlc umlcsqmcm doq
punios .Y, ¥ € C' es menor que 211, : :

i este caso tenemos que para f'ualquier forna de’puntos Xy,
Xa, X3 en C se tiene que Bp(X;) N Ijn(,\’ N 1311(4\'_,) #0. La
generalizacion del Teorema de lIcl]) nos asegura qué NA # 0.
Sea I € NA'entonces P € Bp(X) (es decir, d(P,XN) < R) para
toda X € C, por lo que ¢l (llsco de xadlo 1 con, ccntxo en P
contienca C. O

1.3 Conjuut& d‘_cC;ixi’t'oz" o

: Deﬂmcxon 1 Un wbcmuun/o (lc [0 l] es lalulmenlu :hsconczor
sino conl:cnr m{crvnlos‘ i

ﬁjun{lo /l s p‘(:/ o si 4 g A'“. .

DEﬁni’CiO’l‘ll'z‘ Un"

Deﬁmcxon 3 A s un Con]unlo de C'rmlor si A s un >ubum-
jll7l/0 de [0 l] cer rrt(lo, l()lalmenlr (Itsranez'a :/ pr’lfrl_to. .

La anterior os un;; g((:ﬁxlicidxl general de Conjunt,o' de Cantor.
Aqui daremos-algunos cjemplos que utilizaremos en' el capitulo
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3, Por estar fuera de los objetivos de este trabajo no verificare- -
mos que cumplen con las condiciones de'la definicién ‘anterior,
sin unbar&o lecomcndamos ver [[')]] pdl‘ﬂ. profuududr en el tema, -

1.3,1- CoNJUNTO CLASICO DEE CANTOR

Construyamos la signiente sucesidn de subconjuntos de [0, 1]:

SeilllC():[O l] C'|= 'u—(J.J) Cg C] (9,9) (J,()y
en general sea Cyyy el conjunto obtenido de eliminar los tercios
centrales de cada uno de los intervalos cerrados pertenecientes
a Cy (ver Figura 1.2). De esta forma obtenemos una sucesidn
{C.} ey de conjuntos cerrados tales que Cg 2 Cy 2.2 Ca 2
.A la interseccidn § = ﬂ"":l C, de todos cstos conjuntos le
Namamos el Conjunto Cldsico de Cantor.

FIGURA 1.2. Conjunto Cli icé de Cantor..

Existe una forma de caracterizar a los clementos del Conjunto
Cldsico de Cantor en funcién de su representacién en base 3.
Para ésto recordemos que a cunalquier nimero X € [0, 1} lo pode-
mos expresar como L+ 52+, LS4 endonde ay, gzt .
son 0,1 6 2, LhCllblCIl(lO (alnz..,u,,_.,),,, por cjemplo £ = (0.21)s,
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1= (0.020202..)5, V2 = (1.1020112..)3, etc. Algunos mimeros
(nimeros racionales de la forma ) admiten dos dilerentes rep-
resentaciones en base 3, por ejemplo § = (0.100...)s = (0.022..,).

Proposicidén 1 Sce X € [0,1]. Enlonces X pertenece al Con-
junto Clisico de Cantor S si y sélo si X no conliene como digilo -
al 1 en su representacion buse 3.

. Demostracién: Sca X € [0, 1]. il primer digito a la derecha

del “punto ternario” es | siy sélosi X € [l,, = [(0.100...},(0.122...),)
por lo que C estd formado por los nimeros cuyo primer digito

a la derecha del “punto ternario” es 0 6 2. El segundo digito

de un punto en X € Cy a la derecha del “punto ternario” es
Lsiysslosi X e [54 U[28] = [(0.0100..),.(0.0122..),) U
[(0.2100...),(0.2122...),] por lo que C; estd formado por los niimeros
cuyo segundo digito a la derecha del “punto ternario” es 0 6 2.
Continuando de esta forma tenemaos que § = ﬂ"":, C, esta for-

mado exactamente por los mitmeros del subconjunto [0, 1] que
no contienen como digito al 1 en su representacion en base 3. O

Veamos otras formas de construir al Conjunto Cldsico de Can-
tor.Si [, € {f# y s € {1 denotaremos por L + s al conjunto
{ + s |2 € L}. Construyamos la siguiente sucesidn de conjun-
tos: Lo = {0} y so= 2% Ly = Lo+ s0= {U,%} ysm=%=1y
eu general Ly = Ly + 80 Y 8 = % (ver Figura L.3). Note-
mos que el conjunto L, estd formado por los puntos extremos
izquierdos de los intervalos cerrados que forman a C,, s de-
cir, por los nimeros que tienen expresidn en base 3 finita® que

constan de 0 6 2. Sca L = N2y L

=3 % gu tjene representacion finita en base 3 si y solo si wn = 0 si

1 2 m para un cierto niimero natural m.
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Lo

Lie .

Lae : . .- .-
Lie o . . ~ . o e
[yee oo’ “ee es B . e e ee ‘oo

FIGURA 1,3 Puntos extremos izquierdos del Conjunto Clisico de Cantor. -

Proposicién.2 Si X.€ S enlonces X

de punlos de' ;"

PIREIEIRE S all
milede wna-sucesion

Deinqstmcidn‘
tenemos que X

~“”‘°"‘" s ot la Ploposmon 1
ks oy e

.Z aoraen (loudc
l ntoncv.s I €

1 w'

lyClLy Ll_l_l‘l‘lm K= :

1.3.2 Co.\'JU’.\"ros‘imIC,\A ron BAsE b

[.a construccién dc los Hamadm C‘ouJunlos (lv C«mlor Basc b es
muy similar a la Llcl onJun(o Clds co de.Cantor (ver Proposicidn

1).

z\hom 1o ﬁ_|.unos en los puutos pmu-l_r,wu!m al intervalo
[0, 1] tales queno conléngan al digito’= | en su representacion
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base b. A dicho LOIlJllIIlO lo (lcnotxuunos por Sy ¥ ]o llamaremos
Conjunto de Canlol Base b, : BT

1.4 El Tcou ma de lds qu(‘r 15 ‘\.Ill(lddds

El Teorema - de las -Esferas Anidad pur‘d( ser “enuticiada - de
forma general para espacios métricos. Como en este trabajo nos
interesa trabajar solamemc en cl ])IdllO, lo enuncmmnos dc la
siguiente maneras: :

Teorema 4 ,Scﬁ {I),‘ w=una sucesion rl(’ lllsr()c I),l = I),,,(O.)
Iulrc que I). 2Dy 2.2 I),l o) Y ..]”2;""“_ 0 entonces

n—l

Demostracién. Sea {I),,} Aina“sucesidn” dediscos tales -
que Dy 2 D,

D1 (O).

|
2 .. 2002 "h_ma ro=0 en:donde D, =

Sin < m entonees Dy 2 D, lo enal implica que O, € D,
y asi (l(O,.,(),,.) < ro. Como {r, aop converge a 0 entonces
{0n},2, es de Canchy y por lo tanto (porque estamos traba-
jando en el plano y éte es (om])l(:to) converge, digamos a un
punto 0. Veamos que 0 € N *° ot Pn.

Para toda n € N tenemos que la sucesion {Onyx} es una
subsucesién de {O, }az, - De esta forma Ilm 0, = Inn Ougt =
0. Como {(),,H},\_l CD,y D, cs u'u.l(lo (-mmups () € D,, cs
decir, O € N2 Du. Porlotanton ™ D, # 4. O

n=1
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1.5 El Teorema de la Categoria de Baire

Aligual que el teorema anterio el Teorema de Baire puede ser
enunciado de fortha general para cspacios métricos completos.
Por no estar dentro de’los fines de este trabajo diha version
geueral, sdlo lo enunciaremos para ¢l plano, Para profundizar
en este-teorema recomendamos ver [2). : ‘

Definicién 4 Un'conjuiito A es denso en ninguna parle si A=° =

0. : :
Definicién 5 Un conjunto A\ es denso si A~ =R2

Teorema 5:(Baire) Sca {Ox}, 2 una sucesion de conjuntos
abicrlos densos, Enlonces N2, Oy cs denso.

Demostracidn: Dado un conjunto abierto U, sea.ry € O\ N
Uyry >0l que 8 = B,(x;) € O NU. Como Oy cs
denso existe wy € 03 NS, Como O, es abierto, existe 0 <
ry < min{%m,r. ——«/(.1,',,.1:2)} tal que Sy = (1) € 02N Sy,
lintonces S7 < ). Siguiendo inductivamente obienemos nna
sucesion {8}, %, de bolas tal que S; C §uoy ¥ Sy C O, cuya
=, converge a 0, Ademis si

sucesion respectiva de radios {r,

n=1}
nom 2 N entonees i, € Sy y 1w € Sy porlo que d{iwy, ) <
2ry vy comolim r, = 0 entonces tenemos que la sueesion de
=g

centros {,} 2 os de Cauchy, Asi para n > N se cumple que
Ty € Svy) € Sy C Sy C Oy Porlotantor € N2 O, ¥

N R . . n=|
x € U/. Como U era un abierto arbitrario, N 2, 0, es denso, O

Corolario 5.1 Cualguicr conjunio abierto no pucde scr crpre-
sado como la wiidn numerable de conjuntos densos en ninguna
parte.
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Demostracidén: Sea { ££,} 2, una sucesion de conjuntos den-
sos et ninguna parte y U # { un abierto, Entonces O, = ££7¢
os denso v abierto. Por el Teorema de Baire tenemos que existe
e € Utalquex € ﬂn_l(),. pero esto significa que # ¢ U2 K,

y por lo tanto U/ no estéd contenido en U, /5, O

1.6 Uu Problema con Circulos

Lema‘1. Dadosn puulos eristen dos de ellos tales que la r(’cla
que determinan deja cn’el mismo semiplano a los restanies (al-
gunos de estos punlm, o'lodos si losn /)un/as fu('mn wluzmlr'a,
podrian estar sobre dicha recla). :

3]
) / nl

FIGURA 1.4, El citenlo circunscrito al tridngule £ Pacy Py conticne a todos los
puntos.

Demostracion: Consideretnos un conjunto de 1 puntos, como
este conjunto s finito entonces existe un disco que lo contiene.
Consideremos una recta horizontal que no interseete a dicho
disco y movdmosla hacia arriba o hacia abajo hasta que to-
quemos por primera vez a un punto (2 de nuestro conjunto y
rotémosla con centro en O hasta que toquemos por primera vez
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a algin omo punto P del con]unto Lntoncoa la recta Ol’ cumplo
las conc]xcnonca (lol Lema (vvr i lgum ! ‘1) o

Teorema 6 l)m[os n > J ])unlas' no /mlas cohnrulcs existen lres
de ellos tales qie'el disco cuya f/olmrl es el cn‘culo (‘ur-uusr:llu
. eslos conliene « dos Icﬁlllllll’.s. ’ :

Demoétrﬂcién:} can Py, P, Py puntos 'y sin perder gener-
alidad supongamos que £, Fa, ... Puzy cstan en el mismo semi-
‘plano determinado por la recta 2y P (ver Lema [). Entonces
cl disco cuya frontera os el circulo circunscrito al tridngulo Py P P,

en donde ¢l dngulo P %P es el menor posible para { =
1,2 n—2, contienc'a Iy, P, .. 0% (ver Figura 1.5), O

g &yeeny

FIGURA 1.5 3. luxlcs '0; plnnus u.hul en ¢l mismo semiplano determinado por l.l
recta OI’ E

Corolarlo 6:1 Dados r'ualm /nmlas‘ 1o todos colincales, IllJlIII
disco cuya fr'onlcm cs el cu'ru/() eireunse /110 a tres de cllos con-
licne al cuarto,
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Transformaciones Geométricas

2.1 Traslaciones

Definicion 6 U'na traslucidn con longitud y dircecion del scy-
mento PQ cs una fransformacion que manda o cada punto o
en el punto A de tal forma que los segementos ANy PQ sean
paralelos, tengan la mismo scatido y d(A ") = d(1.Q).

l)vnotarmnos por. I/:Q ala tmslrn ivn con longitud y (lm‘(unn
dal SLblll(‘ll'U I’() : :

\Iﬂmms des I.:s pl'opn'llddl's que son ronsechene ia nuncdmld
de la tldmwlon‘son'

Propi edades: :

L. La'traslacion /;:p | i(lvil(iilﬁ«l

. L'us tr lom-s no dqnn punlos ll]os. -

3.;]4!. compmlcmn (l(' Ina lms aciones /pq y Top es laiden-
(xddtl :

4. La mmg.,vn de un frenlo bajo una traslacion -

o8 la ree I.n o un eireulo n',sp('t'li\';lln(‘nll.‘.
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3. La composicion de dos traslaciones Tpg y Ty es olra
traslacion T'pp en donde R-= Tpg(Q).

2.2 Rotaciones

Deﬁmcxon Uuu rolacidn con centro en O y dngulo a es una
transforuidcion que manda a cada punlo A en el punto A" de tal

Jorma que d(A,0) = d(A', O} y el dngulo AQA' = a,

Denotaremos por Riq 0y ala rotacién con centroen O y dngulo
a (en general podreos suponer que 0. o < 27).

AN

P

FIGURA 2.0; Li composicion de rotacianes vs ol ra rolacién,

Algunas de las plO[)l(‘(ld(l("v que son ronsvrm‘m‘m |nuu~dmla
de la (lo(nncmn o1

Propledndgs:

La rotacion R,y os laidentidad.
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2. Eldinico punto fijo de una lotacwn «llfcwntc de Id ulmm-
dad es su centro. :

3. La composicion de las’ lommoncs /t’(n 0) ¥y /?( Qo) es la
identidad.

4. La imagen de una recta o un (nculo lm]o una lOldCl()n os
nna recta o un (m.nlo u-spw‘(l\dmonlc. :

3. La u)mp(munn dec dlos m!drlou('s It’((., o,) ¥y /f(az.o,) cs‘
olra rofacion lt(n,+,,2,o), en donde ol centro' O puede ser
obtenido a partiv de los eentros Oy y O2' - (ver Figura 2.1).

2.3 Rcﬁo.\ijpn%

Deﬁnluon 8 (/IHI u‘jlr.nou snbrr la recla | es una transfor-
muacidn que nuuuln acada punto A cn el punto A de tal Jorma
que d{A )= (I( Ay [) P} (.I seymento AN es perpendicular a la
reetal. i

I)cnoidlunos por /f( @ ln l(‘”().\l()ll h()l)lL‘ arecta [

\l;,unns de ld\ pmpu-dmh's’ que son consceiencia inmediata
de la (h-[nm iGn son:

Propicdades:

1. es la identidad.

'Supongamos que R, 0,10 Biayoft) = Ay B0 Biayon(8) = 1.
Sea P ol punto deinterseecian de lay rectas AH y A8 Entonees O es ol punto de
interseceidn del efrenlo circunscrito al teidngulo APA" y la mediatriz del segmento

'
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i

2. Una reflesion iy solo d(ua I"Jos a lodoa los pnntoa dc la
recta. !, -

4. La cmnposi(:idn.(lc l;ns rellexiones' 1 y Ies Iav idenl,itlad.

4, Lai nndgon r!v una reeta o nu civculo bajo una wﬂc.\mu
una recta o un cirenlo r('spmtl\'(unenw. '

3 Lil C‘()lllposl(:l()l) de dos reflexiones Ry, y It’[,. on (londc I| cs
paralela a &y es una traslacion en direccidn pvrpvmlx('ul«n'
aly y conlongitnd d(ly, f). :

La composicidn de dos reflexiones iy, vy . en (londc {
no es paralela a fy os una rotacidn con centro enel punto
de interseccion de ) y ly y con dngulo 2n-en (lon(l(, oes
el dngulo entre las rectas {) y 1o,

6

Definicién 9 Lus lransformaciones rigidas o-isomelrins (pues
consersan lus-dislancias enlre pares de puntos) son /us composi-
('lonrs dr’ /lllﬁlll(lnll(a, rolacioncs y u,jlr,rmnc.s.

Homotecias

Deﬁmcxon 10 Unu lmmolrua con-centro en Oy razon k # 0
es itna /mnﬁfmmmmn quemanda_a éadd. punto A en el punlo
A de tal fnuna qur' '{,("‘i——ﬁ)l =-k'y Iu.s /HIII/Uw 0. y-A son
('I)/lnClIl(’.w. . : ‘

Dvnotmomos por ll(‘ o) ala hmnol(-uu con centro en Oy
razon k.

/\lbun

de las pmpu'rlndvs Aue son- cotsectencia- inmediata
de la definicién son: :
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Propiedades:

1. La homatecia /()0 os la identidad,

2. Elinico punto fijo de una homotecia dlfvlentc de la iden-
tidad es su centro.

3. La composlnon de las. humolvcms /I(k o). ¥ Il(l o) o la
identidad, :

1. La composicidn de las lmnslmmnuonos ll“ (,) y ltro 0). os
la homolvcm I/(_u)).

5o Lai mm&,cn de una reeta o nn circulo bajo una llomoloua
s lum recta-o un cireulo respectivamente,

6. La compoasician de dos homotecias Ui o) ¥ Hiso,) o8
otra homoteeia Hig, a0 81k +ka # Hen donde el centro
O puede ser obtenido a partir de Jos contros Oy y Q)
¢s una traslacion To0,,, cn donde Hy, 00(0)) = O, s
by by =1,

Rotaciones Dilatadas

Definicidon 11 Una rotacion dilalada es'la composicion de unao
“rolacidn 'y' una Iqr)mblm:iu con el mismo centro.

Dvnolm‘cmos por I)“ 2,0) i la ml.u'lun (lllal.nl.\ con centro en
O, ang,u]o d(‘ Totacidn ay rn/(m de hmnm(-(' k2,

?Recordémos que k ||(-l)l‘ ser dlfrrn ate de 0 en (u.xlqmz-r homalecta y por lo
tanto en enalquicr rotacicn dilatada,



t
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Algunas delas propiedades que son consecnencia inmediata
de la definicion son: . :

Propiedades:

1. I,a lolamon (lll.lta(ln D(luo) cs Ia ulcnlxdd(l

mmla (llfm‘nlc de

2.°El dinico |)unto {'Jn de nna ot '1clon dl
Cla ul(-nLl(l.\d essucentro, :

3. La compusl(‘mn (l(' las xul:u I()n(‘s(]l atadas Dica0) D14 20,0y

vs la ulvmulml

1. La imagen de ana recta’o un cireulé- bajo una rotacidn
Lll]ﬂld(lrl es una reclao un circulo’ I(“ap(‘(,ll\'llll(‘lll(

5. Larotacion dilatada l)(,",m coinci(lc conr'la rotacidn’ 12, o).

6. La rotacion dilatada Doy coincide con la_homotecia
. Hu0y ¥ D=0y coincide con la homolecia [l ).

La composiciin de dos rotaciones dilatadas Dy oi.07) ¥
Ditg02,00) 05

i) Otra rotacion dilatada Dy ry.0,40,.0) (en donde (-l cen-
tro () [mvnlv ser obtenido a partir de los centros (), y ()
sikihs # 16 0 + 0, # 06 bien

i) Una traslacidn en la direccidn y con la longitud . del
segmento 0107 en donde O es la imagen de O bajo la
rolacion (||lalmlf| Dk w2.02) hl Mha=1ya+a;=0.

Adin enando la dltima de estas propicdades no es del todo
directa es mny importante dentro del estudio de las transforma-
ciones geométricas. Aqui no daremos su demostracion por con-
siderarlo fuera de los objetivos del trabajo pero recomendamos
ver [4] para profundizar en este tema.
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Deﬁmcidn 12 Dos curvas .y ¥ son .srm(’]unlce si exisle una
rotacion. (Illalruln D(L o 0) tal I/Ul’ I)(k ao)(7) =7

Lasi c séfic de resultados s exporien con el fin:de ll('bm’
ala demostr ion del teorema 7 el cual utllmnomm en Ia scmon
ml'vxcnlt, a smm “cubiertas universales,

Probosicidn 3 La imagen de cunlquier segmenlo AB bajo'la
rolacion dilalada Dvaoy s olro segmenio A'53' rlon:/r’ /\’ lm=
Diks,oy(A) ¥ B' = Digor(B), que cumple: )

i) 4B = ky

u) El dngulo dirvigido formado por los ;

‘;?}v/lhgnl,b';s AB ’yi'/l"B’ :
es igual a o. : R

e inversamente, si lenemos una lrumf()r‘mn?’io’l. tal que’la ima-

gen de cualquicr segmenlto es olro segnicilo’y éslos r-umplrn las
condiciones i) y ii) entonees la Irun.sfulnm(-mn es una. rvlur,mu -
dilatada. S i

Demostracién: Consideremos la rotacidn dilatada D00
y ¢l segmento Af2, Sean A = Dynoy(A)y B = Digaoy)(13),
= Raoi(A) y B = R0y (B). Recordemos que Dia,0) =
Il(k,o) o /?(n‘o). .

La rotacién R, 0y manda al segmento A/Zen el segmento
A1 By de igual longitud con ZAOA| = L3013 = o'y la'ho-
motecia 0y manda al segmemo Ay 3 en ¢l segmento A3
con las t(‘llld'a de puntos O, sy, A" vy O. I3y, B colineales, k =
g = S5 y los scgmentos A'B' y <Ay By paralelos, es decir, los
lrmng,ulos QA3 y OAL By son semejantes por-lo cual tenenios -

L AB \‘If . . RO
que k= A = g lenemos dos casos:
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Caso 1: Supongamos que las rectas AB y A’'B’, es decir, el
angulo formado por los segmentos A B y A'B' es 06 7. Kntonces
las rectas Ay By y A también son paralelas (pues los segmentos
A'B'y Ay By son paralelos) por lo cual tenemos que o =06
oOo=r,

Caso 2: Sea P ¢l punto de interseccidn de las rectas AB y
A Como LPAO =7 = LOAN B =7 = LOAB =7 —LOAP,
es decir, LPA'O + LOAP = 7. Esto implica que ¢l cuadrildtero
13O B P es ciclico por lo que el dngulo formado por los segmentos
Ay A esigual a o (ver Figura 2.2),

FIGURA 2.2, Las rotaciones dilatadas mandan segmentos en segmentos.

Ahora sea T una transformacidn tal que la imagen de cualquier
segmento es otro segmento y éstos cumnplen las condiciones i) y
ii}. Consideremos un punto A y sca A’ la imagen de A bajo 7.
Sea O un punto tal que LAOA' = av y Z—”"'- = k3. Veamos que la
rotacién dilatada Digq,0) coincide con T, es decir, que si £ os

3 s . "N . .
O serd un punto del arco de circunferencia AA' que subtiende dngulo a tal

;
que A0 = 7===——=—"' A, .
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un punte y T(B) = B entonces Dipo0)(B) = B (vér [igura
2.3). ~ ~

Tenemos dos casos:

Caso 1: Si los segmentos AB y A'[3 son paralclos entonces
LOA'B' = LOAB, a = 06 # (es decir, los puntos A, A"y O
son colineales) y %—“i = ’E;g' = k. De esta manera: tenemos
que los tridngulos OA'B' y OAB son semejantes, por lo que
Qi = QA = |y 2ABO = A 130, os decir, los puntos B, B"y
O son colinclales. : :

Bl
/@.A’ '
[0 e - B
<~ /
S

FIGURA 2.3. Las rotaciones dilatadas mandan segimentos en segmentos.

Caso 2: Supongamos que los segmentos A3 y A'B' no son
paralelos, Sea P ¢l punto de interseccidn de las reclas AB y
A'B Ast % = —};—%’ =hy LAOA = LBPA = o locual
implica que LOA'P = LOAP y asi LOA'B' = £OAB por lo cual
los tridngulos OA'3' y OAB sou semejantes. Todo lo anterior
implica que ”i;T' = %—' =ky LAODB = LAOB por lo cual
tBBOB = o. 'or lo tanto concluimos que la rotacion dilatada
Dita,0y coincide con la transformacion 7. 0O
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Lema 2 Supongumos que uia rolacidn (Il/rllalla 1)(;“,0) manda
al segmento A3 en el segmento A B’ entonces

i) Si los parcs de seymenlos A3, A’B’ y A, BI]’ 'sou /mr
alelos entonces D q,0y-cs la identidad o A<= BB ="Ay "
Dyoi0y = /?(70) en donde O es el punlo II)L’([IO llf’l sqmenla :
Al3, :

i) Si el segmento A3 es puralelo al segmento A'B 'y los sey-
mentos ANy BB noson paralelos entonces el punto O coincide
con la inlerseeeion de las rectas AN y B3,

it} §i los pares de scgmentos AB,A'B' y AA', BB' no son
puralelos entonces el punlo O eoincide con ln inlerseccion de los
cirenlos circunscritos a los Iridngulos AA'P y BB'P en dande
P es ¢l punto de intersceeidn de las rectas AB y A3

Demostracién: 5i la rotacidn dilatada Dy 4 o) manda al seg-
mento A3 en el segmento A’ entonces (ver Proposicion 3) o
coincide con el dngulo formado por los segimentos AI} yA'By

. 0A' _ OB _ A'H

= o4 OF = AB

i) Si los pares de segmentos AB, Ay AA, BB son par-
alelos entoncesa = 06 7 y AB = A'B'. Por la Proposicion 3
tenemos que b = 1, es decir, Dga.0) = Ra.0) St o = 7 entonces
Dito,0)(A) = Riz0)(A) = A" en donde O es el punto medio de
AA" y de igual forma O es también el punto medio de B3,
Como los segmentos Ay B33 son paralelos y O pertenece a
ambos entonces los puntos A, A, B, 3’ son colincales, es decir,

=00 = Ay asi O es el punto medio del segmento A3,
Por diltimo si @ = 0 entonces Dk a0 05 laidentidad.

il) St a =060 = x, es decir, si los segmentos ARy A3
son paralelos, entonces (ver Propiedad 6) la rotacidn dilatada
Dir0,0y coincide con la homotecia Hyoy 6 Hiopo) respectiva:
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meunte y en este caso el centro O de la homotccna serd el punlo
de ml.crsccuou (lc las rectas AA’ y BB,

111) Sea P el punto demlcrscccmn de las rectas ARy A3
entonces los dngulos APA"y 3P B son iguales a a. Tracemos
los ¢ircnlos circunscritos a los tridngulos AA'P y BB'P. Sea Q
el segundo punto de interseecion de estos circulos (si los circulos
resultan ser tangentes entonces P = 2). De esta forma tenemos
que los 'ciugnlos /lQ/l' y BQ 3 son iguales a . Ahora sélo falta

o QA
ver que A 5 = QH Analicemos dos casos:

FIGURA 24, Py Q son diferentes

Caso '1:'Si_ P # Q cntoncus‘(vqf Figura 2.4) ./.A‘QIJ»'=
LAQB = L AQB y LQAB = LQA' B locual implica que.

los tridngulos /lQI} y A'QB son qcmqanlcs Por lo tanlo k =

AR QAL
AB T Q4T QH‘

Caso 2: Si P = @ entonces (ver ]‘W},‘Illdﬁc) 3) AQ/?I?' = ZQ/\/\' .

es decir, los tnan&ulos QAN y QBI}’ son S(‘nl(‘Jﬂlll(‘b. Por lo
B

— B _
tanto%T %7- w =k
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,_,//——\\

\)

i /
|

)

B
Q)
;\ g
e
Bl
~——
FIGURA 2.5. P y Q son iguales.

De todolo anterior concluimos que los puntos O y: @ son
iguales. O -

Lema'3 /il cenlro de'la rolacidn dilalada diferente delu identidud-
que-manda al segmento AR cn el scgmento A'B'. coincide. con -
el centro de la rotacidn dilatada que manda al ségnicnto AA en

el segmento BB L v R

Demostracidn: Consideremos los pares de segmentos A B, A3
y. AN BB, Tenemos tres casos:

Caso 1: Ambos pares de segmentos son paralelos, entonces por
el Lema 2 la rotacidn dilatada’que manda al segmento AR en
el segmento A’B’ es la rotacién R0y en donde A = 13, 3= A’
y O cs el punto medio del segmento AL (pues por hipdtesis
dicha transformacion no es la identidad). Por lo tanto la rotacion
dilatada que manda al segmento AA’ en el segmento B s la

*Debemos pedir que sea diferente de laidentidad para poder hablar de an
centro especifico,
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“rotacién f(x,0r en donde O es el punto medio del segmento AA/;
pero como A/’ = AR entonces los puntos O y O’ coinciden.

Caso 2: Alguno de los pares de segmentos es paralelo y ¢l otro
no. Supongamos sin perder generalidad que los segmentos AB
y A’B! son paralelos y que las rectas AA’ y B3 se intersectan
en @ entonces (ver Lema 2) el centro de la rotacion dilatada
que manda al segmento A3 en el segmento A'f3’ coincide con
el punto @ y el centro de la rotacidn dilatada que manda al
segmento AA’ en el seginento 33" s el punto de interseccion
diferente de @ de los circulos circunscritos a los tridngulos Q AA!
y QBB o el punto @ si dichos circulos son langentes.

Como los segmentos A By A3 son paralelos entonces LQAB =
LQAB y LABQ = LtA'B'Q. Sca | la recta tangente al circulo
circunscrito al tridngulo QAR entonces el dngulo formado por
los pares de rectas |, BB' y [, AA" es igual al dngulo QAB y
@ B A respectivamente, es decir, la recta ! es langente al civeulo
circunscrito al tridngulo QA'’ (ver Figura 2.6). Por lo tanto
los circulos circunseritos a los tridngnlos QAR y QA'B3 son
tangentes y asi @ es ¢l centro de las rotaciones dilatadas que

mandan AB en Ay A en BA.

FIGURA 2.6, Casos en que los segmentos son paralelos.
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Caso 3: Sean P el punto de interseccidn de las rectas A3y
A3y Q el punto de interseceidn de las reclas AA’y BB, Sea
O el centro de la rotacidn dilatada que manda al segmento /3
en el segmento A'B'. Basta demostrar que LAQB = LAOB =
LA'OB' (ver Figura 27),

FIGURA 2.7. Segunda forma e encontrar ¢l centro de una rotacidn dilatada.

Sabemos que ZAOA’ = LBOB' = «a lo cual implica que
LAOB = LAOA' + LA'OB =a+ LAOB = LtA'OB+ (BOB' =
LAOB' y LOANQ = LOANA = LOPA = LOPB = (OB'B =
L0B'Q. Esto quiere decir que el cuadrilitero OQ A’ B’ s ciclico
por lo que LA'QB = LA'OB' = tAOB. O

Lema 4 Supongamos que lu figura I se mueve de tal manera
que en lodo momenlo es semejanle a su posicion original de-
Jundo siempre un punto O fijo y que otro punto A de F describe
en dicho movimienlo una cierla curva . Entonces cualquier
punto en F diferente de O describe una curva semejante a 7.

Demostracidn: Scan Fy la posicién inicial y /2 cualquier
otra posicion de la figura . Scan A, 3, € Fy y A3, B, € F,
puntos correspondientes. Como Fy y F, son semejantes y O
quedo fijo bajo la transformacidn que lleva [ a Fy entonces



5. Rotaciones Dilatadas a5

los tnangulos OAB, y OA2B; son semqantes lo cua] lmphca
que los dngulos 4,08, y 4,05, son lgudlcs y 85 h OA, De-
notemos por a al dngulo A,0B, y sea k = uf\’ . Asn tenemos
que D(xa,0y(B2) = Aa. S

FIGURA 2.8, Las curvas descritas por A ¥ B son semejantes;

Como_F; fue una posicidn arbitraria de I enlonces la rotacion
dilatada Dyie,0y manda a la curva v/ descrita por: B a la curva
7 descrita por A porlo quc ~'’y ¥ son nlos curvas scmc_)antcs
(vcr Fi igura 2, 8)

Teorema 7 (LM.Yaglom)[4} Si la figura " sc mucve de_tal
manera” quelodas las posiciones son semejanles a la_posicién
original y tres puntos A, By C de la figura describen tres lineas
reclas no concurrenles, enlonces lodo punto de la figurd deseribe
una linea recta. -

Demostracnon' Veamos primero el caso en quc las Lres lineas
sc interseclan por pares.

Demostraremos que cnalesquicm dos posiciones de I tienen el
mismo centro de rolacidn, es decir, que algin punto O del plano
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queda fijo conforme F se mueve, A partir de ésto deducircmos
que todos los puntos de F" describen curvas similares a la curva
descrita por A (ver Lema. fl), eslo es, Iineas lectas. ‘

Denotemos por P, Qy IZ a los puntos de mtcrsccmon de las
rectas descritas por los puntos A, B y C (ver ﬁgur:a 2,9), .

1’/ 4 \2

I‘IGURA 2.9, Todas las posiciones de A, B y C son semejantes. A se mueve'en

PQ/Ben PRy Cen RQ

Sean Fy y I (los posiciones de la figura Iy sean Ay, By,
Cy € Iy y Asy By, Cy € I3 puntos correspondientes. El centro
de rotacién O de las figuras Fy y I es tambicén el centro de
rotacion de los segmentos A1 By y AgB2 5 A 1Cy y AC,.

Ademds por los Lemas 2 y 3 el centro de rotacidn de los
segmentos Ay 3y y Axf3; estd sobre los circulos circunscritos a
los triangulos Ay 31 P y A8, P. s decir, O cs el punto de'in-
terseccion de los circulos circuscritos a los triangulos 4,5 P, ;
BiCQ y CiAR. Claramente O no depende de una posicidn
particular de la figura F. Por lo tanto cualesquicra dos posi-
ciones de £ tienen el mismo centro de rotacidn. :
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Cubiertas Bajo Congruencia

Definicién 13 Un conjunto A en el plano es una cubierla uni-
versal para n punlos si:

i) A es cerrado.

ii) A no tlene dts(‘os mbzllmmm(’nle Jmn(lc.s .

el plrmo Fzzsle una trans-

.cl‘(bq(Q) c.A..

“ i) Pam cualcsquzcm npuntos Q
formaclon IZJl{Ifl del plano g la

Denotaremos por I" al coxuunLo de las cubxerLas umversales :
paran puntos Vcamos algunos e_|cmplos )

FIGURA 3.1. Cubiertas para 2 puntos.

Ejemplo 2 C’ualquter llnea es (‘ubzcrla unwmsal para dos pun- "
tos (Figura 3. 1) s : o



10 3. Cubiertas Bajo Congruencia ’—'

Ejemplo 3 Ll conjunto que consta de una recta y un rayo de
linea con un punto de la recta como origen es cubn’rla universal
pora tres /umlns (Figura 3.2

/'\«'/

FIGURA 3.2, Cubiertas para 3 pmnos. v

Ejemplo'd Si' A vs el ('unjunlr) I/ltl’ consta de rlas‘ rayos for-
mando un mu/ulr) de longitud o r'nlunt'rs. :

o>n/3
a<n/3

° }
FIGURA 3.3. Cubiertas para 3 puntos formadas por rectas.

i)Si o > % enlonces A no es cubierta universal pura lres

puntos porque no cubre tridngulos equildleros.

it)Sia =% entonces A cs cubicrla universal para lres puntos
y es marimal en el sentido que caiste una-inica forma-de cubrir
los tridngulos cquildleros.
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iii) Sia <% rnlanccs Aes L‘IlblPI/ll universal pumlzcspunlos
(Figura .5’.,1’)

Observacién"l ‘1' 3 Iz D Ve D l,. I e Ces (/cr'u', side I,,
enlonces zl €y pum /or/u " <n J.st A ¢, (‘Illan('cs A ¢ I,,,
. [Illl(l Iod(l n > M- L : : .

‘Observacmn' 2751 A c IJ I} ccumlo, I} no (v)nlmun ubzel/os‘
arbitrarinmente g Jmm/m yoAery mzl(mrm 13 E l',1 Y s 13 C zl ‘
,J Aé¢ I ' cnlonms IJ ¢ /,,. ; : R

Ol)servaciélIB SiAles un conjunlo no ml(.l(), cerrado y: no
r'onltene thsm.-. IIE lmumm mbl/rru‘m cnloncrw A E F,. :

Observacnon 4 Si- A es un cszun/o no vrwm, ce
I(u/o, conero y.no conhcnr (Izsms Ilf’ lnmana ru(ul ario m on{rc
A E 1% : L

(1{1, no (l('O- :

Demostr lc:on. B.nm ver quo ! adnut(-
Ion&,ltud )

cuer(la de cualquier .

Sca tn uumo 0 lunl posl, (o Como A no.es d(‘olado dado
I’ €A C\IS!C‘Q E /l l.ll que. ld dlblvlll(l(’l ‘de /’ a (2 s nmyor
u.l!;tl/. o L S :

} “Sean C ¢l ronJmno (lc punlos en A quo dl\l«lﬂ a lo mas / de

Py .0 el conjunto de puntos-en 4 que distan por lo menos { -

dc Pres'deciry C.o= {T"€ A | d(PT) <t} = AND(P) y
{['E/\|(1(P’1’)>l}—,H"B,(I’)‘ i )

C'y D son no-vacios (pues. P ec yQe 1)), cerrados (pues
- son la intersecion - de dos corrados) ¥ “ctmiplen que A =.C U D,
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Como . l es conexo existe £ € Cﬂ /) C A. Por Io tun!o la cuerda
P tiene longitud 1. O .

Muuuos problemas u'l.nuonddos Lon cuhu‘xlas univ crs.xlvs en-
contrados en [1] son:

Teorema 8 Si una reclaes. ciblerta por. dos ’(;(V)Iljlfll‘l()f cerra:
dos, enlonces por lo menos uno e ellos es tal ! quesus pures
de puntos realizin lodas Tas  distancins en: rl m[ellmlo (0,00)
(Problema 57). :

Demostracidn: ‘Scan A y 13 dos conjuntos cerrados cuya
unién cubre a la recta y supongames que ninguno de éstos es tal
que sus pares de puntos realizan todas las distancias en el inter-
valo (0, 00). Sean a v b distancias en dicho intervalo no realizadas
por pares de puntos en los conjuntos /A y I3 respectivamente.
‘Como la recta s conexa existe un punto /2 € AN, Scan 8, P,Q)
puntos a la derecha de R rales que (S RY = a+b (P R) = ay
d(Q, 1) = b. Como /? € Aentonces P2 € Bporloque S € A~13
analogamente como 7 € £ entonces 7 € Ay asi S€ /7 -4, s
decir, S € (A = )N (13 — A) = B lo cual es una contradiccion.
Par lo tanto alguno de los conjuntos A o /3 es tal que sus pares
de puntos realizan todas las distancias en el intervalo (0, 00) . O

Teorema 9 Si ¢l plano s cubierlo por lres conjunlos cerrados,
entonces al menos uno de cllos es lal que sus pares de_puntos
realizan todas lus distancias en el intervalo (0,00) (Problema

59).

Demostracion: Sean Ay, Ay v oy tres conjuntos cerrados
cuya unién cubre ¢l plano ¥ supongamos que ningnno de éstos
s tal que sus pares de puntos realizan todas las distancias en
el intervalo (0.ec). Sean o, < oy < dy distancias en dicho
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intervalo no realizadas por pares de puntos en los conjuntos
Ay, Ay v Az respectivamente. Sea O € Ay (si Ay = ) entonces
tomamos cualquicr punto Q) entonces la cirennferencia C(O, da)
estit enbierta por los conjuntos Ay y s, Como la circunferencia
C(0,d3) es conexa existe un punto # € Ay N Az N C(O, dy).
Sean S, .0 € C(O,dy) puntos a la derecha de 2 en el sen-
tido contrario al que siguen las manccillas del reloj tales que
S R) =dy +da (P, R) =y v d(Q, ) = da. Como I € A
entonces 12 € .o, por loque S € ) — /Ay andlogamente como
R € Ay entonees 7 € Ay v asi § € oy — Ay, es devir, S €
() =AY N (Ay ~ Ap) = B lo enal es una contradiccion. Por lo
tanto alguno de los conjuntos Ay, Az 6 Ay es tal que sus pares
de puntos realizan fodas las distancias en el intervalo (0,00). O

~Corolario 9.1 Si ¢f plano es cubicrio por lres conjunlos cerra-
dos A, B 'y C que no conticnen discos arbitrariamente grandes
AelnBel,dlCeFl..

Cenlonees

Teorema 10 Si un conjunio cerrado cs tal que el plano pucde
~ser-cubicrlo por cinco copias congrucnles a isle, enlonces sus
pares de puntos realizan lodas las r/ulmuma en rl lnlr'u'ulo

(0, 00) (Problema 60).

Corolario 10.1 .57 un conjunio cerrado que no contivne diseos
arbitrariamente grandes-es tal queel plano pucde ser rul:imlr),
por-cinco copius congruenles a éste, cnlonees es cubicrta /m/u,
dos pun/u». :

Teorema 11 -Si el plano es cubicrto por dos conjuntos cerrados,
cada tridngulo puede ser colocado de tal mancra que sus viriices
quedencen ¢l mismo conjunio (Problema 61).
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El teorema anterior no nos asegura que alguno de los dos

conjuntos sea cubicrta para tres pun(os pmo podcmos rescatar

el siguiente Lmolano. :

Corolarlo 11, 1 Si el plan() es cublml() por l/os m/nu.a de un;
conjunlo cerrado que no contiene discos mblhm'mlnrulr‘ t/uuu/m,
enfonces dicho conjunto s cubicrla para lu’e pun/rm.

Ejemplo 5 Consideremos el conjunlo A fm'uuula por-franjus
‘cerradas verticales de ancho @ > 0 con longitud de sepuracidn @
entre franjas consceunlivas (ver Figura 3.4). Dicho conjunto es.
cerrado, no conlienc discos arbitraviammente grandes y el plano
puede ser cubicelo por dos copins de A, Fnlonces A € Fy.

FIGERA 3.4, Otra cubierta universal para tres puntos.
Las signientes cubiertas muestran ques
1) F # O para toda n € {N.

2) Dada ¢ > 0 existe un conjunto A4 € I, quu no contiene
discos de radio .

~Ejemplo 6 Si Ay es una latice uuulmn_/u/ul- cnlonces .l; € s
(ver Observacidn ).
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Ejemplo 7 'Si A, esld formado por una latice cuadrdngulur que
incluye el tnlerior de uno de sus cumlm(/m (ver qum 3.5a)
entonces Ay € Iy,

C i cnlonces Ay € Fy, Sea C
un conjunto de A puntos cnlonces alyuna transformacion cn I
colocu a C' sobre Ay, quedundo quizis un punlo de C- fuera de
Ay Con-draslaciones horizonlules o verlticales podemos colocar
a dicho punio sobre el cuadrado cuyo interior pertencce a Ay.0

Demostracién: Como A3 C

Ejemplo 8 Si:; es el conjunto formado por una lalice cuadrdngular
que incluye el interior de una franja verlical y olra horizoniul
(ver Figura 3.5h) cnlonces A5 € Fy.

Demostracién: Como Ay € Az enlonces As € 17, Sea C
wn conjunto de'd punlos entonces alguna transformacicn en Il
coloct. o C sobrc As, quedando quizis un punto de C fuera de
Con (raslaciones horizontales o verticales podemas colocar a
dicho punto sobre alguna de lus franjas cuyo interior pertenece
A5 0 - S

Ejemplo 9 i Ag es el conjunto formado por una latice cuadringular
gue incluye el interior de franjas alternadus verticales y hou zon-
lales (ver Figura 8.3¢) enlonces Ag € Fy.

Demostracidn: Como Az € g enlonces Ag € Fs. Sea C
un-conjunto de 6 punios enlonces alguna transformacidn en 11
“eoloca.a C sobre-Ag, quedando quizds un punto de C fucra de
Ag. Con traslaciones horizontales o verticales podemos colocar a
dicho punto sobre alguna de las franjus cuyo interior pertencce
a Ag. O

Ejemplo 10 Si Ar es cl conjunto formado por la unidn de'dg
y el interior de alguno de los cuadrados que ain no estaban



Cubiertas Bajo Congruencia

s
=
[X3

FIGURA 3.5, Cubicrtas universales para 4,5, 6 ¥ 7 puntos.

contenidos en Ag (ver Figura 3.5d) cntonces Az € Fy.

Demostracidn: Como Ay C A: cntonees A= € Fy. Sea C
un conjunlo de 7 puntos entonces alguna transformacion cn
coloca a C sobre Az, quedando quizds un punto de C' fucra de
Az Con traslaciones horizonlules o verticales podemos colocar a
dicho punto sobre ¢l cuadrado cuyo interior acabamos de agregar
u Ag para formar A;. O

De esta forma podemos construir inductivamente un conjunto
“Ay que perlenezea a F,. Como en ninglin momento tomamos
en cuenta-la longitud de los lados de los enadrados que forman
la latice inicial entonces podemos suponer que miden @ > 0.
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Notemos que Ay, As y g contienen discos de radio a lo mds
£, s decir, o disco inscrito al cuadrado de lado @y Az, Ag.y Ay
FidiosAn y di contienen

contienen discos de radio a lo nids
. . . 72 . R
discos de radio a lo mis 'T’ v en general Agpez, Agncr’ Y Aan

-l
=2 por lo que A,, LOIILICI](,

contlcncn discos de radio a lo mds

discos de radio a lo mas a5 ”’

9,

Dado ¢ > 0 cualquier e < Sy cumple qua sied, estd:

u-1

)
Lonslnndd a partirde'la laln e nie ml formada por cuadrados de
]a(lo x¢ entonces A, € £y ¥y 4, no contiene discos (lo nullo e.

Ol)servacnon 5 La latice inicial de la Jamiliu de cubieitas’
. {A.,‘/L,.L;.,..,/l,.,...} pucde estar formada por cualquier-par-""
alelogramo. - : el

Teorema 12 Si A € F, y algin conjunio Q ‘desn = 1 punlos.
puede ser cibierto por A a lo 'mis de una (-rlnlul(u/ numrmbl(’
(Ir fmnms, enfonces A° # .

Demostracion: Scan ¢y, da, ..., 8, ... las ftnicas ])osnblu isometrias
tales que la imdgen de @ hajo dichas transformaciones esté con-
tenida en A. Sea 1 un disco cerrado tal que DN Q = ). Como
A ey eubierta para n puntos entonces cualquicr conjunto.de la
forma Q U {&} con & € D puede ser cubierto por oA, es decir,
para toda & € 1), existe ¢ € {N tal que $,(Q U {x}) C /.

Asi tenemos que D C U2 (o7 Hoi(Q U D) N A)]. Por ¢l Teo-
rema de la Categoria de Batre tenemos que (o;(QUD)NA)° £
para alguna i € {N ¥ por lo tanto A° # §. O

I particular, si A es una latice rectdangular entonees 4 € 1y,
A° = by los tridngnlos equiliiteros pueden ser cubiertos por A en
una cantidad numerable de formas. De esta manera v utilizando
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cl teorema anterior podemos concluir que s ¢ Fy y'si AUB € Fy
para algin conjunto 3, entonces 13° # @, :

‘Teorema 13 Sea A € Iy con.la pr'opm/{l{/ (/1’ que [)Illll u///un
disco D existe un (n + 1)-dgono regulur arbilrariamenie grande
tal que: cualesquic n vértices del poligono iio ‘pueden ser eolo-
cados ulilizando transformaciones flrasmuc[nm.u .sn()(c AnDe,
SiAuSe I,,H r'nlonu.s S no s m,u/mlr). S :

Demostracidn: Supongamos que A U'S € Fuiy y que S es
acotado. Sea ' un disco qite conlcn o DUS y Pan (n1)-
agono l(.‘bllldl‘ d] quc' ‘ Vi e

i) pucdc Lvncr a lo maq un \'utlcv cn /)’ Y

ii) pucdc t.gnmj n‘i‘\ sobre A ﬂ I)’c :

rtices

Entonces 2 'no puede colocm‘se sobre AU S, O

Cordlafip 13.1 i Ay es el miembro de Iy dado en ol ejemplo
Ty A US €15, enlonees S no es acotado,

FIGURA 1.6, Una cubierta mis peguea para cinco puntos,
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FIGURA 3.7, Un conjunta que pertencee a &y que necesita ser nnide a un con-
junto no acotado para pertenecer a Fy.

Observacién 6 Las dos [ranjus que agregamos a Ay pare for-
mar As en el Ejemplo 8 no son necesarias para poder asegurar
que As € Fs. Para formar dicha cubierta podriamos agregar so-
lamente una franja horvizontal y a partiv de ésta, hacia arviba o
hacin abajo, otru franja vertical (ver Figura 3.6). De cualquier
Jormu, como hemos visto en el Corolurio anlerior, el conjunio
que agreguemos a Ay para formar una cubicrta wniversal pare 5
punlos debe ser no acolado.

Observacidn 7 Iy # I pues el conjunto Ay dado en el Ejem-
‘plo 7 estd en Fy pero no en P, !

Observacion 8 Si A € Fy es el conjunto dado en el Ejemplo
4ii y AUS € Iy enlonces S debe ser no acolado, pues si'S esld
conlenido cn un disco con cenlro en ef punto-de inlerscecidn de
los rayos que forman a A enlonces cuadrados arbilraviamenic -
grandes no pueden ser cubiertos por AUS. -
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- Una Cubierta Unu’cr%nl para todo Conjunto
Flulro de I’unto:: i
Fn esta seccidn.daremos una cubierta universal para 'cn’mlqliier
conjunto finito de puntos construida a p:utn' de una_unién de
(onJunloa (l(- Cantor (ver seccidn 7).,

Lema 5 Dado un mimero nulural N ecisle un conjunlo cer-
rado Cx conlenido en cl intervalo [0, N 4+ 1] tal que no con-'
liene intervalos y para loda sucesion de nimeros reales posilivos
dy,da,dg con k< Ny Z Edi < Noexisten wg < 2y < e <
#r en Cy lales que by = 2i = digy con i =01, ..k = 1.

"Demaostracidn: Sea b un mimero mayor que MM y
sea 3y el conjunto de Cantor formado a partiv del intes \'llo cer-
rado [0, 1] quitando los intervalos abiertos de puntos cuya repre-
sentacion en base b contenga a b— 1 como digito (los extremos de
los intervalos tales como 0.(h—1)000... = 0.(b—2)(b—1){b=1)...
permanceen en By). Entonces By contiene a todos los niimeros
cuya representacion en base b no tiene al digito b= 1.

Demostraremos que Cyx = U (i+ By) ticne la propiedad re-
querida por el Lema. Como Cly es la nnidn de un niimero finito
de intervalos cerrados que no conticnen intervalos, entonces Cy
tiene las mismas caracteristicas, es decir, es cerrado y no con-
tienen intervalos.

Ahora demostraremos que es posible construir ¢; de forma que
0.914293... es la representacion en base b de 2, cntonces xg, . = :
ro+dyyea = o+ dy +doy e =20+ dy Fdy F o dy estén
oen Cy.
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Supongamos que

dy = [[dh]] = .dndya.c.(base b)
dy —~ [[a]] = dudaa...(hase b)

di — [[d]] = dridia...(base b)

en-donde [[z]] denota a la parte entera de 2, Sabemos ya que
{wo, @1y ek} C [0, N+ 1] pues 29 < 2y < 0 ST = 2o +
dy tdy+ . Fdp <o+ T l.:l(l,- <o+ N <1+ N, Como Cy
‘estd formado por la union de copias de By C [0,1] colocadas
~en cada uno dé los intervalos [0, 1],[1,2] ..., [V, ¥ + 1] entonces
solo falta ver que las partes [raccionarias de cada wno de los z;'s,
s decir, @)= [[]], 22~ [[2]] 1oy 26— [[24]]y perlenccen a By
-para poder concluir que zg,ry,....s% pertenceen a Cy.

Para dsto es suliciente escoger ¢, de tal manera que los niiméros

fIs :
s + diai s :+"/l.1+ l . :
s + g+ das g+ dyo b das -1, g5+ dig o+ dag 42

“Iksv +;vl‘v>"';i"/s +’lls + cﬂ-,j + (/ks“*' A

‘ gs + dys + ‘I2s_+ -v-(1k37 s + dlis + = +

1o sean congruenies con b= 1(mod-b); pues por ejemplo
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I | R TSR PR
J"u+(ll ,— [[(/]} ([” {I[g e
= ([[!/1]] 6 [[‘l ”+ Do +dii6.qr, +!/u + 1)('12 +d|2 6 flz+d12 -+ l)...
000 ![| M2 e
2y +(/, + llz ‘= [[(/1]]. dii dy
{[e z]] dyy dyg e Lo

(U 1 6 60+ (4041 6 11+ [+ 2)-

(flx + (/n -+ fllz S+ l’n +dip+ 16 q +‘(/n‘ + dia + 2)

(c‘l nimero l algunas veces debe ser sumado a q,. + ([1,l cuando
estamos sumando rg + «; porque puede ser ¢l “acarreo” de la
suma antetior ¢4 + dingry ¥ deigual forma los niimeros |- y2

algunas veces deberdn ser sumados a gn + dyy +.dan pues coto
aliora estamos sumando tres cifras el *acarrco” puede ser 1 6 2).

s posible cscoger ¢, porque en la lista anterior hay a lo -
mas MM < b, s decir, los residuos correspondientes a7
los wimeros (b=1) (b= =dy)((b=1)—dy = 1)..
((b=1)—=d\s— ... = dis ~ k) mSdulo & no agotan la lista com-
plcta dc residuos 0,1,2,...,b=2,b—1 mddido b y de esta forma
- por lo menos un residuo mm]ul@ b queda libre para asigndrselo
a (s :

Por tiltimo, la eleccidn de ¢, puede ser hecha independiente-
mente de lareleccion de gy, para s # m por lo que existe una
cantidad a lo mds numerable de formas de elegivizg. O

. Teorrema 14 Exisle un conjunto A-.con /A € ﬂ‘:’l /,, yA° =0,
- Demostracidgn: Sea {N;} una sucesion creciente de mimeros
naturales con bases correspoudientes b; y coloquemos trauslada-
dos de Cy, uno tras otro sobre el cje real positivo. Llamemos a
este conjunto C y sea A = C x {R. Entonees pari todo conjunto
@ con rpuntos considercinos las distancias dy. da. o, dozy entre
proyecciones consecutivas de puntos en Q sobre el eje horizoutal
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, en donde alguna d; j)osil)lcnwnlo sea 0.'Ademds para alguna
Ny r=1T<Niy ¥ l." di <Ny Por el Lema anterior tenemos
que una Lmslacnon horizontal coloca a @ sobrv A0

Observacidn 9 La iinica transformacidn requervida para cubriv
cualquier conjunto finito Q@ con'sA es una traslacion /mu‘nnlulr
y ésto pum/c serhecho de una rrmlulrul nuuzr’ml;/r‘ :lc _/()IIII( 5,

Observacnon 10 Podemos reemplazara C'x {R pm' C'xC o(;lr’-
niendo una cubicria totalmente disconera, Para cubrir t.uu[qmm»
con_]unlo finito Q- con“esla nueva: cubieria necesilaremos: wna. -
traslacion horizontal y una vertical. i S
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Cubiertas bajo Semejanza

Denotaremos por I al conjunto de transformaciones del plano
que son resultado de composiciones de isometrias y homotecias.

Definicién 14 Un conjunto A en el plano es una scmzrubwrla
uume;au/ para n puntos si:

i) A es cerrado, e e e s

ii) A® es vaclo.

Ejemplo’ 121_:U\nhflalzc
para cuatro punlos. . :*"

'Dadas dos rectas no paralelas I’y {2y dos niimeros reales 1y y. r2 podemos .
- construic una latice tomando’al conjunta formado por todas las rectas paralelas
ady {2 que estén a distancia un multiplo entero de 1"y ra tespectivamente.
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FIGURA 4.1, Ejemplos de latices en el plano.

Ejemplo 13 Demostracién: Secan L, y L2 los dos conjuilos
de rectas puralelas que forman la ved infinita. Dado Q un con-
Jjunto de cualro puntos, podemos colocar dos de ellos sobre al- .
guna recla-de-Liy; con trasluciones en la dirceeidn de esta recta
podemos colocar al tércer punlo; sobre alguna recla en lLa y con
transformaciones de semcjanza podemos L()[()LILI' al cuarto punlo
sobre n/_juna rectacn L. O :

Ejemplo 14 " Una paribola con-un conjunto infnila de reclas’
equidislanies, puralelas entre st y no /)um/r/as al eje dela ]mluba/(l
cs una semicubicrtu pura lres punlos (m’l'/

EJemplo 15 £l conjunio formado por una (‘H(‘Mllf!’l‘f’lll.'l(l Y St -
radio es una acmlcublmm pare cualro_punlos, B

Demostracidn: Sea A ¢l conjunlo formado por la circunfer-
encia C(O,r) y alguno de sus radios. Dado Q un. conjunio de
cualro punlos, existe un disco cerrado que los conlicne y cuya
frontera conticne a_tres de ellos (ver 6). De esta mancra pode-
mos encontrar un conjunio semejante a Q tal que lres de sus
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FIGURA 4.2, Una semicubierta para tres puntos formada por wna parbola y -

rectas.

punlos estén sobre la circunferencia C(O,r). y utilizando rola-
ciones con. cenlro en O podemos colocar al ('u(ula punln .soln'c ‘
el mrlw con/rnu[o en A (ver 4. 3) n] :

Ejemplo 16 LI conjunto formado. por.la rs’pnul Ior/unlmtca ]
. una. m~la que pase por i cenlro es una smmcubzmlu p(ua (-naho
puntos :

Obsel'va,cién 1185 A€ Fpy A =0 f’lllt)"{(’
Ninguna de:lus inclusiones I, 'C 5,.,5,, C Ry es'e erti, pue.s B
%1 A es la cubierta para cualro punlos mostrada en” o Figura.

2.y 13 es la cubierta mostrada en lu: luum {:3 cutonces A €

I'|.A ¢ q|,IJ‘E Say /3¢ I'

Observacnon 12 5, > Sz DD S,, Diles (/r’ru' iz € .5
enlonces A € S, para lodem. < n ys sial ¢ 5',, r’n/oncrs A ;OE Sm
para Io:lu m 2n. : '

Observacién 13 Si ‘A € B, B cerrado, 3° = w s e S
entonces [? €8 _/ si I? C /l J A ¢ S',, rnlvnrrs ¢ 5,,.
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- .
NG J

- ) (/" _-\
S~ .\\J /

FIGURA 4.3, Una semicubierta para cuatro puntos.

Observacnon 14°5¢ A es.un’ wruun/o 1o l'll!l(). rmmrlo y-A°

conjunlo P den'=1 pinlos’ cn 1’1 plunr) st Iu’nr’ qm :I conjunto
‘B= {a € // |0' /’ Y& /\} ) un uumrmbll, I I/l( el > Ny,
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Demostracién: Sean  un conjunto de n.—:1 puntos en el
plato y B'={c € { | o(P) C /}. Supongamos que Bes'a lo
més numerable y denotemos por o; con i € {N a'los clementos
de B (si- B tiene n elementos entonces pensaremos a B como el
conjunto {0, o2,...,0,} y para toda i > n, g; = a,.

Sea 2z un punto que no esté en el conjunto P ni en el conjunto
A, Como +I° es abierto entonces 2existe € en el intervalo abierto
(0, 1) tal que 3, [a1(x1)] es subconjunto de A®,

Sea Cy = o7 (B, [a1(1)]). Consideremos el conjunto a2(Cy).:
Como _A° es vacio entonces tenemos que existen ya en Ay
€9 > 0 tales que By, [12] estd contenido en la interseccidn de A¢

y oa(Ch).

Sea Cy = 07" (Be,[y2]). En general considercmos el conjunto
0a(Cr-1). Como A° es vacio entonces Lencmos que existen y, en
A®y £4 > 0 tales que B, {ya] estd contenido en la interseecion
de Ay 0,(Chcy). Sea € = a7 (B, [yn])-

De esta forma tenemos una sucesion de esferas cerradas anidadas
Ci2C,2..2C,- 2C, 2 ... en el plano. El Teorema de las
lisferas’ Anidadas (ver Teorema ) nos garantiza que N2, C; es
no vacia,

Sea y un clemento de N2, €, Entonces para cualquier ndmero
natural i tenemos que g;(y) estd en A9, lo cual implica que para
toda @ € /1, o[’ U {y}] no es subconjunto de A y P U{y} tiene
exactamente n elementos (es decir A no cubre a PU{y}) lo que
contradice nuestra hipétesis A € S),. o

Por lo tanto el conjunto /2 es no numerable, O

7Cumo A es abicrto existe ¢ > 0 tal que B(o(r1)) € A% Sea ¢ .=
min{§, L} | nlmucs Bomlc A
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Definicién 15 Sea: A N - 9ubcoruunla del ])IIIIH) Decimos que
dos e/emmlos‘rf ¥ son - W/uuvﬂh ntes (a ~ w) st LJlle hell

tal que /z(A) =dy

—loa,

s equivalencia,

Prbposxcnon

Demo

‘|)“S."’jaf‘€ I L‘I:ik'l(.)vll'(,‘(‘.sbf’J'ka‘a' puies q=t Idoo:
yI(lE‘:‘lI, ST ST : : . L

ste €7 H tal: qu h(A) = Ay
= /L oo lo Lgnx" mphm e /1"'( ¢
‘o= hzl o,a \Por lo lanto p ~ o.

n) Sio ~ (0] cuton(c exi

m) Sl t,a 'T o y . r\‘« W ulloncu, c N
i /z(/l) ge) =4 0= /L oo yo=igo 4,,- Io cual’ lmphca quv ’
“hogelll, /10(/(/1) s /l yp:(/:o_/)otb. Porlo .
Stanto @ ~ 1,) O iz -

Dcnotcmos per. Il »\l« al conjunto dc cl( s’ d(- nqmvalcncm en

1 I)uJo ~ ¥y pm [c,:] al ]d cldsc do cqmvuloucm qlu' u)ntlcnc a 99

Teorema 16 (Genemhzacnon 'leolema 15) Sm A 13 S,.,
entonces pire todo conjunto P e =1 pinlos se liene que el
conjunto {[c,,] €l ~| t,:)(l’) C /l} es no wimerable. )

Demostl‘acmn Sea /1 I y supongdmos (ue v\lslc un
“conjunto” P de’n — | punLos tal-que_el ‘conjunto: l) - {l] €
" ~| o(P) C /l} es a Io mas mnnomhlc S )

Sean [cp,], [szals ...[:;:,‘,], Ios ('lvmumus de D) (sik, 1) tiene sélo
n clementos [:,al],['.;z],.'..[.,a,,] entotices pensaremos [wn] = fwil
para:toda m:> n), == : T : ’
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Como A es cerrado y no contiene discos de tamaiio arbitrario
entonces existen z; € A€ y.¢) > 0 tales que el disco cerrado con
centroen ay y radio gy estd contenido en 1%, es deciry De, (a1) €
Ae, ’ : : -

Scn Dy la imjagc‘x'l invers: ‘(lol;tlisco"bl),, (21) bajo ;9, (D). =
pr=1{De, (21)]). Como ) es continna, entonces £ es un disco
cerrado, R )

" Si o ,:‘_ w1 entonces existe by € M tal que Iy(d) = Ay
ay = hy o Como () C A entouces o (P) = hyop (P)C
hi(A)= Ay oi(D)) C A% pues ¢ estd en la interseccidn de
a (D) y A Todo lo anterior implica que & = o(n) = hop (y) =
he1(w)) € A para alguna y € Dy, es decir, ¢1(y) € A lo cual
contradice que ¢((y)) € /1°

Definiremos D,y recursivamente:

S Dy = -t [Den(2,)] entoncees o (D)) no esta contenido
en A (pues A tiene interior vacio). Como A es cerrado y no
contiene discos de tamafio arbitrario entonces existen ,4q €
Onit{ D} ¥ engr > 0 tales que el disco cervado con centro en
21 ¥ radio g4 ostd contenido en A%, es decir, De,, (Za41) C
A°,

Sea Dyyq la imagen inversa del diseo 0., (ens1) bajo @y
(Dnt1 = ougr-1[Denyy (2ag1)]). Entonces Dygy es un-disco cor-
ado contenido en D,. Ademds, utilizando ¢l mismo argumento
que en (77) si 0,41 ¥ Pt entonces aug i (PDugr) € AC.

Asi Dy D Dy D ..Dy D Dpgy D ... s una sucesion de
cerrados anidados, no vacios y asi. por ¢l Teorema de las Es-
feras Anidadas, tenemos que 072, 0; # ¢, Sea . € N, D Si
a(P) C Aentonces o ~ i, para algin wimero natoral 2. Como

€N, Di,x € Do y asi tenemos que alr) ¢ A

=1 R
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De lo anterior concluimos que para toda o € /I sc tiene que
a(PU{z}) no cstd contenido en A, es dccnr, Ad .5' (pucs A no
cubre al conjunto de n pnnlm P U {.L} El - - ‘

Obsebvacidn’
de I(‘C/(I mzlo it

i) SL n > | mllonu’s A € 5, J /l E Sg. :

i) Sin>2 cn,trmr:as /l € .53.

Teorema 17. (8. Fernandez)Si A cstd formado por n rectas
o segmentos de recta que se inlerseelan en pares y no ires de
ellos concurrenles, entonces A no es cubicrta univepsal para
punlos para todam > 5. :

Demeostracidn: Sea A= {/,, {3,....{,} un conjunto de n rectas
quc se_ intersectan en pares, no tres de ellas concurrentes; sea

={pel]i € {L,2,.n}}ysca P={Py=lNL]|l <r<
8 < n}. : :

“Sean'd, j, k€ {1,2,. ,n} diferentes entresiy /2.unrectangulo

con vértices A, B, C.y D. Si o € Il .y {o(A), a(/)‘), a(C),
a(D)} €A cntonccs Lcncmos dos casos: T

‘ 1. Sin pérdcr gcnurﬂlidad a(A) €l a(lj‘) €l;,0(C) €l
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2. Sin perder gcn‘cralidad a(A), o(B) € by a(C), a(D) € (.
Caso 1: Si Hn.= {o € Il | a(A) €& a(B) €1, o(C) €

I} enonces Lp(i,j, k)= {o(D) e € Hp} esuna recta {ver
Teorema 7). . o . :

NSO o)
\c'(o o'(B)
//
/
/
o fol
o) o) Jo\o'(A) ofd)
: Lol

- FIGURA o A, By C se mueven en rectas diferente

a) Si Lnp(i,j, kY es paralela a l; entonces Lp(i,j, k) €A o
Lu(i,jo k) = & Pero Lp(i, g, k) = I implica 4, {;, {; concur-
rentes lo cnal es una contradiccion pues dadas o, ¢’ en Ny ten-
emos que el tridngulo a(D)o(A)a() es semejante al tridngulo
o'(De'(A)a'(13) y ol tridngulo a(D)o(A)a(C') es semejante al
tridngulo o'( D)o’ (A)a’(C') ambas parcjas con centro de homote-
cia O =6;N1l; =Nl o cual implica que &, 1, Ik son concur-
rentes. Por lo tanto Lu(i, j, k) €A (ver Figura 4.4).

b}Supongamos que Lp{i,j k) no es paralela a i y Iy os per-
pendicular a {;.

Sean Dp = Lp(i,j,ky 0l y op € Hyu Como ol dngulo
op(Map(A)ar(B) = 5 con ap(A) € L, on(C) € i y I per-
pendicular a I entonces tenemos que Dp = ;N I, Todo lo



-
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anterior implica que La(i, j, k) ¢A. (pues Lp(} ,j,k), l; y'li son
concurrentes) o Lu{i, j, k) = I pero si estoiltimo fuera cierto
tendriamos que para toda o € g o(D) = D/g (vm f‘gula 4 a)

G((Z'\\
A /c(A) ’
A

FIGURA 4.5, El punto de ..

Por otra parte, dadas o, ¢ en Iz tenemos que el tridngulo
a(D)o(A)a () es semejante al tridngulo o'(D)o’(A)a’(B) y el
tridngulo o(D)a(A)a(C) es semncjante al tridngulo ¢'( D)o’ (A)o’(C)
ambas parejas con centro de homotecia Dy = o(D) = o'(D) lo
cual implicarfa que &, §; y Ik son concurrentes. Por lo tanto
Li(i,J, k) ¢A (ver Figura 1.6).

ao'(C)
o(C1N_

o(D)=c'(D)=DA o(A) o'(4)

“FIGURA 4.6. Las rectas son concurrentes...
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¢)Supongamos que La(i, J'A.) no s pmalc aaliylinoes
pmpemhculal al;.

Dado Del; c\ 'H,'m'l‘ iinico rect Ldngulo 125 con vérticbsv ;\’
Ly Cly Ditalquesd ey 3 e l;, €' € I, y D' €. Si

D' # D"y Rp # Rpw entonees —‘],% = ,f,,g,, implica li, l; y li.

L (ver Figura 4.7).

‘son concurrentes, o bien. ,;,,é,,

*-— »
D O’ A" pr S DA A"

FIGURA 4.7, Primer caso lado izguierdo, segindo caso [ado derecho,

Is decir, dado 1)’ €/; a lo més existe un punto D € ;—{ D'}
Lal que Rpres semejantea Bpe delo cual podemos deducir que a
lo mds un nimero finito de rectdngulos f# no semejantes entre s
cuniplen que Dp € P, es decir, el conjunto {[##] € R | Dp € P}3
es finito. Por lo tanto ¢l conjunto {[/2] € R | Ly(i.j k) €A con
| <, j, b < n} oes finito, s

De estos tres incisos a), b) y ¢) concluimos que ¢l conjunto
de“clases™ de rectiangulos, cuyo conjunto de transformaciones
en i que man(lan sus vértices a A’ es finito; es decir,

38i°R es un rectdngulo entonces denotamos por [#] al conjunte de lmlos los
rectdngulos semejantes i R - -
N es el conjunto’de todas las clases de equivilencia [K].
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[R] € R|si A, IJ;C y I sonlos vértices de’ /2 entonces
| {o €1l | {a(A),a(83),a(C),a(D)}.C A} >Ny

Na,

Caso 2: Fste caso s6lo se da cuando el dngulo formado por §; y
I; es el mismo que ¢l formado por las diagonales de R, es decir,
a lo mds un mimero finito de “clases” de rectdngulos (/2] € R
cumplen ‘con dste (ver Figura 13).

FIGURA 4.8, Caso 2

De los casos ly 2 concluimos que existe por lo menos un
rectangulo R con.vértices A, 8,0, (mds ann, existe una in-
finidad no numerable de rectdngulos semejantes por parcjas) tal
que el conjunto {o € I | {a(A).a(B).a(C).o(D)} C A'tes
finito. Por lo tauto (ver Teorema 15) A¢ S5 y de esta forma (ver
Teorema 12) para toda m > 5 tenemos que A¢ S,,.

Por dltimo, si 3 es un conjunto formado por n rectas o seg-
mentos de recta que se intersectan en pares v no tres de cllos
concurrentes, entonces a 3 lo podemos ver como subronjunto
de un conjunto /' formado por n rectas (extendiendo a rectas
los segmentos de 3). Como ya sabemos que para toda m =5
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se Lienc que B’ ¢ S,y 3

B'entonces (ver Teorema 13) para
toda m > 3se tiene que B s

g,
¢ Sm} : D :

“> 8 reclus 0 srg-
y o lres deellos
dipuntos,:

Corolario 17.1:Si/ - esld formaiopor
mentos desrecla quese ilerscclan” en’ par
concurrentes, cnlonces A es cubierta’ pura

Teorema 18:.5i A\ esld formado porn:rectas paralelas, entonces
para-toda m >4 se liene que- A no es cibierln para m punios,

‘Demostracion: Sea A ={{; ;.. ;} wir conjunto de n rectas
paralelas en el'plano y A= {2 €1, |1 <r < n}. Veamos que
A" ¢ 8y de lo cual concluiremos dircctamente que A’ ¢ S, para
toda m > 4. i . : :

FIGURA 4.9. a) "T'res putnitos no colineales y n rectas paralelas. b) Una transfor-
niacién que lleva a los tres puntos sabre tres rectas fijas,

Sean A, B y C ires puntos cualesquicra no colincales en
el plano y sca l(i,j, k) = {c € I | o(A) € li, o(3) € I},
alC) € Lk} econl i< j<k < nes decir, el conjunto de
transformaciones en /1 que llevan a /A sobre {;, a 3 sobre l; y a
C sobre ly con 4, j y k fijas (ver Figura 1.9).
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Notemos que el conjunto C(i, j, k) = Usesiijuyo ™ A = o5 ' [A]
pira cualquicr og € /{4, §, k), pues toda o € H(i, j, k) cumple
que o = 7 o gy en donde 7 es una traslacidn en la direccion de
las rectas de oA (ver Figura 4.10), '

e
1IN /
SELS G(A,{__I’

B

o'/

FIGURA 4.10. Ulilizando la transfonmacion inversa.

Entonees C(i, 7, &) estd Tormado por n rectas lo cual implica
que € = UgicjckenC (i, 4, &) 05 un conjunto de a lo mds n*
rectas (ver Figura 4.01). : :

C= UC(’J:k)

1sy<k<an

FIGURA 4.11. Al final tencmos un numero finito de rectas
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Como €' es un conjunto finito de rectas entonces hay puntlos
que no estan en C'. Sea . un punto que no esté en C' entonces
para toda oy en Urgicicken 1 (i.J, k) tenemos que ao(D) ¢ A,
pues 0o € Usgicyzren H{E,J, k) implica que ag € H(1, j, k) para
algunas | < i <j <k < nysiag(D)estuvieraen A tendriamos
que D € D'U_l[/l’] Q U,,E“(,“j'k)d_l[/\'] = C(I,‘], k) Q U|S;5j<ks,.c’(l.,j, k) =
C lo cual cs una contradiccign al hecho de que D no estaba en
C.
Parlo tanto ninguna o que manda a A, By C en A' manda a

D en A'yes decir, para tada g € Il el conjunto {a(A),a(B),a(C),a(D)}
no estd totalmente contenido en 4’ y de esta manera A’ ¢ Sy, O

4.2 “Cubiertas Formadas por Circulos

-Aligual que’en la s
mados p01 cnrcnl

3 Ln esla wu:non utllx/,m('mos curvas quc

i laimagen de parametriza-
ciones (lcl mtcl\'alo < ulo [0 I] S

5w
Sm ﬁ?s Ly GUBLIGTEGA
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4.4 Una Poqlble Scuucublelm Inte1 eqanto para

Cmco Puntos

El sq,ulcntv coujunto csla comlnmlo a p;utn (lcl LOI’lJlll]LO de’
Cantor bdsc tres, S :

4.5 Seni- culnoxlds Uul\ ('1sdlc-. 1"01111(1das por
Cuculos ‘

Teorema 19 "Sean P un’ punlo, C,(0) una circunferencia de
radior ycentro en O y ABC un tridngulo con A3 =1,AC =&
y LBAC = a. Para cada punto Q cn Cp(0) sea Rg el punto
tal que los tridngulo ABC y PQRg son semejantcs y tienen la
misma orienlacion. Entonces el lugar geomelrico de los punlos
BRg es wna circunferencia de radio vk y centro en Ripa . (0),
es decir,

{RQ l (L) el (O)} = I?(I’.n.k)(cr(o))

Demostracién: Conio los triangulos ABC y PQRg son se-
mejantes y tienen la misma orientacién entonces LPQR, =
LBAC =0y T = 48 =k, s decir, Ripasy (Q) = Rg. Por lo
tanto para.toda @ € C; (O) sc tiene que flg € Rpaun (Cr (0)).

Por otro lado, si S € /f(p“) (Cr(0)) entonces existe S’ €
Cr(0) tal que £3 =k = 4C v LS'PS = a = LBAC por lo
tanto los tridngulos ABC y S'P5 son semejantes y tienen la

misma orientacion, es decir § = .
Por o tanto

{Bo Q€ C(O)} = Rynny (Cr(0))
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es decir, el tugar geométrico de los puntos R es una circunfer-
encia de radio r& 'y centro en (pqx (0}, 0

Teorema 20 Scan C.(0) y Ci(P) dos circunferencias y sen
ABC un tridngulo con AB=1,BC =LAC =k y LBAC = 0.
Para cada punto A' en C, (0) y para cada punto B' en Cp ()
sca Ry el punto lal que los tridngulo ABC-y A3’ Rape son
semejantes y tienen la misma orientacion. Euntonces el lugar
geomélrico de los puntos Bap cs

Crerri{ Rio,0.0) (7)) = Crremritt (0,000 (1))

Demostracién: Sea 7' un punto tal que los tridangulos O PT
y ABC son semcjantes y tienen la misma orientacion.-Sea /\’
Cr (O) entonces para B3’ € Cp (P) se tiene que.

{If,\nH: | 124 (3 Cn (I’)} = /?(fl"o,k) (Cn (I’))‘

os decir, el lugar geoinétrico de los puntos I,y pi'ciando variamos
B en: CR (1°) es una t.ncunfcwn('m con ccntxo cn I(’(,\.'QM (P)y:
radio RE. Ademids . )

R(,\l‘n‘k) (P) = 4”(;)‘(;‘” ('/1’)

Ahora bien si para cada A’ en C, (O) dibujamios el lugar
geométrico de los puntos Ry variando B%en Cy (1), es decir,
los circulos con centro en Ry any (P) = Ripag (A') y radio lik,
oblendremos un anillo con radio interiorrk— Ry radio exterior
rk+ Rly centroen 7. 0O :

Teorema 21 Sea C' un conjunto Jormada por-un nimero finito
de circulos no tangentes por parcs. Entonces ¢ no cs eobicrla
bujo semejanza para 5 puntos.
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Demostracidn: Sea S un conjuntoi formado por la unién de
las circunferencias G, (01),Cry (02) 4 ey Cr, (On). Sea Dy, (D)
un disco que contenga a S y para | < i < j < nsea Lijla
mediatriz del segmento 0;0;.

72 4. Cubiertas bajo Semejanza

Consideremos al triangulo isdsceles Ty cou base AB =1y
lados iguales BC = C A = k entonces ¢l lugar geométrico de los
puntos €' tales que ' € Cy, (0;), 8 € C., (O;) y los tridngulos
Ty A'B'C’ son semejantes y tienen la misma orientacion ¢s un
anillo Ay con radio interior rk — 1l v radio exterior rk + il y

centro en ”(o.‘,.mu. ) v
Para cada Q en la recta Ly sea wg = d (D, Q) ntilizando la
desigualdad del tridngulo tenemos que
wp 2 (/(Q 01 rl(/) 01)
ademds ¢l mdximo cirenlo que contiene a- g tiene mdlo
(r+ h’) d(Q,0:)
4(0:,.0;)
Uy lo que hiremso es buscar: para” que Q los (Ilscos DRQ(Q) y
Do (D) sou ajenos. Para csto necesitainos que

=/fQ :

. w/) > u1+ I?Q

4.6 Una Semi-Cubierta para Cinco'Puntos

Lema 6 G'tf es una fun('wn mnlmu(l, cerrada JI!JC(,/H,(I en-
tonces Iu Ilnur/en de (IIIIII[UI(’I (-muunlo :1 ” /r [)II_]() f esd.np.
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Demostracion: Sean J una {uncién contiuua, cerrada ¢ in-
yecliva y D # @ un conjunto d.n.p, u)ulcmdo cn el (lomnuo de
j,osdccn,l)"—w S

Supongamos qiic & € f(l))"" entonces existe un conjunto
abierto V tal quez € V C J (D)7, porlo cual tenemos que ¥V N
F (D) # 0. Como f es cerrad entonces [ (D) es cerrado, ademds
D C D~ implica que f (D) C f (D) y como el minimo cerrado
que contiene a f (D) es [ (D)™ entonces £ (D)™ C[(D). " =

Soa y € [{D) entonces existe d € D tal que [ (d) = y eV,
es decir, d € [~V (V) = U. Como [ es continua y Voes .1I)|clLo
entonces U s también un abierto. o

Veamos que J € D-, :

Seaw € U entonces [ (w) € V (pues [cs illycctivuS’f" (V) =
U)ycomo V € f (D) C f(D~) tenemos que.f (w)-€ f (D7),
os decir, w € D~ (pues [ es inyectiva). Por lo tanto U/ € D7,

Ahora bien; como d € U € D~ y U es abierto entolices'd €
D=0lo cnal claramente es una contradiccion, por lo tanto
S(D)™° =1, s decir, Ja imagen de cualquier connmlo danp

a]of('bdnp m] RO

Recordemos que cada 2 € [0, 1] puede ser’escrita como !

’=_2 °°.Tﬂ; S

en donde c.ula ;i cs 1gudl a 0 l 62 cs'(lccn',”.'zf = (;rla,'z. RN

ico (l(, Cantot) cmoncvs soa NV, =

Siw ¢ CJ (ConJunto Cl

min {n ] 1,. = l}



74 4. Cllbl’cﬂnﬂ bajo Semejanza : - . B

C

g [o 1] [0 1]

En base a esto podemos definir ld l'uncxon
de la siguiente forma; - o

ztlan

rtan

z
4

Lema 7 Lai imagen l[(’ L‘ll(l{![lllr’
& es don. /) :

Demostraclon. \’vmnos qu(' I.l luncnon ‘\‘s‘ cs continua, cer-
rada ¢ myecltvn. SCdll :

._"4_
=| 41

hz) ==

entonces ‘S}’ (1) = /{(J:) ~fog(x).

Como f-y:h son continuas entonces para. ver quc sélo liace
falta ver que r] es coanua para podc v ascgurar quo también
lo es. :

“Veamos primero que ¢ es creciente,

Supongamos que 1}‘,,1/";6 [O,’l},:ClVl‘n"][)l(;!i un

cntonces para alguna m € N tcncmos qun 1,,,, < J,,, ) para toda
e {2, im0 v,

'lm—l' B
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Sialginm—i=1 (pdm albundz E {l 2,. ,m - 1}) ultonccs ;
Ny = Ny y asi : : G

: 1\
g(m):Z L_[ 2:+l +

‘m —1 #.1

Si parh toda’i € {1;2,...,m — 1} tenemios qu
entonces ) ) : e

Caso 1: Si awm = 0 entonees g = 1 6 yu =2 lo cual quicre
decir (g (&)}, ¥ {9 (#)}, coinciden en los plimélos m=— 1 digitos, . .
el m-ésimo digito de {g ()}, es 0 y el m-ésimo (llgllo de{g(y)), -
es 1 por lo que g () <J(l/) :

Caso 2! Si z,, = | entonces gy = 2 lo cual implica que
(9 (£))q ¥ {g (1)}, coinciden en los primeros i — 1 digitos, ¢l -
ésimo digito de (g (x})), es 1, paratoda k € N el (m + k)-ésimo
digito de (g (), es 0, el m-dsimo digito de (g (y)), es L y

i) Si para toda & € N se cumple que g =0 l'ntongé;; ]ym“m o
toda k'€ N el {(m + k)-ésimo digito (lc {9 (y)); es 0 y por.lo
tanto g () = g (y). E o

- 1) Si existe & € N tal que ymypr #°0 cnloncus pala toda
k€' N el (m+k)-Ssinmo (ll;,llo de ((](J)) us” l V. pol lo tanto
g(x) <g(y). e ,

D(' todo lo antcrlon concluunos qnc. (/ ¢s uvrlunlc m) [0 l]

('omo [y h también’ son cncu('nlcs en [0 l] cntnuccs G =

L+ (f o g) tambidn lo es.

Por otro lada g s una funcidn snuprayectiva‘pues 'si w'e [0,1)

yw=3 %% entonces g ( o 3—"#.&) =1,
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Como & : [0, 1] — [0,1] us continua, [0,1] es compdcto ) de
[ausdor(l entonces entonces § es cerrada.

Arh‘mdq S es inyectiva pues si o,y € [0, 1] y‘: <y cntonces |
g{(2) < g{y) (pues g cs creciente en (0, 1]), Jog(a ) < OJ(J)’ e
(pues f os creciente en [0,1]) y como 0 <z < y < l cntonws R

S(z)=z(fog)(e) <y(fog)(x) <l/(/°g)('/) (!/)
cs decir, € S(x)es csmcldmcnlL menor quc ‘4 ().

Por iiltimo utilizando ol Lnnmynnlcrmr tenemos que la imagen
de cualquier conjunto d..p. bajo S es d.n.p. B

Col-'qléifio 21.1 YS(‘Cg)' es dop. (en donde Cy es el conjunlo
ternario de’Cunlor) y por lo tanto S(Cy) U Cy en don.p.

Como S =h+(fog)yg:(0,1] = [0,1],/:{0,1] — [0, ]
son funciones suprayectivas entonces el conjuntode pcndlcntvs
de rectas que unen al punto (,0) con ¢l punto (0,9 (2)) en
donde 2 € Cy conticne todos los posibles valores en el inter-
valo [O ,] (pues la pendiente de la recta que une a (x,0) con

(0,5 (2)) es igual a fog(a)).

Sea r € [0,1) y tracemos la recta que une a los puntos P =
(1,0) y @ = (0,r). Como la pendiente m e esta recta esti en
¢l intervalo {(L% entonees existe b € Cy tal que la recta que
une a los puntos £ = (6,0) y S = (0,3 (b)) tiene pendiente
m, es decir, las rectas PQ y RS son paralelas. Por lo tanto si
O = (0,0) entonces los tridngulos 7Q0 y RSO sou semcjantes
y de esta forma § = '7(T) lo cual implica que S (b) = rh.

Sea B = (S (Cy) U Ca)™ entonces

i) B es cerrado.
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ii) B = 0

iii) Para toda r € [0,1] existc b € B'tal que rb € B.

Teorema 22 £l conjunlo S formado por la familic de cireulos

- concenltricos con radiosx € B y uno de los:radios del mayor de
estos ciculos es una semi-cubierto pura cinco puntos (ver Figura
?2?) ' : :

Demostracidn: Sea «1 = {A),A;, Ay, Ay, A5} un conjunto
de cinco puntos.. Entonces existe ¢ € / tal que, sin perder
generalidad, o (A1), 0 (A1) y o (As) estén sobre el cireulo de ra-
dio 1 contenido en S.y a(ely),a(/5) estén en el interior del
mismo, Diganmos que ¢l centro de los circulos de S es O. Sea
r=d(A;,0) € [0,1] entonces existe b € B tal que rb € B.
Hagamos una homotecia con centro en O y razon b entonces
Hiow ({o (A1) 0 (A2),0(A3), 0 (A4)}) esti contenido en el con-
junto de circnlos de S y si a es el dngulo formado por el radio de
longitud | que estd contenidoen S y el segmento O (Il(a'h) o a(/’\s))
entonces fpayo oy oo (A) CS. Porlo tanto S es una semi-
cubierta para cinco puntos. O
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