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RESUMEN 

'¡ ... ~· 
En este trabajo se analizan los difereli.tes enfoques' existentes para resolver un problema 

de flujo a costo mfoimo .en 'una red: con' capacidades, p~esentando la teoría básica y 

enfatizando dos cia5e~ d¿ métt:Ído;; rcci~nteme~t~ propuestos: 
. ¡· ·- . ·" ·'•. ,. ' --· .. - ,. - -

El primero, llamado de~el~jacióri;'es J~ ali~rilmopriín~l-d~al que mántic.ne factibilidad 

primal en las restricciones' de ~aj;¡Úd~cÍ'i ~iC~i;~ tr~t~ d~ ;~tisfa~er 1..i restriccioues de 
'·''- ·:._··:' ·>--· .. ,;_;; ._;,y:·::!c:'_,::; -,;_, ·.->.' .-""t· _, ·~:···- .·:,·' ,"\ 

conservación de flujo ~n.cá:da !iodo utili~:,_~ddt;es proc~diÍ1Íiéntós'básict:Ís y flexibles que 
- í¡' ... ' ~.- .; ~ +-:.'~· ~-~;..· ,::. \-" :1:-·:· 

son: ajuste de flujo; aj~~t.i "" ¡,;:,; v~riab.les:dtiaÍcs y 1~ejorá:rr1icrítod6 fa: función objetivo 
- • '.;:\" '-:~ . .; ... :. 1'.,_'.~ ~- . --~- . ' - ' - , . - ·5;-~ .. ~: -. «·-· 

dual mediante ascenso: La' llexibÚid~d de es'ios tres pro¿c"élim,f~ntos )• ~I ir;i:orporamiento 
- - ·_ ... :·: __ ·:_~,,,º~< ·~ó-~·~-:_ :, . ~~--~;- ~{">._·::¡?_:_ .~!~-,~-. - _,-~--';,._- - . _-- : -.-

de característic;.,; clásica;; d~ los método~ (¡~' i~i~j~ciÓ;; ¡;;;:~~.; qbe ~~ta Cia~c de alg~rit~os 

se vuelvan muy ;¿ien~~~'. . 
El segundo enf:qu~ es:::b.c~d~eri. I~ int~rpj~t~~~.;'.'.d~{probletna de asignación como 

; . : :__o~: -. : ;, ~;.·:,. ' .'.:._~. ··__:, / • ' -, 

Una subasta reáf, en' la que ~in manipular Óllj~tos globales, CO!l10SOn tr;;yectorias, árboles 

o cortaduras, y utiliz.and<l 1i~~~ión d~ i:~f!oÍguraS c~iñpie1J1e'niadás, el pr~blema puede 

ser resuelto· eficiC~-t~~~~~,t~-~·:,;·~-. "- ;.· 

Correspondiendo ~ c:~a~no :e e~tos}do/~nfCJ~u~s:.se prescnt'1~n re~p~¿¡iv~; ~etall~da-
.~_,. - ' . - ~ ' -- ( -

mente los algoritmos de ~él aj ación")« d.~ i::rel~j~ción,. pa~a: resÓlv,er problem~ .de fluJo a 
. ·;·:-:· -''·:.;_:. .;:>;_.,:,·:·:/·} ·::,:;:· ·,_~_:.::··;::_';"''. t--·:,::.: ·.:<./-?/<:-, ·\-:<' -·>:.:···.:·_-·.'F;_,-:"~:·. ' 

costo mínimo.· sé_ debe meriéi~~.~;¿ue:d.:~~:m:~c :~reJ:!~~ó~'!",.~~.terprctad_o como·.· 

una generaliz-acióii dél~algoritinode subasta pará' el problémadc a.Sig-iúicióno'Sc presenta, 

por último, la compa~aCi6n ent~e. t~es i;;,pl~rr;éntadorics m~l.Y elicientes:.repr~sentativas 
:/.: i'S.'.. . , : :_:· .\:.: • 

de cada uno de los métÓdos y. q.ie deben ·ayudar en la discusión· de los aspr.clos del 

comporta!"iento práctico de estos. 

o 
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INTRODUCCION 

El problema de flujo a costo mínimo surge de dh•crsas situaciones, por ejemplo, piense que 

necesitamos enviar unidades de. un uicn que se localiza en diferentes ciudades del país a ciudades en 
•'.' ·. -.. 

el extranjero que lo denÍa~d.nn';·Seinóme en .un costo por cada unidad del bien que se trahsporte 

en rutas de export~ciÓ1;·csL~ble~idasyqu~ tlenen cierta ~ap~cidad. ¿Cómo debenios enviar el bien 

rara incurrlr ~n.el 1~í1:lmo.~os;~P'()~ib)~?c··· 
Las redes S()U ~1ia

0

ma~6;;:~at_ural.~ara, repre~~~tar .~sí~ pr()blema, porque. los. nodos pUeden 

representar ciudádc~, lcis. á~~as,láS.ruta.S de ~xporiáción 'y ·el flujo, el núr1ícró ·dcunid~des del· bien. 

En general el probl~in~ dé,fluJ~·a costd ~iri;ITí~' (FÓI) es el sigui~nte: Si sé ;;;curre en uri costo 
. -· . . ": - .1.:' ' ; "'·- - . . ' . . <'" ' '· ·, - ; - ." - ~ ·- ·' ' 

bien que se localiza en' iirio:a l1Ías néÍdos'de'lá reo a:otros rioaos,-'¿Cómó dcbcmos--~n~Í¡;r el ínáterial 
·"''~-:.,. i_ :' . - • '; :·~---,!;' 

para incurrir en el ~líninio ~ost~ po'siblc?. Este problemá posee una gran'ca11tidad d~ aplicaciones 

en diversos campos de e~t:~io,:ro~tcjempl¿~ en lossiste~as <létra~p~:t:a.~i~n,-los -n.;do°ipueden 
-;:'..,,:-' ¡.-, 'o';c;c-.-.i="• --'.'' ~--J-;~c· ·.-.L~_., ;_,.. .. _---,!-;;~ ..;,- :_, 

representad.ntc~secc:ion~s o'ac~~puértos.' L~s ar~os,\iir~eteras, líneas de fer~~carril; ~Utas aéreas y 

el flujo, pasajero~, ,.~'.hí~~lo: ~·~;jrador~~--~~-los sis~~ma5hid:áuli~o~ 0Ios·n~d~sp~eden representar 
- "· - · ... _ -·.' ·-- .-.,- -· ·.. : 

estaciones de bo-mbe(), lagosí re~ervas. A l~·t:uberías, las podemos iritCrpretarcomo ¡r~o~ y el flujo 

podría ser agua,pe{rÓleo o ias. 
El probl~made ~C~·ces,~n problema de optimización lineal y forma parle de la.teoría de redes, 

y junto con div~rsas,~a;i~ntes d~I ~r~bl~ma t~les iomoflujo máximo,asignación, trans~orte y rutas 
.·, :_·:_::_,_ --·-----"-'-----·.;-o' '°-o'~c .;:,'_-:-."=--o"",-2--.~· 

más cortas, son 1~~ q~e 111¿\g f rec~e~te~ente se ~re,S.,~tan en lap~áctica. A p~s~~ de 'qúe pr?blenias de 

este tipo de gran dil11ensión ~e puecÍe~~~sbÍ~ér Út~~l.rierit~sin ~r~~des difi~~ltacl~~:el a~álisi~teórico 
de la estructura ·~~I prbblem,~h~;~roi~r~;~n~do i~~as··~~~··~·~~ ~id~co:t~ibución~s 'muy irn~~rtantes 

•;";J .• ~:..z. -'<:t·· ·'·'('.,: :·(.-/ :;"·" 

tanto en el desarrollo de la Prog~~mación Matemática como en lá Op!.imi~acion CÓr~binatÓ~ia. 
l. 

Hasta fin~s d~ los .70's sn":b_Í~n.~~s~~~oll~d?d~~ií~·~~d~ ~i~ri~~o¡p~;~.~~ien~r···.1isolución 
de un problema de optimización 'iiné~; en redés, por una0 pa~t~; él métÓdó' si;:.',pJe~ y su~ variantes, 

siendo Dantzig en !95lelprimero qu~-éspcc:ialiUí~I método~í7nplex~;~r~-rci61vérel problema de 

transporte, posterior~e~te en1963 l~~xte~dió al .problema.de flujo a c~sto~í~imo.~,osalgoritmos 
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de este tipo, son conocidos como métodos primales, porque mejoran el costo primal a través de la 

modificación del flujo en ciclos simples. 
. . 

La otra clase es el método primal'.dual ;. ~na 1:1i·iación muy cerc.ana, el mé.todo out~of-kilter (o 

de bondad de ~just~). Est~; niétodo¿inejoranite~atimmerite el casi.o dual car;1biando ei precio de 

un subconjunto de ri~dcis 'én igu~I cai1tidid. Elcnfoque de mejoras en el costo du.:1 fué irÍiciado 

por Kuhn, en 1951 c~n~~>i~los~c:~d~odo hún!la;oparn·resoÍvcr elproblemadc :.Sign~ción, pos-
~ ..... -. ).'°··- ,:;:, ;:···,._,-_'.:\ -,:<'<'· .. --_ ' ·._" . ' . ·. ..-

teriorrnente, en 195G;'Fordy FÚlk~rsonlo gen~raliza~on para resolver el problema de flujo a costo 

mínimo. 
·- -. -

Una fuente de•¿ontrove~si~· se enci7él1ti~·.erÍ cual de estos enfoques es el mejor, pero se ha de-

mostrado [Zadi9] ~~e Y p~s~I' de pare~er fúndamentalmente difcrenl~s (éon el. niétoclo ~implcx se 
., - -'-· -- • .. ;~ - ; - _-_-' -. - .-_ . ,--. : . - - . - .. -- . -. . . '. -- . ' ' ' -- . ' . -: 

busca mejorar e.l costo' primal;· irli~ntrM <iue en el método prirna1:d1ia1 sil' bu~i:a mejorar el costo 
·. ='· ~-. -~- ,_ • --- - - -- . -:' . . "- . . . - . ·- - ~-

: .:: . -.. '."- .. - -... ..-__ ·. : ___ ·- .. _: __ .··. .. :,: '.' - ;:' :.:.: . -- -' -~:.; ·. -- --.-: : ,- -- . ' .... - -.·:·. . , ' 

dual) estos métodos están sor'presivamenté relaí:ion'ados, aÚnque parece ser que el mé.todo simplex es 

más eficiente e~ila ~ayer pfae;d~ICJs probi~ltJas, :i n~se;t~ma'en ctÍ~~ia ei~~'álisl;\lc sen~ibilidad.· 
Sin embargo; desarr.;llos algciritmicos~n IÓs.SO;s.han éaínbiado estil situación;,nue\;OS enfoques 

' ,,·' .,.·- .· -.. : ·''···· ; ··: --- -- . ·.-' ·.,". - ... :·,_ . -

Uno de estos enfÓqu~~ ~sel n~étod~ de rel~j~ció;1 propúésto po~ B~rtsek~ (B~rS l] , qilc es u rl ;riétodo 
' . ' ... - ... , . , ' .. . ~.. : .. ' - - -' ' -' _, - .-; __ ,. ' ' . . .-: ,_ . ' ,- '; . - ··: :_ - . - ' ' -- ··--' .- ' 

de ascenso dual y que s~rgedc 16~ mrltodos <l~',,,;c~~s;~o~rdinad.;de Ja optimi;,a¿ióri ~o li~eal no 
' ' • - '' . -·-,·;~ ·-·;>.e··----- - , .. , ' -· • . .·· . • , • 

;,'._-:; ·'<':; 

restringida. Este método rnan tic1;~ f,;ctibilldad pdin~I ~on rcsJéaó 'ii Ílli;. re~tric¡;¡.;,;~~ dci capacidad, 
.. · - . , , ....• ·;,., -·· - • ,_' " ·,,' •' "e-,· ' -, 

~:·::::','::::::-¡;.'#,'.~1:~::¡~1'.~·:z:~'(j~:~t::~"}~~:\j:~:~~:.~: 
una función .dual ·inedi~nt~'..sc~~so. Álgu~a;; implemenl~cioíies de estas j)3s~5 1;a:i;;,;.; ~li¡;ientes esta • 

. . ' - . . .: .. ., . - .. " - • - " ' , ' ' :· . . . !.: .. ~ :' ' - . ' . " ... '" ' .. "' " ' - , . 

clase de algorÚ.rnos, lo q~~ los lr~~c cóíii¡,~;~bles a. los ~<is. r~pidos c6digbs ~i:Ui>i~~ pri~'~l~s, ~bre . 

todo en implementacionc~'en'J~ralelo/d2ri~c 
0

~.in denió~t;ado·:ir los rríejZcs [Bc;~9]. Además, < ';' .. : ~5' ·:· ~·· ·, ,;;. ;_ -~:' 

estos métodos p~den s~r · ~tili~ad¿s pá~a ~~'c~nt~ar' 56°1uéiori~~ i~·¡~ialei b~tá.n~e b~~~;;_.. par~ otros 

métodos. ':>/\ ; ; .+ • ' :. ;i 

.,.:1< 

La otra idea se presenta:en los algoritmos tipo ~u basta, qu~ s¡;~ ~tltod~s de a.<ic~n~o coordinado 

dual y cuya interpretación en el problema deasigna~·i~n :d~ o;igena su no,.;.;brc, en este contexto se 



consideran a un conjunto de nodos de una gráfica bipartita como personas realizando ofertas por 

objetos que son el otro conjunto de nodos. Las \'aria bles duales correspondientes a los nodos objetos, 

se consideran los precios de los objetos .en Ja subasta. Este método. '!:.rntien<>. :actibilidad primal e 

itera con Ja ft1Í1ción duaJ tratando de ~¡cjorarJil, aJ JllO\'er un:i soJ~ \'ari~bJc'd;1aJ. 
, .. 

Desafortunadamcnfoesto no.siempre fu11C:i~na IÍicn, debiéloa.qúefa fu,nción dual íio es difcren-

ciable, pudiendo suceder qué al cambia~ una' solá ,;ariai>Jc'uo s~;¡iued.: m~j6rar I~ s6Jución, d~ndo 

lugar a que se itere ind7flnid~rncnte sin m~jorar ¿,\•al~~ ~~lai.in~i,Ón'.~ije~h·ci'du~J. Es:te fcnórneno 

correspondería ª <iu~ dos i>e~~ona.s 0rrezcan ·1}:,~i~111ª i~ntidii<l .~Jrc!i;1i~;;i·o'61iJ~t6. ;fn ~na sub

asta, tal conflicto se restielvc cuando una per¿oriah~~~ ~'~ª'ore/:~ ligifra~Ü;,n{h·J;~jor, c6;1 lo que 

se incrernenti el precio del Objeto, l1asta que uno de l~s ~f~r~:,;tes':e cla ¡,~; ~:~11c,idO y .el conflicto 
- - . • . :".'=" - - - .·,,---._ ,;_:~~. ·-· .. • -· - -

se acaba. En CJ conte~to matemático, estaid;a se transfor1111l en u.na. relajilció1I delas cci1ldiciones 

de Holguras Com'~1e:entarias•(11.c.{cl~ Ía.i:~ri~ ¿la ~,;og~am:cijn U11:al,)~::que,Í¡acri. que el 

problema satisfagil estás nllev:.S condicion'es, llamada~ i:-Holgurás,'Compléllicniari8;5, pero normal-

mente no las cóndicic'in~s r,cg~Jilré~ deH,CiAI fillalizá't~J á'lgorii~o, biljo ci~rt6~;up~estos ini~iales, 
,._) .. 

por ejemplo qtie 1ii'.. C:~pa~iclilcl~s de los arcos y ~I Íl~josear:cnteros, las soi'u~i,;;1~~ a)os problemi.s 
. -::~. ---. "' ~-· 

primal y dual sátisfac~·~ 11.C:, por lo que son sohi~ionci; óptimas a s~s ~~spccti\.Íls probl~m;i,,. Los 
._ - ,. -· · ... ""'"' .. ,.. - - _._ - :.-· ·_,, -... , . ' ' 

algoritmos de. su b;ta.'.~as~~~s;en· 1: ide.a· de .€2Holgurf5 c+J11~111~jta~i~::~.id~~ ~~csc:l~!'1ierito 
tienen un comport~llli~iit()'ITiu/efi~icntc' p~ra 1'os p~obleni;u; de ',,:,;ig~á.éióri yd~ ri~Jo.niruci~ii:í: 

. " . ( .. . '· " .. ",' ·'. . . ~.~:-. . . ~ ·-- . 

' '.\·.,,: 

Uno de los. objétivos dcést~ trab~jci .;~ ~rO¡ÍCl~ci6nari~~a: ·r~vi~i6n <l;; íbs algorffma:s ¡;~;ª rri~ólver 

problemas lin~Íes d6ti~jo .fn~ ic'~;cf.:;cb'í116fa~i;o~'a~1ti~it~~¡;¡,:;;:~~tli~adi•~~b;e i()~ ~~odC1s de 

mejoramiento del costo primal ili~rel11o;IÍnfasls ~,:; los dC1s nue\'6~á'JgC1ittl11b;; <jllc 1;1.'.n. é!~l11cistr":do ser 

eficientes o que tie~~n id~·~'.~~i~d~;ógic~ r~J>;rfan;e~: ~r ~l~¿~{¡~~·~e ;¡;.,j'~~¡~~t~(~~I ~lgo~itmo 
de subasta. En cst~·tr~baj~; dosiJJ;i,.·ir~d~~¡n¡;¡~~,d~·¡;.~i6g~ll11~~ióri;~it¿ri;~üd~ ~J ~~f~~izan 

.,r'·.·:-~')'. ::;-.'.:. ,~~ ,.:,·-· ',,';;/_;··+:>·-;e;•»''"' 
dualidad y mcjorami~~I.() iterati~b:del ~ci~t~. Un ségundb objetivo ;;J utiliz"1'r varioscóéligOs muy 

eficientes de los al~orArno~ ~r:s~n/idos:, ~~:os cidlgos>iluitra~ té~Jic~ d~!¡Jg;~~entack>ndcl 
estado del arte, usadas en la optimización de redes~ dcb~r~n ayud~r .en .la disc~sión de los aspectos 

_- ._ .-~--- .. ' . - ·-- . - - .-· . . . . 

del comportamiento práctico de los diferentes métodos. 
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Por lo tanto, este trabajo se desarrolla de la siguiente manera 

En el primer capítulo \'eremos la terminología y conceptosbíL<icos que se utilizan en el trabajo, 

así corno las definiciones y equi\'alencias entre los diforentes problemas de optimizacir'::· lineal en 

redes. ,__ -

En el segundo capítulb e~tudiarernos la teorí<t_d~ clu~iidadquciju~ga unpapelirúportánte en las 

tres ideas algorítmicas ~¿_.ic~< iarn reso,J,.e; un ~rob:l"rn;·de íluj~·~ ~~sto minirn6,'1rá~;6n~lo énfasis 

en el mejorami.,nto dual ;, eir los~l~o;ti~;()s ~uti~t~. 
' -' :-··- . :-~- ·: ._ - - :-, - .. - •.: ' 

En el tercer capitulo~~tr~f.al;dos'rritod6s'd"a5censo dual: ~I ;!lciiódo prirnal~du~i y el método de 

relajamiento, •que·. ti¿nen~~n .¿Jrn'tiri q~~ á:b~~ rn~t~d~~·· tr;;tan Je encJ11tra; di i~~d~!1es ~ue mejoran 

el costo dual:ÉI rnétoclb p~Írilal-d~aÍ 'tienci .cmnoverÍtaja quP.pue?<: sér i1!1ple1!1ent~do usándouna 

subrutina d~rutas .~·ái;··c¿rtü;;; ~i~'e~bll~gos~ de~~e~iaj;{{i,;¡'~e~¡~ectdaimétbdode rclaj~ciÓn es 
. -Y· r, ._:-:. ---

que calcula n111ci1() mfu; 1.irito la.S'direccioÜfisd~ asee;;;;;; .•.. ·.•·. .•. . ; . 

En el cuarto cipítuÍo;&tr~t~~j~~·al¡~rit~;os¡ipo~ubaSta: •co1:1enza!nos c~n elalgÓritÓro para 
-·:< . "--'~:::-·:;·, _:: 

el problema de ~ignádóll :que\lWorigen ·:;¡·.c~tc rÍ.uc~b'cnfÓqu~. posteriomente se generalizan estos 
' ':"-=-~.- -.. ·:· :.:o ;-~:.~- -

conceptos para•el pr~blemá. dci fl~jo ·~·~()~to ¡;;¡n\~o d~itclo orÍgcn al aÍgoritmo genérico. Como 
' , . ' . . ' ' : ' ' : . . . . ' - ,, . ' ': ; ' " .,., ' . ,: :- '. ' _... . ~- . . .. . . ~ ' . . •" 

resultado de la apÍicaciÓri de est:C. úÍtin;o. algoritÜ10 aun casci'i)artiC~11~r' dond~ los incrementos. en el 

flujo y los aurneriio~ de p~c~i~s'¡;1v~uc;~n ~~Íal11:nte ~n';,;,d~; s~ ¡i~c'~~nt~ el rtrétoJo de ó~rél~jacic\i1. 
<;- '•,·-. ,·,·-; 

En el quinto caj;¡t;rl() s~ corr1~~.f~ lllc~tructu.r~ cl~tos ~tiliz~cl~, q~e es ~;1;~.Y i;npo~tante para 

lograr la eficiencia. de la irnplel11ehtació~ .. "I:ambié€ se' ~;~p?r:i?n~;1: lo~ ti~nrp~s ~~~e nidos en la 

solución de divers¡,s proble~as de ;~M, ca~ un·~ i~blernentaciCÍ~, p~ogra~ra~la ~,; FOR.TRAN, de 
. . .. . ' . . - - . ~.'- ·~,,,-.-_ -;- . ·-

_,_; :___:__- _ _¿_ -~ •• _e_ ' 

los algoritmos de rclaja·¿¡¡jf1.~y ~~rb~t~: Por @irno, se pr~scntan las con~lusiones de este trabajo y 

la bibliograffa. 
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1 CONCEPTOS BASICOS 

En este capítulo s..: ven los conceptos asociados de la Teoría de Gráficas que se utilizan en el presente. 
·. ~:' .. ; . 

trabajo. También se definen l;;s problemas bási~os deredes y se proporcionan ejemplos de los cuales 

surgen, asi como.las eq~i\'alenciasentre l~s· diferentes tipos de problemas. Por 1í1Limo 'se menciona 
.:::'._," :~.~;:< :~-~---:_..:_ ·:. -;->. -<::.'·_ :,;>:~ ' 

una manera co~ún para"..cot)1Pª'.~r cHfcréntcs~ip?s.de alg~ritmos: el análisis de.la complejidad del 

peor caso. C~menzare'm;;s'é~~ la defi~ición cld \'arios ~onc~ptos: 

1.1 ALG UN As .r>~E'iNlcioNE~ BASICAs 

Una gráfica rlÍrigida Ó,,,;·(N,"A)cstá forfiiada'pordosi:o1ijuntos, uno de ellos.N cuyos eleniento~ 
'. --· - ...... , . '·' ' -· - . - - -

El número de nodos y de arcos.dcp _sédcnotári N y A rc;pedivamcnte, su[l~ncn1os q11e l:$N < oo 
--~-- -''C'r-- • :·,·~~- ~; -

y 0$A<oo. Un arco {i,j)cs un pirorde~ado yes di~ti~to del p,ir {j,i). Si {i;j) es ui\ drc;,, ~e dice 

q;ie (i, j) es uri are() c;icri~r ~: i ?~{~rcoiintc~io~de , ~~m¿icln~ue je~ sudc;br;cle ~y que i es 

predecesor.de j. El a;c;oÚiiJ ¿~i~·c;deite :i y~j,.iesd n~do iilic~~I {;j Ú~I 7!~d6f,naldeiarc¿. 
·~-·;-· .,. , .·-v. 

El grado de un n~d~. i es el nJ~cr~ de! ¡~C:~~ Cj~~ ~<)d lncid~~~(!S 1'. él.e 
'V•'~ 

todo arco tenga súnodo inicial ~n S y sti nodo finalen T o vicevers~'; 
,. . . - . ' : . ·- : , .. ~~ . ,· ·- ·-. ·, - -' ·-·: - -"' 

lo que nos refcrirenios sil ~Ínblg¡¡ed;,-d ~I ai~o c¿ri n;,do ini~i;,-1 i y Üodo final} c;;"mo el a~~o(i, j); 
- - -- .. <. '" ·· '«·-· .'F.,,,'.· ···. ·\ : __ --" ',\,·:-, · •o? ... _.'-. -- · .,. , ·' ·, :, 

esta restricción se h~ce'tirii~amenté ¡;;;; ~o'n~~ni~ii~ia ~n 1;,- noiaci6~. :. 
'-:'.:- ¡;.-' 

Una cadena P en una g~állca difÍgid~es ~n;,- ~ecu~ncia'de nodos n1; n;, .:,: nk con k <:: 2 y una 
' ., • • ·.' •• ' - " - ;·' - '> ~.: ' - ' '.' - •• ' • ;.;e . . .. \ ~- . . . '. - -

secuencia correspo~d;ent~ dek¿ it~~~;¡~;:/~~·e,~I ;:.;sima a~co en la sec~~ncia es (n;, n;+1) ( 

en cuyo caso es llamado ar;o positi~~ ~ Áacia ajelan;: ~(l lacad~na; o ( 11;+ 1, n¡). ( en cuyo caso es 
: '. :- . - - ''. : - :·· . .. ' -:. ' . ~- . '.' 

llamado arco negativo o)acia atref.s de 1:<. caden;,-). · 

Una cadena es una tray_ectoria ¡1ositiva (negativa) .si su~ arcós son positivos ~{negativos, respecti-



vamente). Se denota con p+ y p- los conjuntos de arcos positivos y negativos, respectivamente. 

Los nodos 111 y llk son el nodo ·inicial (u 01·igcr1) y el nodo final (o clcsti110) de P , respectivamente. 

Un ciclo es una cadena para la cual el nodo inicial y el final 'coinciden. L':;-... cadena es simple si 

no contiene arcos y 11odos repetidos, excepto cuando el nod~ inicia.! /·final coiridden (en cuyo caso 

la cadena es un ciclo sim¡1/c). Estas definiciones se ilustran en lii~!igum.l;l. 

8---EJ-8---d(j~ 
a) P = (n1,n2 1 n3 1 n~) es una tra.)·cct.~ria·p~sit.i.\'~·si~ni>lc~ .. '. 
P = (111 1 n2,113 1 n2, n3, n4) es una cadena, 'que. n~ 't.7s ~i~nplc, ni cs. ,tray~ctoria positi\•a 

ni ncgati ''ª· - · 

-dG) 
. ~~I 

.';,·, .. (!!) 
h) Un cid~ _sinl-·P1c é.-= -( ~~ , ~~-~-;,~. ,;4 -,.-~-1-y·q-uC :·,;o CS- po~ith·o 1li' ncgati "º 
e+ = {(ni' n>): (nJ, n<). (n,; n¡)) .'" e- ::o {(n3' "')) 

·, . : __ -.. :-< I:·_ .. , , .-

E)--2,~~ 
e) P.= (n 1, n;--;·-~3 .-~:) ~:~_-J ·¡~: ~~~-u~nci'a-dc a~~~s Ü~1:l ¡'n;}, (n3, n2 ), (n4 _, n3)} 

Figura_-· 1.1:~- Ejc~Pto/~c'.·~i'f~~r~~~~-e~.· ~~~os d~- ~-~dcn'.1-; 

Note que la secuen~ia d~n~~os n1, ~;} •• ;nk t 2~;,fiCientc'para espéci!icar una cadena; por.lo 
' ... -_ '• ' ;. - . . ,-. .- , .. - - ... _- -,.·- _, ' ·. 

que la secuencia de ari:bs es t~IUhi~J1 iri;~ortant~ ~araqucq~~d~. bien d~!iniclá. Las difi~~llad~s se 

presentan cuando.parad~~ noiclos~~cesivos n;y n~+i' d~ \úa<le~<~anlo{~;,n;+1) c~mo (n;+1;n¡) 

son arcos, por· lo que se pr~sen~a ~'~'~ a~bigiÍ~d.i~ ~obre c~~I d~ Ioid~s es ~I ~reo c~rrespondiente a 
-:-ce- -----e-=- .. o;·~ .: '·O.-o-'.--=--- º:C<-,-,'~~-;- ·,--:_o='-~-:: .. c-~-.--"'- ---o;:~-c---7' ó._~''-:-=:: ;e-;-º"- --- ~·":· • .:...-,e-_ , .• , _,, 

la cadena (ver el diagran:'il e):' S,it(cnib~g~"cuarido la tray~cl~da s~ ~abe ~u\, es ¡iositiva o negativa, 

está definida 1inicamentc ¡ior.I.ise~~e~~iá de sus·J1~d~~-
.. '. ·.: ~ '· > • -, •• ·' '.' - ·, :-'•. ' • '" 

U na grifica que río co~teng1l cicl~ ~impl~~ es (Ídclica, U~¡i gráfiCa es con m o conectddá si para 

cada par de nodos i·Y·J, ~~i~tc un'.' c'.''d~~ajni~i'1~d6.~n f )' ter~i!l¡indoen :/s~·lla'!'a fu~rlemcnle 
conexa si para cada parde llo~o~'/y J};ay,·~~a tra.;~cto~l~p6~itivá.~el noJ~; ~lno~o,j.' .. 

·:;:-

G' = (N', A')_esun~~ubg~áfi~ade'é~ (~,A) si¿' es;,na grárka,'N' 2'N ;,Á.' e A: Un··árbol 

es una gráfica ¿oriexa: y ~~icli~a. ¿n ar~o/ erpa~dido d~ una gráfica G es una su bgráfica de G que es 

árbol e incluye todos los nod;Js de G. _ 



1.2 FLUJO Y DIVERGENCIA 

Un vector de flujo X en una gráfica G = (N, A) es un conjunto de escalares {:i:;; 1 (i,j) E A} 

Nos referiremos a :i:;; como el flujo de1 'arco (i,j) y no existen restricciones (tales como la.no 

negath·idad)en su val~r. El vc~tor. de divergencia Y asociado.con un ·vector de flujo X es el vector 

(1.1) 

Así, y¡ es el flujo 'total que s~le _del n~~~·imenos :!;flujo total que llega a i, al cual se le llama 

divergencia de i .. 
' ·.:: .· ·. .:': 

Un nodo .i es una fuente (sumide~o) pa~a el vect~r de flujo X, si y¡ > O (y¡ < O, respectiy~mente). 

Si y¡ = O para todo i E N; entonces X es una circulación. Estas definiciones se ilustran en la figura 

1.2. 

Vl21··· (Sumh:J.,OJ 
Vt2)•0 

V(3)•0 

(a) (b) Una clrculaclón 

Figura. 1.2 Ejemplos de diferentes tipos de flujos 
. . . -·.:. - .. . 'e ·. '.-··--~· . . " -

Note que al sumar la ecuación (1.1) pará todo i E A'iob~~~errios ¿; y¡= O 
. . . .. . ... __ .. ·. -·· iEN __ .·,· 

-~ _: 

1.3 EL PROBLEMA DE F.LU.Jó A.:cOsTo MINIMo. 

Este problema consis~~ ~n ~~c~ntr~; un cÓ~j~n~od~ fl~jcis e~ l~s 'arcos que minimiza una función 

de costo lineal sujeta a res~;iccij~es producidas p~r u~ vecto~ de divergencia dado y que está en un 

cierto intervalo, esto es 



n1in E a¡;Xij 
(i,i)EA 

L Xjj - L :r:;¡::: S¡ i EN 
{jJ(i,j)EA} {jJ(j,i)EA] 

'V(i,j)EA 

donde a¡; J Vij, Cij y ·s¡ _ so~1 c~c.al.?res dados. 

a;; es el coeficiente d~ cost.o (o;implem~1Íte c?slo) de {i,j) 

b;; y e;; son las cotas infcriorysuperior de flujo de (i,j) 

[b;;. e¡;] es' el r~ns~de,flujofacÚble de (ij) 
'. ·,-. '· '•' 

S¡ es Ja oferta del n6do':i. 
;-.·, 
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(1.2) 

(1.3) 

.Las resiricC:io.nes (1~2) ··;.(i'.3) son ta·.~1biéfrllarÍiadas 1·csiriccio11c.< de co11scrvación de flujo y de 

ca¡1acidad, respectivarríenle~, Un ~e~t~r d~;íl~jo que satisface las restricciones de capacidad, es de 

meri¿~·Sn v¿ét~ro:de flujo factible, el problemade flujo a costo mínimo 
·,' .- ' - __ .. - _. ···- .. -

(FCM) es faclible, de ~i;a maner~ es ;uo factible. Note que para la factibilidad se debe tener . 

¿ s;=O 
iEN, 

dado que por la ccuadón (1.2). para clÍalquier v~ctor de flujo, ia suma de todas las divergenri,¡s 

correspondientes de los nodos debdn ~er c~r~·.· 
Como una aplicación típi~Uel:pr~~lemade FCM, piense que l~s noc!os ~on lug~rcs ~aler. ""! '" 

ciudad~s. bodegas ó Úb'rit~; cioicÍe u~ ~iei~ bi~n ~;P~.orlui:ido º consurni~o. rie~~ e~· los ""r."" 
-!: -~ 

como rutas de transportación ~ntre l~s IÜgare~; cáda u~Ó c~n· cÓ;io dé. trdnsporta~iórí aj; por unid;,d 

transportada. El problemaes transladar el bien de los ccntrosdc'p;oduccl.f~~~li>;~~';t~:.S de cons~:no 
~ .-· ·-' ~ '(·~. ' , : . ;; .. :>/ 

a un costo mfoimo, respc't~~do. las restriccio~e~ de capa~icÍad dé 1~' ;uta5 de lran~·port~ión. 

El problema de fi~joÜ.costo11línim~·~s'i1ncasci c';~ecl~I de' un ~;oblerii;,:de pr~g~amaéión Jiu-. . . . ~- , .. ':. ·.;· ,. ' - ,. ._ ', '.-. '. ,. . . . .. -. .-·. \ - . - .. , .. ,· ... ' - .•·.,. 

cal, pero tiene una cstr~ct~r~ rn·~d;;·;nás fa~·;;rabid, c6g ~~~rtaS~rd~ied;~~s':~pe~i~lcs ~ue a¡ectan 

fuertemente el co~porfaml~i1to d~ alioritJl1o;, Por ~je;riplo; ~I ~rbblr~a'~~'FbM·~~~· datos enteros, 

puede resolverse usand!J.exclusivarnente calcukis e.nl.eros.'SinCrnbargo;alg~nos algofit~os que son 

eficientes para resol~e~ este problema(~elaj~ción o sub.;,;ta), son;eno~'eri~ient~~ o i~aplicables para 

problemas lineales generales. 
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Tres importantes casos del problema de FCM son el problema de asignación, el problema de flujo 

máximo y el problema de transporte. En seguida se describen 

1.4 EL PROBLEMADE ASIGNACION. ·· 

-'- ::-: • • 1'" 

Suponga que exist.en n pe.r.s?nas. y, Jobj~tos, existe .ademiis un bcnellcio o valor a;;. pará acoplar 

la persona i con ~I obj~to'j, sede~6'a'a.5igriar ~~r;o;1as a obj~tos, ele lal 1;1ancra que ún objeto sólo 
, .,"\! '· ·.· ·;· 

pueda asigriiirse a Una persona y vice\·~rsá;' d.é\al ,manéra que se mO:xir)lice el b'cnellcio total:· Existe . ·-· .· -· .. . ~r..:;:,,. -··,, '·~'.:-'-:":·· ·,:-' -. . . ,. - -. -· :· -- . - - - . \. --
Ja restricción de.que '1ap~~scinaJ pÚedese~;kSigna:da ~I objeto j si'y•s6fosi (i,fí 'picrtcne~e. a un 

conjunto de pares dado~ A:' ·r.1~i6mlÍtic~¡:;;~nt~ ~r!d~s~~ eric();;(r~~ ur; co;Ú1u1t6'de':par~s p~rsonas-
·''..',· '\':-=--.::> ~-- ,' -~-~: -,/.: ,. :-:-;· 

objetos (1, ji), .. , (n; in) de Á ia,f 'qú~'Jos'cibjctos}1 , . son ;~tod()~disÜritos y ~I ben~ficio total : 
-. ., .... " ~' '.; ,::_ ;.;:~> - -'- - \;\'.·_-,'.·::~~ 

L;¡=I Uij; seama~i~i~~d6:}~·, ~., e~ .; ~~ ,, ... •-o•\.'', .... 

El probleniá de asignació~,1 ·.·~~ · i~~cirt:inte :en' n;~ch6s co'nte~Í:os .(1;¡ci:iéos, por' éjemplo ~.n los 
.-· ...... 

problemas de 'colocaciónclerec;irso~, com~ lauignii'éión <l~ emplcaclosiitrab'ajos,máquin;;g atareas, 
. _'~;o'' 

etc. También h8.y situ'a~io~~s.d!';ci~ ~1· pf~bléMa'd~ asign~~Ídn Xii~rccc ~~r'l10:uh "subprÓbl~m~ en. 

varios algoritmos para re~ol~er p~oblelll;;s íi,,;S ~~j'..,pi~Jos( El pr;,biéma dd ~art~'ro d;i;10, elproblema 

del agente viajero¡:· 

Si asociamos c~~lquid~. ~i~n~1ió~:~~~ ~Ico~junt~de~~·arifüle~\xiJI (i,.J) E A}· donde x;; = l 
si la persona i es asig~ad~ 8.Í_objeio ~y¿¡ ;,; O ~~-otr~ caso, podemos form~lar el problema de 

asignación como un prob1J'ma lineal d~ la sigui~~te rri~nera 

o :5 X¡; .:5 1 \i(i,)) E A 

Se debería agregar la restricióndeque x¡; sea O. o 1;sin embargo, este problema tiene la siguiente 
' ~ . , . . . ' . ' 

propiedad: si tiene una s~lució!l .f~ctib,le;':entonces tiene una solución óp.timadonde todo .x;;. es O 

o l. Esta propiedad se d~'be a que la matriz de restricciones es unimodular (es decir, cualquier 



12 

~ubmatriz cuadrada tiene determinante con valor 0,±1). Otra propiedad importante del problema 

de asignación es que puede representarse como una. gráfica mostrada en la figura 1.3 

PERSONAS 

~·0t::··· 

1~ 
-~· 

OBJETOS 

-;.o~ 

.~ •. ~ 
-~ / . 

. . . . - . 

Figura 1.3 Rcprcs~~ta~~-6~1 c1-~l'~r-~~l~ma-de~~~g~.~~ió~~por. ~-cdi~ de_~una gráfic~ 

En la gráfica de la figura Ú existen 2n nodos divididos ~n dos gnípos; n correspollden a pcrs.onas 

y ll corresponden a objeto~'. gara c~da (i,j)_E',í! e~iste Ün arco CC>neclahdo. a: !~persona i con el 

objeto j. En lat¿rminolo~a ,¡l~;~bl~~as'~e j~des:la ~:riabl~ ~;;_ es~I ri~jC>iei ~reo (i,j).· La 

que puede 

al nodo j debe ser igual a 1\ qu~ p'ucde ~~r ".i~ta e~~~ la d~~anda ~el ll~do. · .. •. 

1.5 EL PROBLEMA' DE FLUJO MAXIMO 

(t). El objetivo es enviú el máximo flujc; posilll~de sii't respeta~do las restricdones de capacidad. 
-··.::.··--

la divergencia de t). 

Para formular estri probl~¿a éCi~~ un c"8o esped~1 ·del pr~bl~ma de flujo a costo· mínimo, se 

debe asignar un co~to ~~roa t~dCls los arcos é introdu~ir u~ arco (t, s) con costo -1 y con cotas de 

flujo superior e inferior conv.enientcmente grande y pequeña respectivamente, como se puede ver en 

la figura 1.4. 



º"'º'" / . 0 ' 

LJ:=-.•···· -
, Arco erllflcleL. 

__ :C~er.: ºª ~óS10'~·--~1: 

Figura L4 ·La repres~ntá~l6ncohiCi~pr6~1:mi de FCM de un problema de flujo 
máximo. En el óf,ti~o, ~I :fllljQ- xu·.~ ,ig_~~ ~: ~.ujÓ"máxfmo -~uc puCdc enviarse de s a 
ta través de la subgráfica·óbtcnidá á.J suprimir el arc.o(t,s) . 

• . '> ~· ~'~ -~ ·._ 

A1ax x 1, 
.~.a. 

L x;; - L x;; = O Vi EN con i f se i f t 
{j/(i,j)EA} {il(i,i)EA) 

b;; :5 x;;:5 c;j ·:y (i,j) E A con (i,j) f (t,s) 
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Las cotas inferiores y supériores~~n ~,",: son:intrCidúcidas par~' lograr el formato ele flujo a costo 

~i~imo, sin embargo éstas~on i¿~Ü~~¡~~~s,.iu~~l~q~~I~ c~tas supe~i~r e inferior de Jo~ flujos 
.,;,·~ .. - .·::::,· ;<•,>' 

en los arcos de A, las incluyen .• ~el ~i~mo m6do, vi~ndo el problemá cómo uno ele ~axiinización 

su interpretacion intuiÜ~a .is co~sist~~te'.tAíi~rri;tiv¡~ent~; el pro~tein; •s/~u~d~ escribir como 

minimizar -x1, sujeto a: las mis~~ res.tric~io~é~. 
,- -- -· 

En una formulación alterriati~a la· cota de flujo en x,; puéde descartarse; puesto que es implicada 

por otras las demás cotas. 
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1.6 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE 

Es el mismo problema de asig11ació11 excepto que las ofertas no debe u ser l o -1 y ell vez de maximizar 

se tiene que minimizar la funció;i. 

Por lo que este problema tiene la forma: 

J\1in ¿ G1'jl.'_{j 
(i,j)EA . 

I: x;j:::: o; 
{il(i,j)EA] 

¿: x;;.= fJ;.· 
{ij(i,j)EA) 

O ::5 z;; :::S mín{a;,{3;) 

(l.5) 

\f i = l, ..• /11 

\/ j = l, .. ,n 

\f (i,j) E .4 

donde a; y /J; son escalares p·o~iti~6s, ~· P'\ra, que el prnblema sea factible 'se debe satisfacer 

m .·- :·-_·- -·n -·. 

;~ ai =;'f;P; 
-- ' ~~;- <~;'_:_,_ ·-:~;-

La restricción de la cota suj>eri6,I' :i;;; $ mín{o;,,O;}puede ser descartada en una formulación 

alternativa, dada que ~s ¡;J;¡;li~.~d~~()~·í;i con~er\;adóndeflujo y las restricciones de no negatividad. 

1.7 EQUIVALENCIAS . .; .. ,- ., 

El problema de FCM puede ser.transformado en un probÍema de transporte de la forma (J.5). La 

idea es introducir uu 1Íu~vonodo pa;r~ ~~da ~~co y una 1"'ariable de holgura z;; ·para ·todo flujo en 

un arco (i,j), es decir z;; debe ~~m~lirzY!- ~;;=e¡; e~to no sólo elimina la restricció11}e la cota 

superior en el flujo .de l;isc¡ircos~ ~a.mbi_én _crea una esfruélura d~ gráfica bifiaitita~ porque para cada 

arco (i, j) tenemos un nodo e~tr~ con ofert~ ~¡~· yd(l;arco~ e~t~ri~res, correspo~dientes a los ftujos 

x¡; y z¡;. _Vea la figura 1.5 

81 

1 . . 1 .. 
~0 
Rango de factibilidad ¡o; c¡1] · 

'Arco ~rigi!lal 

- CI/ s1~,Icfl,ml 

; Flujo _.¡1,11 

. ll<tngo ~~ fac_tibilidad [O, ooJ. 
_·_ DCSpU-é~-de 1a--~r11;.nSf~_rrnación 

71 
0 

Figura 1.5- Transformadón ~n los nodosde un próblema de FCM a i111 problema 
de transporte 
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En particular, se toma corno orígenes del problema de transporte a los arcos de la red original, 

y como destinos los nodos de la red original. Cada origen de este nuevo problema tiene.dos arcos 
.• . 

que salen •!e él con cóefici~ntes de costo O y a;;. T oferta de c~da órige~ .es li'l lof1gHud del rango de 

flujo factible del arco. corresp?ndie1,ite en. la red óriginaL La'cléin.andaA:cadd d~siin~ i,s 1~.suma d~ 

nodo correspondientc.•en la ~ed origi11a1.·inenosla.oferta •. de .• ~sc•noclo.: unp~jo:xwe(I ·el.problema de 

FCM corresponde ·a fl~jos igu~l~sa x;; /c;/~Í,;j; x;; ~el'~r~bl~nia'de tJ'"n~p~~t'.~.:n ~r~~sÚi,j),j) 
y ((i, j), i) rcspectivamé~te,.tod~ lo an\edor ~e p~edeobserv~r e~ la fig'¡;~¡, 1.6 

ÓRIGENEá 

(ARCOS DE.LA 
RED Ofll<;'INA:L) -o / .. ; 

. COEF DE COSTO.· O ··º··.·.·· I 
Cll - :. . 

. 

·~o¡ 

DESTINOS· .• · .. 

(NÓDOS.DE LA 
REO ORIGINAL) 

~(Clm - blmi ·SI 

- {<Cjm - bJml - s¡ 

Figura I.6 TransfoimaéiÓndc'u~'problcma de FC~f a'un p_roblet11ad_eTr_ansporlc. _ •. 
·- .. - ,- . - ''-.,..- :- -- -- -=-' e;:.-;----.--·· __ , - --- . ··-·-- ·- .,- - ·- . . -. 

Por otra parte, el. problema~:transporte (~cuación 1.5) 1med~ s~r. convertido en un problema 

de asignación creando·~.}orígert~~·co~iiferta··u;nitari~(/J;~~stinos con~~*~~~.tnit~ri~).para·cada 
origen i del problema. de transport~ .• (d~~tind} •• r¿s~ectivamente) .• Pore~t~·rr6n,.~~aJquie~r algoritmo 

que resuelva e~ p~oblema. d~ ~i~~l~ióri'pu~d-~ s~;;~~leLid;a}~ ~g~;i:~~o·~~r~-~l ~~~bl:n¡~ d~ flujo 

a costo mínimo. E~t6 rnotivi~d ~arn{~~ ú¡i; para d~~arrollar y ~~,~liza~ n~e~~;id~~ ;lioritmicas, 

que consiste en aplicarlas al ~rn~lc~~ de; "8ig~a~ión y ~~~er~1!z~:1~. al. pr~~l;ma de flujo a. costo 

mínimo usando la construcción dada para pasar de un problema al Otro; 
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1.8 ALGORITMOS BUENOS, MALOS Y POLINOMIALES 

Al discutir difcrenles tipos de métodos una pregunta natural es Ja siguiente: ¿Hay algúri método 

que sea el mejor y si es así; bajo que 'criterios orcÍe~arlos? 

Normalmcnle estan1os iri¡eres~d~scU'aí~u.nas ~e lassigulentes cara~tcrísticas 
.· ,. 

1) El tiempo de-solución., 

2) Flexibilidad~arapo~er.utiiizar'bI~as so_lu¿iolle;ini~iales. -

5) Requerimie1;tos d;IT1~%~or·i~ .. · 
Por la variació;; de lascar~ctsrl~ti~tls, 

a los demás en tod~ la5~i,tú'1ci¿;~~~: ' 
. . . _, - ·-

- •• e,, 

Existen difcrentesenf¿;quc~ para el_ análisi~:de .· aÍg?ritmos/cl 
.' :~.:: 

más· coniún es el análisis de la 

complejidad del peor cas~: En'cslc énfo;ue se tr~ta dé aéoia(~l núméro de operaciones númericas 

elementales necesarias que realiza ui1 algorif.n;o dado, generalrii~nte.~on alguna medida deJ tamaño 
.. _ .. ,·_, •, ,. ··.·· ;··,· . . ,,· .. -,,', - . . ·. 

del problema, es decir con. alguría expresión' de laforma 

/( f(N,A,C,U,S) 

donde 

N es el número de nodos 

A es el número de·arcos 

C es eJ rango máximo deJ costo del arco max(i,i) E A Ja¡; 1 

U es el rango máximo _del flujo del arco ma.X(i,i)EA (e;; -b¡;) 

Ses el rango d: la~fcr~a~~ie ¡\;¡s.¡ 
: ,', ,,:; .. · .. 

f es una funciód cb~oci~~-
/( es una constante {~s~~liliente desc()nocida) 

.. - '~ - . ~ ;_' \-·: ' . '. _;!',, ' - - - -

Si una cota de'··esta:- forma p~ede.-darse, se dice que el tiempo de ejecución o de corrida es 
.. · .•·' ' 

O(f(N,A, G, U, S)).Si l(N',~, C, U, S) puede ser escrito como una función-polinomial del número 
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de bits necesarios para expresar Jos datos del problema, cJ algoritrno es po/inominl. Las siguientes 

funciones son ejemplos de cotas de complejidad polinomial O(N" Ai1) y O(Nº Ail log C) con a-, f3;::: O. 

La cota O(N°Al1) es llamada algunas veces fucrlcmc11tc po/i11omial porque involucro .. ;olamente 
. . 

parámetros del tamario de h1 gráfica:. Úna: C()ta de la forma O(Nº AilC) no ~~polinon1i~I porque e 

no es una expresión flolinomial:de lag C, el número de bits necesarios paraexpresar,,u~·~al() número 

del valor de C. Cotas co~;~:·O:(~io APr.) que son polinomiales en los datos. del prbl;lern~, eí;: \•ei d~I 

mi mero de bits neces~rios·;;~rn e~presar los datos son lla111ados pscuc/op:/;,,),;iiatcZ' 

Un supuesto corn1inenla teo.ríá d~ la Ciencia de la Computációu e~ ~u~:11i1:alg~~it1110 polinomial 

es mejor que uno psetÍdopolinomial y estos son mejores que los .ex.pon~ncinÍes (por ~.i~~plo, a¿ u ellos 

. con una cota de la forma 1(2D(N,A); do~de g .es polinolllial ~11 'R;·~); ::lr':Aún 111ás, do~,algnritmos 

polinomiales pueden cén~pa~~r;e~n terminas ele) grádo ele liléoi.ilpoli~o1Ííiili; es dcCir Íir{aJg;;'ritrno ... - __ ,. _ .. ,. - -.. ·,, ·-· . ' . ' ·_:, '. 

O(N2 ) es mejor que un.al~~ri¡~~ q(N~);••.Sin•.k~bargo,~~~istck¿bnt(.'l;,jcinpo~-qu;;l1a~~n·~uc 

esto no sea siempre Cierto, 'J16~ ¡~ qu~ l~· ~stii;;acÍÓ~ d~ l~ ~ornplejidad del peor c:.So pÚ~de fallar 
- .. _ ·-- ·:-- · .• ·· ___ , ·-· ·.·.--,,, .·.·-,-.- .,.,-,--.,-:-:·"·-''" •. - •• -_, "···" , __ ,_ ¡"'. 

para predecir el cofllport;,:micntCJ ;r~¿ti¿{dc ~~ris ~lgo~it;n1ds~ El ~jelliplo iiíl~-fir~~~t ~~ ~I ~dtodo 
º.·: , _ _h.\ .. ,__ . - ,. -;- - -~ -::-'~·;' ~ ·.-;:-. _., 

simplex que es un a:igoritrno e;¡p"~eri¿lal p'a:ra · rcs;i~·dr · problem~s linc;les g~n~;alc~ y si~' embargo 
' • ' ·- ••• ·-·· '\ - •• - f '• 

se utiliza ampliamente ~~rc¡uc ti~1~ lTl~Y b~en,';~m~~rt~n;ie~¿; ~'~ Ja ¡ir:icti~a.' · 

Las dos principal:s ra:o;1~~ ~~ laÚtili~;~ión de·l~ com¡;leJidJ~ deLpei;caso; son que la cota 

superior que se da p~ede~er;l11u/~e:imisl~~,p~r~~u{iorrespo~dc a po~ib;c~ ;roblemas poco proba

bles, para t.ales situn¿¡;nes; l~éstlniidó~ d~ la ~~n;~lejidÚ pf6111ecfi~ p8drí~ ~er n.;as ápropiada, sin 
_, ,'-' • '·'•. ,• '•• •·' • • •·o • •o ' ·• L • • ._ ,• • • • • O ,• • O 

embargo, obtenerla e~ us,u~l~enté~iffolly l~ii~~Jes;t'o's e~ia~í~ii~os,~ec~~arios pl;¿den s~r no aprópi~ 
ados para muchos tipos cle~pioblci'1lSt¡;¿(~~~s~~gu~;,'.ILfs[in{:Í.éión .de-1~ cm~~1~i?,;~'~elpeor 
de los casos involucra la consia:hteI<°(~~u;;lme~·te d~sconcicicl~) que p;;,;'d~B~rrii~a~ la csÚ:nación 

> • • • • .. ¡• • • ' O ~ • ' • • • '• • • L ,< • ' ' • '" • • • O ·- ' ,, \ 

.. 

para todos los tamaños de los probl~fll~; e~c'épto p~ra, p~~[;j~i~as el~ g;;.:n t~111año qu~ no pueden 

ser reales. Por lo que en ~asas extremos, unaco~~arai:ión entr~ dosal¡o~itm~s ~~e e~ta basada en 
- - ·- . ···' ·- .. ·,. ··- . ·, ,.'- .. - ' 

los terminas dependientes clel tam~ño, cl~I tiempo de ejeéu~ión estimado y que no to~acn cuenta 

las correspondientes constantes puede dar una idea erróneadél comportamic~to de los algoritmos. 
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2 DUALIDAD 

En este capítulo se intro.duce intuitivamente el concepto de dualidad, que es la base para la solución 

de los diferentes problemas de redes,· pues .es una herramienta que puede ut.iliznrse para detectar 
\ .~\;·- ,: ·. : . .:. ;-'.- . ._:.. -- .. -' 

optimalidad en las sÓlucionc~: Se éom~nta.r1 las tres ideas prinCipalcs para resol ve~ un problema de 
... :-//<:·":. ;':.·:-,~<- .::~>- .:·F'{. ·_ . ~·-- . .-:-___ -·. .:.::· . :- ._- -· , :,._ .. ,_<. _;· 

flujo a costo mínimo.y qi'.e spn {elfn~jorami~n,lo del costo primal, 2) d mejoramiento del costo 

dual y iii) los aÍgcirit1;íC,s tlpo s~b;;gta, ~611 énfasis e11'1; m~s rcd~ut.e delas ~~~'s, Íos algoritmos tipo 
., · "''·e, _ . ,"~., - ':., ·: ··. ·-.: • : -, ·;\ .. (·e,.·. : ·: .~_., . · ·: :,· '· · · '.-;· · ··"'· ·., .-·;. '. ··· .. : · . , . -· · 

Varios autores [GriS6]·y [ÁÚd93] i~dica~ qúeiairn¡1len1entación de estealgorilmo para resolver 
- .- '· - ' o;·:.·. ·. . . ; ,. -~ . - - "'" ' . . '; - . - . - ' .• -·: ' - : ' 

el problema d~ FC~;~m1d~iá~~omo i{~LA>,';junto ioí1 ·ta im~lenie.i1t.aciciri~cl ~lgoritmÍ>simplex 
especializado en .rcde's ~on·;~o~~l lo~·:Íg~rÍtmci~ ~ás veloces para resol ver en la p;á~.ti~a~~l ¡)roblema · · 

:_._ ·;.;_'.:~ •• ·- -=:0·:';.0:· ~--~ . .,-; : --:'--;:- .";:--,o·.¡-·- :;~-~<º·~ ~'.';~"_-

de flujo a costo mínima:· En la secclcln 2:1.3, sé puede apreciar qi1e en el proble
0

ma de a5ignái::ión, si a 

los nodos de un conjunt<l cl/11' bj#a~~i:ci<llÍ losi~terpretamos'¿;,rno ¡;crs¿r¡a_;~ui
1

c~mpitc~ porobjetos, 
-;:-'-" '-'·_ ~'-~•: -.'-~,:-' - _ ·-,'··--;: ·'.o-=-.-,-,-;--·--::-- =.·-

siendo estos tos nodos'restarit.es <le tagráfiC:a,'tXas~~ia¿ión de un~ subasta vcrd~dcras~~gc de mallera 
' -· - ,-,,,·. ~ . = . ':. ·> , . , , '·- .,·. ·, .. '. · ... , - : ,' e,· .. : ··-·< . ~-,_, ,·:.,-.: ~. ,-·. :. . 

natural. La primera a~;o~iriiacicí~ para resolver el proble~a',et ~l~0rit~1o~~b¡,,;La irícx~erto c6ntiene 

una pequeña i~perfcc~ión que0 s~ re~uelvc empleandoCI c<lncepi() de·10-HÓ!g~rl15 c.;mplernentarias, 

que presentarnos en l~ ú!Üina se~ción .del. capit~io, y;que s.on ú ll~ r
0

clajadón de las .condiciones de 
' -.- ··-. --.. - . . •. ': - . --- .·. . ..... -·>·- «·· - ·· . .- ·. 

Holgura Cornplci!lcnta~ias que ~e uti!izan'pa.ra c1i~~ar optim~lid~~ ei1 ia ·,~}~i;am~ciÓri I,ineaL 

.. <.·~.· ... ·.~.·.'·, " . ~:;·_. '· - . ::~:-~~~:-·. "'-," 

EL DUAL DEL PR.o13:LF;rviA.:i:ú: .As1cNA.cfoN 2.1 
-;-::-'=-"'-- '----~'- :*20:--c-.-;c1::::-= ·="Co-"':'-----"'"--=-"º;""_-;:c:- -. ::,_:'7-, =:.¿-,.-0-,7. -"=--=-~----:-:--·.-~--· 

:.:·-::··.\_:'; ,.,, 

Todos los problemas que se han,mérÍcion'adci formañ parte de la Prog'.'r'.mación Uneal (P.L.), dentro 
-""'·.-.: -'.-;/· _, 

de esta teoría, la dualidad trata'con la ~elació.ii entre el probierfia o;iginal .de P.L: y .otro problema 
" •<\'.: :. • ',::,\!: · ·" · c.,c· ·~:_"·i'"· 

lineal llamado dUaL Una interpretaéiól1 irÍtüiÜva .de l~ d~alidad;se'darA po~' medi;; del problema 

de asignación, considerindo;~n ~'robl~~~ ~~y c~r~~no d~ eq~iÚbrlo econó~ic6:°P~ra ~sto cleb~mos 

un agente económico actuando' en su pr<lpi() i~tefds, sÚponga qUe el ~bjeto }t.iénc un prc~i~ p; y 
- ',:~_ ~~'...;:_.. ·:_> . .. . __ ·-- ,,· ---. ..,· --=-,-· .. ~------·--- ,:__~---

que la persona que recibe el objet~ debe Jl~~a; el precio~; . Entonces el valor ~~io dCt obJ~toJ para 
... ' ·: _'.:' '.\' ·.;:.- .... - - - .-:· ', - - . - - ---- _: . --·; ...... 

la persona i es a;; - Pi y cada perso~a i lógi2am~nte d~~ea ser '1.~ignad~ a un -~bjeto j; c~~ valor 
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máximo 1 esto es con 

a;- - p·: = max {a·· -11·) 
)1 }t jEA(i). IJ J 

donde A(i) = (j 1 (i,j) E A) es el co-njunto de objetos que pueden ser.asignados a la persona i. 

Cuando esta condición se cumple para.to-cfas l~ pe:;sonas i,' decirnos que la asignación y el conjunt.o 

de precios satisfacen Ifolg~ras C~m~Íeme~lari~s {JI. C.), cuvo nombre proviene d.f la terminología 
,,, ·'- .. - ' .. .' . ·.'•' -,, . --.· .... -- •' .. ,. •-" ":· -

de la P.L. El sistema: cco1Íóiniéü_~~Ú ~,;:~quilibri~: ei1~J 'sentido de que_ ninguna persona puede 

tener un incentivo unilater~f par,a b~;éar ótr.;'6bjéÍ~, !J'(); lfq~e tale~ éondiéi~i1es ci~ eq~ilibrio son 

naturalmente de ¡;;;;:n: ii~i~~¿; ri~a 16~ ~conol11í~i:ai;¡;e:;: adé1riás existe -uíia -r~l~ci6~ · f:~damen~al 
'.·.: ; • .'- , : J ), •• • .:.:··-~ -·>;:: :_ ::",. · .. ;_·, ·,-; :.:.: -.. <_:">-'. .. ·' : _· J ,::·:· _, ·,. 

con el problema Úasigriació11: Esto se ápreci~ en I~ sig~iente _proposicióií ' 
't::-<,.'. ,,-,--

Proposicióñ 2:1-- S_i una)si¡¡'n~ció~' faCtible yu'n'coilfunto de pr~dos satisfacen las condicion~s 

de 11.C. para todas las persona~ i,'cntonc~s la asign~ción es óptima y Jos precios son una solución 
. -·' --- .. , __ ., 

óptima del sigÚicnt~ probleih~' 

·-min· 
- Pj 

i='····" 
{ L:_" .ma_ ~ {a¡; - P;} + f: P;_-} 

i=IJE:I(•) - j=l . 

llamado problcinri dual. Aún más, el beneficio d_é la asignación óptima y el costo óptimo del 

problema dual son igúales~ 
-·. .,. .,. 

Demostración: El costo total de c'ualquier asignaCiónfactibleHi, k¡} 1 i= 1, .. , n} satisface 
n .. /~· . e'.·-: .. '.;_~;·.,_ .. -<_:- n :. < 
E a;k¡ :S l: .inax {a¡;~ p¡} +.E Pi 
i=I _e__ . i=IJ __ EA_~)'~'~'-- '~:>~--~,"~e' i_;=_I-----•--

(2.1) 

para cualquier-conjunto dcVrecio5{pj1 i = !, .. , n} dad.; que el primer térinincí del_ lado derecho 
. . . ., '' '''· - . ' 

no es menor que 

·: -

mientras que el segundo termino es igual a't~= 1 pi;,. Por otro lado, la asigna~ión y.el _conjunto 

de precios dados; denot~dos por {(i,j¡) 1i=1, -.. , n}y (pj li = 1, .. , n}, respectivamente, satisfacen 

las condiciones de ll .C., _así que_ 

a¡;,-¡>;;= ;r¡}~) {a;;-.V;) i = l, .. ,n 
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sun1ando esta relación para todo i, vemos que 

E a;;;=. E (.ma~ {a;; -fi;} +Pi;) 
i=l . · ·- i:::l JEA(1) : 

Así, la asignación {(i, j;) li = 1, .. ,11} alcanza el níáximo dél lado izquierdo de la ecuaéión(2.l) 

y es óptima para el probÍem~' primal, mie~tras:que {Pi Jj = 1; .·., n) alcanza el mínimo del lado 

derecho de la ecuacicln (;.l) yes cípti;n¡¡,pa;~ el.proble~~dual; ~ún inás; los dos vaÍores óptimos 

son iguales. D. 

2.2 ·TRES IDEASALGóll!Ti'vÜCAS BÁSICAS ·PARA RESOLVER UN 
- . -· ... ,,,..,,.,- ,. .. . 

Existen tres ideaS p~ir1cip¡,l,~s Pf~ª resolver un problema de FCM 
·,o;. 

1) Mejoramiento del costo.primal. 
·. ~_,.:~:~;:: -~¡:~::~~-:- ... ~~·:=: ·;.~;··~'. -.-

Se trata de ~ejor~~ it~.ratl;;;,rn~nte el costo p~Ímal hasta su valor óptimo construyendo una 

secuencia de flujosfacÚble~; 

2) Me}oramien·¿~ ~~! costo~u'al. 

Se define un proble~a21¡,2Lo con'el problel11a FÓ1 Ham~do problema dual, cuyas v~;iables 
son llamadas ¡1rccios:· ¿~:triia de mej.orariterativarneni~el c.;stod~l.Lh~ta~u v~lor ~ptinio con

struyendo una~ecuenci¡deprecios. Los algoritmosque1líejo~:~ ~I costo dJal~~ri,biéniteran en los. 
• .. .,. , -- e • -· - ---= -=---o,-=.·_:.. - ;---=-- ----- - --- . . -

flujos, que se r~l~ci~nan con ¡;s pr~~io~ a t;avés de la propiedad de holg~ra.S c.:.mpl~n~~nt~rias .. 
. ·.;, -;>;: 

3) Subasta. 

Este es un procesci que g~nera~;nas~'cueL;,. de preci2de Íal m~~ei1quees·E~ remi~icencia de 

las subastas de !¡, vida real.: H;,_¡,¡;,_ndo éstri~tani~nte, n.o hay m~jo~ami.,'ilúi del ~';;5to primal o dual, 

aunque se puede pensar el proce~o; de 5i{bá.sta corno ~n ·~~jor~~i:~to itcr~;~Ívo'del ;~ost~ dúaJ en 
'''.. ·. :.-,'.'< ,:·_- ·:~::.:-,·: :.·: .. ·:. ·./', ·. ·:.\' -,. ·,_,:e,''.'-:.,,:.· .. ·;·,-:-·.;:_'-·-.."-<·;_--:,.:-,'.:·. 

un sentido apro~i:nad~. A:dc~js d~lo~l'!e~jo;,lo~· aigori~_;;;~ss~ba:;ta t~mb~~ ';'t~ra~ e~lós flujos,·· 

que se relacion~~ co~Iosprecios a t~avés d~ la propiedad lla~ada e:-holg~ras comple~rintarlas, que 

es una forma aproximadá de la' propi~dad de holgu~as complementarias mencionada.". 
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2.2.1 ME.JORAMIENTO DEL COSTO PRIMAL 

Una idea algorítmica importante para el problema de FCM es iniciar con un \'celar de flujo factible 

y generar una secuencia: de vectores de flujo factible, teniendo cada uno uri mejor costo que el 

precedente; La diferencia.de C:lial~squi~ra dos flujos sucesi,·os debe ser una circulaéión, pon1ue '.'mbos 
< : .:>· .. \:.·-,· ... _ :. ·-·- _ ... · .. ' .. 

son factibles, y para n1líchos .algoritmos, incluyendo el método simplex, esta circulación involucra 
" ·, .:-~ '?·,·.·-: .;,\.~-~- ~ 

únicarncntc un·ciclo Simp;C. 
' .. :·_'.<·.' ·-,).' '.. ·.· . , 

2.2.2 ME.JORAr-1IENTO DEL COSTO DUAL 
'-· -.. \·,,~-: (/:-· ~>>·'_\::.: .·._:·._ ' ·_. : . 

En analogr'a con los ~lgorit.~~~ 
0

de rÍ!ej~ra~i.intó d~l costo prir~aJ, se puede. inciar con un vect~r de 
~·-·' -~ 

precios y tratar. de; ob'terlú'.sllcési'Vll.ment~ nuc1·os vectores de p~ecios méjorandó el costo dual.· La 

mayoría de los algoritmosd~ este tipó iP01uF~nc~mbi~s en los r~ecios ª trav;;s de.&n tipo particular 

de direcciones, lla;nad;,s dirccéi~ne~elc-;,.entales. T;les dÍ~ecci~lles son de la for~a d = (d1 ; • ., dn) 

donde 

. d¡ =1· .. 1. 
o 

y S es un conjunto con~Ctad~ de nodos. Los diférentes algoritmos corresponden a diferentes 

métodos para d~t~rfui~ár ~·l ~onjunt~de nodoss.·i Dada una di;ec~ión clemental y su correpon-
- -:;--· --:-:.-" -.. ' 

diente conjunto s, los precios se 
0

modifiéa~ de talman~;.,¡ que el nuevo vecto~ de pr~cios tiene un 

mejoramiento en el cos;:~dual: • . - . 

La existenci~ de al rnénoiun2dirccción)lementlllpára: eÍ ~ej..,rámÍ~nto de un veclofdc precios 
·-· • - ·'_! ;--.=º·,--,-:--.. ---'~---o;·--=-------~-·""· --- ._ · ... --·- - .. ,·.,.. . ' . 

versión dual de la siguicrüc propÓ~l~i6~ Si ~n ve~tor'ae jl;)·o no, es óptimo/e~t~nics eiiste al menos 

un ciclo simple con }o;tó ne~~t;!~.ya:~ue' a~¡;()~·;s~~ e~~~ ~~~e~i~les~c ¿~ t:Ci~e~a: ,;;;;,; g:ne;ál 
'~; ':" . . :t·'Or ~ • ::• O '.•f <; 

concerniente a ve.ctol'cs elem~ntal~s dé súbespacio~; <¡IJ~ son cent.ralc~ en .la t~oría: de la programaéión 

monotrópica [Roc84) . 

La mayoría de- los métodos de mejoramiento ~el co~to dual ,al cámbiai el vec"tor de pre~ios P en 
. . _-- -,·· 

la dirección de un mcjOramieritCi-def costo d~al iteran también con un vector de flujo X que satisface 
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11.C. junto con P. Los algoritmos terminan cuando X es factible y como (X, P) satisfacen H.C., 

entonces son soluciones optimas primal y dual. 

Se discuLen dos métodos que seleccionan direcciones elementales dd méjoran1icnto del costo dual 

calculada niucho•m~ rh;i<lo'q~;~¡~di~~~~iÓn•'úpeiiaientc·íri~~ii~~~:'X•~~;;·~d~ la dirección 
--~·, ·~·"~ ~ . '.~,-~ ' .. - . . 

coordinado es cámbiadoi cst8'rri;;~!~x~l_no.libr~'cle ~~en~C) c8ordfr;~c1~:· N~;c, .sin. embargo, 

que las direccio;íc~ d~··asccns~ c~ó~din~d() ~~ pu~den ser usadas exclusiv.;mente para mejorar 

el costo dual, corn~ ~e m~~~tr~ ~n la figura 2.1 
-'·· ' ,.· - ... •:-.·.-. __ .:- ,-, '"· 

P2 P2 

Figura 2.1 a) Aq~Í' pcid~mos obs~r~ai lá dlfiéÚlt~'a(·.;;.;,: iter.:dones de ascenso 
coordinado ex_dusiv~fnc~_tc.:,EI CoS.tO_du_·~ ~ Hne~ ~ci~'-~e~~a.zc:is/a.5í_Ch--algu_na. esQu~ha 
(punto extremo) ser'á i_lnposi_bl_e nl~j~f~_{el:_é~s.tO_ ?.u_al.!~~~biá_n~~: ~°:-~~uier. p~~~io co
ordinado simple (csdedr uno solo):''\::·;;:;•.,.:• ,·,: :> ... •.: : •, : " .. ·. 

b) El mejoramiento del costo dual 'ci. pÓsible'al.cambia~ .~;;ri~s prcd.os coorcli,nados 
en cantidades iguales, que corr~sPO.~.d~Ó_:a · ,,J"~'a. dir~c~?n .cJ~lTICn.~al. · · ···· 

Ambos métodos, el primal-dual ye! d~ rdajaci~n z~i,~an~iig~it~sdelproble¡~són enteros. 

Aún más, simultáneamente con un vector de precios óptimo, prcip_orcionaii'un ".ector de flujo óptimo. 



2.2.3 SUBASTA 

El tercer tipo de algoritmo representa un alejamiento significativo de la idea de mejorar el costo; en 

cualquier iteración, uno puede deteriorar tanto el costo primal como el dual, y a pesar de esto al 

final se encuentra una soluCión óptima primal. Esta idea data de 1981 en los trabaj<;>s de Bertsckas 
- . : : , .. e:.-. .> 

[Ber81,Ber85b;Ber8S) cuyo a!g01·itmo tipo subasta es un procedimiento pára el prol;lemade iisignación 
. ···e_'·,·., - ':'.:_· , ' ·. 

(acoplamiento biparÍ.ito) que ;irecéde a la familia de algoritmos RELAX. 

Así, en el cont~xtod~I i>r~ble'má de asigr~ación surge un pr~ceso.n~tural ;í>ax~11co1!tr;;r una 

asignación y un: vectorAe precio~ :en eqLiiibri~; a;~or1srclC[ai a'l~s ~odéi;'d~{un~¿onjllnlo• de la 
.. ::;:--

bipartición co~ü 1iersónas 6 ig'~~Ies ~ca1iz~rid6 ar~rtás 'poi losóbjefo~;q~~· s6ri' rcriés¿r~tacios· por 
f. '-<;,:, ';;:·-- -·,;· 

el otro conjunt()·. Las .v~~l~bl;s. du.~leo ¡1;~ c~rr~~poí.J,~~n~!'s. ª_!~~ ~Jdo~~bj~t6~'. ;~n.\ist~.co11~0 ios 

precios actual~s d~ IÓs ólijelosiin fa súbasta.; !le;:.;os di°~ho que ef préiÍ>Je~i~ éaíisistc.erÍ. Mig;Íar a 
- :C' _-'.: ~·- ·:--;. ', ." ._-·_- - , ·é _ .- _-.~~ .; ~-'.-· ,' "-~ ~-· ·-"-~ • '. _ ,' :_-'__.·._· · •. ·: :·'!~~ ·:. · .. \<'.!~_'.,- "'·~·-' ' .. : .. · ; ' .. :e·.:· .. :>': ;, ', 

'~"~:.-:- ',~-,~:t: 

manera que el objeto que fo~ toca bajo la á.signaéió~ :es ~I d~ su máxifh~ p~éfc~~r;ciii.>Es claro que 
, •.~¡ ,__ -. · ,~!-: . -_L·:: --~:- __ , .. -· .. ··~-::~·:~~ ~,;; 

si todas las personas están asignadas de esta manera; 1{~~b.asta ternÍiná, en otro ~aso, exisl(! una 
.~ '_ .. · 

persona que no ~stá.. asig11acla> E~ta persó11¡¡ bus;a ~~ obj~t~~r.;f(!~id~y r¿,;Íiz~ un/ord~~a,. d~~do 

como resultado que ~I pr6cio 
0

clel ~bjcto s~~cnc~;ez~)· ~d·¿~1.1{p~r~~ni qurc~t~~~ ',i_.;ignada• a 

él (si había) quede sin asignar. Este proceso se' repite 1ia..".;ia"quc,tod;,s 1rui persona:i consigarí ur1 
-:=.t, . 

objeto. Este pr~ceso se JÍamá algÓ~itmÓ de ~ub;¡gta'. i;éxpc'rto ¡Íorque Ú~ne una seria' imperfección, 
,--v '":~;,,,,-, .~.;-~; ·' 

sin embargo preéisameritc' ci~ta in1perf6cción níéii.iva: un' algÓritmo ·correcto atrnque un poco más 
; ·t •, -·~ .. ; -. '."--

2.2.4 

rrecios y de asign¡cione~ ¡;,.:;üaJés. AÚ~iC:i~ 'd~ ~ad¡ iteración, las ~~nclicioncs d~ H .c. 

se satisfacen para todos l~s p~res (Íii;)~de la asignación; pa~cial. ·Si' todas las perscinás están 

asignadas, el algoritmo termina. Ile otra for~aselecci."nainos_alg~na perso~á. sin ..,;i~nar, digamos 
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la persona i. Esta persona encuentra un objeto j 1, que ofrece valor máximo, esto es 

(2.2) 

y entonces 

Hacer Ja asignación de i al mejor objeto j¡; la persona que estaba asignada aj¡ al principio de la 

iteración (si había) llega a ser no asignada 

Colocar el precio de j¡ al.nivCJe.n el cual el o .ella es indiferente entre j¡ y el segundo mejor objeto, 

esto es, el o ella coloca 

Pi; en Pi. + /i (2.3) 

donde -y¡ = v¡ - w¡ (2.4) 

con v¡ el valor del mejor objeto v¡ =' max {ai· - p'} 
iEA(i), J. J 

(2.5) 

y con w¡ el valor.dd segundo mejor objeto w; = . max .. {au-Pi} 
iEA(i),h!i; · 

(2.6) 

Note que como p;; es incrementado, el valor ªii; -: Pi; ofrei:ido por el objeto 'j¡ a la persona i 

se decrementa. /i es el máximo incremento por el cu~J.pj;' puéde .se~ inc~ementado, mientras se 

mantiene la propiedad de que j 1 ofrec~ valor máximo a l.·; . ' 

Este proceso se repite hasta que cada persona tie~e, llr; ~lijet~ asig?ado. 

En cada iteración de la subasta, Ja persona· i in~r~menta el precio del objeto que prefiere, por un 

incremento en la oferta de¡¡, donde¡¡ no p~ede;er>ne~~tivo,dado ~u~ 'v¡ ~ W¡. (Ver las ecuaciones 

(2.5) y (2.6)), así que los precios de los objc¡os tienden a incr:mentarse. La .elección ¡¡ sé ilustra en 

Ja figura 2.2 

Tal como en una subasta real,' incrementos en las pujas y enlos. precios hacen que el objeto 

seleccionado por el que realiza la puja sea menos atractivo para los demás participantes en la subasta. 
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___ ; _____ v¡ El \'alor tic i1, el mejor objc~<? para la persona i 

J-incr~mento en la oferta 1'; de la persona i por su mejor objeto j; 

--·------ 111¡ El valor del segundo mejor obj~to para la persona i 

Figura 2.2 En ·~1' alg~ritmo .de subasta inexpc'rto, aún después de que el mejor 
objeto j¡ cS inciCinc1iiado-:Por' una·orcrta -y¡,-.j;-corit,itlúa.siCrldo cl:mejoi obj~to para 
Ja' persona i,: as('q~c ~~ c~~-dic~~~~s 'd.c' holgur~ ·camplem~ntarias se' satisfac~n al final 
dc:la itcraC:ión .. SiÍI c~.1ba~'g0;·.1(:::=: O s_i ~Xis_tc_ un einpatc entre do~ o más <?bjet.os ·que 
sean Jos_m~,pr~f~rid_~~-p~r~_Ja-fl~rso~_":_·¡.--- ' . 

- :._ •/'.' ~{· .: ·:O· 

2.2.5 ó-HOI.GUR.AsC,coM:PLEME.NTAI,UAS .. 

-: :,'_. . - <-:_-_ :· :~: .. :~ ·,;.,:. ·.·-~::.-:~;_: ·._:.~ ;;_:·.· -. ~~ -~- ~- ·'.·::-. : ::·'.:-;· .. ·;·_· .> 
Desafortunadamente,~: a~~~!i!:~,~fsubas~a~!nexperto no siempre trabaja (pero a pesar de esto, 

es un procedimi~rito de inicializ;.:ci:ín .cxcelente·para otros-mcitodos,: como el' primal-dual o el de 

incremento prc;pue~to ::Y{cs cero'"cllando' dos o' n,¡;,; objetos of~écen. valor máximo para ~l participante 
< , • ": - '·' • ~ - ' -· ' • - • ' • • ··-: .. • • ·- • ,. , ;, • ., • : ,· , • - ' 

i. Corno resuÚado de esto; se iiuede'ércar u~a sitúaciói1 dond~ variM personas compiten ror un 

número pequeño de obJetos'iguahhente de'~éables ~itÍ i~cremc~t,;¡. sus pr~:~os i:reando un ciclo que 

nunca termine. Estcf se~bs~~~ae~laf.gura 2.:J , .. 

Para romp~r tal~s ciclos;~~ Í~tr~d~ce_11i{niecanis'ffiode pertu;baciÓ~; ~oti~;.dopor la'.s subastas 
- .-::0:.~=''C' - -~- ·-=; \::--;--·--=- -- . ,_ ~ -

verdaderas donde cada ofert~por~n~bjet~ deb/a~rrie~tarle~I precio, ~unque se~ minimamente, y 

las personas deben tolll~~ ~i.isg~s par~g~nar'su~'~bjéiris pr~feridoS'.En partic~la~, fij~nios un escalar 
:·.('. ~·-;·. 

. u~• ve~tor de. precio~ p satisiace~ l" - /{o lg u ras 

Complementarias '(ó -'H.C.) si 

a¡· '- p· > max {a¡j, _:,:p1}.- ó 
J • J ~:.lEA(i),o ·. · ... 

(2.7) 

para todos los pares asignados (i, f). En otras palabras, para satisfacer l":-ll.C:, todas lás pe~s~>nas 

asignadas parcialmente deben estar asignadas a objetos que están al" .de distancia_ de ser. los mejores. 



AJ inicio de ·" Précibs ele ' i \ ... · 
Ja iteraciñn # . los~bjefos A~ignació .. I 

1 
2 
3 

(1;1); (2, 2) 
{1¡ 1);(3, 2) 
(li l); (2, 2) 

~crsona 
:. Ofertan te 

3 
2. 
3 

ª''=e> O para todo (i,j) 
con i = 1,2 1 3y)=1,2 
y a;; = O para todo ( i, j) 
con i = l, 2, 3 y j = 3 

Objeto Incremento en 
Preferido· la oferta 

2 o 
2 o 
2 o 

Figura. 2.3 . Eje~~lo ~~"e~~;~ el algo;rhmó su b~ta inexperto· p~ede no. terminar 
nur1ca. 'E~tc': c~c~~Pl.o.' inyol.~-~ia .? P.~r~~.~~, .. )~ 3_.~~j~.tos ... A~U.~, l?s pbje~os.} Y 2. ~fr_ecen 
un bc~.~fi~io __ c >:.~·~ tOd~~~aS Pc'r!;'?~,a~;.-y._ér~~jC_lo._3 of~~~~ u~_'.b_f7nc~cio 4e_O ~~odas 
I~ pers6~1as;~ :.~l~~ga"~i~~':l.·~ntr.i ·~n-._~n_: cic_l_~ p~r;q1_1_e:!.~'.-~:rs':1.~~-~- 2;y -~--~~~an al~~r- -
nad~me~te ~L~_bje~_o 2_ Si~ -~~cre~c-~ta_r·_ el prC~io/pár~~e prefier~~.' igual_mente ~I ~bjeto 
1 y el objeto 2 (¡Ío,r:Jo que ,:Y1',,; ó~ vea:' la ~g-ura 2:2) ;; . ·. J, ' . 
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Ahora se.puede reformulirelir~c~sodes~oas~~:pr~J¡¿;,~~.t~.~an~r~'que el ¡hcremenf.o de la 
~',/ -_·-'-"'· -, - o.-;o ,:¡__: ~~.-o~ ~-.. -r• , ~ 

oferta sea sie~pre al ~crics igu~Jii ¿ Eí'lllét~do ~csult~11te:!~J ~l~~rit~o'dé s~b~ta, es el mismo 
~-~,,: -·:\t -~ 

que el algoritmo de subasta iriexpert6,'except~q~c ~Í in~~cni~~to\) es 
- :···;;,.· < _-,. '._ .. _1 :' ·: .'; ... -- • • :>, ·' 

(2.8) 

que es mayor que -Yi'= V¡ :::~¡de 1.:.~~i:ua~iórí (2.4).'Con esta: clécción; las C:ondiciones de é-H.C. 

se satisfacen como se il~~t~a e'! Jafigur~2.r 

Figura 2.4 En el algoritmo subasta, aún después de que el precio del objeto 
preferido j¡ es in~rementado· por una oferta .,..,, j,· estará a e de ser' el más preferido, 
así que la condición de t;-HC se mantiene al° final de la iteración. 
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El incremento particular -y¡ = v; - w¡ +e usado en el algortimo subasta es la cantidad máxima 

con esta propiedad. Incrementos menores -y; pueden trabajar tantÓ .conio 7; 2: e, pero usando el 

mayor incremento posible se acelera el algoritmó .. Lo_r; .. e ·es· consistente con· la experiencia de las 

subastas reales, que tienden a Íermiiia; inás rápiclo cu'~ndo las o~~rt~son~·~gresivllS. 
,· '.-. . ,. ' ·'· ·•'-· - -_:·-, ·- _. _-.. _, ;. 

Para demostrar que este prdcesó l~r;;:;i~a necesada~;iú1i~'¿oii tina '~'ig~~;i~~ Í~cÜble y u~ con-
- .: .. •,·;· ,::.: , .. · ... ·'· .. •', .. _ ... _.,- - .. · .... ·. -.· ''.·· ,, '· · .. ···. 

junto de precios que sátisfa~en /.:.O Ú;C, note que'-si u~ "ob}ctJ ;ccibC.un·a;ofcrt~ ~n· m·it~raciones, 

su precio debe' exced~r ª su~~~rcdo iníci~1.'en a.I ~~·nos mt:. Asr ~~;~·\;na·~~ 5í;fi<:iente1ente larga, 
- . . ' ' -.-.. . -, - . - - . ; "~- . " -··.. '•,!;. .-., : ' :-·-.; - '"~;,' • - '· .,. , .. ·- - ., - ',.. : . ~- . ·,._ -._ ••. ,. - .- --

el "objeto" se~á·s~ficie'11~en~eiite c~r~ ~árn~r¡j~~~~á'o ~·;hr~;ibr" ~·a;~1i~ 6~j~¿~\¡n~~~o\;~ recibido 

una oferta. Por ló·q~e·:íril~an~ent~ rl~~ ui_~ú~~r¡''1'imii~db deit~ra;iJriciun ~i;j&;·~~~d~ recibir 
::;:-.-: "-· i< ~· 

ofertas mientras qu'e otro obj~tó no r~~Íb~ liing~~a Óforta.'.iPor 6tra part~, ~iia v~z que ~do objeto 
•• •• • -;~~~:,: ' -.-p 

ha recibido al nienos üná.cír<iri'a , 1a. subasta terri:ti~L 
;_:_:·:,· 

La figura 2.5 m~~~l,;a~óÍn~~I ál~oritm~i~bllSta, bllSadoen el in.érement67; = v;_;w;+t: termina 

el problema del ciclado del ejemplo en la fig_tJ_tª an.terior 

INICIAt."'CNT[ 
ASIQl.IADO ...._ 08.1. 2 

<zU,,. e> o pá'ra todo (i,i) 
._corl -;_~·1, 2;3 y j = J, 2 
· yá;j = O para todo ( i,i) 
con i=_l,2;Jyj~J · 

INICIAl ... (NTC 
81NMUO"l4A 

Al inicio de 
la iteración # 

Pr~cio; dJ~~' · •• ; · · .. Pérsona 
l~s objeto~ ;Asign~~ión' Ofcrtaíi{é 
; '::, . ·- .. ,~o :.~:~ ;'¡ 

. Objeto 
Preferido 

Incremento en 
la oferta 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

· o, o;o •.fy(1;1);(i;2) 
. O, ij O.•·. (1; 1), (3; 2) 
;2e,e,O ;(2,1),(3,2) 
2e, 3e, O "((2), (2, l) . 
4e, 3e, O> (1, 2); (3, 1) 

3 
.2 
1 
3 
2 

2 é 

1 2e 
2 2.: 
1 2t: 
2 2t: 

·, .- )··'/:,>;,.{,~',.'(· :·: 
Figura 2.5 Ejemplo de como el algoritmo subasta corrige el problema de ciclado 

del ejemplo de la· figur,{2.Ji· had~ndo un incremento en la oferta en al menos ~. La 
tabla muestra· uná'.seclÍ~nciáposible de las ofertas y asignaciones generadas por el algo
ritmo subasta,· inici¿lndo.co~· todO~ -~Os precios iguales a cero y con Ja asignació~ parcial 
{(1, 1), (2, 2)}. En cada' iteración, excepto la última, la persona a.signada al objeto J 
ofrece por el ~bje_t~.I. 0·2, i_?cfc:meD~~ndo el_ precio en~ en la primer~:iteraci6n y por 
2~ en las subsecuéntcso':En la· última iteración, después de que los precios de l y 2 
alcañzan o exced~n· c 1 ci" objeio 3 recibe una oferta y la subasta termina. 
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Cuando el algoritmo de subasta termina, se tiene una asignación que satisface e: - JI.C., pero 

¿Es una asignación óptima'? La respuesta depende.fuertemente del tamaño de. e. En una subasta 

real, una personi. prudente no desea hacer una oferta excesivamente ali~.· para obtener el objeto 
, -~ . . 

a un precio inncccsaria1nc'i1tc. altO::_··cor~S.~~~·~·~.~c ·é6n, ·-~~_ta ~~.t~!.c~díi:{.~·~dc'riios_·~c?!J~~Li-a~ ·q!~~ si_ e es 

pequeña, entonces l~ ;.,Si~rlación fi~al s~r~ '."ca.sfÓpti~1a": •·. Er(particulár ; der~ostra•c~os que el 
',_. > - •• - ' - • 0-0 ~' ... ~;< .· . ' . ' . ' ' . 

beneficio total dela ~Í~~~ció;r fi na'J está· a· ne: de. ~er ;;·~t·i.;,,;_1 ¿~ lcleá ~s' Cj'ue. IJ na· asignadón factible . ' . . . . . ., . -· - . ~ . . . - . . ·,. -
""-.'.." 

y un conjunto. <lci ¡,;~~i~s sa'tisf~ciericlo é .~. 1f.'c. · l'~cid~ ;e; vi~t~·c6"1i;. ,iilo ·cj~~ sáÍ.isf ¿c~ 11.C. p~ra 

un problema ligeramente difcrenie;'·Jorid~ tod::s 1¡hcnefic.io~ai; s:~ lo~';n·is;~~s que antes; excepto 

en los beneficios de los n pares'ru;igÍ1ado;, qué ;óií modificados en no'nui.i de 1:. 
o - " • •· - ..• ·- . ' . - . - .,"\' . ' -· ,. ,_¿:<--~- -. . ' ""-.. ,_."' "'"·:;·. :.~ ... 

Proposición. 2.2 Una asignación factible i¡tiesatisface/.c. H,dj·~:nto·con un vector de prdos, 
ce• • •• - ~·n <'. • ·::}' 

está dentro de ne:.de ser ópúm~. :Además¡ é1 ~~~ta~~ªº ii~ecio~ ~~ti dentro d~ Ti~ de ser. una solución 

óptima del problema dual. 

Demostración. Sea A· el ber~efido total de la· asignáción óptima 

y sea D" el costo d uaI óptimo 

D"= 

sumando sobre todo i esta rela~ión,'.~e v~que 

o· ~~(;~:{;¡{a;,~ p,f+#;;) $;~a;;;+ no $A'+ ne: 
< :-::'-· _'_':-_/' '·'.·/, ·::-:·;' 

Dado qu1diemos demostrad~ en 1.i' pr~posli:ión 2.1 que A. =D'' se sigue que· el beneficio de la 

asignación total E?=I a;;; está ~ men~s de~ no del valor óptimo A.' mientras el costo dual de ¡;está 

a menos de no del costo dual óptimo. O 
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Si los beneficios a;; son todos culeros, que en la practica es el caso típico (Si los a;; son mí meros 

racionales, pueden ser transformados a enteros mulliplicandolos por un mímcro conveniente), en-

ton ces~! ~cneficio total ele cualquiCr asiguación es entera, así si né <l J cualquier asignación r~tdpleta 
- :' . ., .'., -·.:. ' "'--. .:,-.- . 

que esté a menos de úE: de ser óptim,;_, debe serlo. Se sigue chton~cs que ~i E:<: l/n y l~s coeficientes 

a¡; son todos enteros, e11tol1~e~ ;[a i,,;ignaciónobtenldaal t.érmi~o d/~lgorid1~0 sil,ba~t~ .es óptima.• . 

La figura 2.G rmicslra l~ sc~~en'cia 
0

de lbsprc~i~~ d~ losobjetos g~ncr~d~s para el ejcrn¡;lo de la 
..... · .. :. ·- . •:- -· •. ,_ . ' -.-, ' ' '- " -···· .. , ,· .. ,· t-'.. 

figura anterior, en relación' a lo~cont~~nos de la r~hci611.diicost~dÜa1: 

-º""'"º ··-;., ..... : • ' . MtQNAiOOAt.otlJ,t ~ 

· a;, = e > O par.> todo (i, j) 
~ ~ ~ . ~ - con i = l, 2 1 3 y j = J 1 2 

Ml:;::¡-:,~u~i':i'a~ 2 2. © ~A(CIO •H1C1A1. · 0 y a iJ = O para todo ( i, j) 
· con i = l, 2, 3 y j = 3 

INtCMl.lolfNTE .~.-. ti\ ~Rf:CIO IHICIAL_• O 
SIN ~lGNAR \..:::,_) "V _ 

-:-· . ...::----"'---:::;-
P2 

e 

CONTORNO DE LA 
FUNCION DUAL 

PRECIO P3 FIJO EN O 

',·'P1 

Figur~-2.lr:. Sccucnci~· -~e ·~;~~i~s·;~.--~~-·-p~···~en~fad~s p~r -~.l aÍg~ritmo su basta para 
el ejemplo de la figura 2.3 y de la figura 2.5. t:i:figÚra mu~stra las superficies de igual 
costo d ua} en e) espacio P1' y P2 ·con ·Pa fijO Cn cero," " . ' · 

Se puede ver en 1;. flgura 2.G q~e ~ada oferiaÚ~h~:~I .;'r~~to dec()locar elprecio del Óbjeto que 
··<:~. -·.:.--~-- ---o-,~:-~~~;,;;· --"'-7·-';;'---- -,--o-o--·~ ,-_ 

recibe la oferta;c;;si igual (ámenos de nE:)al precfo que minimiza el costó .dual con respecto a ese 
• . .. ., \. '.. • •. _ t ~ •.-' . J - ... ~ .' .. _,;_ - ·- -, :·, .. -:>. · .. ~ . ·. ,. . . ..' :- ·, ". .,. · .. ·• 

precio, con todo~ l~s otr~~ ~~e~io~m~~Íe~ido~ cci~~~~nt~2dn;¡'ri¡~iirnción s~cesiv~d~ una función 

de costo a través de c~~r~~~~d~ sin;ple~ ~s unat~rea ce~tr~1.Je1 'd~scenso. cooi~inado y. de l~s 
:;.~-'"~~. ;' : ·'<. c-:J: 

métodos de relajaci¡;~' que son P~)lUh1res par~ la mini~lza~ld~ ·~¿; r~~trinkicl~cl~ f~nciO~es ~uaves 
y para .resolver sistema$ de ecuaciones ~() lineales. Asi, verem~~ q~e ~I alg~ritiJ;o s~bilSt~ puede ser 

interpretado como un métod~ de descenso C:~orclin~d¿ ~~rb~i~ado, p~r ;lo que e~:¡;r~laci~n~do con 

el método de relajación. 
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3 METODOS DE ASCENSO DUAL 

En la primera sección de este capítulo se obt.iene el problema dual del problema del flujo a costo 
;" ·:,: .. < ::: . '~.-~ '·'::-·' > .· :«·: .. ·-- : 

mínimo, así como las condkiones bajo las_c!rnles; soluciones a cada uno de los rrohlemas son óptimas. 

Posteriormente: se trai;n l~'-id'e~ f11ll:da;;~ntalcsde 1Js ~lgoritrnos generales ~le ascenso dual para 
,'•.;\:' ,:(;- •:, :t,--

el problema de'FÓ1 y s~ d~sé~h;én -detaiiáda:nent~ dos n1ét.cJdos: el priníal-dual y el de relajación. 
: '. ,_,.. ": . .''' . - -~ 

El primero utiliza, la dirección elcrniirital ~on ;rnáxima derivadá direccional para 'mejorar el costo 
l"··- .·- ~··; ~ -~·. -~-~ ;.: ;'·~ -. 

dual, mientras que~I ~étododéi~1a:]~~icín'utfüz~ di;~c~ig;;~~qué 0Í10 séi;1 ;,.;~es;rlament~ d~ llla~i;no 
' . " - '""'• '.,. .... ·J:-.. . - :·".·:. -

crecimiento, pcr~ qÚ~ s~ cakulan fá~il y eH~i~n(~\'neíite. En 1.;: Ji tirria subsec~lCÍn ,~~ ~~~sent.;: el método 
~----- _;_,;-::: -- ;<.:., -_. ... :\''.."' 

·:.::_;. 

de relajación con. iteración' cn'ün,solo úc)<ló, qué permil~; ahéirrar- c~lcul<!~ y hace, rnas eficiente', la 
.-_:"_-.. -.-.·-__ -- ~~:·/~::>~·-_,··?/' .... :.·: :··.: ,:'-'. 

implementación c~mpu~~cic:n~J.:'' 

3.1 

- ';·_ -~ 
- - .-.. ¡· --~---· ;,,~y·. 

DUALIDAD DEi>PRÓBLEMA:DE •FCM 

El problema de flujoa.:ost~.~f~i~os~pl~~e~LribLde,la sáui~nte manera 

Min ,¿: a¡;x}(P~·-. 
"·~ · (i.i)EA ~- -

_ .L :<:xi·;.~ .. ·~··t;'.{:.~~~i:~:~.s¡ 
{jJ(i,j)EA] , , ÜJ(i,i)EAf 'f , > 
b;; :S x;/S c¡j V (i, j) ~ Aj 

._,,t~. ,' \- .;\ .. \ .. ':.:~--... : · .. ,,·~_<· ; ' . ~·: . 

(3.1) 

para obtener el problcm11 dúal,'co1~sideraino's,a kcom~u~ muÍtiplicador de Lagrange asociado 

a la restricción de conser::ción'd;'fiujo.·~fr~~I ~~~o ~íia fu~ción Lagrangiana es 

L(X, P) = L, ~J;xi;~f (~/- É • x;;+ , L: x;¡)' p¡ 
' (iJ)~~ '\ < iE~ , ····/, ,. {il(i,i)EA) ; , ' {;J(j,i)EA) , 

(i,fr;A ('!ij!+~j·~ p¡)~ij t.~s¡p;(, , ,1 (3.2) 

entonces el valor de la furició~ d~;,¡ Q(P) ~n\1~ vecto; ¡>, se obtie~e ;ninirnizando L(X, P) sobre 

todos los flujos de capacidad factible 

Q(P) =M,,in {L(X,P) 1 b;; :S x;; :5 e¡;, (i,j) E A} 
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como la función lagrangiana L(X, P) es separable, su minimización se lleva para cada uno de los 

arcos (i, j). Cada una de estas minimizaciones pueden ser _escritas, finalmente, de la siguiente forma 

Q(P) = .L; q¡i (p¡ - pi)+ Í:: ·•1P1 
(~J)EA iEN 

. . ·. . 

q;i (Pi - Pi)= min {(a¡j+ pj'.... p¡)x1;lb1i.$ x¡; $e¡;} 

~ { ::::;:: f ;:;~;: rtd: :: · ·· 
donde 

la forma de la función q¡; se muestra~n I·~ r.iu-ra3~1 

COSTO PAi MAL 

PARA El ARCO 

(1.IJ 

PENO • al) 

bij 

\ 

1 

l 
f 
f 

cij xlj 

COSTO DUAL 

PARA EL ARCO 

(l,JJ 

Figura 3 .. 1.~_C:ostos primal ydual para el arco (i,j) .. Note que J()~ pnt.isdc r~~tura' 
de cada func1on corrcsp«;>~~-~cn a_pcndic.ntes de segmentos lineales en la ~tra función. 

: ' -. 

por lo que el problema dual (D) es 

Ninguna restrfoi:ión en P 

(3.3) 

xij 

(D) 

Es necesario introd~cir al~~na terminología: .Para cuaJquier vector de precios P, decimos que un 

ar~o (i,j) es 

inactivo si Pi< ªii +Pi 

balanceado si l'i = ªii +Pi (3.4) 

activo si Pi> U¡j +Pi 



PI - Pj 

aij 

bij cij xlj 

Figura J.2 Ilustración de lascondid,:;ncs de 'H."C. Pi~a cada arco (i,j) el par 
(xt;,p; -I'i) debe ubic~rsc c.rl·Ia gráfica mostrada.· 

Si p¡ - P; ::; a¡; V ( i' j) E A • Xij < e;; • Pi= a¡; + Pi V ( i,j) E A 

Si p¡ - Pi.<::; a/j V (i;j)EÁ b¡; < ;¡; .·. =? . tal que b¡/<( x¡; < c1; 

o equivalentemente 

Si V (i,j) b;; 5: x;; 5,c¡; 

x;; =\ • .e·.;; sip•; >.····. ª.·.;;·.+Pi 

.• b;; si p¡ <-a¡; +P; 
··: . ,, 

que puede reescribirse como.~igue 

x¡; .. = b;; ·. _ )' (i¡j) inactiyo 

V (i,j) balanceado 

: : .: ~ . , . . _; . . 

En la figura 3.2 seilu~tra);~ ~o~diciones de holguras complementarias. 
> • ·".:<- e' ·,-··.' .-. •.· ' 

El siguiente es un resultádo básico de la t.eóría de dualidad 
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(3.5) 

(3.7) 

Proposició~-3.1 SÍ u~\~~tot'~~ riu}o 'rá~tlbl~ ;; yun vector de precios p• satisfacen las -- .. : ";_; .. ' ........ _,.'·- .. . . .·-- ,:;_ 

condiciones de hol~uras c~~pl~rhent~ri:; eniClnc~s x··es ~ná solución pri~alóptÍ~a y p• es una 

solución dual óptima. Además,~~) cos.io 6Jltirnopri~a¿ceLc~sto iptimo dualson iguales. 



Demostración. Primero demostraremos que para cualquier vector de flujo factible X y para 

cualquier vector de precios P, el costo primal de X no es menor que el costo dual de P. 

Así, tenemos que 

Q(P) $ L(X· P) 

= L a;;x¡; + L (s¡ - E x¡; + L x;¡) p¡ = L a;;x;; 
(i,j)EA . ','EN.· {il(i,j,lE1} . (il(í,i)EA) (i,j)EA 

donde la última desigualdadse debe a la factibilidad de.X. Poi otro.lado, tenernos que 

Q(P•) = mjn { L(X¡ r)í h1r$ ;ij $ Cij, .(i,j) E A } 
.X : /• ... · : •.• . . 

•, .,. 
'' - ·- -- ,\ ~. ':_ 

= L(X•; P~) = ,E, a;J;r:i; 
. (i,j)EA, ·· •·:•· 

. : ... 

(3.8) 

(3.9) 

donde la segunda igualdades ~~rdadera pc)rque (X~ ;p-) satisface 11.C. si y sólo¿¡ xi; minimiza 
, -, - ":.<_;·.·- - . -- . -:;:·;'· . - ' - ·--~ .. -

(a;; + Pj - Pi )xi; sobr.e todd,/;j E ¡/,;/.~~ff~ar¡.tocli(u;J) E A. 
y la última igualcl~d ~~sigue d~ la 'expre~ión l¡gra~~i~na (3:2) y la~actibilid~d d~ x· .. •. 

• .- ··'... ',· • - • : ' _, ' '\ - ·- ' ,-. ·- - • • ' > ... , ••• _. : - ~ ' - • ; ·--- ---- -=_,,,. ____ ,.~ . - '; 

Así, x· alcanzad mínim~<l,el: éo~t~~~rin1~r'e~ ~I '1~d~·~er~cho de (3'.8) y P~ .¡¡c~~'za el'!iiáXimo 

de Q(P) en el !¡do izqui~r~o de la ecuación (3.8), mi~lltr~ q~e los valor~s bpti;;ios ~rima! y dual 

son iguales. O 

··? 

El más importante de I<>s algoritmos de as~~nsci clual sCleccicik~~ri'c'acl~ite~~~ió:n¿n subconjunto 

conexo de nodos S y cambia los preci9s de est~s ncido~~~Íl ~~ntid~des'ig~~le~'~¡~~trasquc d~ja los 
..,._- :--~-'.: ! ,'' 

vector de preciosatr¡;.;5¿~ unadirec~ión dela forináds ;:(di/. ,d~) con 

si 

sL 

Tales direcciones ~on 11111~,~d~'.~l~~e~tales;;Parll;chec~r si ds es una dirección de ascenso dual, 

necesitamos calcular I~ d~~iv~d~ cÚ~~c¿ion~Icorresl><'~dieÜte del costo dual hacia ds y checar si es 

positiva 

De la expresión (3.3), tenemos que la derivada direccional es 
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q'(P; ds) = lim q(P+ds)-q(P) 
o JO 0 

E e;;+ E b;;-
(i,i):activaJis,ies (j,i):inactiuo o óaldncc.adoJES,iC:S 

(3.10) 

En palabras, la derivada d·i~ecéici'r1al q'( P; ds) 'es la diferencia entre el flujo qué llega y el flujo que 
":;,,_ •• '.::. • < -.· ·~ .:. • '. ·.·-· .-

si.. le a través del ci:inju~-to. ;i"e' nodos·~ cu1l"~cio los Ílujós de los arcos activos o inactivos son colocados 

en su cota superiOr e i~f~rfa,,: r~sr~.~ti~;ten~c, y el flujo de cada arco b~lai1cea~o incide~t~ a S es 

colocado en s~ cotá inferi{)J" o:si]pciior de¡>éndici;d() d°ri si el ~reo tier;~ suvértic~ finaÍ en S o fuera 
' ,., . ' -e•.-·· ... -.·- - . ···." ... -_. .: ··_c.-,,·.,.,'. ··-: 

de S. .-

Para obtener un·corijuri~<:l ad~¿u~doS,>~ém.deii:.~da ciireccidÍJ~j p()~itiv~ q~'cP; d;), es conveniente 

mantener un vectord~·~"uj~ x/~:ti~;:den~o ;;.c.¡~11nto ~ón;~ .;~~to ~~¿áá o~ga~izarlabúsqueda 
-. '. - ,i·'~--i'o -,~-.:::_.: _,. •----- ~-.,:.~: --'"--,~- ·- ·. :.,,; - .. -- ·- -

de una direccidn d~ ii..~~·ns~y .;~;~g~Íd~ é~~li~ár~rrio.<i cfüm() det~ctar opti~alidad .. ·· 
. ' . . . '· . ' . . . . .. " ~-- . - '. ' .. - . .. . . .... 

Para un vecto~ de fl_tijo~X. '~~flri~~()i fa ~lg~r,~ g1 dc/~oifoi c()~o ~~ dife;~ncia entre. el flujo 

total que llega a ; meno~ el fl~j~ t~t~l .quÓ sale~c w~stii es 

u•= L: (3.11) 
(jJ(j,i)EA] 

Tenemos 

LY•= .·.,E .XjÍ-:- L :r.;;+'[;.•¡ (3.12) 
iES {(i,i)EAJj~s,;es] . {(i,j)EAIUSJES} iES 

y si X satisface Il.C: con P, ~~~~d~ (3.10) y (3.12( • 

'[;g;=q'(P;ds)+- '[; (x;;-bj;)+ Z ·(c¡j:.:.x;;) (3.13) 
iES -· (j 1 i)'.bo~onceodo•J~S1ieS (i,j);balanceada•,iES,j~S -

~ q'(P;ds). 

Así, únicamente los. co~juntos de nodos S que tienen holgura ti:it~I positi-va son candidat.os para 

generar una dirección ds de ascenso dual. En P'.'rticular , si. ~o ~'.'Y a;c()s~bal.a~~eados (i,j) con 

i E s. j </:. s y x;; <e¡; y no hay arcos balanceados (j, i) con j rt. S,'i E fix bj; <x;¡ 

L: g; = q'(P; ds) 
iES 

(3.14) 
. _· - ... : ;·- . _:,'._ ..• ¡_:-,>_.· ·~ . 

así, si S tiene una holgura tótal positiva entonces d5 es un~ direcció~ d~ 'ascenso. - El siguiente 

lema expresa esta idea y ¡>r~porciona las bases par~ Íás alg~ritmos subsecuen.tes. 
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Lema 3.2 Suponga que X y P satisfacen las condiciones de ll.C. y sea S un.subconjunto de 

nodos. Sea ds = (d1, .. ,d~) un vector con d¡ = l si i ES y d¡ ':"'O si i !/: S, supÍ:mgamos qu·e 

L g¡ > O. Entonces ó bien ds es ii;1a dirección cÍe ascenso du~I, e•:'." es q'(P; ds) >O o existen nodos. 
iES ·, ' - -· ·,· .. ,. -- ' 

i Es y j !/:. s tal que U.i) "'" un'arcobál~n~~ádd con Xój < C¡jO bien (j, i) es un arco balanceado 

con bi¡ < Xji. 

Dcn10str:ició1i. Se sigt1~d.,·1} ~~G~c\~~ d.t3f O 

3.2 VISTAZODE LOSAtGOIUTMOS DE ASCENSO DUAL 

Estos algoritmos corriiellian con ~Íive~l.dr e~tei~ Úíl~j;,precio (X, P), que satisfaceÚ.C. Al inicio 

de cada iteración, se ~i~nlu~ ~~¿:cmj~~tb'.dc :i~~os;S. t~I qu~ ~ies g; > O> 

lnicialmentcS ~rinsistc, de:~mo,o n;¡¡,,; nodd~ -~~ri 'holgura positi~a, de actÍerdÓ"al_ l~·m~ 3.2 de la 

sección anterior, cxistendos ~C>si~illd~d~: ; 
.:--;~~. 

a) S define una d ir~~~¡¿~ de ~c~ñ:o J~:I ds = 
~:__ :/. ' .. ;'. -. . 

' ,. ,.. .. ·." 

!/:. S cdn la propiedad deserita cri él lema, es dccir,para b) S puede crecer agregando un .nodo _j 
-: ·- .· .' '.: 

algún i E S, (i,j) es un arcó balanceado con x¡; < c¡j, o (j, i) es un arco balanceado con 

/;ji < Xji 

En el caso b ), hay dos posibilidades 

l. Si Di ;:=::O, entonces -•¿ ·'g; > O y'cl proceso-puede .continuar con Su {j} reemplazando a S 
iESU{i) 

. _-,_. ,:.,._ .· ·. ' :_· 

2. Ui < O, en cuyo 'casó, se pu~d~ _ver que. existe una ·cadena no bloqueada comenzando en· algún 

nodo i del ~onjunto i~{ci~I S y fin~liza~do en elno.doj, e~ decir, en ~odds susarc6s se puede 
-··· .. ' .. -. '' _, .. '. '· - ' '-. ,. 

modificar el flujo para,,~b{~~er\n irihr~~~nto ~n l¡direccUll di i a J.' ;al c~dena es llamada --- ·.' ._,,,-._, .... ,-" ·-- '" _, · .. •' .-- _._- - . ''· . 

y decrementando en l,~;á~éos'.á{di'i~c¿ió~ de.j ~ i, pod~~~s ~~crear a cero las hoguras g¡ 

y Ui en una cantidad ~ntera', d~j~~~~ l~- hol~ur;,s de todb; los demás nodos sin modificar, 

. ._._-"> -.· 
manteniendo holguras complen¡entarias. 
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Corno la holgura total absoluta L:•eN 1 g¡ 1 no puede ser reducida indefinidamente utilizando 

cantidades enteras, se nota que iniciando con un ,vector entero de flujo-precio que·satisfagá H.C. y 

después de un 1n'•:,icro finito de iteracion()s en 'ias que incrementos de flujo ocurren sin enconÍrar una 

dirección de ascenso, una de lassiguichie~ Úes cosa8 ~curren . ,· .-.· .. :-,,;- '. <<:· ·-·:.: < ,. . ._ -

l. Una dirección de riscenso.duai cs.en~ont'~ad~; ~st~direcció'n puede usarse pararnejorar el costo 

2. 

'. ,_.: · .. ; 

dual en una cantidad ent~ra . 

c,;.~ ~J ~ec,tor de flúj~ X es factible y como satisface JLC. junto ~on P, X 

~ ~sun ¿pti!Tio dual. 
.·~:<- )_>.. .- > ,'.- . 

3. g¡ ~O Vi pero 9,,< O par·~ al menos u~ nodo i; De la.ecuación (3.12) al sumar sobre.todo 

i E N tenemos Li~N S; == ¿;,~J\' g¡ ~e lo que se sigue que L:1e;s. < o;. 8;5Í que el pr.oblema 

es no factible.-

Por lo tanto, para un p'robl~mafactible el procedimiento mcuci~nado puede·ser usado--para 

encontrar uua _dirección de a.Séen~o d~aÍ y ~ejorar con ·~sto d costo dual, inicando co'n cualquier 

vector de precios no óptimo .. Una aplicación de e~te algo~itmo se ilust_r<1 en, 1~ figura 3.3 

.. ' ' ' -· ·: '·.····' i ·.) •·· ...• ' .... _ .•. ~.- -> ,· •.' .·· <; ,, ' ,' 
Enseguida se discuten dos difer~nÍes rnét~clos 'de.a5~én~o dual.,EI primero,éónocido coino primal-

-- -_._ ---··-· o.-,-,. ~---

dual, en su forma dá.,icá; tiata¿~ ~~d~ it~r~~ló~ d~ u~ar l~dirdc~ión elern~~t~I con mfucim~ derivada 
., . . -._ .- .. - . ,. . -- ' ' .• - . - - - -·- ·-· - - -, ... - . - ' . 

direccional (steerest asce~t'dir~~ti~~l• Este ffi.it~.i~ i~lllbién ~~~-de i!Tip1~~1entarse l'o~ i;;e<lio de una 
~-> 

subrutina de rutas~ru;_ c~;t~.'oEí ~eg~~:do i;i6t6d~; Falllido;~/~j§ció~1;~;;'~ctst~í;~~ct~ ·;~~ r~;ld-o 

en la práctica. Tratad~ us~~ dir"~~i~~k~ qÜe ~o ~on !lec~sa~iaírient~ de ~áiÚ~o c~eclrniellto, pero 

que pueden ser calculadas rhás ~fici~~te;ihént~~u~ 1;.s'direc~i~~e's d~asce~so ri1~xlrno. 
¿"; _ -~ ~·~:: ,'·. ; 

.. -¡., 

3.3 

Una posibilidad es 

escoger el vector ente~o P arbit;aria~ente y hacer ;r;/= b1; :i(i,'J) es inactivo o balanceado y 

x;; =e¡; en otro caso. El algoritmo preserva la integralÍdad y la propiedad del par (X, P). 



s, . o s,. -1 
.COSTO• 1 . 

J-----.¡3 

·/ 
RANGO DE FLUJO FACTIBLE (0,5} 

r• i· 

o, • 1 

P 1 • 1 

P 1 • 1 

Pe. ~ 1 

(o J 

p • 1 

¡ e J: 

P1-·· 1 

¡a¡· 

P
3 

·.O 

. P3 •.O 

CATOS DEL PROBLEMA 

ANTES DE LA to. ITERACION 

OESPUES oE LA le. ITERACION 

OESPUES DE LA 2e. ITERACION 

}:'jgura 3.3 Ilustración del método de ascenso dual para cJ problema rnostrado en 
(a). Inicialmente x =(O, o) y P =(O, O, O) como se aprecia en.(b) 

La· primera iteración comienza con S_ = _ { l} -~-Se_ Puede vcr1- usando la -ecuación 
(3.13), que la derivada direccional q'(J>;ds). = ~4, así que ds = (l,0,0) _no es 
una dirección de ascenso. Agrandamos·~. al_ oiñadi_rle~-~1. nodo 2 usand~_ el. arco· bal:
anceado (l ,2). Como no hay un arco baÍanééado inciélente _a S =« {l, 2} , la dirección 
ds = {l, l, O) es una dirección d_e ascenso (Usando la ecuación 3.13, q'(P;ds) = l) .. 
lncrcme:ntamos los precios~~ 10~ -~Od~s-·e~ S._-~~ -i·:~-~;_-_P~~9~-~--:e~·~,~:oe_s :_eI_irlcrcmerito -;:-;:- --
que m_axirniza la funci_ón dual a irav~s d~ l~.d~f~ci~ñ-dS~CO~en,~ánd~ erí:·P; !!S~~ pued~ 
ser visto checando la derivada dire~donal de i/ en el vee°to.r.de precios'.f'. =·.(.,.,.Y, O) a 
través de la dirección d~ y encontrañdó que cambia de positiva (=l)a negativa (='4) •. 
en 1' = l, donde el arco (2,3) llega 'a ser bilané:ead~> ..• ·.. .:: • .· .•..... ·• . ... • 

La segunda iteración cc:irTiicÍtz.a .~trA .v~z·~~#·_- ~-::=. {1} :.·9?.m?:eO ,li_prinÍCr~_ite~~ión 
Ses agrandado a S ={l, 2). Comoia correspondiente direédón ds·== {l, 1;0) no es 
una dirección de áscenso (q'(P; dsL=_ -;4);' al :explorar ;,f a.~C:o balanceado. incidente 
{2,3) descubrimos Ja holgura riegativadel nodÓ 3 .. La tray;,,,toria áumcn.tan.te (l, 2;3) 
ha sido obtenida y la córrcspondiente .. auméntadón col0cá Jos flujos de lo!iarcos (I; 2) 
y (2,3) en !. Como todas las holguras s~o cero, el'algoritmo termina; X= (1, 1) es 
una solución óptima primal y P = (l,'1, O) es una solución óptima dual. 

:l7 
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Al inicio de una iteración típica, tenemos un par entero (X, P) que satisface 11.C. La iteración 

indica si el problema primal es no. factible, indica si (X, P) es óptimo, o transfor.ma este par. de 

vectores en t:>~ro par que también sati~face· H .. C.; en· parÍ.ir.:.iar si •g; :5 O para todo nodo· i , en vista 

del hecho L:ieN S; = tieNY; (e~uación (J.~2) co~ S = 11i] existed~;,~;posibilidadds 
,. .., ' ,.· • ,. ' . - '. ... _,, .=--··_· :~_ ; -. ·~ -· -~- - - - . - ',-~-·-, -

subconjunto no vacío i de ~cidos Íc~n g¡;'. ci. f,a it~r~~icin' !TianÚén~ dós'~onj~ntos de nodos s y 
. '::.:;;-~- - • : .:;_s... -·- ~.:'.'._:;~~.i-;;-,;-,~::"~·\ : .. ";:-· ~.-.: ·-·-

L con Se L. Ini~i~ll11~nte, Ses vacici /i ccirisist~ d~l co~junto 1. Usilrerri~s ia:sigÚient~ tcriliinoÍogia. 

S conjunto d~ n:d:i ~dvi~:Jo~>(E;t~J·~;:f1is ~o'<l6s ·:I;~::·:¡~c~s1 i~~i:~~~1·~;l :Í~o ~i~minados 

iteración o son candid~t()~ a~~~.~l~s p~{~.j~ revi~i611); .·•·· :.. . ·· .·.· · ··· · ·· 

En el transcurso de la iteración continuamos agreg~~~o nodos a {~.~·h..:.ta qt~ u~a c.adena 
' ' -~~ ' ., ...., ::. ·,··- ---~- _:'/;,: ' -

aumentan te es encontrad~ O ids;•c~ ~Úyo C;;.0 demostrar.imil~ que ds ~S Una di~cccÍÓn de ascenso. 

La iteración tambiéii 1ria1;Í.ie~c un~'edq~ct~ pa~;;: tcid~ n~do /e í,0. J ~~e es un· ~reo incidente de i. 

Estas etiquetas son útilespara;a const~~ccl~;n de cadeñ~ :un1éntantes. 
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ITERACION TIPICA Dl':L ALGOll!TMO PRIMAL-DUAL 

PASO O (Inicialización) 

Seleccionar u1; conjunt~ (de n()dos· con .U• > O (Si no hay ningún nodo, terminar; el par (X, P) 

es óptimo si g¡ = O p~n1 :todo' ncido. i; de otra manera el problema es no factible). Hacer L = I y 

S = 0, ir al paso J.· 
,. ·-

PASO 1 (E~cog~r unnodo para revis~r) 
·:_>· ::··.-:. :',!.'·:: -

Si L = S, ir al pt~~ 4, ~i· no~~leccionar un nodo i EL - S, hacer S= SU {iJ e ir al paso 2. 

PASO 2 (EtiqJetaci~1i ~¿los\1o~os vecino~.de i) 
:.-.. '.' __ ,,_ ... ·. . - . 

Agregar a E tod()sl()s n;clos Irf.~taI quc(j, i) esbahrnceaclci y bj( <.xi¡ ()_(i,J) ~s balanceaclo 

y X¡j < C¡j; pa;n til~s], daraJla5~~~iqÜ~~as"(i,i)" en el prim~r cas~y"(i,j);, énel segundo. Si 

para todoS!os nodo~ j~gr~g~d~s a Lse _Íienc u; ~ o iral paso l. Dé otra for1ria, escoger uno de 

estos noclas j con !Ir <<te ir ni pnso a: 
rASQ.1 (Aurnentm:ión de ílujo) 

Una cadena aurn~ntante Phai~ido. enc~ntrada·c~inenziirido en un nodo i perteneciente al conjunto 
--·. ,· .. . .. - •.' _,. :-·.--- . . 

inicial I y terminando e1ld nocla j idé.ritifr~~do' en el paso 2. E;ta cadena es construida rastreando 

rcgresivame1;lc ctiqttetas, a partird~I ~6<l~.i:Y se tirine que: . 

. . 
X~:~.-~ ~~~-in .·.\f (m;_n) E P-: 

con p+ y p-108 conj~~to;de a~cos positlvos y n~gativosde la cadena. Sea 
".'· .. - _:, ,;_-.\ .. :>·:: ~:. · .. 

Ó = min{g¡, -!/;,{L.•- .xit !(~, n) EP+}, {:r:mn:__ bmn 1 (m, n) EP-}} 

Incrementar en ó clíluj~ de:~od~~ Jos~rcos ~~ p+, decrementar en ó el flujo de todos Jos arcos 

en p- y realizar otraitc;:li'.511. > .· . . . . . ... 

PASO 4 (Cambio d{precios) 

Sea')'= min{{Pj +a¡i .:'..p¡l(i,j)E A,:r:ij < Cij,iE S,i</:. S}¡ 

{P; + ªii -p¡ 1 (j,i) E A,bj; < x;;, i E S,j ~ S} (3.15) 
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Hacer ¡. 
p¡-j-¡ 

p; = 
/Ji 

Si i ES 

En otro cac;o. 

Agregar a L todos los nodos j para los cuales el mínimo en (3.15) se logra por un arco (ij)" ·:n 

arco (j,i); también para tales j, dar aj la etiqueta "(i,j)" si.el mí.nimo se logm con un arco (i,j), 
. . . 

de otra. manera dara}la eliquet°a: "(j, i)" .Si para todos l~s nodos j agregados ~ L se tiene 9i ;::: O, 

ir al paso l. Si .no, s~le~~io11~ruri~ de ~stos nod~s j con Yi <O e ir al pas,c/:i: {~ola: S!no existe 
- ... ,,,, -- . 

un arco (i,j) c~;;xi}.< c;;,iES yj ~ S,o ~;, a~~~(j,· cori. b;i<.;;;;,iES.yj(S,d problema es 
,,., 

no factible y el ~lgo;itmo Í.ermina[\Íer la proposición 3.3]}0 :; 

Note los siguientes purii.os ·i;,,;~rta~tes de I~ it~r,ació~'~rin1al-dual . 
{~~¡:~ 

i~j.:_' ·-- "-"'.':>;· ·?;- _· ~- -~· 

2. La iteración manti~n~ lf .c.'~11 ~rp~~~~~e· Jeét;;rc~ flujo-predos. Para obs.ervar esto , note. 

que los arcos con'ambos"éxtr'e;nos ~JJ!s;:que están baláncéadosjusto antes dc~un cámbiéi de 

precios, ~ontin~ái1 si~ndc;lc; dé~pués de un cari1bi(;d~ precios. EstosÍgnificaqlJc tin paso en la 

aurnentación dc~ujc;, ~ún ~curre ~eguida de v~rias ~J~c1Íción~sdel pa.~o 4'; ~¡~ibia úni.éa~enle 
., '.,.-,_ ·-· .,, ~-·--_, __ ~,.._.·,-·,--.·.~- ''·"J·; --·---·'"· •.''.·:-· -~.-- " ___ ,._,,-., ·- -~ 

el paso 4 m~nti.i~e 1Lc. ~brq~~~o.~o~ifich el flujo ~(1o~~~rc;;i~~1·.i~~re;n.e.~Í.od~ pre~iosdc 
¡ de (3. 15) es l¡il que)o ,;j,y~amb;~s e11)a p~si~l§n_ d~ a~tivo ¡ i~~~tlv()~ºvi~~~~·~~: 

3. En todo tiempo t;nerhos'~'c L. A ú~ ~ás, cuando el ~aso 4_ e;_'_;Lca;,zad¿¡ setiic~e S = L y L 
- --=----.~;~'- --eo·-.~"--'.-c-';;.:-fS-oo· ~-~º~-==--:----': ;,, __ ,=-;-.-:-:;e -=--o-:- --:- ~ ·"'-::-... --. - :::·-_:_{~ 

no contiene nadas con hol!l~~~ r.;;gaüv~: '.'.Ad~mM°, • bas~d~s en 1a16gié~ d~I ¡;~e, .2, no ha.Y arcos 
,.· 

:· .. I' 

se realiza hasta. t~rminar con ~n flujo ~umentant!' en d ~~~ :í; o con Ja iiu:licación de no 

factibilidad en el paso 4.Note que entre dos c~mbi~s de.precio, elconj~ntci L';s agrandado en 

al menos un nodo, así que no puede haber más de N cambios de preCio por iteración. 
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5. Unicamente un número finito de pasos en la aumentación de flujo son ejecutados por el al-

goritmo, dado que cada uno de es.tos· reduce la· holgura absoluta total ·2=ieN 1 g¡ '1 en una 
.:· . . . . '.-"'' . ,., "-.. 

cantidad entera; (por 1) de arriba)i'mientras,que.canibios'en los prcciosn() afedari la holgura 

.. -: .~~. 
·/-'• 

6. El algoritmo te~~¡!'~· La rázón es qu~ en. cád~ iteracidn ;se 
- : ' : : . ···: - - ·. ' ' ~. ·' :--. .- _. . -. ' . . -..... "; -- ' -. : ·'. . . . , 

y envuelve cXa1..t~·~Tient~ u-Íi~l_:d~-~~c~iliCiÓn-~ ~Í~ntr,~· q
1

~~:1ia:Y .úniCanÍcnt~ ~n número finito de 

aumentacion~s (¡;or 3))/ ., ·· .. ·.. .: •..... ·. ji' i'c' .... 
:/ :~º ·-:-;·:· ·-· ,-~> :: ' . ;_~·::·~·:>- ;; ,_ 

La siguiente proposición' e'stáb.lec~la valide~del.método: 
'.':' .. :- ,2-· " 

Proposición 3.3 Consid~re.~i pr~bl;;rriáde fluj~ a costo ;nínirno y suponga que a¡;' b;;' e;; y S¡ 

<.· 
son todos enteros:·· 

,; 

.:·.~:::..'.. .. -

a) Si el problema e~ factibl~i entonce~ el ::iétodo priin~Jcduál termina con un ~ector entero X de 

flujo óptimo y un· v;;~t~rc~t;;~º Pde'preciiis ~plim~.; 
··~' -~?-~~.~--;·7·· ,_ -·, -~~6-

b) Si el problema es no fáctiblé,'~iíton~cs el método.prÍllial-d~~I termina á cáu~a' de 'qu~ g¡ ::; O para 
'• " • • ''': • ¡ .-··. •.· '; :'. ~ O :,. - ' • •••• -•-, • •• '•< ; • •; • •' e .,.. - .. ,, •' :• '. • 

todo nodo i yg¡ ;( Ó.pa'.~a::alrrien~~~~-~6d~io por~~e Íroha/~~ nr~Ó (i,J)'~bit,;.;·< c;;,i ES 
·(·" ;"~- ·- ./~·-.. 

y j r/: So un ar~o ~j, i) con b;; ;( i;1, i ES ;;-j ~S ~riel pasoA.; 
\,"-:,• 

Demostración. El algoriirlJ() terrllirí;,_ corno se argumé~to y existen tres posibilid1'éles 

l. El algori tÍno t~rÍniri~' po1q3 ~()d~s I~; no~
0

os Ú~;1é~ Í1olgur: :m6. , ~>eS:c c~o, .el par de 

vectores íluj,<>-r~e_ci~,°.~.te¡¡id~"al·t~trn}_ll() e~fa~tÍbl~,Y'saÚsf~~cH.·c;;-p(),rlo-q~~··CS ó¡)tin1o. 

2. El algoritmo terr~i~apo~<{ue'~i sb:v i}g¡~o~~ri~I rrierio~~'n i; En este ~asb,cl p~oblema 
.-.,- -<> ~"':· . -.,:. ;"'-~ 

es no factible, dad() que ¡Ja:ra q'ue 'un probl¿~,. sea faé'tiblé debcrnÓs te~~r L,;eN g; = O. 
;-,.,._:. . ; ··; ,:.- ·J::'-i'· . ;, , . .>-. -: • ,._ ' - -.·--...... • '. - '- .. ••• • ,. ' - '"'.· ~ 

\·-·· '~,,·,:.·¡. 

(j, i) con b;; < x;;, /e S y j~ S en el'~ak, C E~t?~~es el fluj~ 'a tra~é~.de la cortadu.ra 

Q = (S,N - 5') es igual a la capadi.dadq(Q)y tambi~~~sigual .~ I~ suma de las divergencias 

de los nodos de S, q~e es 2:1e:{s; _: g¡). ~ad~ que g¡ {o V i ES, g¡ > O para'. los ;;odos ; E I 

e le S, vemos que 



G(Q) < ¿ S¡ 
tes 

Esto implica que el problema es no factible, dado que para cualquier vector de flujo factible 

debemos tener 

L s¡::: F(Q) $ G(Q) 
iES· 

donde F(Q)'es el flujo corréspondie11teatra,;és de Q. 
' -- - .. ' ' 

Como la terminación' pu~de ·~¡:urrh única1nente bajo-las circunstancias descritas, la conclusión 

deseada se sigue. O 

Existen diferentes variaci~~es .dél ní¿todo p'rimal:_dual, usando diferentes elecciones del conjunto 
,:,.• ' 

inicial I de nodos con. holgura positiva. Lii,; dus posibilidaded más común~s son: 

l. I consiste de un' sol~ nodo i eón gt> Ó 

2. I consiste de t~cl:os 16~ riocJC>si c'?ng¡ ·~ O 

El métod~ p;lmal~clu~I fu/C>~igiriahricnte pro~ues¿o con la úÜima elección. En este caso, cuando 

' ·. .·' :_· .. _, ':'!··-_;'.\··.-_·.,: :::-··t '. ,· _,:: - . ., ';- . -'··. .- -.-
hay un cambio de.préCios,-_cl-conjüilto S. contiene todos los nodos con' holgurapositiva, y.de las 

___ , - -· ::;t··----; ., ·-, , .. ,-., ; '·- ,.- ·-··' '< • • • • ..... 

el paso 4 tiene la rll~im¡d~riv~dadireC:cion~I po~ible ~ntr~ ias dirección~s eler'nelltáles. 
- -~-;_ ·--- ·-- .- .=. - ------- ,. -. - , • ' • ,,_ - -. • - • '. - ' 

Esto nos lleva a ll Ínter~reta¿ión del n;citddo ~;i;~~Jcdual i:ollio un r!lctodo de· ~censo. 
,. .· - ·---. . . __ . ' .- - . .., ' .. - . ···- ' - ,, 

' -,o~--

3.4 

Este método admi~~ ~~~irllple:~~nta~ióh sim;l~r :la del métódo primal-dual peró _calcula las di-

recciones de ascenso mucho 'más 'rápido. -En particular; mientras que en el método primal-dual 
~- ~:; ''· ;.- . 

continuamos ampliando ~I conjuritb's de nodos rcvisad~~·has'ta qué sea igual ~l conjunto L de nbdos 
,,.,,_ 

etiquetados (en c~yo é,;só e~tamó; segurbs que ds e.s' u'na .dir~cciÓ_n de as~Cnso ), e'n el .;;étodo de - . ";, 

relajación nos detend;emos de agregar nodos a S in;nediatámente'd~s¡iuJs d~q~~ ds0ll~g~ a ser una 

dirección de ascenso. {Esto se hace calculando l~~~riv~d~direcci~~a;q'(P;d~),:usa~~oun mrltodó 



P, • 2 

~~····. 
P, • 1 fJ'i . º .. ·.l 1 º .. · ·. · (. f.0P, .. · .. o g,. o\..'..)""'- . ·..• . .. •. /.· ,\.2,/ 91 ·-1 

1"'-..;,. 70 
P,;o@: 

( 1) 

JUNTO A CADA ARCO SE MUESTRA EL 
COSTO/COTA .SUPERIOR DE FLUJO 
(LA COTA INFERIOR DE FLUJO • O) 

LA OFERTA SE MUESTIM JUNTO 
A CADA NODO 

(e J 

(e J 

Figura 3.4, Ejcinplo ,ilustrando el método primal·dual, comenzando con precios 
igual a cero 

a) Datos del problema 
b) Flujos, precios y holguras iniciales 
c) Cadena aumentantc y cambio de precios t;.P, de la primera iteración (J = { l )). 
d} Flujos1 precios y holguras después de la primera iteraCÍÓJJ. , 
e) Cadena aumentante y cambio de precios 6Pi de la segunda iteración (I = {2)). 
f) Flujos, precios y l1olguras después de Ja segunda iteración. 
g) Cadena aumentantc y cambio de precios t;,.p, de la tercera iteración (I = {2}). 

En esta iteración ha 2 incrementos : primero P2 se incrementa en 2 Pi 1 P2 y- Pa· se 
incrementa en 2. 

h) Flujos, precios y holguras después de la tercera iteración. Comolas holguras son 
cero, el algoritmo termina y el flujo mostrado es óptimo. 
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incremental eficiente y checando el signo J. En la práctica, S a menudo consta de un sólo nodo, en 

cuyo caso la dirección de a5censo es una coordinación de un precio simple dando lugar a la ínter-

pretación del método como un méto~~ de ascenso coordi~ado. Sin emb.argo.el método de relajación, 

no puede ser implementado usando un cálc~lo de)lji':c.>' 
~r.-~'-_- ·.--·.~->. ._ .. -> . 

par é;1te~Ó (x;P) que 
:.-,.: 

satisfacen 11.C. La iicra~ión. indica' que el .P~éibJ~l11a pdnial es' no. ra'ctÍble,' qile (:'\, P) .es óptimo o . ' ·.' .·:•., .·._·, ., '.. - . : ···- ·- · ... -. ;'·-. ---, _·-------·· .- .. ·· ." .. '."- '· 

posibilidades (1) g; ~A l'eª ~lgúri ~odéi i,. e~1\G5·(). ~~5.éi De~.·~;<: o )' el rr§bl~ina;~~ n~ fáCti ble 
. - . ~·:! e 

o (2) g; ==O par~ todc:J ;10do i, en ~Ü~o ~~o'x es f~ctible i~)~o/1c:J i~'~tci'ÓptÍ~nc:>; dadéi q~e~atisface 
. _, . . - .--,.; .. f_,-, ·----· .... .. ·' .. ·_ .:. 

11.C. junto con T:'· E;1.c1Íal9uier cas():Cl álgóritmo t~rini~a:: ' ;, .·. ' '~ 
;_, .:..,:;; 

s y L 'con se L.···Alini¿¡~ J;,'1~ ite;~~iónTs es vacíoYL cC>risis;ed~l nodo¡• con g;. >o. La 

iteración tambiénmani;~nJiuni~~iq:~ta.p<lr~todl~l~s~odos i i~. ~~ice~tÓ par-a el nodÓ inidal ¡·; 

la etiqueta es un arco in~icfonte·d~ i. · · 

ITERACION TI PICA DEL ALGO_RITl\ÍODE_RELAJACION 

Seleccionar un ~o~o;Í·, co~ g;· > O.{Si ~al riodo no r.xiste , terminar. El par (X, P) es óptimo si 

g¡ =O para todo nodo i; de ()~~a lllaner~ el problema es no factibl_e}_ llacerL = { i"} y S == 0 e ir al . 

paso l. 

PASO 1 (Escoge
1
iun nodl ;ara_ revisar): 

·"¡·." 

Si S == L ir alpaso 4;.de otra rÜ~ner~ seleccionar un nodo i EL - S. Hacer S ==SU {i} e ir al 

paso 2. .. 
~ (EtiqUetaéión de nÓdosvc'cinos de i). 

Si q'(P; ds)> O (3.16) 

ir al paso 4, de otra forma agregar a L todos los nodos j !/-. L tal que (j, i) es balanceado y 
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b;¡ < x;¡, o (i,j) es ha.lanceado y_ x¡; < e;;¡ también para todo j, darle la etiqueta "(i, i)" si j es 

balanceado y b;; < x;¡, de otra forma darle la etiqueta "(i,j)". Si para todo J, agregado a L, se 

tiene o; ;::: O, ir al paso !,-~i 110 seléccio~a~ .u~ode I~~ nodos j- con u; <O e ir al paso 3. 

PASO~ (Au;nentación dc_~ujo): 

Una cadena au1l1cntai1i.e P ha sido encontrada; que comienza en el nodo ¡· y termina en e: nodo 

j, identificado en el paso 2. La ca#ena~s ;~nsfruid: recorriendo etiquetas r~gresivamentc desde el· 

nodo j, de tal forma que_-
. -

x;,, .. ~ c,,; .. -.v '(m, n~ ~p+ (3.17) 

{3.18) 

donde p+ y p- son los-conjunto~~dearcospositivo y negativo de P, respectivamente. 

Hacer 
. , 

6 = min{g:,-g;, {d.;; .. -.i:mn 1 (m~n)EP-Í:},{im-~ -bmn 1 (m,ii) é-J}. -
,,. . , .. - - ,·'' ·'_-,,- ,, ', .. 

Incrementar en 6 elJluj;_ ~e ~c:Jdos)osarcos en J>+, decrementar en 6 el flujo de todos los arcos 

11 acer 

Hacer 

Xij::: Cij V arco balanceado (i,;j) coni É S,j 'f_S, 

V~;~~ ~:lanccado(i,i)con i É S, i.rt S 
·' - .. :,·. . .,. 

¡ = min{ {p; + ai; -pi¡ (i,J)eÁ;x;; <e;;, i E S,j 'l. S}, 

{p; +a;; - p;I (i,i) E'A,b~;<x;;, (E S,j 'l. S) 

Hacer p¡ = { p;+-y Si iES 

p¡ En otro caso. 

Ir a la siguiente iteración -

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 
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Nota: Como en el caso de la iteración primal-dual, si después de los ajustes de flujo de las ecua-

cienes (3.19) y (3.20) no hay ún arco (i,j) con x;; <e;;, i ES, j r/; So un arco (i, i) con b;; < x;;, 

i ::: S y i </:. S, entonces el problema es no factible y el algoritmo termina.· 

Se puede ver queh1 iterjió~ del método' de relajaciónes mu/~i~il~r a la. iter~ción del método 

primal-dual. Sincmbargo,exist~n<los diferenéi~ importa~tes .• ~·ri~~ro,'_~h ll;ner:icióll de relajación, 

después de un· c'1rllbi~°J~ Jr6di;el1,~J p~~ 4, no rcgres~rn6~~1 ~as~ i ~ co~Ún~~r ¡;búsqueda de una - ' .. :··;· · ... ' . . -'··· ,. - ..... . 
,· 

cadena aumenti:uite COlÍlO et; el caso dcl_n1étodo prim~.1-d~aJ.º Ás:;Ja itera:dón °de reJajacióti tcrinina 

con una aumcntaéión cor;ió'e1Í
0

elp
0

M0° ;j "' cciri uh carnbio,de pr<!cios en ,el paso 4;' en contraste con 

en el paso 4, aúll si S~f L (vdr lac~VaclÓr; Úu )/Es a causa de esta:caract<!rístic.a que el método 

de relajaciónidentifi~~dii~cci~Ües.d.c a,;éensÓ mas_ r~pido,qtié el método prim~l;dual. Note que 

en contraste coi1 el rnc,todci_'primalcdtÍai,' Ia lrolgura total Í:ieN 1 g; ¡·puede incrementarse. como 
·::--· 

resultado de uira iteración cié r~Jájación . 
..•... ·· '' "< ··; .; ··. .·. ·. ' 

Una propiedad impo'rtantc de.lmétÓdo es que·ca.da vez que entramos en el paso 1; ds es una 

dirección de ascens:. P~;a ve;esÜ, ~~te que h~y dos po~ibilidades: · (1) tenemos S =L (Ver paso 1) 

en cuyo caso ds es una~irecció;~~e ascens~s;IT]ilar a ~a.correspondiente en el método primal-dual 

o (2) tenemos S ;á (V~r p;J;6 2) en cuyo c~o, por I~ ecuación (3.i6), tarnb_ién_ ds ris una dirección 

de ascenso. 

" 
Es posible ~~n~binar'~ari,;_. it~racioncs del método de relajación en una sola iteración con d1 

~ :~.i-

propósito de ahorrar tie'n:ipo 'de cálculo, y esto es hecho 'inteligentemente en los códigos. REf,AX 

que son implement~cio~~~dd~ominio públ;~o d~ 0los~étodos de relajación, estos cócllgos han sido ,·:·.. ,. ";• , ,. ·.' . ·_,' ,·,· .', 

elaborados en su mayoría ¡.,~¡. ~e;t~ekas y su equipo:> 

La figura 3.5 ilustra l~s pÍlS~s del n;j~od~;co~ ~n ejemplo 
-~~-- ----""' . ; --- - -- . 

La siguiente proposición establece la validez del método 



72 (a) ~ 
~ .,, 1 ©!. 

( b) 

JUNTO A CADA ARCO SE MUESTRA EL 
COSTOICOTA SUPERIOR DE FLUJO 
(LA COTA. INFERIOR DE FLUJO .. O) 

LA OFERTA SE MUESTRA JUNTO 
A CADA NODO 

P._-·o ___ ~-(3)~ (e) Pa•O 

g~ - f1 - º& -~--
P, =O¿_ O _·o_ ¡,_--/o_-: .. _-_:O .0. ___ 4 p~ •O P, • 1 ~¡12¡10 ""O f4\P't'• O 

o' 3 -........_-_ - _.__ -/_-__ - g~ ·-4 o' • 3 ~-_""'-o-,.-_-_--_ -- -_-,: - -- <- 7 .o-_ ·_'2.1 g"f ·-4 

{)'o-_Q7 __ .ºº._· __ ·••·· _-o~ /o-· -
, l..::.;/ P>•o.0-•: " 

9, ·-1-< -- .. -o, ·-1 

( d 1 (e 1 - • -Po.• 2 

·--._ .•. -.-~ .. :: : ~ ~fü~0-4

- -:; =-~ 
P,·o@ --·º 

--·o, ~.~1-_: -• 

(, 1 

-,, .. -.,-.,,: 

Figura 3.5 Ej~mplo del métcido de relajación, comenza_n4?~:1co~'. ~:;ccios iS,u.~J -~ 
cero 

a) Datos del problema 
b) Flujos, precios y holguras iniciales _ _ • -··-· , 
e) Después de la lera iteración, que consiste d~ un~ ~~m~~?.'d<:.· p·~cC:!O- en el nOdo J; 

d) Después de Ja segunda iteración, que con~istc. de_ ot~o ·~a~bia· ?~ ~r-~_cio ~n el 
nodo J. [Note que el flujo del arco (1,3) cambia, ve~ la ecuación 3.19] _;'.. _ :'• - -_ 

e) Después de la tercera iteración, que consistc .. de ult Camb~~·~~ Prc~io :d~ l~s nodos 
ly2. - - --- - -

f) Después de la cuarta iteración, que consiste de ú.na~a~·rileñ't~dó.n· a·-tr':l-vés de la, 
cadena (1,2,4) _ ' :;. :··:<::. _ , .. ···e;,: _ _ __ . 

g) Después de la quinta iteración, que consi~t~--de ~.~- ~~~brc?:_de_p~ccios de Jos 
nodos 1 y 2 . , - , ·:: . : ;· - -

h) Después de la sexta iteración, que. con~ist.C de. una· aumCnt~ci~n a t.ravés .de Ja 
cadena (2,3,4). ·; · · ,-_ ·, _, . _ _. 

i) Después de la séptima iteración~- que corlSiSte dC u~a aumcnt~~ió~ ·a través de ~a 
cadena (3,4). - · 
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Proposición 3.4. Considere el problema de F.C.M. y suponga que a¡;, b¡;, e;;, s¡ son todos 

enteros. Si el proble111a es factible, entonces el método de relajación termina con un vector de flujo 

.,.\ óp1; ~no entero y _un ,vcctór- de· precios P ·~ptiffi~ entero. 
. . 

Dmnostrttción. La demo~t.rri.ción es similar a la prué.ba corrcspondi~r•te al método primalcdual. 

Primero deb~mos notar' que' todas las operaciones de la ileraciórl¡irescrvr.n la integralidad del par 

de vectores fluJo~pr~i:i~)ra~a ver'.tj~d las ;orldici()rie~ de!J.C. ~on co~scr,·ddas también,. note que 

una iteracicln en Ja aunm1tacidÍ1 <l<!IÍ~jb c~;nbia ~olamente fluJo~ dci arcos 1,~Jarrceado;, por laque 

no puede destruir 11.c: Áúnníás;. ¡J}~~r;,bios de:ri~jode ,j ~cHicidYes ~h.19};.· {;.20) ~los ~a:n~i~s 
de precio de·¡~ e~uá~icin~V(3.~{) y (3.22) ~~~ti~,;~n·11.c.:~o;~lle,~llo/;;~~~;, qll,d

0

l~s1Íujcis d~·Jos 
arcos balance11.do~y 1af.~a~bio5 ~º 'º:precios, cambieriae acli,:i;}ºY~acii'.:º~"; ~~~sº~~~sp~ndiente 
cota superior {o infcriór). , ___ ;.:-_ '.: ·i ·., 

'\3_ 

~::-··-' --=~-- ;->~~-.:-·. ~, -

Cada vez que hay uú carl1bio de ~~eeiosen el pa;;o 4,hay un ;;.;cjci;aml~ntci ést~icto en el costo 
. _ _¡,:,··-"o·;, - ;, .,'' :. .• . .• ._ .. ··• ;, . .,- .. ,. :., . 

dual en una cautid~d cintera .Y q'(P; d~) {U~ando I~ pr~pied~d d~ Il :c., ;¡; P~.~e_v~r que 'Y > O, y 
-._._;,_· -..o- -,_;_· ¡-, 

de precio, dado que cad{ti,;o d.;° c~tos. r~du~~ la hciig~r~ ~bs61uti toÍ:al en· ~ría c~ni.'idad entera:Se 
, • "·'" -· •,. -- - • "•C ~ •' •, .. :, • -o;; - • . ' ', -C', ' ' • • •' •-. ' -- •' ' • •• 

tanto debe tcr,;ninar. C~rri6 a.1. t..l~.~i~o x e; 'r~ctible y s~ti~r~c~ 11.C:., }uní.o ~.;º ?, 

es óptimo primal y P ~~d~~I ó~~i~~.'o~ 
--;_~- ~~; ____ ~-;~~-'--"-?-:- •''--1-: 

Si el problcmacs nciÍ'a¿tfble, el ~étod; puede Íerininar porque 'g¡5, O para todo nodo i y g¡ < O 
';;:-. . ~- -~--- ;>":• .-·-~1,- -

para al menos un nod~ /~ Jorq~~ d~s~~;¡~;cÚ.los ~J~st~; d~-iÍujo de l~ ~~~~~iJnc; {3.iiJ) y (3.20) 
'· . . - - . . . ' - - ":' '•, - -~·.' . ., .. -· ' . ": ,~;'. -- ·- ... - ' ' •'- -- ,'' "'>·' _,_ -·'· .. " ., ' -,. 

en el paso 4, n~ h~y uri ~re~ (i,Hcd~ ~¡}\% e¡;, i ~'s,/is .. ~ ~n~r.;c···.~~·· (j.°i) ;~.;~ b.'i •. · < ....•. ;;,;:¡ES 
-··J, ·;;_J,::'/ . - - -

y ir¡. s. Sin cmba~go, haY ta~bién la po;ibilid~d d~'(¡u~ ~I mét~.déi ~j~cut~uri''nú;;~r~ infinito de 
.-:"<.. 1"' '.:~::· ·:,. : ~e~-:~. 

iteraciones y cambio de )Jriiéio~, éon l?s pr~cios de alg~n()S riodos inmm~ntandose h,a.8t~ ~~' Se 

puede demostrar qu~; c~arido el ¡irobl~m~ es'ractible ~l precio de l~s n~dos perman~~~ por debajo 

de una cierta col~ prccalcuhl.daeneitrancurso del algoritmo. Este hecho
0

pucde ser usado como una 
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prueba adicional para detectar no factibilidad. 

Es irnportantc notar que la derivada direccional q'(P; ds) necesaria para la prueba de ascenso 

(3.16) en el paso 2 puede ser cakiilada incrementalmente (cc:o.v.nuevos nodos son a.ñadidos uno a 

uno a S) usa1;cio la siguiente ecuación 

q'(P;ds) =:E ui-0 .·t.• .... ·•·(x~;-~j;)::_ .; • >~E (. (c;;-x;;) 
ieS ··. (j,i):balanceados,j~S,iES · - (i,j):balan"ceado.s,iES,j~S :_ 

se sigue Ú la ecu~C:ió1(~uc,' d~dÓ. q;(P; di)··; ;in· liado Í ~:s, ·~e p~~da .ralcular.la derivada 

direccional correspondi~nle<;l cC>~ju~tb agf~n-~~d() Su fi} íisancl~ la fÓrn'i~la 

q'(P;dsu¡;¡)=q'(P;ds)t > ¿><'C:(~i/:-b;;)1·· ) E> (éj}...:x;;)-
{il(i,j):balan_cead~,;e_s} __ .~\:;.. · ·. '. '. >, {il(j,i):balanccado,jE~)· '.o__: ·: 

· ·¿ .. (;,;,;,_b;;).:.. .·· ..... ·.· i:\ . <~•i~ x¡;) 
{il(j;i):balanc~~-d~-~~~S)';'.-.·.- , ~:~ ~\~; ~{).~i~j-~~:,Olanceado.;;_it~,f_: 

Esta fórmula es c?;1veniént~ porqií'e f~~oi~~ra ~nic~;:¡:;éñ'tcilri~ ~r~~s b'~1ail~eadb~ in~identes al 

nuevo nodo i; que .debl! ~er ~~Jaihin~do d1i"ctia1~tiicr'°for~a ri,i~ni.~;i; s~ ~j;{cilt~ ~l Í1~0 2: 

En la práctica, el .rilétCJdo ds' irriplernentI~~ J~Ldo. iter;ciorics qt~e: éorrii:rizan de nodos éon 
,,_,.:,, ,,,-,; .;~2 ;·:i:~- "·~- :_'.,~~ 

holguras tan to. positivas co.rno. riegati~~-E:~t() pa~cc~ mej();a,~ ~~s~arici~l~~nt~, c1 '~()~portamienta 
. ,·-. 

del método. Se pude demostrar qt;e para un prÓbl~m'a faéÚble, eI algoritmo termina adecuadamente 
- • -_ ,-·· - -- - ; . :- .• ·(.,·-- , .. _ - -,_: .'-·'- , ... ,. - ; ·.;. _,- "'·-·-'"'·.· ,...=. - -·,_ .-. ··'- ,,- • ,::· -- •.!::::-:~~' . -·"' - .. - -

adecuada de flujos} preci()/U~apo~ibÚidÚe~t~a'lar de Cs~ogcrun vecl.Clr inici~l de. precios que 

sea tan cerc;,.no al'óptimo como"ica'¡i'Ósiblc; para estÓ uno .puede entonces,escoger .. los flujos en los 
. . ··- .· .. ,)\: ., - .. ·. ... . - . 

arcos para que salisragan las cohdici~~~s d~ II.C. 

Supongamos que cainbi() de pr~cios del p¡.;;o 4 ()¿~rre con S igu~l al nód() inicial i, esto sólo sucede 
' "· ·' e,._. " ' • ' -.. .- .. ' , .•.•.. • ,. . ·.·· " , . ~·; . -. • ·• -. • ' ' . ., " ' ,·· . 

cuando la itera'i:ión ~e~i~S. I()~ á~~()s i'iícid~~t~~:a i ·~n Ía priiner~'it~r'1ció~ clef p~Ó · 2 y. cnéuentra 
~--·.: 0• -º·--_,,~~;-"· , ., \': 

que la dirección c~rr~sp~ndi~~té'inejor~ ~l ~CJst6 d~al [~i(P; d¡;¡) >o]. Si una bú~queda lineal del 
·. '" ;, "· .. -.- .. -,···: .'"",· ,·. ·. ····;· .. -·« r, . , '•· ...• ' .. · , • 

tamaño óptimo que m;;,;imi~C la funcicín d~al "'. trav~s de d¡;¡ es rcatii~da; ~l precib ~¡ ~~mbia a un 

punto de rupturad~nd:;la
0

~eriv~da p~r la der~cha es n~posi~iva y la derivada por l~ izquie;da es 

no negativa (ver la figura 3.6) 



CCltO DUAL 

A TA ..... fS DE PI 

· PUNTO MAXIMO DONDE 
DERIVADA DER.~ O o!:DERIVADA IZO. 

PEN0.'•20 

Vale.res de PI para los·cuales los 
arcos Incidentes c'orrespondlentes---:· 

Uega~a ser .balanceados;' 

/ I \ •.··.)(.~ 
P1-a11 _ _ P2•al2 

G..~.20] . (0,10] ® 
•... ~ .......... ·. f:\4. ·.· .. ··. 

___ /~~ 
Q!lº:20J ro:,;oJ; G 

Figura 3.6 lJustraci~1_1 de ~~a i~cr~~iÓn, ·~e rélaJaéión con un ~ola 1~odo. Aquí, el 
nodo i tiene tiene ·cuatro .. arCos_ ind_dc~~-~ ( J ¡. i); {3; .i), _(i; 2)!, ( i, 4) _ co(1 ~angos d_c_ fluj~
[0,20], [0,20], [0,10], [0,30],_r~sr~c:fü¡imcÍtk'y oferta si = Los costos de los arcos-j• los -
precios ac(ua.JcS-son~i.lJes.Quc-.-- · .,, · ' 

.pi·--ª'(~ P~f a;;'.;;p3- ~;;'$P<+~;, 
como se m~~tra ~n ~~ ··fi~ti~¡-~:.L~~~ J¡¡·;·~~:~--:~: ;~:~i~:;r."d~1 .. _:~o~-~º~-:-du~.;~-tr~vés del 

precio p¡ corresPondCri:-a._l~_s ,;á.J~_rc~ :~~ p·¡--~-~ )?~_.cu_~c~·.u~? :C>."rTiáS .. arcos incidc~tcs al 
nodo i llc~an il: ser b~ancc<i~os.-: P~r'a .:vá.J~t~: c.:·ntr~_'d_os:.PU~.t~S "dC'"ruP~ura _succsi~os, 
no hay ~reos baJ~~~~~oS~.'-!'ar.a cuaJqUicr pre~~~ vi _'a' 13. iiQUi·.~.t~ª'.'~cl Pü:OtO má~irno 1 
la holgura g¡ _dCbc- s~f .. po.si~iva· para- ~uc',_~_~tisf~ga H.-c .. ~.n. U_~a: .itcfación con un solo 
nodo con búsqueda .lineal Pi Se iricrcfn,cnta_-al P~nta· rlláxif!I~··, 
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Una descripción detallada de esta iteración de relajación con un solo nodo utilizando b1ísqueda 

lineal, iniciando con un par (X, P) que satisface 11.C. es la siguiente 

!TEB.ACION DE RELAJAC!ON.CON SOLO UN NODO 
< ·:,·;< _. :: .. :- <::-. 

Escoger un nodo i COU!Ji >O. Hace/:• 
- ,·- :_'· ':'·:' <- ' . ':(. . . 

nt = ÜI (i;j): b~/andc-ido, Xoj <e;;} 

B¡ = {j 1 (j, i) : b~l~nc~ado, b;i < Xji} 

Si !/i~·'i:<(ci/:.xi;)t L (x;;-b;;) 

(:J.2:!) 

(3.24} 

···.······.• '.jE/1+ ...... · .. / jEB~ ir al paso 4 .. De otra ma~~r:.~i gí_;'b·,:esc~g~~·u~ nod~ j EBt con !li <O e i: al paso 2, o 

escoger un nodo j E 13i:. -~ond; ~o ei;al ~~~;3; si ni11gunlde tales nodos puede ser encontrado, 

o si !li = o, ir a la siguid'ntc ite~;ciCÍn. e._. 
_-,_. - _,·. - -_ . . . :< ·, 

.EAfilLl AJ~STE DE FI,UJO EN LOS ARCOSEXT,ERNOS 

Sea 

Hacer 

!lj = !li + {j 

y si Xij =e;;, eliminar j de Bt~ ir.al pasó· l. 

PASO 3 AJUSTE DE FLUJO EN LOS ARCOS INTERNOS 

!li = !li +ó 

Hacer ·gi=!u- .L:(c;j-xi;)-. L: (x;i-b;;) 
· i e nt. i e o-; 

x;; = Cij para todo j E B,T 

Zji :::"bji para todo j E B¡ 
. . 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Pi = min {{¡>;+Dij 1 (i,j) E A, Pi < pj + llij} '{pj - ªii IU. i) E Á, Pi <Pi - a;i}} (3.28) 
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Si después de estos cambios g¡ >O, recalcular los conjuntos Bt y B;- usando (3.23) y (3.21), e 

ir al paso 1; de otra forma realizar la siguiente iteración [ Nota: Si el conjunto de arcos en que el 

mínimo de la ecuación (3.28) se _calcul~ es vacío, entonces hay dos posibilidades: (a) g¡ > o, en cuyo 

caso el costo dual se incrernen\~ ~lirnit~d;méntea,lrav~sde ¡>¡ y por lo tant.o el problema primal no 

es factible o (b) g; =O, err.cuyCJc;;;o elco~to p~rn1anece<:6ns¡antea tra~'és de p¡; e~r este caso P 

queda sin cambio~s,tre~li~~ l{~igui~nt~Ít~ra~i~,;r 

Note que la iteradi6n. c-~~ Gri,so;i nCldb ¡;~~de'fall~fcn ~o c;r;,biLr ni X ni p: En~sté caso,. la 
__ ,_ / - '.L : 

iteración deb~ de se?seguid~¡;o; ~;,~· licii~iCÍll r~guliud~ rclajacicS!lqucetiqJete !Cls n'CldCl~:;;clya~entes 

apropiados del nodo.;; L~ ;,,;.¡,~ra·eflci~nte :efe ih1pJCrrl611t~r ,;\ iter~clÓn de relaJ~~ión es· primero 
; ~-- - . 

intentar la vcrslón con un ~()fo nddo",si' falla se proc~cle ¿~n I~ ,'.ersión de nodCls múltiples, ahorrando 
:,: ~ k,. . ~--_, 

cálculos cuandCJsea'posi6Je 1;.utHiza~Íclnf;urí~61blJ()d~.· L()f c6digo~ RfL~~ [BéBBb], [BcT89] 

hacen uso de esta icl~a>•' 

Una examinación cuidadCJsa d~ la ite~~~ióh _de rnlaja~ióll con un ·solo ~odo muestra que en el 
'- : - :._' ~-\ 

paso 4, después del 'c'an;blo'cleh~Ig~ra,dc.la ec~áció~r'.(3.25); fa holgura Yi• puede ser igual .a .cero, 

esto sucederá si~; = O y si~u~t<Í~~~ITJent~ J~ ,;·~)' u~: ~rc~;balancci,~do Ci,j) c?n ~ij < e;; o lln arco 

balanceado (j, i) con bi;<: :Í:J;: ~n este cascí; sc)'uede d~inostrar (~er I~ figur; 3.6) que él cambio 

de precios ele la écuaéión (3.28) d~jrel costo d~hl.sÍrÍ calJ]bios, éorrespondiendo ~1.movimicntcí ele p; 

a un segmento horizontal lracia el. próxihi~ punt~ derupt~rá ele! co;to cl~a(cor~;:, i6 rriuc~tra en la 

que sea posible. ·.·Par~ tip~s c~p;,cia:le~ ele ~r~bl~rri~ C()mocÍ de asÍgn,,:~ió~;·,d uso 
. •., ~ 

degeneradas de ascenso ;~~deiccl~~ir di~;,,aÚcaciente eJÚ~rnp~ t¿t~I de cornput~~ión .. 
' . "· ... - " . -· , .. "' .. - . - ··;.,' -__ ' . . : ~ - ··.·'·' ' ' ;._ .. '.·· '· .,, ·-· :·,, . ·; .,. 

Fin al mente, se pu~cle ri\~nci;ll'a~ ¿ue las Ú~raciJhe~ de r~l~Ja~ÍcSn en u ri ;~olo'hoclo 1u;ecle ser usadas 
~ -· . - -. -,,- - ... - ~' .- - ., ' '/' ·:. ~ '·:. - . . - . . ·- ' -

como inicializacnn Pª~ª el mét(,d~ l'rim~l-dual. En P~~ti~uí~r; se· puccie'iniciár c¿ri • ~;..r\os cidos de 
·:·>>" ,~_-_:¡_: •• - -!i- .,.,:·.-· .--- >'-,,_<: ~---··.:-:-·»: .:,- .. ~;- ·:';, -<-··.: ·'•º"·. . ,:.'~~-·· ·.-,,.:~. '._- __ -: . ·: . __ .· ; 

iteraciones en un ~olo riodo; dotide b~da nod~ cori holgura ·ri~ c~;o se. utiliza para l~ rel~jación una 

vez en cada ciclo, el par resulta:nte (X, P) ~ entoru::e~usaclo comoun par inicial para el método 
: --: . . ~ . . . ·. 

primal-dual y este procedimiento ha demostrado 5er mUy efectivo. 



COSTO DUAL 

A TRNES DE PI 

PEND,•10 

CONJUNTO DE PUNTOS 

OUE MAXl""IZAN 

PENO,•O 

PEND.•3o Valores de Pi pera los c~eles los 
arcos Incidentes cor respondlenteo;;

~·· 11egan a· S.er ~alanceado~":_ 

/ \ ·""-
P1-e1/.. __ P2~e12-· 

PRECIO DEl. NODO 1 

Fig1.1ra 3.7 Ilustraciónfdc ·un inciCm~titO _·deg-en~'.iad~::dc:·prCcio;, La diferencia 
entre este ejemplo y el.de la.figura 3.6, es que el'rango de flujo f~ctibkdel arco (J,i) 
es ahora [0,10] en.vez dé [0,20]. Aquí, h~)".Un scg~enioh~rizontal de Ja gráfica del 
costo dual a través de ¡1¡ 1 cOrrcspondicOtc. a los puntos :que ma.xi..;.iza~-la,función. 
Un incrémcnto ·deScncra-do ·~e precios· muc\'C p¡ :del ·eXtrcrrlO iz<i.uicrdó del sCSmcnto 
maximizando al cxtrcmO derecho del niismo. 
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4 ALGORITMOS ':'IPO SUBASTA 

En est, capítulo se tratan los algoritmos tipo subasta para el problema de flujo a costo mínimo. 

En las primeras secciones se .describe el ~lgoritmo subasta principal para el problema de asignación, 

dando la interpretacióndeeste'~lgoritm~ como un'des~enso coordinado. Estas ideas, junto con la 

equivalencia entre el p~~bl~rÍ1a d~·~i~ria~iÓ~ y el de FCJ\1, dan origen a la generalización del algoritl11o 
,,. - .• ,_ -!'.'• ' _·,~' ··, :_7_. - ·-' -.• • - .. 

subasta para el probleniá d~ F0~1 y'qu~ recibe el nombre de algoritmo genérico de sub;;.ta, y que 

se presenta eri la secci~r1 if l~~/~Jt."imo se presenta también, el método de E-relájaci~~ c·~moun 
caso especial del algorit~o~enJri;~o, donde se explotan características especial~~ para h.<lce~lo más 
eficiente en la soiu~ió~~del~~~bl~;na de FCM. Se proporciona un análisis de .la coniplejidad de este 

último algoritl11o que muestra ,.;.~~tddología para obtener la complejidad de i~s d~ni~ algoritmos 
"r• '' ' ,•'•¡ ,., • •.-' _!, • 

CION 

Vimos que en el prnblema" de asignación (sección 1.4) se desea ~elacionar. ~ personas y. n objetos 

uno a uno, d¿r;de se cuentaconlos ~~loreso b;nefi~io~ ªii de asi~nar a la persona i c6n ~I objeto 

j y se desea encontrar In asign~ci6nc¡ue maximice)'!. b~r;éfi~io t()Lal. Etcdnjunto ·el~ ~bJctospara 
el cual la per~o~ai.pÜede ~ér ~jg~;d~ e~ un c~~j~nto ~~vacío·~~no~~dobrc;).'.u~'~-a~i~nación. S 

es un (posibleme~t~ vac~¿) conjJ~td d~ páre~ ~~.rsonás-obje~~.'{¡ ,•j) t~;~u~z~Á( i>;f a~~·to~~ arco 

(i,j) Es y tal que i> ... ~a¿a~ ... ~~r~o~ ... i, ~~lst~ ¡ 1c'íni~:tÍn par {i,J) eS.Dád6 u~~~igrí~~ión s, 
- :-. -- -·:..;· }---~ -.-· . .,,,·.:· -:.: .. '. <,~-, ~"··\•<.1, .. '. ·, •.. ·. • • .. :.·· -: "· '\"'· ;, ·.~;,·. \-·;·,,;· ~~.·¿'• ···;.. ·: 

decimos que la p~~;º~ªy:~st~~~sig~~d.~; ~¡ ·~.xi~t~·e1A~ ,¡;}) ~}. a.e ~§.~ ~~nera.<le~.i!Iloi ~ue i está 

no asignada. Usa~os u~ií t~~í"hinbflJgí~~imil~~ p~~a·~~jeibs. ~~a ;;i;ig~~cióri ~s [dcti6/e~i·~IJl1Ú~ne n 

parejas, así que toda persona'; tód~ ~bjét~ ~stá11· asi~~ados, d~ CJtra mane~ií~ asigna~ión es pa~cial. 

Vimos en I~ sección 2.1.3 el ·~~o~itm~ de s~basta i~~xpe;to ~~e s~rge ~e ~na manera natural 

para resolver este problema; con ~llncove~iénte que paradiert~s ejemp;os se presentan dificultades 
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en la terminación del algoritmo, mencionamos también que con una ligera variante, el algoritmo 

trabaja adecuadamente. 

Enseguida se describe este 1íltimo algoritmo llamado ¡ilgoritmo subasta principal 

Al inicio de li1 Íteracicí;í g~ÍiérÍ¿1l; se tie~e~r;~ ;;..i¡inaclÓr; 'p~r~iál S y un vector de precios P satisfa-
' ' . . ·' . . ; ·. . . . .. .. ; .,.· . . -· .. ". . . -~ : ' ' , .. ' .... ' ' 

ciendo F: - li.C., esto es lac.~rÍdicicln" 

(4.1) 

Corno elección i~iciaÍ, se puede iíiilizii}~~<i:<inj~nto de pr~ciiiscarbit;ariosjunto i:on la asignadón 
• •• ,._._· • -- - • • - ' -"O...'. --.- • ~l·. - . ' - -

vada, que trivialil1ente,;atisfac~ e -/i.C. La iteración consÍstC de dos fases, la fase de cifertas y la 
-. ,•' . ,- ·_ .' - ·; -~ - . _. . . : . . . 

fase de asignación que ens~guid1i'.'se d~1cri,b,~n. ,Véremos posteriormente que la iteración preserva las 

FASE DI~ OFERTAS 

Sea 1 un subconjunto; novacío de, person~ i que no están ,asig~adas bajo S., Para 'cada persona 

i E/: 

. ' ~ . . ', :-

Encontrar el "mejor" objeto j,; té~ienclo valor máximo; esto es, 

j¡ = arg .rnax {a;; :,:. P;} y el correspondiente valor 
J EA(o), ,• , , ,, ,, " , 

v; = max {a¡/-~j} 
jEA(i) ', • •, , · 

(4.2) 

encontrar el mejor valor o;r~cido pe/los objetos distintos de j¡ 

w;= max, {a¡·-'p·}, 
jEAU) jt.j¡ ,,i J 

(4.3) 

(Si j¡ es el único objeto en A(i), definirnos WL = -oo, o para propósitos computacionales, un 

número mucho menor que v¡). 
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Calcular la oferta de la persona i que está dada por 

bij¡ == Pj¡ +. Vj -,· W.i + ~ == í!ij¡ 7""° W¡ +E (4.4) 

(Caracterizarnos esta sitt;ación--dici-dndo que la persona i ofrece una cantidad por el objeto);, y 

que el objeto j; recibe una 6f~;t~ ~e la pers<.ina i. Elalgoritmo trabaja si la oferta tiene cualquier 

pero trabaja más rápido con la cléccióu máxima de la ecuación 

(4.4)) 

FASE DEASIGNACIQN 

PASO UNICO 

Para cada obj~to ii se~ p(j) el conjunto d~ personas d~ las _cuales j recibe una· propuesta en la 

fase de oferta de la it.irai:ión. Sip(i)cs !lo vacío,¡>; se i_nc~;~ci~ta a ~u oferta mayor 

p· == max ·bi· 
J ;Ep(o")•: J 

(4.5) 

remover de la a5ign~~ióri S Cualq'uier.pár (i;j)(Si J f~e ~ignádo a' algtin i baj_o S) Y_. agregar a 
' .-·- ·. ,_ :: ' ,·- - - "-,• ·:-·-· ... ::·- .-., ·.'·. 

s c1 par e i;. i) do,; de i; es ü"ª re;són~ ch ,,(H ~r"~c;¡.e:Íoríalld<le1 1n~ximo való~. 
:. . } -,.·· ·- . __ .,,·_ '. ,,~ ---;· -~--"· ·. •' '' "··, ... ·' ·:: ., > : . : ·.·. : .' -,.· -., ' .' .-
:-. ,: ... · 

·.-;-:¡_-

Note que háy algun~Úbe.rtad~s para é~c<ÍgcT~I ~hbchnj~~t~ d~pc~s<lnaslque h~~en prop~cstas 
o,i· '."'':'--" ,., :,. 

durante una iteración, U!;~ r6sibÍiidáde~ tolliari I co~oú~a s<llapcrs6na ,;ó asig~aÚ .Esta ve~si6n, 

conocida como Gau~~-S~ldcl por¿¿ ~i~ilitu~ ~ori'~I mtlt;d~ del mismo ,;6~1;r~ p~~a resolver sistemas _ 
... ,._.' -;~{.,:<·~;'.;_: :~.;:\ '. -_;:"'.':; ',.'_·_'~ - - ___ .'..;__ - ·-- --- ---- ,.,_ 

de ecuaciones n0Hnc~le~~usu~ir11C:~t'c([l!eJ;;8~b]ftr~ba]a m~j~r con una implc~nei:itación de cálé1ilos 

seriales. La vcrsió~don~~Jfa;¡~té•~~ ¡¿;ji.,; 1~ bcrs0~~s~6· <L5igna~~i,~sul1~ d'~ )a1._cle mejor 

comportamiento par~· co~pl!t~~ió~ ;a~~lcl~'y e~ d~llo~ida ~amo láver;idn JÚobi ,por su -~imilitud 

Durante una iteradó~, ·los obj¿t~s' 'c~yg$preéios son modifiéaclos, son los que rei:ibicron una 

oferta durante la itcmión. Cada camblode:pr~ci~ ihv~lucra'un incrcment~ de.al menos c. Para ver 

esto, note que de las ecuaciones (4.2) a(;1A) tenemos 
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así que cada oferta para un objeto, incluyendo la ganadora, supera el precio actual del objeto en 

al menos c. Al finalizar la iteración, tenemos una nueva asignación que difiere de la anterior en que 

co<1:.. objeto que recibió una :,ícrta está asignado ,ahora a alguna persona qu<!estaba. sin asignar al 

inicio de la iteración. 

La elección del iricremento en la oferta v1 +.w; +e para uira' person;; i [Ver .ecuación (4.4)) es 
' .. ·.::: . - .. · ' -, . 

tal que la condicióJ] de'c .;::u.e. <;s pre~~rvadapor ~I algo~itmo, como _lo dem11.est~a la siguiente 

proposición (en.efecto, se.'puede'\:.er que es el incrémento mayor en las ofertas· para lo cual está es 
''·.;-·· 

así). 
:. (~ ·._ :~.:e·.. • ' • ' .' --

PrOpOSición 4,l 1~(~1g6ritm~ SUb,asta pre~erva c.- H.C. ~través d~ su ejernción, esto es, si la 

asignación y el véctor de''rrecios;disp~nilÍles al !nicio ~e la iteración salisf~~en. € '-:Jf.C., I~ mismo 
• ·, __ ;_ --- ,.:.- . '" - ;:•,. ; _:,,- - :· - : .. - ' e·:~ . ~' . - -, •' . • . . • ·, --- ·, .• -:-,-... ; ; . ' 

es verdadero.para la ~ign'ii~ión y~l vé~tci/cle p~e~i~s ~bt~~¡(J¡, al. final ele .l~ iteración. 

Demostración .. Suíionga qué ~I objet~ j"- ;ecibió una ofe~t~ de rd perso~a" i y fue a5ig~ada a ·- . - ' -''·' . ~·' '--~- ~- - , · .. - . --- - . ' '. . . . ,._' ·- ' .. --' -

i durante la iteración.: Se1u1 Pi ypj l~.<; precios de(6~jet6 a~te~ y despué~ d1ha fas~ de asignación, 

respectivamente. Entonces tenemó~ (ver ecua.ció~es(4.4) y (4.5)) 

P';· = a;j· - w; +e 

usando esta ecuación, obtenemos que 

_.- .<. -

como Pj ~ Pi V j, esta eduacidn itlipÚ~a que 

·.···dij~ ~,Pi·} ;~J~¡;{a;;_:Pj}~c (4.6) 

que demuestr~ qu~ la condiclcl~ d~ e .:._'.ff~Q. (4: l)sc sigri~ ~aÚ~r aciendo dcs¡}Ués il~ JU. fase de 

asignación de un~ iteración ;~:~:{6s ~i~pa~~~>(i)) ~~: ~n¡r~ron a· la asign~cióri du;ante la 

iteración. 

Considere tanibién cualquier pai (Í;.Óque p~~t~neCll a la aslgiÍaciÓnj~st~ ~ntcs dé la iteración y .· 
~ ., - .- . - . . .. . ,_, • - ,e ··~· ~ -e • • • ' - • • •• - ,., _,; • ' - • ,. • > . • • -. " • 

0 ~; ~ 

que también pertenece a ella clespué~ de la ite~a~ión: Entonces jº.no debió re'i:ibiruna. ofe;ta d~rallte 
;-.. ~ . . , ' ' . - .• . . . . ,, - '- - • ¿.. "' -. . . . •. - . . . .. 

la iteración, así que p¡. = P;• ~ I>o~Jo. tant~, la ecuació~ (4.6) es~álida~n vl~iade la condición de 
-... ·' .. . "::. :··:>. :·: .. -_>·.::. "";·'-'. >,·;_· . , ,. .<: __ , _: 

e - H.C. que daba prió~idad a.la it~ración ye! hecho d~'pj ~· P;Jlara t.()do f Así, Ía.cóndición de 
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e -11.C. (4.1), se presenta para todas las parejas (i,jº) que pertenecen a la asignación después de 

la iteración. O 

81 siguiente resul•.-.da establece la .. \•alidez del algoritmo. La pruebá se basa erí ·tas siguientes 

hechos 

~"" .- · .. -
!. Cuando un objeto es a.5ignado; pcrm~riec~ así ~\ravés de tÓdcí el ~lgoritllla: Aún más, excepto 

al final, sie~pre~~is~eal;~1e~~s 'J~ o~j,eto ~~: nu1Í~~ 1iI siJo~ign~d():j <¡IJ~ ti;~~un p~ecio 
',_;..;:,."fo::_, , ,. > .. , ... · '\~:- -~ :; ~.;. ::-~; -

igual a su precioiniéi~I. 'La ;az~1i csq~e ;un~)..S~'dc Q"rc·r~asya5i/¡;,acióiiipüede reasignar 

algunos objetos ~ig~ados/per~n.; puede ié~ultar ~í¡~·~1 .. C>bj~i611~gu~ a·~~t~; sin asignar. 

2. Cada vez que un C>bj~tC> ~eéibe~uÚ'óícrt~;' ¿u ~;eci~se'.;n~ieme~ti;~n ~IEej c.[V~r las 

ecuaciones (4.4) ;(4;~)]. ~s:.~i ~l,ob}~io\~~jbe un n~m~~6 {~finito de ~~~es sÚ precio se 

;~ ·, . ~ --:~_:; -- ·,:.~-.:~:·_·_-~. 
~-) ~) ' 

;-·'-" 
incrementa a oo~-

3. Cada 1 A(i) 1 ofert~ dela pers~na i, 2nd: 1 Á(i) 1 ~s C! nÜlTiero de objetos en el conjunto 

A(i), el escalar vi ~~~nidÓ ~~r f~'e;;~¡ciCÍ~ 

·:, ,) ;~;=;~t{¡}{a;; -,P;}, (4.7) 

decrese en al menC>;c:La raz6~ .;~que uria 6rcrt~deia pe~sona i, decrementa v; erial meÜas e, o 

deja v; sin cambio porque hay ~; de: u'n C>bjet6 j q~e prodü~e el mií.ximo enla ec_uación ( 4. 7): Sin 
·,-·: 

embargo, en el últimociiSói el precio d~i ohj~to j,. red~igndo la ¿,fe;ta incrc1~~'nt~rá ;u preció en al 

menas e, y el objeto j¡ lió r~~ibi~á .;tra oferta po~ I~ pers'6na i h~'iá. ~~e v¡ dccr~zé'a .;J ~~nos e; La 
-'' - ,· •·, ·: ,~·.::,-> .. '<.::::: ·- ~~:._~' -~~: --,_-.=--

conclusión es que si una person~ i hace' ofo:tas un n6mcro"i1Úliiitoca~cvecc~.-~td~b~ deé'rcser ~ -oo. 
- --· ---=-- - ' - • "' - . ;'_,; ' -· ··- -- - ~"". '· . - . .··';t::- " .:,'¡: - . 

Demostración: La h.Je~~~ ~~; ~c)~~;adlccici~:' 

Si la terminación tia ocurre, elsJ~~¿~imto1;,;d~ objelo; que reciCiercJn u~ mímero infinito de 

ofertas es no vaci'o. Tambi~n, el ~ub~o~j~~to J"' que hidieronun número,infi~lto de ofertas e~ no 
_-- --'-- ' - . . 

vacío. Por lo señalado en_ 2), los p_recios de todos los objetos en J 00 deben. tender a oo, mientras 
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que por lo señalado en 3}, los escalares v¡ = .ma~ {a;; -11;} deben decreser a -oo para todas las 
JEA(o) 

personas i E 100
, esto implica que 

A(ij C J 00 Vi E /"' (4.8) 

¡,,,_ coudición de E - 11.G. (4.1) dice que a;; - ]Jj ?:. .v; - E pa~a toda pareja (i,j)•asignada, así 
: ... · . 

después de un núíhero fii1it~ ele iteraéioiiés, c~cla,Óbj~to en J 00 puede ~er 1i11icamentc asign;.do á una 
.-; . ,,-·· .·.:.'" ··.·::- : ;· .'· .. ·, - ·: ·. ,- , ·-· 

persona de 100
• Como después dé uí1 Í11ímero .finito dé iteraciones, ;,1 ri1enos uñci pe~sona de 100 ~erá 

no asignada al iniéi~ de cadJ iter~ci~n,'~e sigjqueeÍ n~~~rodeqr~Oll~ ¿n/ii~se.stri~tam~nté 
mayor que el ;,IÍ,,.;e;o de ob]~t65 .e~ Jci, Esto. contradice· 1a ·e~i~tcncia de u;;;. asignádÓn f;.ctiblc 

::< 

dada la ecuación (4:8)/~!Í;la q~e pérs6nas~ei1 i""crúeclcn s~r ás'ignádos·;ÍIÍi¿;.i:;;;,rité áobjetosc~ 

J 00 • Por lo tanto; el al~orit;,,o d~be te;íhinir. L'á ~¡g~áé:iÓnfáctiblé obténidi'a/·t~ríhino; satisface 
~- ,_ .- ::'"· -·~~~:;, ··.-<-;>¡',' ., ,:'-:-'·.:·.~. ~:::--:- /-' •- --,:--

E: - lf.G. por la. proposición 4:1} p~r0 lo,.que)a. ~ign~ció~'!!.s\~;de".i.róAé iiC-~~·scr·9f>ti"1a:~o 
-~--;, 

Considere áhor~ ~l et.so d~ \Jll problem~·d~ ~ig~;ción i16' f;c~ible. E~ é~t~ C:'riso, ~l ~lgÓritmo 
·' .. ' - . - - - . _.,, - . - . '· . ,,~ . - -. ,_ -.:;-· - ,_ ·- . •' 

subasta puede proba.~lé1~enl~ n6 ter;;.;in~~, ;1 C:onÚnuar incrementindo los p·rc~ios cl~ alg~nos objetos 

en al menos E. Aún más, algun.IB per~onas i c~tarán ;ealizando ofertas indefinida!Tlente y los valores 

máximos corrcspondicn,tcs 

v¡ = max ·{a;1· - ¡11-} 
jEA(i) 

' . . 
estariín decrcmentandose ·hasta -oo. Uno puede det~ctar ésta. situación haciendo uso de una 

cota inferior pr.ecalculadá pa~a los val~res de v¡, que ~e toman cualldCI 
. •' ·'· ... '>::··.'.'.: ... \''·.~. _ ... : ... ><:· -:·'.· ~:'~ .. -.- ":".'. 

vez que v; toma vilores debaj~ de~sta ~of.~·:p~r~ alg
0

ú~:;; ,;~sotros sab~iJ1¿,~ qÚ~ el problema es . 
" , . :- ·. ··_ ~ .. : ".,_ .. ""·,~' - . -~ .-· . ' - . - . -. -' ' ' . '· -· ·. . - - - , , .. -- . -

no factible. Des~fortun:cla~~~t¿,. ~J~d~~ p~ár rri~~h.is Ú~raclbries ~~~a ~Üe ,,:;gú~. V¡ al~ance esta 

cota. Un método alternativo párá det~ct~r~~ rHiibilidad es conv~rtir el ¡iro~;1'tma: en üii. problema 
• : - . " .,. '·>' - -·. , " ,'. - ·' - ' : -~- - -·- . --- ... -'' ¡ -.: ' · ..• :, :·<»'i· ' . . - . - ·. '". _,_ - ·- . ' - ,-

factible agregarido ar~o~ ~rÚfl~i~l~s a"i.i iráfi¿'~ dd a.Siin~~Íón '.; iCI~" ~~iores de' ei.t~~ ~rco5 d~ben ser 
,".,';_.(;··· 

pequeños (es décir, números ~e~ativo~ ITJ~y g~aride~f para que así, c~tos arcos minca parti~Ípen en 
. . .:. ~--- . , -.. - . '· '• - . . .· -· .. - ' . -· , . ' 

una asignación óptilTla a' llleno~ de que el prbble'ma sea no factibl~. El vaÍor de umbral apropiado 

para los arcos artiflciales puede sér' c~aritificado. 
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4.3 INTERPRETACION DEL ALGORITMO DE SUBASTA COMO UN 

DESCENSO COORDINADO APROXIMÁDO 

La versión de Gauss-Seidcl del algoritmo de subasta es similar alos algOritmosdc descenso coordinado 

y al método de rcJajaciÓIJ en p~rlicul,~f, fl0~~11e involucr~ elcan;~io d~precio de UJI sólo objeto COll 

todos Jos demás precios fijos; sÚ; en'ibar~ó e1'r' constr.~te''~on;Ü ,;,¿(()el() d'~ rel~jación, tal cambio de 

precio puede en; peorar e¿tricta;~ente el ~·~1¿i el~ la ri;nción du¡l 

8(P;[i .t,-.~l<Lxú./lPiJ+t.Jli 
;..- i=lJEA(•) · . _ . .-j=I 

que fue introducida ante;iorn1cnlri.' 

Generalmente pode~~~ interir~tar·l~i'IS~sdeofo~ta y asignació~ corno un paso aproximado del 

descenso coordinaclo:irn~ltárii6 para tcicÍó~ lo~pi~~i~~ ~oordil!adosque se incrementan durante· la 
•, '•" •,o, "" ••-'" --·- '>··.-:·,• •"' -J,., •: .• ; •• - -,-__ '"'- '-"• --.!---•-, --• 

particular, tenelTlos Jasiguierite prop6si~ió!', qÍ;~ s~ ilustra'én la figuiá.''4:1 

: .:.<··."- .. '-·.--:-----~::-·:F.~-.-··:_: ·_·,·· .. ·r:.'1-: _' .. ·-:· .·. :->::_:·'·._·. ·.:·_·. -~ 

Proposición 4.3-Óp;~cio ;i--~~- c~daobjd()j que recib~ _un~ofcrta durante Ja'. fa5c de-,.;,ignadón 

se incrementa en un· .,~1or qu~miriimiz~ Q( P). cuando Jos de;náS pr_~cio~·~e manti~ne~ constantes º 

a lo más excede tal en no más"de ·e,.-

Demostración~ De 1~' clefi~iciÓn de costo dual Q, la dc;ivada dlreciiorial por laderecha de Q 
'' . . : ' .. · --.·. ' ·.' ,··.. . 

en Ja dirección Pi es 

dj = 1 - (númerode personas i conj E A(i) y Jli < Y;i) 

donde 

es el nivel de Pi debajo del cual {es ~~jor obj~to para la perscida i. Los puntos de ruptura 

son Yii para todo ria! que j E ~(i{. Se~~L:, ~~::'; {a;j·JPi},' i una persona tal qiie fi =y;i, 
' ' " ·.. , ··· {•!JEA(•)} • e . · · .'· ,_,, 

fJ = .. max. {a¡; - Pi}, e i una persona tal que i # {y fJ = Yii· Note qu~ ~l iriter~alo [fJ, fil es 
{•!JEA(o)n!1J .·\·e· .... ·.·.,·.·,_,,,, ·e.,_.'·-

el conjunto de puntos que mini~izan. Q ed'1~ direcció~ ·de.! precio coordin~do Pi. Sea Pi el precio 

de j justo antes de la iteración en -1-a cual j recibe una oferta y seap¡ el prt,cio de j. después de la 



61 

iteración. Afirmamos que y::; Pj::; fj -f.e:. Es decir, si i es la persona que propone una oferta y gana 

j durante la iteración, entonces Pj = Yii +e:, implicando que Pj ::; ¡¡+e:. 

Para probar q,ue Pj "?:. y, n,otemos que si Pi "?:.y, tan1bién debemos te,ner Pj "?:. i· ~ado que Pj "?:_¡,;. 

Por otra parte, si Pj <y hay dos i>osibHidades. 
- .. , ,_' .-.-.... _ '• .-' : 

l) Al inicio de la iteraciÓn, i no ~~¡~ba asignado a j; ~n <lste b~oi ;;~estaba asigiiado a ning1in 
- ·- . . -.- .·. .. -· ,- ' ., ·.' -. . . ' '->- : .. --- .. ·· - . ·- ' 

objeto, rior lo que iofr~~ióporj ci~rta'~antÍd;ld, de tal man~ra que Pi'=:~+~. o i ~staba asignedn 
'., ... _ '; . , __ . ··--., .. ' . -

-, '·_ ,-_;'.~ -

'• 

Así, Pi "?:. fj .:e e:, impli~~ri~'o ~J~ ¡Í~ ~ fj (Dilúóque unáofcrtai;;cr~men{a ,~~,precio en al menos, 

e:) En ambosc~os~eti~~~;j"?:.Y~'y. 
2) Al inicio dé la itéraCióri) 2 c;tabi~,.;,ignad~ aj. En este c~6, i ~o estab~~i:nadá ~ j, repitiendo 

• •: - ·e:-.. ·-:--. '' ·. :. ' . . .·. ·. , -,_:~. ·';.\~·.' ' ' _: __ ·, 
el argumento del parrafo anterior, con i y y reemplazando a i y ji, respectivamente, obtenemos que 

COSTO DUAL A TRAIES DE PJ 

PENDIENTE • ·O 

RANOO OE POSIBLES W..LORES DE PJ 
DfSPUf8 Df UNA ITERACION EN LA 

-~UA_l'_PJ ES __ l~C~EMEN_TADA 

P[NO ... 1 

' PENO.• O 

\ 
'·>/)'c·.:"_,7'·,·~./.'',.'·.··>'···.~., ·. .·. --_:·_:.,::¡.:·7.,.~:.·.· .. ' .. -.. -... 

PTOS' DE R.UPTURA vlú EsroS so~·LOs'NtV~lES CE PRECIO 
, EN EL. CUAL. I LLEGA A. SER El MEJOR OBJETO PARA .... RIAS 

PERSONAS 1: . 

P/ 

Figura 4.1 Forma .del costo dúal a través del precio éoo;dÍn~d~ P; en la inter
pretación de las fases de.oferta y· asignación co:~o un descenso coordinado. 
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4.4 ALGORITMO GENERICO DE SUBASTA PARA EL PROBLEMA 

DE FLUJO A COSTO MINIMO 

En esta sección se gencral,iza la idea de los algoritmos subasta y se aplica al problema de ílujo a 

costo minin10 

rnin 
"·ª· 

- L Xjj - ¿:,_ Xji = S¡ (4.9) 
{j/(o",j)EA) , {i/(i,i)EA) 

b¡; $ Xij 5 Cjj l/(i,j) E A (4.10) 

donde a¡;,b;;,c;;'Y s¡ son enteros. P,ara un vector de ílujo dado, la holgura de cada nodo i es 

denotado por. 

9i == L:· -z;i .;_ ¿ X¡j + ,';¡ 
Ul(i,i)EA) {i/(i,j)EA) , 

El algoritmo mantie~e todo'el tie'm~'6 un,vect~,r d~ flujo de capacidad factible X y un vector de 
- .: .:~.'-~-- __ '.- \:·-·-· ;->--.-._·::-:< \~·_--_:: __ ' ~.'. 

precios P que satisfacen la cÓndición de -H.C,;Veala figui~4.2 

P . -p· <a·'-+' E: 1/ (iJ,'·¡'e• A~on ~-· c,·1• 1 ') - 1). . . 1 , _ ., IJ (4.lla) 

p· -p· >a·· -e V(ij) ~·~~on b·· < ,,., 
1 ) _ _ t) . . _ I, _ " . _ --~ IJ ·' IJ . (4.llb) 

Pi - Pj 

aij 

Figura 4.2 Ilustración del~ ~~~Jici~n~~ ~~:<-H~lgu';:.S Complementarias. 

La utilidad de I~ condición de~ - H.c.·~ d~be:~~ grar/"1~~id~ a la siguierit~ proposición: 
' '· .. --.-,._., .,:.,., -· . ---- . -

Proposición 4.4Sie<1/N, :on N el,~ÓrnerC>.~e n:dos, i~s factibléyjim~o conP satisfacen 

E: - H.C., entonces X es óptimo para el pro~lema d~:.FÓM. ,' 



Demostración. Si X no es óptimo, entonces existe un ciclo simple que tiene un costo negativo 

¿; a¡; - L: ~ij < O 
(i,j)el'+ (i,j)EI'-

y que es no bloqueado con respecto !l X, es decir 

x;; < c¡j V, (i;j) E y+ 

:·.·. : ·: ~: ._:.·~ _, ·' _- : :, . _,. 

Por la condición de e - 11/: :, la'iclación prec~dcntc implica qc 

p¡ $Pi +a;j +e V (i,j) E};.¡: 

1'; 5: ,,¡ ,.:.á,jf e .v (i, i) e Y-

(4.12) 

Sumando estáS relacioí1es'~~b~e-todos Íos arcos de Y (cuyo número no es más de N). Y usando 
-~-- ·-' ,.-- ; . ' . . . . 

la hipótesis l' < 1 /N ob~~n~~ci~ ; 

B a;; - B a;;-?. -Ne> -1 
(i,i)eY+ (i,j)eY-

. ' :··.· ,. . .... '·'. . 
pero como el costo de los arcosa¡/?~ eriter~, obtenfmos una cont,radicción de la ~cuación ( 4.12) 

- ' ';:'. .,_ ' ,. :_ . ,- ; ;-~: 

4.4.1 ALGUNAS OPERACIONES ALGORITMICAS DASICAS 

Enseguida se definen· alg~nos c~nceptos;y ~per~cio:es comp;~ta~i~nale~ que pueden s~r usad~ para 

construir bloques en los ~0~
0

al~orit,mos ~iguic~tc~'. ¿da',;;,~ ~é estas definiciones supone que (X, P) 

es un par de vect~r~~ íl~j~pre~i6~ s~Úsfaé:iend_o l' -::l!_.C. y serán usadas únicarnent~ en ese contexto 
- c-.-,-o. 

Un arco ( i, j) es llamad?l°+ é.. n~ bloqueado si 

Pi = Pi-+ ªii +cy ~iJ~ e¡; _ 

Pi =Pi ,.:. ªii +.e y b;i < zj¡ 

(4.13) 

(4.14) 

La lista incremental de 'unnodo i es el_(posiblemente vacío) conjunto de arcos (i,j) con vértice 

inicial i y que son c+-no bloqueados y arcos (j,i) con vértice final i que son c--no bloque_ados._ 
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En los algoritmos siguientes, el flujo se puede incrementar solamente a traves de arcos E:+-no 

uloqueados y solamente se puede decrementar a través de arcos E:--no bloqueados. 

Las siguientes dos delinici~nés especifican el tipo de cambio. en flujos considerados., . . 

Para un arco (i,j) [un ar.ca (i,i)] dé la lista ii1crenicnt.al dcl nCÍ;do /,sJa6 un csc.al~rtal que O< 

[(j, i), respcctivarneri~e], ~on~i~t~ en '¡~'rr~~~~tai ~I fl~j;, ;.:j ~'~ 6 ( d~crétl"Í~nt¡r ,¡ flÚj.; ~;.: en 6, 
~~ ~~ -

respectivamente),dejándci ;.•1¿s d;lllµ tl~jb{~al vcict¡;r d.e'i,;~¿io~,'iirí_~~r~bio.· i 
.· ..... ~/',. -.. ' 

En et· contexto ,del algoriÚno ;.;b;¡gta ,;!' 6~Íncr~lll~nto
0

{~~1;/=ff) ~or;e~po!ide a ,.;ignar auna 

persona que no lo estaba·~· ~~··()¡,j~to; ~st<J resulta;~" 'Ün in~rcli1~iíf¿ d~I fJúJ2 e~5 ei'arc<Jcor~~spon-
, ..• -·- ·.: . -. . ... :· .. ·-·.· .,, -,: •... ·--·-·----·;,;-' - ------· ·-- ,· __ .. _, . . :;)\;':•, ><· ·•é> .;. '''·'.''''(';.•;· '.'). ··:·: \- i:i ''·' .:·. ·.•: >' ··: 

dienf.e de (l a !. La próxima operación consisle _eri•el incremento de precios de un súbconjunto de 

nodos en el máximo ~()rn~Ói~~~~r~i~td~ qÜ~i1ovÚ~i~·f:~ILC:'.' : ->, :1; C1' é'J . . •··: 

Un i11crcmcnlo d~;pr~clo 'de'. ~~~;~o~JuÚi-• J€~iio~bs ']?;,~;''ª~~o,' q~~ '.~~ u~;sÚbé()fi}unto estricto 

de N (es decir 1 i 0, Í, ;i N)·.~~~;isÚ~~ d~j~r el v~cto¡de. flujo .X}Jo~ preci;;;/Jei1()s nodos no 
f.]: 

donde s+ y s- s~n °lC>s ~~bi~nj~ntosdc ~~calaf~sdados por 

s+ = {p; +a¡; +'E: .:;.Pi l<i . .i) EA taLqú~-i E J, j ~ !· x;;< c.:;} 

s- = {P; -a;i+E:~p¡ ¡'{j,i)EA'tal qu;;;~l, jf!, b;; < .r;;} 

(4.15) 

{4.16) 

(4.17) 

En el caso d~ndc el s~~co~junto d~n~lsie de~~ ;olonoJ~ i¡ un lnéremcntódé preci<Jd~I conj~~to · 
':-;-o-:.,.--~o'-o=- -------. --· ,- . ,. '"'. ' ' . ' ' 

(Un incremento.de,;t~i~iál,~E~rio·~~~~¡~~:~a}~·iht~a'J~~Í~~ p~r~ facillfar;;;) ~;\~~~iad~~e los 

dosalgoritmosqÜ~se.~ai~~).'<\'' . :, ··.· .. ~:¡ ·' , 

Note que todo ;;sc~lare~ l~s co~j~~tos S+ /S:. d: ¡,.',; ~iua~lon~s ( {16) y (4j7)es no negativo 

por las condiciones d~i-u.c., (~.l.la)·y (4.¡ lb) réspectivall1'ent~, así te~em6s ;;:: ~ p~rlo que el 

precio se incrementa~ 
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El algoritmo genérico a ser descrito brevemente, consiste en una secuencia de ó-incrementos Y 

operaciones de incrementos de precios. La siguiente proposición enunier.a algunas propiedades de 

estas operaciones, que son importan.tes en <;I c6ntexta· de cstC.-algorit.m?: 

>. . '- )• : . : ·~':' ~· . '-. e ' .'· -, . _.:·e,-.: '. : 
PI"Oposición 4.5 Sean .(X;P) tuÍ'j>ár.de'.\:ecl~rcs,satisfaciéndo e:-ll.Ó. 

a) El par de veclÓres íluji-pre~io :iblc~faO'dcsp~1és·d~ u11 ;~-i:1c;dmento o de un incremento en 

precios satisface e-ILC.· 

b) Sea I un subconjunlode,nodos tal i¡uc¿:,~ 1 g¡ >O: 
s- de las ecuaciones (4:16) y (4.l 7) s~n /ados, clproble1;;;, uo cs. fnc~ible.· 

Dcinostración·.-

a) Por definición de e:~ll.C., el ílujo·de un arco e;+~no bloqueado y de un e:-~no bloqueado, puede 

tener cualqtÍier v~lor ~entro del, r~~go de Buj~ ;actiblci. Comoun6-incremen¿ ú~icamente 
cambia el-flujo de un arc~,é~nobloq11eado o üh ~-cno blCJqueado, no pued~ resuliar que se 

,. - - --' ',-;. . '· " - . - . --· . - ,-. ' ' - . . . . ._-.. ·,:~-. ··' - : 

viole e:-11 :c. Sean};}?· el vécioi,de ~~~ciÓs a;Jl~s ~: dcspu6s de Un incieil1ento 'de preci~s de. 

un conjunto 1; :rei;pccti~ám;ntd.• Para lÓs ª~~os {i,jLcon E /.yj E J, o cori ir/; l•y) r/:. I, la 

condición de e:-11. c((e~~a~i¿n.·~ i11}cs ·;~ti~f :c1;il~6((.\;,p')/corno ·t~m ~¿n es s~tisf~cha por 

(X, P) tenemos Pi ::.C ¡1{ = p¡ :.._ Pj: Para' los arcos~(i>il con i El, j r/:.I y Xij < e¡; tenernos, 

usando las ecuaciones (4J~)y (4'.í6)" ,_e . 
. - ~--~:, ; , '., 

Pi - Pj = Pi - Pi (4.18) 

así que la condici~n de e:-n.C: {4.Ila)es ~atisf~~l1a. Paraarcos (j, i) con i E/, j <f:. J y :r.;; :> b;; la 

condición de e:-Jl.C. (4.llb) ~~satisfaced~ manera similar 

b) Como s+ u s- es vació 

:r:¡; = Cij 'l(i,j) EA con i E J, j r/:.I (4.19) 

:r:;; = b;¡ V (i,;') E A con i E/, j r/:. l (4.20) 
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Tenernos 

o < L Yi = L Si - L Xij + L Xji (4.21) 
iE/ iE/ {(i,i)EAliEl,Ul) {(j,i)EAliEl,UI) 

combinando las ecuaciones (4.19)-(4.21) se sigue que 

para cualquier vector factible; ~sú•;rila~Ícln i~plié:a ~úe Já suriia de las divergencias de los nodos 

en / c~cede la capacidad de. la é~rt~d~r~ [/; jy-I),:lo q~e es una contradicción, por lo que el 
"''.·· 

problema no es factiblci.D · · 

4.4.2 
'·----

:.::e-

Suponga que el pr6bÍétn'a el¿ tiü]Ó ~ios!.ornf~imo es factible y considere un par (X, P) satisfaciendo 
·, .::·:.~ ·.:::_:<,. '.,-'.-;···:-- \--,'º. ~) . -

e-11.C. Suponga ad.crnás .que para ~lgún nodo i tenemos g¡ > O 

Existen dos posibilidadc~ 

1. La lista incremental el~ i es n'o va~ía, en cuyo caso uri ó-incrémento cu el nodo i es posible. 

2. La lista increL~nt~l 2i es~acfa, encu;o caso el conjuntos+ U~~· c6rrespoltdiente al conjunto 

l = { i) csno va~ío, dadÓ'qUe e.l probJet;.;a .;sfactiblé (ver la proposieióri 
0

4.Sb)). Aúlt más, de 
;¡--

las ecuaciones (4.i5)~(4;J7) uriiltc~~m~~~o d~ preci6del n6clo i será süb~t.arítivo. 
·. -

Así, si g¡ > a· para 'algú1t'frY'e1 próbÍeína es' factible, entonces un ó-increinento o un alimento. 
: __ ._,~~~::;_:o,-=-~;oOO ,_¿.~';---~.-'.-<-:=·---- --o. -="~-:-- _, __ 

substantivo de predos e~,~o~ible~n el
0

n~d.;; i, 

Estas observacio;¡.;s ~otiva'lt ~·n método, llamado algorit~o genérico, que inicia con un par (X, P) 

que satisfacen t:-11.C. ~ i~~lizi~un·a se~u~nda de ó-incrementos y aumentos substantivos de precios. 

El algoritmo mantiene l' e~ u~ valor pisiti~o fij~ y termina cua.ndo g¡ ::; O para todos los nodos i. 
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JTERACION TIPICA DEL ALGORITMO GENERICO 

PASO UNICO 

Realizar en secuencia y en cualqui.er orden un número finito de ó-incrementos. y .aumentos sub

stantivos de precios; en este momento.deb•e h~be/~lmenos un ó:increme'nto, pcrCJ no necesariamente 
. : -. ' ... : ;.: - . -,'. .· ; ~ '. :·'· :·.·; - . - ,' . - . ; 

al menos un aumenta de precios'. C~dá ó-ir;~rémerÍto debe. de realizarse e,,; algún nodo ; con g¡ > O 

y un incremento de fluJo6·d~l>c~aiis¡~~e;ó:$'~¡. Átin rl1:íS, cada aulll~nto ele ¡jrncio debe realizarse 
·--~:'.' -._·_·'_·-~.: }:'. '-> < · .. -·_: . ' . - . . -

en un conjunto I con g¡ ~O par:todo.iE>y 

La siguiente prop¿~iciór;~sábl]~e· la. :alidcz' d~1.·~1gLtri1{) genérico 

Proposición 4;(¡ Supéíngá ~iJc ~J ¡~(óblin1ade ílÚjo a có~to minhno .es factible. Si el increlllento 

ó de cada 6-iúcrer_n~~t~ eserr'tiro, ~nt6~ce~ el'.alg6;ití;i~ ge~.Íricotcrrnina con un par (X, P) que 

satisface e-11.c:El ve~_tcir~c ll~J~ ke~,f~c'til>l~~;e~ÜptÍmo si e< 1/N. · 

Demostració~} ll~rc!l;~5j;..;;i~~ii~te~_~bservac~~ncs: 
a) El algoritrnci~re~~r~<<:~IJ.<J.:(~st~ esi;;ra ~bn~ecuepó{de la pr~p. 4,5 

b) Los precios d~ tddodii~s 'n~d~~ scin m~~ótoíraí~ente ~o ~e~rc~i~rrtés d ura;1te .el algoritmo. 

e) Una vez que•un ncid~·U~n:holgu~a n{) n;g~ti\'~, ;.;J,~J;uiape~niánéce así.La razón es que 

un ó-incremento en d1 nodo.Í Í10 l'!;cde ÍJ~v~r Ja holgurá d~ i11bajci d~ cer6 (dado i¡ue 6 $ g¡) y no 

puede decreser la ltolgur~ db los ;fod~s v~~inos. 

d) Si en algún r~ioment{) un nodo ti~ne holgúia'n.égatiya; su i>rc~io ~urica debió.haber si;lo 

incrementado hasta cse. r~1CJrn~!lto}y~~be~()r.iiul1a sup;;,~i~ i!li~i~l',~st~cs~na·c~n~c_~u.".nrja_dc. 
< c> y 1a suposición dé liuecsa1alí1eíii~n~<l~;~ºn'~()1~~;ª;r6 ~c~~[f~~ puecÍ~º participar en un a•; mento 

··· .. ·;-<.: :· ' ' 

de precio. -. -<, 

:i~·:--< 

al menos un .s~Íncrcm~~t~:;o/ite;~~iÚ, u~ núrriero'linit6 d~ 'ó-i~crc\,-;~!lt~sd~b.in ;;cr r~alizadás en 

algún nodo i c:on algún ª~eº uD;. 6~ci{) qu" "ª~ª·c:~ª 6-indiém~rít~.'-;.,s entFo; Jn ~~~e~~ infinito 
:«- ·- r:, ~ ,,_. _::-.; 

{~ -

de ó-incremcntosdeben ser realizados ;,n·~I nodo }con cla~co (i,k.Estci si¿~¡¡¡(:,;: qu~ el arco (i, j) 
' _,. ' ~r: . , . ·. · • ·' ~ •. · e . -. .·"' . · ··-· -. - . .. .. - - -, 

llega a ser alternadamente e+-no bioquéacÍ~ CCJ~ g¡ ; ó} é~~nCJ blo~~ea'dÜ~~n '~/je_; O un n~mcro 
~ - : - . '.· .. ' . . . --: ' -: .·, -.::· ;. ) : _> •'., :_' 

infinito de veces, lo que implica que p¡ y Pi deben incrernentarse en ~! menos2e: ·~n ri~rncro infinito .. ·· ~-- - ·--·- .·. ;·.--- __ ,_ -.-· : - . . --
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de veces. Así, tenemos que p;-+ oo y Pi -+ oo mientras que .Qi > O o g; > O, al inicio de un ruímero 

·infinito de .5-ir1crementos. 

Sea N 00 el conjunto de nodos. cuyos precios se incrementan a oo. Para preservar i:-H .C., debemos 

tener, después de urÍ númerosuficienté d~ ite-racion;,s 

Xij = C¡j 

Xji = b;¡ 

V (i,j) eÁ-cóir\€1v00 ,j iN;., 

vu.fe A ~6;1ieA'"°,irt 1v00 
-· .. , ' 

(4.22) 

(4.23) 

Después de algun~it~ra~ió~'. ~br (d); tL¿ nodo,enN00 debe tener holgura no negativa, así qúe 

Ja suma de las hÓlgura5 d~Jo~:rrod~s en N00 d~be d~' ser.positiv~ al inicio de los .5-increme-ntos donde 

g; > O o g; > O. Sesigue, us~r:d6 ~;ar~d~~~t~~d~' la pr~eba d~ la prbpo*~ón 4.6(b) (Ver ecuaciones 
-~_::_' , E"··" 

(4.19)-(4.22)) que 
,·.-_:e--,_·: __ ,-',...:. 

..... , ~[.¡:,, • '.¿:'; b;; 

.:'{(i.i)EAliEN~;if!N'.") - . 

Para cualquicr~~cibr r~~-tibl~, ésta~;-l;i~j~~ f~pll~~~~~ j~~u'~a: de I~ di~~rgencl¡,;de los nodos 
j:7->:~ '.': '' • ,;-'<. •, ,., ' 

en N 00 exceden la·~~pa~id~d de_la {g+1~~~_[A~~. N,-1

N00J:Úo{ü'11 ~s
1

iÍTiposibl~'. Se sigue que no 

hay un vector de flujó factible; éo~tradi~Íendó JahipÓtesi~; ¡,¿; l~'í.íintcí, CI algoritmo debe terminar. 
-· . - """' ' -. . .- . --- ,., .. ·, ; ·-.; - '.,_,. . i~/.;'.. . ,. '.; ' ·' .. " _, '-~ ·. ' 

Dado que al terminar, ten~mo~ !/i $ O para tod6iy ~I p;ob,le;y;ase .~Ííp~scrraciibl~, se sigue que 

con el vector P final: Pbr 1a: pro~osi
1

clón .4.5 ~i i: < l/ /\', x' ~s '5pti~o.'o 
' . ' ,. ' ' .·'. . . ~/ ,. . ;----: 

,.--,_._. 

La figura 4.3 muestra éomo el algoritmÓ genérico pu~dc no terminar nun¿a, aún para un problema 
_ '''..'--: ·.---~- ,.-•• -- .: •• : :---;_:: -....,-, 0 -o"-- -=--o=c·-·'-'O--.. '."O' ,·, \" ,. ·-~.:- ·' • ' 

factible, si no es -req~erido que se realice al menos un .5-inúement6 por iteración 

SI~ O S2 • O S3 • 1 , S4 • -1 8 Costo•O 0 Co~to·O 0~ 

Rango de flujo {O, 7] 

Figura 4.3 Ejemplo de como el algoritmo géncrico puede no terminar para un 
problema factible. 
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Consideremos que pasa cuando el problema es 110 factible. Supongamos que el algoritmo genérico 

es utilizado, así que para cada ó-incremento, ó es entero. Entonces el algoritmo t~rmina con g; $O 

para todo ¡ y' n;.• < o pc.;•;i al, ri1c1ios un nodo i, en cuyo caso la no factibilidád será detectada. 

O se realizarán un número infinit()de iteraciones y, conscc~eritem~nte, un, ntímcro infinito de ó

incremcntos. en el ,\1ull10 ca5o, ~e '.la P.~ueba de l¡propo~'ició
0

n,4 .6 p~~de J~r~e 
0

q~~ los ~r~~io~ rle los 

nodos in,•ol11crados en un rÍúu1er~ infiniÚi,d~ c5-i~dre;entosi;t~rg,; ~iJfi~:ilo.rhsto,jurÍto a !'na cota . 

en el cambio total de.;,¡, ¡ir6~io d~i !;ocio, pil~de ser tJsaclC> para cletc~tar no f~¿tlbiÍldad. También 

puede ser posiliJ,{ d~tectár 116 factibil'id;~
1

~ésci1b;;i1n~;·:i'el tras¿~rsC> d~i alga'ritn10 lln ~ubconjunto 
':fr~'·''·· :·({:'- ···~r·· ~~··;;: 

de nodos l tal qtre L;;¿1 ~;.:> o,} q~~ ~I ~o~JÜntÓ d~·;,~~aÍares Sf y s_-/de lc.5 e~tJa~i~nes ( 4.16) y 

( 4.17) sean vacÍos. (V~r Ja propo'~iciÓ~A :.'i(b ~·JY• Esto !leí es>ga~~nti~, ~¡~ embargo,: q~~ taI conj.1mt.o. 

sea encontradó durante la ejecuci~n clbi ~Ígo~{ti;,~. 
•• , C• ._,,•,· - ', ••• - .,--.·.,, .:_•o.-

El algoritmo genéri;C> pll~de ~pliff rsf ~e~\re;¡~t~~ m~ner.is•a' un~ lm;i~d~d dé·. pr~blemas • ~on • 
una estructura especl~I, dando lúgar' ll Úna variedad de algoritmos específico;, En particular, toma 

• .. - " .• ; , - , . . •: ~ . . , - . ' ' ' ... , . . . , ,_ "'' ¡ -·:•;..._- • - . - ; 'e '. ~ ',: - ' 

-.- ··;-.~.: ·-:--· .. ; ··::..-:;:. ~:'-?_:_, _;'_:-._.:. ;;\. ,--

El método de c-relajaciói1°cs ú:i1'c;6 c;~e~i~I d~I aJg()ribn; gené;ico de la sección previa, doÍ1de en 

cada iteración todos los ó-irícrcmcí1tos y au'merÍtos el~ prcé.ios' inv6lu~ran sólo'"' nodo. El método de 
• • :'· -: , - ,·, -.' _ • --· ' .,_ ~ • , • 0 " ·-.' .- • """ : • • • • • , _, ·, 

e-relajación puedeser·vistó tarribiéll''como Tn'atemiítican'1~ntc ~quivalcntementé al· algoritmo subasta 
·e 

para e1 problema dé ai;¡gnación <le 1a: se'c¿ión."ÁJen1fu., ~¡ ~1l:orit~o ~u basta pued~ obteners~ como 
~ --co;- -·~.,,,--~--- - ~.:o-; ---,.-~':--~-~'7""- -.· ... - -

un caso especiaÍ de c~r~lajaciÓ~;' Recíproé:á:m~nte, ~:; p~cd~ ~()~~ertir el 'l'robl~m~ <l/nJjo a cósto 

mínimo a un probleÍ11a de transporté (~~r eje01plo,ell el p~irne~ éapítul6) l'. corív~rÜr enton~~s el 

último problema a ~~o d~ ~lgnación (~;C,~ricl() l~~ufl«ieJlle~ rio~~s élll'túcad6~"de !;... ~:rsol13s y ob-
~-' .. ~ 

jetos). Se puede verlfica~ qu~ cu~~d() el ~lgo~itrn6s~b,;;;t~:~; ¡plicad() ii:~~t~ pr6h1~1Tla 1de asignación, 

y los cálculos son eficicnte;'.s/~bti~ne:el ~étod~,·~~ t:~r~i~J~~ióñ,si :~u~6~J~()~que el problema 

es factible. En la practica, el,rn{;todo p~edc ser mejoráci() ~gregando mecanismos paradetectar in-
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Para esto, usamos un valor positivo fijo de E: y comenzamos con un par (X, P) que satisfacen 

c-II.C. Aún más, el flujo inicial en In': arcos es entero y se demostrará que la integralidad del flujo 

en los arcos se preserva gi~cias ~'.la iritegralidad dé I~ ofcrt~ de los no~dos y de las. capacidades de 

los arcos (Jmple111enta~iones ,¿~<tien~ U~a foejor ~omp)ejid,;,d elt eJ p~o~ cas~,,también requieren 

que todo flujo inici~I er; lo~ar~éis e;té'~n sucota,~up~ri~;oi~f~;iéir;~e~ [Íúisg¡; e~t6pu~d/h.acerse 

fácilmente, a pesar de q~~ ~;, ~~ré'c~ ;~';.mWfrii¡>ci~f~~~~e;i'lii piá~tl~;):• ', '" ''. .• • 
. . ;- ',,.:> ;·: . < !. "' ··>· ~--. ,-..... •'::): . ;_:. . 

~:.· .•• '~: _:_:'!:~:' _., '" ".' - ·:·;}.: .\'j: .. -.. ,· 
«'.;" " ,/ ''\¡·,· :~j·:,·· --.·;_-~;: « ,·-· .. , ._-~.- .. -. ... •'"·:t . 

Al inicio de. u~a itera~ión .ifpi~~ ~~.~i.~i~.~n p~r .di ~~~tores ;'(,Y, A ~lti~f~cl~~do E:-11.C., ·se 

seleciona un nodo'; c;,n g;,:> O, si' tiil nod~ Je', p'u'ede'ser ~ncontrado~ el algoritmo termina. Durante 
• .e·-··',; '··• ._, :•.· • ·:• . .... •. ' . ' . . ".-· .. ,• • 

,_;. .. , 
la iteración se reali.zanvarfos ~-ili~~ern~~t()SY éii>e~~~i;,fles de aumento _del precio del tipo descrito 

ITERACION TIPICA DEI/METODÓ DE ~~RELAJACION 

. . .. -

Si la lista increfT!ental d~I nodo ~-es v~cía ir al paso 3, _de otra forma seleccionar un arco a de la 

Sea j el nodo finaldd arco a; que es adyacente a i. Sea 

• = -r :::I::::=:::r: ~·:(;·.; (4.24) 

realizar un ó-incremeni.o'cfo ¡'para: e) arco á. Si como resultado de esta operación, se obtiene 

g¡ =O, ir al paso 3, de aira form~ ir al p,.,,;o !. '. 

Realizar un incremento de precio en el nodo i; Si g¡ ::: O, realizar la siguiente iteración, si no ir 

al paso l. 
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Alguna información de Ja iteración en la é-relajación puede ser obtenida notando que en el limite 

é - O , la it.cración de relajación de la sección se lleva a cabo en un solo nodo. La figura 4A ilustra 

la secuencia de incre1nento_c11 precios en una iteración~~ e-rclajacidn. 

PUNTO MAXIMO DONDE 
DEA1v·.0A "oeR. ~o ~DEA'VAOA IZO. 

PEN0.•20 ·: 

END.•40 

:::-·:- ;: 

, PAIM~A , ... :~,\, . 
~NCREM¡¡NTO. i--·. e: PRECIO 

~N~~~~\~; DE PRE~•::: ·•.:-.•.~.•.~.· .. ~-.• ~.·t•.·~} f F.L.·.N·'·::·A'/ ,· :--- .. ~~i'r>·- :_.·:-I.-::.~V_. ___ _.._ _____ _ 

PI-e' P~t2. · < F3ie?l :;;:'.~14 

VALORES 'oE,Pi PAR;: to-s· cuALes--.'.· 
LOS' ARCOS INCIOENTES-_C;OARESPONOIENTES 

LLEGAN A'SEA SI.LANCEADOS ' ' 
'. - . - { ··;: ·-:::-: - ;: -~ ~- - .. ' -

' '_.-: -.\ <>.: _;-:'~·;_ >--- _._ :-.:y· 
Fig~ra 4.4 J1ustra~ió·n .. d~~¡,~-~¡~~-~-e~~a:; ~ii- pr~cÍ~s d~_ ur~á_ iÍcració_r~ ~e ~-rclájación: 

El nodo i licué cuatro a~cos i11cidé~t.cs~(!;i), (3;i), (i,2) e(i,4) COIJ rangos de !lujo 
[0,20], [0,20), [0;10], [0,30), respédivámen te y oferta só=;_ o. Lós.coslos de los arcos y los 
precios _actual~~--sor~ -ta1~.~: qu~_::~_- :~~· 

corno se_ muc~t-~a_ .. ~_n'.}cl;fi*'~~-~-.',;-L~~··p~"nt~S.,~-~-,~.Ú-pt~~~-.:d~J ,~Os,tO d~al_ a trav_~-dCJ 
precio Pi corrcsp_on_d~f! "!-·105 v~~rcs:c~c)í_'!ri:l_~s ~~-~~--~~-0'.'~)~1~.~r~O_S i_~ci~e~tc~~al _ 
nodo i llegan a Scr_:b_á.t_a~~~~doS.-~-- ~~~~,;,~_~?~~~~~flt~~-d~, PUnt~_s·d~~ru-~tli_ra~~e-;f\.os,· 
uo hay arc~s b~an~C-~~::.-,--9~a~-;~mcn~~". ~e·~.Pfe~f~s ~e_ ~a }t~iáC~_óQ-~dC · c~~el~jaé~ón 
incrcrncnt_a Pi _aJ pun~~ que·:~~á·~~- -~- ~~ ·dc~ec_h~ d~l ·~¡g~¡~·~_t'c:'PU_~~~- ~c-:r·~pi~~á __ mayor 
que p; (suponiendo.qúc eLpré~io iniéial dc!i.'a.cfo i'estáa la'izq~i.!rda-dcl punto que 
maximiza en nó lná.5.:<tc e):~ E~_- e1 ejc.~p~~.-~~ .. 1.~·-~gU_r:a,. h&y, ~·.~um~·ntoS 'de. P.recios, el 
segundo de los cUa.JcS e.oleé~ p;·.·e.~ cl'puntctqúC"éSt·á·~~a .1.~.~c.~ccha'd~I pUnto"in~imo, 
dando (dentro de ~J la h1t~rprntación aproxim~da ,de ascenso cÓordinado. 
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Enseguida demosLramos la validez del rnéLodo de e-relajación usando el análisis de la sección 

precedente. En particulél;r1 decilnos que la" iteración cor~sjstc de un número f!:iito.(per": vositivo) de . . 
. ' . 

ó-incrementos c.on ·ó eílLero·y un mímeró finit().(posiblemeiite cero) de aumento en'los nod<ls con 

holgura no negativ,;:. ·Adeniás, cornó los flüjcis inici~Íes, las or~rias en los nodos y las cotas en el flujo 
-- '~ ·- ' 

de Jos arcos son ~antid~des ~nteras; el incre1;1e~Lo de. Ílúj~ en tódris J~s ó-ill~rerlÍentó~ s~ráll enteros 
'' .; . '° ' . . • • ' . • . ~; ~:- - - - • • ,__ - - • : _, ) - - -

positivos en el t;an~c;1rso dcl~Ígoritrno: Ai;;;·1;1ás;' dcil~ ccUa~ló~ (Ú4) ~ev~ que'Ja ~ondi~ión ó.$_ g;• 
- .:~'., ,. - - ··:·· - -... ·-. --"~:'·--- - -.;.· - :.:~;. - /'-"-:, .. ;~. ·. ¡(""- _ .. -... ' - -_.--:· ··-.'.'-'' ,:,: ;;·.;, -.. -_ -.·. 

provoca que e1 arco;~1ga;de i~1i~t~ i~~retr;int~ldeL~1 fi~~1 ~;,1,~ .. iÍerációb.,o ·¡.fsu1t'1<iueu1:: o, 

lo que lleva al ~lgoritmoál páso 3'ysubscc~e~t~rné;;te 'a deLene~se: Sin ~1nb~rg<l, ~I ~úmero de 
~.:; .. :·_(----~ ~-,_-· ·.·---' !. -

6-incremenLos por iteración. es' finito'.' Ade1{i~ t~ném<lj que g¡,:>,o :;.1 iiíid(, i g¡ ;;:o•~al final d~ lá 
.. .. .. 

iteración, así que al rn~ncis un J:fncr~rne~L¿, d~be ~~Úrfii arlte~ d~ qucu¡{~ii~;~~ÍÓn pueda detenerse. 
( '"', •• -• • ,.;•. •••• ." • ' ~. '• : '." ' • •< ••• ' • •e - ·-·· - " 

En cuanto a los ª.úmentos deprecios;'se vc~que el paso 3 flU~dcsc~ a!C:~nz~do ~ajo 2 condiciones 

1. La lista incremrilltalae i. es va~i'a} g¡ >0, en ~u;:() Cas() el aum~ntb,(le precio .;~ el paso 3 será 

sustantivo (en vista 1el ;u¡iuesto de que'el pr?bl~maes'facLiblcyd~ la pr()posició~ 4.5 (b)) 

2. s~ det~ndrá ~esp~6s ~j~·.uX~u111en·t~de ¡:re~io (p~sibl~merite 
trivial) e~ .. el 

Así, todos los aum~ntosd'e p~ecioscnvuelvcn un ncido cokholgurauo negativa como .se requiere 

en el algoritmo gen~~~co: Co~o ~~~p~é~··d~ ~ada~ument<lsustilntiJó d:~rc~io eón g¡ ; O en al menos 

un nodo un ó-incre111ento de.bé s:r realiz~do, se sigue que el número .de ¡¡{úerll.entos sustantivos de 

precios es finito. 
- - . . 

De estas observaciones, vemos 'que si ·el problema e~ fac,üble, el método de e-relajación es un 

caso especial del algoritmo g~~érico ysatis~ace 'los supuestos de la ~roposi~ión 4.6, por lo t~nto debe 

terminar con un vector de flujo factible, que es óptim.o si e < 1/ N. 
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4.4.4 COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO DE e-RELAJACION 

Una parte importante de cualquier algoritmo es ei"análisis del t.iempo qué tarda en ejecutarse, por 

fo que en esta sección daremos un análisis deJ algoritmo de l"-refajaciÓn. 

La cota en el pre~io rJ(P) ~s u.na función :del vecto~ de precios P y sirve para limitar la cantidad 
'.'"' ~ -
- ro-• 

de los incrementos en ef pr~ció! Pá.r~ ~u~lq~iert~~Y~~tori?i !!; se;,n s( H) ·y t(H) ~us !lodos inicial y 

final, respccth·amezit~. Para:~ual~~"{~~:~;ccto~ de.precio~ Py ~~a irayect¡;riásimple Il, se define 
.. ·~ "'·.·,~ -·,:· .. ·.· .• · .. ··.' :-·. . , ___ ·_ . . __ ·-,··: . .,.:,;" - . : '-~'. -

-: ... ~:_>:.·- :-.:~·i.<\>)" 

du(P)=max{o; B (~¡.:_'~}~ü:;j{:=- i¿,>(p;-C.íiji-á;})}' 
(ij) e 11+·•> · .?('.·i! e 11-: · . '· ·. · ' · 

== max{O, P;(Ú) 21,1(ih,;> E .;/~;·;f-2: \~1}} (4.25) 
· .• ·.•... •· ·.;c;;n.e.11+'. • (i,il.e.H-:·:. 

Por ~tra parte pa~?i c;z~lqul~~· v~~to;d~ p~~ciÓs'P y un fl~jÓ factible X; tenem~s 
--:;:.''.;-· -,• --.;.,::.o::,.-::-·~-- ',. 

D(P, X) =" max{d;i(P) IH'~s ui1á_t~iiyeÚo;i~ ¡il'riri'e zí~ bl~q1íe;;d?i con respeCto a X} 
- ·-----~::~-;~-:-'--~:?=,-:' ·--;;~.-,::_;_f:.-.-_------.·- ., - -.... ~: - ···- -. -- -· 

(4.26) 

cuando no ha);ª un~ t~~yectori~jim~li ~~:·~]oque~~ª céin iespb~t~ ~·X·. ( CaS~ qu~ se presenta.·. 

excepcioualmente) defiiiir~rnos · fJ.(P,'X). ;;.o. E~ taf-~~o de.be oc~rrfr que b;; := ci}' par,¡-¡odo ( i, }). 
' _;·;?-.e;;-:-;--··¡,:~.--~::-:;~.- - ·~;'."'.-:::'.:·~-- ;~-'.-,·;·· ·:· ... ··. ·;-;--.··· .-._.,,-_1·;··, :,,··-~-·- '·: ·-·,-;-- ·_,._-·' _, 

Sea /Jc.Pr~·lnin{D(P,X) ¡°iézA ~~ ~~ Íl~j;;facÚble} .(-:1.21) ... · _. ___ ,_, ___ ::.::; . · ...... · ._, ... ·.: .. '.' - ._,._ 

Dado P, solam. ent~ lÍay ~ri nú;nero flnitoC!e vaÍores que D(P, x). p~ede t6m~r. por lo que .. el 
• :. , - L' - ', " • ,., ,• •'• "• • ' ; ,. • - '• • •' - 0. ", • ,;·• •', • • ~'•' ,..• •' • •" , • • ' 

mínimo en ( 4.27) s~ al~~riz1'' par~,!'l~in ~I sig~Ie~te lema ~tJestra ~Je P(R) ·~~~;()r~io~a ·una 

medida de subrpti'!l~lid.id ;<l~1 ~c~tor.cle preci<l~ X ¿· co~pl~Hdad colllput,;~ion"I estimada es 

proporcional a {J(Pº) dbnd~ Pº ~;el ~~.¿tor de precÍos i_nicialcs. 

Lema 4.7 

(a) Si para ".Iggnce ~-º exi.5te:ún !h:jo factible-X satisfaciendo ¿::.:.¡{c.J~nto con P ~ntonces 

(4.28) 
·- .... 

(b) P es solución ÓpÚ~a dual si y sólo si P(A = O 

Demostración. 
. - . . ' 

(a) Para cada t;ayectoria simple H no bloque~d~ con respecto a X y que tenga 1 H ¡ arcos, 
'' e •• -. 

tenemos que al sumarlas condiciones de~· -.:•n.C.a ¡ravé~ de H y usando (4.25) 
.. .. .·,. 

d;;(P)::; IHle s cN-1)e: (4.29) 

por lo tanto, el resultado se sigue de (4.26) y (4:27). 
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(b) Si Pes óptimo entonces satisface H.C.junto a un vector óptimo primal X, de (4.29), usando 

t: =O se obti~ne {J(P) = 0; Rccíprocame~te si {J(P) = O entonces de (4,27) sabemos que existe un 

flujo primal factible X tal que D(P, X) ='O. Deac¡uí du(P) = ~ pam tod":" I~ ti¡¡rectorias simples 

11 no bloqueadas ccin~cspcéto.ax: J\pJidanJó cst~~hed1Ó·~ 1~· ¿ayéit();i~ ~li11pl~~ 1~ ·~~~a;ido Ja 

definición de longitÜd. decié:loslltie~c q;)e :\' yP.~~ii;r.i~eri' if.c'. b~r Jo qU~ X yP~a~ óptimos .. o 
.:· t · ... -'.: ·:'/!~~·-. ,'.".; --·«· "'\··~ ·'::::·:~: .,;, 

Se ha demÓstráJcí qÜe {J(P)cs u~á r.1edida de 'optlmalidad d~ P :r•qúe'éstámuy ~eÍ~cionádo 
','::f ::'\:'. ,.:\,., •:.';:\·. • L,.-~ r·'. 

con las condiciÓncsde:ei:..c.)1.C.:Veremo~·que {J( P) • tiú;1bicÍÍi ·•impone un· Hr;iitc · eÍi Ja' c'antidad ··en 
": <. ~:.: ·J -~·º.'ti;:. i • ; '· ·;:. ' -

que los precios puedeéi~cr~r~dnt:~rs~.·~n ~1 ·¡;~,;~se~~;º del alga~it;nó <le e-~el;j;,ción. ·•·• E:1 slgüiente 
~-;., .. ,~ ·:·-.',';'.,~: •>.:e '*-'.1"' :\:f: .. ' ~:--·~ :..;',«_•• _:~~--'---·e 

lema combina el. análisis' hecho: illacpendicnteajentc· por· Be~tsckás y. Golbeng y sérviiá pára dos 
·-·~.:. \ ' ' ' ' '. '~ . "- <:· . .. '~ ' . 

importantes casos d~I ¡jgorÍt~o: ~~n ~1 ~~o'de'c~¿~j'~ini~ll(o}siri• ~l usb d~ ~s~alami~rÍto.•:· .. 

Lema 4.8 ·.Si el pro:lema' FCM es' f~cti~~e·;~~I ~S2c:~·:)iicr~::n~1~ d;~récio:n cada nodo es 
- ,-~_-':. '~:.~·-;,, ,\~-:,.-: ~·;".:- ":'!-I • ·,~ 

O((J(Pº)/t: + N). .·.•.•~·· •< · • , ···~~~. &. :;;;·. > 
Demostradón: Sea'(X,P). uñ.

0

pn~de fc~t~%~ g~~,,;~dos··~r ter~iridd~l~lgb~itmo y s~a Xº un 
7c• .·-: ·,-•;-'.': •:',:•:•- •,'\{7 

vector de flujo que al~ari~~ ~I mí~i;rió·e~ ( 4.Ú): ••· EÍ pas~;im'J>~;t~nl.i es cci~~id~~ar·.Y. = X -Xº, 
.-::·: ··- /.-- ~-/;,.,\ .. '._·-·. -·--'" ,'··:.··.-- . .,_,,_ .. · ,_: .. -·,- -~-: . .:-_·;.;.-·'1······'··.;."' ,.~---

que es un flujo (pro~~bler'nent~'ind~tibl<,':.e. ,; i~·c~'~aci~~d. rd~~~~··~\'01;~i~;'if~i~;~~tj,'·~··¡,;i ~1i~~as 
-·:,C,'";, 

una trayectoria ~i;nplel(con ~(n)':~ s: t(H) ';:{)•tal que.Y;;:> o 1i'1.ra toci~(i,i)eli~ y Yi/<: o 
- ., . - - - ·-· • ,. • - ·-·- . .. . ·~::- .: ' .. - --- .. · ·- . ' ' »· .,_ ' . ' - . . ' . -

para todo (i,j) E ¡¡.-: P~r la ¿onst~~~c.iÓn d~ i:'¡¡'~s.n6.bl~~ué~c!a con ;~s~c~tO a x 0 : Así, de 
':.".\ ,_ .... :-

(4.26) debemos t~ncr du(i'º) :5 D(fº,Xº) ,;·{3(~.~)y~Úsa~db (4.2S) tcn~Íllos . 
• • .. . ·· - '·· ·-' . ,:, <·--·~- -~·· .•. _. -,_-=.;,_- --'-=-"""'- ·~:~""'--~-c=-----=----;---::=c-

•~·· ~~=;;~ ~·:'.t72~;.+ : i: ~;;$~(A) 
,(i,j)E 11+. • .< .. (i,j)e H-' ... . . •. '. 

( 4.30) 

La construccióí1 d~ Y iaÍllb¡;;n ha~e q'ue I~ triyectoriainver~~ d~ j¡ <J~ba. de ser no bloqueada 

con respecto a X .• Por 1~ tarito:;asc¡n~iciones'dee_::H.c.'no~·dic~~· ~Ü~·;;:~ .Pi -;a;;·+ e para 

todo (i,j) EH+ y p; $P; ~a;;+ i ~ara ~~d: (i,j) E W·. A)s~~~r~si~c~ddki~ne;¡através de 
. -.-- . ' " ;_,¡ •""• ,., '" ',, -_· 

H, obtenemos 

(4.31) 

donde IHI es el número de arcos ele H. S~ tierie p~ ;¡,, dad~~~~ Ja ~bndidó~ g, < O implica 
. - _,·,_._,. :..:< ·'·.: :- - ..... . ... 

que el precio des no ha sido cambiado, por lo que sumando (4.30) y (<Íjl) tenemos 
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Pt - r? $ {J(Pº) + (N - !)o: 

a través del algoritmo para todos los nodos t con g1 > O. De los supuestos y el an:ílisis previo 

se concluye que todos los incrementos de los precios son al menos en i:, así que a lo ii1ás hay. 

{J(Pº)/o:+N-1 de estos, en cada nod.;: Como al flnál puedepr~s~ntarse u'n incrcmcntodcgenerado 

de precios, el ntÍlncrototil·d~ i11.~re1;1~nto~ d~ ;reci6s :s{J(~º)Ío:~ N J>ar~cad.a nodo.O 
• • ,·. __ :,_, • e - _,_ -- . ·---· ·,., --- ,_ .- ••• 

''\ :· 

Se ha establecido ur;!l· cci~aen el ~ú1ncro cle inc~~me~to~ en J~'ecios, por lo que se debe acotar la ·-· ... ' ·- --,._,· -- ·. ·- .. -- .· ' . . ._.:. " 

y la cota del tiempo r~~li~'ad6 en fad~ ~n'oac 16~ trabaj~s. 

Trabajo de revisión :~i~1't'.r~l;hj6 rJá!izid~c~.¿Ipaso (3) del algo~itmo, es decir calcuiar los nuevos 

precios en los nodos·y ¿~nstr~ir 1:i:sli~tñs ii;~r¿di~nt~les ~Órrcspo¿cÍi~utcs. Se puede demostrar que 
-

este trabajo se _r~ali_~~:~ri· .. ~-(~~(f!/~-~+·~~))~ .-;:.'' 
, ~"' 

8-increment6s ¡otal~s so1i' 8..'.ifl~re~1e1;tos del pa5o 2 en la que Un are~ es c6!oc;do en su cota 
- ·- ~- -~"-·_:-: . ';: ~·:-: - . -: - ·. _-.;. - ·.~ 

Se. pue'de d~mostrar c¡ue este 

trabajo se rcaliz;,,·enÓ(A(,8/o:-i- N)). 

8-incremcutos par~i;;I~~ son O~i~creíne~i~s d~I +~ 2 e~ la que ar~o es coia'cado e1Í un nivel 

de flujo entre sus cótas_j~1-~~~iOr' Y"~U·~~rici-r;=. El.'Pr~bfollj-~_-·fat~fitc que· Se~ prCScnta·-cs .. pódcf caer en Un 
,·::;::.-.';~,t.:- ~~·-.: ~ ~. '.: 

ciclo, y se soluciona usá~~~_i1n,ord~Ji'pa~';ire~isa;;1os ~~d~~ (ll~m.i~~ ¡;ri¡,1~n;cnt~~ión.de biirrida) 
··, .... 

con lo que la compÍ~jidad aé los á__:increní~nté>Spa;éi-,,l~s é~ o(N2(/J/i+N)):P°i:ir lo ~uc el mét6do.dc 

e-relajación tiene u'~a compléjidácl t~~al,\~~eJ"~~ordéló~ c~~s d{o(N3 tfi2(P/i:)).Pe;o depende 
··~· ;.-, '··,"_ 1·:: •:t.: :;~:;e•~:~:_;:_:~~)::--=---'·~--- _ _;,_'~.e- ~-"'-· .o-cC0:_-"'_------¡--=--.-::""7'¡-:=,=o> -

de {3 y de e, lo que p.ued~ l1aced~xrg~~~~I~·~f¿.~:~j~n:;pi~. lln~ cQ,ta naturiil par~ r3 ~s NC con e .el 

máximo valor absoluto de los cos·t"s de lo~ arcosy e F 1 /( N + l ); ~ar~ ga;anti;,ar optimalidad a· lá 

terminación del alg~rit~~. ~í lac~ta~~ 1~'~:.,~;Íe;i:d.~d;~ c~hvie~~?c~Ócitc) .. si11 émb~rgo el uso 
J-~ ::··'/' >";,,.. :, . 

de procedimientos de eséalá.rnienlo ~on llna'~sÜuctura' de datÓs novedosa llamád~ árb.;lés'dinámicos 

que se deben a [coT9oJ y pr6r6r~i6na tina. c~~rI~jiclád o(i\r,.Úog(Nl log(NC)):Otra opción es usar 

otra forma de escalamie~t~ con~cido c;oino~~~allrni~~¡o~~ costo qu~·;1ace1; ~~e la complejidad del 

algoritmo sea O(N3 logN~)yes ~~~id~a[BeEJS8). 
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5 RESULTADOS C0MPUTACIONALES 

En 1 • primera sección de este cápítulo se comenta la elección de tina estruCtura de datos adecuada 

para 1ograr una implementación computacional efid~nte d~,Un ¡>Wbl~~a de flujo a éosto mínimo, 

particularmente para los algoritmos de relajación); 5}í,'~sta pres~nt.~dd,i eri este trabajo: En la se-. .) ·~ ' ,• .. -,,:;/:¡-:;:~ '-. .; . ' C· ' : • > ·,, ·. 

computacional de estos algoritmos.· 

5.1 
~· ;~ ' ' 

Para implementar eficienteníentc '11n ~f~ori~~in~"dc,:lpü'¡;¡izacÍón ~n r~d~~·;,5 esencial, aprovechar la 

naturaleza de 1~ g;á.flc~del probl~~~ u~~ndo estructuras de datos apropiadas. Existen dos decisiones 
' ·;,'.·'::·:~·:>'·'.\:-

principales a este rcspécLo:'" 

1. Represent~r el pr()blelTlaen ti.;'a forma que facilite Ja aplicación del algoritmo 

2. Utilizar estru~turas d·~.d3.t6s ~dicionales que reálicen eficientemente las operaciones del algo-

ritmo. 

Para todos 

sencilla, por éjcmpJCÍ ~~pongamo~· q~e t~r:iemo~ él sig~fente probléma de fl~jo a costo .mínimo con 
'"-.],• 

cotas infcrioies ¡gú-~1Cs,·a:·cc~01quc -~~- J~· Ícirm~-cst·á~d_ar'.-UiiHZ~da-~n l~S- ¿;5d¡go~ d~ los programas 

niin Í: ·. -a¡;:r¡; 
(i,i)EA ' 

L: x¡i-··>'.;::íj~:: :;;¡¡~·si.-~" iEN 
{jl(i,j)EA) {il(j,i)EA). 

(i,j) E A 

Una manera de representar ~ste pr()blema esútilizar cuatro arreglo de tamaño A y un arreglo de 

tamaño N, que almacenan Jo'sigui(!nt,e 
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l N ICIO(a) El nodo inicial del arco a 

FIN AL( a) El nodo final del arco a 

COSTO(a) 'El coeficiente de costo del arco a 

CAP AC l DA D(a) La cota superior de ílujo del arco a 

Una representaci~n :1teri1ativacs,alníacenar los costos a;; y la cota superior e;; en un arreglo 

de dos diménsi~nes~c ta~1~~·0.N x;~, (Ln un;arreglo u;1idimensional de Íoí;gitud N2 , con los 

elementos de cad~ rei'.glónal~accnacl6~ clJlltiguamentc). Esta: represeri~'.'dón d~sp',,rdidá m~moria 
- '~: ·; 

y requiere muchci trab~j~ a:,ú~i6naÍ c~ando elprobléma es po~6 densci (A~ N 2 ) pero p~ed~ ser . _- .. -·-., .. . ' •" . ·" ., -'>~: ' ·. -- . . - . . '·· . . ' ' .; ::.1::' - . . ~-, .; , • ·, 

una buena eleccióripara prolilen;as'de1isos pa'iqucc~ita el alníacen~micl1to'de ICJs riada.; ini~ial'y 
_ .... - ·:.'-·'· ·~ .. ·--- -"' -:::;- ~-- ----. ·,·-- - .. '- - : .,,,:;:._; . ~ ,_ ,. ,•,_,- ··= "-· 

final de cada. ~.rc6. · P~zCa l~f~~?l()d,~s :Cl~ reÍ,~j~ció~0 (C6d'i~6~~ei~~~c) ¡{dczh~: dé_l()s'~¡;i~;, a;r~gl()~ 

mencionados, se necesitan e~tructu;rui cl~ dato~ ~dicÍ6~al¿s q~.; f¡ciliteti la5 6rdracilJnes de etiquetado 
., -~--- ,-

y el desculirimieiito · cld direcciones-de''asce~sci .• En -párticular ,'es ncccsarioctencr -fácil· acceso al 

conjunto de arcos .inci~~~t~s i~a~~ n~do. ;:Esio p~ed~ ser l1ecl10 con la ay~d~de los siguientes 

cuatro arreglos adicional.es·' 

P Rl M ERI NT(i) - El primer arco interior del_ nodo i (=O si i no tiene arcos interiores). 
-- - ·.-·. -· - :--- .. : . 

P RIM EREXT(i).· · El;ri~~r arco ~xterior del n~G i (~O si i no tiénc a~~osexteriores). 
PROXINT(a) füsigu,ie~te arco después de a con .el' mismo nodo fizial de' a 

(=o si~ d~:cl ÚÚi~Ó~~~~ i~teri<lf d~r1rdoa-iln~(~e-~). 
PROXEXT(a) El siguiente ~;cÓ clespll~s de ¡, ~Ó~ .,-; ·;is~o ~ad~ inidal d~ a 

--( = O si' a' es .,-1 ú!Ümo ai¿ó i~terior d~l~ÓdÓ iniéi~I de a ) . 
. ·, :··; «.:-- .. ,: -··- .. '· , .. ' . :-· ... ··._-.,.' 

La figura 5.1 illlstr~ l~ .lltiH~a~ión d.!est6s ¡~reglbs .con 'ú~ prbbl~made flujo a costo mínimo 
'.·;· 

Como un ejemplo d~ s~ ~s6, iúpo~g~rn6~ que querc~cis ie~is~r todoíli~s imos interiores del nodo 

i. Primero obtenemo~-el ¿coa¡ =PRiM~RIN;(i); entonces el. ar~: a2 =PROXINT(a1), el.arco 
·- _-_- -- ... - ' 

a3 =PROXINT(a2); etc, hru;ta: el a~co ª< p;,:ra el cual PROXINT(ak)=O. 



ARCO INICIO 
1 1 
2 1 
3 2 
4 3 
5 2 
6 2 

3 
5 
4 

NODO 
1 -

2 
3 
4 

FIN COSTO 
2 5 
3 . o 

4 
2 3 

. 5_ -2 
2 

4 
4 

CAPACIDAD 
2 

2 
-;·¡ 

. 10 
1 
3 
5 
IÓ' 

Junio s esas arco 
se muestra 

Costo/Cota sup, de flujo 

PROXINT 
4 
3 
o 
o 
o 
7 

. 8. 

o 
5 

PROXEXT 
2 
o 

7 

o 

OFERTA PRIMERINT PRIMEREXT 
--· 1 _o_-, 

--·--
1 

2·· 1 
----

;j 
-2· 2 4 
o 6. 9 

-1 9 8 

Figura 5.1· R~pr.,;ent~clón"de los dá~os de un· problc~a de flujo a. costo mínimo 
en términos de los nüe~¡; arr~g!Os INICI00FIN, COSTO; CAPACIDAD; PROXINT, 
PROXEXT, OFERTA-; PRIMERJNT, P_RIMEREXT. 
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Es posible no utilizar el arreglo PROXEXTsi los arcos son almacenados en el orden de su nodo ini-

cial, esto es, los arcos externos de cada riodo i son los arcos de PIUMEREXT(i) a PRIMEREXT(i+ 
' . .. ._ ... - . 

n-.'., por lo qu·~ eL arreglo PRJMJ<;REXT es suficiente para generar leidos los- arcos e':ternos de 
: .· . 

cualquier nodo. Haciendo ~slo ·s~ ahorra lamemoria:·de unarteglo y usualrnent_e unos calculos. La 

desventaja de esta idea-es que co~plÍca el análi~is de"ser1sibilidad:' Ei1 particular; si los datos del 
·", ·.'- ,... '"• ~ '. •• ,_:.;~·.;-~· c-.ó \);' 

problema son ~ámbiado~ para. añadir o suprÍniir algunos a~éos, todos los arreglos que describen el 
;-.;: ,:.:..._:-·-' .• 

problema, excepto OFERTA;'d~bert ser'.~cé:<Jrnpilados; • 
. - . ~~: . 

La implemen~aCi~ir d.; Jo/á1~6~itn1o~·~Ji;,.s(;r)'5~~-~rinci¡jalésop~~acione~ que involu~ra revisar · ... · ... · -- .. __ , ··.·· .;'·-:·' ,,,. -· - . ·- ·. '". -

los arcos incidentes a los nodos,·~on análogas a las realizadas¡)()¡. el nictádo de relajación,' por lo que 
·-·- . - " ;,:·~ ~ ', - :: ··e'; " . '· ''"· - . , .. ,._ , -- - : , : . ~ - ·' . ·, 

último, un conjunt~ similar d; arr~glos ~ lo~ den6mi~adosijn.Í~ E~INT, PRIÉr.1 ~EXT ~ueden ser 

usados para almacenar l~s aré:qs 'ele 1"5 lis_~ruiJnc~erncnt;lcs en _el rn~l~dá de t;:-'rcJájácÍón; 

Los programas estan cscritos"Cn FO RTRÁN y tiémen el siguiente formato común 
.- .; ___ - __ , " ~"c.-:~ . 

' <l 
a) Leen el problema e~ una fÓrma estándar común 

b) Convierten el problerna a "unafo~nra especialsegún él algoritmo utilizado 
;..-,:· .. ·:- ' :_~·~;.::. :~~-:~··-<:~_::· <: .:.:· '· 

c) Llama el algoritmo qu~ rcsu~l~e el problema 
·--~_·._ . :-.·;:·:; :;- : 

d) Proporciona reslJltádos:· 

5.2 

Es importante hacer ~ot·.~;. ~:ue'.las C:~~par~¿iones present~d,as son de implement~ciones de Jos algor-··· - '.. . . 

timos y no de Íos aJg();¡¡"l11;,~'~n ~{ Áde~ás;i~I d~~ernpeñ~ de los códi~~s depende de muchos factores 

como son los eje111pl~~ s~{~cC:i~~~d~s, 1: {o~~~i~A~a Y,. h~ta'. el io~ iil a~or u til i~~d~. 
La computadorai~fupl~~Ú p~~~ éo~:~il~; y ~~;;~r 16~ ~rcigráo'r;,:_,; fué una Ccimpaq 486 a 33 Mhz 

utilizando el compilador de FORTRAN de Microsoft versión 5.1. 
" . '•.,·. . , .. -,. '· ·:-···. 

Los problemas elllple~dos fuero~ gcn~rado~usand~ el programa llamado GRIDGEN que con

struye problemas ~leat~;io~ no bipartTt~sy~l~'a;ecer este generador no tiene ninguna característica 

TESIS 
DE lA 
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especial, es decir los problemas que genera son muy parecidos a los que se pueden obtener con otros 

generadores. El programa GRIDGEN genera solamente problemas factibles,. utilizando para esto 

una estructura de malle . 

Debemos mencionar ad.émás,-queº las com
0

paracioncs que se presentan a con.tinuación son limi-
-.-, ;·.· 

tadas, dado que algunos t{p;;s c~peci~les d~ r;6b1~1lli;~rácticos tienen estructuras.que bo se pueden 
:.,- \',,. -·- ;·· .. " 

". 
obtener utilizandb gen~~~dbres"¿¡leai.mios:·'si;; ~zhbaigo,:iéis rcs~ÍtacÍéis presentados en. este trabajo, 

··-"-:"··,·.·,-:'·.-.:·p-T~---·.:~."!:··:'.·-._.., ','; __ :. __ ,: (':>·· .. -- -··~-- -,.-. ,.-_ . · -~~·:·- ... :·--~_;~---.-~-, -

se asemejan a los propéi~cion;,:d;;s po;;áert~e~ eri' [~~T88a]y a lcis deGloveren (GJ\P92]: Estos 
-.. ... .,. -.- •p•_, -- ':;(" -- " -- • ·:<'..:- ~---i -- - - -- . - . . ;· ' .. "' - ¡-·, : ' 

autores concluyen que l; fárnÍIÍa d~;ai~m¡¡;.;,os d~ ~~lajación, coribcido~ ¿o;,;o RELAX ~o~ ·~n6s de 
. '" . . ' - ' ; .. ,· ' - .. - - - ' ., . ·. . --· -.. - , .. '-' •\ ~ -. ~ --- •-... " 

los más rápidos para!resolve,;;;()b;:~;id~fl~jo ac~st°' ~ínii,;o, .· 

En la figura 5.2 se·prc~cnta~ !~~· pa~á~eiros ~ás lmpiirt~~ies utilizad~s en la gener~~iÓ~ de los 
'.. - . _, . '. - _,'_ ' .,, . -

problemas empicados para la:~omp'aración de las ;;h~lementaciones c6mputaciollales: 

PROBLEMA 
NUMERO 

NUMERO . NUMERO NU~rnR.o DE FUENTES .. OFERTA SOLUCION 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
i 
8 
9 
10 
11 
12 

DE NODOS OE·ARCOS. Y SUMIDEROS 

10 X 10 
10 X lO 

. 10 X 20 
20 X 10 
10 X 40 
20 X 20 
40 X 10 
20 X 20 
25 X 20 
25 X 20 
2f X 20 
25 X 20 

600 
1000 
1500 
3000 
2400 
4000 
6000 
9000. 
3000. 
5000., 

: 9000 ·~· 
. 10000 •. 

20,20 
20,'20 
50,50 
50;50 

100,100 
.100, 100 
100~100 
IOl), 100 
150, 150 
lso; 150 
150;150 . 
150, 150 

Figura 5.2 Características de !.os problemas resueltos. 

5,000 ,690,513 
5, 000 443;428 
10,000~ '-1,149,228. 
10, 000 . 600; 305 
20, 000 2, 704; 184 
20;000 1;813,627 
20, 000 1;093,335. 

200, 000 .. 26, 613;401' 
25, 000 3, 077, 039 . 

. 240,000 '_34;487;136 ~ 
. 450, 000 62, 123,410 

450, 000 64; 294, 077 
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En la figura 5.3 se presenta el tiempo requerido para resolver doce problemas de FCM obtenidos 

empicando el generador G RIDG EN, utilizand" !..s siguientes implementaciones: 

• fl.ELAXQC: Es una implementación.del algoritmo de relajación °4ue mantiene.en una cola 

el conjunto de nodos con holgura distinta. de cero. 

• <-fl.ELAX:. Es. una implementación del a:'gor\tn10 de <~relajación.· Itera solamente a partir 

de nodos con holgura po~itiva; · 

• <-RELAXN: 'Es •'u~a. implementación dél algoútmo de <-relajación que itera tanto de.nodos 
. ·_,:::,.· .,_._ ->' 

con Jiolgur'.15 posi¡i~~ cor~o négatiJas. 

• NETFLO: Es uni \Sple~~~tacid!l ele! r:iétod~ pdm~l siíri~lcxde Ja gran M, debida a 
,· ·.~· 

Kcnnigto~ y llelgiJ.5~~: ~.~ Ú~t~do de e;te~ódigo seencuentra en [f{~HBO] .< 

. ;·-

PROBLEMA NETFLO RELAXQC <-RELAX <-RELAXN É:~REl,AXN 
NUMERO ,-. -_(m!~-,~1in}'_ j~-·~,~ax) 

... 
. 72 •·.17 .33 .66 .BB 

2 1.27 .22 .. 55 . ·.50 .60 
3 2.91 '.38 1.37 - 1.70 1.59 
4 5.61 .GI 2.36 2.15 2.25_ 
5 7.64-- --é:.87i • 2.75 -- .e• 3~40 ·. 3.63-
6 12.80 1.21 ··.· 4;17 -~u 5.05 

··.·•·· 5.54 
.· 

A:o1:• 7 18.73 !;26 5:11. 
B 38.56 5.02. . I0.82 17.73 • .. 18.83 
9 I0.49 ,LIO ·· . 4:45 .6JO 6:43 
JO 29.17 3.51 . 8.84 u:15i 12.36 
11 45.37. 5:98 - 11.37 2L31' 48.89. 
12 58 .. 89 1:14 :13.5 ! 28.14 54.63 

Figura 5.3 Tiempo necesario en seg~ndos para rcsol~cr los problemas con las 
implementaciones utilizadas. · 
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El algoritmo de <-relaxn necesita dos parámetros, uno es el factor de esJlamiento que se 

recomienda estar entre 4 y 10. El otro parámetro se basa en el costo máxilo de los arcos, 

costomax=max¡;.j)EA !cu/Y se .recomienda estar en el rango co•~".,m•:; y co"~mª'·I Lua resultados 

presentados en la tabla de <-relaxn (min,min) corresponden a la utilización de r factor de es-

calamiento de 4 y una ~psil~n\deJ~0frE• ~i~nlrt que <-re;axn (m0a.txr,~·s1a:cxo)mcob 1~1eascp1• 0onnedse,nena un 

factor de escalamient6'dt4 y tÍna~p~ilorÍ d~ c~ •• ~,,:;·~.s~ prob~ron ~ las 
•• - • • ••• >- •• -- .-,_ ••• ~- _-.. ' - •• - -1--. ...::: ' . p ·- ' 

""'~ ,, ''''"" ,, ooloo~~ t ~~,:~;tr"~'~". ... ;"' '"' ·~ ''~"""'~ r .. ·~··· 
· Otra ventaja de. los métodos de relajación y sub<ISia éon respecto a los algoritmos simplex pri-

••.• ··. ) .• :, . ·>· " (. '.; ''/: < > ··.·.·... ' .. · ... ¡ · ' 
males es que son mejores par1i"eJ·análisis de.sensibilidad:' Por'ejemp!o; supongamos que se resuelve 

·.' }\;'.'.··\''/ ' .. \·?,'.\ .•..... _••.•>>;: b<·i'-"/ 
un problema y se modifica ali:ambiar Já.s cápacidades de algunos.arcos y/o las ofertas dé los nodos. 

Para resolver el pro~le~,a~:odifii~d~:~;1~~r~m~ci:rÍ o~;:~~a~i~. ;i i~; ,:f ri;b,ld~ jJ~1!S:~tenidas 
) ~. "> ,, O( ·-: •. ··•·•• .·· ••.•. ' ,: •• > '\ ::,, :.•k: ' 

en la solución previa son· las variables duales iniciales generaln!cntc .. esta solución' inicial esta· muy 

cerca del óptimo y l~·sol~HÓ11,~I ~r;bie~~ ~o~·ifi~~do s/6bt:~~cr~~i~~m=·n;c. ~~ }IZr~te, ~ara 
resolver el probÍe~¡ modificadb isandci simple~ p~i.+1, ~e d~bg c~rÍt;r ~ón u~a b e inicial y la 

base obtenida en lá solu¿ió~ previa g~neralmenie'no'cs líll; basé p~ra: CI problema mod ti cado~ como 
\. ~- .. ' . ' ' ; ' ' :, - . --- ,.,,. ,. . . . . 

cercana a la óptima.• 

Una desventaja ap~re~t,ej.eios ª!,g~~i:;~;"el~q~r<;~el~~n es que necesitan guardar¡ en memoria 

6 arreglos de tamaño /Al y 7 arreglos de tamaño /NI, mientras que algunos códigos simplex prim;iies 

pueden ser implementados utllizando.4 arreglos de tamaño /Al y 4 de tamaño /NI. 
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6 COMENTARIOS FINALES 

.· - -

El problema de flujo a costo mínimo es de'gran interés enla Investigación de Operaciones, debido 

a su amplia aplicabiÍídadcn pr~~lem~idc:diverso~ campo de estudio, así como ~or su estructura al 

plantearlo como problem~ de Pio'gr~m~ció~'. Uneal. 

En este tr~baj'() s~ ~¿:ar~~lla~ ~lg{)rii~~~ t~~rÍ~a;;,~n;t efi:ie~t~; para rcsoh:er el probl~'ma de 
~· ~: ;-• - '• ;:·;:.: .;,- _;,·.,·· 

flujo a costo mi"niÍ~o, pre~~r;t~~do'y'a~áiizand~ la5bas~~ teó~i~a'., d~ dci~ i11ievos ;Í,lgo~itmos que han 
. ' . . - . ;::~·-' .. =~·. ' . ' - ' . " . ;" -·.:;,·\-'" .;-,- .- - .· :"2- . - -- - -- ~ ., • .• . .• - . 1"··1;· ' ' --' . 

venido a aportar n~c~,;_,f¡~ei,; d~'in~e~tlg;c'k;~ ~~ ~I <l~Ja;~;llO'de laPr~~f~i;'aci~~ ~faÍ~mática y 
,, . . - ·-: ~;_> ---;·-;_, 

de la Optimizació~ Cb~bi~aibri~. ' ,,, , * •;, ::,, , . 
Uno de ellos es él alg~ritiii~'dcrel~j;Í,ci?Ü,'~u~ ado~ta idc~dd,l~'r>r6~rar~a~ión do Úneal y es.un 

'·-~·-

método de ascénso dual 'q'ue calcul~ rá.cit~e~te 1.ui dl~ec'éio~~~ cÍ~ rri~jor~rnÍ7~to d~ I~ fuiiéión dual 
._;; ) -~- .'" -·.- . .,,,.; ,· '..f-'.· . -,,; .. -," ,;., ,_ 

. La implementaciÓn prcsc~t~d~ bs: muy eÍlcient~ para u;a g~~ri éa~tidri°d Je pr~¡;¡;.;a,; generados 
- :-;-.- -

aleatoriamente y mejor portada que los métodos ;imple~ prima:lcs para el análisi~ de' sen~ibilidad. 
',_o. 

Una desventaja. de ~sta implemen'ta~icin ~~ que requie;e. un 'poco rilás de mefr1oria cómputadonal 

que la utilizada eit los ~~ild~~ slfnpl~~ ~rimale~. ·A~rique~'léis' re;ult~do{c6~pu~a~ionales aquí 

presentados son limitadof ¡Ír~pb~ciéi~;,:~ ~ni.: id~a d~l c~~cl~ritc ;cnclih1,iellt~ ~ráct'i~6 del' método de 
': ;.· .... ' ;c._., . ;- ~~ 

relajación y son parecidos a los 'reportado~ por Bertsefu [BéBB~]. 
_, - .;. ... -_ .. ·._,-·. ,,'. ·.·· ; .-- ,.'. ""--, •'.' ;., 

El otro algoritmo, ll~ri,~~o d~ t:-~~laj~~ciÓ~; es tiri~.~~p.iéialj~a¿ión 'del. algoritmo cfo subÍ.81.aqu~ 
--~~-'~·~c.~:-.-;::c:oo-- .·,;;e 

surge del problema de 3.'li~náción coh l~ 'rnoti~;;~iÓ~ de,'erié:bnt;ar ~rÍ~ s61udión en paralelo de los 
' ·.' - -, ' ,.:_,.,.- .;:-_ ;;~ 

problemas de flujo e~ redes: Ú~a la id~a de ~~Holguri.s CohipÍementari~; q~e ~s é~en~ial para deter-
::_•: ••• , :_": /~/.-:·. '1 :,_: __ . - >>:.'y,, -·~:'.'-'.--_-,:;\>:.:·-:.= . .'-~·;.\)::"-/: :-/ '.:- ·;) __ ,~/< :."~: < ~.:A.;.··_: {'.' · -· -- -~-· ·: 

minar que el algoritmo note~mi~earÍtes d~ 'á.1~;~~~rlaoptim~lidad; además que"est..;; condiciones 

son útiles en la con~truéción de ;,,1gci;itrriosde'~;caí~rrii~~·tÓypu~den ser ~Ístás ~C>rnci uri rel~jarniento 
,,,··.· 

de las condicionesclási~ás d~HblgUrasCb~plemeritarÍis:. La i¡npl~rn~nt~ciÓri ~rese!1tada utiliza una 

estructura de datos ~encill~ ~o~bi~~d~con"cdriceptcÍ~ de escalami~nto, fo que hace ~ue ~u compleji

dad computacional ,~ea favorabli, aunq·~~e su com~ortamÍ~nto práctico no es 'ta~ bueno como el del 

algoritmo de relajación. 
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En Ja parte teórica de este trabajo, se proporcionan las bases adecuadas para que utilizando estos 

enfoques se puedan elaborar e implementar algoritmos específicos para otros problemas de ·flujo en 

redes. 
-'·,'• .. · 

La importancia de estos métodos se debe',¡ que pueden áplicarse a una amplio rango de problemas 

más alla de Jos tratados cü este t\abajo, ind~y~~dó p;~blelll~g~~er~les deprog;a~aclóri Lineal. 

También existe esfuerzos dirigid~~ a la. implementáciÓn. en paral~lo de este tip¿ de algoritmos Jo que 

se cree mejo.rara tanto ;a com~lejidad como el aspecto p:ráctico de Ios alg6;itr~os. 
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