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Señor, 

.-1 este hijo tuyo sólo le diste un denario ( .1/t ~5 J.f.JO) y lo ú11ico que 
pretende es darte gloria a lrat•ls de la contemplación y del ejercicio de ese don 
de entender y amar la ciencia exacta. que es el camino que debo seguir aquí en 
la-tierra. 

Se1ior, que este esfuer:o y sacrificio sólo sea para darte más gloria y que. 
.s1n•a para mostrar lo que tu Fe es capa: de hacer. 

Asi sea. 



''!lay hijo, cuando seas grande lendrás m11c/los billetes de a mil y me podrds 
regalar algunos 

.1/amacita: 

Desafortunrzdamcnte t11 sendero se redujo, por esta ra::ón ya no es posible 
corresponder o todos/os cariños, esfuer::os y felices momer1los que nos hrúidasle: 
ahora son helios recuerdos que permanecen en uu mente y cora:ón, pero aún asi 
quiero plasmar en estas /{neas que fuiste un pilar swgificatit·o en mi vida y la 
mejor forma de manifestarlo es dedicándote este trabajo. 

Con mucho amor, mamacita. 



.\{adre: 

' 
1 E:n t11 úia, uo dejamos dt! mostrarte nue.~lro amor. 

Sin lugar a dudas fue una cuclcnle de.cisión que me pcrmiticrns rcali::ar lo 
que yo qui'siera y 'sa ha siJo una resolución imporl!rnle, Ya que la lióertod me 
dio la oportunidad de elegir Jo de mi agrado. y y11 ve:: lo qitc <Jhora !i'oy. Es 
por eso que con estas scricdlas pa/abra . .; !J es'c tr11ba¡o que rcpn:sC11la para mí 
fo expresio"u más pura de 1111 forma de ser, q111cro ddrte grncia_i; JIOr el apoyo 
brindado. 

Todat·ia no olvido los consejos que me <mentaron en mi formaciárt académrca, 
este traba;o reprcse11tc1 brulantes horas de c.~ftur::o y dcdicactón que fue posible 
sop<Jrtarlas gracias a las enserla,1:11s que apr.;nc/( de ti. Aún recuerdo el dia en 
fa (.~cuela primaria qllt; fr adtirlu:ron que .~1 yo no me expresaba correctamente, 
iba a tener iJUt: abando11<1r la c.sr,uelcz. es ahi doTJdc dedicaste d tiempo necesario 
hasta que yo pude pronuncwr mejor /ns talos de los hbros. Esto s11;nifica para 
m1 el amor de madre y el deseo de .rnpePzcióri. Birn L'cilc la pena el sacrificio 
para lograr este trabajo porque demuestra el deseo de recompensar con u.lgo Jodo 
la recibido. 

Madre, quiero que. percibas eJte frttto como 1111 premio a fo que consumaste eu 
la 1:ida. Si que materialmente no es importante, pero recuerda que lo e5pirilual 
es lo más sublime y precisamente esa ha sido la me;or herencfo. 

Jluchas gracicts. 



Amor: 

Después de una ardua labor, ha culmi11ado el momento que tanto esperaba y 
quiero compartirlo contigo. 

Que te puedo decir a U que como especia/isla co11oces el sacrificio que rep
resenta obtener u11 posgrado y más ahora que como pareja" compartimos la vida 
en forma total. 

Cuando logramos 111w mela y vuefocs fa mirada hacia atrás es posible apreciar 
el precio, pero tambibi le sirt:e para t·aforar lo que represc11ta dentro de 11uestras 
aspiraciones. 

Amor, quiero recorioccr el apoyo que me d{a a dla me has proporcio11ado, 
este trabajo lamhú;'n es un éxito tuyo pues lll contrcbución ha sido itlTncnsa¡ ya 
que a lrat"és de la parte complementaria que un hombre necesita de su pareja: 
comprensión, amor y motfración me permitió es/or:arme a1fo más para alcan
.:arlo. 

Hemos compartido la mayoria de nuestras alegrins y pesares en la t'ida, eso 
ha fortalecido nuestra unión, quiero que sigamo.s hacia adelante corno hasta 
ahora lo hemos hecho. 

¡ No fue fácil, pero lo hicimos ! 
Estoy muy orgulloso de tt y quiero hacer de tu conocimtento que tu apoyo es 

algo invaluable. 

Con lodo mi amor. 



Jesús: 

Quiero reconocer tus muchos años de trabajo como profesor en la Facultad, 
en los cuales has formado muchísima yente !J me consta que el esfuer:o que 
realizas en que asimilemos esle tipo de conceptos, me da la idea de que mrís bit:ll 
lo haces como si .se tratara de tus propios hijos. 

E.se empeño que pones siempre a todas tus act1vidadés. nos moliua a tus 
aillmnos a tomarle como ejemplo para lograr los mejores resultados. 

Esta carrera es muy di'ficil pero ast también lo es de gratifica11te y la mejor 
recompensa es el orgullo de contrihir significatframente al desarrollo de la cien, 
cia en nuestro pai's. 

Sinceramente. 

Rolund: 

Quiero aprovechar la oportunidad para agradecer el tiempo y la paciencia 
empleada para explicarme y darme ideas q11e rne permitieron lograr los resultados 
de este trabajo. 

Dejame expresar que la activjdatl que reali;as es nrny valiosa para nosotros, 
pero lo más importante es que tu .sencillez demuestra tu grande.:a. 

Con udmiracio"n. 



Quiero reiterar mi agradecimiento a los profesores que tuve dura11te mis 
u/timos estudios: 

llumbcl-to Madrid de la l'ega, 
JoSé Lópe: Estrada,-

Ma. Elena· Gaáia A/vare:. 

quienes apOrtaron mucho a mi fOrmación académica y profesional1 y también 
a los sinodales de este trabaj_o: 

Patricia Saavedra Barrera, 
Lourdes Vclasco Arn:gui, 

Apolinar Calderón Segura. 
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Prólogo 

El desarrollo de la teoría y métodos numéricos para la solución de Ecuaciones Diferenciales 

Ordinarias (ED0)1 para Problemas de Valorns de Frontera2 (PVF) en dos punto.il se ha in

crementado significativamente en los últimos aiios. Como varios autores afirman [1], [14], [28] 

este campo está estrechamente relacionado con los EDO para Problemas de Valores Iniciales' 

(PVI), los cuales tienen un amplio desarrollo, pero las difornn~ias que se han encontrado entre 

estas dos ramas han obligado a que los PVF sean in,·estigados por separado para lograr un 

mejor entendimiento y dominio de ellos. 

Este tipo de ecuaciones surgen en una gran cantidad de problemas físicos, dinámica de 

fluidos, sismograüa, epidemiología, medicina, electricidad, magnetismo, semiconductores y op

timización (ver por ej. [l], [9j ) los cuales han motivado el estudio y ª'·anee de esta rarna de 

las matemáticas. 

Originalmente se había considerado a los PVF como una subclase dé los PVI [1] , pero ha 

sido claro que en cierto sentido Jos PVI son una cierta subclase de los PVF. 

Una de las diferencias fundamentales estriba en que para .. 1()5· PVI se ·tiemdnfor.maciÓn 

completa acerca de la solución en un.solo punto (el punto.inicial·)·loquepu~de i~ducir el 

uso de algoritmos locales, mientras que para los PVF no·h~y info;;naciÓnclli~p!et~'en ningún 
!', .·. . . ::·.' '_· •. :·. ,_ 

punto, así que los puntos extremos tienen que estar i:o'nectados.,o relado~adospar un algoritmo 

o método de solución en forma global [lj. 

Por otra parte,. una dificultad básica de los PVF. es. que Jos erro_res_.globales dependen de 

los datos en el intervalo completo en el cual el p·robléma ~sÚ d«iflnido, rnientris que' para PVI 

10rdinary Differentlal Equatíons (ODE), en inglés. 
2 Boundary Va.lue Problems (DVP's} 
.:l Boundary Conditions (BC) 
~Init.ia.I V.i.lue Problems (IVP•s) 



estos errores sólo dependen de los datos en el intervalo anterior (17]. 
' . 

Esto muestra la necesidad d.e,estudiar.este tipo de problemas de manera independiente para 

encontiar métodos adecua.~~s a sus propias ca~acteristicas. 

Por lo tanto, el objetivo.del presente trabajo es óntonces analizar con detenimiento el método 

numéric.o lla:má.do' '~Hétoclo de .Tiro Afúltiple' 'i con una \'ariante conocida como' ':\!archa 

Estabilizada.' ', el .cual es un algoritmo muy eficaz para reso!l•er PVF lineales que presentan 

ca~acteristiCas especiales y difíciles para integrar, numéricamente hablando, como es el caso 

de problemas de perturbación singular que presentan capas límites las cuales son bastante 

complicadas para conseguir una solución suficientemente exacta. Esto provoca por supuesto 

más dificultades numéricas para resolverlo, pero como se verá en el trascurso de esta tesis, se 

definirán y aplicarán nuevos conceptos y técnicas tales como clicotomía y desacoplamiento las 

cuales permitirán integrar este tipo de problemas con suficien~e exactitud y estabilidad. Este 

algoritmo está basado en el código de R.~J.~l. Mattheij y ll. England MUSL-SYM!RJ( (20], 

(21]. Como será mostrado en el capítulo 71 este algoritmo con algunas mejoras también puede 

resolver problemas más generales y de relativa dificultad numérica, haciéndolo así un código 

de propósito general. Sin embargo, existen problemas que presentan Puntos de Retorno o ' : 

Turning Points ' ' para los cuales el código no es adecuado. 

Es importante mencionar que también se darán algoritmos más sencillos basados en tiro 

simple, tiro múltiple y tiro múltiple con desacoplamiento, los cuales fueron implementados en 

Mdttab5(2i']. Este paquete resuelve problemas sencillos con relatim facilidad pero, corno se verá 
. •. 

en el capítulo 3, presentan algunas desventajas motivando así el uso del método de .tiro múltiple 

con marcha estabilizada y técnicas dicotomicamente estables como en MUSL-SYMIRK el cual 

permitii resolve; probi.emas más complicados e interesantes y que han surgci~-~ e~<i~~·'~ltimas 
investigaciones ... 

De ésta: manera, y para resumir el contenido del presente trabajo, en el primer capítulo se 
. ·'' . ·' .· .: 

darán los elemenfos prini:ipiiles'q-ue confoinian-la teoría de EDO para PVI. 

En el Segundo cap.ítul~-se h~rá lo propio para PVF, incluyendo puntos importantes como 

número de condición :~l dicótomía-de un problema. Vale la pena aclarar que estos dos capítulos 

contendrán solainente los puntos esenciales de la teoría para valores iniciales y valores de fron-

! Mathematic:=al La.bora.tory ( soítwa.re ma.temri.tico para. una. gran cantidad de aplicaciones ) 

¡¡ 



lera, y si el lector desea profundizar en' estos conceptos, debe referirse a (1]. [13], (14]. (15] )' 

[28] para mayor detalle. 

En el Tercer capítulo se definirán difereittes formas de aplicar los métodos de, tiro, como 

son Tiro Simple, Tiro Simple con Superposición, Tiro Múltiple, Desacoplamiento; dando su 

definición y ejemplos y mostrando la moth·ación geométrica de estos algoritmos, explicando 

además como se pueden resolver problemas lineales. 

En el Cuarto capítulo se definirá el término de Desacoplamiento de EDO, su interpretación 

geométrica y la estabilidad de un algoritmo con desacoplamiento. 

En el Quinto capítulo se dará ut,ia explicación de los métodos dicotómicamente estables, 

definiendo inicialmente el concepto de estabilidad dicotómica y mostrando algunos ejemplos de 

este tipo de métodos, haciendo especial énfasis en las características especiales que los hacen 

ser idóneos para resolver PVF de perturbación singular. Por. supuesto que es analizado con 

suficiente detalle el método Runge-Kutta simétrico implícito d)cotómicamente estable de 4o. 

orden utilizado en el código SYMIRJ(. 

En el sexto capítulo se discutirán los problemas PVF de perturbación singular, su definición 

y ejemplos ilusirath·os, la teoría de estabilidad y.discretización ,dicotómica así como un análisis 

del error global. 

En el Séptimo capítulo se ,darán las impleme~tacio.ries de las técnicas dé integración uti

lizadas: tiro sencillo ~on superposición, tiro'hiúlti;le, Úró múltiple con desacoplamiento para 

PVF en general, enfocánd~se ensegÜida poi°supuesto· a tiro múltiple con un integrador di

cotómicamente estable y desac~plarnient'~ ,para, problemas de perturbación singular y problemas 

en general más sencillos, dando una éxpÚ~ación ampli~ y detallada de todos los elementos que 

conforman a este último algodtmo. Para los primeros tres métodos se muestran los resultados 

obtenidos así como un ejemplo i¡ue ~Om.Pru~ba sus desventajas numéricas, lo cual obviamente 

sugiere el uso del último código para' resolver problemas más complicados. Para el método ob

jeto de este trabajo se da una ainpliagama de ejemplos que muestran la efectividad del método 

para problemas con capas límite en uno o.en los dos extremos del intervalo así como su compor

tamiento para un problema mal .condicionado. También se dan los. resultados que_ arroja para 

un problema general que .. se utilizó, en tiro múltiple con desacoplamiento para demostrar que 

efectivamente resuelve ·.una amplia variedad de problemas, haciéndolo en conclusión un código 

iii 



de propósito general. Es importante señalar que ésta no es la única forma de resolver proble

mas EDO de \•alares de frontera, ya que existen otros métodos que tienen otras propiedades 

que pueden resolver también eficientemente estos problemas, como por ejemplo los métodos de 

Colocación o Diferencias Finitas. No obstante, las ventajas que ofrece tiro rntiltiplc con marcha 

estabilizada y un integrador dicotómicamente estable lo hacen muy atrácti\'o para este tipo de 

problemas, como será justificado en este capítulo. 

En el Octavo capítulo se dan las conclusiones a las que se llegaron en base a todo lo antes 

expuesto y mostrando que mejoras se pueden realizar para as{ lograr un código más eficiente. 

Por último aparece la bibliograffa utilizada para documentar y fundamentar lo antes descrito 

o bien si se desea profundizar en algún tema específico. 

Es importante mencionar que se tiene disponible un diskette con los programas fuente, 

tanto de los programas elaborados en Matlah como del código ."-!USL-SY:\HRK, junto con una 

explicación sencilla de como utilizarlos y bastantes ejemplos para probar su eficacia de tal 

manera que cualquier persona interesada en el tema pueda acceder a ellos para sti re\·isión, 

modificación o pruebas adicionales. 

Quisiera antes de terminar esta sección agradecer la invaluable ayuda del Prof. Roland 

England, actualmente en la Open University de Inglaterra, quién en su estancia en :\léxico 

durante el período Septiembre de 1993 a ~[ayo de 1994 permitió que se lograrán los resultados 

que aparecen en este trabajo, ya que su profundo conocimiento en el tema y por ser uno de 

los investigadores más reconocidos en el área, me ayudo a encontrar siempre la manera de 

superar las dificultades tanto teóricas como prácticas de este tipo de problemas. Asimismo 

quiero agradecer el acostumbrado apoyo y la atinada dirección de tesis del Prof. Jesús López 

Estrada quién con su característico empuje y excelentes comentarios permitió lograr una versión 

mucho más completa y bien fundamentada de mi trabajo de tesis. Finalmente quiero agradecer 

a Carmen Dueñas la revisión ortográfica. 

Enrique Dueñas 
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Capítulo 1 

Teoría de. Ecuaciones Diferenciales 

Ordinariéls_pél_r~ P:roblemas de 

Valores ÍÍli~ialks 

1.1 Introducción 

El propósito de este capítulo es mostrar la teoría esencial de Ecuaciones Diferencia/es Ordinar'ias1 

(EDO) para Problemas de Valores Iniciales' (PVI). Como se mencionó en la introducción, sólo 

se pretende dar una idea general de estos conceptos, y si el lector desea profundizar en estos 

temas, se recomienda ver las referencias [!], [13], [VI), [15], y [28). 

1.2 Problema de Valores Iniciales para EDO 

Empecemos recordando lo que se entiende por un. ED(); Sea f : n clR x U?" - IR". 

Definición 1.2.1 Por un .sistema de Ecuaé:ii"'es, Difereitciales Ordinarias se entiende una ex-- . . . . . 

presión iiiatem.Íti~a de ia fo'~ma 
.¡ ' 

1 0rdinary DifferentiaJ Equations (ODE1s) 
2Initial Value Problems (IVP's) · 

y'= f(x,y), (1.1) 



do11de y' denota la derivada de y= y(x). 

Definición 1.2.2 Por una solución de la ecuación (1.1) se entenderá una función </i: 1 C !R-+ 

D~· tal que 

i) (x;<f¡(x)) E fl, l/x El, 

ii) </i'(x)=f(i,<f¡(x)), l/xeí. 

Como es bien sabido la ecuación (1.1), Jn general'~l~n~:tantas soluciones como' números 

reales. Para poder hablar de unicidad de la' ;()lu~icSn sehaé:e n~~esario imponer o adicionar . 

condiciones sobre la solución. De esta manerai'ei pr~blema qu~dacompletamente definido por 

(1.2) 

y(~)·;,,· a, (1.3) 
' ' ' 

(a, a) E fl C !R X a~n siendo a el punto, inicial y~u~ vecto~ constante. Por lo tant~, la solución 

y(x) de un PVI es una función que satisface (~.2) junto con (1.3). 

Es importante observar que el sistema de primer orden 

y'= f(x,y) 

donde 

.. . . -' . ·. T 
y(x) = [Y1(x),Y2(x),. . .,y.(x)J ; 

es la función incógnita. y 
: . ·.,· .· ., .·:: .:·. T 

f(x,y) = (f,(x,y),h(x,y), .. .,fn(x,y)] 

es suficientemente general,~~ues·:h:ido::~isi~~a·d·~ ecJaciones ~iferenciales se puede llevar, en 

principio, a uño de:~stá. ro~ina. ,: . 
Una ecuación dife~én~iál'de ().rden ;,_ltó, entendiéndose por el orden que da la derivada más 

alta que apárece en la ecua~·ió~, puede' ser'·~o~~~;~~d~-~-.:~·n_ .. ~istema d~ prin{er orden de la forma 

(1.2), ya que dada ¿ualquier ~cuacióri difere~cia! (esc~lar) ,. • 

a< X< b, (1.4) 
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se produce una función y(x) = [y,(x), y,(x), ... , !lm(x)j definida por 

y1(x) = u(x), 

Y2(x) = u'(x), 

Ym(x) = u(m-l)(x), 

con lo que la ecuación diferencial (1.4) se conrierte en el sistema (equivalente) ele primer orden 

Y:n-1 = Ym, 

y:,. = f(x, Y1,Y2, .. ., Ym) 

equivalente en el sentido c¡ue r_esuelto este último se resuel\-e (!A), pues y 1(x) es la solución 

u(x) de (1.4) e inversamente. 

Un sistema de ecuaciones diferenciales sé dice é¡Üe .~s Ii1;eal sÍ se. p_uede. escribir como 

y'= .<!(x)y+q(~) ll <:X<: b, (1.5) 

donde A( x) E ~nzn y q(x) E ~·. 
• • • -·· o • • ' 

El sistema (t.5)es Ilamado"homogé~eo siq(x) E O y.es no-homogéneo en caso contrario. 

1.3 Te~rema'~e¡Eilst~l1ci~· yU nicidad. 

La existencia yu_nícid~d para la solu~ió1;·~c PVI esÚ garantizada bajo condiciones generales. 

Definición. 1.3.1 Una ftiÍición f (x,y) : _n _C ~ x ~· - ~· se dirá (localmente) de -Lipschilo 

en (x;y0f ie:<lste ~~~ ccin~tante L tal que para cuaÍquier y, zen una vecindad de y0 

1 f( X' y) - f( X' z) l 5 L 1 y - z 1 • (1.6) 



Para el PVI general 

y'= f(x,y), (1.7) 

y(a) =a, 

se tiene el siguiente teorema. 

Teorema 1.3.2 Supóngase que f(x, y) es continua en 

D'= {(x,y): a 5x5b,ly-yo15 p} 

para algún p >O y supóng.a~e que f(:i;,y) ~s Lipschitz con respect6 a y en D. Si 

1f(x,y)15 Ú 

en D y e'= min(b-: ~;;;Mient;o~cesel PvT(l.~) tiine una sohición tíni~a pMa a 5 ':i: :;; a+ e.O 

Definición 1.3 .. 3 Una func.ión ~(:i:,·;): DCIR l< IR•'.':' al• se dirá gl~balmente de Lipschitz si 

la constante en (1:6» s~ cu~pl~ pari(tod~~yy ;, con (x; y), (x, z) E D. 

En base en el teórema anteriorbajo' Lipschit~ global se puede probar que el !'VI (1. 7) tiene 

una solución global únic~ pa'ra i~'J',i ;·2: a,'§iempre que (x, y(x)) no alcance la frontera de D. 

Un proi:ediritiento ~iácti~ode·::erÍflcar' Í~ condición de LipschiLz es mediante el teorema del 
. . . ' 

valor medio. Si (x,y) y (:,,,z) ,E fly r:es diferenciable entonces se tiene 

f¡(x,y~ - f¡(x,zl:' L;J=1 lJf¡/ay;(x, w¡)(y; - z;) 1 5 i:;; n (1.8) 

para algún ·w¡ E IR". tal que.:.:•.! 

Yi 5 (w¡)j 5 Zj 1 5 j::; n. 

Por lo tanto una condición .suficient.e para que f(x, y) sea de Lipschitz es que las derh·adas 

parciales 

lJf;/lJy; 1 5 i,j 5 n 



existan y es ten acotadas, como es directo 1•er a partir de (1.8}. 

Otra consecuencia directa del Teorema 1.3.2 es que el PVI lineal 

y'= A(x)y+ q(x), y(a) =Yo 

tiene una solución únicasi ,1.(x) yq(x) _son continuas en [a,bj. 

Matriz SoluCión Fundamenta); Para caracterizar la.solución del PVI lineal (l.5), con

sidérese el" sistema de primer orden homogéneo 

y'= A(x)y {1.9) 

donde A(x) E ~¡nrn es. una función continua en el intervalo [a,bJ .. 

Para t E [a, bj, una matriz solución fundamental Y(x; t) E 3¡nrn de (1.9) está definida como 

una función que satisface 

Y'(x;t) = A(x)l'(x;t) a< X< b, ( 1.10) 

Y(t,t)= I .. (1.11} 

En (1.10} la diferenciación es con resp·~~to a-xy tes un parámetro. Así, la i-ésima columna 

Y;(x;t) de Y(x; t) es la solu~i¡j~ IÍ~ica de p;9) q'úe satisface la condición inicial 

Y;(t; t) = e¡ 

con e¡ el i-ésiino vector canó.riico unit~ri~., 

Así se tiene que la solució~ general delPV[ 

está dada por 

y'= A(x)y, 

y(a) = <>, 

y(x) = Y(x;a)a. 

Para el sistema EDO lineal (1.5} con 
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y(a)=<> 

la solución general viene dada por 

y(x) =.l'(x) [a+ [Y- 1(t)q(t)dt]. (J.12) 

Es importante mCncionai- qu'c c~alesquicia, dos sol~cio~es f~nda_mcntalcs son equivalentes, 

en el sentido de que sí ~'(x) y •I>(x) son. dos.solucione~ fun.damentales, entonces existe una matriz 

R no·singular tal que 

··<l>(x),,;tÍi(x)R, 

Si lli(a) = I entonce; se tiene qu_~ _ . 

. R =·~(a) . 

.-\sí, la expresión (Ll2) -puede séi.'escrita rin forma ITiás general para cualquier solución 

fundamental Y(x) como 

· y(x) =Y(xJ.[Y-. 1 (~)~.+ [y-:~(t)q(t)dt]·, (1.13) 

!far una forma de escribir las'expres'ion~s (r.t2)y(i'.13) en.laque se muestra la dependencia 

de la solución de los v~l~res Ínici~l~s C.'r del'térlllin~~o~hÓmÓgéue~-q(t) [1] 
' . - . ·, -·' ' . . - " ' · .. - ,,-.. . ~ . 

·-· •y(xi= ;(x)~- 1 ca)a fJ.: f~x)Y·- 1 (t)q(t)~t 
o bien en la forma en que sCrá útil para el tratamiento de PVF 

y(x) =Y(x)Y- 1(a)cá/aci,1)ci(t)dt;. (1.14) 

donde la función matricial G(x, t), está definida por 

-~ - .• {. Y(x)Y.°" 1(tf si t ::; x, 
G(x,t) = 

· O si t > x. 
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1.4 Estabilidad de Problemas de Valores Iniciales 

Es de suma importancia el efecto que producen en la solución numérica ele una ecuación difcrcn· 

cial los efectos que generan pequeños cambios en los datos iniciales. Cualitati\'amentc hablando, 

un problema cs Hamado Estable sí'' pequeiios cambios'' en los datos sólo producen 1 
¡ pequeños 

cambios' 'en la solución, y es Inestable en otro caso. Cuando un PVI inestable \"a a ser re

suelto numéricamente, generalmente se tendrán muchos problemas para encontrar su solución, 

no importando el método numérico particular que se utilice. Aún si el PVI fuera estable; los 

errores de redondeo y de truncamiento podrían causar errores grandes en la solución calculada 

sí el método numérico es inestable!. 

En esta sección se discutirá el problema analítico de estabilidad para PVI. 

1.4.1 Estabilidad para PVI Lineales y. Soluciones Fundamentales 

Considérese de nuevo el PVI 

(1.15) 

(1.16) 

donde y(x) = (y1(x), .:.,y0(i)) 1• 

Definición L4.1 Una s~luclón y(x) d~flnida en (~,~)es llamada estable con respecto a 

cambios en las condiciones i~icial¡',; ~(a);·~í dada e·> O ~xiste li > O tal que cualquier otra 
·., ... ,":· 

solución y(x) de (1.15) que satisface 

1 y(a)- y(a) \$ /j ( l.l i) 

también satisface 

1 y(x)-y(x)\$ E V x >a. (1.18) 

Una solución y(x) se llama asintóticamente estable sí, ademáS de (1.18), se cumple que 

1 y(x)- y(x) 1- O ·cuando x - oo. (1.19) 



Por último, y(x) es. relativameiite estable sí, en lugar da (l. IS), sé tiene 

f y(x) -Y(x) f:S < f y(x) f 1/ X;> Cl.0 (L.20) 
. . 

Definición 1.4.2 Una solué;ó~ ;:(~) dcflniél~' en [a, ;,_'.,j as Üamáda uniformemente estable 

si dada e> o, existe 8 >ti tal q~é ~ll~lqtli~; ~;r~sol~~ióri y(x) de (Ll5) que satisface 

(1.21) 

en algún punto e~ a ,'también satisface 

f y(x) -y(x) f:S e .lf x >e.O (1.22) 

De manera análoga se pueden definir los conceptos de estabilidad uniforme asintótica y 

estabilidad uniforme relativa. 

Se puede ver que la estabilidad uniforme implica estabilidad; pero el in:·~rso, en general, no 

se cumple. 

Para el caso de PVI lineales el análisis de la e;tabÚldatl'~t.(estabilidaduniforcie se puede 

realizar en base a la solución fundamental. ··Para ~;ér ~sto; ~ean y( i), y yCx) ~~.;- satisfa<!eii el 

EDO lineal 

y( X) satisface 

y'=A(xJy+~(x), 
.''.:/ ::;'.:, 
::·.'_x~>_a: (1.23) 

',, ., '::··, ,._ .. · ·. (1.24) 

Lo que enseg~ida ~e lllostr~rá es q~k para' PVI linl!ales ~l corié~ptó d~ estabilidad, estabi-
lidad asintótica o est ... ~ilid~d ~ni"ror~e .·' . . . ··.. •.. . . . . ' . ' 

cualquier ot~a solución".:': 
·:,·:__·~~~ = -_.-:-'---" .. - -•-' -- -----·· --

Proposidón 1.4.3 Sea Y(x);: Y(~i a) una soluci6~ fündameritai del EDO (1.23). La solución 

y(x) de este problema con valores i-~i~iale5 (1.16) es, cstábte síy s~lo si 
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esta acotado, y es um]ormemenlc estable sí y solo sí 

sup,2:~ /J Y(x)Y-'(t) /J 

es acotado. Más aún, y(x) es asintóticamente estable sí y solo sí 

/J Y(x) /lz-oo- O 

y es uniforme asintóticainenté estable sí y solo sí 

Vx >a. 
. . . ' 

La demostración de e~taproposición es dire~tá (véase [l] ). 

La condición de estabilidad uniforme propo;eion!' la .idea para· definir una constante de 

estabilidad 

"= sup /1 Y(x)Y- 1(t) // .' 
a:5f!f.r<~ 

. (1.25) 

Utilizando la expresión (1.12) se puede· acotar la solución en función de los valores de las 

condiciones iniciales, el término no-homogéneo de la ecuación·. (L23) y la constante de csta.bilidad 

(1.25). En efecto, se tiene que 

1 y(x) I~" (¡ n 1+{1 q(t)!at) x '=:a. (1.26) 

, . ,· .;_ ·.• .• - e-.- • 

Esta constante de estabilidad es un cas;·;special ·d~la.constarite de condicionamiento que · 

será utilizada para los PVF, la cual se verá.en el siguien.te capúulo; 

Por otra parte, dado que Y(x) es una ~~lucÍóit f~~dam~nt~l de (1.24), ést~ debep;dcrse 

caracterizar a partir de A(x), de manera qu~ es n~Úir~li~t~~tar darla en términos de los eigen· 

valores de A (x). Sea entonces T(x) E Cº'\d~finid~ ~a;a s:ida ;';:: d como la transformación 

de similaridad que lleva a A(x) a su forma c~nón.fcadc.JordatÍ 

o 

r- 1 AT =A(x);: ( 1.27) 

o 
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donde cada bloque de .Jordan i\;(x) E C,;,,; tiene la forma 

,\; o 

i\;(x) = (1.28) 

o ,\¡ 

y .\;(x) es un eigenvalor de A(x), 1::; i::; m. Sea alíora 

w(x) = T-l(x)y(x) x >a, (1.29} 

donde y es la solución del PVI homogéneo 

y'= A(x)y, X> a, (1.30) 

y(a) =a. (1.31} 

Así, asumiendo que T(x) es diferenciable, se encuentra que w(x) es la solución del PVI 

w'=(A(x)-'T- 1(x)P(x))w;- x>a, (1.32) 

(1.33) 

Luego, si W(x, t) es la solución fundamental de (J.32) con W(a; a)= J, entonces la solución 

fundamental para (1.30) con Y(a) =1 es 

Y(~)=;Y(x;a) =~T(x)W(i; ~)T':- 1 (a) (1.34} 

lo cual caracteriza efectiva~é~te la~olud6~ f~~damental Y(x) e~ tér~inós, d~ W(x, a) y T(x); 

esto es, en términos de A(x). 

Ahora bien, si T 1 ~O ent~l!C.~s l,;_g'eéu:~ciones dÍfÓr~Jcial.S (iJi) para w(x} s~ de~~copl~n. 
' . ···.· ·, ., ·. ··,. 

Esto ocurre, en particular i en ,el caso de coefici~nlcs. constantCs. 
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Teorema 1.4._4 [l] La solución 1inica del problema homogéneo (t.30), {l.31) con 1l(x) =A 

es establ_c sí y sólo sí todos los eigcnrnlorcs ,\ de A satisfacen 

Ré(>.) < O o lle(>.)= O con >. sim-ple. 

Además la saludó~ y(x) es asintóticamente estable sí y sólo ~í todos los eigcnválorcs de A 

satisfacen 

Ejemplo 1.1 Sea el PVI 

Re(>.)< o.o 

y1 = [ ~ ~ Jy, X> 0, 

y(O)=J::J. 

Dado que .-\ ~iene c,omó eigem·alorcs_a.±1-y como. !'!ig~n~ectOr-es._a [1, ±l]t .rCsp~ctivaínente, 
la solución es inestable no importa- cúal sea 1-a coÍ1didó11 i~idal; La_solución de __ est_e PVI es 

y la solución al problema perturbado con_ co~~iciÓll inidal'y(O) = -01 
+ti es 

.- . ·,. -·~, ;; . . '[ ] 
' o~+ r1 

así 

.': ·' .. : .. ·'..'.· ,·. 

Por lo tanto, mientras_ el error absoluto.crece exponencialmente a menos que ocurra que 

~ =O , el error relativo permanece pequeño_ a ~eños_:que o 1_ + :a 2~ == O. 
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Para terminar esta sub-sección, se dirá que en el caso de coeficientes conslantes 1 mientras 

Y(x) da una descripción apropiada de la propagación de los datos iniciales a, la forma T l!'(x) 

da una información más concreta acerca de los diferentes modos de solución. Específicamente, la 

matriz T representa las direcciones de los diferentes modos mientras que la matriz t-V(x) repre

senta el crecimiento . ...\través de l'V(x), los eigenva.lores de A con parte real positiva y negativa 

corresponden a modos de solución fundamental los cuales son exponencialmente crecientes o 

bien decrecientes, respecth·amentc. Eigcnvalores no cero con parte real cero corresponden a 

modos de solución fundamental oscilatorios, los cuales estan acotados cuando x - oo siempre 

que los eigenvalores son simples. 

En la siguiente sección que corresponde al caso de coeficientes \'ariables, se \'crá que los 

eigefl\•alores de A no proporcionan una caracterización completa de la estabilidad del PVI. 

1.4.2 Estabilidad para PVI Lineales Generales 

Supóngase que T(x) E a¡nrn es una transformación diferenciable con 

Cond(T;i,t)~IJT(,~J 1( U T~1 (t) 11 (1.35) 

uniformemente awtad~ parax <:,t. Síw(x) = y-i(x)y(x) como en (1.29) ;entonces se obtiene 

como antes que 

x>a (1.36) 

donde 

U(x) = T~;(x)(A(:i)T(xJ- T'(x)), (1.37) 

•1quivalentemente 

T(x)U(x) =i rl(xJT(x).::. T'(x), . 

es decir 

T'(x) =A(x)T(x)-T(~)Ú(x), (1.38) 

que es conocida como Ecuación de LyajJunov.: 

En este momento y antes 'de continuar' con. las propied~des de estabilidad es importante 
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mencionar que esta 1iltima ecuación nos permite establecer la. relación entre los eigenvalorcs de la 

matriz y lo <¡ue se entiende por cigcnvalorcs cinemáticos, lo que facilitará la determinación tic los 

modos fundamentales de crecimiento, decrecimiento y suaves del problema EDO (l.23). En la 

ecuación de Lyapunov (1.38) los elementos de la diagonal de U(x) son llamados los eigent·alores 

cinemáticos y la función T(x) es llamada una transformación de similaridad cinemática. 

Teorema 1.4.5 (21] Sea A(x) en la ecuación 

y'= A(x, e)y + q(x, ¿) 

que depende· de un párámetro pequeño;;. 

l. Sean los eigenvalores de A(x, e) 

tal que 

/ ,\,(x) /, .. .,/ ,\k(x) 1 

son 0(1/e) y 

/ Ak+1(x) /, .. .,/An(x) /:=;e, 

con c = 0(1) independiente de x. 

2. Sea Q(x) E C1 tal que Q(x) es ortogonal y A(x)Q(x) =Ó(x)V(x), con V(x)trianguiar 

superior ( i.e. la Descomposición de Schur de A(x) [l] ¡: 
3. Sea 11Q'(x)11$ ó, con ó no muy grande e independiente de,: 
Entonces existe una transformación de similaridad cinemática T(x) (1.38) con 

11T-1(x)11 11T(r)11 

no muy grande, y tal que 

donde los primeros k elementos de la diagonal de U(x) son 0(1/e) y los últimos (n-k) elementos 

de la diagonal son 0(1), es decir, no son grandes resp.ecto a l/e. Además, si m de los 0(1/e) 
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eigen\'alores de il(:i:) tienen parte real negativa, entonces también m de los O(J/<) eigenvalores 

cinemáticos de U{:i:) tienen parte real negativa, ocurriendo lo análogo pam los eigenvalores con 

parte real positiva.O 

El resultado anterior Ob\'iamente nos dice quienes son los modos fundamentales crecientes 

y decrecientes. 

Regresando a nuestro objetivo de caracterizar la estabilidad para PVI lineales generales es 

fácil \'er que si. Ja expresión (1.35) es uniformemente acotada entonces el sistema EDO (I.30) y 

el (1.36) tienen las mismas propiedades de estabilidad uniforme. 

Definición 1.4.6 [l] Los sistemas (1.30) y (l.36) se dirán similares cinemáticamcnte. Cuando 

U(x) está en forma triangular superior, sus elementos diagonales son llamados lcis cigen· 

,·alares cinemáticos de (1.30). 

Note que, en el caso de coeficientes constantes, los eigenvalores de A coinciden con los 

eigenvalores cinemáticos. Una gcncralizadón simple del c"aso de cocficicn.tes constantes ocurre 

cuando T'(x) E O pero A(x) de (l.2i} depende de x. La estabilidad asintótica es entonces 

asegurada. sí para alguna constante e > O 

Re( f' .\;( s )ds) < O, 
}, . 

l S i S m, 'lx, l con x - t > c. En particular se tiene estabilidad asintótica sí para t fija 

lim ,,_00 Re(J." A;(s)ds) = -co 

con 1 :S i $ m. Nótese que esto permite que ocurra que Re(A;(sD >'6 en ~lgüÜ:.interfalo-. 

Teorema 1.4. 7 ([l]) Supóngase que los PVI homogéneos (L30}y (l~:ÍG) ~oncínemáticamente 

similares con U(x) triangular superior y que 11A(x)11y11 T'(x) ll'son'.uniformemente 

acotadas en x. Sea Y(x) cualquier solución fundamental para (1:a'o): E~tcinces se .tiene 

estabilidad asintótica uniforme, es decir 

(!.39) 
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para algunas constantes no-negati\'lls-¡ y,\, sí y sólo sí hay constantes positivas e y:\ tal que 

los eigen\'alores cinemáticos (,\;(x)}f'=t satisfacen 

Re(l' ,\;(s)ds) < -:\ (x - t), x - t >c. (lAO) 

Así se concluye que los eige11\"alores cinemáticos proporcionan un criterio para estabilidad 

uniforme del PVI (1.23), o de (!.30), en la misma forma que los eigen\'alores de A lo hacen 

en el caso de coeficientes constantes. Estabilidad asintótica uniforme es obtenida si ,\ > O en 

(!.39). Desafortunadamente no se puede determinar las propiedades de estabilidad analizandO 

solamente como son los eigenl'alores de A(:r). 

Para completar esta sección se dirá que en el caso no-lineal lo que se hace es considerar una 

solución aislada del problema no-lineal (1.15) y considerar pequeñas perturbaciones para poder 

aplicar la teoría lineal a un problema de primera variación. 

15 



Capítulo 2 

Teoría de Ecuaéiones Diferenciales 

para Br8bl<?,i:riás con Valores en 2 

Puntos. cfe .. i,cFJ.'óntera · 

2.1 

Un Próblemci de Valores de Frontera1 (PVF) para una Ecuación Diferencia/ Ordinaria (EDO) , 

o bien un sistema de ecuaciones, se obtiene requiriendo que la variable dependiente (variables) 

satisfaga(n) condicion( es) adicional(es)2 en dos o más puntos distintos. U na teoría simple puede 

ser desarrollada para muchas clases especiales de ecuaciones y sist,emas de ecuaciones de este 

tipo de problemas. En el teorema de existencia y unicidad para PVI del capítulo· anterior; el 

cual puede ser aplicado a un sistema de ecuaciones de orden n, se dieron las condiciones para 

determinar una solución única especificando los valores de la solución buscada en un punto. Sin 

embargo, can un total de n condiciones de frontera impuestas en más de· un punto, es posible 

que una ecuación de orden n·ésimo muy stiave tenga muchas soluciones···a. aún qlle no ~eitg~. 

Así, como era de esperarse, la teoría de existencia y unicidad para PVF es considerablemente 

más complicada y desafortunadamente menos desarrollada que la de lcis PVI.c.· 

Por lo tanto, el objetivo será mostrar los resultados principales de la teoriá de existencia 

1 Boundary Va.lue Problems (BVP) 
2 Boundary Conditions (BC) 
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y unicidad para PVF y conceptos relacionados que permitan establecer la mayon'a de las ca

racterísticas de este tipo de problemas. Esto ayudará a establecer relaciones con la teoría 

de métodos numéricos, lo que permitirá deducir que el éxito de tales métodos depende de 

la combinación de dos factores: un problema bien condicionado y un algoritmo estable para 

resolverlo. En esta sección se definirá que significa un PVF bien condicionado y como se puede 

cuantificar este concepto. 

Es importante recalcar que casi todos los teoremas y corolarios son enunciados sin de

mostració~, esto. fundamentalmente por razones de espacio. 

Para el problema lineal, se._tratará. casi exclusivamente el caso en el que se tiene una solución 

única . .-\hora, para que ún PVF.de EDO sCa bien planteado es necesario que la solución dependa 

continuamente.de los datos, para Jo cual se introducen las Funciones de Green, lo que permitirá 

dcfi~ir u ria constante de condicionamiento para el PVF, con la c.ual se acotan las pertÚrbacio'nes 

de la sol_ución e_n _té,rm_inÓs _de la perturbación en los datos. 

Además_.se daránJos'conceptos de lo que se entiende como problema bien planteado para 

valores ·.de fro.ntera, el cual es un término muy parecido para el caso de valores iniciales, Jo. cÍue 
: : --- ._. 

permite establecer el concepto de estabilidad en términos numéricos. 

Por otro lado, existe una gran cantidad de referencias donde se puede \"er la variedad de apli

caciones que pueden plantearse como problemas de condiciones de frontera, lo cual demuestra 

la importancia que re,·isten. Véase por ejemplo [l), [9], [14). 

Retomando el punto de las diferencias existentes entre PVI y PVF se dará un ejemplo que 

muestra para un caso sencillo por qué es necesario dar un tratamiento por separado de los PVf:, 

ya que el aparente cambio en especificar los valores de la solución en dos puntos en lugar de ~no, 

puede llevar a profundos cambios en la conducta de la solución de la ecuación diferencial. Es 

fácil encontrar ejemplos de EDO lineales que poseen solución única como un PVI, peró-el cual 

puede no tener solución, o tener una solución única, o tener un número infinito de soluci~nes 

cuando se trata como un PVF . 

. Por ejemplo, el PVI _ 

y"+ y= o, 
y(O) = c1 y'(O) = c2, 

tiene la solución única 
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y(x) = c1 cosx + c2sen(x) 

Sin embargo, el P VF 

y"+ y= O, 

y(O) = 1, y(;;)= O, 

no tiene solución. Ahora bien, el problema 

tiene como solución única a 

mientras que el_ problema 

y"+ y= o, 
y(O)=l, 'y(2)=0, 

y(x) = cosx+(cot2)sen(x), 

u"+y=O, 

u(O) =O, y(;;)= O, 

· y(xr= Bsíin(x)' 
. . . >.·:. , ... ':~. ·. ,_.' .- .. >· <>,~ .. < '...... '; 

donde B E JI.· En estos 'ej~m-~los, los valores.de lá"solución fueron esp~cificados en los puntos 

extremos del iriterv;lo ); difer~nt.is cornbina~i6ne~\1e p~ittos fi~aies y vaJores de !a solución 

llevaron a diferente~ ~iiu~-~io~es de exist~'nci¡y u~i~ida'.d de Ía~ solucloites . 
. . : - •". - ',.· -'-···"··· - ·--· ·---,. -· •" 

2.2 Problemas·deVaIClre~ d{Jii:dritera 

Un sistema de primer orden de EDO 

(2.1) 

puede tener generalmente n c~ndiciones 
0

de frontera de la forma 

g(y(a), y(b)) =O (2.2) 
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donde g = [9It92 1 ... ,g,1}T j g¡: a~n X U~n - 3~n ,· i = 11 n. 

La forma general de 1u1 sistema de primer orden con deis puntos de frontera lineales es 

y'= f(x,y), (2.3) 

80 y(a) ;fo J];y(b) = {3, (2.4) 

donde Ba; B; E. a~nrn y .B E rnn. 
Las condiciones d.~ fro.ntera de la forma anterior son llamadas no-separadas, ya que cada 

una de ellas contiene información de y(x) en ambos puntos finales. 

Para que el problema (2.3), (2..!) tenga solución única, es necesario pero no suficiente, como 

se verá más adelante, que estas condiciones de frontera sean linealmente in<l~pendientés, e~to 

es, que la matriz (B., B;) tenga rango n. 

Es importante distinguir los casos cuando la información de las condiciones de frontera esten 

dadas únicamente en un sólo punto. Es decir, si rango(B.) < 11 o rango(B;) < n, entonces 

(2.4) son llamadas condiciones de frontera parcialmente sepa.radas. 

En el caso que rango(B;) = q, el PVF puede ser transformado a un problema donde las 

condiciones de frontera tengan la forma 

B.,y(a) = /31 (2.5) 

(2.6) 

donde Ba1 E :f1P•n {p = n - q) y B;2 E !Jl••P,/J¡ E :f1P y f32 E 91•. 

El caso rango(Il 0 ) < n se trata similarmente. Este caso será importante y s.e verá después 

su utilidad. 

Por otra parte, las condiciones de frontera son llamadas separadas si simplemente son de la 

forma 

Ba1Y(f!.) =Jl1, .. ··· (2.7) 

(2.8) 

Obviamente puede ocurrir el caso en que las condiciones de frontera sean no-lineales tanto 
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para la forma separada ·o pardal mente separada. 

2.3 Teoría de Existencia y Unicidad para Problemas con Va

lores de Fi;ontera · 

(2.9) 

- .· - .,· -.:··' ·'•' .. 

sujeto a las condiciones li.neales generales de 2 puntas· de frontera 

B.y(a) + B¡y(b) .;_,B (2.10) 

siendo por supuesto y(x) un \•ector o-dimensional con componentes Y;(x); f(x,y) es también 

un n-vector con componentes fk(x,y) las cuales son funciones de las n+l \'ariables x y y;, con 

j = l, ... , n; B. y B¡ E :R"~" con elementos constantes y {3 es fijo. Se puede \'er que muchos 

PVF con condiciones de frontera lineales se pueden escribir en esta forma. Nótese que las n 

condiciones de la expresión (2.10) son linealmente independientes sí y sólo sí la matriz (Ea, B¡J 

de orden n x 2n tiene rango n. 

Véamos ahora que el estudio de la existencia y unicidad de soluciones del problema (Z.9.}, 
. s-;.·., 

(2.10) se reduce al estudio de las ra{ces de un sistema de ecuaciones trascendentesi Para ella; 

considérese el PVI 

.u'= f(x, u), u(a) = s, (2.11) 

dondes es un n-vector de lR" a ser determinado. En términos.de la solúción·u·=:u(s;x) del 

problema (2.11) se define el sistema de n ecu~ciones 

(2.12) 

Obviamente, si s =: s· es una raíz de ·_esta ec~~ción,· Se debe esperar que 

y(x) = u(s•; x) 

20 



sea una solución del PVF (2.9), (2.10). 

Teorema 2.3.1 (6]Sea f(x,u) una.función continua en 

R :'a::; x$h, 1 u I< oo 

y globalmente de Lipschltz. ~especto a u. Entonces el PVF (2.0), (2.10) tiene tantas soluciones 

como distintas raíces s ·,,, s·, exis't~~ cle
0

la ec-~ación (2.12). Estas soluciones son 

y(x) = u(sM;:r) 

las cuales son las soluciones de los PVI (2.11) con s = sM. 

Así el problema de resolver el PVF (2.9), (2.10) se redujo ~lde ~~co;tiarl~s raí~esde un 

sistema de n ecuaciones trascendentes. 
- ' -,.:·;··· ·.'·.='.. __ _ ·.'.: 

Es en general bastante diücil probar Ja existencia de:·raíces de ·estos- sistemas. Pero si la 

función v_ectorial f(x, u) es lineal en u, entonces es fáclf nio';tr~~- ~~~ ei sistema de_ eciladones 

(2.12) se reduce a un sistema lineal algebraico. Parlo tanfol~ e.~ste~~ia ;; u~icidaddeberá ser 

consecuencia de la no-singularidad de su matriz d~-_coeÍicie~~es._.,., 

Teorema 2.3.2 [14] El PVF lineal homogéneo 

y'= .-l(x)y 

B.y(a)+ B;y(b) = ,B 

tiene una solución ú.nica para cada /3. :e lR_n, si se cumple que 

a) A(x) es continua en (a, b) 

b ) (B~ + B;) es no-singular _ 
ó - ' - ". ' - -1' 

c) J. 11 A(x) !loo dx < ln (u-;;;) 3 

donde · 

(2.13) 

(2.14) 

J Para cualquier matriz A=:=(•Li1 ) la n~!m_a. infinito /J A_ /loo~. ~ax_; Í:,"i,jf, es comPatible con la norma infinito 

vccLorial 1 u 1 en el sentido que I Au ISll A 11~1 u 1. · 
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Las condiciones del teorema anterior son sólo suficientes p~ra 1.a existencia de una solución 

única del PVF lineal (2.13), (2.14). 

Sin embargar se puede dar un resultado de existencia y unicidad para un PVF lineal general 

basado en la no-singularidad de la matriz de condiciones. de frontera. Para establecer este 

resultado, es necesario recordar que la matriz solución fuÍ1damental Y(x¡ t) E ;R•rn del sistema 

(2.13) está definida corno la solución función rnatricial-deÍ PVI -·- ,·., - _-_., ... -_--,-

Y'(x; t) = A(x)l'(x;i), a'< X< b, (2.15) 

(2.16) 

Esto permite ahora enunciarelsiguiente resultado._ 

Teorema 2.3.3 [lj Supóngase que A(:l:jy q(~)en la ecua¿ión diferencia! 
. -, _,. ·-

y'= A(x)y+ q(x) (2.17) 

• - • -o- • " 

son continuas. Entonces el PVF (2.17), .(2.14) tiene una·soÍución única sí y sólo sí la matriz 
. . 

Q ~·.8.Y(a) + B;Y(b) (2.18) 

es na.singular: en ctij•o caso 

(2.19) 

-.::~·:-~-.-·'·~·:-· --·, ·-:- ·<~-.···:.··· 

donde Y(x) = ;(x,~fes{na so\~_clÓ.n fundamental conY(a)no-slngular (i.e. 

riamente satisface cú6) / . - . - . - . 
q_~e no ~1ecesa· 

Para termina;estaseéción, es co~veniente'referirse al proble~a,(2.li) utilizando la notadón 

de operador dife~enC:Íal 

Ly(x) = y'(x) - A(x)y(x), a< X< b. (2.20) 
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De esta manera, la ecuación (2.17) se puede escribir en la forma 

Ly= q. (2.21) 

En forma análoga se pueden- escri_bir las condiciones d.e frontera:.(2.1•1). Si 

By= B0 y(a) + B;y(b) (2.22) 
. : '' .. ' ·-· - , ':·' -

entonces estas condiciones ·d~ .front.era-.Q~~dan· exp_r~sadas ·~amo 

(2.23) 

Similarmente, una soluci~n fu;tdament~i',•na~:r~lment~ escala~a para un PVI, satisface 

lY;;, O, (2.24) 
' ' - ... - . ~ .. :· ·' . . - -. - ._ 

Correspondientemente, una s~lución fu~da~~ntal ~(~J naturalmente escalada para un PVF 
- . ' . . . ~"-:...,:, , -

satisface 

L~·•to?- 'Bi!> _;,•.¡. (2.25) 
.: .: . ·<.·.-. -~···· 

La conexión entre Y(x) y iJ>(x) es 
. ·. :· .. ·-,'. :' 

il>(x}~\,cl:JQ-1. (2.26) 

2.4 Funciones de Green 

El motivo de estudiar estas funciones es que permiten analizarlas soluciones de PVF en términos 

de la dependencia de los datos del problema. Así, supóngase qu~ los datos q(x) y f3 del problema 

y' ".'A(x)y+_,q(x), ·• __ 

B 0 y(a) + Bby(b) = /3, 

son perturbados. La pregunta que naturalm~nte surge es.'que efecto tien'ene~ la_ solución y(x) 

y cuando se puede decir que el problema es bien condicfona.do.· Parte dé es_~e análisis se puede· 

hacer en base a las Funciones.de Green . . Además, una F_unción de Green puede también.ser 
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utilizada para expresar la solución de un PVF lineal. 

2.4.l Sistemas PVF Lineales de Primer Orden 

Del teorema 2.3.3 se sabe que el PVF lineal general (2.17) tiene una solución única si Q, dada 

por (2.18), es no-singular, generando la solución (2.19). De esta manera, utiliz.ando la e.xpresión 

(1.14) para PVI y el concepto de solución fundamental •I>(x) para el PVF_(2.25) se obtiene 

y(x) = <P(x),IJ + l G(x,t)q(t)dt, 

donde G (x, t) : [a, bJ x[a, b) - J?•=n es la Función de Green, definida por 

{ 

•I>(x)B,<!>(a)•~- 1 (1) 
G(x,t)= . 

. · -<P(x)B¡<l>(b)<I>-1(t) 

t:;; x, 

t'> x. 

Nótese qu~ G(x, t)_en (2.27) es independiente de la solución fundamental elegida. 

(2.27) 

(2.28) 

La expresión (2.Ú) repr~sénta-explicítamente la dependencia de la solución en términos de 

los datos. Así qU~~:·p~·~{~~~'.u~a ~~ns¡ante de condicionamiento, se usará la expresión anterior 

definiendo para ello la norina 

·_JI G 11= máx•$r.1$b 11G(x,t)11"'. 

De esta manera de (2:19) se lléga a 

máx~$r,1$b 1 y(x) ¡,;,¡y J,,,:;; ·." (1f1I+J.61q(t)1 dt), (2.29) 

donde 

,; = máx {11G11~.ll •fll.,,L (2.30) 

que es llamada la Constantede Condicionamiento. 
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2.5 Condicionamiento de un PVF Lineal 

Considérese nuevamente el PVF lineal 

y' =A(x)y-f- q(x), a< X< b, (2.31) 

B.y(a) + B1y(b) =.B. (2.32) 

Sin perdida de generalidad,.supóngas~ q~e 

máx(llB.11,11B¡11) =l. (2.33) 

·, ·: :> .·' 
Además, supóngase que el PVF tiene unasolución ui1ica. ~st,a solución puede ser represen-

lada en base a (2.2i) por 
-- -

y(x) = Y(x)q-:'.f+ l(ccx;t)q(t)dt, (2.34) 
. - . -

donde Y(x) es una solución fundamental,-Q-esta~:a~a en (2.18), y-la funció~ de Green dada 

por (2.28). Ya se había dado una constánte de condicionamiento (2.30), y.ahora se dará más 

precisión en esta c_c;>nstante. 

Aplicando normas ~n (2.34) se tiene 

J Y loo:S 1'¡ J.íJ J -l-1<2 I q IP (2.35) 

donde 

"' =11YQ-'11 (2.36) 

1'2 = supr {u: 11G(x,t)11• dt]11• }, 1/p -1- 1/q = l. (2.37) 

Aquí, se entiende que IJ G(x, t) 11 es la norma matricial inducida por la norma vectorial en 

;nn dada. Así, la constante de condicionamiento 

(2.38) 
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proporciona una cota de los factores de amplificación de cómo la perturbación en el lado 

derecho de (2.31) y (2.32), puede ser amplificada. Una elección adecuada de pes p = co, de 

manera que si se utiliza la misma norma en ambos lados de (2.35) entonces 

1 Y lco:5 "' l .B 1 +"2 1 q ¡.,,, (2.39) 

con 

(VIO) 

Para dar su debida importancia a la const'ante·" iriidalmente calculada en (2.30) se puede 

decir que ésta representa una cota burda de. la: constante de condicionamiento: Se puede obtener 

una mejor estimación usando la norma p =.i ya que'gcncrahnente y(x) es más suave que q(x), 

de. manera ciue hace sentidó pedir u ita nornia _nlá~·~st;icta pafa. ~Jlo. ES~O d~- la expr~sió~ 

con 

1 Y leo :5 1'¡ 1 ¡3 1 .+1<2 I q li 

"' = sup 11 G(x,t) lloo. 
a5r,ySb 

(2.41) 

(2.42) 

La forma de acota(la~solucionesen (2.35), (2.39) y (2.-11) no son siempre apropiadas porque 

todas fas componeniesdeJa fu~ción y son igualmente ponderadas. 

ParEI: \"er que la n .cakulada genera además una cota en el efecto de las perturbaciones en 

q(x) y {J, consicÍ~rese el si~t~ma perturbado 

w' = A(x)w + q(x) + 6q(x), (2.43) 

Baw(a) + B;w(b) =,O+ 6,0. (2.44) 

El error global 

e=w-y 
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es la diferoncia·entre las soluciones del sistema perturbado y del no perturbado. Así se satisface 

e'= A(x)e + óq(x), ll <X< b, (2.45) 

B 0 e(n) + B;e(b) = ó{J, (2.46) 

de manera que la cota (2.35) iíriplica .. 

1 e loo$"' 1ó,81 h21 óq J.,, · (2.41) 

Las perturbaciones dadas en (2.43), (2 . .i:i)cnóson·pbr supuesto las más generales ya que 

hace falta considerar las perturb.aciones en B., B;, y A(x) [l]. . . . . . 

Las conStantes de conclicionami~nto X1 y k2_: ayudan á cCú1siderar la. n~~ión de _buen candi~ 

cionarniento de los PVF. lntuith"amente, se d~béría decir que ún PVF dado es' bien condicionado 

si 

' . : -
es una constante de tamaño moderado. Esta última expresión es mejor .entendida cualitati\'a 

que cuantitati\'amente 1 ya que el tamaño de las constantes perrriitidas dCpenden 'de parámetros 

en un cálculo dado~ como ocurre en muchos conceptos del anáJi~is riun:i~rico. 

2.6 Dicotomía 
. . . 

La estabilidad de un PVI lineal puede ser ;ormulada'en,tér~inos de IHonduct~ de credmiento 

de las soluciones fundamentales~ y eigerívaÍorcs ~in~i~<ític6s".a~ociad~s ai prob;~ma; De· esta 

manera, para estabilidad uniforme las soluciones f~~cÍ~bei.i~iesnJ· deben crecer mu~h~ cuando 

x se aproxima a oo , así la c~~sta~te d~ est~brnáad 'p .25) · 

:· ~!. :' ., -~ ' ''. '. · •• 

' "= sup0 5;5;$00 llY(x)Y- 1(t)11 

del capftulo-a:riterii:fr~iista':bi~n defi~id~. y acotad~ apropiadamente. Si se desea consen·ar el 

intervalo en el ~ual~l PVI está' defi~ido fijo y finito, entonces el requerimiento de estabilidad 

es básicamente que n~ haya modos de crncimiento rápido. Desafortunadamente, esta es una 
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característica que no tiene lugar en Jos problemas de pcr·turbación singulm\ que se \'erán en el 

capítulo 6, lo que obliga a introducir nuevos conceptos que sean In base para resoJ\'er en forma 

eficiente este tipo de problemas. 

Por otra parte, para un PVF bien condicionado, una generalización de la noción de estabili

dad uniforme de PVI debe ser redefinida, ya que no hay una dirección de integración preferida, 

como se puede ver en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.1 Sea el PVI 

ey1 =-y, 0 <X< J, 

y(O) =a,. 

el cual es uniformen te estable para cual.quier e > O e inestable para e < O. Ahora el PVF 

0 <X< 1, 

ey~ = Y21 

Yt(O) = !31, 

es bien condicionado para todo é > o. La razón es que este sistema está desacoplado comple

tamente, pues pa.ra Yt se tiene un PVI uniformemente est~blé y que para y2, con el cambio de 

\'ariable t = 1 - x, se tiene también un PVI uniformemente estable 

Y2(0) = .132, 

. . . 

nótese que y 2 es una función creciente rápida como función.de x y que si y 2(1) substituye a 

y2(o); en.torices.el PVf'. no será bien condicionado [l].o 

Este ejemplo m~estra' que es necesario dar una definición: de estabilidad· uniforme para 
. . . . ~ · .. ' -: ·_, 

PVF que corisid_ere á.mbos modos, tanto de crecimiento como de deCrCciinicnto. Está noción es 

llamada Dicotom1a, la cual queda formalmente establecida en la siguien.te definición. 

Definición 2.6.1 Supóngase queY(x) es una solución fundamental del EDO lirieal 

y'= A(x)y; (2.48) 
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donde rl(x) E cnxn [a, b]. El EDO tiene una Dicotomú1 Fuerte·• si existe PE :¡¡nxn, una matriz 

proyección ortogonal de rango p con O::; p::; n, y una constante positiva!\ de tamaño moderado 

tal que 

1Y(x)PY-1(1)15 J(, x '?. t, (2.49) 

l l'(x)(J - P)}".- 1(t) 1$ !\, x $ t.0 (2.50) 

En general, se puede permitir aún una conducta ~xponen.cial dé las soluciones, lo cual lleva 

a la siguiente definición:· 

Definición 2.6.2. Un EDO tierie una Dic~to~la Exponenciál si e:<lstcn constantes A',>.;:: O, 

(2.51) 

. ¡ Y(x)(I- P)Y-l(t) 15 [(c-µ(t-r), a$ x $ t.D (2.52) 

Las condicio,nes de' dicotorrúa son una generalización obvia de la condición de estabilidad 

uniforme, !á cual es asintóticamente estable si ,\ > O para el caso de PVI. 

En(lS) se mú~st¡a·l~ conexión entre la dicotomía y el buen condicionamiento. conceptos 

que ser~n discutidos en lt;t siguiente sección para así tener desde este momento una idea clara de 

porque .son de gran utilidad estos términos no sólo en el estudio de la estabilidad de los métodos 

numéricos sino además'en el análisis de los correspondientes algoritmos para resolverlos (19]. 

En el cas~·d.onde·a .= -oo o b = oo, la dicotorrúa proporciona una conducta cualitativa 

de las. soluciones del EDO homogéneo (2.48) cuando x - ±oo. Cuando a y b son finitos, por - ) . . . 

ejemplo de la formá. 

b- a= 1 

entonces la definición'es imprecisa porque es posible encontrar P, f(, -\,yµ las cuales satisfagan 

alguna de las dos'defi~icio~es ant.eriores para cualquier EDO lineal. 

• Strongly dicho to mi e, en inglés 
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De cualquier manera, Ja definición es títil porque recuerda que Io·que se ncccsila es una 

descripción .cualitativa de la Conducta de Ja solución-, lo cual se refleja en ·que Aº sea de tariiafio 

moderado, proporcional a 

11A(x)11 (b - a) 

y no de un tamaño grande como 

eflA(rJll(b-a), 

Enseguida se· darán 2 .~jemplos para·mostrar cuando un EDO tiene la propiedad dedico

tomía. 

Ejemplo 2.2 Sea riu.;;.amentc 'eí cjempl~ ant~rior. 
-.·. ···-·· ,. - ..... ., ,._,,," 

óry¡J r-1.0J ry¡J 
Y2 O 1 Y2 

Una solución fundamental'esta·dada po·r 

Y(:z:) = [ e-r/< O ] , 
O e=/< 

así que las cotas (2.51))' (2.52) se s~tisf~cen c~.ii l~n1atriz de proyección 

.. -[r º.] p_ . ' 
o o 

siendo/{"' 1y"..\=Ji=1¡i:;o 

Ejemplo 2.3 Para el EDO 

-1 <X< 1, 

con e.< O, una solución fundamental es 

[ 
.• -:'· o ] . 

Y(:z:)= 
O e• 
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Se puede ver que no existe dicotomía porque la primer ecuación del problema no satis· 

face ninguna de las dos definiciones de dicotomía fuerte o exponencial para [( ó /\,>.,y ¡1, 

respectivamente, ya que ésta(s) no permanece(n) de tamalio moderado cuando 

l .. 
se hace grande. Sin embargo, sí existe dicotomía cuando el intervalo es el [0, l] .D 

En el caso de coeficientes constantes, .·l(x) = A, se puede mostrar que el ODE tiene uria 

dicotomía ·exponencial sí y sólo sí A no tiene eigenvalores imaginarios. Esto e~ análogo al 

teorema l..l.4 para PVI, aunque aquí se tienen p eigenvalores con parte rea~ no-Positi.vaj· n."- p 

eigenvalores con parte real no-negath·a. 
. . ' . 

Para problemas con coeficientes \'aria bles se deben ten.er prec'~ú~ione'~ sóbr1i l<?s eigen\:a~ores 

de A. Otra forma de ver la dicotomía es interpretándola que ei 

se puede separar en dos subespacios con un ángulo suficíen1tennetlt 

definición alternativa de dicotomía es la siguiente. 

Definición 2.6.3 [23] Se dice que íl es Dicotómico fre;i,;te 

constante/\ tal que 

(2.54) 

Equivalentemente, para cada niatr,iz fund,ament,at'Y 

!Jl•rn tal que 

(2.55) 
: . . . 

. . '.' ·. ,· 

n~ = {YU '- P)~ / e e ar} , (2.56) 

para los cuales la definicióna'.nterior se cumple.' 

Esto nos diée._ que:·el espacio solución pllede ser. escrito ·como una suma directa, así que 

cualquier elemento de n es la suma de un único elemento de íl¡ y un único elemento de n,. 
Bajo las condiciones 'de dicotomía se tiene el siguiente resultado. 
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Teorema 2.6.4 Cualquier solución 11(:i:) En, y w(x) E íl1 satisfacen 

Para su demostración ver[!] . 

1
w(.r)1 < ]\" c-µ(t-r) 
w(t) - ' 

X~ t, 

X$ t. 

(2.57) 

(2.58) 

..\sí, n1 y n, consisten de los espacios solución de las s0Iucioi1es crecieitles y decrecientes, 

respectivamente. 

Usando las cotas anteriores o las de dicotomía :ex'p~~.,~~i:al en t.Í;minos ·de la norma Eu

clideana, se puede acotar el ángulo entre.estos dos sube~pacÍos f ti:er¡ :del ángulo ccr<" ·Para 

n, (1) = fY(t)P~fcell"}' 

·es útil Ia siguiente definición. __ 

Definición 2.6.5 El á~gulo O$ T/(t) $ :i/2'erit";e n{ (t) y n; (t) es 

.. cos!/(t)=' ~ax ... {1~'.l'YJ}IJ 
".'. /r/=/y/=I. . 

(2.59) 

~.en;(t),yen2(t) 

r\sí,T/(t) es el ángulo mínima! e~t;enH1J yO,(t) .. ·. 
Esto permite estable~er el ~,igui~nt~~te~rema: 

Teorema 2.6.6 [23] Si 

para alguna K entonces 

· ·i:ot,,(t)=s;T.o · 
' . -· 

Otros resultados adlcionales con ej~~plos ilustrativosson .dados en [l] estableciendo rela

ciones entre la dicotomía .Y. tos eigenvalares Ci_nei;náticos, así como con matrices que tienen una 

estructura particular. 
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2. 7 Buen Condicionamiento de PVF y Dicotomía 

En (23] se muestra que si un problema es bien condicionado. entonces el espacio solución es 

dicotómico! en otras palabras significa que se puede separar en un subcspacio de modos decrc· 

cicmtes y otro d-c modos crecientes. De esta manera se puede decir que ambos términos son 

más o menos equh·alentes. En esta sección se darán los resultados principales que muestran la 

relación entre las constantes de condicionamiento Kt y "2 definidas en la sección 2 .. 5 y la solución 

fundamental dicotómica para un PVF lineal. Si un EDO tiene la dicotomía exponencial (2.51), 

(2.52) con constante A': entonces el PVF asociado tiene una constante n2 de tamaño moderado 

si l\0 y Ji¡ son también de tamaño moderado. 

El primer resultado acota la función de Green sí el problema es exponencialmente di

cotómico. 

Teorema 2. T.1 Si el EDO homogéneo (2.48) tiene una dicocomía exponencial (2.51), (2.52) 

entonces la función de Green G(x,t) para el PVF lineal (2.31), (2.32) satisface 

11 G(x, t) 1!2~ 1< 1 K(e-~(l-t) + eC:µ¡~:-•l) +'Ké:-·\t=.'.í), 

suponiendo que las condi.ciories d~fr~nter~ ha~:sido e~~ala~a~. o 

Corolario 2.7.2 Bajo las mismáS-condi.cioneS de1·.t~Or.ema ·a~terior, 

con k2 como en (2.42). o 

X< l,~. (2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

Si hay una dicotomía expgn.;~cial:~n.to;nc~s 11.G(x, t) 11· decae también exponencialmente 

como¡ x - t ¡.Esto correspoÜde al ca~o.don .. de (1.39) y (1.40) del capítulo anterior se cumplen 

para un PVI, Jo cual gen~ri/uíía:.sbltldÓÍt.asintó¡ica ~niformemente estable. Así, la dicotomía 

exponencial para un PVF corresponde a una forma particular de estabilidad asintótica uniforme 

para un PVI. 

Para estimar en forma práctica la constante de condicionamiento K = máx {x1, x2] de un 
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PVF dado cumpliendo una dicotomía exponencial (2.51} (2.52), el corolario anterior (2.62) 

implica que estimar Kt puede ser suficiente, sie~npre· y cuando A" sea conocida. Del valor de Kt 

en (2.36) se tiene 

para cualquier solución fundamental.Y(x). Una elección adecuada de Y(x) es aquella en la 

que 11Y(x)IJ11Q- 1 11 sea una cot:amu~· cerc~na ~ "1· Esas elecciones pueden \'erse en (1). 

ú~' .=:··A2u/:
,\ >o . 

. , . -

Escribiendo el problema corno un sistema d~. primer 'orden; haciendo Yt = u, Y2 = >.u'. se 

tiene 

[::r~ r~ ~J r::J· 
se puede ver que una solución fundaine~ta!'es 

. · .. ·. · .··.•··. C[.'.cosh'>.; ··,sc· .e

0

···.:n

5

hh:.· >.>.xx· •.]··. Y(x·O.)=, ;:.·. :·.· 
• .· ~.·.· · .S~~h>.x >:._ ··' ,:.· . ... :._:., .< .· .. -_ 

Este EDO tiene una dicotomia'_exponen~i~l,[l) .. En ~fecto, considérese las condiciones de 

frontera de Dirichlet 

i.e. 

Boy(O) + B1Y(l} = ,B 

donde 

Bo = [· l O ] , a1 = [ O º] y .B = [ .B1 ] 
o o o 1 /32 
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Haciendo los cálculos se obtiene que /l = 1 y 

de lo cual.se obtiene que si.\>> O entonces ,. 1 ::::: 2 y de la expresión (2.62) que ,.2 ::; 5.0 

Estos últimos resultados nos permiten confirman que la dicotomía para PVF es un concepto 

fundamental, como para lo.s cÍe . .-alares iniciales es esencial la estabilidad uniforme . ..\demás, 

como se mencian'ó al iniciO.de esta sección. la dicotomía no es solamente una condición suficiente 

para buen condiciona'mientá, sirio también es necesaria para que un PVF sea bien condicionado. 

Esto es fácil de most~á: cuando se tiene el caso de condiciones de frontera separadas 

B 0 y(a) +B¡y(b) = .6; 

Ji.= [ B~1 J (2.63) 

donde Ba1 E :Rm:n' y Bao E :¡¡:(n.-m):n. 

Teorema 2.7.3 [1] Sea el PVF (2.31):.... (2.63). Si existeri constantes no·negath'as M, p y v 

tal que la función de Green;~atisface 

·. 11 Ó(x,t) l!S ;\Je-•(t-r), 

11G(x,1) 11$: Me-'v(r-r)' 
. ,'' "': ' . 

:z:< t, 

X> t, 

entonces la ecuación l.ineal ,liomog~nea (2.48) tiene dicotomía exponencial, de tal manera que 

existe una ~atriz fund.ament~l Y(x) y una matriz de proyección P.tal que 

11Y(x)PY-1(t)115 Me-•l•-r), x < t,, 
11 Y(x)(l- P)Y- 1(1) 115 Me-•lr-t), x > t, 

donde la matriz P tiene el mismo rango que 8 01 .o 

Del te~rema anterior se puede concluir que un PVF bien condkionado.debe tener dicotomia. 

La proyecCiófi :p en' eSte tfOrerña es muy natural y es dete:minada 'PC?r ias co~di~iones de 

frontera, lo que muestra que tan cercana es la relación entre .el condiciOnamiento i ·condiciones 

de fron lera apropiadas. 
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Considerando nuevamente las condiciones de frontera separadas (2.63) se puede dar una 

relación entre éstas y los modos de crecimiento y decrecimiento del problema . ..\sí, si el problema 

de valores de frontera es bien condicionado, entonces las condiciones iniciales 

B,¡y(a) = /31 

deben controlar los modos decrecientes, mientras que las condiciones terminales 

deben controlar los modos crecientes. Suponiendo que se tiene dicotomía exponendal (2.51), 

(2.52) con p modos decrede~t~s y 

.(b:...a)min{,\,µ}>>0 

entonces p = m. 

Estas aseveraciones quedan formalizadas en el siguiente resultado. 

Teorema 2.7.4 [l] Sea el PVF formado por la ecuación diferencial (2.48) con las condiciones 

de frontera separadas (2.63) bien condicionado. Para cualquier solución fundamental, sea 

P(x) su correspondiente matriz de proyección. Entonces 

a) m =p, ó 

b) Im(BI,.) n im(Y(a)P) ={O}, en otras palabras, ningún vector distinto del vector cero 

en la imagen de (Y(a)P) es ortogonal a la imagen en (B;f¡). 

c) Im(B[,).L n im(Y(b)(I - P)) ={O}. 

d) Si la dicotomía exponencial (2.51),. (2.52) se cumplen con 

(b-:- a) min {A,µ} - oo 

entonces el rango de IÍÍ.matriz de pra'yección debe s.er m.O 

Se terminará esta secdÓn dÍÍndo algunos comentarios prelimlllar.;s q~~ s~~!Ín ~tilizados en el 

algoritmo implementado.; ~an.era de motivar la aplicación de los conceptos antes establecidos. 

Para una grafi -c,antidad 'de pr.oblemas. las razones de crecimiento o decaimiento tje algunos 

modos de solución fundamental son muy rápidos comparados con. otros. Estos problemas se 
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dicen tener escalas de tiempo que varían bastantc1 porque estos modos corresponden a razones 

de crecimiento o decrecimiento de cantidades físicas en un problema. Si estas diferencias en 

escalas de tierripo son muy grandes, entonces es necesario que hayan métodos numéricos que 

puedan manejar estas conductas ' •patológicas' ' de la solución. Esto es exactamente lo que 

se trabajo en el algoritmo que será discutido en el capítulo 7. .-\demás, para muchos PVF 

se tienen casos extremos y casos donde los modos fundamentales cambian suavemente. Por 

esta razón, el buen condicionamiento requiere que los modos de decaimiento exponencial sean 

controlados por las condiciones de frontera izquierdas mienrras que los crecientes lo sean por 

las de la derecha. Por último es importante decir que cualquier método numérico que trate de 

resoh•er estos problemas, deberá de ser suficientemente flexible para manejar tanto modos de 

crecimiento y decaimiento exponencial así como modos sua\'es. 

3¡ 
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Capítulo.3 

Métodos de Tiro 

En los dos capítulos anteriores se mostraron las relaciones existentes entre los problemas de 

\•alares de frontera y de valores iniciales, así fue evidente que se pueden construir métodos 

numéricos para resoh·er un PVF por medio de su correspondiente P\'I. 

El método más simple para PVF es el llamado ~Jétodo de Tiro. El incon,·eniente de este 

método es su inestabilidad, lo cual puede ser superado mediante 1•ariantes más complejas com.o 

son el Tiro ~lúltiple. ~Jarcha Estabilizada o el Método de Riccati, los cuales generan algoritmos 

de propósito general eficientes y poderosos. 

En este capítulo se darán las principales características de los métodos de Tiro Simple, 

Superposición, Tiro ~lúltiple, Reortogonalización y Desacoplamiento. 

Los detalles del método implementado en el presente trabajo y que utiliza algunas de las 

ideas básicas de los métodos anteriores, serán discutidos en parte en el capítulo 5 y principal

mente en el capítulo 7 junto con sus respectivos ejemplos. 

3.1 Tiro Simple 

3.1.1 Método de Tiro Simple para Sistemas Lineales Generales de Primer 

Orden 

Considérese el PVF constituid.o por' el sistema de ecuaciones lineales 

y'(x) = Ay(x) + q(x). (3.1) 
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y las condiciones en 2 puntos de frontera 

. B 0 y(a) + B¡y(b) = f3 

Asociado a este proble.ma considérese el PVI 

y 1(x) = Ay(x) + q(x) 

y(a)= s 

(3.2) 

paras E :R" dada. El método de tiro simple consiste en buscar unas· tal que y(x;s") sea una 

solución del PVF (:J.l), (3.2). Estas· es solución del_ sistema lineal 

donde 

Qs =.a 

Q = 8 0 Y(a) + B¡Y(b) 

.a= .8 - B,y(a)'+ B¡y(b) 

El Teor.ema de existencia y unicidad 2.3.3 para PVF lineales garantiza que el problema 

(3.1), (3.2) .tiene una solució1i única si Q és no:singular. 

3.1.2 Desventajas .del Mét~do de Tiro Simple 

Una de las p~in~ipal~s des\·en_tajas c_onsiste en que los PVI integrados durante el proceso podrían 

ser inestables, aún ctiando el problema original sea bien condicionado. Para el caso de problemas 

no~line~les,::5·~-.tien_e.,ade~ás otro problema potencial: cuando el método de tiro usa un \'alor 

inicfal aproXimado_ s, la solución exacta del problema de valores iniciales puede existir solo 

en u·n ·S·¡~b.·i~~~t\~~lo [a, e] donde e < b, de manera que no se puede garantizar que el proceso 

iterativo esi~ bi~n definido. En las siguientes secciones se darán \·ariantes que permitan ~uperar 

las dificultades que este método presenta para el caso lineal. 

3.1.3 Método de Tiro Simple con Superposición 

Sea el PVF lineal general 

y'= A(x)y + q(x), (3.3) 
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B.y(a) + B¡y(b) =[J. 

La solución a este problema está representada como una combinación lineal de PVI asociados· 
. ' 

con el original. por lo .que este método es Uam~d~ Úctodo de Superposición. 

:\si. la solución genera.1 ·del problema (3;3) ·; (3:4.J pued.e ser representada como 

(3.5) 

;·, __ 

donde Y(.r) es una solución fundamentaJ; s e 3l" es un '"'ctordé Úroy v(x) es una solución 

particular. Para preci~~;; sea Y-(~)= Y(xi'a) ~na ~ólución'f~nd~m;1;tal qu~ satisface . -.- ..... · .. · ,,· '_,·, .. '. . 

(3.6) 

}'(a)= J. (3.i) 

La solución particular v(x) puede ser'de~ermi_nada como la solución del PVI 

v' =cA(x)v+ q(x), (3.S) 

v(a) = n, (3.9) 

para algun \·ector a, por ejemplo'a =O. Así, las n columnas de V(x) y el 1·ector v(x) pueden 

ser calculadas como soluciones de n + l PVI, respectivamente. Por lo tanto, la 'solución del 

PVF esta dada por.(3;5). Para determinar el vector de parámetros s se substituye en (3.4) para 

obtener 
' . . : ·. ·, 

fJ,.;, B. [Yc~)s + v(a)J + B; [Y(b)s + v(b)] =[B.+ B;Y(b)js +B. v(a) + B;v(b) 

o equivalentemente 

Qs = íJ (3.10) 

donde 

Q =B.+ B¡Y(b) (3.11) 

fj = .8 - B0 v(a)- B;v(b) (3.12) 

40 

1 
·¡ 



Suponiendo que Q es no,singular, se tiene que s está bierl definida. De esta forma, la solución 

está efectivamente dada por (3:5). · 

Ejemplo 3.1 Sea el problema 

0 <X <b (3.13) 

- .. . ; - ; -~~: - . 

[~ ·.··.~J1;~~6}]:~[{}]J·r:mJ•~ l.~ J (3.1·1) 

para alguna,\> O y b >O. Unas;l~ción f~ndame~t¡l~sta~ada por 

lo cual produce s = (1, l]'' demáiier~·que'la solución és;a dada por 
.:. -... -. _;_ .: -~ 

. y(x)=,nxJs + v(:)~· 

Exactitud Numérica· 

Ascher, 1Iat theij )· RusseH [l] 'é!eter¡¡;ina.i'~ u~ é(e;r¿,~c dE! cliscretización g.lobal cometido por el 

método de tiro está daclo por la e~p~~~;Ó~ 

1 y(~¡)-' y; 1:5 I\ TOL 11 t G(x¡, t)dt 11 ""]( TOL" (3.15) 
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donde,;. es la constante de condicionamiento (2.42), /( - l y TOL es una tolerancia dada por 

el usuario. Obsen•emos que, en general, el método de tiro dará un error de discretizació1\ glóbal 

apropiado si el problema (3.3), (3.4) está bien condicionado, es decir, sh< ~o esmuy grande. 

3.1.4 Estabilidad Numérica del !\IIétodo de Tiro. 

Como se había mencionado antes, las dificultades de estabi!Ídad ·surgen cuando la ecuaéión 

(3.3) contiene modos de solución fundame~tal de creci;~ie~to o décreciri'iie~to ripido. Así, los 

PVI asociado:; al problema original son muy sensith·?s :~-0 pecJ~eñ:~~-_·c_a~·b¡~·5':.~~:-~l yectOr- de 

\"alares inkiales s en (3.5). Aún cuando se haya obteni~lo una·~~-ro~irri~~ió,;~:~:~u~ér.ica Sh para 

s (/ s /=< 1) tal que 

donde <mes la precisión de la máquina, el error acumulado por redondeo e(x), cuando se forma 

la aproximación a y(x) a tra\'és de la ecuación (3.5) ,'puede úecer como 

/ e(x) /- <m // Y(x) //, (3.16) 

esto puede ser aceptable en relación a // Y(x) // pero 'no es aceptable respéCio a / y(x) / . 

El siguiente ejem.ple ilustra esta situacióz:i·: 
·._ .. 

Ejemplo 3.2 Para el problema: 
,·;:; ·_ . ;. ·~ ': 

.. . 

[ :: r [ ~ ~] [ :: r ;Ü ~X$ 11 

l: n l::1::Ji t:'r¡ H&n " l ti 
-· :. .:·· ., . ; ·_·~ 

(3.!i) 

para alguna ,\ > O y b > O. L~s. o:ióJ~; de solución fundamental son e=·1• así el error de 
:·: .-. .··· - .·, 

redondeo al constriiir la _solución crecCrá-·en· ~a forma:-
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La solución fundamental que satisface (3.6) y (3.i') es 

Y(x)= .. 
[ 

cosh ..\x .<enh..\x ] 

senh..\x cosh ..\x 

.:\sí, cuando ,\x crece: Y(x) rápidamente llega a ser grande en norma y cercana a ser sin

gular. Esto también es consecuencia de la presencia de modos fundamentales de crecimie~to y 

decrecimiento rápidos e±.\r, 

Para el término no-homogéneo y las condiciones de frontera 

q(x) = 
[ 

o ] 
..\ cos2 "x + (2/ ..\) ,,.2 cos 2"x 

Y1(0) = Y1(1) =O 

se puede mostrar que el problema de miares de frontera está bien condicionado [l). El problema 

tiene como solución exacta a 

y(x) = 
[ 

•"·;~:::;-'' - cos' ;ex J 
f!.\(z;~::¡->.z - J sin 2-:¡.r . 

Sí v(a) =O y..\>> O entonces s1 =O y s2:::: -!. 

La siguiente tabla muestra resultados para,\ = 50. El error absoluto expresa los errores para 

Y1. Resultados análogos se obtienen para Y2· Xótese que el crecimiento del error en la solución 

formada es exponencial en ..\,como se había predicho. 

X 1 Error Absoluto 

0.1 J.9D-8 

0.2 2.SD-6 

0.3 4.lD-4 

0.-1 6.lD-2 

0.5 9.0 o 

0.6 J.3D+3 

0.7 2.on+s 
.. 

0.8 2.9D+i' 

0.9 4.4D+7 

1.0 6.so+u 

En resumen, los errores del Método de Tiro Simple con Superposición son ocasionados por 

el redondeo y no a los errores de discretización (véase capítulo 7). 
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3.2 Tiro Múltiple 

Una desventaja principal del. método de tiro es la acumulación del error de ~edondeo, el cual 

ocurre cuando PVI inesiablés tienen que ser integrados. Una cota burda del. error, pero a 

menudo alcanzable.[lj, es d~Lorden: 

donde L = mái~J/ . ..¡(x) JI )c,,/e~l~u~Ídadde:redondeo de la máquina. 
' -'·,.··· '• •'. '- ·., .. ' \• .... :' . - . ~- . 

En un)ittefltá.p~r'd.éú~In~~fa.~-:e·~ta:····cc;ta}.e~. co~veniente restringir el tamaño del dominio 

sobre el cual lós PVÍ ~Úint~hicÍo~! E~ion~~~. se procede a considerar una partición 

(3.18) 

del intervalo [a,b];' Y:l~egÓ áplic~r-el·método de tiro en cada subintervalo [:r;,x;+i] 1 :s; i :s; :\', 
_· -· : . - . : :- . ''·~_-,.. . -" 

como se mueStra en:la sig~uie'nte figura 

:, ... --- _: -

·z::=:YC>~/C) 
X1 x2 X3 x5 xe 

Esto significa que son ejecutados Sr pasos de integración 1 P-~fa- algún R· E· N -en cada 

subintervalo. 

Los segmentos de la solución resultante son unidas ¡)ara for~3.~----~-n~ .. ~ol~i:·¡ó·n·.córlti~ua sobre 

el intervalo completo [a, b]. Esto es precisament~[o:qu~'~e ~~ti~¡('dc por :el ;\litado de .Tiro 

;\fú/lip/e. 

Considérese el PVF lineal general 

(3.19) 

B.y(a) + B¡y(b) = {3. (3.20) 

44 



Así, para cada intervalo [x;, x;+d :5 i :5 N, de la partición (3.18), se puede expresar la 

solución general de (3.19) como 

y(x) = li(x)s; + v;(x) (3.21) 

donde Y;(x) es una solución fundamental, s¡ E a¡n es _un ve~tor,de tiro y v;(x) es Úna solución 

particular para cada i del PVI. Estas soluciones corresponden ~ l~s PVI 

· Y;'= ..l(x)Y; ,_x;$ x :5 i;.¡. 1 (3.22) 

li(x;) =.F; (3.23) 

con F¡ E IJ1n:rn no-singular, y 

v¡ = A(x)v; + q(x) Xj 5 X 5 Xi+l (3.24) 

__ v;(x;) =a¡ (3.25) 

Las eleccioneS. más co~unes para F¡ y 0¡ 1 las cuales~~ usarán siell)pre en ~ste trabaja,· serán 

F; = !, a;= o, 1 :5 i :5 N (3:26) 

Nota 3.1. Si las matrices F¡ son escogidas independientemente unas de otras; co'm.o Ocur,~e Con 

(3.26), entonces el problema (3.19), (3.20) puede ser integrado en paralelo para 1 :5 i :5 N; 

En este caso el método es llamado Tiro Paralelo. En general, si (3.26) se cumple entonces 

se le llama método de tiro múltiple estándar. 

El \'ector s E ;Rn.V 

sT = (sf,sf, .. .,s~) (3.2i) 

de tiros es determinado de tal forma que la solución numérica sea continua sobre el intervalo 

completo [a, bJ, y que las condiciones de frontera (3.20) sean satisfechas. Ento.nces imponiendo 
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las condiciones de continuidad y(x¡+ 1) = y(xt+il en (3.19) se tiene 

1$i$N-1. 

Como Yi+1(Xi+1) = F;;1-1 y v;+1{x;+il = Oi+I• por (3.26) se obtiene 

:<L ;, .. · ·-.. :.< .:\· 
más las condiCiofies d~;~fro·~--~e:~~--:-: 

. ,·_:· >:.'· ,··:· ':.· ;··.;; 
-_, ' -

lo que da lugar a· un 'sist~·~a üricai ·a~:-~N ecu~ciones · 

.-ls =.e 

o equivalenteffienie 

-}~v-1(x.v) F,v 

· V¡(x2) - 02 

v2(x3) - 03 

(3.28) 

{3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

B.F1 -B¡}~v(b). f3 - B.01 - B¡v,v(b) 

Después de resolver este sistema para.el vecto.r s, ~e aplica la ecuación (3.21) para obtener 

la solución para ~ada x; 
'. - ·. ,:· -

y(x¡) = }'¡_¡ (xi)s;-1 + ~¡_:¡(x;) 

Por (3.23) y (3'.25) ~e tien~ que 

y sí se está utilizando e el método de tiro múltiple. estándar queda finalmente que y y s se 

relacionan simplemente: p~r 
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,• 

y(x¡) = S¡ 

3.2.1 Estabilidad del Método de Tiro Múltiple 

Como el tiro múltiple es una alternativa para mejorar las propiedades de estabilidad del método 

de tiro simple, es de esperarse que la acumulación por los errores de redondeo sea suficientemente 

adecuada. 

Teorema 3.2.1 (l] Para la matriz .A de Tiro :Vlúltiple Estándar (3.31), se cumple lo siguiente: 

l. La im·ersa de .A puede ser expresada en términos de la función de Green como 

·G(x,,,:2 ) 

G(x,v, x.v) Y¡(xs)Q- 1 

donde Q =B.+ B1Ytb) y(;(x;,;;) co~~ en(2.28). 

2. Sea "la constante .de condi~i~~amiento del PVF (3,19), (3:20) . Entonces 

3. En el caso de dicotonlía: exporienci!.J, 1a:'·2oiaan;eri,Or p~ede ser .extendida a 

" ·-·, .. · - . 

>u ...1- 1 11$ cÚfJ." 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

> ,._ ~:_ '-~~/;,:., \>.."~:···:-'· "> . - - . ·. ' . 
la cual se cumple .aún cuando b - a - oo, si ÍJ.,:,,:.riiin1!;'i:5N. x;+i - x¡ ;:::o y b > O. En (3.34) cte 

es una constante de tamaño moderado, independie~te·de Ú. 

Este teorema indica en un cierto sentido !a'est~bÍ!id~d 'del método de Üró múltiple. 

Con relación al número de condicion de Í~ m.':~rizde~i!o~ú.itiple Ah bbtenidá.numéricamente 

Teorema 3.2.2 (I] La matriz de Tiro ~Íúltiple .Estándar ..Jh tiene un número de condición 
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xh"' corul(.A) R "' N R "J( 

donde R es el número de pasos de integración y N es el número de puntos de tiro.O 

Por lo tanto, si el PVF es bien condicionado 'y sí los puntos do tiro son escogidos de tal 

forma que 

es de tamaño moderado, donde f¡ = Y¡(x¡+i), entonces el método de tiro múltiple estándár es 

estable, en el sentido que hay una amplificación del error de redondeo tolerable. En comparación . 

con el método de tiro simple, donde s = l, hay problemas para los cuales J(, llega a 'ser 

intolerablemente grande. 

Por otro lado. es importante mencionar que existen otras técnicas, basadaS en la estrategia, . i 
de tiro, que buscan mejorar las propiedades de estabilidad de es.te método, cuyas características. 

principales se pueden resumir en forma bre\·e: 

1) El :-Iétodo de Compactificación que se ocupa de resoh•er eficientemente el sistema lineal:c 

algebraico (3.31). 

2) Técnicas de 1!archa, las cuales están definidas para un m.étodci de .tiro múltipl~_~dá~d~ 
se tienen los PVI 

Y¡'= A(x)}i X¡-< X-< Xi+l: (3.3.5): 

}'¡(x¡) = F¡, 

y los cuales Son re.sueltqs '.coits~~uth·amente: con la matriz· ini~ial F¡ p~ra:·el (-ési!llo intervalo 

formada después dk q~~ el.PVI para él (i - 1)-ésimo subintm·alo ha sido resuelto. 

Estas técnic.;·P~~ten~en ir monitoreando el crecimiento de los modos de solución funda

mental para decidir' dónde deberá estar el siguiente punto de tiro. Desde que estos modos de 

solución básica. tienden a alinearse más y más a la más dominante, esto implica que se vuel

ven nunlérÍCamente linealmente dependientes cuando los intervalos de integración se hacen más 

grandes_. Así, cuando alguna tolerancia de dependencia es excedida, un nuevo punto de tiro Xi+t 

deberá ser colocado y las columnas de }'¡(x¡+1 ) deberán ser reortogonalizadas para recuperar su 

independencia lineal. Ejemplos de estas técnicas son la Reorlogonalización, Desacoplamiento y 

Marcha Estabilizada, vistas las dos primeras a continuación dejando la explicación de la última 

técnica junto con el algoritmo para el capítulo i. 
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3.2.2 Método de Reortogonalización 

Este método inicia integrando los PV! (3.22)-(3.23) y (3.24) - (3.25) para i = 1, suponiendó 

que F1 es una matriz. oi~og~nal.-· Para ef'paso·gC~eral i 1 'i = lt ... , N, se inician las integraciones 

de los PV! ,con una matriz ortogonal F;. Luego, en el siguiente puntO de tiro Xi+•• se realiza 

una descomposición,QU ,de la m~tridundam~ntal Y;(x1+1), es decir; 

(3.36) 

con Fi+l una matri_z or_t~g~Íla~. i-.Ui- ~~~ 0~.t~!~ -tr~~ng~la·~·suPér~or; .. ~áer,n~~' -p_ara: calCUfar la 

solución particular v;(;) ~~ utÍlíz~ ai,;;, o:' ,, 

Utilizando la mis~a recursiÓn (i:foyc~~~o en~¡ c~soA tiro múltiplé, se d~fine 

(3.3i) 
'~- --:·- ''· :;: __ :--'.-_~:-.- . _·'::'_.,'.'< '.~,._ .. ¡'_ 

/J,v = fl-: 11.a, '..: B~~.~(b),,~~= (Pr,::.,í3X·-1JjT:) (3.38) 

con lo que se genera li expresión· 
. ~- :.·. 

(3.39) 

donde U; es triangular.'súJerio:~: ':\gregando las co.ndicio~es de frontera, se obtiene el sistema 

lineal algebraico 

As= .J (3.40) 

donde 

A= (3.41) 

-U,v,,., J 

B.F1 ..:BiFn+iU.v: 

Esta matriz de tiro es en general bastante bien .condicionada respecto a (3.31) además que 
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se puede resolver más íacilmente debido a la estructura triangular superior de las Ufs. También 

a primera instancia podría parecer qtie esta matriz A no difiere mucho de la original, pero 

analizando In estru,ctura, de cada una de las Uf.s se verá su utilidad en la siguiente sección en 

que se explica el método de dés~coplamiento.: 
- . 

3.2.3 Método de Desacoplamiento 

Lo primero que se mostrar~ es \;/~elaci¿··exist~nte e~tre las Ufs y las soluciones fundamen

tales (3.22) del_ método el~ tlro m~liiplc: está~dar. · Así, suponiendo, que no hay errores de 

discretización,· -se puede··escfibir 

Y;(;;+1; x;) = r¡(;i+,}¡ií(x;)]01 ~- F;+1U;F!, 

con 

F;-1 = F!, 

por ser F¡ ortogonal. J:?or lo. tan to 

(3.42). 

donde por supuesto U;= U; ... U1 es una matriz triangular sup,erior. Po·r lo tanto, la expresión 

(3.42) da la descomposición QU de Y1(x1+1). · 

Considérese el esp.acio lineal asoci~do por las primeras, k colunlnas __ d/F;+\. 'co1~0 U¡_ es 

una matriz triángular superior; las primeras k columllas de Yi(xi+i).soñ;· por_· (3A2); combi

naciones lineales ·«f.e las prin~eras k c~lu~na~, ·de· .Fi+l ····D:e :··.~~·t~a··rri~n~~ft>~i ;;'p¡.:·:es· 1e:sc~gida- lai 
qtie las primeras k columnas representan de alguna forma los valores' iniciafosdé los modos .. ,·. 

(crecientes) más. dominantes, entonces el subespacio asociado por las primeras k _columnas .de 

F;+ 1 representan las direcciones de su forma integrada hasta x = x¡.¡. 1 • Est~--signiflca que el 

bloque superior izquierdo de dimensión k X k de U; tiene u~a: norma CM la mis~a m~gnitud 
como los incrementos de estos modos dominantes crecientes. 

Si esto ocurre con las primeras k columnas de Y1(x1+1) entonces ccin un argumento análogo 

se puedo ver que las restantes columnas representan los valores de los modos de decaimiento. 
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De lo cual se tiene que el bloque inferior derecho de U¡ tiene su· norma del mismo orden de 

magnitud que los modos dominantes decrecientes. 

Esto significa·que la ·expresión (3.39) ha .desacop.lado la relación ·de recursión (3.29), de tal 

m~nera que si se escribe 

(3 .. 13) 

donde D¡ es de dirnensió.n k X k ,:• h~cie~cl~ l~ p:opi~pa~a q¡ = 

entonces la expresión (3.39) queda corno·: 

(3.44) 

(3.·15) 

para 1 $ i:S ;v ·- l. 
' - . -- - - -_ ~:. :_ ;- ;:. . • ' - - = .-~ - - - - _', .-- • . -

Las rec_u-rsioOeS 3.nterior~s SOn estah~~s 'si son integradas en_ su dirección correcta .. .\si, (3.45) 

debe ser estableenclir_ec~i.¿~ h~cia~delante, es.decir, ~on i = 1, .:., N-1 puesto que el producto 

de las E/s es IJ,22, ~1ie~tri~ qué (3.44) ~s establé en dirección haci~ atrá~, con i = N -'- Í, .. ., 1 

porque¡¡ D¡- 1 ; •• n;i~ [l.;_ l. . . . . . . 

La implementación práctica de este.~lgo~itrnos~ dará e.n el capítulo 7, tomando como base 

el código de R.~I.~I. Mattheij y R. En~láiid descrit~ en (20] y (21] . . -. . - -·-- . --

Eil el siguiefi~e ~~Pít~lo se daráll· a.ig~rio.S. resulta~fos que muestran que esta última" ~strategia 
de desacoplamiento proporciona estabilidad al método de tiro múltiple. 
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Capítulo .4 

Desacoplamiento 

4.1 Introducción 

En la última sección del .capÚulo.2, se mostró la relación e:<ls.tente en.tre la dicotomía de un 

problema y su condicionamiento. Se hizo evidente que, por ejemplo en la aplicación del método 

de Superposición, éste falla debido a que se integran PVI asodados en·· la misma dirección que 
- _- -~- ' . -- .. 

sus modos de credmiento fundamental, provocando así una inestabilidad en la solución. :\fochas· · 
' . 

de loS primero's .~goritmos dados en el capítulo anterior siguen teniendo este mismo. problema, 

ya que no identifican ni separan los modos de solución fundamental p~ra así integ;arlÓ~ en su 

dirección adecuada. Esto es precisamente lo que se pretende realizar en este capitulo. En otras 

palabras, la idea es primero identificar y separar estos modos. de tal manera que aquellos que 

tierien un compo~tamiento rápido creciente, puedan ser integrados en la dirección adecuada! 

o sea haéia atrás, y los de decrecimiento rápido sean integrados en una dirección hacia ade

lante, lo que producirá una mucho mejor solución. Esta estrategia es lo que se entiende por 

Desacoplamiento. Es importante aclarar que muchos de los métodos con éxito, desacoplan en 

alguna etapa ·del algoritmo, esto es, algunoS desacoplan antes de la discretización, otros almo

mento de eÜa y algunos más cuando. se ~a a: calcular la solución del problema lineal de ecuaciones 

resultante. C~fi:. e~t~)de~ ·e": ffieíi(e, ·s~. ~ei1:l!úi. la separación de las ecuaciones diferenciales o 

ecuaciones en diferend.;:resultante de' la" discretización, de tal forma que se pueda calcular 

eficicn.te y est~·bl"~~e~~e -los. ;n:~d~~·' cre~ient.es ~si ~Omo los decrecientes. Esto es entonces un 

elemento básico para determinar algoritmos estables para PVF. Es por ello que el algoritmo 
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implementado .en este trabajo hace uso esencial de está técnica. 

Lo primero que se hará es dar una interpretación geométrica del desacoplamiento, el cual 

muestra con claridad el por qué de la eficacia de está técnica. Enseguida, se dan los resultados 

principales pará el caso continuo y el caso discreto para PVF lineales. Posteriormente se discu

tirá la importancia que tienen las condiciones de frontera en el desacoplamiento y en particular 

por·qué las condiciones de frontera no separadas deberán ser tratadas con cuidado. ~luchas de 

las ideas que aquí son planteadas, están tomadas de [l] y de [19]. 

4.2 Descomposición de Vectores 

Considérese que Yt (x),Y2(xte !Rn.para x fija, y ~upóngase que el ángulo entre ellos es más 

grande.que.45~1 j: ~~noi'·q~-~ ·1·3·5°." De esta· m·aUera .se tiene -

1 ;T(x);2(x)l<v1"I Y1(x) llY2(x) 1 ,lfx E !Rn 

Una combinación lineal ~rbitrari1' de y 1(x)y y~(x) es de.la forma: 

(4.l) 

' .>. ··.~.: · .... -- ::.:_·;<_- .. :-:: ·_" : . ' 

este crecerá as~~róticament~.co~o y 1(x)./3. ~~-é~6~'.q·u.~_.a: 1 i~_O . .-\demás, asint~tiCamente tendrá 
. . . ,. :.. ~. . . ... -. - -· 

la misma dirección que y¡ (x ). Si' ahora definimos un: \'eét~r b como otra combinación lineal 

b(x) ':" ,Oiy1(x) +:a2y2(x) (4.2) 

tal que 

'· dct [' , :
61

] # O, 

'' 02 /32 ·,'. .· 

entonces claramente a(x) y b(xj'son ~ec~~res independ,ientes en el espacio generado por y 1(x) y 

y 2(x). Sin embaégo,:cuand,o X-".: .. .>~, ~~~toi-geKe}·~im~~~-e d~ñdefi a ser de¡leiidi~ntes numéricamente, 

como lo· muestra la siguiente gr~fica., 
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Esto es precisamente laril~i¡n po; loq~e f~lla ~¡ m.iiodC> d~sq~~riosiclón btiando se ti~nen 
intervalos de tiro grande~ bajci 1.í. ?rese~ci~ d~ modos;~rei:i~ntes. Los ve~i;ies a(.i: J .,. bC xJ co' . . ,. . . '"- ·~ '· .. '· . ; . . . ' ·, . . . . . . - . ·. -. 

rresponden a lós modos fundam~rital~s cal~ul~dós ¡,.;re~t~ nÍ~tpdo. Sin embarg.;; en aritmética 

exacta, se pllede ;~ctÍper.Í.r i~forIÍl~ciÓ~ a~~rca'. delos ,·alores dé JI y1(x) 11yll.y2(x)11 a: partir 

de 11 a(x) IJ y IÍ b(x) 11; 
Supóngase enton~~s qu~U Y; 11<<!.I Y1•1! y que Yo y Y1 forman un ángulo O el cual no es muy 

agudo. Su~Ó~g~se:qJe··a-tien·~_::un¡ c~~;p~nente·significati\'a de y1 y b tiene una componente 

significatha de y;, de.ma~era qlle.n1, lh"" l. Qb,·iamente, a menos que ,131 sea extremadamente 

pequéña, el ángul.; entre a} b es mu)· pequeño. l'.na base numéricamente más deseable para 

el espacio asociad~:d~;~ Fi,,''que es el mismo que el de y¡ y y 0 , deberá consistir de un par 

de 1·ectores•casÍ .;riodó.rmales. Lo que se procede a realizar es la Ortogonalización de Gram

Schmidt:. sea t 1 'un v~ctor unltario en la dirección de a, es decir 

t¡ = af'r¡ con 71 =! a / . 

. . ' . . 

Análogameñ.te sea t 2 un yector unitario en el espacio asociado por a y b tal que el ángulo 

~ entre t 1 y. t 2 ·.no ~ea pequ~f.o·,· por ~jemplo{ ".' 90°. Entonces para algún -¡2 y 73 se tiene que 

b = 72t1 + 73t,. 

Los vectores t1 y t,propor~ionan una .b.ase deseáble, pues 11 t 1 11=11 t 2 11= 1 y también 

son ortogonales, es decir, tft2 = O. Además, se tiene que /1 "" 11 Y1 JI y .1'3 "' 11 Y2 JI, como 

gráficamente aparece enseguida. 
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------
-------.::-.: ==7;¡¡-~ 

- 1 

--- 1 --- \ 
1 
1 _ ... ·----· 

-----~-- l21t -

Desde que a·tiéne u'ua comjionénte significatila de y,; el ángulo r¡ entre ay y 1, y por lo 

tantoentret¡,y y¡,e;p~~ueiÍo,de manera que 71=11a11"='11a¡y¡11"=11 Y1.Í/ .: 
DeSde qUe:·~ .ef:p~~~~"fi~·;: s~- sigue que el ángulo entre t2 ~~ y1· e~·-~~~¡· ig~~r~ ... ~. Ahora bi~n, 

como 8 no es·pe·queñá }: _'b. dene una componente signifiCati\'a d~ Y'.? _1 dad-0.ci-üe A;::::: i; se puede 

\'er de l~ gráfica a~te~ior que las proyecciones de b y Y2 sob;e t, tiene~ 'el ~ismo orden de 

magnitud. Cori:tÓ 

' ·- -,_."- .;-~ 

í:os(rr/2-8) / Y2 /::::/ Y2 /,eritonces / 73 _I :::i_ll Y2)1· 

En iesunlen, esta descomposición se puedé escribir c"Offia·~: 

(a, bJ_= (Yi. Y2)[•._-_ª' .o/] = (f1~, d[/¡, 
' ' 02 !32 . ··' .·. ... . o ,. .. ·.<·· .,._ · ... ,, ' 

(4.3) 

Esta última expresión repr~senta ~~ eHUJ derec~o la descoíilposición QU de (a b) si 

se utiliza la ortóg~nalii~ciÓ~ de G~~íri:s~h~~idC EII ge!lei;[, ~~pr~~enta toda la información 

necesaria acerca de YI Y~2 ~.iraést~ble~~~ ~ri~ 6~s~estable p~r; el e~pacio asociádo de (y¡ Y2) 

y permite estimar ad;~ás iis magdii~Ci~~ rle ll ii 11?11 ii 11 · . . .. 

4.3 Desac~;l~llli:itci d~ E.D.~---
- · --;-.:-,.-

Ahora se describirá en formá. general el desacoplamie~tode un problema EDÜ. Se usarán parte 

de los conceptos de'est~bÚidad y soluciones funrlam;~taÍe~ expu~stos en, eÍ capítulo l. 
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Sea nuevamente el EDO homogéneo 

y'= A(x)y, X> Q, (4..t) 

Sean T(x)y ü(x) funciones matriciales que cumplan 

l. T(x) es no-singular Y.diférenéiabJe, 

2. El bloque iÍlf~dor izquierdo (n - k)·x k.de U(x) es cero, para alguna/: independiente de x, 
'.' ... ·.. ' 

3. T, U, y A. en la expresión ('1:~1) ;'satisface~ la Ec~acidn de Lyapunov 

T'= .-IT .. -' TU. o (4.5) 

Sea w(x) tal que· 

\v(x) = r-1{x)y(x). (4.6) 

Se tiene entonces que w(x) es solución· del .sistema EDO 

w' = U(x)w,. (4.7) 

con matriz de coeficientes ü(x) triangular superiOr. 

Se~ ahora Z(x) una soJuciónfond~mentaJ. de (4.4) tal que Z(a) ='T(a). Entonces J-V(x), 

definida por 

(4.8) 

es una sol.ución fundamenÍal de (·!.7) Ja cual satisfacelV(a) = ·¡; Por lo tanto W(x) es una 

matriz triangular- superior.por bloques para toda x. 'De esta manera, se ha encontrado una 

relación· uno a Uno entr~ un· sisterri~ triangular .suPeriar'c4.7) y la fa~torizadón de una solución 

fundamental (4.S). Por lo.tanto W se puede r~¡Íreséntar éo~o 

. . [···.¡.¡r1··.1 W= 
·. o . 

- . -_ ~ , --
~v.·1·· .. ·] .. ¡.¡r22 .. ('1.9) 

Estas expresiones serán de mucha utilid.ad en las siguientes secciones. 
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4.4 Soluciones Fundamentales Consistentes 

La última factorización del capítulo anterior es muy general y no espécífica el valor de k, el cual 

obviamente debe ser escogido de tal manera que la ii1formación _de Jos modos de crecimiento r 

decrecimiento esten contenidos en Jos bloques 'diago~ales apropiados. Para la factorización en 

(.J.3) se requirió que la primer columna, a= a 1Y1 +a2Y2' contenga una componente significatim 

diferente de cero para y 1 , o en otras palabras, que.a no_est.e en el espacio asociado de y 2 , por 

lo tanto a 1 ? O. Este concepto será ahora generalizado para el sistema {-1.4) .1· Ja factorización 

(·!.S). 

Utilizando Ja definición 2.6.2 de dicotomía exponencial, se da la siguiente definición. 

Definición 4.4.1 Y(x) es una Solución_.Fundame~ta/ Dicotómica si se puede escribir en Ja 

forma 

Y(x) = (Y 1(x) 1 Y 2(x)), (·L!O) 

\fx, donde Y 1(x) E ~¡nxk y Y 2(x) E !Jl•x(n-kJ, donde Y 1(x) representa la parte de los modos de 

decrecimiento de Ja solución fundamental y Y2(x) los de crecimiento.O 

La solución dicotómica fundamental Y(x) es deseable, pero generalmente no está disponible. 

Dada cualquier solución fundamental Z(x) para (4.4), Jo que se quiere es in1·estigar la factibi· 

Jidad de construir una solución fundamental dicotómica Y(x), por desacoplamiento. Por otra 

parte, particionando Z(x) como en (4.10), i.e., Z(x) = (Z 1(x) 1 Z 2(x)) y análogamente como 

en la sección anterior cuando se requirió que o 1 #O, ahora se tiene la siguiente definición. 

Definición 4.4.2 Sea Y(x) una solución fundamental de ( 4.4) exponencialmente dicotómica 

( véase def. 2.6.2). Una solución fundamental Z(x) se dice Consistente con Y(x) si 

Jm(Z1(a)) n /m(Y2(a)) ={O}. O 

Si Y(x) y Z(x) son soluciones fundamentales, entonces existe una matriz H constante no· 

singular tal que 

Z(x) =' Y(x)JI, \fx. (4.11) 

Particionando 11 en. bloques--

[ 

H" 
11 =, 

¡¡21 
][12 ] 

Jl22 
(4.12) 
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se tiene el siguiente lema. 

Lema 4.4.3 [l) Lo siguiente se cumple para 11 11 definida como antes para Z(x) y Y(x) solu

ciones fundamentales dicotómicas 

l. Z(x) es consistente ~o~ l'(x) sí y sólo.si JIU es no-singular, 

2. Z(x) es consistent.e con Y(x) sí y sólo sí Im(Z 1(x))n lm(l'2(x)) ={O}, V a$ x $ b. 

El resultado importnnte.de.esta sección es ~I siguiente [l): 

Teorema 4.4.4 Supóngase qu'é Y(x) es una matriz fundamental ~xponencialmente dicotómica 

del EDO (4..1), i.e. que existen constantes K, >. ?: O, µ ?: O con I\ positiva de tamaño 

moderado, tal que 

. . ~ ' 

1 Y(x)PY- 1 (t) ¡::; f\c·\!=-,•l, b'?: x.?: t, 
. · .. ·. . - . ' . 

. IY(x)(l - P)Y-'(t) ¡::; Kc-•(•-=>, ·a$ x $t.. 

Considérese la EDO transformada (4.7) con T(x) y ll'(x) que satisfacen (4.5) y (4.S), 

respectivamente. Si Z(x) satisface (-1.ll), (4.12) y es consistente con Y(x) entonces 

11 wn(~) [ll'll(t)r1 11:> K, 11T(t)1111T-'(x)11 .-1«•-=l X$ t (4.13) 

11 llm(x) [W22(t)r1 11:> K, 11T(t)1111r-1(x)11 .-.l(=-•l X?; t (4.14) 

para una constante 1(1 tal que 

!(1 $ K(l + LK2)../J(2 + 1 

donde 

L = llY2(a)H21 11/ inf (Yl (a)JJl.l) 

es la constante de consistencia para Z(x).D. 

Las cotas para tV11 y l·V~2 de eSte teorema: repr.esentan 1 respectivamente, el crecimiento de 

los modos no-decrecientes y los modos úo-creciCntes en direcci6nes apropiadas. En particular, 
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asumiendo que la constante de consistenci« Les de tamaño moderado, el bloque inferior derecho 

Hl22 no refleja el crecimiento de Jos modos inestables cuando x crece. Por lo tanto, los 1Jitimos 

(n - k) EDO en (-1.7) pueden ser integrados establemente en dirección hacia adelante. 

Esto último !10 puede ser establecido para cualquier componente de la EDO (·1.·l). Por 

lo tanto, un método de desacoplamiento no calcula directamente una solución fundamental 

deseable Z(x) o Y(x), en lugar de esto, intenta primero encontrar una matriz U(x) triangular 

superior por bloques como aparece en la expresión (4.7), con una transformación T(x) que 

satisfaga la ecuación de Lyapuno1· (4.5 ). 

De esta manera, considérese el PVF lineal 

y'= A(x)y+q(x), a< x < b, 

B0 y(a) :¡. B;y(b) = {3. 

Suponiendo que se conoce T( x) y definie~do 
- ·:, :::. . ,:· 
g(x)~,r- 1 (x)cí(x) 

,-: - . - ', -:- -

se llega, aplicando (·1.6) y;(4.T.), al sistem~ d~ i·alb;esde frontera desacoplado 

(4.15) 

(U6) 

donde U esta· particionad¡úomo W en (4.9), y. 

B,TCa)w(a) + BbT(b)w(b) = .B (4.17) 

Lossuperíndices en ( 4.15), (4.16), refieren a los primeros k y los ultimos ( 11-k) componentes, 
.· ... .:. ' ''• .-

respectivamente. El sistema obtenido permite integrar en dirección estable cada uno de los 

modos fundamentales." Un método.de superposkión,.ya sea implícito o explícito, puede ser 

utilizado para calcular la solución w(x)_,_Y usando la transformación (4.6) se obtiene la solución 

deseada y(x). -En-el-capitulo-i ;_e explicará como se realizó la implementación numérica. 

59 



4.5 Estabilidad del Desacoplamiento 

El teorema 4.4.4 garantiza que para un PVF bien condicionado 1 cualquier método de dcsaco· 

plamiento es estable si se calcula Ja lransforrnación T(x) y la función matricial U(x) triangular 

superia.r por bloques que satisfacen la ecuación de Lyapuno1• 

T'=.-IT-TU 

generando así una transformación T(x) s.ua\'c que satisface 

11T(t)1111r-1(x)11:5 C1, a :5 x,t $ b 

// (T-1(x)T'(x)] 12 11:5C211 (T-1(x)A(.t:)T(x)] 12 11, a :5 x, t :5 b 

para algunas constantes Gt, C2 .de tamaño moderado, con _lo~ superíÍldices 1 ~ denotando los 

bloques superiores derechos apropiados [l]. 

Para v.er esto, nótes~ que la solución del PVI para (4.16) esta dada por 

{4.18) 

así la cota (4.14) da 

1 w 2{x) /::;f(¡ [·-"A(z-a) 11v2(a) 1+11 r- 1 (x)11 [ .-.Í(x-t) 11T(t)111g2 (t)1 dt] 
. . 

)'después de calcular Ja integral dé ,('l.ÍS) por parte.s o,acotá~.do,la se tiene 

(4.19) 
.- ·: :,:.· ·. :'' ·:: . .:' 

Análogament~ para w 1(x) ;. obtie~e 

La interpreta~iÓn que se les pllede d~r Ú~s !Í. cotas ~riteriores es análoga a como se puede 
- ' ... 

dar para los metodos d~ tiro, considerando que". 

11A11 (b- a) 
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es una constante de tamaño tolerable, mientras que 

puede ser intolerablemente grande. Por lo tanto, si y(x) es adecuadamente acotada a traw!s de 

las expresiones (-l.Í9), (4.20) entonces el método es estable ( para los detalles 1·er [l]). 
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Capítulo 5 

Métodos Dicotómicamente Estables 

Como ya· se ,.¡o ~n el capítulo 2, los términos de buen condicionamiento ·'de PVF ·y espacio 

solución dic(JrÓmi~o so~ equivalentes, por lo cual se puede decir que ;;·la pdmer condÍ~ión se 

cumple enton.ces hay una separación de soluciones que crecen significatimmente·por un lado 

y ~oluciones qu'e .decrecen significaH\'amentc por el otro.· Así como_las ·candi Cienes de frontera· 

controlan además los modos del problema, así también la~ ccindidones iniciales ~eb.en .controlar 

los modos de decaimiento y las condiciones finales los modos ·de i:reci;;,i~n~o:: Por'1ó';anto 
' . . . ,, ,., 

es obvio que sefá ne-cesario utilizar una discretización que produzc".l u~_ mó'do ~e ·creci_miento 

correspondiente al modo continuo. Esto es el objetivo de los métodos dicótómicamen.te estables. 

Las primeras dos secciones están basadas en [17] y la tercera er([2lj .. . . - - - ' 

Motivación del Concepto de. EstabilidadDic~i6~ica, ·. 
'·. ·: . - ·' .. _- - ·>-·;._ ·-; ' 

5.1 

lín método numéri~o sMisfadtorio para resolver PVF deberá aproximar aproplad~mente modos 

crecientes y :~eCi-eCie_ntes·~· :En ·e1 caso de presencia· de capa~/lírhite ;~~~'~cfe';·-~e/ri~~~sario cierta 

exactitud, pero' fuer~''de ellas la solución requerida será a menud·~·Íl~~iari~'e suave de tal forma 

que se pudieran ~tiHzar .tamaños de paso grandes. 

Esta idea es ~quivalente a la que se usa en los problemas rígidos 1 de valores iniciales, aunque 

la estabilidad relacionada para estos problemas es diferente, ya que para PVI rígidos es deseable 

que modOs subdo~jnantes y espurios desap3.rezCan cua~do ·x crece, esto no tiene sentido para 

1 Stiff, en inglés 
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PVF, ya que lo que se busca Cll este caso es que estos modos que hacen poca o nula contribución 

a la solución desaparezcan· en la di~ccción apropiada. 

Por otra p.lrtc, Cs impofiante decir que las condiciones de fronterajúega.n en cs~o un ~apcl 

central 1 ya que éstas tienen que conLrolar los modos dominantes, subdominaiües y alguna 

otra solución espuria incluida durante la integración. Para moti\'ar la noción de un método 

dicotómicamente estable se dará el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 5.1 Para el problema 

y"= >.'y+ J(x) >.E iJI, 

y(O) = y{l) = 1, 

divídase el inten-alo [O, l] en N subintervalos (x¡.,x1+1], sea/¡;= J(ih) Y. y¡ la aproximación a 

y(ih) y sea a= h'>.'. 

Considérese la siguiente discretizacióri de. ter~er orden para .el problema de segundo orden 

antes definido 

(5.1) 

que genera, obviament~, erro~¡)~;di;:;~U:a~ióJlo~al O(h'1). Por ten~r sól~ dos condiciones 

de frontera)~' -~~r ·,Ü~~·'di~C;¿ú:z~~·ió~(d~ ~~:rc~/~~·r-d~~~/~~ ·ri'~ó~~~ári~ pi~Por¿iOnar una cOndición . . - - - . _._ ' . - ... _· : .. ., . '- ,._ ' _.,_ ·. "~ ' - ... :,_ . ' . . - . - . , - ,. - - - . :. . ' . -

dP. frontera exÚ~ p~rá resolver y¡ en for.:U~ únicO.: ~La s\guiellte rel~ción permite expres~r y¡en 

térmi~os: de ;~·"~'., i;2~,~. bien }~~~(~.~~~~rmi:~:os·.-: d~ 1j~/~:~Y~~ ~~ ... -
·~" ' .. 

(5.2) 
•, e,'• • •• '• ' ' • ,• 

que tiene erro~· de discretizci~ióil.:O(h-'1 ). ~S-to-Perm.!te C~eai ún~_.condidón de frontera exti-á. en 

t = O o t = 1, respecl:ivam~~Íe. 
,': ' 

La primer elección. lleva al sistema 
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4 - 5/(2 +a) -1 y2 

-5 + (2- ct)/(2 +a) 4 -1 

2-a -5 -1 

-1 

2-a -5 

2 .:._ " .::...5 

h2 (!o - f:f:'o) .., (2 - et}+ 2!~ 
h2 fi(l + ~+~) - -~;~ 

h'h 

h' /,..;::., 

h2/.v-3+1 

-1 

~I YN-t 

. . 

(5.3) 

Escogiendo f(x) = -A2 la ~olució~ exacta.'a!problcma es y(x) = 1 para x E [O, l]. Las 

discretizaciones (5.1), (5.2) deberánintegm esta solucióil··~xáctame~te, así que sólo'se debería 

esperar un error debido al redond~o. 

En la siguiente tabla los errores 1 ·y¡ -, ·y( ih) 1 son dados para algunos \'al ores de i con 

A2 = 800 )' h = 1/SO. 
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i l¡ 1 y¡ - y(ih) 1 

o o o 
10 0.125 2xl0-J.I 

20 0.25 lxl0-12 

30 0.375 6xl0-11 

40 0.5 3xl0-9 

50 0.625 lxl0-7 

60 0.75 lxl0-5 

70 0.875 6xl0-11 

so 1 o 

Eliminando ahora YN-i. el sistema queda 

-5 -1 n 
2 - a -5 . 4 . -1 

2- a -5 -1 

2-a 

4 

4 4 - 1/(2 +a) 

2 - a -5 + 4/(2 +a) YN-2 

h2 / 0 - (2- a) 

h2 /1 

h2 ÍN-5 

h2 UN-·1 - ~) + 2!Q 
h2(fN-3 + 2~Q/,v..:1) +·1- 2~Q 

. . 

(5.4) 

Una tabla cquiválente a la anterior muestra sólo .errores a lo más de 2 X rn-1s. Esto 

significaría que la discre.tización que ·neva a .(5.3) es ines'.able mientras que (5.4) es estable. 

Una explicación simple puede ser dada en términos. del polinomio característico de la parte 
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homogénea de (5.1) 

p(r) = ,.3 - 4r2 5r - 2 +a. 

Para 

h = 1/80, ,\2 = 8 o y "= 1/8 

pCr) tiene Jos ceros 

r¡ = 3/2, r2 = 5/4 - l/·IJ51 y r3 = 5/•I + 1/·lv'5, 

es decir, 2 raíces inestables, pues ( 1 r1 ¡, 1 r3 IJ > 1 y una estable r2 con 1 r, I< l. Por Jo 

tanto, la parte homogénea de (5.1) tiene 2 salud ncs básicas crecientes y una solución básica 

decreciente. Por lo que se mostró en el capítulo 2, sección 1, es necesario tener 2 condiciones 

finales y una condidón inicial, de lo cual se puede cJncluir que {5..1) es estable mientras que (5.:l) 

es inestable. Comparando Jos errores de Ja tabla +terior en puntos con distancia !Oh. es claro 

que la solución { r\} la cual es menor en crecimie11to que { rJ} es responsable del crecimiento 

del error por un factor equivalente a 58 veces desp
1

ués de cada 10 pasos. 
1 

Se puede ver ([1 i]) que para a E [O. 12] el esqu~ma en diferencias ( 5..1) es estable uniforme-

mente en h sí h :5 1/8. Este es un caso típico de un método dicotómicamente estable. 

Para completar el comentario y justificar la ~efinición de un método con estabilidad di

cotómica se puede decir que pam este problema'. la ecuación diferencial homogénea tiene 2 

modos: un modo de crecimiento e-1r controlado poi una condición final y( 1) = 1 y un modo de 

decaimiento .-~r controlado por una condición inii:ial y(O) = l. La discretización (5.1) tiene 3 

modos, uno espurio, que fue agregado por el uso dej una ecuación en diferencias de orden mayor 

que Ja ecuación diferencial. Cuando ocurre que h2 ;\2 < 12 se tienen 2 modos de crecimiento y 

uno de decaimiento. la condición final controla el !nodo de crecimiento espurio de tal manera 

que para obtener una solución numérica estable esl necesario imponer la condición de frontera 

adicional al final para poder controlar el segundo modo de crecimiento. Cuando sucede que 

h2 >. 2 > 12 el modo de decaimiento original llega a ser un modo de crecimiento oscilatorio y la 

condición inicial dada no lo puede controlar. 1 

En base a estas consideraciones se procede a d1r las siguientes definiciones. 
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Definición 5.1.1 Sea 'D la clase ele PVF lineales en el intervalo [a,b], donde 

l. El problema EDO de orden n 

Ly = f(x) 

es tal que la ecuación homogénea, Ly = O tiene k soluciones independientes gj(x),j = 1, .. .,k 

que crecen en magnitud y (n - k)soluciones independientes !Jj(x),j = k + 1, .. ., n con magnitud 

decreciente, 

2. Las condiciones de frontera pueden escribirse como Py(rt) = p ( (n - k) ecuáciones ) y 

Qy(/3) = q ( k ecuaciones ). 

Sea. ~\1h un método de discrctización consistcnlc definido en una. partición con nodos igual

mente espaciados de tamaño h, que dará lugar a una ecuación lineal en diferencias de orden m 

(m ;::: n) de la forma 

con las condiciones de frontera 

((m - /) ecuaciones), 

(/ecuaciones); donde yh está definida en la' partición. Sean las soluciones básiias del problema 

discreto 

denotadas por ri(ih), j = 1, .. ., 111 _ordeua_da~ en tal forma qtle 

r¡(ih) = !Ji(ih) + O(h) j =·1, ... ,n 

Entonces ~.¡h se dice ser Dicolómicizménle Esl
0

able para i5 C V si para cada PVF de este 

subconjunto y su discretización en Cad.1.pu.Iú'~ de la j>~'rti~ión se cumple 
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l./ r;(ih) /es una función creciente de i, paraj = l, ... ,k 

2. / r;(ih) /es una función decreciente de i, para j = k + l, ... , n 

3. De las restantes (rn - n) soluciones del problema discreto, rj(ih), para j = n + 1, ... , m, 

(1- k) sou tales que /r;(ih) /crecen y (m -1- n + k) son tales que /r;(ih) /decrecen con i. 

Nota 5.1 La definición anterior requiere que los modos cspuriosi ocurriendo cuando m > n 

correspondan al tipo propio de las condiciones de frontera, es decir, que se tenga una condición 

inicial para un modo espurio de decaimiento o una condición final para uno de crecimiento. Esto 

no requiere sin cmba~go 1 que estas condiciones de frontera controlen en absoluto las soluciones 

discretas. 

Nota 5.2.Esta dCfinición no considera el condicionamiento ele un problema ya sea discreto 

ó continuo~ concepto qlle depende ele las condiciones de frontera. 

En adel~nte~se asumirá que la fórmula de discretización utilizada es del mismo orden que 

la ecuación diferimcial. Esto permite dar la siguiente definición. 

Definición s:1.2 Sean las soluciones básicas de la parte homogénea de una ecuación diferencial 

lineal de orden ti con componentes proporcionales a c.\,z con j = J .... , n. Sea i\·[h un 

método dci -discretización dado por una ecuación en diferencias lineal de orden n con 

sus correspondientes soluciones básicas del problema discreto teniendo componentes de 

crecimiento {(rjJi}, donde rj = L+h,\;+0(/12). Entonces ~lh es Dicolómicnmente Est~ble 
en una región ll C C sí y sólo sí, para cada h,\j E ll, 

l. Re(hA;) $ O= /rj /$ 1, 

2. Re(h,\;) 2! O= /rj /2! 1.0 

La siguiente sección lista algunos ejemplos de .métodos dicotómicamente estables para de

mostrar el uso de este Concepto. 
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5.2 Ecuaciones en .Diferencias de un Paso para Sistemas de 

Primer Orden 

5.2.l Ecuaciones e1~· Diferencias de un Paso 

Muchos algoritmos para PVF de ecuaciones diferenciales de primer orden. están básados ·en 

encontrar una ~É!Iación .de recurrencia de un paso para aproximar soluci~iles Cñ uila ciérta. 

malla. Junto con las condiciones de frontera esto lle''ª entonces a un sistema Jin~al ~úya ;oluclón 

puede ser deter.minada. El método de tiro múltiple con íórmulas ~e Runge-I<uua s~." ejemplo 

de algunos deellos. 

Un aspecto importante a íavor de los métodos Runge-K.utt~ son sus·.apropi,adas carac

terísticas de estabilidad para el caso de PVI. 

Recuérdese que la forma general de un método Runge-Kuita ,de q'etapas"es 

donde 

y¡=y(a)' 

~- .. ~- q : . , -··e_,·-': 

Y;+i =Y; +h "'L,b;g; . 
~::t. 

¡·_~ 1,·2~ ... 

Yi = f(x¡ + hp;;y¡ + h'Lt=l a;¡g¡) 

r.s.is. q 

{p;, bj y a;¡} s.on constantes conocidas y los.Pi ctimplen 

o $,p¡ s. ... s. l 

(5.5) 

(5.6) 

Una terminología muy utilizada para estos esquemas es la dada por Butcher [5] en forma 
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de arreglo, es decir 

PI au ªtk 

(5.i) 

Pk ªkl llkk 

b, bkk 

ó bien 

·t-bT 

El método es llamado explícito si a;¡ = O cuando 1;:: j y es llamado implícito en otro caso. 

Los esquemas explícitos tienen la ventaja de que el cálculo de la nue1·a aproximación Yi+l es 

directa, rnientr~s que. para los esquem~s implícitos se necesita resolver una ecuación no· lineal 

si f lo es. Si ocurre que 

entonces esto se-.put?de realizar 6~r uÍla iteración d~ punto fijo.simpl~,:o biert'~~r ci ~étodo de 

)J°ewton. . .... · :. , - ~ .:. \.>:~. . 
-' - - . , . 

Definición 5;2.1 Un métocÍ~ Rurige·Kutta (5.5)· (5'.G) será llamado simétrico si el ~ismo 

mét~d() pÜédc ~eraplicado en di;ección hacia adelante como hacla atrá~: 
.·: ::;: • • -. ·:' - ; '": ~- ' ·::.:; • • • :~ - - • e" ". -. , ·, • 

Así;siei~do:'e ~l v_ector_ de·~n .eÍemCntos unitarios 1 un rnétodO Runge~ KuÚ3. genCral. es simétrico 

si existe una m~t¡.¡z·~de '~-~.r~-~tació~ P tal que 

2. b = Pb, 

3. e - e= Pe 
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donde e, by A son los coeficientes del arreglo de Butcher. 

Como regularmente s~. hace para el análisis de cstabilidaci .lineal de métodos para PVl, 

cuando un método R~nge~I~~t.ta e~.apli~ado a Y'.::= ).y.se ti.ene que 

(5.8) 

donde r(=) es tina función rríclonal con pofüio~1ios dc.:gr;{dó. :::;.·m en el numerador y denomi

nador, dáda por 

(5.9) 

o bien por 

donde el denominador es el Det(l-Az). 

Para métodos Ílunge-l(utta sirriét;icos; la;funi:ión 'de crecimiento (racional) r(z) la cual· 

caracteriza Ja soh1ció.n Ítindame-~t~-1 ·a:~· I~--~~ua'.~Í.~n-,·~~ ·,üferer'1.cias;: éumple la siguient~ cO~dición 

r( C.:z);., l/r(z) (5.10) 

( \'er (5) ). 

Ejemplo 5.2 La regla_ implí~ita del ·µunto medio 1 la cual es un método de colocación cm 

puntos.de ~~adrat~:~a G~~ssi.ana; y lft regla del trapecio, la cual es un método de colocación en 

dos puntos Lo~atto; son' ambos métÓdos -Runge-Kutta implícitos con función de crecimiento ( 

véase (li) ) 

r(z) = :~i:. ,-

Estos m.étodos son ..\-estables con a= rr/2 y simétricos. Por lo tanto son dicotómicamente 

estables en todo el piano complej~ ·c-.o 

Ejemplo 5.3 Los siguientes métodos de un paso tienen. función de crecimiento 
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l. El método Ruuge-Kutta implícito de 2 etapas usando puntos de cuadratura Gaussiana 

q¡ =Y? +h [tJ(x;+ U-'fi) h,q1)+ (t-"'lf) f(x;+ U +'f) h,q,)j, 

rr.. =u? +h [(t + 'f) f(x; + Ü- >@) h,q¡) + VCx; +U+ 'f) h,q,)j, 

YÍ'+ 1 =y?+ th [f(x;+ (~-'f)h,qi)+J(x¡ + (H'f)1t,q2J]. 
2. El método Runge-Kutta implícito de 3 etapas usando.puntos de cuadratura Lobatto 

92 =u? +h [~Y~+ 51 (x¡·+ ~-~'q2) ·- tiui+i} 
= Hv?+1 + v?l- ih (Yi+1 - V:), 

v!+i =.ul1 + h [~Yf + .31 (x¡ +Vi, q2) + ~Y!+i} .a 

En general mudtos métodos de un paso diferentes pueden dar surgimiento a la misma 

función de crecimiento racional r(z). No obstante, sus propiedades de estabilidad lineal tal como 

estabilidad.absoluta; A(a)-estabilidad, y además estabilidad dicotómica estarán enteramente 

determinadas por Ja función r(z). Así, utilizando la definición (5.1.2) se tiene Jo siguiente. 

Definición 5.2.2 Un método de.un paso es dicotómicamente estable en una región Re C sí 

y sólo sí Vz E R, su factor de crecimiento r(z) satisface 

Re(z) $O =>I r(z) 1$ 1, (5.11) 

Re(z) ~O =>I r(z) I~ 1. O (5.12) 

Con esto: se puede establecer el sigu~,cnte ,teo~em~. 

Teorema 5.2.3 [17] Un método de ?n paso·qu.e essi1!1étriéo y ~\(<>)~estable esdiC6tómicamente 

estable en la región 

R = {.:E C 11Re(z)1 sen a ;:'.j Im(z) l.cos a}, 
'• . ; .. ' ' 

Como conclusión se puede afirmar qu~la propicdac\ de ¿s~abHid~~~n el ie~i-pl~n6 izquierdo 

más simetría, según lo obtenido en [3j y [2fÍJ proporcioriariu~ crit~ri~ ~~fidente'pa;aestabilidad 
' . ---.----;o-- - -- --·------..• - .. - . ; 

dicotómica. 

En la siguiente sección se dará u~a fórmuÍa Runge-1\titta que cumplen .la propiedad de 

estabilidad dicotómica, utilizada en el código SYMJRK. 
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5.3 Fórmulas Runge-Kutta Implícitas Simétricas Dicotómica

mente Estables 

En [25] y (26] se muestra como obtener métodos dicotómicamente estables así como realizar 

un control de paso secuencial para estos métodos en la integración de PVF. Todo ello permitió 

a R. England generar el código Sl'M!Rlí utilizando un esquema Rnnge·Kutta de 4o. orden 

implícito simétrico de dos etapas 

Yi+I/2 = l/2(Yi+I +y¡) - l/lSh(yi+1 + YD 

Yi+1 =y¡+ h [1/6y¡ + 2/3Yi+1/2 + l/Gy¡+i] 

Si esta fórmula es aplicada al problema modelo 

y'= ,\(y+ r(x)) 

se obtiene ( ver [20] ) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

• _ 
1 

.1 + (1/2),\h + (1/12),\ 2'1 2 
1

1/61'¡ + (2/3) r;+i/2 + (l/6) r;+1 - (1/12) ,\/¡ (r;+ 1 - r¡) 
Y•+I - y, l - (1/2)>.h + (1/12),\2/¡2 + ¡ l - (1/2),\h + (1/12),\2/¡2 

(5.16) 

rv y¡+ r¡-.~¡..i.1 cuando j ,\/¡ 1- oo 

Jo cual es uná solución casi paralela a la solución particular slia\·e, si h es muy grandé. 

Para que esta fórmula funcione como_u~ corrector Cn una implantación. de paso ~·aria.ble, es 

necesario construir un predictor de orden 3, siendo.el indicador Cié! error O(/rÍ) cuando h _; O, 

la diferencia entre ellos. 

Entonces un predictor 

·, •••• • ~ :.· ;::: : :- - : • • > '- • ', ·-:. 

Jlúnge·Kutt~. é~p!Ícito pued~ funcionar. dero ~s importan ti consi· 

derar la necesidad de .. ~Pr.oXi~-~r: f~~rá:dc'I~S ~-~Pa~ ·:d~-r~~n~~·~·a, J~_:-s~Í~:;ió~_iF'-Pcl~t)Cul~~ suave al 

problema modelo (5.15) u~a~dci u~ t~~año dipa~o
0

h ;;· ,¡;. 
Un esquemade este tipo ifobegeneiar p~ra la solüció~ p~rtic~lar (la parte que varía suave: 

mente) 

Yf+ 1 =y¡ X (polinomio en función de h,\) 
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+ hr x (polinomio en función de 1;>.) 

por lo que 

cuando />.hJ- 00 

y así da un indicador de error grande, lo qu~··obliga la reducdón del tamaño.ele paso hasta 

~.; . ' :. ,: . ~-. . 

Por lo tanto~ la conducta d~. lasÓlu'Ci'ón puéde;serpredlcha con el extrap6lador de 4 pasos 

explícito. 

(5,17) 

que da para el proble~a (5.lS),. 

equivalentemente 

Y·+1 =y·+/..:-¡;:. 1.T)'¡,-1;(iu) .i:'o(/1'5)· 
1 . 1 t. .1T · _ 1-l ·•·. · 

lo cual es unaaproxim~ción de tercer or~en Tu;1: cu~Ja ca:i p~ralela a la solución partícular 

suave, siempre y cuando h - O, y >. >> O. 

Por ser un predictor, (5:17) 'puede0 ser:u~ád~ nC> ;ólo}ará estimar ei error, sino además para 

obtener un valor inicial de Yf~t par¿ la soi'~~i6ci itera;iva de (5.13), (5.14). Sin embargo, en los 

primeros tres .. pasos de cua.Iquier_;ol~cid~-p~~ticula;, no habrá datos suficientes para usar (5.17) 

por lo qu~ es necesario ~~a~ -~n, p~~~Ú~~o~·d'~~-~~dcn. in.feriar, pero del mismo tipo, de manera que 

habrá un indkador de _error hasta ·qué l~s _cuatro pasos sean completados. 

Si el cuarto paso es rechazado, entonces' tod_~s los cuatro pasos lo deben ser también, pero de 

ahí en adelante el indicador del error puede serévaluado en cada paso, rechazando o reduciendo 

el tamaño de paso apropiadamente. El tamaño de paso deberá ser incrementado sólo si la 

norma del indicador del error es menor que la_ mitad de la tolerancia establecida durante 5 

pasos consecutivos. 

En [25] se explica todavía algo más acerca de las técnicas de iteración del corrector utilizadas 

en SYMIRJ( cuando se tienen problemas no-lineales, lo cual se hace con una variante del Método 

de Newton para matrices Jacobianas con eigenvaJores grandes. 
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Capítulo 6 

Problemas de Valores de Frontera 

de Perturbación Singular 

6.1 Introducción 

En este capítulo se van a ;naliz~r los PVF M PerturbnciónSingular, que ya han sido comen

tados dúraúte los capítulos anterior~s~ ;\{¡u-cuan-do ~s_tos problemas son bastante complicados 

numéricamcilte, éicódigo C>rÍgil1~l de R. ¿gland y Jl.;\l.M. :Vlattheij MUSL-SYM!RK (25] los 

resuel\'e eficie~temente. -

A.·manera ·de ,~oti~~~dÓn; ~~n:~idc~.e· (~ ·ec~á.ción diferencial 

ey' = f(x,y) (G.!) 

donde [ eS un parámetro f.>equf:?ñÓ. 

Si se hace 

;-O 

ento~ces ~l o~~~-~~ ~el ~~-~~-~~-~se ·red~c-~, __ Y __ *:n __ gcne!~l ~-~ -~~- p~e~-~--eª~~ra~_ qu_e __ to_~~s ~':f-S_ condi

ciones -de frontera del _PVF original sean satisfechas. 

La perturbación es por lo -tanto llamada' '"Singular' ' cuando e es pequeño pero distinto de 

cero. Bajo cieftas cOndiciones se cspé
0

n1. que las soluciones presenten regiones estrechas de muy 
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rápida variación, llamadas • ' Capas de Fronlem' ' o ' ' Capas límite ' ' que están conectadas 

a regiones más amplias donde Ja solución \'aria más sua\·cmcnte. ~luchas de las aplicaciones 

exjstentes muestran este tipo de comportamfonto. Si se requiere que la solución tenga una 

expresión analítica en la forma de una expansión asintótica! entonces será necesario realizar 

diferentes expansiones para diferentes partes del dominio, debido a que no será posible hacerlo 

de manera uniforme o completa para todo el intcnalo de integración. 

Estas últimas consideraciones son las que se tomaron en cuenta para elaborar un código 

que tu\'icra estas caracterlsticas 1 entre las cuales está también que se utilice un tamaño de 

paso \'ariable, porque para integrar adecuadamente eu las capas de frontera, se debe tomar una 

h pequefia de manera que ajuste correctamente la solución en esta parte del intcn•aJo, pero 

también que cuando encuentre otras partes del hiten·alo donde la solución es sua\'e, se utilicen 

pasos más grandes para avanzar eficientemente en estas regiones. 

Con los comentarios anteriores, se puede apreciar que estos problemas son bastante más 

complicados, de manera que nurnérkamente la situación cambia en forma radical, ya que antes 

se tenia solamente un parámetro pequeño, que era el parámetro de discrctización h, y ahora se 

tendrá que considerar también a i. Por ejemplo, si se asumió que para la EDO lineal 

y' ='A(x,e)y + q(x,i) (6,2) 

máx;,e¡a,bliJ.-l(i,.;)11~ oo cuando;; - O 

se tenía que h 11 ti 11 << 1 d.onde h·.es el tamaño de paso máximo de la discretización, ahora 

se ten~rán dos paráineti~s p~q'~eños,' e y-h. La relación más interesante se da cuando' es más 

pequeña que h o también ~~-~n.?~ ,};¿< h <<L Esta situación ocurre cuando los eigenvalores 

cinemáticos de A(;) si:m'muchom~ ~randes en magnitud que (b - a)- 1, En este caso el PVF 

será llamado rigido. ·. 

El sigÜiente éje,nip10· m~estra la relación entre el concepto de PVF rígido con el concepto de 

PVF perturbado singularm'e~te: 

Ejemplo 6.1 Sea el sigui_ent~ ~VI 

i6 



;;¡/=-y+ q(x) x>O (6.3) 

y(O) =" 

donde e _es positiva y pequeña, y e) término no-homogéneo q(x) es una función sua\·c acotada 

por una constante del orden de la unidad. Este problema es estable l'isto corno de valores 

iniciales y siendo un caso especial de un PVF, podemos decir que es bieu condicionado. 

Una solución fundamental bien escalada para este ejemplo es 

e(-r/<) 

de tal manera que la solución se pt~ede escribir corno 

y= YT + YS (6.4) 

donde YT es una 'solución tran~itoria· 
.. ·. ;;<· .-

YT =.(c. - q(O))e(-r/<) 

!a cual domina lacondJ~t~:Je ;~sol~ción'terc~d~x =O, a menos que a= q(O), y otra solución 

y, sua_1·e que púedéser ae '1á'r~rma >' > ·. . . 
, .. · •· . ·.·. -~i(x) =. q(xJ+ O(;;). 

Esta solución se. ob~Lcle l~sig~ie~{~m~~er~: utilizando láS aproximaciones sucesivas de 
~: ''.;·.. -_:_ ~ -.. . : ·. ~. -~ 

< y,(x) = q(x}, (6.5) 
·. . . ' ··. ~ . 

ahora bien, despejando y(~) de (6.3) rios da 

,, Y(~t~q(~),:--<Íl(x); 
usando (6.5) y las condiciones de suavidad de q(x) se tien_e 

y(x) = q(x) :-- ;;q'(x) 
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y nue\•amente por la suavidad ele q(x) so obtiene 

y(x) = ;¡(x) + O(e).O 

Geornétricanrnzüc quedan estas soluciones representadas como 

Ys ºb:= 1·.~ 

El análisis, de la solució~·.so puede hacer considerando dos 'dominios do la ,variable indepen

diente. 

Dominio l. ~a~~Ja'.r.~~~~~· · 
x;:: !(¿: j lnc 1 

donde !( es una c~n~t~11tedel órden .Je ia unidád. 

En esta región la solución fu~dáment~I cumple 

efectivamente; de, (6.6), se tiene 

Ji j lne 15 x/e 

como 1lno:1= '-lne pues O< é < 1, entonces 

como J("" 1 

,; 

-f(lne $ x/< 

= -x/e $ [( lne 

= -x/e $ lnel\ 

= ¡kr/~) $ al\ 
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= cC-r/<) :5 E: 

por lo tanto 

cC-•/•Í = O(e) 

así que para E: pequeño la componente d.e solución transito~ia ?rr(x) 110 es muy significativa. En 

este dominio la solución ~s ~senclalme~te d~da por Ys(x) y vúías~mimente, así que se espera 

ser capaz de utilizar u·n'a par"ti'~i·ó~:.irUesa'~~r~:.ap:~-~-~~tarl~~: es de~i~; sC~tienc que E<< h. 

con un análisis similar al d.el dÓminió ~fi() se púede mostrar que 

¡,C-r/•) ~ 0 

en este caso la solución transitoria YT(:t} domina y tiene derivadas que crecen cuando E - O. 

Para resolver el problema n.uméricamente, es entonces apropiado usar una partición fina debido 

a la alta actividad, de tal manera que h <<e. Haciendo el cambio de variable 

{ = x/E: 

se tiene 

~=-y +q(o{) 

el tamaño de paso 7J = h/E: correspondiente a {satisface 7J << t. Por lo tanto, se puede decir 

que en la variable { estrechada se tiene una discretización numérica noiinal dé nn EDO. Así la 

teoría usual del error numérico puede ser utilizada y extendida para muchos métodos. Nótese 

que el dominio de {se extiende al semi-intervalo entero no-negati\'o cuando o - O, así que la 

teoría usual tiene que ser extendida, estrictamente hablando, porque el tamaño de la partición 

es mucho más grande que r¡- 1• Además, en la práctica se puede encontrar en este dominio 

tamaños de paso los cuales sólo satisfacen h = O(e), es decir, 1J = 0(1). Aún así, la parte 

esencial de la teort'a cambia mucho menos que para el primer dominio. 

Sin embargo, en términos de la EDO (6.2), se tiene 
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A(x) = -1/F:l Vx E [ri,bj 

es decir 

h //A//» 1 . 

o sea 

~ >> 1 ó h >>e 

por lo que es de esperarse que la matriz de tiro generalmente sea mal condicionada. Por ejemplo, 
'. ,•· - ·. 

para el esquema del punto medio aplicado al~ ~cuaCión (6.3) 

(6.7) 

la solución en··el prim~r d~miniO' ris aprci~im~darhéint:e. 

;; ~io+ 2t~;1(~.1)iq;+i/2 

ya que ei" lado izquierdo de la ecuació~ ·~n dfrerencias (6.7) es aproximadamente cero. Nótese 

que y;0 es el primer val~r de 1ii ~orr~~po!Í.dforite a la primerá x¡ tal que 

,:. 

Por lo tanto., el error globá.i'~s una sunia de la forma 

. •• · 2 2:}(-i')ir; 
,. .· ... ''.', .. · ;' -

y su error de.truncamiento loca(no está.en f~rma. estándar [l].o 

Esto mue:stra una de las-Cáracterí~ticas que se requieren para que un algoritmo-pueda re

solver eficientemente este tipo de problemas: una transformación de estrechamiento donde se 

encuentran las capas de frontera y la asignación de un ta.maño de paso grande en las otras 

regiones en que la solución se espera que sea suave, generando ~ar supuesto_ un _análisi~ _por. 

separado para estos casos. 

Es importante mencionar que no sólo se deben realizar cambios a los algoritmos existentes 

para PVF en general, sino además se debe tener en cuenta que el análisis del condicionamiento 

para. problemas de perturbación singular debe hacerse con más cuidado. 
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Condiciones de la ecuación Casos Características del proble111a 
p(x);fO,a::;x::;b a) p <O Capa de frontera en x = a 

b) p(x) >O Capa de frontera 1:'11 T = b 
p=O d) q(x) >O Capa de frontera en x = a y x = b 

e) q(x) <O Soluciones que oscilan rápidamente 
f) q(x) cnmbia <le signo Punto de retorno o 

i • Turning point ' ' cl;:ísico 
p' ¡! q,p(O) = O,p(x) ¡!O para x ;f O g) p'(O) <O :\o hay capas de frontera. 

ni interiores en x = O 
h) p'(O) > O Capas de frontera en i· = fZ y x = b, 

sin capas interiores en .r =O 

Tabla 6.1: Conducta de la Solución General para PVF <le Segundo Orden 

6.2 Problemas de Segundo Orden Lineal 

Un análisis general para problemas de segundo orden lineal es realiza<lo en [l], para el problema 
,'•. 

escalar de valores de frontera de Dirichlet 

!y" - p(x)y' -'-q(x)y = g(x) a< x < b (6.8) 

y(a) = ¡3¡, y(b) = ,62 (6.9) 
-'. '.: \ .- . 

con p(x), q(x), y g(x) funr.io.nes stiaves y !Ícotadas, con O< e<< l. Arriba aparece la tabla 6.1 

con el resumen de ia's dif~r~~les situacio1;~s que surgen p;,,ra este problema. 

6.2.1 Sistemas PVF d~ Primer Orden Lineal 

El análisis teórico d~e~ios problemáS ha si<lo muy poco estudiado, pero es in.dudable que se 

tendrán conduc~~··~i~il~·;e~-·de soll1ción como en los.casos infori6.~cs; :da'n~idérese nuevamente 

la ecuación (6.2) 

y'= A(x, e)y + q(x, !) 
. ·. . 

con condiciones de fr'Ofitera escaladas' tidecuadam'ente 

donde A(x,e) y q(x,e) dependen de un parámetro pequeño e y pueden llegar a ser no-acotados 

cuando e - O, con lo que se espera tener generalmente un perfil de solución que tiene capas 
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límite y capas interiores como se puede apreciar en la siguiente figura. 

11 

1, b 

'.~:.·.-_. :_·:.''.:_"_<··:.':- --~:. : .. _ :-, ': .... ·': :.~-.-
Para describir .cu~Úta.Ú\~1~.e~~t~ -~~la~- soiuci~ne~, co'mq ·aparecen .e·n la figura anterior, _se . ; - . ' . " ,- ,,---. '; - . . -... ' . . . . . ' ... - . ~ 

debe tener una partición_ 

taf q"ue .M Sea fiJ~:)~d?_Pe·n_~i~.r\~.e:'~eY<); ... q~~~'_c~'.~a:da ·s~Liiliérval~- (x;, xj+iJ ocurra aJguno de 
los siguie.ntes casos:. 

i ) La solución tien~ u~~ c~~~: Jmiic. Et;t~íté~s j ,= 1, p~ra ~n~ capa cercana al punto ri, o 

j = :11, para un~ c~pai~r~~~~al p~n~'o b,:y ~j~;~ xj...,. oiuat!do r.:::. o: 
ii) La solució~ Üen~;una cápaJ~t~rio~; Er,i este ~aso 1 <F<ú y X;+t ::. Xj - o cuando 

!- o. 

'• .,. . ·:· 

y(,•) /¡"j-;;+11 

donde cte es_ independiente -der. 

La forma de analizar cada uno de los intermlos i) y ii) es aplica~do una transformación de 

estrechamiento a-la variable independiente, corno se hizo en el ~jernplo fi.L),a_.,:lección_de _esta 

transformación nÓ es si~;np~e simpl;. El ef~cto bllscadocon ~st'a' tr;nsforr~ación es en general 

de regularizá.r el problema EDO en el subintervalo, atln cua~do l~ longitud del subinterv~lo en 

la nueva variable sea infinito cuando e - O. 
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Un punto importante es que los subintenalos del tipo i) y ii) serán a meuudo discretizados 

con una partición fina, lo que corresponde a aplicar una transformación de estrechamiento. En 

subintcn•alos del tipo iii), sin embargo, una partición menos densa es utilizada, por lo cual será 

necesario que en estos subintcrvalos se haga un análisis especial. 

Ahora lo que se hará es resumir un análisis para identificar subintervalos del tipo iii) asu

miendo que no ocurre una \'ariación rápida de los coeficientes del problema EDO. Esto se realiza 

para la ecuación estable 

y'= ,\(x)y + q(x) (6.iO) 

donde se permite la posibilidad que,\ (x) )' q(x) sean no acotados. 

El inten·alo [c,d] es un subinter1·alo de [a,b] y lo que se desea.es espccifica.r c~ndicioÍ1es que 

garanticen que la solución es sua\'C
0

cn [c,dJ. 

En [!] se plantea un teorema que partiendo de las hipótesis para eliiniilarlos ca~os alta

mente oscilatorios de la ecuación (6.10), asegurando también .. que.la~ol,~ciÓn: y(x) es acotada 

independientemente de' y además que en el punto inkial d~lintervaki I:< s~l-~ción es ~cotada, 
se puede concluir que la solución es del tipo iii). 

El uso que se le puede dar a este resultado para analizar problemas de perturbación singular 

es el siguiente: 
' -

Se espera que el problema estable (6.10) tenga uria capa límite inicial antes deque la solución 

sea suave. Si tal capa existe, entonces el' 'punto inici~I' 'e en(6.!0) p~ede'~;r;esciigido c~mo 
un punto fuera de la capa, es decir, donde la solución transitoria YT ~n (6.·l)ha.'(ímriinado, por .. 

lo tanto las derivadas se asume que ahí son ac0tadas. 

Alternath·amente, se puede analizar la solución en una capa ini.~ial aPÜé·a,~·dQ":'una. i;ansfor

mación de estrechamiento exponencial en la región de la capa. El efecto ~é esta\~,;nsformadón 
es producir un problema EDO en la variable de estrechamiento con ,\n(c)acotada'; de ta.lforma 

·. . _{ ,. ' ' 

que la solución y sus derh·adas sean suaves en la variable estrechada. 

Se puede extender el último resultado mencionado para soluciones deltipo iÚ) al'c'aso lineal 

general con n ecuaciones diferenciales en (6.2). Para lograrlo, se· tien~n. qtle _c:_o.nsiderar los 

eigenvalore~ cinemáticos, pero tomando en cuenta dos puntos iniportantes: 

a) La teoría de desacoplamiento distingue sólo entre modos de. solución. no-crecientes y 

no-decrecientes, mientras que ahora se tienen que distinguir 3 tipos: crecimiento rápido, de-
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crecimiento reí.pido y modos ele solución SlHl.\'es. Tal clislinción es vtili<la sólo en subintcrvalos 

de [a,b]. 

b) Se requiere que la solución, y algunas de sus derivadas de (6.1) y las condiciones de 

frontera 

B0 y(a) + Biy(b) = {J 

sean acotadas cuando ll tl(x) 11 crece en forma no acotada. 

Características de Métodos Numéricos para PVF de Perturbación Singular 

Antes de terminar este capítulo, se darán algunos comentarios generales sobre las características 

que deben cumplir los métodos que se quieran aplicar a problemas de perturbación singular. 

Una de las principales preocupaciones es como tratar las conductas de solución radicalmente 

diferentes, explicadas brc\'emente con anterioridad, que ocurren en diferentes regiones en el 

intervalo en el cual el PVF puede estar definido. Un ejemplo de esto es el perfil de solución del 

problema (6.1). Esto muestra que será necesario aplicar diferentes métodos numéricos y análisis 

para aplicarse en regiones con características de solución muy diferentes, como lo expuesto al 

inicio de esta sección, lo cual obliga a particionar el intervalo del problema en segmentos, donde 

en cada ,segmento deben ser definidos un PVF y un método numérico. 

Otra dificultad que debe resolverse es hasta que grado los modos rápidos deben ser aproxi· 

mados en regiones suaves, ya que éstos en rigor no contribuyen mucho en estas regiones ... 

Desde que se sabe que la solución en regiones suaves está compuesta principalmente. de 

contribuciones de modos lentos y de una inhomogeneidad suave, se es.pera. que,sea,capaz ,de 

requerirse solo una. buena aproximación puntual a. esto último. Por otra. ¡}a'rte,
0

'cl~d,6 qúe es, 

muy importante el desacoplamiento de las componentes de la soluclón crécieu't~s r'dec;ecietit~s, 
es necesario mostrar como un método numérico lo puede lograr. Corno ej~'m¡>16 ~:: pll~d~ citar 

el método de tiro múltiple con desacoplamiento expuesto en el capít~lo 3 y ,P1tia. .;;:ásd~talle de 

su implementación con estrategias adicionales en el capítulo 7. 

Otro problema surge en relación a segmentos pequeños donde l;;_ soludón v~~ía
0

,:;ipida~~~te. 
Una buena aproximación en estos segmentos se desea, p~ro alg~~as yeces r~'p'í·esenta un g.asto 

computacional que no vale la pena hacer. Por lo que la idea es que la solución se aproxime 
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en forma exacta uniformemente en cualquier punto, implicando por supuesto el uso de una 

malla densa en aquellos segmentos pequeños. Corno se explicó anteriormente, esta malla densa 

puede ser \'ista como una transformación de estrechamiento, eliminando dcrh·adas de Ja solución 

no-acotadas en la dcrh·ada estrechada. 

Todos los detalles de cómo se resolvieron estas consideraciones serán explicadas en el capítulo 

7 junto con el método utilizado. 

Por último, y sólo para confirmar que teóricamente es adecuado el método numérico del 

capítulo i. en [!) muestran como el tiro múltiple teórico es un marco adecuado para demostrar 

su estabilidad, separando el inten·alo en \'arios segmentos como se explicó ant_eriormente,'dando 

3 caracterfsticas importantes: 

l. Los PVF en cada segmento son bien condiciona~os 1 con una con_st~ritc de"condicionamientO 

acotada por expresiones de tamaño moderado. 

2. El método es estable, 

3. El vector s en el sistema 

As= b 

está acotado en términos de los ?atas odg_~~1al~s., 

Estos tres elementos junto con la propiedád de 'dicotomía, justifica el cálculo dé buenas 
- ' .·: .- .' . 

aproximaciones a la solución del problema original con ·este· métod_o. 
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Capítulo 7 

Técnicas de integración pé)_ra EI>O 

Lineal~s · ccni Valores en 2 Puntos de 

7.1 · Iritroducción 

En este capítulo se darán l~s ·resultados de las implementaciones numéricas de los métodos 

de tiro simple, ·'tii:o múltiple, ti;o múltiple cori desacoplamiento y el método que es objeto 

del presente trabajo! .. Tiro Úiíltiple con Desacoplamiento utilizando un Integrador de Valores 

Iniciales Dicotóm.icaniente Estable, todo ello en el marco de PVF lineales generales. Las tres 

primeras implementaciones numéricas se realizaron a traves del Software de Aplicación Matlab 

que permite real.izar una programación rápida y sencilla de los algoritmos, mostrando en cada 

caso un ejemplo donde el algoritmo funciona y otro ejemplo donde el código no proporciona 

soluciones adecuadas. 

Por otro lado, en la sección 7.~ se da una explicación más amplia del código que he llamado 

MUSL-SYMIRK el cual fue implementado en Fortran por sus originales autiires •R. England 

y R.M.lvf. Mattheij y que permite resolver eficientemente prnblemas de p~rturbaci6n singular. 

Como parte de esa Sección se muestran las mejoras realizadas por e1 aut.Or que Permiten aplicar 

el código a un PVF general con o sin presencia de capas de frontera. 
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Quiero reiterar que las tres primeras implementaciones junto con sus ejemplos estan disponibles 

en un diskette el cual' ádemás 'contiene el código objetivo del presente trabajo, así como un 

número conside;able de ejemplos que m~estrnn su efectividad. 

- ' 

7.2 Método de Tiro Sencillo 

La implementación n~nié;ica_deín:.étodo_ está basado en lo expuesto en la sección 3.1.3. 

Ejemplo i.1 Sea el EDO 

--ro l]'[;i]' r--- o ] y'.= '" -,_-, -+ -, 
- -'•- , >- ? , y;, _ (} - J-)é" -

con A = 0.25 y condiciones de frontér~ _, 

r: :1H1rr::1 f ::1 
en el intervalo [O, lj'. 

Se -utilizó ~[atlab [2ij p._';a ,~;strar lá fácil implementación del método de tiro. 

El código elaborado; llamado SHOOT, esta hecho para resolver este problema, aunque 

puede modificarse fácilmente para resolver otros problemas. La exactitud de sus resultados 

dependerán del condicionamiento del -problema. Es importante mencionar que se usa la rutina 

llamada ODE45 que es una versión simplificada del codigo RKF45 adaptada a lvlatlab. 

Enseguida aparecen los resultados obtenidos utilizando 10 puntos de tiro. 

Si 



Puntos de tiro Solución calculada Solución exnctn Error absoluto 

x; y¡ y(x;) y(x;) - Y; 

0.100 1. W5170920779W4e+oo l.105I 709IS075648c+oo -2. 703645973767266c-09 

1.105170945134682e+00 1.1051709180/.jfi-!Sc+OO -2. 705903:J002·13236c-OS 

0.200 1.2214027635 73602e+oo 1.221·10275S160170e+00 -.j.-l 1343236903912Se-09 

1.22140278531840 le+oo 1.221·102/.jS160170e+00 -2. 71.j82312 l 9·15959e-08 

0.300 1.349858815 705.1-1oe+oo l .3·19858807 s rnoo:Jc+oo -8.129437123-17 IQ16e·09 I 
1. 3·1985883·18 78531 e+oo 1.:J.10S.j8S07.j 76003e+00 ·2. 730252801619315c-OS 

0.400 1.491824 70S467 412c+oo l.-191S2·16976·11270e+OO -1.08261-l l:ll67554le-OS 

1.491824 7250·172SOe+oo L·l91S24697fi41270e+oo -2. i".!0600923978320e-OS 

0.500 l .64872128-1107-185c+00 l .6·1872127070012Se+00 -l .:J-!0735G5.5830372e-08 

1.64872129792.5693e+oo 1.6-1872127070012Sc+oo -2. 722556513568009e-OS 

0.600 1.822118816012076c+oo 1.s2211ssooaoo509e+oo -1.5621-56759.jO-l 774e·08 

1.S22118S2660059:Je-t-OO 1.822118800390509e+OO -2.621008•154 71 /3.55e-OS 

0.700 2.01375272-1390i95e+00 2.013752707-l 70·177e+00 -l.G92031803557370c-08 
-

2.0137527307·12Q.52c+oo 2.0137-52707-170-llie+oo -2.32715 7·1SS93·1072e-OS 

0.800 2.22554094-l 73067Se+oo 2.2255-10928-192·16 7 e+OO -1.62382107760095 le-OS 

2.225540944946913e+00 2 .2255•10928-192·167e+00 -1.645-l-14536180207e-OS 

0:900 2.459603122S25150e+oo 2.459603111 l.56949e+00 - l.166820107201261c-08 

2.459603113630234e+oo 2.-1596031l1156949e+oo -2.47328-168816-1767 e-09 

1.000 2. 7182S182S459045e+oo 2. 7182818284590·15e+00 o 

2. 718281804541443e+oo 2. 718281828459045c+oo 2.391760256514885c-08 

En Matlab se define 

1 f/op = 1 asignación + 1 suma o resta + 1 multiplicación o división 

lo que rcpreSenta ·una operación numérica. En total, el número de íloµs para completar la , 

integración fue de 25, 528.D 
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Ejemplo i.2 Considérese el EDO 

y'= [.: ~ J y+ r (! - ,\~)/>. ~r ] ; 

con las condiciones de frontera· 

y(.O) + y(2).=;[• •.····./+.'·e'·.· .. · ... ] . 
•·••· -• (!Te)/,\ 

Este es un problema eón ca~a{~e.'.iro1~tera,~ara ,\ ~rallde, utilizado para probar el código 

MUSL-SY'.:lllRK. 

Usando>.= l.OD + l y Jo p.un·t~~ d~ tiro se tu1·.i.eron los siguie~tes resultados: 
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Puntos do tiro Solución calculada Solución exacta Error absoluto 

x; y¡ y(x;) y(x;) - y; 

0.100 1.221·10 t.22140 -6. iS l 72D-8 

' 
1.22[.!00-l l.221400-l -t.3991SO-i 

0.200 l.49182 1A9!S2 2.617650-6 

.· l..191800-l !.-l9!820-l 2.354550-6 

0.300 1.82210 1.82211 !.Si9S30-5 

1.821930-1 1.822110-1 1.8,18490-5 

0.400 . 2.22540 2.225,5.¡ l.3·13140-·I 

·. 2.2420D-l 2.225540-1 1.33944 D-·I 

0.50 2.71 i32 2.i1828 9.580650--1 

·. .. 2.iOSiOD-4 2.718280-1 9.5i625D-·I 

0.600 3.31328 3.32011 6.828230-3 

. 3.251840-1 3.320110-! 5.S2i68D-3 

0.700 4.00656 ,1,Q5519 4.S6387D-2 

3.568820-1 -1.055190-! -1.S637SD-2 

o.sao 4.60668 -1.95303 3.463450-1 

.· l.oi8958D-l .¡ .95303D· l 3 .463.\.5-1 

0.900 3.583·16 6.0<!964 2.466180+0 

-!.8612!D-! 6.0496-ID-l 2..t6618D+0 

1.00 -1.017840+1 i.38905 l.i56740+1 

-l.682850+1 i.38905D-l l.756i40+! 

y para..\= I.OD + 2 generó los catastróficos resultados: 
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Puntos de tiro Solución cnlculndn Solución exacta Error absoluto 

x; y; y(x;) y(x;¡ -y; 

0.200 1.110470+8 1.221•10 -1.110470+8 

1.l!0470+8 1.22l•IDD-l -l.l 1047D+S 

0.400 5.38760D+l6 1.49182 -5.38760D+l6 

5.3Si60D+l6 l.49182D-1 -5.387600+16 

0.600 2.61386cl+25 1.82211 -2.61386D+25 

2.6l3S6D+25 l.82211D-l -2.61386D+25 

o:soo l.26815D+3•1 2.2255·1 -l.26815D+34 

I.26815D+3·1 2. 2255·1D- l -l.26815D+3•1 

1.00 6.l5261D+·12 2.71828 -6.15261D+·12 

6.15261D+·l2 2.7182SD-l -6.J5261D+42 

!.200 2.98501D+51 3.32011 -2.98501D+51 

2.9S.501 D+5 l 3.32011 D-1 -2.98501D+51 

1.400 1.-148220+60 4.05519 -l.4.J822D+60 

1.448220+60 4.055190-1 -l..!·1822D+6o 

1.600 i.026230+68 4.95303 ·i.02623D+68 

. 7.02623D+68 4.9.5303D-l -7.026230+68 

!.800 3.408SiD+7i 6.04964 ·3 . .J0881D+ ii 

3.4088/D+TI 6.0496·1D·I -3.408870+ 7i 

2.00 l.65385D+86 i.38905 -l.65385D+86 

l.65385D+86 7.38905D-l -l.65385D+86 

Esto comprueba que en general el método de tiro simple no da buenos resultados. 

7.3 Método de Tiro Múltiple 

Ahora se describirán los resultados obtenidos _pi:~,ª~. 111é~o.cJ() de. tiro niúilipie· utilizando como 

base la sección 3.2. 

Otra vez se utilizó el. paquete Matiab para ;nostra~ la fácil im~Ie~entacl6n de este método, el 

cual proporciona buenos resultados p~ra problemas sencillos. El código elaborado para resoi\.er 
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este problema es llamado SlfOOTM. 

Ejemplo 7.3. Consideremos nuevamente el problema de valores de frontern. dado en el 

ejemplo 7.1. EnScguida aparecen los resultados oh.tenidos para 5 puntos de liro. 

Pu1ltoS de··tiro Solución cnlculadn Solución cxnctn Err01· absoluto 

Xi y¡ y(x;) y(x;)-y; 

0.400 1.oooooooooooooooe+oo l .OOOOOOOOOOOOOOOe+ 00 ·2.220-M60.J92503 l3c· lG 

1.000000000010-l03e+OO l .OOOOOOOOOOOOOOOe+oo -l.O•l0301!78.'í3·!2G•lc- l l 

o.sao 1.221402758161 Gl8c+oo l.22H027.5S !GO 170c+OO -1.4-1773082·111120-lc-l 2 

l.221402758 l 683:JSc+oo !.221·102158 lfi0! 70e+00 -8.1GIGSSl4 7562:l52c-12 

l.200 l .•19182-169 76•1 :l5S·l e+oo l..J9182.1rrnrn.11 ~70e+oo -2.:J 1370-17S3:H 8826c- l2 

1..19182-169 764G 7 58"+ 00 1..J9182·1697G·l l 270c+00 ·5.·1S71G627690737·le-12 

1.600 l.822118S003929S•lc+oo 1.S22118800:1905ogc+OO -2..J7-lD09 lllG494390e-12 

! .8221 !SSOO:l92727c+OO l .S22118S00:100509c+OO . 2 .21soo:J5.5S59G138e-12 

2.00 2.2255-1092S·l9-1239c+00 2.225.i·l092S·l92·1fiSc+OO · !. 771-111858091900e-12 

2.22554092S-190G5:Jc+00 2.n15.1on2s.102.1nsc+oo 1.S 1·1992GOOG5720Cie-12 

Ejemplo 7.4 Considérese nuevamente el problema del ejemplo 7.2 

Con ,\ = 1.0D + 2 y 5 puntos de tiro se obtuvieron los siguientes resultados: 
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Puntos de tiro Solución calculada Soludón exa'cta Error absoluto 

X¡ .. Yi y(x¡) y(x;)-y; 

0.400 2.188500+1 l.OOOOOD+O -2088500+ l 

-2.osrnoo+i J.000000-2 ·2.088500+1 
. o.sao 7.5337lD-l 1.49182 7.3S453D· l 

7.53371D-l 1.-19lS2D-2 -7.38453D·l 

l.200 1.12389 2.2255-1 I.10l64D+O 

J.12389 2.2255·ID·2 -!.l01G4D+O 

1.600 9.02369 3.32011 ·5.7035SD+O 

-5.67037 3.32011D·2 5.703581)+0 

2.00 2.50128 4.95303 2.451150+0 

2.50128 4.953030-2 -2.451750+0 

Para,\ = l.OD + 3 los primeros calculas dieron cifras del orden de l.OD +SO y enseguida se 

abor.tó el.programa por overflow.O 

7.4 Método de Tiro Múltiple con Desacoplamiento 

Este método proporciona un algoritmo más robusto para calcular soluciones de PVF lineales. 

Los argUmentos teóricos aparecen en la sección 3.2.3 y en el capítulo 4. 

El código elaborado, DECOUP, es muy sencillo de entender dadas las facilidades que Matlab 

ofrece para el manejo de arreglos y matrices. Muchas consideraciones adicionales se pueden 

hacer para mejorar el código, sobre todo en la integración en las capas de frontcrll:, la apli.cación 

del control de paso variable y el uso de un método dicotómicamente estable para la integrációri, 

las cuales serán explicadas en la siguiente sección donde se muestra como la implement.aci~n de 

estas estrategias dan un programa mucho más robusto y eficiente. 

Enseguida se muestran los resultados aplicados al problema 5.1 que aparece en (22]. 

93 



Ejemplo 7.5 Sea la EDO 

y'= 
[ 

l-19cos2x 

-1 + l:sen2x 

l·.+. 19sen2x l .. [ c'(-.l + !9.(cos2x -. sen2x)) l 
19 o y + . e'( -18) 

1 + l9cos2x · e'(l-19(cos2x+sen2x)) 

o 

o 
(7.1) 

con las condiciones de frontera 

[

· 1 +e" l 
y(O)+ y(rr) ::, ·.1 +e•• .... 

· ·. l +e• 

La solución exacta a este problema es 

: -· . •:'_ _.·.,, '_.. . 
y la parte homogénea tiene solucicine~ rápidas. pr~p.ordon_ales a 

Los resultados obtenidos aparecen a continuación. 
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Puntos de tiro Solució1i calculada Solución exacta. Error absoluto 

x; ' y¡ y(x¡) y(x;)-y; 

o.oii 9 .999S055333303·12e-O l l .OOOOOOOOOOOOOOOc+ 00 l .D·l,1666606584996e-05 

l.0000004 l2S792Sie+oo l.OOOOOOOOOOOOOOOc+OO -4. l2S7928i2037934e·07 

l.000000165048259e+OO l .OOOOOOOOOOOOOOOe+OO -l .650482,186157·109e-07 

0.31-12 l .369107-177072707e+00 l.369107i7062·1S·l ie+00 2.9:!55214015 l4762e-Oi 

1.369108428560 l-13e+oo l .36910777062·1S·l7e+oo -6.5 79352958002715e-07 

1.3691082275·198:3 le+OO ! .36910777062·1S·l 7e+oo ··l.569249840713,19Ge-07 

0.6283 l.8i"l45699666485le+OO l .874-15608758533Sc+00 -9.090795125565Si6e-07 

l.874-15698707S323e+OO ! .Si •14560S758533Se+oo -8.99492984984817ic-07 

! .Si 4·156067629.j4 ie+oo l .Si-145608 75S533Sc+oo l .9955iD1685iS843e-08 

1.2566 3.51358720212•153 le+OO :l.51358562·12857:13.,+00 -1.5 7i838 797395259e-06 

3.51358il 24124449e+OO 3.51358562·1285 733e+oo -1.-19983871589043-le-06 

3 .5135838517511 i5e+OO 3.513585624 28.5 73:Je+OO 1. 772534558686090e-06 

1.5708 4.SlQ.l 782917235S7e+00 -1.810,17738096535 le+OO ·9.107582359391 l3le·07 

4.$ 104 79586·192099c+OO -1.S 10-17738096.535 lc+OO · 2.205526i4 i90042le·06 

4.8104 783419975 l 6c+OO 4.810.1 ;1:ison6.535 lc+oo -9 .610:32 l 649589082e-07 

1.8850 6.586060848102698e+00 6.58606196269·1 i25e+OO l.J 145920266i4 lSSe-06 

6.586063650541005c+OO 6 .5S6061962fi9·1725e+00 · l.687846280518102e-06 

6 .5S6061l24142S55e+oo 6 .. jS6061962ü9,l 725e+00 S.385518697195948e-07 

2.1991 9.0l 70225906i2738e+00 9.017028610942077e+oo 6.020269339046536e-06 

9.0l 703096076-1112e+oo 9.O1702861094 2077e+OO -2.349822034 730664e-06 

9.01 i02165310437Ge+00 9.01;02sa10942077e+oo 6.95 783770154889/e-06 

2.5133 l.234528048225101e+Ol L23•1528393918737e+Ol 3.456D363602i9883e-06 

l .2.'34528696672589e+O1 l .234528393918i37e+Ol -3.02i538518551864e-06 

l.23452825003:1159e+01 l .23452839391873 7e+0 l l .·138855 ii5859338e-06 

2.8274 l .690202747320428e+O1 1.69020241il71155e+Ol -3.301492732532552e-06 

l.69020285i277870e+Ol 1.690202417171 l55e+01 -4.40 l067158i!0248e-06 
i 

l.690202615032917e+Ol !.690202417l 71155e+Ol -1.97861 i628850543e-06 ! 

3.1416 2 .314071207944623e+O1 2.314086e+Ol 1.0e-7 

2.3140S6e+Ol 2.314086e+Ol 2.0e-09 

2.314086e+Ol 
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El número de flops fueron 731, 6:J9.D 

Ejemplo 7 .6 Se aplicó nuemmente el problema del ejen1plo 7.2 

y'= [t ~J y+ [ (1 ~A~)/:' e• ] 

can las mismas condiciones. de fr~n;eri{ 

y.·.¡~¡'.·+··· 1(·2·) "'. [: .. • ..• 
1 
+ .·º ] . • .· •... : . . (l+•~)/.\ 

Para,\= 1.0D +2 y ·10 pJntds diii;6se·g~neraron los resultados que aparecen en la página 

siguiente. 
·, ; ',' ' . 

Con A = 1.0D.· + 3 los elémentos en la diagonal de la matriz U11 fueron -5.lD + 86 y 

-2.SD + 70. con lo. cual no fue posible continuar con los siguientes pasos de integración.O 

Este último ejemplo muestra que aún cuando se utiliza desacoplamiento, no es suficiente 

para obtener buenas soluciones para problemas de perturbación singular, a1ín con capas de 

frontera no muy pronunciadas. 
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Puntos de tiro Solución calculndn Solllción exaétn Error relativo 

x· '· y;· y(x;) y(x;) - y¡/ y¡ 

0.200 1.221400+0 J.221400+0 -4.2751290-1 

·. 1.221-100;2 1.221400-2 -4.27.5120+1 

0.400 ··.L49184D+O 1.49182 -3.734050-8 

. :, . . 1.491800-2 1.491820-2 -9.186000-6 

0.600 1.82211D+o 1.82211 -4. 724980-8 

-1.822110-2 1.822110-2 -1.04364 0-5 

0.800 2.225540+0 2.2255·1 -6.402180-8 

2.225560·2 2.225540-2 -9.601680-6 

1.00 2.718280+0 2.71828 -5. 759780-8 

2.íl8280-2 2.718280-2 9.509960-6 

1.200 3.320110+0 3.320ll -7.241130-8 

.. 3.320150-2 3.320110-2 -1.382240-5 

1.400 4.05520D+O 4.05519 -9.789300-8 
e • .· 

4.055250-2 4.055190-2 -1.259340·5 

1.600 4.953030+0 4.95303 -9.69972D-8 

.. 4.953080·2 ·!.953030-2 -J.34369D-5 

1.800 6.049640+0 6.04964 -l.31-104D-7 

6.049720-2 6.049640-2 -l.02860D-5 

2.00 6.961540+0 7.38905 -9.80432D-8 

-3.536220- l 7.389050-2 -l.31946D-5 

97 



7.5 Método de Tfro Múltiple con Marcha Estabilizada e Inte

grador Dicotómicamente ·Estable 

El método que será descrito aho;~ e~;á ~~·~~Í~erado nuevamente para problemas lineales ele la 
',. _, --,· '· '•' ·, - ' .. ,. .. . 

forma 

·y'= ,;(x);J q(x),< 

····B,y(~)+B1j·(b)~ ;, 
(7.2) 

(i.3) 

Cuando el problema es ~eperturbació~sing:l~r, ~~ de~i:r, cmdo A(x)se puede escribir en 

la forma '. - ,:.·' .. 

A(~)=·[··~ . .4u(;) ?'t~2(x)]·• 
·· A,1(~) Adx¡. , 

con e un :iarámetro pequeño. S~parand-o y,: q .inálog~r~c;i'ie, el sis;en{~ queda 

1 . · .. •··.· ,'. l .• ·. :: '. · .... · .. 
y;= e''.lu(x)j"¡(x),+ eA1~.(:")Y2(x)+ CÍ1(xJ;,. 

y;= A21(x)y1(xf+ ,1,,(:)y,(x)-l-q,(x): 

(i.4) 

(7.5) 

Si A(x) es suficientemen.te contin~~. ~nto~~es l~\filo~os d~dec~i~iento o c~ecimiento rápido 

corresponden a los eigenvalores); ,;)¡(x) d~·A(;¡ con parie re~l negativa o p~sitiva, respec

tivamente. El siguiente ejemplo Úustra el tip.o d~- pro.ble~~s.que se pued-en presentar en estas 

condiciones. 

Ejemplo 7.5.l Sea la EDO 

/',,,;>.'y+ f(x) (7.6) 
. . . 

donde f(x) es una función qué v~;ía sua\•emente -i Para,\ grande,- la solu~ión en buena parte 

del intervalo es aproximadamente · 

Y,,,:; -f(x)/>.', 

pero las condiciones de frontera pueden originar capas límite como lo muestra la siguiente figura. 
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de manera que con un nivel d~ significanéi'a T~i, esta.-~~bas;de frém;er~ se extienden a una 

distancia de aproxÍmadament~ 

esto debido a que si se desea acotar l()s modos fu~~;mcntal;s de crécintiento o decrecimiento 

por la tolerancia, i.e. 
·:·:· ; 

··~.~ ioz 

entonces debe suceder quela x debe satisfacer 

Definiendo 

la ecuación (i.6) queda 

x:,; 1Ln(Tol)1 />.. 

Yt =y'+ >.y, 

Y2 =y' - Ay, 

YI =>.y, +f(x), 

y~= -,>.y2 + f(x), 

con lo cual se generan dos ecuaciones desacopladas, cada una con una capa de frontera en la 

orilla.O 
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Si el problema (7 .·l) - (7 .5) junto con las condiciones <le frontera (1.3) es bien condicionado, 

entonces el problema debe tener un conjunto dicotómico de modos fundamentales seg~ún lo 

establecido en la sección (2.i), implicando que los modos de decrecimiento son controlados 

por las con.diciones iniciales mientras que los modos de crecimiento son controlados por las 

condiciones finales. 

Como se puede apreciar en la gráfica, sería conveniente que en las capas de frontera se 

pudieran utilizar tamaños de paso pequeiios para poder seguir muy de cerca la solución en este 

tipo de regiones, pero que además en la parte suave se pudiera avanzar con pasos grandes, 

donde los modos rápidos no son significativos. Esto no es una característica de Jos métodos de 

integración para valores iniciales, ni tampoco de los rígidos1 estables: ya que en este caso el 

tamafio de paso h estaría restringido por los eigenvalores positivos grandes, porque se tendrá 

que satisfacer >.h < 0(1). 

Así que una propiedad para que un método funcione adecuadamente en este tipo de proble

mas, es que permita que el tamaño de -paso sea determinado secüencialmente mientras se integra 

en todo el inter\-alo [a, b], pudiendo ser reducido cuando se encuentre una capa de frontera o se 

calculen soluciones numéricas insatisfactorias. 

Por esta razón los métodos en diferencias finitas globales o colocación por pedazos no son 

eficientes, ya que una primera discretización del intervalo regularmente debe ser uniforme, 

realizando refinamiento adaptativo para incrementar Ja exactitud de Ja solución donde ésta 

varía rápido, pero esta estrategia da un refinamiento excesivo de la partición donde la solución 

es suave. En cualquier caso, se utiliza una gran cantidad de recursos de almacenamiento para 

aproximar las soluciones en Jos puntos de la partición, y requiere además de Ja solución de un 

número de problemas discretos simplemente para determinar la partición, Jo cual es ineficiente 

para problemas lineales. 

Por esta razón, una estrategia de tiro múltiple resulta mucho más efectiva, ya que permite 

escoger tamaños de pasas en forma secuencial, finos en las capas y grandes en las regiones 

suaves. Sin embargo, es necesario un proceso de integración e~pe~ial, ~ebido. a q1:1e ~e .d~be 

cumplir, para su estabilidad, que permita que los modos de decaimiento rápido 

Re(>.)« -1/(b - a) 

1Stiff 
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controlados por las condkioncs iniciales en el problema continuo, sean aproxjmados numérica· 

mente por modos de dccaill}icnto discreto controlados por las correspondientes condiciones 

iniciales, y análogamente para lo~ modos fundamentales de crccimfonto. 

Esto es precisamente la propiedad importante de los métodos dicotómicamente estables, lo 

que junto con una estrategia especial de selección de paso permite calcular eficientemente los 

tipos de soluciones requeridas. 

Por otro lado, y volviendo al sistema dicotómico, después de haber justificado que es conve

niente aplicar tiro múltiple, el cual es mucho más eficiente con la ,·ariante de marchaestabiliz~da, 

se aplica la técnica de desacoplamiento vista en el capítulo 4, generando el sistema 

(7. 7) 

,B¡sf = ~l+i - C¡s'f- q} i = N.....: l,.~. 1 0 (7.8) 

cuya solución puede ser calculada en forma estable, efectuando la iteración en el sent.ido ·con

trario a su mod~ d.e crecimiento o decrecimiento rápido. 

Con esto se tendrá, que sí una solución particular razonablemente exacta puede ser e.ncon

trada en la primera integración con las expresiones anteriores (7. 7) y (7 .S), y los corresp.ondientes · 

modos complementarios fundamentales son suficientemente exactos en las capaS calculadas c6n 

la parte homogénea de (7.7) y (7.8), la solución final puede ser encontrada por superposición, 

desde que los modos fundamentales son esencialmente cero fuera de las capas. 
' . . . , . . 

En r~sumen: para resolver un PVF de perturbación singular, el algoritm_?:d~be .~o~sid.éra; 
l. Método de Tiro Múltiple con Marcha Estabilizada y desacoplamiento~ 

2. Cálculo de los eigen,•alores de la matriz A(x) para detectar los riiod~s fu'nd'.amen~ales a 

través de la descomposición QR, ··-
3. Un método de integración dicotómicamente establ_e qu~' ¡;;es~rve .la~· propiedadés di-

cotómicas del problema 'continuo, 

4. Seleccióri del tam~ño de pasoadecu_aclo, c~an.do _sé en~uel\ire en una ~ap~ ddrontera, 

en una reii(?~_-Su~y~·~-bien· e'1ltre o saiga.de una· regióll:a ofra.~ · 
. ,. .. ' . ,· . 

Cada .uno de estos punto~ serán discutidos con más detall~ e~ 1'1 siguient~s secciones, para 

pasar posteriormente a la implementación numérica del algoritmo; 
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7.5.1 Método de Tiro Múltiple con Marcha Estabilizada. 

Iniciemos la discusión suponiendo que el problema de perturbación singular (7.4) - (7.5) 

y\ ?;lu(x)y,(x) + tAdx)y2(x) + q,(x) 

. y~ Íl21(x)y1(x) + A22(x)Y2(x) + q2(x) 

con condiciones de .froatera·(7.3) es bien condicionado; por lo discutido en la sección 2.i, 

entonces se teiidrá u,n espado de solución dicotómica, con modos fundamentales de crecimiento 

o decaimiento rápido: Sin embargo, el hecho de que el problema tenga modos de crecimiento 

rápido hace que los métodos de integración para valores iniciales no sean eficientes, aún sobre 

intervalos pequeños, ya que generarán una partición densa, cornputacionalmcntc cara. Por lo 

tanto, una técnica de marcha secuencial pnra tiro mtíltiple es más efecti\'a 1 ya que permite que las 

soluciones de los problemas homogéneos sean determinados consccuth·arncnte, con condiciones 

iniciales obtenidas para un subintervalo sólo después que la solución del subintervalo anterior 

ha sido calculada, según la expresión (3.3,j) vista en el capítulo 3 

Y¡'= .-l.(x)l';, 

l';(x;) = F;, 

para técnicas basadas en estrategias de tiro. 

Esta técnica tiene las siguientes ventajas: 

l. La integración hacia adelante permite un· contr.ol simple del tamaño de paso, dando una 

curva solución suave, . . ' 

2. Se puede aplicar la técnica de superposición vistaen el capítuÍo 3· apro\·~chnndo la 

estructura lineal del problema, 

3. Este proceso de marcha permite desacoplar el pr~blema.di:~reti.zado, lo c~a\ proporciona 

información acerca del crecimiento de los modo.S rá~~~~:S~, 
De esta manera, retomando las ideas deLmé,todo dé)ir~_múltiple c9n-~4esacoplamiento, se 

llega a la recursión triangular 

i = o, '"IN. - 1, 

con S¡ = Q¡.~s¡, Q¡ = Qi~1cii 0 
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Así el desacoplamiento produce que la matriz U¡ triangular superior se pueda descomponer 

en bloques como sigue 

U·_ , . , 
[ B· C··] 1 

- O E¡ 

donde el bloque B¡ de k x k represente los incrementos de las soluciones crecientes transformadas 

y el bloque E; de (n - k) x(n - k) represente los inerementos de las soluciones decrecientes. 

Por lo tanto, partici6nando S¡ y q¡· adecuadamente se tiene 

(7.9) 

(7.10) 
'. ·. ·'.·· .. ·· .. :,, :·· ' ·· .. 

un sistema d:esacoplado, el 'c~al ~s una fcirm~ estable de_ cal_cular los :S¡ d~bido a que en [22] se 

establece que . . 
__ -/ ·.' - - "1 

11 II~;;bE; "·" (II.1';.1i'B;f JI= 0(1). 
. . . 

Teniendo las soluciones particulares {z¡} y las fundamentales { ·~;} d~ (7 :9), (7.10) se aplica 
- -, __ .,. -·--. - -

superposic:ión-da~~q ent~nces 

y(x):: P;(~)s; + z;(x), (7.11) 

Por lo tanto para algún vector a E al•-se't_iene 

con a ~btenida s~~tituye~do .las •condiciones de frontera (7.3) para i =.o y N en la expresión 

anterior. Esto da:' 

--- ,____ -- ·-<· __ -C_.-.- -

y(x):: Q¡ (<P¡a + z;) 

que es la solución general para el problema original (7.2), °(7.3). 
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7.5.2 Método Dicotómicamente Estable 

Para que sean conservadas las propiedades de dicotomía y por lo tanto de establlidad del 

problema continuo! es necesario utilizar un mcitodo dícotómicamentc estable. Esto permitirá 

aproximar modos continuos crecientes o decrecientes por los correspondientes modos discretos 

controlados por sus condiciones iniciales y final~s1 respecth·arnentc. 

En el capítulo 5 se mostraron muchas de las propiedades importantes que cumplen este tipo 

de métodos, de los cuales el Prof. Roland England utilizó un llunge-Kutta implícito simétrico 

de 4o. orden 

(7.12) 

(í.13) 

-· --. 
para desanollar su código SYMIRI\ en una implementación de la técnica Predictor-Corrector, 

el cual junto con una estrategia de paso i..·ariable P.ermite i~,t~gfar efidentc~ente es_~Os ~,roblemiis 

[25J, [26] .. 

. ' . ' - .· ~ 

7.5.3 Determinación de Valores Iniciales a ti:avés .de la Técnica' 'Pathfinder• 

l:n punto crucial del código es como determinar la partición. Como se \'erá posteriormente, 

en una gran parte del intef\·alo donde la solución es suave, el método dicotómicamente estable 

sólo trabaja satisfactoriamente cuando los \•alares iniciales de una solución particular suare 

SOi\ conocidos en los puntos de tiro. Entonces para que SY1l!RK funcione adecuadamente es 

necesario tener buenos ' 1 valores iniciales ' , los que se determinarán a tra\'és de una técnica 

llamada'' Pathfinder ' ·• ([20], (21]), objeto de la preóente sección. 

La idea básica es encontrar de alguna forma una solución particular especial .. ª tra,·és ·de 

un ¡ \ valor inicial adecuado ' 't con lo que la partición que s~rá encontrada por 1a técnit;a del 

predictor~corrector <le la subsección anterior, será bastante buen~. 

Además, un valor inicial arbitrario deberd. requerir sin duda tamaños de PB:Sº pequeños en 

general, pues no evitará el crecimiento de los modos rapidos. PCir. lo .·tantó;-él objeÚva será 

1
" determi11ador de tra.yectorias" 



encontrar valores iniciales que sean apropiados al menos fuera de las capas de frontera. Esto 

significa que se tendrán que buscar valores iniciales apropiados para el código SYl,llRK. 

La forma de calcular estas soluciones es utilizando un mélodo de discretización riumérico 

que aproxime los modos rápidos de manera inexactat ponicrido especial interés sobre los modos 

de crecimiento rápido. 

Esto se puede lograr, por ejemplo, utilizando una formula de integración explícita, como un 

esquema Adarns-Bashforth de orden 4 y siguiendo más o menos la técnica global de tiro mtiltiple 

con marcha estabiJizada, descrito en la subsccción i.5.1 y aplicando por tiltimo superposición. 

De esta manera, iniciando en el punto Xi, sea if\a(x) un conjunto de modos fundamentalcs 1 

aproximados numéricamente en esta forma, ton Q;0 = f, Siguiendo las ideas de la recursión 

clc marcha global, después de algunos pasos, por ejemplo en X¡¡ se ejecuta una factorización 

ortogonal 

(í.14) 

donde obviamente U¡0 es una matriz triangular superior. En c1 mismo ínten·alo [xi: xid una 

solución particular p;0(x) debera ser obtenida usando la misma formula explícita. con tamaño 

de paso fijo y »alores_inicíalcs cero. El punto x;1 deberá ser escogido para evitar el crecimiento 

excesivo de la solución particular p¡o(x) 1 y el proceso puede ser repetida lantas veces como sea_ 

necesario sobre los intervalos 

Una solución y(x) es obtenida por superposición, con los vectores s;k (k =O, 1, .. .,j) que 

deben satisfacer [20j 

k=l;2, .. ,j 

d;k =Qi(P1-1Cx1) .-'p;(~¡)) 
,;,· Qf.p¡_¡(x;) 

en forma equivalente como se hizo en (7.9),' (7:10). 

(i.15) 

Así, los elementos de la diagonal de las U¡j represe~t~n elpeéimiento numérico de los modos 

fundamentales, estos deberán ser grandes para\odos los modos_ rapidos, ya sea de crecimiento 
. . . ' 

o decrecimiento. Las matrices U;i, pueden ser particionadas como 
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[ 
B;k C;k ) . Vik= ,k=O,l, ... ,J-1 
O E;< 

donde los elementos de la diagonal B;k son generalmente mayores en valor absoluto que .uno, 

y representan el crecimiento de todos los modos rápidos, mientras que los de E¡k son menores 

que uno .. Aplicando la misma descomposición a los \"ectores s¡i;. y d¡k se obtiene un ~lste~na 

desacoplado como. el que se l"io en el algoritmo de la sección 7.5.1. 

La distancia (x;; - x;) o bien el número de inten·alos j, depende del número de modos 

rapidos a ser eU~inados, dentro de una cierta tolerancia To!, para produci¿ la solución particular 

suave. Así, para eliminar m modos rápidos: la integración deberá proCcdcr has'ta· que 

110 
k=i-t U;k 

tenga m clemeót°'s mayores que l/Tol. De esta manera, si la recursión (7.15) es resuelta 

utilizando las condiciones iniciales 

entonces el ·valor 

y(x;) = Q;os;o + p;o(x;), 

donde 

s;o = (•/o.) .· ··.· ·º. 
contiene sólo un pequeño múltiplo de los ~·m~dos:más.rapÍdos, cu~·a magnitud es del orden 

"' ... , '. '., 

de Tal lo cual ya no afectala integraci6n ~n !~~ r~giones ¿üa,·es: :Estos valores iniciafos son 

usados en SYMIRK para dar adecu"ildas sol~~iori~s ·;~l\·~ po~ ~naperturbaciÓn meno', en valor 

absoluto que 7'ol. Para !~ i~tegiaci6n prin~ip~l, ¡;{. co~di~Íone~ inieiales ~propiadas para la 
','.. 

p;(ii) i;;p;o • y;¡ Qio ,;¡, ~~t~:nces p;ci(x;) = {] 

En [21] hacen otro aná!i~is para· demcístr~r con10 s.e pu~den obt~n~r t~~bién valores iniciales 

apropiados para SYMIRK. 
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7.5.4 Determinación de los Modos Fundamentales de C1·ecimiento 

El cálculo de eigenvalores cinemáticos, según lo expuesto dentro de la sección 1.4.2, permi·t·e 

determinar el.crecimiento de los modos fundamentales. 

Esto ayucla a determinar' el tamaño de paso que se debe tomar ·en las capas 'de frontera, 

fuera de ellas, o bien sálie~do ,de éstas, lo que permite integrar eficientemente el p;oblema dado. 

Retoman'do tris conceptos de eigen,·alores cinemáticos, sea T(•) una fu.nción mairicial uni

formemenu; bien condicionada, i:e; .que 1/ T(t) 11 11 T(•)- 1 11 no es grande, con, t y,. E (a, b] y U 

una matd~ -~~Í-~ni~1a~, Su~~~~~i··fal. ~u~· 

T' = AT-TU 

donde los bloques diagonales inducen sistemas desacoplados de modos de crecimiento y decre

cimiento rápido, además de los modos sua\'es. Los elementos diagonales son llamados eigenval· 

ores cinemáticos, la función T(t) es llamada una transformación de similaridad cinemática. Se 

puede demostrar que al menos los eigcnvalores cinemáticos más grandes en valor absoluto son 

cercanos a los eigenvalores de A ( teorema 1.4.5 ). 

Este resultado se puede aplicar de la siguiente manera: se realiza una descomposición QR 

en los puntos requeridos, lo cual permite encontrar el orden de magnitud d_e los cigenvalores 1 

pero sobre todo el orden del modo más rápido. Esta información es usada para decidir si un 

cierto modo fundamental está activo o no~ entendiendo que un modo está inactivo cuando ya no 

tiene infiuencia relevante en la elección del tamaño de paso para obtener la suficiente exactitud. 

Así, dada una tolerancia global Tolg, un modo de decaimiento para el problema mo.delo 

y'= ..\(y+g(x)) 

está inactivo cuando 

X> XL= a+{!/..\) 1 Ln(Tolg) ¡, 

análogamente para un modo. de crecimiento esto se cum_ple sí 

; < XR = --, {!/..\) 1 Ln(T_olg)j. 

Estos criterios dan una~ota bu;~~ para el fi~ ~ela capa de fro~t;ra y puede ser estimada, 

al menos para mod~s rápidci's, utiliza,ndo: loseigen~;aló~es de la matriz A, obtenidos a través del 

algoritmo QR. 
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7.5.5 Selección del .Tamai'io de Paso e Integración Global 

Si se tuviera. un r.roblcm·;~ que gráficamente se pudiera representar como 

es claro que se tendrían que tomar en cuenta las siguientes condiciones para controlar adecuada· 

mente el tamaño de paso: 

l. Cuando se está integrando en alguna de las capas de frontera, 

2. Cuando se está integrando en la región ele \'ariación sun\·e de Ja solución, 

3. Cuando una inestabilidad potencial del proceso de marcha llega a afectar la e::actitud. 

requiriendo el uso de pasos pr.queños 1 esto implica que la integración debe ser reiniciada. 

Por lo anterior 1 es necesario estimar un tamaño de paso apropiado, que sea capaz de tomar 

dedsiones necesarias para corregir la integración cuando ésta no siga la solución suficientemente 

bien. Por otra parte, el integrador deberá usar pasos grandes fuera de las capas de frontera. 

Pero puede haber problemas si se integra hacia adelante en una rnpa de frontera, por lo que es 

adecuado dividir el intervalo complet9 [a, b} en dos partes, aplicando el proceso de marcha en 

cada medio intervalo, ajustando la solución en el punto medio. 

Lo que ahora se explica para el semi·jntcrvalo [a,~] se aplica en dirección hacia .. ~tr~s 

para [·~0 ,b]. 
Como ya se mencionó en la sección anterior, para determinar la raZón de -~recit~iento y 

decaimiento de los modos rápidos, se aplica la descomposición Qll a. la matriz A(a). Sea ,\ 1 tal 

que 
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-'1 $,\¡(A) con Re(.\¡(A)) <O, 

entonces su corresp6ndiente modo fundaincntal desaparecerá en 

XL =a.+ 1/ J.1 Ln(To/) 

lo cual es una primera esÚmación del~fin~l.de la primer capa de frontera. 

El tá~ruio de. paso i~icial apropi~clo; co~siderando que se utiliza un integrador dicotómica

mente establede4().orden [:Í5], [26] es 

h = (To/) 11·•¡ 1Re(-\1)1 

y la)ntegración.·p.uede .. inic~art gen~rando la correspondiente solución particular)· fundamental 

con cOndiciones iniciales 

Po(n) =O y ·~o(a) =f. 

Ca.da cierto número de pasos, deberá ser incluído un punto de tiro, con la respectiva fac

torización QR de •I>;-1(x¡) y una reinicialización de p¡(x¡) a cero, de tal manera que se evite el 

crecimiento excesi\'o de alguna parte de la solución. 

Esto continua hasta que el punto x = Xr alcanza o sobrepasa el punto xi. Si esto ya ocurrió 1 

entonces debe suceder que el elemento más pequeño u; 1 de la diagonal del producto de las Uls 

cou k = j-1, ... : O será más pequef10 que Tal. Si no es así, i.e. , Ujt > Tol: entonces es necesario 

reestimar el fin de la capa de frontera, usando la parte real de 

Ln(u;1)/(t, - a) 

del eigenvalo(cinem~ticO. Entonces el nuevo XL será 

xL. =a+ (x, - a) Ln(Tol)/ Ln(u;i) 

- ' 

y la integradón' puede Seg~irse en· la misma forma de~de Xr hf:lSta .. x[,. 

Cuando ya se.paso esfa capa de frontera, y suponiendo que sólo existe una, entonces ahora 
. . . , 

se está en la· región:de ;variación suave de la solución, por_lo que se utilizri. un tamaño de paso 

que no debe exceder el valor máximo [20] 

hmdr = (Tol 11q(x;)11/11q(x;JF•l11 11 p(x;) 11)114
, (7.16) 

109 

,• 



el cual es obtenido del orden del error de truncamiento local. Si no lo excede, se continua la 

integración en esta región donde la solución varia sua\'cmentc calculando los valores iniciales 

Pi(x;) = s;o, <I>;(xj) = Qj, 

como ya se dijo antes. 

Si el tamario de paso gradualmente va creciendo se debería esperar, si se esta en una región 

donde la solución \·aria sua\"C~mente! que la integración se pueda seguir normalmente hasta el 

punto medio -:2; t insertando punto:¡ de tiro sólo donde se requiera en la salida. Si no es así, 

i.e. si el tamalio de paso seleccionado por el código SY:\HRK se reduce drásticamente, lo 

que puede ocurrfr si la estructura de los eigcnvalorcs de A(x) cambia significativamente y hay 

algtin tipo de capa de frontera interna. por lo que será necesario un tratamiento similar al de 

capas de frontera en los extremos. o bien cuando ocurra un modo que cambia de crecimiento a 

decrecimiento o \"ice\·ersa. llamado punto de retorno o ' i turning point : '. Para determinar si 

esto está ocurriendo, se deberán rem!uar los eigenvalores de A(x) a través del algoritmo QR. Es 

importante mencionar que estos puntos de retorno no están considerados en la implementación 

del código. 

Cuando ya se terminó la integración en [a,~], utilizando de manera análoga la formllla 

(i.11) de superposición. se tiene 

y(xi) = Q¡(<I>n+z;) + p¡(x¡) (7.1 i) 

en los puntos de tiro 

(7.18) 

Utilizando la misma idea, pero aho:a para ~(ótro. inter:·alo [b, ·~ 1 J , e; decir, integrando 

hacia atrás, se ob~iéne 
' ,··· . . ,_ .. '..)'. 

;(~;) ,;,'R;(;pi~+,J;)+t;(~;) (7.19) 

con Wj soluciones fundamentales y .t; las'sol~cione.s.particulares, en los puntos 

. .. ••·. .· .•. a+b 
b = Uo >U¡>· .. ,> UM = -

2
-. (7.20) 
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Estos vectores 7 y { E !R" sarán determinados ajustando las soluciones en ÓI punto medio 

XN = UJ/ e imponiendo las condiciones de frontera (i:3). Realiiando lo anterior se obtiene el 

sistema 

[ 

QNiPN 

B,Qoif>o 
. . . - -

lo que nos proporciona.los ,·actores desOa~los ¡·Y{. Por .lo tanto0sustituyendo 7 .en (i.I T) para 

i = O, .. .,N permite obtener la ~olución en e!inten·alo.(7.IS)y :r~euiplaiando {en (7.19) para 

j =O, .. ., JI permite c~lcular la s~lución en (T.20), co~ lo que se obtiene la solución global del 

problema (7.2), (i,J). 

7.6 Algoritmo 

En esta sección se dará cuna explicación a ni\·elalgoritmo del 'Código utilizado en base a lo 

expuesto ·en!~- sec-~iÓ~ ~~~e~i~~. 
Esencialrrient~ el'cÓdigo)IUSL·SnHÍÜ( se hizo pa~a rcisol\·er problemas de perturbación 

singular uti!izand6 él procedilÍliento de recursión ~st~ble ant~s descrito, junto con SY:-.fIRK, un 

método .Ru:ig~-r('~t~a imbI_í~!!-~. si~é~~-i~co d~·--~o. oid~_n. ~· -~n·~- estrategia especial de control de 

paso. 

El algoritmo desarr;llado está basad(J prin~ip~lmente en los artículos (20] y (21] de R. En

gland y R:~I.M.·~lattheÜ de los cuales fue~on tomadas muchas ideas de lo que se explicó en la 

sección atlte~ior·,.· -~~un~u~-:~n .. ::~~-tb~ ar~:t'clll~s pJ~ntean ·tos elementos esenciales del código~ \·ale 

la pena mencional' 'qúe algunos de los puntosinc!uídos en ellos no están implementados en el . ' ··,-, -. .. 
código que fue utilizado en ··~te trabajo. 

El códig6:cofllo talrns~Í,·ía eficientemente problemas que tenían capas de frontera al prin

cipio y al final d71 intervalo. donde se requería la solución. Como contribución del autor se 

modificó el código":Para que Pudiera ~esolver 1 apro\•echando su estructura, una variedad más 

amplia de problemas: 

Esto entonces permitió resolver problemas que tuvieran una o ninguna capa de frontera, así 

como probÍemas más simples que no presentarán capas límite, como lo presenta un problema 

de pertur,bación singular, para así lograr un código de propósito general, como era el interés 
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principal de los diroctores de tesis y del propio autor. 

Es importante mencionar que el código ~l USL-SY~IIRKjunto con los ejemplos que aparecen 

en la siguiente subsección y otros más se encuentran disponibles en un diskette para la persona 

interesada en el sotfwarc del terna. 

En las siguientes gráficas se muestran que tipos de problemas se pueden resoh-er, los cuales 

representan una buena parte de los problemas existentes, aunque ob\·iamente no está diseñado 

para resolver problemas con Puntos de Retorno o 4 
• Turning Points ' · donde una solución 

fundamental cambia de crecimiento a decrecimiento o 1:iceversa~ aunque podría modificarse 

para que se puedan integrar correctamente estas capas de frontera interiores. 
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Algoritmo General. 

Pasando a su descripción, el algoritmo consta de cuatro pasos esenciales: 

I. Un integrador de paso \'ariable dicotómicamente estable, llamado SY~!IRK, 

II. Una estrategia para asignar valores iniciales apropiados al código SY:i.IIRK usando un 

integrador explícito .-1.dams-Ilashforth de cuarto orden. técnica llamada'' Pathfinder' '3 , 

III. Método QR para estimar eigenmlores, 

IV. Una técnica de desacoplamiento junto con tiro múltiple y marcha estabilizada, lo que 

permite resoh-er estable y eficientemente el sistema discreto. 

En base a estos elementos, considérese el siguiente PVF lineal 

y'= A(x)y + q(x), a$ X$ b, 

8,y(a) + B1y(b) = {3. 

Sea To/ la exactitud requerida, entonces 

l. Se separa el intervalo [a,b] en 2: 

[a!l:!;f¡_J ['"-! b] ·. 
f :? ' 2 ' • 

(7.21) 

(7.22) 

Considérese primero (a, e~~]·. ~na·estrati;:g~a:aná:I?g~_: .. se utiliza p~ra [~!bj ~ 
2. Integración en las capas límite 

2a. En x = a, se calculan los eigem·alores r\;(a) ci~'A(x) por.medio del método QR. 

Considérese estos eigen\·a.lores tales que \";.-. 

Re(-\1(a)) $ ... $ R~(Ak(a)) $.O::;~e&+f(á)). 
' ' . . .. . - • . <~ : 

Si A(x) no varía Il!uy rápidálI!enteientonces el correspo~di;nte'iit~do fitndamental se com

porta como e-~ir y can·un:i:t6t~r~it~iá.<To/, 'de~·aparecér'á ~n 
--::;' '~, .. ' /"• :.:./ ... .. ' 

XL¡ = a f ln('f'ol)/ Re( ,\ 1) . __ 

que es una primer: aproxi~aciCÍn del punio fi~~ el~ I~ ca~a del modo de decrecimiento más 

rápido. 

3 Oeterminador de trayectorias 
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-¡-l.1 
2b. Considérese como paso inicial para el imegrador 

h1 = (!/ 1Re(.\1(a))1) To/l/·1 

y sea 

- ' . . . . -

Usando SY~IIRK que uti!Íza lasJórmulas dclcorrector Runge-Kutta implícito simétrico de 

cuarto orden 

Y;+.1¡2 =.1/2 (Y;+1 +y¡) - l/Sh M+1 - YD' 

YÍ+1 =y;+ h [1/6gl + 2/3YÍ.f.1/2 + l/6Yi+i], 

se calcula la solución. particular con valores iniciales 

p1(a)=0> 

y para las soluciones fundamentales se utiliza la parte homogénea de:las .ecuaciones anteriores 

con 

<f>1(a) = [. 
. . 

2c. Sea X ~ XL ti para Cletefminar si es neceSa.rib-~-n nÚ~\'Ó~ P~unt_ó de ~tfio, se··veZ.Üica que 

11 '~¡(a) U~ Tol/•M · 
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con EM la unidad de redondeo de la máquina. Si esto ocurre se integra como en el punto 3 para 

regiones donde la solución \'aria sua\'emente. 

2d. Si la primera capa de frontera ha sido completada, es decir x = XLt 1 entonces el 

elemento de la diagonal más pequeño de U1, (ui)n,n• deberá ser más pequeño que To/, Si as( 

ocurre, se \'a al punto J. Si nO es el caso o bien este elemento es signiflcatimmente más grande 

que To/. se tiene que realizar una mejor estimación para el final de la primera capa de frontera, 

haciendo una nuc\'a estimaci~n de los eigcn\'alores cinemáticos como sigue: 

A1 = (ln(j(u1)n,n i)/(x¿¡ - a), 

determinando un nuevo pu,nto,final de la capa como 

XLI.= a+ ln(Tol)/(A¡) 

y ajustando el tamaño de pasó adecuadaniente corí10 

, · .. hm;~ = 0.3h¡. 

Este proceso se repite cúa~tá.s,~ces se: nec~s~rio hasta q~~ efecti:·amente s~ ha pasado la 

capa de fr~-~tera_ corre~~~ti_d'ie~,~~·:~Í~~¡~:~~¡.~i6r'.~~"~-~riiátÍ~~ ·n~g~;¡:yo~:·~~is'rápid_o. 
3. Ai·~n=ando a trat'és dd~ ~egid) d~~de lilsb/11~i611 varía iu~v~/11enú (!úera de capas 

límite). 

Cuandó se llegó al punt; fi~~Í de la captdé frontera según (2d) ó bien el tamaño de paso 

.:~. - /) . . l''.:)i· {)'' 

' • h'=·;~l;;.í¡ ¡¡qCi~) (x;) 11 
' , : 

la capa de fronÍera>ha\ue~ad~·atrá~, entonées la integración puede proceder hasta el punto 

medio [1/2( a+ b )] con .1;,. inscrciÓ~ de puntos de tiro cuando el tamatio de paso seleccionado 
. . 

por SYi\!lRK desciende drásticaménte,o sea requerido un punto de salida. 

4. En el intervalo [ ·~6 , b] se ejecuta la misma estrategia que los pasos 1 hasta 3, 

Usando estos'res~ltados·, se utiliza' desacoplamiento para llegar a la. rccursión 
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sf+ 1 =E¡s7+q[, i=01 • .'.,1V-l, 

B¡sl = sf+ 1 -C;s[-qf, i =·N-1, ... ,0 

para calcular las soluciones particulares y fündamentales en cada intervalo. Por lo tanto, para 

el intervalo (a, a~b} , pasos -i· a .. 3 se tien'e 

~ . ' . 
y(x;) = Q¡(.P,..Y + z¡) + p¡(x¡), p.a.-¡ E 31~ (i.23) 

en los puntos 

)'ahora para el inten·al~ ['11,b] paso 4 se tiene 

y(u;) = R;(l/1¡{ + w;) + t;(u;), (7.2·l) 

en los puntos de tiro·· 

b == U~.> U¡ > ... > U,\(= "f-. 

los vectore~ -¡://E ~n debe~ ser.determinadds ijustand~ las soluciones en el punto medio 

x.v = u,1{ e imponiend~las condicionés d.efront.~ra(i.22) d~ndo ent~nces el sistema 

Teniendo la solución de esté ~isÍenia; se tienen iodos los datos para calcular las soluciones 

y(x¡) en (7.23) p~ra i = O, .. .,,v;; y( u;) en (;.24) para i =O, ... ,.\!. 
_. . - ::~-. -,. : : __ ·.' : ' 

7.7 Ejemplo¡ N1l1Jé~·icos 
'; ·, •• ~ • : > •• -

En esta sección se~~ar~n liis r~~ultados obt~uidos para diversiis.tipos de pr~¡;¡;mas que muestran 

la efectivid~cl .del·~Ódigo lvIUSL~SYMIRK pa~á problemas de perturbación sií1gular con 2, 1 o 

ninguna capad~ froniera/ádemás de problemas m.ás sencillos bien condicionados y también de 

problemas mal condicionado; para m~strar las dificultades que se presentan con ellos. 
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Las tablas de resultados contendrán regularmente la siguiente información: 

l. Ecuación del problema y'= A(x)y + q(x), 

2. Condiciones de frontera B 0 y(a) + B¡y(b) = /3, 

3. lnten•alo de integración (a, b], 

4. Valores de ,\y ¡1, ó algún parámetro especial del problema, 

5. Tolerancia o exactitud requerida, 

6. Capas de frontera encontradas, si existen, 

i. Puntos de tiro utilizados, 

8. !\' úmero de condición de la matriz 11 ..-1 lloo donde 

-R.111I!,,_1] . 
ll1Rolf!o 

9. Estimación del factor de amplificación del-error, calculado como 

_ ( rn (22]). 

10. C\'úmero de pasos--totales ejecutados durante la integración completa, 

11. Nú~ero_ d~ pa~os ~ejecutadoS en las regiones sua\'es, 

12. Solución é.:ai:ta, 

13. Puntos de Íiro x¡, 

14. Solución calcul;,dá y¡, 

15.- Solución exacta y(x;), 

16. Error á.hSoluto entre solución calculada y exacta. 

17. Coméntarios .atjicionáles, si es necesario. 

Los ejemplos fueron tomados de (20], (21], (22], (23] y [24] además de 2 programas ejemplo que 

\'enían junto con el código. Además se utilizaron otros problemas que no eran de perturbación 

singular o bien que no tu\'ieran modos crecientes o decrecientes para demostrar que las mejoras 

realizadas al código fueran efectivas. Las pruebas se realizaron en una PC 486 con ce-procesador 

matemático a una \'elocidad de 33 Mhz y el compilador Microsoft Fortran 1•ersión 5.5; 
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Ejemplo 7 •. 7 Sea el siguiente sistema de 2 ccúaciones diferenciales [20) 

y'= .. [ o 
. ,\ 

,\ ·]·· ' . [ o ] Y+ . . .· , 
O ..•.... · .' (1 - >.2

)/,\ e= 

con las condiciones de. front~ra:· · 

y(O)+y(2)=[· ·l+e' ]· 
· · (1 + e2)/,\ 

Este es uno cle I.os problemas con los que se probó la efecth·idad del código ll!USL-SY~llRK. 

Para.valores gra~des de,\ las capas de frohtera son bastante difíciles de integrar. lo cual se puede 

comprobar fácilmente en los ejemplos 7.2, 7.4 y 7.6 que mostraron las deficiencias ele los métodos 

estándares de Tiro Simple, Tiro ~lúltiple y Tiro Mtíltiple con Desacoplamiento. 

Pas.ando a la explicación de los resultados obtenidos con el código para este tipo de pro

blemas, el número de pasos de int11gración fue esencialmente independiente del \'alar de ,\, Se 

muestian los resultados para dHerentes \'alares de ..\. Los resultados según el formato que se 

explicó antes son: 

lntervaloi (O, 2] 

Valores de ,\, µ: ,\ = 10• 

Tolerancia Tol=l0-5 

Capas de frontera: 0.0012 y 1.998 

Puntos de tiro: 10 

Xúrnero de condición: 

Factor de amplificación del error: 

Número de pasos totales ejecutados: 1390 

Número de pasos ejecutados en región sua\•e: 

Solución exacta: y(x) =[e= e'/,\¡T 
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Puntos de tiro Solución calculada Solución exacta Error nhsoluto 

X¡ Yi ·. y(x¡) y(x¡) - y¡ 

0.00 1.00000 1.00000 ·9.42510D·íl 

.. 9.05i250~5 1.0000QJ).4 0.·127·19D·G 

0.0012. 1.00118 l.00118 1.026861).fi 

9.908990·5 J.001180-'I 1.028670-fl 

0.200 'Ú2140 1.221'10 fi.36032D· 7 

1.210290-4 1.221400··1 l.l IQ.j51).(, 

0.400 1.49182 l.<19182 1.-IOSJOD- 7 

1..180180··1 1.-191820··1 J.163850-(i 

0.600 1.82211 1.822 ll ··l.Slfi!9DD· 7 

1.810310··1 1.822110··1 J.l.SOOJ!).() 

1 

0.800 2.22554 2.225.5,1 . J.262080-6 

2.214040-·I 2.22554D-4 l.l·IO:l9D-6 

1.00 2.71828 2.71828 -2.239·17D-6 

2.7076SD·4 2.ílS2SO··I J.0.59960-G 
·• 

1.200 3.32011 3.3201 l -L77ííOD-G 

3.3140-ID-4 3.320110-4 6.0í03·1D-7 

.uoo 4.05520 4.05519 -1.3.54 l 7D-6 

;?- 4.0aol90 4 -2.68 !980 ' 

1.600 4.95303 4.9-5303 ·9.25804 O-7 

4.952610-4 4.953030-4 4.Ló.5430-3 

!.SOO 6.04964 6.0496<! -.J .. 1Sl:J00-7 

6.050300-4 6.049640-4 ·6.614700-.S 

1.9988 7.38029 7.38029 .).089930-3 

7.3S029D·4 7.380290-4 ··!.·S8834D·8 

2.00 i.38906 7.3390.5 ·9"129070-6 

i.483330·4 7.389050-4 ·9.427490-6 
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Intm·alo: [O. 2] 

Valores de,\,¡<: ,\ = 105 

Tolerancia Tol= 10-5 

Capas de frontera: 0.0001 y 1.9999 

Puntos de tiro: 10 

Xúmcro de condición: 

Factor de amplificación del error: 

!\úmero de pasos totales ejecutados: 2440 

Xúmero de pasos ejecutados en región sua\"c: 

Solución exacta: y(x) =[e' e'/,\¡T 
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Puntos de tiro Solución calculada Solución exnctn Error absoluto 

x¡ y¡ y(x;) y(x¡)-y¡ 

0.00 1.00000 1.00000 -9..125100·6 

' .8:592440-6 1.000000-5 1.407550·6 

0.0001 ' l.000l4 1.00148 -1.492560· 7 

1.000140·4 -1.492980· 7 

1.22140 -1.57196D·7 

1.221400-4 -1.554560· 7 

1.49182 -1.655100· i 

1.491820·4 -1.619420· 7 

1.82211 -1.145070·7 

l.82211D-4 -1.687620· i 

2.22554 -J.842900· i 

ú25540·4:, ·1.759430·7 

'2.71828 -J.949860-i 

-1.835140-7 

·!.500560· 7 

• J.919240· i 

·9.313660·8 

-L9697lD·7 

·2.126250·8 

1.977820· i 

-1.932710- i 

1.823310-i 

i.388000:4 ' -1.821200·8 

''''i.38965 -1.407570·6 

i.52981ri.4, 7.389050'4 -.407550-6 
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Ejemplo 7.8 Sea el siguiente PVF 

y'.= . . . + q(x). 
[ 

,\ cos2 x + ¡tscn2x 1 + (¡1 - .\)senx cosx ] 

-!+(¡t-,\)se11tcost .\se112x+µcos 2x . 

[ 

; ~'cos2 x + µscn2x + l + (µ - ,\) senx cos x ] 
q(x) = . ' - ~ + ,\sen'.:!x + ~l cos2 x +_(µ. - ,\) se~x cos x 

can condiciones de fro~ ter a 

y(O) + y(2) = (2, 2] T. 

Este problema fue utilizado por ·R.ll.M.Matth.eijp'ara probar el código ~IUSL-SYM!RI\. 

Resultados interesantes se obtu\'ieron, Como pitede- vérse en.Seguida: 

Intervalo: [O, 2] 

Valores de.\,µ:,\= 10 1.µ = 10 1 

Tolerancia Tol= 10-3 

Capas de frontera: :\o hubo 

Puntos de tiro: 10 

Xúmero de condición: LO 

Factor de amplificación del error: 1.16 

:\úmero de pasos totales ejecutados: 1130 

Xúmero de pasos ejecutados en región sua\·e: 1130 

Solución exacta: y(x) = [l, lf 
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Puntos de tiro Solución calculada Solución exnctn Error absoluto 
~ --··' 

X; y¡ y(x;) y(x;) -y¡ 

0.00. 1.00000 1.00000 -2.00-13 

1.00000 1.00000 -3.00-13 

0.200. 1.00000 1.00000 -6.00-13 

1.00000 l.00000 -6.00-13 

0.400 1.00000 1.00000 -5.00-12 

1.00000 1.00000; -5.00-12 

0.600 . 1.00000 1.00000 -3.00-11 

1.00000 1.00000 -3.00~11 

o.sao J.00000 1.00000 -2.00-10 

1.00000 1.00000 -2.00-10 

1.00000 1.00000 -2.00-9 

,,J.00000. 1.00000 -2.00-9 

·:· 
1.00000 1.00000 -1.00-8 .. 

. : J.00000 1.00000 -1.oo:s 
1.00000 1.00000 -1.00-i ._.,-

1.00000 1.00000 ·1.00,i. 

1.00000 1.00000 -S.ób, i ~ 

. 1.00000 1.00000 éS.00-7 

1.00006 ~6:00~6 

1.00006 1.00000 

2.00 1:0000.r 1.00000. ;,i.ob~5 
,-.«' ... , 

1.00004 1.00000 · .. :4.00-5 
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Ejemplo 7.9 Se mostrará ahora con el siguiente ejemplo [22] que este código, además de 

resolver problemas de perturbación singular con c:apas de frontera, también permite resolver 

problemas más sencillos como. el que se utilizó para el tiro múltiple con desacoplamiento (í .l) 

\'Ía el paquete Maltab,:descrito e~- la sección anterior. De esta manera, sea nueYamente el 

problema 

[ 

l-19cos2x 

-1 + l:sen2x 

O· • ¡ + 19sen2x .] [ er(-1 + 19(cos 2x - sen2.x).) l 
19 __ O Y+ <r(-lS) , 

·o l+l9cos2x er(l-19(cos2x+sen2x)) 

con las condiciones de frontera 

v_(O)+v(rr)=·['.~ !:_::]·· 
'--; •. · l +e" .. . ,- ._.,-__ . 

Una solución fundam~ntaLestá~ad: por·'' 

G'cos·~·i···· · .. 
O ~iag{eW=, 01or, 0-tsr). 

.senx. ·. , .,,. : ·. 

(7.25) 

Los resultados aparecen a contiri~acldn:·· 
. .... 

Intervalo: [O, ;r] 

Valores de >., µ,: No aplica .. 

Tolerancia Tol=10-s 

Capas de frontera: No existen 

Puntos de tiro: 3 

N Umero de condición: LO 

Factor de amplificación del error: 1.0 

Número de pasos totales ejecutados: 3540 

Número de pasas ejecutados en región suave: 3540 

Solución exacta: y = {e::::, e:r, er]T 
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Puntos de tiro Solución cnlculnda Solución exnCta Error absoluto 

X¡ 

0.00 

3.1416 

y¡ y(x¡)-y¡ 

LOO O O O 

ii'.ooóo 
· -l..oooo ;¡ 

- ' " . -
. . 

o 

. . . 
. . . .;_ ._ 

Ejemplo 7.10 Se volvió a ~sar elmislllo prob.lema'delejemplCJanteriór per-o ahora con las 

condiciones de frónt~ra· 

en este caso la matriz ~b· no cod;;ol~~l ~¿d~ ~~ cre~i~iiú1tci ~e 1Ísoluci¿ii fundamental (7.25) 

dado por e20r; por 1~'q1d~1-dú~erode c()~dlciÓn e"stim~d~ en [2d] /;;a;:és de 

-~ =11 (B~·I> (~) + B¡<I? (b))-1 11 

resulta en.""' e2°r. = 1.91027. En [~•I] el código MUTS dio un mensage de error al calcular la 

matriz de la eCuación 
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ya que fue numéricamente singular, pero con el código MUSL-SY?\llRK se obtuvieron buenos 

resultados, como se puede ver a continuación: 

Inter\'alo: [O.;;) 

Valores de ,\, J" Xo aplica 

Tolerancia Tal= 10-3 

Capas de frontera: X o existen 

Puntos de tiro: 10 

?\ úmero de condición: 1.0 

Factor de amplificación del error: J.01 

?\úmero de pasos totales ejecutados: 1760 

Número de pasos ejecutados en región suave: 1760 

Solución exacta: y= [er.er,er)T 

126 



Puntos de tiro Solución cnlculádn Sol u ció O exacta Error absoluto 

X( Ui y(xil. y(x;) - y; 

0.00 LOOOOO . 1.00000 

0.99996 · LOOÓOO 3.136i90-5 

7.68221D-5 

0.3142 -5.106280-5 

-9.389240-6 

1.36910 -8. 757940-5 

0.6283 1.87445 2.321080-·l 

1.87·1·15 -1.549600-5 

1.87445 -2.168020-4 

1.2566 3.51355 3.51359 4.558880-5 

.. 3.51359 3.51359 . -L803280-6 

3~51359 3.51359 3.186i60-6 

, L5708 ·l.81051 4.81049 -2.080030:5 

4.81050 4.81049 -5.359240-6 

4.81048 Ul049 1.177000-5 

1.8850 6.58600 6.58609 S.799750-5 

6.58609 6.58609 -3.7660!0-7 

6.58620 6.58609 -1.12TT50-4 

2.1991 9.01705 9.01707 2.345650-5 

9.01707 9.01 iOi -4.812830-6 

9.01725 9.0170i l.828940-4 

2.5133 12.3454 12.3454 -7 .5.5844 0-5 

12.3453 12.3454 -6.044820- i 

12.3453 12.3454 -4.103500-5 

2.8274 16.9045 16.9021 -2.372090-3 

- 16.9021 16.9021 -4.012560'7 

16.8953 16.9021 6.822600-3 

3.1416 .23.14093 23.14086 -7 .682180-5 

23.14089 23.14086 -3.136790-5 

19.30297 
127 

.23.14086 3.83788 



'Tomando el número mínimo ele puntos de tiro y una tolerancia más estricta se tiene 

Inter1•alo: [O, :r] 

Valores de ,\,¡i: Xo aplica 

Tolerancia Tol=I0-6 

Capas de frontera: O. 7687 y 2.4·199 

Puntos de tiro: 3 

Xúmero de condición: !.O 

Factor de amplificación del error: 1.0 

Xúmero de pasos totales ejecutados: 

l\tímcro de pasos ejecutados en región sua\'e: 

Solución exacta: y= fer, ,r, ,r¡T 

Puntos de tiro Solución calculada Solución exacta .Error absoluto 

x; 

o.oo 

0.7687 

1.5708 

2.4499 

3.1416 

y; 

1.00000 

1.0000 

23.09609 

/ 
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_ 1.30-3 

-4.50,11. 

-1.0.0-4 

. 1.40-6 ' 

~2.~n-io 
i.in:6 
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Ejemplo 7.11 Tomando nue\'amcnte el problema del ejemplo anterior pero ahora cou las 

condiciones._dc frontera: 

lllatemática y numéricamente, intercambiar los puntos inicial y final no importa. Pero como 

puede ser l'isto, ahora el modo inestable (en dirección hacia atrás) no está controlado por esta 

condición de frontera, por lo tanto " "' e18" = 3.6 !OH [2'1]. El código en ll!UTS utilizado 

en el artículo anterior generó un mensaje de error. Pero su versión adaptada para condiciones 

de frontera parcialmente separadas dio resultados numéricos con errores del orden 0(1). La 

explicación es simple, pero extremadamente ilustrativa. En el · ' punto inicial ' ' t0 = ;. las 

columnas de la primer solución fundamental 

·¡o º] wA = o 1.·. 
l o .. : 

' ' . . . . 
son los • ' ,·alores iniciales., : ta_:::_ ;r deJa·solUCicln· e~t~bie, creciendo corno e-20: y e-19r 

( cttando t m de " a O.). Néces~~ia~en'túi. sof~~iÓ~ p~~tic~l;r inducida por la matriz de 

permutación adecuada P0 (to) con~ie~ec~n ;;~.Upon~~tedel mOdo inestable el cual crece coma 

e18r. Esta inest~bilidad ilustra la ~~césidad'de, I~ hi~ótesis de buen condicionamiento, ya que 

realmente se trata con un problema~on<per€u;~·~cioiies del orden de la tolerancia Tal, por lo 

que se debería esperar que despuéi defpunto ftál'que elSt :::i 1/Tol, la solución fundamen

tal numéricamente calculada <P/(t) sea un,i{ vezinás consistente. En lugar de un número de 

condición teórica el8!<-0l, se tiene un, ndrner{) de ~oridici6n numéricamente rele\'ante dada por 

e 1•(~-D. Como consecuencia, l.oscrroies,.locales son amplificados por Tol- 1 lo cual explica los 

errares del arden 0(1). 

Los resultadas generados fueron: 
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!nterrnlo: [O, ;r) 

Valores de ,\,¡i: Xo ap!ica 

Tolerancia Tol=I0-3 

Capas de frontera: Xo existen 

Puntos de tiro: 10 

Xúmero de condición: ~.24D74 

Factor de amplificación del error: 1.01 

X úmero de pasos totales ejecutados: 1760 

Xúmero de pasos ejecutados en región sua\'e: l i60 

Solución exacta: y= [e=.e=,e=¡T 
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Puntos de tiro Solución calculada Solución exacta Error absoluta 

x; y; y(x;) y(x;) - y; 

3.1416 1.00000 23.14086 22.14086 

úoooo 23.14086 22.14083 .. 
:9.394450+5 23.14086 9.394690+.; 

2.82i4 .· ••.· 5.62819 16.90213 .5,.¡59110+2 

16.84523 16.90213 -9.389240-6 

c-16.63248 16.90213 16.801500+3 

2.5133 12.34535 ·1.95036 

12.34535 1.454810-4 

12.34535 2.68444 

9.01707 -5. 712430-3 

-4.436710-6 

3:984430-3 

7.592690'5 

-3.756380-i 

-1.08S51D-4 

-6.598200-6 

'.! :i:5'i:l~~. ' ' . '3:si'359 -1.803280·6 

·. 3'.s13ú.·• 3;51359 1.638090-4 

0.9425 '..2.59590 
e:~;· .. 

: .. 2.56633 -2.956220-2 

2:.56633 -4.845920-5 
.. ~:; ::> ~ ',.: : 
i 2.56633 4.180160-2 

0.6283 18.74458 
·'·.-·,··,·:,-::: .. •. 

-1.498650+1 

.· • 18.74458 -1.549600-5 
.. :.;·: "\'" 
.18.74458 1.088740+1 

0.3142 'ú69ÍO • :3.1571180+3 

. 1.36911 ' 1.36910 -9.38920-6 

.ú24i6D+:( 1:36910 1.025630+3 

0.00 9.394470+5 i.ooo'oo . -9.394460+5 

9.99968. 1.00000 3.136790-5 

.-2.04844 1.00000 2.148440+1 
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Considerando una tolerancia más cxtricla y sólo 3 puntos de tiro se tiene 

Intervalo: [;;,O] 

Valores de >., µ: :\o aplica 

Tolerancia To!= 10-•3 

Capas de frontera: 2..1499 y 0.7687 

1 Puntos de tiro: 3 

! :\ úmero de condición: l.36D+.J 

1 Factor de ampliñcación del error: 1.0 

:\ úmero de pasos totales ejecutados: 35-IO 

1 :;\1ímero de pasos ejecutados en región sua\·e: 

Solución exacta: y= [<=.e=.e=JT 

Puntos de tiro 

J:¡ 

3.1415 

2.4499 

1.5708 

0.7687 

0.00 

,• 

Solución calculada 

y¡ 

1.00000 

0.99999 

·3.02032D+6 

l.3<1792D+l 

l.15873D+l 

9.30286 

.i.80919 

4.81049 

3.02032D+6 

1.00000 

1.29794 
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Solución exacta 

y(x¡) 

2:3.14086 

'23.14086 

23.14086 

11.5873-1 

11.58734 

11.58734 

4.81049 

4.81049 

1:0000 

. · 1.00000 

1.00000 

Error absoluto 

y(x;)-y¡ 

2.2140SD+l 

2.214080+1 

3.020350+6 

-1.89192 

4.342130-5 

2.28448 

1.00-3 

-4.00-11 

-1.00-4 

-2.12768 

S.708280-9 

2.05759 

-3.020320+6 

-2.711310-9 

-2.979460-1 



Ejemplo 7 .12 ' ' Problema de Capa Artificial' '(23] : 

l_E (-0.1, 0.1) (7.26) 

donde~\ es un número positiyo p~qucño_·con é:oÍl~.iciOneS de-frontera 
' ' . . 

ú(O.l) 1 ~;,·(-o:t) = .;.,:~.ot: 
Este problema ha sido usado_cbí~o un caso de p~ueba por un largo tiempo, que lo hace 

más interesante de ex,a~i:iia~.·.en:~~~~:·~~~~~_io~·--de c6ndicionarnienfo. ~ara rcalizarJ0 1 primero ·se 

rescribirá como un ~ist~riia li~eal.par~ei'~·ector y(x) = (u(x), u'(x)JT. 

··-:r:uí··1·é.::.r-- º lJ r- "J -. -,; - -=-L. o , . 
~- : (.\+t:r)2 . u 

Una solución fundam~~tal Z (t) de (7.26) esta dad~. por 

[ 

ll V ] Z(I)= -__ _ 
u' ·v' 

donde 

1 ¡2 - ,\ 
a) u(t) - --- u(I) - ---

-- - (,\ +12)º.5' . -- (,\ + 12¡º·'' 
(7.27) 

b) u'(t) - __ A_-__ . - v'(t) - 13 + 3At 
. .,.. (A+12 )1.;o - (A+t2/:'' 

las condiciones de frontern quedan corrio 

(i.28) 

B.y(-'.0.1)+B1y(O.l) = /J 

con 

[ 
1 ºJ __ [ º º]:- ·~- --r--~--J 

Ea : O O ' B¡ = 1 O • y (J = ~::~!::: . 
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Ejemplo i.12 ''Problema de Capa Artificial'' [23): 

u",= (.\:;~)2 , lE [-'0.1,0.1) (7.2G) 

donde ,\ es un número positivo pequeño co1icondiéiories de frontera 
·'· .. ,, . 

~(o.!)=~u(~o'.1) = 4.1~~.01 · 
Este problema ha ·sidou0s:d/c~mo un caso ~e prueba por un largo tiempo, qJe lo hace 

más interesante ~e _·e;am~itar:·.~.r~ ~~~,se ~~~-~·~tos· de Có.nd.i~io~~un'i.~nto. · Pa.ra l'.eali;ario, primero se 

rescribirá como un sist~maHll~a!pÚ~1 i·ecth~ y(x) = [u(x), .u' (x)¡T 

·. · .•. [·. ~·]·-[· o . 1].:[ u ] 
,, ._-~-o ' .. 

,u . : ,- . (.l+t'J' - . u 

Una solución fundamental Z (t) de (7.2G) esta. dada por 

Z(t) = r·. u v ] 
·. u' v1 

donde 

t. - - . ¡2 - ,\ 
a) u(t) - --- v(t) - ---

- (-' + t2)º·5' -(,\+1•¡º·5' 
(7.27) 

b) u'(t) - -· _-'_._: v'(t) -· t
3+ 3'11 

, - (.l+t•)'·º'. .· -(-\+12)1.s• 
(7.28) 

las condiciones de frontera quedan como 

con 

[
l º]. ·[º º·]-· ··[· -0.J] 8

ª = O O ' B¡ = 1 O • y (J = ~:~~::: . 
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·0.1 

Para,\? O.O! se tiene 

[B.Z(-0.1) + B¡Z(0.1Jr 1 = ,j (..\ + o.ol)'/2 
[ 

-1 

-=:QL 
,\-0.01 

1 J ...JU_ • 

,\-O.DI 

(7.29) 

Es claro de (7.29) que el problema no es aún ' ' bien planteado ' ' para ,\ = O.O! y por lo 

tanto mal condicionado para ,\ cercano a O.O!. Deuflhard [iJ llamó a este problema muy ' ' 

insensible ' ' para ,\ "'O.O!...\ continuación se presenta la gráfica de u para ,\ = 10-a. 

1· 

:.~··.1·.···.··.·.·· .. · ....... ·.• ... · ... ·· •.. •· .. · •...• · ••. ·.º··.·.· 

~ . ': 

- .·._·.e. 

- - . • ¡ 

0.11 

·1 

:\hora para la misma .-1 la resp~ctiva ;;ráfica de u' Y. v' se tiene 
~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

1 

·0.1' 0.11 

O.O 011 
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Sin embargo, fuera de su mal condicionamiento, debido a.las condiciones de frontera dadas, 

este mal condicionamiento ocurre ·para ,\ muy pequeña debido a que la norma de la función 

de Green. G(t,s) es rituy Srandc:-:,~c;ma s~. pued~ -~onstatar en las siguientes gráficas donde se 

muestra lá. norma de la. la. c~lu.mna (línea contin~a) )'segunda columna ( línea punteada) 

J.- ____ J ~i,, _____ -_0:!~1 _-.1 } ·ri¡;---
- 1 

1 
1 
1 
1 
1 

: ~ r --y-;-~- ,,-: ¿ - . --,r 
1 1 1 
1 1 -i l 

·2 

1 6 1 1 i 
'--'--------·~ __ .:,_ ____ l...C . ·.-6 l ·· .... 
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Como se puede ver de las grMicas de u, u', v y v' no se tiene dicotomía exponencial sino 

solamente dicotomía con una cota a grande. Esto es además evidente en las funciones de Green 

que tienen una cota grande del mismo orden que o. Es directo ver de (7.27), (7.28) que estas 

constantes son op-tf2) . Tómese en cuenta que para las gráficas anteriores se tomó una,\ 

más grande por razones de visualización. 

Se pasará ahora a mostrar los resultados obtenidos: 

El código dio para el sistema 

[
.RMW.11 + T,11(.u .. 11) - Q.v= .. ·\"-Ps(x,v)] 

/3- BaQ1zt - B¡R1Wt 

que la ·matriz S es'si·ngular,_nu~~é;Í~á.m~~ie~ 

Utilizando [a, b] = ['"'-0:1, 0.1] , To/= 10..:3 , ,\ ;: o.2 y 10 puntos.dé t.iro, saÍieron 2 capas de 

frontera pero no se pud!eron ge~erar los. result~dos finales, debido a que sóio se contaba con 

(~··i ;· :·.-· .. :::'< 1 :=\? ... ,Ji,': 
. .. . '. ' 

<P;;zi, P;(li), lf! ;,w/P;(t;), 

pero no con -¡ en 

y(xi) = Q¡(cf>ry + :i) + P;(x¡) 

para el inten·alo 

a= Xo < x1.< ... < x.v = l/2(a +b), 

y tampoco se obtuvo { en 

y(u;) = Q;(lfl;{ + w¡) + T¡(u¡) 

para 

b = u0 > u1 > ... > u.w = 1/2 (a+ b). 
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Capítulo 8 

Conclusiones 

En esta parte final, se darán a conocer las experiencias que se tuvieron al elaborar el presente 

trabajo, ya que la bibliografía disponible permiti<i ahondar mucho en el tema, logrando con 

ello que el código )!L'SL-SY1IIRK pudiera ser más efecth·o y que pudiera además resolver una 

\"ariedad más amplia de problemas. Este fue el objeth·o tanto de los asesores del trabajo como 

del autor. 

Por lo tanto, podemos decir que este trabajo contribuyó a lograr que el código MUSL

SY1HRK resol"iera eficientemente l'VF lineales en general. Es decir, como conclusión general 

se puede afirmar que el código 1fUSL-SY).URK permite calcular con mucha exactitud soluciones 

de PVF lineales no sólo de pe.rturbación singular sino además para problemas en general que no 

tienen c.apas de frontera. Esto lo hace un código de propósito general, aunque por supuesto no 

cubre todos los tipos de.problemas, como es el caso de los puntos de retorno. Sus características 

principales son: 

i ) El uso del, métÓ.do de tiro p~ra la íi1tegracióa general tiene grandes ventajas respecto, por 

ejemplo, a los métodos de diferencias finitas y colocación, ya que estos últimos requieren almace

nar las soluciones calculadas en un número considerable de puntos, lo que ob1·iamente no ocurre 

para tiro; en consecuencia es mucho más barato desde el punto de vista. de gasto de recursos 

computacionales. Además, tiro múltiple no requiere una discretización inicial uniforme, como 

los otros métodos, aún cuando éstos después aplican refinamiento adaptativo para incrementar 

la exactitud donde la solución varía rápidamente. Igualmente, el método de tiro múltiple es 

posible combinarlo con una estrategia de control de paso para elegir los pasos secuencialmente, 
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adecuados a la región donde se está integrando. 

ii ) También el uso de la rutina SYMIRK tiene como una de sus principales características 

que utiliza tamaños de paso grandes donde la solución particular es suficientemente suave, y 

esto causa que los modos inestables crezcan sólo suavemente cu estas regiones, evitando que 

sea con laminada esta variación sua\'e . .-\si mismo la estrategia de control de paso utilizada no 

permite qUe el tamaño de paso sea reducido por la presencia de modos rápidos. Esta estrategia 

de control de pasa· permite además seleccionar tamatlos de paso apropiadamente finos en las 

capas de frontera. 

iii ) La propiedad de estabilidad dicotómica de la fórmula Runge-Kutta implícita simétrica 

ele cuarto orden permite asegurar que si las condiciones iniciales controlan los modos de de· 

caimiento rápido en el problema continuo: sean aproximados por secuencias numéricas de de· 

caimiento controladas igualmente por las condiciones iniciales. La misma situación ocurre con 

los modos de crecimiento rápido y las condiciones finales. 

Por otra parte, el código MUSL-SY~!IRK ha sido recientemente modificado por uno de sus 

autores originales, R.:O.l."l. ~lattheij [21]. agregando otras estrategias, como por ejemplo para 

ligar tamaños de paso apropiados cuando un modo de decaimiento ni.pido ha desaparecido y 

hay un nuevo modo activo en el siguiente intervalo . .-\demás en [20) dan una generalización 

de como ir integrando en cada una de las capas de frontera que tenga el problema y no sólo 

una en cada extremo del intervalo como ha sido desarrollado en el código que inicialmente fue 

utilizado. 

Algunos cambios pueden hacerse al código para manejar problemas no-lineales, ya que la 

rutina SYMIRK está preparada para manejar este tipo de problemas. Una estrategia puede ser 

linealizar el problema y después modificar el código ~IUSL-SY~!IRK para poder aplicarlo. 

Finalnlente~ par~.~~~~~'~n código más completo de propósito general que cubra la mayoría 

de los diferen.tes P\rF. ·;~ -~ébeifá investigar más en la dirección de como manejar eficientemente 

modos Íundament3.les~'qu~·:\·ari'an de creciente a decreciente o viceversa, es decir, que puedan 

integrarse punt~s de retornó o ' ' turning points ' '. Diversos trabajos [2], [4], [Sj, [16] han 

iniciado el.desarrollo.d~ las' ideas en este sentido para lograr una teoría adecuada que permita 

vislllmbrar que caracterlsticas deben tener los códigos para resolver eficientemente este tip~:de -

problemas; cYaluaildo entonces si este código pudiera adaptarse o bien desarrollar u·no nuevo. 

138 



Bibliografía 

[1] U.~[. Ascher, R.M.~!. ~lattheij, R.D.Russell, Numerical So/u/ion o/ Boundary Value Pro

blems for Ordi~ary Differentia/ Equations, Englewood Clilfs, X.J.,Prentice Hall,'1988. 

[2] U.~!. Ascher, ll.M.M. ~Iattheij, General Framework, Stability and Error A rialysis ior Nu: 

merica/ Stifj Boundary Va/ue Problcms, UBC Technical Report Si-28 (19Sir 

[3] U.~L Ase her, R. Weiss, Col/ocation /or Singular Perturbation Prob/cms I, SIA~JJ. Niuner.-

Anal., 20(1983), pp. 53i-557. 
: . ': 

-:-.:-': -,-~·,_' ,··' -. <;,-e -, _,~---· -. -_-. 
[4] P. Brown; J. Lcirenz, A. High Order Mcthod /or Stiff BVP's with Turning Points, SIAM 

Sci. Stat. Comp. 8 (1987), pp. 790-805. 

[5] J.D.Butcher, The Numerical Analysis o/ Ordi'n~ry Differé~Úal EqiidiiOiis: :Rurige-Kutta 

and General Lin~~r Methods, Wiley, Chl~he~fer, l9Si. 
-·· - •' . '' - -· ·' 

[6] E.A. Coddington; N: Levi~sori, Thé Theo~~ ~f Ordin'~~y lJif!érwÍ/~¡ Equ~tiods; New York, 

~lcGr~w Hill·(1!Í5Í;f 

[7] P. DeuflharcÍ, N~nÍin;hr Eq1laiio'n SoÍ~e~; in Bo:ndary 0~íu{f>r~blel C~de~, in ,Lectures 

Notes. Cdmpu~~r Scieri~ci TG(B: ~hilds~~aJ., ecls:Spri,;g~r-V~;l~g; ?;~,~York, ·1979,.·pp. 

40-66. 

[SJ L. Dieci, M Osborn~, !l·D)lú~~el~,.4 Rfoatti T;.,,~~;orma;i~n,Í!ethotffor Solvin~ Boundary 

Value Problem~, /,//,';ep~rt 1986.i 

[9] N.K.~icl:Íols, R.~~¡¡~;d, Numeri~a; Sblution ofanE/astic Boundary Layer Problem Using 

a Mu/tiple Shooting füh~Íque, Jourriltl'of Computati~naJPhysics, .Vol 43,No.3 (1982), pp. 

369-389. 

139 



[10] R. England, Error Estimates for Runge-Kutta lype solutions to syslems of Ordinary Dif

Jerential Equations, Computing J. 12, 166-170 ( 1969) 

[11] R. England, Sorne llybrid lmp/icit Stijjly Stablc ,\[et/iods for Ordinary Differential Equa

tions, N umcrical Analysis Proceedings, Cocoyoc, :Vfoxico, Lecture i'i et.es in :V[athematics 

909, Springer (1082}, pp. 147-158. 
,.::. , : .... : ' 

[12] C.\V.Gear, The Automatic lntegmtion of Stijjly Ordinary Dif]eréntial EquaÚo~s; Ín Infor· 
~ . ' . ' . : . , - . ' 

mation Processing, 68, ed. A.J.H.Morrcl, North Holland Publishing.Company, .-\msteidam, 

pp. 187-193 {1969). 

[13] C.W. Gear, Numerica/ lnitial Va/ue Problems in Ordinary DÍ.ffmniial EqírnÚons; Pr~ntice 
Hall, Englewood Ciffs, Ne\v Jersey (1971). 

' . 
[14] H.B.Keller, Nume.rical Methods for 1'wo-Point Boundary -Value Pr;b/ei,;s/DoverPub!ica· 

tions, New York, (1992). 

[15] J.D.Lambert, Numerical :Vlethods for Ordinary Differential Equations; B.affi~s Lane; Chi

chester, England: John Wiley and Sons, (1991). 
·, ,, : 

[16] P.:VLv. Loon, Continuos Decoupling 1'ransformation for Lin~arBouriddry ValJ~ Prob/ems, 

Ph. D. Thesis, Edinhoven {1987). 
-- ,,,.._·, 

[17] R.England, R.M.M.Mattheij, Boundary Value Problems ~rid .bichotó~;/;X~~ility, SIA}.! 

J. Numer . .-\nal., 25 No. 5(1988), pp. 1031-1054. 

[18] R.M.M. Mattheij, 1'he Conditioning of Lin~ar ~ouhd~r~ Value~ro~fom.s, SIAM ;. Numer. 

[19] 

Anal. Vol. 19 No.5 (1982). , ... , .·· '· 

R.M.M.Mattheij, Estimates for the Errors in th~ ;ol~t1~is''b¡ iin-_a~·Boundary Value 

Problems, Computing 27 (1981); pp 299-312. 

[20] R. England, R.M.~!. Mattheij, A Stabk Serjúential Marching Ap~roac~ ¡;~ Two Point 

Boundary Value Problems, por aparecer. 

140 



[21] R. England, R.M.M. Mattheij, A.Sei¡ue11tial Algorithm for Solvi11g lloundary \lalue Pro-· 

blems ll'ith Large Lpischitz Constants, Reports on Applicd and Numerical Analysis RANA 

Si-15 (19Si) EdinhO\·cn. 

[22] R.M.M. i\lattheij, G.\V. Staarink, An efficient Algorithm/or Solving General Linear Two

Point BVP, SIAM. J. Sci. Stat. Comput:, ,;ól. ~No. 4 úfis;1); pp; i45;76:Í::. 

[23] F .R. de Hoog, R.M."'I. Mattheij, On Dichotomy ~Swea Co;;ditioning in B VP, SI.~M J. 
' -~~·· . . - . . 

Numer. Anal. Vol. 2·1 No.l. (19Si), pp. 8~/05. 

[24] R.M.~!. Mattheij, Decoupling and st'abÚity 'ó¡ Aig/,rith"rns /or:B~u',;da·,:y. !'~lue Prob/ems, 

SIAM Review, Vol. 27 No: l. (~985), ¡;;.Liút. · .. . ) ·• 
[25] R. England,. R.~I.M. ~!~iihe;j, ;.S'~tÍ,~~~tf~l·~iep d.~.ntr~l 'for: lnl~!Jr".ÍÍon óf Two-Poiiit 

Boundary Val.ue P.roblérns~ Repbr; s5<ií (l!Ís.5)~ ¡j~¡i,i;í'nl.cnt ~é "'Iath~m~tic~. Ca.t~~Iic Uni-
versit;Y. - · ... -'";: :·;.> ;.:·\ ·.>_:: · ': ·-,, 

-... r·-~~ .. , - ) -. :.-·: ·,-:_:~,._.__<; , ___ ;.:·.:-( . -!; .-

[26] R.•.EnglarÍd, R.~r:ú; Matthéij; DÚc;etizatior;s 'with Di~hoto,,;ic·si~biÍityfor Tw~;Point 
.... - .. _. -·· ' .... - ._,- ,_ __ ,.,_._, __ . _ ..•. ,. - '"-io.·- _-. - - : 

•· Bouridary, Valuti'Próbie"rñ'S,'ii.eport 8439(i984);Départmérit ór Máthematics Cathalii: Uni--- .'· ·. :.··. ._,_. ,. -· - .,.· . -_.,' ·-··. ;--. _,,,-

[2ij C. M~ler~ Mat/ab ( Mathem.atÍcál iaboratory ), '' Thi ~t~d~nt,~dftiÓ~·;,/\f~tlab ", The 

Math.vV~rks !ne;, P~~nHce iraÍÍ(19g1j; . • · ..• ·. • •···· · .•. ··• •r\ '1.• .··.· · 

[28] S.M.Roberts, J.s: Ship'rr;.~,T"wÚ>oiTlt 'Bou~dary .Val~~ prob/~~~: ;hootin~ÚethlJds, 
.•. Am~ri~an Elievi~r Pfbli~hi~~ c();ri~~n/ (l.fl72)'. ... 

475.439; 

[31] O.B:Widlund;A Note.on'Uñconditi"iinatly StabÍe Ünear Multist.epNethods, BIT, 7 (1967) 

pp. 65-iO. 

141 


	Portada
	Contenido
	Prólogo
	Capítulo 1. Teoría de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias para Problemas de Valores Iniciales
	Capítulo 2. Teoría de Ecuaciones Diferenciales para Problemas con Valores en 2 Puntos de Frontera
	Capítulo 3. Métodos de Tiro
	Capítulo 4. Desacoplamiento
	Capítulo 5. Métodos Dicotómicamente Estables
	Capítulo 6. Problemas de Valores de Frontera de Perturbación Singular
	Capítulo 7. Técnicas de Integración para EDO Lineales con Valores en 2 Puntos de Frontera
	Capítulo 8. Conclusiones
	Bibliografía



