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CAPITULO



Para hablar del teorema de Dieudonné-Schwartz, es indispensable
pensar en la Tepria de Distribuciones, con la cual no es diffcil .
justificar el por qué de las hipbtesis de dicho teorema, indepen
dientemente por supueste, de la importancia que tal teocria tiene
por si misma, Por tal motivo, dedicaremos este breve capitulo a
la construccidn del espacio de distribuciones en un subconjunto
apierto de EP .
sean {2 C =" abierto y K C @ compacto, definimos:

D (@) = {£: R~ &, £€ ¢ sopf C &},
asi, si £ € DK(G), f se anula fuera de K.

para cada m € M, sea:

] .
PK'm(fJ = sup {0 £(x)]}

xEK
=m

Isi s s s

donde S = (5;"~--5n’ |51 = S %-..46 vy D =3 ...3 "=
a!sl o
=_—-—§-—-—~———--S— ’ (b £f = £).
axl t..dx 'n
_ n
cada PK m &5 una seminorma. Damos a Dx(ﬂ) la topologia indn
#

cida por esta familia, es deciz, la topolegia que tiene como sis
tema fundamental de vecindades del cero a los conjuntos
E = € H &
v ‘m {£ DK(R} PK,m(f) €} econ la cual DK(QI es un es
r
pacio metrizable y completo.
ahora bien, si K C ¥' €, ¥* compacto, entonces la inclusidn
i: D{f) > D (R} es continua pues si £ € p (D)
Px',mif) = Pk'm(f!.

Tomemos la sucesidn de conjuntos compactos definida como sigue:



K, = {z €a; dtx, 0%y L, amom <ir i1
con esto, eualquier subconjunto compacto de ©# estd contenido
en algﬁn Ki.
Entonces se puede construir

D(R) = lim, ing DK{Q), el limite inductivo de los DK(Q}-

Es decir, nos fijamos en la sucesidn de conjuntos compactos or-—

denados par inclusidn, tomamos U ﬁx(ﬂl ¥y le damosz la topole
: {1

gfa mds fina gque haga continuas a las inclusiones.

it DKCQ) he UDK(Q).
befinimos ¢l espacio de distribuciones en £ como el dual
D'(RY de D{(Q).
Ahora bien, para obtener informacidn acerca de D'(Q) v en par-
ticular para podér definir en D*'(R) la teopologia de convergen-
cia uniforme en acota#os, es importante conocer a los acotados
de D(R). Un resultade sumamente importante en este gentido es
el siguiente.- Un conjunto en D{Q) es acotado si y sdle si
estd contenido en algin DK(Q) ¥y es acotado ahi.'
Este es, como veremos més adelante, en el caso;gé los conjuntos
{ox(ﬂ)}, el Teorema de Dieudonné&-Schwartz. Hay, en el caso de
los espacios DK(R) dos ohservaciones gue debemas to;ax en
cuenta:
1*) s8i K C ' €0, la topologia de DK(B] coincide con la
inducida per DK,(Q).

2°) DK(Q) es completo en DK.(Q). el cual es Hausdorff, enton



ces D (fI) es cerrado en DK,{Q}.' Las observaciones anteriores
K
fueron utilizadas poxr Dieudonné& y Schwartz para obtener el teo-

rema gque lleva sus nombres:

Consideremos una sucesidn {(En . T 1} de espacios local-

n''n €W

mente convexos tales gue En c En ; de manera que las inclu-

+1
siones sean continuas.

Sea E = lim ind E el limite inductivo de los E_. El Teorema
nEIN 13 n

de Dieundonné-Schwartz afirma qué gi:
1) Cada En es carrado en En+1 v

2y T =1
+
ptilem
n

entonces todc conjunto B acotado en E estd contenido y es
acotado en algiin B -

obsérvese gue este teorema parece estar hecho para el espacio de
~distribuciones, las condiciones 1) y 2) efectivamente se cumplen
en ese caso. MAs alin, ninguna de las condiciones 1) y 2) es su-
ficiente para que el teoréna se éumpla. Una prueba de la afirma -
cidén anterior la dan los ejemplos 5.5y 5.7, en_el primerc se
satisface_l), en el segunde 2} y por supuesto en ningfin caso se

cumple la conclusidn del tecorema.
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Sea E1 c E2 c...c B C... nuna sucesidn de espacios localmente
convexos, Hausdorff tales que la funcidn identidad
id: 8 > E es continua para todo n € I Vs
n n+;
E = lim ind E_.
n n
Dames a E la topelogia inductiva, es decir, la topologia mas

fina gue hace contiruvas a las inclusiones: id: En + E.

El problema gue se quiere resolver es el siguiente:
-ABajo qué condiciones un conjunto B € E acotado esti contenidoe
¥ &5 acotado en algin En?
J. Dieudonné y L. Schuartz prueben en [5] gue =i (En.tn) es lo-
c¢almente convexo entonces las condiciones:

i) En es cerrado en En+1 para tode n € W

ii) La tepologia de cada En es igual a la topologia indu-

cida en En por En para tode n € IN son suficientes.

+3
Claramente se desea encontrar condiciones necesarias y suficien-

tes, condiciones mas débiles gue sigan giendo suficientes, o bien
ccndiciones de las cuales se obtenga cuando menos que todo conjug
tc acotado en E esti contenido en En para algin n € ™M, afin

sin garantizar gue sea acotado en &1l.

Daremos a continuacidn hna lista con la notacidn que utilizaremos
er lo sucesivo. Asimismo mencionamos resultados a partir de los
cuales se¢ desarrella todo el trabajo, estos pueden sexr encontra-
dos en su forma original en [9] y flol; un trabaje gue desarrolla

{o} v Dol es hsi.



H-1)

H=-2)

H-3)
H=-4)

®~5)

H-7)

“{H-8)

H -9}

DS

TDE ¢

"

.

E es cerradc en E
n., n+;

La topelogia de cada E.
da en En ror En+1'
En es cerrado en E pa
Todo conjunto convexo y
En+1'

Para cada conjunte B a

contenido v es acotado e

- denota la cerradura de

1

Para cada c¢onjunto B ac
centenido en En+p para
Para tode n € I, En E
Para cada hiperplano cer
Todo conjunte acetadeo, c
do en En+1

Todo conjunto acotado en

algfin n € m.

Todo conjunto acotade en

en algfin E .

n

E, es nermade para todo

E a8 metrizable.

E  es normado y semiref

TESES CON

* [FALLA DE ORIGEN

para tode n € W,

es.igual a la topologia induci-

ra tode n & m.

cerrado en En es cerrado en

=E

cotado ¥ convexo en En'B esti

- =B
n Eip, Para algin p € W (8
B en E).

otado y convexo en E . B esta
algin p € m.

C i [ .
En+p para algin p ™

rado F en En, (En\F) nF l=g

onvexo ¥ cerrado en E es cerra
E esti contenido en En para

E estd contenido y es acotado

lexivo para todo n € W.

Teorema 2.1. H=-1 y§ HE-2 implican H-3.,

Teorema 2.2, H-3 implica DS,
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Teorema 2.3, H-4 implica.-rps.
Teorema 2.4, H-4 implica H-3.
Teorema 2.5, 8Si E e¢s normado para tede n € I, entonces

n

a) H=-53 si y sB5lo si TDS.

b) H=6 si ¥y sblo si DS,

Proposicidn 2.6, H~1 y H-2 implican H-4.

Demostracidn,
wEna = n+
sea B C En convexo y cerrado entonces B e g 1 < g por
B .
H=1. Sea x € B ™!, entonces para todo V¥ E)fx, Evy Vv Negs#d-
Sea o E/.rx, E, entonces existe v € ylx, E_ . tal que

vn3n=u y VvnNpgp, coma BCEn

¢#vn3=vﬂnﬂsn=aﬂu
es decir B O U # ¢, de donde x € BB, Entonces x € B

es decir B es cerrado en E .
n+z

Teorema 2.7. H-3. implica H-7 implica DS.
pemostracidn,
Probemos que H-7 implica DS.
Sea B acotado en E y supongamos B ¥ E_ para cualguier n € =,
en particular. B ¥ El'
Sea b1 € B\El' observemos primero gue bl # 0 pues si bi =0
entonces b € E.. Ademds existe V E;Lf tal que b R v,
. 1 i 6,E H
Blegimos G %Lj simétrica (@ = -6) tal gque G + 6 T v,
1 9,E 1 1 1 1
Como bI F V entonces b1 & G+ G . Sean Vv =6 m B ¥

1

- . -5
Vf = W . por E~7 existe n € W tal gue El c E -
1
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sea h_ € B\E W CE yaawe ¥ % g8 =g ne € g2 C =
2 1 1 n 1 1 1 1 n

- —F ¥, -
ademds W =V =G g " C¢ + G ,oomo p B g + G entonces

1 1 1 1 1 i 1 1 1

Ll
W t = E

b1 -4 L ¥ b, & E, e»n onces 21:,2 g n ! por lo tanto:
ly & w ! '
272 '

-1-1)2 ¢ W entonces existe G vecindad de cerc en F

Como bl’ 3
tal gque b 1y, gusre y existe @ E/'J’ tal gue
1f 22 1 s Mo,E
e +6_Co
2 2 .
es degir, W + 6 + 6 ©wW €
1 2 2 i

3
entonces b =b W +6 + G -
' 17 272 # ¥, 2 :

E _.E
gea v =6 NE gy W =V ¥V por E-7 E C g parsa
z |3 n1 2 1 2 ‘hl nz

alglin n_ > 1 -+
2 H

€ B\ . C
Sea b3 BE, entonces Wz En puesto que

4 B z
w =« vV + V = (G E )+ G e )
2 t z ) 1 1 2 n
€ £ 2
cg g, CE CE
1 n n n

waw+¢;4+G.

- 1 2. 2

Cemo b s ly ¢w +6_+86 antonces P o s & w . Asi
T 272 1 2 2 17 22 2

n € B\E entonces ly &% por lo tante b & w. De esta
3 n . 1 n 3 2

3
z _ . 2

3

manera constraimos sucesiones (%} y ip ¥ tales que

I3

v

o e 1 i =i € -
“’k'ﬂwk /j-o,!- ¥ kbk g w si k m, lo cual es una conEra

diceldn ya gue como B es acotado ¥ {hk} T 8., {%} + § entonces

1
Ebk + 0.




Teorema 2.8. 8i E es metrizable entonces pg implica H~7.

Demostracidn,
Sea {Gp}pEm una base de vecindades del cero en E tal que
C .
P Gp

Supongames gue Ef noe estd contenido en Ez+p ‘para tedo p € I,
=B
Para cada € m sea & B\ g A >0 al g
P ’ n xP . 14+p vy . t gue
A x Eg ..
P P P

Esto ﬁltimo es posible ya gque Gp buede elegirse absorbente para

tode p € m .

A x =+ 0
P F

cuando p + ®, entonces B= @ {AP LI € W} es acotado en E.

Como la sucesidn {GP} es decreciente, se sigue gue

Por DS se tiene gque B C B, Para alguna n € W io cual es una

& X E -
contradicecidn va que An n & at,

Lema 2.3. Sean X,Y dos espaclos vectoriales localmente convexos,
Hausdoxff, x Cvy, id: ¥ + ¥ continua ¥ X szsemireflexivo.
Entonces todo conjunto convexo, cerrado y acotade en X es ce-

-~

rrado en Y. .

pemcstracidn,

Sea F un subconjunto convexo, cerrado Y acotado-de X, enton-

ces F e¢s debilmente compacto en X ([20} cap.1v, 5.5 Pag.igd),

ahora, como la identidad de X en ¥ es continua, F es debilmen-
te compacto en ¥, 'y puesto gue la topologia d&bil en Y es

Hausdorff, se sigue gue F es debilmente cerrado en ¥, como

TESE CON_
FALLA DE ORIGEN




F es convexo F es cerrade en Y.

Teorema 2,10,  §i todos los E, son espacios normados semireflie
xivos entonces se cumple 1TDS.

gspostfacién.

Puesto que leos En son normados semireflexivos, se sigue gque
son espacios de Banach ([2¢l, Cap IV, 5.6 corolario 2 Pag, 145) ¥
como los espacios En son normados las condiciones TDS y H-5
son equivalentes, teorema 2.5, asi gue, bastard con probar due
H-5 s5a cumple.

Sea B acotadoly convexc en En. Supongamos sin pérdida de ge-
neralidad B cerradc en En' probaremos gque B es cerradoc en

E c¢on lo cual EE =85 C En ¥ habremecs terminado.

Sea b € B. Existe Uo %}5;,En ¢onvexa, cerrada y acotada tal
que b & B+U_.

Como B y Uo son cerrados, convexos y acotados y En es semixe—
flexivo, se tiene que B y u,. son debilmente compactos por lo

tanto B+U° es tambidn convexo y debilmente compacto, entonces

B+U° es debilmente cerradoe asi gue B+U° es cerrado en En'

Por el lema 2.9 BHJD es cerrado en En+1 entonces existe

€ . +
Ul /Ar;'En+1 cerrada, convexa y acotada tal que b & :Brl-l:lo Ulr

i : z u, €
inductivamente construimos {Uk} k# 0 tal que o, }j;'Ek+n
cerrada, convexa y acotada y b & B+U _+...4U, para todo k € N

entonces {= wo+...Uk) %}J;,E ‘tal que b & BHU

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




10

Por lo tanto E ez cerrado en E.

Resumiendo obtenemos €l siguiente diagrama

H

§

H-1 y H=2 = H-4 = 7TD3

§ § §

H=-3 = DS

H?? //L/’/M

zq]

=
o
1
o

TESE CON
FALLA DE ORIGEN
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pedicaremos esta seceibn a relacicnar nuestre prohlema con el
cencepto de dualidad, dicha relacidn fué usada por vez primera
en 1980, no logrando resolver el problema, perc si déndole un en
foque distinto y mejorando las condiciones, pues si bien en la
cadena de los espacios B c g,C...CE_...CE , se tiene po
ca informacidn, llamando Fn ¥ F a las duales de En ¥y E res-

pectivamente, se obtiene:

donde los elementos son funciones lineales continuas y gracias a
las topoclogias admisibles para les duales se tienen pfOPiedades
interesantes, por ejemplo F con la topologia d&bil coincide
con el limite proyecﬁivo de leos espacics Fn $i a cada uno de
ellios se le da la topologia debil ( [20] cap.IV Teo. 4.5 pag.
140} ; adem#s el paso de En a Fn (E a F) v reciprocamente,

siempre pusde lograrse utilizande la nocidn de polaridad.

Teorema 3.1. H-8 se satisface si y sélo si cada funcidn lineal

continua en En tiene una extensidn lineal continua a En+1 -

Demostr acidn,
Supongamos que toda funcidn lineal continua tiene una extensidn.
Sea F un hiperplano cerrado en En' entonces exigte f & En‘

tal que:

F= {x; £(x) = ol o] cezp.T 4.1 rag,24).
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Por hip&tesis existe £* € E;+ tal gue
1t 1

8% x € F entonces x

€

E
n

P C {x; £*(x) = a} vy como

{x: £* (2}

£* | E_ = f.
n

£* ea continua, entonces:

0} es cerrado en E .
n+1

E
por lo tanta F °TI C {g, E*{x) = o).

E
Sapongamos ahora que (En\F) nE ot # $. Sea x € En\F'

x €F !
e
Por otra parte x € F

entonces  £*(x) = f(x)

Por lo tanto:

, tomo x € En\r

E
= n+;

entonces f(x) # .

de donde f£*(x) &, pero x

¢ lo cual es una contradicceidn.

E
€ \r) OF ML _ g

Supongamos ahora gque si F es un hiperplano cerrado en
E

tonces (En\F) nF_ ot b.

Sea £: En + I® lineal continua, entonces F = {x: f(x)

es un hiperplano cerrade, por hipdtesis (En\F) nF

Probaremos primero gque:

E
— N1

existe x EF "'l tal que x € E .
Q . [+ ] n

Supongamos que si x B B

=%+
B CF ',

E
n

E
T+

pere F C En , entences:

\p CF UTWFE,

Por consiguiente gi x € En\F entonces:

¥ f*{x}) = £{(%} = & Por tanto:

€EE

entonces x & E - Se sigue gue
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B
—_— + -
x € (En\F) NP % = ¢, 10 cual es una contradiccida.

E
Sea entonces x $ F ntl tal gue x_ € E ., existe g: E -+ IR
o o n n+,

lineal continua tal gue:

E
g{xo) #0 y gi{x) = 0 para todo x eF 1l ([7] cap.3
Prop. 2 Pag, 180).

Entonces:
C [=3 H = 3 = .
F {x En+1, g {x) o} ., es decir giF £

E
Coma =x €T "1 antonces % ¢ F, por tanto f[xol # 0. Sea

flx )
Q
= ——— e \ Y - :
o g(xol y tomemes X E_ F, % puede escribirse como
x = h + }kxo r€r, dER ({21] cap.3, 3.5 B Pag. 138)
£lx) = f(h+hx°) = £{h) + hf(xo)
A
= f(xo)
= A
ag(xol
= Rug(xoi + og{h)
= ag (h+A
g (ht xo)
= ag{x)
Como ¢ €5 continua en Ey,r 9 tambidn lo e& pero mglE = £,
n
por tantoe f es continua en En con la topologia de En+ ¥ por
1
consiguiente existe una extensidn continuna de £ a En+;'

Obs&rvese gque el resultade anterior introduce la necidn de dnali
dad en el problema, ahora bien, algunos de los resulitados que a
continuacién presentamos fueron originalmente probados usande

H-8, &in embargo en el caso de gue las demostraciones resulten
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m&s sencillas, las presentaremos haciendé usc del Teoxema L.1.
Teorema 1.2, H-L y H-8 si v solo si H-3 y H-8.
bemostracidn,

Supongames gune H=-3 y H~8 se cumplen,

Probaremcs que H-3 implica H-1.

8i En es cerrado en E, entonces E\En es abierto en E,;
de ahi que (E\En) n En+1 es abierto en E : peroc

bt
E\E nE = E \E entonc es r B .
( n} n+1 n+q En’ onces B cerrado en n+1
Supongamos ahora gue H=1 y H-8 se satisfacen.
Para mostrar gque H-3 se cumple, supongamos gue E no ez Cg
1 £

rrado en E.

—E PR :
Sea x S5 Ea \Ex' Sin pérdida Ge generaligad supongamos gue
x € E .
o s
Cotto E es cerrado en E2, existe f2 £ g tal que
1 2

f (x) =1y £ (x) =0 si x€E . pror H-B8, £ tiene
2 o 2 1 2

una extensidn f3 € E;. f3 tiehe una extengidn f“ = EL etc.
Sea V = U {fk- (-1,1) X = 2,... }, claramente x, & v v
E Cv.
! 1
ademds V es abierto en E, pues Vv NE = f T o(-1,1) es

n n

bierto en En:

Lk
En efecto, si x € £, {-1,1) entonces: x € E. ¥ fn(x) € (-1,1),
por lo tante x € v 0N E, . reciprocamente si x € v NE , como

x Ev existe k € W tal que:
. 1

x € f (-1,1}.

k

"~ TESES CON
FALLA DR ORiGEN
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8 k<p x € f;‘(—l,u ¥a gque;
£o04=1,1) C £ 11,1y,
k ¥ n r

i < € £ 1¢- g .
Si n kK = fk (-1,1) v x En
For tante f (x) = £ (x) € (-1,1) es deciz, x € £,7(-2,1), en-
tonces V @5 dbierto en E, de donde V¥V es vecindad de E ¥
]
no contiene a xo, lo cual cotradice que xo < ElE.

Teorema 3.3, P8 y H-8 implican Tps.

Demostracidn,

Sea B U E acotade y supongamos gque B & El.

Supongamos ademfs que B no es acotado en En, entonces B no
es débilmente acotado en E ~para tode n € N, esto Gltimo es
la afirmacidn del teorema de Banach~Mackey. {[14) cap 4. sece. 20
{(7) pag,254).

Sea f1 1= El de tal modo gque £; no sea acotada en B. Esta
puede ¢legirs=e pues:

Supongamas que para teda £ € E; £ es'acotada en B, entonces
£(B) es acotadec en R, es decir: .

Existe & > 0 tal gue: £(B)Calx|lxi <1}, eg decivr (f£(B)| <q.
Sea v ?}J;,El con la topoleogia débil.
ve{x &g {If x}{<€1 is1,...,n, £. €5},
1 i i 1

Para ¢ada i=1,...,n existe G, > 0 tal gue: [fi(B)! € @i

" TESS CON
FALLA DE ORIGEN
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|, t8)| €@ di=l,....n si @ = maxfe;, i=1,...,n}
[éfi(BH%l i=l,...,n

[fi(éa) | €31 i=1,...,n.

Entonces éB C v, es decir Vv absorbe a B lo cual es una con-
tradiccidn ya que B no es d&bkilmente acotado.
asi, existe £, € E; tal gue £; no es acotads en B, escojamos

< : ; > € m.
{bk} B tal gue fltbk) N N
Sea fk € Ei para k = 2, 3,..., tal qgue fk+1 es extensidn de
fk lo ¢ual se puede hacer por el teorema 3.1 entonces

U {f;l(mw,l); k=1,2,...,} E/J;,E, pues:

k§1{fk t-=,133 N En By (=) E}j;'En

¥ por la manera en gue sSe han escogido las bk'
B {£7'(~«,1)} no absorbe a B.
k=1 "k

Por tante B no es acotado en K. Lo cual es una contradiccidn.

Corolaric 3.4. H-3 y H-B implican TpS.
Demostraeidn .,

H-3 y H-8 implican DS y H-8 implican TDS.

Coreolario 3.5. H-7 y H-8 implican Tpg.
Demostracidn,

H-7 y H-8 implican D5 y H-8 implican TDS.

Observacibn. H-3 y H-8 implican H~7 y H-8.

T TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Teorema 3.6, H-6 y H-B implican H-5.
Demostracibn.

Sea B acotado en El.
Definimos B, =B . Por H-6 1 < EP para alguna p.
Supeongamos que Bo no es acotade en EP, por lo tanto:
‘existe fp = Eé ¥ {bk} c B_ tal que fp(bk) > k.

Sea f_+1 wuna extensidn continua de f a BE
B P P+1

fp+2 una extensidn continua de fp+l a EP ete. entonces
+2

U{f;l(—m,l), k=p, ptl,...} G;.E,E.

AdemiZe por construccidn U{f;l(—w,L}: k=p, p+l,... } no abscrbe

a B, es decir Bo no es acotado en E, pere B es acotado

en E1' entonces B es5 acotado en E de donde BE

B es aco
o o

tade en E, 1o cual es una contradiccidn.

Teorema 3.7. H-1 y H-8 81 y s8lo si H-4.
_Demostracidn,
Suponhgameos gque H-1 y H-8 se satisfacen.

= E .

E E
S n+ C'ﬁ— n+1
n n

Eea B convexo y cerrade en En, per H-1 B

Supongamos que x ¥ B ¥y gque x € En' entonces existe fn € Eé

1 .
tal gue fn(x) =3 v fn(y] =0 si v € B. Por H-8 existe

E [] oJ‘
fn+1 En+1 extension de fn tal que
-1
£ (0,1} E},r
n+1i X, En+1
-1 A -
V' fn+1 {(o,1) B _¢.

E
- . . - 4 "
por tante x % B "Y', eg decir B 2o o,
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Supongamoes ahora que H-4 se cumple. Como En es cerrado y
convexo en En' entonces En es cerrado en En+ ;, es degir
1

H-1 se cumple.
Sea F un hiperplano cerrado en En' por ser convexoe F  es ce-

E
rrade en E . entences (EVF) NT %! = (g \r) NF = ¢,
n+g n n .

Lema 3.8, Sean (Enfn) espacios métricos localmente convexos.
i E : : .
81 ( n’;n) ¥ n+1{E. tienen los mismos conjuntos acotados,
n
entonces
B = {E ‘
(B, ) = ( n'$n+1[E )
n

Demostracibn.

(En.fn) es métrico, por consiguiente bornoldgico

(ko] Cap.II 8.1 Pag,61). Del mismo modo (En.f

n+1[E ) es bornoe-
n
légico.
U %*f '
Sea o'En';n convexa ¥ balanceada.
Sea A acotado en (£ ,{), como (£ ,&) y § tienen los
n’’a n’n :n+1|E :
n
mismos acotades, A es acotado en £
4] |E
n
U absorbe a A ¥ A es cualguier acotado en (Enffn), por lo
Ue . Saica.
tanto °'§n+1{3 ya gue En.§n+1IE es bornologico
n
El argumento para probar que si U E/Lf Ky entonces U E/lf,f'
o n+1|E o 'n

n
ez el mismo.

Teorema 3.2, Si (En.fn) es métricd logalmente convexoc para tode
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n € N entonces H-4 si y s$8lo si H-1 y H-2.

Demostracidn.

El Teorema 2.7 afirma gque H-4 si y s8lo si H-~1 y H-B, recorde-
mos ademis el teorema 2e Banach-Mackey gque hemos mencionado antes
¥y gque afirma entre otras cosas:

A es acotado en (E,T) es egquivalente a si £ €E ent £ es

acotada en A). Ahora bien, puesto gue

(g, .8 0" = (En'5n+1|E 3!

n

entonces (En,fn) y (& ., } tienen los mismos conjuntos

n n+]IE
n

acotades, por el lema 3.8 se tiene que:

(2 .5 ) = (En;§n+_1|E Y,

n
_es decir, se cumple también H-2.

La proposicidn 2.6 afirma el reciproco.

Obsé&rvese que con el teorema 3.9, el teorema 2.3 es eguivalente al
teorema de Dieudonnd-Schwartz en el caso en que los espacios son

métricos.

Presentamos a continuacian un resultade probade con la técnica

usada en el teorema 2.5 a).

Teoxema 3.10. Supdngase que para toda n € N existe Un E}j;,sn
convexa y p € N tal gue bLE c En+p es acotado, entonces TDS
s¢ cumple.

Demostracidn,
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Sea B acotado en E y supongamos gque no lo es en En para
cualquier n € W.
Existe bl € B\VU, , pues si b € B implica b € U,, entonces

]

- —E
B C U , de donde 8% ¢ U~ © = y B acotado. Como

1tp

B C EE, B seria acotado en % .
1+p

Sea pues II;:\1 € B\ U; :  bF0 Eya que 0 €UV, , {0} es cerrado y
convexe en El. {518 ¢ G1 c En para alguna n y es acotade
ahf. Pero com¢ la cerradura de un subespacioc os Bubespagio enton
ces {5}g= {¢}, pues de otro modo no podria ser acotado en E_ .

entonces como {0} es cerrado en E:

3 V1 E}jo £ tal que By & Vv, » V¥V, cerrada. {Los espacics vec-
toriales topolbgicos sor regulares).

E
Sean p E MW tal que B € B y W o= vlhupl.

By
Wl E/J; Ep convexa, W1 C"'}'1 ya que V1 es cerrada. Ahora bien:

"5 E __E
wl = vl ﬁUpl ;Upl < EPZ'
W1 es acotado en E_ , escojamos pz > Pl .
2
B no es acotade en E_, entonces existe bz € B\ 2W1 , de lo con
2

trario, come en el caso anterior B resultaria acotado en algiin En-
Supongamos gque bz € Ep va que de no ser asi tendriames bz € E

con n > p,r como W: es acotade en EP , tambi&n lo es en E

n
2 .

y seguirfamos el procedimiento con En en lugar de EP -
2

c b, 2 Ew W a E iste V E/J
omo =2 : es cerrado en existe
1”2 ¥R ' 2 W,E



b,
cerrada tal que V2 20U v b, -23- & Vz. Comoc 0 €W ¥

1 1
v E}j.,E . entonces:
2 o

b
4 C W +V 4V b
1 1TV, Y 1T
—F
Sea W =v Nip entonces
2 z b2 B
w Cv b ,= €% +0 ues:
P s ¥ BT £ AP
E B E

Wi Cw+v Cva+vV
1 2 I 2 2 2

De é&ste modo, podemos definir inductivamente {bk}

< <
{Pk}kenl ™ tales que P < Pry,

es una vecindad del cero en E tal gue:

ks E (W + W I )E s
5 g 1 2z k

E

= 2V
2

2v C w42V
2 E | 2

c
xew B ¥

donde V¥

{vk }k‘Em x

1,2,....k EkKE€m® ¥

E ps ]
8 B
ea v = W+ W +.o.+ W .
s kﬂl( H -3 k)
. - ) 1
Comc B es acotado entonces % B C v para alguna X € m, por
lo tanto:
bk . E
— EW ...+ W para alguna s € N,
k 1 5
Pero
xk E
i EW 4...+% ws i 8 ® k por lo tante s < k, entonces
1
E B b

(W 4.+ W) C (W +.. . +W,) ei
3 J 1 i
lo cual es una contradiceidn ya gque V

En efecto:

3 = i, de donde 15 E V.,

ez vecindad del cerc en E.

TGS CON
FALLA DE ORIGEN|
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gea n € MW entonces existe 8 tal que n < ps, entonces

E TE . De donde:
n — ps

g Ny =g 0OE Ny Dg Ny
n n s b s

¥y como la inclusidn i: E g es continua, E_ N W es vec.
n pe n %
del cexo en En' por consiguiente B es acotado en alghin En'

es decir TIPS se cumple.

Hasta aqui hemos probado gque se cumplen las siguientes propiesdades

#-1 y H-2 * B-4 +>H-] y H-8 = H-3 y H~8 = H-7 y E~83 = ED5 = u-.5

En 1982 Qiu Jing Huei [I6] sugiere se relaje TDé, considerande
otra condicidn, para la cual, como veremos a continvacidn, si fué
posible encontrar.condiciones necesarias y suficientes, la condi-
oidn es la siguiente:
Paraltodo B CE acotado, existen n € W y A acotado en E
tales gue B C AT,
Esta condicidn la denotaremos per "QJE" por razones obvias, vy
en lo gue sigue expondremos alguncs de los resultados obtenidos.
Como referencias para esta parte pueden coﬁsultarse 6] 7l y [8l.
A partir de aqui se supone E Hausdorff. Asimismo Fo denotari
el dual de En. con la topolegia san'En, (topqlqgia fuerte), vy
F el limite proyective de los Fn.
Recordemos una propiedad gue usaremos con frecuencia y cuya demos
TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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tracidn aparece en ([ 7] Prop.l.f Pag. 120}

Lema 3.1il., Bean X v ¥ en dualidad, enton¢es R ez acotado en

X =81y s8lo si 8°Y o5 absorbente.

Lema 3.1l2. Para tode conjunto cerrado, acotado y absolutamente
- E
convexe B T E existe n € W™ tal que B N E, = B si vy gdlo
si para todo barril A CF existe n € I tal que A " N F = a,
.Demostraciég_

. oE
Sean A CF barrily B = A . Por tratarse de una polar, B

es convexo, balanceado Yy cerrado, ¥y por el lema 3.11 tambi&n resul

ta acotado, entonces aplicando la hipbtesis se tiene:

Aplicando el teorema de bipolares ({7] Cap.3 sece. 3 Teo.l Pag.

192) se tiene que:

(8 N En)°F = 8°F = a.
ok
pero (Bern}oF - (AOE n En)oF = (A n)oF
- (A°En)°F n g
= #fn np,

-F
Entonces A R NF = A,
Para mostrar el reciproce sea B absclutamente convexo, cerrado
y acotado en E.

[-}3

Sea A =B . A es un barril en F f{aplicando lewa 3.11), en-

tonces A'D A F = A. Por el teorema de bipolares:

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN.
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iFn nFE = (AOEHJOFH np
= (a%Eny©F
- (AOEfWE )OF
n
- {(BDF)OE n g )oF
=E oF
= (8" NE)
n
= (B N E }OF
n
A oF _ _oF
entonces (B En) = A = B y nuevamente usando el teorema de
E ;
bipolares se tiene gque B {1 E = B.

Proposicifn 3.13. F es barrelado si y sdlo si para todo conjun-

to absolutamente convexo, cerrade y acotado en E existe n € IN
B

tal que B N E  es acotado en EY B N B, = B.

Demostracidn,

Sea B T E absolutamente convexoc, cerrado y acotado, entonces:

{f €F; |£(x)| <1, x € B}.

w
i}
w
]

nit €r ; [f(x)| €1, x €8} n €N
n {BOFn; n € m}l.

BDF es un barril en ¥, entonces BOF = B ?}5; F ya gque F es
,
barrelade. Como A E}J; F, existen n €N y H %}J;,Fn tales
I

—F
Aa=PFNH yv H c¢errada, entonces A CF, A CA " de donde
ACr NEn,

Ahora hien, # N H C K, entonces A CH, o sea H es un cerrado

; . : -F
que contiene a A y por consiguiente A " C g, de donde:
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FNARBCpr AR = a.

~F ’
Por lo tanto A =F NA R con A barril en ¥, por el lema
E

3,12, se tiene B N En = B.

Falta solo comprobar gue B N En es acotado en En'

Probaremes que F gs denso en Fn'
Como E -es ﬁausdorff y E vy F estin en dualidad, la dualidad es
estricvta, por tanto, en particular se cuﬁple que:
Si para tede y E ® {X,y) = 0 entonces x = 0.

Supongamos F # Fn' Existe yo S Fn\f. Yo # G. Por el teorema

de Hahn-Banach, existe f € Fn' tal gue:
f(yé) =3} £{y) = ¢ para tedo y € F.

£: Fn + IR es lineal continua y En, Fn estan en dualidad, enton
ces existe x € En tal que para todo y € Fn se tiene gue:
£{y) = {x,y). Pero para todo y € F £f{y} = 0, entonces {(x,y) = 0

para tode y € ¥, entonces x = 0. Pero f(yo) = (x,yo)

= (o,yé) = 0 1lo cual contradice que f(yo) = 1.

Por tante F es denzo éen Fn.

Ademis A = HMNF es denso en H. En efecto:
H es cerradoc en F . entances afn ¢ §'n = H. pere como
FNH=F NA® entonces AR = H, de donde A es denso en H.

Entonces tenemos:

R=F 0PN =30,

Por el teorema de las bipolares:
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EFD - (AOEn]OFn

—F E, . oF

FOHE" = ((FNK)nyn
por tante H = ((F N #)%En)%Fn - (3%Fn,%Fn

ok

OEyp = (F N H)OEn = 3%Bn |

de donde H

Ahora bien:
of R
a=HNF =28 = (B N En) {ya que E 0N E, =3B) como
F C Foov (g N En)OF C.(eg N En)an entonees B NP C (g N En)°Fn

oEn'= B NE

' oEy — of
(E N 7} 2B N En) n) 0

entonces . #°%0 = (¢ N 7)%Fn = 2°Fn D> 5 N E_ .

" Com¢ H G/Lg, F . 1°®n o5 acotado en E . En efecto:

I
sea U E/Lg, E_ con la topologia O(En,Fn). U= A'En. 2 sub-
conjunto finito de Fn, es deg¢ir - A 'es agotade en Fn' entonces

existe A > 0 tal-que:
A Chxm
%h C'm
_entonces t% a)°En o g®En
de donda =°FR C A a°Fn

entonces HOn es débil acotado en By pox consiguiente ‘¢s acota-

do en B , entonces B NE  es acotado en E .

Probaremos ahora el reciproco.

Sea A un baxril en F y B = AOE. Entonces B es absolutamente

convexc y cerrado en g, &sto es s8lo porgue ¢s una polazr, B
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tambign es acotadc por el lema 3.11.

Pero BOF = (AOEJOF = EF = A, como A es un barxil,' BOF es ab

sorbente, por lo tanto B es acotado. Entonces por hipdtesis

. E
existe n € W tal que 3B N En es acotado en E. ¥ E N E. =3,
por el lema se sigue que A nE = a.

Ahora bien, B N E = 2% n E = AoEn, por lo tanto

3 OEn) OFy

oFp,

[#:Y (8 N zn)

Como B M E es acotado en E , (B ' E PFn ?/J-,F para la to-—
n n n o n

. . .
pologia ﬁ(Fn,En). entonces

EFn Ea&r, F .
© n
=F

Entonces A = a3 D N F %}f;, F, de donde T es barrelado.

Teorema 3.14, QJH 53 y sdlo si F es barrelado.
Demostraci®n,
Por la proposici&n 3.13, como F es barrelado, entonces para to-

do B absolutamente convexo, acotado y ¢errado &n §B existe
E

nEW tal gue B N E  es acotado en E vy B n E = B.

5ea B acvotade en E, definimos:

____"_____E
BE' = cobal B
B! es absclutamente convexo, acotado vy cerrado en E, por lo
tanto existe n € W tal que
__ ____E
B* N E es acotado en E y B' NEg = B.
n n n

Sea D =3B' Mg , D acotado en E . Demostraremos gue B Cbo.
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pero E N E, CB'N E . de donde:

E

-
i

B=BNE-CE HE? =5".
In n

Entonces QJFHE se satisface. Lo anterior prueba gue la condicibn
¢s necesaria. Probemos ahora la suficiencia:
Sea A un barril en F. BSea B = A .

B

Por el lema 3.1l, & es acotado en E y por hipbtesis existe

n€m y DCE  acotado tal que zf o s,

Come D es acotade, DOFn es vecindad del cero en Fn‘ ademis
BOF - (AoE}oF - -F - a,

y comg B C EE, entonces B = B = (8°F)°F,

EE = (DOF}OE, entonees A = BOF ¥ {EOFJOE c (DOF)OE ; © Sea

DoF c BOF.

asi a=3°F > p° - p%Fnnp.

D°Fn MF es vec. del cere en F por lo tanto A es vec. del

ceroc en F, es decir F es barrelado.

Obsérvese en particular que la propiedad vale en el caso de que
todos los En son Banrach, semirreflexivos, de hecho er este caso

se sabe gque TDS vwvale.

Teorema 3.15. Sean T(F) v f(F,E} las topologias provectiva vy
fuerte de F respectivamente. Entonces:
T(F) = B(F,E) si y sBlo si F es barrelado.

Demostracidn,
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Sea A un parril en F y B = AOE, entonces A = (AD JOF = BOF.

B es5 acotado ya gus B = {BD:)GE ¥ BOF es absorbente (Vea.

[s] Prop. 1.f pag.l90). Entonces A ﬁjj;, B(F,E} y de la hip&-

A %ﬁf, T {F)
Q
oE

Raciprocamente. Sea A& un barril en F, B = A es écotado

tesis se sigue gue

en B, entonces B es absvlutsamente convexo, cerrado v acotado
en E, como F es barrelado existe n € N tal gue B N E_ es

acctado en E ¥y

(B N En)°F =% - »

(g N En}OF“ NF = 2a

come B N En &5 acotadc en En entonces (B N EnJOFn es un ba-

rril-en F _, de donde {p N EnJOFn M F es un barril en F, es

4
decir A es un barril en F.

Como F es barrelado entonces A es veecindad del cero en F,

T{F). Ahora, si A e&s un barril epn F y B = AOE,- entonces

A = {aOE)OF - BOF-

B = AOE es acotadeo en E, entonces A = BOF, B acoctado en E,

R
de donde A ,}j;,ﬁtF,E).

Tecrema 3.16. QFH y H~B dimplican Tpg .

Demostracidn. »
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Sea “B C E acotado, existe D acotado en algln En tal gque
B C B,

como B C (p°F)°F = 5E, entonces BT O p°F.

Ahora bien p°Fn C p°F pues:

si £ € p°fn cntonces £ € F, ¥ iftx)| €1 &i x € p, apli-

cande H-8 inductivamente cbtenemos gue exlisten:

€ t 18 = i =3
g, Fn+1 extensidn de £ |g1(x)l I si =z )
g, € i% i €
gy F,; ©o¥tensidn de 9., |gi(x)k <1 si =x D

entonces existe g € F tal que:
giEn = £ |gix)] €1 si =x €,

es decir £ & p°F

o - - .
entonces D Fac o°F < BOF, de agul se s2igue gue si £ € D

oFy
entohces £ € ¥y jeix)| €1 para tode = EB YD, o sea
oFp oF . -

D C (e YD) R, pero dado gue la otra contencidn se cumple
siempre se sigque gue:

BCBUDC ((B U D)OFD)OEn - (DOFn)OEn = BEn C En

entonces B C gy come B C B0 con D acotado en E  se sigue

gque B €5 2cotado en En'

THSIS CON
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En 2sta seccidn introducimos la nocidn de espacios rapidamente
completos y palmeados, para mostrar posterjormente gue c¢on hipd-
tesis de este tipo se obtienen condiciones eguivalentes a D§ vy

DS .

A lo largo de todo el capitule E, C B, C...CE GC,.. serd

1 n

una sucesién de espacios localmente convexos, Hausderff tales
gque la identidagd id: En d En+ es continua ¥y E = lim ind En
1
es localmente convexo y Hausdorff.
Definicidn 4.1. Sea ¥ un espacio localmente convexo. Un digco
es un conjunto absolutamente convexce {(convexo y balanceado) de

X, Si A es un disco, denotamos per X al espacic vectorial

29
generado por A con la topologia generada por {Xa; X > 0}, es
. degir, los conjuntos {AZ;A > 0} forman una base de vecindades
de XA' El disco A es un disco de Banach si XA es un espacio

de Banach,

pefinicidn 4.2. Un espacio localmente convexo X es rapidamen-—

te completeo §i todo acotado en X estd contenido en unh disco de
Banach acotado. Siguiende la notacidn del20] usaremos "semicom-
pleto” en vez de "secuencialmente completo".

Para abreviar denotaremos las propiedades mids usuales de la si-
guiente manera:

: Para todo acotade B en E , existe m € N tal gue Eﬁ

B
2 n
e3 acotado en Em.
PI: Para todo n € W y B disco de Banach acotado en E, existe
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B
m € W tal gue B M E CE .
n m
F : Para todo n € M y B disco de Banach acotadoc en E, existe

m € I tal gqgue B N EnB es acotado en E_-

Observacicones 4.3.

al 2 es absorbente en X,

b)Y La topclegia generada por leos conjuntes {AR; X > 0} coinci-

de con la dada por la funcional subaditiva de Minkowski PA,

es decir la generada por los conjuntos {x; PA(x) < g}
c) XA eg Seminormado.

d} &1 A es acotado, XA ez normado.

Proposicidn 4.4, QOB y Po si y s8lo si TDS.

pemostrasidn.
Sesa A acotado en E, por QJH existe n € W y B acotado

=E : : :
en En tal gue A C B, aplicando Po se sigue que existe

m € M tal gue 3" es acotado en E_ . entonces & c EE es aco-
‘tado en E , entonces A C EE es acotado en E_ Yy por comsi-
guiente TDS se satisface.

Supongamos ahora gue TDS8 se cumple, cbviamente TDS5 implica
QJFH, salo resta probar gque F o se Eatisface, para ello sea B
acotado en En' antonces B e3 acotado en E 'y Eﬁ resgulta
acetads en B, por TDS B¥ o5 acotade en algiin E lo cual

completa la demostracidn.

Lema 4.5. 5i los espacios En son gemireflexives entonces F o

se satisface,
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Demostracidn.

sea B T En ; B acotado aksclutamente conveXoc y cerrado, entonces
por ser E  semireflexive B es débilmente compactio en En.l({7}
cap. 3 Secc. 8 prop. 1.1 pag,227).

Probaremos gue la funcidn id: En -+E0 (donde Bn ¥y E tienen
Z

las topologias d&biles correspondientes) es continua. En efecto:

Sea V vecindad bésica del cero en E

v = {x € E;|{x, yi)E <1} Y oreee ¥y € g

. 1

id (V) = v ANE = {x € [x, vy | €1} y,...y €8

come E' T g
n

-1
Y = e ‘< - E 1 . - _
ia (v} {x En.I ®, yi)} <1} L ¥ T v vecindad ba
sica del cero en En con la topologia débii. Entonces B es
débilmente compacto en E, de donde B es dékilmente cerradeo

en E, ¥ por ser convexo tambidn ez cerrado en E ([7]} Cap. 3

.Sece. 4 prop. 3 pag.l1%8), entonces Eﬁ = B es8 acotado en En

para cada n € N denotemos por %1' al dual de E, ¢on la to-
b
pologia de la convergencia uniforme sobre los acotados.

hhora bien, el teorema 3.14 afirma que {OIH se cumple si y sdlo
si lim proy E,' es barrelado, entonces podemos establecer el
; b -

siguiente:

Peorema 4.6.

‘a) 1lim prey E_' barrelado y P o siy sdlo si TDS.
b} Si lim proy Eh' &g barrelado y cada En es semireflexivo

. h
entonces TDS se satisface.
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Demostracida.

a) Usando el teorema 3.14 vy la proposicidn 4.4 se tiene:

lim proy En; barrelado vy P o si v s8lo si QJH y P o i y stlo
si TLS.

b) Utilizandg el teorema 3.14 el lema 4.5 y la proposicidn 4.4

se cbtiene la afirmacidn.

Corolaric 4.7. S8i cada En' es un espacio de Fréchet entonces
Lofo-2t-0 =es b

TS si y s8lo si P o.
Lema 4.8. Teodo espacio localmente convexo semicompleto X es &~

pidamente completo.

Demostracidn,

gea B8 € % acotado, entonces la envolvente convexa balanceada v
cerrada de A es tambifn acotado. Sea B = cobal A. Probaremos
id: X_ + X es continua. | .
Sea U abiexto en X, idNI{U) =g n X

Como B es acotado en X, existe A >0 tal gue AB & U, en-

-1
tonces. AB C U N ¥, ¥ id (U) es abierto em X_.

Puesto gque B es absolutamente convexo y B D &, sdlo falta pro
bar que xB e€s completo.

Sea {xn) sucesidn de Cauchy en XB , como X es semicompleto
(xn} converge eh X entonces (xn) es acotada en XB s e= de-
cir existe A > 0 tal gue (xn) C AB, como AB es cerrado en

X ¥ X es semicompleto

x =+ x € )B
n
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enténces XB e¢3 complete ¥ B es un dis¢o de Bana¢h tal gue

A C B, entoneces X es ripidamente completo.

Usaremos el concepto de espacios palmeados (en frﬁncés "espaces
a réseaux", en ingl&s "webbed spaces") para obtener otyro crite=-
rio sobre TDS. Para una discusibn mis amplia sobhre este concep

to puede c¢onsultarze [4 ].

Definicidbpn 4.9. Una palma W en un espa¢io localmente convexo

¥ es una coleccidn de subtoniuntos

o TEERLN C X donde k,nl,...,nk Ew

tales gue X = U {Cn rn; EWY ¥

"C yesaqgn =lJ{Cn1,...n : nk;l € W} para k € m.

La palma W es una palma completante s5i para cagda sgcesiﬁn
'{nk; k € WM} existe otra sucesidn de nimeros reales positivos
{rk; k € W} tal gue para todo a € lo, rk] ¥ para todo

o .
x, €C_ ,...,n la serie L a converge en X.

¥ n, k k5:1°k *x

Definicidn 4.10. Un espacio palmeado es un espacio localmente

convexe con una palma completante.

Definicidn 4.11. Sea I el conjunto {[nl,.A.,nk); Konyseenony em}

definimoes en I 1la siguiente relacidn de orden {ml,...,mk] =<

= (nl,...,nk‘) si y sble si k S x' y LI (L < k). 8 es

el cero en I [es un vector sin entradas), B8 < (m‘.-..,mk]

para cualesquiera k,nl,...,nk € M.
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Proposicidn 4.12. Sea X un espacio localmente convexe ¥ R un
mapec de I en la familia de subconjuntos de X, R: I -+ ?X
A -'-e\,

con las siguientes propiedades:
e, = X,
a) 8 X

B} Si Y €W entonces e, < e
c) ey = Vgh e, para cualquier pE I,

¥

entences la familia ‘[e\j VEI define una palma, y reciprocamente,

dada cualquier palma existe un mapee con las propiedades anteriores,

Demostracidn.

Probaremos primero gue {ev} defipne una palma.

vEI

Sea C .= 8
Dyeee W (nl""'nk)
e, = M e .

X =% " y3g %y

si v > 4@ v = {nl,...,nk?

.v = n,
Ce. C_ U = Y ¢
Sy ®a n, €M enl n €N n
1 1 1
entonces U . e C U c

i C U C
es decir X nlenl a

la otra contencidn se cumple obviamente.

Cnl,....nk = e(nl,...;nkl

= Uev
v >(“1""'“k)

Perc U e = U C ve.sDl en efecto:
v em r r r
Vo>, ..a,n) By "y k+y
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si v > (nl,...,n 3

k
v = (n1,...,nk L ntd
= ‘e
(nxr fnk+1)
entonces e C e = g
v (nl,...,nk+1) nl,".n,nk+1
e < U C
€Emn cee
v nk+1 By Tk
i - C U e
hel u>(gv,...,n ) Cn;' o +1
1 k n k
k+le}N

Por otra parte si n € N
k4

(B, ,....n )y o (“1""’“k)

k+3

entances C € Ue,
S
1 k+y V>(n1,...,nk)

de donde
V] Cn n = U e,
;’.." k+1 (U>n1,-~-,nk)
Con lo cual se tiene que {C n } forman una palma.
nlr---: %
Reciprocamente supongamos gue sSe tiene una palma {Cn n Y.
i
1 k
Definimes R: I = Px Como Sigue:
; er
8i (nl. ,nk) I
Rin ;...,n )} = & = C
1! 'k (nl,...,nk). nl,-~-ank

Re = eﬂ = X
Basta probax gque b) y ¢) se cumplen. Para b) observemos gque

g8 U =W ¥ B =(n ....nk)

1

,} con k=S¥ y m, = n, i <k asi

1

entonces V= (ml,...,mk

TESTS CON

FALLA DE ORIGEN
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{n ,...,;n
]I I

1]
C
o
W]
a

PR 1§ m
n:' e ke,

Woeee e Ry,

(mlr---rm i

es decir e - e

Para <€) supongamcs gue U = (nl,..",nk)
e = C =nU c o
o nl,...,nk k+1€m nl,...- k+1

come en el reciproco se puede probar gue U Cn a =
’ k+1EW [

vgu e, con lo cual se obticne la conclusidn.

pefinicidn 4.13. Decimos que una palma es convexa, absolutamente

convexa o cerrada si cada uno de sus elementos es convexoe, abso-

lutamente convext © cerrado, respectivamente.

Definicidn 4.14. Una sucesidbh completante . B {(k € ™) de un

espacio X localmente convexo es una sucesidn decreciente de

subconjuntos de X tal gue existe una sucesidn T (x € 1)
de nfimeres no negativeos tales gue una cantidad numerable de ellos
: )

. . e
difieren de cero y kzl akxk converge en X sl ak {D,rk] ¥
x, € Bk' En ese caso decimos que la sucesidn (rk) estA asovia
da a la sucesidn (Bk).

L& Sucesidn {Bk) es estrictamente tompletante si la sucesidn
asociada (rk) se puede elegir de tal manera ¢ue

G

« [=3 e 13 .
k§k°+1akxk & Bko para cualquie; k, €EmW, A [D,rk] v ox €8y

TR GOy
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s
En ese caso decimos gue la sucesidn (rk) estd asociada estric-

tamente a la sucesidn B

pefinicidn 4.15. Sea '{ev, v € 1} una palma en un espac¢io local

mente convexo X. Una sucesidn e, n € M) de elementos de la
: n
palma tales qgue Vn+1 > v, bpara tode n € N es llamado un ramal

de la palma. 2asi uon ramal es una sucesifn e (i € m),

(nl,...,n )

donde n. (x € m) es arbitrario ¥y (ki} es una sucesidn crecien

te gue diverge a @,

Proposicidn 4.16. Una palma es completante si y sdlo si cada uno

de sus ramales es completante.

Demostracidn.

Es inmediata de la definicidn.

Definicidn 4.17. Una palma es estricta si es absolutamente con~

vexa y cada uno de sus ramales es estrictamente completante. Un
espacic palmeado estrictoc es un espacio localmente convexo con

una palma estricta.

pefinicidn 4.18, Sea X un espacio localmente convexo, Hausdorff.:

Una sucesidn (xn) C x es ripidamente convergente a x Si exis
te un disco de Banach acotado B de X %tal que X, *+ X en

XB' Decimos que un subconjunto de X es cerrado para sucesio-
nes ripidamente convergentes si contlene los limites de todas

las sucesiones rapidamente convergentes.

es8 una sucesic’m convergente a ¢erg en-—

Lema 4.12.- 5i (xn)nEN

tonces la cerradura de la envelvente convexo-balanceada de

TESIS CoN
DE ORIGEN

o
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{xn; n €M}, cobval 1xn}. es el conjunto de todas las series
o ol

conveygentes de la forma I € x con I |c 1€1. si todas tas
ns, n n n=;' n .

series de la forma anterior son convergentes, entonces

cobal %xnf ez compacto.

Demostracidn

({4 ] cap.IIr Sece. 1 Prop. III. l.4 Pag, 30).

Lema: 4.20. Sea Bn una sucesidn cempletante de un espacio lo=
calmente convexo X X una sucesidn asecciada a B
' {n}nem {5}

¥ U wuna vecindad del ceroc en X. Entonces para k suficiente
mente grande
[-+]
: € & Cu. i (=
{igkuixi‘ ¥y [O,Ai} x; Bi} U En particular AiBi U

para i & k.

Demostracidn,
Sin pérdida de generalidad podemos suponer U cerrado, entonces

es suficiente prebar que:
{igk w,x.; nFk o, € loflil. x, € Bi} Cu para %k suficien-
temente grande. Si este no es el caso, existen, por induccibn,

sucesiocnes {mk} . {nk} crecientes divergentes a ®, tales gque

< i & e i<
n mk+1 ¥ osi Wy [O,Ai], xy Bi con  m i n, entonces

para tode k. € R perc estoc es imposible ya gue

es convergente en X.

)
-]
la serie 151 uixi

Praposicidn 4.21. Sea Bk {k € 1) una sucesidn completante en

un espacio localmente convexo X, entonces existe una sucesidn
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- o0
asociada Ak (k € W) tal que k§1ukxk es rapidamente convergen
ier € X = .
te para cualesquiera W, [o. kI ¥ ox Bk
bemostracidn,
Sea An {n € W) una sucesidn asociada a Bn(n € W) . bPor el

lema 4.1%, -8i X € Bn s el conjunto

ca o
Bo= LI el o, Lo ls 1

. o
es compacto y abseclutamente convexo puesto que si k§: iekl <1

o
la serie kél Skkkxk converge, observese gue la serie
(-] .
kEI Eklkxk se puede expresar como
(1) _ oo (2 NS Lo e (™)
Zek Akxk Zek Akxk + i Esk lkxk i Zek lkxk

donde 0 < EiJ? 1 j=1,...,4. . Puesto gque cada una de las -

. -3 . H
, . = A
series anteriores converge, kéiskkkxk converge, Sea r, 7F Pir
o
; i € . .
probaremos que si My {o.x] entences kéaukxk converge en X
Sea A > 0, AK es vecindad del cero en Xgpr Puesto que 2 o @,
existe N € N tal gque si n # N entonces 22 > 1.
A
-]
24 k
£ _k
k§N2 My ¥y £ K =1 My [o, k]'
u Ny, G-

= g [k 2 7k > e

ya gue €, 2 X £ % 3 5 1 k#20y ¥ kEN Eklkxk X,
A 2 k
exro & _A X = ZNu % entonces ? 2"y x, € x ¢ 2¥ax

P 3 it Kk wén © Me*x

i €
de donde kéwukxk AK

ob - ;
as decir kglukxk converge en X . Asi, la serie xZ,MiXx  oon-

verge rapidamente en X.
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Teorema 4.22. (Teorema de la grifica cexrada)

Sean X, Y espacios localmente convexos, X de Fréchet, ¥ pal
meado estricte y T un operador lineal de ¥ en ¥ tal gque la
grifica de- T, G(T) e=z cerrada em XXY. respecto a sucesiones

ripidamente convergentes. Entonces T esg continua.

Demostracidn.

Sea Uk (k € m) una hkase de vec¢indades del cere en X tales gque

Cu [ = . =] -
20, x Para cada kEN y R {ev, v €1} una palma es

- -1

1
tricta en Y. Come X = T (¥) entonces X =T (VYo e )
nl N "n,
: -1 - .
= nUEINT e - Pueste gue la unidn numerakle de conjuntos de la
1 i

12 categoria es también de 1a 12 categoria ([4 ] cap. I secc. 1

Prop. I 1.2 Pag.l), se sigue gue existe n, € W tal gue T-len

1
a ' ~1 = -1

noe es de la 1® categoria en X. Pero T enl n'“:E'NT €tn m) c

utilizando el mismo argumernto, se sigue que existe n, e w tal

-1

gque T no es de la 1% categoria. Procediende por in~

e
{n,,n,)

duccidn obtenemos gue, existe un ramal e, {n € W) de la palma
n

"R tal que T_lev ‘(n €E W) no es de la 12 categoria para cada

n
n € W, se tiene entonces gue para cada n € N el interior de
-1 -1 o .
la cerradura de T ev . T e, es no vacio, y puesto gue
n n
- : = e
T lev es absolutamente convexo, entonces T ev es vecindad
. n ] n
e . . s
del ceroc en X para cada n h o] Exlns_t-:-e (kn)nE:lN gucesion
creciente, L tal que U c '1‘_1e\’.l para cada n € mw.
n n
Sea (An)nem l1a sucesidn estrictamente asociada al ramal
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e, {n € N). Supongamos, considerando en casc necesarie una sub-

n
sncesidn, que ln # 0 para cualquier n € M. Por la proposicidn

4.21 podemos escoger (An) 'de tal manera gue Elnyn sea

n €W
ripidamente ceonvergente para todo Yo e ey Finalmente cambian
) n :
-1
[ X
do (kn}n &m podemos suponer gue Ukn lnT evn para todo
-1
n € W. Entonces Uy c 7 e, si mn > 1. En efecto:
n . n-1
-1 -1
C X C T + = . S
v o7 €y xn e, U, n ™ Dado L5 U
[ n n n+i o ng
existen sucesiones x € Uk (n >'no) y vy & ‘I‘-le\J tales gque:
. n n 3] n
= +
*n lnyn xn+1
% ® Ay
+
y Ro Bo Rotd
x + = A + ¥ kS * xn +
ng+1 n t1 ng k1 ot?
%o vk T Mo oax¥n +x T Tn ake
Ha Ra Ba o 1
Sea N = no+k, sumando obtenemos:
N N Ig
= +
kEn ¥k = xEn MVx tokEn Fxn
a o a
N N N
= L ¥ + L x - x + x
k=n, k' k k=n, k n, N+
o
Y +
*n % xEn ki T Fmey
o (]

N
entonces z Ay *+x .
n¥ng "n¥n e

Por otra parte, por definicidn de sucesidn estrictamente asociada

y puestc que T{yn) & e, -

R .
ngn lnTyn converge en Y rlpidamente a algiin punto z € e .
o n -}
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Como G(T} es cerrado para sucesiones ripidamente convérgentes

entonces (xn ) € g(r), de donde:
€ ! ° lo tante U cr?
x ey, + por lo tante U e, .
[+] n -i n n =i
o ° o

Por el lema 4.20, para cualquier Vv € o ¥
I

ln+Je C Vv para n suficientemente grande entonces como
nty

v Crle

kn ?n-!— 1

C C i .
entonces T(An+1Uk ) An+1ev v y T es continua

Proposicidn 4.23, Si X es un espacio de Fréchet entonces toda

sucesidn convergente en X es ripidamente convergente

Demostracion.

Supongames que x_ -+ 0. Sea d wuna métrica invariante compati-

ble con la topologia de X, entonces alx, ¢) + 0, existe una
I

sucesidn creciente n tal gue d{x ©) < L 535 n>a.
k o X2 ] X

1 si n < n,
Sea Yy_ =

4 i < <
si n n nk+1

entonces 8i n & nk

d(YnxnuO) = d(kxnro)
S a(x,0)+d(2x ,x Y+d(3x_ ,2x J+...+ d(kx ,(k-1)x_}
o 1 n n n n
T
= Kk d(zn,o) < X

es decir Yo%, * 0 Adonde Y, > 0 para cada n €W y ¥ > &,
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Sea K = W la cerradura de la envolvente convexa y ba-
lanceada de la coleccidn {‘Ynyn}. K es acctado en X, es de-
gir es un disco acotado. Probaremos gue {xn) converge a cero
en X .

X

Sea A > 0 Demostraremos que existe N € I tal que x € AK
si n & N. Como Y, existe N € I tal que Ynl > 1 si

n & N, entonces:

Si n &N LA €x C Y, Ax, asi X, € Ak como queriamos demos
trar. 88lo falta probar que K es un disco de Banach, es decir
que X es completo'.

Sea (x_) una sucesidn de Cauchy en KK. Tomanda wna subsuce-
5i%n podemos suponer gue = -xm_!EE-;-;-,-K. para todo m. Mis afin,
x, es de Cauchy en X pues si U E'fo,dx’. existe A >0 tal

que K C AU, de donde i—K Cu.

por otra parte, existe M € IN tal que si m 2 M entonces

1 1
~2—ﬁ- < Yot de donde:
- e iy C >
x xm_1 -;_Jﬂrx lx. U si m M,
como ¥ es completo, existe =x tal gque xm + x. Probaremoas gue

*+ x en X
X £

Sea ®m € W, i m>n
o °
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x = X + {x - x ) + (x - X }oAaL,
+ + +
m mo ° 1 o o 2 m 1
+ (= -~ X
m +r +r-
© By 1
€ x 1 L 1 K
Mo+
mO 2P H 2ma+r
1
= + - | 1ade. ..+
Km o+ ( 2 r-x) K
o 2 © 2
| Y
C x4 el il I
mn o4l
'] 2 @ - L
2
—_ . 1 - L
= xmo + SBo+1 ( 3 ) K

en particular xm--xm € K, como X es cerradoe y X+ X enton

m
o
ces x €K x-X € —4— x.
¥ m 270
asi X - % =x =-x + % - X
m m ™ m
o o
1
g K- m— K
2z © 2 o

1

K si mPm

= i
mo O

2
X + X en -
¥ X XK

por filtimo si la sucesidn {xn) no converge a cero, suponiendo
gue converge & x basta tomar la sucesidn Yn gue corresponde

a (xn-x) ¥ repetir el procedimiento.

Teorema 4.24. El limite inductive de espacios palmeados (palmea=

dos estrictos) es palmeado (palmeado estricto).

Demestracidn.

si R(n) = {eén); v €E I} es5 una palma estricta en Xn ¥
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"% = lim ind xn', definimos

e = X r €, = X
(R!)

= e..n, € W),
a(nl,...,nk) e"‘z""'“k’ {k,n ., n )

3
Demostraremos gue &sta es una palma en X, es decir:

a}) e = X,

-
b} 8Bi ¥ >v eu e,

e) ‘ev - uyv eu.

a) Se cumple por definicidn.

;

Para b) Supongamos gue U > v,

pemesn ) X' > %

vV = (ni.‘..,n ) e n,...on k!

X
(n )

Ce = a

e' - e(n‘}
’ (nz.--..n } v

il (nyeeuem

k')
( ) s } ety lma e
ya que (n,...on ) > (n o)y e es una palma en

entonces e C e .
xnl' i v

c) Sea V = (nl,...,nk) ¥y >y
u o= (nl,...,nk') con k' > k, entonces:
(nl) (11-1)
e = e = g
ugv u k' >k (nz,...,nk,) (nz""'nk) ya que

} es una palma de X, -
1

Para ver gue la palma es completante {estricta), debemos ver gue

es absolutamente convexa y que cualguier ramal es completante

{estrictamente completante). La primera afirmacién es cbvia ya

t=y) te™1?) oo

que cada e esta definido como
n (nz,---.n )

una palma estricta, en consecuencia absclutamente convexa.

Veamos que cada ramal es completante.

TESTS CON
FALLA DB ORIGEN
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Sea e un ramal, es decix V > v entonces
v . o mty n

n
e SDe DL e e J... pero si v, = (n;,...en, }
: 1 r *
i \72 ' vn vl‘l‘l'] : - i ki

entonces se tiena:
:“1’ , et B T Y L
na,...,n (nz....,nk na,...,n

k k
1 2 n

< L 4
con k1 kz kn
)

¢+ por lo tanto es completante

. : i {n
es decir, es un ramal en e °

(estrictamente completante) y como la topologia de. xn es mis
fina que la de X, entonces es completante {estrictamente com-

pletante) en X.

Proposicidn 4.25. 8i X es un espacio de FrEZchat entonces X

es palmeado estricto.

Demostracidn.
Sea U, 2 U, D ... 20 2 ... una sucesidn fundamental de vecin

dades del cero absorbentes, absolutamente convexas y cerradas en X.

Definimos C = .E n.J probateﬁos que los conjuntos
Ty eBy j=1 313 .

c forman una palma en X.

N jass,;N

1 k

= o

v c = U nU =X pues U, es absorbente para tode i € W
n =t n n-=1 1 1 i

1 1 1

ademis:

“TESIS CON
ALLA DE ORIGEN
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K
6. c -5 Bav
nk 1 n1""'“k nk =1 1 32
= g NN
nk=1(n1U1 nkUk)
o
u &l n...N
= nk'l{nkuk n,Y L
=T N n,..Nn
(nk=1nkuk) (n:Ul - nk-—xuk-ll
- k-1
= 1] - n n
Ol mty) NGO, ngu)
-E0 n n
pereemy
-

B ,eu-ell
1’ Th-y

Solo falta probar que la palma es completante. Para ello, dada

1

una sucesidn {n,) dJde niimeros naturales sea x, = -

4 k
2
entonces si 0 & a, = r, probaremos que la serie kElakxk

es convergente,

Saa x E¢ -
k LIPS

x E_h n,v
i=y i3

* 1 Kok
e
*e S MUy
S | ST— U
Ak Tk ox k. Tkk
an

entonces a x, € -+ U

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Por otra parte consideremos la suma:

ko+II1
I a,x = a x_ + a % ...t oa x
] + ¥ +
k=k "k'k k e k¥t k *1 Tk tmTk tm
€ —J4-u +Lt—u Fewrdk TH— U
kgt1 * k +
20 ko 2Xo ka‘l'l. 2 ot ko ]
c 4 4] + Loy ..ot =l @
k kK +
2 ° ko zk°+1 ko 2 @ - ko
1 1
@ e (14-'}' LI '—ﬁ"
PLETEEN 2
1,m+1
: H™a
= TE, Yy 1
2 -3 T -1
- {1 - =dewr} U
- m+1 :
zk° 1 2 ks
L 2 B .
= k_~1 (?) ¥y Uk
2
&
= S+ gy @"-Dn v,
z © ' 2 o
P W m+l_ .
K {2 1} U,
z o
kgtm m+1
z, a e —— (2 -1
entonces xEx i 2k°+m { } Uko
pero m+ 1% ko +m
k_+
2™ < Ko m
k_+m
2™ L 70 g0 <1
m kaotm
2l+1 -1 <2 o)
m+ ]
con lo eual ——1— (2 - 1) <1
2k°+m
y como 'Uk es balanceado se tiene gue
o
k°+m
[
ki 2% €U v
o o
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" o
por consiguiente k§1akxk e¢5 convergente en X entonces X es

palmeado.

Para ver gue es palmeado estricto, obsérvese gque puestc gque

[~
=]
xEx 2% € Uk
[+] <
y U Y o ¢...Cv, Cu,
o o

T €u i kSk
entonces kgko akxk x -] o

z € « <
de donde kgko akxk nkUk 5i k kc

de ahi gue:

o
£ a X, € n,u, Nn,u, N...0 n U

@
D _seasen
1 ko

es decir la sucesifn es estrictamente completante por consiguien

te X es palmeado estricto.

Proposicidn 4.26. 8i X es de Préchet entonces X es ripidamen

te completo.

Demostracidn,

i X es de Fréchet entonces X es5 semicompleto, la conclugidn

ge sigue del lema 4.8.

Proposicidn 4.27. Sean X y ¥ espacjios localmente convexos, T

una funcidn lineal d¢ X en Y con dominio X. X -es un espacio
de FPréchet, Y tiene una palma estricta R = {ev; v €1} v la

grifica 6(T) de T es cerrada para sucesiones ripidamente con

vergentes en X * Y. Entonces si T_teu es una vecindaé de cero
an X, exiszte ‘v > 1 tal que T—lev también es vecindad de
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cero en  X. En particular existe un ramal e, (k € ®) tal gque
k

v

-l .
cualguier T e e¢s verindad de cerxo.
: k

Demostracidn,

!
Supongamos gque T g

: -1
Efj ent n
" o, % * onces T eu o puede ser

-1 ‘
de la 1% categoria, en efecto: llamemos : U = T e, ¥ suponga

mos que es5 de la 1% categorfa, entonces X - U es denzoc en X:
(X es de Baire) ([4 ] Caé. 1 secc, 1 Teo. I.1.5 Pag. 2} como
s} E)J; , escogemos A abierto tal que 7

0 € aCuye
entonces A NX - U = ¢ Lo cual es una contradiccibn.

-1 -1
i = U 3 >
Ahora bien. com? T ep v>pT ey entonces exxs#e v, H

tal que T-leU tampoco es de la 1% categoria, va gque la unidn
1

de conjuntos de la 12 categorfa ez de la 1® categoria.

Por induccidn podemos encontrar un ramal e\J tal gue T_lev F
u n

- s . -1
para cada n< N, esto ltimeo es ciertoc ya que T ey ne es
— - n
de la 1% categorfa, es decir X - T lev # ¥ entonces existe

e n —_——

¥ €% tal gqgue x § X - Tntev ¢on lo cual x € T-lev C T—lev .
n n n

Escojamos entonces una sucesidn () ) estrictamente asocia

nEN
da (existe ya gque X es un espacio de Fréchet, proposicidn 4.25),
¥ sSupongamog gue ln # 0 para todo n € N, en caso necesario

tomamos una subsucesidn.

—————
El interior T-Lev de T_le“ , es no vacio. Ademis
” n n
= om™l o
0T = = [ = 3]
evn va que 9 evn o = L, ax evn a, =0 &0l

y. T es lineal},
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Por lo tanto An T lev ¢ontiene al ‘cerco y tiene interior no va
n

¢ic, entonces para cada n € W existe Un vecindad del cerc

tal gue:
v € A Tl
n n AY
— n
entonces U G A T ‘e CA rle + U . De la misma manera
o n Mn n v n+i
que en el Teorema 4.22 se obtiene que
i
= Z +
*n k=n kyk xN+1
[+ o

Por otra parte, como T Y, € &, ¢ uvsande la proposicidn 4.21 te

n
nemos que;
N
nén Anyn converge rdpidamente en Y a algfin punto 2z € e, .
o n -1

o]
¢omo por hipdtesis G(T} es cerrada para sucesiones rapidamente

convergentes, entonces (xn ,2) estd en G(T), entonces
]
er! . cort .
xno evn ~ Por le¢ tanto Un T e\’,n _
. o1 ] o 1
asf T e, es vecindad del cero para cada n € I .
n

Teorema 4.28, Sea Y un espacio de Fréchet, X = lim ind Xn '

) n & m

donde Xn es un espacio palmeado para tode n € W y T: ¥ > X
es una funcidn cuya grifica es cerrada para sucesiones ripidamen
te convergentes. Entonces existe n € WM  tal gue T{Y) © X,y

T: ¥~ X es continua.

Demgstracién,
Supongamos primero gue 1los espacios Xn - tienen una palma estric

R(n!

ta , entonces, puesto gue el limite inductive de espacios

palmeados estrictos es también palmeado estricto {(Teorema 4.24}),
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X tiene una palma estricta en la cual e = xn para cada n € W,
por la proposicidn 4.27 existe un ¥ramal e, {(k € W) tal que
k
T lev es una vecindad del cero en X. En particular si
k
i K< entonces e, 2 e
1 1 i, Vi
T le, €7 le, =77
v i i

§5i x €Y, existe lx tal que:
€ m1 C T
x le e'\) ?\xT Xi
entonces T(x) € A X, = X,
x Ti, iy
por lo tanto T{(¥) X,
1

para terminar, T es continua por el teorema de la gréfica ce-

rrada (Teorema 4.22)

Teorema 4.2%. Si E, es palmeado para cada n €N y E es

rdpidamente completo entonces TDPS se satisface.

Demostracidn,

Sea 2 acotado en E, por ser E ripidamente completo, existe
un disco de Banach . B acotado en B tal gue & € B, entonces
X es un espacio de Banach. De la misma manera gue en ¢l lema

B
4.8 se tiene gque la identidad-

id:.XB + E es continua
Por el teorema 4.28 existe n € N tal gque B E_ vy la identi-

dad id: x_ - En es continua, entonces A T B € E_-

Para concluir probaremos gque A es acotado en En. Sea A > 0,

AE es una vecindad basica del cero en XB ; entonces iﬁ> ¢ es tal

gue
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¢

A € i(ip
A( )
es decir, A es acotado en XB.
por {iltimo como id: X, ~ B es continua, ‘A es acotado en E -
Teorema 4.30. Si TDS se satisface v B es ripidamente com~

pleto para cada n € m, entonces E es ripidamente completo.

Demostracidn ,

gea A Aacotade en E. Aplicandos TDS se obtiene gue existe

n €W tal que A es acotado en En ; por ser En ripidamente
completo, existe un disco de Banach B acotade en En tal gue

» CTas. Pero entonces EB = En y come B es acotado en En ’
B

entonces E_ es un espacio de Banach (observacidn 4.3 d).), es
B

decir B es un disco de Banach por lo tanto E es ripidamente

compileto.

Combinando los teoremas 4.29 y 4.30 se obtiene el siguiente:

Corclario 4.31, 8i todos leos En son palmeados y ripidamente com

pletos entonces TDS es eguivalente a E eas rApidamerte completo.

8i adem@s usamos la proposicidn 4.25 y las cbservaciones 4.3

obtenemos :

Corolarioc 4,32. Si todog los En son de Fréchet entonces TDS

es equivalente a E es rapidamente completao.

El resultade menciocnadc en el corolarie 4.32 aparece también en
{i6] ‘Teorema 5. La demostracidn utiliza la nocidn de espacio

palmeado estricto.
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Lema 4.33, Sea B un disce de Banach acotado en E. Entonces

existe n € W tal gue

B=5§MNE
Demostracidn,
=3
€ =B NE F = E_ .
Para cada n mw 5edan Bn a v n B

Preobaremos primero gue Fn es cerrado en EB con Lo cual, pues
to que EB es de Banach, Fn ez de Banach.
En efecto: Sea (zn) < EB una sucesidn convergente y suponga-

mes gue

= S
z, axn+8yn x ¥, Bn a,B # 0
ax_+By -+
*n BYn *

x + x-lim Byp
u o

+ x-lim Ox
ol Lo L) » T
Tn

Como Bn eg cerrado en EB

x-lim By, € By
o

x-lim ox, € B,
entonces Gx +By -+ o (STEAR B¥ny , p(Esiim axny
n n o B
= x € ap_ + BB
It n

entonces =z € EB
n

pox lc tanteo Fn "es5 de Banach
en particular Fn es palmeado. {lema 4.25)},

Definimes ahora Y = lim ind Fn
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pox definicidn de topologia inductiva, la topologia de EB esta
cortenida en la topologia de Y, entonces la identidad:

id: EB + ¥ ez gontinua,

aplicando el teorema 4.29, existe n € M tal que id: Eq + Fn

es continua, es decir, existe & > 0 tal gue &8 C B_ , enton-
e B —B B
ces, 51 x €B &x € B_ fx € B N E CE N E < E, . entonces

x & E de aguf que = € B 0 En CEB N EnB y puesto gque

B N EnB C B =e gigue que B = B N EnB.

zggiggg‘gLig. Si E es répidamente completo entonces:
a2} DS si y solo si Plu
b) TDS si y sdle si P,.

Demostracidn.

gsea .A € E acotado.

gcomo E es ripidamente completo, existe B disco de Banach en
E tal que A € B, aplicando el 1ema_4.33 obtenemos gue existe

n ©E W tal gque B=BnEnB.

. . ) B
i P, se cumple, existe m € ™ tal que B 0 B c E, Y poxr
congiguiente B € Em s es.decir DS se cumple.

‘ B

§i P, se cumple, entonces existe m € M tal gue B N E, es

acotado en Em ¥ entonces B es acotado en E, con lo cual

TS se satisface.

Reciprocamente, si DS se cumple, Bea n € W ¥y B disco de
Banach en E, aplicando nuevamente el lema 2.31 se tiene gue

eriste n, €N tal gque
B ?i'sn 5. .

1
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For DS existe m © M tal que B C E_ entonces B ﬁ_ﬁn B .
=B CE .
™

por otra parte B M B CE

entonees B N E Bgcac E
n ™

es decir P, se cumple.
8i TDE se cumple entonces existe m € W tal gue B CE aco

tado, procediendo como en el casc anterior se tiene gue

o B . . ,
B En CpC Em es acctado, es decir P2 se satisface

Teorema 4.35.

a) 8i P, se cumple y E es rapidamente completo entonces En
es rapidamente completc para tode n € I

k) Si TDS se cumple v cada En es rApidamente completo enton-
ces E es rApidamente completo

e) S5i TDS se cumple, entonces E es réipidamente completo para

cada n € N . si y s8lo si E es ripidamente completo.

Demostracidn,
al Sea A acotado en En , entonces A eas acotado emn E ¥
por ser E rapidamente completo existe B disco de Banach con~-
tenido en E tal gque B C A, haciendo usc del lema 4.33 se tie
ne gque existe r € N tal que:
FAEE - B,

) r

de P, se¢ obtiene que existe m € N tal que

B='B_"”BBCE
r m
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ertonces B es un disco de Banach en Em v ACBEB es decix

En ea rdpidamente completeo.

h) Sea A acctado en E, por TDS se tiene gue existe mn € W
tal que A C E ~ acotado, come E s ripidamente completo, exis
te B dis¢o de Banach en B, tal gue A € B, entonces B es
disco de Banach en E y 2 © B por lo tantc E =es ripidamente
completo.

c) B¢ sigue de a) ¥ b).

Teorema 4.36.

a) P, y E ripidamente completo implican DS y E, ripidamen-

te completo para cada n € M.

b) P, ¥ E ripidamente completo implican TDS y E ripida-

mente completo para cada n € W .

Demostracidn,

Se sigue de los teoremas 4.34 y 4.35. Por {iltimo enunciames un
resultado 4til en el case de gue En sea cerrado en En+1 para
cada n € NW.

Teorema 4.37. Sea En cerrado en EM_1 para cada n EWN vy

B € E absclutamente convexo y cerrade (no necesariamente aco-
tado) . Entonces B es acotado en algﬁn ES si vy sdle si para

cada n € W existe m €W tal que B M E ~ es acotado en

E_ .
m
n
Demostracidn.
= n

Sean Bn B En '

F = (E

n J n}B

n
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sntonces p, CFr, €, .. CF c...
n

probaremos gque la identidad:

id: _ * F es <¢ontinua.
n n+
B NE = (B MNEZE Neg =33N NE)
n+a n ( n+1) n (En+: n
=g N B = B
1 n
Sea’ m = ; <
ea A {= En+1’ P (x) el
n+ g
an = S .
B, = {x €8 ; 2 (x} < g}
e+t

probaremos gue A N E = {x € B i Bp {x) < g}, para ellc es ne-

n
cesario proebar gue
= i =
Py (x) By (x) si = E,
nEy n
i =] Teg
pero si = En by a
e ¥ e =
entonces ¥ Bn+1 Yy 3 Bn+1 n Bn
entonces {A > 0; % € F={a>0;2€n} .
n+1 A n
de donde P (x} = »_ (x)
Bn+1 Bn
y entonces
id: r + F es continua.
f n+y
Sea F = 1lim ind Fn y entonces el lim;te inductivo es estricte
‘ [ s < ] , € :
pues dado {x E PBn(x) €}, el conjunteo {? Bty
: P {x) < e} es tal que:
n+; .
{x€g ;P @W<elNE ={x€8;r (x)=<ce}
n+i1 B n n B

n+3 n

Por consiguiente la topologfa inductiva induce en Fn la topolo-

gia dada por PB
n

Ahora probaremos gque B es acotado en F.
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2 [ e >
Sea U }IO,P , U ABB A o]
y P> % entonces

4] C A C N =
B Fn B En pA{B En) folal

entonces B N F_es acotado en Fn para cada n EW ¥y B es

acotado en F.

F
; s ~— n+
Probaremos en seguida que Fn nELo Fn.
F + —E +
Tenemos B_ ! Cg ! =g
4] n n
——sn+1 "Fn+1
B Cs =B
¥ n n+y n+i
—Fae
entonces B 'CE N =B
n n nt n
3
] o B + entonces
n n
para probar gue Fn oL Pn , basta ver gue
T=F " F F
(B n+; ) n+] = /3 n+1)
n \n :
+ ‘ .
Sea x € ( *1 ) BTt | entonces existe
n
= < tal que
n q
X > ®
n Fn+[

entonces para tode £ > 0 existe N € W tal que si n =N

entonces P (z -%} < g
5 Fney B
n

en particular para e=1 existe NEm tal gue si n=Y entonces

{x -x} < 1
— n

B Pn+1
n



F
entonces x -x € B_ "t - g
n n n
®x -x € B
n n
como Bn es balanceado
z-x_ € B
n n

x€x + B
n n
F

xE(B n+1>+3
n n

% € (E;Fn+1 )

F
— n+
entonces F Bl F_.
n n

rodemns aplicar ahora el tecorema de Dieudonn&-Schwartz y obtene-
mos gque B es acotado en algfin F_s ahora bien, por hipdtesis
existe @, € N tal gque B N E, es acotado en Em- ‘probare-

mos que B es acetadeo en Em B
r

Sea U Q}JO en Em , existe XA > 0 tal gue
¥

B NE CHou.
. r
entonces B = B N F_ CBN E, C AU

vy B es acetado en E
r

El reciproco es evidente.

Corolaric 4.38. Supongamos que cada espacio En es cerrado en
3n+1. Entonces TDS se cumple si y =5lo si para cada conjunto
a acotado en ® y n € N existe m & W tal que B D E_

as acotado en Em.



CAPITULG ¥
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Dedicaremos este capitulo a mostrar una serie de ejemplos ¥y contra
ejemplos que han surgido a lo large del tiempo en gque se ha ata-

cado el problema gue nos ocupa.

pefinicidén 5.1. Sea E un espacio Vectorial topoldgicc. El es-—

pacio fundamental de E es E como espacio vectorial, es decir

sin considerar su estructura tepoldgica.

Definicidn 5.2. Sean A ¥y M conjuntos e¢uwalesgquiera, Denotare-
n N-n . . .
mos por A X M al conjunto de sucesiones cuyos primercs n

té8rminos estiin en A vy los restantes en M.

Bl siguiente es un ejemplo en el cual se cumple (H-3)- "En es
cerrado en E opara todo o £ m" ¥ {TDS}~ "Todo

conjunto acotado en E estd contenido y es acotade en algiin En

no se satisface.

Ejempilao 5.3. Sea E = " ox men déonde X es un espacio de

panach de dimensidn infinita v ¥ es el espacio fundamental de
¥ {que denotaremos L) eguipade con 15 topologia mas fina gue
lo hace localmente convexo. Consideremos En con la topologia
preducto. Claramente, como eapacio vecteorial En = an para

cunalquier n € W.
Sea i: En > En+ la funeidn identidad, Puesto gue i resulta
1

ser un producto de identidades y la topologia de Y es mids fina

que la de X, se sigue que i: En - En* es continua péra todo
1 !

n € ™, con lo cual podemos hablar de E = lim ind E_-
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n &

Puesto que En = L E = En para todo n N como espacio vec

’
torial, con lo cual H-3 se verifica.
Probaremos que TDOS no se verifica. Para elloc demostraremos pri
mero gue E = xm . {Lome espacios wvectoriales, obviamente son
iguales, mestraremos a continuacidédn gue sus topologias coinciden:
Sea W unpa vecin&ad badsica del cerc ehn an, entonc¢es podemos
pensar que W = v x LT gonde. Vv es vecindad del cero en X,
como la topologia de Y es mis fina que la 8e X, V es vecin-
dad del cero en Y, entonces W es vecindad del ceroc en En ra
ya todo n € I¥, .por lo tanto lo es también en E, asi la topo-
logia de B es més £ina que la de xm . Para mostrar la igualdad

de lag topologfias, tomemos W vecindad del cero convexa en E,

por-lo tanto W
- -
L (n. 1

en particular W es vecindad del cero en E,,

econtiene una vecindad de la forma V1 oy b ox con
: 1

v, vecindad del cero en X y U, vecindad del cero en Y.

n N-n
I

fea U = v, m G, definimos W =0 ¥ . entonces W, Cw,

pera W es también vecindad del ceroc en En ,. entonces existe

n m - +
una vecindad, contenida er W de la forma W2=(25) Xy XL (ném)

con 8 y ¥V vecindades del cerc en ¥ y Y respectivamente. ©Pro-
baremos a continuacidn que:

n MW-n c

5§ % L W+ W,

n W-n

< x

Sea (Kkr)k em 8 L
gi k < n, x, € 5 y la proyeccidn k-8sima de %wl + %Wz as

3 (28) + U
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x, = Flax) = Hex ) + 0 € Laes) + Lo
Si k>n ¥ € 1 v la proyeceidn k-&sima de %Wl + %WZ es:
3L+ v si n <k < nm
L + 3L=1 =i k > n+m
entonces: Si n < k < n+m

xk'EL, 2xkEL
L= Fex) €L Cin o+ gy

X

Si k > n+m

- xk='é'xk+%-xk-eé'L+%'L=L
n -
asi s" x 18" C %‘WI + %Wz
: n N-n
y comc W, Cw, Wz CW y W es convexa, entonces s X L Cw
n IM-n
Pero S X I, es vecindad del cerc en Xm , de donde la to-

- m - ;
pologia de X es mas fina gue la de EB, con lo cual hemos pro-
brado gue E = x]N .
Tomemos ahora la bola unitaria en X, llamémosla B y sea W
una vecindad del cero en E, probaremos dque B:N es acotadao en
. - 1N
E. e2 decir que existe r > ¢ tal que B C W.

como B = XN N existe r'* > ¢ tal gue

n -
Blx)® x N " Cy donde Blz') es
la bola con centxo en cere y radio r' en X, sea r = i,
entonces
iamc sxn® x 1N Cy
N
pcr lo tanto B es acotade en E y como E = E, para todo

n & ¥ entonces Bmc E ~ para todo n € W, para finalizar pro- .
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baremos que Y 1o es acotado en ningfin E_-

gupongamos gue Bm es acotado en algiin En' entonces la proyec-
cidn n+l de Bm {a saber B} es acotado en Y 1lo cral es una
gontradiccidn puesto que si elegimos (xn}nemc ¥ linealmente
independientes tales que Hxnﬁ = 1 para todo n € W vy defini-
mos f(xn) = n, extendemos a £: ¥ + IR lineal, entonces, sea

U vecindad del cero en IR convexa balanceada y abksorbente, en-
tonces f-‘{U) eg convexo, balanceado y abscrbente y comoe ¥
tiene la topologia mis fina gue lo hace localmente ¢onvexo, en-
tonces f_l(U) es vecindad del cero en Y, asi £ es continua
en Y, sin embargo, por construceidn £{(B} no es aceotado, por

1o tantc B no es acotado en ¥ v por consiguiente TDE8 no se

cumple.

Corolario 5.4.

a) (B-3)- "E, es cerrado en E paza todo n € IN" no implica

(H-4) -~ "Todeo conjunto convexo y cerrade en En eg cerradc en En+;

b} (H-3)} no implica {H-1) y (H-2)} (“En es cerrado en B pa~

n+i
ra tode n € W" y “La topologia de cada E, es igual a la to-

¢logia inducida en E or E ".
P e n B n+1

Demostracidn.

Ambos resultades son triviales. a) se obtiene del teorema 2.3
y b) se sigue de la proposicidn 2.6 y el teorema 2.3.

El siguiente es un ejemploc en el cual se cumple {(H-1), no obs-
tante no se satisfacen DS~ "Todo conjunto‘acotado en ﬁ estd

contenide en E  para algin n € W" ni {(E-2).
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Ejemplo 5.5. Sean X y ¥ como en el ejemplo 5.3. Construimos

el subespacio % como sigue:

C s . . “ =
sea (xn)n em ¥ linealmente independiente tal gue "xn 1
para todo n € W . Definimos una funcional lineal £: % » IR
tal gue f(xn] = n, £ no es continua, puesto gue si lo fuera,

la imagen £(B) de la bola unitaria B en ¥ seria acotado, lo

cual no gucede, enﬁcnces xerf no es cerrado{ es decir, existe

% & Kerf tal que x & Kerf. Aasi Kerf G Kerf C £, pero Kerf

es un hiperplanc, por lo tanto es maximal entonces Xerf = X .es
dezir, Kerf es denso en X.

gea 2 = Kerf con la topologia mAs fina gue lo haga localmente

convexo.

L n - .
Definimos p=8BNZ ¥y En = X %y X Zni(n+1) entonces, <comg

en ¢l ejemplo 5.3 y puesto gque 2 tiene la topologia mis fina

gue lo hace localmente convexo, la identidad i: E B, °®°5

esontinua.
Sea E = lim ind E .
n n
pe la misma manera que en el ejemplo 5.3 puede mostrarse gue
f: ¥ = B es continua, con lo cual Z = Kerf es cerrado en ¥,

de agui podemos deducir que En e¢s cerrado en En+1 para cual-

gquier n € W, puesto qua:

E = 3" X ¥y X zm_{n+1)

= X X
En+1 i Y

zm- (n+z)

Y ¥ es cerrado en X vy % es cerrado en Y.
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Por otra parte, 'En+1 né induce la topologia de En + DPues su-

pongamos que lo hace y consideremos el conjunto {o}™ x 7 x {u}m—(n+1),

cerrade en En ., entonces existe U cerrado en En+i tal que:

[0} x 2 x [opW-to*1) _ 4y E

como B ez cerrado en E :
el n+i

g N E  es cerrado en E

n+1
¥y entonces {O}n x g X {0}m~(n+;) es cerrado en En+I lo cual
es una contradiccidn puesto que:
: - ; = -{n+
(0™ x 2 x () B L 3™ x T x {oyNTinF)

¥y E ez denso en X.

rara probar gque DS no se cumple, consideremas el conjunto

p® - ™,
an es acotade en E ¥ no estd contenide en ninguno de los En

. . iy i
probaremos primere gque D . es acatado:
Ssea G una vecindad del cero convexa en E, G 1 E, es vecin-

dad del cerc en E1' entonces existen U, Uy ¥ Uy vecindades

del cerc en X, ¥ vy Z respectivamente tales gue
(n+ .
w1=ulxuzxu’;xzm(“2)c 6 NE, C¢ para algin a € W.
Por otra parte, G NE es vecindad del cero en E , enton-
n¥+g n+2

ces existen 5,T v V vecindades del cero en X,Y y 2 respectiva

mente tales gume:

x T ox v ox zm‘(“+m+3"c g NE cc .
n+z

n+z

W, = (28)

De la misma manera gue en el ejemplc 5.3 se tiene que

n+2 W-(n+2)

s X z 3

1
C?W1+§W2CG.
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Ahora bien, puesto gue D € B, D es acotado en ¥ y comos 8
vecindad del c¢cexo en X, existe A > 0 tal gue D C L 5. De

agui se sigue gue

DJNC A{sn+2 % z]I\i-— (n+s) C e
pues si (xk)kem c p¥ . entonces
8i k = p+2 1la proyeccidn k-Esima de )\(Sn+2 % le——(m—z) ) es AS
Y %y € p C As. 7
8i k > n+2 1la proyeccidn k-&sima de ats™t? x g N (n+2) ) &s  AZ

¥ xkED=BﬂzCz
_entonces xkEXZu

Hemos probado Dm C Az, es desgir 1::JN es acotado en E, de don

pig
de D es acotadeo en E.

Sclo resta probar gue . p™  no estd contenido en ningfin E . Para

ello, obsexrvemos gque:
i ™ - - s <= N
D Csg N g, més afin, a continuacidn probaremos que p™ = eNng,

™

- N
Sea a € B N E, entonces a EB

n E  para algiin n € W .

Sea a = (a ) ‘con ﬂakﬁ < 1 para tede k € W

q'kE m’

a € =1 xyxgNolnrH

Ahora bien, D es dense en B (cerradura en X) pues si x € B

entonces x € B N Z, entonces existe {x? €z tal gue x, * x.

v Ixfxy o . a
= — X

Sea ¥, 1%, I entonces y, > X
¥ € 2 puesto gue Xy €z

(539 |
l‘{kﬂ = hxll ";lkLﬂ-=lxu < 1 puesto gue x € B
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entonces Yy € B es decir ¥y €EBNZ=0D

asi x €p, b CB se cumple trivialmente, entonges D es densc
en B. 7

ahora , si k = n+l a, € B e a, € X, como D es denso en

B, existe Uha sucesidn

(a:) C D tal gue:

s k
a, = lim a
new B
8i k > n+l a, B y a, € 2, de donde a € b, definiendo
K .
a = ak para tode m € W se tiene que
ak = lim ak
m-+da m
ntonce (a_} (lim ak)
entonces KkEN * m’ %k EW
m>e
k
= lim (a_ )
e m'k €W
donde el filtimo limite es tomado en E, . Y como la topeoleogia
inducida por E en E_ s mas débil gue la original, entonces-
se tiene que
‘ak)kem = lim (am)kem en E.
m->0
Ademis {ak) & p™ ara tode m € W es decir
k€W P .
€ p

a = -(a‘k)kem
s N N
para la otra contencidn, puesto que D Cs Nneg basta pro-

N 1
bar gque B 1 E es cerrade en E, pues entonces pTce® ng =
» BN ME. Para ello demostraremos que ¥ ﬂEn es cerrado en

B para cada n € W:
n

CE N\ 3™, entonces existe k, € m tal que Exk 1>
[+]

Sea (Xk)kem

TESS COR
FALLA D ORIGE
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M-{n+11

Como En = an ¥ X3 y las topologfas de Y y Z =on mis

finas que la topologia de ¥, entonces existe una vecindad de

Xy en ¥, ¥ o 2 (dependiendeo de si ko <n, ko = n+tl o
o
k, > m+l), tal gque para todo x €7, lxll > 1.

-

asi Vv induce en En una wvecindad V' de (xk) tal que

XK EW
]?kll > 1 para todo ¥y E v', es decir v' N Y - $, asi

IN
En\ B nEn es abierto, egquivalentemente Bm l""]s:u egs cerrado

en E, para cada €Em vy asi ¥ NE es cerrado en E.

Por lo tanto o™ = ¥ .

Ahora bien, supongamos gque p¥ ¢ B para algiin n €N enton-
ces ¥ n E C E, ¥ entonces

H~-{n+ 1)

{0}“'"1 X B % {c}}m_(“ﬂ'2J c BH n E ., C Bmﬂ g C E = ¥Ry xz

1
comparande lag coordenadas n+2 se tiene gue:

B C 2 entonces Al>Jo AB € 2, pero ?\'SJQ AB =..__x_' entonces ..X Cz
lo cual es una contradicciédn. En resumen, DE es acotado e£n

E ¥ no estd contenide en ningidn E ., es decir, DS no se
cuntple.

.utilizando algunos resultados de los capitulos 2 y 3, tenemos el

sigquiente:

Corolario 5.6.
a) H-~1 no implica TDS.
b} H-1 no implica (H-4) -"Todo conjunts convexo y cerrado en

E es cerrade en E .
n n+,
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¢) H-1 no implica (H-3)~- "E, es cerrade en E para todo n € W .

d) H-1 no implica (H-7)- “Para todo n

para algin p € N.

E

e E C
® . En En+p

e) H-1 ne implica (H-8)- "Para cada hiperplan¢ cerrado F en

—*Fn+
n 1 .
E . (En\F) F ¢.

bemostracidn,

a) Es obvia puesto gque TDS implica DS.

b} Se sigue del teorema 2.3 y del hecho que TDS implica DS.

¢} Es consecuencia del Teorema 2.2.
al Be sigue del Teorema 2,7,

e} Se sigue del Teorema 3.2 y el inciso

El ejemplo gue sigue es una variante del

que (H-2)- "La topologia de cada E  es

cl.

ejemplo 5.5 y muestra

igual a la topologia in-

ducida en En por E " no implica DS.

n+i
Ejemploc 5.7. Sea X un egpacio de Banach
¥ % un subespacioc dense de X (la const
con tales caracteristicas fué dada en el

Consideremos 2 con la topologia de la n

n -
E = X % g M2 con la topologia product

que E_ CE y puesto que la topologia

nt+i
por X, entonces B tiene la topologia

eg declyr, H-2 se satisface,
ey
Observemos que X" x gl P R o (x5)® x

.-_-xnxx_x

de dimensidn infinita
ruccidn de un subespacio
ejemplo 3.5).

orma en X. Definimos
o, entonges se tiene

en 2 es la inducida
inducida por En+: r

— - - 1

zx x (Z )N {n+ B

zN-(n+;)= B

n+i

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Lo gque muestra gque En es denso &n En+ , es decir H-1 no se
1

satisface.
Sea E = 1%:11 ind En ,- B la bola unitaria en X y D =B N3z,
Entonces D:m es agotado en E:

Sea G una vecindad del cero convexa en E. Entonces ¢ N E:1

es vecindad del cero en B, , de donde existe V vecindad del
cero en X  tal gque

W= vx(v Nzt ox ¥ 1) ¢ ¢

(Obs&xvese gue V puede ser usada en las n+l primeras coorde~
nadas gracias a que 3 tiene la topologfa inducida por X).
Sabemos ademds que D es acvectado en X, es decir existe A >0
tal gue D C A.v de donde se sigue gue D T Mv N 2), y por

consiguiente:x

o C gy x(v N2y Pk gF I, 54

- ™ ™ iz
Asi,. D es acotado en B y por lo tantoe D también lo es.

Demostraremos gue 2™ ng cp™.

= BN” E, entonces existe n € W tal que

Sea (xk)kem
N

15 N .
(xk)kem B . En
M ) - a .
gstraremos gue (xk)ke n ¢s5 .2l limite en En e upa sucesion

m i)
{(xk’kem}mEm en D :
si k > n entonces X €EB y x € Z puesto gue
n MN-n
= X X
E, 2

asi ¥y € p, en este ¢ase definimos x: = x,_ para todo =m E m.

Si x = n entonces X, EB ¥y X € X, como en el ejemplo 5.5,
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D es denso en B (con la topolegia dada por X), entonces exis
;- m
te wna sucesion (xk) €D gue converge en X & x

h

£  induge a En una topelogia mls débil gue la original, la con-

k"

m
Entonces {(xk) converge a {x_ ) én E_ y como

KEDN nEm r'rem

vergencia de dicha sucesidn se cumple también en  E, entonces
' ™
¥ ng cpV
N > .
Perc entonces D no estad contenido en En para teoede n € M,
™
pues supohgamos D & E + entonces:

fo}" x B x{o}Tn+1) ¢ xW 1 E .. C s%ng cp®cC E_

+1
y comparande las cogrdenadas n+l se obtiene como en el ejemplo
5.5 que B C % de dqonde % C % 1lo cual es una contradicecién.

Por consiguiente DS no se cumple. Entonces H-2 no implica DS.
gtiltizande nuev;mente los resultades del capftule 2, obtenemos

el siguiente:

Cozxolario 5.8,

a} H-2 no implica TDS.

hy H-2 no implica (H-4)- "Todo conjunto convexo y cerrade en
E es cerrado en E -
n Nk

¢} H-2 no implica (H-1)- “En a5 cerrado en En+1 para todo
n € m",

d) H-2 no implica (H-3)- “En es cerrade en E para todo

n € mn
4

e} H-2 no implica (H-7)- "Para todo n € B, E_ Ce,,, Bpara

algin p € m".
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Demoskracibn.

a) Se sigue del hecho gue TDS implica DS,

b) Es consecuencia del teorema 2,3 y de gue TDS implica DS,
¢} Se obtiene aplicandc la proposicidn 2.6 y el inciso b).

d} Se sigue del Teorema 2.2.

el Es conse&uencia inmediata del teorema 2.7.

obsérvese ademés gue utilizandoc el Tecorema de Hahn-Banach y el
teorema 3.1 se obtiene gue H~2 implica (H-8)-"Paxa cada hiper
planc cerrado T en E, (En\F) n §_3n+1 = $", entonces del ejem

plo 5.7 obtenemos inmediatamente el siguiente:

Corolaric 5.9.

a) H-8 no implica DS.

b) H-8 no implica H-1.

¢) H=8 mno implica H-4.

d) H-8 no implica h-3,

e) H-8 no implica H-7,

Ellejemplo gque sigue muestra gque [(H=T7}- "?ara todo n € W,

__.E
< & ] " N .
En En+p para algin ©p ™ no implica TDS

Ejemple 5.10. Consideremes el espacic 12¢0,1) con las topolo-
gias dadas por las normas
i L1/4 :
£l = tflfl ax)/ i=1,2.

la desigualdad de Roldex:
Sleglax < Fle1? an’® Jlg]% an 178

afirma, en el caso p = 1 = 2:
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.

fieatax < lgl, 1g1,

tomandoe ¢ =1 en [0,1] 5e tiene
f{fldx < l£k,
as décir‘ nfﬂl < “fﬂz
sea X, = L?(0,1) con la norma | Hi i = 1,2 entonces la de-

sigualdad anterior implica que la identidad  id: X, + X, es con-

tinua.

. s .
Deflplmos" En = xl X Xz

se sigue de la continuidad de id: xz + X, que la identidad

id: + E
id En N+t es continua,

éea E = lim ind En

™ P -
Entonces E = X, la demostracidn de este hecho es idéntica a

la gque aparece en ei ejemplo 5.3. Ahora bien, sea Bi la bola
unitaria en xi i=1,2. B:.m es acotado en E puesto gue si
.U es vecindad del cero en E, existe r*' > 0 tal que
Bo(r'}nx x?i—nc U para aldun n E W
.donde Bo(r') es la bola con centro en cero y radie r', toman

do r =+ e tiene gue
r

Lplce (2™ xT € b,
r o
N
entonces lit1 es acotado en E,

n : - (n+1
gea G =~ X XB, X X:q (n+1) (G es una vecindad bisica del cero

en En). Llamemos en+1 al vector (0,...,0,1,0...0} (1 en el

‘1ugar n+l), para cada k € W Q@definimos
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fk(xl = kX[O,L] {x)
k
donde ¥ L](X) es la funeidn caracteristica de [O,t] . .
o, :
Entonces k
£ = c-L = 1
he By ~/‘ikxlo.l-}l k
k
asi £, € B vy por consiguiente £ e € gV
S 1 k nda b4

Probaremos que G

no absorbe a ﬁ? .

supongamos gque G absorbe a B? , entonces ekiste ¥ € XN tal
que ﬁchkG
- N
ademas £ e C eV C ke
k24, D*1
comparando coordenadas
£ e = {0,...0, £ y O.aas 0)
K2y DI k4t
kG = kxlx...kal x kpz x kxzx...x kxz
entonces £ € kB,
. k241
pero
2 /2 1/2
+1 = +
f\‘k. )X[o.-——“-ll (k* ”(ﬂ[o ———1)
k41 k%41
2
= kT4 “k 1
Y24
lo cuazl es una contradiccidn. Asi hemos probade gue TRS no se

cumple.

rial, H-7

Miis afin, pueste que X,
cap. 2 Secc. 7 Pag.

cuando E

Por otra parte, puesto que

se satisface trivialmente.

118),

E = En como espacico vecta-

asi H-7 no implica TDS.

es metrizable, E eas metrizable ({7]

entonces H-7 no implica *TPS afin

sea metrizable.
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Corolario 5.11. (H-8)- "Para cada conjunte B acotado y conve

E
- s rd E ll‘
%o BR En , B estd contenido en En+p para algin p N

no implica TDS.

Demostracidn,

gn el ejemplc anterior E = B para tode n € W como espacios
vectoriales, por consiguiente H-8 se satisface. El ejemple si
guiente muestra que TDS no implica (H-4}- "Tode conjunte con-.

vexo ¥y cerrad¢e an En es cerrado en En+1'

Ejemplo 5.12. sea R _= [0,®), definimos w : R _* R coma:

w,(x) = e ¥

E

2 N
L= {e € tfmyy s v gl < =},

E_ es un subespacio vectorial de L2(1R+) - Damos a E_ estruc-

tura de espacic de Hilbert definiendo el producteo interior

=fw £ T
(£,9) (v, wng>2 ., donde <,>2
‘es el producto interior en Lz(ﬁu) .
ta forma (£f,g) asi definida resulta ser un producto interior
= ERN P
gracias a gue < , >2 lo es. Probaremos gue con la topologia

inducida por ( . )2 En es un espacio completo:

Sea {fm}ElEZN una sucesidén de Cauchy en En
entonces lim (£ - f , £ - £ ) =0, es decir
3 m s'n
m's—}-w
lim <wn(fm -E ), w (- fs)> = 0
m,s+® 2

o sea {wnfm} es de Cauchy en Lz(BH) . perec L2(1R+) as coms

pleto, sea g = lim w £ € r%(m )
mca nm +
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W

Pefinimos g, = —2 , como w () 2 1 para todo x € IR+,. se si
» # kS

gue gue 191{X]| < |glx)| para cada x € R, , de donde

g, € thm+) .

- z "
w, 9, =9 ¥ g €L°(R) entonces g, € E ~ Ademds
(£,-9, « £, -9} = <wn{fm-g1). LALE —g1)>2
= {w £ -g., w £ -g>2
como limw £ =g se sigue que:
nm
m-)-w

lim £ = g1 en E

m-)-w n

entonces En es completo.

Observemos ademfs gue para cada x € = ¥y n € m wn+1{x)§wn(x),
esto implica que E CFE

ahora bien,

(f,f)n+1 = <wn+1f, wn+1f>2

=fwn+12(x) £2 (x)dx

gfwnzcxa £2 (x)ax

=< wnf, wnf )2
= (£,£}
n

entonces la inclusidn id: En > En+ es continua para cualguier
1

n €W,
Sea E = lim ind E
1 n

como E_ es de Hilbert, E, es reflexivo ({11 cap.4 secc.
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44.7 Pag.l91), entonces el tecrema 2.10 afirma en este caso
que TDS se cumple.
Probaremos gue (H-1) no se verifica:

sean n € W vy a,b € R tales que

1 1
= < a < B < b
- -ax 2
Definimos g{x} = e - Ciaramente g € L°(R) .
Qbsérvese gue en general eux thnh) =i y 8dlo si o < 0.
Ahora bilen,
1
x(& -a) ;
(wn.gJ(x} = e y como 7 -a > 0

tenemos que w g & LZHR+) es decir g & En" Sin embargo,

Jrimbr ~2) o

puesto gue ;iul- =a < 0 se tiene gque w 1(x}g(x) =

n+
¢ € i & \
& L (ng) o sea .q E:‘_H.1 agl g En+1 En'
Demostraremos que ¢ es el limite en E oty de unna sudesidn de
funcicones en En , 85 decir gue En ne es cerrado en En+1:
Sea
e i x €1fo,x]
£ (x) =
k( )
e_bx si x € [x,]
= 2
fk L (JR+] . x(i cay
: e " si = € [o0,x]
w (x} £ (x) =
n k (1 b)
{5 -
P si x € [k,
k ! ® oxl) -b)
i 2 =f 2% (7 -a) f 2x iy
¥ wnfk"2 e dx  + e dx
Q k

la primera integral existe obviamente, y como % -h < 0 s=e tiene



81

D
2(L -b
_/;e(n )dx<°°

es de¢ir
w F < @ con lo cua £ e E .
" n k“z _k n

dhora, c<laramente

—ax

lim £, (x) = e para cada x E R
-1 . +
entonces
_ 2
lim | £, (x) - e bl I
ke
de deonde
- 2 -ax 2
1 {x) (£ {x}-e =0
ki: lwn+1 k ’ M
ahora bien
-ax | _ 2 -—ax _ 2
wn+1tx)ifktx) e = w, tx) (e £, (x))
‘ =bx )
pero £ {x) e para cualquier x € e
de donde -fk{x) = -e_hx, entonces
0 K eTE o (x) W TRH L7O¥
por lo tanto (e 2% —fk(xJ)2 < (e B¥ —enbx}2
2 EF-$3 ~ z 2 ~ax _ ~bx, 2
v (wm_l} (x} (e fk(:&}} wnﬂ(x) {e e }
x 2
n+,, —ax =-bx
=1e (e -e )
1 2
[ x(mr ~2)  x(53T -b)
= e -e
- 1 FE
ademas vl <0 vy oy b <0
1 t
k4 "FY —a XlneT -b
zntonces glx) = e (= ) - e (m1 ) & LZ(IR+)

aplicando el teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue (f19]

Cap, 11 Secc. 3 Teo. 16 Pag. 229). Se sigue que
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tim [ w P lE (x) -e *F|%ax = o
n+i k

Xn
: . ~-ax
es decir, tim £ (x} = e en E
x X . n+1i
con lo cual En no es <¢errado en En# para tode n € W es
1

decir H-1 no se verifica y puesto gque H-4 es mas fuerte gue

H-1, se tiene gue E-4 no se cumple.

Coralario 5.13.
a) TDE ne implica H-1.

L} TD3 no implica H-3.

Demostracidn,

a) Se obtuvo en el desarrollec del e¢jemplo para probar gue H-4
no se satisface.

b} Es cobvio puesto que H-3 es mas fuerte gue H-1,

El siguiente es un ejemplo en el cual {(H-3)- "En es cerrédo

en E para tode n E m" y {(H-4)- "Todo ceonjunto convexoe y

cerrado en En es cerrado en En+1" no se satisfacen, no obs-

tante (H-8)- "Para cada hiperplane cerrado F en En ;

E
(En\F) Np B+ =2 gn ¢ (E~7)- "Para tode n € N, E CeE

para algin p € mW",

Ejemplo 5.14, Sean X wun espacioc de Banach y Y un subespacio
dense de- X rcon la topologia inducida. Definimos:

E - xn x {o}m—n
zn-1 .
-{n+
B,y ™ x® x y x {op¥-intD n € M, todos

con la tepologia producto.
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Para ¢ada m € W la identidad id: B> Em+1 es continua:

En efecto, si wm €5 impax m = 2n-l1 para algiin n € I ¥y en-
tonces se tiene la identidad
n M~n
Eon-1 fo}
id
n

E,, = X *x ¥ x {p

}N—(h+1)
la cual resulta continua. Por otra parte si m es par,
N-{n+
g = E =z x yx{ppBin+)

n+1

= 2™ x oy ox {o}FTY

E =

E ara
m+ 2{n+l)-, P

algiin n € W y nuevamente la identidad es continua.

N

Sea E = U{En; n € mW} < x . Probaremos gue la topologia in-

ductiva eén E coincide ¢on la indueida por X .

sea u€&d con la topologia inductiva, entonces U N E €

o,B

[ ,Jo g ¢ como cada En tiene la topolpgia inducida por XIN .
'
n

ésta es también vna vecindad del cero en el producto.

Tomemos ahora una vecindad del cerc en E con la topologia in-

ducida por Xm , Ppodemos pensar gque U = vt e x]N—n v E/-fo x
r

Entonces U N Em E'Jo B para todeo m, pues, si m es impar
N L
. m
m = 2k-1 para alglin k € W
’ k N-k
g, = * x {o}

n k-n M-k
voOX x [
% {0} A e

X H-k
b < -
n v x {a} }&'Em

)
=
]
A
L3
=1
o]
o
]

w
=
5
v
o
bt
o]
=4
1
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Si por el contraric m es par

k

E = x° x ¥ x {g}T {k+)

It
<t

8i n €k E, nu L VR {u}m"(k+1}e )fc E
¥

si n>k B Nu=v"xvynyx {op¥ D g f
m o,BE

puesto gue ¥ tiene la topolegia inducida por X. Como E

tisne la topolegia inducida por ch, entonces la topologia de
E €5 la inducida por E ;y de donde, si f: E_ + R es li-
n n+1t n

neal continua, el teorema de Hahn-Banach muestra gue existe una

extensidn lineal continua de f a En+ ., Be sigue del Tecrema
R+

3.1 que H-8 se satisface.

mhora bien, puesto gue la topologia de E es la inducida por

™ A —F iy

b4 ¢ Se tiene gue En = Enx entonces
—E n oX - {n+
E,. = % x¥ x {0} a+2)

= E

X1'\+1 % {D}m—(n-i-l)

Zn+1
de la misma manera E . E es decir
2n+1 2pdl
E f— B
E = E = B
2n zn+i zn+1

de agqui gque H-7 se satisface y H-3 no se ¢umple.

. —F = ~{n+1
Por Gltimo N m+r o x® x TF ox (o} {a+1)

E #

E
Indl mn

de donde H-4 no puede cumplirse.

Cgrelario 5.15. (H-8) no implica H-1l.
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Es consecuencia inmediata del Teorema 3.7. Obsérvese que este
resultasce aparece tambié&n en el corclaric 5.9.

El ejemplc gque sigue wmuestra que TDS no implica (H~7)- "Para

E

todoe n € I, ﬁn < E para algféin p & m" .

+p

Biemplo 5.16. Sea D[—n,n} = {f € CW(EU , sop £ Cl-n,nl} ,

D = limnind DI—n,n}' .Sabemos agui gque TDS se cumple, de hecho
la construceidn es la misma gque la del capftule 1 tomando como

sucesidbn de compactos {[-n,n]} = ;.

n€m ¥
gea ¥ €D, sop ¢

]

[«1,1], defipimos:

{3p+1)
A = ALy 5 ; g E W
{( Y x) P.g Iy

= W] .
E a D[—n,n]> para cada n € WM.

z

no g
Claramente A C D, de donde E C p. Damecs a cada E_ la topgo
logia inducida por D.
Sea E = 1imnind En. Enteonces, como E CD y En tiene la topo
logia dada por D, la identidad id: E + D es continua, de don-
de si B es acotado em E, B es ;cotado en D, por TDS B es
acotade en D[-n,n] para algfin n € N, pero D[—n,n]c En , en~
tonces B es acotade en En y TDS se cumple para E-.
Puesto que cada En tiene la topologia inducida por D, enton—
ces la topologia de E; coincide con 1a inducida por En+l r
por el tecrema 3.1 y aplicando el teorema de Hahn-Banach se sigue
cue H~8 se satisface. Por otra parte, sea ¢ cualguier niime-

ro prime mayer gue 5, entonces la funcibn w(gx) € Eﬁ para cual-

cuier n €W y w(%x) € B, para § < % -1. Emn efescto:
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¢(% x) es el limite de la sucesidn {y_} donde:

n‘nem '’

3n+l

e _(x) = ¢( %)

n
Para la segqunda afirmacidn observemos primero gue @(%x) & a.
Bazta probar que

% E%FL & M para cualquier p € WM.

Supongamos que % Bijl = k para algiin X € N entonces
gl{3p+l) = 3pk
q(3p+l) = 3k p, By--P; dondg

P = P *pye-epy Pj humerxo prime j=1,...,1i.

entonces pj]q j=1l,...,1

come g @5 primo entonces Pj = g, de donde:

qg(3p+l)

[
[T%]
-

Q

3P+l

It
w
"

a

¥y entonces 3i3p+1, lc cual es una contradicecidn. Supongamos

3p,
ahora gue @(gx) = AW (x)+ot Anwn(x) donde ¢i{x) = w(—;fé%x)
iti

s s < € m
si & k Pi ' qi

[ i i > i=1,... .
v, D[-S,S] si i k li # 0 =1, N
3pyar <
Sea . = i € k y supongamoes que r, r, para
ES ?;9; i i+y
i=%,...,k=1. Entonces:
- e [-0.%) C [y .
Sop W(%X) { 3r33 { Ik'rk]
3P+
Preobaremos gue r = %, es decir que - —k1 con lo cual
k 3 3 p.4
3p, +1 KTk
q, = "“E““'% y puesto gue esto filtimo resulta imposikle, conclui
Py

TESIS CON
FALLA D )

\
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mos gue W(?x) € BEg si s < % -1,

Supongamos que % <r

5i rj = % 3=1,...,%¥-1 ¥ = es tal gue % < x < rk entonces
n

Wi(x) =0 si .1 £k v ¢k{xJ # 0, entonces i§1 vi(x) # 0,

es decir x € Sop w(%x) lo cual es ura contradiccidn, de donde

% = r,. Aboxa bien, si % = ry para algfin j < k, tomamos

< < - : i ¥
Lo, X rk , entonces ¢k(x] # 0 v wi(x) 0 si 1 k.
nuevamente x € Sop w(%x) de donde Ik-l = rk , repitiendo el
procedimiento obtenemos gue % = r -

PO fltimo, para ver que H-7 no se cumple, sean n y p € W,

tomamos g » 5 prime, tal gue g > 3(n+p+l), entonces

~E
% -1 > p+n ceon lo cual w(éx) € E ¥ w(ix) & Epap”

El siguiente, es un ejemplc en el cual TDS5 se cumple y no seé
satisfacen:

(g~1)}- "E es cerrade en B para tode n € m".
n . n+i

{g-2)- "La topologia de cada En ez igual a la teopoloegia indu-

ida en E or E "
el a r n+p

(H=3)- "En es cerrado en- E para tedo n € WN",
{H=4)=- "Todo conjunto cenvexo y cerrado en En es cerrado en

"
En+1 ’

. —E . .
(-7}~ "para todo n € N, B < En+P para algfin p € m".

E
=“n+
{H-8)- "Para cada hiperplanc cerrade F en E . (En\F] nEF T lape,
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8

Ejemplo 5.17. Sea Wi(x) = VI+x2 , x € (-=,x), definimos
= € 12 ; 12 = 7 ~n 2 < . i S5
g = {f €rfm; el %le £{%ax < + »}. s8i £, g €EB_ .
- -n
definimos (£,9) = (w s, w gl2 donde {,} denota el pro-
ducte interieor en 1%, { , )n &5 entonces un producto interior
en E_ . mas alin, la topologia inducida por &1, 43 a En es-

tructura de espacio de Hilbert,
la gue prueba el mismoe hecho en
come consecuencia del hecho que
nuas de soporte compacto es den
Teo. 3.14 Paé. 71), se sigue gu

es denso en cada En de ahi

&

' e
E = P
n+p

De aqui se sigue claramente gque

cumplen, sin embargo, puéesto qu

flexivo ([ 1] cap. 4 secec. 44

2.10, TDS8 se cumple.

Por #ltimo, para mostrar gue H

€EE
n

J;.{!x

Observemos ademas gque

s .Y sea

n .
£ =¥ X[ak,x]
B = {fk

2
Entonces I dx

[-k.k]

2
“fkan-l']_

la demostracidn es idéntica a
el ejempleo 5.12.

el cenjunto de funcioneg ceonti-

P

o en L p =1 ([18] cap. 3

e el conjunte D del ejemple 5.16

gue:
E

c E" n+p c E_E
n n

§-1, H-2, H-3, H-4 y H-7 no se

e cada En es de HBiltbert, es re-

44.7 Pag. 191), vy por el Teorema

-8 no se satizface, tomemos

ekEm].

= 2k, por consiguiente B C E_-

ms
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2 _ —{n+1}_n 2
Eelne, = J;|w v x[—k.k}] ax

J;[W—Ixi—k,klizdx

j*]w'llzdx

k
k _2
—— d=
= —x 1+;{T
= ang tan k - ang tan -k
ero ﬁn tan k < - t ¥ > "L de dona S I
P , g 2 ¥ ang a# T e donde v
¥y B es acotado en En+1'
Supongamos que H-8 se cumple, B es acotado en E ¥ ne es

nty

acotado en En , entonces B no es débilmente acotado en En

y existe f = En‘ tal que f no es acotada en B,

Para k € IN sea bk € B tal gque fo(bk) > k. Por induccidn
escogemos fP € En;p tal gque f sea extensidn de fp_l. Enton-
ces U{fp_l{—w,ll; p €W} es vecindad del cero en E ¥y nc ab-
sorbe a B, por lo tanto B no es avotade en E, lo cual es
una contradiccidn. .

Recordemos ahora gue en el teorema 2?10 se probd gue si cada En
es de Banach y semireflexivo, entonces TDS se cumple, a conti-
nuacidn damos un ejemplo en &l gue cada E es de Frdchet y se-

mireflexive, sin embarge no se satisface TDS, mhAs afln ni siquie

ra se obtlene OQJH,

Ejemplo 5.18. Para cada .n € W, sean D = mAM{1,2,...,n}

y E = ¢=(p ). Para cada n,m EmWN y f € E . definimos:

(i)(x)iz %z € x i=0,1,...m},

e, o = sup {afs -
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. . 1 .
Kn,m = {x € D¢ || €=, [x-3| = o 20,1, .00, 00,
X es una cesidn crecienté de conjuntos compact
{ n,m}m Em 5 sucesidn creci 3 b o8
tales que Y K = p para cada n € XN y cada | [ es
nEM n,m n n:m
una seminorma en En"
Para cada n € N, sea B @ la bola unitariz relativa a la
n,
coc
seminorma | | , entences el conjunto {B } forma
n,m . n,m m=1

una base para el sistema de vecindades de En con la prepiedad
de gque B -} para cualguier m € M, lo cual hace a
oyl n,mti1

E un espacic metrizable. Probaremos a continunacibdn gue En

es de Fréchet:

Sea (f una sucesidn de Cauchy en E , entonces para
Kk Em ¥ n P
v E)f , digamos
D,En
ve{f€r; Il < e}, existe N E M
n n,m
tal que si k,s & N, entonces ﬂfk_fs"n,m < E es decir

Sup{mifii)(x) - f;i)(xllf x € Kn,mr i=0,...,m} < €

(i)

(i) .
entonces m]fk {x) - £ (x)! < £ x € Kn,m i=0,...,m en
particular (f}{:l}(x))kE o es de Cauchy en IR, entonces con-
verge a algiin nimero f(l)(x).
S i € i
Sea xo Dn B si U AI; D ' se tiene
o' n

£ (1)

| (x) = £ '(x)| < ¢ para tede x €U y k>N

. (i} . (i) -
es decir (fk ) converge uniformemente a £ en U, Asi

(i) . \
£ es continua en xO ¥ comno xo € Dn era arbitrario, se

f(i)

sigue que es continwa en [I_ , Ppor consiguiente En es

n

de Fréchet. aAdemisz cada E_ es nuclear ([20] cCap. IV Secec. 9
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Teo 2.7 y ejemplo 3 Pag. 173).

Entonces c¢ada En tiene la propiedad de Montel (R0} cap. Irx
secc. 7.2 corclario 2) vy es, por c¢onsiguiente, semireflexivo
(Bo] cap. IV Secc. 5 Teo 5.5 Pag. 1l44).

Sea E = lim ind E

nEmN
Probaremos a continunacidn gue TDS no se cumple.

-1,/2 —(x-ny?
Para cada n €N y x € IR, sea fn(x) = {x-m)" " e (x-n)
y o= supl]|f (l)|; x €p VMn-1, n+l1l, i=0,1,...,n=-1}.
n n n
¢laramente, cada £ €E . sea v e , como IiB 1
3 n o,E 1,m m=12

¢5 una base del sistema de vecindades de E1 ;, existe m € W

= Cuv.
tal gue W Bl,m v

ahora bien,

1 1 (i) e .
- = — - = PP <
Eﬁf;fnﬂl'm Sup{m|ncnfn (xy; = K1,m i=p, Ll 1
si y sbleo si % <1

es decir ﬁé;fn EW si n=m+l, m+2,...
entonces existe x > 0 tal gue h_ = ﬁ%;fn € kv para cada

n € m, es decir, el conjunte B = {hn; n € W es acotado en E.

Pero B £ En para cualquier n. Para e¢llo observemos gue
E .
fn E n-i

F
fn(x) - {x_n)n-l/ze—(x~n)
( 2kt e_(x_n)z

fn k}(x) = (x—n)n— z pi{x=-n}, donde px-n}

es un polinomio, entonces en la n-€sima derivada el factox

{x-n) aparece en el denominador, es decir fn noe es de cvlase

€

C en x =n €D , es decir f_ € E pexo no en B .
n-1 - n n n-1
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Entonces B es un acotado em E gue no estld contenido en  Ep
para cualguier n € m, es decir TDS no se cumple. Por

filtimo, para ver gque QJH no se cumple, sean n € N y B

rrado acot . me £ € E £ E enton
cerra y ctado en En Co a1 nt1 v at1 & n n

s £ B .
ce nt g

pucsto que En tiene la propiedad de Montel ¥y Bn es cerrado,
entonces Bn es compacto en En , por leo tante Bn es compag

to en E.
asi £ g5 ° =3 £f €8
n+) n . nf n+i -

eg decir 0IB no se cumple.
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