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INTRODUCCIÓN

Uno de los problemas fundamentales en la Mecánica Estadís-

tica lo constituye la descripción del comportamiento de los sis_

teínas físicos que se encuentran fuera del equilibrio. Cualquier

teoría que se desarrolle intentando resolver este problema debe

de poseer la característica de proporcionar expresiones para las

propiedades de transporte del sistema, ya que éstas determinan

la forma en la que el sistema se aproxima al equilibrio.

El interés en este campo se ve incrementado cuando el sis-

tema físico posee un punto crítico. Este hecho proviene, en par_

te, de la similaridad en el comportamiento en la región crítica

de sistemas tan diferentes que aparentemente no existe ninguna

relación entre ellos. Tenemos/ por ejemplo, que los fluidos sim

pies presentan un comportamiento muy similar al de los sistemas

magnéticos; también al comportamiento de sistemas que poseen una

transición de fase superfluida, o al de una mezcla de dos líqu¿

dos.

Un objetivo del presente trabajo es mostrar las caracterís_

ticas más importantes de algunos sistemas que tienen un punto -

crítico. Esto es, mostrar la forma en que se comportan sus pro-

piedades estáticas y dinámicas en la vecindad del punto crítico*

El capítulo primero está dedicado a este propósito.

También pretendemos mostrar, en una forma clara y concisa,

dos formalismos que describen a los procesos involucrados en la

dinámica de los sistemas físicos. El primero de estos formalis-

mos se conocen con el nombre de Modelos Cinéticos de Ising, sien

do apropiado para la descripción, principalmente, de sistemas -

magnéticos. El estudio de los modelos cinéticos de Ising es el

objetivo del segundo capítulo.

En el capítulo tercero se muestran los principales aspectos

de la Teoría de Acoplamiento de Modos, que es el segundo de los

formalismos mencionados. Esta teoría contiene como dos de sus -

objetivos principales, proporcionar ecuaciones cinéticas para -

las variables relevantes de los sistemas físicos, y expresiones



para los coeficientes de transporte de éstos.

Finalmente, en el cuarto capítulo se muestra que el compor_

tamiento experimental de la viscosidad de la mezcla de dos flui_

dos se describe bien por los resultados que proporciona la teo-

ría de Acopiamiento de Modos.



CAPITULO PRIMERO

SITUACIÓN EXPERIMENTAL

A. INTRODUCCIÓN

Un sistema físico que presenta un punto crítico exhibe un

comportamiento singular en éste estado y algunas de sus propi£

dades, tanto estáticas como dinámicas, se comportan anómalamen

te. Estos comportamientos anómalos se manifiestan en ocasiones

como divergencias de cantidades físicas.

Las propiedades de los sistemas en la región crítica han

sido objeto dé numerosos estudios en las ultimas décadas. El

presente capítulo tiene por objetivo efectuar una breve revisión

de los principales resultados experimentales en este tema, lo

que permitirá introducirnos al muy vasto campo de los fenómenos

críticos*

En la primera sección de este capítulo se revisan los com-

portamientos de las propiedades estáticas; en la segunda secciSn

los de las propiedades dinámicas de algunos sistemas físicos.

Con la primera intentamos entender un poco la naturaleza de los

fenómenos críticos. Con la segunda se pretende plantear el pro-

blema esencial de este trabajo, a saber, la descripcción de los

procesos dependientes del tiempo que ocurren en la región crí-

' " t i c a . • • • • - / . ' . • • • • • • : • • - • ' • • •

B. ASPECTOS DE LOS FENÓMENOS CRÍTICOS EN EQUILIBRIO

Vamos a considerar un conjunto de sistemas físicos. En pri_

mer lugar, el caso más comunmente usado y probablemente más ampliamen_

te. estudiado es eJL fluido simple. Para este sistema la ecuación

de estado f.- f(VfT) es una relación entre la densidad f , la

presión? y .la, temperatura T del fluido. La ecuación de esta-

do representa, geométricamente, a una superficie en el espacio

f PT tal que cada punto sobre ella .es un estado de equili-

brio. Ahora bien, para obtener una mejor visión consideremos la

proyección de esta superficie en el plano PT . La figura 1

representa tal proyección. Observemos en esta figura tres regio

nes correspondientes a tres fases conocidas: sólida, líquida y



gaseosa. Las curvas representan: a los estados donde las fases

coexisten en equilibrio. El punto P, intersección de las tres,

curvas, es aquel donde las tres fases coexisten simultáneamente

y se denomina comunmente punto triple. Debe observarse que la

curva de presión de vapor no se prolonga indefinidamente sino

que termina en un punto de coordenadas ( T ); este es el
... o. " .c

punto crít ico del sistema. Más allá de él. no hay transición de

fase y.sólo existe una fase fluida (el gas muy denso llega a ser

indistinguible del líquido).

También es ú t i l considerar la proyección de la superficie

en el plano Pf (figura 2)
• P

Liquido

' Giirvá deV,
ycoexistenci

Flg". 1- Diagrama PT
para un fluido simple.
(Stanley 1)

Fig. 2 Diagrama Yf
par a un fluido s íaipXe .
(Stanley 1)

Observemos que a temperaturas inferiores a la temperatura crít:L

ca, T'<T , existe una diferencia notable entre la densidad de

líquido f, y la del gas con que coexiste f, , pero en la prô

xiraidad de Tc la diferencia disminuye hasta anularse-

Las curvas qué aparecen en la figura 2 son isotermas y su

forma revela el comportamiento global,.del sistema. Por ejanplo cuarxlo

la. temperatura es muy superior a la temperatura cr í t ica, T5> T! ,
c

la isoterma es una recta; en cada uno de los puntos (estados) so

bre la recta la relación entre la presión P y la densidad f

es lineal lo que nos indica un confortamiento de gas ideal ( PY=ote. ).

Manteniendo f = f y P=P , y conforme la temperatura decre

ce, la curvatura que adquieren las isotermas se debe a una mayor

interacción entre las partículas del fluido. Esto es, la longitud

de correlación entre ellas crece cada vez más mientras el siste-



ma se aproxima al punto crítico, lo gue.se manifiesta, en una f uer_

te. dispersión de la luz incidente sobre el fluido, en los expe-

rimentos. Este último fenómeno se conoce con el nombre de opa-

lescencia crítica: el fluido tiene una apariencia láctea.

Por otro lado, existe una cantidad muy importante para la

descripción de los procesos que ocurren en la región crítica.

Esta cantidad posee las características siguientes: adopta múl-

tiples valores para temperaturas inferiores a la crítica y es

cero para temperaturas superiores a ésta. Esta cantidad recibe

el nombre de parámetro de orden del sistema. Su utilidad se ve-

rá con amplitud a partir del capítulo tercero; ahora sólo inten

tamos mostrar su comportamiento experimental para algunos siste_

mas. Por ejemplo, en el caso del fluido simple, al denotar con

f c la densidad del fluido en el punto crítico, definimos a

f- fc como el parámetro de orden; y a lo largo de la curva de

presión de vapor, Éste forma los valores f'i~'f¿ y fg" ?¿\ • Expe

rimentalmente se encuentra que a temperaturas cercanas á To
el parámetro de orden presenta un comportamiento que se rige por

la relación siguiente (20):

u-
Un aspecto muy importante de este problema radica en que la

fcona de las relaciones {1.1.} es común a diferentes fluidos sim

pies y más relevante aún es el que el exponente $ posee, apro-

ximadamente, el mismo valor para esos diferentes fluidos.

Por otro lado, es interesante el comportamiento del parame

tro de orden f - f c con respecto a las variaciones de la pre-

sión p - P en la temperatura crítica T" . Experimentalmente

encontramos que la relación entre estas dos cantidades es del

tipo siguiente (27):



Esta"última relación define al exponente £ y similarmente al

caso las relaciones (1.1), la forma de (1.2) y el valor dé <T

no' dependen dé algún fluido en particular.

La comprensibilidad isotérmica, K̂ . = -^ (̂  J / ̂  ?)T, es

otra cantidad física que posee un comportamiento crítico ya que

es divergente. Cerca del punto crítico su comportamiento está"

gobernado por:

Los exponentes V y %, poseen características similares a

los dos. ya definidos, ̂  y S , en lo que se refiere a su valor

universal para diferentes fluidos.

.Tenemos aún otros dos exponentes que describen los compor-

tamientos divergentes de dos cantidades. Consideremos en primer

lugar al calor específico o^ ; cerca del-punto crítico esta

cantidad se describe bien con las relaciones siguientes:

a i * • ' . ' • • ; . . . ,

YOs{ TQ - 7 )
 T ^ T

C j (1.4)

Finalmente el exponente crítico "M queda definido en la re

lación siguiente, la cual describe la divergencia de la función

de correlación de pares de partículas del fluido G .( r ),

™»-_ \ í _ i ^ ~T { s .. _,

donde d es un número cuyo valor es igual a la dimensión del sis_

tema.

Como conclusión podemos apuntar los dos hechos siguientes:

algunas funciones termodinámicas de los fluidos simples se com-

portan anómalamente (divergen) en el punto crítico; estos com-

portamientos anómalos se rigen por un conjunto de exponentes cía

yos valores no dependen de las características particulares de

algún fluido.



Como segundo ejemplo tenemos el caso de los ferromagnetos.

En estos materiales la magnetización toma el papel de parámetro

de orden y las características de su comportamiento, como en el

caso de los fluidos, resultan ser de gran importancia para el en

tendimiento de los procesos que ocurren en el punto crítico de

los ferromagnetos.

Consideremos la siguiente descripción cualitativa del com-

portamiento de la magnetización para diferentes temperaturas:

la fuente de la magnetización es el espin de cada electrón de

las capas electrónicas incompletas de los átomos constituyentes

del material. A la temperatura cero todos los espines apuntan

en una misma dirección y el sistema se encuentra en su estado de

mínima energía. Si el material es isotrópico cualquier -dirección

para los espines es permisible.

Para temperaturas inferiores a la crítica existe una magne_

tización finita y se dice entonces que el material es ferromag-

néticq. Luego conforme aumenta la temperatura las fluctuaciones

térmicas tienden a desorientar a los espines, en tal forma que

al alcanzar y luego sobrepasar la temperatura crítica el mate-

rial se convierte en paramagnético.

También para temperaturas inferiores a la crítica existe un

cierto orden en la dirección de los espines, lo que nos produce

la magnetización mencionada, y por esta razón al estado ferro-

magnético se le llama la fase ordenada y por contraposición al

paramagné"tico la fase desordenada.

El camportamiento del sistema magnético se rige por una ecua

ción de estado que relaciona a las siguientes variables: el cam

po magnético H, la magnetización M y la temperatura T. La ecua-

ción de estado es entonces una funcional como H=H(M,T). En el

espacio HMT la ecuación de estados es representada poz una su-

perficie (estados de equilibrio) y su proyección en el plano HT

la observamos en la figura 3.

En la figura 3 observamos que para T=Tc (con H=0) el siste_

ma posee un punto cr.íti.co.._.



H

*JLV'

Fig.. 3 Fe r rom agrie to
Diagrama HT..
(Stanley 1.)

Fig., 4 Ferromagneto
Isotermas en e l plano HM.,
(Stanley 1)

En la.figura 4 se muestra la proyecci5n.de la superficie íMT

en e l plano HM. •" . - - • . •

. Por otro lado, experimentaimente se. encuentra que para

T<Tc la magnetización es una funcián decreciente de la tempera-

tura y cero en T=Tc (con H=0). Cuando la temperatura es muy cer

cana a Te es una característica común de los materiales ferrara^

néticos que la magnetizaciñn se describa con una ley como la sî

guíente (27): . • • • • • • ' •

H c .T - (1.6)

La figura 5 muestra a la magnetización como función de la

temperatura donde se ha aplicado un canpo magnético pequeño. las curvas

a , b , c , se tomaron, para 38 Oe , 21 Os- y 46-0e--• respectivamente

y la l inea punteada es la extrapolación para h=0.



m(T)/m(O)

996

Fig. 5 Magnetización VS Fig. 6 Magnetización VS Campo
Temperatura en un c r i s t a l para Magnético (Kouvel 24).
T muy cerca de Te. (1-b)

0 03

0 01

7 0,006

Fig,. 7 Dependencia con la Fig.. 8 Calor específico del Hierro
Temperatura de la susceptibil idad vs Temperatura Condecirían 26)
magnética del Níquel (Arajs 25)



En la figura 6 podemos observar el comportamiento de la mag

netización ( por gramo) ra en términos del campo magnético (co-

rregido por demagnetización)h. Las curvas indican claramente la

transición gradual entre los estados ferromagnéticos y paramagné_

ticos. En el caso presente se trata de una muestra de níquel pa_

ra el que la temperatura crítica es aproximadamente 630°K.

Encontramos que para un valor muy pequeño del campo magné-

tico h, y con T=Tcf la magnetización y el campo se relacionan

en la forma simple siguiente:

«» .. v / » / 1 7 \
TO^JH \ J- • / /

Relación qué define al esponente crítico 5

Por otro lado, en los sistemas magnéticos la propiedad que

tiene uno de los comportamiento más asombrosos es la susceptibi_

lidad magnética isotérmica ~}C / ya que su valor diverge muy cer

ca del punto crítico. Esta divergencia está caracterizada por

los exponentes críticos S y X1 en la siguiente forma:

'-V rv. ( T -T f «?*"> T (1-8)
r K o ; L ' ^o i

¿L /^" c ' ^ o -

La figura 7 muestra algunos datos experimentales que ilus-

tran la divergencia de <y~ .

Por último, en el caso de los ferromagnétos, se observa una

singularidad en el comportamiento del calor específico (campo

constante) C H . Esto lo vemos ilustrado en la figura 8, donse se

gráfica el calor específico en términos de la temperatura para

H=0.

La singularidad en CJJ está caracterizada por los exponentes

<?\ y o\ :

— ex.

- T



Una de las conclusiones más importantes que podemos obtener

de los anteriores ejemplos es la siguiente: existe un comporta-

miento muy similar entre los fluidos y los ferromagnétos en la

región critica, y los- comportamiento de algunas de las cantida-

des físicas características de ambos tipos de sistemas están gp_

bernados por un conjunto de exponentes críticos.

Existe otro hecho experimentalmente establecido pero no

mostrado aquí, que nos indica que para otros sistemas físicos

que poseen un punto críticor se pueden generalizar las defini-

ciones de los exponentes críticos, utilizando las variables apro

piadas al caso correspondiente» Encontramos entonces que los va

lores de los exponentes críticos son independientes del siste-

ma particular que se trate.

La tabla 1 muestra otros, tipos de sistemas que poseen un

punto crítico, así como el parámetro de orden correspondiente

y además un ejemplo específico.

La tabla 2 muestra los valores experimentales de los expo-

nentes críticos para algunos ejemplos de sistemas físicos.

De la discusión precedente se pueden resumir los siguientes

aspectos:

a) La existencia de una variable del sistema que toma múl-

tiples valores en la llamada fase ordenada: el parámetro de or-

den.

b) El comportamiento singular de varias de las cantidades

termodinámicas.

c) La universalidad de l°s exponentes críticos que caracte_

rizan al comportamiento singular de las variables termodinámi-

cas. La universalidad es en el sentido de que son los mismos va

lores para diferentes sistemas físicos.
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TABLA 1. Eiemplos de puntos críticos. Referencias 1-a

-Punto
Crítico

Líquido-gas.

Ferromagne to

Antiferrbmag
neto.

Mezcla binaria

Aleación binaria

Parámetro
de Orden

Densidad

Magnetización.

Magnetización de
Sublafiz

Concentración

Densidad

Ejemplo

H 20

.Fe

FeF 2

Co-3n

Te (°K)

647.05

1044-0

' " 78.26

3Ó1 . 7

7 39

TABLA 2. Valores de los exponentes críticos para diferentes
Sistemas 1.a

Material

Fe '

Ni

C0 2 . .

Xe

CCli.-CrF.!^

Co-Zn

Te (°K)

1044.0

631.6

304. 1

298. 7

301 .7

739

a,a'

a=a'=o.12

a=a'=o.1

" ct=i/8

a=a'=0.08

S

0.34

0.33

0.344

0.344

0.335

0.305

Y'Y1

Y=1 - 3 3

Y=1.32

Y=Y'=1-2

Y=Y' = 1-2

Y=1 .2

Y=1.25

6

—

4.2

.4.2

4.4

-4

n

0.07

- • —
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C. ASPECTOS DE LOS FENÓMENOS FUERA DEL EQUILIBRIO

: :El enfoque en esta sección se hace sobre los fenómenos de-

pendientes del tiempo que ocurren cerca de los puntos críticos.

Debe indicarse que el estudio de estos aspectos se encuentran

considerablemente rezagado respecto al estudio de los fenómenos

que ocurren en el equilibrio.
1 El problema dinámico es un problema mucho más complicado

gue el estático. Teóricamente el problema estático consiste en

encontrar la función de distribución de probabilidad de.las

configuraciones del sistema que se trate» Por ejemplo, en un

sistema magnético nos interesa conocer la función de .distribu*-

.ción de probabilidad de equilibrio de las configuraciones de

espines.' Con esto es posible conocer otras cantidades termodi-

námicas utilizando las herramientas de la mecánica estadística.

Pero en el problema dinámico necesitamos conocer la evolución

temporal de la función de la distribución, lo cual significa

conocer la evolución de las configuraciones. También es nece-

sario conocer la forma en que varian las cantidades .físicas del

sistema cuando este es perturbado y, muy especialmente, conocer

la forma en la que el sistema se relaja al equilibrio cuando las

perturbaciones dejan de actuar.
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La rapidez con la que se relaja un sistenta a su equilibrio
: queda determinada por las propiedades de transporte. En este —

punto el objeto es mostrar el comportamiento experimental de ta

les-propiedades.

. •:•.> ''• El comportamiento hidrodinámico de un fluido simple.puede

ser descrito al especificar los tres coeficientes de transpor-

té para el sistema lia conductividad térmica, la viscosidad cor

•tante y la viscosidad volumétrica. Algo similar ocurre para

otros tipos de sistemas. El trabajo experimental muestra que los

coeficientes de transporte se comportan anómalamente en la vecin_

dad delfpunto crítico. La anomalía consiste, en algunos casos,

en una manifiesta divergencia del valor del coeficiente de trans_

porte en el punto crítico. En otros casos el valor del coefi-

ciente permanece finito pero muestra una-evidente diferencia con

respecto ar.su comportamiento fuera de la región crítica. En cuaiL

quier forma, la anomalía es un hecho experimentalmente- observado

(Referencia 3,7,20,21)..

C.l IA MEZCLA BINARIA

i. Este es un ejemplo de un sistema físico al que se ha pres_

tado bastante atención en el comportamiento de sus propiedades

de transporte. Particularmente la viscosidad cortante (que es la

accesible experimentalmente) ha sido objeto de amplios estudios.

Este es un ejemplo claro y contundente del comportamiento anoma

lo de una propiedad de transporte.

La viscosidad de una mezcla de dos líquidos es probablemen_

te la primera propiedad de transporte anómala observada. La fi-

gura-"S*-muestra- un eiempl'o;—la viscosidad en función de la caneen

tracción. £^?vQhse
Trvaiiclaramente el incremento anómalo, el cuales

mayor?.p&fiff$tñe '"la? temperatura es más cercana a "Te .

' ÓSHos^£¿ába^6sl'^periiáentales muestran situaciones simila-

res, entre los cuales se puede mencionar el de Reed (4j para el

sistema binario isoctano-óxido perfluoroeptano, obteniendo la

viscosidad cinemática como función de la concentración. En la -
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Fracción malar de nitroetano

Fig.9 Viscosidad de isezcias de 3-metilpenteno-nj.t:ro^tanp contra
la fracción molar de nitroetano. aí T=O.Ó4í C; b) TaO.544 C

c) 3^3.5 C d) T= S.5« Cíe) T«=13.« C. ÍLeiaier 6 ) .



concentración crítica se encuentra una cúspide/ más pronuncia-

da mientras más cerca se encuentra el sistema de la temperatura

crítica. . :

Para el sistema anilina-c"íül*oexano, referencia (7), se ha es_

tudiado la viscosidad como función de la temperatura en la con-

centración crítica;- Los resultados se muestran en la figura 10.

-i Q i • 2 1 4 y- 6 T &

'viscosidad VS. A ~ T (ArcoVito 7).

T -.Tc; ( C)

Nuevamente el experimentó mostró la pronunciada anomalía

de la viscosidad. •.

En un trabajo más reciente que los anteriormente menciona_

dos y muy cuidadoso, Stein (9) encuentra el carácter anómalo de

la viscosidad pero indica; que la singularidad es muy débil. Ej;

to rebate a algunos autores que indican una violenta divergen-

cia de la viscosidad. ' • ';

C.2 EL FLUIDO;SIMPLE •

Son relativamente pocas las investigaciones minuciosas so-

bre los coeficientes de transporte cerca del punto critico en

la transición gas-líquido, particularmente los trabajos detalla
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dos muestran que la viscosidad del fluido no se comporta anor-

malmente en la región crítica, {Sengers Referencia (3)). En rea-

lidad debe decirse que no hay evidencia de un cambio violento

en el comportamiento de la viscosidad/ pero si hay indicios de

ligerar desviaciones. Pero definitivamente es necesario más —

trabajo para conocer realmente el comportamiento de la viscos^

dad en el caso del fluido de una componente.

La conductividad térmica, en cambio, muestra una relevan-

te anomalía en el punto crítico. La información más detallada

ha sido obtenida del bióxido de carbono, como en él trabajo de

A. Michels y J.V. Sengers (10) que se resume en la figura 11.

Debe decirse que el bióxido de carbono se utiliza con frecuen-

cia en las investigaciones de este campo ya que la temperatura

crítica ~TC" 31 C es muy accesible en el experimento. La fi-

gura muestra un comportamiento suave para temperaturas lejanas

de "Te y una divergencia violenta en T - TV. ,

3.5-

á.o-

o 31.2'

» 32.1

o 40-1

X 79; i

roo 2Q0 300 400

Fig. 11 Coeficiente de Conductividad Térmica de CO2 vs, 3.a c2en
sidad.. (Michels 10).
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Con respecto al trabajo de Michels y Sengers, las medicio

nes en 31.2°Cy justo arriba de la temperatura criticarse inues—

tran en la figura 12. Por comparación "se incluyen los valores

:<. 32.l°c en esta misma figura. •

cr
<ü
01
e 7
o
(a 6 ,
O

5
/i
4

3

2

3 •

±ÍÓ4 A

/

0 31.217 V
X 3 2 e l G

loo t.OT> SOO

Fig. 12 Conductividad
térmica de CO^ cerca
del punto crítico
(Michels 10).

ISO

Fig. 13 Curvas isobáricas de la
conductividad térmica en. la re-
gión crítica. (Bailey 11).

Por otro lado el trabajo de Bailey y Kellmer, Referencia

(11) muestran a la conductividad térmica como función de la tem

peratura para el Argón. La figura 13 muestra las curvas isobári

cas en la regi6n crítica referentes a este filtimo trabajo.

Las curvas isobáricas de Bailey muestran un máximo que es

más pronunciado conforme esta más próximo el punto crítico. Sin

embargo la precisión experimental no es muy' buena, como lo deja

ver Bailey, y por tanto no pueden establecerse conclusiones de-

finitivas sobre estos máximos. Sin embargo sí se puede estable-

cer como un hecho observado en el laboratorio el comportamiento
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anormal de la conductividad térmica en el fluido simple.

C.3 LOS SISTEMAS MAGNÉTICOS

Los sistemas magnéticos son importantes ya que en el siguien-

te capítulo se discutirá un modelo que es particularmente aplica-

ble a los ferromagnetos, los llamados modelos cinéticos de Ising.

Existe una menor cantidad de trabajos reportados en la lite_

ratura sobre los ferroraagnetos en comparación con los existen-

tes sobre fluidos o mezclas binarias, pero con todo, es posible

observar las características de sus propiedades de transporte.

En los ferromagnetos se han investigado los comportamien-

tos de la difusividad, la conductividad térmica y del coeficien

te de atenuación sonora, D, Kt y ex. repesctivameñte. En el minu-

cioso trabajo de Collins (15) se muestra que la difusividad va-

ria en la siguiente forma:

sisndo <r = |T - T j / T

con /i- =0.14 lo acual nos indica que la difusividad tiende a

cero cuando T —eTc. „

i Por otro lado, la difusividad térmica D-̂ , la cual proporcio

na una medida de la difusión de electrones de conducción cerca

del punto de Curie, o sea cerca del punto crítico, ha sido in-

vestigada por Fulkerson (17) obteniendo:
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Pero debe indicarse que estas últimas mediciones se reali-

zaron en el régimen hidrodinámico, esto es, no fueron realizados

suficientemente cerca de la región crítica por lo que.esto cons_

ti.tu.ye un factor, en contra.de los resultados. La temperatura fue

tal que €: ̂  O-O"2- .lo cual significa que la temperatura del

sistema en el experimento se acercó cuando más a 15°C de la tem

peratura crítica.

En términos generales los datos sofcffela conductividad tér

mica en la región crítica son muy escasos y por tanto no es po-

sible llegar a conclusiones definitivas respecto al comportamien-

tp tanto de la conductividad como de la conductividad térmica ya

que las constantes de difusión en ambos caos tienden a cero cuan

do el ferromagnéto se aproxima al punto crítico. Ambas constan-

tes de difusión dependen inversamente de cantidades estáticas -

que divergen, esto es, la difusividad se puede expresar como

y la constante de difusión térmica como

donde \< es la conductividad y K T la conductividad térmica

y *X la susceptibilidad magnética y C el calor específico.

Estas dos últimas cantidades han sido suficientemente observa-

das experimentalmente y son divergentes en el punto crítico. En

tonces se tiene la situación de que las difusividades se van a

cero en la región crítica, pero no se puede afirmar si su compor_

tamiento sólo está dominado por el comportamiento de OC o C o

los coeficientes de transporte K y K~r se comporta también

anormalmente. En el siguiente capítulo se verá que el formalis-

mo llamado los modelos cinéticos de Ising porporciona expresio-

nes para la conductividad.
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Una situación similar a la anterior se presenta con el coe_

ficiente de atenuación ultrasónica en lo que se refiere a la es

casa información disponible/ pero diferente en el sentido de que

las pocas informaciones indican que la atenuación diverge en la

temperatura de Curie (15) y (16) .

C. 4 DISCUSIÓN

Las similitudes que presentan los diversos sistemas físicos

en sus propiedades estáticas no la exhiben en sus propiedades -

dinámicas. La universalidad observada en el comportamiento de -

las primeras no se encuentra en las segundas.

Sin embargo es posible intentar una descripción paralela.

La divergencia que muestran algunos coeficientes de transporte

puede describirse con una simple ley algebraica, Séngers^ (3) ,

Leister (6). En términos de la temperatura reducida 6- se i n —

tenta mostrar que la divergencia de los coeficientes es propor-

cional a €r® / definiéndose al mismo tiempo el exponente crí-

tico © . Por ejemplo, la viscosidad cortante en la mezcla bi-

naria cerca del punto crítico sigue una ley como-:

Aun cuando se hayan calculado valores teóricos para los GK_

ponentes, no todos los investigadores están de acuerdo con que

el coeficiente de transporte sigue una ley como la de arriba. El

intento de seguir paralelamente al caso estático proviene del -

hecho que las teorías de campo promedio y las de escalamiento •-

extendidas al •. caso dinámico predicen las divergencias del tipo cíela

ecuación-" (1.9). Sin embargo hay una objeción muy importante:

experimentalmente se observa que algunas anomalías no son tan -

violentas como para describirse por leyes algebraicas s^o que

-son más suaves y por tanto susceptibles de describirse por una

relación logarítmica. Spncrers muestra que para un conjunto de -

mezclas binarias la viscosidad esta dada por
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c--*10)

Siendo A y B'Constantes y dv un parámetro.' ' " :

Por otro lado, podríamos hablar de la parte-anómala-"del cce

ficiente de transporte en la región crítica y estudiar sólo, el

comportamiento de esa parte, es decir, si L representa al coe

ficiente de transporte entonces

siendo Lj, el coeficiente de transporte comportándose suavemen

como lo hace lejos de la región crítica y ¿\ \_ la parte anfi_

mala^ !Est^ es la desviación del. comportamiento V;. de.V - En

esta formappara el caso de la viscosidad de la mezcla binaria,-

tenemos por ejemplo:

Algunos investigadores asocian la ley algebraica a la par-

te anómala del coeficiente de transporte en la siguiente forma:

A V. r* 6 e

Sin embargo otros como Arcovito (7) concluyen que la ecua-

ción descriptiva debe ser logaritmifca ya que encuentra que/para

el caso de la mezcla binaria,la parte anómala de la llamada vis_

cosidad cinemática, S?r i)/f í f es la densidad de la mezcla>

se describe muy bien con la relación siguiente:

donde.A y S son constantes. ...

La situación es similar en el caso de la conductividad del

fluido simple, Sengers y Keyes (21) muestran que la parte .anóma_

la exclusivamente, se acopla a la ley algebraica siguiente:
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Válida para "X ̂ >Tc. con un valor del exponente crítico

0 = - O . fe. :.-...-• . :- - . . • . - - . • -

En síntesis,el análisis anterior conduce a algunas conclu-

siones importantes. Primera, una característica importantísima

de las propiedades en el equilibrio és que las predicciones de

los modelos, teóricos se aplican, muy bien a. una amplia clase de

sistemas. Además los detalles de las interacciones microscópi-

cas tienen un efecto relativamente insignificante. Las predic-

ciones teóricas se hacen principalmente sobre los exponentes ~

críticos y sobre relaciones entre ellos: leyes de escalamiento

Í20).

Segundo, aun cuando las causas microscópicas sean las mis_

mas o similares en el comportamiento anómalo tanto de las pro-

piedades estáticas y dinámicas, éstas .últimas ,no se agrupan en

un patrón simple de. comportamiento. Esto significa que las pr£

piedades dinámicas s¡jn más dependientes de las características

propias de cada sistema. Por tanto los coeficientes de trans—

porte quedan caracterizados por los exponentes críticos dinámi

eos sólo en parte. Aparentemente no existe universalidad en el

caso dinámico.
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CAPITULO SEGUNDO

LA ECUACIÓN MAESTRA Y LOS COEFICIENTES DE

TRANSPORTE.

A. INTRODUCCIÓN

En el capitulo anterior se exhibió el comportamiento anóma_

lo de algunos coeficientes de transporte en la vecindad del pun_

to crítico. En éste se expondrá la forma en que el problema de

la descripción de dichas anomalías se ha abordado teóricamente.

Las expresiones para los coeficientes de transporte se ob_

tendrán a partir de la llamada ecuación maestra, en el contex-

to de los llamados modelos cinéticos de Ising. Sn el apéndice

A se muestra como se deriva esta ecuación a partir de princi-

pios básicos.

B. LA ECUACIÓN MAESTRA

Se conoce dé la experiencia cotidiana que cuando un siste-

ma físico, que posee una gran cantidad de grados de libertad

{muchas partículas) se abandona, no permitiendo ninguna interac

ción con el, tiende a alcanzar un estado de equilibrio, siendo

éste independiente del estado inicial del sistema. En una gran

cantidad de sistemas físicos se encuentra que la forma en que se

¡produce el acercamiento al estado de equilibrio está descri-

ta por ecuaciones diferenciales de primer orden.

Ahora bien, el problema de entender cómo los aspectos ma-

croscópicos surgen de las leyes microscópicas es fundamental en

la mecánica estadística, e involucia al problema de deducir un

proceso de aproximación irreversible al equilibrio a partir de

las leyes mecánicas, las cuales son simétricas en el tiempo.

Para describir el proceso de evolución al equilibrio de

un sistema utilizaremos una ecuación del tipo siguiente:
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con la propiedad adicional que

r , (2-2>
donde Pi es la probabilidad de que el sistema se encuentre en

el estado ly Wij es la probabilidad de transición por unidad de

tiempo de que el sistema pase del estado j al estado i.

La ecuación (2.1) se conoce como la ecuación maestra y su

derivación a partir de principios básicos se muestra en el prî

mer apéndice de este capítulo.

Ahora mostramos la forma en que se pueden obtener ecuacio

nes fenómenológicas a partir de la ecuación (2.1). Esto se lle_

va a cabo en una forma simple que además nos sirve como intro-

ducción al objetivo principal de este capítulo, a saber, el es

tudio de los Modelos Cinéticos de Ising.

Consideremos un sistema físico cerrado que posea un número

muy grande de moléculas y se encuentre fuera del equilibrio.. En

tonces existen ciertas cantidades susceptibles de medición que

denotamos por \ Ar "}, y a las que pedimos varíen lentamente en

el tiempo en comparación con otros grados de libertad rápidamen

te fluctuantes. Además, al conjunto de valores numéricos de las

variables i Ar 7 lo denotamos como ^ar J .

Ahora bien, al establecer la ecuación maestra (2.1) para un

sistema físico como el descrito, se puede mostrar que las proba_

bilidades Pi y Wij gue aparecen en C2.1) son funciones del con-

junto |_ar | (apéndice A); además si consideramos sólo funció

nes suaves de las a's nos econtramos con la posibilidad de expre

sar a la ecuación maestra en la forma siguiente (referencia 9);

esto es, hemos considerado al conjunto ar como un conjunto de

variables continuas, similarmente a los conjuntos de proba-

bilidades Pi y Wij.
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En esta forma el valor promedio de las variables Ar se ex-

presa con la relación siguiente:

J ácx í2-4)

Por simplicidad utilizamos en (2.3) una s81a variable ai,

entonces se puede desarrollar el lado derecho de (2.3). resultan,

do que (%)z ^

^ (2"5)

donde el momento n-ésimo está definido con la relación siguien

te i f

Al cortar (2.5) en el 2do. término y volviendo a conside-

rar al conjunto de "m variables nuevamente, obtenemos una ecu«a

ci6n de Fockefc-Plank.

V V

donde

U =

En (2.8) y Í2.§) se utilizó a la variable y=ar-arT la cual nos

proporciona una indicación de la magnitud del "salto" en la

transición entre dos estados del sistema.
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Ahora bien, la ecuación (2.7) puede reducirse siguiendo un

conjunto de pasos algebraicos que no deseamos reproducir aquí,

pero que se encuentran convenientemente ilustrados en la litera

tura (5); en tal forma que de (2.7) obtenemos

(2.10)

donde G¡ representa el volumen del espacio fase correspondien-

te al estado del sistema donde las variables Ar poseen los

valores ar. '

Con la expresión (2.10) es posible encontrar el valor pro-

medio de una función de las variables macroscópicas f(a-/a?...)

en la siguiente forma:

H j

Con objeto dé poder aplicar esta ecuación se hace una apr£

ximación <(de Groot y Mazur) :

A,vS es un elemento de la matriz "̂  formada con las segundas

derivadas de la entropía del sistema respecto a cada una de las

variables <X< . (2.11) se reescribe como sigue:

(2.13)= < 1 W _̂ ¿u ?- >

V
Consideremos el caso particular f(a)-a . De la ecuación

m
(2.13) se llega directa y fácilmente a

- z_
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La ec. (2.14) es una ecuación para la evolución temporal

de los valores promedios de las cantidades físicas del sistema.

Tiene la forma de las ecuaciones fenomenológicas:

Los coeficientes Lns son los mismos en las ecuaciones

(2.14) y (2.15), La identificación nos conduce a una forma sen-

cilla de calcular los coeficientes de Onsager. Los segundos mo-

mentos Lrs están dados en la ecuación £2.9). La que reexpresa-

da en el lenguaje'^original" tiene la forma;

z
La ec. (2.16) o la ec. (2.íl) puede utilizarse en el cálcu-

lo de los coeficientes de transporte, con las reservas necesa-

rias dadas las aproximaciones involucradas en su derivación.

En esta forma, la relación (2.14) representa a las ecua-

ciones fenomenol&gicas y la expresión (2.16) a los coeficientes

de transporte. Ambas expresiones se obtuvieron de la ecuación

maestra. Esba característica de la ecuación maestra es muy im-

portante y será utilizada un poco más adelante en este capítu-

lo.

Ahora debemos considerar otro aspecto del problema, muy im

portante para nuestros prepósitos. Este aspecto es el referente

a la importancia de las funciones de correlación an la descrip-

ción de los coeficientes de transporte.

C* LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE EN TÉRMINOS DE LAS FUNCIONES

DE CORRELACIÓN.

El reconocimiento de la importancia de las funciones de co

rrelación en fenómenos como las transiciones de fase y los que

ocurren en la región crítica, ha significado un avance sustancial
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en la teoría de los sistemas fuera de equilibrio, al menos has-

ta hace algunos años. En particular, el uso de las funciones de

correlación ha sido de importancia especial en la obtención de

los coeficientes de transporte. Por esta razón resulta intere—

sante indicar algunos aspectos relevantes de ese problema.

La derivación de fórmulas para los coeficientes de trans—

porte está basada en el trabajo de Kubo (1 y 2) .Después ZwanzijD̂

(10) ha efectuado una revisión del trabajo de Kubo y aguí se —

muestra una síntesis de los resultados de Ewanziq ; los gue se-

rán convenientemente utilizados en la sección \> de este capí-

tulo..

Entonces consideremos 'fi variables de un sistema: las va-

riables de "interés". Estas pueden concebirse como los componen

tes del vector &. t*í . Las leyes de transporte describen el —

comportamiento temporal de los promedios 4 ¿*.U>> observados

en experimentos repetidos. Las cantidades 5* representan a las

desviaciones de las variables respecto a sus valores en el equi

librio.

La ecuación

iA . (2.17)

es más general que la forma utarkoffiana de las leyes lineales

de transporte:

At

NSVj son los coeficientes fenomenol6gicos,Los coeficien-

tes de Oasager son combinaciones lineales de estos. ^<.\-& es -

la ..forma no markoffiana de M i ' '.-

,. Con objeto de obtener expresiones para los coeficientes de

transporte procedemos de la siguiente forma:
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Considerar la transformada de Laplace de

At

y de

(2.19)

{2.20).

al transformar (2.17) se obtiene

la cual proporciona a *<-L ".

{2.21)

(2.22)

La transformada de Laplace inversa de (2,12) es la solución de

la ecuación (2,17). Obtenemos los coeficientes de transporte rroil

tiplicando (2.22) por OL^IO y promediando sobre la distribu-

ción inicial de valores afO),

.23)

el promedio del lado derecho..puede calcularse (3), resultando

(2.24)

La matriz Sj ya ha sido utilizada en la ecuacián (2.12).
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El lado izquierdo de (2.23) con ayuda de (2.19) es

el integrado involucra dos tipos de promedios, el primero se to

ma sobre la distribución de,valores de 0L\L*O que se observan

en repetidos experimentos y es condicional a los valores iniaia_

les CX^L0") . El segundo se efectúa sobre la distribución inicial

ae valores, ambos se combinan en uno solo:

<2-26>

donde <¿̂

brío y /̂

mérico es

dejiota el promedio en el espacio fase en equili—

es la función fase al tiempo ~t cuyo Valor nu-

C"^ . Ahora utilizamos la identidad

la cual después de sustituirla en (2.26) y e'sta a su vez en (2.25)

nos define a las cantidades V t ^ ) (7) :

-*t
C2.2S)

Finalmente llamando a SpixL^) CV.\< C0)/'- *CZK , después de inte-

grar y utilizando notación de matrices, la ecuación (2.25) se re

expresa como:

6 W V V Vl tó (2.29)
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La ecuación (2.23) con forma matricial aparece como:

V* a £\~ -. (2.30)

lo que nos proporciona, junto con (2.29), una relación entre

las matrices 1- y AA. .

. ;Ahora, vamos a suponer que el proceso es lento, entonces

necesitamos introducir un parámetro de lentitud p en la matriz

de; los coeficientes, tal que nos especifique con su valor la ra

pidez o lentitud del proceso. Esto es, para procesos muy lentos

vamos a considerar que p — > O , entonces:

p *-,?') t (2.31)

Luego, con ayuda de (2.31), reescribimos la ecuación más

importante para nuestros propósitos, esto es (2.23):

Resumiendo, hemos obtenido a las cantidades Lik(z), que re

presenta a los coeficientes de transporte en términos de las co_

rrelaciones de las derivadas temporales de las variables Ai del

sistema.

Por otro lado, es necesario restringirnos a cierto tipo de

procesos; éste es aquel que ocurre "muy lentamente" y en tiem-

pos muy largos. Estas características son las que poseen los

procesos que realizan los sistemas en su comportamiento hidro-

dinámico, y de aquí observamos su importancia. Entonces las ca-

racterísticas mencionadas se introducen bajo la forma de las

dos condiciones, siguientes: p — > Q Y 2 •—>O / Y obtenemos ;
entonces que la matriz de los coeficientes buscados es

/-
\\v^ L 1% ,*l) . (2.32)
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Ahora bien, es necesario indicar que, analíticamente, el or-
den de obtención de los limites que aparecen en (2.32) es muy im-
portante Apuesto que si se invierte :este orden ~se encuentra que
esta expresión se hace cero (ver ref. 2).

Con la herramienta representada por las ecuaciones (2.23),
(2.3i) y•(2.32) nos introducimos--a estudiar a los llamados modelos
cinéticos de Ising, los que resultan de utilidad para representar
electo tipo de sistemas magnéticos.

D. '¿¿/-VOHMALISMÓ DE KAWASAKI

'este método de atacar el problema de proporcionar expre -
siones para los coeficientes de.transporte se basa en las écua -
ciones ...{2 .23} y . (2...31). que, spn . resultados .exactos, lo que.,signi-
fica "una característica ventajosa de la teoría. Ahora bien, el de-
sarrollo "de esta teoría es-cómo se indica-en los siguientes párra-
fos.. .,,..,.-•-...- • . . • -;••-'.••••" :

Káwásáki sé basa en la ecuación maestra expresada en la forma
{2.331. Esta describe a un sistema que sé relaja !ál equilibrio-,Las
consideraciones básicas son las siguientes: sea un sistema aislado
con energía total fija. Seleccionemos un conjunto de variables A.
...A que son las "más relevantes" para la descripción de la evolu
ciSn del sistema;su número y naturaleza dependen específicamente
del sistema que se trate, y la teoría no especifica ninguna elec-
ción- apriori. las primeras derivadas del conjunto A. deben ser
funciones suaves del tiempo, es decir, se. trata de cantidades que
varian lentamente. Esta es una condición necesaria para que sea
válida la utilización de la ecuación maestra, (Van Kampen (4)}.
La elección de sólo unas cuantas variables implica que el, estado
del sistema se encuentra definido "gruesamente". Por otro lado,
un estado del sistema está descrito por un conjunto de probabili-
dades P(o< ); siendo P(o< ) la probabilidad de que el sistema se
encuentre en el estado °< . Entonces la evolución temporal de es-
tas probabilidades está gobernada por-la ecuación maestra expre-
sada como sigue: „ ...

"Xa L W , (2.33)

Aquí G ( oí ) es el número de estados microscópicos contení -
dos ;en el estado (volumen del espacio fase) . V O ^ * denota aula
probabilidad, de transición por unidad de tiempo del paso del sis-
tema desde el estado p al estado ^ .

Para el manejo del problema la notación de Kadanoff y Swift

(15) es muy conveniente, por ejemplo, el estado^ se representa

por el vector \oC>, La base es un conjunto ortonormal y completo:
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í..,.

X es el operador identidad. Un estado estadístico al tiempo -

•t se representa;como sigue: , , í

(2.35)
c<

La ecuación maestra. {2.33) se; reescribe en estos, términos:

W > • • Í2.36)

A

Los elementos de la matriz de transición ~~T están dados en

la ecuación (2.34). En la notación presente:

Es importante tomar en cuenta la paridad dé las funciones

P^í bajo la operación de inversión en el tiempo. Considerarnos

que las ecuaciones de movimiento dependen de un conjunto de pa-

rámetros <̂-t . Al introducir la inversión temporal en las ecua

ciones-de movimiento todas las ^; cambian su signo. Si además

el fíamiltoniano es invariante bajo la operación senalada/excep-

to por, el cambio de signo.de los 4*1 entonces

Esto Bsf existe para cada estado otro estado con exactamen

te. Ja. misma energía total el cual se obtiene de él tras lainver

s i Ó n temporal"'. • N • ;. • , . : .

Se cumple entonces que:: . - - - : •

T - T
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donde <K* denota el estado obtenido a partir del estado <K des-

pués de la. operación de' inversión temporal. Entonces es'posible

establecer la condición de balance detallado para \x> en la for_

rca:

. ... Aún más si la probabilidad de transición <£—1> <**: ,- donde

los signos de los parámetros í ̂ i} se han invertido, es la mis_

ma de la transición a —t> =< sin cambio de signo, se cumple, que

Además

Entonces Za ecuación (2.38) se reduce al caso siguiente:

-^ ~x (2.39)

wat- >

La matriz | es simétrica. En términos de vJO- se expresa

la simetría como:

El caso particular de la ecuación (2.39) o (2.39') corres-

ponde a la situación en que todas las variables -̂V nó cambian

su signo bajo la inversión en el tiempo.

'. l$ ? í . ! T i . ...
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Por otro lado, para poder calcular promedios se introduce

la notación siguiente: el estado de equilibrio \ Vi*> está da

do por

(2.40)

e s l a Probabilidad de que el sistema este en el esta

do cK en equilibrio. Se cumple entonces que

(2.41)

ton Gtr.rL¿-^
(¿1} el número total de estados.

Si denotamos al vector especial \ *> t definido por:

— ¿—- (2.42)

oí.

entonces el estado de equilibrio se reescribe asi:

L?i> r < \ > - (2.40M

Ahora, sea X una matriz diagonal en el espacio vectorial

que estamos manejando. X representa a una cantidad física

cuyo valor en el estado <K es X ^ elemento de la matriz y* -

El promedio de •>** en el estado \ ? > es entonces:

(2.43)

Utilizando la ecuación maestra (2.36), La rapidez de cambio del

promedio de encuentia en la forma que sigue:

(2.44)
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El promedio de y> también lo obtenemos en la siguiente for_

ina * • .

2.45)

siendo

Xtt)~ <2 y d (2.46)

(2.45) es útil para establecer expresiones de las funciones de

correlación de dos cantidades física en el. equilibrio,

>?ft(s0# £2.47)

Esta significa gue debemos tomar, al tiempo "t - ó , el esta-

do \«<̂ > donde V tiene el valor <f(S'\oíj> ? al tiempo t

el estado es (2"XT \ c<> y Y- tiene el valor ^,\>^ G^^W/» Para

obtener la función de correlación multiplicamos estos promedios

y se promedia sobre todos los estados iniciales \&-y con funcio_

nes de peso ítC^O - La ecuación (2.47) se puede reescribir -

con ayuda de (2.40') en la forma;

^ ^ ) (2.48).

Esta expresión es la más relevante en nuestro desarrollo.

En el presente contexto,las propiedades de transporte se --

obtienen sobre las siguientes consideraciones: los procesos gue

ocurren en el acercamiento del .sistema hacia su estado de egui^

librio son procesos de cierto conjunto de variables C ̂  ; sien

do éstas funciones del conjunto de variables relevantes Ai

El comportamiento temporal de las variables £•;> está goberna-

do por una ley de transporte del tipo de la ecuación twarkoffiana
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(2.ig). El promedio en el equilibrio de C¿ vale cero. Luego,

denotando por Cj al promedio de C'± fuera del equilibrio, la

Ley lineal de transporte, expresada matricialmente es

Los elementos de T*^ son funciones de los coeficientes de

transporte. La ecuación (-1,11) en el contexto del modelo actual

tiene esta forma:

-A

La matriz C (."O s e obtiene a partir de la matriz C

o

Ahora bi.en;- es más útil la matriz "m definida por:

En el apéndice 2.B se muestran que en términos de las funciones

de correlación, "*T\ esta dada por: <•

-m t?)?w f 4 (i - Í. « tus c*CoV» « ce
1») #

C se obtiene con los elementos complejos conjugados de C f

El límite hidrodinámico como fue indicado en la sección an

terior sé obtiene después de los procesos de límite ^ -o o y

2: --£> o esto es /

' ^ C ^ o ) - V\^ U ^ 'VYl Cl ;?^ . (2.49')
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Una simplificación más es conveniente. Observemos que lanía

triz'~tW se puede reescribir en la siguiente forma:

La matriz L, tiene la forma siguiente:

U^-f'^oST-U-M'- Cf > (2.50)

En el límite hidrodinámico ésta tiene por elementos a los

coeficientes de Ünsager. Su expresi6n se obtuvo con ayuda de la

ecuación (2.48).

Existe un problema difícil: conocer a iL3,'?) implica cono

cer a la matriz de transición T . Es decir, conocer a los ele

mentos VA)^ 3 . Entonces es claro que tendremos tantas expresiones de —

los coeficientes de transporte como formas de 00 ̂  se adopten.

Es claro también que se eligirán las formas de ̂ o^-s que más se

apequen al sistema considerado, con todo,el problema de la ele£

ción de v*J *« subsiste.

En vista de lo anterior es necesario efectuar una simplifi_

ficación delresultado (2.50)

Se derivará en seguida una expresión que proporciona una -

cota superior a los elementos de \_ . Esto es, un límite a los

valores de los coeficientes de transporte. Con esto se simplifi^

ca la tarea matemática, pero surge otro problema, a saber, si el

límite es finito entonces los coeficientes no son divergentes.

Por tanto, quedan excluidos automáticamente aquellos que diver-

gen en el punto crítico.

Consideremos un conjunto de vectores W^> que diagonali —

san a la matriz "V , esto es, sea la ecuación de eigen valores:

T W> - - A W> (2.51)
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EL eigen-valor - k es real y A es positivo. En términos

de la base ] <*•> se tiene que W > se expresa asi t

..I «2.52)

Ck.̂ .*. es un complejo en general. El conjunto \S>> es ortonor_
m a l y " c o m p l e t o . • • •. • • " . • - . . . ' . . - . .• •.•-.•:

En términos de tal conjunto de vectores se obtiene una re-

presentación espectral para la matriz \_ :

(2.53)

La densidad espectral

relación siguiente:

se define de acuerdo con la

Para los procesos muy lentos { a —¿ o ) f (2.53) es simple
T —mente

(2.53')

En el límite ?-oo esta ecuaoi.8n representa al coeficiéh

te de transporte. Para evitar que en el límite la matriz se anu

le se pide que la función densidad espectral posea un pico pro-

nunciado en A, •=. O . Esto se logra con una función delta:

^ o ) - Z I ¿t/O) (2.55)

1 (i.O J es una función no negativa de
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.-,.;, - -Por otro, lado, .en el límite-de, altas frecuencias "£• ™s> oo

la matriz de. los coeficientes es simplemente .. . ;

tlco;?^)- -^ ̂
C'^ ^^ - • ~ V « <- C"^>>- i (2.56)

C es la derivada-temporal de C . . Por tanto f \~LC¿>??') deis

cribe la variación inicial de la función de correlación de C .

Es decir para, tiempos-rciúy.pequeños ; • . . .

^ / / C - C ^ - t ^ Ví-cc.o^ . Í2.57)

. , ..Resulta evidente que la función. rYŶ J/,o,\ . .. que. aparece'

en (2.55) es la responsable del comportamiento.transitorio.en—

tre la matriz VtP^?! y la matriz V

^Consideremos los elementos de lá diagonal , \-i\ (^ <j ).

De la ecuación (2.54) se observa que "YV^ tA j ?"> es no negati

va. Por tanto L' L̂ U o^ es una función creciente de frecuen^

cia.. Es decir, si i : t w se cumple que.

^ V ,(2.58)

Por tanto, es claro que siempre se tendrá la situación si

g u i e n t e : . ; • . ..•., •• '

En el apéndice 2.C se muestra que la matriz l.vpO;?^ es

la aproximación en el equilibrio local de la matriz -̂ L^ >?^*
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E 1 multado -presado en la a.,!,».*- (2.S9) a 1, - a

a e nuestro desarrollo. Su ventaja radica en cus es wt fácil cal

^ 1 C » O : • No Podemos conocer a los coeficientes de -

p o r t e r o S i Imites a Su S valores. Ahora bien, sus el^_

Z 7ueden considerarse en un cierto sentido como los coefxc en

L transpon «instantáneos" iniciales puesto * " - ^

ffiencion6 \ C » b l riad» x»«x
a
describe la variad» x»«x.l

la

¿n el sistema de e.pines » una malla se pide ,ue la „ « -

g i a total v la « g n e t L i c ^ total se conserven. Kotas cantada-

des están dadas en el par de ecUacioneS siguientes:

X ^«T' .

(2.60)

(2.61)

V
la llawda «•*•«*> d e magnetizad queda definida como:

C ^s (2.62)

Bs necesario hacer una breve discUsi6n sobre la matriZ de

transici8n y de algunos otros aspectos. Por ejemplo, se requ.e-

:::;; í i * - ̂ ^ i » ae i. ̂ ^ . a n «..tr. sea

en el estado
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(2.63)

aquí a es el inverso de la temperatura y Y\ un campo magnéti

co; lo que significa que el estado

lVi>- ' aK?C-^ \\ + K M ) |> , (2.64)

debe ser una solución independiente del tiempo, lo cual se veri

fica fácilmente considerando que los operadores AA y H conmu

tan con "T .

Sea \J0 la probabilidad por unidad de -tiempo de que cualquier

par de vecinos próximos más cercanos de espines intercambien su

va lor S x •*—*- ̂  •< *

El modelo se describe con el operador

- 2- U .v1 , (2.65)

donde ¿_ A * (2.66)

-̂ílT,1 - UO ti,,' - i) A -

El operador i-V-Í1 representa al proceso de intercambio y

posee las propiedades siguientes

ri
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O 4-

El símbolo & delimita, a los intercambios permitidos

A - ¿(,O^ jV)v0-^ ̂  - ^vS.,") , (2.67)

-c es la "energía potencial" para un espln en el sitio x1

la notación ^^>"< indica que la suma se efectúa sobre" ague-1-

llos valores de V que son vecinos más cecanos de v .La con

servación de la energía requiere que ^ < — ^>"Í* .

En forma similar a. la magnetización se define. La densidad.

de energía .

«IVJ.S,». (2.68)
2

Tanto la densidad de energía como la dé magnetización obe:-

depen leyes de conservación locales: ;•;••.

(2.69)

"̂  y i son las corrientes de magnetización y la de energía

respectivamente. Las leyes de conservación locales son exactas,

pero no pueden utilizarse sin una solución para el estado fuera
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de equilibrio del sistema. Por esta razón se emplea una aproxi-

mación de equilibrio local en la cual el estado fuera de equili^

brío se empresa con la relación

l V O ^ í2-70)

t.) Y ¿)Vv(j* t") representan desviaciones del inver-

so de la temperatura y del campo magnético de sus valores en el

equilibrio»'

Expresando al estado \ v* \X~) ]> como un desarrollo de los

eigen-estados de la matriz de transición como sigue

- Y. avtty|v> •, Í2.7D

entonces la ecuación maestra (2.36) permite expresar los coefi

cientes del desarrollo:

- AA.

siendo A, / compantes, un eigen valor-de T •

El estado dado por (2.70) se emplea.como un eigen estado —•

aproximado de T . Suponemos que la perturbación tiene vector,.de

onda \ y eigen valor A- . l?(A."T> se reescribé como

Í2.73)

en donde se han utilizado las expresiones siguientes:
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\ (3 V̂rtív'J \ ^

f̂O és el número de sitios de la malla y ô-<̂  es la matriz de

densidad en el equilibrio. La ecuación maestra adquiere la for-

ma siguiente:

(2.74)

multiplicando por 4'̂ v\'i 1 s e ^ o r m a i a conservación de espín y

por ¿^£.t<\\ la de la energía. Los resultados son las dos ecua

ciones siguientes i

en donde se han utilizado las notaciones

(2.76b)



los miembros izquierdos de las ecuaciones (2.75) son derivadas

respecto al tiempo debido alas ecuaciones (2.6.9); por ejemplo,

en la primera de ellas se tiene la derivada respecto al tiempo

de la magnetización producida por variaciones en el campo mag-

nético ¿V\ y en la temperatura ¿ a . Las cantidades ^ son

derivadas termodinámicas, *%«.-«*. es la susceptibilidad, ^Cee

es el calor especifico, "X^fc es la derivada de la magnetización

respecto a la temperatura. Todas calculadas del comportamiento

en el equilibrio del modelo de Ising, entonces todas divergen en

el punto crítico. El lado derecho involucra precisamente a los

coeficientes de transporte del modelo. Lw.« es el coeficien-

te de transporte de difusión de espines, k t ¿ es la conducti

vidad térmica en nuestra aproximación al equilibrio local.

Estamos interesados en la difusividad de espines. La ecua-

ción (2.76b) nos dice que

í 2- 7 7 )

Esta ecuación se ha obtenido con las definiciones del vector —

\"w\1%
>> y de la matriz de transición "T' • La suma sobre —

x, ">?•£. involucran sólo los términos tales que ^,-T o •< l

y vt z ^ o ^ ' - '

En tres dimensiones la expresión resultante para el coefi-

ciente de transporte es

(2.78)
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El aspecto más relevante de la ecuación (2.77), radica en

que el valor de L w«. es finito lo cual se deduce por que tan-

to el operador A como ^ son acotados. En realidad nos basta

con pensar en el operador ¿^ ya qye de su definición, ecuación

(2.76), observamos que solamente se cumple una dé las dos si-

guientes alternativas'.

A

0

"X

y

: H

Observamos aún otra situación. Si el campo magnético es cero

y la temperatura es mayor que la crítica, entonces existe una

completa simetría entre espines hacia arriba y espines hacia aba.

jó entonces 'Xw.; y A. •w.fe son cero y las ecuaciones (2.75) se

convierten en

_ c <y
•VWVNA

fcfi. Ó &

las cuales indican una relajación difusiva con difusividades
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Ambas difusividades sé van a cer¿) conforme divergen la --

susceptibilidad y el calor específico en el punto crítico.

DISCUSIÓN :

La ecuación (2.78) es la expresión del coeficiente-de difu

si6n de espines. El promedio involucrado es finito puesto que

el operador A es acotado. Por tanto, el modelo es bueno d e s —

cribiendo la difusión de espines en un aislante o en una alea-

ción binaria, donde no hay comportamiento anómalo.

Para cualquier otro sistema,que se represente por el mode-

lo/será válida la desigualdad £2.59). Esto significa que el mo-

delo no será adecuado para la descripción de sistemas que p o -

seen coeficientes de transporte divergentes, COPIO es el caso de

la conductividad térmica de un fluido simple .

Lo relevante del formalismo de Kawasaki es la expresión de

la aata; al coeficiente de transporte, ecuación (2.73). Sin e m -

bargo lo importante para nosotros es econtrar expresiones analíticas para

los coeficientes de transporte. Es necesario entonces un enfoque

diferente del problema. Este nuevo enfoque constituye el objetó^

vo del siguiente capítulo.

APÉNDICE 2.A '

A continuación mostramos la derivación de la ecuación maes_

tra, a partir de principios básicos (5,6).

Consideramos un sistema cerrado con las siguientes caracte_

rísticas: el sistema posee un número muy grande de moléculas •--

iguales, y no se encuentra en equilibrio. Esto significa

que existen ciertas cantidades-r-f£s:rcas susceptibles de medición
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llamadas A,B, etc, tales que sus derivadas A, B, etc son dife-

rentes de cero. Tales cantidades varían lentamente con el tiem

po. Por otro lado, la medición de una cantidad A involucra una

incertidumbre &J\^í> ¿ & , donde óK es el valor de la in-

certidumbre cuántica. El sistema está perfectamente aislado,

no hay interacción con el exterior, solo se permite un campo de

fuerzas constante en el interior. El sistema se describe con un

Hamiltoniano VV , el cual contiene todas las coordenadas y rocraeii

tos dé las moléculas pero no el tiempo. Los eigen valores y los

eigen estados de W se denotan por £u- y 4* . Cualquier, es-

tado del sistema le corresponde la descripción siguiente:

n

Los. coeficientes CL-H constantes están sujetos a la condi_

ción de nomalizaciSn X A \0-v\ — I .

El conjunto de eigen valores £. «v se puede ordenar en la

siguiente forma . Oi. t t < ^ ( .,.

El espectro de energía es muy denso debido al -gran numero

de moléculas. Es posible, entonces, tomar grupos ^A'&^JÍ del

conjunto de eigén valores que contienen muchos -̂w sucesivos.

El intervalo de valores cubierto por cada grupo es del orden de

la imprecisión experimental A E. . Estos grupos se denominan -

capas/-de. energía. Experimentalmente se distinguen'capas pero no

J-os niveles dentro de ellas. La medición macroscópica o "gruesa"

de energía corresponde a una matriz diagonal cuyos elementos pa

ra toda Cfv de una capa ^kt^jj son iguales a algún valor in-

termedio Evv • Este operador se donota por î -l

Sea f\ un operador que varia lentamente, en el sentido de

que A. ÍX̂ ?" X ¿Tt donde A"t es él tiempo requerido en una me-

dición. Los elementos Aw-wi de A en la representación de cj)̂

s&lo son apreciadles en una "cinta" delgada a lo largo de la día

gónal principal. Observemos esto en la siguiente forma:
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Por otro lado ( ?.^-^ «* )h^^ÍS- ó\: ¿>k . Denotando dt

y S/\ las incertidumbres cuánticas, una medida "natural" de la

distancia de Aw.-*yv a ^a diagonal principal es \ t ^ ~ ̂ -^. V . ,

Cuando la distancia es del orden del espesor de una capa de

energía

entonces Aww». ss pequeña comparada con la imprecisión experi—

mental ¿.A , Ya 9 u e A A A G » ^ h& Sfe - Por tanto es plausi-

ble despreciar estos elementos de matriz* El operador resultan-

te (mutilado) es la suma directa de submatrices A cada una de

las cuales opera en una ,capa de energía particular . "V&£ } KÍ .

En esta aproximación A conmuta con \ t \ * •

Sea una-capa, de energía particular V A ^ I ' K V • L o s «igsn

vectores pertenecientes a esta capa se denotan por; H'W.K a

Sea 'X-A- un conjunto ortonormal de vectores obtenido en la

forma siguiente ..-.,•

-La transformación unitaria que conecta al conjunto

con el conjunto 1L.K se puede elegir en tal forma que es

diagonal en. la representación : . - •

Colectamos los eigen valores ^ >- en grupos ^&. Ik ̂  ̂, co-

rrespondientes a la incertidumbre experimental hK ... Las. cel-

das A se llaman a estos grupos y se les atribuye un valor As/^

de A. - El operador definido en esta forma es la variable gruesa

¡u y
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Las celdas A son subespacios lineales del espacio de

Hilb^rt. Todos los vectores en cada celda A son eigen vectores

de los operadores gruesos \~h."\ y ^.tQ con eigen valores t.u

y A..A.. . Cuando no se involucra otro observable estas celdas son

completamente análogas a las celdas de la mecánica estadística

clásica. £t £ y \k} son las funciones de grano grueso del

espacio fase.

Considerar una segunda cantidad física B, Es posible seguir

el procedimiento anterior que nos conduce a un conjunto de eí'gen

gen de. valores *óy¿ de ¥> en una representación donde este ope-

rador es diagonal: Sea \jü-g un conjunto de valores donde &

tiene su forma diagonal; VO^ se conecta con *X ̂  de (A.4) por

una transformación unitaria:

= B y • (A.6)

En tal forma que

Observemos que el procedimiento ya no s61o depende de la

capa de energía S^^.^,0 sino también de la celda ^^.^1_\.. -

Los eigen valores ^ ^ se colectan en grupos ^& Q>^r co-

rrespondientes a la imprecisión experimental ¿ ^ de & . Los

vectores ^ ^ de cada celda G» generan un subespacio del espa_

ció de Hilbert para el cual los operadores gruesos V t i ' \^\

\^>l están simultáneamente definidos con la misma precisión

con la que pueden medirse.

Para un número cualquiera de operadores .&,B,C, etc. se con

tinua en la misma forma hasta llegar finalmente a las celdas fa_

se. , .

. . . Denotemos las celdas con ~S y sean los valores de los ope_

radores en la celda 3 -ésima A.-̂  , S-j , C-j. f etc. En cada -
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celda se puede elegir un sistema brtonormal |-̂  donde A va

ria desde i hasta ^ que és el número dimensional de la cel

da; Existe uña relación entre el conjunto ^ .^ y el conjunto

ÍA.8)

El estado microscópico esta dado por la ecuación (A.1). Su

aspecto macroscópico o "grueso" se obtiene con el siguiente de-

sarrollo: •

Esto es evidente puesto que el estado se expresa en térmi-

nos de las celdas fase ~S donde están definidos los operado-;—

res gruesos.

Van Kampen (6) muestra que el estado grueso queda descrito

completamente con los parámetros V-j ( O definidos en la s i —

guiente forma:

- Y

Aqui lá barra indica un promedio sobre un intervalo &%

(posiblemente del orden de la duración de una medición sobre el.

sistema)¿
: El conjuntó de parámetros satisface una ecuación de valo- ¡

res iniciales. Por tanto el conjunto es suficiente para determi

nar él comportamiento grueso del sistema. La ecuación (A.3) es-

tablece- un enlace entre la descripción microscópica (ecuaciSil

A.l) y la macroscópica contenida en la misma,via la ecuación

(A.10).
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• Vankampen, (5,6). discute, condiciones formales que-deben sa-

tisfacer los *?-$ , obteniendo que su evolución está gobernada

por la ecuación siguiente:

93 ^ ¿_ ?v V ()

VjJ-r -\ e s J-a probabilidad de transición entre las celdas fase

•3 y ~sl •

satisface la relación de simetría

ír̂-j es el volumen de la celda fase ~S . Esta relación impli-

ca, en una forma directa,pero no trivial que no se muestra aquí,

las relaciones de simetría de los coeficientes de transporte de

Onsager.

Considerando ~~S •$. "5 la ecuación (A. 11) se reexpresa como

sigue:

Esta ecuación tiene la forma de la ecuación (2.1), pero la

identificación total se hace mas adelante.

La ecuación determina a los números -̂5 a partir de sus

valores iniciales; pero las 'íj son probabilidades. Por tanto

no hay una descripción determinista del sistema, '

A P É N D I C E 2.B . - . < - • , • - ' • ' " •

El objetivo de este apéndice es mostrar que la matriz de

los coeficientes puede escribirse como

partiendo de la ecuación ( í.Zí ). Esta última ecuación es exac
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ta y su derivaci&n se baso'en consideraciones fundamentales; y

" a q u í " l a ̂ r e p r o d u c i m o s : ' " • ' •" ' • ' .•.,.•....•

luego:

«CCO

volviendo a introducir la misma ecuación,implica

multiplicando por la izquierda por la matriz 2- , por la dere-

cha por ^ ̂  -V P "VW (̂  ,^ ) Y utilizando la ecuaci&n (2.-K)

que define a '-w^a ?"> se obtiene de (B.2) que

finalmente se tiene la ecuación buscada:

f
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APÉNDICE 2.C
y-

Se muestra que la matriz L(ce>̂  ̂ .\ dada por la ecuación

(2.56) es la matriz de los coeficientes de transporte obtenido

en la aproximación del equilibrio local.

Consideremos cualquier proceso de relajación que ocurre

muy lentamente, entonces, la distribución de probabilidad

que describe tal proceso varía también muy lentamente. Puede con

siderarse que tales procesos ocurren en una serie de pasos de -

estados de equilibrio local en los cuales un conjunto de varia-

bles macroscópicas tiene el mismo conjunto de valores promedio

como en los verdaderos estados fuera de equilibrio. Tales esta-

dos de equilibrio local se construyen como sigue: sea un con—

junto de variables macroscópicas C. j_ relacionadas con el pro-

ceso de relajación que se trate y tales que su valor promedio

en el equilibrio es cero. Sea b^CO el "campo" conjugado c o —

rrespondiente a Ct . En el caso del modelo de Ising, si O*,

es el Hamiltoniano, ̂ i es el recíproco de la temperatura. La

distribución de probabilidad í̂ let") en el estado de equilifcario

local está dada por:

, O _ C* W

Es importante saber que los >̂v v^> s e escogen de tal ma-

nera que los promedios de las variables C\ son los mismos en

el estado de equilibrio local que en el verdadero estado fuera

de equilibrio con distribución de probabilidad V i,oí., ±. ) .

Consideramos sólo desviaciones pequeñas del estado de equi^

librio real, lo cual significa considerar v '¿ pequeñas, en-

tonces la distribución de probabilidad se reescribe:

ahora bien, las

ma:

ÍC.2)

se obtienen fácilmente en la siguiente for
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C C' 3 )

simplemente se multiplico' por ^ . y se promedio la ecuación -

(C.2)'.' Con el valor de b ^ C ^ . obtenido .de (C.3), sustituyendo

en .{C.2) y utilizando notación matricial/la ley macroscópica-es

A- i . . . _A

la matriz " m tiene como elementos los de la matriz 1"vVV def i_

nida en la ecuación (2.45) pero en el equilibrio local. Entonces

para la matriz cinética, esto es, la matriz de los coeficientes

de transporte, se observa la siguiente forma:

I v_ fx « ¿ c * » / íc-4)

lo cual confirma lo establecido en la ecuación (2.56); esto es

medios en el equilibrio.

^)-x V • (C.4) sólo requiere la evaluación de pro-

XiJ, '>'" i 'J-': '••'' •; :•

~" ..'n\¿::. i- *
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CAPITULO TERCERO

LA TEORÍA DEL ACOPLAMIENTO MODO-MODO

A. INTRODUCCIÓN .

El objetivo del capítulo es mostrar una teoría, recientemsn

te desarrollada, que ha resultado exitosa en el tratamiento de

las anomalías de los coeficientes de transporte. La teoría se faa_

sa en un análisis cuidadoso de los procesos más Importantes por

los que atraviesa un sistema en el punto crítico.

De los eventos que se suceden en la región crítica, el más

relevante es la aparición de fluctuaciones muy grandes en el va

lor o valores del parámetro de orden en tal forma que la longi-

tud de correlación de las fluctuaciones críticas es una canti—

dad divergente.

Las grandes fluctuaciones se manifiesta;n en forma de sin-

gularidades matemáticas en un conjunto de variables termodinám

cas, así como en diferentes coeficientes de transporta.

Ahora blenr con objeto de obtener una mejor visión de los

mecanismos de las anomalías de las leyes macroscópicas, debe con

siderarse lo que realmente sucede en la región del espacio con •••

las dimensiones de la longitud de correlación de las fluctuacio-

nes) y sobre la escala de tiempo de su decaimiento.

Considerando nuestros propósitos, la consecuencia más im—

portante de la de fluctuaciones críticas es que las leyes macrqs

cópicas ordinarias, como es el caso de las hidrdinámicasj fallan.

La existencia de tiempos y longitudes característicos y el que-

brantamiento de las leyes están ligados entre sí.

Para visualizar mejor esto, consideramos una analogía: la

situación de los gases diluidos. Hay tres-regímenes con tres —

longitudes y tres tiempos característicos. Primero, la longitud

es el diámetro molecular; el tiempo es la dwración de la coli—

sión entre dos moléculas. Segundo, longitud; camino :libre medio;

tiempo: lapso entre colisiones. Tercero: longitud macroscópica
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sobre la que la densidad, velocidad local o la temperatura cam-

bian apreciableraente. Los tres regímenes, se. describen respecti-

vamente por los tres tipos de ecuaciones siguientes: ecuación

de Liouville, ecuación de Boltzmann y ecuaciones hidrodinámicas

clásicas. Ahora, en nuestro problema el primer régimen corres—

Ppnde a movimientos aleatorios rápidos a escala.microscópica.

El segundo corresponde a una situación donde.se tienen cambios

mucho más.lentos de las fluctuaciones que ocurren sobre la esc<a

la del rango.de correlación; a éste se le llama el régimen crí-

tico. El tercero corresponde al régimen hidrodinámico donde se

observan solo movimientos macroscópicos. ,

Las ecuaciones cinéticas que gobiernan al régimen crítico

deben tener validez en el hidrodinámico donde deben poder usar-

se para calcular coeficientes de transporte, análogamente a co-

mo se usa la ecuación de Boltzmann.

La derivación de ecuaciones cinéticas, irreversibles en el

tiempo, desde ecuaciones mecánicas básicas, involucra, necesa—

rlamente, la clasificación de las diferentes clases de movimien

tos que tienen diferentes escalas de tiempo.

Por lo anterior, el primer paso es la descripción de un me

canismo matemático que extraiga las variables relevantes, del

sistema^ fcara después desarrollar ecuaciones cinéticas para es-

tas variables y obtener finalmente expresiones para los coefi—

exentes de transporte.

B. EL OPERADOR DE PROYECCIÓN Y LA ECUACIÓN DE LMGEVIN GENERALIZADA.

. . Para lograr nuestro propósito de extraer las variables re-

levantes de un sistema, vamos a introducir una herramienta cono

cida como el operador de proyección (2,3). Pero antes debemos

decir algunas palabras sobre lallamada ecuación de Langewin del

movimiento Browniano de una partícula.

Consideremos una partícula de masa AA la cual está inmeasa

en un fluido. Es fluido a su vez está constituido de partículas

de masa 'YA para la que sé cumple que M "> "wv . Además el fluí-
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do se encuentra en equilibrio térmico a u m temperatura T ,

En cpndiclones como las anteriores descritas; se encuentra

que la partícula de masa /^describe un movimiento! estocSstico

(caótico). Este movimiento debe ser descrito, para ;el caso de -

una. dimensión, por una ecuación del tipo siguiente:. ; ,

donde r\S (*) es la velocidad de la partícula al tiempo "t ,

- X^S es el término proveniente de la fricción, dinámica entre.

la partícula y el fluido y V- (-t) , la llamada fuerza fluctúan^

te, representa la influencia de las colisiones que ocurren entre

las moléculas del fluido y la partícula pesada. Esta fuerza es

de naturaleza estocástica.

Dado que la ecuación (3.1) es una ecuación diferencial es-

tocástica, no puede revolverse hasta no indicar ciertas condieio

nes que debe satisfacer F (±). Estas condicionas se introducen

como dos suposiciones básicas del modelo representado por (3.1),

a " s a b e r , • • • • • • •• . . • • -. . ••.-.•• ••-..•• •. • • • - . • . - .

(FU))cO , (3.2)

donde 4, >̂ denota un"promedio sobré un ensamble apropiado de

sistemas idénticos, y

-O ", t >O" . (3-3)

La ecuación (3.3) establece que la fuerza y la velocidad

no están correlacionadas. Esto significa qué existe un interva-

lo de tiempo ^ T. tal que en él, <r*S (-t) sufre un cambio d e s —

preciable, mientras qué" f- lleva á-cabd var'ias fluctuaciones.'
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De 'l'as-'condiciones r(3*í'-2Y ;y~: (3"-;'3)" puédé'-iaóstrárse 'que él pro_

'estócá'stiíc'o7 éxpériméntado^por "l^-pár'ticü'ia'-d'é1 nrasa ÁA es
; ü h l p r o c e s o - ^ Ü á í i s ' s i a h ó ; - ' ( 1 5 , • r é f - i - c i t a d a s 7 á f r í ) %'•• ¿-:-::': •"'•''••'•: r. • '••-• r

" ':v" íA:fí6ra---bién''c'der:lás-''i:"ecuácior[e¿:: í3':i:Z)-:-yc'-('3rí3'fJ'éé f ác i l ' deirias_

t r a r (16) que^el^prbcé so ^ es tocas tico- sufrido por la;pa"rticülá'- -

de masa Mes Gaussiano,

•La constante í>- esCá' 'felacionada1 cbn é l ' coeficiente dé'írio-

^ -; •" á-- trávé-s:" del ' conocido- téór éiíiá - de "flüctúáciSn'-disipaci6h

donde.., L.Ĥ .iVesi_.la,-;Cons.tante;;de..Boltzinann y- ~T la temperatura

.absoluta. .: ... . ., • : ^ . -•;,.= ,.. . .- ,;. - .-. _-.._• •, -.; — . - . - ? •:

.-.,.-,- ,_..La .ecuación.,.(3.5> establece que la intensidad de la, fuerza

fluctúan te, .medida, a., través-de;_... ̂2» •̂ •_,:iegtá relacionada . con;; la, d¿

sipación de la energía de la partícula,, en tal forma que, si se

conoce la primera, la otra puede conocerse también,^recíproca—

mentes.- ;- •• . . . . ' " ; • • '../

En este modelo de la partícula Browniana sólo se han toma-

do.,, en;. ponsideración.., los;- ef ectps instant,áneps..,de. las .coljisipnes..";

entre la partícula y las irioléculas. Esta restriec-lSn.vdesaRarece

al incluir un término de memoria el cual conduce a una ecuación

de Langeyin del tipo, siguiente ... .-,-, • .

( ^ ^ ^ ^ : Í3.6)

dpnde •"̂•(vt-• •-. "t-1.). . --es el término de memoria» .En esta forma.se.-.

requiere el conocimiento de todas las interacciones que ocurrie_

ron en los instantes "t anteriores a ii .



62

.. Si F de (3.6) satisface las condiciones (3.2) y (3.3) se

puede probar un teorema fluctuación-disipación generalizado —

(16):

< ? U 1 ) > ~ C ̂  (> " tO * 0.7)

Ahora bien, si definimos la función de autocorrelación de

la velocidad por Ct"L)~ ^ü(.o^ liCx̂ ) V entonces las ecuaciones

(3.3) y (3.7) nos conducen a una ecuación cerrada para esta can

tidad:

M Lí~- i Ul-t1} CUx)4tl (3.8)

la cual puede resolverse si se posee algún conocimiento sobre

la naturaleza de \ ( t - t ' ) .

Por otro lado, es muy importante el hecho de que la evolu-

ción temporal de la variable dinámica r\T puede considerarse co

mo la superposición de dos contribuciones. La primera de ellas

es una contribución sistemática proveniente del término de "isismua

ría, y la segunda, es una contribución estocástica proveniente

de los efectos microscópicos contenidos en F '. Estos efectos -

microscópicos también influyen en la contribución sistemática,

vía la función de memoria,-. ecuación (3.7).

Entonces, para tiempos "suficientemente" largos, si los —

efectos microscópicos decaen rápidamente, el término de m@m<sria

también lo hace rápidamente, en tal forma que la evolución del

sistema esta gobernada por las ecuaciones macroscópicas de trans_

porte "ordinarias". Estas ideas nos indican la conveniencia de

sustraer o "proyectar" fuera del conjunto de variables dinámif*-

cas de un sistema a aquellas que decaen lentamente, separando-

las así'de las que decaen rápidamente. La influencia de estas -

últimas variables sobre la evolución temporal de las primeras só

lo se manifiesta a través del teorema fluctuación-disipación.

Esta separación constituye la motivación física subyacente en el

método que se discute a continuación.
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Consideremos un sistema clásico de muchas partículas. Sea

A.,...,..An> B-*....Bni el conjunto completo de variables diná-

micas necesarias para especificar el estado del sistema al tiem

po "t .Supondremos que el conjunto de funciones fase A. ir )r

.. .A ( P )/ donde V-=_ (̂  ^ > contiene todas las funciones de -

variación lenta; principalmente aquellas funciones cuyo efecto

sobre la evolución/ a largo plazo, del sistema no se pierde, de-

terminando así el comportamiento macroscópico de éste. En esta

forma las constantes o cuasiconstantes de movimiento deben estar

incluidas en este conjunto (15). Sin embargo, la forma de sele£

cionar las variables lentas ño está bien definida.

Suponemos gue el conjunto de variables lentas determinan un

espacio de Hilbert en el que se define un producto escalar

t , A..)- Í¿P UKO kM) k-A?)
' J ¿A

donde VAJC.-^) e s u n a métrica arbitraria (15). Si en particular

V A J C O es la función de distribución en equilibrio y&ÁV^)

entonces el producto escalar es simplemente el promedio en equi_

librio estándar de la mecánica estadística ¿^ "> ce, ,

Por definición los dos subespacios. generados por los con^-

júntos \ A. _£ y \^} son ortogonales entre sí.

Ahora definimos un operador de proyección en tal forma gue

al actuar sobre una función de.fase arbitraria, vCV^ , "extrae"

la. componente de ésta perteneciente al espacio-A. Entonces este

operador de proyección V está definido por

f O k C3-10)

. Ahora, por convenir a nuestros propósitos, nos restringi-

mos al .caso en gue \jo(r) n %acX ̂  ) y además denotamos

con .A^CAiv t., ... A^^
 a^ vector cuyas componentes son las varia_

bles lentas, entonces
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K\o)> A ( (3.11)

en donde, hemos utilizado que f\ (o) ; AAí1 O") Y que A es

el. vector adjunto de A •

En la expresión (3.11) la matriz <( A 0 O A (.ô) \> sé

encarga de que se cumpla la condición de normalización, esto es,

Ahora bien la evolución temporal de cada una de las varia

bles A i está gobernada por la ecuación de Liouyille, la que

en notación vectorial es

r i U , (3-13)

aqui /V= rKiPJ Y t\-~\ >V\ {; es el operador de Liouville,

\ j denota al paréntesis de Poisson.

La ecuación (3.13) se transforma en una ecuación que es se

mejante, pero no igual, a una de Langevin como la indicada en la

relación (3.6). La forma en que se efectúa la transformación se

muestra en la literatura, por ejemplo referencia 4, y referen-

cias citadas en C15). Entonces la ecuación de Langevin generali-

zada, como se le ha llamado, es la siguiente:
T • ••

- I J\A - KU-t1) PW) át1 -̂  F(-O , (3.14)
Jo

donde \.SL es una matriz dada por

r \y) está definida como
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-:•• En (3.14), K es una matriz cuyas propiedades dependen de

F- a través de una relación del tipo del teorema 'fluctuación—

disipación, (3.7),

donde. "̂1 es una matriz definida por

"y. - ?> < A Á*> ,

^ \< Q, es la constande de Boltzrnann.

Ahora debemos enfatizar el significado físico de las

dades que hemos definido. Por una parte, el término ^ (~0 dado

en (3.16) contiene todos los efectos dinámicos que poseen una

variación rápida; además FCOes una cantidad que pertenece al

subespacio de las variables rápidas, debido a la actuación del

operador ) - ? . Este hecho se puede expresar con la relaci6n

siguiente:

¿ f ( t ^. A+Qo) > - O t ±>O , (3,19)

además se encuentra fácilmente que

^ T (t^ > - O . (3.20)

Algo similar ocurre con la matriz de memoria K(V) cuya ,de

pendencia temporal proviene de la función de correlación de ̂ ~,

(3.17), se espera que K sea un término de muy "corta duración".
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..Por otro lado, el término t SL depende solamente de pro-

piedades del sistemaren, el equilibrio. . . . • • , .

.Ahora bien, la asignación del nombre de ecuación de Langevin

generalizada a (3.14) carece de significado físico, ya que esta

ecuación es formalmente equivalente a. (3.13); lo cual significa

que.contiene toda, la dinámica para el conjunto de variables len_

tas $ A } - Estas variables son funciones de fase y no estocaŝ

ticas, además. -f; tampoco.es un término estocástico, como lo es

F en (3.6). Por tanto la identificación de la ecuación {3.14)

con una ecuación diferencial estocástica no es inmediata.

Logran una identificación como la indicada >en el párrafo

anterior requiere de hipótesis adicionales además de un.análi-

sis más cuidadoso de la descripción que se pretenda dar.

En la próxima sección planteamos las bases de la llamada

teoría de acoplamiento de modos. Donde estas bases a su vez se

establecen en la ecuación de Langevin generalizada que acabamos

de ver.

C. ECUACIONES CINÉTICAS PARA LAS VARIABLES GRUESAS DE UN SISTEMA

En la dinámica de los procesos que ocurren en la región —

crítica interesa tratar con cantidades que varían lentamente en

él tiempo; estas variables constituyen un conjunto completo y

se denominan variables gruesas del sistema $.ü-l . Ellas repre-

sentan propiedades gruesas de este sistema y su evolución es —

lenta comparada con aquellos grados de libertad que varían rá"pi_

damente. Esto significa que bajo una separación completa de es-

calas de tiempos, durante un corto lapso en el cual las varia-

bles gruesas se modifican ligeramente, los otros grados de libsr_

tad pasan a través de todos sus valores posibles, que son compa_

tibies con los valores de las variables gruesas. En este senti-

do las derivadas respecto al tiempo de las variables gruesas, en

un tiempo. X cualquiera, están determinadas por los valoresdel

conjunto £ ex J. en ese tiempo. Por tanto, puede establecerse una

identificación entre \_o-1 Y las variables involucradas en las

ecuaciones macroscópicas de movimiento.
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'••En general no existe una separaci&n completamente definida

que distingue a las variables gruesas de aquellas que no lo son;
rlo~cüal:se'refleja en el grado de "fingranide la descripción del

s i s t e m a d •'':. •"• ' • • : ' • ' '

Sé-denota con' Ai^' la función de fase de la variable grue_

.sa O,\ • --•; Sé derivan-ecuaciones cinéticas para las funciones dé

' f a s e 1 . ' - . : > - - • • -'•••••

1 Consideramos un sistema aislado y el baño térmico. Las cons-

tantes dé movimiento'poseen valores-definidos. Por otro lado, x

denota un punto en el espacio fase. Conforme el punto x se nue

ve con él tiempo, la función de fase X ( x) también cambia con

el tiempo, 16 mismo qué el conjunto de variables dinámicas

\k{L*-^!r r Las variables dinámicas K; L">O varían muy lenta-

mente en tal forma que mientras X (X.) varío muy rápidamente el

conjunto \)^1Cv.
>) J prácticamente permaneció inalterado. En_

tonces el promedio de X ( >t) solamente depende de _̂ K-. (.̂"i \

El promedio temporal de ^ C">0 s e ^eeniplaza por un prome-

dio en aquella región del espacio fase donde los valores de

VAA*^/ están fijos ( si el sistema es ErgódicoX Esto signifi_

ca que el promedio es una funcional del conjunto de variables -

lentas y se denota pop. ^ X i A, S>^ \^> : E s t a funcional se ex

presa como sigue:

donde

'La ecuación (3.21) no es mas que el promedio en el equili-

brio, pero restringido donde las variables dinámicas han fija

do sus valores.
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, En esta forma (3,21) no es mas que una proyección déla fun

ci&n de fase X:

(3.23)

donde \* es el operadoi de proyección, análogo a 1 utilizado

en la sección anterior.

La ecuación (3.21) no es ütil por ser una eKpresión pura-

mente formal. Entonces, es conveniente introducir un cpnjunto or_

tonormal de funciones <Vu(JÍ ̂ V^ para proporcionar expresión
a ¥% • Haciendo que ¿̂  -z. i se tiene lo siguiente:.

(3.24)

M i )

Las funciones $•* forman un conjunto completo de polinomios,

lo cual se expresa así:

TI. OW-VIA. ,

Aquí, la función de distribución de probabilidad en equilibrio

de las. variables gruesas \^ i ^^ está dado por

(3.26)

El conjunto de polinomios (̂  ̂  satisface una condición de

completez, como puede verse demostrado en la referencia (12).

Dicha condición se expresa en la siguiente relación:

<3-27»
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Con el conjunto de relaciones 3.24-3.27 se tiene una base

para el formalismo que se pretende desarrollar. " "• " • :

El punto de partida es la ecuación de Lioville. Para cual-

quier función de fase "S-Ci.̂  se cumple que su evolución temporal

está gobernada por el operador de Lioville V. definido en la -

sección anterior ' : „ ' ,--.•>•

t

En particular la relación anterior es válida' para las fun-

ciones de fase de las variables gruesas As. . En el apéndice 3.A

se muéstrale la derivada respecto al tiempo de las funciones

de fase A. está dada por la expresión siguiente:

ÁX ' f* x . (3-28>

Esta es una expresión exacta para el vector de estado &> .

Aquí ^(AA/}*) es el promedio de A en el estado de equili-

brio local, el que se especifica fijando los valores K0- (X • .

es una matriz columna cuyo elemento j-ésimo es:

(3.29)

Por otro lado K>°, , es el kernel de memoria representado -
^ o

por una matriz columna cuyo í-ésimo elemento K1;" tiene la for

ma siguiente

X X (3.30)

-Estando definido el terminó "fluctuante" con la expresión
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Está cantidad está definida en un subespacio' ortogonal al

de las variables dinámicas \ A. 1 en tal forma que para cualquier'

función í*(lft-l^ s e cumple lo siguiente:

-\
. (O S — O . (3.32)

Esto significa físicamente que y-. L̂ )̂ representa un movi-.

miento del que los movimientos colectivos lentos de las varia—

bles gruesas se han excluido, a través del proyector ( \ - S* ).

En este sentido puede pensarse en ?,LV^ como representante de

una fuerza aleatoria que actúa sobre A } y que varía a esca—*

las de tiempo microscópicas. Resulta interesante notar que ̂

( •£ ) tiene la misma forma del término fluctuante ^-V"O que -

aparece en la ecuación de Langevin generalizada y que est& ex-

presado en la ecuación (3.16).

Por otro lado, puesto que la ecuación (3.28) no es lineal

en A. , deberán conocerse todas las funciones de correlación

que involucran más de dos términos ^ r esto es, ¿Z. (ti")

tAtt) .. .C,^«VH1- y . Esto debe ser así para te-

ner una información estadística completa del conjunto de varia

bles dinámicas dada una condición inicial. Se postula, entonces,

que %• (t) obedece a un proceso Gaussiano:

-\ TÍ <ÜV)U^MkV> (3.33)

\^.if\ se obtiene de \^-~\ permutando ,̂  íi ... y su

mando sobre todas las permutaciones*

Con la interpretación adscrita a ¡L b O t la ecuación (3.

30) tiene la forma del teorema fluctuación-disipación. Además,

puesto que \ • ( X.) tiene un tiempo de correlación muy peque-

ño , V. ¡. ¿ decae muy rápidamente. Esto permite introducir la hi_

pótesis Markoffiana en tal forma que resulta

.
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donde^ *>̂ s es la constante de Boltzmann y u< ̂  queda: defini_

do como sigue: :

^ r J_ <^U> C ^ A M > ^ (3-35)

La introducción de la hipótesis Markoffiana significa que (3.39)

depende de las variables t\ al tiempo común -t- .

El paso siguiente consiste en una simplificacifin de (3.39),

la simplificación que se pretende es la siguiente: transformar

((3.28) en una ecuación que sea semejante a la ecuación de Lange_

vin generalizada, en tal forma que se tenga un término lineal

en A no Markoffiano más un término aleatorio que dependa sólo

de las variables rápidas, el cual juega el papel de fuerza fluc

tuante.

Sin embargo surge un problema básico en la teoría. Kawasaki

(12) efectúa una identificación entre los conjuntos \ t ] y -^a^

Esto es, considera el conjunto \h\ como el conjunto de varia_

bles aleatorias ^Ckt. • Pero esto es un punto controversial ya

que la identificación no es trivial, debido a que los dos conjun

tos son físicamente ajenos entre sí.

Pero observar que al sustituir la ecuación (3.34) en la -

ecuación (3.34) en la expresión (3.25) se obtiene

L

Definiendo la entropía del sistema siguiente:

(3-37)
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La fuerza termodinámica sobre Ai ., se define en términos

de la entropía: " " •..•..,

fr U M S - _ ^ ̂ a*n . ' .. .
, ... '.. •"' ^ £ \ •• . - " •; '; ' _

En esa forma (3.36) puede reducirse a la siguiente expre—

s i 6 n ' V o • • '• ' '

. - - (3.38)

1 U ^ ^

Entonces, la identificación de A 5 con O-. radica en la

consideración de que el conjunto \<x\ satisface la ecuación —

(3.38). Pero eso significa tener una ecuación de movimiento en

el espacio-a.

Sin embargo el espacio-a debe ser tal que cualquier ecua—

ción de movimiento debe ser escrita en términos de operadores y

demás herramienta definida en el espacio-a no en el espacio fa-

se (13) .

Si se supone que _̂0-1 se describen mediante un proceso es

tocástico Gaussiano y Markoffiano tal que obedezca una ecuación

como 3.38 entonces el término fluctuante debe ser diferente al

que aparece en (3.38). porque el proyector involucrado debe es-

tar definido en el espacio-a no en el espacio fase.

Es posible mostrar que puede escribirse (3.38) para las va

riables i o¿l pero el término fluctuante C.,, L O en el espa
*• rj *• —

cio-a se relaciona con £••, L O e n ^ a siguiente forma:

(3-38)
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Por otro lado, la ecuación (3.38) no es todavía aplicable

por desconocerse las formas explícitas de funciones del conjun-
t o 1 &1 * P o r tanto es conveniente simplificarla. Para lo cual

considerar la relaciSn de completéz de las funciones <̂  ;

. ,

i ^ n . ' (3.4b) ,:

La que al utilizarse en la expresión para "V^ , ecuaciñn

(3.29), conduce a

Luego, si él primer término del desarrollo es q> ~ r y

el lineal tiene la forma siguiente

Z. — A, (3.42)

-.- . - S
 l J

 . • •• .- • - . • - - - . . • : . . -

s i e n d o ' < . . • ; • • . . . . . . .• • .. ; .- ,;,..

entonces %}• se reescribe como sigue;
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Esta ecuación se separa en dos partes, primero definiendo

La matriz VO^t e n i a siguiente forma:

e indicando que TJ3 C S, f̂ l ̂  contiene todos los términos no

lineales, 1J^^^ R"O se reescribe como sigue

z ) IVJO. . k, \ Oj' (\ M ^ . (3.46)

Además de ésta es necesaria la simplificaciñn del segando

y tercer término de (3.36). Estos términos pueden escribirse de

la siguiente forma

^ ^ (3.47)

Esto es, se ha separado el término lineal.

Finalmente utilizando (3.44) y (2.46) en la ecuación cin

tica se obtiene:

donde todos los términos no lineales se han agrupado en
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1 1- fyjhti) (3.49)

Como hipótesis de la teoría se establece que el conjunto de

variables gruesas \a^\ satisface una ecuación como (3.48), es

to es, se tiene que

\u3,fl- X ü U V ^ \C \ ILQ<4> , (3.50)
TU

Para fines prácticos no interesa la diferencia que hay en-

tre V y Y" ' entonces por comodidad se usará en adelante

el símbolo \- para indicar el término fluctuante.

La ecuación (3.50) toma la forma de las ecuaciones macros-

cópicas linealizadas de movimiento de las variables C±~\ , cuan

do se desprecian los términos no lineales V-L, y se pro-

media fuera del equilibrio. En ese caso u ^ toma el lugar -

del coeficiente de Onsager. La ecuación tiene la siguiente apa-

riencia

¿t ? i n 7c
- ) (Xtó (3.50')

Ahora bien, "LA» no es el coeficiente que se observa di

rectamente, debido a que los términos no lineales contenidos en

'O deben contribuir en alguna medida a su valor.

j tiene la forma siguiente:
co

o
At (3.51)
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t* contiene sólo a las fluctuaciones aleatorias de rápidas.

Entonces V j t es sólo una parte del coeficiente de Onsager —

"Eaal", el que se denota por

Por tanto, se desprenden dos consecuencias importantes: pri

mero, V°-Jt no se ve efectuado por las fluctuaciones críticas

(fluctuaciones de onda larga). Segunda, las contribuciones adi-

cionales al coefícente de Oasager provienen de aquellos términos

que dan lugar al acoplamiento entre modos (no lineales) ec. (3.

49).

La primera consecuencia tiene una implicación importante,

ya que sirve de base a una hipótesis fundamental de la teoría:.

I .
..

es finito en el punto crítico si es finito en cual-

quier otra situación.

En adelante j? se denomina el coeficiente de Ousager des

nudo.

Por otro lado, la ecuación cinética (3.50) contiene una se_

rie infinita en las variables gruesas, por eso no es practica—

mente utilizable. En vias de su simplificación, se considera que

les efectos importantes del acoplamiento de modos están contení^

dos en los primeros términos de \X.-A C\<^'V) - Entonces (3.50)

se simplifica considerablemente si se restringe . al acoplamien-

to de dos modos, solamente:

(.3.52)

.i. L l \L\

es un elemento del conjunto ortonormal de la forma

(3,53)

El término _i\ « tiene ;la.. expresión siguiente
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definiendo

Ahora, se elige él conjunto \A% como las componentes

dé Fóürier' de las variables densidad de un sistema, A.A(j?") en

tal"'forma que se tiene

(3.56)

es decir, \r C«< ^ "> especifica el tipo dé variables y el -

vector" de óñdá ' Y. • ' ~

Considerando que 0L-5 es la variable gruesa* asociada a'Aj

dádá en (3.56) se tiene que en el limita hidrodinámico el según

do término de (3.53) es despreciable debido á qué CX- % Ó^%\^)

Por tanto, finalmente la ecuaciSn cinética adquiere la foritia -—

simplificada siguiente:

En las referencias (12) y (14) se muestra que, sobre argu-

mento macroscSpicos, puede obtenerse una ecuación enteramente

similai a (3.57) excepto por el término fluctuante. En otras pa

labras, una ecuación que involucra acoplamiento no lineales de

modos es; obtenible de la hidrodinámica macroscópica.
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La ecuación (3.57) es la meta de esta sección. En la ^

ma^se utiliza para obtener las contribuciones adicionales a los

coeficientes de transporte, provenientes del acoplamiento de mo

dos.

D. LOS COEFICIENTES DE TRANSPORTE RENORMALIZADOS

Puesto que la ecuación cinética (3.57) involucra términos

no-linenales y puesto que sirve de base para la deducción de can

tidades físicas de interés, como lo son los coeficientes de

transporte* es de esperarse entonces que éstos resulten afecta-

dos por dichos términos no-lineales. A los coeficientes obteni-

dos a partir de (3.57) se les denominará coeficientes de trans-

porte renormalisados.

Un punto de partida lo constituyen las funciones de corre-

lación de dos variables gruesas. Se llama propagador de las va-

riables CL- ¿ Ô t a la siguiente cantidad:

donde "¡¿ * está definido como *£< - ̂ .\^t\ ^ . (¿.59)

El objetivo inmediato es derivar una expresión para el pro

pagador C-)^ utilizando la ecuación cinética (3.57).

El procedimiento es el siguiente: se multiplica (3.57) por

Q.-dtS>) Y se olvidan momentáneamente los términos no-lineales

\A- . Se obtiene una expresión para el propagador desnudo

°•o
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Esta es idéntica a la ecuación macroscópica para

<3.50'K

• El paso' siguiente es escribir una ecuación integral' para -

(X^ utilizando al propagador f ) ^ como función de Green; ¿fon

de Q? es una variable que satisface una ecuación como (3.57)

pero sin términos no lineales. Esto es,

il^D. V^ C,H°JL "̂  VAO . Í3.61), L

Entonces se tiene

t

-=I .62)

Ahora bien, A<¿J\l y ¿OL^/CÍÍ difieren por los términos

no lineales involucrados en la segunda, entonces se considera

el segundo término de (3.57) como un término inhomogéneo de la

ecuación diferencial y por tanto la solución formal tiene la a

pariencia siguiente:

L
(3.63)

multiplicando por <X¡L

sión para el propagador

se obtiene finalmente una expre

<k
-

(3.64)

aquí se hizo cero el término / (̂ (i*
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Deben, hacerse las siguientes consideraciones. Dado que el

segundo término de (3.62) involucra a > Á O se requiere una

información estadística completa de este término fluctuante, pe_

ro puesto que es una cantidad microscópica en naturaleza,_ no es

simplemente obtenible esta información. Entonces se supondrá que

tanto <X'¿ como ^Cíf> obedece una distribución Gaussiana a

cualquier tiempo t: . Esta suposición debe ser restringida y en

la referencia (12) se hace una discusión amplia sobre ella.

Consideramos por comodidad que las matrices ^ ^ y C,^

son diagonales; esto es, ^ O j t - \JÚ\ V K ^ \_°lk ~ C, V s l .

Por; comodidad de notación, también, se define la siguiente

cantidad:

Entonces al obtener la derivada respecto al tiempo del pro

pagador <=)>̂  se tiene que

¿t. U 7-H * U (3.66)

Posteriormen-fce, se usa (3,63) para efectuar una interación:

en el segundo término de (3.66).

Como ejemplo considerar a primer orden, la interación, el

promedio que aparece en (3.66) se escribe como sigue:

VL X4U%tvjtfsUo-^^^iíCU').i I

> *
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;-:v Para las expresiones de Q.- tO se utiliza la expresión (3.

62J-. Después de sustituir se reduce la expresión resultante con

sxderando qué los promedios de productos que involucran térmi-

nos impares de" <k;Cp^ v¿ son igual a ceiro y teniendo en cuen-

ta además1 que (14): " ' '

Entonces' al término de orden más bajo que no se anula en el de-

sarrollo es

\\\M C\

Después réordenar y sustituir esta expresión en (3.66) se e n —

cuentra finalmente que
- x . • -•

donde la cantidad divc queda definida en la siguiente forma:
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Esta.última expresión es la más relevante dados nuestros -

propósitos y para mostrarlo debe observarse lo siguiente: pues-

to que X decae muy rápidamente en comparación con . . .

se hace una aproximación Maekoffiana,

Con esto la ecuación (3.70) toma la forma

(3.72)

I • w

definiendo

(3.73)

Al (3.74)

Con esto (3-72) tiene finalmente la aparienciat

di
(3.75)

vemos entonces que el término Ak ̂ .L^ > es una contribución a

los" coeficientes de Onsager, que proviene de las interacciones

no lineales entre los modos del sistema.
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Para un sistema particular se parte de la expresión (3.71),

éste término conduce a la renormalización de los coeficientes de

O n s a g e r . • ' • • - . . ' • , •

APÉNDICE 3.A

Derivaci&n de la ecuación (3.28)

Considerar la identidad siguiente, válida para dos operado

res cualquiera i- y l_e .

a = e

V. representará al operador de Liouville y L o su parte

"proyectada" definida por la siguiente expresión

donde X es una función de fase cualquiera.

Tomando en cuenta que A(iO es una matriz columna cuyo —

j-ésima componentes A, A V ) t se tiene que &{X) 1 C.' Ĉo> .

Entonces aplicando el operador (A.l) a A(o) se encuéntralo

siguiente: -i

L A - G. t í V A,Co> -\ U b e ü
t 9 V, d l {\^\.K

¿X * Jo
" • CA.3)

Definiendo la fuerza "fluctuante" sobre A ("t ) en la aiguien

te forma:
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~ <L lU-vOV^^, (A"4)

entonces (A.3) adquiere la forma

iAU>= ¿ t ? VKo) A \ i> ^ . (A.5)

La reducción de (A. 5) se hace en base al conjunto ortonor-

mal de funciones (^(^fc^ ̂  •• Recordando que

se encuentra que el primer término del lado derecho de (A.5) se

reexpresa como sigue

ir- . t ,. .

O L <K"\*> ̂ U ^ ) (A.6)

A continuación se utiliza la relación de cómplete2, reescrita -

como
co

entonces (A.6) viene a ser
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debe notarse que también se satisface

Por otro lado, es conveniente reducir el integrando que a

parece en (A.5), se tiene

cer

donde se ha usado que el operador exponencial actuó sobre

Extrayendo el promedio que aparece en (A.9)

aquí se ha utilizado lo siguiente;

también (\U ^
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Además puesto que se cumple que . ,̂ , -..-, .

entonces (A.11)

Por tanto con (A.10) y (A.11), la ecuación (A.9) se puede reex

presar como.sigue: :.

¿o

v.

se usó la relación completez

fe
(A.13)
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Finalmente sustituyendo las expresiones (Á.8) y (Á.13) en' (A.5)

se llega al resultado esperado

I
At

4- ? (-O , ' <A"14)

r\\ V>i \^? ) es una matriz cuyo elemento i-ésimo es
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. CAPITULO CUARTO .. .

TRATAMIENTO DE LA VISCOSIDAD DE LAS MEZCLAS BINARIAS

CON LA TEORÍA DE ACOPLAMIENTO DE MODOS..

Á. INTRODUCCIÓN

La expresión (3.66) del capítulo precedente contiene la in

formación pertinente para conocer la evolución temporal de las

funciones de correlación de las variables gruesas. Sin embargo

es difícil manipularla para obtener cantidades físicas de inte_

res, puesto que involucra la evaluación de promedios de produc

tos:de tres variables, además de las contribuciones no lineales

provenientes de los coeficientes de acoplamiento. Usualmente el

problema que representa el tratamiento de (3.66) se aborda con

un método perturb^tivo, el cual utiliza técnicas de diagramas.

En la literatura (Ref. 13,3) se encuentra ilustrado y aplicado

este método en algunos sistemas como son el fluido simple, el -

ferrcmagneto de Heisenberg, la mezcla binaria, etc.

El presente trabajo tiene como uno de los objetivos princi

pales mostrar la accesibilidad de un tratamiento del problema -

que hace innecesario el uso de las técnicas de diagramas. Esto

es un método albegráico ütil, sin complicaciones en su lenguaje,

que nos permite manejar la ecuación (3.66). Debe indicarse que

en realidad este método nos ha conducido ya a la ecuación (3.75)

como uno de sus resultados. Es decir, su aplicación ha comenza-

do desde él final del capítulo tercero; ahora pretendemos conti

nuar aplicándolo. Sin embargo, esencialmente el camino es el —

mismo que el seguido en la literatura.

El resultado es muy importante puesto que a partir de él

es posible obtener la corrección a los coeficientes de transpor_

te debida al acoplamiento no lineal entre modos. Entonces como

paso inmediato sé presenta la aplicación de los resultados de la

teoría a un problema específico.

Independientemente del ejemplo que se seleccione como ilus_

tración, la evaluación de la expresión (3.71) involucra los dos

problemas siguientes:
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1.- La evaluación de los coeficientes de acoplamiento

2.- La evaluación de las funciones de correlación

Cada uno de estos problemas representa una tarea algebrai-

ca laboriosar en tal forma que ni el método basado en técnicas

de diagramas ni el método algebraico que pretendemos mostrar quí

conducen a recetas fácilmente aplicables.

B. LA MEZCLA BINARIA . . .

, El ejemplo que se ha seleccionado para mostrar la aplicabi

lidad de los resultados de la teoría de acoplamiento de modos

es la mezcla de dos fluidos.

Se ha eligido a la mezcla binaria, principalmente proque -t

posee un coeficiente de transporte que muestra un comportamien-

to anómalo pronunciado en el punto crítico. (Ver figura 9). Ade

más existe una información considerablemente amplia sobre el tê

ma. .

Por otro lado, las mezclas binarias presentan las siguien-

tes características: para temperaturas mayores a la temperatura

crítica ~Xc. , las concentraciones de ambas componentes están -

univocamente determinadas. Sin embargo, cuando T^Tc. se tie_

ne una separación física del fluido en dos regiones en las que

las concentraciones de los componentes poseen valores diferen—

res. Lo anterior nos indica que la concentración de cualquiera

de ios componentes posee las características asociadas con el

parámetro de orden. Por tanto, se elige la concentración como -

parámetro de orden y es entonces una variable gruesa (3).

El conjunto de variables gruesas se completa con la entro-

pía local y la velocidad local. Así el conjunto de las tres va-

riables gruesas mencionadas es el apropiado para la descripción

de movimientos difusivos en el sistema (3).

Ahora bien, estrictamente tomaremos como variable gruesa a

la q-ésima componente de la densidad microscópica correspondien

te K ( \ j t ) esto es,
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; Entonces la concentración, la, entropía y la velocidad trans

versal se definen en las siguientes expresiones:, .. ...,

Í4.2)

(4.3)

(4.4)

En las definiciones (4.2)-(4.4) se tiene q u e M r y MV̂

son las masas de los componentes; C~ AA,/-AA-L • la fracciSn de raa.

sa del primer componente; AAc /Wv V M ¡ o •<?•- AA/y es la dénsi

dad de la mezcla y V» y V-z son las entalpias molares. ^.,

es el valor promedio de la energía en el equilibrio, én ta l for-

ma que

donde "m es. la masa de molécula y, las sumas se realizan sobre

e l numero de moléculas,- q>;- es el potencial intermolecular "simi-

iarmente, M es el valor promedio del número de partículas en

el equilibrio.

( 4 . 6 )
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En: esta forina queda definido el sistema que se estudiará -

en' las secciones'siguientes. " ' • • . . . - .

C. EL TERMINO <f ;¿ L"O .

El paso siguiente en el desarrollo de nuestro problema con_

siste en evaluar explícitamente el término i¡- t t ) , dado en

la ecuación (3.7/), para el sistema definido en la sección ante-

rior.

Conforme a lo arriba indicado, la evaluación de <kijvO

involucra los cálculos de los coeficientes de acoplamiento de mo_

dos y de los propagadores. Estos cálculos se muestran en detalle

en los apéndices A y B. A continuación se reproducen los resulta_

dos obtenidos.

En primer lugar mostramos las expresiones de los coeficien-

tes de acoplamiento y posteriormente se analizan sus comporfcanién

tos en la región crítica.

Ahora bien, puesto que la cantidad que interesa es la par-

te anómala de la viscosidad entonces en <£,-,•• L O debemos con

siderar que L ~\ — > ^«

Por otro lado, al considerar la transformada de Fourier de

la densidad CL^ , los términos cuadráticos generan contribucio

nes que van como

En tal forma gue los coeficientes de acoplamiento tienen una de_

pendencia en los vectores de onda como se indica a continuación

(referencia 4):

Entonces, debido a las dos ultimas consideraciones y a la

forma de <J,Í- , ("S.."? 1 } , observamos que solamente es necesario ca

cular los siguientes coeficientes de acoplamiento:
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En el apéndice <$,A se muestra que los dos últimos coefiden

tes son nulos y los cuatro primeros tienen las expresiones s i —

guientes:

1 (A

-v-

C4-7>

."te

(4.9)
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J]V«, CÍJ-^0V^V-O(A_ __L_ y. (4.10)

En las expresiones í4.7)-(4.10), V ' f ' ^ s o n e l v o iü

men, la densidad y la temperatura de la mezcla; C^ C.% ) es el

calor específico de la mezcla dependiente del vector de onda ^ .

"X.e, ss define por

\ C \ ' > / N ., ;•/ ...•'. •, (4,11)- '

Finalmente, \ ̂  es el tensor de presión (expresión micro£

cópica) dado en la ecuación (A.5) del apéndice A.

Procedemos ahora al análisis de cada uno de los coeficien-

tes (4.7Í-C4.10). Las expresiones (4.7) y (4.9) involucran dos

promedios que deben evaluarse para hacer niás explícitos a los -

coeficientes de acoplamiento. En base a las referencias (5) y

(6) se puede mostrar gue . _ "

(4.12)
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En (4.12) y. (4.13) se tiene que .̂o es el valor de la energía

en V.7LO j ? C>O es la presión dependiente del vector de onda

Vs •-, N O Q ' wv^ K)o es la masa del componente uno, análogamen-

te M o en V.- O . • • .

Basándonos en las expresiones (4,2) y (4.6) se encuentra -

fácilmente que el valor promedio de la concentración cuando ^S^c

es nulo, esto es -^Cc,^" O ; por tanto de la expresión (4.13)

vemos que ^^v, £.-•&"> "='O * S'e sigue Inmediatamente que

el coeficiente de acoplamiento ^V ' L V E ; ̂ > *&. ,€a?-^P , (4,%}

es cero. Este coeficiente no está involucrado en la expresión -

final de S.v {X} -t

Analicemos al coeficiente (4.7). Este representa al acopla_

miento de los modos correspondientes a la velocidad y la entro

pía, sin embargo experimentalmente (ver referencia 1.3) no se -

observa comportamiento anómalo en el coeficiente de transporte

mixto correspondiente a la difusión térmica. Esto constituye un

criterio para pensar que V A O ^ * <>;-, S E & ̂  no tiene

influencia en el comportamiento de áU\C.O í esto es, que -

no existe un acoplamiento "intenso" entre los modos de la velo-

cidad y la entropía. Por tanto (4.7) debe ser despreciable fren

te á: Ios.ao.ef icicientes que representan acoplamientos intensos eri

tre diferentes modos. Predicción indicada por1 el buen comportamiento de (4,12).

Otro argumento que corrobora al criterio anterior se basa

directamente en el comportamiento de ciertas cantidades físicas

en el punto crítico. Explícitamente nos referimos a que el coe-

ficiente (4.7) depende del calor específico C o ( ^ ) r y esta can

tidad tiene un comportamiento divergente en el punto crítico.

La teoría de escalamiento extendida al caso dinámico (16)

ce un comportamiento gobernado por la relación siguiente;

f

donde ^ es la longitud de correlación del parámetro de orden

(en el caso presente la concentración) , y oi. ^ "O son exponen-—

tes críticos ya introducidos en el primer capítulo. Por tanto

una observación de la expresión (4.7) nos indica que el coefi—

ciente v^ L<v^l\ ^ V ^ V " w s e a n u^ a e n e-
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critico. Puesto que nos interesa precisamente el comportamiento

de -dv\; LO.,.,, cerca del punto critico, entonces es suficiente

el último.- argumento para pensar que el coeficiente de acoplarrcien

to en cuestión no ejerce ninguna influencia sobre <kí- C O -

. Ahora procedemos a analizar el coeficiente (4.8). Este prc>

viene del acoplamiento entre los modos correspondientes á los -

diferentes componentes de la velocidad. Nuestro interés aquí, co

rao en.el caso del coeficiente precedente, consiste en evaluar el

peso de (4.8) en A-, (/O . Para esto debemos considerar que

en la.región critica.la amplitud de las fluctuaciones de la ve-

locidad local transversal, C. \ \] 5 i / decae a cero mucho

más rápidamente que la amplitud de las fluctuaciones de la con-

centración. Por tanto, el sumando que involucra a V VVJ^^y Vi¿ -)

en la expresión de £,-¡-¿ L ^ es prácticamente nulo. Es decir -

(4.8). no está involucrado en 4;\L"O,

Existe otro argumento para reafirmar el último criterio ex ;

presado. Debido a la forma del coeficiente (4.8), encontramos

que en el límite ^ -í? O f (4.8) se iiace cero. Ahora, puesto

que interesa precisamente el comportamiento de £-. en dicho •x

límite, vemos entonces que en efecto el coeficiente (4.8) no in

fluye en la renormalización de la viscosidad de la mezcla.

En resumen, hemos argumentado que los coeficientes de aco-

plamiento (4.7) y (4.8) no están involucrados en la expresión

final de A ,; C O . Esta independencia proviene de que la in

tensidad de acoplamiento entre los diferentes modos de (4.7) y

(4.8) es muy débil (13), aún cuando la región crítica posee la

característica de que en ella el acoplamiento entre modos es más

intenso que en otra región cualquiera (13).

El único coeficiente de acoplamiento de modos necesario pa_

ra el cálculo de la renormalización de la viscosidad es el ex-

presado en la ec. (4.10).

La siguiente etapa del desarrollo consiste en evaluar al -

propagador asociado con el coeficiente (4.10). Según la expresión

{..3.7,1 ) par.a <k i-. (_"C) . »: el propagador que necesitamos eva—

luar es (^5^ t es decir, la función de correlación del -
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parámetro de orden. Los cálculos involucrados en la evaluación

de ^?c<.^^ s e muestran detalladamente en el. apéndice \b> de

este capitulo.

Se encuentra así que' el propagador £?c<5.^^ tiene la for

má siguiente:

(4.15)

donde

(4.16)

Con las expresiones (4,10), (4.15) y (416) podemos escribir

la expresión buscada para A -v • ( J O í el resultado es el s i —

guiente:

TR
£, (4.17)

donde se ha utilizado la definiciGn siguiente;

r

Ahora estamos en posibilidad de conocer la forma en que se

modifica la viscosidad cuando el sistema se encuentra en la ve-

cindad del punto crítico.
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Di PREDICCIONES DE LA TEORÍA DE ACOPLAMIENTO DE MODOS SOBRE EL

' COMPORTAMIENTO DE'LA VISCOSIDAD- . - "

.Con objeto de describir, el comportamiento de la-parte

mala de la viscosidad debamos utilizar la ecuación { 9,,"} 4 ) del

capítulo anterior. Esta ecuación tiene la forma siguiente:
00

AL = ¿s ̂ ..¡W , (»

Para adaptarla al problema que se esta atacando, simplemente. d§_

bemos utilizar la expresión (4.17) que se ha deducido, esto es,

(4.19)

Introduciendo (4.17) en (4.19) e integrando (sólo el propa_

gador (4.15) depende explícitamente del tiempo) se obtiene que:

(4.20)

Después de reexpresar el paréntesis rectangular y sumar1 so

bre K obtenemos finalmente que

C4*21>

donde ^ es el Üárígüío entre el vector 5 y el vector í
las demás cantidades son conocidas.



.99

. ,La ecuaci&n (4.21) representa a la corrección que debe ha-

cerse a la viscosidad para obtener una buena descripción de és-

ta en el punto crítico.

A continuación se muestra la forma en que se manejan los

resultados (4.16) y (4.21) para obtener información confronta-

ble con el experimento.

En primer lugar vamos a tratar de dar una explicación de -

la forma característica de la curva que muestra al comportamien

to de la viscosidad como función de la concentración (figura 9).

Esto es , específicamente se pretende explicar la existencia de

la cúspide que muestra la viscosidad en la vecindad del punto -

crítico* El procedimiento es como sigue:

Consideremos, contó hipótesis, que "^ ̂  tiene la forma in-

dicada a continuación (Ornstein-Zernicke).

donde C es una constante. Entonces la fórmula (4.16) se tran£

forma en (ref. 13).

(4.23)

donde

Ahora bienr la forma de la ecuación (4.21) en el límite

(longitud de onda grande) es la siguiente:

S
ÍK VOQÍ*Í\£ ( (4.25)
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K-w- es un- número de onda de corte menor al inverso de alguna

distancia macroscópica. Entonces, introduciendo la forma Ornstein

Zernicke de ^XCQ Y usando la expresión (4.23) de T c q

se encuentra que el integrando de la expresión (4.25) se compor

ta de la siguiente manera (13) :

K

b) sv

Observamos entonces que las contribuciones provenientes de

\<^> y f dominan el comportamiento de la integral (4.25),

y se obtiene que

C4.26)

K

La longitud de correlación ? posee un comportamiento espeeifi

cado por una relación algebraica (Cap. primero):

f (4.27}

donde €•• ix \T— Tcl/7c y "N̂  es un exponente crítico.

La adopción de la forma (4.27) de -f permite expresar a

en términos de la temperatura:

0, - V (4.28)

La divergencia logaritmica que muestra (4.28) está de acuer-

do con algunas observaciones experimentales (P. ej. ref. 7. Cap. 1).

Sin embargo, podemos mostrar que esta divergencia es sólo apa-

rente. Puesto que A y\ n •v) - "V?0 , donde M° es la vis-
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cosidad desnuda, entonces de (4.28) se obtiene inmediatamente

q u e . ,_ . . _ ,. . . . . . - : , -\, • .

^ V - ( í H LLV U* O " ^o ^ . . • > Í4..29):

Un análisis de esta ecuación nos indica que T̂  se hace negati-

va justo en T~T^. . Entonces la divergencia de (4.28) es

rente porque para 6- < .t.o donde .

6o ft GX^Q-Vstf //¿v) ^ \ D ^ . . . (4.30)

la forma (4.28) (üomo también 4.29) debe "quebrarse" en algún -

lugar cuando ér se aproxima a .."€..p . Claramente esto sucede

muy cerca del punto crítico. Por tanto ^ es finito en el pun

to crítico, y el mismo argumento explica la existencia de l a —

cúspide observada en la figura 9.

La. conclusión obtenida del análisis anterior constituye un

resultado satisfactorio de la teoría, debido a la adecuada ex—

plicación de un hecho experimental. Pero es posible obtener ma-

yor información de las ecuaciones (4.23) y (4.24), pero antes

es conveniente introducir algunos, conceptos necesarios para es-

te propósito. ;

E. COMPORTAMIENTO DE LA CONSTANTE DE DIFUSIÓN

En ios experimento1dé dispersión de luz en las mezclas bi-

narias, cerca del punto critico, se obtiene un espectro que tie_

ne la siguiente constitución: una componente central, muy inter̂

sa, conocida como la línea de Rayleigh. Además, se tiene el do-

blete de Brillouin que son dos componentes mucho más débiles y

que están situadas simétricamente respecto a la componente cen-

tral (19,14,17,18). La aparición en el espectro de la línea de

Rayleigh se debe al decaimiento difusivo de las fluctuaciones
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de'-la-r concentración'1; y la anchura de lá'Ünea es esencialmente

igual a la rapidez de decaimiento de las fluctuaciones i.e. *'<¿.A

Por tanto, la expresión (4.23), o alguna derivada de ella, es

directamente confrontable con el experimento, en términos de

la linea de Rayleigh.

Ahora bien, en este punto es pertinente hacer una genera1^

zación que nos permitirá confrontar la teoría no solamente en

el régimen-crítico, especificado por la ' condición ~f ~*i>? —¿-

sino también en el régimen hidrodinámico ^ ^ J — (longitud

de onda mucho mayor que la longitud de correlación). La genera-

lización mencionada se refiere al hecho de que an la expresión

(4,16) se ha despreciado un' término proveniente de la contribu-

ción del coeficiente de Ousager desnudo L a ^c.% - Este tér

mino no es relevante en el régimen crítico y por esta razón no

había sido tomado en cuenta en el análisis del comportamiento -

de ••- JS v\ • • .Se tiene entonces que la rapidez de decaimiento da

las fluctuaciones de la concentración toma la forma siguiente,

con la corrección mencionada:

% es una constante. Observemos que ^ c^ de la ecuación

(4.23) es un caso particular de (4.31) obtenido al hacer"el pri_

m e r s u m a n d o c e r o . . ,.• -,•••. .. • '• . ..:." • • -

De (4.31) se encuentra que el el régimen hidrodinámico

' se cumple que .

:' '""v^'^>%í(4-32)
donde la constante de difusión \> está dada por

(4.33)
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Observemos que aun cuando tratamos con el régimen hidrodinámico,

la'1 parte de ^> proveniente dé acoplamiento de modos es dominan

te sobre la parte proveniente del término de "fondo", es decir,

el segundo sumando de (4.33) proporcional a <~ domina sobre

el primero proporcional a <~^ cuando % —c? o© • Sin embargo

la regiñn caracterizada por iC ¿^ \ Y 4 muy grande se hace -

cada vez más pequeña conforme f crece. Esto se traduce en una

limitación en el intervalo de frecuencias de la luz dispensada

en los experimentos tendientes a probar (4.33). Sin embargo, los

reportes (P. ej. 7, 12) muestran que a pesar de la objeción pre_

cedeñte/la ecuación (4.33). se apega a los observado en el expe-

rimento. Asi lo muestra la figura 14; donde se compara el valor

del coeficiente de difusión \> obtenido en el experimento, (pun

tos marcados con cruces) y el obtenido de la ecuación (4.32) (car

culos).

x experimento (D» lim P-t j k f > i)
fc*0 k

o Teoría

-6
10 J

10,-7

10

> •

10 10
-2 10—I 10'

Fig. 14. La dependencia del coeficiente de difusión.
temperatura en una mezcla binaria (12).

con la

Observamos en la figura que no existe discrepancia entre

las predicciones y el experimento. Los circuios acompañan a las

cruces en un amplio intervalo de temperaturas cercanas a la crí

tica. La línea punteada fue incluida para mostrar que O no pue
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donde ""i sería un exponente crítico. Este tipo de comportamierj

to se ha sugerido frecuentemente (Cap. 1) por algunos autores.

Un conjunto extenso de trabajos muestran resultados similares al

expuesto aquí (ver ref. 3 ) . . • •

Los experimentos que se realizan con la condición 5 % ^ > V

(régimen crítico) indican que la expresión (4.33) deja de ser

apropiado para describir a los datos experimentales. Esto indi-

ca que la expresión de P dada en (4.33) debe ser analizada des

pues dé introducir la condición característica ^ ? ̂ >> i . Esto

es, en (4.23) y (4.24) debe hacerse .̂ f ~^> \ , verificándose

fácilmente que

Ir, ~
La —

(4.34)

La ecuación (4.34) constituye uno de los resultados más im

portantes de la teoría de acoplamiento de modos. Esta ecuación

es válida en la región de nuestro interés y además directamente

confrontable con el experimento.

Por otro lado, la ecuación (4.34) posee una característica

que merece ser mencionada en este punto, a saber, la teoría de

escalamiento extendida al caso dinámico (16) postula que la ra-

pidez de decaimiento de fluctuaciones \\ debe ser una fun-

ción homogénea de 'L y f~ , entonces

f
dónde •£•. =3 para mezcla binaria, indicando así una coincidencia

muy importante con la teoría de acoplamiento de modos.

El comportamiento asintótico de \c% en la región críti_

ca, expresado por (4.34), ha sido probado en numerosos trabajos

experimentales; (ver P. ej. las referencias 8,9,12,17, 18, 23

y otras mencionadas al respecto en 3 ) . Mo es nuestro objetivo -



105

efectuar aquí una revisión de las investigaciones experimenta—

les, sino mas bien evidenciar sus resultados y puntualizar sus

conclusiones respecto a la ecuación {4.34}. .

Se determinó \c.<, en el régimen crítico directamente

de la anchura de la línea de Rayleigh de los espectros de disper

sión de luz. Los resultados en general coinciden con los mostra

dos en la figura 15. .

TO*

»0¿003T C

-6028. A

2.99+0.05

A 70C

-110

pend.» 2.98+ 0 .05

0.5 * Z- 3. 0 . 5 I 2 %•
.. . . q. X TXp , era" ; .

Fig, 1.5. Gráfica logarítmica de la rapidez de decaimiento
como función del vector de onda 3., de la luz dispensada
(ref. 8).

Econtramos, en esta gráfica, que los datos obtenidos a diferen-

tes ángulos de dispersión y a temperaturas mas cercanas a la —

crítica, se agrupan muy bien es las líneas rectas de pendiente

^ 3 , obteniéndose entonces que en forma muy aproximada se

satisface una relación del tipo T ¿K q a confirmando la

forma de (4.34}.
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El caso anterior representa solo un ejemplo claro de un -r-

conjunto extenso de trabajos (referencias mencionadas arriba) -

que indican en sus resultados una muy buena compatibilidad con

las predicciones de la teoría que tratamos.

, MóstraresiTios ahora otro aspecto de la teoría que conduce a

una aceptación razonable de ésta en su papel descriptivo de los

procesos que ocurren en la vecindad del punto crítico en una mez

cía binaria.

El par de ecuaciones (4.16) y (4.21), que proporcionan ex-

presiones para *=-<* y & ^ % respectivamente, forman1 ~

un sistema auto-consistente de ecuaciones. Esto es, A t\q

esta involucrado en la expresión de í\ a , y éste a su vez

en la de A ^ & * Una buena descripción de los comportamien-

tos de las cantidades ^c% v "" ̂ % debe basarse en am-

bas ecuaciones simultáneamente. Pero en los resultados reseña-

dos en los últimos párrafos, y que se basan principalmente en -

la ecuación (4.23), se ha supuesto que •")? es independiente del

vector de onda 3. . Observemos que a pesar de esta suposición

la concordancia con el experimento es muy buena.

Las ecuaciones (4.16) y (4.21) se han manejado simultanea-

mente, resolviéndose numéricamente (10) y luego han sido p u e s -

tas a prueba experimental. Utilizando la forma Ornstein-Zernicke

para "X¡< , el par de ecuaciones en cuestión se transforma sn

el par siguiente:

""" ~ ' " (4.35)

Í4.36)

Las funciones "K~ y F se determinan en las ecuaciones 8 y 9 dé

la referencia 10 y no son relevantes sus formas para mostrar lo

que pretendemos. ~7\ (_ ~~f} se define como
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rLa diferencia entre las expresiones de \ c.a dadas

en (4.23) y (4.35) se encuentra en la gráfica de la figura 16.

Fig. 16. . -. • •• '••• ,-•'••••,'.•.: '•' ;

Fundamentalmente lo que se muestra en lá figura es la diferen —

cia entre las funciones J^D L%4^> Y \S C ^ %^> • E s t a

diferencia se hace significativa para valones grandes de ^ 4

en tal forma que cuando <L^ ̂ > 20 se advierte uña discrepancia

de hasta 30% en las funciones que se graficah (10) .; Por tanto,

el experimento muestra que es .necesario considerar la dependen-

cia del vector de onda en el valor de la viscosidad 0| (no lo-

calidad) r especialmente en la regi.5n crítica.

Finalmente exhibiremos un resultado-que-ayudará'a. estable-

cer como un hecho la compatibilidad de las predicciones dé la -

teoría de acoplamiento de modos y las observaciones experimenta

les,, .para la.s mezclas, binarias. Mostraremos la,-forma en que los,.
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datos obtenidos de un conjunto de mezclas (e inclusive algunos

fluidos simples, que son tratados en forma similar por la t e o —

ría) son gobernados por una función V definida en la expresión

siguiente:

(4.37)

donde e s l a e x p r e s a d a en ( 4 . 2 3 ) .

V ir-
es "universal" en el sentido de que no dé

pende de las característ icas de ninguna mezcla en part icular . -

_-. „ ^ ^ u.

para diferentes temperaturas y ángulos de dispersión* y para un

conjunto de mezclas diferentes, caerán sobre una sola curva cuan_

do I (que es adimensional) se grafique comq función de »

q f . L a figura 17 exhibe lo acertado de la predicción dentro del

margen de las incertidumbres., experimentales.

.10

S7 me t i l íen teno-n.4troe táno

. * ácido isAimtítric

•o . aniliná-oioloexáao.

t>¡ C0? (curya. coex.)

Fig
mas

.A-
0*1 0.01

17. T1 * como función de % f para 'diferentes siste-
La curva punteada representa a la teoría de acomplamiento

de modos.
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F.. CONCLUSIONES

Finalizamos este capítulo subrayando algunos de los resul-

tados mas importantes que proporciona la teoría de acoplamiento

de modos. También mencionaremos algunos problemas fundamentales

de la teoría que merecen ser atendidos.

• En primer lugar tenemos lo siguiente:

a.— La teoría de acoplamiento de modos proporciona una ex-

presión para la constante de difusión, N^r C, (j*! O . Es

ta es válida en el llamado régimen hidrodinámico. La forma da -

esta relación se ha comparado exhaustivamente con el comporta—

miento experimental de diferentes mezclas, resultando una muy -

buena descripción por su parte, de los datos experimentales.

b.- La constante de difusión ^5 se obtiene a partir de la

anchura de la línea de Eayleigh en el. espectro de dispersión iré

lástica de luz de las mezclas. La anchura de la línea de Rayleigh

es igual a la rapidez de decaimiento de las fuctuaciones del pa

rámetro.de orden. La Teoría proporciona una expresión para esta

cantidad, en términos del vector de onda de la lúa incidente,. La

expresión tiene la apariencia; P- \> «•*• y se ha observado un

muy buen acoplamiento, de los datos experimentales, a su forma.

c - En la región crítica encontramos los siguientes aspec-

tos de nuestro problema: que la teoría es capaz de predecir la

existencia de una anomalía en el comportamiento de la viscosi—

dad de las mezclas binarias; y aun mas, indica que la anoma-

lía consiste en una cúspide, que es ma's pronunciada conforme la

mezcla estira' ma's cerca de la temperatura crítica. La cúspide se

centra en el valor de concentración crítica (figura 9).

d.- En la región crítica la forma de la función P indica

da en el inciso (fe) deja de actuar acertadamente. Sin embargo

la teoría también predice un comportamiento asintótico para esta

función. La forma de V válida, en la región crítica es p i t o 5 ,

Esta ha sido a prueba, econtrandose que los datos se acoplan a

ella indicando una discrepancia no mayor del 6%. Según nuestros
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porpósitos, este resultado es probablemente el más importante

de la teoría. • . .

e.- Contrariamente a la suposición, muy frecuente/ de que

la constante de. difusión í> es una cantidad divergente en el -

punto crítico, y que puede expresarse como una ley exponencial

simplef encontramos que los datos experimentales no apoyan dicha

suposición. Esto significa que t> ~^p. Vj o £ C,t^ IT-TCA j T c V

La causa de la falla radica en que la viscosidad es finita en

"T.r. ~Y~c y en que posee una dependencia compleja de la tempe_

ratura.

f.- La función "universal" V definida en la ecuación

(4.37) resulta eficaz en la descripción de datos obtenidos de un

conjunto de mezclas binarias (figura 17). La incertidumbre invo_

lucrada no es mayor que el 10%. Con la función P * , entonces,

la teoría reafirma su compatibilidad con el experimento.

En base a los resultados (a)-(f) podemos concluir que la -

concordancia entre las predicciones de la teoría de acoplamien-

to y el experimento es muy buena; si consideramos además las con

placaciones siguientes:

i) Prácticamente en la totalidad de los reportes experi—

mentales sobre nuestro problema, se mencionan las dificultades

de trabajo encontradas en la determinación de los valores de la

viscosidad ^ , cuando ésta se mide muy cerca del punto crítico.

Esto significa que los valores de 7¡ involucran una incertidum

bre muy grande, relativamente. Ahora bien, este hecho puede cons

tituir un argumento que explique las discrepancias en los resul^

tados indicados en los incisos (d) y(f).

ii) En los reportes de investigación sobre la anchura de

la-línea de Rayleigh, se observa una falta de atención al pro-

blema de la existencia de gradientes de densidad y concentración

debidos a causas gravitacionales. El gradiente de densidad, por

ejemplo, en una mezcla binaria es proporcional a la derivada ter

modinámica (jbf/^Vy-Y ^ (17) donde /i en la diferencia

entre los potenciales químicos de los componentes. Esta deriva-

da es divergente en el punto crítico (corresponde a la compresjL

bilidad isotérmica en un fluido simple). Sin embargo encontrarlos
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que sólo un reporte es cuidadoso respecto a este problema. Por

tanto, es un aspecto sujeto a revisión para investigar a fondo

su importancia.

Finalmente mencionaremos algunos problemas fundamentales de

la teoría.

iii) Las ecuaciones cinéticas no lineales de las variables

gruesas son en realidad suposiciones sobre la dinámica'del lla-

mado espacio-a de las variables sin embargo se han obtenido re-

sultados importantes) coeficientes de transporte) a partir de -

las ecuaciones cinéticas. Entonces cualquier inconsistencia de

esta suposición básica debe tener un efecto considerablemente

importante sobre los resultados finales. Pero, en la confronta-

ción que hemos estudiado entre las predicciones teóricas y los

resultados experimentales, indica que, en principio, no existe

la inconsistencia mencionada.

iv) Debe indicarse también que, en realidad, la teoría ha

sido establecida sobre un numero considerable de aproximaciones.

Por ejemplo, la suposición establecida sobre la naturaleza da -

los coeficientes de Onsager desnudos. A este respecto puede men

cionafse que> en el caso de las mezclas binarias, el valor de -

la viscosidad desnuda introdujo confusión sobre su significado

experimental durante cierto lapso inmediatamente posterior al -

establecimiento de la teoría. Así ésta manifestaba una falta de

definición en sus postulados.

g) Los resultados que proporciona la teoría de acoplamien-

to de modos no representan en forma plena a ésta ya que en su -

derivación se han excluido los términos de acoplamiento de tres,

cuatro, etc. modos, representados por los términos no lineales

de orden tres, cuatro, etc, en las ecuaciones cinéticas de las

variables gruesas. Este hecho puede constituir una fuente de las

discrepancias mencionadas en los incisos (d) y (f). La importan

cia real de los términos de acoplamiento de tres o mas modos es

desconocida y constituye un problema abierto que merece atención

futura.
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APÉNDICE 4.A

Se muestra el desarrollo algebraico que conduce, a las ex-

presiones finales de los coeficientes de acoplamiento (4.7)-

(4.10).

Los cálculos necesarios para este propósito se basan en la

forma general del coeficiente de acoplamiento SL \ £.,_̂  pro

porcionada por la teoría y establecida en la expresión (3.62).

Esta expresión se reescribe a continuación ,

definiendo el paréntesis rectangular en la forma siguiente:

uniendo las expresiones (3.62) y (3.63) encontra mos la forma

útil,.del coeficiente; ésta es,

Ahora bien, para nuestros propósitos es más útil considerar al

coerciente de acoplamiento "normalizado" definido en (3.73) y

que tiene la forma siguiente:

Í3.CS)
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Las ecuaciones (3.£5) y tA.l) constituyen el punto de par-

tida de'nuestro desarrollo.

Consideremos específicamente el problema de la mezcla bihji

ria. Como se ha indicado en el capítulo cuatro, las variables

gruesas del sistema son la concentración, la entropía y la velo

cidad local. También se han indicado los coeficientes de acopla_

miento requeridos. Cada uno de estos deberá clacularse con la -

forma (A.l). Ahora, al observar esta expresión econtramos que -

es necesario determinar inicialmente un conjunto de paréntesis

de Poisson de las componentes de Pourier de las variables grue-

sas. Por tanto, considerando la relación \Kjfe V - - \Q> > <̂ 1

observamos fácilmente que sólo es necesario calcular los parén-

tesis de Poisson siguientes:

> c v 1

El primer paso es mostraTexpllcitamente los cálculos de los

paréntesis de Poisson indicados.

a.- El paréntesis \^% ,^^^1 *

utilizamos la relación

con la definición de ^S dada en la ecuación (4.3), econtra_

mos que
h^ __tít

1



donde Wv , es el número de moléculas del componente uno.,.- analo

gamente . AJ L . Aj es el número total.de moléculas-de. las.: mez- .

cías; las demás cantidades han sido definidas en el capitulo.

;. Entonces- los dos gradientes sugeridos por la forma del pa-

réntesis de Poisoon son los siguientes: . ..•
j-

e

; e ) <L

A
donde X u

1

es un vector unitario. Y el segundo es
- ÍT C

Con estas dos últimas expresiones podemos escribir inmedia

tamente que ^ w

- MAM, -W

/O

VA\
H^/A.3)

) í

donde hemos definido la corriente térmica como

>0 e
{A.4)

AJ,



115

En la derivación de (A. 3} se ha supuesto despreciable el potencial

entre moléculas dé diferentes especie.

(A.3) seria'utilizado posteriormente, ahora procedemos a

econtrar el paréntesis siguiente:

Necesitamos ahora, además de las derivadas utilizadas en -

el caso precedente, las dos siguientes:

\- \ P <2, ' donde P es la densidad de

la mezcla. El paréntesis requerido es

r,
donde V^z. % V*^ , Definiendo el tensor de presión (hasta

términos menores de orden ^ "̂ o ) por la expresión siguien

tft 4 Í , (A.5)



116

entonces >\ • Aj;fi [ se escribe como sigue:

CA-6)

En la expresión (A.5), Qp;• es el potencial intermolecular

del componente uno, y -Ĉ - el correspondiente del componen

te dos.

{A.6) será utilizado luego. Pasamos al tercer paréntesis.

c - Con las derivadas del caso precedente/ se obtiene

mente

d.- Ahora, el cuarto paréntesis involucra a la concentra-

ción, la cual está definida en la expresiñn (4.2). Requerimos a

las dos derivadas siguientes:

Utilizamos las dos últimas expresiones y se obtiene quep y
JO. M3.

Definirnos la corriente de difusión J V como sigue:

e. J , (A.8)
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y entonces reexpresamos el paréntesis en cuestión:

El siguiente paréntesis involucra derivadas conocidas y se

escribe inmediatamente ;,

pero la cantidad que aparece en el paréntesis rectangular no es

mas que la concentración C ?.,t en tal forma que

f.- El último paréntesis que debemos conocer se encuentra

fácilmente;

debido a que

Una observación de la fórmula (A.l) nos indica que el paso

siguiente de nuestro desarrollo consiste en evaluar los prome-

dios de los paréntesis de Poisson fa)-(f). Ahora bien» los pro-

medios se efectúan en el estado de equilibrio del sistema; en

este estado no existe la corriente térmica, la velocidad prome-

dio vale cero y tampoco existe la corriente de difusión. Por tan

to de los paréntesis a)f c) y d) encontramos que¡

Por otro lado, considerando la identidad de Kubo (4) que

establece que
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se tiene que haciendo k- ^\ y ^ - "̂ a „ , e intro-

duciendo sus expresiones respectivas (4.3) y (4.4) encontramos

que el promedio de \_̂>'v l̂í1- ̂r también es nulo, esto és

En conclusión hemos encontrado que el único promedio dis-

tinto de cero es el siguiente:

Q 1

Ahora estamos en posición de hacer explícitos cada uno de

los coeficientes de acoplamiento requeridos.

1.- En primer lugar calculamos a ^5L (.JOs S5, . S.w_^)-'

Para esto utilizamos la fórmula (A.l) y el promedio (A.12), re

saltando que

<V\\X>
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Observemos que el último término del lado derecho requiere de

(A. 12) . Pero este promedio debe obtenerse con \< r "5 -^ — o

es decir, debe obtenerse •( C-^_ô > , pero por la forma de

C"c, / encontramos rápidamente que ^C ^ _ \ ^ o "• P o r tanto

el término en consideración es nulo.

A continuación consideramos el promedio ¿^ \>y\ ~J que

aparece en (A.13). Este promedio tiene la forma siguiente (4):

donde \f es el volumen ocupado por la mezcla y Cj

el calor específico dependiente del vector de onda.

Con estas dos últimas consideraciones y utilizando el re—

sultado (A.6) es fácil ver que el coeficiente (A.13) se reescri^

be como sigue:

•SI U ( , Vv. fi^ ) r

Esta expresión debe "proyectarse" para obtener el coeficien-

te de acoplamiento entre Ss y ^>5,« c o n ° \ > esto

es, con la componente transversal de la velocidad al vector de

onda <̂  • Lo anterior significa obtener a SL (S>Z ^ Í ^ J ^ Í - V )

a partir de {A.15) y se logra fácilmente en la forma siguiente:
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entonces usando (A.15) en (A.16) se.obtiene

?N

Finalmente, para determinar V (̂ Uc , ̂ i< ^\-v ) a

partir de la ultima expresión, es suficiente recordar la formula

(3.73) reescrita al inicio de este apéndice.

utilizando (A.17) y (A.14) se encuentra entonces que

La expresión (A.18) es el resultado buscado; es la expre-

sión del coeficiente de acoplamiento (4.7)-
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2.- Ahora procedemos a evaluar al coeficiente

Como en el precedente, partimos de la expresión (A.l), la

que nos conduce inicialmente a

En último término de (A.19) ya se consideró en el coefi—

cíente precedente, y se encontrñ que ( \ ü£ C~\ X "̂  ~ O

Introducimos la expresi6n (A. 7) del paréntesis de Poisson

en (A.19), resultando gue

— \

ÍA.20)
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donde hemos utilizado el que los promedoós de los diferentes

componentes de la velocidad son idénticos entre si y además que

ÍA.21)

A continuación debemos proyectar (A.20), similarmente al

casó precedente, esto es.

Con la forma (A.20) y con un procedimiento similar al que

nos condujo a (A.15) se obtiene fácilmente que

y.

Finalmente con ayuda de (3.73) obtenemos la expresión (4.8)

que es la buscada:

V ct_

El tercer coeficiente requerido es el expresado en (4.9) y

mostramos a continuación la forma en que se deriva.

3f- El coeficiente N / ^ U ^ •*,•& C¿ v ^ • Procedemos

similarmente a los casos anteriores y tenemos de (A.l) que
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(A-24>

Ahora utilizairtos las expresiones (A.6) y •¡ (Â J-iO1)" para los

paréntesis de Poisson; la expresi&n (A.14) para /,\í-^<\
 v> y

además que

Entonces CA-24) adquiere la forma siguiente

Ahora ,ÍDien, s.^% j c - \ / ~ O por ser variables ortogonales,

esto es, por ser. independientes las fluctuaciones? de la entropía

y la concentración. Por tanto después de efectuar la proyección

se tiene que

que es la expresión (4.9) buscada.

, 4.- El ultimo de "-los -"'coeficientes' és "•' "\f'\ \jr: -rl- ' f s - ]

t e n e m o s q u e - • ; '' ' • ................
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Utilizando (A.10) para el paréntesis de Poisson y (A.25) para

la .amplitud de las fluctuaciones en la concentración, encontra-

m o s -que • • .' ; ' ' ; •'•.•• • •-•: '. ••" -' '

c» - Y

Ahora utilizamos-. (3.73-) ,y encontramos,

Ahora proyectamos para obtner el acoplamiento con

Desarrollamos esta expresión obteniéndose fácilmente gue

(Á;28)

El resultado {A.28) es la expresión del-coeficiente de acó

plamiento de modos (4.10). Por tanto en esta forma finalizamos

la evaluación de los coeficientes (4.7)-(4.10).

APÉNDICE A.B ' . . . . , . / . . -

El objetivo es mostrar que el,propagador Cry;^\'tN>- tie

ne ía forma dada en la ecuación (4.19),

Para esto se invoca a la ecuación (3.78) del capítulo tres,

la .que en'forma integral .tiene la apariencia.siguiente: >
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Es conveniente obtener la transformada de Fourier de ÍB.i).

Para esto se define

(B.2)

'- oo

En particular observamos que

c-^.c?o- ! • íB-3)

En el marco de las aproximaciones involucradas en la deri-

vación de S. . Lfc^ t se obtiene de {B. 1)

C ,{j^_ \ • (B.4)

donde

r v

En si problema presente, de la mezcla binaria interesa

-C) • Luego/ puesto que la matriz O o es nula y puesto

que para ^ — & o se despecia ^ ¿ (el téEmino producido por -

los coeficientes de transporte desnudos), entonces de (8.4} se

tiene
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En esta expresión debe considerarse

CB.5)

donde se ha usado gue Xa rapidez de decaimiento de las fluctua-

ciones de la velocidad local es mucho mayor gue la correpondien

te de la concentración (13). :

Las contribuciones importantes a la integral (3.5) provie-

nen de la condición Z=0, esto es, en una buena aproximación po-

demos tomar W ^ C.V} /*- Vc^ Co ) . Resultando entonces -

directamente las expresiones (4.18) y (4,19).



127

REFERENCIAS

1,- K. KawasaJci y HÍ 'Tanaka. -P.: Phys. Soc. 90 (1967) 791'"

~:2.^ -K¿; Kawasaki y Yamáda. Phüsúcs Lett 25A (1967) 1891 '

3.- K. Káwásafci én '-Phase Trahsitions and Critica!Dynamics11

Domb-Green.

4.- L. García-Colín en "Problema en Física Estadística en Siste_

mas Fuera de Equilibrio" (1978).

5.- P. Schofield. Proc. Phys. Soc. 88 (1966) 149

6.- P. Schofield. en "Physics o£ Simple Liquids" (1968) N.H.P.

7.- D. Bergé y M. Duboii s. Phys Rev. Lett. 27 (1971) 1125

8.- D.F. Chavy et. al. Phys. Rev. Lett. 27 (1971) 1706

9.- C.C. Lai Phys. Rev. Lett. 29 (1972) 401

10.- K. Kawasaki Phys. Rev. Lett. 29 (1972) 48

11.- R. Perl, y R.A. Ferrell. Phys. Rev. A6 (1972) 2358

12.- B. Chu. et. al. Phys. Rev. AS (1973) 353

13.- Referencia 3.6

14.- D. Forster en "Hydrodynamic Fluctuations, Broken Symetry

and Correlation Functions" (1.975)

15,- E.J. Barne. Dynamic Light Scattering w&th App. to Chem.,

Biology and Physics"

16.- a) L.P. Kadamoff y Swift. Phys. Rev. 166 (1968) 89

b) B.I. Halpenin y P.C. Hohenberg Phys. Rev. 177 (1969) 952

17.- H.L. Swinney y D.L. Henrry. Phys. Rev. A8_ (1973) 2586

18.- K.B. Lyons et. al. Phys. Rev. Lett. 30 (1973) 42

19.- P. Debye. Phys. Rev. Lett. 14 (1965) 783

20.- D.S. Cavelly G.B. Benedek Phys. Rev. Lett. 25 (1970) .1.157



128

2 1 . - C.W.: G a r l a n d - P h y s . Rev.,. L e t t . 2 5 , ( 1 9 7 0 ) 1-161, - - : i

2 2 . - H .Z . Commins^y H .L . Swinnney. P h y s . ,Rev. Lett . . .- ,25 (1970) 1165

2 3 . - D .L . E e n r r y e t . , a l . P h y s . Rev. L e t t . 25 (1970) 1170 . • -."'


