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~Introduccién

Una técnica muy poderosa para muchas ecuaciones diferenciales consiste
en transformarlas (sin resolverlas) a una forma mas simple.

El objetivo de esta tesis es estudiar las formas normales a las cuales se
puede reducir una ecuacién diferencial en la vecindad de un punto singular.

La reduccién a formas normales se realiza por medio de series de poten-
cias las cuales no siempre convergen. Ain en los casos donde las series son
divergentes, este método se convierte en un dispositivo poderoso ya que, con
algunos términos iniciales de las series podemos obtener informacion signi-
ficativa del comportamiento de las soluciones. _

Gran parte de estas formas normales proviene de la toria hiperbdlica. Esta
teoria fue construida por S. Smale en los sesentas para sistemas en general.

El método de formas normales es también una herramienta poderosa en
el estudio de bifurcaciones.

En este trabajo se presentan los aspectos basicos del método de formas
normales formales, analiticas y diferenciables para campos. Todavia mds, se
presentan formas normales diferenciables para familias de carnpos vectoriales.
Los resultados dependen principalmente de los valores propios de la parte
lineal de un campo en un punto singular. .

El capitulo uno es una introduccién a formas normales formales para
series. Un andlisis similar se realiza en el capitulo dos, donde se obtienen
las formas normales formales para campos vectoriales. Este se divide en dos
secciones. La primera consta de resultados para campos en una variable y
en la segunda se estudia la teoria de Poincaré. Esta teoria la utilizaremos
posteriormente en el capitulo cinco.

En el capitulo tres se hace un anélisis de formas normales analiticas para
campos reales y complejos. Los resultados estdn basados principalmente en
la posicién geométrica de los valores propios. Esta parte también tendra
utilidad en el capitulo cinco.

Cabe mencionar que en estos tres primeros capitulos trabajaremos con



series complejas y campos reales y complejos.

En los dos capitulos signientes sélo estudiaremos teoria para campos vec-
toriales reales.

" El capitulo cuatro contiene la demostracién del teorema de Borel en una y
varias variables. Este teorema es trascendente para obtener la forma normal
diferenciable de un campo vectorial real hiperbdlico y no resonante.

En el capitulo cinco se hace una clasificacién diferenciable local de fa-
milias de campos vectoriales reales en una vecindad de un punto singular.
Estamos interesados en la forma a la cual una familia de campos puede ser
transformada por un cambio de variables diferenciable que depende suave-
mente de los parimetros de la familia. Uno de los resultados principales en
esta parte es una consecuencia de que los valores propios tengan parte real
distinta de cero (llamada teoria hiperbélica).

Finalmente concluimos el trabajo con dos aplicaciones que consisten en
la bifurcacién de una Srbita homoclinica de una familia hiperbélica tipo silla.



_Cavpl'»f'uvlo 1
Formas normales formales. |

1.1 Formas normales formales para trans-
formaciones en una variable.

En este capitulo definiremos lo que es la forma normal de una serie
y haremos un andlisis de ella. Hay que aclarar que las series con las que
trabajaremos serdn series con término constante igual a cero.

Definicién 1.1.1
Una serie formal en los complejos es una ezpresién de la forma :
bt .
H(z) =) hjz ,hjeC.
J=0
Es decir, siélo es una serie de nimeros coinplejos.

Ahora definimos algunas propiedades que posteriormente utilizaremos.
Dadas dos series formales : f = 3°22,a;2' y g = 332, b;2%, definimos las
siguientes operaciones : ‘ k

o f+g=37(aj+0b;)¥.

o f9=Y 2 (Tioa;bj-i)7

® Si o estd en los complejos, af = Y22, (aq;)z!



"o Las prlmera.s n componentes de la serie composicién f o g estdn dados
_ por los primeros n términos de la suma slgulente

n=1"
f °9»(2) I(Z bjz') = an(Z biz') + as() b;27) + - + an(bi2)".
=1 Jj=1 J=1

--o La inversa de una serie f con término lineal distinto de cero es una
serie formal f-! que satisface que las composiciones fo f~'y f~'o f
- son la identidad.

o La derivada de f = T2, a;27 es la serie f/(z) = 3,32, ja;z'~". Es
decir, es la serie compuestn por las derivadas de cada componente de f.

Proposicién 1.1.1
El conjunto de series formales en una variable y con coeficientes en los com-
plejos es un dominio entero. ’

Definicién 1.1.2 )
Sean f y g dos series formales. Si eziste una serie formal H que satisfaga
la desigualdad

f=HogoH™ (1)

entonces decimos que f y g son formalmente equivalentes. Si no existe una
serie fo que tenga menos términos y que satisfaga (1.1), entonces decimos
gue f es la forma normal de g.

Observacién :

Si la serie que cumple (1.1) es diferenciable o analitica entonces f y g
son diferenciablemente equivalentes o analiticamente equivalentes respecti-
vamente. Las equivalencias formal, diferenciable o analitica son una relacién
de equivalencia. Decimos qug f y g son formalmente equivalentes linealmente
si la serie que las hace formalmente equivalentes sélo consta de término lineal.

Es importante aclarar que las series H que consideraremos para hacer
la equivalencia entre dos series serdn aquellas que tengan término constante
igual a cero y como término lineal la identidad ( H(0) = 0y H'(0) = 1).



Proposicién 1.1.2 ]

Sea f(z) = vz +agz’+a3z + -+ una serie con | v I# l v 94 0 y H(z) =
2+ 320k iz} ‘una serie jormal entonces [ es formalmcnte equivalente a sf
mwma por medw de H si y sdlo si H es la identidad.

Demoatmcwn

Para demostrar que la serie H es lineal, es ficil comprobar que nuz =0 a
pnrtlr de laigualdad foH = Hof. Para hacer la demostracién por induccién,
suponiemos que A, = 0, para s < n—1. Ahora vamos a demostrar que k, = 0,
entonces

(Hof)z) = 'uz+§°°:a,~zi+hn<uz+iq,~z:‘)n+é(z»+l)x (12)
J=1 =2

vz +vha2" + Zaj(z +hpz" + o) + 0" (1.3)

=2

(fo H)(2)

Igualando (1.2) y (1.3) tenemos que :

vi+ Y a2 +halvz+ ) a; 7)) +0(") =

=1 j=2

vz + Z a;2' + vhaz" + O(2"*1).

=2

Finalmente, R
ho(v" — v)z" = O(2").
La igualdad anterior implica que &, = 0 ya que, por hipétesis, v no es raiz
de la unidad. . o

Observacién :

Esta proposicién implica la unicidad de la equivalencia formal salvo por
transformaciones lineales. '

En efecto, si las series formales f y g son formalmente equivalentes por
H,y H, (Hyo f =goH,y Hyo f = go H;) donde el término lineal de H, y

!Para denotar los términos mayores o iguales que z¥ de una serie formal escribiremos

O(z*).



de Hjes z. entonces f es formalmente equivalente a si misma por H; ! o Hy.
Por la proposicién anterior Hz™! o Hy es la transformacién identidad. Asi,
H, = Hj. De las tiltimas observaciones hechas podemos enunciar la siguiente
proposicién .

Proposicién1.1.3
Sean f(z) = vz y g(z) = pz, v # p, dos series complejas, entonces f y g no
son formalmente equivalentes.

Demostracidn :

Recordemos que sélo vamos a considerar para la equivalencia series tales
que H'(0)= 1. Supongamos que existe una serie formal H(z) = z+3.72, h;#/,
que satisface (1.1), entonces

(Hof)(z) = vz+ ihjvjzj (14)
=2 :

(go H)(z) = pz+ z“: nhjz" (1.5)
j=2

Igualando (1.4) y (1.5) tenemos que (v — p)z = O(z?)
La igualdad sélo se cumple si v = g, lo cual no es posible por hipétesis.0

Observacién :

Lo que nos dice la proposicién anterior es que la parte lineal de una serie
formal es invariante bajo series formales, es decir, que no existe ninguna serie
formal de la forma H(z) = 2+ 3322, h;zi que haga formalmente equivalentes
dos transformaciones lineales distintas. Lo cual implica que dos transforma-
ciones lineales no podrén ser ni diferenciable, ni analiticamente equivalentes.

El siguiente teorema serd la base para poder saber cual es la forma nor-
mal de una serie que tiene término lineal distinto de cero. Es importante
aclarar que los resultados obtenidos a partir del teorema siempre serdn bajo
la suposicién que v no es rai de la unidad.

TEOREMA 1.1.1 -
Sean f(z) =vz+a® +asz® +++- y g(z) = vz, v#0,| v |# 1, entonces
f y g son formalmente equivalentes.



En la demostracién mostraremos que existe una serie formal que satisfaga
la igualdad (1.1). Para hacer tal equivalencia, vamos a eliminar los términos
de grado 2, 3, ... sucesivamente. Primero construiremos un polinomio ade-
cuado para que sea posible la eliminacién del término de grado 2, después
construiremos otro para que la composicion de ambos polinomios elimine los
de grado 3 y asi sucesivamente.

Demostracion :
La demostracién consiste en exhibir para cada niimero natural n, un
polinomio G, de grado n! que satisfaga la siguiente igualdad :

(Gn o f 0 GZ')(2) = g(2) + O(="*). (1.6)

Para n = 2, proponemos el polinomio G3(z) = Hy(z) = 2+ hy2*. Observemos
que Hy~'(z) = z — h3z® + O(z®). De aqui tenemos que :
(Hyo fo H')(2) = vz +(az— hav)2® + hav*2® + O(z°)
= vz + (a3 — hav + hat?)2? + O(2%)

Como queremos eliminar los términos de grado 2 entonces debemos verificar
la igualdad, az — hav + hav? = 0, es decir,

a2
hy = .
v YY)
En consecuencia, nuestro polinomio es Hj(z) = z + ;272% Por lo tanto,
para n = 2, se satisface la igualdad (1.6).
. Ahora, supongamos que hemos construido polinomios Hj, Ha,..., H, de
la forma H;(z) = z + h;2' que satisfacen :

f Hjofo H'(z) = vz + O(z%)
S Hyo f0 Hy'(2) = vz 4 O(z*)

fo = HpofayoH\(2)=vz+0(=")
Es decir, supongamos que existe un polinomio G, = Hy, o --- o H, tal

que G, o f 0 Gy~ '(2) = vz + O(z"*'). Ahora vamos a mostrar que existe un
polinomio H,4+1(2) = z + hn412™"t! que satisface la igualdad

9



(Hor 0 foo Hun (@) =0z +0(™). . (L7)
Supongamos que f,.(z) = vz + by 2™ 4 O(2"*3), entonces, »
(HH'H ] f" o H,..“ ‘)(z) =vz+ (b,..n - Vh,‘+l + h,.“v'”")z"“ + O(Z'H")

Hacemos el coeficiente de] término de grado r + 1 igual a cero para eli-
minarlo y obtenemos que

h - bn-H
nt¢l = -y — _V-"-"'l..

Finalmente se cumple la igualdad (1.7). La serie formal estd dada por la
composicion infinita de los polinomios H;, es decir,

H=...oH,0-:-0 Hyo H,.0
Del teorema anterior podemos deducir los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1.1
Sean f(z)=vz+az? +asz® y g(z) =vzconv#£0 y|v|#1, entonces
f y g son formalmente equivalentes.

Este es un caso particular del teorema anterior ya que aqui todos los
coeficientes de los términos de grado mayor que tres son cero.

Ejemplo 1.1.2
Sea v # 0 en los complejos tal que no es raiz de la unidad, entonces las
siguientes transformaciones son formalmente equivalentes :

f(z) = vz+ay?®
9(z) = vz+an2"
bz) = vz

TEOREMA 1.1.2

Sean f(2) = z+4 a2z’ + a3z® + -+ y 9(2) = z + 032 + a32® dos series con
a; # 0 entonces f y g son formalmente equivalentes. Mds avin, g es la forma
normal de f.

10



Demostracion :

La demostracién es analoga. a Ja del teorema 1.1.1. Primero veamos por
qué los términos cuadratico y cibico son invariantes bajo las series. Si pro-
ponemos el polinomio Hy(2z) = z-+h;2? donde ;' (z) = z—h22+2ha%2%+: - -
tenemos que :

(Hzo fo H7')(2) = 2.4 a32® + aa2® + o(z%).
Reescribamos f como sigue
J(2) = z + 632% + a32® + ay2* + O(2°)

y proponemos ahora el polinomio Hz(z) = z + h3z3. Observemos que H3! =
z — haz® + hsz® + .- - Si sustituimos Hj en (1.1) obtenemos

(Hso fo H7')z2) = 2+ a32® + a3z® + (a4 + agha)z* + O(2%).
. En consecuencia tenemos que

Hy(z) =z - 2,
a3

Por lo tanto,
(Hyo fo H')z) = z + azz* + a32® + O(2%).

Ahora supongamos que existen polinomios Ha, Hy, ... H, tales que satisfacen
la siguiente igualdad : .

H.o.--Hyo foH'o--- HTY(2) = g(2) + O(z"*?).
Reescribimos esta iltima igualdad como sigue :
Fal2) = 2 + 0227 4 032 + [422"*? + O(z"3).

Es féacil verificar que el polinomio H,1(z) = z + ;'("l*}-ng znit satlsface la
siguiente igualdad :

(Hua1 0 fu 0 Hly)(2) = g(2) + O(z"*).

El teorema se concluye de observar que la scrie buscada estd dada por la
composicién infinita de los polinomios H,,. u]

]!



Observacién :

Mediante cdlculos dn'ectos, podemos verificar que una serie de la forma
f(z) = z +832% + a3z® + -+ no puede ser formalmente equivalente a otra de
la forma g(z) = z + b2 + b3z + - -+, si (a3,a3) # (bs,bs). Dicho en otras
palabras, 1a transformacion h(z) = z + a32? + a3z® es la forma normal de f.

Otro caso por analizar es cuando nuestra serie tiene término lineal igual
a cero, es decir, cuando f es de la forma f(z) = z* + amz™ +-+- ,k 2 2.

TEOREMA 1.1.8

Sea f(z) = 2* +amz™+ -, an £#0, 522 ym 2 k+1 entonces f es
formalmente equivalente a la serie g(z) = z*. La seric formal H es de la
Jorma H(z) = z4 hy_yz™ "1 4 ...

La demostracién de este teorema se hace por induccién y se sigue del
siguiente

Lema : .
- Sean f(2) = 2*+b,2" +0(z"*') y g(z)=2z* con r > k+1 entonces el
polinomio H(z) = z + Y27~*+1 satisface la igualdad :

(Hofo H™Y)(z) = z* + O(2"*) (1.8)

Demostracion :
La parte izquierda de la igualdad (1.8) es :

(11 ofo H—!)(z) Ho f(z - %r_zr-hu + O(zﬂv-ﬂk-n))

H(z* + O(z"*))
= z* + O(ZH-I)
Por lo tanto la igualdad (1.8) se satisface. o

Ahora generalizaremos el concepto de egquivalencia formal para series en
varias variables.

1.2 Formas normales formales para series en
varias variables.

Definicién 1.2.1
Sean f y g dos series definidas en C". Decimos que f y g son formalmente

12



equivalentes si eziste una serie formal de la forma :
H(z1,y...,2n) = (Hy(zry o ooy 2n)ye o oy Ho{Z1y . o -y 20)) que satisface la tgualdad '
g o H = Ho §f, donde cada H; es de la forma H(z‘, 12} = pITII 5 ¢

= (jryendah | I I= Xk=1" y GJX = am, ,,z, z{.’---z’n tal que
Zk-l-’* 22

El sngulente ejercicio ejemplifica la definicidn anterior.

Ejemplo 1.2.1
Sea f(z1,22) = (Miz1 + 22% Maza) con Ay # A%, entonces la forma normal de
S es g(z1, 22) = (M1 21, A 23).

Para mbstmrlo, proponemos la serie formal’
H(zy,22) = (a1021 + apr 23 + aoa??, 23).
Por una parte tenemos que
(90 H)(z) = (Maioz1 + Moo zz + Moz’ Ma2a) (1.9)
y por otra parte, ‘
(H o f)(2) = (Marw21 + Man 22 + (a10 + Aa*a0a)zs?, Asz2) (1.10)
Igualando {1.9) y (1.10) obtenemos :

1
— 27

am=l, am=0 Yy apn=

Usando que Ay # A%, los valores estan bien definidos y por lo tanto (1.9) se
cumple con una serie polinomial dada como sigue :

H(z1,22) = (21 + ———2?, 23)

A?

En la siguiente seccién se haré un anélisis similar al de este capfitulo para
campos vectoriales definidos por en los complejos.

13



'Capitulo 2

Formas normales formales
para campos vectoriales.

2.1 Formas normales formales para campos
vectoriales en una variable.

En esta parte vamos a estudiar formas normales formales para campos vec-
toriales complejos. Este andlisis es similar al del capitulo anterior En la
primera seccién consideraremos campos en una variable y en la segunda,
generalizaremos algunas proposiciones de la primera seccién.

Sean v(z) y w(z) dos campos vectoriales definidos en los complejos y tales
que v(0) = w(0) = 0.

Definicién 2.1.1
Los campos v y w son formalmente equivalentes si eziste una serie formal
H(z)=z+ Y 52, hjz' que satisface la igualdad

[%]v(z) = w(H(z)) (2.1)

O bien, decimos que los cagipos v y w son conjugados. Decimos que dos
ecuaciones diferenciales son formalmente equivalentes si los campos que las
definen lo son.

Recordemos que para la equivalencia de campos sélo consideraremos series
tales que H'(0) = 1.

14



Proposicién 2.1.1
Sean v(z) = vz y w(z) = pz dos campos vectoriales y v # p entonces v y w
no son formalmente equivalentes.

~ Demostracién :
Supongamos que existe una serie H(z) = z+4
entonces

a2 h,z'que satlsf&oe (2 l),

dH _ a0

Tz-]v(z) = vz + (?(z )

w(H(z)) = pz + O(z")
Usando la hipétesis llegamos a una contradiccién.

Proposicién 2.1.2

Sea v(z) = a1z + a22® + --- un campo veclorial complejo con ay # 0 y
sea H(z) = z + EJ_,h z-' una serie formal, entonces v es formalmente
equivalente a si mismo si y sélo si H es la identidad.

Demostracion :

Sea H(z) = z, entonces [§]v(z) = v(2) y v(H(2)) = v(z). Por lo tanto,
se satisface la igualdad (2.1). Proponemos la serie H(z) = z + Y332, h;z’.
Como se cumple (2.1), entonces h; =

Supongamos que k, = 0 para s = 3, ..., — 1, Vamos a demostrar que
h, = 0. Sea H(z) = 2+ hn2" + - -+, entonces

[4]v(2) = [1 + nhnz"" + O(z")]lar2z + 3032, a527]
esto es,

[— v(z) = mz+Y a7 +naha +O(E"). (2.2)
=1 -
v(H(z)) = aiz+ E a;2' + ajhaz™ + O@z"*). (2.3)
=2

Igualando (2.2) y (2.3) tenemos que :
nashnz" = a3haz" + O(z").

15



En consecuencia h, = 0 y por lo tanto H(z) = z. ‘ » =]

Observacién :

Este teorema implica la unicidad de la serie formal que hace posible la
equivalencia formal entre dos campos, es decir, si v y w son formalmente
equivalentes por medio de las series H; y H;, donde ambas series tienen
término lineal igual a la identidad, entonces Hy = H; ya que v es formalmente
equivalente a simismo por medio de H;" o H;.

Proposicién 2.1.3

© Sean v(z) = az + azz® y w(z) = az dos campos vectoriales con a # 0,
entonces v y w son formalmente equivalentes. Mds aiin, w es la forma normal
de v.

Demostracion :

Vamos a construir una serie formal h que satisfaga (2.1). Para ello defi-
nimos H(z) = z + 1,32, h;2? y la sustituimos en dicha igualdad.

El miembro izquierdo de (2.1) se expresa como:

[2EJota)

1+ Zjhjzj"‘)(az + azz®)

j=2

i

az + (2ah2 + 02)22 + (36’)3 + 2a2hz)23 + L
es decir,
dH >, . . ;
T = a5+ 3 tiahi + G = Daahy-a) (24)

aqui usamos que k; = 1.
Analogamente, el miembro derecho se expresa como :

w(H(z)) = az + i ah;z (25)
=12

Igualando las expresiones (2.4) y (2.5) obtenemos :

ah; = jeh; + (j — 1)azhj_y, iz2 : (2.6)

16



De la igualdad (2.6) obtenemos una férmula recursiva para los ooeﬁcnentes,
a saber,
=G —Nazhj_y _ _azhj ji>2

T T el —7) a '

Finalmente,
b = (=1

Por lo tanto, la serie formal que se propone es :

H() = 24 31y Gyt

j=2

La demostracién se sigue de sustituixt la serie formal H en la igualdad (2.1).

Proposicién 2.1.4

Sea v(2) = az+a,2" un campo vectorial en los complejos con a # 0, entonces
v es formalmente equivalente al campo vectorial w(z) = az. Mds ain, w es
la forma normal de v.

Demostracidn :
Proponemos la serie formal H(z) = z + 372, bz’ y la sustituimos en la
igualdad (2.1). El miembro izquierdo es :

a1+ Zjhjzj")(az +anz").

j=2

[ }oce)

dH
[7;]"(2)

n-1

az + Z kahyz* + (an + nahy)z"
k=2

3k + Dankrsr + (0 + k)ahagn )"+ 2.7)
k=1

+

De manera andloga el miembro derecho es :

w(H(2)) =az+ i ah;2’ (2..8)

=2
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Igualando (2.7) y (2.8) tenemos la siguiente expresion :
ahk; = jah;, 2<j<n-1 (2.9)
De la expresién (2.9) concluimos que :
hj=0, 2<j<n-L
De (2,7) y (2.8) también tenemos que h, = e Y
ahi = (j +1—n)aghiyion +jahj, n+1<j<;—2  (210)

De la expresion (2.10) concluimos que :

h = ( +1 = n)anhjsrn
! a(1 -j) ’

Como n+1<j<2n-2 entonces,2< j+1—n <n— 1. Por lo tanto,
hj=0,para n+1<j<2n -2,

En conclusién, el dnico coeficiente distinto de cero para2 < j < 2n —2
es hy, y por la igualdad (2.11) tenemos que k3,3 # 0.

Haciendo una sustitucién recursiva de h,, en la expresién (2.11) deducimos
que los tinicos coeficientes distintos de cero tienen la forma j = mn—(m-—1)
con m en los mimeros naturales.

Por lo tanto,

n+1<j<;m-2 (2.11)

H(z)=z+ Z h..“_(___‘)z.'n—(-'-l)
i=1

o bien,

0 g rym-1 _
H(z)=z+ Z ap [Tisg (kn — k + l)zmn-mn

L& mlam(l —n)m

TEOREMA 2.1.1
Sean v(z) = az + azz?+ -+ y w(z) = az dos campos vectoriales con coefi-
cientes en los complejos y a # 0 entonces w es la forma normal de v.
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Demostracion : _
Haciendo una construccién andloga a la de los dos teoremas anteriores de
esta seccién proponemos H(z) = z + 3.2, h;z’, donde

h, a(l — n) E(n —i4 l)a: n—i41.

i=2

La demostracion se sigue de sustituir la serie H en la igualdad (2.1). o

El siguiente teorema es un resultado interesante para el caso en que los
campos vectoriales tienen parte lineal nula.

TEOREMA 2.1.2
Sea v(z) = z* + az™ + -+ un campo vectorial, entonces v es formalmente
equivalente al campo w(z) = z* + bz?-!

Demostracion :

La demostracién consiste en eliminar sucesivamente los termmos de grado
mayor que k y distintos de 2k — 1. Primero se hard la construccién de la serie
formal, para la cual, proponemos el polinomio H,(z) = z+h,2*. Para obtener
el valor de s, sustituimos la serie H, en la igualdad (2.1) y obtenemos,

[iidgz_' v(H7Y(2)) = 2* + amz™ + (sh, — kh,)2*t*") 4 O(2**?).

Como tenemos libertad para elegir el valor de la constante 3, hacemos
=k+s—1,esdecir,s=m—k+1y h. = -, Sustituimos el valor de s

en h, y obtenemos
Ay

2%k-m-1’
el cual se encuentra bien definido si m # 2k — 1. Si m = 2k — 1 entonces
no podemos eliminar el monomio 22%~! ya que el coeficiente k, no esta de-
terminado. Observemos que el coeficiente de dicho monomio quizas se pueda
eliminar cuando aplicamos el proceso a los monomios de grado menor que
2k — 1, pero si al llegar al monomio de dicho grado no se ha-eliminado,
entonces aparecerd en la forma normal.

Supongamos quem > 2k—1,entonces Hy(z) = z+ 528~ 2™ ~*+1 gatisface

[dH]

h_.

v(H71(2)) = 2% + RO(z™).
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Supongamos que hemos encontrado H,, Hy,..., H,, tales que

Hn = m—k+u +0 i’m—k+l-
“'H “1z)) =2 + O(z"“’") 1)

Denotando el miembro izqnierdo de la dltima igualdad por v,, tenemos que,
Un = 2% + lngn 2™ + O(2™HH),
Para eliminar el término z™*" proponemos la serie
. .
,(z)—z+k"'+" 2, r=m-k+n+l,

entonces,

N ]

Asi la igualdad (2.1) se satisface con la composicién infinita de los pohnomlos
H.'. [w]
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2.2 Formas normales formales para campos
vectoriales en varias vari

Un campo vectorial formal es un vector cuyas componentes: son series de
. potencias en la variable z € C*. Consideremos un jcampo formal complejo

en series de potencias v(z) = Az + -.+ y supongamos que la matriz A es
diagonalizable. o o

Definicién 2.2.1 _
Decimos que el vector A = (M, Az, . .., An) compuesto por los n valores propios
de A, es resonante st entre dichos valores eziste una relacidn de la forma
A=< m>,m=(m,mg...,m,) € Z3U{0}y Zm > 2. A una
relacidn tal le llamamos resonancia y el nimero | m |= Xmy es el orden
de dicha resonancia.
Las ezpresiones < m,A > y m - A denotan ¢l producto punto de los
vectoresm y A en C".

TEOREMA 2.2.1 (Teorema de Poincaré)
Si los valores propios de la matriz A forman un co

junto no resonante, en-
tonces la ecuacion ’

= Az (2.13)

es formalmente equivalente a la ecuacidn lineal z = Az. Los puntos suspen-
sivos denotan términos de grado mayor que uno en z.

Es importante observar que en este teorema no| se cumple la implicacién
inversa. El siguiente campo vectorial es un contragjemplo de éste ya que es
formalmente equivalente a su parte lineal y tiene la propiedad de tener una
resonancia. Consideremos el sistema

I = o

. 1. 14

T2 = Itz + —n
Tr—2

T3 = mzzt+z®

el cual tiene sélo una resonancia A\; = 3\; cuyo mdnomio resonante es x,%;.
La razon de que esto suceda se debe a que cuando eliminamos los términos
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de grado 2 la suma de los coeficientes de los términos de grado 3 se anulan.
Es un buen ejercicio para el lector comprobar esto.

La demostracion del teorema de Poincaré consiste en la eliminacién suce-
siva de los términos de grado 2,3, ... del lado derecho de la igualdad (2.13)..
Cada paso estd basado en la solucién de una ecuacidn lineal. Primero de-
duciremos dicha ecuacién.

Consideremos un campo vectorial polinomial A en C® el cual satisface
h(0) = 0 y Dh(0) = 1 (esto quiere decir que & tiene término constante igual
a cero y término lineal igual a la identidad).

Definimos el grado de un vector polinomial como el grado del término de
menor grado, considerando todas sus componentes.

Definicién 2.2.2
E! corchete de Poisson de los campos Az y h(z) es la expresion

(D.h)Az - Ah(z)
y lo denotamos por [Az, k(2)).

Denotemos por L4 el operador que convierte a todo campo vectorial A
en el corchete de Poisson del campo lineal Az con €l campo dado k&, esto es,

Lah = (D, h)Az — Ah(z2).
Reescribamos la ecuacién (2.13) como
t=Az+v(2)+ ...

donde v,(z) denota un campo vectorial polinomial de grado r, es decir, un
vector donde cada componente tiene grado r o es igual a cero.

Observemos que el grado de cada componente del vector v, es mayor o
igual a 2. La ecuacion que ahora nos interesa resolver es L h = —v,. A dicha
ecuacidn se le llama ecuacién homolégica.

Observacién:

El operador lineal L4 actia en el espacio de campos vectoriales formales,
el cual deja invariante el espacio de vectores polinomiales de cualquier grado.
Esto se vera en la siguiente proposicién.

Denotemos por €; un vector propio de A con su respectivo eigenvalor
valor propio A; y por (z1,23,...,2,) las coordenadas con respecto a la base
(e1,€z,...,€,). Por 2™ entenderemos z;™123™2 « - « 2, ™,
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‘ Propoalclén 2.2.1 ’
Si el operador A es diagonal entonces L 4 también lo es. Los vectores proptos

de L, son los vectores monomiales z™e, y los valores propios de Ly son
combinaciones lineales de los de A, a saber,

Laz"e, = [<my A > =A,)2"e,.

Demostracién :
Como L4 es una combinacién lineal de A entonces también es diagonal.
Demostremos que los vectores propios de L, son de la forma z™e,. Sabemos

que
Lp2"e, = (D;2Me,)Az ~ Az™e,.

Reescribiendo la parte derecha obtenemos
(D,z™e,)Az = EA\mizi~ 2™z,
es decir,

(Dy2™e,)Az = (m,A)z™e,. (2.14)

Az™e, = ), 2"e,. (2.15)
De las igualdades (2.14) y (2.15) tenemos que
| La2™e, = [<m,A > =),}zTe,. (2.16)
lo que demuestra la proposicién. n ]

De aqui se puede observar que si la coleccién de valores propios de A es
no resonante entonces los valores propios de L, son distintos de cero. Con
ésto, la ecuacién homoldgica L4h = —v, tiene una solucién en el espacio de
vectores polinomiales de grado r > 2. Asi, podemos enunciar la siguiente

Proposicién 2.2.2

St la coleccion de valores propios de A es no resonante entonces la ecuacion
homolégica Lah = —v, liene una solucidn en el espacio de series formales
de grado r para todo campo vectorial formal v, (de grador).
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Es decir, en caso de no existir resonancias de orden r la ecuaciéon ho-

moldgica es soluble para todo vector polinomial homogéneo vy.

Demostracion :
. El campo vectorial v, lo podemos expresar como

”r(z) = 2 Vme2™e, |ml=r,
m,;s

y la serie formal A como

h(z) = Z by z™e,.

Para resolver la ecuacién homolégica deseada basta resolverla para cada
monomio, es decir, basta resolver la ecuacién

Lphp2™ey = —Up2™e,. (2.17)

Consideremos el monomio v,,,z™e, y observemos que, por la proposicién
2.2.1, se cumple la siguiente igualdad

Lahp o 2™ey = hpu[< myA > =)z e,.

Haciendo uso de la hipdtesis < m, A > —)\, # 0, para todo s, concluimos de
la igualdad (2.17) y de la expresion anterior que,

- Um,e-
by = P > W (2.18)
que satisface, para cada subindice s, la ecuacién homoldgica (2.17). (]

Demostracidn del Teorema de Poincaré:

Reescribimos la ecuacién (2.13) como z = Az+v,(z)+... y consideremos
la ecuacién homolégica Lah = —v,. Por la proposicién 2.2.2 sabemos que
ésta ecuacion tiene una solucién h, tal que Lqh, = —v, y por el teorema
2.2.1 tenemos la siguiente igualdad

Z Z hp < m ) > —A)z"e, = — E Z Um a2 €. (2.19)

Im|=r s Iml=r s
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Sea

@ =54 T T hmasen, donde by = = TR

Iml=r
Denotemos por v(z) el campo vectorial de la ecuacién (2.13),entonces
(D.H,)o(z) = AH,(z) = (D, H,)(Az + ve(2) + ---) — AHi(2)
= 14+ Eh())Az 4 00(2) + 0pia(s) 4 --°) — AHi()
= Az + v,(2) — AH,(z) + %h,(z)Az +vepa(2) + -
= Az 4 v,(z) — Az — Ak, (2) + %h,(z)Az + V41t
| El miembro del lado derecho de la 1ltima igualdad es:
(DsH,)v(2) — AH,(2) = v,(2) + Lahe(2) + vega(2) 4 -+
Por (2.19) la iiltima igualdad se reduce a
(D:H)v(z) = AH(2) + vrqa(2) + .

donde v,4; denota los términos de orden r 4+ 1 y observemos que v,4; no
es el de antes, ya que ha sido modificado por las operaciones realizadas.
Sucesivamente eliminamos los términos de orden r + 1,r + 2, .., De modo
que se ha demostrado que para cada niimero natural N(N > 2), la ecuacién
(2.13) puede ser reducida a .

i=Az+0( z|M).

Andlisis para el caso real con valores complejos conjugados.

Ahora haremos un andlisis de la forma normal para campos vectoriales
definidos en R™ cuyos valores propios son complejos.

Consideremos el campo vectorial v(z) = Az 4 --- definidoen E C R®
cuya matriz A de la parte lineal en el origen tiene valores propios complejos
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{M, A1,y Amy Am }. Entonces E admite una descomposicién en suma directa
de subespacios invariantes bidimensionales E; de la misma forma que A ad-
mite una descomposicién en suma directa de transformaciones de dimensién
2 tales-que . . .

E= Ele"'eEma T=T& - @®Tx

Donde los valores propios de T; son ); y A;. o

Por esta razén es sificiente analizar sélo el sistema en dimensién 2. Para
un sistema bidimensional con valores propios complejos exite un cambio de
coordenadas que lo transforma a uno de la forma (ver [HIR])

(&9)=(az=by+---,bz+ay+--).

Analicemos primero cuando la parte real de los valores propios es distinta de
cero. Proponemos €l cambio de coordenadas

n=x+ity, z2=2z—1y.
Este cambio reduce el sistema a

#) =az - by + ibz + iay + k(z,y) + ig(z,y)
23 = az — by — ibz + —iay + h(z,y) — ig(z,y)
Y lo reescribimos como sigue:
Z = (a+ib)(z +iy) + h(z,y) +ig(z,y)
Z3= (a — ib)(z — iy) + h(z,y) — ig(z,y)
Como las variables z y y se pueden expresar en términos de 2; y z; entonces
las series f y g estan en términos de 2,y z;.
Z1= Az + f(n1,22)
Z3=Azn+ f(21,2)
Donde A = a + tb. Ahora ya tenemos un sistema en los complejos y como no
hay resonancias, entonces, por el teorema de Poincaré es equivalente formal-
mente al sistema
2'1 = /\Zl
2'2 = /—\Zz
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Sea r? = zZ y si derivamos esta ecuacién, obtenemos. ..
= zi4iz _
Ar? 4+ Ar? = (2Re))r?

Y dependiendo del signo de Re) serd variedad estable o inestable.

Ahora el problema se reduce a analizar el sistema cuando la parte real
" de los valores es cero. En este caso no podemos decir nada sobre el compor-
tamiento del sistema ya que las partes consecutivas { cuadrética, cibica,...)
pueden afectar la parte lineal. Sea (z,g) = (=by + h(=,¥), bz + g(z,y)) el
sistema a estudiar. Como la informacién que tenemos es para campos en
los complejos, entonces transformaremos nuestro sistema real a un sistema
complejo mediante los siguientes cambios : :

n=z4iy, 3=z —iy.
Entonces .

d = &+ = ~by + ibz + h(z,p) + ig(z,¥)
Z3 = & — i = by — ibz + h(z,y) — ig(z,y)
- Reescribimos este sistema como sigue

# = ib(z + iy) + h(z,y) +ig(=,y)
74y = —ib(z — iy) + h(z,y) — ig(z,y)

Por analogia al andlisis anterior tenemos que

) = ibz, + {(21,22)
23 = —ibzy + f(z1,23)

Observemos que la igualdad A+ =0, donde A = ibgenera una infinidad de
resonancias cuyos monomios resonantes son de la forma z;2,*z;* en la i-ésima
componente. Por el teorema de Poincaré - Dulac el sistema se transforma al
sistema

#y = Az + enz(z122) + 03221(212222) +---
ig = /\22 3 d]gla(zlzz) + dg /211222) + e
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Como z;%; entonces z*z3¥ = r?* donde r es el médulo o norma del complejo -
Z Y dam = cmn. Lo que nos interesa saber es el comportamiento cerca del -
origen, si es un centro, una espiral, etc ... lo cual implica que basta con saber
el comporta.mnento de’la norma r.

" Sea r? =| | = z12,, entonces

() = afmt+ian= " +ar+cr®+.-
+ M tenrt+eart+ -
Finalmente (1?) = 2Recur* + O(r®). Por lo tanto, si Recy > 0 entonces el
* retrato fase es una espiral inestable y si es negativa, es una espiral estable,

Analicemos un poco la serie que hizo posible la equivalencia formal entre
‘los snstema.s, la cual escribimos como

H(zla Zg) = (E huzl 2 92’031 22’)

Lo coeficientes estan dados de la siguiente manera

=yt 22y #i -1,
hij = (:—I)A+A"‘2y"#. 1

=M S lyidi
L= DrG- I)Az_ly];é1+l

, " Queremos que H restringida a los reales mande coordenadas reales en
coordenadas reales, por lo cual debe de satisfacer

hmn = h;m y lon = Iv:m Vn) m.

Por lo tanto los coeficientes hik ¥ lix son reales.
El siguiente ejemplo ilustra el Teorema de Poincaré.

Ejemplo 2.2.1 :
Consideremos dos campos vectoriales definidos en el espacio bidimensional
de los complejos,

v(z,22) = (Mzi+anmzi2y, A222) ¥
w(z1,23) = (Mz1, Aaza)

donde el vector A = (A, Az) es no resonante, entonces v y w son formalmente
equivalentes.
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En éste caso el vector homogéneo con términos a eliminar es .
m
vk(21,22) = (Gam2727,0), k=n+m,

Por la proposicién 2.2.2 existe un polinomio

) . Gn,m n,m
ha(z1y22) = (x50 2047 0)

tal que satisface la ecuacion homolégica Lahx = —vs. En consecuencia, pdr
el Teorema 2.2.1, nuestra ecuacién diferencial Z = (Mz1 + Gnm27 25", Ma222)
se puede transformar en la ecuacién diferencial 2. = (7121, A323). 0

Supongamos ahora que para el campo de la ecuacién (2.13) existe una
resonancia, a saber, A\, =< m, A > . Entonces por la igualda.d (2.18) no existe
ninguna serie formal que pueda eliminar ¢! monomio 2z™e,, lo cual lmphca
que la forma normal de (2.13) es

2= Az+ap,,2Me,:

Al monomio z™e, se le llama monomio resonante. En consecuencia, pode-
mos enunciar el siguiente teorema, cuya demostracién omitimos ya que se
sigue de aplicar los pasos de la demostracién del teorema de Poincaré para
los términos no resonantes. Es importante observar que sélo con una igual-
dad de la forma < A\,m >= (0 se generan una infinidad de resonancias con
sus respectivos monomios resonantes z™z; que aparecen en la i-ésima com-
ponente.

TEOREMA 2.2.2 (Teorema de Poincaré-Dulac)
La ecuacidn 2z = Az + --- es formalmente equivalente a la ecuacidn

2= Az +w(z)

donde w(z) es una serie formada por términos resonantes.
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Capitulo 3

Formas normales analiticas
para campos vectoriales.

3.1 Formas normales analiticas para campos
vectoriales en una variable.

En este capitulo haremos un andlisis sobre la forma normal de un campo
vectorial holomorfo o analitico en el caso real.

En la primera seccién estudiaremos campos analiticos en una variable y
en la segunda, traba]aremos con campos en varias variables, Demostraremos
algunas proposiciones que utilizaremos en el capitulo 5 y finalizaremos enun-
ciando los teoremas de formas normales analiticas.

Analicemos el caso analitico (real y complejo) en una variable, donde el
punto singular es no degenerado, es decir, es un cero de orden uno.

Proposicién 3.1.1

Sea v un campo vectorial analitico en R 6 C y sea p un punto singular no
degenerado de dicho campo. Entonces, v es analiticamente equivalente a su
parte lineal,

Demostracidn :
Sin pérdida de generalidad supongamos que el punto singular es el origen.
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Entonces v lo podemos escribir como sigue
v(z)=1z+ 2 a; 2, l#£0,
=2

" Definimos el campo w(z) = Iz, entonces vamos a demostrar que existe una
funcién analitica, definida en una vecindad del origen, tal que

[ ]u(z)—w(H(z)) y H(0)=0. @

Observemos que se pide H(0) = 0 para que mande el origen en é] mismo, con
lo cual podemos escribir H(z) = zh(z) y h(0) = 1 para que H sea invertible.
La ecuacién (3.1) la podemos escribir de la siguiente forma:

1 dh 1
m(h(z) + zz-z-) = ;-(;3 (3.2)

Como el origen es un polo de orden uno del campo ;f;; entonces la funcién
(z) = ﬁ — L es analitica en el origen. Observemos que

2 1 1

v(z) 1z~ Lz(14+bz+..) Iz
= L =%
= lz( bz +...), b= T

La ecuacién (3.2) la reescribimos como sigue :

111
dz Thiz) @) Iz @3

Integrando la ecuacién (3.3) de ambos lados en una vecindad suficientemente
pequeiia del origen,

L[t RE
[ ade= [ttt + .. nee.
Esto es,

finh) =1 [ " (=bs + O(€))de. (34)
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- Las integrales anteriores se entienden, en los complejos, como la integral sobre
cualquier trayectoria que une el origen con z y aqui estamos considerando la
rama de logaritmo que manda al uno en el origen.

. Despejando h de la ecuacién (3.4) obtenemos

h(z) = exp(—baz + ofz%)). |

. Por lo tanto, »
‘ h(z) =1 - bz + O(2).

Claramente h(0) = 1 y h es analitica en una vecindad del origen. Finalmente,
el cambio de coordenadas buscado esta dado por ’

H(z) = z’_.“—l’f +0(z%).

“omo el integrando de la expresion (3.4) es analitico, entonces & lo es también
ya que es composicién de dos funciones analiticas. o

Ahora analizaremos el caso analitico complejo en una variable cuando el
punto singular es degenerado.

Proposicién 3 1.2 :

Sea v(z) = 2 E 2obiz? , b, = 1 un campo vectorial analitico con singu-
laridad degenerada en el orzgen, entonces v es analiticamente equivalente al
campo

w(z) =z + az"" (3.5)

Demostracion :

_ Para demostrar la equivalencia analmca se quiere encontrar una funcién
H analitica e invertible que satisfaga la igualdad

dH

[F o) = wia(2)) (36)

y H(0) = 0 para que H mande el punto singular del campo v en el del campo

w. Sustituyendo la expresién (3.5) en (3.6) obtenemos

e 1

ds —

H* + aH2?*-1 — y(z2) 37
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El siguiente Lema nos ayudaré a convertir el campo -h- en una expresxén
analitica.

- Lema:

Sean v(z) y w(z) dos campos analiticamente equwa.lentes en una vecindad
del origen y supongamos que dicho punto es un cero del mismo orden (mayor
que uno) de ambos campos, entonces,

1
Res(v( ) ) =Rea((—w—°f—)(-z—),0).

Demostracion : :
Como los campos v y w son analiticamente equnvalentes, existe f analmca.
tal que 3 v(z) w(f(2)), es decir,

-L '-’-(!;idz = /I('v) ;:—c)-df

donde 7(t) = exp(it)e, t € [0,1]. Entonces,

L gL fl, 1 1 = Res
Res(r50 = 5 [y = ot | wrn aee = "o aa iy ™

Lo que demuestra el Lema. o
Del lema anterior se sigue que los campos wze) y T; tienen el mismo
residuo, Para calcularlo observemos que, como w(€) = ¢* + a¢?-1, entonces

1 1
w(f) ~ (1 +af)
€41 —ag! + 0(£4)

= £*—af +9(¢)

donde g(£) es una funcién holomorfa. Asi, el residuo es —a. Ahora retomamos
la expresién (3.7), a la cual de restamos la singularidad 2,

aH a

—_— 4 - — 4
H* 4 aH?*-1 2 y(2)

!Esto denota el residuo del campo & en el origen.

N®
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sumandole y restindole 1#— a dicha expresion y reagrupando, obtenemos

dH 1 a gy —-H, 1 a
G Tt T ) =gt

Por esta igualdad queremos encontrar ahora una funcién analitica que satis-
faga ' o

H 1 a, - H *1 a
-/o (mﬁ'ﬁﬁ)dﬂ—aln(—z—):A(;m-f—E)df (3.8)

Primero se justificard por que podemos tomar al cero como limite inferior,
de las integrales anteriores. Definimos la funcién

2w 1 X ™ 1
de(z,w) = [ (W + %)d{ - aln(w) - /z (m + -:—)df
f €1 —ag* b+ ) + g)de

*1 a
aln(u) - [ (oo + )€

es decir,
bc(z0) = [ 6+ + 9(€))d€ — aln(w) - / '(@-Jr .

donde g(£) es una funcién holomorfa. Sabemos que aplicando un mimero
finito de pasos del Teorema de Poincaré-Dulac al campo v(z), obtenemos un
cambio polinomial que hace analiticamente equivalentes a dicho campo y al
campo 9(z) = z*4az*~14.. ., asi, la iiltima igualdad de ¢. es analiticamente
equivalente a la expresién :

$e(z,w) = /mf"‘df+/'w9(f)d~f —aln(w) - /'(f"‘ + f(§)d¢

donde f(£) es también una funcién holomorfa en una vecindad del origen.
Finalmente,

(2 w) = / ™ ek + / ™ g(6)de — aln(w) — / " f(&)de.
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Como ¢, estd bien definida para todo c, entonces cuando ¢ — 0 tenemos,

bozw) = [ etae - atato) + [ at@rd - [ piepse
Observemos que resolver la ecuacién (3.8) se reduce a encontrar una funcién
h(z) analitica que satisfaga ¢o(z,h(2)) = 0 y h(0) # 0. Asi, la funcién H -
. que buscamos estard dada por H(z) = zh(z). Para resolver dicho proble-

ma, aplicaremos el Teorema de la funcién Implicita a la funcién ¢(z,w) =
2*"1¢9(z,w) en el punto (0,1).

daw) = # [ ehae - it n(w)
= [ [
+ 2 / 9(€)dE - = /of(f)df

Claramente ¢(0,1) =0y

a¢ o ¥l w . _ -
P loay= z* '% /; E7*d¢ |oy= k T aw((zw) M1 *“) lo

y por el Teorema de Continuacién Analitica,

¢ -
3 lon=v" lon=1.

Entonces existe una funcién analitica & y una vecindad V del punto (0,1)
tal que para todo punto (z,w) € V, ¢(z,w) tiene exactamente una solucién
h(z) = w tal que

R(0)=1 y ¢(z,h(z))=0, ze V.
Por lo tanto, »
s e =+ [ et - amniar+ [ s~ [ rrae] =o.
s [} o
Lo que implica

zh(z) . zh(z) _ z _
[ £-*dg - alnh(z) + / o(E)de fof(f)df—o-
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Como H(z) = zh(z), entonces,

rH(x) . H(s) 2 -
[ erde-an 2y [ [ serae =o.
Ta.mbjén se puede verificar que H(0) = 0 y H'(0) = 1. Por lo tanto,~ .
H(z)=z+4"--

la cual es invertible en una vecindad del origen. B =

3.2 Formas analiticas para campos en varias
variables. '

Los resultados que enseguida se dan, dependen de la posicién geométrica de
los valores propios en el plano.

Consideremos el espacio formado por todas las posibles n-adas de eigen-
valores C" = {A = (A1,...,An) : X estd en los complejos}.

Definicién 3.2.1

Definimos un plano resonante como un hiperplano en C" que estd dado por
una ecuacién de la forma A\, =< m,\ >, donde m = (m,,...,m,) es un
vector con entradas enteras no negativas y satisface 3 m; 3 2.

Definicién 3.2.2 (Dominios de Poincaré y de Siegel)
Un vector X\ € C" pertenece al Dominio de Poincaré si la envoltura conveza
de sus componentes no contiene al cero y A pertenece al Dominio de Siegel
81 su envoltura lo contiene.

Decimos que z = (z1,...,2,) perlenece a la envoliura conveza de A =
{Ay. A} siz seezpresacomoz =YL miAi con0<m; <1, 3 m; =1
y m; en los reales y la denotamos por Conv{ly,...,A}.

Proposicién 3.2.1
El Dominio de Poincaré es abierto.

Demostracion :
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‘Sea A'=(Ay,..", Aa) un elemento del dominio de Poincaré. Definimos la -
distancia del punto z = (2y,...,2,) al puntoy = (yy,-. . +¥n) cOMO

d(z,y) = maz{| 2 -y |: 1 S i < ).
Llamamos A = Conv{),..., s} y consideramos el conjunto
A= {d(z,0): z€ A}.

Claramente A # 8 y M > 0, donde M = minA. Consideremos ahora la recta
{ que satisface

d(l,z) 2 —1;1, VzeA y d(I,0)= _I;i

Sea ¢ = ﬁ y consideremos el conjunto B.()) = {w € C* : d(w,}) < ¢}
entonces mm {d(z,1) : z € B,(2)} = Y. Ahora lo que se va a demostrar es
que toda w € B,(A) estd en el domlmo de Poincaré.

Como w € B,()) entonces la envoltura convexa de w estd en B(A). Esto
implica que la recta ! separa la envoltura convexa de w del origen. o

Ahora veremos algunos resultados en el Dominio de Poincaré.

Proposicién 3.2.2

Todo punto que estd en el Dominio de Poincaré, satisface, a lo mds, un
nuimero finito de resonancias y eziste una vecindad en la que cada uno de
sus puntos satisface un nimero finito de resonancias de un conjunto finito
determinado de planos resonantes.

Demostracion :

Primero demostraremos que cada X° en el Dominio de Poincaré, satisface
un nimero finito de resonancias.
Consideremos el conjunto B = {0 =< m,X? >: 1 € s < n} formado
por todas las posibles resonancias del punto X% Sabemos que existe una
recta | que separa la envoltura convexa de {)?,..., 2} del origen, por la
cual trazamos un vector unitario perpendicular 5 que pase por el origen y
consideramos las proyecciones ortogonales sobre dicha recta de los valores
propios AJ. Todas éstas proyecciones, por construccién, son mayores que la
distancia o de la recta ! al origen.
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" 'Como hay un niimero finito de valores ‘propios A? entonces existe el
méximo de sus proyecciones. Definimos M = max{(A‘;' ‘) +1:1<s<n}.

Supongnmoo que \° satisface una infinidad de resonancias, entonces, podemos
" suponer sin pérdida de generalidad que, para \? se satisfacen una 1nﬁmdad

de relu:lones del tipo
20 = Z m;A%.

J=1
Asi, tenemos las siguientes desigualdades :

M>M.y =zn:m.-()\?-n) Za(ime)-

f=l. i=1

Como hay una infinidad de planos resonantes tenemos que se satisface la
desigualdad M > o (Y7 lm.) para una infinidad de enteros posltlvos m;.
Asi podemos construir sucesiones {(my,,...,m,)}ken tales quesi k <r en-
tonces 30, my < Y0, my, ysi k — oo, 37, my, — 00, lo que contradice
que las sumas a ¥°7 m; estén acotadas por M. Por lo tanto, A® satisface
sélo un mimero finito de resonancias.

Ahora consideremos el conjunto

R={m=(my,...,m,): A0 = (m - \°) para algunas},

el cual es finito. Sea T = {m : I, mi(A? - n) < M). Observemos que
R C 7. Por la proposicién 3.2.1 existe una vecindad de radio ¢, alrededor de
A? contenida en el Dominio de Poincaré,

Sea ¢ = min{e;, 717} y consideramos la bola

B.(X°) = {w € C"/d(w,\°) < ¢}.

Sea A € B(\%) ysea H= {m:),=<m,\> para alguna s}. Vamos a
demostrar que H C T.
Sea h € H tal que A, = fiy Ay + + -+ + LAy, entonces hay que demostrar
Yo (A2 - 9) < M. Por una parte sabemos que, por estar A en B,(A°), se
satisface la desigualdad (A0 5) < () - n) + €. Entonces

z:m.(AO n) < Zm.(A 1) + ne. (3.9)

i=1
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Por otra parte tenemos que

Y=t <Oimee  @10)

i=1

Finalmente, haciendo uso de las desigualdades (3.9) y (3.10) obtenemos

3 0 0) < (0 m) 4 el +1) < (0 m) + 1.

. i=1
Por lo tanto, Y0, mi(A0-n) < M. ' _ 0

Proposicién 3.2.3 (Poincaré-Dulac)

Si el conjunto de valores propios de la parte lineal de un campo en el origen
estdn en el Dominio de Poincaré, entonces, en el caso de resonancia el campo
puede ser reducido a una forma normal polinomial por medio de un cambio
formal.

Demostracion : .

Por la proposicion 3.2.2 sabemos que hay un nimero finito de resonan-
cias y por el teorema de Poincaré - Dulac 2.2.2 se obtiene la forma normal
polinomial. ) o

Observacién :

Si un punto A estd en el Dominio de Poincaré entonces una resonancia
A, = Y00, Aim; es posible sélo si el coeficiente m, = 0 ya que de lo contrario
habria una infinidad de resonancias.

Resonancias en el Dominio de Siegel.

Proposicién 3.2.4
El conjunto de planos resonantes es denso en el Dominio de Siegel.

Demostracion :

Sea A = (M\;,+-+,An) un elemento del Dominio de Siegel, entonces su
envoltura convexa contiene al origen. Primero supongamos que el origen
estd dentro de la envolvente, entonces existen tres valores propios tales que
su envolvente convexa A contiene (en el interior) al origen . Sin pérdida de
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generalidad supongamos que son Ay, Az y A3. Consideremos el angulo formado
por A y Az

Dividimos la regién formada por todos los multnplos realea no negatlvos de
A1y Az en paralelogramos, los cuales son combinaciones lineales enteras no
negativas de los dos valores propios en cuestién. Sea

d=ma‘x{| Al Iv'AG I,I’\I—AT IVIAi+/\2|}-

Sea € > 0 entonces existe un natural N tal que d < Ne. ‘
Como —NA\j estd en alguno de nuestros paralelogramos entonces existen
enteros positivos m; y mg tales que el vector my Ay + maAz +'N A3 cae dentro
del paralelogramo formado por A, y Az, es decir, satisface

I midi + mada + NAg |[< d.

Considerenios‘ahofa el plano resonante 7 : myz, +maza+ (N +1)z3 = z3. La
distancia del punto A al plano = es d(\, 7) = inf{d()\, p) : p € 7} y satisface

lm1/\1+m232+NA3|<i<c.

d(A,7) < SIN S¥

Ahora supongamos que el origen esta en alguna arista de la envoltura. Sin

pérdida de generalidad suponemos que el origen estd en el intervalo (A, A3).
Sea A =| Ay — Az | y € > 0, entonces existe N en los naturales tal que

# < e. Consideremos N\, entonces existe M en los naturales tal que

| N\ — M); |< d. Sea 7 : 2y = (N + 1)2; + Mz, un hiperplano resonante,

entonces
| NM + M), | < d

d\7®) < < <
(A, ) V2N? 4 2m? NT<€

[m}

Definicién 3.2.3
Un punto A = (Ay,...,A,) € C™ se dice que es de tipo (¢,v) si para loda s
se tiene que

A= (m ) |2 o

paru todos los vectores m con componentes enteras no negativas tales que

2?:] m; 2 2'
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Observacién:

Sic> 0y A esde tipo (¢, v) entonces A no tiene resonancias, ysic> 0y
A tiene al menos una resonancia entonces A no pertenece a (c, v) para toda
¢> 0y para toda v.

Proposicién 3.2.5
El conjunto de puntos que no son de tipo(c,v), Ve > 0, tiene medida cero
siempre que v > 232,

" Para los siguientes dos teoremas no se da la demostracién, pues no se
encuentra dentro de los objetivos de este trabajo. Nétese, sin embargo, la
importancia que éstos tienen.

TEOREMA 3.2.1 (Poincaré) (Ver [Arn])

Si los valores propios de la parte lineal de un campo holomorfo en un punto
singular pertenecen al dominio de Poincaré y son no resonantes entonces el
campo es holomorficamente equivalente a su parte lineal en una vecindad del
punto singular.

TEOREMA 3.2.2 (Siegel) (Ver [ARN])

Si los valores propios de la parte lineal de un campo vectorial holomorfo en el
origen forman un vector de tipo (c, v) entonces el campo es holomorficamente
equivalente a su parte lineal.
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Capitulo 4

Formas normales 1nﬁn1tamente
diferenciables.

4.1 Teorema de Borel en una y varias varia-
bles.

En lo sucesivo, f € C*°(R) significara que f es una funcién de variable real
infinitamente diferenciable.

TEOREMA 4.1.1 (Teorema de Borel)
Dada una serie formal f = i a;z? con una variable real, eziste una
Juncion f € C*(R) tal que

£
dz*

Antes de hacer la demostracién del Teorema de Borel, daremos la siguien-
te definicién que serd esencial en la demostracion.

|z=0= Klay, k21

Definicién 4.1.1

Sea X un subconjunto cerrado de @ C R™. Decimos que f € C¥(Q) es m-
plana en X,m < k, si D°f(z) = 0, para todaz € X y toda a con | & |<
m. Si f € C®() y D*f(x) = 0 para toda z € X y toda a, entonces deci-
mos que f es plana en X,
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Demostracidn : .
Consideremos el polinomio Py = }°._, a;z' y el monomio Ry = Py —

Pi1. Ri(z) = axz* es un monomio de orden k, y satisface

d <k
E—;Rk(O) =0, j<k-1.

Al_ior'a. vamos a demostrar que, para cada monomio Ry, existe una funcién
o € C°°(R) tal que ¢4(0) =0y || Rx — ¢ ||x-1< 38, donde

df &
I B = ¢ |le-1= ,‘gs-l:&en{l 2a7 (@) = 5 (=) |}

Ahora consideremos el polihomio Ri(z) = axz*. La siguiente construccién
sera para encontrar la funcién ¢x.
Sean
_ [ R(1=-2% si|z|<g1
9:(z) = { si|z|>1
_ [ Fiea(t)dt siz> -1
95(z) = { 0 siz< -1

. 1
Definimos M, = / (1 —t?)*dt.
-1

9a(z) = gs(2z-1). .
0s(2) = 0 (152D,
_oos(E)
ga(.‘l:) - Mga; .
Finalmente, gx(z) = 1 — go(z), es decir,
' }
alz)=1- [/ ¢ k(1 - t’)kdt/(akMk)]

Asi, definimos la funcién

0 si|z|< f,t
#(z) = { gx(z)Ri(z) si & <z |<
R (z) si | z |2 6
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La 6, se elige de tal manera que || Rx — &4 |li-1< z-r. Consideremos la
" funcién

‘ 0 si I z |2 6
hi(z) = Ru(z) — du(z) = { Ry(z)[1 — ga(2)] si % <|z |< &
, ] Rue) i |z |< &

Como la funcién h; se anula fuera de una vecindad del origen, entonces su
norma sobre los nimeros reales es igual a su norma en la vecindad de radio
8x. Ahora definimos una sucesién de funciones (f,)nen como sigue

fa= z":(Rk —¢) =P, — z":¢k-

k=1 =1

Para demostrar la existencia de la funcién buscada del teorema y su diferen-
ciabilidad de todo orden, probaremos las siguientes afirmaciones:

a) Para cada niimero natural a, la sucesién {4 f,} converge uniformemente.
b) Fo € C*(R). ’

) Fa= £ F0.

d) = Fo(0) = alaa.

a) Demostraremos que, para cada a fija, la sucesién { L.} es de Cauchy.

Sea ¢ > 0 entonces existe un nimero natural N = max{—2 +1,a} tal
que para toda k,g > N, (g < k),

k-1

sup | 722 fu(2) — o ul2) | < Surl LH@) — s fun(@) |
k-1 d° k-1
= Z sup | (R —pin)@)| < 2 Il Rir = @ina) i
n—q i=q
'Z; 2 '_ZN 2 2N -1
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Definimos Fy = liMpaoo &5 &= fn. Haciendo un uso recursivo del siguiente
Lema para cada a fija, se demustran (b) y (c).

" Lema ¢
Sea {k,} una sucesién de funciones reales diferenciables que convergen uni-
formemente a una funcién continua h. Entonces h es diferenciable y ademas,
8i la sucesién {5;-;} converge uniformemente a hse tiene que 2 dh _},

Por lo tanto, F,= Fo
d) Sea m un nimero natural definimos T™(g) = ¥, L(D:%g)(0)z". Ahora
demostraremos que para cada natural se satisface T™(Fp) = Pm.

Lo -3 e

i=1

[}
™

- T™(R)

-]
il
-

o0

(356 -1 - (@ = 1)az")(0)2"
=1

= 2ol -1 G- (@ - a0

a=1 i=a

= i 1 (a‘a,)x

a=1

= Pn.

0
[‘l’Js

ol

-]
[1}
-

3
lw

[m]

4.2 Teorema de Borel para varias variables.

Ahora centraremos nuestra atencién en enunciar el teorema de Borel para
varias variables.

TEOREMA 4.2.1 (Bonel)
Sea f(z) = Yli=1 CaZ® una serie formal en R™, donde cq es una constante
real para cada n-ada a = (ay,...,a;) de enteros no negatwoa Entonces

eziste una funcidn infinito dtferenc:ablc en R" tal que 3,D.” D.”f(0) = ca. (Ver
[NAR].)
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Demostracién :

Sea Ton(z) = 3j41<m CaZ® un vector polinomial y consideremos el poli-
nomio de grado m, Py = T — Ty = Elal=m €, que es una funcién plana
en.el cero, entonces, por el lema bdsico, que a continuacién enunciaremos y
demostraremos, para cada € > 0 existe una funcién g, € C°(R") tal que se
anula en el cero, se desvanece en una vecindad de éste (es decir, es plana en
el origen) y satisface

I P = g™ < -
Consideremos la sucesién {fu = 3 ymicn(Pn — gm)}nen de funciones infinito-
diferenciables en R", -
Ahora vamos a demostrar que para cada o fija, la sucesion {D;f,} es
de Cauchy.
Dado € > 0 existe N = ma.x{-—:."T; +1,a} tal que para toda m,n > N,
se tiene

~ sup | D% fu(e) = D2fule) I=sup | 3 D:*fule) = Defi-a(2) |

*

k=m+1
n n
< Y sup| Do(fi - fia)(@) = Y sup | DX(Pu—g)(2) |
k=m+1 k=m+1
2 R N | 1
<Y Wh-alia™ £ Y g <gmm=e
k=m+1 k=m+1

Por lo tanto, para cada a, la sucesién {D,°f,} converge uniformemente
respecto a . Definimos F, = limyueo D" fu. Por el lema aplicado a funciones
de R" en R concluimos que F, € C°(R") para toda a = 0. Notemos que
Fy=f- 3= m>1 9m, €s decir, la funcién buscada f = Fj esta dada por la serie

inicial f mas una funcién plana.
Para terminar la demostracién, definimos
1 o o
TH(Fo)= ) —5(D:"Fo)(0)z°.
lal<k
Entonces,

THFo) = T*(Y_(Pn—gm)) =T*Y_ Pu) = THD_ gm)

m=0 m=0 m=0
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) a,(u,_ Eca,z")(O)z - Z ,(D, Zg )(0)z*

{al<k |m|=0 |a|<h

Y Y cam(m—1)-(m- (o= )" ")(0)="

Nolgk ™ Imi2lal

= Z %c,a!z

{al<k

Por lo ta.nto, D. Fy(0) = alca.

Lemn btslco :

Sea f € C*(R") una funcién m-plana en el cero, entonces para cada € > 0
existe una funcién g € C®(R") tal que se anula en el origen, es plana en
dicho punto y satisface || g — fll,,.-;n" <e

Demostracion : : _
Consideremos las cubiertas de R", {u1,u3} = {Bi(0),R" — B}(0)} y
{wi, w3} = {By(0),R" — By(0)} tales que Wy, C uy,i =1,2.
Sea 0 < ¢ < 1 un valor fijo y sea & = d(;, u;°). Para cada a € w;
definimos la funcién

a(z) = n(ﬁ—“). donde 1(z) = 5(z:% + ... + zn?)

ys(ty=exp(—L)sit<cys(t)=0sit>0.

Nétese que la funcin 5 es no negativa en todo su dominio, es positiva en
el origen, es una funcién infinito-diferenciable y su soporte esta contenido en
el conjunto de z € R" tales que LTJ <ec.

Consideremos una cubierta abierta {V, }acu, de t5;, donde V, = {reR"*:
#a(z) > 0}. Como 15 es un conjunto compacto entonces existen ai, . ..,ap €
1, tales que Wy C V,,U- - -UV,,. Anilogamente para t; existen by, ..., bk € Wy
tales que w; C V3, U:-- UV, . Definimos las funciones

} 4 k
=Y 0e Y Ya=) o,

j=1 Jj=1
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Tales funciones son no negativas en R*, son C*(R") y sop(¢s) C u;,i=1,2.
Consideremos ahora las funciones
" ¥ s _ _ ¥
hEre P T hite
Observemos que ambas funciones son no negativas, que no se hacen cero
simultaneamente, que By + 53 = 1 y que el soporte de J; esti contenido en
UN respechvamente
"~ Hasta aqui hemos demostrado que existe una particién de la unidad sub-
ordinada a la cubierta {u;,u;}. Por las propiedades antes mencionadas de
las funciones ¢;, se concluye que existe una funcién ¥ tal que se anula en el
complemento de la bola de radio uno (centrada en el origen), es no negativa
en el conjunto A = {z € R": } <| £ |< 1} y vale uno en la bola cerrada de
" radio dos.
Definimos la funcién gs(z) = ¢(%)f(z), donde § es muy pequena Y=
1 — 3. Claramente gs € C""(R") y es plana en el origen.
Como gs(z) = f(z) si | z |> 6 entonces

sup | D:°gs(z) — D:°f(z) |= sup | D:"gs(z) — D" f(z) |
zeR" |zi<é

y es suficiente probar para | a |<m—1 que

‘5\'1p | D;%gs(z) — D;°f(z) |~+0 cuando§ — 0.
z{<s

Como f es m — 1 plana en el cero entonces D;”f(0) = 0,] o |< 1. Asi
| D-°f(x) |< Mo| = |"'"°" implica que supy,cs | D;°f(z) |< Mobm-lel=1,
Con la siguiente expresién se podrd acotar el supremo

Dogs(e) = Y Cor6M(D o)DM Ia).

wtrv=a

Como ¢ es una funcién diferenciable de todo orden, entonces

sup | D.%¢(z} |= Ma < o0.
=<1

Por lo tanto,

| D gs(e) 1< Y M&™M | D f(z) |, M= ma.xC 'M,.

piv=a
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Como D*f es (m — 1~ | p |)—plana en el cero, entonces tenemos

Is‘llp | D*f(z) |< 611 = O(6™1-M), para § << 1.
£{< 5

Asi, el término | D,%gs(z) |[< MKY
queramos.

Ahora enunciaremos un teorema cuya demostracion se basa en el teorema
de Borel.

me—l=lu|=-lv &
ptvea 8™ 7111 g tan pequefio como

TEOREMA 4.2.2 (Chen) El germen de un campo vectorial hiperbdlico y
no. resonante en el origen es C®-equivalente a su parte lineal. En general,
cualesquiera dos gérmenes de campos vectoriales hiperbdlicos que difieren.
por una discrepancia plana en el origen son C®-eguivalentes (ver [WIL] y

[CHEN]).

La demostracién completa se dara en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Formas finito-diferenciables
para familias de campos
vectoriales.

5.1 Formas normales diferenciables para fa-
milias.

En este capitulo estudiaremos la forma normal diferenciable no sélo para
campos vectoriales, sino también para familias de campos. El capitulo estd
dividido en cuatro partes, las cuales constituyen los diferentes pasos de las
demostraciones de los dos principales teoremas que enunciaremos.

Definicién 5.1.1
Una familia localmente diferenciable de campos vectoriales es un germen en
el origen del campo vectorial definido por un sistema de ecuaciones

i =v(z,e), é=0, z€(R™0), e€(RP,0).!

Decimos que dos familias localmente diferenciables de campos vectoriales son
finitamente diferenciablemente equivalentes si, dado cualquier nimero k,
ezisten representantes de los correspondientes gérmenes que son finito-dife-
renciablemente conjugados en sus dominios de definicién.

'La expresién € € (RP,0) significa que epsilon es un pardmetro € = (€1,...,¢p) que
toma valores en una vecindad del origen.
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Esto significa que existe un difeomorfismo k-diferenciable definido en al-
guna vecindad del origen en el espacio R®*P, el cual conjuga los ﬂujos fase
localmente de los representantes de las dos familias.

" El siguiente teorema es andlogo al teorema de Poincaré, sélo que éste
teorema es una generalizacién para deformaciones de gérmenes.

TEOREMA 8.1.1 (Il’yashenko y Yakovenko) ([ILY]).

Si los valores propios de la parte lineal de un germen de un campo vectorial
v(z) = Az+:-- forman un conjunto no resonante, entonces para cada k € N
eriste una vecindad U de € tal que cada deformacidn local de dicho germen
es C*-equivalente a la familia lineal

& = A(e)z. (5.1)

Definicién 5.1.2 )

Un conjunto de valores propios complejos A se dice que es fuertemente mono-
resonante (o bien, uno resonante) si todas las relaciones de resonancia entre
estos valores se obtienen wnicamente de una igualdad del tipo < r\\ >=
0,r € 2°,. Al monomio z" = z," ...z, le llamaremos generador de
resonancias. Obs€rvemos que =" no es un monomio resonante. Decimos
que A es hiperbolico si la parte real de cada componente X; es no nula.

Observemos que la hiperbolicidad anterior de los valores propios de la
parte lineal del germen inicial del teorema 5.1.1 es una consecuencia de las
propiedades de no resonancia ya que si suponemos que no son hiperbdlicos
entonces existen al menos dos valores propios imaginarios puros conjugados
que generan una infinidad de resonancias.

Antes de dar la demostracién del teorema 5.1.1 enunciaremos el sngulente
teorema. Las demostraciones de ambos teoremas tienen varios en comtn, asi
que las haremos simultineamente.

TEOREMA 5.1.2 (ll’yashenko y Yakovenko) ([ILY])

Sea v(z,€) una familia localmente diferenciable de campos vectoriales, la cual
es una deformacién del germen del campo v(z) = Az + .- donde la parte li-
neal A en el origen tiene un conjunto de valores propios fuertemente monore-
sonante e hiperbélico. Entonces para cada k € bf N eziste una vecindad U
del del pardmetro ¢ tal que v(z,¢) es C*-equivalente a una familia definida

51



por la siguiente ecuacion diferencial

£ .xl i “u‘(‘)“’.k ‘
: = : : (59

2;':_:1 an:’(‘)“j

donde u(z) es el monomio generador de resonancias y e € U,

Dicho de otra manera, dado cualquier nimero natural N eziste un polinomio
- gn(u,€) con las propiedades antes mencionadas tal que la familia v(z,€) es

CN -equivalente a la familia local definida anteriormente con g = gy en al-

guna vecindad del cero en R™ x RP,

Tn T,

H

Observacién :

El grado del polinomio depende tdnicamente del germen inicial y es inde-
pendiente de la deformacién.

Ahora daremos un bosquejo de las demostraciones de ambos teoremas,
en las cuales, primeramente construiremos un cambio de variables que mod-
ifique las variedades estable e inestable del campo v , de tal forma que ésas
variedades coincidan con los planos coordenados en una vecindad del ori-
gen. Después, por medio de una transformacién que preserve dichos planos,
llevaremos a cabo la normalizacién del jet de la familia deformada. Esta
familia es, entonces, globalizada, es decir, es extendida a una familia que
estd definida para todos los valores del espacio fase y es lineal fuera de un
conjunto compacto centrado en el origen.

Como iiltimo paso, estableceremos una equivalencia local entre la familia
globalizada resultante y una familia obtenida a partir de la globalizacién de
la familia de la forma normal de los teoremas a demostrar. Esas dos familias
diferirdn por una discrepancia con soporte compacto, la cual tiene un N-jet?
nulo en el punto singular con N suficientemente grande. Se demostrard que
tal discrepancia se puede escribir como la suma de dos términos con soporte
compacto, los cuales pueden ser eliminados aplicindoles, individualmente,
el método homotdpico, con lo que se completa la demostracién. Antes de
comenzar la demostracidn, vamos a introducir el concepto de campos vecto-
riales semiformales.

2El N-jet de una funcién diferenciable en zg es el conjunto formado por f(zo) y sus
primeras N derivadas en zg.
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Definicién 5.1.8 :

"Sea Y el anillo de gérmenes en el origen de funciones diferenciables con
pardmetm ¢. Una serie semiformal con pardmetro ¢ es una serie de potencias
en la variable z con coeficientes en Y. Un campo vectorial semiformal es-tin
objeto determinado por un sistema de ecuaciones diferenciales cuya parte
derecha son series semiformales. Andlogamente se define cambio semiformal
de variables.

Lema :

Sea A(€) una familia localmente diferenciable de operadores lineales con un
parametro ¢ € R? tal que los valores propios del operador A(0) son distintos.
Entonces dichos valores pueden ser localmente extendidos respecto al pardme-
tro como gérmenes de funciones diferenciables \;(:) € T,j = 1,...,n.

Demostracién :

‘Sea Q(z, €) el polinomio caracteristico de la matriz A(¢) en la variable
¥ Q(,0) = (z — M)(z — Az) -+ (= — An) el polinomio de A(0).

.Es decir, Q(\;,0) =0, £ = 1,...,n. Haciendo algunos calculos se puede
verificar que -835(:—'9(/\;, 0) #0,i=1,...,n, debido a que los valores propios -
son distintos. En consecuencia, por el teorema de la Funcién Implicita, ex-
isten n funciones g;(¢) tales que A; = g;(0) y Q(gi(¢),€) = 0. Por lo tanto,
gi(€e) = Ai(e). o0

Primeramente daremos la definicién de resonancia para gérmenes que
dependen de un parimetro € € RP.

Definicién 5.1.4
'Una resonancia entre gérmenes es cualquier combinacion Aj(e)— < r, Me) >,
la cual es un elemento no invertible del anillo T,r € Z3 y|r|>2.

Una familia A(e) se dice que es fuertemente monoresonante si todas las
relaciones de resonancia entre los gérmenes \;(€) se siguen de una sola
condicion < r,\(€) >€ , donde S es el ideal mazimal del anillo local T
formado por todos los gérmenes que se anulan en el origen.

Un monomio a(c)x'-é% 3 en la ezpansion de un campo vectorial es reso-

nante 8i \j— <r,A>€ 3.

3Esta notacién significa que el monomio a(e)z” estd en la j-ésima componente.
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Demostmcwn de los Teoremas 5.1.1y 5.1.2 :
" Ahora daremos la definicién de forma normal preliminar para transformar
la familia original en esta forma.

' Consideremos una familia local de campos vectoriales que representan una
deformacién de un germen hiperbdlico y que esta definida por el siguiente
sistema de ecuaciones:

X = Ae)z + v(z,e), € (a" 0), €€ (R",0), (5.3)

v(0,0)=0 y (8 )(0,0) = 0.

De aqui en adelante siempre vamos a suponer que los valores propios de la
matriz A(0) = A son distintos. Que el conjunto de dichos valores propios
{M, ..., An} es hiperbélico y que esta etiquetado de tal forma que los primeros
n_ valores estan en el semiplano izquierdo (Re A; < 0) y los n, restantes
estin en el semiplano derecho (Re A; >0 y n_ +n4 = n).

Sea R"- @ R™ la descomposicién correspondiente del espacio fase en
suma directa de subespacios lineales invariantes bajo el operador A(0).

Definicién 5.1.5

Sea A el conjunto de valores propios del operador lineal A(0) el cual es no
resonante o fuertemente monoresonante. La forma normal preliminar de
grado N < oo pare una deformacidn de un germen de un campo vectorial
hiperbdlico con parte lineal A(0), es una familia determinada por el sistema
de ecuaciones

X = A(e)z + P(z,€) + w(z,€) : (5.4)

que satisface las siguientes afirmaciones :

1) P(0,¢) = w(0,¢) = 0 para € € (R*,0).

2) Los planos coordenados de la suma R™ @ R™ son invariantes bajo los
campos de la familia (5.4).

3) El N-jet de la discrepancia w en z = 0 es cero para toda e.

4) Si A es no resonante, entonces P = 0 y si es fuertemente monoresonante,

( EN 0 ) Z;':l aj(e)w?
P(I» C) = . :
‘ L7 ang(€)u?

0 Tn
donde u = 7 es el monomio generador de resonancias.
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Lema: .
Una familia del tipo {5.3) es, para cada N < oo, C* eqmvalente a alguna fa-
milia en 1a forma normal preliminar con la propiedad de que el difeomorfismo
que conjuga, preserva el parametro ¢.

. Después de demostrar este lema, usaremos el método homotdpico para
eliminar la discrepancia w de la forma normal preliminar y asi obtener las
‘formas deseadas (5.1) y (5.2).

Demoatmcnfn del Lema :

Como el campo vectorial inicial Az + v(z) + --- es hiperbélico, entonces
la matriz jacobiana A + (52) es no degenerada. Denotemos por f al campo
(5.3), esto es

fle,) = Ale +o(z,, 10,0 =0 v ZL©,0=A0)

Por el teorema de la funcién Implicita, existe una funcién h(e) tal que

z=Mhe), h0)=0 y f(h(e)e)=0.

Esto significa que sélo hay una curva h(e) en la que se anula el campo f
en una vecindad suficientemente pequeiia alrededor del origen. Es decir, el
campo f sélo tiene un punto singular en dicha vecindad.

Ahora haremos un cambio de coordenadas que translade la curva h(e) al
origen para que se satisfaga la igualdad f(0,¢) = 0.

Definimos la funcidn G(y,€) = (y — k(e), €) cuya inversa es G}(z,¢) =
(z + h{e),¢). Como la matriz jacobiana de G es no degenerada, entonces
G es un difeomorfismo. Esto es, G es invertible y su inversa también es
diferenciable en una vecindad del origen en R"*+?,

Finalmente, f o G™1(0,¢) = f(h(¢),€) = 0. Después de este cambio de
coordenadas podemos suponer que f(0,¢€) = 0.

Ahora podemos usar un resultado para gérmenes de campos vectoriales
hiperbdlicos (ver [HPS]), el cual dice que para todo germen hiperbélico exis-
ten variedades invariantes diferenciables de dimensién n_. y n, en una vecin-
dad del punto singular que son tangentes respectivamente a los subespacios
invariantes que se contraen y que se expanden de la parte lineal del campo
en este punto. Dichas variedades son las intersecciones de los planos € = cte
con subvariedades diferenciables de dimensién n_ + p y n, + p. Asi, éstas
variedades dependen suavemente del pardmetro €.
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Después de un cambio de coordenadas que transforma las variedades in-

variantes en los planos coordenados, podemos observar que la condicién £de

- la definicién 5.1.5 se satisface en una vecindad del origen. Por iiltimo, después
de aplicar un nmimero finito y suficiente de pasos del método de Poincaré-
Dulac a las series semiformales del campo (5.3), obtenemos una transfor-
macién polinomial que preserva el pardmetro € y que lo hace analiticamente
equivalente a una familia del tipo (5.4). Hay que notar que los pasos de dicho
método dejan invariantes los planos coordenados y asi 1as condiciones 1y 2
se siguen satisfaciendo,

Para demostrar la condicién 4 dividimos el problema en el caso no res-
onante y en el fuertemente monoresonante. Para el primer caso observe-
mos que para € = 0 no hay resonancias pero para ¢ # 0 no sabemos
nada al respecto. Entonces demostraremos que los monomios resonantes,
obtenidos de aplicar sucesivamente el método de Poincaré-Dulac a (5.3)
tienen grado tan alto que, con un mimero considerado de pasos, el polinomio
P(z,¢) = 0, Ye€ (RP,0).

Observemos que hay dos casos, el primero es cuando el conjunto de valores
propios de A(0) estd en el Dominio de Poincaré y el segundo cuando esta en
el Dominio de Siegel. Supongamos que A(0) = {);(0),...,An(0)} estd en el
de Siegel. Como el conjunto de resonancias es denso en dicho dominio por la
proposicién 3.2.4, entonces podemos encontrar, para cada ¢ suficientemente
pequeiia, un conjunto resonante de valores propios A(e).

Consideremos el conjunto ¥ = {e > 0 | A(e) es resonante} y p. = {m =

(myy...,m,) |m-Ae) = ’\i(e)(c)}'

Lema :

Sean {cx}ieN una sucesion en I tal que e — 0y My = (myy, ..., M) tal
que M - Aex) = Aji)(ek), k 2 1. Si A(0) es una coleccién no resonante
entonces | M; | es no acotada.

Demostracion :

Supongamos que [Mj | es acotada. Como M} pertenece a un conjunto
compacto entonces la sucesion {M;}ieN tiene una subsucesién convergente
{Mii}. Recordemos que los términos my; son enteros no negativos, lo cual
lmpllca que a partir de cierto subindice I, los términos de la sucesién {Mi;}
comienzan a repetirse, es decir, My; = (riy,...,nin),Vj > I.
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‘Haciendo tender ¥ — oo obtenemos una infinidad de resonancias; esto
. implica que algiin subindice de los valores propios de la parte derecha de la
|gualdad
i di(ex) + o+ + Minda(er) = Aj(ay(ex)
se repite una infinidad de veces. Sin pérdida de generalidad supongamos que
el subindice es j y consideremos el conjunto de resonancias que tlenen a )
en la parte derecha, lo cual implica que :

m,A,(ek) 4+ oo 4+ i, n(ck) = '\j(ck)
k — o0
mh(0) + - + rinda(0) = 1(0)

_Dicho en palabras, la resonancia riiy Ai(€) + -« - + mindn(€) = Aj(€x) cuando
k — 00, tiende a la resonancia .

1iigA1(0) + -+ - + MinAa(0) = A;(0),

lo cual contradice que la coleccion A(0) es no resonante. a

En otras palabras, este lema nos dice que, para cada k, el campo vectorial
v(z, €) tiene términos resonantes de grado suficientemente alto, entonces,
aplicando un nimero finito de veces los pasos del teorema de Poincaré-Dulac,
de tal forma que no se alcancen los monomios resonantes, obtenemos la forma
lineal (5.1) mas una discrepancia. Mas adelante se verd que este campo
obtenido es CF-equivalente a la familia lineal.

Para el caso en que A(0) estd en el dominio de Poincaré, sabemos por la
proposicién 3.2.2 que el conjunto de resonancias es discreto y por lo tanto,
podemos encontrar una vecindad en la cual no hay resonancias.

Ahora retomemos el caso fuertemente monoresonante. Demostraremos
que el polinomio P de la forma normal preliminar, es independiente de la
deformacién y del orden del N-jet de w.

Como la familia bajo estudio es fuertemente monoresonante, entonces,
aplicindole una infinidad de veces los pasos del método de Poincaré-Dulac,
obtenemos un cambio semiformal y una forma normal, a saber,

=X -a(u,¢) (5.5)

donde X = diag(z,,...,z,), a €es un vector compuesto por series semifor-
males y u = =" es el monomio generador de resonancias.
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Lema : ‘

Consideremos una familia semiformal del tipo (5.5) y supongamos que entre
los coeficientes del vector a(u, €) existe, al menos uno, distinto de cero, es de-
cir, existe un niimero natural m tal que a;,(0)u™ # 0, para algin . Entonces
existe un cambio semiformal de variables con término constante cero tal que
conjuga la familia semiformal (5.5) con otra familia de la misma forma, pero
con un vector polinomial de grado 2m en lugar de la serie semiformal.

Demostracidn :

Recordemos que Z7 es el vector que satisface < r,A >= 0. Podemos en-
contrar vectores no negativos r3,...,r, en Z} con entradas enteras tales que
el determinante de la matriz R, formada por los vectores ry = r,rq,...,ry,
es igual a la unidad. Ahora introducimos varios cambios de coordenadas.

m=z, ya=2" .., ga=2" (5.6)
zi=y1, z2=ysha(y€)y, ..., Zn = yYnhn(tr,€) (5.7)
wy =Mz, L Wy =M ez, '™ (5.8)

donde R™! = (s;;). El cambio que proponemos es
InW=IhX+R'lnh.

E! cual es la composicién de las tres transformaciones Y = X®, Z = Yh y
InW = R~'In Z. Ahora haremos el andlisis detallado de las tres transforma-
ciones. Derivando el monomio que genera resonancias obtenemos

& = rmz ' E e E 4 bz 2 T

. Ty Ty
u —— " e e -_—,
u(ry - +-- 4 rnz")

Por la ecuacién (5.5) sabemos que Z; = z; 72, a;j(€)u’ y sustituyéndola en
&t tenemos que

00 o0
i = u(ry Za;,-(e)ui Fodry Za,.j(c)u-")
=1 j=1

lo cual es un producto punto de los vectores r y a. Entonces 4t = u
< r,a(u,€) > . Denotemos por f dicho producto punto.

t = uf(u,c) (5.9)
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. A dicha ecuacion se le llama sistema factor.
Usando el Teorema de Borel 4.1.2 podemos extender la ecuacién (5.9) a
una funcién infinito-diferenciable la cual difiere de (5.9) por una discrepancia.
+Maés adelante demostraremos que existe un cambio de variables finito-
diferenciable que conjuga la ecuacién (5.9) con una ecuacién diferencial en
una variable, cuya parte derecha es un polinomio. Tal equivalencia se de-
muestra haciendo uso del método homotépico. A tal hecho se le llama nor-
malizacion del sistema factor.
© . Asi podemos suponer que la ecuacion (5.9) tiene la forma

m
H=n) blend, b()eT, u€(R,0) (5.10)

j=0

Retomando el cambio de coordenadas (5.6) y derivandolo, nos lleva a un
sistema :

i = nfne
Y2 = Ya<rya(ue)>

y.n = Yn < r,.,a(u,c) >

El cual reescribimos como sigue

i = nf(y.€)y Y2 = v2g2(v,€)y... Yo = !/ngn(yhf) (5.11)

donde gx denota el producto punto de los vectores ry y a.

Usando el cambio de coordenadas (5.7), vamos a demostrar que el sistema
(5.11) lo podemos transformar a un sistema similar pero polinomial, eligiendo
las funciones h; adecuadas. ,

Derivemos z; = yihi(y1, €),

. Oh . .
& = yka—y:‘yx+hkyk,
2k 6h,,

o= 0 b
2k he 9y, nf + hyiege
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-~ Como ¥ j='vz|', entonces Zx = ,';‘.L%',"lz,f(zl,e) + zugi(21, €), es decir,

I = 2k [9&(21, 6) + _______z’::'((:,,:)) ___ah,,;::, e)]

Verifiquemos que las expresiones de los paréntesis se tornan a ser polinomios,
eligiendo las funciones h; adecuadas. Dividimos la serie semiformal g, por el
polinomio 2, £, lo cual es posible debido al teorema de Division (ver [AGV],
p.82) que garantiza la divisién entre series formales con parimetro. Entonces
tenemos. .

g(21, €) = 21 f(21,€)i(21, €) + gu(z1, €) (5.12)

Como 2z, f tiene grado menor o igual que 2m + 1 entonces dqi < 2m.
Sustituimos la igualdad (5.12) en 7 y obtenemos

. k'
2 = Zk[21f¢k + gk + zl.lef]'

. K
2k = zigqe + sz[m + —’i-]

Para obtener la forma polinomial, hacemos ¢x + 5‘.—': = 0, lo que implica,

1 9h, _ =
Aw —asz ==/ éi(z,€)dz
de donde obtenemos que In hy(zy,€) = — fo’ ! ¢x dz y por lo tanto,

hi(z1,€) = exp(— ‘/:l Prdz).

Notemos que hi tiene solucién en la clase de series formales con constante
igual a la unidad la cual es diferenciable.

Hasta aqui hemos obtenido un germen diferenciable de la forma (5.5) con
un vector polinomial de grado 2m 4 1. Ahora el problema se debe a que el
cambio de coordenadas Z = XRh, que es el que hemos realizado, no comienza
con la identidad, es decir, no podemos asegurar que sea invertible y por tal
motivo se propone el tercer cambio de coordenadas (5.7), hnW = R™'In Z.
Haciendo las sustituciones de z; en este cambio obtenemos

wi = TEh ™ o Ry,
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Dicho cambio W = X HR™ es diferenciable y empieza con la identidad.
Sélo resta probar que el tercer cambio induce un sistema polinomial. Si
derivamos w; = %! - - . z2,%" obtenemos

. w; . w; .,
i = sa—tHd e+ sin—dn,
Z1 Zq

w; w.'[-‘!.'xz—‘ +oeet Siuf""']-
4 Zn
Como Z; = z;q; entonces t); = wi[Si1qy + + + + + Singn].

Por lo tanto, la suma del interior del paréntesis es un polinomio de grado
2m. Lo que completa la demostracién del lema. !

Para finalizar la demostracion del lema recordemos que habiamos apli-
cado el método de Poincaré-Dulac un nimero finito de veces al campo (5.3)
y habiamos obtenido un vector polinomial compuesto por monomios res-
onantes mas una discrepancia. Ahora aplicamos el procedimiento de este
lema al campo vectorial obtenido para obtener la {5rma normal preliminar y
un cambio finito-diferenciable.

Hasta aqui por el trabajo anterior, podemos suponer que la familia bajo
estudio puede ser escrita en la forma normal preliminar (5.4), la cual difiere
de la forma normal del teorema por una discrepancia w con un N-jet igual a
cero en el origen.

Sdlo resta construir un cambio diferenciable de variables que elimine la
discrepancia w. Para construirlo, vamos a hacer uso del método homotépico,
el cual nos conduce a una forma explicita de dicho cambio de variables. Esta
forma esta dada por una integral sobre trayectorias del campo (5.4). Sin
embargo, notemos que este campo sélo esta definido en una vecindad del
origen. En consecuencia, si permanecemos dentro de la teoria local, tenemos
problemas con los limites de integracién. Pero este problema se puede evitar
por medio de un procedimiento llamado globalizacién. Dicho procedimiento
consiste en extender la familia (5.4) a una familia global de campos vectoriales
definida en el mismo espacio con soporte compacto y tal que las trayectorias
de los campos pueden ser extendidas sin cotas y asi podamos trabajar con
integrales impropias. El procedimiento de globalizar consiste en lo siguiente
L.Globalizacidn.

Sea ¢ : R" x (R?,0) una funcidén diferenciable no negativa igual a uno en
una vecindad V del origen {x = 0}, es menor que la unidad y tiene soporte
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compacto. Recordemos que el soporte de una funcién en R* es el conjunto
de puntos en dncho espacio tales que la funcién en éstos puntos es distinta de
cero.

Una globalizacién de la forma normal preliminar (5.4) es una familia de
funciones vectoriales definidas como sigue :

% =1 — ¢(z)]Az + ¢(z)[A(e)z + P(z,€) + w(z,¢)}, z€R" (5.13)

El soporte de ¢ estd dentro de una vecindad suficientemente pequefia del
otigen. Los términos de la expresién (5.13) los podemos agrupar como

i = F(z,€) + i(z,¢) (5.14)

Donde F = [1 ~ ¢]JAz + ¢[A(e)z + P] es un campo vectorial diferenciable
en R" x (R?,0) cuyo germen en el origen es polinomial y coincide con las
formas normales de los teoremas 1 y 2 respectivamente. Ademads, el campo
F es lineal fuera de un conjunto compacto.

La discrepancia 1 = ¢w tiene también un soporte compacto y un N-jet
cero en el origen. Asi podemos probar los teoremas 1 y 2 estableciendo una
equivalencia diferenciable entre las familias F' y F + .

Las justificaciones de las siguientes afirmaciones respecto a los campos F
y F + 1 se siguen de las propiedades de la forma normal prehmmar (54)y
de la férmula de la familia globalizada (5.13).

e F(0,€) = 0 y los planos coordenados de la suma directa R~ @ R™*
son invariantes bajo F y .

o Todas las curvas del flujo de los campos F y F + % pueden ser prolon-
gadas sin cotas.

o La discrepancia ti tiene soporte compacto.

o Denotemos por 74 y 7_ las proyecciones sobre los planos coordenados
R+ y R"- respectivamente y por gr' el flujo fase del campo F. En-
tonces existen dos mimeros reales A, y A_(A- < 0 < A;) tales que las
siguientes desigualdades valen para algin C > 0

Im_ogri(z) il € Cexptr.)|in_z|| cuandot — oco.
Hreogr'(z) )l € Cexpthy) |l ®sz|] cuando t —» ~oo.
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.Donde A_ = max{Re);/1 € i < n_}. Andlogamente para el campo
F + 1. Estas estimaciones describen la contraccién y la expansién
hiperbdlica del flujo de los campos en una cercania de los planos coor-
denados R"- y R"+,

Definicién 5.1.6
La divergencia de un campo vectorial W en el espacio R™ con coordenadas
(%154 s 24) €8 una funcion definida como

divW = 2 8.1:

i=1

En particular, para un campo lineal V(z) = Az, la divergencia es la traza del
operador lineal A, es decir,

n
divAz=TrA= Za.»;.

o La divergencia de los campos F' y F + t esta acotada uniformemente
respecto al pardmetro ¢ y respecto a la variable z, lo cual se debe a que
dichos campos, fuera de un conjunto compacto, son lineales.

¢ Dado cualquier miltiindice a tal que | a |< N, se satisfacen las siguien-
tes desigualdades uniformemente respecto a ¢ :

ll Dz, ¢) II< Cla) |f 2|} (5.15)
IL. Descomposicion de la discrepancia.

Una discrepancia & que es N-plana en el origen no es ficil de eliminar
por el método homotépico. En consecuencia, vamos a descomponer dicha
discrepancia en suma de dos términos 1w, y @_, cada uno de los cuales serd

%'—]—-plano en todos los puntos de algin plano coordenado de la suma R"- @
R"+. Asi, eliminando primero los dos términos por separado, se eliminara la
discrepancia 1.

Lema :
Supongamos que una funcién diferenciable @ : R" x (R?,0) — R" tiene
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soporte compacto y un N-jet (N < oo) nulo en el eje {z = 0}. Sea R*~-@pR™*
1a descomposicion que conocemos de R” en subespacios invariantes bajo dicha
funcién. Entonces existe una descomposicién

!;)=IIJ-+QI~I+

tal que la funcién . tiene un [%'-]—- jet nulo en todos los puntos de R*- y la
funcién t, tiene un jet del mismo orden (de 1) para todo punto de R"+ y
los soportes de ambas funciones son compactas.

(1§} denota el mayor entero menor o igual que ¥. Para N = 0o0,[§] = 00.)

Demostracion :

Es suficiente probar el lema para funciones escalares. Para N < oo,
cualquier germen diferenciable f con un N-jet cero en £ = 0 lo podemos
escribir de la siguiente forma :

f@)= 3 o fulzre) (5.16)

jaj=N+1

donde a € Z} es un multiindice y f. es un germen diferenciable. Cualquier
monomio 2* lo podemos escribir como x%-~2** = z%; a.,ay € Z7}, donde el
monomio z°- sélo cantiene productos de funciones coordenadas que se anulan
en R, estoes, 2%~ = £, -+« x,,_®"- e inversamente z™+ = "~ ... g, ",
Y se satisface o + a4 = a.

La expresion (5.16) la podemaos reescribir como sigue :

f=3 fa+ Y 2fa= fo+ fr

logl> & lo-i2 g+t

El germen f_(f, ) satisface que su [-‘.}]-jet es cero en todo punto del subespacio
R~ (R"+). Para que los gérmenes tengan soporte compacto, recurrimos a un
método basado en la particion de la unidad.

El caso N = oo es un poco distinto. Consideremos una funcién suave f;
tal que su co—jet es cero para todo punto del subespacio R™ y que coincide
con el co—jet de la funcion original en todos los puntos de R"-. La existencia
de tal funcién se sigue de! Teorema de extension de Whitney.(Ver [NAR] y
{MALJ)

Como el soporte de f es compacto, entonces podemos elegir una funcién
S+ con la misma propiedad.
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Sea f_ = f—f;,la cual tiene un oo—jet nulo en todo punto del plano R"-,
entonces la descomposicién f = f_ + f, satisface las propiedades requeridas.
Esto completa la demostracién del lema. o

. Para demostrar que las familias F'y F+ son C*-equivalentes localmente,
demostraremos que las familias siguientes son C*-equivalentes

pr+w+, F+!B+yF+iIJ++ITJ-=F+|ZJ-

En esta secuencia, cualesquiera dos familias sucesivas difieren por una dis-
crepancia con un [§]—jet nulo en uno de los planos coordenados. Por tran-
sitividad obtenemos la equivalencia deseada.

IIL.Método Homotdpico. 4

Definicién 5.1.7

Sean v(z) y w(x) dos campos vectoriales definidos en R". Definimos el Cor-
chete de Poisson de los campos v y w como el vector

ow ov
—_— =

oz oz

[v,w =
la notucion que usaremos es [v,w).

Proposicién §5.1.1

Sean F y F+1b, dos familias de campos vectoriales definidas’en R™ x (R?,0).
Supongamos que existe un campo vectorial k-diferenciable en R™ definido
como £ = h(z), é =0, que satisface la eciacion

[F+ 1i4,h] =y, T€0,1] (5.17)
donde h(0) = 0. Entonces F y F + 1, son C*—egquivalentes.
A la ecuacién (5.17) se le llama ecuacidn homoldgica. Este lema reduce

nuestro problema a la solucién de una ecuacién homoldgica, la-cual es un
sistema lineal de primer orden de ecuaciones diferenciales parciales.
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Demostracidn :
Consideremos el espacio extendido R™ x (RF,0) X R con coordenadas
(z,¢, 7). Introduciremos ambas familias F y F + 1i; en una sola familia

" definida en dicho espacio y definida por la siguiente ecuacién diferencial

i:—F(z,e)-{--r:Iu(z,:), é=0, +=0. (5.18)

Por hlpotesns sabemos que existe un campo vectorial k(z), entonces deﬁmmos
un nuevo campo en el espacio extendido,

z="h(zx), é=0, =1 (5.19)

Dicho campo también lo podemos escribir como h(z)Z + 1 2.

Como trabajaremos a menudo con campos en la z-componente, omitire-
mos la notacién de parcial sélo en esta componente, de otra manera, lo
especificaremos. La condicién (5.17) del lema es equivalente, en términos de
los campos (5.18) y (5.19) a la siguiente ecuacién :

[F + ribg, b + 153;1 =0, (5.20)

Desarrollando la ecuacién (5.20) obtenemos :

i

. a . . .8
[F+rw+,h+13;] [F+'rw+,h]+[F+'rw+,15T-]

I

. 4 . .9
[F + 74, h] + [F, 1‘51‘,] + {rdy, 15;]
Si desarrollamos el término [F,1£] podemos observar que

_0_ _80,...,0,1) oF 9 _
[F ]- Nz, e,7) F_a(z,c,r)lar_o

Haciendo lo mismo con [ri,, 1,2}, obtenemos

3] a0 Ol)w_aﬂh e _ .
B(m,c,r) T T Bz ) O

Por lo tanto, la ecuacién (5.19) se reduce a

[7']]-0- v1

[F + le).,., h] = tb*.
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" La-equivalencia entre los campos se sigue de los slgulentes resultados

1) Dados dos campos v y w en R*, [v,w] =0 sl y sélo si los ﬂujOB de los
campos conmutan, es decir, si g,' 0 9,* = g.,° 0 9.},

2) Si los flujos fase de los campos v y w conmutan, entonces existe una
superficie integral asociada a dichos campos.

Definimos v, = F + ri,., entonces [vs, h] = 0, lo cual implica que, para
cada 7, existe una superficie entre dichos campos. Como 7 € [0, 1), entonces
el flujo del campo h manda soluciones del campo vy = F en soluciones del
campo vy = F + .

* Sélo falta saber cudndo tiene solucién la ecuacién homoldgica (5.17) lo
cual queda resuelto con el siguiente proposicién :

Proposicién 5.1.2

Sea v(z,p) una familia de campos vectoriales en R" x RP que dependen
diferenciablemente del pardmetro p € B C RP. Supongamos que eziste una
subvariedad M C R" que es invariante bajo todos los campos v(z, ) y que
es estable ezponencialmente, esto quiere decir que eziste un nimero X > 0
tal que para toda e € B

dist(¢*,(z), M) < C exp(-At)dist(z, M), t>0.

Supongamos también que todas las trayectorias de los campos v(z,p) pueden
prolongarse sin cotas y que la divergencia de v estd uniformemente acotada.
Entonces, para cada N < oo eziste un nimero k < oo tal que para cada
familia u(z, ) N-plana en M de campos vectoriales diferenciables en R™ x

R?, la ecuacion
fo(z, 1), h(z)] = u(z, u)
tiene una solucidn h(z) k-diferenciable con k-jet nulo en M.

En nuestro caso, la variedad invariante es el plano coordenado R™ la
familia de campos v(z,¢,7) = F(z,€) + T (z,€) y u(z,€) = wy(z,¢€). Las
otras hipdtesis se satisfacen debido a que la familia F + 710, es lineal fuera
de un conjunto compacto.

Es importante observar lo siguiente :

oh O(F + Tiby),

Ftrinhl = o anF -0 5
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(ah ok Ok
8:: e or

== 5;(F+TU'J )

2\ 4+ 7104,0,0) = (AEAIED g yh,0,0)

&z, ¢)
HF + 'rw.,.)
oz
Esto quiere decir que sacar las parciales respecto a todas las variables es

equivalente a sacarlas respecto a la variable z, o dicho de otra manera, el
campo h es el mismo para toda ¢ y toda .

Demostracidn :
La ecuacién homoldgica [v, k] = u es igual a la siguiente ecuacién

oh i)
ke Eh =u. (5.21)

El término $2v(x) es igual a $4(g,(2)) li=o . Esto se sigue de desarrollar
¢',(2) en serie de Taylor alrededor de t = 0. Denotaremos a £ h(g.4(2)) li=o

por h(y).
La ecuacién (5.21) la podemos escribir como sigue :

Eh) - 22h(e' (o) = ule'u(e)). (522)

Observemos que esta iltima expresion es una ecuacién lineal y no homogénea,
lo cual implica que la solucién estd dada por h{y) = X(y)-C(y), donde X(y)
satisface la ecuacién homogénea :

ZH(9'u(2)) ~ gohls'(a) =0,

A dicha ecuacién se le llama ecuacidn de primera variacion y la solucién estd
dada por :

X(z,t) = ——-g t (z) con condicién inicial X(z,0) = Id € R".
(Ver [ARN2)).
Si derivamos & y sustituimos en ésta la expresion (5.22) obtenemos

dh  Ov dC
@ w X
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Esto es, X i = u, Mds adelante se verd que el determinante de X es distinto
de cero, lo cual 1a hace invertible en una vecindad del ongen Asi, $C(2,t) =
X~Yg.'(z))u(g.'(2)). Esto es,

omo=/x4mnmwquh

es una solucién que satisface la condicién inicial C(z, to) =

mmm/ﬂwwmwm

Por lo tanto,
Q
hz) = / XYg (=)l (z))dr Ve e M?
to

y h(z) =0, para todo z € M.

Ahora nos interesa hacer tender f a infinito para demostrar la diferencia-
bilidad del campo A y lo podemos hacer sin dificultades ya que 1as trayecto-
rias se pueden prolongar sin cotas. Por lo tanto, para la familia que estamos
trabajando tenemos la expresion

hz) = - /o Y XY g, (@)be(ge (2))dr  VzeME  (5.23)
h(z) = 0, paratodo z€e M. (5.24)

Sélo resta probar que k es diferenciable lo cual haremos sélo para la familia
en cuestién F + 7i@,. Consideremos las siguientes afirmaciones :

i

1. La funcién @4 decae con una tasa exponencial cuando el punto tiende a
la variedad invariante M = R+,

| Do, ||< Cola) - dist(z, MyPR  |a|< %

Esto se debe a que cualquier funcién N plana en un conjunto es menor que
cualquier funcién exponencial por alguna constante. También tenemos la
siguiente desigualdad por la estabilidad exponencial,

|| D:"4 0 g' () || < Cola) - dist(g',(z), M)N—-fa"
| D"ty 0 ' (2) i< C(a) exp(—r\(l—;"— a Dt)dist(z, M) |a (S%[-
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2. La norma del operador X (=, t) estd acotada por una funcién exponencial

I| X(z,t) IS Ci(z)exp(rt), r>0. :

Para demostrar tal desigualdad, el operador X(z,t) lo vamos a ver como una
funcién de R" a R* con la norma euclideana. Definimos k(t) = Inr?(¢t),
donde r(t) —|| X(z, ).

% = 33 < M, donde M es una constante positiva tal que || £ [|< M.
Integrando la ecuacidn que derivamos, In ;5-((-’; < 2M(t — tp). Por lo tanto
obtenemos {| X(z,t) ||<|| X(z,t0) || exp(M(t — t)). Como en el espacio
euclideano todas las normas son equivalentes, entonces usando la norma

I X(z,2) |I= sup{X(z,t)(v) :)l w |I=1}
tenemos la igualdad deseada.

3. El determinante de X(z,t) decrece no mas rdpido que una funcién expo-
nencial
det X{z,t) > Ca(z) exp(—st).

Esto implica que dicho operador es invertible. Esto se debe a que la divergen-
cia de v estd uniformemente acotada, al teorema de Liouville (ver [ARN2])
y al teorema del valor medio para integrales.

4. De las afirmaciones 2 y 3 se sigue que la norma del operador inversa no
incrementa mds ripido que una funcién exponencial,es decir,

[| X~ '(z,t) ||< Csexp(bt).
Estas aﬁrma.ciones demuestran que el integrando de la ecuacién (5.23).

IV.Normalizacion del sistema factor.
Ahora demostraremos que el sistema factor es finito-diferenciable equiva-
lente a un campo vectorial pblinomial. -

Lema :

Sea ¢ = f(z,¢), =z € (R,0),¢e € (R”0), una familia N diferenciable de
campos vectoriales unidimensionales la cual es una deformacién de un germen
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.~ de un campo vectorial (z¥+--+)Z 5= Entonces existe un mimero k = k(N) tal
que: la familia antes mencionada es C"-equnvulente a la familia polinomial. -

-1
z= Z a;(e)z’, a;(-) e CV.
i=0
En la demostracién utilizaremos el teorema de divisién (ver [AGV] y [LAS])
y el-de preparacidn de Weierstrass (ver [BRO]) y como estamos estudiando
campos de diferenciabilidad finita, entonces dichos teoremas los enunciaremos
para el caso finito diferenciable.

Demostracion del lema :
Teorema de division.

Sea D(z, €) una funcién diferenciable que tiene un cero de orden v respecto
azene=0(Dz,0) = z*+--). Cualquier funcién g suficientemente
difrenciable puede entonces ser escrita en la forma

v—1
9(z,€) = q(z,€)D(z, &) + I Ai(e)a,

donde el cociente ¢(:,-) y los coeficientes );(:) del residuo son funciones cuya
diferenciabilidad depende de la de f. Si la suavidad de ¢ aumenta entonces
la de éstos también.

Teorema de ‘preparacio'n de Weierstrass.
Del teorema de divisién podemos deducir para una funcién suficientemen-
te diferenciable f(z,¢) tal que f(x,0) = =¥ + - - - puede ser escrita como

f(z,6) = Q(z,€)- Y M),
=0
donde A\, = 1 y @(0,0) # 0. La suavidad de Q, que es invertible, y de los
coeficientes ); depende de la de f.

Como f(x,0) = z¥ + - - - entonces aplicamos el teorema de preparacién y
obtenemos f(z,€) = Q(z,€) Y o Ai(€)z’. Como @(0,0) # 0, Q(0,0) es una
constante distinta de cero. Supongamos que dicha constante es ¢, entonces,
f(2,0) = (c+cz+ ) o+ Mz + -+ Az¥).
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- Por lo ta..'nto,’)‘o =A== Ay =0y ch, =1, es decir, Pu(2,¢) =
3 ixo Ai(€)x* tiene un cero de orden v para € = 0. Asi, podemos utilizar-el
. teorema de divisién para la funcién Q, la cual escribimos como

y=1

Q(z,¢) = gz, ) Pu(z,€) + Z/\i(ﬁ)z“-

'Si édstituimos Q en f concluimos que

50 =t IR, + P S MO

i=0
Esto es,
f(z,6)=¢q: P,,z + Rz (5.25)
donde R;,.; es un polinomio de grado 2v — 1 en las variables z y e.

Ahora vamos a eliminar la funcién ¢ P.,? y lo haremos demostrando por
medio del método homotdpico que la familia (5.25) es C*-equivalente a la
familia polinomial

Z = Ryp_y(z,€). {5.26)
Relacionamos las familias (5.25) y (5.26) por medio de una homotapia,
& = Ry _1(z,¢) + 7q(x,€)P,2(z,¢), z€R,7€[0,1] (5.27)

Recordemos por la proposicion 5.1.1 que la equivalencia de las familias (5.25)
y (5.26) puede ser probada resolviendo la ecuacion homolégica, la cual, en
nuestro caso es

[Ray—r+7q- P b} =q- P2 (5.28)
Denotemos por F(z,¢,7) a la familia (5.27), entonces la ecuacién homoldgica
se reduce a F'h—~KF =q- P2

Primero resolveremos la ecuacién homogénea F'h; — h'F = 0. Haciendo
unos célculos tenemos que la solucién de dicha ecuacién estd dada por

hl(z) = %%F(x).
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'La solucién de la ecuacién homolégica estd dada como k = h,g. Si calculamos
la derivada de &, la sustituimos en la ecuacién homologica y utilizamos que
hy satisface una ecuacién homogénea, obtenemos ¢'h F = —¢P,2.

- Esto implica que kg'F? = —q¢P,%. Reescribamos F como sigue :

F=f-qP?+1qP?=f—(1-7)qP.* = f — pqP.2.

Finalmente tenemos que F = (Q — uqP,")P, la cual escribimos como F =
QP,, donde @ = Q — ugP,? es una funcién mvertnble respecto a z para toda
k€, I]ytodaee(n” 0).

Asi, ¢’ = —}qP,*F-?, es decir,

I_.___ A—2
g = kqQ

El lado derecho de esta ecuacién es una funcion finito-diferenciable cuya dife-
renciabilidad incrementa conforme la de f aumenta. Asi, existe una solucién
k diferenciable con condicién inicial g(0, ¢,7) = 0. Por lo tanto, la solucién A
requerida es A(x) = kF(z)g(z), con lo cual queda probado el lema.,

Aplicando la proposicién 5.1.1 a la ecuacién homolégica (5.28), encon-
tramos que las familias F + 1b, y F son C* equivalentes en una vecindad del
origen y haciendo uso recursivo del método homotépico concluimos que las
familias F + & y F + 4 lo son también. Por transitividad, F y F + t son
C* equivalentes. Lo que demuestra los teoremas 5.1.1 y 5.1.2.

La proposicién puede generalizarse para N = co. De hecho, los argumen-
tos anteriores indican que la integral(5.23) puede ser derivada el nimero de
veces que se desee si la parte derecha de la ecuacién (5.17) tiene un co—jet
nulo en todos los puntos de M. Con ésto hemos demostrado la siguiente
proposicién
Proposicién 5.1.3
Bajo las mismas hipdtesis de la proposicion 5.1.2 , la ecuacion homoldgica,
cuyo lado derecho es infinitamente plano en todos los puntos de M, tiene una
solucidn infinitamente diferenciable y plana en M.

Recordemos que en el capitulo anterior mencionamos el teorema de Chen
cuya demostracién quedo inconclusa debido a que habia que eliminar una
funcién plana en el origen. Ahora ya podemos dar la demostracién completa
recurriendo al método homotépico.
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TEOREMA 5.1.3 (Chen)

. Fl germen de un campo vectorial hlperbdlwo y no reaommte en cl ongen es
C®-equivalente a su parte lineal. En general, cualesquiera dos gérmenes-de.
campos vectoriales hiperbdlicos que difieren por una discrepancia plana en el
origen son C®-cquivalentes (ver [WIL] y [CHEN]).

La primera conclusién de dicho teorema se sigue de la linealizacién formal

* del germen no resonante y del teorema de Borel de una extensién de una
serie formal a una funcién infinitamente diferenciable.

La segunda conclusidn se sigue casi verbalmente de las demostraciones de

los teoremas 5.1.1 y 5.1.2, usando la proposicién anterior para este teorema.

V.Aplicaciones.
Ahora analizaremos dos aplicaciones de uno de los teoremas que acabamos
de demostrar.

Definicién 5.1.8
Una curva fase f, de un campo vectorial diferenciable es llamada una trayec-
toria homoclinica u drbita homoclinica de un punto singular p si cuando
t— 00 yt — —o0 la curva se aprozima a p.

I.Teorema de Shilnikov.

Dado el campo vectorial v(z) = Az + f(z), ¢ € R" con una singula-
ridad tipo silla en el origen, con un conjunto de valores propios reales no
resonante —\ < —u < 0 < v y con una érbita homoclinica, entonces, en
toda bifurcacién del campo se genera un ciclo limite apartir de la trayectoria
homoclinica.

Primero estudiaremos el comportamiento del campo inicial v. La trans-
formacién de Poincaré A a lo largo de la trayectoria homoclinica se expresa
como la composicion de dos transformaciones, una asociada al punto silla
A" y otra a lo largo de la parte regular de la trayectoria A", es decir,
A = Archn'ng.

La dificultad realmente s¢ halla al estudiar A*"9. Para su estudio, recur-
rimos al teorema 5.1.1 de formas normales diferenciables, el cual nos dice que
dada una familia de gérmenes de campos vectoriales en R" definida por el
siguiente sistema

i=A()z+ f(z,e), A0)=
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con una coleccién de valores propios de la matriz A no resonante en un
- *. . punto singular hiperbélico p = 0, entonces, para cada natural k existe una
. vecindad U en el espacio de parametros tal que para cada ¢ € U el campo
A(e)z+ f(z,€) es C* equivalente a su parte lineal A(¢)z en la misma vecindad
del origen del espacio fase. Tal cambio depende del parimetro e.

La transformacién de correspondencia para ¢ = 0 de} campo lineal es

t=-Ar, y=-—py, z=vaz.

La imagen del rectngulo R = {(z,9,2):ly |<1, z€(0,h], z =1}, bajo
el flujo fase del sistema es un "tridngulo” como se muestra en la figura 5.1
) [ S

] .
x Figura 5.1 Imagen del recténgulo
Observemos que la base del tridngulo imagen depende de & y de o
—p 4+ v, ya que la altura de dicho tridngulo es H = h?, donde a =

Sio < Oentonces a > 1 ysio >0, a < 1. Asi, la trasnformacién de
correspondencia estd definida por la expresion

A (1,y,2) = (y24*,2°,1).

A
2.

Sea b << 1. Si & < 0 entonces tenemos que H << h y parao > 0, H >> k.
La transformacién regular en realidad no es problema ya que podemos
usar el teorema de rectificacién y asi la imagen del tridngulo bajo.su flujo no
varia mucho.
Como ¢ varia muy poco, entonces el rectingulo R bajo la composicién
A = A PN ge transforma en otro como se muestra enseguida
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e<0ya<0

) No hay puntos fijos :
iy —v—— ya que se translada hacia abajo el tnangulo

e=0yo<0

En este caso es claro que la ébita homoclinica

SZ es el punto fijo.

e>0yo<0

Aqui, por el teorema de Brauer podemos

v observar que hay un punto fijo.

En este caso existe un punto fijo ya que un lado
se expande y el otro se contrae.

N
A
o
<
Q
\"
<

La érbita homoclinica es el punto fijo.

L

No hay puntos fijos.

™
]
=)
Q
\%
=)

Consideremos el caso ¢ > 0 y 0 < 0. La transformacién A*" la podemos
escribir como sigue )
AT 1 (y, 2) = (y2*/*, 2°).
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" La matriz jacobiana de dicha transformacion es

az*”l 0
f,‘-yzﬁ“ P

Para a > 1 dicha matriz tiene norma tan pequefia como se desee si z
es suficientemente pequefia. Por otra parte, la norma de la trasformacién
derivada DA, estd acotada para todos los valores del pardmetro.

. Terminamos con el caso ¢ < 0 y ¢ > 0 el cual se resuelve con el siguiente

Ejercicio :

Sea f : m — 73 una funcién del rectingulo 7, en el rectingulo x;. El
comportamiento de la funcién consiste en encoger 5 veces el rectingulo 7,
hacia el centro y después al conjunto resultante expanderlo 5 veces a lo largo
de x2.

Observemos que para calcular f?(x,) tenemos que fijarnos en la inter-
seccién f(m;) N m para aplicar de nuevo la funcién al conjunto f(x).

"z[i‘*’ "’Jrl

e — 4

1

N

L1

Figura 5.2 Dominio de f Figura 5.3 Imagen de m

Si continuamos el proceso obtenemos que lim,oo f*(m1) es una recta
vertical contenida en #; N 3. Lo que demuestra el teorema.

II1. Esta aplicacién consiste en un modelo de un sistema dindmico continuo
en el cual aparece una érbita homoclinica en R3.
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" Consideremos un campo vectorial v(z) = Az + f(z) en R? el cual tiene al
origen como punto singular y una érbita homoclinica correspondiente a este
punto, )

" ” Supongamos que la matriz de la parte lineal del campo en el punto sin-
gular tiene dos valores propios conjugados complejos con parte real negativa
a'y un valor propio real positivo u. ’

Teorema.
Sea a+p > 0 y V(z) = Ale)z + f(=,¢) una familia monoparamétrica
de campos vectoriales diferenciables tal que Vo = v. Entonces, cada campo
vectorial de la familia V, tiene un conjunto numerable de drbitas periddicas.
Sélo haremos un bosquejo de la demostracién. Para € suficientemente
pequeiia, A(¢) = a(e) + if(c) y p(ec) son tales que afe) < 0, p(e) > 0 y
ale) + u(e) > 0.
Asi, podemos aplicar el teorema de formas normales diferenciables a nues-
tra familia V,, el cual la hace C* equivalente a 1a familia lineal

z = A(€)z.

Definimos el primer retorno como la imagen bajo el flujo del campo V, de
una pequeiia seccién transversal a la érbita homoclinica. El n-ésimo retorno
serd la imagen bajo el flujo del (n-1)-ésimo retorno.

Sin pérdida de generalidad podemos analizar el primer retorno bajo el
campo Vp = v ya que para € # 0 el anélisis es similar. Demostraremos que
en el primer retorno A asociado a la érbita homoclinica aparece un nimero
finito de herraduras de Smale. La presencia de al menos una herradura genera
un conjunto numerable de érbitas periédicas.

Este primer retorno correspondiente lo expresamos como composicién de
dos transformaciones A, = A, 0 A, donde A, corresponde a la parte de las
trayectorias que pasan cerca del punto singular y A, corresponde a la parte
de las trayectorias que pasan lejos del origen.

Sea X la transversal al flujo del campo definida definida por un pequefio
rectangulo de altura h el cual estd contenido en el cilindro

{(27") tzl=1,2 € C}

y cuya base estd en el plano u = 0. La base del rectingulo (esto es, cuando
u = 0) es transformada por el flujo del campo de la familia lineal para €
13
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_"'en una espiral llena y la imagen de T bajo el mapeo H, : £ — X;, donde
L1 = {(2,1) : u = 1}, es también una espiral llena acotada por | z |= h=2/#,
De hecho, 1a solucién a través del punto (2, k) € T del sistema tiene la forma
-~ ¢(t) = (zexp(At), hexp(ut)) entonces, para t = u~!In(1/h) obtenemos que
#(p~'In(1/h)) = (h~*/*,1) € £y | zexp(At) |= h~2/%, Finalmente como
a+p>0,-2<1ysih<<],entonces h << h/¥ << 1.
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