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·Introducción 

Una técnica muy poderosa para muchas ecuaciones diferenciales consiste 
en transformarlas (sin resolverlas) a una forma más simple. 

El objetivo de esta tesis es estudiar las formas normales a las cuales se 
puede reducir una ecuación diferencial en la vecindad de un punto singular. 

La reducción a formas normales se realiza por medio de series de poten
cias las cuales no siempre convergen. Aún en los casos donde las series son 
divergentes, este método se convierte en un dispositivo poderoso ya que, con 
algunos términos iniciales de las series podemos obtener información signi
ficativa del comportamiento de las soluciones. 

Gran parte de estas formas normales proviene de la toría hiperbólica. Esta 
teoría fue construida por S. Smale en los sesentas para sistemas en general. 

El método de formas normales es también una herramienta poderosa en 
el estudio de bifurcaciones. 

En este trabajo se presentan los aspectos básicos del método de formas 
normales formales, analíticas y diferenciables para campos. Todavía más, se 
presentan formas normales diferenciables para familias de campos vectoriales. 
Los resultados dependen principalmente de los valores propios de la parte 
lineal de un campo en un punto singular. . 

El capítulo uno es una introducción a formas normales formales para 
series. Un análisis similar se realiza en el capítulo dos, donde se obtienen 
las formas normales formales para campos vectoriales. Este se divide en dos 
secciones. La primera consta de resultados para campos en una variable y 
en la segunda se estudia la teoría de Poincaré. Esta teoría la utilizaremos 
posteriormente en el capítulo cinco. 

En el capítulo tres se hace un análisis de formas normales analíticas para 
campos reales y complejos. Los resultados están basados principalmente en 
la posición geométrica de los valores propios. Esta parte también tendrá 
utilidad en el capítulo cinco. 

Cabe mencionar que en estos tres primeros capítulos trabajaremos con 
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series complejas y campos realeS y complejos. · · · · · 
En los dos capítulos siguientes sólo estudiaremos teoría para campos vec

toriales reales. 
El capítulo cuatro contiene la demostración del teorema de Borel en una y 

varias variables. Este teorema es trascendente para obtener la forma normal 
diferenciable de un campo vectorial real hiperbólico y no resonante. 

En el capítulo cinco se hace una clasificación diferenciable local de fa
milias de campos vectoriales reales en una vecindad de un punto singular. 
Estamos interesados en la forma a la cual una familia de campos puede ser 
transformada por un cambio de variables diferenciable que depende suave
mente de los parámetros de la familia. Uno de los resultados principales en 
esta parte es una consecuencia de que los valores propios tengan parte real 
distinta de cero (llamada teoría hiperbólica). 

Finalmente concluimos el trabajo con dos aplicaciones que consisten en 
la bifurcación de una órbita homoclínica de una familia hiperbólica tipo silla. 

4 



Capítulo 1 

Formas normales formales. 

1.1 Formas normales formales para trans
formaciones en una variable. 

En este capítulo definiremos lo que es la forma normal de una serie 
y haremos un análisis de ella. Hay que aclarar que las series con las que 
trabajaremos serán series con término constante igual a cero. 

Definición 1.1.1 
Una serie formal en los complejos es una ezpresión de la forma : 

00 

H(z) = Lh;z;, h; E C. 
j=O 

Es decir, sólo es una serie de números complejos. 

Ahora definimos algunas propiedades que posteriormente utilizaremos. 
Dadas dos series formales : f = EJ:o a;z; y g = EJ:o b;z;, definimos las 
siguientes operaciones : 

• f + g = Ej:1(a; + b;)zi. 

• fg = E~1 <Ef=0 a;b;-;)z; 

• Si a está en los complejos, aj= EJ:1(aa;)zi 
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• Las primeras n componentes de la serie composición I o g están dadóa 
. por loa primeros n términos de la suma siguiente 

.. " ll-1 

/o g,.(z) = f(L b;zi) = a1(L b;zi) + a2(L b;z;)2 + · · · + a,.(b¡z)". 
i=l i=l ; ... 1 

• La inversa de una serie / con término lineal distinto de cero es una 
serie formal ¡-1 que satisface que las composiciones fo ¡-1 y ¡-• o f 
son la identidad. 

• La derivada de f = E;.1 a;zi es la serie f'(z) = EJ:1 ja;zi-•. Es 
decir, es la serie compuesta por las derivadas de cada componente de f. 

Proposición 1.1.1 
El conjunto de series formales en una variable y con coeficientes en los com
plejos es un dominio entero. 

Definición 1.1.2 
Sean / y g dos series formaÍes. Si eziste una serie formal H que satisfaga 
la desigualdad 

f = Hogon-1 (1.1) 

entonces decimos que f y g son formalmente equivalentes. Si no eziste una 
serie fo que tenga menos términos y que satisfaga {1.1), entonces decimos 
que f es la forma normal de g. 

Observación : 
Si la serie que cumple (1.1) es diferenciable o analítica entonces f y g 

son diferenciablernente equivalentes o analíticamente equivalentes respecti
vamente. Las equivalencias formal, diferenciable o analítica son una relación 
de equivalencia. Decimos qut f y g son formalmente equivalentes linealmente 
si la serie que las hace formalmente equivalentes sólo consta de término lineal. 

Es importante aclarar que las series H que consideraremos para hacer 
la equivalencia entre dos series serán aquellas que tengan término constante 
igual a cero y como término lineal la identidad ( H(O) =O y H'(O) = 1). 
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Propo1ición 1.1.2 
Sea /(z) = 11z + 42z2 + 43z3 + · · · una serie con l 11 1# 1, 11 # O 11. H(z) := 
z + E~2 h;z; una serie /ormc.l, entonces / es formalmente equivalente a sí 
misma por medio de H si y sólo si H es la identidad. 

Demostración : 
Para demostrar que la serie H es lineal, es fácil comprobar que ,.2 = O a 

partir de la igualdad /oH = Ho/. Para hacer la demostración por inducCión, 
suponemos que h. = O, para s $ n-1. Ahora vamos a demostrar que hn = O, 
entonces 

00 00 

(H o /)(z) = 11z +La;~;+ hn(11z + L a;z;)" + Ó(z"+1)1 (1.2) 
j=2 j=2 

00 

(/o H)(z) = vz + vhnz" + ¿a;(z + hnz" + · · ·); + Ó(z"+l) (1.3) 
j=2 

Igualando (1.2) y (1.3) tenemos que: 

00 00 

llz + L a;zi + hn(llz + L a;z;)" + Ó(z"+t) = 

Finalmente, 

j=2 j=2 
00 

vz + L a;zi + vhnz" + Ó(z"+t ). 
j=2 

hn(lln - 11)z" = Ó(z"+l ). 

La igualdad anterior implica que hn = O ya que, por hipótesis, 11 no es raíz 
de la unidad. D 

Observación : 
Esta proposición implica la unicidad de la equivalencia formal salvo por 

transformaciones lineales. · 
En efecto, si las series formales J y g son formalmente equivalentes por 

H1 y H2 (H1 o/= g o H1 y H2 o/= g o H2) donde el término lineal de H1 y 

1 Para denotar los términos mayores o iguales que z• de una serie formal escribiremos 
Ó(z'). 
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de H2es z. entonces fes formalmente equivalente a sí misma por Ha-1 o H1. 
Por.la proposición anterior n2- 1 o H1 es la transformación identidad. Así, 
J:l1 = Ha. De las últimas observaciones hechas podemos enunciar la siguiente 
proposición 

Proposición 1.1.a 
Sean /(z) = 11z '1J g(z) = µz, 11 ::f µ, dos series complejas, entonces/ JI g no 
son Jormalmente equivalentes. 

Demostración : 
Recordemos que sólo vamos a considerar para la equivalencia series tales 

que H'(O)= l. Supongamos queexisteunaserieformal H(z) = z+EJ:,2 h;zi, 
que satisface (1.1), entonces 

00 

(H o /)(z) 11z+ Lh;vizi (1.4) 
i•2 

00 

(g o H)(z) = µz+ LPh;z; (1.5) 
; .. a 

. Igualando (1.4) y (1.5) tenemos que (11 - µ)z = Ó(z2) 
La igualdad sólo se cumple si 11 = µ, lo cual no es posible por hipótesis.O 

Observación : 
Lo que nos dice la proposición anterior es que la parte lineal de una serie 

formal es invariante bajo series formales, es decir, que no existe ninguna serie 
formal de la forma H(z) = z+ EJ:2 h;zi que haga formalmente equivalentes 
dos transformaciones lineales distintas. Lo cual implica que dos transforma
ciones lineales no podrán ser ni diferenciable, ni analíticamente equivalentes. 

El siguiente teorema será la base para poder saber cual es la forma nor
mal de una serie que tiene término lineal distinto de cero. Es importante 
aclarar que los resultados obtenidos a partir del teorema siempre serán bajo 
la suposición que 11 no es ratt de la unidad. 

TEOREMA 1.1.1 
Sean /(z) = 11z + aaz2 + aaz3 + · · · '1J g(z) = 11z, 11 :/:O, I 11 1:/: 1 , entonces 
f '1J g son formalmente equfoalentes. 
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En la demostración mostraremos que existe una serie formal que satisfaga 
la igualdad (1.1). Para hacer tal equivalencia, vamos a eliminar los términos 
de grado 2, 3, ... sucesivamente. Primero construiremos un polinomio ade
cuado para que sea posible la eliminación del término de grado 2, después 
construiremos otro para que la composición de ambos polinomios elimine los 
de grado 3 y así sucesivamente. 

Demostración : 
La demostración consiste en exhibir para cada número natural n, un 

polinomio Gn de grado n! que satisfaga la siguiente igualdad : 

(1.6) 

Paran= 2, proponemos el polinomio G2(z) = H2(z) = z+h2z2• Observemos 
que n2- 1(z) = z - h2z2 + O(z3 ). De aquí tenemos que: 

(H2 o fo H31 )(z) = vz + (a2 - h2v)z2 + h2v2z2 + Ó(z3
) 

= vz + (a2 - h2v + h2v2)z2 + Ó(z3) 

Como queremos eliminar los términos de grado 2 entonces debemos verificar 
la igualdad, a2 - h2v + h2112 =O, es decir, 

h2=~. 
" - ,,2 

En consecuencia, nuestro polinomio es H2(z) = z + ~z2 • Por lo tanto, 
para n = 2, se satisface la igualdad (1.6). 

Ahora, supongamos que hemos construido polinomios H2, H3, ... , Hn de 
la forma H;(z) = z + h;z; que satisfacen: 

/2 = H2 o fo Hi1(z) = vz + Ó(z3
) 

/3 = H3 oh o H31(z) = vz + Ó(z4
) 

Es decir, supongamos que existe un polinomio Gn = Hn o··· o ll2 tal 
que Gn o fo Gn - 1(z) = vz + Ó(z"+I), Ahora vamos a mostrar que existe un 
polinomio Hn+i(z) = z + hn+iz"+l que satisface la igualdad 

9 



(Hn+t O fn O Hn+i-1)(z) = llZ + Ó(z"+2
). (1.7) 

Supongamos que fn(z) = 11z + b..+izn+l + Ó(zn+2), entonces, 

(H,.+1 o f,. o H,.+t - 1)(z) = llZ + (b,.+t - 11hn+t + hn+t11"+1 )z"+1 + Ó(z"+2
). 

Hacemos el coeficiente del término de grado n + 1 igual a cero para eli
minarlo y obtenemos que 

Finalmente se cumple la igualdad (1.7). La serie formal está dada por la 
composición infinita de los polinomios H¡, es decir, 

H = · · · o H,. o · · · o H3 o H2.a 

Del teorema anterior podemos deducir los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1.1.1 
Sean f(z) = 11z + a 2z2 + a3z3 y g(z) = 11z con 11 :/:-O 11 l 111:/: 1 , entonces 
f 11 g son formalmente equivalentes. 

Este es un caso particular del teorema anterior ya que aquí todos los 
coeficientes de los términos de grado mayor que tres son cero. 

Ejemplo 1.1.2 
Sea 11 :/: O en los complejos tal que no es raíz de la unidad, entonces las 
siguientes transformaciones son formalmente equivalentes : 

TEOREMA 1.1.2 

f(z) = vz + a 2z2 

g(z) = vz + anzn 

~(z) vz. 

Sean f(z) = z + a2z2 + aaz3 + · · · y g(z) = z + a2z2 + aaz3 dos series con 
a 2 :f. O entonces f y g son formalmente equivalentes. Más aún, g es la forma 
normal de f. 
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Demostración : 
La demostración es análoga a la del teorema 1.1.1. Primero veamos por 

qué los términos cuadrático y cúbico son invariantes bajo las series. Si pro
ponemos el polinomio H:i(z} = z+hiz2 donde fli 1(z) =·z-h2z2+2h22z3+, · · 
tenemos que 

(H2 o/ o H¡1 )(z) = z+ 42.::2 + 4az3 + Ó(z4). 

Reescribamos / como sigue 

/(z) = z + 4:¡Z
2 + aazª + a4z4 + Ó(z8

) 

y proponemos ahora el polinomio Ha(z) = z +haz3 • Observemos que H31 = 
z - h3z3 + haz8 + · · · Si sustituimós Ha en (1.1) obtenemos 

(Ha o/ o H31)(z) = z + 4:iz2 ·+ 4az3 + (44 + 42ha)z4 + Ó(z8
}. 

En consecuencia tenemos que 

Por lo tanto, 

Ha(z) = z - 44 
z3

• 
ai 

(H3 o/ o H31 )(z) = z + 42 .::~ + a3 z3 + Ó(z8
). 

Ahora supongamos que existen polinomios H 3 , H4 , ••• Hn taies que satisfacen 
la siguiente igualdad : 

Hn o··· Ha o fo H31 o··· H;;1(z) = g(z) + Ó(z"+2). 

Reescribimos esta última igualdad como sigue : 

/n(z) = z + a2z2 + aaz3 + ln+2.::"+2 + Ó(z"+3
). 

Es fácil verificar que el polinomio lln+i(z) = z + 
112

1(l!n5z"+1 satisface la 
siguiente igualdad : 

(Hn+1 o In o u;i1)(z) = g(z) + Ó(z"+ª). 

El teorema se concluye de observar que la Herie buscada está dada por la 
composición infinita de los polinomios Hn· O 
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Observación : 
Mediante cálculos directos, podemos verificar que una serie de la forma 

/(z) = z + a2z2 + a3z3 + · · · no puede ser formalmente equivalente a otra de 
lit. forma g(z) = z + "2z2 + "3z3 +··.,si (a2,a3) f: ("2,11:,). Dicho en otras 
palabras, la transformación h(z) = z + a2z2 + a3z3 es la forma normal de f. 

Otro caso por analizar ea cuando nuestra aerie tiene término lineal igual 
a cero, es decir, cuando f es de la forma /( z) = z• + amz"' + • • · , k :? 2. 

TEOREMA 1.1.a 
Sea f(z) = z• +amz"' + ···, am f: O, k:? 2 11m:?k+1 entonces fea 
formalmente equivalente a la serie g(z) = z•. La serie formal H ea de la 
forma H(z) = z + h•-1zm-•+t + · · · 

La demostración de este teorema se hace por inducción y se sigue del 
siguiente 

Lema: 
Sean f(z) = z• + brzr + Ó(zr+l) y g(z) = z• con r ~ k + 1 entonces el 
polinomio H(z) = z + trzr-•+i satisface la igualdad: 

(H o fo n-1)(z) = z• + Ó(zr+l) (1.8) 

Demostración : 
La parte izquierda de la igualdad (1.8) es : 

(H o fo n-1)(z) = H o /(z - ~zr-•+i + Ó(z2r-2"+l)) 
k 

= H(z" + Ó(zr+l)) 
= z" + Ó(zr+l) 

Por lo tanto la igualdad (1.8) se satisface. O 
Ahora generalizaremos el concepto de equivalencia formal para series en 

varias variables. 

1.2 Formas normales formales para series en 
varias variables. 

Definición 1.2.1 
Sean f y g dos series definidas en en. Decimos que / y g son formalmente 
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e41uivalentes si eziste una serie formal de la forma : 
H(z¡, ... ,zn) = (H1(zi.···•zn), ... ,Hn(z¡, ... ,zn)) que satisface la igualdad 
g o H = H o/, donde cada H; es de la forma H;(z1, ... , ~n) = EIJl<!:l a~XJ, 
J ·:' (ji.· .. ,jn), 1 J I= Ek = ¡n;, y a~XJ = al1;. ... ;,.z{1:i:r · · · z~" tal que 
E,, •• ;, 2: 2. 

El siguiente ejercicio ejemplifica la. definición anterior. 

Ejemplo 1.2.1 
Sea J(zi. z2) = (..\1z1 + z22, ..\2z2) con ..\1 t ..\22, entonces la forma normal de 
fes g(zi.za) = (..\1zi...\2z2). 

Para mostrarlo, proponemos la serie formal 

Por una pa.rte tenemos que 

(g o H)(z) = (..\1a1oz1 + ..\1ao1Z:.i + ..\1ao2za2, ..\2z2) 

y por otra parte, 

(H o /)(z) = (..\1a1oz1 + ..\2ao1Z2 + (a10 + ..\22ao2)z22
, ..\2z2) 

Igualando {1.9) y (1.10) obtenemos : 

a10 = 1, 
1 

ao1 = O y ao2 = , , 3" 
111 - 112 

(1.9) 

(1.10) 

Usando que ..\1 f ..\22, los valores están bien definidos y por lo tanto (1.9) se 
cumple con una serie polinomial dada. como sigue : 

En la siguiente sección se hará un análisis similar al de este capítulo para 
campos vectoriales definidos por en los complejos. 
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Capítulo 2 

Formas normales formales 
para campos vectoriales. 

2.1 Formas normales formales para campos 
vectoriales en una variable. 

En esta parte vamos a estudiar formas normales formales para campos vec
toriales complejos. Este análisis es similar al del capítulo anterior En la 
primera sección consideraremos campos en una variable y en la segunda, 
generalizaremos algunas proposiciones de la primera sección. 

Sean v(z) y w(z) dos campos vectoriales definidos en los complejos y tales 
que v(O) = w(O) = O. 

Definición 2.1.1 
Los campos v 1J w son formalmente equivalentes ai eziste una aerie formal 
H(z) = z + E,i:2 h;zi que satisface la igualdad 

[~~]v(z) = w(H(z)) (2.1) 

O bien, decimos que los ca¡ipos v y w son conjugados. Decimos que dos 
ecuaciones diferenciales son formalmente equivalentes si los campos que las 
definen lo son. 

Recordemos que para la equivalencia de campos sólo consideraremos series 
tales que H'(O) = l. 
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Proposición 2.1.1 
Sean v(z) = 11z 11 w(z) = µz dos campos vectoriales 1111 .,¡, µ entonces v 11 w 
no son formalmente equivalentes. 

Demoatración : 
Supongamos que existe una serie H(z) = z+ E~2 h;zique satisfltce (2.1), 

entonces 

[~~)v(z) = 11z + Ó(z2
) 

w(H(z)) = µz + Ó(z2
) 

Usando la hipótesis llegamos a una contradicción. 

Proposición 2.1.2 
Sea v(z) =· a1z + a2z2 + .. · un campo vectorial complejo con a 1 .,¡, O 11 
sea H(z) = z + E~2 h;zi una serie formal, entonces v es formalmente 
equivalente a sí mismo si 11 sólo si H es la identidad. 

Demostración : 
Sea H(z) = z, entonces [~~)v(z) = v(z) y v(H(z)) = v(z). Por lo tant~, 

se satisface la igualdad (2.1). Proponemos la serie H(z) = z + E~2 h;z'. 
Como se cumple (2.1), entonces h2 =O. 

Supongamos que h, = O para s = 3, ... , n - l. Vamos ·a demostrar que 
hn =O. Sea H(z) = z + hnzn +···,entonces 

esto es, 
[~~)v(z) = (1 + nhnzn-t + Ó(zn))[a1z + EJ:2 a;zi), 

[~~)v(z) 
00 

a1z + Ea;z; + na1hnzn + Ó(zn+I). 
j=2 
00 

(2.2) 

v(H(z)) = a1z +E a;z; + a1hnzn + Ó(zn+1
). (2.3) 

j=2 

Igualando (2.2) y (2.3) tenemos que : 
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En consecuencia h,.,;,, O y' por lo tanto H(z) = z. Cl 

Observación : 
· Este teorema implica la unicidad de la serie formal que hace posible la 

equivalencia formal entre dos campos, es decir, si v y w son formalmente 
equivalentes por medio de las series H1 y H2, donde ambas series tienen 
término lineal igual a la identidad, entonces H1 = H2 ya que ves formalmente 
equivalente a símismo por medio de H31 o Hi. 

Proposición 2.1.3 
Sean v(z) = az + a2 z2 y w(z) = az dos campos vectoriales con a :/:- O, 
entonces v y w .son formalmente equivalentes. Más aún, w es la forma normal 
de v. 

Demostración : 
Vamos a construir una serie formal h que satisfaga (2.1). Para ello defi

nimos H(z) = z + I:~2 h;z; y la sustituimos en dicha igualdad. 
El miembro izquierdo de (2.1) se expresa como: 

[~~]v(z) 

es decir, 

00 

(1 + Eih;z;-1 )(az + a2z2
) 

j=2 

= az + (2ah2 + a2)z2 + (3aha + 2a2h2)z3 + · · · 

aquí usamos que h1 = l. 
Análogamente, el miembro derecho se expresa como : 

00 

w(H(z)) = az + Lªh;z; 
j=2 

Igualando las expresiones (2.4) y (2.5) obtenemos : 

ah; = jah; + (j - l)a2h;-1 , j '?:. 2. 
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De la igualdad (2.6) obtenemos una fórmula recursiva para los coeficientes, 
a saber, 

Finalmente, 

h· _ (j - l)aih;-1 __ a3h;-1 

' - a(l - j) - a ' 

hn = (-1)"-1(ª3r-1 • 
a 

Por lo tanto, la serie formal que se propone es : 

00 

H(z) = z+ E(-l);-t(ª3
);-1z;. 

;=2 a 

j~2 

La demostración se sigue de sustituir la serie formal H en la igualdad (2.1). 

Proposición 2.1.4 
Sea t1(z) = az+anzn un campo vectorial en los complejos con a.¡ O, entonces 
ti es formalmente equivalente al campo vectorial w(z) = az. Más aún, w es 
la forma normal de ti. 

Demostración : 
Proponemos la serie formal H(z) = z + E~3 h;z; y la sustituimos en la 

igualdad (2.1). El miembro izquierdo es: 

(~]t1(z) 

(~]t1(z) 

00 

= (1 + Eih;zi-t)(az+anzn). 
j=2 
n-1 

= az +E kah,.·z" + (an + nahn)Zn 
11=3 

00 

+ E((k + l)anhA:+t + (n + k)ahn+11)zn+" (2.7) 
11=1 

De manera análoga el miembro derecho es : 

00 

w(H(z)) = az +E ah;z; 
j=2 
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Igualando (2. 7) y (2.8) tenemos la siguiente expresión : 

ah; =jah;, 

De la expresión (2.9) concluimos que : 

h; =0, 2~j~n-1. 

De (2,7) y (2.8) también tenemos que hn = m(~O:n) y 

ah; = (j + 1 - n)a,.h;+t-n + jah;, 

De la expresión (2.10) concluimos que : 

h· _ (j + 1- n)a,.h;+t-n 

' - a(l -j) ' 

n+l ~j ~2n-2 

n+l ~j ~2n-2 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

Como n + 1 ~ j ~ 2n - 2, entonces, 2 ~ j + 1 - n ~ n - l. Por lo tanto, 
h; = O, para n + 1 ~ j ~ 2n - 2. 

En conclusión, el único cooficiente distinto de cero para 2 ~ j ~ 2n - 2 
es h,. y por la igualdad (2.11) tenemos que h2n-t :/: O. 

Haciendo una sustitución recursiva de h,. en la expresion (2.11) deducimos 
que los únicos coeficientes distintos de cero tienen la forma j = mn - ( m - 1) 
con m en los números naturales. 

Por lo tanto, 

o bien, 

TEOREMA 2.1.1 

00 

H{z) = Z + L h;n-(i-t)Zin-(i-l) 

i=l 

D 

Sean v(z) = az + a2z2 + · · · y w(z) = az dos campos vectoriales con coefi
cientes en los complejos y a f= O entonces w es la forma normal de v. 
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Demostración : 
Haciendo una construcción análoga a la de los dos teoremas anteriores de 

esta sección proponemos H(z) = z + E~2 h;z;, donde 

1 n • 

hn = a(l _ n) ¡:(n - 1 + l)a;hn-i+t· 
•=2 

La demostración se sigue de sustituir la serie H en la igualdad (2.1). O 

El siguiente teorema es un resultado interesante para el caso en que los 
campos vectoriales tienen parte lineal nula. 

TEOREMA 2.1.2 
Sea v(z) = zk + amzm + · · · un campo vectorial, entonces v es formalmente 
equivalente al campo w(z) = zk + bz2k-t 

Demostración : 
La demostración consiste en eliminar sucesivamente los términos de grado 

mayor que k y distintos de 2k - 1. Primero se hará la construcción de la serie 
formal, para la cual, proponemos el polinomio H.(z) = z+h.z•. Para obtener 
el valor des, sustituimos la serie H. en la igualdad (2.1) y obtenemos, 

[d!• ]v(H;1(z)) = zk + amzm + (sh. - kh.)zk+•-1 + Ó(zk+•). 

Como tenemos libertad para elegir el valor de la constante s, hacemos 
m = k + s - 1, es decir, s = m - k + 1 y h. = f.!:';· Sustituimos el valor des 
en h. y obtenemos 

am 
h.= 2k-m -1' 

el cual se encuentra bien definido si m .¡ 2k - l. Si m = 2k - 1 entonces 
no podemos eliminar el monomio z2k-t ya que el coeficiente h. no está de
terminado. Observemos que el coeficiente de dicho monomio quizás se pueda 
eliminar cuando aplicamos el proceso a los monomios de grado menor que 
2k - 1, pero si al llegar al monomio de dicho grado no se ha eliminado, 
entonces aparecerá en la forma normal. 

Supongamos que m > 2k-1,entonces H1 (z) = z+ 2k.'.'.;;:_1 zm-k+t satisface 

[d!i ]v(Ji¡-1(z)) = z" + hO(zm+t). 

19 



Supongamos que hemos encontrado H1, H2 , ••• , H,. tales que 

H,. = Ílm-k+n O••• O Ílm-k+l• 

y 

(2.12) 

Denotando el miembro izquierdo de la última igualdad por v,., tenemos que, 

V,.= z" + lm+r1zm+r1 + O(zm+ri+l). 

Para eliminar el término zm+n proponemos la serie 

entonces, 

h,(z) = z + ~m+n z', ,.,-r r= m-k+n+l, 

[d!, }v(H;1(z)) = z" + Ó(zm+n+l ). 

Así la. igualdad (2.1) se satisface con la composición infinita de los polinomios 
ÍI;. · a 
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2.2 Formas normales formale 
vectoriales en varias vari 

Un campo vectorial formal es un vector cuyas co 
potencias en la variable z E en. Consideremos un 
en series de potencias v(z) = Az + · · · y supong 
diagonalizable. 

Definición 2.2.1 

ponentes son series de 
ampo formal complejo 
os que la matriz A es 

Decimos que el vector~= (~11 ~2• ••• , ~n) compuest porlos n valores propios 
de A, es resonante si entre dichos valores existe u a relación de la forma 
~. =< m,Á >, m = (m1,m2, ... ,mn) E z+ U { } y Emk ~ 2. A una 
relación tal le llamamos resonancia y el número m 1 = I:mk es el orden 
de dicha resonancia. 

Las expresiones < m, Á > y m · Á denotan l producto punto de los 
vectores m y Á en en. 
TEOREMA 2.2.1 (Teorema de Poincari) 
Si los valores propios de la matriz A forman un co junto no resonante, en
tonces la ecuación 

z = Az + ... (2.13) 

es formalmente equivalente a la ecuación lineal z Az. Los puntos suspen
sivos denotan términos de grado mayor que uno e z. 

Es importante observar que en este teorema no se cumple la implicación 
inversa. El siguiente campo vectorial es un contr jemplo de éste ya que es 
formalmente equivalente a su parte lineal y tiene 1 propiedad de tener una 
resonancia. Consideremos el sistema 

ii = Xt 

:i2 
l 3 = 3X2 + X1X3 + --

2 1 
11'-

i3 11'X3 + X1
2 

el cual tiene sólo una resonancia Á2 = 3Á1 cuyo m nomio resonante es x1 3e2. 

La razón de que esto suceda se debe a que cuand eliminamos los términos 
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de grado 2 la suma de los. coeficientes de los términos de grado 3 se anulan. 
Es un buen ejercicio para el lector comprobar esto. 

La demostración del teorema de Poincaré consiste en la eliminación 11uce
siva de los términos de grado 2, 3, ... del lado derecho de la igualdad (2.13). 
Cada paso está basado en la solución de una ecuación lineal. Primero de
duciremos dicha ecuación. 

Consideremos un campo vectorial polinomial h en C" el cual satisface 
h(O) = O y Dh(O) = 1 (esto quiere decir que h tiene término constante igual 
a cero y término lineal igual a la identidad). 

Definimos el grado de un vector polinomial como el grado del término de 
menor grado, considerando todas sus componentes. 

Definición 2.2.2 
El corchete de Poisson de los campos Az y h(z) es la ezpresión 

(D.h)Az - Ah(z) 

y lo denotamos por [Az, h(z)J. 

Denotemos por L,-. el operador que convierte a todo campo vectorial h 
en el corchete de Poisson del campo lineal Az con el campo dado h , esto es, 

L.-.h = (D,h)Az - Ah(z). 

Reescribamos la ecuación (2.13) como 

z = Az + v,(z) + ... 
donde v,(z) denota un campo vectorial polinomial de grado r, es decir, un 
vector donde cada componente tiene grado r o es igual a cero. 

Observemos que el grado de cada componente del vector v, es mayor o 
igual a 2. La ecuación que ahora nos interesa resolver es L,-.h = -v,. A dicha 
ecuación se le llama ecuación homológica. 

Observación: 
El operador lineal L,-. actúa en el espacio de campos vectoriales formales, 

el cual deja invariante el espacio de vectores polinomiales de cualquier grado. 
Esto se verá en la siguiente proposición. 

Denotemos por e¡ un vector propio de A con su respectivo eigenvalor 
valor propio ..\¡ y por ( zi, za, ... , Zn) las coordenadas con respecto a la base 
(e¡, e2, ... , en)· Por zm entenderemos Z¡m1 Zam• ••• Zn m •. 

22 



Proposición 2.2.1 
Si el operador A es diagonal entonces LA también lo es. Los vectores propios 
de LA son los vectores monomialts zme. y los valores propios de LA son 
co~binaciones lineales de los de A, a saber, 

LAzme. = [< m, ~ > -~.Jzme •. 

Demostración : 
Como LA es una combinación lineal de A entonces también es diagonal. 

Demostremos que los vectores propios de LA son de la forma zme •. Sabemos 
que 

LAzme. = (Dzzme.)Az..,.. Azme •. 

Reescribiendo la parte derecha obtenemos 

es decir, 

(2.14) 

y 

(2.15) 

De las igualdades (2.14) y (2.15) tenemos que 

(2.16) 

lo que demuestra la proposición. o 

De aquí se puede observar que si la colección de valores propios de A es 
no resonante entonces los valores propios de LA son distintos de cero. Con 
ésto, la ecuación homológica LAh = -v, tiene una solución en el espacio de 
vectores polinomiales de grado r ~ 2. Así, podemos enunciar la siguiente 

Proposición 2.2.2 
Si la colección de valores propios de A es no resonante entonces la ecuación 
homológica LAh = -v, tiene una solución en el espacio de series formales 
de grado r para todo campo vectorial formal v, (de grado r). 
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Es decir, en caso de no existir resonancias de orden r Ja ecuación ho
mológica es soluble para todo vector polinomial homogéneo v,. 
Demostración : 

· El campo vectorial v, Jo podemos expresar como 

v,(z) =E Vm,,zme., I m I= r, 
m,• 

y la serie formal h como 

h(z) =E hm,,zme, . 
. m,1 

Para resolver la ecuación homológica deseada basta resolverla para cada 
monomio, es decir, basta resolver la ecuación 

(2.17) 

Consideremos el monomio Vm,,zme, y observemos que, por la proposición 
2.2.1, se cumple la siguiente igualdad 

LAhm,1 zme, = hm,,(< m, ..\ > -..\,)zme,. 

Haciendo uso de la hipótesis < m, ,\ > -..\, ':/; O, para todo s, concluimos de 
la igualdad (2.17) y de Ja expresión anterior que, 

h - - Vm,1, (2 18) 
m,• - < m,..\ > -..\,' • 

que satisface, para cada subíndice s, la ecuación homológica {2.17). O 

Demostración del Teorema de Poincaré: 
Reescribimos la ecuación (2.13) como z = Az+v,(z)+ ... y consideremos 

la ecuación homológica L,.h = -v,. Por Ja proposición 2.2.2 sabemos que 
ésta ecuación tiene una solución h, tal que L,.h, = -v, y por el teorema 
2.2.1 tenemos la siguiente igualdad 

L Lhm,1(< m,..\ > -..\,)zme, = - E Evm,,zme,. {2.19) 
lml=r • lml=r • 
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Sea 

H,(z) = z + E ¿ hm,1 Zme,, donde h.,.,,= - ";·• ·-~ . 
lml=• • < m, > ' 

Denotemos por v(z) el campo vectorial de la ecuación (2.13),entonces 

(D,H,)v(z) - AH,(z) = (D,H,)(Az + v,(z) + · ·-) - AH,(z) 
d 

=(Id+ dz h,(z))(Az + v,(z) + "•+i(z) + .. -) - AH,(z) 

d = Az + v,(z) - AH,(z) + dz h,(z)Az + Vr+i(z) + • · · 
d = Az + v,(z) - Az - Ah,(z) + dz h,(z)Az + "•+t + .. · 

El miembro del lado derecho de la última igualdad es: 

(D,H,)v(z) - AH,(z) = v,(z) + LAhr(z) + Vr+i(z) + • • · 
Por (2.19) la última igualdad· se reduce a 

(D,H)v(z) = AH(z) + Vr+t(z) + · · ·. 
donde "•+t denota los términos de orden r + 1 y observemos que tlr+t no 
es el de antes, ya que ha sido modificado por las operaciones realizadas. 
Sucesivamente eliminamos los términos de orden r + 1, r + 2, · · · 1 De modo 
que se ha demostrado que para cada número natural N(N ~ 2), la ecuación 
(2.13) puede ser reducida a 

a 

Análisis para el caso real con valores complejos conjugados. 

Ahora haremos un análisis de la forma normal para campos vectoriales 
definidos en an cuyos valores propios son complejos. 

Consideremos el campo vectorial v(x) = Ax+··· definido en E e R" 
cuya matriz A de la parte lineal en el origen tiene valores propios complejos 
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{Ái, Xi. .•• , Ám, Xm}· Entonces E admite una descomposición en suma directa 
de subespacios .invariantes bidimensionales E¡ de la misma forma que A ad
mite una deecomposición en suma directa de transformaciones de dimensión 
2 ~aiea·que 

E= E1 $ ... $Em, T =Ti e ... $Tm. 

Donde los valores propios de T¡ son Á¡ y Á¡. 
Por esta razón es süficiente analizar sólo el sistema en dimensión 2. Para 

un sistema bidimensional con valores propios complejos exite un cambio de 
coordenadas que lo transforma a uno de la forma (ver (HIR)) 

(x,y) =(ax -by+··· ,bx +ay+···). 

Analicemos primero cuando la parie real de los valores propios es distinta de 
cero. Proponemos el cambio de coordenadas 

z1 = x + iy, z2 = x - iy. 

Este cambio reduce el sistema a 

i1 =ax -by+ ibx + iay + h(x,y) + ig(z,y) 
i 2 =ax - by - ibx +-iay + h(x,y)- ig(x,y) 

Y lo reescribimos como sigue: 

i 1 = (a+ ib)(x + iy) + h(x, y)+ ig(x, y) 
ia =(a - ib)(x - iy)+ h(x, y) - ig(x, y) 

Como las variables x y y se pueden expresar en términos de z1 y za entonces 
las series f y g están en términos de z1 'y za. 

i1 = Áz¡ + /(z¡,za) 
i2 = Xza + f(zi.za) 

Donde Á = a+ ib. Ahora ya tenemos un sistema en los complejos. y como no 
hay resonancias, entonces, por el teorema de Poincaré es equivalente formal
mente al sistema 

Z¡ = ÁZ¡ 

i2 = Xz2 
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Sea r 2 = zz y si derivamos esta ecuación, obtenemos 

r2 = zi+ zz 
= Xr2 + ..\r2 = (2Re..\)r2 

Y dependiendo del signo de Re..\ será variedad estable o inestable. 
Ahora el problema se reduce a analizar el sistema cuando la parte real 

de los valores es cero. En este caso no podemos decir nada sobre el compor· 
tamiento del sistema ya que las partes consecutivas (·cuadrática, cúbica, ... ) 
pueden afectar la parte lineal. Sea (:i:, y) = (-6¡, + h(z, y), bz + g(z, 11)) el 
sistema a estudiar. Como la información que tenemos es para campos en 
los complejos, entonces transformaremos nuestro sistema real a un sistema 
complejo mediante los siguientes cambios : 

Entonces· 

Zt = Z + ill, Z2 = Z - ill• 

i 1 = :i; + iy = -by+ ibz + h(x, 11) + ig(z, 11) 
i 2 = :i; - iy =-by - ibx + h(z, y)- ig(x, 11) 

Reescribimos este sistema como sigue 

i1 = ib(x + i11) + h(z,y) + ig(z,y) 
ii = -ib(x - iy) + h(x,11)- ig(z,y) 

Por analogía al análisis anterior tenemos que 

i1 = ibz1 + /(z1, z2) 
i2 = -ibzi + /(z1, z2) 

Observemos que la igualdad ..\+X = O, donde ..\ = ib genera una infinidad de 
resonancias cuyos monomios resonantes son de la forma z;z1 "z2" en la i-ésima 
componente. Por el teorem~ de Poincaré · Dulac el sistema se transforma al 
sistema 

i1 = ..\z1 + C21z1(z1z2) + C32Z1(z12z22) + · · · 
i2 = Xz~ r U¡2Z2(z1z2) + d7 f Z12z22) + • • • 
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.Como z2z1 entonces z1•.:2•-:= ru donde res el módulo o norma del complejo 
z y dnm = e,;;,.. Lo que nos interesa saber es el comportamiento cerca del 
origen, si es un centro, una espiral, etc ... lo cual implica que basta con saber 
el comportamiento de la norma r. 
· · Sea r2 =I z112 = z1za, entonces 

(r2
) = z1i2 + i1za = Xr2 + c21r4 + c3ar6 + · · · 

+ ..\r2 + c21r4 + caar6 + · · · 
Finalmente (r2) = 2Rec21r4 + Ó(r6 ). Por lo tanto, si Rec21 >O entonces el 
retrato fase es una espiral inestable y si es negativa, es una espiral estable. 

Analicemos un poco la serie que hizo posible la equivalencia formal entre 
los sistemas, la cual escribimos como 

H(zi,za) = <Eh¡;z1iz,i,¿1¡;z11z2i). 
iJ ij 

Lo coeficientes están dados de la siguiente manera 
V¡¡ , •.J. , 

h¡; = (i _ l)..\ +;X ,1~2yJr1 -1, 

l¡; = i..\ + ~;- 1 )..\' i ~ 1 y j -:/= i + 1 

Queremos que H restringida a los reales mande coordenadas reales en 
coordenadas reales, por lo cual debe de satisfacer 

hmn = h~m y lmn = 1;:m 'Vn, m. 

Por lo tanto los coeficientes hk,k y lk,k son ~eales. 
El siguiente ejemplo ilustra el Teorema de Poincaré. 

Ejemplo 2.2.1 
Consideremos dos campos vectoriales definidos en el espacio bidimensional 
de los complejos, 

v(zi. za) = (..\1z1 + an,mzi'z;", ..\2z2) Y 
w(z¡, za) = (..\1z1, ..\2z2) 

donde el vector..\ = ( ..\1 , ..\2 ) es no resonante, entonces v y w son formalmente 
equivalentes. 
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En éste casó el vector homogéneo con términos a eliminar es 

Por la proposición 2.2.2 existe un polinomio 

h1r(z11 z2) = ( A an,; A z~z;', O) 
n1+m2- 1 

tal que satisface la ecuación homológica LAh11 = -v11. En consecuencia, por 
el Teorema 2.2.1, nuestra ecuación diferencial z = (A1z1 + an,mZ~zi", A2z2) 
se puede transformar en la ecuación diferencial%.= (A1z1t A2z2). a 

Supongamos ahora que para el campo de la ecuación (2.13) existe una 
resonancia, a saber, A. =< m, A > . Entonces por la igualdad (2.18) no existe 
ninguna serie formal que pueda eliminar el monomio zme., lo cual implica 
que la forma normal de (2.13) es 

Al monomio zme. se le llama monomio resonante. En consecuencia, pode
mos enunciar el siguiente teorema, cuya demostración omitimos ya que se 
sigue de aplicar los pasos de la demostración del teorema de Poincaré para 
los términos no resonantes. Es importante observar que sólo con una igual
dad de la forma < A, m >= O se generan una infinidad de resonancias con 
sus respectivos monomios resonantes :z:m:z:¡ que aparecen en la i-ésima com
ponente. 

TEOREMA 2.2.2 (Teorema de Poincaré-Dulac) 
La ecuación z = Az + · · · es formalmente equivalente a la ecuación 

z = Az +w(z) 

donde w(z) es una serie formada por términos resonantes. 
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Capítulo 3 

Formas normales analíticas 
para campos vectoriales. 

3.1 Formas normales analíticas para campos 
vectoriales en una variable. 

En este capítulo haremos un análisis sobre la forma normal de un campo 
vectorial holomorfo o analítico en el caso real. 

En la primera sección estudiaremos campos analíticos en una variable y 
en la segunda, trabajaremos con campos en varias variables. Demostraremos 
algunas proposiciones que utilizaremos en el capítulo 5 y finatizaremos enun
ciando los teoremas de formas normales analíticas. 

Analicemos el caso analítico (real y complejo) en una varia.ble, donde el 
punto singular es no degenerado, es decir, es un cero de orden uno. 

Proposición 3.1.1 
Sea v un campo vectorial analítico en R ó C y sea p un punto singular no 
degenerado de dicho campo. Entonces, v es analíticamente equivalente a su 
parte lineal. 

Demostración : 
Sin pérdida de generalidad supongamos que el punto singular es el origen. 
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Entonces v lo podemos escribir como sigue 

00 

v(z) = lz +E a;zi, 11:- O. 
j=2 

Definimos el campo w(z) = lz, entonces vamos a demostrar que existe una 
función analítica, definida en una vecindad del origen, tal que 

(~~)v(z) = w(H(z)) y H(O) =O. (3.1) 

Observemos que se pide H(O) = O para que mande el origen en él mismo, con 
lo cual podemos escribir H(z) = zh(z) y h(O) = 1 para que H sea invertible. 

La ecuación (3.1) la podemos escribir de la siguiente forma: 

1 dh 1 
lzh(z) (h(z) + z dz) = v(z) (3.2) 

Como el origen es un polo de orden uno del campo ;fu entonces la función 
ti(z) = ;;far - f. es analítica en el origen. Observemos que 

1 1 1 
v(z) - fz = lz(l + l>¡z + ... ) 

1 
= lz (-l>¡z + ... ), 

La ecuación (3.2)·la reescribimos como sigue: 

1 
- lz 

l>¡- ~ - , . 

(3.3) 

Integrando la ecuación (3.3) de ambos lados en una vecindad suficientemente 
pequeña del origen, 

Esto es, 

(3.4) 
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Las integrales anteriores se entienden, en los complejos, como la integral sobre 
cualquier t1·ayectoria que une el origen con z y aquí estamos considerando la 
rama de logaritmo que manda al uno en el origen • 

. Despejando h de la ecuación (3.4) obtenemos 

h(z) = exp(-~z + o(z2)). · 

Por lo tanto, 
h(z) = 1 - ~z + O(z2

). 

Claramente h(O) = 1 y hes analítica en una vecind~ del origen. Finalmente, 
el cambio de coordenadas buscado está dado por 

0omo el integrando de la expresión (3.4) es analítico, entonces h lo es también 
ya que es composición de dos funciones analíticas. a 

Ahora analizaremos el caso analítico complejo en una variable cuando el 
punto singular es degenerado. 

Proposición 3.1.2 
Sea v(z) = z" I:~o b;zi, b0 = 1 un campo vectorial a11alítico con singu
laridad degenerada en el origen, entonces v es analíticamente equivalente al 
campo 

w(z) = z" + az2
"-

1 (3.5) 

Demostración : 
Para demostrar la equivalencia analítica se quiere encontrar una función 

H analítica e invertible que satisfaga la igualdad 

[~~]v(z) = w(H(z)) (3.6) 

y H(O) = O para que H mande el punto singular del campo ven el del campo 
w. Sustituyendo la expresión (3.5) en (3.6) obtenemos 

i!J!- 1 
H" + aH2k-t = v(z) 

(3.7) 
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El siguiente Lema nos ayudará a convertir el campo vf;; en una expresión 
analítica. 

Lema: 
Sean v(z) y w(z) dos campos analíticamente equivalentes en una vecindad 
del origen y supongamos que dicho punto es un cero del mismo orden (máye>r 
que uno) de ambos campos, entonces, 

Demostración : 
· Como los campos v y w son analíticamente equivalentes, existe / analítica 
tal que f,v(z) = w(/(z)), es decir, 

L_1 dz= I _1 tie 
.., v(z) Í1('r) w<e) 

donde -r(t) = exp(it)E, te (01 l]. Entonces, 

1 111 111 d/ 1 
Res(v(z)' O) = 2ll'i .., v(z)dz = 211'i ., w(f(z)) dz dz = Res«w o /)(z) ,O). 

Lo que demuestra el Lema. a 
Del lema anterior se sigue que los campos ..,~0 y :{;;, tienen el mismo 

residuo. Para calcularlo observemos que, como w({) = { + a{34- 1, entonces 

1 1 
w(e) = {'(1 + ae•-1) 

= c•c1 - ae•-1 + 0({4)) 
= e• - a{-1 + g({) 

donde g({) es una función holomorfa. Así, el residuo es -a. Ahora retomamos 
la expresión (3.7), a la cual'e restamos la singularidad-¡, 

dH 1 
di" +~=--+! 

H• + aH3k-l z v(z) z' 

1 Esto denota el residuo del campo t en el origen. 
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sumándole y restándole ~ a dicha expresión y reagrupando, obtenemos 

dH 1 a z'{! - H 1 a 
dz(H"+an21r-1 + H)-a( zH )=v(z)+;· 

Por esta igualdad queremos encontrar ahora una función analítica que satis-
faga . 

LH I a - H L' 1 a ( - ,. - ,. + .,.. )dH - a In( - ) = . ( (~) + ¡)de 
o H + aH2 - 1 H z o v .. .. 

(3.8) 

Primero se justificará por que podemos tomar al cero como límite inferior, 
de las integrales anteriores. Definimos la función 

es decir, 

donde g(e) es una función holomorfa. Sabemos que aplicando un número 
finito de pasos del Teorema de Poincaré-Dulac al campo v(z), obtenemos un 
cambio polinomial que hace analíticamente equivalentes a dicho campo y al · 
campo ii(z) = z"+azn-•+ .. ·,así, la última igualdad de \Óc es analíticamente 
equivalente a la expresión : 

,Pc(z,w) = 1·w Ckde + ¡•w g(e)de -aln(w)- ¡·ce-k + ~(e))de 

donde /(e) es también una función holomorfa en una vecindad del origen. 
Finalmente, 
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Como tPc está bien definida para todo e, entonces cuando e -+ O tenemos, 

1 
. .., , . .., ,. 

tPo(z, w) = • e-•de - aln(w) +lo g(e)de - 'º /(O~ 
Observemos que resolver la ecuación (3.8) se reduce a encontrar una función 
h(z) analítica que satisfaga t,6o(z, h(z)) = O y h(O) :/: O. Así, la función H 
que buscamos estará dada por H(z) = zh(z). Para resolver dicho proble
ma, aplicaremos el Teorema de la función Implícita a la función l/>(z,w) = 
z•-1t,6o(z, w) en el punto (O, 1). 

l/>(z, w) = z"-1 1•w C"de - az•-1 1n(w) 

+ z"-1 L . .., g(e)de - z"-1 1· 1mde 

Claramente t,6(0, 1) =O y 

lJ,P A:-1 lJ 1'"' -A:. z•-1 lJ ( -• 1 -• 1) lJw l(o,1)= z lJw • e ae l<o,1)= -k + 1 IJw (zw) + - z + l(o,1) 

y por el Teorema de Continuación Analítica, 

lJlf> 1 _,, 1 lJw (0,11= w (0,1)= l. 

Entonces existe una función analítica h y una vecindad V del punto (O, 1) 
tal que para todo punto (z, w) E V, ,P(z, w) tiene exactamente una solución 
h(z) = w tal que 

h(O) = 1 y l/>(z, h(z)) =O, ze v. 
Por lo tanto, 

l •h<•> rh<•> r 
l/>(z, h(z)) = z•-

1 
[ • e-"de - a In h(z) +lo g(e)de - 'º /(Odd =o. 

Lo que implica 
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Como H(z) = zh(z), entoncel!, 

e• Je - a In _z + g(()de - f<e)de = O. l ffl•> H( ) 1Hl•> 1· 
• z o o 

También se puede verificar que H(O) = O y H'(O) = l. Por lo tanto,-

H(z) = z + .. · 
la cual es invertible en una vecindad del origen. a 

3.2 Formas analíticas para campos en varias 
variables. 

Los resultados que enseguida se dan, dependen de la posición geométrica de 
los valores propios en el plano. 

Consideremos el espacio formado por todas las posibles n-adas de eigen
valores en= p = (Á1, ... 'Án): Á¡ está. en los complejos}. 

Definición 3.2.1 
Definimos un plano resonante como un hiperplano en en que está dado por 
una ecuación de la forma A.=< m,Á >,donde m = (m1, ... ,mn) es un 
vector con entradas enteras no negativas y satis/ace E m¡ ~ 2. 

Definición 3.2.2 (Dominios de Poincaré y de Siegel) 
Un vector Á E en pertenece al Dominio de Poincaré si la envoltura convexa 
de sus componentes no contiene al cero y Á pertenece al Dominio de Siegel 
si su envoltura lo contiene. 

Decimos que x = (x1, ••• , xn) pertenece a la envoltura convexa de A= 
{Á1, ... , Án} si x se expresa como x = E:=t m¡Á¡ con O :5 m¡ :5 1, E m¡ = 1 
y m¡ en los reales y la denotamos por Conv{A1,. .. ,Án}· 

Proposición 3.2.1 
El Dominio de Poincaré es abierto. 

Demostración : 
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S~a Á' =' (.X1 ; •• ~, ,\n) un elemento del dominio de Poincaré. Definimoe la 
distancia.. del punto z = (zi. ... , zn) al punto 1f = (lfi. ••• ,p,.) como 

d(z,y) = maz{I z; -.1/i j: 1 :s; i $ n}. 

Llamamos A = Conv{ ..\i. •• ., ~ .. } y consideramoa el conjunto 

A= {d(z,O) : z e A}. 

Claramente A ::/: 0 y M > O, donde M = minA. Consideremos ahora. la. recta 
1 que satisface 

M M 
d(l,z) ~ 2°, Vz e A y d(l,O) = 2' 

Sea f = 11- y consideremos el conjunto B.(..\)= {w e C": d(w,~) < t:} 
entonces min {d(z, I) : z e B.(,\)} = 11-· Ahora. lo que se va a demostrar es 
que toda. w e B.(~) está en el dominio de Poincaré. 
Como w e B.(~) entonces la envoltura convexa. de w está en Be(~). Esto 
implica. que la recta l separa la envoltura convexa. de w del origen. a 

Ahora veremos algunos resultados en el Dominio de Poincaré. 

Proposición 3. 2. 2 
Todo punto que está en el Dominio de Poincaré, satisface, a lo más, un 
número finito de resonancias y existe una vecindad en la que cada uno de 
sus puntos satisface un número finito de resonancias de un conjunto finito 
determinado de planos resonantes. 

Demostración : 
Primero demostraremos que cada ~o en el Dominio de Poinca.ré, satisface 

un número finito de resonancias. 
Consideremos el conjunto B = {.\~ =< m, ~o >: 1 $ s :s; n} formado 
por todas las posibles resonancias del punto ..\º. Sabemos que existe una 
recta l que separa la envoltura convexa de {~~ •... , ,\~} del origen, por la 
cual trazamos un vector unitario perpendicular r¡ que pase por el origen y 
consideramos las proyecciones ortogonales sobre dicha recta de los valores 
propios ~?. Todas éstas proyecciones, por construcción, son mayores que la 
distancia o de la recta l al origen. 
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Como hay un número finito de valores 'propiós. A? entoricei existe el 
máximo de sus proyecciones. Definimos M = max{(l: · q) + 1: 1 ~a S n}. 
Supongamos que Aº 1atisface una infinidad de resonancias, entonces, podemos 
suponer sin pérdida de generalidad que, para l: se satisfacen una infinidad 
de relaciones del tipo 

" 
A~= Em;A~. 

j•l 

Así, tenemos las siguientes desigualdades : 

" " 
M > A~·'I = Em;(A~ · q) ~ a(Em¡). 

i=l. i=l 
Conio hay una infinidad de planos resonantes tenemos que se satisface la 
desigualdad M ;:: a CE~=l m;) para una infinidad de enteros positivos m;. 
Así podemos construir sucesiones { ( m¡,11 ••• , m¡,,.)} i.eN tales que si k < r en
tonces Ei=1 m¡,4 < Ei=1 m,4 y si k --. oo, E;:..1 m¡,4 --. oo, lo que contradice 
que las sumas a E;:..1 m; estén acotadas por M. Por lo tanto, Aº satisface 
sólo un número finito de resonancias. 

Ahora consideremos el conjunto 

R = {m = (m¡, ... ,m,.): A~= (m ·Aº) para algunaa}, 

el cual es finito. Sea T = {m : Ei=1 m;(Af · '1) < M}. Observemos que 
R C T. Por la proposición 3.2.1 existe una vecindad de radio E1 alrededor de 
Aº contenida en el Dominio de Poincaré. 

Sea E= min{E¡, ;;:h} y consideramos la bola 

B.(lº) = {w e C"/d(w,Aº) <E}. 

Sea Á e B.(Aº) y sea H = {m: A,=< m,l > para alguna a}. Vamos a 
demostrar que H ~ l'. 
Sea rñ e H tal que A, = rñ1A1 + .. · + rñ,.A,., entonces hay que.demostrar 
Ei=l rñ;(Af · '1) < M. Por una parte sabemos que, por estar A en B.(Aº), se 
satisface la desigualdad (lf · '1) < (l; · '1) +E. Entonces 

" " :E rñ;{A? · q) <:E rñ;(A;. ,,) + m. (3.9) 
i=l i=I 
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Por otra parte tenemos que 

.. 
E rñ;(..\¡. ,,> = (..\ •. ,,> < C..\:.,,>+ t: (3.10) 
i=l 

Finalmente, haciendo uso de las desigualdades (3.9) y (3.10) obtenemos 

.. 
E rñ;(..\?. ,,> < c..\:.,,>+ t:(n + 1) s c..\:.,,>+ l. 
i•l 

Por lo tanto, E7=1 rñ;( ..\? • '1) < M. o 

Proposición 3.2.3 (Poincaré-Dulac) 
Si el conjunto de valores propios de la parte lineal de un campo en el origen 
están en el Dominio de Poincaré, entonces, en el caso de resonancia el campo 
puede ser reducido a una forma normal polinomial por medio de un cambio 
formal. 

Demostración : 
Por la proposición 3.2.2 sabemos que hay un número finito de resonan

cias y por el teorema de Poincaré - Dulac 2.2.2 se obtiene la forma normal 
polinomial. O 

Observación : 
Si un punto ..\ está en el Dominio de Poincaré entonces una resonancia 

..\• = Ei':1 ..\;m; es posible sólo si el coeficiente m. = O ya que de lo contrario 
habría una infinidad de resonancias. 

Resonancias en el Dominio de Siegel. 

Proposición 3.2.4 
El conjunto de planos resonantes es denso en el Dominio de Siegel. 

Demostración : 
Sea ..\ = (..\1, · • ·, ..\n) un elemento del Dominio de Siegel, entonces su 

envoltura convexa contiene al origen. Primero supongamos que el origen 
está dentro de la envolvente, entonces existen tres valores propios tales que 
su envolvente convexa A contiene (en el interior) al origen . Sin pérdida de 
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generalidad supongamos· qüe son ..\1, ..\a y ..\3 • Consideremos el ángulo formado 
por ..\111..\a. 
Dividimos la región formada por todos los múltiplos reales no negativos de 
..\1 JI ..\a en paralelogramos, los cuales son combinaciones lineales enteras no 
negativas de los dos valores propios en cuestión. Sea 

Sea f > O entonces existe un natural N tal que d < N f, 

Como - N ..\3 está en alguno de nuestros paralelogramos entonces existen 
enteros positivos ni1 y ma tales que el vector m1..\1 + ma..\a +N Á3 cae dentro 
del paralelogramo formado por ..\1 y ..\a, es decir, satisface 

Consideremos ahora el plano resonante 11' : m1z1 +maza+ (N + l)z3 = Z3. La 
distancia del punto ..\ al plano ,.. es d( ..\, ,.. ) = inf { d( ..\, p) : p E ,.. } y satisface 

d( ' ) < 1 m1..\1 + ma..\a + N..\3 I < !!._ 
"•"' - 2lN - N <f. 

Ahora supongamos que el origen está en alguna arista de la envoltura. Sin 
pérdida de generalidad suponemos que el origen está en el intervalo (..\1 , ..\a). 

Sea ..\ =I ..\1 - ..\a 1 y f > O, entonces existe N en los f!.aturales tal que 
-f¡ < f. Consideremos N ..\1, entonces existe M en los naturales tal que 
1 N..\1 - M..\2 1:5 d. Sea 11': z1 = (N + l)z1 + Mz2 un hiperplano resonante, 
entonces 

d( , ) 1 N ..\1 + M ..\2 1 < d ",.. < -<f. 
' ../2N2 + 2m2 - N 

o 

Definición 3.2.3 
Un punto..\=(..\¡, . .. ,..\n) E en se dice que es de tipo (c,v) si para todas 
se tiene que 

e 
1-'• - (m,..\) ¡;::: 1 mi" 

paro todos los vectores m con componentes enteras no negativas tales que 
Ei=1 m; ~ 2. 
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Observación: 
Sic> O y.\ es de tipo (c, 11) entonces.\ no tiene resonancias, y si e> O y 

.\ tiene al menos una resonancia entonces .\ no pertenece a (e, 11) para toda 
é > O y para toda 11. 

Proposición 3.2.5 
El conjunto de puntos que no son de tipo (c, 11), Ve > O, tiene medida cero 
siempre que 11 > !lj1. 

Para los siguientes dos teoremas no se dá la demostración, pues no se 
encuentra dentro de los objetivos de este trabajo. Nótese, sin embargo, la 
importancia que éstos tienen. 

TEOREMA 3.2.1 (Poincaré) (Ver {Arn]) 
Si los valores propios de la parte lineal de un campo holomor/o en un punto 
singular pertenecen al dominio de Poincaré y son no resonantes entonces el 
campo es holomorficamente equivalente a su parte lineal en una vecindad del 
punto singular. 

TEOREMA 3.2.2 (Siegel) (Ver {ARN]) 
Si los valores propios de la parte lineal de un campo vector:ial holomor/o en el 
origen /orman un vector de tipo (e, 11) entonces el campo es holomorficamente 
equivalente a su parte lineal. 
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Capítulo 4 

Formas normales infinitamente 
diferenciables. 

4.1 Teorema de Borel en una y varias varia
bles. 

En lo sucesivo, f E C00(R) significará que fes una función de variable real 
infinitamente diferenciable. 

TEOREMA 4.1.1 (Teorema de Borel) 
Dada una serie formal i = Ej.,1 a;xi con una variable real, existe una 
función f E C00(R) tal que 

dkf 
dx" l.r=O = k!ak , 

Antes de hacer la demostración del Teorema de Borel, daremos la siguien
te definición que será esencial en la demostración. 

Definición 4.1.1 
Sea X un subconjunto cerrado de O e an. Decimos que f E Ck(O) es m
plana en X,m :5 k, si Dª f(x) =O, para toda x E X y toda a con 1a1:5 
m. Si f E C00 (0) y Dª /(x) = O para toda x E X y toda a, entonces deci
mos que f es plana en X. 
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Demostración : 
Consideremos el polinomio P• = EJ=1 a;:i:i y el monomio R• = P• -

~•-1· R•(:i:) = a,,:i:• es un monomio de orden k, y satisface 

j$k-l. 

Ahora vamos a demostrar que, para cada monomio R,,, existe una función 
ti>• e C00 (R) tal que t/>•(O) = O y 11 R,, - ti>• ll•-1 < ¡h, donde 

di di 
11 R• -t/>i. ll•-1= sup {1-d .Ri.(:i:)- -d .tf>,.(:i:) I}. 

j:!:;k-1,:oeR :¡:J :¡:J 

Ahora consideremos el polinomio R1i(:i:) = a,,:i:•. La siguiente construcción 
será para encontrar la función q,,,. 

Sean 

Así, definimos la función 

= { :·(1- :¡:2) 

= { fl 92(t)dt 

ga(2:i: - 1). 

si 1:i:1$ 1 
si 1:i:1> 1 
si :i: ~ -1 
si :i: < -1 

4(1 - :i:2 ) 
9s(:i:) = 9o1( 

3 
). 

gs( f.) 
Mi.a•' 

ga(x) = 
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La 611 ee elige de tal man~ra que 11 R,, - ,p,, 1111-1 < aJ=r. Consideremos la 
función 

h1c(z) = R1c(x) - ,P11(x) = R11(x)[l - g11(x)] si lf <I x 1< 6,, 
{ 

0 Si 1 X 12:: 6¡, 

R11(x) si 1 x 1:5 ~ 
Como la función h,, · se anula fuera de una vecindad del origen, entonces su 
norma sobre los números reales es igual a su norma en la vecindad de radio 
6,,. Ahora definimos una sucesión de funciones (/,.),.eN como sigue : 

" " J .. = ~)R,, -4'11) = P,. - EtP•· 
•=t 11=1 

Para demostrar la existencia de la función buscada del teorema y su diferen
ciabilidad de todo orden, probaremos las siguientes afirmaciones: 

a) Para cada número natural a, la sucesión { f; .. /,.} converge uniformemente. 

b) Fo e C00(R). 

c) Fa= tz," .. Fo. 

d) lz"..Fo(O) = a!aa. 

a) Demostraremos que, para cada a fija, la sucesión {i1:"..J,.} es de Cauchy. 
Sea E> O entonces existe un número natural N = max{-1:; + l,a} tal 

que para toda k, q > N, (q < k), 

d" dª 
sup 1 -d / 9 (x) - -d /,,(z) 1 ~ 
zeR Xª Xª 

11-1 d" d" 
Esup 1-¡-;;/;(x)- ¡-;f1+1(x) 1 
i=9 zeR X X 

•-1 d" =E sup 1 dx0 (R;+1 - 'f'i+t)(x) I ~ 
i=q zeR 

11-1 
E 11 R;+l - 'f'i+l> 11¡ 
i=9 

11-1 1 00 1 1 
L 2i < L 2i = 2N-I <E. 
i=q i=N 
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Definimos Fa = lim,. ... 00 :;,.¡,.. Haciendo un uso recursivo del siguiente 
Lema. para. cada. a fija., se demustran (b) y (c). 

Lema: 
Sea {h,.} una sucesión de funciones reales diferenciables que convergen uni· 
formemente a una función continua h. Entonces h es diferencia.ble y además, 
si la sucesión { *} converge uniformemente a hse tiene que 2 = h. 

Por lo tanto, Fa = :;,. Fo. 
d) Sea m un número natural, definimos Tm(g) = E:'=t ;!¡(Ds ªg)(O)xª. Ahora 
demostraremos que para cada natural se satisface Tm(F0) = Pm. 

m l oo 

T"'(Fo) = }: -¡Dsª{i- L'P;)(O)xª 
a=l a. j=l 

m l oo 

= L -¡[¿;(; - 1) · · · (i -(a - l))a;z;-a](O)xª 
a=l a. i=l 
m l oo 

= L l(Lfü - 1) · · · (i - (a - l))a;zi-ª](O)xª 
a=l a. J=a 

~ 1 ( 1 ) a = ¿,,,.,¡ -¡ a.aa Z 
ª'"1 a. 

= Pm. 

a 

4.2 Teorema de Borel para varias variables. 

Ahora centraremos nuestra atención en enunciar el teorema de Borel para 
varias variables. 

TEOREMA 4.2.1 (Borel) 
• 00 

Sea /(x) = Llal=l c,.xª una serie formal en R", donde Ca es una constante 
real para cada n-ada a = (a¡, . .. , a,.) de enteros no negativos. Entonces 
eziste una función infinito di/erenciable en R" tal que ~Dz ª j{O) =e,.. (Ver 
{NAR}.) 
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Demostración : 
Sea Tm(z) = E1alSm c.,,z"' un vector polinomial y consideremos el poli

nomio de grado m, P m = T m -T m-1 = Eiai=m Cazª que es una función plana 
en. el cero, entonces, por el lema básico, que a continuación enunciaremos y 
demostraremos, para cada t >O existe una función 9m E 0 00(R") tal que se 
anula en el cero, se desvanece en una vecindad de éste (es decir, es plana en 
el origen) y satisface 

R" 1 
11 Pm - Ymllm-1 < 2m-l" 

Consideremos la sucesión{/,,= Eiml<n(Pm - YmHneN de funciones infinito-
diferenciables en R". -

Ahora vamos a demostrar que·para cada a fija, la sucesión {D.,ª/,,} es 
de Cauchy. 

Dado t >O existe N = max{-:::; + l,a} tal que para toda m,n > N, 
se tiene 

R 

sup I D.,ª/m(z)- D.,ª/,,(z) 1= sup 1 E D.,ªf1c(z)- D.,"'/1c-1(z) 1 
lc=m+l 

n R 

~ E sup 1 D.,ª(f1c - /1c-1)(z) 1= E sup 1 D.,ª(P1c - g1c)(z) 1 · 
lc=m+l lc=m+l 

R R" R 1 1 
~ E 11 P1c - 91cll1c-1 ~ E 2k-1 <. 2N-1 = f. 

lc=m+l lc=m+l 
Por lo tanto, para cada a, la sucesión {,D.,ª f ,,} converge uniformemente 
respecto a z. Definimos Fa = lim,, ... 00 D.,ª/,,. Por el lema aplicado a funciones 
de R" en R concluimos que Fa e C00(R") para toda a ~ O. Notemos que 
Fo= i- Em>I 9m, es decir, la función buscada f = Fo está dada por la serie 
inicial j más ~na función plana. 

Para terminar la demostración, definimos 

Entonces, 

T"(Fo) =E -\CD.,ªFo)(O)zª. 
lolSk a. 

00 00 ~ 

T"(Fo) = Tlc(E(Pm - 9m)} = Tk(E Pm) - T"(E 9m) 
m=O m=O m=O 
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= E ~(D.ª E c..zº)(O)zº - E 1.cv.0 E g.,.)(O)zª 
lol:Sli Q, lml=O lol:Sli Q. m-0 

= E ~1 [ E c,,.m(m -1) · .. (m - (a - l))z"'-º)(O)zª 
lol:Sli lml~lol 

= E ~c..a!zº 
lal:Sli a. 

Por lo tanto, D.,ª Fo(O) = alca. 

Lema búico: 
Sea f E C00(Rn) una función ro-plana en el cero, entonces para cada E> O 
existe una función g e 0 00(Rn) tal que se anula en el origen, es plana en 
dicho punto y satisface 11 g - /llm-1 an < f, 

Demostración : 
Consideremos las cubiert.as de R",{u1tu2} = {B1(0),R" - B¡-(0)} y 

{W1tW2} = {B.(O),Rn - B.-(0)} tales que tii1 e U1,i=1,2. 
Sea O < e < 1 un valor fijo y sea 6; = d( tii;, u;º) .. Para cada a e üi; 

definimos la función 

ip,.(z) = q(z ~ ª), donde q(z) = s(z12 + ... + Zn2) 

y s(t) = exp(- c~t) si t <e y s(t) =O si t ~O. 
Nótese que la funcin '1 es no negativa en todo su dominio, es positiva en 

el origen, es una función infinito-diferenciable y su soporte está contenido en 
el conjunto de z E Rn tales que 1"¡"1 < c. 

Consideremos una cubierta abierta {V..} .. Ell71 de tii1, donde v..= {z e an: 
<¡:>,.(z) >O}. Como tñ1 es un conjunto compacto entonces existen 01, ••• ,ap E 
tii1 tales que tii1 C V,., U· · ·UV..,,. Análogamente para tii2 existen b1, ... , bi. e tii2 
tales que tñ2 e V,,1 U · · · U V,, . Definimos las funciones 

p 

t/11= E"""; 
j=l 

" 
y "'2 = E'P6;· 

j=l 
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Tales funciones son no n~gativas eu Rn, son C00(Rn) y sop(tJi¡) e u¡, i = 1, 2. 
Consideremos ahora las funciones 

- tPt 
'iP•=.p.+l/Ji' 

Observemos que ambas funciones son no negativas, que no se hacen cero 
simultáneamente, que ip1 + cii = 1 y que el soporte de rp¡ está contenido en 
u¡ respectivamente. . 

Hasta aquí hemos demostrado que existe una partición de la unidad sub
ordinad.a a la cubierta {u.,u3}. Por las propiedades antes mencionadas de 
las funciones rp¡, se concluye que existe una función !/J tal que se anula en el 
complemento de la bola de radio uno (centrada en el origen), es no negativa 
en el conjunto A= {x e an: l <IX I< l} y vale u~o en la bola cerrada de 
radio dos. 

Definimos la función g5(x) = 'l'(i)/(x), donde 6 es muy pequeña y i; = 
1 - t/J. Claramente 96 E C00(Rn) y es plana en el origen. 

Como g5(x) = /(x) si 1xI;::::6 entonces 

sup 1 D.,ªg5(x) - D.,ª J(x) 1= sup 1 D.,ªg5(x) - D.,ª f(x) 1 
o:eRn li:IS6 

y es suficiente probar para 1 a 1:5 m - 1 que 

sup 1 D.,ªg6(x)- D.,ª J(x) 1-+ O cuando6-+ O. 
lzlS6 

Como J es m - 1 plana en el cero entonces D,,,ª /(O) = O, 1 a 1:5 l. Así 
1 D.,ª f(x) 1:5 Mol X ¡m-lal-l implica que supl.,IS6 1 D.,ª /(x) 1:5 Moóm-laH. 
Con la siguiente expresión se podrá acotar el supremo 

D.,ªg5(x) = E Ca"ó-l"l(D.,"'t')(¡)(D.,"/)(x). 
µ+v=o 

Como 4> es una función diferenciable de todo orden, entonces 

Por lo tanto, 

1D.,ªg5(x)1:5 L Mó-lvl 1D"/(x)1, 
11+v=a 
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Como D" f es (m - 1- 1 p. 1)-plana en el cero, entonces tenemos 

sup f D" /(2:) 1:5 cSm-H,.f = 0(~-1-l"I), para c5 << 1. 
lsl!;í6 

Así, el término 1 De "'g6(2:) I$ M K E,.+.,=a 6m-l-fpf-M es tan pequeño como 
queramos. 

Ahora enunciaremos un teorema cuya demostración se basa en el teorema 
de Borel. 

TEOREMA 4.2.2 {Chen) El germen de un campo vectorial hiperbólico 11 
no resonante en el origen es C00 -equivalente a su parte lineal. En general, 
cualesquiera dos gérmenes de campos vectoriales hiperbólicos que difieren. 
por una discrepancia plana en el origen son C00 -equfoalentes (ver [WIL} y 
[CHEN]). 

La demostración completa .se dará en el siguiente capítulo. 
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Capítulo 5 

Formas ftnito-diferenciables 
para familias de campos 
vectoriales. 

5.1 Formas normales diferenciables para fa
milias. 

En este capítulo estudiaremos la forma normal diferenciable no sólo para 
campos vectoriales, sino también para familias de campos .. El capítulo está 
dividido en cuatro partes, las cuales constituyen los diferentes pasos de las 
demostraciones de los dos principales teoremas que enunciaremos. 

Definición 5.1.1 
Una familia localmente di/erenciable de campos vectoriales es un germen en 
el origen del campo vectorial definido por un sistema de ecuaciones 

:i; = v(x,t), i. =O, ~E (Rº,O), t E (RP,0).1 

Decimos que dos familias localmente diferenciables de campos vectoriales son 
finitamente diferenciablcme11te equivalentes si, dado cualquier número k, 
existen representantes de los correspondientes gérmenes que son finito-dife
renciablemenle conjugados en sus dominios de definición. 

1 La expresión e E (RP, O) significa que epsilon es un parámetro e = (e¡, ... , cp) que 
toma valores en una \'ecindad del origen. 
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. Esto significa que existe un difeomorfismo k-diferenciable definido en al
guna vecindad del origen en el espacio R 0 +P, el cual conjuga los flujos fase 
localmente de los representantes de las dos familias. 
· El siguiente teorema es análogo al teorema de Poincaré, sólo que éste 

teorema es una generalización para deformaciones de gérmenes. 

TEOREMA 5.1.1 (ll'yashenko 1J Yakovenko) ([ILY}) 
Si los valores propios de la parte lineal de un germen de un campo vectorial 
v(x) =Ax+··· forman un conjunto no resonante, entonces para cada k EN 
eziste una vecindad U de t: tal que cada deformación local de dicho germen 
es C" -equivalente a la familia lineal 

z = A(t:)z. (5.1) 

Definición 5.1.2 
Un conjunto de valores propios complejos ~ se dice que es fuertemente mono
resonante {o bien, uno resonante) si todas las relaciones de resonancia entre 
estos valores se obtienen únicamente de una igualdad del tipo < r, ~ >= 
O,r e Z"+· Al monomio x• ·= x1'• '"Xn'" le llamaremos generador de 
resonancias. Obsérvemos que x• no es un monomio resonante, Decimos 
que ~ es hiperbólico si la parte real de cada componente ~¡ es no nula. 

Observemos que la hiperbolicidad anterior de los valores propios de la 
parte lineal del germen inicial del teorema 5.1.1 es una consecuencia de las 
propiedades de no resonancia ya que si suponemos que no son hiperbólicos 
entonces existen al menos dos valores propios imaginarios puros conjugados 
que generan una infinidad de resonancias. . 

Antes de dar la demostración del teorema 5.1.1 enunciaremos el siguiente 
teorema. Las demostraciones de ambos teoremas tienen varios en común, así 
que las haremos simultáneamente. 

TEOREMA 5.1.2 (Il'yashenko y Yakovenko} ([ILY]) 
Sea v(x, t:) una familia localmente diferenciable de campos vectoriales, la cual 
es una deformación del germen del campo v(z) =Ax+•·· donde la parte li
neal A en el origen tiene un conjunto de valores propios fuertemente monore
sonante e hiperbólico. Entonces para cada k E bf N eziste una vecindad U 
del del parámetro t: tal que v(x, t:) es C"-equivalente a una familia definida 
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porla siguiente ecuación diferencial 

(5.2) 

donde u(x) es el monomio generador de resonancias y t: E U. 
Dicho de otra manera, dado cualquier número natural N existe un polinomio 
gN(u,t:) con las propiedades antes mencionadas tal que la familia v(z,t:) es 
CN -equivalente a la familia local definida anteriormente con g = gN en al
guna vecindad del cero en Rn x RP. 

Observación : 
El grado del polinomio depende únicamente del germen inicial y es inde

pendiente de la deformación. 
Ahora daremos un bosquejo .de las demostraciones de ambos teoremas, 

en las cuales, primeramente construiremos un cambio de variables que mod
ifique las variedades estable e inestable del campo v , de tal forma que ésas 
variedades coincidan con los planos coordenados en una vecindad del ori
gen. Después, por medio de una transformación que preserve dichos planos, 
llevaremos a cabo la normalización del jet de la familia deformada. Esta 
familia es, entonces, globalizada, es decir, es extendida a una familia que 
está definida para todos los valores del espacio fase y es liµeal fuera de un 
conjunto compacto centrado en el origen. 

Como último paso, estableceremos una equivalencia local entre la familia 
globalizada resultante y una familia obtenida a partir de la globalización de 
la familia de la forma normal de los teoremas a demostrar. Esas dos familias 
diferirán por una discrepancia con soporte compacto, la cual tiene un N-jeti 
nulo en el punto singular con N suficientemente grande. Se demostrará que 
tal discrepancia se puede escribir como la suma de dos términos con soporte 
compacto, los cuales pueden ser eliminados aplicándoles, individualmente, 
el método homotópico, con lo que se completa la demostración. Antes de 
comenzar la demostración, vamos a introducir el concepto de campos vecto
riales semiformales. 

2 El N-jel de una función diferenciable en :r0 es el conjunto formado por /(:ro) y sus 
primeras N derivadas en :r0 • 
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Deflnici6n S.1.S 
Sea T el anillo de gérmenes en el origen de funciónes diferenciables con 
parámetro E. Una serie semiformal con parámetro E es una serie de potencias 
en la variable z con coeficientes en l'. Un campo vectorial semiformal es un 
objeto determinado por un sistema de ecuaciones diferenciales cuya parte 
derecha son series semiformales. Análogamente se define cambio semiformal 
de variables. 

Lema: 
Sea A(E) una familia localmente diferenciable de operadores lineales con un 
parámetro E E RP tal que los valores propios del operador A(O) son distintos. 
Entonces dichos valores pueden ser localmente extendidos respecto al paráme
tro como gérmenes de funciones diferenciables .\; (-) E T, j = 1,. • ., n. 

Demostración : 
Sea Q(z, E) el polinomio característico de la matriz A(E) en la variable z 

y Q(z, O) = (x - .\1 )(z - .\i) .. · (x - .\n) el polinomio de A(O) . 
. Es decir, Q(.\¡,O) =O, i = 1,. . .,n. Haciendo algunos cálculos se puede 

verificar que 89J:·•>(..\;, O) 1: O, i = 1, ... , n, debido a que los valores propios 
son distintos. En consecuencia, por el teorema de la Función Implícita, ex
isten n funciones g;(E) tales que .\; = g¡(O) y Q(g;(E), E) = O. Por lo tanto, 
~~=~~ o 

Primeramente daremos la definición de resonancia para gérmenes que 
dependen de un parámetro E e RP. 

Deflnici6n S.1.4 
·una resonancia entre gérmenes es cualquier combinación .\;(E)-< r, .\(E)>, 
la cual es un elemento no invertible del anillo T, r e z+ y 1 r I~ 2. 

Una familia A(E) se dice que es fuertemente monoresonante si todas las 
relaciones de resonancia entre los gérmenes .\;(E) se siguen de una sola 
condición< r,..\(E) >E 9, donde;} es el ideal maximal del anillo local l' 
formado por todos los gérmenes que se anulan en el origen. 

Un monomio a(E)x' 8
8 3 en la expansión de un campo vectorial es reso-r, 

nante si.\;- < r, .\>E 9. 

3 Esta notación significa que el monomio a(c)z' está en laj-ésima componente. 
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Demostración de los Teoremas 5.1.1 y 5.1.e: 
' Ahora daremos la definición deforma normal preliminar para transformar 
la familia original en esta forma. 
· . Consideremos una familia local de campos vectoriales que representan una 
deformación de un germen hiperbólico y que está definida por el siguiente 
sistema de ecuaciones: 

X= A(t)x + v(x,t), X E (Rn,o), fe (RP,O). (5.3) 

v(O,O) =O 
IJv 

y <ox)(O,O)=O. 

De aquí en adelante siempre vamos a suponer que los valores propios de la 
matriz A(O) = A son distintos. Que el conjunto de dichos valores propios 
{ .\1, ••• , ,\n} es hiperbólico y que está etiquetado de tal forma que los primeros 
n_ ·valores están en el semiplano izquierdo (Re ,\¡ < O) y los n+ restantes 
están en el semiplano derecho (Re,\¡> O y n_ + n+ = n). 

Sea an- E9 R"+ la descomposición correspondiente del espacio fase en 
suma directa de subespacios lineales invariantes bajo el operador A(O). 

Definición 5.1.5 
Sea A el conjunto de valores propios del operador lineal A(O) el cual es no 
resonante o fuertemente monoresonante. La forma normal preliminar de 
grado N < oo para una deformación de un germen de un campo vectorial 
hiperbólico con parte lineal A(O), es una familia determinada por el sistema 
de ecuaciones · 

X = A(t)x + P(x, t) + w(z, t) 

que satisface las siguientes afirmaciones : 
1} P(O, t) = w(O, t) =O para t E (RP, O). 

(5.4) 

!!} Los planos coordenados de la suma R"- E9 R"+ son invariantes bajo los 
campos de la familia (5.4). 
9) El N-jet de la discrepancia w en x = O es cero para toda E. 

4) Si A es no resonante, entonces P = O y si es fuertemente monoresonante, 

P(x, t) = ( x
1

• • • O ) ( Ej:!, ~1;(i)u' ) 

O Xn Ej',,:'1 an;(t)u' 

do11de u = x' es el monomio genemdor de resona11cias. 
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Lema: 
Una familia del tipo (5.3) es, para cada N < oo, e• equivalente a alguna fa
milia en la forma normal preliminar con la propiedad de que el difeomorfismo 
que conjuga, preserva el parámetro t. 

Después de demostrar este lema, usaremos el método homotópico para 
eliminar la discrepancia w de la forma normal preliminar y aaí obtener laa 
formas deseadas (5.1) y (5.2). 

Demostración del Lema : 
Como el campo vectorial inicial Ax+ v(:z:) +···es hiperbólico, entonces 

la matriz jacobiana A+ (g;) es no degenerada. Denotemos por f al campo 
{5.3), esto es 

/(:z:,.t:) == A(t.):z: + v(x, t.), 
IJ/ 

/(O, O) ::: O y o:z: (O, O) == A(O). 

Por el teorema de la función Implícita, existe una función h(t.) tal que 

:z: == h(t:), h(O) ==O y /(h(t.),t.) ==O. 

Esto significa que sólo hay una curva h{t.) en la que se anula el campo f 
en una vecindad suficientemente pequeña alrededor del origen. Es decir, el 
campo f sólo tiene un punto singular en dicha vecindad. 

Ahora haremos un cambio de coordenadas que translade la curva h(t:) al 
origen para que se satisfaga la igualdad /(O, t.) == O. 

Definimos la función G(y, t.) == (y - h(t.), t.) cuya. inversa es a-1 (:1:, t.) == 
(:z: + h{t.),t.). Como la matriz jacobiana de Ges no degenerada, entonces 
G es un difeomorfismo. Esto es, G es invertible y su inversa también es 
diferencia.ble en una vecindad del origen en an+p. 

Finalmente, fo a-1(0, t.) == /(h(t.), t.) = O. Después de este cambio de 
coordenadas podemos suponer que f(O,t.) =O. 

Ahora podemos usar un resultado para gérmenes de campos vectoriales 
hiperbólicos (ver (HPS]), el cual dice que para todo germen hiperbólico exis
ten variedades invariantes diferenciables de dimensión n_ y n+ en una vecin
dad del punto singular que son tangentes respectivamente a los subespacios 
invariantes que se contraen y que se expanden de la parte lineal del campo 
en este punto. Dichas variedades son las intersecciones de los planos f == cte 
con subvariedades diferenciables de dimensión n_ + p y n+ + p. Así, éstas 
variedades dependen suavemente del parámetro f, 
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Despuéil de un cambio de coordenadas que transforma las variedades in
variantes en los planos co0rdenados, podemos observar que la condición e de 
la definición 5.1.5 se satisface en una vecindad del origen. Por último, después 
de aplicar un número finito y suficiente de pasos del método de Poincaré
Dulac a las series semiformales del campo (5.3), obtenemos una transfor· 
mación polinomial que preserva el parámetro t y que lo hace analíticamente 
equivalente a una familia del tipo (5.4 ). Hay que notar que los pasos de dichó 
método dejan invariantes los planos coordenados y así las condiciones 1 y e 
se siguen satisfaciendo. 

Para demostrar la condición 4 dividimos el problema en el caso no res
onante y en el fuertemente monoresonante. Para el primer caso observe
mos que para t = O no hay resonancias pero para t ':f. O no sabemos 
nada al respecto. Entonces demostraremos que los monomios resonantes, 
obtenidos de aplicar sucesivamente el método de Poincaré-Dulac a (5.3) 
tienen grado tan alto que, con un número considerado de pasos, el polinomio 
P(z, t) = O, Vt E (RP, O). 

Observemos que hay dos casos, el primero es cuando el conjunto de valores 
propios de A(O) está en el Dominio de Poincaré y el segundo cuando está en 
el Dominio de Siegel. Supongamos que A(O) = {..\1(0), ••. , ~n(O)} está en el 
de Siegel. Como el conjunto de resonancias es denso en dicho dominio por la 
proposición 3.2.4, entonces podemos encontrar, para cada E suficientemente 
pequeña, un conjunto resonante de valores propios A(t). 

Consideremos el conjunto E = {t >O 1 A(t) es resonante} yµ.= {m = 
(m11 ••• , mn) 1 m • A(t) = ~j(<)(t)}. 

Lema: 
Sean { fk heN una sucesión en E tal que fk -+ O y M" = ( m1<11 ... , m1<n) tal 
que M" · A(t1<) = ~;¡..i(tA:), k ~ l. Si A(O) es una colección no resonante 
entonces 1 Mi. 1 es no acotada. 

Demostración : 
Supongamos que !Mi. 1 es acotada. Como M, pertenece a un conjunto 

compacto entonces la sucesi~n {Mi.heN tiene una subsucesión convergente 
{Mi.¡}. Recordemos que los términos fflki son enteros no negativos, lo cual 
implica que a partir de cierto subíndice 1, los términos de la sucesión {M1<;} 
comienzan a repetirse, es decir, M,; = {rñi. .. ., rñn), Vj ~ l. 
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Haciendo tender le -+ oo obtenemos una infinidad de resonancias; esto 
implica que algún subíndice de los valores propios de la parte derecha de la 
igualdad · 

fñ1..\1(E1:) + • • • + fñn..\n(E1:) = ,\j(<•)(E¡,) 

se repite una infinidad de veces. Sin pérdida de generalidad supongiunos que 
el subíndice es j y consideremos el conjunto de resonancias que tienen a ..\; 
en la parte derecha, lo cual implica que : 

rñ1..\1(E1:) + ''' + mn..\n(E¡,) = ..\j(E¡,) 

: le-+oo 
rñ1..\1(0) + "• + rñn..\n(O) = ..\j(O) 

Dicho en palabras, la resonancia rñ1,\1(E1:)+ · • • + rñn..\n(E1r) = ..\;(E1r) cuando 
k -+ oo, tiende a la resonancia 

rñ1..\1 (O) + ... + nin..\n(O) = ..\j(O), 

lo cual contradice que la colección A(O) es no resonante. IJ 
En otras palabras, este lema nos dice que, para cada le, el campo vectorial 

v(x, E1r) tiene términos resonantes de grado suficientemente alto, entonces, 
aplicando un número finito de veces los pasos del teorema de Poincaré-Dulac, 
de tal forma que no se alcancen los monomios resonantes, obtenemos la forma 
lineal (5.1) más una discrepancia. Más adelante se verá.que este campo 
obtenido es C"-equivalente a la familia lineal. 

Para el caso en que A(O) está en el dominio de Poincaré, sabemos por la 
proposición 3.2.2 que el conjunto de resonancias es discreto y por lo tanto, 
podemos encontrar una vecindad en la cual no hay resonancias. 

Ahora retomemos el caso fuertemente monoresonante. Demostraremos 
que el polinomio P de la forma normal preliminar, es independiente de la 
deformación y del orden del N-jet de w. 

Como la familia bajo estudio es fuertemente monoresonante, entonces, 
aplicándole una infinidad de veces los pasos del método de Poincaré-Dulac, 
obtenemos un cambio semiformal y una forma normal, a saber, 

x=X·a(u,t) (5.5) 

donde X = diag(xi. ... ,xn), a es un vector compuesto por series semifor
males y u = x' es el monomio generador de resonancias. 
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Lema: 
Consideremos una familia semiformal del tipo (5.5) y supongamos que entre 
~os coeficientes del vector a(u, E) existe, al menos uno, distinto de cero, es de
cir, existe un número natural m tal que a¡m(O)um :/: O, para algún i. Entonces 
existe un cambio semiformal de variables con término constante cero tal que 
conjuga la familia semiformal (5.5) con otra familia de la misma forma, pero 
con un vector polinomial de grado 2m en lugar de la serie semiformal. 

Demostración : 
Recordemos que z+ es el vector que satisface < r, .\ >= O. Podemos en

contrar vectores no negativos r3 , ••• , rn en z+ con entradas enteras tales que 
el determinante de la matriz R, formada por los vectores r1 = r, r2, ••• , rn, 
es igual a la unidad. Ahora introducimos varios cambios de coordenadas. 

Y1 = x•, Y2 = x'', ... , 
Z1 = Yh Z3 = Yih2(y1, E}, 

... , 
Yn = x"' 
... , 

Wn = z1•n1 ·• • • Zn •nn 

donde R-1 = (s¡;). El cambio que proponemos es 

In W = In X + R-1 In h. 

(5.6) 
(5.7) 
(5.8) 

El cual es la composición de las tres transformaciones Y = X 1\ Z = Yh y 
In W = R-1 ln Z. Ahora haremos el análisis detallado de las tres transforma
ciones. Derivando el monomio que genera resonancias obtenemos 

ú = r1z1-1x•i1 + r3x2-1x'i2 + · · · + rnXn - 1x'in. 

U• { i1 Xn) = u r1-+···+rn-. 
Xt Xn 

Por la ecuación (5.5) sabemos que i¡ = x¡ Eb,1 a¡;(t)ui y sustituyéndola en 
ü tenemos que 

00 00 

Ü = u(r1 L a1;{t)u; + .. · + rn L an;(t)u;) 
j=l j=l 

lo cual es un producto punto de los vectores r y a. Entonces ú = u 
< r, a( u, E} > . Denotemos por f dicho producto punto. 

Ú=u/(u,E) 
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A,dich¡i. ecu¡i.ción se le llama sistema factor. 
Usando el Teorema de Borel 4.1.2 podemos extender la ecu!LCión (5.9) a 

una función infinito-diferenciable la cual difiere de {5.9) por una discrepancia. 
, Más adelante demostraremos que existe un cambio de variables finito

diferenciable que conjuga la ecuación (5.9) con una ecu¡i.ción diferencial en 
una variable, cuya parte derecha es un polinomio. Tal equivalencia se de
muestra haciendo uso del método homotópico. A tal hecho se le llama nor
malización del sistema factor . 

.. Así podemos suponer que la ecuación (5.9) tiene la forma 

2m 

i1=z1Eb;{E)z1;, .b;(·)ET, z1E{R,O) 
j=O 

(5.10) 

Retomando el cambio de coordenadas (5.6) y derivándolo, nos lleva a un 
sistema: 

!Ít = ytf(y¡,E) 
!Í2 = 112 < r2,a(u,E) > 

El cual reescribimos como sigue 

(5.11) 

donde 9k denota el producto punto de los vectores rk y a. 
Usando el cambio de coordenadas (5.7), vamos a demostrar que el sistema 

(5.11) lo podemos transformar a un sistema similar pero polinomial, eligiendo 
las funciones h; adecuadas. 

Derivemos Zk = Ykhk(Y1, E), 
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Coino Yt = Z¡, entonces ii. = {!-~ztf(zi.t) + z1rgA:(zi,t), es decir, 

, [ ( ) ztf(z1,t)éJhi.(z11t)J 
ZA: = Zlr 9A: Zi, f + h ( ) éJ • 

k Zt.f Zt 

Verifiquemos que las expresiones de los paréntesis se tornan a ser polinomios, 
eligiendo las funciones h1r adecuadas. Dividimos la serie semiformal 9• por el 
polinomio zi/, lo cual es posible debido al teorema de División (ver (AGV), 
p.82) que garantiza la división entre series formales con parámetro. Entonces 
tenemos 

g1r(z1,t) = ztf(z1,t)t/i1r(zi,t)+q1r(zi,t) (5.12) 

Como ztf tiene grado menor o igual que 2m + 1 entonces 8q1r ~ 2m. 
Sustituimos la igualdad (5.12) en ii. y obtenemos. 

i1r = zi.(zt!t/i1r + qi. + ztf ~:J. 

[ h'"] i1r = z1rq1r + z1rzd t/i1r + -¡¡;; · 
Para obtener la forma polinomial, hacemos t/>1r + ~ = O, lo que implica, 

l'' :. ~"dz = - [' t/i1r(z,t)dz 

de donde obtenemos que In h,.(zi, t) = - J0'' <Pi. dz y por lo tanto, 

h,.(z1, t) = exp(-1'' </>kdz). 

Notemos que hi. tiene solución en la clase de series formales con constante 
igual a la unidad la cual es diferenciable. 

Hasta aquí hemos obtenido un germen diferenciable de la forma (5.5) con 
un vector polinomial de grado 2m + l. Ahora el problema se debe a que el 
cambio de coordenadas Z = XRh, que es el que hemos realizado, no comienza 
con la identidad, es decir, no podemos asegurar que sea invertible y por tal 
motivo se propone el tercer cambio de coordenadas {5.7), In W = n-1 In Z. 
Haciendo las sustituciones de z; en este cambio obtenemos 
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Dicho cambio W = X nn-i es diferenciable y empieza con la identidad. 
Sólo resta probar que el tercer cambio induce un sistema polinomial. Si 

deriv&Jllos W¡ = z1 '" · · · z,. •;n obtenemos 
• W¡, W¡. 

w; = s;1-z1 + ·· · + s;,.-z,., 
Z1 Zn 

[ i1 i,.] 
W¡ = W¡ S¡1 - + • • • + Sin - • 

Z1 Zn 

Como %¡ = z;q¡ entonces W¡ = w¡(s;1f1 + · · · + s;,.q,.]. 
Por lo tanto, la suma del interior del paréntesis es un polinomio de grado 

2m. Lo que completa la demostración del lema. O 
Para finalizar la demostración. del lema recordemos que habíamos apli

cado el método de Poincaré-Dulac un número finito de veces al campo (5.3) 
y habíamos obtenido un vector polinomial compuesto por monomios res
onantes más una discrepancia. Ahora aplica.Jllos el procedimiento de este 
lema al campo vectorial obtenido para obtener la fl5rma normal preliminar y 
un cambio finito-diferenciable. 

Hasta aquí por el trabajo anterior, podemos suponer que la familia bajo 
estudio puede ser escrita en la forma normal preliminar (5.4), la cual difiere 
de la forma normal del teorema por una discrepancia w con un N-jet igual a 
cero en el origen. 

Sólo resta construir un cambio diferenciable de variables que elimine la 
discrepancia w. Para construirlo, vamos a hacer uso del método homotópico, 
el cual nos conduce a una forma explícita de dicho cambio de variables. Esta 
forma está dada por una integral sobre t~ayectorias del campo (5.4). Sin 
embargo, notemos que este campo sólo está definido en una vecindad del 
origen. En consecuencia, si permanecemos dentro de la teoría local, tenemos 
problemas con los límites de integración. Pero este problema se puede evitar 
por medio de un procedimiento llamado globalización. Dicho procedimiento 
consiste en extender la familia ( 5.4) a una familia global de campos vectoriales 
definida en el mismo espacio con soporte compacto y tal que las trayectorias 
de los campos pueden ser extendidas sin cotas y así podamos trabajar con 
integrales impropias. El procedimiento de globalizar consiste en lo siguiente 
l. Globalización. 

Sea <P: R" x (RP,O) una función diferenciable no negativa igual a uno en 
una vecindad V del origen {x =O}, es menor que la unidad y tiene soporte 
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compacto. Recordemos que el soporte de una función en R" es el conjunto 
de puntos en dicho espacio tales que la función en éstos puntoe es distinta de 
CtlrO. 

Una globalización de la forma normal preliminar (5.4) es una familia de 
funciones vectoriales definidas como sigue : 

i = [l - ~(z)]Az + ~(z)[A(E)x + P(z, E)+ w(x, E)], z E R" (5.13) 

El soporte de ~ está dentro de una vecindad suficientemente pequeña del 
origen. Los términos de la expresión (5.13) los podemos agrupar como 

(5.14) 

Donde F = (1 - 4>]Ax + 4>[A(E)x + P) es un campo vectorial diferenciable 
en R" x (R',0) cuyo germen en el origen es polinomial y coincide con las 
formas normales de los teoremas 1 y 2 respectivamente. Además, el campo 
F es lineal fuera de un conjunto compacto. 

La discrepancia w = tf>w tiene también un soporte compacto y un N-jet 
cero en el origen. Así podemos probar los teoremas 1 y 2 estableciendo una 
equivalencia diferenciable entre las familias l'. y F + w. 

Las justificaciones de las siguientes afirmaciones respecto a los campos F 
y F + üí se siguen de las propiedades de la forma normal preliminar (5.4) y 
de la fórmula de la familia globalizada (5.13). 

• F(O,E} = O y los planos coordenados de la suma directa R"- 9 R"+ 
son invariantes bajo F y tü. 

• Todas las curvas del flujo de los campos F y F + w pueden ser prolon
gadas sin cotas. 

• La discrepancia w tiene soporte compacto. 

• Denotemos por ir+ y 11'- las proyecciones sobre los planos coordenados 
R"+ y R"- respectiv;unente y por 9F1 el flujo fase del campo F. En
tonces existen dos números reales.\+ y.\_(.\_ <O<.\+) tales que las 
siguientes desigualdades valen para algún e > o 

1111'- º9F1(x) 11 :5 Cexp(t.\_) 1111'-Z 11 cuando t-. oo. 
1111'+ ogF1(x) 11 :5 Cexp(t.\+) 1111'+X 11 cuando t-. -oo. 
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1 ... ~·· 

Donde ~- = max{Re~;/l :s; i $ n_}. Análogamente para el campo 
F + w. Estas estimaciones describen la contracción y la expansión 
hiperbólica del flujo de los campos en una cercanía. de los planos coor
denados R"- y R"+. 

Deftnici6n &.t.6 
La divergencia de un campo vectorial W en el espacio R" con coordenados 
(z¡, ... , Zn) es una función definida como 

d. W ~8W; 
IV = LJO." 

i=l z, 

En particular, para un campo lineal V(z) = Az, la divergencia es la traza del 
operador lineal A, es decir, 

n 

divAz = TrA =Ea¡¡. 
i=l 

• La divergencia de los campos F y F + w está a.cotada uniformemente 
respecto al parámetro t: y respecto a la variable z, lo cual se debe a que 
dichos campos, fuera de un conjunto compacto, son lineales. 

• Dado cualquier miltiíndice a tal que 1 a 1:5 N, se satisfacen las siguien
tes desigualdades uniformemente respecto a. t 

(5.15) 

11. Descomposición de la discrepancia. 

Una discrepancia w que es N-plana en el origen no es fácil de eliminar 
por el método homotópico. En consecuencia, vamos a deseomponer dicha 
discrepancia en suma de dos términos ÜJ+ y w_, cada uno de los cuales será 
(~]-plano en todos los puntos de algún plano coordenado de la suma R"- $ 
R"+. Así, eliminando primero los dos términos por separado, se eliminará la 
discrepancia üí. 

Lema: 
Supongamos que una función diferenciable w Rn x (RP,O) -+ R" tiene 
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soporte compacto y un N-jet (N $ oo)nuloenel eje {x =O}. SeaRn-$Rn+ 
la descomposición que conor..emos de Rn en subespacios invariantes bajo dicha 
función. Entonces existe una descomposición 

w = w-+w+ 
tal que la función w_ tiene un[~]- jet nulo en todos los puntos de an- y la 
función w+ tiene un jet del mismo orden (de w_) para todo punto de Rn+ y 
los soportes de ambas funciones son compactas. 
((~) denota el mayor entero menor o igual que /f. Para N = oo, [/f) = oo.) 

Demostración : 
Es suficiente probar el lema para funciones escalares. Para N < oo, 

cualquier germen diferenciable f con un N-jet cero en x = O lo podemos 
escribir de la siguiente forma : 

/(z) = L xª fa(x, () (5.16) 
lal=N+l 

donde a E zi es un multiíndice y f ª es un germen diferenciable. Cualquier 
monomio x"' lo podemos escribir como xª-xª+ = xª; ª-•ª+ E zi, donde el 
monomio x"'- sólo contiene productos de funciones coordenadas que se anulan 
en Rn+, esto es, x"'- = :z:1"'1 • • • Xn_ ª"-e inversamente x"+ = x1ªn-+• • · · Xn"'"· 
Y se satisface a_ + ª+ = a. 

La expresión (5.16) la podemos reescribir como sigue : 

f = L x"'fa + L .xªfa = f- + I+· 
l<>+l>f 1°-1<!~+1 

El germen f-U +) satisface que su [~}jet es cero en todo punto del suhespacio 
R"-(R"+ ). Para que los gérmenes tengan soporte compacto, recurrimos a un 
método basado en la partición de la unidad. 

El caso N = oo es un poco distinto. Consideremos una función suave f + 
tal que su oo-jet es cero para todo punto del suhespacio R"+ y que coincide 
con el oo-jet de la función original en todos los puntos de an-. La existencia 
de tal función se sigue del Teorema de extensión de Whitney.(Ver [NAR] y 
[MAL}) 

Como el soporte de fes compacto, entonces podemos elegir una función 
f + con la misma propiedad. 
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Sea/-= /-/+,la cual tiene un oo-jet nulo en todo punto del plano Rn-, 
entonces la descomposición f = f- + f + satisface las propiedades requeridas. 
Esto completa la demostración del lema. a 

. Para demostrar que las familias F y F+w son Ck-equivalentes localmente, 
demostraremos que las familias siguientes son Ck-equivalentes 

F y F + w+, F + w+ y F + w+ + w_ = F + w. 
En esta secuencia, cualesquiera dos familias sucesivas difieren por una dis
crepancia con un [~)-jet nulo en uno de los planos coordenados. Por tran
sitividad obtenemos la equivalencia deseada. 

111.Método Homotópico. 

Definición 5.1. 7 
Sean v(x) y w(x) dos campos vectoriales definidos en Rn. Definimos el Cor
chete de Poisson de los campos v y w como el vector 

[ V w] = OWV- OVW ' ox ox 
la notúciÓn que usaremos es (v, w). 

Proposición 5.1.1 
Sean F y F+w+ dos familias de campos vectoriales definidas"en Rn x(R',0). 
Supongamos que existe un campo vectorial k-diferenciable en Rn definido 
como X = h( X) ' ¿ = o' que satisface la ecuación 

(F + rw+,h) = w+, TE (0,1) (5.17) 

donde h(O) =O. Entonces F y F + w+ son Ck-equivalentes. 

A la ecuación (5.17) se le llama ecuación homológica. Este lema reduce 
nuestro problema a la solución de una ecuación homológica, la ·cual es un 
sistema lineal de primer orden de ecuaciones diferenciales parciales. 
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Demostración : 
Conaideremos el espacio extendido R" x (RP, O) x R con coordenadas 

( :r, e:, r ). Introduciremos ambas familias F y F + üí+ en una sola familia 
definida en dicho eapacio y definida por la siguiente ecuación diferencial 

i=F(:r,e:)+Ttó+(z,e:), i=O, f=O. (U8) 

Por hipótesis sabemos que existe un campo vectorial h( :r), entonces definimos 
un nuevo campo en el espacio extendido, 

i=h(:r), i=O, f=l. (5.19) 

Dicho campo también lo podemos escribir como h(z)/; + 1:r. 
Como trabajaremos a menudo con campos en la z-componente, omitire

mos la notación de parcial sólo en esta componente, de otra manera, lo 
especificaremos. La condición (5.17) del lema es equivalente, en términos de 
los campos (5.18) y (5.19) a la siguiente ecuación : 

(F + •1"üí+, h + 1 ;.,.) =O. (5.20) 

Desarrollando la ecuación (5.20) obtenemos: 

(F+rüí+,h+l!J = (F+Ttó+,h)+(F+rüi+,l!J 

== [F + TW+• h) + [F, l :.,.) + (rüí+, l :.,.]. 

Si desarrollamos el término [F, 1 J;:J podemos observar que 

[F, ii!.J = 8(0, .•. ,O, l) F _ 8F ti!.= O 
lJT o(z,t:,T) lJ(z1 f,T) 8T • 

Haciendo lo mismo con [Ttó+, 1 :rl• obtenemos 

[TÜl+, l i!.] = 8(0, ... , O, 1) rw _ 8nb+ 1 i!. = -w . 
OT o(x,e:,T) + o(x,e,r) lJT + 

Por lo tanto, la ecuación (5.19) se reduce a 

(F + TW+, hJ = üí+. 
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-
La equivalencia entre los campos se sigue de los siguientes resultados : 

1) Dados dos campos v y w en R", (11,w) =O si y sólo si los flujos de los 
campos conmutan, es .decir, si g,,' o 9w" = 9w" o g,,1• 

2) Si los flujos fase de los campos 11 y w conmutan, entonces existe una 
superficie integral asociada a dichos campos. 

Definimos 11 .. = F + TW+• entonces (v .. , h) = O, lo cual implica que, para 
cada T, existe una superficie entre dichos campos. Como Te (O, l], entonces 
el flujo del campo h manda soluciones del campo v0 = F en soluciones del 
campo vi = F + w. 

Sólo falta saber cuándo tiene solución la ecuación homológica (5.17) lo 
cual queda resuelto con el siguiente proposición : 

Proposición 5.1.2 
Sea v(x,µ) una familia de campos vectoriales en R" x RP que dependen 
diferenciablemente del parámetro µ E B s;; RP. Supongamos que existe una 
subvariedad M ~ R" que es invariante bajo todos loa campos v(x, µ) JI que 
es estable exponencialmente, esto quiere decir que existe un número Á > O 
tal que para toda t e B 

dist(g1,,(x),M) :s; Cexp(-Át)dist(x,M), t >0. 

Supongamos también que todas las trayectorias de los campos v(x,µ) pueden 
prolongarse sin cotas y que la divergencia de 11 está uniformemente acotada. 
Entonces, para cada N < oo existe un número k < oo tal que paro cada 
familia u(x,µ) N-plana en M de campos vectoriales diferenciables en R" x 
RP, la ecuación 

[v(x, µ), h(x)] = u(x, µ) 

tiene una solución h(x) k-diferenciable con k-jet nulo en M. 

En nuestro caso, la variedad invariante es el plano coordenado R"+ la 
familia de campos v(x,t,T) = F(x,t) + Tw+(x,t) y u(x,t) = üí+(x,t). Las 
otras hipótesis se satisfacen debido a que la familia F + TÜI+ es lineal fuera 
de un conjunto compacto. 

Es importante observar lo siguiente : 

1 . J éJh • 8(F + TÜI+) 
F+Tw+,h = 8( )(F+Tw+)- 8( ) h x,t,T x,t,T 
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8h lJh {}h • 8(F + rw+) • = (-
8 
,-

8 
,-{} )(F+rw+,0,0)-( 8( ) ,w+)(h,0,0) :z t: r x, t: • 

8h(F • ) 8(F+n»+)h = 8z + TW+ - IJz • 

Esto quiere decir que sacar las parciales respecto a todas las variables es 
equivalente a sacarlas respecto a la variable z, o dicho de otra manera, el 
campo h es el mismo para toda t: y toda r. 

Demostración : 
La ecuación homológica (v, h) = u es igual a la siguiente ecuación 

lJh lJv 
-v--h=u. 
8x lJx 

(5.21) 

El término ~v(z) es igual a f.h(gv1{z}) li=o . Esto se sigue de desarrollar 
g1.,(z) en serie de Taylor alrededor de t =O. Denotaremos a fch(gv1{z)) 11 .. 0 

por h{y). 
La ecuación (5.21) la podemos escribir como sigue: 

(5.22) 

Observemos que esta última expresión es una ecuación lineal y no homogénea, 
lo cual implica que la solución está dada por h(11) = X(11)-C(11), donde X(11) 
satisface la ecuación homogénea : 

d lJv 
dth{g1u(:i:))- 8xh(g',,(x)) =O. 

A dicha ecuación se le llama ecuación de primera variación y la solución está 
dada por: 

X(:c,t) = !g1,,(:c) con condición inicialX(x,O) =Id E an. 

(Ver (ARN2)). 
Si derivamos h y sustituimos en ésta la expresión (5.22) obtenemos 

dh _ 8v h = XdC. 
dt ax dt 
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Esto es, .Xf =u. Más ad~lante se verá que el determinante de X es distinto 
de cero, lo cual la hace invertible en una vecindad del origen. Así, f,C(z,t) = 
x-1(g.,'(:z:))u(g11'(z)). Esto es, 

C(z,t) = 1: x-1(9."(:r:))u(g/(z))dT. 

es una solución que satisface la condición inicial C(:r:, t0 ) =O. 

h(:r:,0) =/di.º x-1(g.,"(:r:))u(g11"(z})dT. 
to 

Por lo tanto, 

h(z) = 1º x-1(g11"(:z:})u(g/(z})dT 

'º 
V:r:eM• 

y h(z) =o, para todo z e M. 
Ahora nos interesa hacer tender t0 a infinito para demostrar la diferencia

bilidad del campo h y lo podemos hacer sin dificultades ya que las trayecto
rias se pueden prolongar sin cotas. Por lo tanto, para la familia que estamos 
trabajando tenemos la expresión 

h(:r:) = -1"° x-1 (9.,"(z))w+(g.,"(:r:))dT V:r: € M• (5.23) 

h(z) = O, para todo :r: E M. (5.24) 

Sólo resta probar que h es diferenciable lo cual haremos sólo para la familia 
en cuestión F + TÜI+· Consideremos las siguientes afirmaciones: 

l. La función tii+ decae con una tasa exponencial cuando el punto tiende a 
la variedad invariante M = Rn+, 

11 Dr "üi+ 11:5 Co(a) · dist(x, M)r.!f;;r 

Esto se debe a que cualquier función N plana en un conjunto es menor que 
cualquier función exponencial por alguna constante. También tenemos la 
siguiente desigualdad por la estabilidad exponencial, 

11 Dr'"w+ o g1.,(x) 11:5 Co(a) · dist(g\(z), M)N-1<>1, 

11 Dr'"w+ og\(x) 11:5 C(a)exp(-,\(~ -1 a l)t)díst(.x,M) 1a1:5 ~· 
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2. La norma del operador X(z, t) está acotada. por una función exponencial 

11 X(z, t) 11:5 C1(z)exp(rt), r >O. 

Para demostrar tal desigualdad, el operador X(z,t) lo vamos a ver como una 
función de Rn a R 2n con la norma euclideana. Definimos k(t) = lnrª(t), 
donde r(t) =11X(z,t)11 · 

f = ";{- :5 M, donde Mes una constante positiva tal que 11 f; 11:5 M. 
Integrando la ecuación que derivamos, In ;;¡\?1 :5 2M(t - to). Por lo tanto 
obtenemos 11 X(z, t) 11:511 X(z, to) 11 exp(M(t - to)). Como en el espacio 
euclideano todas las normas son equivalentes, entonces usando la norma 

11X(z,t)11= sup{X(z,t)(y) :ll 11ll=1} 

tenemos la igualdad deseada. 

3. El determinante de X(z, t) decrece no más rápido que una función expo
nencial 

detX(z,t) ~ C2(z)exp(-st). 

Esto implica que dicho operador es invertible. Esto se debe a que la divergen
cia de v está uniformemente acotada, al teorema de Liouville (ver [ARN2)) 
y al teorema del valor medio para integrales. 

4. De las afirmaciones 2 y 3 se sigue que la norma del operador inversa no 
incrementa más rápido que una función exponencial,es decir, 

11x-1(z,t)11:5 C3exp(bt). 

Estas afirmaciones demuestran que el integrando de la ecuación (5.23). 

IV .Normalización del sistema factor. 
Ahora demostraremos que el sistema factor es finito-diferenciable equiva

lente a un campo vectorial p'blinomial. 

Lema: 
Sea x = /(z,E), z E (R,O), E E (RP,O), una familia N diferenciable de 
campos vectoriales unidimensionales la cual es una deformación de un germen 
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de un campo vectorial ( x" + · · ·) !, . Entonces existe un número k = k( N) tal 
que la familia antes mencionada es c•-equivalente a la familia polinomial . 

211-1 

z = E a;(f)x;, 
i:O 

En la demostración utilizaremos el teorema de división (ver (AGV) y (LAS)) 
y el de preparación de Weierstrass (ver (ORO)) y como estamos estudiando 
campos de diferenciabilidad finita, entonces dichos teoremas los enunciaremos 
para el caso finito diferenciable. 

Demostración del lema : 
Teorema de división. 

Sea D( x, f) una función diferenciable que tiene un cero de orden v respecto 
a x en f = O (D(x,O) = x" + · · ·). Cualquier función g suficientemente 
difrenciable puede entonces ser escrita en la forma 

v-1 

g(x,E) = q(x, f)D(x,E) +E ..\;(E)xi, 
i=O 

donde el cociente q( ·, ·) y los coeficientes ..\;( ·) del residuo son funciones cuya 
diferenciabilidad depende de la de f. Si la suavidad de g aumenta entonces 
la de éstos también. 

Teorema de preparación de Weierstrass. 
Del teorema de división podemos deducir para una función suficientemen

te diferendable /(x,E) tal que /(x,O) = x" +···puede ser escrita como 

" 
/(x,E) = Q(x,t) ·E ..\;(t)x;, 

i=O 

donde..\., = 1 y Q(O,O) i= O. La suavidad de Q, que es invertible, y de los 
coeficientes ..\¡ depende de la de /. 

Como /(x,O) = x" +···entonces aplicamos el teorema de preparación y 
obtenemos J(x,t) = Q(x,t)E~=0 ..\;(t)xi. Como Q(O,O) 'f: O, Q(O,O) es una 
constante distinta de cero. Supongamos que dicha constante es e, entonces, 
f(x,O) =(e+ C¡X +···)(..\o+ ..\¡x + · · · + ..\.,x"). 
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Por lo tanto, A0 = .A1 = · · · = A.,_1 =O y cA., = 1, es decir, P.,(z,t) = 
Er..,0 A1(t)z1 tiene un cero de orden 11 para E= O. Así, podemos utilizar·el 
t.eorema de división para la función Q, la cual escribimos como 

¡,-J 

Q(z,E) = q(z,E)P.,(z,t:)+ EA¡(E}z'. 
imll 

Si sustituimos Q en / concluimos que 

Esto es, 

.. -1 

/(z,t) = q(x,t)P.,2(x,t) +P.,· E .A¡(E)z•. 
i=O 

donde R2.,_1 es un polinomio de grado 211 - 1 en las variables x y E. 

(5.25) 

Ahora vamos a eliminar la función q • P., 2 y lo haremos demostrando por 
medio del método homotópico que la familia (5.25) es c•-equivalente a la 
familia polinomial 

(5.26) 

Relacionamos las familias (5.25) y (5.26) por medio de una homotopía, 

(5.27) 

Recordemos por la proposición 5.1.1 que la equivalencia de las familias (5.25) 
y (5.26) puede ser probada. resolviendo la ecuación· homológica, la cual, en 
nuestro caso es 

(5.28) 

Denotemos por F(x,t, T) a la familia (5.27), entonces la ecuación homológica 
se reduce a F'h - h'F = q ·IV. 

Primero resolveremos la ecuación homogénea F'h1 - h1' F =O. Haciendo 
unos cálculos tenemos que la solución de dicha ecuación está dada por 

h1(xo) 
h1(z) = F(zo) F(x). 
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La .solución de la ecuación homológica está dada como h = h1g. Si calculamos 
la derivada de h, la sustituimos en la ecuación homológica y utilizamOll que 
h1 satisface una ecuación homogénea, obtenemos g'h1F = -qP.,2

• 

·Esto implica que kg'F2 = -qP.,2• Reescribamos F como sigue: 

F = /- qP.,2 + rqP.,2 = /- (l - r)qP.,2 = /-µqP., 2
• 

Finalmente tenemos que F = (Q - µqP., 2)P., la cual escribimos como F = 
QP., , donde Q = Q - µqP., 2 es una función invertible respecto a z para toda 
µe [0,1) y toda te (R",0). 

Así, g' = -hP11
2F-2 , es decir, 

1 . 1 - -2 g = -¡qQ 

El lado derecho de esta ecuación es una funcion finito-diferenciable cuya dife
renciabilidad incrementa conforme la de / aumenta. Así, existe una solución 
k diferenciable con condición inicial g(O, t, T) = O. Por lo tanto, la solución h 
requerida es h(z) = kF(z)g(z), con lo cual queda probado el lema. 

Aplicando la proposición 5.1.1 a la ecuación homológica (5.28), encon
tramos que las familias F + tii+ y F son Ck equivalentes en una vecindad del 
origen y haciendo uso recursivo del método homotópico concluimos que las 
familias F + tii y F + tii+ lo son también. Por transitividad, F y F + ÚI son 
Ck equivalentes. Lo que demuestra los teoremas 5.1.1 y 5.1.2. 

La proposición puede generalizarse para N = oo. De hecho, los argumen
tos anteriores indican que la integral(5.23) puede ser derivada el número de 
veces que se desee si la parte derecha de la ecuación (5.17) tiene un oo-jet 
nulo en todos los puntos de M. Con ésto hemos demostrado la siguiente 
proposición 

Proposición 5.1.3 
Bajo las mismas hipótesis de la proposicion 5.1.2 , la ecuación homológica, 
cuyo lado derecho es infinitamente plano en todos los puntos de M, tiene una 
solución infinitamente diferenciable y plana en M. 

Recordemos que en el capítulo anterior mencionamos el teorema de Chen 
cuya demostración quedo inconclusa debido a que había que eliminar una 
función plana en el origen. Ahora ya podemos dar la demostración completa 
recurriendo al método homotópico. 
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TEPREMA &.1.a (Chen) 
El germen de un campo vectorial hiperbólico 11 no resonante en el origen. es 
c00 ~equivalente a BU parte lineal. En general, cualesquiera dos gérmenes-de. 
ca"'pos vectoriales hiperbólicos que difieren por una discrepancia plana en el 
origen son C 00 -equivalentes (ver [WIL] y [fJHEN]). 

La primera conclusión de dicho teorema se sigue de la linealización formal 
del germen no resonante y del teorema de Borel de una extensión de IÍna 
serie formal a una función infinitamente diferenciable. 

La segunda conclusión se sigue casi verbalmente de las demostraciones de 
los teoremas 5.1.1 y 5.1.2, usando la proposición anterior para este teorema. 

V.Aplicaciones. 
Ahora analizaremos dos aplicaciones de uno de los teoremas que acabamos 

de demostrar. 

Definición &.1.8 
Una curva Jase / 1 de un campo vectorial dif erenciable es llamada una trayec
toria homoclínica u órbita homoclínica de un punto singular p si cuando 
t -+ oo y t -+ -oo la curva se aprozima a p. 

l. Teorema de Shilnikov. 
Dado el campo vectorial v(z) = Az + /(z), z E an con una singula

ridad tipo silla en el origen, con un conjunto de valores propios reales no 
resonante -~ < -µ < O < 11 y con una órbita homoclínica, entonces, en 
toda bifurcación del campo se genera un ciclo límite apartir de la trayectoria 
homoclínica. 

Primero estudiaremos el comportamiento del campo inicial v. La trans
formación de Poincaré /:::;. a lo largo de la trayectoria homoclínica se expresa 
como la composición de dos transformaciones, una asociada al punto silla 
t::;.•in11 y otra a lo largo de la parte regular de la trayectoria t::;.re11, es decir, 
/:::;. = f:!.r<llb,.•in11, 

La dificultad realmente s~ halla al estudiar /:::;. •in11. Para su estudio, recur
rimos al teorema 5.1.1 de formas normales diferenciables, el cual nos dice que 
dada una familia de gérmenes de campos vectoriales en R" definida por el 
siguiente sistema 

x = A(E)z + /(z,t), A(O) =A 
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con una colección de val~res propios de la matriz A no resonante en un 
punto singular hiperbólico p = O, entonces, para cada natural k existe una 
vecindad U en el espacio de parámetros tal que para cada t: E U el campo 
A{t:)z+ /(z, t:) es e• equivalente a BU parte lineal A(t:)z en la misma vecindad 
del origen del espacio fase. Tal cambio depende del parámetro t:. 

La transformación de correspondencia para t: = O del campo lineal es 

:i = -.b, j¡ = -µ11, .i = 11z. 

La imagen del rectángulo R,. = {(z,11,z) :l 11I~1; z E (O,h), :z: = l}, bajo 
el flujo fase del sistema es un "triángulo" como se muestra en la figura 5.i 

t. 

X 

Observemos que la base del triángulo imagen depende' de h y de <T = 
-µ + 11, ya que la altura de dicho triángulo es H = hª, donde a = ~· 
Si <T < O entonces a > 1 y si <T > O, a· < l. Así, la trasnformación de 
correspondencia está definida por la expresión 

t:::i.•ino: (l,11,z)-+ (11z"'",zª,l). 

Sea h << l. Si <T <O entonces tenemos que H << h y para <T >O, H >>h. 
La transformación regular en realidad no es problema ya que podemos 

usar el teorema de rectificación y así la imagen del triángulo bajo.su flujo no 
varía mucho. 

Como t: varía muy poco, entonces el rectángulo Rh bajo la composición 
t:::i., = t:::i./•' t:::i. •in11 se transforma en otro como se muestra enseguida 

75 



----- No hay puntos fijos 

--s;:}- ya que se translada hacia abajo el triángulo. 

----- En este caso es claro que la óbita homoclínic& 

SZ es el punto fijo. 

----- Aquí, por el teorema de Brauer podemos 

'\1 observar que hay un punto fijo. 

t<Oya»O 

--f=/-- En este caso existe un punto fijo·ya que un lado 

--t¡-- se expande y el otro se contrae. 

t=Opa»O 
La órbita homoclínica es el punto fijo. 

t >ºV <T > º 
No hay puntos fijos. 

Consideremos el caso t > O y u < O. La transformación 6. •in11 la podemos 
escribir como sigue 

t:,.•ing : (y, z) -+ (yz"'", zª). 
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La matriz jacobiana de dicha transformación es 

( ~~:
0

~-:_1 zºi: ) 

Para a > 1 dicha matriz tiene norma tan pequeña como se desee si z 
es suficientemente pequeña. Por otra parte, la norma de la trasformación 
derivada Dt:./"11 está acotada para todos los valores del parámetro. 

Terminamos con el caso E < O y <$ > O el cual se resuelve con el siguiente 

Ejercicio: 
Sea f : 71'¡ - 71'2 una función del rectángulo 71'1 en el rectángulo ,.-2• El 

comportamiento de la función consiste en encoger 5 veces el rectángulo "'1 
hacia el centro y después al conjunto resultante expanderlo 5 veces a lo largo 
de "'2· 

Observemos que para calcular ¡3(11'1) tenemos que fijarnos en la inter-
sección /(71'1) n 71'¡ para aplicar de nuevo la función al conjunto /(,.-1) . 

.... ..... 

'TI, 
TI', 

Figura 5.2 Dominio de J Figura 5.3 Imagen de 71'¡ 

Si continuamos el proceso obtenemos que lim,._00 ¡n(ll'1) es una recta 
vertical contenida en 71'1 n 71'2• Lo que demuestra el teorema. 

11. Esta aplicación consiste en un modelo de un sistema dinámico continuo 
en el cual aparece una órbita homoclínica en R3

• 
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Considerem~ un campo vectorial v(z) = Az + f(z) en R 3 el cual tiene al 
origen como punto singular y una órbita homoclínica correspondiente a este 
punto. 
· Supongamos que la matriz de la parte lineal del campo en el punto sin
gular tiene dos valores propios conjugados complejos con parte real negativa 
a y un valor propio real positivo µ. 

Teorema. 
Sea o+ p. > O y V.(z) = A(E)z + f(z,E) una familia monoparamétrica 
de campos vectoriales diferenciables tal que Vo = v. Entonces, cada campo 
vectorial de la familia V. tiene un conjunto numerable de órbitas periódicas. 

Sólo haremos un bosquejo de la demostración. Para E suficientemente 
pequeña, ~(E) = o(t) + i/l(t.) y µ(t.) 10n tales que o(t.) < O, µ(t.) > O y 
o(t.) +µ(t.) >O. 

Así, podemos aplicar el teorema de formas normales diferenciables a nues
tra familia V., el cual la hace C" equivalente a la familia lineal 

z = A(t)z. 

Definimos el primer retorno como la imagen bajo el flujo del campo V. de 
una pequeña sección transversal a la órbita homoclínica. El n-ésimo retorno 
eerá la imagen bajo el flujo del (n-1)-ésimo retorno. 

Sin pérdida de generalidad podemos analizar el primer retorno bajo el 
campo Vo = v ya que para t.:/: O el análisis es similar. Demostraremos que 
en el primer retorno 6. asociado a la órbita homoclínica aparece un número 
finito de herraduras de Smale. La presencia de al menos una herradura genera 
un conjunto numerable de órbitas periódicas. 

Este primer retorno correspondiente lo expresamos como composición de 
dos transformaciones 6., = 6., o 6.. donde 6.. corresponde a la parte de las 
trayectorias que pasan cerca del punto singular y 6., corresponde a la parte 
de las trayectorias que pasan lejos del origen. 

Sea E la transversal al flujo del campo definida definida por un pequeño 
rectángulo de altura h el cual está contenido en el cilindro 

{(z,u): lzl = l,z E C} 

y cuya base está en el plano u = O. La base del rectángulo (esto es, cuando 
u = O) es transformada por el flujo del campo de la familia lineal para t.o 
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en una espiral llena y la imagen de E bajo el mapeo H, : E -t E., donde 
E1 = {(z,u): u= 1}, es también una espiral llena acotada por 1 z I= h-ª'"· 
De hecho, la solución a través del punto (z, h) e E del sistema tiene la forma 
~(.t) =. (zexp(At), hexp(µt)) entonces, para t = µ- 1 ln(l/h) obtenemos que 
'(µ-1ln(l/h)) = (h-ª'",l) e E y 1 zexp(At) I= h-ª'"· Finalmente como 
o+ p >O,-¡< 1 y sih << 1, entonces h << hª'" <<l. 

mA TESIS 111 .. 
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