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INTRODUCCION 

La probabll/dad proporciona un modo de medir la Incertidumbre que existe en muchos 
problemas de dlstlnla lndole. Los modelos probablffstlcos son el rundamenlo de la mayor parte de Ja 
estadística, por lo que no sólo es necesario un conocimiento de la probabilidad en si, sino también es 
necesaria esta teorla para una comprensión adecuada de los métodos estadlsticos que son hoy en día 
casi indispensables. 

En los programas de ensenanza básica y media superior se han Incorporado temas de 
probabll/dad y estadística, pero todavla no se ha resuelto satlsractorlamente el problema didáctico. 
Existen problemas de orden conceptual, psicológico, sociológico y curricular en tomo a la ensenanza y 
al aprendizaje de la probabll/dad. Los alumnos tienen ciertas Intuiciones creadas por el ambiente en el 
cual se desarrollan. Estas Intuiciones son elementales y muchas veces erróneas. El objetivo principal de 
la ensenanza, es ayudar al alumno a eliminar estos errores y adquirir conocimientos claros que le 
ayuden en su formación personal y le permitan acceder a estudios profesionales. Para lograr este 
objetivo se necesitan llevar a cabo Investigaciones de orden conceptual, psicológico y pedagógico, 
sobre las leerlas probabilísticas y la construccl_ón de Jos conceptos. 

Este trabajo tiene como objetivo principal describir las Jnluiciones y Jos conoclmlenlos que 
parecen tener Jos alumnos entre 11 y 16 anos en una escuela mexicana. De tal modo que en el primer 
cap/lulo de este trabajo se plantea los anlecedenles, Ja Importancia, el alcance y Jos límilaclones del 
problema anlerior. 

En el segundo capllulo se presenla una breve lnlroducclón sobre la probablildad en la educación 
y sus dlstlnlas teorías, y fa enseftanza de la probabilidad en Ja escuela mexicana escogida pera el 
estudio. Además en este capítulo se resumen las principales Investigaciones hechas, sobre /a 
adquisición cie conceplos probabilísticos por nlftos o por alumnos, por PiageU/nhelder, F/schbein, 
Kahemanrrverky/Slovlc y Green . 

En el tercer capftuio, se hace el estudio de caso, en una escuela mexicana, aplicando 
prtmeramenle el test de Green sobre conceplos de azar y probabllidad, a alumnos desde la edad de 11 
a 16 anos. Se hace un análisis de los resu/lados obtenidos (analls/s en porcenlaje por pregunta), y se 
planlean cualro hlpolesls relacionando las variables conocimientos probabilísticos (medido por el test 
anlerlor), edad, afto escolar, calificación de matemállcas y sexo. 

En el cuarto capltulo se enuncian les conclusiones del eslud/o. 



CAPITULO 1. MARCO CONCEPTUAL. 

1.1 Antecedentes del problema. 

La Incertidumbre está presente en nuestra vida diana social o profesional, y es una 
caracterlstlca de la naluraleza. Sin embargo el tema de probabllldad no se Incluía sino hasta el último 
ano de la enseñanza medio-superior (tercer año de preparatoria). Con la lnlroducclón de la matemática 
moderna, los temas probablllstlcos se fueron incorporando poco a poco, hasta incluirse en la primaria. 

Por lo general los libros de texto, Introducen al alumno a este tema, en una primera etapa, vla el 
estudio de permutaciones y combinaciones, que lleva a la resolución de problemas combinatorios, más 
que al aprendizaje y la en!eftanza del concepto de azar y de los fenómenos aleatorios. 

En una segunda etapa, la probabllldad es una teorla abstracta que satisface determinados 
axiomas, obteniendo resultados teóricos mediante deducciones lógicas. Generalmente se establece una 
separación enlre el mundo conceptual y el mundo físico, del cual surgen los axiomas y al cual se aplican 
los axiomas. Consecuencia da esto es que la gran mayorla de los alumnos no logran reconocer ni 
entender los fenómenos aleatorios, ni manejar el modelo probablllstlco matemático. 

Las razones para esta falla del proceso de enseñanza aprendizaje podrían ser entre muchas 
otras, las siguientes: 

·Razones históricas. 
Fue Laplace el primero en definir la noción de probabilidad con rigor matemático, según se ella 

en el libro Ensayo filosófico sobre las probabilidades de 1814, como la proporción del número do casos 
favorables, al número de casos posibles, siempre que todos los resullados fuesen Igualmente probables. 
De acuendo a esta definición, el cálculo de la probabilidad de los sucesos se reduce a problemas de 
análisis combinatorio. 

La teoría matemática de Kolmogorov surgió como consecuencia de las restricciones que el 
concepto clásico anterior impone sobre la equlprobabilldad de los sucesos, y fa finitud del espacio 
muestra! correspondlente,(Foundatlons of Theory of Probabllity de 1933). Esta teoria no sólo conecta la 
probabllldad con ta corriente mRtemátlca moderna, de suma Importancia, sino que logra hacer de la 
probabilidad una teorla unificadora y general. Obviamente esto hace que la materia de estudio se centre 
en teoria de conjuntos y sea sumamente abstracta para el alumno. 

• Razones psicológicas. 
Los estudios de Plaget (La genésc de l'ldée de hasand chez l'enfant de 1951) sobre el azar, dan 

mucha importancia a la noción de probabilidad en su sentido clásico laplaclano, y muestran que es 
necesario el requisito de sistemas de operaciones y un pensamiento lógico para la adquisición de la 
noción de probabllldad. 

Para Plaget y sus seguidores, la enser1anza de la materia es del tipo formal y debe hacerse 
hasta el periodo de las operaciones formales es decir después de los 11 años de edad. 

• Razones curriculares. 
En la escuela existe una tendencia a relegar el tema de probabilidad. Se dan prioridad en el 

currlculum a los temas de geometrla, álgebra, cálculo y hasta esladistlca. Asl la probabllldad es un tema 
que se estudia como algo desligado del resto del currlculum de matemáticas. 

Es una realidad que en la escuela se le da poca importancia al desarrollo de los aspectos 
generales e intuitivos del tema de la probabllldad tan necesarios para que el alumno construya 
apropladamenle un conocimiento probabillstlco, es decir que el alumno reconozca y entienda los 
fenómenos alealorios. 

Ahora bien, estudios más recientes como los de Flschbeln ( The lntultlve sources of probablllstlc 
thlnklng in chlldren de 1975) han mostrado la capacidad de los nlnos incluso desde preescolar de 
procesar información probabilística de un modo significativo y útil, y los efectos poslllvos de la 
Instrucción sobre este tema. 



Las Investigaciones llevadas a cabo mediante encuestas, a alumnos universitarios, por 
Kahneman (Judgement under uncertalnly en 1962), muestran que la mayorla de óichos alumnos tienen 
un conocimiento escaso o nulo sobre las nociones probablllslicas Mslcas, aún después de haber 
cursado uno o más cursos sobre el tema. En estos trabajos se ponen de manifiesto, errores sistemáticos 
profundamente arraigados en su lnlulclón probablllstica (reprasentatlvldad, disponiblildad). Se hace 
evidente que una mera exposición de la leorla matemática de probabilidad no es suficiente para corregir 
dichos sesgos y que éstos pueden dificullar la asimilación de conceptos formales. 

Mas recientemente Green (Probability Concepts In School Puplls aged 11-16 years en 1982), 
realizó y aplicó un test de Conceptos de Probablildad, test de opción múltiple, a casi 3000 alumnos de 
escuelas Inglesas entre 11 y 16 anos de edad para muestrear las Intuiciones de azar y probabilidad que 
estos poseen. En la elaboración del test Green retomó los puntos esenciales de los trabajos de Plagal, 
de Flschbeln, de Kanheman y otros. El objetivo del trabajo de Green fue establecer patrones de 
desarrollo de conceptos de probabilidad y relacionarlos con olros conceptos matemáticos, e Investigar 
las repuestas de los alumnos a los ilems de probabilidad de otros tests estandarizados. 

Los resultados de este trabajo fueron los siguientes: 
-las preguntas de probablildad no son de las más dlflciles en matemáticas. 
-los nlnos responden mejor que las ntnas a los items de probabilidad. 
-a mayor edad se resuelven mejor los ltems de probabilidad exceplo en algunas preguntas. 
-los ltems que requieren de operaciones de conleo son mejor resuellos que los que requieren de 
operaciones de cociente. 
-tos problemas que requieren de una comprensión del azar, de estabilidad de frecuencias y de Inferencia 
fueron deficlentemente resueltos, con poca evidencia de mejora con la edad. 
-fueron muy pocos los alumnos que contestaron el item de combinatoria en su forma más general. 
-el uso correcto del lenguaje probabllfstlco es deficiente. 
-la calificación del test sobre conceptos de probabilidad aumenta a mayor la edad y a mejor el nivel 
Intelectual. 

Los resultados de este trabajo muestran que hay deficiencias en los conocimientos de los · 
alumnos sobre el tema y hace constar que existe una gran necesidad para una actividad práctica, desde 
una temprana edad, para lograr constnilr el bagaje Intuitivo, necesano para una comprensión adecuada 
del tema. 

Inspirada en este trabajo mi objetivo fue utilizar el test de Conceptos de Probabilidad de Green 
para Indagar los conocimientos de probabilidad en los alumnos de ensenanza básica y r.1edla-supenor, 
de una escuela mexicana. 

1.2 Importancia del problema. 

Aunque la ciencia hoy en dla reconoce la imporlancla del tema de la probabllldad, y trata de 
afrontarlo e Incorporarlo , parece ser que en el ámbito educativo el probfema no está resuello tOdavla. 
En los nuevos programas hay una tendencia a eliminar el lema otra vez de la primaria. Parecerla que el 
problema que se plantea es el de Incluir o no el tema de probabilidad en el cuniculo de matemtillc.as, 
cuando el problema deberla de ser de orden didáctico, es decir, ¿cómo organizar el correspondlenh> 
proceso de ensenanza-aprendlzaje, de tal forma que sea posible el desarrollo de Intuiciones 
probabllistlcas acertadas en el perlado de ensenanza de 6 a 16 anos? 

Sabemos que hace falta mucha lnvesllgación sobre esle tema de las matemáticas, que nos 
permita dar respuesta a las muchas preguntas que se puede uno plantear, como por ejemplo: 
-¿Los temas que se dan actualmente son suficientes para que el alumno adquiera un conocimiento 
básico que le ayude en su desarrollo personal, profesional, y le dé las bases para estudios superiores y 
universitarios? 
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-¿Los alumnos poseen sesgos y creencias erróneas croadas por el ambiente social en el que viven? 

-¿Porqué estos sesgos subsisten aun después de tomar varios cursos de probabilidad? 

-¿Cómo organizar Ja ensenanza de Ja probabll\dad? 

Obviamente el presente trabajo no pretende dar respuesta a estas preguntas, sino describir el 
nivel de conocimientos de Jos alumnos en una escuela mexicana en particular. 

1.3 Planteamiento del problema 

El objellvo del presente trabajo es describir, los conocimientos, las Intuiciones y algunos errores 
sobre probabilidad, uqe tienen los alumnos de 11 a 16 a1fos de edad, en una escuela mexicana, con un 
sistema de ensenanza tradicional, con el programa de es1udlos de la SEP vigente en el ano escolar 
1992-1993, utilizando el test de Conceptos Probablllslicos elaborado por Green. 

1.4 Alcance y llmltes del problema 

El test se aplicó en una escuela voluntaria, que abarca desde el nivel pre-escolar hasta la 
secundaria, y que sigue los programas de estudio de la SEP. Es una escuela mixta, de tipo tradlclonal, 
tri-llngOe (espaílol, francés, Inglés). Al finalizar Ja secundaria los alumnos tienen dos opciones se 
Jncriben en cualquler arra preparaloria o se Incorporan directamente a la preparatoria del sistema de 
ensenanza francés siempre y cuando tfomlnen el idioma. En caso contrario se ven obligados a 
Inscribirse en el curso especial, ano en el que sólo cursan dos materias francés y matemáticas. 
Despues de este ano escolar, Jos alumnos cursan los tres anos de preparatoria. 

Básicamente podemos decir que los alumnos de 5° ano de primaria tienen 11 anos de edad, los 
alumnos de 6' ano de primaria tienen 12 a1.os de edad y asl sucesivamente. Entonces Jos alumnos de 3' 
de secundarla tienen 15 anos de edad. Dado que nos Interesa cubrir una población de alumnos de 11 a 
16 anos de edad encuestamos a Jos alumnos del curso especia! los que casi en su mayorla tienen 16 
anos de edad, pero no son todos Jos egresados del 3' ano de secundarla. 

Los programas de estudio vigentes de Ja SEP, Incluyen los temas de probabllldad en sexto de 
primaria, ven primero, segundo y tercero de secundarla. 
Los alumnos de todos los anos, excep!o los alumnos do sexto, declararor, acurdarse poco del tema, 
esto se debe a que el tema de probabilidad en sexto se ve a lo largo del ano. En Jos tres anos de 
secundaria el tema siempre se estudia en la última semana del ciclo escolar. En el curso especial no se 
estudia expllcltamente ningún tema de probabilidad. 

La población estudiada fue de 144 alumnos de Jos cuales tenemos: 
- 18 alumnos des• de primaria 
• 19 alumnos de 6' de primaria 
• 35 alumnos de 1' de secundaria 
• 27 alumnos de 2' de secundarla 
• 29 alumnos de 3' de secundaria 
• 16 alumnos de curso especial 

de tal forma que fueron: 
• 23 alumnos de 11 anos 
- 16 alumnos de 12 anos 
- 37 alumnos de 13 anos 
- 23 alumnos,de 14 anos 
- 32 alumnos de 15 anos 
-13 alumnos de 16 anos 



de los cuales tenernos: 
- 67 mujeres 
-77 hombres 

Los 18 alumnos de 5° ano de primaria llenen 11 anos de edad. De los 16 alumnos del curso 
especial , dos llenen 17 anos de edad y los otros tienen 16 anos de edad. En los otros anos escolares las 
edades se mezclan un poco pero básicamente podemos decir que a cada ano escolar coresponde una 
edad ( 5º-11, 6'-12 , 1º-13 , 2°-14, 3º-15, C.E.-16 ), por lo que podernos Inferir que a mayor ano escolar 
mayor edad. 

El análisis de los resultados del test se presenta en una primera parte, similar al trabajo de 
Green, es decir, en tablas de respuestas correctas, en porcentajes, por ano escolar y por pregunta; luego 
se hace un análisis estadlstlco de estos porcentajes para Investigar el posible efecto del sexo, de la 
edad y de la calificación de matemáticas (únicos datos con los que se cuenta). 

El estudio se hizo en la primera quincena del mes de junio de 1993, y las calificaciones en 
matemáticas de los alumnos son las que obtuvieron al final del curso, dado que el ano escolar tennlnó a 
finales de ese mismo mes. 

Es preciso aclarar que el presente trabajo no pretende comparar resultados con los de Green, 
puesto que las condiciones de la investigación fueron diferentes en muchos aspectos, y no se contó con 
toda la Información que él manejó, ni tampoco generalizar éstos al sistema educativo mexicano, ya que 
la población que se estudió no es represenlallva de éste. 

El test se aplicó a todos los alumnos de esta escuela. Es decir de 5° de primaria se aplicó el test 
a todos los alumnos de 11 años, se aplicó el test a todos los alumnos de 6° de primaria, de 1°, de 2", de 
3° de secundaria y a todos los alumnos de un salón del curso especial. Por lo que no tenemos una 
muestra, sino una población, a la que deseamos describir. En base a los resultados obtenidos sobre esta 
población en particular, se desea dar respuesta, a les siguientes preguntas: 

¿ Los alumnos adquieren los conoclmlenlos probabilfstlcos béslcos necesarios para Iniciar una 
educación matemática en este tema? 

¿Tienen los nii\os un mejor desempeno en éste test que las niñas?. 

¿Está relacionada la calificación en matemáticas con la calificación del test? 

¿Qué variables son más significativas con la variable conocimientos· probabilfstlcos, edad, ano escolar o 
calificación en matemáticas? 
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO. 

2.1 La probabilidad en la educación. 

Cuando se quiere ensenar probabilidad, hay necesidad de estudiar el lema, desde el punlo de 
vista matemático, estadístico, filosófico y pedagógico. Los matemáticos, los estadistas, íos filósofos y los 
pedagogos hacen cosas diferentes con respecto a la teoría de la probabilidad. Los matemáticos 
desarrollan un cuerpo conceptual, los estadísticos aplican el trabajo de los matemáticos, íos filósofos 
refiexionan sobre el trabajo hecho. Los pedagogos tratan de lograr que el alumno conslruya 
apropiadamente un conocimiento sobre el tema, puesto que el objetivo principar de la enseftanza de la 
probabilidad debe ser lograr que el alumno reconozca y entienda los fenómenos aleatorios,y comprenda 
y maneje el modelo matemático probabillstlco. 

Como cualquier otro vocablo importante, la probabilidad tiene muchos matices de significación y 
admite variedad de usos. Un estudio de los ténmlnos utilizados en el lenguaje ordinario, a través de los 
diccionarios de uso comente , revela qJe el azar y Ja incertidumbre se aprecian como cualidades 
graduares. Entre Jo cierto o lo seguro y lo imposible, está lo probable, ténmíno que define M. Moiiner 
(1983) como: "se dice de lo que, en opinión del que habla, es más fácil que ocurra que deje de ocurrir", 

Para expresar estas tres circunstancias (imposible, probable, seguro), existen una gran variedad de 
ténmínos. Así, por ejemplo un suceso que es probable (es probable que llueva) se puede expresar con 
Jos adjetivos: posible (es posible que llueva), previsible (es previsible que maftana llueva), factibíe (es 
factible que llueva). Estos ténminos funcionan en el lenguaje ordinario como operadores modaíes, esto 
es, podemos afinmar un cierto enunciado rotundamente, compromatléndonos categóricamente con su 
verdad, o podemos afinmarlo gradualmente. Los enunciados: "lloverá manana" o "probablemente lloverá 
maftana" describen Ja misma realidad. La diferencia estriba en eí modo de afinmación: el primero es 
categórico, incondicional y el segundo es graduar y cauteloso. 
El ténmlno probabilidad, se puede definir como "cualidad de probable o circunstancia de ser probable 
una cosa": 

"La probabilidad de su hallazgo es cada vez menor". 
"Hay probabilidad de encontrarlo". 

La mayor o menor probabilidad de ocurrencia de un suceso, puede graduarse de cantidad o número: 
"Hay algo de probabiíidad que se marche". 

"Algo• puede ser sustituido por alguna, muchas, pocas, grandes, ... 
Otras veces especialmente en el contexto de apuestas, se esiima la probabilidad mediante Ja 
comparación de posibilidades a favor y en contra de un resultado: 

"El caballo x tiene 3 posibilidades contra 1 de ser ganador". 
"Las apuestas son 5 a 1 a favor del equipo x". 

También puede Ja probabllldad ser Interpretada como "propiedad" de la persona o cosa a que afecta: 
"Tiene algunas probabilidades de colocarse". 
"La bala tiene muchas probabilidades de dar en eí blanco". 

La incertidumbre no sólo afecta a la ocurrencia de sucesos, sino que también puede afectar a la 
veracidad de las proposiciones o leyes. En castellano, la palabra verosímil (que tiene apariencia de 
verdadero) se ulliiza especialmente con dicha finalidad, aunque también se usa probable en dicho 
contexto lógico: 

"Es probable que ro que dice sea verdad". 
"Lo que dice es verosfmll". 

La variedad y riqueza de ténminos que puede encontrarse en el díc.:;Jonarlo para expresar Jo. 
incierto o verosímil, es exponente de fa amplítud de contextos, situaciones y matices en que estas 
características se presentan, y al mismo tiempo de Ja necesidad de proceder a un análisis más profundo. 
Los usos fonmales deí ténmino probablildad en et campo de la ciencia y Ja filosofía han llevado a definir 
de un modo cuantitativo y preciso Ja noción de probabilidad. 



Sin embargo estos esfuerzos no han crista/Izado en una única teorla, sino que han conducido a la 
formulación de distintos puntos de vista sobre Ja naturaleza de la probabilidad y sus conceptos 
asociados. A continuación revisamos brevemente diferentes teorlas que sobre ta probabilidad se han 
planteado, la teorla clasfca, las teorlas lógicas, la teorla empírica, la teorla subjetiva y la teorla fonnal. 

2.1.1 Teorla clásica de Laplace. 

El primer Intento de definir con rigor malemático la noción de probabilidad, es debido a Laplace 
en su obra Théorie Analytique des Probabilités en 1812. Laplace dio la definición que se conoce como 
clásica de probabllldad de un suceso que puede ocurrir solamente en un número finito de modalidades 
como Ja proporción del número de casos favorables al número de casos posibles, siempre que 
todos Jos resultados sean igualmente probables. 

De acuerdo con ésta definición. el cálculo de Ja probabilidad de Jos sucesos se reducla a 
problemas de análisis combinatorio. Pero Incluso en su época. esta definición se encontró Inadecuada. 
Además de ser circular y restrictiva, no ofreció respuesta a la pregunta de qué es realmente la 
probabllldad. Sólo proporcionó un método práctico de cálculo de algunos sucesos sencillos. Laplace, 
siguiendo a Bemoulli, usó el principio de razón insuficiente, que considera las alternativas como 
equlprobables en Ja ausencia de razón conocida para esperar Jo contrario. Más recientemente, para 
justificar Ja asignación de probabilidades por la regla de Laplace, ha sido fonnulado el principio de 
Indiferencia, que considera las alternativas como equlprobables cuando hay un balance de evidencia a 
favor de cada alternativa. 

La definición de Laplace supone, en el lenguaje actual de la teorla de conjuntos, que siempre es 
posible seleccionar, como espacio muestral asociado a un experimento aleatorio, un conjunto de 
sucesos elementales que satisfacen las condiciones de slmetrla que garanticen la equlprobabllldad. Pero 
la aplicación del principio da Indiferencia no es satisfactoria en general, ya que la evidencia nunca as 
perfectamente simétrica con respecto a un número de allemallvas. Es lnútll en los casos numerosos en 
que las poslbllldades a analizar no pueden lnvenlariarse en un conjunto de allematlvas simétricas. En 
todo caso, no es apropiado cuando realmente se carece de razones a favor de cada resultado o cuando 
la variable cuyo valor llene que determinarse es continua. 

La aproximación escolar tradicional hacia la probabllldad es teórica, y a priori, está basada en la 
noción de sucesos equlprobables. Se les dice a los niños que la probabllidad de obtener un 1 o un 5 en 
una tirada de dado es 1/6. De hecho, esto entra en confilcto con la experiencia que puedan tener 
jugando, por ejemplo, al parcasé, cuando a veces han debido de esperar bastante tiempo para 
comenzar a mover fichas porque no les salia el 5 requerido. Como su expe1iencia es /Imitada, pueden 
tener la Impresión de que obtener un 5 es más diflcll que obtener otros números. Esta Idea puede ser 
adquirida debido a que los juegos suelen Incorporar esta condición para empezar. El razonamiento 
matemático para superar este error y otros similares no es simple. La aproximación usada a nivel 
universitario serla tratar el problema a partir de la teorla de la medida de Kolmogorov. Claramente esta 
aproximación no puede ser utilizada con niños pequeños. Sin embargo, Ja allemaliva de decir al nlno 
que cada número es simplemente equlprobable por definición, dirlcilmente le proporcionará un 
fundamento deseable para un trabajo posterior. 

Además, para poder asimilar el concepto clásico de probabilidad es necesario una cierta 
destreza en el manejo de fracciones y en el concepto de razón. Asl, para decidir entre dos urnas (una 
conteniendo 5 bolas rojas y 7 azules, otra 4 rojas y 6 azules), se requiere cierto dominio en la 
comparación de razones que la mayorla de los niños no adquieren hasta que son mayores de 10 años, 
aunque para comparar las probabllldades respectivas los niños podrlan comparar fas posibilidades a 
favor y en contra de un color determinado en las dos urnas. 
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2.1.2 Teorias Lógicas. 

La teorla clásica no proporciona una gula adecuada para determinar la probabilidad cuando un 
conjunto de alternativas no son equlprobables y, por tanto, está abierta a una aplicación Inconsistente. 
Keynes (1921), Jeffreys, Kooppman, Camap y otros autores, desarrollaron las teorlas que suelen 
calificarse de lógicas, (Azar y Probabllldad, Diez Godino 1987). 

Según esta concepción, la probabilidad traduce un grado de creencia racional, esto es, la "tasa 
de confianza" que conviene conceder a una proposición P a la tuz de la Información aportada por otra 
proposición a. La probabilidad es tratada como un tipo especial de relación entre los dos enunciados 
(P(P/Q)). Los dos casos extremos de ella son la deducibilidad (si P es consecuencia de a, la proposición 
Q da a la proposición P la probabllldad 1) y la contradicción (en el caso de que P y Q sean 
contradictorias, la probabilidad dada por a a P es O). Entre eslos dos casos extremos se sitúan las otras 
relaciones de probabilidad. 

El dominio fonmal de una teorla lógica de probabilidad es, generalmente, un conjunto de 
Inferencias entre enunciados o proposiciones en un cierto lenguaje, más que el conjunto de enunciados 
en si mismos, siendo diferente del dominio de aplicación de una teorla emplrica ( conjunto de sucesos o 
resultados experimentales) y del dominio de una teorla subjetiva (conjunto de creencias de una 
persona). La probabilidad lógica intenta explicar la Inducción, definiendo una relación lógica entre un 
enunciado evidente y un enunciado hipótesis, que es una generalización de las relaciones de 
Implicación y contradicción disponibles en la lógica deductiva. 

En general no parece factible, sin embargo, encontrar siluaciones distintas a aquellas en que 
puede aplicarse la concepción cléslca o frecuencial para utilizar esle enfoque en la ense~anza 
elemental. 

2.1.3 Probabilidad Frecuencial o Empfrfca. 

Bajo esle punto de vista, se considera que la probabilidad se calcula a partir de las frecuencias 
relativas observadas de cada uno de los diferentes resultados en pruebas repetidas. El principal 
elemento en este enfoque es que el concepto de probabilidad debe ser "objetivo•, separado de cualquier 
consideración de factores personales y sujeto a demostración práctica a través de la experimentación. 

La teorla frecuencial ha sido defendida en los tiempos modernos por Richard Von Mises, aunque 
ya en 1888 John Venn defendió exptlcltamente el cálculo de la probabilidad a partir de las frecuencias 
relativas de ocurrencias de sucesos y desarrolló sus consecuencias con mucho detalle. También son 
partidarios de este enfoque Hans Reichenbach y Kolrnogorov, según el libro Azar y Probabllidad de Olaz 
Godlno (1987). 

El enfoque frecuencial descansa en dos caracterlstlcas observables del comportamiento de los 
resultados de las realizaciones repetidas. En primer lugar, es un hecho que los resultados varlan de una 
repetición a otra de una manera lmprevlsfble. Esto es lo que significa el ténmlno •variación aleatoria". En 
segundo lugar se observa cómo un hecho empirico a corto plazo puede ser desordenado, pero a la lama 
sume una cierta regularidad. Esta pauta se demueslra de la siguiente forma. Supongamos un suceso 
particular A que nos Interesa, tomamos observaciones repetidas anotando las ocasiones en que A 
ocurre, entonces la razón entre el número de veces que sucede A, NA, y el número total de repeticiones 
N (razón frecuencial o frecuencia relativa de que A ocurra NA/N) parece tender a un !Imite cuando N 
tiende a Infinito. En esta aproximación, la Idea de probabilidad surge como el valor hacia el cual tiende 
la frecuencia relativa de una secuencia de resultados. 

Aunque el planteamiento frecuencial alrae a los esladistlcos profesionales y en general es útil 
siempre que se manejen grandes cantidades de datos, tiene lnconvenlenles desde los puntos de vista 
filosófico, conceptual y práctico relacionados con la noción de número Infinito de experimentos. No se 
puede evaluar una probabllldad con precisión, porque el número de ensayos es siempre limitado. 
Además, existen situaciones donde no es posible conducir ensayos repetidos bajo condiciones 
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experimentales fijas. Incluso con el lanzamiento de un dado es diffcll estar razonablemente seguro de 
que no esta sesgado, examinando y realizando, por ejemplo 1000 ensayos. 

Sin embargo, para la enseñanza elemental el enfoque frecuencial es muy adecuado en la 
asignación de probabilidades de fenómenos, como la dlstrtbuclón de sexos, que tienen una fuerte 
evidencia experimental. Además, la Introducción de la mlcrocomputadora en el aula nos pennlte abordar 
en la escuela la probabilidad desde este punto de vista, ya que no resulta costoso ni en esfue120 ni en 
tiempo simular un gran numero de lanzamientos de un dado, por ejemplo, u otros expertmentos 
similares. 

2.1.4 Probabilidad Subjetiva 

En esta aproximación, la probabilidad es, en mayor o menor extensión, una expresión de la 
creencia o percepción personal. Este punto de vista mantiene que la probabilidad mide la confianza que 
un Individuo particular tiene sobre la verdad de una proposición particular y, por tanto, no está 
unlvocamente detennlnada. Este concepto no descansa en la repetlbilídad de ningún proceso, por lo que 
es posible evaluar la probabilidad de un suceso que puede ocurrir una sola vez, como por ejemplo, la 
probabilidad de que se descubra un medicamento que cure el cáncer en el próximo a~o. 

Este enfoque tiene afinidades con la aproximación lógica, ya que ambas Intentan representar el 
'grado de creencia" sobre un suceso: pero a diferencia de la Idea de probabilidad lógica, en que esta 
medida se supone única, los subjetlvlstas consideran que se trata de un grado de creencia •personal" 
que un Individuo sostiene sobre la base de su propia experiencia. Diferentes personas pueden asl 
asignar probabllldades distintas para un mismo suceso. 

Aunque esta interpretación fue presentada por primera vez en 1926 por F. P. Ramsey y 
defendida en 1937 por B. De Finetti, ha sido L. J. Savage quien en los prtmeros anos de la década de 
los 50 le ha dado un lmpetu considerable, citado en Azar y Probabilidad de Dlaz GOdino (1987). 

En esta concepción, a cualquier entidad aleatoria se le puede atribuir una probabilidad. Esta 
puede ser asignada de cualquier modo, pero con la condición de que uno esté preparado para aceplar 
apueslas basadas en dicha asignación. Por ejemplo, si una persona cree que para un cierto dado la 
probabilidad de obtener un 1 es 0.5, debe estar preparada para pagar 100 pesos si el resultado de una 
tirada no es un 1 y para ganar 100 pesos si resulta un 1, es decir para esta persona hay tantas 
posibilidades a favor como en contra del número 1. Este es un crtterto plausible intuitivo que De Flnettl 
resume: "Dada una cantidad aleatoria X, debes elegir un valor x sabiendo que, después de hacer esta 
elección, estás comprometido a aceptar cualquier apuesta con ganancia c(X-x), donde e es arllitrarta y 
elegida por tu oponente." 

El segundo criterto que De Finettl postula es la condición de coherencia. En el ejemplo anterior 
no serla Inteligente hacer apuestas con otra persona con la regla de 'pagar 100 pesos si sale un número 
distinto del 2 y ganar 100 pesos si sale el 2". A menos que uno esté seguro de que los números mayores 
que el 2 no pueden salir nunca, se está abocado a perder sistemáticamente con ese tipo de apuesta. La 
condición de coherencia es la siguiente: "Se supone que no deseas hacer apueslas que con seguridad 
conducirán a una pérdida. Un conjunto de probabilidades asignadas por un sujeto son coherentes si 
entre las combinaciones de apuestas que uno está dispuesto a hacer no hey ninguna en la que la 
ganancia sea uniformemenle negativa•. 

Se observará que esta condición no da ninguna norma de cómo se puede seleccionar una 
probabilidad. Sólo Indice una forma a seguir para evitar consecuencias indeseables. Sin embargo, a 
partir de este crtter1o se pueden dertvar las leyes básicas de probabllidad. Por tanlo, el criterio de 
coherencia es bastante notable, proporcionando un fundamento lntulllvo pero suficiente para la teorla. 
La probabilidad subjetiva puede ser un precursor fundamental para la formal enseñada en la 
universidad. La concepción chlslce requiere cierta destreza con las fracciones, mientras que la subjetiva 
puede depender solamente de comparaciones de verosimilitudes percibidas. 
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, ',,, ... 
Una forma de estimar las probabllldades de un suceso, especlalmenle en ei terreno de las 

apuestas, es dar la relación de posibilidades a favor y en contra de ese suceso. Asl, cuando ·decimos 
que las poslbllldades de que el equipo A resuna ganador en un partido son 3 frente a 2, realmente 
estamos Indicando el cociente: 

n(A) = P(A) I P(A') = 312 

Q(A) recibe el nombre de cociente de poslbllldades a favor y en contra, y está en 
correspondencia con la probabllldad del suceso, ya que P(A)=1·P(A), por lo que en el ejemplo se 
deduce fácilmente que P{A)=3/5. 

2.1.5 Probabllldad Fonnal. 

Hawklns y Kapadla (1984) hablan de probabllldad formal cuando ésta se calcula con precisión 
usando las leyes matemáticas de la teorla axiomática correspondiente. Se conoce también como 
probabilidad objetiva o normativa. La base matemática puede reflejar hipótesis hechas en las 
concepciones clásica, frecuencial o subjetiva. 

La teoría matemática de la probabllldad, tal y como hoy se conoce, es de un origen 
comparativamente reciente. Fue Kolmogorov quien la axiomatizó en su trabajo fundamental publicado 
en 1933 y traducido posteriormente al Inglés con el lflulo "Foundalions of lhe lheory of probabllily". 
Según este autor, los sucesos se representan por conjuntos y la probabilidad es una medida norrnada 
definida sobre estos conjuntos. Este desarrollo, basado en la teoría de la medida, no sólo proporcionó un 
fundamento lógico consistente para el Cálculo de Probabilidades, sino que también la conectó con la 
corriente principal de la matemática moderna. 

La leorla axlomálica de Kolmogorov surgió como consecuencia de las reslricclones que el 
concep!o clásico Japlaclano lmponla sobre la equlprobabllldad de los sucesos y la nnflud del espacio 
muestral correspondiente. Una primera extensión de la definición de Laplace fue usada para calcular las 
probabllidades de sucesos con resollados infinitos. La noción de Igual verosimilitud de cierto~ suce5os 
desempenó un papel clave en esta extensión. Según este desarrollo si E es alguna reglón con una 
medida conocida (loncllud, área, volumen) la probabilidad de que un punto elegido al azar pertenezca a 
un subconjunto A de E es el cociente entre la medida de A y la medida de E. 

Las dincuflades conceptuales y de fndofe malemálica que ésta aproximación a Ja probabllldad 
comporta, desaconseja su lralamlento en el período de ensenanza obligatoria, de modo que cuando se 
habla de probabllldad en el bachllleralo, sin duda no se debe de hablar de probabllldad bajo un punto de 
vista formal-axiomático. 

2.1.6 La probabllldad en la escuela mexicana 

Según el programa de estudios de la SEP vigente en el momenlo de la lnvesligaclón la 
ensenanza de la probabllldad se Inicia en quinto ano de primaria; y se estudia en los anos siguientes, 
sexto, primero, segundo, y tercero de secundaria. A continuación enunciamos los lemas que se tocan 
en cada uno de los anos escolares. 

Quinto Primaria 
-Lenguaje: más probable, resultados, predicciones 
-Diagramas de árbol para encontrar !odas las posibles combinaciones 
-Juego con dados y con una moneda 
·Simulación del lanzamiento de un dado y de una moneda y juego de lotería 

Sexto Primaria: 
·Azar, fenómenos deterministas y fenómenos azarosos, probabllldad 
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-Términos de más, menos e Igual probable 
-Concepto de mayor, menor e Igual de probable 
-Concepto de evenlo cierto e Imposible, probabilidad del evento cierto, del evento Imposible 
-Probabilidad de un evento 
-Probabilidad como porcentaje 
-Promedio y valor esperado 
-lnrerencia a partir de una muestra 

Primero de secundaria: 
-El registro y tratamiento en situaciones sencillas, de los resultados de un mismo experimento aleatorio 
que se repite varias veces 
-La exploración y enumeración de los posibles resultados de una experiencia aleatoria 
-La estimación y comparación de probabllldades en situaciones diversas, en forma empfrica o teórica 
-La famillarizaclón con algunas de las situaciones Ideales de probabilidad: volados, lanzamientos de 
dados, rifas, ruletas, extracciones de una urna, ... 
-La apropiación gradual del vocabulario empleado en la probabilidad: resultados posibles, casos 
favorables, ... 
-Uso de diagramas de árbol y arreglos rectangulares en la enumeración de los posibles resultados de 
una experiencia aleatoria (resultados de dos o tres volados consecutivos, lanzamiento de dos dados, ... } 
-Expresión de la probabilidad de un evento como una fracción, un decimal y un porcentaje 

Segundo de secundaria 
-Registro y tratamiento de los resultados de experimentos aleatorios 
·Ejemplos pare Ilustrar el uso de la noción rrecuenclal de la probabllldad 
-Valores de la probabilidad y su significado usual 
·Ejemplos de experiencias aleatorias con resultados equlprobables y no equlprobables; ejemplos de 
experiencias repetidas 
-Uso de diagramas de árbol en la enumeración y descripción de los posibles resultados de una 
experiencia aleatoria 
·Apllcaclón de fa fórmula clásica de probabilidad 
-ElabOraclón de tablas y gráficas de probabilidades 
-Problemas sencillos que pueden resolverse por simulación 
·Primeros cálculos con probabllldades, probabllldad de que un evento no ocurra, aplicaciones 
elementales de fa regla de la suma 

Tercero de secundaria ... ·.:.:.·:.: . ·. 
-Enriquecimiento y explotación de la noción frecuencial en la solución de problemas de probabllldad 
-Aplicaciones diversas de la fórmula clásica de la probabilidad · :· ·.· : · · · · 
-Cálculos con probabilidades: probabilidad de que un evento no ocurra, d.e que· ocurra uno. de. dos 
eventos, aplicación del principio de la suma · ··-· · · ·· ·. 
-Uso de diagramas de árbol en la enumeración y descripción de los posibles· re5u·1.tados de· un 
experimento aleatorio. Probabilidades de transición y regla del producto. 
-Solución de problemas por simulación; esquema de urnas de Bemoulil 

Curso especial 
En este aí\o escolar no se llevan expllcitamenle temas de probabilidad. 

Los ejemplos que mas se usan en la enseñanza de todos estos temas son las. monedas, tos 
dados, las ruletas, tas urnas y las rifas. · · · · · · .-

El tipo de probabilidad que se aborda es el de la probabilidad cfasica Laptaélana, la prÓbábllldad 
formal con teoria de conjuntos y se Intenta usar el enfoque emplrico. 

En sexto año se aborda et tema de probabllldad a todo lo largo del aí\o. En primero, segundo y 
tercero de secundaria et tema de probabilidad es et último del temario. 
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Los temas que se cubren en lodos estos anos de escuela son sucesos aleatorios, axiomas de 
probabflldad,análisls combinatorio, probabilidad condicional y esperanza matemática. 

Como lo mencionamos anlerionmente siempre se Introduce al alumno al tema con el 
lanzamiento muchas veces Imaginario de monedas y dados y con problemas combinatorios de riras, 
urnas y ruletas. En una segunda elapa se retoman estos mismos problemas expresándolos en con)untos 
y de ahí se establecen fas fórmulas de calculo de probabilidades. Además la ranma de abordarlos es 
meramente expositiva, con poca simulación real, con mane)o de pocos datos reales. 

Anticipando podemos decir que de acuerdo con estos contenidos fas alumnos deben de estar en 
condiciones de responder a todos los ilems del test de Green, es decir que ros conceptos probabilísticos 
Incluidos en el test son lemas inclufdos en el programa de la SEP. 

Conclusión: 

Se observará que la masarla de la probabllldad es sumamente controvertida. Existen varias 
definiciones del ténmlno: ·como una forma de cálculo de sucesos aleatorios, un modo de medir la 
Incertidumbre, o traduce el grado de creencia racional o tasa de confianza que le asignamos a un 
enunciado, o es el resultado de cierto experimento. Esto lmpllca necesariamente la existencia de varias 
teorías probabilísticas. 

Cuando comparamos los dlrerenles enroques expuestos, vemos que cada uno puede ser 
aplicado con ventaja en alguna circunstancia educativa. Como afirma Hadley (1979), las 
Interpretaciones frecuencial y subjetiva se pueden considerar como los casos límites de un continuo. La 
teoriA frecuenclal puede apllcarse cuando los experimentos pueden :epetlrse Indefinidamente, mientras 
que Ja subjetiva se puede aplicar a un único suceso Irrepetible. Hay circunstancias (rlslca, operaciones 
de las companra; de seguros, juegos de azar, ... ) donde es posible registrar un gran número de 
experimentos. En estos casos las rrecuencias relativas serán muy estables y pueden utlllzarse para 
estimar las probabilidades. Pero la mayorla de los casos reales en Jos que Interesa apllcar las nociones 
probablllstlcas quedan entre los dos casos extremos. En general, se dispondrá de alguna Información 
rrecuenclal pero no será suficiente, por lo que será preciso una cierta dosis de juicio personal. Además, 
en la práctica suele darse el caso de que la lnfonnaclón de frecuencias procedente de registros 
históricos no pueden considerarse exactamente como repeticiones de un mismo experimento aleatorio, 
sfnQ pruebas de experimentos aleatorios parecidos, pero no equiva1entes. En consecuencia, será preciso 
aplicar juicios personales coherentes basados en Ja iníonmación 

En relación a la ensenanza existe la necesidad de mostrar al alumno una lmágen más 
equlllbrada de la realidad y no meramente determinista. El sistema educativo tiende a dar al alumno 
una Impresión de que para cada pregunta existe una sóla respuesta senclfla y clara, que no existe 
Intermedio entre lo verdadero y lo falso. Sin embargo los problemas que encontrará a lo largo de su vida 
tendrán un carácter menos definido, asl pues, parece importante que durante los anos de escuela se 
ensene a los nlftos el carácter específico de la lógica probablllstica. 

No se trata de lransmillr teorlas matemáticas ni filosóficas. Los objetivos deben orientarse hacia 
el desarrollo de los aspectos Intuitivos de las distintas aproximaciones mediante sUuaclones de 
aprendizaje apropiadas. Como afirman Stefmbring y von Harten (1982), la rorrnaclón estocástica 
(sfnlesls de la probabilidad y la estadística), en la escuela debe vincular. lo estocástico como fa lógica de 
fa fncertfdumbre, fa matemática de ros renómenos de masas, la teoría de fa decisión y Ja estadística 
como tecnofogla de fa transformación de los dalos en Información significativa. 
Es necesario Incorporar a los programas de enseftanza temas rererenles al pensamiento probablllstlco 
vinculado a la matemática, a la estadística, todo esto aplicado en situaciones reales. 
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2.2. Investigaciones sobre la adquisición de conceptos probabillsticos. 

De las Investigaciones existentes, es posible detectar vanas preguntas claves que han captado 
la atención de los Investigadores. 

1) ¿Qué concepciones sobre probabilidad llenen los ninos? 
2) ¿Cómo pueden cambiarse esas concepciones? 
3) ¿Cuál es la relación entre concepciones intuitivas y subjetivas, y de éstas concepciones 

cuáles son mediadas en el aula y cuáles constituyen un conocimiento probabillstico formal? 
4) ¿Hay una edad ideal para ensenar al alumno la probabilidad formal? 
5) ¿Existen técnicas de ensenanza óptimas que tomen en cuenta las concepciones 

probabilistlcas espontáneas de los ninos al mismo tiempo que le ayuden a desarrollar el conocimiento 
formal? 

Muchas veces, a causa de la diferencia de terminologla y de metodologla usada, las 
investigaciones han generado debates más que respuestas a las preguntas anteriores. 

A continuación resumimos las Investigaciones más relevantes sobre el tema que se han llevado 
a cabo. 

1.- Piaget·lnhelder, 1957, ' La genése de l'ldée de hasard chez l'enfant" 

2.- Flschbein, 1975, "The Intuitiva sources of probabillstlc thlnklng In chlldren • 

3.- Kahneman-Tversky- Slovlc, 1982, "Judgement under uncertalnty: Heurtstlcs and bieses• 

4.-Green, 1982, "Probabllity Concepts In School Puplls Aged 11-16 years • 
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hl,_ 1 Plagelllnhelder 

Es innegable que existe una Intuición de la probabilidad en el hombre normal, adullo y 
civilizado, sin embargo la comprensión del azar y la probabilidad parecen estar más o menos ausentes 
en la mente primitiva y en la mente del nino pequeno. 

La ausencia de la idea de azar es una caraclerlstlca esencial de la mente del hombre primitivo, 
puesto que ve en todo evento el resultado de causas visibles o Invisibles. La Idea moderna de azar, es 
contraria a los dos tipos de causalidad, el delenninlsmo y los milagros, Por un lado, difiere del 
determinismo puramenle mecánico cuyas leyes espaciales y temporales en el estado Ideal, son 
reversibles, porque la probabilidad implica la Intervención de fenómenos irreversibles, Por el otro, la 
probabllldad excluye categóricamente el concepto de milagro, puesto que asume precisamer1te la 
existencia de leyes en los hechos casuales, mientras que un milagro es la negación de tales leyes. Aqul 
la pregunta que cabria es cuando la mente primitiva percibió la posibilidad de una causalldad mecánica. 

Es muy natural que el niílo no tenga en un principio una idea de azar. porque primero debe de 
construir un sistema de consecuencias tales como posición y desplazamiento, antes de ser capaz de 
captar la poslbilidad de Interferencia de tas series causales o de la mezcla de objetos móviles. Este 
desarrollo de la Idea de causalidad y de orden en general, asume una actitud opuesta a la actitud por la 
cual reconocerá lo contingente y lo fortuito. Entonces la Idea de azar y la intuición de probabilidad 
constituyen, sin lugar a dudas, realldades secundarias y derivadas que dependen precisamente de una 
búsqueda de orden y de sus causas. Esto se ve cuando examinamos las preguntas que hacen los nlnos 
espontáneamente, especialmente las famosas preguntas •por qué" que le dan tantos problemas a los 
adultos. El •por qué• pregunta por la razón de cosas en los casos en que existe una razón, pero también 
en los casos en donde esta razón no existe, esto es en los casos donde el fenómeno es fortuito pero el 
nlno ve una causa oculla. Ejemplos de estas preguntas son: ¿por qué el lago de Ginebra se dirige hacia 
Bema?,¿por qué siendo tan alto tienes pequenas las orejas?, etc. Todas estas preguntas son 
pseudopreguntas para nosotros, pues los hechas a explicar son todos debidos a Interferencias del azar 
en blologla, geologla, y cosas por el estilo, mientras el ntno que supone que hay razones para todo, 
pregunta por ellas en exactamente esos casos donde son menos aparentes. Aún no ha entendido que 
estos son precisamente los casos donde no existen las razones. 

Antes de los 6 anos, si observamos superficialmente las cosas podemos tener la Impresión de 
que el ntno disocia lo posible de lo necesario. Cuando un ntno oye ruido detrás de la puerta de su cuarto, 
espera sin estar seguro que su madre aparezca. Podrlamos pensar que el nlílo con~idera este hecho 
como posible y no como cierto, o hasta como probable. Una interpretación asl nos llevarla a creer que el 
juicio probabillstlco aparece en el nlno a edades muy tempranas, y aún antes de tener una Idea sobre el 
azar. Pero es lo Imprevisto lo que el nino constata por contraste con las regularidades esperadas, a no 
confundir con lo lmprevlsible, es decir, con las modificaciones concebidas como irreductibles a la posible 
deducción. Lo Imprevisto se concibe como una expresión del caprictio, de la fantasla o de lo arbitrario, y 
no, desde .el punto de vista lógico o flsico de lo irreductible. Es decir en los primeros anos el nlílo 
(periodo preesC<llar) sólo posee una gama variada de Intuiciones de lo real. 

Entre los seis y ocho aílos (periodo de las operaciones concretas), las intuiciones espacio
temporales y lóglco-atitmétlcas, se constituyen en operaciones reversibles que se unen para formar 
grupos bien definidos. Es a este nivel que la noción de azar adquiere el significado de una realidad 
Irreversible, el azar es reconocido como un hecho. El sujeto es capaz de deducir (hacer deducciones) en 
base a determinaciones (datos determinados) y esto lo conduce a reconocer la existencia de un dominio 
aparte, el dominio de los hechos fortuitos, es decir de los hechos Imprevisibles en cuanto a que son 
Insuficientemente determinados. Cuando las operaciones lógicas y numéricas (las cuales el nlno acaba 
de descubrir el manejo) son efectuadas en base a delos suficientes, y segun un orden lógico, conducen 
a conclusiones que el nlno reconoce como necesarias. Pero cuando las operaciones quedan 
parcialmente Indeterminadas, por falla de datos, o por la Intervención de una operación nueva, resulta 
una Indeterminación, es decir la posibilidad de obtener distinlos resultados, 10 que conduce a considerar 
la realización de uno de estos resultados como fortuita. Entonces resulta que a partir de la construcción 
de las operaciones lóglco-antméticas concretas, se Introduce una diferenciación fundamental entre dos 
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modalidades: lo necesa1io (o deducido oporatorlamente) y lo posible (o indeterminado). Pero el análisis 
de lo posible supone una reintroducción de lo operatorio en et piano de lo aleatorio. Después de una raso 
de oposición entre to operatorio y lo fortuito se produce una nueva slntesis entre tas operaciones y et 
azar, y es esta sintesis que caracteriza la noción de probabilidad, distinta ésta de la simple toma de 
conciencia de lo fortuito o indeterminado. Pero et concepto de probabilidad supone el análisis de la 
totalidad de los casos posibles y no solamente de casos aislados, por lo que sólo una vez resuelto el 
problema del análisis combinatorio se podrá lograr esta sintesis. Esto sólo se logra en el periodo 
siguiente, el periodo de las operaciones formales. 

Una vez descubierto el azar, ta mente busca aslmllarto, solo hay una manera de entendeno y de 
explicarlo: "si tos casos individuales son lndetenr; .ados o Imprevisibles, el conjunto tola! es 
determinable, y la composición consistirá en relacionar las partes (casos Individuales posibles) al todo 
(conjunto de casos posibles totales). El juicio probabllistlco es entonces una slntesis entre el azar y las 
operaciones•. Las operaciones conducen a la determinación del conjunto de casos posibles, aunque 
cada uno sea indeterminado en cuanto a su realización. La probabilidad consiste en juzgar estos casos 
Individuales en base al conjunto de casos posibles, to que los determina en parte y les confiere un 
coeficiente fraccionarlo de realización. 

Las operaciones lógicas y aritméticas constituyen sistemas de acción conectados entre ellos de 
manera rigurosa y siempre reversible, esta unión hace posible la deducción. Las transformaciones 
fortuitas no se conectan en forma rigurosa y los sistemas que forman son irreversibles. Entre la 
deducción operatoria y las transrormaciones fortuitas no deducibles está la Inducción, es decir el 
conjunto de pasos que uno siguo, destinados a separar lo que es fortuito y lo que es deducible y a 
preparar la inducción posterior. Es por oposición a las operaciones que se descubre el azar, y es 
por referencia a la estructura de estas operaciones que el azar es comprendido y dri entonces 
lugar a un sistema probablllslico. Por lo que existe una estrecha relación entre ta fo1mación de 
ras nociones de azar y de probabilidad y de tas diversas operacioMs. 

Piaget hace un estudio pslcogenétlco con nlnos entre 4 y 12 anos de edad sobre 101; r,J~ulentes 
temas probabiilsticos: noción de azar, simetría de una distribución, azar en los fenórne:•:M- Hsicos, 
juegos de azar, cálculo de probabllldades, combinaciones y permutaciones. Para ceda uno de estos 
puntos establece un experimento con preguntas especificas que le permitirán establecer cómo y a qué 
edad los niños entienden los diferentes conceptos. 

Al Igual que en sus demás trabajos, Piaget dlsllngue tres estados de desarrollo, el primero antes 
de los 7 u 8 años de edad (niño de preescolar) que se caracteriza por la ausencia de Jo que llama 
propiamente operaciones, es decir un tipo de composición reverai~ie. El razonamienlo usado en este 
periodo es preióglco y eslá regido por un sistema de regulaciones Intuitivas, sin anldaciones jerárquicas, 
sin conservación de totalidades, sin rigor en posibles inrerencias. En este periodo el niño ni siquiera 
sospecha la posibilidad de un sistema que le permita encontrar todas las posibles combinaciones o 
permutaciones de varios elementos. Esto no es sorprendente puesto que se necesitan operaciones de 
mulllpilcación especiales y los niños en esta edad sólo poseen las operaciones de suma y de 
mulliplicaclón simple. 

A partir de 7 u 8 años hasta los 11 años, Plaget marca el segundo perlodo,(periodo de las 
operaciones concretas), caracterizado por la construcción de grupos operativos de orden lógico y 
conjuntos numéricos pero en un plano esencialmente concreto, esto es, relacionándolo con objetos que 
puedan ser vistos. En este periodo empieza el desarrollo de la Idea del azar. Por un lado, el 
descubrimiento de una necesidad deductiva u operativa permile al sujeto, por anlitesls, concebir el 
carácter no deducible de las lransrormaclones fortuitas y aisladas y de esta manera distingue entre lo 
necesario y lo posible. 

Finalmente el tercer periodo, de los 11 o 12 años de edad en adelante (periodo de las 
operaciones formales) caracterizado por un pensamiento rorrnai, esto es la posibltldad de usar varios 
sistemas de operaciones concretas al mismo llempo y traducirlos en términos de sus lmpilcacrones 
hipolétlco-deductivas. Asi también explica la evolución de las operaciones combinatorias. En este 
periodo del pensamiento probabillstlco se organiza en sus aspectos generales, hay una sinlesis entre el 
azar y las operaciones, lo que permite construir un sistema probabllistlco. 
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A continuación resumiremos los principales experimentos llevados a cabo por Plaget sobre 
nociones de probabilidad en su libro "La genése de l'fdée de hasard chez f'enfant". 

LA INTUICION DEL />ZAR 

EXPERIMENTO 1: NOCION DE MEZCLA ALEATORIA E IRREVERSIBILIDAD. 

Cuando un nlno se pega con una puerta que una ráfaga de viento cerró, el nrno no cree que el 
viento o la puerta lo trataron de lastimar, ciertamente se da cuenta de la Interacción de causas. que lo 
hicieron estar cerca de la puerta y las causas que hicieron que fa puerta se moviera, pero no admite su 
Independencia, y es este hecho lo que Impide al nlno ver este hecho como fortuito. 

El nlno tampoco ve que el azar está presente en acontecimientos de la vida diaria ( sociales, 
metereológicos, genélicos, ... ) porque no enllende la Interacción de los fenómenos ( la relación entre 
lluvia y el florecer de las plantas por ejemplo ). 

Las dos causas que Impiden al nlno construir la Idea de azar son: el reconocer la Interrelación 
de causas, pero no reconocer su Independencia y el reconocer la Independencia de ciertos fenómenos, 
pero no considerar su Interacción. 

La combinación ( o la mezcla) de un número suficientemente grande de elementos parece 
promover una situación favorable para estudiar el desarrollo de la Intuición de series causales que 
Interactúan y son Independientes, dado que no da pié a Imaginar que hay algún Upo de relaciones o 
causas Intencionales. 

Es bastante probable que la Idea de azar surja de Ja Idea de un número crerJente de 
combinaciones de fenómenos lrreveislbles. 

El problema es determinar si el nlno, en presencia de una mezcla de objetos materiales, puede 
percibir ésta como una mezcla cada vez mas desordenada e lrreveisible o si Imagina que los objetos 
eslán unidos por lazos Invisibles. Esle es el objetivo del primer experimento de Plaget. 

El experimento conslsle en presentar al nlno una bandeja con canicas de dos colores, la cual se 
balancea sobre un soporte. 

Antes de balancear la bandeja se le pregunta al nlno: 
¿Cómo estarán colocadas las canicas cuando la bandeja regrese a su posición Inicial? . 
¿Quedarán las canicas en sus posiciones originales o quedarén mezcladas y qué tan desordenacjas 
quedarán? 

Se mueve entonces la bandeja. El nino ve el resultado de este primer movimiento. Se le pide 
que prediga el resultado de un segundo movimlenlo de la bandeja, y luego se lleva a cabo. Después de 
mover Ja bandeja varias veces se le pregunla al nlno que ocurrirá después de mover muchas mas veces 
la bandeja. 

El Interés principal de este experimento es ver si el nlno espera una mezcla progresiva aleatoria 
o si cree las canicas volverán a su estado Inicial. 
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El nli\o de preescolar: ·. . , . . : · . . · 
El nlno está obligado a aceptar la evidencia del cambio de posición de. las canicas deb.ldo a.1 

movimiento de la bandeja, es decir a aceptar que se mezclan las canicas, pero reliusa ver a la mezcla 
como fortuita y decide mejor que se debe a Irregularidades (de la bandeja o del rnovlml~nto );· . ·. 

Los nlnos predicen que las bolas volverán a su estado original. Dado que ven:.I~ :;l);~~la d.e 1.as 
canicas algunos ninos predicen el cambio de posición de estas, pero en forma regular.' Muchos 
movimientos de la bandeja no Incrementarán el desorden en la mezcla, es decir que los ntnos no tienen. 
la Idea de permutaciones. · · 
Para apreciar mejor la Idea que tienen los nlnos, se les pide que dibujen las trayectorias que piensan 
ellos, seguirán las canicas al balancear la bandeja, es decir su predicción después de un movimiento de 
la bandeja. A conllnuaclón presentamos un dibujo tlpico, en el cual se aprecia que el alumno. no 
comprende todavla la mezcla aleatoria. 

loooo !uul 

En realldad el no poder entender la lrreverslbilldad de la mezcla aleatorla se debe a las mismas 
razones por las cuales el nlno no entiende la reverslbllldad de las operaciones. En ambos casos el nlfto 
hace un juicio sobre las transformaciones percibidas sin ponerse dentro de todo el ~lstema de posibles 
transformaciones. En el caso de la irreversibilidad operativa, por ejemplo cuando seis objetos son 
puestos muy junto y luego separados los ninos piensan que el número de objetos es diferente. Las 
transformaciones lmpllcan diferenles configuraciones incluyendo el estado original, pero el nlno 
considera cada configuración sola, lndependienle de la transformación que le dio origen, es decir solo ve 
como una configuración reemplaza a la configuración Inicial. 
Este es el mismo caso en la mezcla aleatoria donde hay falla para entender las posibles 
transformaciones. Pero llene un efecto opuesto cuando lo consideramos a la luz de la jerarqula de los 
estados subsiguientes porque ya no es el estado derivado que destruye el Inicial, sino que el estado 
inicial continua teniendo predominancia sobre los estados siguientes. 
De hecho para los ojos del nino, la mezcla no constituye un estado verdadero comparable al orden 
Inicial. Este queda privlleglado y la mezcla es una alteración momentánea.Las posiciones sucesivas de 
las canicas no se ven como resultados de transformaciones homogéneas. La razón de esla 
Interpretación es que no considera estas transformaciones corno provenientes de una fuente común del 
orden lnlclal y corno los diferentes estados de la mezcla, esto es corno diferentes permutaciones. 

El periodo de las operaciones concretas: 

Es aproximadamente a los siete anos que la Intuición del azar aparece gracias a la posesión de 
las primeras operaciones concretas, Interrelacionadas y reversibles. Esto se confirma con la predicción 
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correcta por algunos nlílos de un mezcla creciente. 
· Pero las operaciones elementales de orden ( para eslablecer un orden de progresión ABC a 

CBA ), no son suficientes para construir un esquema propio de permutaciones. 

Al Igual que anlerlormenle se le pide a cada nlno dibuje su predicción despues de un 
movimiento de la bandeja. Los dibujos de las lrayectorias de las canicas mueslran colisiones y no un 
simple desplazamiento como en el período anlerior.En otras palabras principia la idea de alealoriedad. 

11010 leo1ol 

El perlo:Jo de las operaciones fonnales: 

Es sólo a esta edad, cuando el pensamlenlo formal aparece, el proceso de mezcla aleatorfa es 
comprendido, los hechos observados son asimilados en un esquema operativo basado en la mecánica 
de las permutaciones. 

El niño además entiende la ley de los grandes números, lodo es posible si aumentamos el 
número de movimientos de la bandeja pero el orden Inicial de las canicas es muy difícil. 

,, 9! 'º"99' 
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EXPERIMENTO 111: EL DESCUBRIMIENTO DE UNA RELACION CONSTANTE EN CONFLICTO CON 
UNA DISTRIBUCION ALEATORIA. . 

Para analizar la forma en la cual la noción de azar se construye en el múrido .dlari~-Y físic~ del 
nillo necesitamos encontrar como en la mente del nlllo se diferencia lo que es debido al .azar Y lo. que es 
debido a causas no fortuitas. · 

Para este experimento se usa el siguiente material, una ruleta dividida en dieciséis s~cclorie~de, _ 
dlrerentes colores, Jos colores de secciones opuestas son Iguales, en total hay ocho ·colores.
diferentes.En lugar de una necha se tiene un disco de aluminio con una raya negra pintada. Debajo del 
disco y en forma paralela a la raya hay un alambre de acero que puede ser atraldo por un Imán.' El disco·: 
descansa sobre una aguja como pivote. Al girar el disco la raya negra puede apuntar a cualquiera de las · 
dieciséis secciones. 

En la segunda parte del experimento ponemos ocho cajas de cerillos Idénticas sobre las 
secciones de colores. En ras cajas hay ya sea plomo (peso AJ. cera con polvo de algún metal ligero 
(peso 8), cera con polvo de metal (peso C), y por últlmo sólo cera (peso O). Hay cuatro cajas de cada 
tipo A, B, C, D. En dos cajas de peso B se esconden dos Imanes en la cera, de tal forma que no haya 
manera de dlstlngulrtas de las otras dos, excepto obviamente por que harán que la raya negra apunte 
hacia ellas. 

Al nlnc se le pregunta donde apuntara ta raya si se juega muchas veces con Já ruleta, primero 
sin las cajas de cerillos y luego con ellas. 

El nlfto de preescolar: 

El nlno cree que puede predecir el color al cual apuntara la raya, sin ninguna noción de una 
distribución global, la cual será mas regular si el número de pruebas se Incrementa. 

Cuando se ponen las cajas de cerfllos y se magnetiza la ruleta no hay mucha dlíerencla en las 
predicciones y expllcaclones dadas por los nlllos. 

El periodo de las operaciones concretas: 

El nlllo se rehusa a predecir donde se detendrá la raya alegando que puede ser en cualquier 
lugar si se le pregunta antes de jugar una vez con la ruleta. Varios ensayos con la ruleta le hacen prever 
una distribución regular, pero esta regularidad no se Incrementa al aumentar el nllmero de ensayos con 
la ruleta sino que corre el riesgo de destruirse. 
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En el. segu~do período del experimento, hay una ¡~ifucclón progresiva con algunos Inicios de 
generalfzaclón, y ta comprensión entre una dispersión fortuita y una ·regularidad causali· 

El periodo de las operaciones formales: 

El nlno relacioña· una distribución uniforme con un numero grande de ensayos. 

El nffto busca y encuentra las causas que hacen que se controle la ruleta. Hey una clara 
Intuición de las probabllldades. 

LA INTUfCION DE LA FRECUENCIA RELATIVA 

EXPERIMENTO 11: DISTRIBUCIONES CENTRADAS Y UNIFORMES. 

El problema de la mezcla aleatoria nos lleva al problema de la forma de la distribución dado que 
las posiciones finales de los elementos y de sus trayectorias llevan a algún tipo de distribución. Los dos 
tipos de distribución que més lnleresan A Piaget son la distribución normal y la distribución uniforme. 

Plagal utiliza el siguiente dispositivo para estudiar la formación de noción de distribución 
centrada. Cinco cajas sin tapa que manliene Inclinadas, por las cuales va a hacer rodar un cierto 
número de canicas. La cuarta caja tiene clavos sobre su superficie para lograr mejor la distribución 
deseada al Introducir las canicas. La quinta caja sirve para cuestionar al alumno sobre la relación entre 
la asimetría de ta caja y su efecto sobre la forma de la distlbución. En los resultados expuestos en su 
libro PJaget no menciona tas respuestas de los nlnos a este respecto. 

000 
r n: m 

D 
IV V 
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El experimento consiste en mostrar al niño tas cajas una por una. En cada caja se Introducen 
canicas por el orificio superior. Cada vez que sa Introduce una canica se le pide at niño que prediga en 
donde va a caer esta. Después de Introducir varias canicas dándole al nlno la oportunidad de ver donde 
caen, se le plantea el problema de decir cómo o dónde caerán si se Introducen todas las canicas 
restantes (unas 60). 

El niño de preescolar: 

Este periodo se caracteriza por la ausencia de una distribución en conjunto, para las cajas 1 a la 
IV. La caja I, por Jo general tiende a dar predicciones de un lado sobre el otro, o una compensación, es 
decir que una canica en un lado y otra canica en el otro lado, pero sin ver la slmetrla al Incrementar el 
número de canicas. con la caja 11 el nlfto predica Ja misma cantidad en las tres partes, por 
compensación, o apuesta en favor de un lado, central o lateral. Con la caja 111, el niño apuesta en una de 
las partes centrales o en una distribución Irregular.Con la caja IV el niño apuesta a una distribución 
Irregular y hasta discontinua. No se da la generalización de una caja a la otra. 

El periodo de las operaciones concretas: 

Este segundo periodo se caracteriza por empezar a entender una distribución que el sujeto 
puede generalizar. Esto se puede ver por el hecho que el sujeto anticipa una desigualdad entre la 
frecuencia central y las frecuencias laterales. Pero esta distribución queda Insuficientemente 
cuantificada al no entender la ley de los grandes números. Por esta razón, aún cuando el sujeto ve la 
simetría en conjunto, no ve la equivalencia entre las partes localizadas simétricamente con respecto al 
centro. En presencia de la caja f, el sujeto espera que un lado sea Igual que el otro pero no ve la 
Igualdad progresiva con el numero de canicas. Con la caja 11 el sujeto anticipa un número mayor de 
canicas en la parte central pero sin ver la simetrla entre loa otros dos lados. Con la caja 111, el niño 
privilegia las partes centrales pero sin una equivalencia entre ellas o entre tas partes laterales. En Ja caja 
IV se empieza a ver una transfemncla de los experimentos previos. 

El periodo de las operaciones /om1ales: 

El sujeto cuantifica Ja distribución en su conjunto, predice la equivalencia en la dlspersion entre 
las partes simétricas, esto s" ve claramente de la caja 1 a Ja caja 111. Con la caja IV Inicia ef 
descubrimiento de una curva simétrica en forma de campana. Se entiende el papel de los grandes 
números en la regulartdad de la distribución. 

ESTIMACION DE POSIBILIDADES Y LA NOCION DE PROBABILIDAD 

EXPERIMENTO IV: AZAR Y MILAGRO EN EL JUEGO DE CARA O CRUZ. 

Después de estudiar el desarrollo de ciertas Intuiciones de azar como una función de fenómenos 
flslcos; es esenc.lal analizar este desarrollo en los juegos llamados de azar. 

El primer experimento consiste en enseñar al niño ocho fichas blancas marcadas con una cruz 
de un lado y con un círculo del otro lado. El juego de cara o cruz consiste en pedirte al niño que prediga 
el resultado cua.ndo de.10 a 20 fichas se lanzan de una vez sobre una mesa. 
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Luego sin que el nlílo sospeche nada, se sustituyen estas fichas por otras marcadas por una· cruz de. 
ambos lados y se repite el experimento ( se lanzan las fichas y· se pide al nlfto que prediga cuantas 
cruces quedaran hacia aniba ). Se repite el experimento hasta estar seguros de haber entendido .la 
reacción del nlfto. 

El segundo experimento consiste en sacar canicas, una por una, de una bolsa que tiene cánlcas · 
rojas y azules. Se le pide al nlno que prediga qué va a sallr. Se anota lo que sale. 
Luego se sustituye la bolsa por otra que contiene sólo canicas azules. Se le pide al nlfto que prediga el 
resultado de la extracción, y se anota éste. Se analizan las reacciones del nlfto. 

En los dos experimentos se le muestra el truco al nlno, si es que no lo descubre por si sólo. 

Por último, sin que el sujeto se dé cuenta sacamos una a una las fichas o las canicas con truco 
tratando de damos cuenta de cuéndo y por qué razonamiento el nlno reconoce sin lugar a dudas que 
estamos usando elementos homogéneos. 
Este último experimento es por lo general un Indicador seguro del juicio probablllstlco del cual el alumno 
es capaz. 

El nlfto de preescolar: 

El nlfto se sorprende poco por el hecho de que sélen solo cruces (o canicas), y no logra entender 
la lmposlbllldad de este hecho desde el punto de vista probabillstlco. Aun después de mostrarle el truco 
piensa (en general) que este mismo milagro se obtendrla con fichas nonmales. 

El periodo de las operaciones concretas: 

En este periodo hay un sentido global de la probabllldad. Pero al tener que decidir si las fichas 
(o las canicas) son las nonmales o con truco no muestra aun una cuantificación de las combinaciones. 

El periodo de las operaciones formales: 

En este periodo se logra la cuantificación de las probabllldades. 

EXPERIMENTO V: EXTRACCION AL AZAR DE PARES 

Se pone en una mesa un conjunto de objetos A (por ejemplo 15 fichas amarillas), un co~Junto de 
objetos B mas chico (10 fichas rojas), otro conjunto e f1 fichas verdes) y por último un conjunto muy 
chico O (3 fichas azules). Al nlfto se le da tiempo para ver y por ende recordar cuántas. fichas y de qué 
colores hay. · 

Ponemos estas fichas en una bol¿á y'~e le'plde al nlftó que saque pares de fichas. se le pide 
que prediga qué par es mas probable que vaya a sallr.' Córi los mas pequenos se les pide que predigan 
por ficha. · · · · · · ··· · ··· · ·' 

El nlfto de preescolar: 

El nlno predice basando su razonamiento sobre el nú~eréi total i:fe IÍ~has (~por.algún otro juicio) 
siempre. , .. · ··· ·•·· · • ··· · · '·" · · ·· · · 

El periodo de las operaciones concretas: 

El nlfto trata de cuantificar las probabllldades de los pares pero no entiende el porqué hay que 
volver hacer el razonamiento después de hacer una o dos o varias extracciones. 
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El período de las operaciones formales: 

La probabllldad es cuantificada en función de las fichas que quedan en ra bolsa. 

OPERACIONES COMBINATORIAS 

EXPERIMENTO VII: DESARROLLO DE LA OPERACION COMBINATORIA: 

Cada uno de Jos experimentos anteriores nos lleva a la misma conclusión, que la formación de 
las fdeas de azar y probabllldad dependen en una manera estricta de la evolución de las operaciones 
combinatorias. 

Es de la habllidad para concebir mezclas e Interferencias en concordancia con un esquema de 
permutaciones y combinaciones que el nlno llega a la noción de mezcla alea'.orla, es decir a la noción 
de azar. 

Esta conexión entre nociones probabilísticas y las operaciones comblnalorias es entonces 
aparentemente lógica. Con esto en mente, después de cuestionar a los nlnos sobre mezcla aleatoria 
(experimento 1), y sobre extraccrones al azar (experimento 11) les pedimos que realicen las 
permutaciones y combinaciones de un conjunro pequeno de elementos, analizando los métodos que 
usan los nJnos en estas operaciones. Al establecer Jos niveles de generalidad de estos métodos, 
buscamos derivar la relación entre estos niveles y los niveles de formación de las nociones 
probabllístlcas. La correlación es muy clara. 

se Je ponen al nlno varias pifos de fichas de diferentes colores en una mesa (fichas blancas, 
rojas, azules). Se le pide entonces que forme tantos pares diferentes como sea posible sin repetir o 
repitiendo colores. 

El nlflo de preescolar: 
. . . . 

El ni no llega sólo a un descubrimiento emplrlco de las combinaciones,· sin sistema, simplemente 
a tientas. · · 

, El periodo de las op&raclones concretas: 

Hay una búsqueda de un sistema. 

El periodo de las operaciones formales: 

El nJno logra dar las combinaciones en forma completa por medio de un método. 

r:J(PERIMENTO VIII: LA FORMACION DE LA OPERACION PERMUTACION. 

Sabemos que el número de permutaciones de n elementos es ni. Obviamente no se trata que el 
nlno descubra la fórmula matemática, pero no está fuera de su alcance el pedirle que encuentre un 
sistema para encontrar todas las posibles permutaciones de un ntlmero pequeno de objetos. 

Le mostramos al nlno dos munecos y le explicamos que caminan juntos, entonces pueden 
caminar de dos formas AB o BA. Después le mostramos al nJno con dos fichas de dos colores come; se 
formarían los pares AB y BA. 
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se Je dan tres fichas de colores dlsllnlos y se le pide que forme las posibles permulaclones ABC, 
CBA poniendo en fila las fichas. 

SI logra enconlrar las seis permutaciones, se la da un ficha más de otro color para ver si logra 
encontrar las veinticuatro permutaciones posibles. · 

El nlfto de preescolar: 

No llene un sistema. A algunos les es dificil ent.ender: cómo· se pueden hacer varias 
permutaciones con Jos mismos elemenlos. 

El periodo de las operaciones concretas: 

Hay un método parcial. Se entiende la operación y se busca im~i~~~a ~~r~ t;~s ele~eritos, el. 
cual no se completa. '· "· :: · · · 

El periodo de las operaciones formales: 

Método completo no se adquiere (de 20 nlftos sólo 6 Jo lograron). Sólo a los quince anos sa 
logra una generalización. 

El descubrimiento de las permutaciones se da después de el descubrimiento de las 
combinaciones pues estas consisten en asociaciones efectuadas de acuerdo a todas las posibilidades 
mientras que las permutaciones son mas numerosas e Implican una habilidad de relacionar los objetos 
de acuerdo a un sistema móvil de referencia. 

CONCLUSIONES: 

Para Interpretar Jos diferentes resultados obtenidos en este estudio y llegar a una conclusión, 
Plaget comenta eslos resullados y su relación a los resullados totales dados por sus otros estudios del 
desarrollo operativo de la Inteligencia. El azar se descubre gradualmente y es en constante referencia a 
las estructuras de las operaciones que el azar sa entiende finalmente y lleva a un sistema de 
probabilidades. 

Hay una correlación directa entre la formación de las nociones de probabilidad, y la formación 
de las diferentes operaciones. 

Podemos distinguir tres estados princlpales de desarrollo: 

- Antes de Jos siete anos caracterizado por Ja ausencia de operaciones, es decir, un Upo de 
composición reversible. El razonamiento usado en ese periodo es prelóglco y está regido solo por 
sistemas de regulación lntuillvos sin jerarquía, sin conservación de fas totalidades, sin rigor en las 
posibles Inferencias. 

En este periodo el nlno no distingue lo posible de lo necesario y se mueve en una esfera de 
acción tan distante del azar como de la operación en si misma. Sus pensamientos oscilan entre lo 
predecible y lo Imprevisto, pero nada es para él ciertamenle predecible o absolulamente Imprevisto 
(fortullo). Por fo que no podemos considerar sus anticipaciones como juicios de probabilidad derivados 
de un mayor o menor grado de certllud subjetiva, porque esta certilud es solamente producto de Ja falla 
de distinguir entre nociones practicas de predlctibllidad lntulllva y capricho. En esta edad (el nlfto de 
preescolar) no hay ni azar ni probabilidad porque falla el sistema de referencia basado en operaciones 
deductivas. 

El nlfto no llene la posibilidad de construir un sistema que le permila encontrar, sin olvidar 
ninguna, todas fas combinaciones dos a dos o todas las permutaciones de un número pequeno de 
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elementos: esto es lógico, puesto que el nlno necesita usar operaciones mulllplicativas especiales y el 
nlno no posee aún Jas operaciones aditivas y mullipllcativas simples. 

De Jos siete u ocho anos hasta los once anos de edad se construyen los grupos operallvos de 
orden lógico y Jos conjuntos numéricos, pero en un plano esencialmente concreto, eslo es relacionado a 
objetos que puedan ser tomados o vistos en sus relaciones. 

Al aparecer las operaciones aritméticas lógicas comienza el desarrollo de Ja Idea de Azar. Por 
·otro lado el descubrimiento de Ja deductlbllidad o la necesidad operativa permite al sujeto concebir el 
carácter no deducible de fas operaciones fortuilas o aisladas, y a diferenciar lo necesario de Jo posible.El 
principio de Ja eslructuración de las relaciones de probabilldad se debe a Ja poslbllldad da concebir 
grupos de elementos mezclados como tolales formados por partes cuantificables. Además Ja mezcla 
aleatoria, esto es Ja más simple expresión del azar empieza a ser concebida como una mezcla real y ya 
no solamente como un aparente desorden cubriendo un orden. 

El nlílo comprende Ja posibilidad de sistemas que Je penniten encontrar pennutaclones y 
combinaciones, pero esto en forma emplrica e Incompleta. 

De Jos once anos en adelante es el periodo caracterizado por el pensamiento fonnal, es decir 
por Ja posibilidad de atar uno o mas sistemas de operaciones concretas al mismo tiempo, y lrabajar en 
conjunto con varias operaciones concretas. En este periodo los principios del pensamiento fonnal 
penniten descubrir algunos sistemas comblnalorios completos para un número reducido de 
elementos.En esle periodo es cuando el juicio probablllstlco se organiza en sus aspectos generales 
mediante una especie de rebote de las operaciones hacia el azar. 
En Ja tercera etapa existe una slntesis entre el azar y las operaciones penniliendo las ullimas construir el 
campo de las dislribuciones fortuiJas en un sistema de probabilidades por una especie de aslmilaclón 
análoga de Jo fortuilo con lo operallvo. Para lograr este resultado se unen dos procesos correlallvos, por 
un lado Ja construcción de sistemas combinatorios (marcados por el descubrimiento de un método que 
pennlle construir todas las combinaciones), que llevan al sujeto a concebir mezclas aleatorias como 
resultado de transforrnaciones pero ejecutadas sin orden y dándose cuenta solo de una parte del total de 
posibilidades. El pensamiento formal por otro lado, que permite Ja conslruccló~ de dlchcs sistemas 
comblnalortos conduce también al descubrimlenJo de las proporciones. La ley de Jos grandes números 
que aplica las relaciones de proporcionalidad a estas operaciones combinatorias conduce al sujelo a 
concebir Ja legitimidad de una composición probablllstlca de las modificaciones fortuitas en el sentido de 
una distribución que llega a ser proporcionalmente mas regular y consecuentemente, entendlble en su 
totalidad aunque no en Jos detalles, como una predicción racional. 
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2.2.2 Fischbein. 

El desarrollo Intelectual de un Individuo, Involucra más que la asimilación y la organización de 
sistemas conceptuales. Además de éslas estructuras cuyas dinámicas están expllcltamente 
determinadas por definiciones y una combinación de reglas, la actividad Intelectual Involucra 
modalidades cognitivas y de solución de problemas que son menos explicitas, aunque no 
necesariamente menos primitivas. Estas son las intuiciones para Flschbein, es decir formas de 
e-0gnlclón Inmediatas en las cuales los elementos justificadores están lmpllcl!os. 

En su libro "lntuition In Sclence and Mathematlcs" Fischbeln ella a la Intuición como un 
concepto altamente controvertido en ciencias y en filosofla. Menciona como algunos autores consideran 
a la lnluiclón como la fuente básica del verdadero conocimiento: otros al contrario piensan que la 
intuición es engañosa en la búsqueda de la verdad. Pero la Intuición, como concepto o como método 
aparece una y otra vez en muchos campos de la ciencia. Asi cita Fischbeln en este mismo libro, como 
según el autor y según el tema en que se utiliza, el término Intuición tiene distintos significados. Por 
ejemplo para: 
Descartes: la Intuición es referida a una fuente de verdadero (o aparentemente verdadero) 
conocimiento. 
Bergson: la intuición es más bien un método, una especie de estrategia mental que es capaz de 
alcanzar la esencia del fenómeno. 
Piaget: el térrnlno intuición es usado para indicar una cierta categoria de cogniciones, es decir, 
cogniciones que son directamente comprendidas sin necesidad de una justificación o 
Interpretación explicita previa. 
Kant: la lnt~iclón es simplemente la facullad a través de la cual los objetos son directamente 
comprendidos a diferencia de la facultad ele entender ulílizando conocimientos conceptuales. 
Algunas veces la Intuición es referida como una cqnjetum global para la cual un individuo no es capaz 
de dar una clara y comptela justificación. 

Otras veces la Intuición significa una forma de sentido común oopular, primitivo de 
conocimiento, en oposición a concepciones e lnlerpretaclones cientlficas. 
También el valor dado a las Intuiciones es distinto según los diferentes autores. Asl para: 
Polncaré: no es posible una actividad creativa genuina en ciencias y en matemáticas sin Intuición. 
Hahn: Intuición es principalmente una fuente de conceptos erróneos y debería ser eliminada de 
cualquier método clentlfico serio. 

Por último Flschbeln cita que en la literatura pedagógica la Intuición es muchas veces 
relacionada con conocimiento •ensorial como la primera base necesaria para una posterior educación 
Intelectual. 
Lo que complica el campo de la Intuición aún més, es que muchos otros términos son usados para 
referirse a la misma categoría de fenómenos. Algunas vec~s las personas usan el término ocurrencía 
para Indicar un reordenamlento global y repentino de ~ah¡:¡ en el campo cognitivo que permite una 
nueva visión, una nueva Interpretación o solución en las condiciones dadas. 
Los términos revelación, en un contexto religioso, e Inspiración en un contexto artlstlco, son también 
usados como sinónimos de Intuición. 

otros términos, como sentido común, razonamiento Ingenuo. Interpretación emplrica, son 
usados en referencia a formas de conoclmlenlo que también pueden ser considerados como 
conoclmlenlo Intuitivo. 

¿Como es posible que el concepto de Intuición tenga tantas, tan diferentes ·y hasta tan 
contradictorias connotaciones?. ¿Tienen estos fenómenos llamados Intuiciones, algunas caracterlsllcas 
comunes, las cuales puedan justlficer la aceplaclón de lnlufclón como un concepto que se pueda definir? 
Por lo que Flschbeln entonces define expllcltamente a la Intuición. 

"No se puede enconlrar una definición si partimos del concepto en sr mismo. Tantos atributos 
diferentes no podrlan ser organizados espontáneamente dentro de un concepto. Las cosas se vuelven 
más claras si uno admite que el concepto de intuición, aunque aparentemente vago e Inconsistente, 
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expresa una tendencia fundamental y muy consistente de la mente humana: la búsaueda de la certeza. 
Al evaluar oportunidades, al predecir resultados, al lomar decisiones, uno tiende naluralmenle a producir 
representaciones (conceptuales o pictóricas) que ofrecen un alto nivel de rranca credibilidad. SI uno 
admite que aunque la Intuición no es una fuente pertectamente confiable de conocimiento absoluto, si 
es, sin embargo, una expresión de nueslra necesidad fundamental de pautas absolutas, fntrlnsecas y 
confiables en un intento de razonamiento. 
En el presente trabajo el ténnino Intuición ser~ usado generalmente como un equivalente de 
conocimiento inmediato; en otros términos, no como una fuente, no como un método, más bien 
como un tipo de cognición. Uno admite intuitivamente que la distancia más corta entre dos puntos se 
mide sobre una linea recta, que todo número natural llene un sucesor, que el todo es más grande que 
cada una de sus partes, que un cuerpo debe caer si no está sostenido .... todas estas afirmaciones son 
aceptadas Inmediatamente como autoevldentes sin sentir la necesidad de una prueba formal o emplrlca. 
Autoevidencia es una caracterlstlca general del conocimiento Intuitivo. En contraste la afinnaclón: la 
suma de los ángulos de un triángulo es Igual a dos éngulos rectos, no es autoevldente, no es aceptada 
Intuitivamente." 

Para Fischbeln la cognición Intuitiva es caracterizada por: 
• la autoevidencia 
• la certeza Intrínseca 
• la perseverancia 
• la coercltlvldad 
- el estatus teórico 
• la e><lrapolabilldad 
• la gíobalidad 
- ser Implícita 

Autoevidencia 

Esta es una característica fundamental de las Intuiciones. Una cognición Intuitiva es auto 
consistente, auto justificable, o auto explicable. SI afirmamos que el todo es más grande que cada una 
do sus partes, sentimos que esta afirmación es verdadera sln la necesidad de ninguna justificación. 

Certeza Intrínseca 

La segunda caracterlstica fundamental de las cogniciones lntullivas, es que son aceptadas como 
ciertas. La autoevidencia y la certeza estén altamente corralaclonadas, pero no se puede reducir una a 
otra. Uno puede estar totalmente convencido de que una afirmación es verdadera sin ningún sentimiento 
de autoevidencia. Estamos convencidos que los teoremas matemáticos aprendidos en ta escuela son 
ciertos pero muchos de ellos no son autoevldentes. 

Perseverancia 
-<--: :.::,<·-.· . 

Las Intuiciones, una vez eslablecldas, son muy ruertes, son adquisiciones estables, resistentes a 
otras Interpretaciones alternativas. · ' 

Coercltlvldad . . . . . 
Las lnlulclones ejercen un erecto coercitivo en tos modos de razonamiento· dél Individúo. Las 

ln!Ulclones se Imponen subjetivamente en el Individuo como absolutas y únicas rapresentaclones o 
Interpretaciones. Generalmente otras alternativas se excluyen como Inaceptables. · · · · 
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Estatus teórico 

Una Intuición es una teoría (o una mini teoría). nunca una mera habilidad o una mera percepción 
de un hecho dado. Una intuición no es entonces una teoría pura, es una teorla expresada con una 
representación particular usando un modelo, un paradigma, una analogla, un diagrama, etc. 

Extrapolación 

Una Intuición siempre excede la Información que se tiene a mano. Es esta particular 
combinación de lnfurmaclón Incompleta y de certitud intrlnseca lo que mejor caracteriza una Intuición. 
La extrapolaclón no siempre es evidente, porque la aparente obvledad de las Intuiciones esconde lo 
Incompleto de la Información en la que se basan. 

Globalidad 

La globalidad de las Intuiciones generalmente se expresa como un proceso de sefecclón que 
tiende a eliminar los puntos discordantes y organizar los otros datos de tal forma que se presente un 
slgnmcado conciso y unltarto. Es este tipo de coherencia lo que expllca también la resistencia al cambio, 
la fortaleza de las Intuiciones establecldas. 

lmplicfdad 

Aunque aparentemente autoevldentes, las Intuiciones se basan de hecho en mecanismos 
complejos de selección, globallzaclón e Inferencia. Pero esta actividad es generalmente Inconsciente y 
el Individuo esta consciente solo del producto final, las aparentemente auloevldentes lntnnsecamente 
consistentes cogniciones. El carácter tácito de las etaooraclones Intuitivas explica la dlficullad de 
controlarlas e lnfiuenclar1as. 

SI usted se prepara a cruzar la calle, mira de un lado a otro para observar los carros que se aproximan. 
De un vistazo global ve los éarros, evalúa su velocidad, percibe la distancia decreciente que los separa 
de usted. Obtiene una Imagen global, pero perfectamente estructurada, no sólo de lo que pasó sino de lo 
que está pasando, y lamblén de lo que se espera pase en el futuro cercano. Como una consecuencia 
usted adapta su comportamiento de una manera casi rcneja en base a toda la Información. Hay tantas 
cosas que no sabe: no conoce por ejemplo la velocidad exacta de los vehículos, no conoce con certeza 
que pasará en el momento siguiente, ni cuales son las inlenclones de los conductores. Sin embargo 
mezcla todos eslos eventos pasados, presentes y Muros en una Imagen global que casi 
aulomátlcamenle le dicta a uno su compor1amlento Inmediato. 
La analogla de este ejemplo con una cognición Intuitiva es lmpactanle. En una cognición Intuitiva lo 
'dado' y lo 'plausible' se mezclan en una idea global, aparentemente autoconslstente, autoevldente y 
cierta, que Inspira y guia la estrategia a seguir en la siguiente etapa mental. 
Pero nuestra teorla es que tenemos aqul mas que una simple metáfora. La Intuición realfza, a un nivel 
Intelectual, la función realizada por la percepción a un nivel sensorial. La Intuición es el preludio 
directo y cognitivo de la acción (mental o practica). Organiza la lnlonnaclón en una estructura 
l~trlnsecamente crelble y slgnlllcatlva. 

Una de las varias clasificaciones que da Fishbeln de las Intuiciones es la siguiente: 
·Intuiciones primarias 
·Intuiciones secundarias 

tntuíclones primarias: son aquellas Intuiciones que existen antes e Independientemente de cualquier 
Instrucción sistemática e lnlenclonal. Aquellas que se derivan de la experiencia del Individuo en su vida 
diana. · 
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Intuiciones secundarias: son aquellas inluiciones que se adquieren por inlervención de un aprendizaje 
(debido a una educación clenllfica) en Ja escuela. Muchas veces son lnconsistenles con las inluJciones 
primarias relacionadas con Jos mismos conceptos. 

La revolución francesa fue en 1789. El coeficlenle de dilatación de Jos gases es de 11273. La 
relación entre Ja circunferencia y el diámetro es 7t. Eslos son ejemplos de Información adquirida y 
habilidades mentales pero no de lnlulclones. Las Jnlulclones secundarias, necesitan grandes éreas de 
actividad Intelectual, y represenlan slnlesis verticales de elementos molares, imaglnallvos y 
conceptuales. Presupone además mucha práctica y gran famJIJaridad. 
"SI una moneda es lanzada tres veces y el resullado es cara cada vez, ¿cuál será e! resulladc del 
próximo lanzamiento?" 
La respuesta puede ser "cruz es más probable en el cuarto lanzamiento". Esta es una Intuición 
Incorrecta pero intuición. 
En el lanzamiento de cuatro veces una moneda, Ja probabilidad de obtener cuatro caras es menos 
probable que Ja de obtener tres caras y menos que la de obtener dos caras. Esta jerarqula es 
lnlullivamenle asimilada de la experiencia sin razonamiento explicito, y por eso se llega a conclusiones 
erróneas como Ja anterior: La probabilidad de obtener cuatro veces una cara es menos probable que Ja 
de obtener tres caras y una cruz mientras que no se pongan restricciones de orden, asl CCCC y CCCX 
son Igualmente probables (0.0625). La comprensión de este razonamiento involucra un cuerpo de 
conocimientos y habllldades de cálculo con amplias repercusiones en el proceso Individual de 
razonamiento. 
La consolidación de estas adquisiciones, de su integración dentro de las formas comunes de 
razonamiento loma tiempo. Es en este sentido que hablamos de intuiciones secundarias. Explicaciones 
teóricas no son suficientes para convertir la información en adquisiciones establecidas que involucren 
Jos elementos básicos de la Intuición. El uso de la información en acciones es necesario durante Jos 
periodos de desarrollo Intelectual. 

Las intuiciones se generan con la experiencia, es decir en situaciones prácticas en las cuales el 
Individuo se Involucra sislemálicamenle y requiere representaciones y evaluaciones bien estructuradas, 
globales y anllclpalorias. 

Las Intuiciones son parte Integral del comportamiento inleligenle. Son adquisiciones cognitivas 
que intervienen directamente en acciones prácticas y mentales. Las intuiciones representan fuerzas 
poderosas y coercitivas de actividad mental. Actúan algunas veces de una manera abierta, pero muchas 
veces de manera impllcila. Pueden representar una fuente de importantes ideas productivas pero 
frecuentemente distorclonan o esconden las estrategias mentales del individuo. 
Aparecen conmctos entre las interpretaciones Intuitivas y las interpretaciones formales (adquiridas por la 
Instrucción). En los nlílos, estas Interpretaciones contradictorias pueden coexlsllr. Pero muchas veces la 
representación Intuitiva es más fuerte y tiende a anular Ja concepción formal, (Jos alumnos fécllmente 
olvidan que el peso presupone fuerzas gravitacJonaJes ..... ). 

El problema en educación no consiste en eliminar las representaciones e Interpretaciones 
lnluliivas. Desde nuestro punto de vista, esto serla Imposible, y ciertamente no deseable. El orob\ema 
en educación consiste en desarrollar /a capacidad del alumno de anal/zar y mantener balo control sus 
concepciones Intuitivas y de construir nuevas intuiciones consistentes con los requerimientos fonnales 
cienllficos. 

La experiencia juega un papel fundamental en darte forma a las Intuiciones. En condiciones 
reiallvamenle constantes la experiencia produce, en el largo plazo, sistemas estables de representación 
que implican programas y expectativas estructuradas de acción. Al mismo tiempo la experiencia !lende 
a lnfiuenciar nuestras interpretaciones inlulllvas primarias debido a sus inminentes restricciones: Jas 
condiciones mundanas (generales y especificas), y Ja naturaleza préctica y concreta de cualquier 
actividad slgnificallva del comportamiento (finitud, concretez, imposibilidad de ubicuidad). · 
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En nuestra opinión, las nuevas actitudes Intuitivas nunca pueden ser producidas por una ensenanza 
verbal. Las explicaciones verbales pueden enriquecer /as Ideas del nlno. Le pueden ayudar a entender y 
a justificar lógicamente afirmaciones ensenadas durante el periodo escolar. Pero la e/ase de creencia 
especifica, de aceptación subjetiva de Ideas y representaciones vá//das inlrlnsecamente, que 
caracterizan las Intuiciones, sólo puede ser alcanzada como un efecto de la participación experimenta/ 
directa del sujeto en una actividad práctica o mental. 

Es Importante profundizar /a comprensión Intuitiva del alumno en /os diferentes conceptos y 
afirmaciones. Eslo solamente puede ser logrado mediante la creación de situaciones didácticas que 
requieran una participación persona/, experimental de /a actividad mental productiva de /os alumnos en 
el campo respectivo. Consideramos, por ejemplo, que una ensenanza exitosa de /a eslad/stica y de la 
probabilidad no puede ser obtenida ensenando so/amente teoremas y procedimientos de solución. El 
alumno debe experimentar primero préct/camente con dados, monedas y canicas para ver. registrar y 
eslab/ecer /os diferentes conjuntos de resultados. 

El área de la probabll/dad es particularmente apropiada para el eslud/o de las Intuiciones. ya que 
la complejidad de las situaciones cotidianas nos induce a adoptar continuamente un comportamiento 
probabilístico, porque la necesidad de tomar decisiones nos obliga a hacer estimaciones Intuitivas de 
posibilidades, y porque el cálculo de /as probabilidades eslé muy relacionado con la acción. 

El objetivo de las lnvesligaclones de Flschbein en esta érea en particular ha sido, la de estudiar 
las Intuiciones correspondientes a ciertos conceptos y métodos fundamenta/es de la teoría de 
probabll/dad: azar. frecuencia relativa, estimación de posibilidades, noción de probabll/dad y 
operaciones combinatorias. Así Físchbeln explora /os fundamentos /ntu/llvos y precursores del 
conocimiento probabilístico buscando la existencia de conceptos parcialmente formados. 

Además se preocupa de analizar el efecto de la Instrucción en el proceso de aprendizaje. su 
preocupación principal es como él mismo la menciona: "!a construcción slsteméllca de un nuevo sistema 
conceptual no debe olvidar la dote Intuitiva del nlno. Un slslema conceptual no debe de ser conslruldo 
en el vaclo, sino debe hacer uso de las tendencias Intuitivas exlslentes. Un currfculum en probabilidad 
debe tomar en cuenta esle substrato primario Intuitivo y preocuparse por mejorarlo y por encontrar 
métodos para conslrulr nuevas Intuiciones que sean compatibles con él." 

Resumimos a continuación los resultados de su libro "The Intuitivo sources of Probabilistlc 
Thlnklng in Children". 

LA /NTU/C/ON DEL AZAR 

El niño de preescolar. 

La Intuición primaria del azar. esto es, la distinción enlre fenómeno aleatorio y determinista sin 
Instrucción previa, está presente en la conducta diaria de cada niño, incluso antes de los siete anos, 
contrariamente a lo que opina Plaget, el azar es equivalente a lmpredeclbll/dad y cuando el número de 
poslbll/dades, y por consiguiente el número de combinaciones posibles, es pequeño, el nlno de 
preescolar razona correctamente, y a veces, como se ha puesto de manifiesto en algunas 
lnvesllgaclones, más correctamente que e/ niño que ha alcanzado la etapa de las operaciones formales. 

El período de las operaciones concretas. 

A través de esquemas espacio-temporales, y lógico-matemáticos, el nrno adquiere la 
capacidad de distinguir entre el azar y lo deducible, Incluso al nivel conceptual. Es consciente de que por 
ejemplo, ar lanzar 15 monedas es muy difícil obtener 15 cruces. Ciertamente este proceso no se 
completa durante este período pueslo que el pensamiento está todavía m~y //gado al nivel concreto. No 
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obstante la representación del azar. que no es sino una intuición primaria en el niño de preescolar, se 
convierte en una estructura conceptual distinta y organizada después de los siete años. El azar, en el 
sentido de lo no detem1inado, se comprende explfcltamente como oposición a lo deducible. El niño 
comienza a comprender la Interacción de cadenas causales que conducen a sucesos Impredecibles, y la 
Irreversibilidad de los fenómenos aleatorios. 

El período de las operaciones formales. 

El adolescente agrupa, según Plaget e lnhelder, las relaciones no determinadas de 
fenómenos aleatorios según esquemas operacionales. Una vez que se presenta una situación aleatoria, 
por medio del uso de éstos esquemas, se hace inteligible, y la síntesis entre el azar y lo operacional 
conduce al adolescente al concepto de probabilidad. 

Fischbein sostiene que las cosas son més complicadas de lo que sugiere ésta 
explicación. La síntesis entre el azar y lo deducible, no se realiza espontánea y completamente al nivel 
de las operaciones formales. En experimentos donde se le pide al sujeto reconocer probabilidades 
Iguales en diferentes condiciones experimentales, es el adolescente quien evita lo Impredecible y busca 
dependencias causales que reduzcan lo incierto, Incluso en situaciones donde no existen tales 
dependencias. 

La estructura operacional del pensamiento formal por sr sola no puede hacer inteligible 
al azar, Incluso aunque pueda proporcionar los esquemas que son necesarios para esto, o sea, 
capacidad combinatoria, proporcionalidad e Implicación. La explicación para esta deficl&ncla es que las 
tradiciones culturales y educativas de la socledarJ moderna orientan el pensamiento hacia explicaciones 
deterministas unívocas, según las cuales los sucesos aleatorios caen fuera de los lfmites de lo racional y 
científico. La enseñanza en la escuela lleva lm¡;llcita que la ambigüedad y la Incertidumbre no son 
aceptables en el razonamienlo científico, y que toda explicación consiste en Identificar una causa. El 
resultado es que la Intuición del azar se hace irreconciliable con la estructura del pensamiento lógico, y 
es relegada a una clase Inferior, como un método Inadecuado de Interpretación que no cumple los 
requisitos científicos. 

LA INTUICION DE LA FRECUENCIA RELATIVA 

El nfño de Preescolar. 

Otros Investigadores han llevado a cabo experimentos de aprendizaje probabilístico, en 
los cuales se trata de estudiar las predicciones de los sujetos ante situaciones en que un suceso se 
repite con una determinada frecuencia relativa. Un ejemplo de esta clase de experimentos consiste en 
presentar al alumno dos luces de color diferente (puede ser rojo y verde) que se irán encendiendo 
intermitente y aleatoriamente con una determinada frecuencia, por ejemplo el 70 y el 30 porclenro 
respectivamente. 

El alumno debe predecir cual de las dos luces se encenderá la próxima vez. El termino 
aprendizaje probabiilstico, se refiere a la tendencia del sujeto a ajustar sus predicciones a fas 
frecuencias reales de los sucesos; en otras palabras, la probabilidad de una respuesta dada tiende a 
Igualar a la probabllldad del estimulo correspondiente. Los resultados obtenidos en este Upo de 
experimentos apoyan fuertemente la conclusión de que el niño de preescolar adapta sus predlccfones a 
las probabilidades de los sucesos que se le presentan como estímulo, aunque sus respuestas no llegan 
a coincidir totalmente con la frecuencia de los mismos. El hecho de que esta conducta puede obtenerse 
sin que se estimule al niño mediante una recompensa cuando acierta, muestra que este fenómeno no es 
un mero condicionamiento de tipo motor, sino una formación cognitiva mental, esto es un programa de 
acción relativamente automatizado y polivalente que comparte las características de todos los procesos 
cognitivos. 
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El periodo de las operaciones concretas. 

La mayoria de los Investigadores han encontrado que la Intuición de la frecuencia 
relativa de sucesos, puesta de manifiesto a través de experimentos de aprendizaje probablllstlco, 
mejora con la edad. Si la Intuición se ve como el resultado cognltlvamenle fijado de experiencias 
acumuladas, parece razonable que la Intuición de la frecuencia relativa se desarrolle de un modo natural 
como resultado de tas experiencias del nlno con situaciones que Implican sucesos aleatorios, en los 
cuales las respuestas deben expresar una estimación correcta de las frecuencias relativas de los 
fenómenos. 

Et periodo de las operaciones fonnales. 

Las Investigaciones que se han realizado a diferentes niveles de edad han demostrado 
que el adolescente ha hecho progresos en comparación a los nlnos más pequeflos en lo que se refiere a 
la Intuición de la frecuencia relativa, particularmente en casos donde las predicciones llenen algún 
resultado práctico. La estrategia óptima ante decisiones en condiciones aleatorias mueslra los efectos 
favorables del desarrollo de la Inteligencia sobre las predicciones en ciertas condiciones experimentales. 

LA ESTIMACION DE POSIBILIDADES Y LA NOCION DE PROBABILIDAD. 

El niño de Preescolar. 

Dlstlnlos aulores han afirmado que el nlno de preescolar es Incapaz de estimar 
correctamente las pcslbilldades a favor y en contra de los sucesos aleatorios, basándose en que el nlno 
de esta edad no pcsee los recursos necesarios: 

- la habilidad de distinguir entre el azar y lo deducible sobre la base de procedimientos 
operacionales. 
- el concepto de propcrción o, en términos más generales la comparación por cociente. 
- Los procedimientos combinatorios por medio de los cuales es posible realizar un inventarlo de 
todos los resultados posibles en una situación dada. 

Ninguno de estos recursos especificas aparece hasta el nivel de las operaciones formales (aunque 
pueden estar presentes en forma incipiente, estrechamente ligados a lo concreto, durante el perlado de 
las operaciones concretas). 

Sin embargo para Fischbeln estas carencias no Impiden al nlno hacer Juicios 
probabilísticos en el sentido de una estimación lnluiliva de posibilidades a favor de algún suceso. Un 
experimento que pene de manifiesto esta capacidad, consiste en presentar a los alumnos cinco 
conjuntos de canales por los que una bola puede rodar recorriendo distintas trayectorias. A los nlnos se 
les plantean preguntas como: 

- SI lanzo una bola por cada canal, ¿en cual de ellos es más probable que salga la bola por el 
orificio 1? 
- SI lanzo la bola muchas veces seguidas, ¿crees que saldrá por 1 con más frecuencia que por 
otros? 

Otro experimento consiste en la elección, por parte del alumno enlre dos urnas o cajas con 
diferente contenido, aquella que ofrezca más poslbllldades de obtener una bola de un color determinado. 
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Se le plantea al alumno: . . · ' 
Debes sacar una bola de una de las cajas con los ojos cerrados. Ganas si obtienes una bola blanca, De 
qué caja prefieres hacer la extracción: 

1 . 1 

~ 
SI se realiza un adecuado control experimental (posición de los objetos en el espacio, preferencia de 
color, ... ) y las operaciones auxlllares de comparación y cálculo requeridas son slmples, el nlno de 
preescolar es capaz de hacer apuestas basadas en una estimación probablllstlca. 

El periodo de tas operaciones concretas. 

Si no han recibido una Instrucción apropiada, los niños de nueve y diez anos, pueden 
resolver problemas que Impliquen comparación de probabilldades de un mismo suceso A en dos 
experimentos diferentes sólo en situaciones donde bien el número de casos favorables o el número de 
casos no favorables a A son Iguales en ambos experimentos (sus estimaciones se basan en 
comparaciones binarias). Para este Upo de problemas, el porcentaje de respuestas correctas es mayor 
en nlftos de nueve y diez años que en niños de preescolar. En s/luaclones que no pueden ser reducidas 
a comparaciones binartas, el número de respuestas correcias no es significativamente distinto. 
Para situaciones que Implican igualdad de probabllldades, se han usado dos Upas de paradigmas 
experimental~s ya desoritos anteriormente: extracción de bolas y bifurcaciones por canales. En 
problemas donde las posibilidades son referidas a proporciones de elementos discretos (bolas en un 
recipiente), las respuestas de los niños de nueve y diez años no son mejores que las que se obtendrlan 
por una respuesta al azar, y no son significativamente mejores que las respuestas de los nlnos de 
preescolar, excepto en el caso citado anteriormente. En problemas donde las poslb/lldades tienen que 
ser determinadas a partir de una configuración geométrica (canales bifurcados por donde unas bolas 
pueden circular de un modo aleatorio). el porcentaje de respuestas correcias decrece Incluso con la 
edad. 

El periodo de las operaciones formales. 

El logro de los adolescentes estimando pos/bllldades a favor o en contra de un 
resultado, es superior al de los nlnos pequeños. Cuando el material experimental consiste en un 
recipiente con bolas, los nlnos de 12 años dan respuestas correcias desde el principio, incluso en casos 
en que tiene que comparar cocientes con términos desiguales. Tal descubrimiento es previsto por la 
teoría de P/aget. Lo que F/schbeln añade a esto, es el hecho de que Incluso nlftos de 9 y 10 años, 
pueden responder correctamente a tales situaciones, si tienen la Instrucción adecuada. 

OPERACIONES COMBINATORIAS 

El niño de Preescolar 

Plaget e lnhelder han probado que el niño de preescolar sólo puede hacer algunas 
combinaciones, permutaciones y variaciones de una manera emplrtca, y no Intentan encontrar un 
método de realizar un Inventario exhaustivo. 
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El periodo de las operaciones concretas 

Durante el periodo de las operaciones concretas, los nlnos buscan modos de realizar 
inventarlos de todas las permutaciones, variaciones y combinaciones posibles en un conjunlo dado con 
un número pequeño de elementos, y llegan a procedimientos rudimentarios de cálculo. mediante ensayo, 
y~~ . 

Los experimentos de Fischbeln han demostrado que al final de este periodo (10-11 
años), los niños pueden, con la ayuda de Instrucción, asimilar los procedimientos enumerativos usados 
en la construcción de diagramas de árbol. 

El periodo de las operaciones fonnales. 

Pfagel e lnhelder afirman que, durante la etapa de las operaciones formales, el niño 
adquiere la capacidad de usar procedimientos sistemáticos para realizar Inventarlos de todas las 
permutaciones posibles, variaciones y combinaciones de un conjunto dado de elementos. 

La Investigación de Flschbeln ha demostrado, sin embargo, que esto es sólo una 
potencialidad para la mayorla de los sujetos. Bajo su punto de vista serla más preciso afirmar que estos 
nlnos son capaces de asimilar procedimientos combinatorios con la ayuda de la Instrucción, y que esto 
es también cler1o para los niños de 1 O años. Aunque hay diferencias en la realización entre estos dos 
niveles de edad, estas diferencias son bastante pequeñas. 

EL EFECTO Di:; LA INSTRUCCION SOBRE CADA UNA DE ESTAS FACETAS. 

El nlno de Preescolar. 

Usando un procedimiento de Instrucción elemental, Fischbeln y sus colaboradores han 
Intentado mejorar las respuestas de los niños a cuestiones que Implican la comparación de poslb/lldades 
en situaciones donde los cocientes no lenlan Iguales términos (1970). Este Intento no tuvo éxito. Es 
pcslble, a esta edad, que los niños no puedan asimilar un esquema que implique una comparación 
doble. 

El periodo da las operaciones concretas. 

Con la Instrucción, las respuestas de los nlnos de 9 y 10 años, pueden mejorar 
significativamente en problemas que no pueden ser reducidos a comparaciones binarias. Este 
descubrimiento es lmpor1anle, puesto que debe arrojar dudas sobre la afirmación de Plaget e lnhelder 
de que el eslableclmlenlo de la proporcionalidad es una caracterlstlca de las operaciones formales. 
Flschbeln ha demostrado que, por medio del uso de procedimientos figurativos, pueden ser construidos, 
al nlvel de las operaciones concrelas, esquemas considerados por Plagal e lnhelder como accesibles 
solo al nivel de operaciones formales. Al menos se ha demostrado que la ausencia de proporcionalidad 
no es un obstáculo para aprender el concepto de probabilidad. Incluso antes de la edad de 10 años, el 
niño es capaz de asimilar este esquema con la ayuda de Instrucción elemental. 

El periodo de las operaciones formales. 

Las lecciones experimentales realizadas por Flschbeln y sus colaboradores, se hicieron 
con niños de 12 a 14 anos. Dichas lecciones trataron los siguientes conceptos y procedimientos: suceso, 
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espacio muestra!, suceso elemental y compuesto, probabilidad como medida del azar, frecuencia 
relativa, y análisis combinatorio. 
Los resultados de ta instrucción revelaron un mayor Interés y receptividad de los adolescentes en lo qtie 
se refiere a las Ideas de probabllldad y estadlslica. Estos sujetos son capaces de comprender y aplicar 
correctamente los conceptos enseñados, que deben como mlnlmo lmpllcar el conocimiento de una 
reestructuración de la base Intuitiva. Para este aulor, los modelos generativos (diagramas de árbol en el 
caso de las operaciones combinatorias) son los mejores dispositivos de ense~anza para la construcción 
de intuiciones secundarlas. 

La conclusión general del trabajo de Flschbeln es que "la educación clentlllca no puede 
reducirse a una Interpretación univoca y determinista de los sucesos. La Intuición probabillstlca 
no se desarrolla esponténeamente, excepto dentro de unos limites muy estrechos. La 
comprensión, Interpretación, evaluación y predicción de fenómenos probablllslicos, no pueden 
ser confiadas a intuiciones primarias que han sido despreciadas, olvidadas y abandonadas en 
un estado rudimentario de desarrollo bajo la presión de esquemas operacionales que no pueden 
articularse con ellas. 
Pero con el fin de que sean satisfechos los requisitos para una cultura cienlillca eficiente, es 
necesario entrenar, desde los primeros niveles, la base Intuitiva relevante al pensamiento 
probabillstico, de este modo se puede lograr un balance genuino y con1tructlvo entre lo posible 
y lo indetennlnado en el trabajo de la Inteligencia." 

Es dificil sintetizar el trabajo de Plaget y el trabajo de Fischooin pues se basan en modelos 
cognitivos de desarrollo sustancialmente diferentes y usan diferente terminología. Mientras que el 
trabajo de Píaget se enfoca a los estados de desarrollo conceptual. la hipótesis principal de Fischbeln es 
que la cognición es unitaria, es decir del mismo tipo sin Importar el nivel de aplicación. Plaget se centra 
en puntos muy específicos en su trabajo (análisis combinatorio). y Flschbeln ve los conceptos 
probabllfstlcos en forma más general. Plaget estudia el desarrollo espontáneo de los conceptos en los 
niños. mientras que Fischbeln toma en cuenta la mediación social en el proceso de desarrollo de los 
conceptos probablUstfcos 
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2.2.3 Kaheman.Tversky.Slovlc. 

Autores como Kahneman, Slovic, y Tversky, han pueslo de manifiesto la exlslencla de errores 
sistemáticos y conductas estereotipadas persistentes en la toma de decisiones por parte de los 
Individuos ante situaciones de tipo probabllfstlco. Algunos da estos errores son de tipo psicológico, y una 
mera exposición de las leyes teórtcas puede no ser suficiente para superarlos. Incluso la existencia en el 
alumno de estos SBS{IOS puede dificultar la asimilación de los conceptos formales. 

Los autores antes mencionados (1982), han Identificado dos tipos de estrategias erróneas que 
denominan representallvldad y disponibilidad. La persistencia de estos errores proporciona una razón 
crucial para la temprana Introducción del pensamiento probabillstlco en la matemática básica. 
Resultados de encuestas llevadas a cabo, muestran que la mayoría d~ los alumnos entran en ta 
universidad con un conocimiento exaso o nuío de las nociones probabllfstlcas y con sesgos en su 
Intuición profundamente arraigados. Puesto que en Jos cursos universitarios Ja probabllldad se Introduce 
según el modelo abstrac1o de Kolmogorov (conjuntos, espacios muestrales, variables aleatorias}, es 
bastante probable que este tipo de ensenanza no ayude al alumno a superar estos errores, siendo 
precisa una metodología experimental y heurística para tener éxito en la superación de tos prejuicios 
probabllfstlcos. 

"La valuación de la probabllldad de un evento Incierto, o la predicción de una cantidad 
desconocida es un proceso complejo, que comprende Interpretar el proclema, buscar la Información 
relevante y elegir una respuesta adecuada. Para resolver este tipo de problemas, la gente usa un 
número limitado de principios heurls11cos que les permite simplificar es1e proceso, reduciéndolo a unas 
operaciones de juicio que son más sencillas. Los recursos más Importantes son la representatlvidad y la 
disponibilidad." 

Represenlativldad 

La representatlvidad es la medida en que un evento es similar en propiedades esenciales a la 
población de la que proviene y refleja los rasgos más carac1erístlcos del proceso que la genero. 
La gente suele usar la represenlatlvidad como una heurística cuando se enfrenta con preguntas 
probabillstlcas del tipo siguiente: 

Juan es muy tlmldo e Introvertido, siempre se presta a ayudar, pero se Interesa poco en la gente 
o en el mundo de la realidad. Es un espíritu humilde y pulcro, necesita orden y estructura y tiene una 
pasión por los detalles. 
Cuando se le pregunta a la gente qué ocupación probablemente tiene Juan de entre las de una lls1a, 
resulta que, por ejemplo la de bibliotecario es favorecida. De hecho ocurre que cuando se le pide a ta 
gente que ordene las ocupaciones desde un punto de vista probabillstlco y desde uno de similaridad, los 
resultados son muy parecidos. 

Algunos ejemplos de preguntas en las cuáles es común que la gente use la representatlvldad 
para contestarlas, son: 

1.- La probabilldad de que nazca un varón es 1/2. ¿CÚál de los siguientes sucesos es más 
probable que aparezca en una serie de naefmlentos? ' 
a)HMMHMH 
b)HHHHMH 
c) Tienen la misma probabllldad 
La respuesta correcta es c), sin embargo la mayorla de las personas escogen a) porque representa el 
conjunto de ramillas con tres hijos y tres hijas que es más representallvo que b). , 

"_ .. ., -- _-. 

2.- Se lira al aire una moneda, después de una larga serie dé caras; 
a) es més probable que salga cara la próxima vez 
b) es más probable que salga cruz la próxima vez, 
c) es Igual de probable qua salga cara o cruz 
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La respuesta correcta es c), sin embargo Ja mayorla de las personas escogen b) pues frecuentemente 
consideran al azar como un proceso autocorrectivo en que una desviación en una dirección Induce una 
desviación en la dirección contraria. De hecho tas desviaciones no se corrigen sino que se dJJuyen 
cuando el proceso aleatorio se JJeva a cabo. 

Dlsponlbllldad 

La disponibilidad consiste en Ja tendencia a hacer predicciones sobre la probabllldad de un 
suceso, basándose en la mayor o menor facilidad con la cual es posible o recordar, o construir ejemplos 
de ese suceso. La disponibilidad origina un sesgo sistemático en las estimaciones probabllfstlcas porque 
ta gente tiende a pensar que los resulJados que pueden recordarse fáclJmente son más probables. 
Ejemplos en los cuales es común que se use Ja disponibilidad para responder son los siguientes: 

1.- Considera tos siguientes cuadros: 

xxxxxxxx 
xxxxxxxx 
xxxxxxxx 

(1) 

XX 
XX 
XX 
XX 
XX 
XX 
XX 
XX 
XX 
(2) 

¿En cuál de los cuadros hay más formas posibles para pasar de la primera a la úllima fila? 
a) en el cuadro 1 
b) en el cuadro 2 
c) el mismo número en ambos cuadros 
La respuesta correcta es c), sin embargo la mayorla de las personas responden o) ya que son mtis 
evidentes las rulas para pasar de Ja primera a la última fila. 

2.- Un Individuo debe seleccionar comités a partir de un grupo de 10 personas, 
a) hay más comités distintos formados por 8 personas 
b) hay más comités distintos formados por 2 personas 
c) hay el mismo número de comités de 8 que de 2 personas 
La respuesta correcta es c), sin embargo la mayorla de las personas escogen b). 

Ademlls de los errores de representatlvldad y disponibilidad descritos anteriormente, podemos 
citar otros dos tipos: 

- No considerar Ja Información proporcionada por los experimentos aleatorios en si. 
- Dependencia de modelos deterministas y sistemas de creencias arraigadas y por lo tanto no 

aprecian el carllcter especifico del azar. 
Estos errores se ponen de manifiesto en las respuestas al clásico problema bayeslano siguiente: 

En una ciudad hay dos companlas de taxis, una con sus coches pintados de verde y la otra de azul. El 
85% de los taxis en Ja ciudad son verdes y el 15% azules. Un taxi se ve implicado en un accidente y un 
testigo declara que el taxi en cuestión era azul. Datos anteriores sobre la veracidad de Ja Identificación 
hecha por tesllgos, Indican que en el 80% de los casos estas Identificaciones de color son correctas, 
pero el 20% son Incorrectas. ¿Cual es la probabllldad de que el taxi que participó en el accidente sea de 
color azul? 
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La respuesta correcta es 0.15, sin embargo las personas en general, loman en consideración el 
porcenlaje de veracidad en las ldenilncaclones para calcular esta probabilidad, aunque en realidad no 
depende de esle porcenlaje. 

2.2.4 Green. 

El trabajo desarrollado por R. Green en Inglaterra, en 1981, titulado "Conceptos de 
Probabilidad en Alumnos de 11 a 16 Anos", llene como primer objetivo el muestrear las Intuiciones de 
azar y los conceptos 'de probabilidad que poseen los alumnos de las escuelas inglesas de la reglón de 
Easl Mldlands. Para lograr este objetivo, durante un lapso de dos años, desarrolló una prueba especial 
de conceptos de probabllldad, Iniciando con 6 experimentos piloto cuyo resollado final fue una prueba 
do 26 preguntas. El análisis de las respuestas a esta prueba se realizó haciendo énfasis en las 
diferencias por sexo, por edad, por habllldad inlelectual y con respecto a olros tests estandarizados. 
Cada pregunta de esta prueba, fue clasificada de acuerdo a las siguientes 3 calegorlas: verbal, 
combinatoria, y probablllsllca, siendo una prueba lo suficientemente amplia para medir las concepciones 
básicas que deben tener los alumnos al finalizar su enseñanza medio superior. 

Los resollados principales rueron: 
·Casi todos los llems de la prueba son mejor resuellos a mayor edad. 

·A menudo los años 11 y 12 muestran palrones de respuesta muy similares, con un aumento 
sustancial en el desempel\o en las edades 13, 1~ y 15 años. 

• Los llems que requieren simplemente de operaciones de conteo, son bien resuellos a cabo en 
todos los anos. 

• Los llems que requieren la operación de cociente son muy pobremente resuellos 
particularmente antes de los 14 años. 

• Los ltems que requieren una apreciación de aleatoriedad, de establlldad de frecuencias, y de 
Inferencia, fueron pobremente resueltos, con poca evidencia de mejora con ta edad. 

• No obstante que la mayorla de tos alumnos resolvió bien la pregunta de combinatoria a un 
primer nivel , fueron pocos los que pudieron proceder a generalizar. 

• La habllldad verbal de los alumnos es en muchos casos Inadecuada para describir con 
exactitud situaciones probablllstlcas. 

• Los niños tuvieron mejores resultados que tas niñas en el resultado total de ta prueba. 

Este trabajo llene el mérito de basarse en una muestra muy grande. El trabajo de Green 
evalúa conceptos de probabilidad clásica más que concepciones de probabilidad subjetiva, al Igual que 
el trabajo de Plagal, sin embargo el hecho de aplicar un leS1 de papel y lápiz a casi 3000 alumnos da 
lnfonmaclón más precisa que el trabajo de Plaget. 

Todas las Investigaciones resumidas llenen diferentes metodologlas de trabajo. El trabajo de 
Plaget está basado en la observación de un número reducido de nil\os, el trabajo de Flshbeln está 
basado en la observación de nl~os en edad escolar, el trabajo de Kaheman está basado en encuesta a 
proreslonlstas, y Green elabora una encuesta escrita con algunas entrevistas para alumnos en el ·aula. 
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Además son trabajos con diferentes aproximaciones es decir, el lrabajo dé. Plagal es 'de orden 
pslcogenéllco, el trabajo de Fischbeln es de orden ps/cológlco,eJ trabajo de Kahnernan es.de orden 
sociológico, el trabajo de Green es de orden educallvo. .·: •. 

Muchos de eslos lrabajos se basan en predicciones de "bolas en urnas•,' origlnado
0

.es10· por el 
lrabajo de Plagel. Sin embargo esle llpo de experimenlos implica dlficullades en cuanlo a qué se. eslá 
evaluando: frecuencia relallva, fracciones, números, volúmenes, preferencias, ... Casi lodos Jos trabajos 
se cenlran en probabllldad formal olvidando la probabi/ldad subjellva. · · 

Falta mucho trabajo por hacer para poder responder a las preguntas Jnlclalrnenle expuéstas. Es 
dlrlcil aceplar las Ideas de Plagal de que Jos conceplos probabllfstlcos se desarrollan hasta después de 
la edad de 10 anos, parece mejor la noción de Flschbeln de que los nlnos más chicos rnueslran 
habllldades y conoclmlenlo del razonemlenlo probab/llstlco. La allemallva de Flschbeln trae consigo que 
las Jn!Ulc/ones probablllstlcas de los nlnos pueden ser rnodlncadas y desarrolladas. Esto !rae 
lmpllcac/ones muy sertas de cómo y cuándo ensenar probabilidad. 
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CAPITULO 3. MARCO METODOLOGICO .. . . 
Intuiciones probabilísticas en alumnos de 11a16 años en una escuel~ '."exr~aóa 

3.1 Aspectos generales 

El objellvo del presente trabajo es describir tas Intuiciones y los conoc/ml~'ntos- prob~b/lfsllcos 
que tienen /os alumnos entre 11 y 16 años de edad en una escuela mexicana, mediante el tesr que 
Green elaboró. · · 

La traducción al español del test rue hecha por Dlaz God/no, el cual me fa ·proporciono 
personalmente. Dlaz Godino habia aplicado el test previamente con sus alumnos. _,_• _ ,: . 

No hice ninguna prueba piloto del test confiando en las pruebas piloto hechas por Green (26 en 
·total) , en la experiencia personal de Dlaz God/no al aplicar personalmente et test con sus alumnos y por 
falla de experiencia personal en Investigaciones de este tipo. 

El test se aplicó en la escuela personalmente, en la última quincena del año escolar Se tuvo 
acceso a tos 144 alumnos, repartidos de /a siguiente manera: 
18 alumnos en 50 de primaria, (todos tos alumnos de 11 años de 5° de primaria de la escuela) 
19 alumnos en 50 de primaria, (todos ros alumnos de 6° de primaria de la escuela) 
35 alumnos en 10 de secundaria, (lodos los alumnos de 1º de secundaria de fa escuela) 
27 alumnos en 20 de secundaria, (todos los alumnos de 2º de secundaria de la escuela) 
29 alumnos en 3° de secundaria, (todos los alumnos de 3º de secundaria de la escuela) 
16 alumnos en el curso especia/, (todos los alumnos de uno de los 3 salones de curso especial) 

de tal rorma que rueron: 
23 alumnos de 11 años. 
16 alumnos de 12 años. 
37 alumnos de 13 años. 
23 alumnos de 14 anos. 
32 alumnos de 15 a~os. 
11 alumnos de 16 años. 
2 alumnos de 17 años 

de los cuales tenemos: 
67 mujeres. 
77 hombres. 

por lo que prácticamente conlamos con la población total de esta escuela y nu.estro trabajo será 
descripllvo. 

La aplicación del test duró una hora, el mismo !lempo otorgado por Green y. por oi~z GodinÓ, 
tiempo rue suficiente para que los alumnos lo contestaran. -

Antes de que los alumnos respondieran al test, se dio una breve Introducción explicando el 
objetivo del trabajo. 

El trabajo de lectura rue Individual, aún para los niños pequeños, pues todos los alumnos 
declararon entender bien las preguntas. 

Los datos obtenidos se procesaron en Lotus al Igual que las tablas de porcentajes y las gráficas. 
El análisis estadfsllco se hizo en mediante el paquele estadlstlco Statgrar. 

3.2 Test 

Green desarrolló el test en base a un examen de las diversas Investigaciones hechas sobre el 
lema, Y en base al eslud/o hecho del contenido de los libros de texto. Ademas tomó las pregunlas más 
significativas hechas por Plaget, Flschbe/n y Kahneman, y puso los preguntas más llp/cas de un curso 
de probabilidad. 

El test contiene 26 preguntas con 53 variables; que abarcan temas probabl/fstlcos, comprensión 
de términos y comblnaloria. - · 
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Green usó el rorrnato de opción múlliple para acor1ar el lie-mpo,de dura_clón del tºest _y facllilar ras 
respuestas de los alumnos, que muchas veces no dominan la redacc_lón ·_de respuestas, ni_ conocen los 
términos probabllfsllcos. · · · 

A continuación damos las preguntas del t~st y las razones de ~;een pa;~ l~:lncluslón de cáda 
una de ellas. · · - - · · -. · · 

Pregunta 1" -: - e - -.· -.: -

- Una ficha ~edonda es roja por una cara y verde por la otra. Se ~ostlene con la ,cara roja hacia airlba y 
se lanza al aire y después cae al suelo. ¿Qué cara llene mas poslbllldades de salir?, o ¿piensas que no 
hay ninguna diferencia entre las dos? · - · · 

Sei\ala la respuesta correcta: 
(A) La cara roja tiene mas poslbllldades 
(8) La cara verde llene mas posibilidades 
(C) No hay ninguna diferencia 
(O) No lo sé 

El propósito de este ilem es empezar el test con una pregunta sencilla de la sÍtua:clÓn: p~babllfstlca mas 
simple, el lanzamiento de una moneda. La rezón por la cual no se planteo la· pregunta en forma 
tradicional fue precisamente pare evitar la respuesta de libro• no hay diferencia,_-. · 

Pregunta 2: ,_ , _ _ .:. , --- . - -
-Una clase de matemáticas llene 13 nli\os y 16 nlnas. Cada nombre de-tos alú-mnos-se escribe.sobre un 
trozo de papel. Todos Jos trozos se ponen en un sombrero:- El profesor saca-uno sin- mirar. Sei\ala la 
rrase correcta: -· _ -----:. __ --~- --:·.. · 

(A) Es más probable que el nombre sea de un nlfto que de una · 
nlfta · . 

(B) Es más probable que el nombre sea de una nli\a que de un 
nlfto 

(C) Es Igual de probable que sea un nli\o que una nlfta 

(O) No lo sé 

El propósito de este llem fue de muestrear una situación simple donde rio existe slmetrla pero donde es 
suficiente para contestarla una comparación entre números. · -

Pregunta 3: 
-La figura muestra dos discos (o ruletas) que tienen agujas que una vez giradas se detienen y apuntan a 
un número. ¿Con qué disco es mas fácil obtener un 3? 
Seftala la respuesta correcta: 

ROJO AZUL 
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(A) Es más fácil obt~ner un 3 énel ciisco rojo 
(8) Es má_s fllcil obtener un 3 en el disco azul· _ 
(C) Los dos discos dan la misma posib/l/dad de obtener un 3 
(O) No lo sé ______ :__ .- · __ 
¿Por qué elige~ esarespu~sta"'.-------------

Se necesitaba una pregunta' ele c0ilil'.lar~C:1Ó~ él~ f~Íicelon~s 
pareció apropiada. -- --- · ·--- · · · · · 

:r;;~~d~ ~~ lanza un dado, ¿qué núm~ro ~· nú~~ros -¿~n , m_' __ :{-d¡,;ci/es de Obtener? ,O ¿son todos 
/gua/es? · · · ·-- · · ·· ·· 
Respuesta:. _______________________ _ 

El uso común de dados por los nlftos en tos juegos de mesa, ~r~& Íe,;.;as Íntroductorios de probab/l/dad 
sugirió que se Investigara la percepción que llenen ellos· de cual es· la probab//ldad de obtener un 
número en especifico, en este caso se escogió el número seis. · · · · · 

Pregunta&: - - ___ ---. -;--.-. __ _. .: 
- Una moneda se lanza al aire cinco veces y sale CARA las cinco veces: senara la rrase que consideres 
correcta: · - - · 

(A) La próxima vez es más probable que otra vez salga CARA -'•,_·. 
(8) La próxima vez es más probable que salga CRUZ __ _. -
(C) La próxima vez es Igual de probable que salga CARA o CRUZ · 
(O) No losé · 

Este ftem es para muestrear el conocimiento del alumno sobre el concepto d~- fenÓ~~no fr'e~~ncfaf. 

Pregunta 6: _, --_ · _ ·- ·, ___ . - _ _ _ 
(a)- En fa caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja_8 se han metido 2 fichas 
negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo). , -· _ ._é-- _- - . · _ .: 
SI tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de fa caja, ¿cuál elegirlas 
para hacer la extracción? 

~.oJ l. o•J 
A 8 

(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha 
negra 

(8) La caja 8 da mayores posibilidades de obtener una ficha 
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negra 
(C) Las dós cajas dan la misma posibilidad 
(O) Nolo sé · · · · 

Porqué?---------------------~ 

(b).·otras do.s cajas tienen en su Interior algunas fichas negras y algunas fichas blancas. 

Caja C: 5 negras y 2 blancas 

Caja D: 5 negras y 3 blancas 

o 

~o• • J eoeeo 

¿Qué caja (la e o la O) da m~~ po'slblÚd~d~s de sacar una ficha negra? o por el contrario, ¿dan las dos 
la misma postbllldad? 

(A) Caja e 
(B)CajaO 
(C) La misma poslbllldad 
(O) No losé 

Porqué? _____________________ _ 

(e).· otras dos cajas distintas tienen fiehas negras y blancas: 

le o• o) 
E F 
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Caja E: 2 negras y 2 blancas 
Caja F: .4 negras y 4 blancas 

¿Qué caja da ~ej~r poslbl;l~ad d~ ~bte'n'er una ficha negra? 
·.(A) Caja E .· . .·· 

(B) Caja F 
(C) La misma poslbllldad 
(O) No lo sé 

Porqué? _____________________ ~ 

(d).· Otras dos cajas distintas llenen fichas negras y blancas: 

Caja G: 12 negras y 4 blancas 
Caja H: 20 negras y 10 blancas 

¿Qué caja da. mejor posibilidad de sacar una ficha negra? 
(A) La misma poslbllldad 
(B)Caja G 
(C) CajaH 

· (D),Nolosé 

Por.qué?_._.----------------------

(e).· Otras dos cajas distintas de las anteriores tienen fichas négras y blancas. 

Caja J: 3 negras y 1 blanca. 
Caja K: 6 negras y 2 blancas. 

¿Qué caja da mejor poslbllldad de obtener una ficha negra? 
(A) La misma poslbllldad 
(B) Caja J. · 
(C)Caja K 
(O)Nolosé 

Porqué? _______________________ _ 

Este ltem lnvoluera la compa;~clón dÉ! probabllldad¿; b~sado erÍ ¿I mét~d;de conteo, y es esencial. 
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Pregunta 7: 
(a).· Lee las siguientes cinco frases: 

1) No puede ocurrir. 
2) No ocurre muy a menudo. 
3) Ocurre con frecuencia. 
4) Ocurre casi siempre. 
5) Siempre ocurre. 

Para las preguntas siguientes debes poner un número en cada uno de tos cuatro recuadros. Puedes usar 
el mismo número mas de una vez si lo deseas. 

(A) Cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Muy probable"? 
(8) Cuál de tas frases anteriores significa lo mismo que "Improbable"? 
(C) Cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Probable"? 
(D) Cuál de las frases antoriores significa to mismo que "Poco probable"? 

(b).· Escribe una palabra o una frase que signifique to mismo que to siguiente: (A) Imposible _________________ _ 

(8)Poslble __________________ _ 

(C) Igual poslbilldad _______________ _ 

(D) Poca posibilidad. _______________ _ 

(E) Muy probable _________________ _ 

Desde las entrevistas y encuestas piloto se detecto que habla problemas en--el niánejo de Jos términos 
probabl//stlco, (la habl/idad verbaij. Para tener constancia de ello se Introdujeron varios ltems 
relacionados con este aspecto. 

Pregunta 8: 
• En un experimento se lanzan al aire 12 monedas Juntas y caen sobre la mesa. SI el experimento se 
repite muchas veces, ¿cuáles de los siguientes resultados ocurren mas a menudo? 

(A) 2 caras y 1 O cruces 
(8) 5 caras y 7 cruces 
(C) 6 caras y 6 cruces 
(D) 7 caras y 5 cruces 
(E) Todas tienen la misma poslb//ldad 

Este ltem fue puesto para examinar la Incidencia de "represéntatlvldad" descrita_ ¡x:¡rK_ahneman. 

Pregunta 9: . _. _ _ •. __ __ 
·Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana 1_ peso si el dado sale 2 o 3· o 4- o 5 o 6. SI resulta un 1; 
Esteban gana una cierta cantidad d~ dinero. ¿Cuanto debe ganar Esteban cuando le sale el 1 para que 
el juego sea justo o equitativo? 

Respuesta:. _______ pesos. 

Este ltem evalúa el concepto de esperanza matemática. 
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Pregunta 10: . 
-Una moneda de 2 pesos y·otra de 10 pesos se lanzan juntas al aire. En la tabla de abajo se ha anotado 
uno de los resultados posibles: cara ·en la moneda de 2 pesos y cruz en la de 10 pesos. Se ha Indicado 
con una c para cara y X para cruz. Completa la. tabla con todos los resultados posibles. 

La ocurrencia común de problemas con moned~s en el esi~dlo lntroductórto de pfobabltldad obÍlgó la 
Inclusión de es1e item. · · · · · · • .• ,. · · " · ' 

Pregunta 11: ......... ,::.... :. 
- El tejado de una casa llene 16 secciones cuadradas. Comienza a granizar. Al prtnciplo· soló caen unos 
pocos granizos, después aumenla la granizada. En los slgutentes dibujos se representan tres conjunlos 
de dos posibles formas en las cuales podría haber caldo los granizos. El primer dibujo ·de eada grupo, A, 
B, C muestra una forma de distribulise los 4 primeros granizos; el segundo 16 granizos. · 

CONJUNTO A 

.. 
. . . . 

CONJUNTO B 

g m .. : . . . . . . . 
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CONJUNTO C 

m a. . .. ·: . . . . . 
Pregunta: ¿Cuál de los modelos anteriores esperarlas tu ver como más realista a medida que el granizo 
cae? 

Conjunto A: 
Conjunto B: 
Conjunto C: 
Conjuntos B y C: 
Cada tipo de modelo es Igualmente probable: 

Un conceplo Importante en probabllldad es el de fenómeno aleatorio. Plago! considero Ja calda de gotas 
de lluvia para Investigar la comprensión del concepto de alealorio en los nlnos. Esta es la razón de 
Incluir este ltem. · · 

Pregunta 12: 
• Esta pregunta se refiere también a la calda de Jos granizos sobre un tejado. También se dibujan tres 
posibles modelos en tres momentos distintos: los 4 primeros granizos, después 16 granizos y por último 
64. 

m 

CONJUNTO 

CONJUNTO 

. . . .. 
. . 

CONJUNTO 

. . 

A 

B 

e 
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. .. " : .... . ... ... . . .. . . . .. . . . -.-;. . . . 
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Pregunta: ¿Cuál de los modelos antertores esperarlas tu ver como más realista a medida que el granizo 
cae? 

Conjunto A: 
Conjunlo B: 
Conjunlo C: 
Conjunlos B y C: 
Cada tipo de modelo es Igualmente probable: 

La razón para este Jlem es Ja misma que para la pregunla antertor. 

Pregunta 13: 
- Escrtbe una frase que comience: . . 

"Es muy probable que el Rey ........... .", usando tus propias pe.labras para acabarla. 

Es muy probable que el Rey _____________ _ 

Pregunta14: ·":: ;··'· <:;;:\. ·;>'/'· '·:::· 
- Escrtbe una frase que comience: . . . . . . .. .. .. . , . . 

"Es Improbable que el Rey .......... .", usando tus propias palabras para acabarla. 

Pregunta 15: 
- Escrtbe una frase que termine: . . ·•·:· ;.o·> ;•e•··•+··,,:· · .... 

• ........ es algo que sucede al azar", usandó tus propias palabras· para co1nenzarla; 

Pregunta 16: . . .: , .. . , . , . . 
- Para las siguientes frases senaJa todas las que pienses qúe slgnmcan exactamente Jo mismo que 
"tiene un cincuenta por ciento de posibilidades de ocurrir". · · ··" .... ·· . .,. '" · 

(A) Puede ocurrir o no. 
(8) Tiene tantas posibilidades de éxito como de fracaso. 
(C) Sucederá 50 veces de cada 50. 
(O) Puede suceder algunas veces. 
(E) Tiene Igual posibilidad de ocurrir que de no ocurrir. 
(F) Es muy Improbable que suceda. 

A partir de las pruebas plloto Green sintió Ja necesidad de Investigar Ja comprensión de Jos términos 
probablllstlco por parte de Jos alumnos. Esta es Ja razón por Ja cual Incluyo las siguientes preguntas 13, 
14, 15,y16. 
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Pregunta 17: 
• Dos plrlnolas de seis lados eslán marcados con unos y doses, como se indica en el diagrama: 

AMARILLO ROJO 

¿Qué plrlnola te da mejor oportunidad de oblener un 2 cuando se lanza? o ¿dan la misma poslbllldad? 

(AJ La amarilla es mejor para obtener un 2. 
(8) La roja es me)or para obJener un 2. 
(C) Ambas plrlnolas dan la misma poslbllldad. 
(D) No losé. 

Una buena Indicación de cuando un alu~no ha desarro111!do una a~r~cl~~¡ó'n d~,Jazar ésta dada por el 
ltem anterior. · · · 

Pregunta 18: · .. - . , :·· -. .· .. - . ' 

·En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan. se sacan tres bolas 
fuera resullando 2 rojas y 1 azul. A continuación sacamos otra bola sin echar las anteriores. ¿De qué 
color es mas probable que sea? 

(A) El rojo llene mayor probabllldad. 
(B) El azul llene mayor probabllldad. 
(C) El verde llene mayor probabllldad. 
(D)Todos los colores llenen la misma probabllldad. 
(E) No losé. 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

Este llem Investiga la comprensión de la probabllldad condlclonal y del espacio muéslral. 

Pregunta 19: 
·Dos discos, uno naranja y otro cale, están marcados con números. 

CAFE 

~ VJiJ 
NARANJA 
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Cada disco llene una aguja que gira. SI se quiere obtener un 1, ¿es uno de los discos mejor que el otro , 
o ambos dan la misma posibilidad 7 

(AJ El caré es mejor para sacar un 1 
(8) El naranja es mejor para sacar un 1 . · : 
(C) Ambos discos dan la misma posibilidad:·:· · 
(O) No se puede decir 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Es posible que los alumnos hayan contestado correctamente I~~· preguntas 3 y 17, concemlenles a 
ruletas, sin entender realmen1e el significado de area relailva que· es lo que determina en forma correcta 
las probabilidades. · - ··· · 

Pregunta 20: . : 
• El profesor pidió a Clara y a Luisa que lanzaran cada una, una moneda muchas veces, y que 
apuntaran cada vez si salla cara o cruz. Por cada "cara" se ha apuntado un 1, y por cada "cruz" un O. 
Aqul estén los dos grupos de resollados: 

Clara: 01011001100101011011010001110001101101010110010001 
01010011100110101100101100101100100101110110011011 
01010010110010101100010011010110011101110101100011 

Luisa: 10011101111010011100100111001000111011111101010101 
11100000010001010010000010001100010100000000011001 
00000001111100001101010010010011111101001100011000 

Una de las chicas lanzó la moneda correctamente; pero Ja otra hizo trampa y lo fingió. 

(A) Qué nlfta ha hecho trampa? 
(B) Cómo lo sabes? 

Este ltem esta basado en el trabáJo de Hal,;;~s.197s;: ~ Investiga el conocimiento estocástico del 
alumno. · :• ·· · · · · · · 

Pregunta 21: . . . .. . . 
(a)· Supón que dejamos caer muchas bolas en ·et conJÚnto de canales dibujado: 

:_: >r<·.···· 

·~ 
1 2 3 ' s· s :7.· ·ª. 

Seftala la frase que mejor describa dónde esperás tu que vayan las bolas. 
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(A) Por cada c,;nal pasará' aproxlmadamenle el mismo número de 
bolas. . · .:· .. ·' :·· 

(8) Por 1 y 8 pasarán més bolas C 
(C) Por 3, 4; s y e pasarán más bolas 
(O) Por 1, 3, 5 y 7 pasarán más bolas 
(E) Ninguna de éstas·'· ... · · · · · 

(b)· Ahora haz lo mismo para este co~J~~Ío ~e canales: 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo número de 
bolas 

(B) Por 1 y 2 pasarán més 
(C) Por 3 y 4 pasarán más 
(O) Por 1 y 4 pasarán más 
(E) Ninguna de éstes 

(c)- Ahora hez to mismo pera este conjunto de canales: 

(A) Por cada canal pesará eproxlmedementé el mismo número de 
boles 

(B) Por 2 pesarán más bolas 
(C) Por 3 pasarán más boles 
(O) Por 1 y 2 pasarán muchas boles y por 3 pocas 
(E) Ninguna de éstes · 

(d)-Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales: · 

~~· 
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(A} Por cada canal pasará aproxlmadamenle el mismo número de 
bolas 

(B} Por 2 pasarán aproximadamente el doble de bolas que por 
1 o3 

(C} Aproximadamente Ja mitad pasarán por 1 y Ja mitad por 3 

(O} Unas pocas pasarán por 1, casi todas por 2 y unas pocas 
por3 

(E} Ninguna de éstas 

Este llem fue Incluido dado que este Upo de preguntas y de configuración, fueron utilizadas por Plaget y 
por Flschbeln en sus trabajos. Se muestrea aqul Ja comprensión del alumno de Ja estabilidad de Ja 
frecuencia. 

Pregunta 22: . . . 
• Un robot es colocado ante un laberinto que empieza a explorar. En cada cruce el robot llene tenias 
probabilidades de Irse por un camino como por olro (pero nunca vuelve por el camino que vino). Hay 8 
trampas al final de los 8 caminos (ver el dibujo). ¿En que lrampa o trampas tiene el robot más 
probabilidades de acabar?, ¿o todas las trampas son Igualmente probables? 

Este ítem trata de examinar la habilidad o el conocimiento de los alumnos para leer diagramas ·de árbol, 
y examinar el concepto de mulllpllcaclón de probabilidades. 

Pregunta 23: .. _ ·. . · 
• El profesor vacfa sobre la mesa un paquete de 100 chinches. Algunas caen cóí(la punta para arriba 
y otras caen hacia abajo . · ·-
El resultado fue: ARRIBA = 68 ; ABAJO = 32 
Después el profesor pidió a una nma que repillera el experimento. 
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De la lista siguiente, elige el resullado que tu créés obtendrá la nina: 

(A) ARRIBA = 36 ; ABAJO = 64 
(B) ARRIBA = 63 ; ABAJO = 37 
(C) ARRIBA = 51 ; ABAJO = 49 
(D) ARRIBA= 64 ; ABAJO= 16 
(E) Todos los resullados tienen la misma probabilidad 

Un llem probabllfstlco donde no existiera un modelo sino que solo la experiencia empfrica se pudiera 
utlflzar para estimar la probabilidad se considero Importante de Introducir. 

Pregunta 24: 
- ¿Cuál de los dos siguientes resuflados es más probable? 

(1) Obtener 7 o más varones de los 10 primeros bebés nacidos 
en un nuevo hospital. 

(2) Obtener 70 o más nlnos de los 100 primeros bebés nacidos 
en un nuevo hospital. 

(A) Son Igualmente probables 
(B) 7 o más de 10 es más probable 
(C) 70 o más de 100 es mb probable 
(O) No se puede decir 

En estadfstica la establlldad de frecuencia es fundamental para la teorfa y debe ser un concepto· que 
debe conocer el alumno. Este flem se basa en el trabajo de Kahneman sobre representatlvldad. 

Pregunta 25: 
- Una bolsa contiene en su Interior algunas bolas blancas y algunas bolas negras. Un nlno extrae una 
bola, anota su color y la vuelve d Introducir. A conllnuaclón remueve fas bolas para que se mezclen 
bien. El chico repfle esta operación 4 veces y siempre obtiene una bola negra. · 

A conllnuaclón extrae una quinta bofa. ¿De que color piensas que será con más probablffdad?. 

(AJ La negra es más probable de nuevo 
(B) La negra y la blanca son Igualmente probables 
(C) La blanca es más probable esta vez 

Este llem muestras si el alumno llene conocimiento sobre Inferencia a partir de una muestra. 

Pregunta 26: 
- Tres chicos son enviados al director por alborotar. Para esperar su castigo, llenen que alinearse en fria 
ante la puerta del despacho del director. ¡Ninguno quiere ser el primero, desde luego! 
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. ' ' 

(a) Supongamos que los nin os se llaman Andrés, Benito y Carlos 'cíós notaremos A, B y C). Queremos 
escribir abajo todos los posibles órdenes en que podrían alinearse. 

Por ejemplo: para el orden A en primero, Ben segundo y c en tercero escri.blremos ABC 

Respuesta: ABCl ........ .1 ......... .1 ......... .1 .......... 1 ......... .1 ..... .1 ......... .1 ......... .1 ....... : •• 1 ......... .1 ....... .1 .......... .1 ........ . 

Anota ahora las demás formas diferentes de ordenarse. 
(b) ¿Cuántas formas diferentes hay en total? Respuesta. ___ _ 
Ahora haz el resto de la pregunta: 
(c) SI cuatro ni/los (A, B, c, D) tienen que alinearse, ¿Cuántas formas diferentes hay? 
Respuests.,_,.----,.--
(d) Y si hay cinco ni/los, ¿Cuéntas maneras hay? (No intentes eSCl'iblrlas todas!) 
Respuesta ____ _ 

Por último, era Imprescindible una pregunta sobre análisis combinatorio (permutaciones). Por razones 
de tiempo y dado que son laboriosos tos cálculos sólo se puso este ltem. 

3.3 Resultados de la apllcaclón del test 

Los resultados en esta primera etapa se analizaron en base al ano escolar, y par~ li~cer más fácil fas 
comparaciones se dieron en porcentajes. La base de datos y las tablas se proce~~o~_en .. LOTUS. 

- - . ·-~-~ .. ' .. · ·~. ~ :.. . .- - .. ' 

1.- Una fiche redonda es roja por una cara y verde por la otra. Se sostiene con 1~'c:arii roja ~~ele arriba y 
se lanza al aire y después cae al suelo. ¿Qué cara tiene mas poslbllldades de salir? ,o ¿plem;as que no 
hay ninguna diferencia entre las dos? · ·· 

senata la respuesta correcta: 
(A) La cara roja tiene más posibilidades 
(B) La cara verde tiene más posibllldades 
(C) No hay ninguna diferencia 
(D) No losé 

Como se mencionó anteriormente, esta pregunta corresponde a una situación· próbabllístlca 
simple: •¡a probabllldad de que salga cara o cruz, en el lanzamiento de una moneda no cargada es Igual 
aQ~ . . . . . 
Para no plantear la pregunta en forma tradicional, se redactó haciendo énfasis en la posición lníclál.de la 
moneda al lanzalfa. · 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 1 
ANO ESCOLAR A B e ··D 
PRIMARIA So 16,67 27.78 55.56 "º·ºº" PRIMARIA6o 15.79 21.05, -47.37· '.15.79 
SECUNDARIA 1o 8.57 17.14 71.43 ·, 2.88 
SECUNDARIA 2o 14.81 7.41 70.37 7.41 
SECUNDARIA 3o 17.24 º·ºº 82.76 . 0.00 
CURSO ESPECIAL 18.75 6.25 75.00 o.oo 
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En los anos quinto y sexto de primaria, el porcentaje de respuesta correctas es 
aproximadamente del 50%. Este porcentaje aumenta hasta el 80% en los úlllmos anos. Cabria esperar 
que este porcentaje fuera más ello después de 6 ailos de estudios. 

Esta pregunta corresponde a la situación probabllfstlca con Ja cual casi siempre se l11fcla un 
curso de probabl/ldad, desde los primeros anos. Vemos que existe un porcentaje de alumnos, 20%, que 
cree que la posición inicial inftuye en el resullado, Jo que Implica que el concepto de equlprobabllldad no 
esta plenamente asimilado, o se percibe una creencia errónea sobre el lanzamlenlo de la moneda. 

2.· Una ciase de matemáticas llene 13 nlnos y 16 nlnas. Cada nombre de los alumnos se escribe sobre 
un trozo de papel. Todos Jos trozos se ponen en un sombrero. El profesor saca uno sin mirar. senara la 
frase correcta: 

(A) Es más probable que el nombre sea de un nlilo que de una 
nlna ~ 

(B) Es más probable que el nombre sea de una nlila que de un nlilo (.___) 
(C) Es Igual de probable que sea un nlilo que una nlila ~ 
(D)Nolosé ~ 

Como lo menciona Green, este llem se renere a una situación probabllfsllca simple, donde no 
existe simetría. Este problema se toca frecuentemente en los cursos de probabl/ldad, podriamos decir 
que es una situación común para los alumnos. Esta pregunta está planteada en forma tradicional. 

Los resultados son los siguientes: 

preg 2 
AlllOESCOLAR A e c D 
PRIMARIA5o 0.00 83.33 16.67 0.00 
PRIMARIA6o 5.26 84.21 10.53 0.00 
SECUNDARIA 1o 2.86 65.71 28.57 2.86 
SECUNDARIA 2o 11.11 81.48 7.41 º·ºº 
SECUNDARIA 3o 6.90 82.76 10.34 o.co 
CURSO ESPECIAL 6.25 87.50 6.25 º·ºº 

El porcentaje de respuestas correctas es mayor que en la pregunta anterior, desde los primeros 
anos, 80%. Este porcentaje se mantiene casi constante (excepto en primero de secundaria, ¿por qué ?), 
es decir que no hay mejorla slgnlncallva con la edad. No se alcanzó un 100% de respuestas correctas 
en el úlllmo ano escolar como podrla esperarse. 

Los alumnos optan en mayor porcentaje por la opción e (es Igual de probable), es decir, que no 
loman en cuenta que hay más nlnas que nlilos. Aqul podría deberse a dos rezones: 
• porque consideran que la diferencia de tres nlnos es mínima. 
• porque Interpretan en forma diferente el enunciado, "es Igual de probable que sea una nlna que un 
nin o•, sería Igual para el alumno que "puede salir tan lo un nlno como una nlna•. Este resultado es 
mencionado por Green en su tesis. 
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3.-La figura muestra dos discos (o ruletas) que tienen agujas que una vez giradas se detienen y apuntan 
a un número. ¿Con qué disco es más fácil obtener un 3? 
sena la la respuesta correcta: 

ROJO AZUL 

(A) Es más fácil obtener un 3 en el disco rojo 
(B) Es més fácil obtener un 3 en el di5CO azul 
(C) Los dos discos dan la misma posibilidad de obtener un 3 
(D) No lo sé 
¿Porqué eliges esa respuesta? ___________ _ 

Los resultados fueron los siguientes; 

preg 3 
ANO ESCOLAR A B e D 
PRIMARIA So 22.22 72.22 5.56 0.00 
PRIMARIA So 10.53 73.68 15.79 O.DO 
SECUNDARIA 1 o 5.71 77.14 17.14 0.00 
SECUNDARIA 2o O.DO 100.00 0.00 0.00 
SECUNDARIA 3o 3.45 93.10 3.45 O.DO 
CURSO ESPECIAL 0.00 100.00 0.00 0.00 

Es sorprendente que este ltem resultara más facll. que los anteriores (72% a 100%). Esto puede 
atribuirse a la representación gráfica de la situación probablllstlce. 

Hay un Incremento do facilidad con la edad , además se aprecia como en segundo de 
secundaria se da un brinco, se pasa del 77% al 100%. 

4.- Cuando se lanza un dado, ¿qué número o números son mas ditfclles de obtener? o· ¿son todos 
Iguales? Respuesta:. ___________________ _ 

En cualquier curso de probabilidad, los problemas donde se lanza un dado son frecuentes, 
ademés que el uso de éstos en los Juegos de mesa es común para tos alumnos. De ah! el Interés de· 
Incluir este ítem en la prueba como lo menciona Green. · 
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. . . 

Como en el caso de la pregunta 1 si el uso de monedas y dados es tan común"en situaciones 
probabllisllcas, se esperarla que un. alto. porcentaje',de. los' alumnos· C-Ontestara ·correctamente. Cabe 
mencionar que la pregunta está redactada ·sin. poner: énfasis en.ninguna situación en· particular que 
puedlera distraer al alumno e-0mo en la primera pregunta.'· ' "· · · · 

Los resultados fueron tos siguientes: 

preg 4 .· ·. . . ·:, , 

AlllOESCOLAR 1 2 3 4 5 6 IGUAL OTRA 
PRIMARIA5o 5.00 0.00 º·ºº 0.00 10.00 20.00 55.00 10.00 
PRIMARIA6o 6.70 o.oo 6.70 4.35 4.35 17.39 47.83 8.70 

SECUNDARIA 1o 5.71 0.00 0.00 º·ºº .. 5.71 5.71 82.86 º·ºº 
SECUNDARIA 2o 3.70 0.00 ·o.oo 0.00 0.00 7.41 86.89 . º·ºº 
SECUNDARIA 3o º·ºº 0.00 .o.oo 0.00 º·ºº., ' o.oo .. 96.55 : .3.45 
CURSO º·ºº 0.00 .. 0.00 0.00 5.66 11.76 70.59 , 11.76 
ESPECIAL . , 

:· ·. · ... '.· .· .. ·:· 
En los primeros anos, solo el 50% de los alumnos piensa que !Odas' los ncimeros tienen la misma 

probabilidad de salir. Este porcentaje aumenta al 96% en tareero de secundarla; pero disminuye al 70% 
en el curso especial (¿por qué?). ,... · 

, . , 

En todos los anos et porcentaje de alumnos que piensan que el número 6 es el número más 
difícil de obtener, es Igual o mayor que los otros poreentajes. Esto es otro.ejemplo de una creencia 
errónea arraigada que persiste aun después de recibir Instrucción. · · " 

5.· Una moneda se lanza al aire cinco veces y sale CARA las cinco veces. senala fa frase que 
consideres correcta: 

(A) La próxima vez es mas probable que otra vez salga CARA (___) 
(8) La próxima vez es mas probable que salga CRUZ (___) 
(C) La próxima vez es Igual de probable que salga 

CARA o CRUZ (___) 
(O) No lo sé (___) 

Esta pregunta trata sobre un fenómeno frecuencial y esta Incluida para muestrear fa tendencia 
de los alumnos a lo que se llama "falacia del Jugador o posillve/negallve recancy". SI la ocurrencia de un 
evento se ha dado repelidas veces, el sujeto o alumno llande a pensar que la próxima vez debe de 
ocurrir lo contrario. En este caso el alumno optarla por la opción B. SI el alumno piensa que la moneda 
está "cargada" (posllfve recency), entonces optarla por fa opción A. 
El alumno. debe optar por la opción C, es decir, comprender que la historia pasada no se toma en 
cuenta. 
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Los resultados fueron los siguientes: 

preg 5 
ANO ESCOLAR A B· . e D 
PRIMARIA So 11.11 11.11 17.78 O.DO 
PRIMARIA So 26.32 21.05 e 52,63 . º·ºº . 
SECUNDARIA 1o 11.43 11.43 .. 74.29'. 2.86 
SECUNDARIA 2o 3.70 11.11 81.48 ', . 3.70. 
SECUNDARIA 3o 3.45 S.90 .. 8S,21·,c .. 3.45 

CURSO ESPECIAL 18.75 O.DO 81.25 ··.O.DO' · 
., ... , ·.'·, .. 

El porcentaje de respueslas correctas fué más alto~ que' ~a~a.18 ~;egu~la un~ en todos los anos. 
Tenemos desde un 50% hasta un 8S%. · " · · · 

Los porcentajes para las opciones A o B, e;lén balan~acÍos: No·h~y t~nden¿la clara hacia. 
cualquiera de los dos errores antes mencionados. · · · 

La comparación enlre el número de bolas para decidir cuél bolsa o urna escoger es el 
procedlmlenlo utilizado por los Investigadores para comprobar si el alumno tiene un cierto dominio de la 
probabllldad. 

En los slgulenles cinco Incisos de la pregunta siguiente, las estrategias usadas por los alumnos 
para escog~r entre las urnas son las siguientes: 
E1· Escoger aquella urna que conlenga el mayor número de bolas negras (estrategia de superioridad de 
bolas negras). 
E2·Escoger la urna que contiene el menor número de bolas blancas ( estralegla de lnferlortdad de bolas 
blancas). 
E3-Escoger la urna con más bolas (estralegla de complejidad). 
E4·Escoger la urna con menos bolas (estrategia de slmpllcldad). 
ES.Escoger la urna con una diferencia mayor enlre bolas blancas y negras (estrategia de diferencia 
dentro de la urna). 
ES-Comparar el número de bolas blancas y bolas negras de las dos urnas y escoger aquella con més 
diferencia (diferencia enlre urnas). 
E7·Cafcular la razón blancas a negras (o negras a blancas) y escoger la urna con razón mas grande 
(razón en las urnas). 
ES-Comparar el coclenle negras urna 1 enlre negras urna 2 y blancas urna 1 enlre blancas urna 2 y 
escoger la urna con superávit de negras o con deficll de negras (razón enlre urnas). 
E9-Escoger la urna con un arreglo de bolas mas favorable (poslclonal). 

6(a).· En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se han metido 2 fichas 
negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo). . : · 
SI tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la caja, ¿cuál· eleglriás 
para hacer la eX1racclón? 
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~.oJ leoeJ 
A B 

(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha negra 
(8) La caja 8 da mayores posibilidades de obtener una ficha negra 
(C) Las dos cajas dan la misma posibilidad 
(D) No losé 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 6a 
ANO ESCOLAR A B c D 
PRIMARIA So 83.33 11.11 5.56 0.00 
PRIMARIA6o 100.00 0.00 0.00 0.00 
SECUNDARIA 1o 94.29 2.86 2.86 º·ºº 
SECUNDARIA 2o 88.89 o.oo 11.11 0.00 
SECUNDARIA 3o 89.66 3.45 6.90 0.00 
CURSO ESPECIAL 93.75 º·ºº 6.25 0.00 

Los porcentajes de respuesta correctas son altos (83% a 93%), es de notar que se obtiene. un 
100% de respuestas correctas en sexto. 

La estrategia más utilizada fue la comparaclon de bolas negras, se escogió la urna con el mayor 
número de bolas negras (la estrategia es E1 antes citada). 

6(b).·Olras dos cajas llenen en su Interior algunas fichas negras y algunas fichas blancas. 

Caja C: 5 negras y 2 blancas 

Caja D: 5 negras y 3 blancas 
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¿Qué caja (la Cola D) da més posibilidades d.e saclir una ficha negra? O por el contrario·, ¿dan las dos 
la misma poslbllldad? · 

(A) caja c L;_) 
(B) Caja D . .. ·. L..::_} 
(C) La misma poslbllldad L;_) 
(D) No to sé ·· . L;_) 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Los resullados ruaron los slglenles: 

preg Bb 
ANO ESCOLAR A B c D 
PRIMARIA5o 55.56 0.00 44.44 º·ºº 
PRIMARIABo 47.37 10.53 42.11 º·ºº SECUNDARIA 1o 48.57 22.86 28.57 0.00 
SECUNDARIA 2o 62.96 3.70 33.33 º·ºº SECUNDARIA 3o 82.78 6.90 6.90 3.45 
CURSO ESPECIAL 93.75 6.25 0.00 º·ºº 

Los porcentajes de repuestas correctas bajaron en todos los anos con respecto a la pregunta 
anterior ( a la mitad en sexto) excepto en el curso especial. Esto es porque la estrategia utlllzada 
anteriormente (E1 ¡ ralla y lleva a la opción c (con una ello porcentaje), y porque el número de bolas es 
mayor en las dos urnas y el examen visual ya no es tan racll. 

En esta pregunta se hace patente el uso de la estrategia posiciona! (E9) que lleva a escoger la 
opción B. 

6(c).· otras dos cajas distintas llenen fichas negras y blancas: 

E 

le o• o) 
Caja E: 2 negras y 2 blancas 
Caja. F: 4 negras y 4 blancas 

F 
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¿Qué caja da mejor posibilidad de obtener una ficha negra? 
(A) Caja E 
(B) Caja F 
(C) La misma poslb/lldad 
(D) No lo sé 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Los resultados fueron tos siguientes: 

preg 6c 
ANO ESCOLAR A B e o 
PRIMARIA So 16.67 27.78 50.00 5.56 
PRIMARIA6o 15.79 21.05 57.89 5.26 
SECUNDARIA 1o 22.86 14.29 62.86 0.00 
SECUNDARIA 2o 11.11 22.22 66.67 º·ºº 
SECUNDARIA 3o 10.34 6.90 62.76 º·ºº 
CURSO ESPECIAL 6.25 0.00 93.75 0.00 

Los porcentajes de respuestas correctas son mlis bajos que en Ja primera pregunta y similares a 
la pregunta anterior. Las estrategias mas comunes, usadas antertomlente, aqul rallan. La estrategia de 
superioridad (E1) y de complejidad (E3) llevan a la opción B, las estrategias de Inferioridad (E2) y de 
slmpllcldad (E4) llevan a la opción A, ambas Incorrectas. 

El porcentaje de respuestas correctas es mayor con el afto escolar. 

6(d).· Otras dos cajas distintas llenen fichas negras y blancas: 

Caja G: 12 negras y 4 blancas 
Caja H: 20 negras y 10 blancas 

¿Qué caja da mejor poslbllldad de sacar una ficha negra? 
(A) La misma poslbllldad 
(B) Caja G 
(C) Caja H 
(D) No losé 

Los resultados fueron los siguientes: 
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preg 6d 
ANO ESCOLAR A e c D 
PRIMARIA So 16.67 33.33 S0.00 0.00 
PRIMARIA 60 o.oo 68.42 26.32 S.26 
SECUNDARIA 1o 17.14 48.S7 34.29 0.00 
SECUNDARIA 2o 7.41 SS.S8 33.33 3.70 
SECUNDARIA 3o 13.79 S8.62 27.S9 0.00 
CURSO ESPECIAL 12.SO 81.2S 6.2S 0.00 

Este llem es més dificil que Jos otros, los porcentajes bajan y no se obtiene el 93% enterfor en el 
curso especial. Esto se debe a que ya no se cuenta con ta representación visual, ya no se puede usar la 
estrategia posicional. Las estrategias E1 (lleva a la opción C), y las estrategias ES, E6 tampoco llevan a 
la opción correcta. 

6(e).· Otras dos cajas distintas de las anteriores tienen fichas negras y blancas. 

Caja J: 3 negras y 1 blanca. 
Caja K: 6 negras y 2 blancas. 

¿Qué caja da mejor posibilidad do obtener una ficha negra? 
(A) La misma posibilidad 
(8) CajaJ 
(C) Caja K 
(D)No lo.sé 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Los resullados fueron los slglentes: 

• preg 6e 
ANO ESCOLAR A e c D 
PRIMARIA So 22.22 11.11 61.11 S.56 
PRIMARIA6o 31.S8 10.S3 S7.89 º·ºº SECUNDARIA 1o 22.86 22.88 54.29 º·ºº SECUNDARIA 2o 44.44 14.81 40.74 º·ºº .· 
SECUNDARIA 3o 51.72 6.90 37.93 '·3.45· •. 
CURSO ESPECIAL 56.25 12.SO 31.25 . º·ºº ·. 

·•·.·. 
' . ·.. --.- . ·'.· .. 

. 

Esta fue Ja pregunta més dlficUy los porcentajes son slgnlncatlvamente més bajos (22% a S6%). 
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-Las estrategias más usadas sori 1-a de superioridad (E1), la estrateg;a de, complejidad (E3). y la 
estrategia de razón entre las,umas (E7). ' -

Es claro ta debilidad 'é!~I ~~~ejo del concepto de probabllldad ( cociente entre ~úmero d,e casos 
favorables entre cas,os total~s) en todos, los anos.-

7(a).- Lee las siguientes chico frases: 

1) No puede 'ocumr. 
2) No ocurre muy a menudo. 
3) Ocurre con frecuencia. 
4) Ocurre casi siempre. 
5) Siempre ocurre: 

Para las pregÚnt~s siguientes debes poner un número en cada uno de los cuatro recuadros. Puedes usar 
el mismo número mas de una vez si to deseas. 

, , 

(A) cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Muy probable"? 
, ",'>- ,,<:,_-'-':;,",-,::" , (____) 

(8) Cuál de las ,frases anteriores significa lo mismo que "Improbable"? 
'. , "/,,_¡e, , (____) 

(C) Cuál de tas frases anteriores significa lo mismo que 'Probable"? 
__ ,_ ~-;_ :, : _,-- -"".',",,, ::, - , (____) 

(0) cuál de ,las frases anteriores significa lo mismo que 'Poco probable"? 
-;- ;', , (____) 

Esta pregunta Intenta .i,etectar st existen problemas en ta, habllldad verbal de los alumnos. 

, _, ~ .. ' 

¿ aué entienden tos alumnos por 'Muy proba~le"?, ' 

preg ?a (muy probable) 
ANO ESCOLAR 1 
PRIMARIA So 5.56 
PRIMARIA 60 0.00 
SECUNDARIA 1o 2.94 
SECUNDARIA 2o 0.00 
SECUNDARIA 3o 0.00 
CURSO ESPECIAL 0,00 

·: '· . ' ' 

Este término es bien entendido por tos, ~IÜmnos, tenem~s: deSde u'n 35% hast~un 75%, 
considerando solamente la opción 4 como correcta, si consideramos como correcta también la opción 3, 
este porcentaje sube de un 59% a un 93%. , , , , 
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Pero tenemos un porcentaje sÍgnlfié~tlvo de alumnós que confunde~ muy probable con siempre 
ocurre (6% hasta 27%). · · · ·· · · · · · 

¿Qué entienden los alumnos por "lmpro6able"? ·. 

preg 7a (Improbable) .·· . · ,· ... · .. ~:; . 
ANO ESCOLAR 1 2< .· •..• ·. 3.• ··:·4 .. 5 
PRIMARIA5o 83.33 11.11 .. º·ºº o.oo· . 5.58 
PRIMARIA6o 85.00 15.00 .• ¡ ... ;· º·ºº' .. 0.00• .. .: ... o.oo. 
SECUNDARIA 1o 85.29 14.71· 1·--·· o.oo• .. 0.00' . O.DO· ': 
SECUNDARIA 2o 85.19 14.81 , ... o.oo.: .. +· .. 0.00 .... •. 0.00: 
SECUNDARIA 3o 96.55 0.00 º·ºº. ....... 3.45 .• 0.00 
CURSO ESPECIAL 100.00 º·ºº . º·ºº ·0.00 ..... .;.Q.00 ,: 

... 

El porcentaje de alumnos que escogen la Ópclón correcta riÚmero.2,es muy bajo (del 15% y 
llega a ser del 0% en los últimos dos anos). · · · · · · · · 

Los alumnos escogen como opción correcta, "No puede ocu~~. e~to ~n .. ~naltrslmo porcentaje 
(del 80% al 100%). La confusión de términos es Innegable. 

¿Qué entienden los alumnos por "Probable"? 

preg 7a (probable) 
ANO ESCOLAR 1 2 3 4 -5 · ... 
PRIMARIA5o 0.00 15.79 42.11 21.05 21.05 
PRIMARIA6o º·ºº 5.00 40.00 .. · 25.00 30.00 
SECUNDARIA 1o 2.94 8.82 38.24 . 35.29 . 14:71 
SECUNDARIA 2o º·ºº 11.11 62.96 . 11.11. 14.81 
SECUNDARIA 3o º·ºº 6.90 79.31 10.34 . .. 3.45 
CURSO ESPECIAL º·ºº 6.25 87.50 . 6.25. º·ºº .. 

. 

Este término es bien entendido considerando como opciones correcta~· la ~·ú.mero 3 y 4. 

Pero tenemos que un porcentaje significativo de alumnos · eonsldefan ·.como sl~Ónlmo de 
probable, siempre ocurre. 

Qué entienden los alumnos por "Poco probable"? 

preg 7a (poco probable) 
ANO ESCOLAR 1 2 3 .4 5 
PRIMARIA5o 27.78 55.58 O.DO 16.67 .. º·ºº 
PRIMARIA6o 15.00 55.00 20.00 10.00 O.OO•· 
SECUNDARIA 1o 5.88 64.71 20.59 • 8.82 º·ºº . 
SECUNDARIA 2o 14.81 81.48 0.00 3.70 º·ºº SECUNDARIA 3o º·ºº 93.10 3.45• 3.45 ·. º·ºº 
CURSO ESPECIAL º·ºº 100.00 O.DO º·ºº 0.00 

67 



Por los porcen!ajes encontrados este ténnlno se entiende mejor con la edad (del 55% al 100%). 

Lo que habr!a que hacer notar es que en los primeros anos parece haber gran confusión entre 
los ténn!nos "no puede ocurrir", "ocurre casi siempre", y "poco probable", siendo lénn!nos de significados 
muy dlferenles. 

7(b).· Escribe una palabra o una frase que signifique lo mismo que lo slgulenle: 

(A) Imposible ________________ _ 

(B) Posible __________ -_.--------

(C) Igual posibilidad. ______________ _ 

-·:!, (D) Poca posibilidad. ______________ _ 

(El Muy probable. ________________ _ 

Este ltem Igual que el anterior, se cenlre en estudiar ra·h-abllldad verbal del alumno. 
. . .. ' ' _-·:.»,--': . 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 7b (% de resp. 
correctas) ··: .·.· -. 
ANO ESCOLAR A B .e o E 
PRIMARIA So 83.33 50.00 .·.38.89- - 50,00 44.44 
PRIMARIA8o 75.00 55.00 85.00 50.00 45.00 
SECUNDARIA 1o 91.18 58.82 41.18 61.76 55.88 
SECUNDARIA 2o 88.89 70.37 40.74 66.67 51.85 
SECUNDARIA 3o 89.66 72.41 68.97 62.07 62.07 
CURSO ESPECIAL 93.75 87.50 93.75 87.50 81.25 

Examinando los resultados de la tabla, podrlamos decir que hay un Incremento del porcentaje 
de respuestas correctas con la edad. 
Términos como "imposible" e "Igual posibilidad" son bien comprendidos (94%), el porcentaje baja para 
los términos "posible" o "poca posibilidad" (87%), el lérrnlno con más confusión es "muy probable". 

Sin embargo es dlffcll captar si el significado de los ténnlnos se posee realmente. Excepto para 
el 1érmlno Imposible que no ceusa confusión, los lénnlnos que los alumnos usan como sinónimos de 
posible, Igual posibilidad, poca pos!bllldad y muy probable, son ambiguos. Ejemplo: 
(C) !gua! posibilidad Igual orobabllldad. 
(D) Poca posibilidad ooco probable 

B.· En un experimenlo se lanzan al aire 12 monedas junlas y caen sobre la mesa. SI el experimento se 
repite muchas veces, ¿culiles de los siguientes resultados ocurren més a menudo? 
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(A) 2 caras y 1 O cruces 
(8) 5 caras y 7 cruces 
(C) 6 caras y 6 cruces 
(D) 7 caras y 5 cruces 
(E) Todas llenen la misma poslbllldad 

Esta pregunla !rala con el conceplo de distribución central. Fué Incluido por Green para 
examinar qué porcentaje de alumnos camele el error de .·r~presenlallvldad' mencionado por Kahneman. 

Los resullados fueron los siguientes: 

preg8 ' .. · .. : .. _,::.'. ·.:, .. :· 
A!ilO ESCOLAR A B" ... ... c D E 
PRIMARIA 5o 5.58 5.56 · 16.67 5.58 66.67 
PRIMARIA6o º·ºº 10.53 . ·10.53 10.53 68.42 
SECUNDARIA 1o 5.71 0.00 . 11.43 ·5.71 77.14 
SECUNDARIA 2o º·ºº 3.70 . º·ºº" .. . º·ºº 96.30 
SECUNDARIA 3o 0.00 3.45 6.90 0.00 89.66 
CURSO ESPECIAL º·ºº 0.00 . 6.25 º·ºº 93.75 

Los alumnos en un allo porcenlaje (67% al 93%) éorislderan que cualquier opción de las que se 
le presentan son Igual de probables (E). · · 
El porcentaje de respuestas correctas disminuye con la edad u~ 18% a un 8%). PareC?rla que los 
alumnos más chicos razonan mejor. 

Los alumnos parecsn confundir 'lodos llenen la misma poslbllldad con lodos llenen alguna 
poslbllldad de suceder" (pregunla 2), esto lo menciona Green:. en su lesls después de entrevistar a 
algunos alumnos. · · · · 

! ~,~·· 
,_f.,_._, .. ··.. !.,' 

Los resullados muestran, a mi juicio, más bien un error de .co.mprenslón de la pregunta, o de 
falla de comprensión del conceplo de establlldad de frec.uen.cl.as;· que .el error de represenlallvldad. 

9.- Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana 1 peso si el dado sale 2 o 3 o 4 o 5 o 6. SI resulla un 
1, Esleban gana una cierta canlldad de dinero. ¿Cuánlo debe ganar Esleban cuando le sale el 1 para 
que el juego sea justo o equllallvo? 

Respuesta:. _______ pesos. 

Esle llem muestrea el concepto de espacio mueslral y de esperanza malemállca. Es un lema 
que los alumnos deben entender porque la vida social Incluye muchos juegos de azar. Además de ser 
un lema Importante en la enseftanza de la probabllldad a un nivel superior. 
En caso de no lener el conceplo anterior, esle problema se puede resolver correctamente mediante un 
razonamiento proporcional. 
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Los resultados fueron los siguientes: 

preg9 
ANO ESCOLAR 1 2 3 4 s 6 .. OMITID OTRA 
PRIMARIA5o 27.78 11.11 0.00 º·ºº ·16.67 0.00 33.33 11.11 
PRIMARIA6o 21.05 5.26 0.00' 0.00 26.32 ·º·ºº· 31.58' 15.79 
SECUNDARIA lo 5.41 2.70 5.41 45.95 ' ··5.41•. ·16.22 10.81 8.11 
SECUNDARIA 2o 22.22 0.00 0.00 0.00 ·. 48.15· 11.11· ·7.41.· 1.11.11 
SECUNDARIA 3o 18.18 0.00 0.00 9.09 18.18 18.16. 16.18 .18.18 
CURSO º·ºº 0.00 0.00 O.DO 87.50 .. 16.25 0.00 1 ~'.25 ' 
ESPECIAL ' 

-_»:_-, .-. 
Hay anos, primero y tercero de secundarla, en que los por~~ta)e~ de:;e~~~~~as ~rre~~s son 

muy bajos (5% y 1~%). .. .. · .. ·. .:',"- · . 
Sólo en el último ano se resolvlo correctamente el problema en un alto po~~ta!e .<el ª,7.%); '. 

No parece que exista una tendencia de mejor respuesta con la edad._exce~to'en'el ~1t111m,·ano; , 

10.·Una moneda de 2 pesos y otra de 10 pesos se lanzan Juntas al aire. En la tabla de abajo se ha 
anotado uno de los resultados posibles: cara en la moneda de 2 pesos y cruz en la de 10 pesos. Se .ha 
Indicado con una e para cara y X para cruz. Completa la tabla con lodos los resultados posibles. · 

2 pesos 10 pesos 

C X 

Este ttem se refiere al problema de combinat.orla mtls simple. 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 10 '.:. '.< ,, . .. . . 

ANO ESCOLAR CORRECTO CORRECTO CON INCOMPLETO • INCORRECTO OMITID 
REPETICIONES 

PRIMARIA So 11.11 ·16.67. • . 0.00· 16.67-: 55.56 
PRIMARIA6o 40.00 35.00 .. .. .10.00 .. '15.DO 0.00 

SECUNDARIA lo 29.41 14.71" . -.47.06 .O.DO .. 8.62 

SECUNDARIA 2o 66.67 18.52 .. 7.41 .. ... 3.70 3.70 
SECUNDARIA 3o 75.llll 10.34 3.45 10.34 0.00 
CURSO ESPECIAL 87.50 8.25 8.25 O.DO 0.00 
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El porcentaje de respuestas correctas se Incrementa con la edad. El sallo que se logra entre los 
tres primeros anos y tos úllimos anos es significativo. 

Con la edad hay una mejorla. En esta pregunta se esperarla un 100% de respuestas correctas 
en los últimos anos, cosa que no se logra. 

Las dos preguntas siguientes, muestrean la percepción en forma gráfica de un fenómeno 
aleatorio. 

11.· El tejado de una casa tiene 16 secciones cuadradas. Comienza a granizar. Al principio sólo caen 
unos pocos granizos, después aumenta la granizada. En los siguientes dibujos se representan tres 
conjuntos de tres posibles formas en las cuales podria haber caldo los granizos. El primer dibujo de 
cada grupo, A, B, C muestra una forma de distribuirse los 4 primeros granizos; el segundo 16 granizos. 

CONJUNTO A 

. . . 
. . . . . 

CONJUNTO B 

m m:-. . . . . .. . 
CONJUNTO C 

m a. . .. ·: . . . . . 
Pregunta: ¿Cuál de los modelos anteriores esperarlas tu ver como más realista a medida que el granizo 
cae? 

Conjunto A: 
Conjunto B: .... 
Conjunto c: 
Conjuntos B y C: 
Cada tipo de. m<;>delo es Igualmente probable: 

Los resultados fueron los slgul.enles: 
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preg 11 
ANO ESCOLAR A B c ByC TODAS 
PRIMARIA So 11.76 29.41 11.76 17.65 29.41 
PRIMARIA6o º·ºº 26.32 21.05 31.58 21.05 
SECUNDARIA 1o 5.71 34.29 17.14 22.86 20.00 
SECUNDARIA2o 0.00 25.93 22.22 25.93 25.93 
SECUNDARIA 3o 3.45 31.03 24.14 24.14 17.24 
CURSO ESPECIAL 0.00 31.25 18.75 18.75 31.25 

12.- Esta pregunta se refiere !amblen a la calda de Jos granizos sobre un tejado. También se dibujan tres 
posibles modelos en tres momentos distintos: los 4 primeros granizos, despues 16 granizos y por último 
6~ . 

CONJUNTO A 

m 
.. . ·: .. . . . . • • . . . . ... .. :. : . . 

~· . . . .. .. . . . . . . .. . . .. . . . . .. 
CONJUNTO B 

m 
.. . . . . . : . . . .·· .. . . . . ... . . . . . . . . . .. .. . . . . .. ·:· . . . . .. .,,. . . 

··~· . 
CONJUNTO C 

m . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . .. .. . . . . . . 
Pregunta: ¿Cuál de los modelos anleñores espararras tu ver como mas realista a medida que el granizo 
cae? 

Conjunto A: 
Conjunto 8: 
Conjunto C: 
Conjuntos B y C: 
Cada tipo de modero es Igualmente probable: 
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Los resullados rueron los siguientes: 

preg 12 
ANO ESCOLAR A B e ByC TODAS 
PRIMARIA So 31.25 25.00 12.50 12.50 18.75 
PRIMARIA6o 21.05 57.89 10.53 º·ºº 10.53 
SECUNDARIA 1o 22.86 45.71 5.71 5.71 20.00 
SECUNDARIA 2o 27.59 41.38 3.45 3.45 24.14 
SECUNDARIA 3o 31.03 44.83 0.00 6.90 17.24 
CURSO ESPECIAL 12.50 56.25 º·ºº º·ºº 31.25 

En la pregunta 11, el dibujo que se escogió en m~yor proporción lue el conjunto B (30%). Los 
conjuntos B o By c, todos tienen un porcentaje similar sin ninguna mejoría con la edad. 
Siendo congruentes con las respuestas de esta pregunta, la opción que se debería de escoger en la 
pregunta 12 sería el conjunto A. Sin embargo, aunque el porcentaje de eleccíón de la opción A es alto, 
30%, hay una tendencia a escoger la opción correcta B (25% a 56%), con un Incremento con Ja edad. 

Aunque el alumno no posee un criterio finne para discriminar entre los conjuntos A y B, si 
descarta la simetría perfecta. 

Aquí los resultados son contrarios de los encontrados por Green. Sus porcentajes de respuestas 
correctas decrecen con la edad y ella: "lo asombroso acerca de este par de rtems es que el desempefto 
declina con la edad, .... ". 

Los rtems 13, 14, 15 y 16, fonnan parte del conjunto de preguntas sobre adquisición del 
lenguaje. 

Esta pregunta y la siguiente, causaron muchos problemas de comprensión en los alumnos. Hubo 
muchas preguntas de cómo había que contestarlas, y causó confusión el Inicio de la rrase " ..... que el 
Rey ". Supongo que el tema 'Rey" es más común en Inglaterra y es realmente ajeno en México. Por lo 
mismo las respuestas fueron ambígOas y dilfcll de juzgar si eran o no correctas. 

13.· Escribe una rrase que comience: 
"Es muy probable que el Rey ............ ', usando tus propias palabras para acabarla. 

Es muy probable que el Rey ______________ _ 

Los resullados fueron los siguientes: 

preg 13 . .. : . .. 

ANO ESCOLAR CORRECTO AMBIGUA INCORRECTO OMITIO 
PRIMARIA So 50.00 27.78 5.56 . 16.67 
PRIMARIABo 50.00 40.00 10.00. 0.00 
SECUNDARIA 10 35.29 47.06 17.65 o.oc. 
SECUNDARIA 2o 18.52 51.85 22.22 7.41 
SECUNDARIA 3o 44.83 34.48 17.24 3.45 
CURSO ESPECIAL 50.00 43.75 0.00 6.25 
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14.· Escribe una frase que comience: 
'Es Improbable que el Rey ••..•.••.. .", usando tus propias palabras para acabarla. 

Es Improbable que el Re~----------------

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 14 
ANO ESCOLAR CORRECTO AMBIGUA INCORRECTO OMITIO 
PRIMARIA5o 22.22 44.« 5.56 27.78 
PRIMARIA So 25.00 50.00 25.00 º·ºº 
SECUNDARIA 1 o 29.41 50.00 20.59 º·ºº SECUNDARIA 2o 22.22 48.15 22.22 7.41 
SECUNDARIA 3o 24.14 17.24 55.17 3.45 
CURSO ESPECIAL 56.25 31.25 6.25 6.25 

Los porcentajes de respuestas correctas son bajos. 

En congruencia con las respuestas de la pregunta 7, sa aprecia gran eoniuslón de términos. 

Se confunden los términos •muy probable",'seguro";.;probable", ·~uede ·paSar".y el término. 
'Improbable" con 'Imposible'. ' · : : , ' ' .. · · 

15.- Escriba una frase que termine: 
" •.....•. es algo que ~ucede al azar", usando tus propias palabras para comenzar1a. 

---------------es algo que sucede al azar. 

Los resultados fueron los siguientes; 

preg 15 
ANO ESCOLAR CORRECTO AMBIGUA INCORRECTO OMITIO 
PRIMARIA5o 44.44 5.56 0.00 50.00 
PRIMARIA So 75.00 10.00 15.00 0.00 
SECUNDARIA 1o 88.24 2.94 8.82 0.00 
SECUNDARIA 2o 81.48 11.11 7.41 0.00 
SECUNDARIA 3o 73.33 3.33 13.33 10.00 
CURSO ESPECIAL 62.50 25.00 º·ºº 12.50 
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Los porcentajes de respuestas correctas son más altos. Los porcentajes de Incorrecto u omllló 
son bajos, excepto en quinto de primaria donde la mitad conlesló bien y la otra mitad omitió (en este ano 
no se Incluye en el temario el concepto de azar). 

Casi todas las rrases redactadas se rererian a un juego sencillo de azar (lanzar una moneda, 
lanzar un dado, ... ). Muy poca gente se refirió a alguna otra situación aleatoria. Esto se Intentó hacer 
més en el curso especia! (6 alumnos de los 16), pero hubo un porcentaje más alto de ambigOedad. 
ejemplos: Nacer en detenninada ramilla es algo que sucede al azar. 

El descubrimiento de una buena receta es algo que sucede al azar. 

Aunque hay muchos fenómenos aleatorios en la vida diaria de Jos alumnos, se hace patente que 
la educación probabillstlca en la escuela hace poco por moslrarios y hacerlos explfcitos y comprenslbles 
a los alumnos. El alumno no ve situaciones probabillstlcas mas que en juegos de monedas, dados, .... 

16.- Para las siguientes frases seftala todas las que pienses que significan exactamente lo mismo que 
"tiene un cincuenta por ciento de posibilidades de ocurrir". 

(A) Puede ocurrir o no. 
(B) Tiene tantas posibllldades de exlto como de fracaso. 
(C) Sucedera 50 veces de cada 50. 
(D) Puede suceder algunas veces. 
(E) Tiene Igual poslbllldad de ocurrir que de no ocurrir. 
(F) Es muy Improbable que suceda. 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 16 
ANO ESCOLAR A B c o 
PRIMARIA5o 27.78 27.78 16.67 ·18.67 
PRIMARIA So 50.00 ªº·ºº 25.00 35.00.· 
SECUNDARIA 1o 35.29 73.53 17.65 . 23.53 
SECUNDARIA 2o 62.96 70.37 22.22 .14.81' 
SECUNDARltl. 3o 82.76 93.10 3.45 3.45 
CURSO 87.50 93.75 6.25 0.00 
ESPECIAL 

E 
61.11 
65.00 
55,88 
85.19 
96,55 
93.75 

F 

º·ºº 
0.00 
11.76 
3.70 
o.uo 
º·ºº 

Las frases B y E, respueslas correctas, son apuntadas como las correctas con una mejora con la 
edad (del 27% al 93% y del 61 % al 93%). 

Los dlslractores e y O, confunden a los alumnos més chicos (sexto), pero con Ja edad esle 
porcentaje baja conslderablemente. 

Lo que si es notorio es el alto porcentaje, QYI! aumenta con Ja edad, de elección de la opción A 
(27% al 87%). Exlsle una confusión entre "tiene un 50% de poslbllldades" con "puede ocurrir o no", es 
decir los alumnos no son capaces de apreciar que cualquler evento cuya probabllldad esté entre O y 1 
puede pasar o no. 
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17.- Dos plrfnolas de seis lados estan marcados con unos y doses, como se Indica en el diagrama: 

AMARILLO ROJO 

¿Qué plrfnola te da mejor oportunidad de obtener un 2 cuando se lanza? o ¿dan la misma poslblfldad? 

(A) La amarilla es mejor para obtener un 2. 
(8) La roja es mejor para obtener un 2. 
(CJ Ambas plrfnolas dan ta misma poslbllldad. 
(DJ Noto sé. 

Los resultados fueron los slgÚlentes: 

preg 17 
ANO ESCOLAR A 8 e 
PRIMARIA5o 33.33 5.56 61.11 
PRIMARIA6o 26.32 31.58 36.84 
SECUNDARIA 1o 17.14 28.57 54.29 
SECUNDARIA 20 11.11 7.41 77.78 
SECUNDARIA 3o 34.48 17.24 48.28 
CURSO ESPECIAL 29.41 5.88 84.71 

o 
º·ºº 5.26 
0.00 
3.70 

º·ºº 
º·ºº 

Esta pregunta parecla més fécll de lo que realmente resultó (85% de facllldad como maxlmo). 
Las dos estrategias mas usadas son comparar el número de unos y el número de doces, que lleva a 
escoger la opción correcta c. y al comparar la posición de los números uno y dos lleva a escoger las 
opciones A o 8 Incorrectas ambas lncorectas. 

18.-En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan. Se sacan tres 
bolas fuere resultando 2 rojas y 1 azul. A conllnuaclón sacamos otra bola sin echar las anteriores. ¿De 
qué color es más probable que sea? · 

(A) El rojo tiene mayor probabllldad. 
(B) El azul llene mayor probabllldad. 
(C) El verde llene mayor probabllldad. 
(D)Todos los colores llenen la misma probabllldad. 
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(E) No losé: 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Los resullados fueron los siguientes: 

Preg 18 .... .•· 

Alilo ESCOLAR A B c .•.O E 
PRIMARIA5o 17.65 41.18 5.88 23.53 .··. ·· 11;78 
PRIMARIA6o 9.52 66.67 14.29 9.52 . º·ºº 
SECUNDARIA 1o 10,26 51.28 2.56 25,64 10.28•. 
SECL'NDARIA 2o 11.11 51.85 11.11 25,93 º·ºº .. 
SECUNnARIA 30 7,14 78.57 0.00 14,29 0.00 ··. 
CURSO =:SPECIAL 6,25 87.50 º·ºº 6.25 O.DO 

Los porcentajes de respuestas correctas aumentan con la edad (41% a 87%). Ei alumno ealcula 
las bolas que quedan en la urna y escoge las azules por ser mayor su número. 

El allo porcentaje de alumnos que escogen la opclon O es debido a una confusión entre "tener 
alguna poslbllldad" y " tener cierta poslbllldad". 

19.·Dos discos, uno naranja y otro cafe, están marcados con números. 

CAFE NARANJA 

Cada disco llene una aguja que gira. SI se quiere obtener un 1, ¿es uno de Jos discos mejor que el ·airo , 
o ambos dan la misma poslbllldad ? 

{A) El café es mejor para sacar un 1 
{B) El naranja es mejor para sacar un 1 
{C) Ambos discos dan la misma poslbllfdad 
{O) No se puede decir 

Porqué?~~~~~~~~~~""-~~""--.:~~~~ 
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preg 19 
ANO ESCOLAR A B c D 
PRIMARIA5o 66.67 26.67 6.67 0.00 
PRIMARIA6o 47.37 42.11 o.oo 10.53 
SECUNDARIA 1o 37.14 37.14 20.00 5.71 
SECUNDARIA 2o 25.93 55.58 18.52 0.00 
SECUNDARIA 3o 20.69 55.17 24.14 0.00 
CURSO ESPECIAL 12.50 68.75 18.75 O.DO 

Esta pregunta es similar a la pregunta 3, por Involucrar el concepto de área para el cálculo de 
probabllldades, y a la pregunta 17 por la conlfgOedad de los numeros 1 y 2. Los porcentajes son más 
bajos que en la pregunta 3 y que en la pregunta 17. 

La estrategia de conteo de unos o de doces lleva a la opción A oc respectivamente. 

20 .• El profesor pidió a Clara y a Luisa que lanzaran cada una una moneda muchas veces, y que 
apuntaran cada vez si salla cara o cruz. Por cada •cara• se ha apuntado un 1, y por cada "cruz• un O. 
Aqul están los dos grupos de resultados: · 

Clara: 01011001100101011011010001110001101101010110010001 
010100111001101011001011001011G010010t 1 i0110011011 
01010010110010101100010011010110011101110101100011 

Luisa: 10011101111010011100100111001000111011111101010101 
11100000010001010010000010001100010100000000011001 
00000001111100001101010010010011111101001100011000 

Una de las chicas lanzó la moneda correctamente; pero la otra hizo trampa y lo fingió. 

(A) Qué ntna ha hecho trampa? 
(B) Cómo lo sabes? 

Los resultados fueron los siguientes: 

preo20 
A~OESCOLAR CLARA LUISA 
PRIMARIA So 22.22 27.78 
PRIMARIA6o 26.32 52.63 
SECUNDARIA 1o 34.29 42.86 
SECUNDARIA 2o 37.04 33.33 
SECUNDARIA 3o 13.79 10.34 
CURSO ESPECIAL 18.75 56.25 

Respuesta: ______ _ 
Respuesta: ______ _ 

OMITIO CORRECTO 
50.00 o 
21.05 5.25 
22.86 o 
29.63 3.7 
75.86 3.45 
25.00 o 
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Los porcentajes son muy bajos sin mejoria con. lá edad •. ios por¿,ntaje; mas altos son en la 
apelan OMITIO. . . . . . .. 

,. . Este lema de rachas aparece en los textos de 5•}°a•, 1~:; ~ti~qu~'. ~n ci~se-~o se trabaja lo ' 
suficiente, y los alumnos no saben cual es el pairan de lanzamiento· de una moneda: Creen que debe de 
haber una regularidad (error de compensación) en la ap1:1rtclón dé,caras y cruce~.''· ' ' - · · 

~ 

Esta pr~gunt~m~~s~rea ~¡ ~~llci~¡;¡()¡j;~!s1rÍ~~é:1Ón. L~s iiÍbÚjos de canales ~riesponden a los 
usados por Plaget y Flschbel.n. · · · · ·· · · · 

21(a).- Supón quedej~mos ~e~ mucha~ bol~~·.e~ ~I conjuntó de caria les dibujado: 

! 

~ 
12345578 

Se~ala la rrase que mejor describa dónde esperas tu que vayan las bolas. 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
n~mero de bolas 

(8) Por 1 y 8 pasarán más bolas 
(C) Por 3, 4, 5 y 6 pasarán más bolas 
(O) Por 1, 3, 5 y 7 pasarán más bolas 
(E) Ninguna de éstas 

Los resullados fueron los siguientes: 

preg 21(a) 
ANO ESCOLAR A B 
PRIMARIA So 58.82 17.65 
PRIMARIA6o 58.62 6.90 
SECUNDARIA 1o 41.38 24.14 
SECUNDARIA 2o 54.29 8.57 
SECUNDARIA 3o 15.79 15.79 
CURSO ESPECIAL 40.00 20.00 

c D .. E. 
5.88 0.00. ···.17.65 
3.45 6.90 . 24.14 
6,90 13.79 13.79 
17.14 11.43 8.57 
31.58 31.58 5.26 
20.00 20.00 o.oo 

El porcentaje de respuestas correctas "parece' que decrece con la edad y que el dlstractor e 
c.1bra más fuerza. 
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21 (b).· Ahora haz 1.o mismo para este conjunto de canales: 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(8) Por 1 y 2 pasarán más 
(C) Por 3 y 4 pasarán más 
(D) Por 1 y 4 pasarán más 
(E) Ninguna de éstas 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 21(b) 
ANO ESCOLAR A 
PRIMARIA5o 47.06 
PRIMARIA So 53.33 
SECUNDARIA 10 46.43 
SECUNDARIA 2o 28.57 
SECUNDARIA 3o 31.58 
CURSO ESPECIAL 20.00 

B c 
5.88 17.65 
3.33 13.33 
3.57 10.71 
8.57 28.57 
10.53 10.53 
28.67 13.33 

D E 
5.68 23.53 
13.33 16.67 
21.43 17.86 
31.43 2.86 
38.84 10.53 
26.67 13.33 

La aparente falta de slmetrla en el dibujo cambia los porcentajes, estos bajan slgnlficallvamente. 
Aqul Igual que en la pregunta anterior el porcentaje de respuestas correctas decrece con la edad. 

21 (c).· Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales: 

·~· 
f 2 3 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(B) Por 2 pasarán más bolas 
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(C) Por 3 pasarén més bolas 
(O) Por 1 y 2 pasarán muchas bolas y por 3 pocas 
(E) Ninguna de éstas 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 21(c) 
ANO ESCOLAR A B e 
PRIMARIA5o 17.65 O.DO 70.59 
PRIMARIA6o 10.34 0.00 62.07 
SECUNDARIA 1o 10.71 0.00 64.29 
SECUNDARIA 2o :10.00 5.71 62.66 
SECUNDARIA 30 10.DO 20.DO 50.0D 
CURSO ESPECIAL 13.33 13.33 60.00 

o e 
O.DO 11.76 
13.79 13.79 
10.71 14.29 
8.57 2.SS 

20.0D 0.00 
13.33 0.00 

Esta pregunta resultó más fácil que las anteriores. El porcentaje de respuestas correctas es más 
alto que en los casos anteriores y sa mantiene •constante• con la edad (60%). 

21 {d) Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales: 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(B) Por 2 pasarán aproximadamente el doble de bolas 
quepor1 o3 

{C) Aproximadamente la mitad pasarán por 1 y la mitad por 3 
(D) Unas pocas pasarán por 1, casi ladas por 2 y unas pocas 

por3 
(E) Ninguna de éstas 

Los resultados ruaron los siguientes: 

preg 21{d) 
ANO ESCOLAR A B c o 
PRIMARIA So 11.76 58.82 5.88 17.65 
PRIMARIA6o 27.59 41.38 6.90 6.90 
SECUNDARIA 1o 33.33 30.00 6.67 13.33 
SECUNDARIA 20 35.29 38.24 17.65 5.88 
SECUNDARIA 3o 20.00 45.00 10.00 25.00 
CURSO ESPECIAL 28.67 40.00 26.67 0.00 
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SI consideramos a B como la única opción correcta, los porcentajes de aclert<{~on del 38% al 
45%, ahora si consideramos también a O como correcta, estos porcentajes suben del 43% al 78%. 

El dlstractor más fuerte es A, y el porcentaje de elección de esta opción aum~~t~ con. la ~dad. 
También aumenta el porcentaje de elección de la opción C. · ·· · 

Parecerla que, en lo que se refiere a esta pregunta en particular, Jos alu~n~s ;riás chicos 
razonan mejor. · ·· · · 
A mi parecer, el conceplo de distribución es poco Jratado en los cursos de probabllidad en la escuela. 
Los alumnos resuelven el problema por Intuición y parece ser que esta es mejor en los primeros anos. 

Esta pregunta muestrea Ja habilidad de Jos alumnos para el manejo de Jos diagramas de árbol Y 
el concepto de multiplicación de probabilidad. 

22.- Un robol es colocado ante un laberinto que empieza a explorar. En cada cruce el robot tiene tantas 
probabilidades de Irse por un camino que por otro (pero nunca vuelve por el camino que vino). Hay 8 
trampas al final de Jos 8 caminos (ver el dibujo). ¿En qué trampa o trampas tiene el robot más 
probabilidades de acabar?, ¿o todas las trampas son Igualmente probables? 

Los resultados fueron los siguientes: 
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preg 22 
ANO ESCOLAR 1 2 3 4 5 6 7 6 IGUAL NOSE 
PRIMARIA5o 3.57 3.57 º·ºº º·ºº 10.71 10.71 21.43 14.29 14.29 21.43 
PRIMARIA6o 6.45 9.68 0.00 0.00 9.68 12.90 19.35 22.58 19.35 º·ºº 
SECUNDARIA 1o 4.88 9.76 4.88 2.44 2.44 4.88 12.20 4.88 34.15 19.51 
SECUNDARIA 2o 15.63 6.25 0.00 0.00 3.13 6.25 15.63 3.13 46.88 3.13 
SECUNDARIA 3o 5.13 5.13 2.56 2.56 5.13 5.13 23.08 5.13 35.90 10.26 
CURSO 18.52 18.52 3.70 3.70 3.70 3.70 14.81 7.41 25.93 º·ºº ESPECIAL 

El porcentaje de respuestas correctas es muy bajo (3.5% a 18.5%). Este porcentaje se 
Incrementa con la edad. 

El porcentaje de respuestas IGUAL es mucho más alto desde los prtmeros anos (14% al 25%). 
La técnica del diagrama de árbol y el concepto de multlpllcaclón de probabllldades no es manejado por 
los alumnos en nlnglln ano escolar. 

23.· El profesor vacla sobre la mesa un paquele de 100 chinches. Algunas caen con la punta para arrtba 
y otras caen hacia abajo . 
El resultado fué: ARRIBA= 66 ; ABAJO= 32 
Después el profesor pidió a una nlfta que repitiera el experimento. 

De la lista siguiente, elige el resultado que tu crees obtendrá fa nlfta: 

(A) ARRIBA = 38 ; ABAJO = 64 
(B) ARRIBA= 63 ; ABAJO= 37 
(C) ARRIBA = 51 ; ABAJO = 49 
(D) ARRIBA= 84; ABAJO= 16 
(E) Todos los resultados tienen la misma probabllldad 

Los resultados fueron los siguientes: 

oreg 23 
ANO ESCOLAR A B e 
PRIMARIA5o 6.67 33.33 6.67 
PRIMARIA6o 16,67 16.67 16.67 
SECUNDARIA 1o 2.86 17.14 5.71 
SECUNDARIA 2o 3.70 11.11 o.oo ·. 
SECUNDARIA 3o 6.90 13.79 º·ºº CURSO ESPECIAL O.DO 31.25 0.00 

o 
20.00 
16.67 
8.57 
7.41 
8.90 
0.00 

E 
33.33 
33.33 
65.71 
77.76 
72.41 
68.75 

Los porcenlajes son muy bajos, en forma extrafta los mayores porcentajes son en quinto ano y 
en el curso especial, pero éste no es muy ello. No pertece haber una mejor respuesta con la edad. 

Los alumnos escogen en mayor porcentaje la opclon e es decir • todos llenen la misma 
probabilidad", y este porcenlaje se Incrementa con la edad. 
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24.· ¿Cuél de los dos siguientes resultados es más probable?, 

(1) Obtener 7 o més varones de los 10 primeros betJés nacidos en un nuevo 
hospital. 
(2) Obtener 70 o más nlnos de tos 100 primeros bebés nacidos en un nuevo 

hospital. 

(A) Son Igualmente probables 
(8) 7 o más de 10 es más probable 
(C) 70 o más de 100 es més probable 
(D) No se puede decir 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 24 
ANO ESCOLAR A B 
PRIMARIA So 40.00 13.33 
PRIMARIA So 47.37 10.53 
SECUNDARIA 1o 54.29 17.1-4 
SECUNDARIA 2o 48.15 3.70 
SECUNDARIA 3o 62.07 0.00 
CURSO ESPECIAL 73.33 0.00 

c D 
20.00 26.67 
5.26 36.64 
5.71 22.88 
3.70 44.44 
6.90 31.03 
0.00 26.67 

El porcentaje de respueS1as correctas decrece con la edad (13% al 0%). Las opciones más 
escogidas son A: son Igualmente probables y D: no se puede decir. 

Según mi Interpretación, al Igual que en la pregunta 8, parece más un error de comprensión del 
concepto de eslabllldad de frecuencia, o de lenguaje que un error de representaliVfdad. Lo curioso es 
que los alumnos más chicos responden mejor que los grandes, Igual que en la pregunta S. 
Falla el concepto de tamano de mueslra. 

En eS1a pregunta no se conoce el número de bolas que hay en la bolsa, y se necesita un 
razonamiento de Inferencia estadlstfca, un conocimiento sobre mueS1reo para resolverla. 

25.· Una bolsa contiene en su Interior algunas bolas blancas y algunas bolas negras. Un nlno extrae una 
bola, anota su color v la vuelve a Introducir. A continuación remueve las bolas para que se mezclen 
bien. El chico repite eS1a operación 4 veces y siempre obtiene una bola negra, 

A continuación extrae una quinta bola. ¿De que color piensas que será con más probabllldad? 

(A) La negra es més probable de nuevo 
(B) La negra y la blanca son Igualmente probables 
(C) La blanca es més probable esta vez 
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Los resultados ruaron los siguientes: 

preg 25 
ANO ESCOLAR A B c 
PRIMARIA5o 13.33 80.00 6.67 
PRIMARIA So 15.79 47.37 36.84 
SECUNDARIA 1o 17.14 71.43 11.43 
SECUNDARIA 2o 37.04 59.28 3.70 
SECUNDARIA 3o 31.03 58.62 10.34 
CURSO ESPECIAL 31.25 68.75 º·ºº 

El porcentaje de respuestas correctas es bajo (13% al 30%), esle porcentaje: se inérementa con 
la edad. · · · · · · 

El alumno escoge en mayor proporción "la bola blanca y la bol~ ~-~~gi~·-: son· i~úalmente 
probables" como respuesta correcta, como sinónimo de "cualquier bola negra o blanca puede salir". 
Falla el concepto de Inferencia a partir de una mueslra. · · · · · · · · 

Esta es una pregunta de combinatorio, que trata de medir qué tan capa;,;,s ~o:n los aiumnos éte 
generalizar una técnica de conleo. · · · 

26.· Tres chicos son enviados al director por alborolar. Para esperar su casllgo, llenen que Ólinearse en 
fila ante la puerta del despacho del director. ¡Ninguno quiere ser el primero, desde luego! · 

(a) Supongamos 11ue Jos nlílos se llaman Andrés, Benito y Cartos (los notaremos A, B y C). Queremos 
escribir abajo todos los posibles órdenes en que podrfan alinearse. 

Por ejemplo: para el orden A B e escribiremos ABC 
1o 2o 3o 

Respuesta: 
ABCl ••..•... J .••..•••. .l ....•..•• J ....•.•.. .l ..•..•.... l ......•.. ./ ••.••.•.. .1 .•••••••• .1 ••••••••• .l .••.•.••• .l .•....• .l ..•.••.•... I ........ . 

Anota ahora las demás fonnas diferentes de ordenarse. 

(b) ¿Cuántas formas diferentes hay en total? Respues1a ___ _ 

Ahora haz el resto de la pregunta: 

(c) SI cuatro nlnos (A, B. c. D) llenen que alinearse, ¿Cuántas fonnas diferentes hay? 
Respues1a ____ _ 

85 



(d) Y si hay cinco nlnos, ¿Cuántas maneras hay? (No lnlenles escribirlas ledas!) 
Respuesta. _____ _ 

Los resultados fueron los siguientes: 

preg 26 
ANO ESCOLAR 6 OMITIO 24 OMITIO 120 OMITIO 
PRIMARIA5o 22.22 44.44 º·ºº 50.00 0.00 66.67 
PRIMARIA6o 55.00 º·ºº º·ºº º·ºº 0.00 0.00 
SECUNDARIA 1 o 44.12 0.00 º·ºº 2.94 0.00 2.94 
SECUNDARIA 2o 70.37 º·ºº 3.70 º·ºº 0.00 7.41 
SECUNDARIA 3o 93.10 º·ºº 6.90 3.45 6.90 3.45 
CURSO ESPECIAL 75.00 º·ºº 25.00 6.25 18.75 6.25 

Hay un incremento en el porcentaje de respuestas correctas con la edad, sobre todo para 6. 
Pero la habilidad para generalizar este procedimiento es muy baja. La habilidad para encontrar una 
fórmula general, 120, es lodavla más baja, solo se logra en el último ano y en un bajo porcentaje (20%). 

En cierto modo esto contradice la hlpolesls de Plagel que sostiene que con Ja edad se logra la 
generallzaclon de los métodos de conteo. 

Eslo tam~lén contradice los resultados de Flschbeln que anrma que el alumno logra la 
generallzaclon si se le muestra el procedimiento aún antes de llegar a la edad propuesta por Piagel. 
Obviamente después de seis anos de estudio los alumnos no sólo Uenen una edad en la que se 
esperarla pudieran generalizar el rasultado, sino que se les ha ensenado tecnlcas de conteo. pero 
parece ser que esto se olvida muy rápido. 

De estas tablas podemos concluir: 

• Hay claras dencienclas en el manejo del lenguaje y en la comprensión de las pregunlas. 
Deficiencias que no sólo se hacen palenles en las preguntas sobre el lenguaje (1, 13, 14, 15 y 16), sino 
en otras preguntas en las que parece que el alumno no enllende correctamente el slgntncado 
probabllfstlco de lo que se le pregunta. 

• El test en general se resuelve mejor a mayor ano escolar. 

• Las preguntas que requieren de operaciones de conteo, de comparación de números y da caclenle son 
bastante bien resueltas. · 

• Las preguntas que requieren de apreciación del azar, de eslabllldad de frecuanc/as, d~-·1nie~ericÍ~- son 
pobremente resuellas. • • ·_ · · · -

• La mayoría de los arumnos resolvió bien la pregunta de análisis combinatorio en .su ~iv~I ~~s sf~ple 
permutaciones de 2 y de 3 elementos, pero muy pocos pudieron generalizar el resultado para 4 y 5 
elementos. · · · · 

• Hay preguntas que se resuelven mejor a menor edad. . 
Este es el caso de la pregunta 21 sobre establlldad de frecuencias, y de las preguntas 8 y 24 sobre 
represenlallvldad. · · " . 
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- Hay preguntas que no muestran mejorfa con la edad. . . . 
Este es el caso de tas preguntas 20 sobre sfmulacfón y la pregunta 23 acerca de la Inferencia sobre una 
muestra empfrica. • 

- Hay Indicios de creencias erróneas arraigadas en los alumnos. :: , <" ;/ · : •... . . · 
Esto se hace patente en fas preguntas 1 sobre ef fanzamfenlo de una moneda, 4 sob.re.el fanzamfenlo de 
un dado, y en la pregunta 20 sobre varios fanzamfentos de una moneda. · · · · ·· · • 

CONCLUSION: 
::.>.-.-. ~~:. - ' 

A manera de conclusfón, después de anaffzar Jos porcentajes anteriores, nos podemos.plantar la 
siguiente pregunta: ·, · · · · · · · 

¿Adquieren Jos alumnos Jos conocimientos bésfcos para empezar uná' educaclon formal en 
probabflfdad? 

Considerando que: 
- hay deficiencias en el manejo del lenguaje 
- el alumno no maneja Jos conceptos principales de la teorfa de probabfffdad (fenómeno aleatorio, 
estabflfdad de frecuencias, equlprobabffldad) 
- y no domina el análisfs combinatorio 

podemos pensar, ef bagaje Intuitivo es deficiente para Iniciar una educacfon fonmaf sobre probabfffdad, 
es decir que costará trabajo el lograr un enlendfmfento completo de Ja teoria matemática de 
probabflfdad. 

3.4 Análfsfs estadlslfco de los resultados del test 

En un principio se plantearon las siguientes preguntas de Interés: 
¿Estos alumnos adquieren los conocimientos básicos en probabfffdad para una educación formal en 
probabflfdart? 
¿Los nmos tienen una mejor caffncaclón el test que fas nfnas? ¿Sf están relacionadas la caffllcaclón de 
matemáticas y Jos caffllcacfón del test de conceptos probabfffstlcos? y por úflfmo ¿Qué variable, o qué 
variables, edad, ano escolar, sexo, cafillcacfón en matemáffcas, Influye o Influyen más con la 
caffllcacfón def test? 

La primera pregunta fue analfzada anteriormente en base a fas tablas de porcentajes. Ahora 
bien las otras preguntas se anaffsaran estadfstfcamente. 

Hfpólesfs 1: ¿Tienen los nrnos una mejor caffllcacfón en el test que las nfnas? 

Hipótesis 2: ¿Existe una relación entre fa calillcaclón en matemálfcas y la caffllcaclón del test?. 

· Hipótesis 3:¿Qué variables Influyen més en la caffllcaclón del test, la edad, el ano escolar, el sexo, o la 
caffllcacfón de matemálfcas? 
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HIPOTESIS 1: 
¿ Tienen los nlnos una mejor calificación en el test que las nlnas? 

Mediante un análisis de los porcentajes totales calculados a partir del test que aparecen en la tabla 
siguiente, vemos que no podemos concluir que los nlnos tengan una mejor calificación en el test que las 
nlnas. 

l. PROBABILIDAD l. VERSAL l. COMBINATORIA 
oMncc~ HOMBRES MUJERES HOMBRES MU HOMBRES MUJERES 

~ 38.4 37 43.8 12 7.4 
R 42.33 39.42 55.76 21,66 22.85 
1 43.55 45.41 49.57 18.88 29.41 
2 43.42 51.07 56.59 34.28 43.07 
3 60.47 42 66.51 55.29 '46.66 

CE 60.57 56 71.38 85.71 53.33 

Mediante una prueba de hipótesis estsdfstlca llegamos al mismo resullado. 

Hf POTESIS DE tNVESTIGACION 

TOTAL ., .,,~ 
38.08 
42.52 
49.24 
52.n 

81. 46.64 
64 .... 59.17 

¿La calificación promedio del test de los nlnos es mayor que fa calificación promedio de las nlnas esto 
por ano escolar? 

A partir de la tabla anterior de Jos datos finales, se haca una prueba sobre dos medias con muestras por 
pares.entre niftos y nlnas. 
Suponemos que las variables aleatorias calificaciones en el test de nlllos y nillas se distribuyen 
normalmente con la misma desviación esténdar por ano escolar, y que en cada ano podemos comparar 
una a uns las medias. 

HIPOTESIS ESTADISTICAS 

Ho: m11=mm 

H1:mh>mm 

Prueba sobre dos medias con muestras por pares, prueba t de student con cinco grados de 
libertad a partir de los datos siguientes, y escogiendo un nivel de slgnlficancla de o.05. 

HOMBRES MUJERES DIFERENCIAS 
36.97 38.0B -1.11 
43.99 42.52 1.47 
42.5 49.24 -6.74 

46.34 52.77 -6.43 
61.69 48.64 13.05 
64.45 59.17 5.26 

Estadistica: T = 0.299399 

Reglón de rechazo: To.95 = 2.015 
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HIPOTESIS 1: 
¿ Tienen Jos nJnos una mejor calincaclón en el test que las nlnas? 

Mediante un análisis de los porcentajes totales calculados a partir del test que aparecen en la tabla 
siguiente, vemos que no podemos concluir que los nlnos tengan una mejor caliílcación en el test que las 
nlnas. 

A OESC. 

CE 

51.9 
56.04 
63.34 
59.76 
62.17 
67.52 

l. COMBINATORIA 
HOMBRES MUJERES 

12 7.4 
21.66 22.85 
18.88 29.41 
34.2a 43.07 
55.29 "6.66 
65.71 53.33 

Mediante una prueba do hipótesis estadística llegamos al mismo resultado. 

HIPOTESIS DE INVESTJGACJON 

38.08 
42.52 
49.24 
52.n 
48.64 
58.17 

¿La callllcaclón promedio del test de los nlnos es mayor que Ja calificación promedio de las nJnas esto 
por ano escolar? 

A partir de Ja tabla anterior de los datos finales, se hace una prueba sobre dos medias con muestras por 
pares,entre nlnos y nlnas. 
suponemos que las variables aleatorias calillcaclones en el test de nJnos y nlnas se distribuyen 
normalmente con la misma desviación estándar por ano escolar, y que en cada ano podemos comparar 
una a una las medias. 

HIPOTESJS ESTADJSTJCAS 

Ho:mh=mm 

H1: mh> mm 

Prueba sobre dos medias con muestras por pares, prueba t de Student con cinco grados de 
libertad a partir de Jos datos siguientes, y escogiendo un nivel de slgnlllcancia de 0.05. 

HOMBRES MUJERES DIFERENCIAS 
36.97 38.08 ·1.11 
43.99 42.52 1.47 
42.5 49.24 -6.74 

46.34 52.77 -6.43 
61.69 48.64 13.05 
64.45 59.17 5.28 

Estadlstlco: T = 0.299399 

Reglón de rechazo: T 0.95 = 2.015 
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One-Sarnple Analysis Results 

-1.111.47-6.74-6.4313.05 5.28 
Sample Statistics: Number of Obs. 6 

Average 0.92 
Variance 56.6536 
Std. Oeviation 7.52686 
Median 0.18 

Confldence lnterval for Mean: 
Sample 1 

Confldence lnterval for Variance: 
Sample 1 

Hypothesis Test for HO: Mean = o 
vsAlt: GT 

at Alpha =O.OS 

95 Percent 
-6.9815 8.8215 5 D.F. 

95 Percent 
22.0743 340.883 5 D.F. 

Computed t statistic = 0.299399 
Sig. Leve!= 0.388341 
so do not reject HO. 

No hay suficiente inrormación para rechazar Ho 

La calificación promedio al test de Green es Igual en ntnos que en nlllas. Para esta escuela en 
particular no podemos concluir que exista una diferencia significativa en las caffficaclones en el test de 
conceptos de probabfffdad entre nlllos y ntnas. 

En los porcentajes presentados por Green en su tesis, se aprecia que los porcentajes en nlnos 
son siempre superiores a los de tas nlnas. Dado esto y el tamano de su muestra, Green afirma que los 
nlnos tienen un desempello mejor. · 
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HIPOTESIS 2: 
¿Existe una relación entre la calificación en matemáticas del curso y la calificación del test de conceptos 
probabilísticos? 

SI hacemos un análisis estadlstico entre la calificación del 'ite~i.·/ la·. cállficaclón de matemáticas 
(regresión lineal simple), parece ser que no existe una relación entre las .dos variables, es decir no se 
da que a mayor calificación de matemáticas mayor calificación .en ~I te~t d~. P,robablUdad. 

De un análisis de tas gráficas subsiguientes, por ano escolar, ob~e,V~;ricis 'que ·para. una misma 
calificación en matemáticas tenemos calificaciones al test muy diferentes,' esto es en toda.s tas gráficas. 

HIPOTESIS DE INVESTIGACION: 

¿A mejor calificación en matemáticas mejor calificación en eÍ ie;t, ~j<~;;~·¡,~~far? 
¿La calificación de matemáticas está correlacionada con· _la' calificación. del test, por ano· 

escolar? · · · · · · · " ... · ·· 

Haciendo una regresión lineal entre las varia bles calificación '.d~i te~\' ~'11~~~1Ón ~~ ~atemátlcas, .. 
obtenemos et resultado siguiente: · · (;.- ·' .. · · · ... " ·· .· · · 

' .', '., ,". ' 

Regresslon Aríalysis -Linear mo_d~l:Y= a+bX 

Oepéndeni v~rialilé: GREEtÚESTi:'.. 43:'.:: -• ín'éJependerÍt váriable: GREEN:CAL "MIÍ T..:. 

·------------
Param~ier 

· ·• />,':sian'cíard'' f · Proti: 
~\e. ~i.i.~. ~te L .. ~" Error i. • ... -'~ : v .. alu.e. ¿e_ :. '-.;'c.>_ ... ·.:.·~ Leve! ' -· 

lntercept. 
Slope · 

Source 
Model 
Error 

Total (Corr.) 

__ ,,·;;•·,,-··---··- , .. 

Sum of Squares >ot \ Mean Square 
150.02485 .. 1 . 150.0?.485 
4502.4126 142 31.7071 

4652.4375 143 

Correlation Coefficlent = 0.179573 
Stnd. Error of Est. = 5.63091 

5.71424:!.·.·· 
2.17522 ... 

F-Ratio 
4.7316 

' - - --

" ·ººººº' .... 03127 

Prob. Level 
.03127 

R-squared = 3.22 percent 

El coeficiente de correlación es de 0.1795, muy bajo , lo que nos lleva a concluir que no hay 
correlación entre las dos variables. 
Sin embargo no podemos concluir que no haya relación entre los conocimientos en matemállcas y tos 
conocimientos en probabilidad, sino simplemente que no hay relación entre las dos calificaciones. 
Qulzas esto se deba a que la calificación esté midiendo mas una operatividad matemática que un 
razonamiento o cierta hablUdad en matemáticas o que ésta esté lnfiada por el mismo sistema educativo 
de la escuela en estudio. 
Aqul quedan las preguntas que podrfan ser temas de otras Investigaciones: ¿ Por qué no se da esta 
relación?, ¿ Es que la callficacón de matemáticas no mide habilidades matematlcas?, o en caso 
contrario ¿Se necesita otro tipo de hablUdades, de Intuición para trabajar en probabilidad? 
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HIPOTESIS 3: 

¿Qué variables Influyen en la calificación del test, edad, añó escolar, sexo, calificación en matemáticas? 

Para dar respuesta a esta pregunta se necesita hacer un análisis d~ reg:;eslón:múUl~le. 
HIPOTESIS CE INVESTIGACION: 

¿Qué variables, edad, año escolar, sexo, callficaclón de matemátlca~;:e;Íá~ éOrrel~~;onadas con ta 
calificaclón del test, por año escolar? , , , , · ,· · , 

Este análisis se hará por medio de una regresión lineal múlllple por el método Stepwlse de se.lección. 

Stepwise Variable Seleclion 
------------------·----
Dep. var.: GREEN.TEST_ 43_ 

lnd. vars.: G~EE~.CAL_MAT_ 
GREEN.ANO, 

Weights:· 

GREEN.EDAD 
GREEN.SEXO 

Constan!: Yes· \Íertieal bars: No .Conf. level: 95 Method: Forward 
F-enter: 4, · ' F~remové: 4 · Max. steps: 500 ., Control: Manual 

: ',- :>:: ~~ -'.:: .. ::··· ' 

Seleclion: Forwárd 
Control: Manual. . . . . . . 

. ·- --· -

Variables in Modal 

·,-/-:··,-.-. 

:5Ú~~isá Sel~ctiÓrÍ for GREEN.TEST·: 43 . 
·-'-'·-··-.-.·.-0 •. -.. ,., .... , .... --. -

· · · Maximumsteps: 500 :¿ F-tó-enter: 4.00 
· F~tO'remové: 4.00 ,, ;Step: O 

Adjusted: .00000 · MSE: 32.5345 d.f.: 143 

Coeff. F-Remove Variables Not in Modal P.Corr. F·Enter 

1. GREEN.CAL_MAT 
2. GREEN.ANO 
3. GREEN.EDAD 
4. GREEN.SEXO , 
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Selection: Forward 
Control: Manual 

R-squared: .28663 

Variables in Modal 

Stepwise Selection far GREEN.TEST_ 43_ 

.Maximum steps: 500 
. Step: 1 

Adjusted: ;2S1SO · ·· 

F-to-enter: 4.00 
F-to-remove: 4,00 

MSE: 23.3727. d.f.: 142 
':~.e '~ _".' -.- . . .. __ ·, - ," . _ ::. ·-~ 

Coeff. F-Remove Variables No! in Modal P.Corr .. F-Enler ________________ _:_ _ _..:.. ___ ·. ---·-· -'~~.:...-~·~;.:__-~-
2. GREEN.ANO 

Selection: Forward 
Control: Manual 

R-squared: .37020 

Variables in Modal 

1.99293 57.0545 1. GREEN.CAL MAT .3423. 18.7093 
3. GREEN.EDAD - .. 1377 2.7244 
4. GREEN.SEXO .0191 ,0517 

Stepwise Seleclion far GREEN.TEST_ 43_ 

Maximum steps: 500 
Step: 2 

Adjusted: .36126 MSE: 20.781 

F-to-enter: 4.00 .· 
F-to-remove: 4.00 

d.f.: 141 

Coeff. F-Remove Variables No! in Modal P.Corr. F-Enter 
---------------· 

1. GREEN.CAL_MAT_ 1.29962 18.7093 
2. GREEN.ANO 2.20603 75.6599 

3. GREEN.EDAD 
4. GREEN.SEXO 

.0583 .4779 
.0152 .0324 

Aqul las variables que el método Incluye en el modelo son ano escolar y calificación en 
matemáticas. Una vez mas se comprueba que el sexo no es un factor slgnlficallvo. La variable ano 
escolar es mas lmporianle que edad, parece que Influye mas la educación que la madurez. La tésls que 
está apoyando estos resultados es la de Fischbeln que dice que con la Instrucción, las respuestas de los 
nlnos mejoran slgnlficalivamenle. 
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES 

La enseílanza de la probabilidad en esta escuela eslá orientada hacia una leorla matemática 
que a grandes rasgos consla de sucesos aleatorios, axiomas de probabilidad, análisis combfnalorto, 
probabilidad condicional y distribuciones de probabilidad. · : . · .•. . . 

El lema de probabilidad esta relegado con respecto a los olros temas de matemáticas, excepto 
en sexto de primaria donde los temas probabiiisticos se estudian lodo el ado conjuntamente con otros 
temas de matemáticas. · · 

El test de Green Incluye estos conceptos en las 26 preguntas en forma senclll.a y· real. El 
resultado en esta escuela encuestada es poco halagador: · · 

AfilOESCOLAR 
5 
6 
1. 
2 
3 

CE 

CALIFICACION DEL TEST (%) 
37.46 
43.45 
45.78 
49.44 
58.29 
61.48 

Asi al finalizar la secundaria y antes de una educación pre-unlveraltaria, los alumnos adquieren 
sólo un 60% de los conocimientos básicos de probabilidad. 

El significado que los alumnos dan a ciertos términos probabiiistlcos ( Improbable, alguna 
probabllldad, ... ) no es el adecuado, además que se percibe deficiencias en la comprensión del 
lenguaje probabilfstlco. 

Las preguntas sobre permutaciones, sobre fenómenos aleatorios, sobre Inferencia y sobre 
distlbuciones son mal resueltas. 

Se percibe que conviven inluiciones erróneas creadas por el ambiente y conocimientos 
probabiliSllcos aprendidos en la escuela muchos de ellos contrarios. 

No encontramos diferencias de desempeno entre hombres y mujeres. 

La variable mtis correlacionada con la "califir.aclón del test de Green" es el •ano escolar". 

La variable "callficación en matemáticas" no parece estar correlacionada significativamente con 
la variable "calificación del test de Green". 

En base a los resultados obtenidos, parecerla que la comprensión de la probabilidad no solo 
está estrechamente correlacionada con la formación de fas diferentes operaciones matemáticas y del 
pensamlenlo lógico, tesis que Plagal maneja a lo largo de su obra "La genése de 1' Idee de hasard chez 
I' enfant", sino que hay algo más. Es Innegable que la adquisición de los distintos slSlemas operativos es 
indispensable para la adquisición de un slSlema probabilistico, pero asto no es suficiente. Estarlamos 
más de acuerdo con lo expuesto por Flschbeln en • Ooes the teaching or probability lmprove 
probablllstic lnlultlons" de 1964, de que la slntesls entre el azar y fo deducible no se realiza 
espontáneamente ni completamente, la capacidad de usar procedimientos sistemáticos para realizar 
Inventarlos de todas fas posibilidades de un conjunto de elementos, es sólo una potencialidad para la 
mayorfa de los sujetos y que subsisten juntas Intuiciones primarias, algunas erróneas, e intuiciones 
secundarias adquiridas por la ensenanza que entran en conflicto. 
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Los conceptos de probabilidad presentan un alto nivel de abstracción y complejidad, de modo 
que no es posible un enfoque orientado hacia la adquisición formal (basada en teoría de conjuntos) de 
dichos conceptos en la enseñanza básica. Es preciso tener en cuenta que hay distintos niveles de 
comprensión adecuados a distintas edades y capacidades. Asf Jos objetivos de la educación deben 
orientarse al desarrollo de los aspectos lnlulllvos, a que el alumno construya apropiadamente un 
conocimiento sobre el tema, es decir que et alumno reconozca y entienda los fenómenos aleatorios y 
maneje la lógica probabillsllca. 

Para superar de la mejor forma los errores que en este trabajo se ponen de manifiesto, es 
necesario promover el desarrollo de la Intuición probabilistica en tos alumnos durante todo el periodo de 
enseñanza media es decir de la secundaria, y tomar en cuenta ciertos criterios de lndole metodológico, 
para el diseño de situaciones didácticas en la Introducción de la probabilidad en la escuela. 
Entre estos crtterios metodológicos y sugerencias para un proceso de enseñanza, podemos destacar los 
siguientes expuestos lodos ellos en el libro Azar y Probabilidad de Olaz Godino (1987). 

Los principios dados por el Schoot Councll Project on Statistlcal Education de la Universidad de 
Sheffleld, para la Introducción de la Estadistica y Probabilidad, en los niveles de ensenanza obligatoria 
en Inglaterra de 1975, con los que estoy plenamente Identificada: 

• los conceptos y técnicas serán desarrollados en un contexto práctico, vinculando tas probabilidades 
al mundo del alumno. 
• las técnicas no tienen que ser completamente desarrolladas en la primera ocasión que se tratan, 

muchas de las ideas deben volverse a tratar en anos posteriores . 
• la justificación teórica completa de todos los temas no es necesaria ni deseable. Algunos elementos 

sólo se tratan en el contexto de un problema; otros conceptos serán cubiertos únlcamente por medio de 
experimentos y no se justifican teóricamente. 
• se pondrá de manifiesto el carácter lnterdlcipllnario de la Estadistica y de la Probabilidad, 

relacionándolas con el mundo biológico, polltlco, social y flslco. 
- el método de trabajo Individual del alumno solo es recomendabl~ para aprender algunas técnicas 

estadísticas especificas, pero no para los c.bjellvos referentes a la Interpretación de datos y obleclón de 
Inferencias. En este caso, el trabajo en grupos y la técnica de experimentación, ensayo y etror, son 
recomendables. 

Glayman y Varga (1975) recomiendan un proceso de enseñanza en tres etapas: la 
experimentación • razonamiento elemental y la medida de probabilidad. 

Bruni y Gllverman (1986) sugieren un prroceso de enseñanza de la probabilidad basado en 
cuatro pasos, usando maleriales manlpulatlvos e Integrándolo con otras Ideas como fracciones, razones, 
proporciones y porcentajes, as! coma relaclonéndolo con el proceso de resolución de problemas. Cada 
experiencia conducirá a: 
• una discusión para Introducir el vocabulario 
• una trascripción de las experiencias a labias, diagramas y gráficas como un modo de organizar las 
experiencias 
- Identificar posibles modelos, resumir la Información y plantear nuevas cuestiones 
-exploración de las actividades relacionadas que pretenden reforzar y extender los conceptos 
Introducidos. 

Por último, tas propuestas curriculares, que propone Dlaz Godlno en su libro ya citado, son 
excelentes para la ensenanza de la probabilidad, a través de situaciones didácticas variadas. Dlaz 
Godino presenta una colección de unidades de aprendizaje que de modo secuencial, Introducen fas 
nociones béslcas sobre probabllldad a alumnos de 11 a 16 anos, sexto de primaria y secundaria en 
nuestro sistema educativo. 

Podemos destacar, por último, que la probabilidad puede ser aplicada a la realidad laclimente, 
por sus múltiples aplicaciones la probabllldad proporciona una excelente oportunidad de mostrar al 
alumno cómo aplicar la matemática para resolver problemas reales. · 
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NOCIONES SOBRE AZAR Y PROBABILIDAD 

NOMBRE: ....................................... ; .... : .......... " ......... : ............ ; ........................................... .. 

EDAD: ........ años; FECHA DENACIMl¿~r6: .... ::· .......... :.::.: ............. : ................ HOMBRE ..... . 

Mm EscoLAR: .............................. <h.: .. ?FecittA 6~ liov:.; ......... , ................ MUJER ....... . 

COLEGIO: ................................................ :: ...... :L .. , .. ;;, ....... · ................................................. .. 
************······~··~--~ •••• 

1. - Una ficha redonda es roja por una cara y verde por la otra. Se sostiene con 
la cara roja hacia ·arriba y se lanza al aire y después cae al suelo. ¿Qué cara 
tiene más posibilidades de salir? ,o ¿piensas que no hay ninguna diferencia 
entre las dos? 

Señala la respuesta correcta: 
(A) La cara roja tiene más posibilidades 
(B) La cara verde tiene m.l1s posibilidades 
(C) No hay ninguna diferencia 
(D) No losé 

2.- Una clase de matemáticas tiene ~3 niños y 16 niñas. Cada nombre de los 
alumnos se escribe sobre un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un 
sombrero. El profesor saca uno sin mirar. Señala la frase correcta: 

(A) Es más probable que el nombre sea de un niño que de una 
niña 

(B) Es probable que el nombre sea de una niña que de un niño 
(C) Es igual de probable que sea un niño que una niña 
(O) Nolo sé 

(_) 
(_) 
(_) 
(_) 

3.-La figura muestra dos discos (o ruletas) que tienen agujas que una vez 
giradas se detienen y apuntan a un número. ¿Con qué disco es más fácil 
obtener un 3? 
Señala la respuesta correcta: 

ffiM 
.~ ~ 

ROJO AZUL 



(A) Es más fácil obtener un 3 en el disco rojo L.:.._) 
(B) Es más fácil obtener Ün 3 en el disco.azul , _: , - _ _ __ L.:.._) 
(C) Los dos discos dan la misma posibilidad de olltener un 3 · L.:.._) 
(D) No lo sé _ , ; ,•._ , . · · · · ; e:::_:_¡ 
¿Porqué eliges esa respuesta? ____________ _ 

' .... '' ·'' .. ·i. •;.~-; . . •' Í,,'. 

4.- Cuando se lanza un dado, ¿qué número o números son más_ difíciles 'de 
obtener? ,o ¿son todos iguales? · · · · 
Respuei¡;ta: _____________________ _ 

5.- Una moneda se lanza al aire cinco veces y sale CARA las cinco veces. 
Señala la frase que consideres correcta: 

(A) La próxima vez es más probable que otra vez salga CARA L.:.._) 
(8) La próxima vez es más probable que salga CRUZ L.:.._) 
(C) La próxima vez es igual de probable que salga 

CARA o CRUZ 
(D) No lo sé 

L.:.._) 
L.:.._) 

6(a).- En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B 
se han metido 2 fichas negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo). 
Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la 
caja, ¿cuál elegirías para hacer la extracción? 

l. oeJ 
A B 

(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una 
ficha negra 

(B) La caja B da mayores posibilidades de obtener una 
ficha negra 

(C) las dos cajas dan la misma posibilidad 
(D) No lo sé 
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L.:.._) 

L.:.._) 
L.:.._) 
L.:.._) 



6(b).-Otras dos cajas .tienen en su interior algunas fichas negras y algunas 
fichas blancas. 

Caja C: 5 negras y 2 blancas 

Caja D: 5 negras y 3 blancas 

~ eo e J •o••• 
D 

~o• • J eoeeo 

¿Qué caja (la Cola D) da más posibilidades de sacar una ficha negra? O por el 
contrario, ¿dan las dos la misma posibilidad? 

(A)CajaC 
(B) Caja O 
(C) La misma posibilidad 
(D) No losé 

6(c).- Otras dos cajas distintas tienen fichas negras y blancas: 

E F 

Caja E: 2 negras y 2 blancas 
Caja F: 4 negras y 4 blancas 
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(_) 
(_) 
(_) 
(_) 



¿Qué caja da mejor posibilidad de obtener una ficha negra? 
(A) Caja E . . .. 
(B) Caja F .. • ..•. • ...• ··.··.· , 
(C) La misma posibliidad 
(D) Nolo sé · 

. ' .. ·. .. 

6(d).- Otras dos cajas distintas tienen fichas ~egrds y blancás: 

Caja G: 12 negras y 4 blancas 
Caja H: 20 negras y 10 blancas 

¿Qué caja da mejor posibilidad de sacar una ficha negra? 
(A) La misma posibilidad · · 
(B)CajaG 
(C)CajaH 
(D) No losé 

L_) 
L__) 
L__) 
L__) 

{___) 
l__) 
L__) 
~). 

6(e).- Otras dos cajas distintas de las anteriores tienen fichas negras y blancas. 

Caja J: 3 negras y 1 blanca. 
Caja K: 6 negras y 2 blancas. 

¿Qué caja da mejor posibilidad de obtener una ficha negra? 
(A) La misma posibilidad · 
(B)CajaJ 
(C)CajaK 
(D)No lo sé 

L:_) 
.L;_) 
{_;_) 
{_;_) 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-
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?(a).- Lee las siguientes cinco frases: 

1) No puede ocurrir. 
2) No ocurre muy a menudo. 
3) Ocurre con frecuencia. 
4) Ocurre casi siempre. 
5) Siempre ocurre. 

Para las preguntas siguientes debes poner un número en cada uno de Jos 
cuatro recuadros. Puedes usar el mismo número más de una vez si Jo deseas. 

(A) Cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Muy probable"? 
L_) 

{B) Cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Improbable"? 
L_l 

(C) Cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Probable"? 
.. .. .· ·. : ... ·.· L_) 

(O) Cuál de las frases anteriores significa lo mismo que "Poco. probable"? 
. '·> . L_) 

7(b).- Escribe lJllá palabra o·ü'níÚrasequé'~íg~jfi~~et~·~¡smo qúe léi sigui8nte: 
, "' • • • '" '• "' • ~v; ,: ; ~ :,_.~:;: -;'!'(•'. • •;' • '\ ,;:; :d , ;'~• ,, •/ ,·<-'~('·~~: 't~' :,<'' • •V ' • ' ' 

(A) Imposible . · .. ' re 
·/::' .:: ,. ·:~;i·'(··' '' :, 

(B) Posible ________ .. _._.,_. __ ·--·~_··-·'·-"------

(C) Igual posibilidad. ________________ _ 

(D) Poca posibilidad ________________ _ 

(E) Muy probable _________________ _ 

8.- En un experimento se lanzan al aire 12 monedas·juntas y caen sobre la 
mesa. Si el experimento se repite muchas veces, ¿cuáles de los siguientes 
resultados ocurren más a menudo? 

(A) 2 caras y 1 O cruces 
(B) 5 caras y 7 cruces 
(C) 6 caras y 6 cruces 
(D) ?caras y 5 cruces 
(E) Todas tienen Ja misma posibilidad 

5 

L_) 
L_) 
L_) 
L_) 
L_) 



9.· Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana 1 peso si el dado sale 2 o 3 
o 4 o 5 o 6. Si resulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de dinero. 
¿Cuénto debe ganar Esteban cuando le sale el 1 para que el juego sea justo o 
equitativo? 

Respuesta: _______ pesos. 

10.-Una moneda de 2 pesos y otra de 10 pesos se lanzan juntas al aire. En_ la 
tabla de abajo se ha anotado uno de los resultados posibles: cara en la moneda 
de 2 pesos y cruz en la de 10 pesos. Se ha indicado con una C para cara y X 
para cruz. Completa la tabla con todos los resultados posibles. 

2 pesos 10 pesos 

C X 

11.- El tejado de una casa tiene 16 secciones cuadradas. Comienza a granizar. 
Al principio solo caen unos pocos granizos, después aumenta la granizada. En 
los siguientes dibujos se representan tres conjuntos de dos posibles formas en 
las cuales podría haber caido los granizos. El primer dibujo de cada grupo, A, B, 
C muestra una forma de distribuirse los 4 primeros granizos; el segundo 16 
granizos. 

. . . . 
CONJUNTO A 

e 



m e-:· . . . . . . . . 
CONJUNTO B 

m a. . .· ·: . . . . . 
CONJUNTO C 

Pregunta: ¿Cuál de los modelos anteriores esperarías tu ver como más realista 
a medida que el granizo cae? · 

Conjunto A: (__) 
Conjunto B: (__) 
Conjunto C: {__) 
Conjuntos By C: (__} 
Cada tipo de modelo es igualmente probable: (__} 

12.- Esta pregunta se refiere tambien a la caida de los granizos sobre un tejado. 
También se dibujan tres posibles modelos en tres momentos distintos: los 4 
primeros granizos, despues 16 granizos y por último 64. 

mm.·. . . . . . . . . 
. . . . . 

CONJUNTO 

. · ~. 
·. 

A 

. . . ..... . . . . . .. 
::·.-:·: 1: . . . . .. . . 
•••• i. •••• . . . . . ... .. . . . . .. 
. . . .. . . :· . : ... . 
·: -.:: -:: ·: . 
• : =· ·:. ·:· 

·: .. ·.-:. . . . 
CONJUNTO B 
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........ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 
CONJUNTO e 

Pregunta: ¿Cuál de los modelos anteriores esperarías tu ver como mas realista 
a medida que el granizo cae? 

Conjunto A: 
Conjunto 8: 
Conjunto e: 
Conjuntos B y C: 
Cada tipo de modelo es igualmente probable: 

13.- Escribe una frase que comience: 
"Es muy probable que el Rey ............ ", usando tus propias· palabras para 

acabarla. 

14.- Escribe una frase que comience: • ·-- · 
"Es improbable que el Rey ........... ", usando' td¿;: propias pa_labras para 

acabarla. ,_ .. _;:, -"· 

Es improbable que el Rey--------'---"'"-:-/;_:~:r:_·~··_·:>---'---

·, .. : .·.:·:.· :'·~· 
15.- Escribe una frase que termine: 

" ........ es algo que sucede al azar", usánd~·tl.ls' :propias palabras para 
comenzarla. 

-----------------es algo que sucede al azar. 
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16.- Para las siguientes frases señala todas las qué pienses que significan 
exactamente lo mismo que "tiene un cincuenta por ciento de posibilidades de 
ocurrir". · · · · ·· · · 

(A) Puede ocurrir o no. 
(B) Tiene tantas posibilidades de exito como de fracaso. 
(C) Sucederá 50 veces de cada 50. 
(D) Puede suceder algunas veces. 
(E) Tiene igual posibilidad de ocurrir que de no ocurrir. 
(F) Es muy improbable que suceda. 

17.- Dos pirinolas de seis lados eslan marcados con unos y doses, como se 
indica en el diagrama: 

~ 
AMARILLO ROJO 

¿Qué pirinola te da mejor oportunidad de obtener un 2 cuando se lanza? o ¿dan 
la misma posibilidad? · · 

(A) La amarilla es mejor para obtener un 2. 
(B) La roja es mejor para obtener un 2. 
(C) Ambas pirinolas dan la misma posibilidad. 
(D) No losé. 

L__} 
'L_:_}. 
.L__) 

L.___} 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

18.-En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y despu'és se 
mezclan. Se sacan tres bolas fuera resultando 2 rojas y 1 azul. A continuación 
sacamos otra bola sin echar las anteriores. ¿De qué color es más probáble que 
sea? 

(A) El rojo tiene mayor probabilidad. 
(B) El azul tiene mayor probabilidad. 
(C) El verde tiene mayor probabilidad. 
(D)Todos los colores tienen la misma probabilidad. 
(E) No lo sé. 
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L_:_) 
L_:_) 
L_:_) 
L_:_) 



19. -Dos discos, uno naranja y otro cafe, están marcados con números. 

CAFE NARANJA 

Cada disco tiene una aguja que gira. Si se quiere obtener un 1, ¿es uno de los 
discos mejor que el otro , o ambos dan la misma posibilidad ? 

(A) El café es mejor para sacar un 1 
(8) El naranja es mejor para sacar un 1 
(C) Ambos discos dan la misma posibilidad 
(O) No se puede decir 

(__) 
( __ ) 
( __ ) 
(_} 

Porqué?~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

20.- El profesor pidió a Clara y a Luisa que lanzaran cada una una moneda 
muchas veces, y que apuntaran cada vez si salia cara o cruz. Por cada "cara" 
se ha apuntado un 1, y por cada "cruz" un O. 
Aquí están los dos grupos de resultados: 

Clara: 010110011001010110110100011100011011o101d110010001 
010100111001101011001011001011001001011~0110011011 
01010010110010101100010011010110011101.11,0101100011 

Luisa: 10011101111010011100100111001ooo111o1q111101010101 
11100000010001010010000010001100010100000000011001 
00000001111.1000011010100100100111,11101001100011000 
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Una de las chicas lanzó la moneda correctamente; perola otra hizo trampa y lo 
fingió. ·· · 

{A) Qué niña ha hecho trampa? 
{B) Cómo lo sabes? 

· 'Respúesta:._· ,_· ------
.. • ResP.ue.sta:_· ______ _ 

,- ,' '. ·. ·,· . . . 

21 {a).- Supón que dejamos caer muchas bolas en el conjunto de éanales dibujado: 

¡ 

~ 
1~345878 

Señala la frase que mejor describa dónde esperas tu que vayan las bolas. 

{A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(B) Por 1 y 8 pasarán más bolas 
(C) Por 3, 4, 5 y 6 pasarán más bolas 
(O) Por 1, 3, 5 y 7 pasarán más bolas 
(E) Ninguna de éstas 

21 (b).- Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales: 

¡ 

~~ 
1 2 3 4 ' 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(B) Por 1 y 2 pasarán más 
(C) Por 3 y 4 pasarán más 
(O) Por 1 y 4 pasarán más 
(E) Ninguna de éstas 
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L_) 
L_) 
L_) 
L_) 
L_) 

(_) 
c.__¡ 
c.__) 
L.:_) 
L_) 



21(c).-Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales: 

~~ 
1 2 3 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(B) Por 2 pasarán más bolas 
(C) Por 3 pasarán más bolas 
(O) Por 1 y 2 pasarán muchas bolas y por 3 pocas 
(E) Ninguna de éstas 

21(d) Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales: 

(A) Por cada canal pasará aproximadamente el mismo 
número de bolas 

(B) Por 2 pasarán aproximadamente el doble de bolas 
quepor1 o3 

(C) Aproximadamente la mitad pasarán por 1 y la mitad por 3 
(D) Unas pocas pasarán por 1, casi todas por 2 y unas pocas 

por3 
(E) Ninguna de éstas 

(_) 
(_) 
(_} 
(_) 
(_) 

(_) 

L._) 
L_) 

L_) 
L_) 

22.- Un robot es colocado ante un laberinto que empieza a explorar. En cada 
cruce el robot tiene tantas probabilidades de irse por un camina que por otra 
(pero nunca vuelve por el camina que vino). Hay 8 trampas al final de los 8 
caminas (ver el dibuja). ¿En qué trampa o trampas tiene el robot más 
probabilidades de acabar?, ¿o todas las trampas son igualmente probables? 
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Respuesta: _______________________ _ 

23.- El profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100 chinches. Algunas caen 
con la punta para arriba y otras caen hacia abajo 
El resultado fué; ARRIBA = 68 ; ABAJO = 32 
Después el profesor pidió.a una niña que repitiera el experimento. 

De la lista siguiente, elige el resultado que tu crees obtendrá la nii'la: 

(A) ARRIBA = 36 ; ABAJO = 64 
(O) ARRIBA= 63 ; ABAJO = 37 
(C) ARRIBA= 51 ; ABAJO = 49 
(O) ARRIBA= 84 ; ABAJO = 16 
(E) Todos los resultados tienen la misma probabilidad 

24.- ¿Cuál de los dos siguientes resultados es más probable? 

(_) 
(_) 
(_) 
(_) 
(_) 

(1) Obtener 7 o más varones de los 10 primeros bebés nacidos en un nuevo 
· hospital. 

(2) Obtener 70 o más niños de los 100 primeros bebés nacidos en un nuevo 
hospital. · 

(A) Son igualmente probables 
(B) 7 o más de 10 es más probable 
(C) 70 o más de 100 es más probable 
(D) No se puede decir 
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(_) 
(_) 
(_) 



25.- Una bolsa contiene en su interior algunas bolas blancas. y algunas bolas 
negras. Un niño extrae una bola, anota su color y la vuelve a introducir. A 
continuación remueve las bolas para que se mezclen bien. El chico repite esta 
operación 4 veces y siempre obtiene una bola negra. 

A continuación extrae una quinta bola. ¿De qué color piensas que será con más 
probabilidad? 

(A) La negra es más probable de nuevo 
(8) La negra y la blanca son igualmente probables 
(C) La blanca es más probable esta vez 

(_) 
(_) 
(_) 

26. - Tres chicos son enviados al director por alborotar. Para esperar su castigo, 
tienen que alinearse en fila ante la puerta del despacho del director. Ninguno 
quiere ser el primero, desde luego! 

(a) Supongamos que los niños se llaman Andrés, Benito y Carlos (los notaremos 
A, B y C). Queremos escribir abajo todos los posibles órdenes en que podrían 
alinearse. 

Por ejemplo: para el orden A B 
1° 2º 

Respuesta: 

C escribiremos ABC 
30 

ABCl ......... l ......... .1 ......... .1 ......... .l ......... .l .......... l ......... .l ......... .l ......... .l ......... .l ....... .I .. 
........ ./ ........ . 

Anota ahora las demás formas diferentes de ordenarse. 

(b) ¿Cuántas formas diferentes hay en total? Respuesta. ____ _ 

Ahora haz el resto de la pregunta: 

(c) Si cuatro niños (A, B, C, D) tienen que alinearse, ¿Cuántas formas diferentes 
hay? Respuesta. ____ _ 
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(d) Y si hay cinco niños, ¿Cuántas maneras hay? (No intentes eséribirlas todasl) 
· Respuesta _____ _ 
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