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INTRODUCCION

La probabilidad proporciona un modo de medir la incertidumbre que existe en muchos
problemas de distinla indole. Los modelos probabilisticos son el fundamento de la mayor parte de la
estadistica, por lo que no s6lo es necesario un conocimiento de la probabilidad en si, sino tamblén es
necesaria esta teorfa para una comprensién adecuada de los métodos estadfisticos que son hoy en dia
casi indispensables.

En los programas de enseftanza bédsica y media superior se han incorporado temas de
probabilidad y estadistica, pero todavia no se ha resuelto satisfactoriamente el problema didéctico.
Existen problemas de orden conceptual, psicoldgico, sociolégico y curricular en tomo a la enseflanza y
al aprendizaje de la probabilidad. Los alumnos tienen clertas intuiciones creadas por el ambiente en el
cual se desarrcilan. Estas intuiciones son elementales y muchas veces eméneas. El objetive principal de
la enseflanza, es ayudar al alumno a eliminar estos emores y adquirir conocimientos claros que [e
ayuden en su formacién personal y le permitan acceder a estudios profesionales. Para lograr este
objetivo se necesitan llevar a cabo investigaciones de orden conceptual, psicolégico y pedagégico,
sobre las teorlas probabilisticas y la construccién de los conceptos. .

Este trabajo tiene como objetivo principal describir las Inluiciones y los conocimienlos que
parecen tener los alumnos entre 11 y 16 aitos en una escuela mexicana. De tal modo que en el primer
capitulo de este trabajo se planiea los antecedentes, la importancia, el alcance y los limitaciones del
problema anterior.

En el segundo capltulo se presenta una breve introduccién sobre la probabilidad en la educacion
y sus distintas teorfas, y la enseflanza de la probabilidad en la escuela mexicana escogida para el
estudio. Ademds en este capfulo se resumen las principales investigaciones hechas, sobre la
adquisicién de conceplos probabilisticos por nifios o por alumnos, por PiageVinhelder, Fischbein,
Kaheman/Tverky/Slovic y Green .

£n el tercer capltulo, se hace el estudio de caso, en una escuela mexicana, aplicando
primeramente el test de Green sobre conceplos de azar y probabilidad, a alumnos desde la edad de 11
a 16 aflos. Se hace un andlisis de los resultados obtenidos (analisis en porcentaje por pregunta), y sa
plantean cuatro hipotesis relacionando las variables conocimientos probabilisticos {medido por el test
anterior), edad, aflo escolar, calificacién de mateméticas y sexo.

En el cuarto capitulo se enuncian las conclusiones del estudio.



CAPITULO 1. MARCO CONCEPTUAL.

11A di del prok

La incertidumbre estd presente en nuestra vida diaria social o profesional, y es una
caracteristica de la naturaleza. Sin embargo el tema de probabilidad no se Inclula sine hasta el Gltimo
afio de Ia enseflanza medio-superior (tercer a0 de preparatoria). Con la Introduccién de la matemética
moderna, los temas probabilisticos se fueron incorparando poco a poco, hasta incluirse en la primaria.

Por lo general los libros de texto, introducen al alumno a este tema, en una primera etapa, via el
estudio de permutaciones y combinaciones, que lleva a la resolucién de problemas combinatorios, més
que al aprendizaje y la enceftanza del concepto de azar y de los fenémenos aleatorios.

En una segunda etapa, la probabilidad es una teorla abstracta que satisface determinados
axilomas, obteniendo Itados tedricos I deducciones légicas. Generalmente se establece una
separacién entre el mundo conceptual y el mundo fisico, del cual surgen los axiomas y al cual se aplican
los axiomas. Consecuencia da esto es que la gran mayoria de Jos alumnos no logran reconocer ni
entender los fenémenos aleatorios, ni manejar el modelo probabillstico matemético.

Las razones para esta falla del proceso de ensefianza aprendizaje podrian ser entre muchas
otras, las siguientes:

- Razones histéricas.

Fue Laplace el primero en definir la nocién de probabilidad con rigor matemético, segin se cita
en el libro Ensayo filoséfico sobre las probabilidades de 1814, como la proporcién del nimero de casos
favorables, al niimero de casos posibles, slempre que todos los resultados fuesen igualmernte probables.
De acuerdo a esta definicién, et céiculo de la probabitidad de los sucesos se reduce a problemas de
andlisis combinatorio.

La teorfa matemética de Kolmogorov surgié como consecuencia de las resiricciones que el
concepto clésico anterior impone sobre la equiprobabilidad de los sucesos, y fa finitud del espacio
muestral correspondiente,(Foundations of Theory of Probability de 1833). Esta teoria no sélo conecta la
probabilidad con la corente matemética modema, de suma importancia, sino que logra hacer de la
probabilidad una teor(a unificadora y general. Obviamente esto hace que la materia de estudio se centre
en teorfa de conjuntos y sea sumamente abstracta para el alumno,

- Razones psicolégicas.

Los estudios de Piaget (La genése de l'idée de hasard chez 'enfant de 1951) sobre el azar, dan
mucha importancia a la nocién de probabilidad en su sentido cl4sico laplaciane, y muestran que es
necesario el requisito de sistemas de operaciones y un pensamiento légico para la adquisicién de la
nocién de probabilidad.

Para Plaget y sus seguidores, la ensefianza de la materia es del tipo formal y debe hacerse
hasta el periodo de las operaciones formales es decir después de los 11 afios de edad.

- Razones curriculares.

En la escuela existe una tendencia a relegar el tema de probabilidad. Se dan prioridad en el
curriculum a los temas de geometria, 4lgebra, célculo y hasta estadistica, Asi la probabilidad es un tema
que se estudia como algo desligado de) resto def curriculum de mateméticas.

Es una realidad que en la escuela se le da poca importancia al desarrollo de los aspectos
generales e intuitivos del tema de la probabilidad tan necesarios para que el alumno construya
apropladamente un conocimiento probabilistico, es decir que ef alumno reconozca y entienda los
fenémenos aleatorios.

Ahora blen, estudios més reclentes como los de Fischbein ( The intuitive sources of probabilistic
thinking in children de 1975) han mostrado la capacidad de los nifios incluso desde preescolar de
procesar Informacién probabilistica de un modo significativo y Glil, y Ios efectos positivos de fa
instruccidn sobre este tema.



Las Investigaciones llevadas a cabo mediante encuestas, a alumnos universitarios, por
Kahneman (Judgement under uncertainty en 1982), muestran que la mayoria de dichos alumnos tiencn
un conocimiento escaso o nulo sobre las noclones probabilisticas basicas, atn después de haber
cursado una 0 més cursos sobre el tema, En estos trabajos se ponen de manifiesto, errores sistematicos
profundamente arraigados en su intulcién probabilistica (representatividad, disponibilidad). Se hace
evidente que una mera expasicién de la teoria matematica de probabilidad no es suficiente para corregir
dichos sesgos y que éstos pueden dificullar ta asimilacién de conceptos formales.

Mas reclentemente Green (Probability Concepts In School Pupils aged 11-18 years en 1982),
realiz6 y aplicé un test de Conceptos de Prababilidad, test de opcidn muitiple, a casi 3000 alumnos de
escuelas inglesas entre 11 y 18 aflos de edad para muestrear Ias intuiciones de azar y probabilidad que
estos poseen. £n la elaboracion del test Green retomd los puntos esenciales de los trabajos de Piaget,
de Fischbein, de Kanteman y otros. El objetivo de! trabajo de Green fue eslablaoer patrones de
desarrolio de conceptos de probabitidad y relacionarios con otros concep aticos, e investigar
las repuastas de los alumnos a los items de probabilidad de oiros tests estandarizados.

Los resultados de este trabajo fueron los siguientes:

-las preguntas de probabilidad no son de las més dificiles en matemaéticas.

-los niftos responden mejor que las nifias a los items de probabilidad.

-a mayar edad se resueiven mejor {os Hems de probabilidad excepto en algunas preguntas.

-los items que requieren de operaciones de conteo son mejor resueitos que los que requleren de
operaciones de coclente.

-los problemas que requieren de una comprensi6n det azar, de estabilidad de frecuencias y de inferencia
fueron deficienternente resueltos, con poca evidencia de mejora con la edad,

-fueron muy pocos jos alumnos que contestaron el item de combinatoria en su forma mas general.

-e! uso correcto del lenguaje probabilistico es deficiente.

-la calificacion del test sobre conceptos de probabilidad aumenta a mayor ta edad y a mejor el nivel

intelectual.

Los resultados de este trabajo muestran que hay deficiencias en los o« ientos de los ~
alumnos sobre el tema y hace constar que existe una gran necesidad para una actividad précﬂce desde
una temprana edad, para lograr construir ef bagaje intuitivo, para una D on
det tema.

Inspirada en este trabajo mi objetivo fue utilizar el test de Conceptes de Probabilidad de Green
para indagar los conocimientos de probabilidad en los alumnos de ensefanza bésica y rnedia-superior,
de una escuela mexicana.

1.2 Importancia de! problema,

Aunque la ciencia hoy en dia reconoce la imporlancia del tema de la probabilidad, y trata de
afrontario e incorporario , parece ser que en el 4mbito educativo el problema no ests resuelto todavia.
En los nuevos programas hay una lendencia a eliminar el lema ofra vez de la primaria. Pareceria que el
problema que se plantea es el de Incluir o no e! tema de probabilidad en el curriculo de mateméticas,
cuando e! problema deberla de ser de orden didéctico, es decir, ¢cdmo orpanizar el correspondiente
proceso de enseflanza-aprendizaje, de tal forma que sea posible el desarrolio de intuiciones
probabifisticas acertadas en el periodo de ensefianza de 6 a 16 ailos?

Sabemos que hace falla mucha tnvestigacién sobre este tema de las matemdticas, que nos
permita dar respuesta a las muchas preguntas que se puede uno plantear, como por ejemplo:
-¢Los temas que se dan actualmente son suficlentes para que el ajumno adquiera un conocimiento
bélsk:o ?uz Ie7ayude en su desarrolio personal, profesional, y le dé las bases para estudios superiores y
universitarios



-4 Los alumnos poseen sesgos y creencias eréneas creadas por el amblente soclal en el que viven?
-LPorqué estos sesgos subsisten aun después de tomar varios cursos de probabllldad?

-, Cémo organizar ia ensefianza de la probabilidad?

Obviamente el presente trabajo no pretende dar resp a estas preg sino describir el
nivel de conocimientos de los alumnos en una escuela mexicana en particular.

1.3 Pl del pr

El objetivo del presente trabajo es describir, los conocimientos, las intuiciones y algunos erores
sobre probabilidad, uqe tienen los alumnos de 11 a 18 afios de edad, en una escuela mexicana, con un
sistema de enseflanza tradicional, con el programa de estudios de la SEP vigente en el afio escolar
1992-19893, utilizando el test de Conceptos Probabilisticos elaborado por Green.

1.4 Alcance y limites del problema

El test se aplicé en una escuela voluntaria, que abarca desde el nivel pre-escolar hasta la
secundaria, y que sigue los programas de estudio de la SEP. Es una escuela mixta, de tipo tradicional,
tri-linglie (espafiol, francés, inglés). Al finalizar la secundaria los alumnos tienen dos opciones se
incriben en cualquier otra preparatoria o se incorporan directamente a la preparatoria del sistema de
ensefianza francés slempre y cuando dominen el idioma. En caso contrarfo se ven obligados a
inscribirse en el curso especial, aflo en el que sdlo cursan dos materias francés y mateméticas.
Despues de este ailo escolar, los alumnos cursan los tres afios de preparatoria.

Bésicamente podernos decir que los alumnos de 5° afto de primaria tienen 11 afios de edad, los
alumnos de 6° afio de primaria tienen 12 afios de edad y asi sucesivamente. Entonces los alumnos de 3°
de secundaria tienen 15 afios de edad. Dado que nos interesa cubrir una poblacién de alumnos de 11 a
18 aflos de edad encuestamos a los alumnos del curso especial los que casi en su mayoria tienen 18
afios de edad, pero no son todos los egresados del 3° efio de secundaria.

Los programas de estudio vigentes de la SEP, incluyen los temas de probabitidad en sexto de
primaria, ¥ en primero, segundo y tercero de secundaria,
Los alumnos de todos los aftos, exceplo los alumnos de sexto, declararor, acordarse poco dei tema,
esto se debe a que el tema de probabilidad en sexto se ve a lo largo del afio. En los tres afios de
secundaria el tema siempre se estudia en la titima semana del ciclo escolar. En el curso especial no se
estudia explicitamente ningin tema de probabilidad.

L.a poblacién estudiada fue de 144 alumnos de los cuales tenemos:
- 18 alumnos de 5° de primaria
- 19 alumnos de 6° de primaria
- 35 alumnos de 1° de secundaria
- 27 alumnos de 2° de secundaria
- 29 alumnos de 3° de secundaria
- 16 alumnos de curso especial

de tal forma que fueron:
- 23 alumnos de 11 afios
- 18 alumnos de 12 afios
- 37 alumnos de 13 afios
- 23 alumnos,de 14 ailos
- 32 alumnos de 15 aiios
- 13 alumnos de 18 aflos



de los cuales tenemos:
- 67 mujeres
- 77 hombres

Los 18 alumnos de 5° afo de prmaria tienen 11 aflos de edad. De los 18 alumnos del curso
especial , dos tienen 17 aflos de edad y los otros tienen 18 afios de edad. En los otros aflos escolares las
edades se mezcian un poco pero basicamente podemos decir que a cada afio escolar coresponde una
edad ( 5°-11, 8°12, 1°.13 , 2°-14, 3°-15, C.E.-18 ), por }o que podemos Inferir que a mayor afio escolar
mayor edad.

E! anélisis de los resu(tados del test se presenta en una primera pade, similar a! trabajo de
Green, es declr, en tablas de resg correcias, en porc jes, por ailo escolar y por pregunta; luego
se hace un andlisis estadistic de estos porcentajes para investigar el posible efecto del sexo, de la
edad y de la calificacion de matemaéticas {inicos datos con los que se cuenta).

£l estudio se hizo en la primera quincena del mes de junio de 1993, y las calificaciones en
matematicas de {os alumnos son las que obtuvieron al final del curso, dado que el afio escolar termint a
finales de ese mismo mes.

Es preclso aclarar que el presente trabajo no pretende comparar resultados con ios de Green,
puesto que fas condiciones de la investigacitn fueron diferentes en muchos aspeclos, y no se conté con
toda la Informaci6n que ét manejo, ni ] } éstos al sist educativo mexicano, ya que
ta pobiacion que se estudié no es represenlanva de éste.

El test se aplicd a todos los alumnos de esta escuela. Es decir de §° de primaria se aplicé el test
a todos los alumnos de 11 aflos, se aplict el test a todos los alumnos de 6° de primaria, de 1°, de 2°, de
3° de secundaria y a todos los alumnos de un salén del curso especial. Por fo que no tenemos una
muestra, sino una poblacidn, a la que deseamos describir. En base a los resultados obtenidos sobre esta
poblacidn en particular, se desea dar respuesta, a las siguientes pregunlas

¢ Los alumnos adquieren los conocimientos probabilisticos basicos necesarios para iniciar una
educacion matematica en este tema? L g

¢Tienen los niftos un mejor desempeiio en éste test que las nlﬁas?

¢Esté relacionada la calificacién en matemaéticas con la callﬂcac!én del lest?

¢Qué variables son mas significativas con !a variable conoclmien\os probablllsllcos, edad afio escolar 0 ‘
calificacién en matematicas?



CAPITULO 2, MARCO TEORICO.

2.1 La probabilidad en la educacién.

Cuando se quiere ensefiar probabilidad, hay necesidad de estudiar el tema, desde el punto de
vista matemético, estadistico, filoséfico y pedagégico. Los mateméticos, los estadistas, los filésofos y los
pedagogos hacen cosas diferentes con respecto a la teorfa de la probabilidad. Los mateméticos
desarrollan un cuerpo conceptual, los estadisticos aplican el trabajo de los mateméticos, los filésofos
reflexionan sobre el trabajo hecho. Los pedagogos tratan de lograr que el alumno construya
apropladamente un conocimiento sobre el tema, puesto que el objetivo principal de la enseflanza de la
probabilidad debe ser lograr que el alumno reconozca y entienda los fenémenos aleatorios,y comprenda
y maneje e! modelo maternético probabilistico.

Como cualquier otro vocablo importante, la probabilidad tiene muchos matices de significacién y
admite variedad de usos. Un estudio de los términos utilizados en el lenguaje ordinario, a través de los
diccionarios de uso corriente , revela que el azar y la Incertidumbre se aprecian como cualidades
graduales. Entre lo clerto o lo seguro y lo imposible, esta lo probable, término que define M. Moliner
(1983) como: "se dice de lo que, en opinién del que habla, es més facil que ocurra que deje de ocurrir,

Para expresar estas fres circunstancias (imposible, probable, seguro), existen una gran variedad de
términos. Asi, por ejemplo un suceso que es probable (es probable que llueva) se puede expresar con
los adjetivos: posible (es posible que llueva), previsible (es previsible que mafana llueva), factible (es
factible que llueva). Estos términos funcionan en el lenguaje ordinaric como operadores modales, esto
es, podemos afirmar un cierto enunciado rotundamente, comprometiéndonos categéricamente con su
verdad, o podemos afimario graduaimente. Los enunclados: "lloverd mafiana” o “probablemente llovers
mafiana® describen la misma realidad. La diferencia estriba en el modo de afirmacién; el primero es
categorico, incondicional y el segundo es gradual y cauteloso.
El término probabilidad, se puede definir como “cualidad de probable o circunstancia de ser probable
una cosa™:

“La probabilidad de su hallazgo es cada vez menor”.

*Hay probabilidad de encontrario”.
La mayor o menor probabilidad de ocurrencia de un suceso, puede graduarse de cantidad o niimero:

"Hay algo de probabilidad que se marche”.
"Algo" puede ser sustituido por alguna, muchas, pocas, grandes, .
Ofras veces especialmente en el contexto de apuestas, se esllma la probabllldad medlanle la
comparacién de posibliidades a favor y en conira de un resultado;

"El caballo x tiene 3 posibilidades contra 1 de ser ganador”.

“Las apuestas son 5 a 1 a favor del equipo x".

También puede la probabilidad ser interpretada como "propledad* de la persona o cosaa que afecta:

"Tiene algunas probabilidades de colocarse”,

"La bala tiene muchas prababilidades de dar en el blanco",
La Incertidumbre no sélo afecta a la ocurrencia de sucesos, sino que también puede.afectar.a la
veracidad de las proposiciones o leyes. En castellano, la palabra verosimil (que-tiene apariencia de
verdadero) se utiliza especialmente con dicha finalidad, aunque también se usa probable en dicho
contexto I6gico:

“Es probable que lo que dice sea verdad™.

"Lo que dice es verosimil*.

La variedad y riqueza de términos que puede encontrarse en el diccionario para expresar lo -
inclerto o verosimil, es exponente de la amplitud de contextos, siluaciones y matices en que'estas
caracteristicas se presentan, y al mismo tiempo de la necesidad de proceder a un anélisis mas profundo.
Los usos formales del término probabilidad en el campo de la ciencia y la filosofla han llevado a definir
de un modo cuantitative y preciso la nocién de probabilidad. -



Sin embargo estos esfuerzos no han cristalizado en una dnica teorfa, sino que han conducido a la
formulacién de distintos puntos de vista sobre {a naturaleza de la probabilidad y sus conceptos
asociados. A continuacién revisamos brevemente diferentes teorias que sobre la probabilidad se han
planteado, la teorfa clasica, las teorias légicas, la teoria empirica, la teorla subjetiva y la teoria formal,

2.1.1 Teoria clasica de Laplace.

El primer intento de definir con rigor matemético la nocidn de probabilidad, es debido a Laplace
en su obra Théorie Analytique des Probabilités en 1812, Laplace dio la definicion que se conoce como
clésica de probabilidad de un suceso que puede ocurrir solamente en un niimero finito de modalidades
como la proporcién del numero de €asos | favorables al nimero de casos posibles, siempre que

todos los dos sean igual pr

De acuerdo con ésta definicién, el célculo de la probabilidad de los sucesos se reducia s
problemas de andlisis combinatorio. Pero incluso en su época, esta definicién se encontré inadecuada.
Ademas de ser circular y restrictiva, no ofrecié respuesta a la pregunta de qué es realmente la
probabilidad. Sélo proporcioné un métedo practico de calculo de algunos sucesos sencillos. Laplace,
sigulendo a Bernoulii, usé el principio de raz6n insuficiente, que considera las alternativas comoe
equiprobables en la ausencia de razén conocida para esperar lo contrario. M4s recientemente, para
justificar la asignacién de probabilidades por la regla de Laplace, ha sido formulado el principio de
indiferencia, que considera las alternativas como equiprobables cuando hay un balance de evidencia a

favor de cada altemativa.

La definicién de Laplace supone, en el lenguaje actual de la teorla de conjuntos, que siempre es

posible selecclonar. como espaclo muestral asociado a un experimento aleatorio, un conjunto de

que 1 las condiciones de simetria que garanticen la equiprobabilidad. Pero

la aplicacién del principio da indiferencia no es satisfactoria en general, ya que 1a evidencia nunca s

perfectamente simétrica con respecto a un namero de alternativas. Es inttil en los casos numerosos en

que las posibilidades a analizar no pueden inventariarse en un canjunto de altemativas simétricas. En

todo caso, no es apropiado cuando realmente se carece de razones a favor de cada resuitado 0 cuando
ia variable cuyo valor tiene que determinarse es continua.

La aproximacién escolar tradicional hacia la probabilidad es teérica, y a priori, estd basada en la
nocidén de slicesos equiprabables, Se les dice a los nifios que la probabilidad de obtenerun 1 oun 5 en
una tirada de dado es 1/6. De hecho, esto entra en conflicto con la experiencia que puedan tener
jugando, por ejemplo, al parcasé, cuando a veces han debido de esperar bastante tiempo para
comenzar a mover fichas porque no les salia el 5 requerido. Como su experiencia es limilada, pueden
tener la impresion de que obtener un § es mas dificll que obtener otros ntimeros. Esta idea puede ser
adquirida debido a que los juegos suelen incorporar esta condicidn para empezar. El razonamiento
matemdlico para superar este error y otros similares no es simple. La aproximacién usada a nivel
universitario serfa tratar el problema a partir de la teoria de la medida de Kolmogorov. Claramente esta
aproximacion no puede ser utllizada con niflos pequeiios. Sin embargo, la altemativa de decir al nifio
que cada nimero es simplemente equiprobable por definicién, dificilmente le proporcionard un
fundamento deseable para un irabajo posterior.

Ademdés, para poder asimilar el concepto cldsico de probabilidad es necesaro una clerta
destreza en el manejo de fracclones y en el conceplo de razén. Asi, para decidir entre dos umas (una
contenlendo 5§ bolas rojas y 7 azules, otra 4 rojas y 6 azules), se requiere clerto dominio en la
comparacién de razones que la mayoria de los niftos no adquieren hasta queson mayores de 10 aflos,
aunque para comparar las probabilidades respectivas los nifios podrian comparar las posibilidades a
favor yen contra de un color determfnedo en las dos umas.



2.1.2 Teorias Légicas,

La teoria cldsica no proporch una gula ad da para di inar la probabilidad cuando un
conjunto de alternativas no son equiprobables y, por lanto, esls abierta a una aplicacién inconsistente.
Keynes (1921), Jeffreys, Kooppman, Carnap y olfos aulores, desarrollaren las teorlas que suelen
calificarse de ldgicas, (Azar y Probabifidad, Diaz Godino 1887).

Segtin esta cancepcién, la prababilidad traduce un grado de creencia raclonal, esto es, la "tasa
de confianza" que conviene conceder a una proposicidn P a la luz de la informacién aportada por otra
propasicién Q. La probabifidad es trataga como un tipo especial de relacién entre Jos dos enunclados
{P(P/Q)). Los dos casos extremos de efta son 1a deducibilidad (sl P es cansecuencia de Q, la proposicién
Q da a la proposicion P la probabilidad 1) y la contradiccién (en el caso de que P y Q sean
contradictorias, la probabliidad dada por Q a P es 0). Entre eslos dos casos extremos se sildan las olras

refaciones de probabilidad.

€] dominio formal de una teoria tdgica de probabilidad es, generalmente, un conjunto de
inferencias entre enunciadas o proposiciones en un clerdo lengusje, mas que el conjunto de enunctados
en sf mismos, siendo diferente def dominio de aplicacién de una teorla empirica ( conjunto de sucesos o
resultados experimentales) y dei dominio de una leorfa subjetiva {(conjunto de creencias de una
persona). La probabilidad !6gica intents explicar la induccibn, definfendo una relacion léglca entre un
enunciado evidente y un enunciado hipdtesis, que es una generalizacién de las relaciones de
implicacién y contradiccién disponibles en la ldgica deductiva.

£n general no parece factible, sin embargo. encontrar situaciones distintas a aquellas en que
puede aplicarse la concepcidn clssica o frecuencial para utilizar este enfoque en la enseftanza

elemental.

2.4.3 Probabilidad Frecuencial o Empirica.

Bajo este punto de vista, se considera que !a probabilidad se calcula a partir de las frecuencias
relativas observadas de cada uno de los diferentes resuitados en pruebas repetidas. E! principal
elemento en este enfoque es que el concepto de probabilidad debe ser "objetivo”, separado de cualquier
consideracion de factores personales y sujeto a demostracién practica a través de 1a experimentacion,

La ieor{a frecuencial ha sido defendida en fos tiempos modemos por Richard Von Mises, aunque
ya en 1888 John Venn defendié expticitamente el cdlculo de la probabilidad a partir de las frecuenclas
relativas de ocurrenclas de sucesos y desarroltd sus ¢ ias con mucho detalle. También son
partidarios de este enfoque Hans Reichenbach y Kolmogorav, segin ef libro Azar y Probabilidad de Diaz
Godino (1987).

E! enfoque frecuencial descansa en dos caracteristicas observables del comportamiento de los

flados de las realizaciones repetidas. En primer lugar, es un heche que los resultados varian de una
repeticién a ofra de una manera imprevisible. Esto es {o que significa ef término “variacion aleatoria”, En
segundo lugar se observa como un hecho empirice a corfo plazo puede ser desordenado, pero a la farga
surge una cierta regularidad. Esta pauta se demuestra de la siguiente forma. Supongamos un suceso
particular A que nos interesa, lomamos ohservaciones repetidas anotando las ocasiones en que A
ocusre, entoncas la razén entre el nimero de veces que sucede A, Ny, y el numero total de repeticiones
N (raz6n frecuencial o frecuencia relativa de que A acurra Na/N) parece tender a un limite cuando N
tiende a infinito, En esta aproximacién, la idea de probabilidad surge como el valor hacia et cual tiende
fa frecuencia relativa de una secuencia de resultados.

Aunque el planteamiento frecuenclal alrae a los estadisticos profesionales y en general es Gtit
slempre que se manejen grandes cantidades de datos, tiene inconvenientes desde los puntos de vista
fitosofico, conceplual y préactico retaclonados con la nocién de namero infinito de experimentos, No se
puede evaluar una probabilidad con precisién, porque el nimero de ensayos es slempre Himitado.
Ademds, existen situaciones donde no es posible conducr ensayos repetidos bajo condiclones
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experimentales fijas. Incluso con ef lanzamiento de un dado es dificit estar razonablemente segure de
que no esta sesgado, examinando y real da, por ejemplo 1000 y

Sin embargo, para la enseiianza elemental el enfoque frecuencial es muy adecuado en la
asignamén de probabmdades de fen6menos, como la distribucidn de sexos, que tienen una fuere
i, Ad , la Introduccién de fa microcomputadara en ef aula nos permite abordar

en fa escuela la pmbablhdad dasde este punto de vista, ya que no resufla costeso ni en esfuerzo ni en
tiempo simular un gran nimero de lanzamientos de un dado, por glemplo, u otros experimentos

similares.

2.1.4 Probabilidad Subjetiva

En esta aproximacion, la probabilidad es, en mayor 0 menor extensién, una expresién de la
creencia o percepeidn personal. Este punto de vista mantiene que fa probabilidad mide la confianza que
un individuo particular tiene Sobre {a verdad de una proposicién paricular y, por tanlo, no estd
univocamente determinada. Este conceplo no descansa en la repetibilidad de ningtin proceso, por lo que
es posible evaluar ia probabilidad de un suceso que puede ocurvir una sola vez, como por ejemplo, fa
probabilidad de que se descubra un medicamento que cure el cincer en el prdximo afto.

Este enfoque tiene afinidades con la aproximacion l8gica, ya que ambas intentan representar el
"gratio de creencia” sobre un suceso; pero a diferencia de ia ldea de probabliidad iégica, en que esta
medida se supone dnica, los subjetivistas consideran que se trata de un grado de creencia “personai”
que un individuo sostiene sobre la base de su propia experiencia. Diferentes personas pueden asl
asignar probabitidades distintas para un mismo suceso.

Aunque esta interpretacién fue presentada por primera vez en 1926 por F. P. Ramsey y
defendida en 1937 por 8, De Finetti, ha sido L. J. Savage quien en los primeros afios de la década de
tos 50 {e ha dado un Impetu considerable, citado en Azar y Probabifidad de Diaz Godino (1887).

£n esta concepcién, a cualquier entidad aleatoria se le puede atribuir una probabilidad. Esta
puede ser asignada de cualquier modo, pero con la condicidn de que uno esté preparado para aceplar
apuestas basadas en dicha asignacién. Por ejemplo, s una persona cree que para un clerto dado la
probabiiidad de obtener un 1 es 0.5, debe estar preparada para pagar 100 pesos si el resultado de una
tirada no es un 1 y para ganar 100 pesos si resulta un 1, es decir para esla persona hay tantas
pasibilidades a favor como en contra def nimero 1. Este es un criterio plausible intuitivo que De Finettl
resume: "Dada una cantidad aleatoria X, debes elegir un valor x sabiendo que, después de hacer esta
eleccién, estds comprometido a aceptar cualquier apuesta con ganancia c(X-x), donde ¢ es arbitraria y
elegida por {u oponente.”

£1 segundo crilerio que De Finelti postula es la condicién de coherencla. En e} ejemplo anterior
no seria inteligente hacer apuestas con olra persona con 18 regla de “pagar 100 pesos si sale un namero
distinto del 2 y ganar 100 pesos si sale el 2. A menos que uno esté seguro de que los numeros mayores
que el 2 no pueden salir nunca, se estd abocado a pender sistematicamente con ese tipo de apuesta, La
condicidn de coherencia es la siguiente: "Se supone que no deseas hacer apuesias que con seguridad
conduciran a2 una pérdida. Un conjunto de probabilidades asignadas por un sujeto son coherentes si
entre las combinaciones de apuestas que uno est& dispuesto a hacer no hay ninguna en la que la
ganancia sea uniformemente negativa™.

Se observard que esfa condicidn no da ninguna norma de co6mo se puede seleccionar una
probabilidad. Sélo indica una forma a seguir para evilar consec ind bies. Sin embargo, a
partic de este criterio se pueden derivar las feyes bésicas de probabiidad. Por tanto, el criterio de
coherencla es bastante notable, proporcionando un fundamento intuitivo pero suficlente para !a teoria.
La probabilidad subjetiva puede ser un precursor fundamental para la formal enseftada en la
universidad. La concepcidn cldsica requiere clerta destreza con las fr mientras que 1a subj
puede depender sot te de comparaciones de verosimilitudes percibidas,




Una forma de estimar las probabilidades de un suceso, especlalmeme n el terreno de las :
apuestas, es dar la relacién de posibllidades a favor y en contra de ese suceso.’Asl,” cuando decimos
que las posibilidades de que el equipo A resulta ganador en un partido son 3 frente a 2, realmenle

estamos indicando el cociente:
Q(A) = P{A)/ P(A') = 3/2

(A) recibe el nombre de cociente de posibilidades a favor y en contra, y estd en
correspondencia con la probabilidad del suceso, ya que P(A)=1-P(A), por lo que en el ejemplo se
deduce fécilmente que P{A}=3/5.

2.1.6 Probabilidad Formnal.

Hawkins y Kapadia (1984) hablan de probabilidad formal cuando ésta se calcula con precisién
usando las leyes matematicas de la leorfa axiomética comespondients. Se conoce también como
probabilidad objetiva o normativa, La base matemética puede reflejar hipdtesis hechas en las
concepciones cl4sica, frecuencial o subjetiva.

La teoria matemdtica de la probabilidad, tal y como hoy se conoce, es de un ofigen
comparativamente reciente. Fue Kolmogorov quien [a axiomatizé en su trabajo fundamental publicado
en 1933 y traducido posteriormente al inglés con el titulo "Foundations of the theory of probability”.
Sepln este autor, los sucesos se representan por conjuntos y la probabilidad es una medida normada
definida sobre estos conjuntos. Este desarrollo, basado en la teoria de la medida, no sélo proporcioné un
fundamento l6gico consistente para el Célculo de Probabilidades, sino que también la conect6 con la
corriente principal de la matemética modema.

La teoria axiomdtica de Kolmogorov surgié como consecuencia de las restricciones que el
conceplo clésico laplaciano imponia sobre la equiprobabilidad de los sucesos y [a finitud del espacio
muestral correspondiente. Una primera extension de la definicién de Laplace fue usada para calcular las
probabilidades de sucesos con resultados infinitos. La nocién de igual verosimilituc de ciertos sucesos
desempefié un papel clave en esta extensién. Sepln este desarrollo sl E es alguna regién con una
medida conocida (longitud, 4rea, volumen) ta probabilidad de que un punto elegido al azar pertenezca a
un subconjunto A de E es el coclente entre la medida de A y la medida de E.

Las dificuitades conceptuales y de indole matemaética que ésta aproximacién a la probabilidad
comporta, desaconse]a su tratamiento en el periodo de ensefianza obligatoria, de modo que cuando se
habla de probabilidad en el bachillerato, sin duda no se debe de hablar de probabilidad bajo un punto de
vista formal-axlomatico.

2.1.6 La probabilidad en la escuela mexicana

Segun el programa de estudios de la SEP . vigente en el momenlo de la investigacién la
enseflanza de la probabilidad se inicia en quinto afio de primaria,”y se estudia en los afios siguientes,
sexto, primero, segundo, y tercero de secundaria. A continuacldn enunciamos los temas que se focan
en cada uno de los afios escolares.

Quinto Primaria

~Lenguaje: més probable, resultados, predicciones

-Diagramas de arbol para encontrar todas las posibles combinaciones
-Juego con dados y con una moneda

-Simulaci6n del lanzamiento de un dado y de una moneda y juego de loterfa

Sexto Primaria;
-Azar, fenémenos deterministas y fenémenos azarosos, probabilidad



-Términos de mds, menos e igual probable

-Concepto de mayor, menor e igual de probabie

-Concepto de evento clerto e imposible, probabilidad del evento clerto, del evento imposible
-Probabilidad de un evento

-Probabilidad como porcentaje

-Promedio y valor esperado

-Inferencia a partir de una muestra

Primero de secundaria:

-El registro y tratamiento en situaciones sencillas, de los resulfados de un mismo experimento aleatorio
que se repite varias veces

-La exploracién y enumeracién de los posibles resultados de una experiencia aleatoria

-La estimacién y comparacién de probabilidades en situaciones diversas, en forma emplirica o tedrica
-La familiadzacién con algunas de las sftuaciones ideales de probabilidad: volados, lanzamientos de
dados, rifas, ruletas, extracciones de una uma, ...

-La apropiacién gradual del vocabulario empleado en la probabilidad: resultados posibles, casos
favorables, ...

-so de diagramas de arbol y arreglos rectangulares en la enur 6n de los posibles resuitados de
una experiencia aleatoria (resultados de dos o tres volados consecutivos, lanzamiento de dos dados, ...}
-Expresién de fa probabilidad de un evento como una fraccién, un decimal y un porcentaje

Segundo de secundara

-Registro y tratamiento de los resultados de experimentos afeatorios

-Ejemplos para itustrar et uso de la nocién frecuenclal de la probabitidad

-Vaiores de la probabilidad y su significado usuat

-Ejemplos de experiencias aleatorias con resullados equiprobables y no equiprobables; ejemplos de
experiencias repetidas

-Uso de diagramas de arbol en la enumeracién y descripeidn de los posibles resultados de una
experiencia aleatoria

-Aplicacidn de la formula clasica de probabitidad
-Efaboracién de tablas y gréficas de probabilidades
-Problemas sencillos que pueden resolverse par simutacion :

-Primeros célculos con probabilidades, probabliidad de que un evento no ocuna, apllcac(ones
elementaies de la regla de la suma L

Tercero de secundaria
-Enriquecimiento y explotacion de la nocitn frecuencial en ta solucién de problemas de
-Apticaciones diversas de fa f6rmuia cldsica de {a probabilidad Sy

-Célculos con probabilidades: probabilidad de que un evento no ocurra, de que ocun‘a uno: de; dos
eventos, aplicacién del principio de la suma

-Uso de diagramas de 4rbol en la enumeracién y descripcidn de los poslbles resullado de’ un :
experimento aleatorio. Probabilidades de transicién y regla del producto. Y .
-Soluclén de problemas por simulacitn; esquema de umas de Bemoutll

Curso especlal
En este afio escolar no se llevan explicitamente temas de probabliidad.

redas; fos -

Los eJemplos que mas se usan en la enseflanza de todos estos temas son l
dados, {as ruletas, las umas y !as rifas. . E

hahilldact

Ei tipo de probabilidad que se aborda es el de Ja prot
formal con teoria de conjuntos y se intenta usar el enfoque empirico,

clasicau-;{" ‘ig prdb@bmd'ad T

En sexto aflo se aborda el tema de probabitidad a todo fo largo de} aflo. En pr(mero segundo y
tercero de secundaria el tema de probabilidad es el Gitimo del temario.



Los temas que se cubren en todos estos aflos de escueia son sucesos aleatorios, axiomas de
probabilidad,anélisis combinatorio, probabilidad condicional y esperanza matemaética,

Como lo mencionamos anterformente siempre se introduce al alumno al tema con el
lanzamiento muchas veces imaginario de monedas y dados y con problemas combinatorios de rifas,
umnas y ruletas. En una segunda elapa se retloman estos mismos problemas expreséndolos en conjuntos
y de ahi se establecen las férmulas de calculo de probabilidades. Ademas la forma de abordarlos es
meramente expositiva, con poca simulacién real, con manejo de pocos datos reales.

Anticipando podemos decir que de rdo con eslos contenidos Jos alumnos deben de estar en
condiciones de responder a todos los items del test de Green, es decir que los conceptos probabilisticos
incluidos en el test son temas incluldos en ef programa de la SEP.

Conclusién:

Se observar4 que la filosofla de la probabilidad es sumamente controvertida. Existen varias
definiciones del término: -como una forma de célculo de sucesos aleatorios, un modo de medir la
incertidumbre, o traduce el grado de creencia racional o tasa de conflanza que le asignamos a un
enunciado, o es el resultado de cierto experimento. Esto implica necesariamente la existencia de varias
teorias probabilisticas. .

Cuando comparamos los diferentes enfoques expuestos, vemos que cada uno puede ser
aplicado con ventaja en alguna circunstancia educativa. Como afirma Hadley (1978}, las
interpretaciones frecuencial y subjetiva se pueden considerar como los casos limites de un continuo. La
teorfa frecuencial puede aplicarse cuando los experimentos pueden repetirse indefinidamente, mientras
que ia subjetiva se puede aplicar a un dnico suceso Irrepetible. Hay circunstancias (fisica, operaciones
de las compaiiias de seguros, juegos de azar,..) donde es posible registrar un gran nimero de
experimentos. En estos casos las frecuencias relativas serdn muy estables y pueden utilizarse para
estimar las probabilidades. Pero la mayoria de los casos reales en [os que interesa aplicar las nociones
probabilisticas quedan entre los dos casos extremos. En general, se dispondré de alguna informacién
frecuencial pero no seré suficlente, por lo que seré preciso una cierta dosis de juicio personal. Ademi4s,
en la prclica suele darse el caso de que la informacién de frecuencias procedente de registros
histéricos no pueden considerarse exactamente como repeticiones de un mismo experimento aleatorio,
sino pruebas de experimentos aleatorios parecidos, pero no equivarentes. En consecuencia, seré preciso
aplicar juicios personales coherentes basados en la informacién

En relacién a la enseflanza existe la necesidad de mostrar al alumno una iméagen méas
equilibrada de la realidad y no meramente determinista. El sistema educativo tiende a dar al alumno
una Impresién de que para cada pregunta existe una séla respuesta sencilla y clara, que no existe
intermedio entre lo verdadero y lo falso. Sin embargo los problemas que encontraré a lo largo de su vida
tendrédn un cardcter menos definido, asi pues, parece importante que durante los aflos de escuela se
enseite a los nifios el cardcter especifico de la légica probabilistica.

No se trata de transmitir teorfas matemdticas ni filoséficas. Los objetivos deben orientarse hacia
el desarrollo de los aspectos intuitivos de las distintas aproximaciones mediante si{uaciones de
aprendizaje apropladas. Como afirman Steimbring y von Harlen (1982), la formacién estocastica
(sfntesis de la probabilidad y ia estadistica), en la escuela debe vincular: lo estocastico como la I6gica de
la Incertidumbre, la matemética de los fendmenos de masas, la teoria de la decisién y la estadlistica
como tecnologla de Ja transformaci6n de los datos en informacién significativa.

Es necesario incorporar a los programas de ensefianza temas referentes al pensamiento probabilistico
vinculado a la matematica, a la estadislica, todo esto aplicado en situaciones reales.



2.2, 1 igaci sobre la adquisicién de ptos probabilisticos.

De las investigaciones existentes, es posible detectar varias preguntas claves que han captado
la atencién de los investigadores.,

1) ¢ Qué concepciones sobre probabilidad tienen los nifios?

2) ¢Cémo pueden cambiarse esas concepciones?

3) ¢Cuél es la relaci6n entre concepciones intuitivas y subjetivas, y de éstas concepciones
cuéles son mediadas en el aula y cuéles constituyen un conocimiento probabilistico formal?

4) ¢ Hay una edad ideal para ensefar al alumno la probabilidad formai?

5) ¢Existen técnicas de enseflanza Optimas que tomen en cuenta las concepciones
probabilisticas esponténeas de los nifios al mismo tiempo que le ayuden a desarrollar el conocimiento

formal?

Muchas veces, a causa de la diferencla de terminologla y de metodologia usada, las
investigaciones han generado debates més que respuestas a las preguntas anteriores.

A continuacién r imos las investigaciones m4s relevantes sobre el tema que se han llevado
a cabo,

1.- Piaget-Inhelder, 1657, " La genése de I'idée de hasard chez I'enfant”
2.- Fischbein, 1975, “The intuitive sources of probabilistic thinking in children *
3.- Kahneman-Tversky- Slovic, 1882, "Judgement under uncertainty: Heuristics and biases "

4.- Green, 1982, "Probabillity Concepts in School Pupils Aged 11-16 years * .



2.2.1 Piaget/inhelder

Es innegable que existe una inluiclén de la probabilidad en ef hombre normat, adulto y
civitizado, sin embargo fa comprensién del azar y la probabilidad parecen estar mas o menos ausentes
en la mente primitiva y en {a mente del nifio pequefio.

L.a ausencia de Ia idea de azar es una caracteristica esencial de ja mente del hombre primitivo,
puesto que ve en todo evento el resultado de causas visibles o invisibles. La idea modema de azar, es
contraria a los dos tipos de causalidad, et determinismo y fos milagros. Por un lado, difiere del
determinismo puramente mecénico cuyas leyes espaciales y temporales en e! estado Ideal, son
reversibles, porque fa probabitidad implica la intervencién de fenémenos irreversibles. Por el olro, la
probabilidad excluye categoricamente el concepio de milagro, puesto que asume precisamente la
existencia de leyes en fos hechos casuales, mientras que un milagro es la negacitn de tales feyes. Agul
la pregunta que cabria es cuando la mente primitiva percibié la posibilidad de una causalidad mecénica,

Es muy natural que el nifio no tenga en un principio una idea de azar, porque primero debe de
construir un sistema de consecuencias tales como posicion y desplazamiento, antes de ser capaz de
captar la posibifidad de interferencia de las series causales o de la mezcla de objetos méviles. Este
desarrolio de la idea de causalidad y de orden en general, asume una actitud opuesta a ia actitud por la
cus! reconocess o contingente y lo fortuito. Entonces la idea de azar y {a intuicidn de probabilidad
constituyen, sin lugar a dudas, realidades secundarias y derivadas que dependen precisamente de una
blsqueda de orden y de sus causas. Esto se ve cuando examinamos las preguntas que hacen los aifios
espontaneamente, especiaimente las famosas pregunias "por qué" que le dan tantos probiemas a fos
adultos. El "por qué” pregunta por fa razon de cosas en l0s casos en que existe una razon, pero también
en los casos en donde esta razén no existe, esto es en jos casos donde el fendmeno es foriuito pero el
nifio ve una causa oculta, Ejemplos de estas pregunias son; ¢por qué el lago de Ginebra se dirige hacia
Bema?,¢por qué siendo tan alto tienes pequefias las orejas?, eic. Todas estas preguntas son
pseudopreguntas para nasotros, pues los hechas a explicar son todos debidos a interferencias del azar
en biologia, geologla, y cosas por el estila, mientras el nifio que supone que hay razones para todo,
pregunta por ellas en exactamente esos casos donde son menos aparentes. Aun no ha enfendido que
aslos son precisamente los casos donde no existen las razones.

Antes de los 8 ailos, 5! observamas superficialmente las cosas podemos {ener la impresion de
que ¢l niffo disocia lo posible de lo necesario. Cuande un nifio oye ruido detrds de fa puerta de su cuario,
espera sin estar seguro que su madre aparezca. Podrfamaos pensar que el niflo considera este hecho
como pesible y no como cierto, ¢ hasia camo probable. Una interpretacion asl nos Hlevarla a creer que e}
Juicio probabilistico aparece en ¢l nifio a edades muy tempranas, y aun antes de lener una idea sobre el
azar. Pere es fo imprevisto fo que e! nifio constata por contraste con las regulardades esperadas, a 0o
confundir con lo imprevisible, es decir, con las modificaciones cancebidas como ireductibles a fa posible
deduccitn. Lo imprevisto se concibe como una expresion del capricho, de {a fantasia o de fo arbitrario, y
no, desde el punto de vista ldgico o fisico de lo imeductible. Es decir en las primeras afios el niflo
{periodo preescolar) sélo posee una gama variada de intuiciones de fo real.

Entre los sels y ocho aflos (periode de las operaciones concretas), las intuiciones espacio-
temporales y iogico-atitméticas, se constiluyen en operaciones reversibles que se unen para formar
grupos bien definidos. Es a este nivel que ta nocién de azar adquiere ef significado de una realidad
Ireversible, el azar es reconocido como un hecho. Et sujeto es capaz de deduclr (hacer deducciones) en
base a determinaciones (datos determinados) y esto lo conduce a reconacer fa existencia de un dominio
aparte, et dominio de los hechos fortuitos, es decir de las hechos impravisibles en cuanto a que son
insuficlenternente determinados, Cuando las operaciones lbgicas y numéricas (las cuales e! nific acaba
de descubrir el manejo) son efeciuadas en base a datos suficientes, y segdn un arden [égico, conducen
a conclusiones que el niflo reconoce como necesarias. Pero cuando las operaciones quedan
parctaimente indeterminadas, por faita de datos, 0 por la intervencién de una operaclén nueva, resulta
una indeterminacion, es decir la positilidad de abtener dislintos resuitados, fo que conduce a considerar
la realizacién de uno de estos resultados como fortuita. Entonces resuila que a parlir de 1a construccién
de 1as operaciones Iégico-aritmeéticas concrelas, se introduce una diferenciacién fundamental entre dos



modalidades: lo necesario (0 deducido operatoriamente) y lo posible {o indeterminado). Pero el andtisis
de lo posible supone una reintroduccitn de lo operatorio en et plano de lo aleatorio. Después de una fase
de oposicién entre 1o operatorio y lo fortuito se produce una nueva sintesls entre las operaciones y el
azar, y es esta sintesis que caracteriza la nocién de probabilidad, distinta ésta de la simple toma de
conclencia de lo fortuito o indeterminado. Pero el concepto de probabilidad supone el analisis de la
tolalidad de los casos posibles y no solamente de casos aislados, por lo que sélo una vez resuelto el
problema del andlisis combinatorio se podra lograr esta sintesis. Esto sdlo se logra en el periodo
siguiente, e periodo de las operaciones formales.

Una vez descubierto el azar, la mente busca asirilario, solo hay una manera de entendeco y de
explicarfo: “si los casos individuales son Indetern:. .ados o imprevisibles, el conjunto total es
determinable, y la composicidn consistiré en relacionar las partes (casos individuales posibles} af todo
(conjunio de casos posibles totales). El juicio probabilistico es entonces una sintesis entre el azar y las
operaciones”. L.as operaciones conducen a ia determinacién del conjunto de casos posibles, aunque
cada uno sea indeterminado en cuanto a su realizacién. La probabilidad consiste en juzgar estos casos
individuales en base al conjunto de casos posibles, lo que los determina en parte y les confiere un
coeficiente fraccionario de realizacién.

Las operaciones logicas y aritinéticas constituyen sistemas de accidn conectados entre ellos de
manera rigurosa y siempre reversible, esta unidn hace posible la deduccién. Las transformaciones
fortultas no se conectan en forma rigurosa y los sistemas que forman son imreversibles. Entre la
deduccién operatoria y las transformaciones forluitas no deductbles estd 1a induccién, es decir el
conjunto de pasos que uno sigue, destinados a separar o que es fortuito y lo que es deducible y a
preparar la induccién posterior. Es por oposicién a las op fones que se d bre el azar, y es
por referencia a la estructura de estas operaciones que el azar es prendido y dn ent
ftugar a un sistema probabilistico. Por lo que existe una estrecha ralacién entre la formacién de
las nociones de azar y de probabilidad y de las diversas operacionss.

Piaget hace un estudio psicogenético con nifios entre 4 y 12 afics de edad sobre los 2iguientes
temas probabilisticos: nocién de azar, simetrfa de una distribucién, azar en fos fendmesai (isicos,
Juegos de azar, célculo de probabilidades, combinaciones y permutaciones. Para cada uno de estos
puntos establece un experimento con preguntas especificas que le permitirdn establecer cémo y a qué
edad los niftos entienden los diferentes conceptos.

Al tgual que en sus demas trabajos, Piaget distingue tres estados de desarrollo, el primero antes
de fos 7 u 8 aflos de edad (niflo de preescolar) que se caracteriza por la ausencia de lo que lama
proplamente operaciones, es decir un tipo de composicién reversible. £} razonamiento usado en este
pericdo es preldgico y estd regido por un sistema de regulaciones Intuitivas, sin anidaciones jerdrquicas,
sin conservacién de totalidades, sin rigor en posibles inferencias. En este periodo el nifto ni siquiera
sospecha la posibilidad de un sistema que le permita encontrar todas {as posibles combinaciones o
permutaciones de varios elementos. Esto no es sorprendente puesto que se necesitan operaciones de
multiplicacidn especiales y los niftos en esta edad sélo poseen las operaciones de suma y de
muitiplicacion simple.

A partir de 7 u B afos hasta los 11 afios, Piaget marca el segundo periodo,{periodo de las
operaciones concretas), caracterizado por la construccién de grupes operativos de orden légico y
conjuntos numéricos pero en un plano esencialmente concreto, esto es, relaclondndofo con objetos que
puedan ser vistos. En este periodo empieza el desarrollo de la idea del azar. Por un lado, el
descubrimiento de una necesidad deductiva u operativa permite al sujeto, por antitesis, concebir el
caracter no deducible de las transformaciones fortuitas y aisladas y de esta manera distingue entre to
necesario y lo posible.

Finatmente el tercer perfodo, de los 11 o 12 aflos de edad en adelante (periodo de las
operaciones formales) caracterizado por un pensamiento formal, esto es la posibilidad de usar varios
sistemas de operaciones concretas al mismo tiempe y traducirios en términos de sus implicaciones
hipotético-deductivas. Asf tamblén explica la evolucién de las operaciones combinatorias. En este
perfodo del pensamiento probabilistico se organiza en sus aspectos g les, hay una sintesis entre el
azar y las operaciones, 1o que permite construir un sistema probabilistico.




A continuacién resumiremos los principales experimentos llevados a cabo por Plaget sobre
nociones de probabilidad en su libro “La genése de I'idée de hasard chez I'enfant”.

INTUICION DEL AZAR

EXPERIMENTO I: NOCION DE MEZCLA ALEATORIA E IRREVERSIBILIDAD.

Cuando un nifio se pega con una puerta que una rafaga de viento cerrd, el nifio no cree que el
viento o la puerta lo trataron de lastimar, clertamente se da cuenta de ia Interaccién de causas, que lo
hicieron estar cerca de la puerta y las causas que hicieron que la puerta se moviera, pero no admite su
independencia, y es este hecho io que impide al nifio ver este hecho como fortuito.

El nifio tampoco ve que el azar estd presente en acontecimientos de la vida diaria ( sociales,
metereolégicos, genéticos, . . |} porque no entiende la Interaccién de los fenémenos ( la relacion entre
lluvia y el florecer de las plantas por ejemplo ).

Las dos causas que impiden al nifio construir la idea de azar son: el reconocer la interretacidn
de causas, pero no reconocer su independencia y el reconocer la independencia de clertos fenémenos,
pero no considerar su interaccién.

La combinacién ( o la mezclia) de un nimero suficientemente grande de elementos parece
promover una situacién favorable para estudiar el desarrollo de la intuicién de series causales que
interactiian y son independientes, dado que no da pié a Imaginar que hay alguin tipo de relaciones o
causas intencionales.

Es bastante probab!e que Ia Idea de azar surja de la idea de un numero creciente de
comblnaciones de fi 108 irr

El problema es determinar si el nifio, en presencia de una mezcla de objetos materiales, puede
percibir ésta como una mezcla cada vez mas desordenada e irreversible o si imagina que los objetos
estén unidos por lazos invisibles. Este es el objetivo del primer experimento de Plaget.

El experimento consiste en presentar al nifio una bandeja con canicas de dos colores, la cual se
balancea sobre un soporte.

Antes de balancear la bandeja se le pregunta al nifio:
¢C6mo estaran colocadas las canicas cuando la bandeja regrese a su posicién inicial?
LQuedarén las canicas en sus posiciones originales o quedardn mezcladas y qué tan desordenadas
quedarén?

Se mueve entonces la bandeja, El niflo ve el resultado de este primer movimiento. Se le pide
que prediga el resultado de un segundo movimiento de la bandeja, y luego se lleva a cabo, Después de -
lm(:)ver laJ bandeja varfas veces se le pregunta al nio que ocurrird después de mover muchas mas veces
a bandeja.

‘El interés principal de este experimento es ver si el nifio espera una mezcla progreslva alea!oria
o sl cree las canicas volveran a su estado inicial.
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€l nifto de preescolar: PN SO ;
€l niflo esta obligado a acepiar la evidencia de! ‘cambio de poslcmn de’ Ias canlcas debldo at

movimiento de {a bandeja, es decir a aceptar que se mezclan las canicas, pero rehusa ver.a la mezcla
como fortuita y decide mejor que se debe a irregularidades ( de la bandeja o del movlmlento ) '

Los nifios predicen que las bolas volveran a su estado original, Dado que ‘ven la'm, zcla de las =
canicas algunos nifios predicen el cambio de posicion de estas, pero en forma’ regular.’ Muchos: .
movimientos de la bandeja no incrementaran el desorden en la mezcla, es decir que los niﬂos no | :
la ldea de permutaciones. S
Para apreclar mejor la idea que tienen {os niitos, se les plde que dibujen las trayeclorias que piensan
ellos, seguiran las canicas al balancear la bandeja, es decir su prediccién después de un movimienio de
la bandeja. A continuacién presentamos un dibujo tipico, en el cual se aprecia que el alumno no
comprende todavia la mezcla aleatoria.

En realidad e! no poder entender la ireversibilidad de {a mezcla aleatoria se debe a las mismas
razones por las cuales el nifto no entiende la reversibilidad de las operaciones. En ambos casos el nifto
hace un juicio sobre las transformaciones percibidas sin ponerse dentro de todo el sistema de posibles
transformaciones. En el caso de la irreversibliidad operativa, por efemplo cuando seis objelos son
puestos muy junto y luego separados los niflos piensan que e! nimero de objetos es diferente. Las
transformaciones imgplican diferentes configuraciones incluyendo e! estado original, pero el nifio
considera cada configuracidn sola, independiente de la transformacién que le dio origen, es decir solo ve
como una configuracién reemplaza a la configuracién inicial.

Este es el mismo caso en la mezcla aleatoria donde hay falla para entender las posibles
transformaciones. Pero liene un efecto opuesto cuando lo consideramos a la luz de la jeramquia de los
estados subsigulentes porque ya no es el estado derivado que destruye el inicial, sino que el estado
inicial continua teniendo predominancia sobre los estados siguientes.

De hecho para tos ojos del nifio, 1a mezcla no constituye un estado verdadero comparable al orden
iniclal. Este queda privilegiado y la mezcla es una alteracion mc Las pc €S SuCH de
fas canicas no se ven como resultados de transformaciones homogéneas. La razén de esla
Interpretacion es que no considera estas transformaciones como provenientes de una fuente comun del
orden inictal y como los diferentes estados de la mezcla, esto es como diferentes permutaciones.

€l periodo de las operaciones concretas:

Es aproximadamente a los slete-aitos que fa intuicion del azar aparece graclas a la posesion de
fas primeras operaciones concretas, imerrefaCIonadas y revessibles. Esto se conﬁrma con la predlcclén
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correcla por algunos nifos de un mezcla creciente. )
Pero las’ operaciones elementales de orden ( para estab)ecer un orden de progresién ABC a

CBA ), no son suficientes para canstruir un esquema propio de permutaciones.

Al ‘igual ‘que anteriormente se le pide a cada nifio dibuje su prediccién -despues de un
movimiento de la bandefa. L.os dibujos de las trayectorias de las canicas muestran colisiones y no un
simple desplazamiento como en el perfodo anterior.En otras palabras principia la idea de aleatoriedad.

El periodo de las operaciones formales:

Es s6lo a esta edad, cuando el pensamiento formal aparece, e! Proceso de mezcla aleatoria es
comprendido, los hechos observados son asimilados en un esg p 0 basado en la mecénica
de las permutaciones. :

El nifto ademas entlende la ley de los grandes nimeros, todo es posible si aumentamos ef
niimero de movimientos de la bandeja pero el orden inicial de {as canicas es muy dificil.
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EXPERIMENTO HI: EL DESCUBRIMIENTO DE UNA RELACION CONSTANTE;EN CONFLICTO CON .

UNA DISTRIBUCION ALEATORIA.

Para anatizar la forma en Ia cual la nocién de azar se conslmye en el mundo di

debido a causas no fortultas.

Para este experimento se usa el siguiente material, una ruleta dividida en dleclséis secclone.. de;

0y fisico dél"
nifio necesitamos encontrar como en la mente del niflo se diferencia lo que es debldo al azar yio que es

diferentes colores, los colores de secciones opuestas son iguales, en total “hay ocho colores.:

diferentes.En lugar de una flecha se tiene un disco de aluminio con una raya negra pintada. ngajo del
disco y en forma paralela a la raya hay un alambre de acero que puede ser atraido por un imén. El disco
descansa sobre una aguja como pivote. Al girar el disco la raya negra puede apuntar a cualquiera de las"vn’ ’

dieciséls secclones.

En la segunda parle del experimento ponemos ocho cajas de cerillos idénticas sobre las
secciones de colores. En las cajas hay ya sea plomo (peso A), cera con polvo de algin metal ligero
{peso B), cera con polvo de metal (peso C), y por tltimo solo cera (peso D). Hay cuatro cajas de cada
tipo A, B, C, D. En dos cajas de peso B se esconden dos Imanes en la cera, de tal forma que no haya
manera de distinguirias de las otras dos, excepto obviamente por que hardn que la raya negra apunte
hacia ellas.

Al nific se le pregunta donde apuntara la raya si se juega muchas veces con la ruleta, pdmero
sin las cajas de cerilios y luego con ellas.

El nifio de preescofar:

El nifio cree que puede predecir el color al cual apuniara la raya, sin ninguna nocldn de una
distribucién global, la cual seré mas regular si el niimero de pruebas se incrementa.

Cuando se ponen las cajas de cerillos y se magnetiza la ruleta no hay mucha dlferencla en las
predicciones y explicaciones dadas por los nifios. :

El periodo de las operaciones concretas:

El niflo se rehusa a predecir donde se detendra la raya alegando que puede ser en cualquier -

lugar si se le pregunta antes de jugar una vez con la ruleta. Varios ensayos con la rulela le hacen prever ..

una distribucién regular, pero esta regularidad no se incrementa al aumentar el niimero de ensayos con
la ruleta sino que corre el riesgo de destruirse,
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En el segundu perlodo del experimen(o hay ung (nducclbn progresiva con algunos mlclos de_‘
R generauzaclén yla comprensién entre una dlspersibn fonuua y una regu)addad causal:s . <

Ei perlodo de las uperac(ones formales:
EI nifio relaclofia tna dislnbucién uniforme con un nimero grande de ensayos

El nifio busca y encuenira las causas que hacen que se controle la ruleta, Hay una clara
intuicidn de {as probabilidades.

LA INTUICION DE LA FRECUENCIA RELATIVA

EXPERIMENTO H: DISTRIBUCIONES CENTRADAS Y UNIFORMES.

El problema de fa mezcla aleatoria nos lleva al problema de la forma de fa distribucion dado que
las posiciones finales de fos elementos y de sus trayectorias llevan a algun tipo de distribucién. Los dos
tipos de distribucién que méas interesan A Piagel son Ia distribucion narmal y fa distribucién uniforme.

Piaget utiliza el siguiente dispositivo para estudiar la formacién de nocién de distribucién
centrada, Cinco cajas sin tapa que mantiene inclinadas, por las cuales va a hacer radar un clerto
namero de canicas, La cuaria caja tiene clavos sobre su superficie para fograr mejor la distribucion
deseada al introducir las canicas. La quinta caja sirve para cuestionar al slumno sobre la refacidn entre
la asimetria de la caja y su efecto sobre I3 forma de la distibucidn. En los resultados expuestos en su
ltbre Piaget no menciona {as respuestas de los nifios a este respecto.

L
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E! experimento consiste en mostrar al nifio las cajas una por una. En cada caja se introducen
canicas por el orificio superior, Cada vez que se introduce una canica se le pide al nifio que prediga en
donde va a caer esta. Después de introducir varias canicas dandole al nifio la oportunidad de ver donde
caen, se le plantea el problema de decir como o dénde caerén sl se introducen todas las canicas
restantes (unas 60).

" El nifio de preescolar:

Este perfodo se caracteriza por la ausencia de una distribucién en conjunto, para las cajasia la
IV, La caja |, por lo general tiende a dar predicciones de un lado sobre el otro, 0 una compensacién, es
decir que una canica en un lado y otra canica en el otro lado, pero sin ver la simetria al incrementar el
nimero de canicas. Con la caja i el niflo predice la misma cantidad en las tres partes, por
compensacién, ¢ apuesta en favor de un lado, central o lateral. Con la caja lll, el nifa apuesta en una de
las partes centrales o en una distribucién irregutar.Con la caja IV el nilo apuesta a una distribucién
Irregular y hasta discontinua. No se da la generalizacién de una caja a la otra,

El periodo de las operaciones concretas:

Este segundo periodo se caracteriza por empezar a entender una distribucién que el sujeto
puede generalizar. Esto se puede ver por el hecho que el sujelo anticipa una desigualdad entre la
frecuencia central y las frecuencias laterales. Pero esta distribucién queda insuficientemente
cuantificada al no entender la ley de los grandes nimeros. Por esta razén, atn cuando el sujelo ve la
simetria en conjunto, no ve la equivalencia entre las partes localizadas simétr te con respecio al
centro. En presencia de la caja |, el sujeto espera que un lado sea igual que el otro pero no ve la
igualdad progresiva con el numero de canicas. Con la caja 1l el sujeto anticipa un mimero mayor de
canicas en ia parte central pero sin ver la simetria entre loa otros dos lados. Con la caja i, el nifio
privitegia las partes centrales pero sin una equivalencia entre ellas o entre las partes laterales. En la caja
IV se empieza a ver una transferencia de los experimentos previos.

El periodo de las operaciones formales:
El sujeto cuantifica 1a distribucidn en su conjunto, predice la equivalencia en la dispersion entre
las partes simétricas, esto se ve claramente de la caja | a 1a caja lll. Con (a caja IV inicla el

descubrimiento de una curva simétrica en forma de campana. Se entiende e! papel de los grandes
numeros en |a regularidad de la distribuci6n.

ESTIMACION DE POSIBILIDADES Y LA NOCION DE PROBABILIDAD

EXPE_'RIVMENTO IV: AZAR Y MILAGRO EN EL JUEGO DE CARA O CRUZ.

- Después de estudiar el desarrollo de ciertas intuiciones de azar como una funcidn de fendémenos
fisicos, es esencial analizar este desarrollo en los juegos llamados de azar.

~“El primer experimento consiste en ensefar al nifio ocho fichas blancas marcadas con una cruz

de un lado y con"un circulo del otro lado. El juego de cara o cruz consiste en pedirle al nifio que prediga
el resultado cuando de.10 a 20 fichas se lanzan de una vez sobre una mesa.
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Luego sin que el nifio sospeche nada, se sustituyen estas fichas por olras' marcadas por una-cruz de’.
ambos lados y se repite el experimento ( se lanzan las fichas y se pide al niflo que prediga cuantas’
cruces quedaran hacla amiba ). Se repite el experimento hasta ‘estar seguros-de haber enlendldo Iaf
reaccién del nifio. : ;

El segundo experimento consiste en sacar canicas, una por una, de una bolsa que tiene canlcas"
roas y azules. Se le pide al nifio que prediga qué va a salir. Se anota lo que sale,
Luego se sustiluye la bolsa por otra que contlene sélo canicas azules. Se le pide al nifio que prediga el
resultado de la extraccién, y se anota éste. Se analizan las reacciones del niiio.

En los dos experimentos se le muestra el truco al nifio, si es que no lo descubre por si sGlo,

Por titimo, sin que el sujeto se dé cuenta sacamos una a una las fichas o las canicas con truco
tratando de damos cuenta de cuando y por qué razonamiento el niflo reconoce sin lugar a dudas que

estamos usando elementos homogéneos.
Este Gitimo experimento es por lo general un indicador seguro del juicio probabillstico del cual el alumno

es capaz.
Et nifio de preescolar:
El nifio se sorprende poco por el hecho de que salen solo cruces (o canicas), y no logra entender

la imposibilidad de este hecho desde el punto de vista probabilistico, Aun después de mostrarie el truco
piensa ( en general) que este mismo milagro se obtendria con fichas normales.

El perfodo de las operaciones concretas:

En este perjodo hay un sentido global de la probabilidad. Pero al tener que decidir si las fichas
(o las canicas) son las normales o con truco no muestra aun una cuantificaclén de las combinaciones.,

El periodo de las of

En este periodo se logra la cuantificacién de las probabilidades.

EXPERIMENTO V: EXTRACCION AL AZAR DE PARES

Se pone en una mesa un conjunto de objetos A (por ejemplo 15 fichas amarillas), un doﬁjuhto He
objetos B mas chico (10 fichas rojas), otro conjunto C (7 fichas verdes) y por tltimo un conjunto muy
chico D (3 fichas azules). Al nifio se le da llempo para ver y por ende recordar cuénlas flchas yde qué :
colores hay. . ; i :

Ponemos estas fichas en una bolsa’y. le’ plde al nlﬂo que seque pares de ﬂchas Se le plde
que prediga qué par es mas probable que vaya ) sallr Co los mas pequeﬂ les pide
por ficha.

El nifio de preescolar:
El nifio predice basando su razonamiento sobre el num 0 to! : ‘lgu\ ‘ olrt.)]ulclo):v,

slempre. S R

El periodo de las operaciones concretas:

El nifio trata de cuantificar las probabilidades de los pares pero no enllende el porqué hay que
volver hacer el razonamiento después de hacer una o dos o varlas extracclones
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El periodo de las operaciones formales:

La probabilidad es cuantificada en funcién de las fichas que quedan en la balsa,

OPERACIONES COMBINATORIAS

EXPERIMENTO VII: DESARROLLO DE LA OPERACION COMBINATORIA:

Cada uno de los experimentos anteriores nos lleva a la misma conclusién, que la formacién de
las ideas de azar y probabilidad dependen en una manera estricta de la evolucién de las operaciones
combinatorias.

Es de la habilidad para concebir mezclas e interferencias en concordancia con un esquema de
permutaciones y combinaclones que el nifio llega a la nocién de mezcla aleatoria, es decir a la nocion

de azar.

Esta conexién entre nociones probabilisticas y las operaciones combinatorias es entonces
aparentemente l6gica. Con esto en mente, después de cuestionar a los nifios sobre mezcla aleatoria
(experimento 1), y sobre exiracciones al azar (experimento 1l) les pedimos que realicen las
permutaciones y combinaciones de un conjunto pequefio de elementos, analizando los métodos que
usan los nifios en estas operaciones. Al establecer los niveles de generalidad de estos métodos,
buscamos derivar la relacidn entre estos niveles y los niveles de formacién de las nociones
probabilisticas. La correlacién es muy clara.

Se te ponen al nifio varias pilas de fichas de diferentes colores en una mesa (fichas blancas,
rojas, azules). Se le pide entonces que forme tantos pares diferentes como sea posible sin repetir o
repitiendo colores. .

El nifio de preescolar:

El niflo llega sélo a un descubrimiento emplrico de las comblnaddries,‘sln élétema; slr}{blerﬁénte
atientas. ROAI ARy PR

El periodo de las operaciones concretas:

Hay una busqueda de un sistema.
El periodo de las operaciones formales:

El nifio logra dar las combinaciones en forma completa por medio de un método.

EXPERIMENTO Vili: LA FORMACION DE LA OPERACION PERMUTACION.

Sabemos que el nimero de parmutaciones de n elementos es nl, Obviamente no se trata que el
niflo descubra la férmula matemaética, pero no est& fuera de su alcance el pedirle que encuentre un
sistema para encontrar todas las posibles permutaciones de un nimero pequefio de objetos.

- Le mostramos al niilo dos mufiecos y le explicamos que caminan juntos, entonces pueden
caminar de dos formas AB o BA. Después le mostramos al niflo con dos fichas de dos colores comc se
formarian los pares AB y BA.
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Se le dan tres fichas de colores distinios y se le pide que ronne las posibles permulaclones ABc
CBA ponlendo en fila las fichas. :

Si logra encontrar las sels permutaciones, se la da un ficha més de olro color para ver sl logra—
encomrar las veinticuatro permutaciones paosibles. ;

El niﬁo de preescolar

No tiene un sistema. A algunos les es dificil enlender-cém “s@ pueden hacer vanas
permutaciones con los mismos elementos. iai

El periodo de las operaciones concretas: S
Hay un método parcial. Se entiende la operacidn y se busca un s tres ,elemeri'td‘s'. el
cual no se completa. o R

Ei periodo de las operaciones formales:

Método completo no se adquiere ( de 20 nifios sélo 6 lo lograron ) Sélo a los qulnce aﬁos se
{ogra una generalizacion.

El descubrimiento de las permutaciones se da después de el descubrimiento de las
combinaciones pues estas consisten en asociaciones efectuadas de acuerdo a todas las posibilidades
mientras que las permutaciones son mas numerosas e implican una habllidad de relacionar los objetos
de acuerdo a un sistema mdvil de referencia.

CONCLUSIONES:

Para interpretar los diferentes resultados obtenidos en este estudio y llegar a una conclusién,
Piaget comenta estos resultados y su relacién a los resullados totales dados por sus otros estudios del
desarrollo operativo de la inteligencia. El azar se descubre gradualmente y es en constante referencia a
las estructuras de las operaciones que el azar se entiende finaimente y lleva a un sistema de
probabilidades.

Hay una correlacién directa entre la formacién de Ias nociones de probabilidad, y la formacién
de las diferentes operacicnes.

Podemos distinguir tres estados principales de desarrollo:

- Antes de los siete aflos caracterizado por la ausencia de operaciones, es decir, un tipo de
composicién reversible. El razonamiento usado en ese periodo es preldgico y est4 regido solo por
sistemas de regulacién intuitivos sin jerarquia, sin conservacién de las totalidades, sin rigor en las
posibles inferencias.

En este periodo el nifio no dislingue lo posible de lo necesario y se mueve en una esfera de
accién tan distante del azar como de la operacién en si misma. Sus pensamientos oscilan entre lo
predecible y lo Imprevisto, pero nada es para 8| cietamente predecible o absolutamente imprevisto
(fortuito). Por lo que no podemos considerar sus anticipaciones camo juicios de probabilidad derivados
de un mayor o menor grado de certitud subjetiva, porque esta certitud es solamente producto de la falla
de distinguir entre noclones practicas de predictibitidad intuitiva y capricho. En esta edad (el nifio de
preescolar) no hay ni azar ni probabilidad porque falta el sistema de referencla basado en operaciones
deductivas.

El nifio no tiene la posibilidad de construir un sistema que le permila encontrar, sin olvidar
ninguna, todas las combinaciones dos a dos o lodas las permutaciones de un nimero pequefio de
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elementos: esto es légico, puesto que el nifio necesita usar operaciones multiplicativas especlales y el
nific no posee aumn las operaciones aditivas y multiplicativas simples. ;

De los siete u ocho afios hasta los once aftos de edad se construyen los grupos operativos de
orden I6gico y los conjuntos numéricos, pero en un plano esencialmente concreto, esto es relacionado a
objetos que puedan ser tomados o vistos en sus relaclones.
Al aparecer las operaciones aritméticas Iégicas comienza el desarrollo de la idea de azar. Por
«otro lado el descubrimiento de Ja deductibilidad o la necesidad operativa permite al sujeto concebir el
cardcter no deducible de las operaciones fortuitas o aisladas, y a diferenciar lo necesario de lo posible.El
principio de la estructuracién de las relaciones de probabilidad se debe a la posibilidad de concebir
grupos de elementos mezclados como totales formados por partes cuantificables. Ademéas la mezcla
aleatoria, esto es la mas simple expresién del azar empieza a ser concebida como una mezcla real y ya
no solamente como un aparente desorden cubriends un orden.
El nifio comprende la posibilidad de sistemas que le permiten encontrar permutaciones y
combinaciones, pero esto en forma empirica e incompleta.

De los once afios en adelante es el periodo caracterizado por el pensamiento formal, es decir

por la posibilidad de atar uno o mas sistemas de operaciones concretas al mismo tiempo, y trabajar en
conjunto con varias operaciones concretas., En este periodo los principios del pensamiento formal
permiten descubrir algunos sistemas combinatorios completos para un ndmero reducido de
elementos.En este perfodo es cuando el juicio probabillstico se organiza en sus aspectos generales
mediante una especie de rebote de las operaciones hacia el azar.
En la tercera etapa existe una sintesis entre el azar y las operaciones permitiendo las ultimas construir ef
campo de las distribuciones fortuitas en un sistema de probabilidades por una especie de asimilacion
andloga de lo fortuito con lo operativo. Para lograr este resultado se unen dos procesos correlativos, por
un lado la construccién de sistemas combinatorios (marcados por el descubrimiento de un método que
permite construir todas las combinaciones), que llevan al sujeto a concebir mezclas aleatorias como
resultado de transforinaciones pero ejecutadas sin orden y ddndose cuenta solo de una parte del total de
posibilidades. EI pensamiento formal por otro lado, que permite la construccién de dichcs sistemas
combinatorios conduce también al descubrimiento de las proporciones. La ley de los grandes nimeros
que aplica las relaciones de proporcionalidad a estas operaclones combinatorias conduce al sujelo a
concebir fa teglitimidad de una composicién probabiiistica de las modificaciones fortuitas en el sentido de
una distribucién que llega a ser proporcionalmente mas regular y consecuentemente, entendible en su
totalidad aunque no en los detalies, como una prediccién racional.
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2.2.2 Fischbein.

£l desarrolio Intelectual de un individue, involucra méas que la asimilacion y la o izacién de
sistemas conceptuales, Ademds de éstas estructuras cuyas dindmi estan explicitamente
determinadas por definiciones y una combinacidn de reglas, la aclividad intelectual involucra
modalidades cognitivas y de solucién de problemas que son menos expliclas, aunque no
necesariamente menos primitivas. Estas son las intuiclones para Fischbein, es decir formas de
cognicién inmediatas en las cuales los elementos justificadores estdn impifcitos.

En su libro “Intuition in Sci and Math " Fischbein cita a la Intuicién como un
concepta altamente controvertido en ciencias y en filosoffa. Menciona como algunos autares consideran
a la intuicién como la fuente basica del verdadera conocimiento; otros al contrario piensan que la
intuicién es engailosa en Ja busqueda de fa verdad. Pero fa intuicién, coma concepto o como método
aparece una y ofra vez en muchos campos de la ciencia. Asi cita Fischbeln en este mismo libro, como
segin el avtor y segun el tema en que se utiliza, et término intuicion tiene distintos significados. Par
elemplo para:

Descartes: la Intuicién es referida a una fuente de verdaders (o aparentemente verdadero)
conocimiento.

Bergson: la intuicin es mas blen un método, una especie de estrategla mental que es capaz de
alcanzar la esencia del fendbmeno.

Piaget: ef término intuicién es usado para indicar una cierta goria de cognici es decir,
cogniciones que son di prendidas sin idad de una justificacién o
interpretacion explicita previa.

Kant: la intuiclén es simplemente la facultad a través de la cual los objelos son directamente
comprendidos a diferencia de {a facuhad de entender ulilizando conocimientos conceptuales.

Algunas veces la intuicion es referida como uns conjetura global para fa cual un individuo no es capaz
de dar una clara y completa justificacion,

Otras veces fa Intuicidn significa una forma de sentido comin popular, primitivo de
conocimiento, en oposicién a concepciones e interpretaciones cientificas.

También el valor dado a fas intuiciones es distinto segin las diferenies autores. As{ para:

Paincaré; no es posible una aclividad creativa genuina en clencias y en matematicas sin intuicién.

Hahn: intuicién es principalmente una fuente de conceptos eméneos y deberfs ser eliminada de
cualquier método cientifico serio.

Por ditimo Fischbein cita que en la literatura pedagdgica fa Intuicién es muchas veces
relacionada con conocimiento sensorial como la primera base necesaria para una posteror educacién
intelectual.

Lo que complica el campo de la intuicién atn més, es que muchos otros téminos son usados para
referirse a fa misma categorfa de fendmenos. Algunas veczs {as personas usan el término ocurrencia
para indicar un reordenamiento global v repentino de datos en el campo cognitivo que permite una
nueva visidn, una nueva intefpretacion o solucidn en las condiclones dadas.

Los términos revelacién, en un contexto religioso, e inspiracién en un contexto artistico, son también
usados comeo sinénimos de Intuicién.

Otros ténminos, como sentido comin, razanamiento ingenuo, interpretacion emplrica, son
usados en referencia a formas de conocimiento que también pueden ser consideradas como
conacimiento intuitivo.

¢Como es posible que el conceplo de intuicién tenga tantas, tan diferentes 'y hasta tan
contradictorias connotaclones?. ¢ Tienen estos fendmenos llamados intuiciones, algunas caracteristicas
comunes, las cuales puedan justificar la aceptacidn de intuicién como un concepto que se pueda definir?
Por lo que Fischbeln entonces define explicitamente a la intuicién.

"No se puede encontrar una definicién si partimos de! concepto en si mismo, Tantos atributos
diferentes no podrian ser organizados espontdneamente dentro de un concepto. Las cosas se vuelven
maés claras si uno admite que el concepto de intuicion, aunque aparentemente vago e inconsisfente, -
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expresa una tendencia fundamental y muy consistenle de la_mente humana: la bisqueda de a certeza.

Al evaluar oportunidades, al predecir resultados, al lomar decisiones, uno tiende naturalmente a producir
representaciones (conceptuales o pictéricas) que ofrecen un alto nivel de franca credibilidad. $1 uno
admite que aunque {a intuicién no es una fuente perfectamente confiable de conocimiento absoluto, si
es, sin embargo, una expresién de nuestra necesidad fundamental de pautas absolutas, intrinsecas y
confiables en un intento de razonamiento.
En el presente trabajo el término Intuicidn sers usado g ) ite como un equival de
diato; en otros térmi no como una fuente, no como un método, méas bien
como un tipo de cognicién. Uno admite intuitivamente que fa distancia mas corla entre dos puntos se
mide sobre una linea recta, que todo nimero nalural tiene un sucesor, gue el todo es méas grande que
cada una de sus partes, que un cuerpo debe caer si no esté sostenido.... todas estas afirmaciones son
aceptadas inmediatamente como autoevidentes sin sentir ta necesidad de una prueba formal o empfrica.
Autoevidencia es una caracteristica general del conocimiento intultivo. En contraste la afirmacién: la
suma de los éngulos de un tridngulo es igual a dos angulos rectos, no es autoevidente, no es aceptada
intuitivamente.”

Para Fischbeln la cognicién intuitiva es caracterizada por:
- la autoevidencia
- la certeza Intrinseca
- la perseverancia
- la coercitividad
- e} estalus tedrico
- {a exirapoiabilidad
- la globalidad
- ser implicita

Autoevidencia

Esla es una caracteristica fundamentat de 1as Intuiclones, Una cognlicién intuitiva es auto
consistente, auto justificable, o auto explicable. St afirmamos que el todo es més grande que cada una
de sus partes, sentimos que esta afinmacién es verdadera sin la necesidad de ninguna justificacién.

erteza jntrinseca

La segunda caracteristica fundamental de las cogniciones intultivas, es que son aceptadas como
ciertas. La autoevidencia y a certeza estén altamente correlacionadas, pero no Se puede reducir una a
ofra. Uno puede estar totalmente convencido de que una afirnacidn es verdadera sin ningin sentimiento
de autoevidencia. Estamos canvencidos que los teoremas mateméllcos eprend!dos en la escuela son
ciertos pero muchos de effos no san autoevidentes.

Perseverancia

t.as intuiciones, una vez establecidas, son muy fuertes, son adqulsiclone
otras interpretaciones alternativas. "

Coercitividad

Las Intuiclones ejercen un efecto caercitivo en los modos de razonamiento del individuo.’ Las
Intuiciones se imponen subjetivamente en el individuo como absolutas y Gnicas represen(aciones 0.
interpretaciones. Generalmente otras alternativas se excluyen como fnaceptables: E .

resistentes a. -

30



Estatus tedrico

Una intuicién es una teoria (0 una mini teoria), nunca una mera habilidad o una mera percepcion
de un hecho dado. Una intuicién no es entonces una teoria pura, es una teorfa expresada con una
representacién particular usando un modelo, un paradigma, una fogia, un diag , etc.

Extrapolacién

Una Intuicion slempre excede la informacién que se tiene a8 mano, £s esla particutar
combinactén de infurmacién incompleta y de certitud infrinseca lo que mejor caracteriza una intuicin.
La extrapolacién no siempre es evidente, norque la aparente obviedad de las Intulclones esconde lo
incompleto de la informacién en la que se basan.

Globalidad

La globalidad de las intuiciones generalmente se expresa como un proceso de sefecclén que
tiende a eliminar tos puntos discordantes y organizar los otros datos de {al forma que se presenle un
significado conciso y unitario. Es este tipo de coherencia fo que explica bién la resistencia al \
la fortaleza de fas intuiciones establecidas,

tmplicidad

Aungue apar toevidentes, las intuiciones se basan de hecho en mecanismos
complejos de seleccitn, globalizacion e infe ia. Perc esfa actividad es g te inconsci y
ef individuo esta consciente solo del producto final, las aparentemente auloevidentes intinsecamente

consistentes cogniciones. El caracter tacito de las elaboraciones intuitivas explica fa dificultad de
controlarias e influenciarias.

Sf usted se prepara 8 cruzar ia calle, mira de un fado a otro para observar os camos que se aproximan.
De un vistazo global ve los carros, evaliia su velocidad, percibe la distancia decreciente que los separa
de usted, Obtiene una imagen global, pero perfectamente estructurada, no séle de o que pasé sino de fo
que estd pasando, y también de lo que se espera pase en el futuro cercano. Como una consecuencia
usted adapta su comportamiento de una manera casi refleja en base a {oda la informacion. Hay tantas
cosas que no sabe: no conoce por ejemplo la velacidad exacta de los vehiculos, no conace con certeza
que pasard en el momento sigulente, ni cuales son las intenciones de fos conductores. Sin embargo
mezcla todos estos eventos pasados, presenies y futuros en una imagen global que casi
automaticamente fe dicta a unio su comportamiento inmediato.
La analogia de este ejempio con una cognicidn intuitiva es impactante. En una cognicién intuitiva fo
"dado” y lo “plausible” se mezcian en una idea global, apar autoc auteevidente y
clerla, que Inspira y gula ta estralegia a seguir en la siguiente etapa mental.
Pero nuestra teoria es que (enemos aquf mas que una simple metéfora. La intuicidn reafiza, a un nivel
lectual, ta funcid ia por la percepcion a un nivel sensorial. La intuicion es el prefudio
directo y cogmtivo de la accién (mental o practica). Organiza fa informacién en una estructura
intrinsecamente creible y significativa.

four ot

Una de tas varias clasificaciones gue da Fishbein de fas esla
<Intuiciones primarias
~intuiciones secundarias

Intuiciones primarias: son aquelias intuiciones que existen antes e Independientemente de cualquier
g}simccmn sistemética e inlenclonal Aquellas que se denvan de fa experiencia del individuo en su vida
aria
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Intuiciones secundarias: son aquellas intuiciones que se adquieren por intervencitn de un aprendizaje
(debido a una educaclén cientifica) en la escuela. Muchas veces son inconsistentes con las intuiciones
primarias relacionadas con los mismos conceptos.

La revolucién francesa fue en 1789. El coeficiente de dilatacién de los gases es de 1/273. La
relacién entre la circunferencia y e! didmetro es 7. Estos son ejemplos de informacién adquirida y
habilidades mentales pero no de intuiciones. Las intuiclones secundarias, necesitan grandes 4reas de
actividad intelectual, y representan sintesis verticales de elementos motores, imaginativos y
conceptuales, Presupone ademés mucha préctica y gran familiaridad.

"Si una moneda es lanzada tres veces y el resultado es cara cada vez, ¢(cuél serd e! resuitadc del
préximo lanzamiento?"

La respuesta puede ser "cruz es mas probable en el cuarfo lanzamiento”. Esta es una intuicién
incorrecta pero intuicién.

En el ianzamiento de cuatro veces una moneda, la probabilidad de obtener cuatro caras es menos
probable que la de obtener tres caras y menos que la de obtener dos caras. Esta jerarquia es
intuitivamente asimilada de la experiencia sin razonamiento explicito, y por eso se llega a conclusiones
erréneas como la anterior: La probabilidad de obtener cuatro veces una cara es menos probable que la
de obtener tres caras y una cruz mientras que no se pongan restricclones de orden, asf CCCC y CCCX
son igualmente probables (0.0625). La comprensi6n de este razonamiento involucra un cuerpo de
conocimientos y habilidades de célculo con amplias repercusiones en el proceso individual de
razonamiento.

La consolidacién de eslas adguisiciones, de su integracién dentro de las formas comunes de
razonamiento toma tiempo. Es en este sentido que hablamos de intuiciones secundarias, Explicaciones
tedricas no son suficientes para convertir la informacién en adquisiciones establecidas que invalucren
ios elementos basicos de la Intuicién. El uso de la Informaclén en acciones es necesario durante 10s
perliodos de desarrollo intelectual.

Las intuiciones se generan con la experiencla, es decir en situaciones practicas en las cuales el
individuo se involucra sisteméticamente y requiere representaci y evaluaciones bien estructuradas,
globales y anllclpatorias,

Las intuiciones son parte integral dei comporiamiento inteligente. Son adquisiciones cognitivas

que Intervienen directamente en acciones practicas y mentales. Las intuiciones representan fuerzas
poderosas y coercitivas de actividad mental. Actdan algunas veces de una manera ablerta, pero muchas
veces de manera implicita. Pueden representar una fuente de importantes ideas productivas pero
frecuentemente distorcionan o esconden las estrategias mentales del individuo.
Aparecen conflictos entre las interpretaciones intuitivas y las interpretaciones formales (adquiridas por la
Instruccién). En los nifios, estas interpretaciones coniradictorias pueden coexistir. Pero muchas veces la
representacin Intuitiva es mas fuerte y tiende a anular la concepcién formal, (los alumnos facilmente
olvidan que el peso presupone fuerzas gravitacionales.....).

El problema en educacién no consiste en eliminar las representaciones € interpretaciones
intuitivas. Desde nuestro punto de vista, esto seria imposible, y cietamente no deseable. El problema
en educacin consiste en desarrollar la capacidad del glumno de analizar y mantener bajo control_sus
concepciones intuitivas, v de construir nuevas intuiciones consistentes can los requerimientos formales

cientificos.

La experiencia juega un papel fundamental en darle forma a las intuiciones. En condiciones
relativamente constantes (a experiencia produce, en el largo plazo, sistemas estables de representacién
que implican programas y expectativas estructuradas de accién. Al mismo tiempo la experiencia tiende
a influenciar nuestras interpretaciones intuitivas primarias debido a sus inminentes restricciones: las
condiciones mundanas (generales y especificas), y la naturaleza practica y concreta de cualquler
actividad significativa del comportamiento (finitud, concretez, imposmilldad de ubicuidad).
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En nuestra opinién, las nuevas actitudes intuitivas nunca pueden ser producidas por una enseflanza
verbal. Las explicaciones verbales pueden enriquecer 1as ideas del niflo. Le pueden ayudar a entender y
a justificar l6gicamente afirmaciones ensefiadas durante el periodo escolar, Pero la clase de creencia
especifica, de aceptacién subjetiva de ideas y representaciones vélidas intrinsecamente, que
caracterizan las intuiciones, sélo puede ser aicanzada como un efecto de la participacion experimental
directa del sujelo en una actividad practica o mental,

Es importante profundizar la comprensién intutiva del alumno en los diferentes conceplos y
afirmaciones. Esto solamente puede ser logrado mediante la creacién de situaciones didécticas que
requieran una participacién personal, experimental de la actividad mental productiva de los alumnos en
el campo respectivo. Consideramos, por ejemplo, que una enseflanza exitosa de la estadistica y de la
probabilidad no puede ser obtenida ensefiando solamente teoremas y procedimientos de solucién. El
alumno debe experimentar primero practicamente con dados, monedas y canicas para ver, registrar y
establecer los diferentes conjuntos de resultados.

El 4rea de la probabilidad es particularmente apropiada para el estudio de las intuiciones, ya que
la complejidad de las situaciones cotidianas nos induce a adoptar continuamente un comportamiento
probabilistico, porque la necesidad de tomar decisiones nos obliga a hacer estimaciones Intuitivas de
posibilidades, y porque el calculo de ias probabilidades estd muy relacionado con la accién.

El objetivo de las investigaciones de Fischbein en esta 4rea en particular ha sido, la de estudiar
las intuiciones correspondientes a ciertos conceptos y métodos fundamentales de la teoria de
probabllidad: azar, frecuencia relativa, estimacién de posibilidades, nocién de probabilidad y
operaciones combinatorias. Asl Fischbein explora los fundamentos intuitivos y precursores del
conocimiento probabilistico buscando !a existencia de conceptos parcialmente formados.

Ademas se preocupa de analizar el efecto de la instruccién en el proceso de aprendizaje. Su
preocupacion principal es como é) mismo la menciona: *!a construccién sisternética de un nuevo sistema
conceptual no debe olvidar la dote intuitiva del nifio, Un sistema conceptual no debe de ser construido
en el vaclo, sino debe hacer uso de las tendencias intuitivas existentes. Un curriculum en probabilidad
debe tomar en cuenta este substrato primario intuitivo y preocuparse por mejorarlo y por encontrar
métodos para ¢ i vas intul que sean compatibles con é1."

Resumimos a continuaci6n los resultados de su libro “The Intuitive sources of Probabilistic
Thinking in Children".

LA INTUICION DEL AZAR

El niflo de preescolar.

La intuicién primaria del azar, esto es, la distincién entre fenémeno aleatorio y determinista sin
instruccién previa, estd presente en la conducta diaria de cada nifio, incluso antes de los siete ailos,
contrariamente a lo que opina Plaget, el azar es equivalente a impredecibilidad y cuando el niimero de
posibilidades, y por consiguiente el nimero de combinaciones posibles, es pequefio, el nifio de
preescolar razona correctamente, y a veces, como se ha puesto de maniflesto en algunas
investigaciones, més correctamente que el nifio que ha alcanzado la etapa de las operaciones formales.

El periodo de las op: f

A través de esquemas espacio-temporales, y légico-mateméticos, el nifio adquiere la
capacidad de distinguir entre el azar y lo deducible, incluso al nivel conceplual. Es consciente de que por
ejemplo, al lanzar 15 monedas es muy dificil obtener 15 cruces. Ciertamente este proceso no se
completa durante este perfodo puesto que el pensamiento est4 todavia muy ligado al nivel concreto. No
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obstante la representacién del azar, que no es sino una intuicién primaria en el nifio de preescolar, se
convierte en una estructura conceptual distinta y organizada después de los siete aflos, El azar, en el
sentido de lo no determinado, se comprende explicitamente como oposicién a lo deducible. E! nifio
comienza a comprender la interacci6n de cadenas causales que conducen a sucesos impredecibles, y la
frreversibilidad de los fendmenos aleatorios.

E! periodo de las operaciones formates.

El adolescente agrupa, segun Piaget e Inhelder, las relaciones no determinadas de
fen6menos aleatorios seglin esquemas operacionales. Una vez que se presenta una situacién aleatoria,
por medio del uso de éstos esquemas, se hace inteligible, y la sintesis entre el azar y lo operacional
conduce al adolescente al concepto de probabilidad.

Fischbein sostiene que las cosas son més complicadas de lo que sugiere ésta
explicaci6n, La sintesis entre ef azar y lo deducible, no se realiza espontédnea y completamente al nivel
de las operaciones formales. En experimentos donde se le pide al sujeto reconocer probabilidades
iguales en diferentes condiciones experimentales, es el adolescente quien evita lo impredecible y busca
dependencias causales que reduzcan lo incierto, incluso en situaciones donde no existen tales
dependencias.

La estructura operacional del pensamiento formal por si sola no puede hacer inteligible
al azar, incluso aunque pueda proporcionar los esquemas que son necesarios para esto, o sea,
capacidad combinatoria, proporcionalidad e implicacién. La explicacién para esta deficlencia es que las
tradiclones culturales y educativas de la sociedar moderna orientan el pensamiento hacia explicaciones
deterministas unfvocas, segun las cuales los sucesos aleatorios caen fuera de los limites de lo racional y
cientifico. La ensefianza en la escuela leva implicita que la ambigliedad y la incertidumbre no son
aceptables en el razonamienlo cientifico, y que toda explicacidn consiste en identificar una causa. El
resultado es que la intuicién del azar se hace irreconciliable con la estructura del pensamiento légico, y
es relegada a una clase inferior, como un método inadecuado de interpretacién que no cumple los
requisitos cientlficos.

INTUICION DE LA FRECUENCIA RELATIVA

El nifio de Preescolar.

Otros Investigadores han llevado a cabo experimentos de aprendizaje probabilistico, en
los cuales se trata de estudiar las predicciones de los sujetos ante situaciones en que un suceso se
repite con una determinada frecuencia relativa. Un ejemplo de esta clase de experimentos consiste en
presentar al alumno dos luces de calor diferente (puede ser rojo y verde) que se irén encendiendo
intermitente y aleatorlamente con una determinada frecuencia, por ejemplo el 70 y el 30 porciento
respectivamente.

El alumno debe predecir cual de las dos luces se encenderé la préxima vez. El termino
aprendizaje probabilistico, se refiere a la lendencia del sufeto a ajustar sus predicciones a las
frecuencias reales de los sucesos; en otras palabras, la probabilidad de una respuesta dada tiende a
fgualar a la probabilidad de! estimulo correspondiente. Los resultados obtenidos en este lipo de
experimentos apoyan fuertemenle la conclusién de que el nifio de preescolar adapta sus predicciones a
las probabilidades de los sucesos que se le presentan como estimulo, aunque sus respuestas no llegan
a coincidir totalmente con Ia frecuencia de los mismos. El hecho de que esta conducta puede obtenerse
sin que se estimule al nito mediante una recompensa cuando aclerta, muestra que este fenémeno no es
un mero condiclonamiento de tipo motor, sino una formacién cognitiva mental, esto es un programa de
accléin refativamente autornatizado y polivalente que comparte las caracteristicas de todos los procesos
cognitivos.
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El periodo de tas operaclones concretas.

La mayoria de los investigadores han encontrado que [a intuicién de {a frecuencla
relativa de sucesos, puesta de manifiesto a través de experimentos de aprendizaje probabilistico,
mejora con la edad. Si la intuicién se ve como el resultado cognitivamente fijado de experiencias
acumuladas, parece razonable que la intuiciSn de ia frecuencia relallva se desarrolle de un modo natural
como resultado de las experiencias del nifio con situacl que | aleatorios, en los
cuales las respuestas deben expresar una estimacion correcta de Ias frecuencias relativas de los
fenémenos.

£t periodo de las operaciones formales.

Las Investigaciones que se han realizado a diferentes niveles de edad han demostrado
que el adolescente ha hecho progresos en comparacion a los niftos m4s pequefios en lo que se refiere a
ia intuicién de la frecuencia relativa, particularmente en casos donde las predicciones tienen algin
resultado préctico. La estrategia dptima ante decisiones en condiciones aleatorias muestra los efectos
favorables det desarrollo de (a inteligencia sobre ias predicciones en ciertas condiciones experimentales.

LA ESTIMACION DE POSIBILIDADES Y LA NOCION DE PROBABILIDAD,

E! nifio de Preescolar.

Distintos autores han afimnado que el nifio de preescolar es incapaz de estimar
correctamente las posibilidades a favor y en cantra de los sucesos aleatorios, baséndose en que el nilo
de esta edad no posee los recursos necesarios:

- la habilidad de distinguir entre el azar y lo deducible sobre la base de procedimientos
operacionales.
- el concepto de proporci6n @, en términos més generales la comparacion por cociente.
- Los procedimientos combinatorios por medio de los cuales es posible realizar un inventario de
todos los resultados posibles en tna situacidén dada.
Ninguno de estos recursos especificos aparece hasta el nivel de las operaciones formaies (aunque
pueden estar presentes en forma incipiente, estrechamente ligados a o concreto, durante el perfodo de
{as operaciones concretas).

Sin embargo para Fischbein estas carencias no Impiden al niflo hacer juicios
probabilisticos en el sentido de una estimacién intuitiva de posibilidades a favor de algtin suceso. Un
experimento que pone de manifiesto esta capacidad, consiste en presentar a los alumnos cinco
conjuntos de canales por ios que una bola puede rodar recorriendo distintas trayectorias, A los niflos se
les plantean preguntas como:

- Si lanzo una bola por cada canal, ¢en cual de elios es més probable que salga ia bola por el
orificio 1?

- Si lanzo la hola muchas veces seguidas, ¢crees que saldré por 1 con mas frecuencia que por
otros?

Otro experimento consiste en la eleccién, por parte del alumno entre dos urnas o cajas con
diferente contenido, aquella que ofrezca més posibilidades de obtener una bola de un colpr determinado.
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Se le plan(ea al alumno
Debes sacar una bola de una de las cajas con los ojos cerrados Ganas si obllenes una bola blanca, De.

qué caja prefieres hacer la extraccién:

Si se realiza un adecuado control experimental (posicién de los objetos en el espacio, preferencia de
color, ...) ¥ las operaciones auxiliares de comparacién y cdlculo requeridas son simples, el nifio de
preescolar es capaz de hacer apuestas basadas en una estimacién probabilistica.

El periodo de las operaciones concretas.

Si no han recibido una instruccién apropiada, los nifios de nueve y diez afios, pueden

resolver problemas que impliquen comparacién de probabilidades de un mismo suceso A en dos
experimentos diferentes sélo en situaciones donde bien el nimero de casos favorables o el nimero de
casos no favorables a A son iguales en ambos experimentos (sus estimaciones se basan en
comparaciones binarias). Para este lipo de problemas, el porcentaje de respuestas correctas es mayor
en nifios de nueve y diez aflos que en niftos de preescolar. En situaciones que no pueden ser reducidas
a comparaciones binarias, el nimero de respuestas correctas no es significativamente distinto.
Para situaciones que implican igualdad de probabilidades, se han usado dos tipas de paradigmas
experimentales ya descritos anteriormente: extraccion de bolas y bifurcaciones por canales. En
problernas donde las posibilidades son referidas a proporciones de elementos discretos (bolas en un
recipiente), las respuestas de los nifios de nueve y diez aftos no son mejores que las que se obtendrian
por una respuesta al azar, y no son significativamente mejores que las respuestas de los nifios de
preescolar, excepto en el caso citado anteriormente. En problemas donde las posibilidades tienen que
ser determinadas a parir de una configuracién geométrica (canales bifurcados por donde unas bolas
pueden circular de un modo aleatorio), el porcentaje de respuestas correctas decrece incluso con la
edad.

El periodo de las operaciones formales.

El logro de los adolescentes estimando posibilidades a favor o en contra de un
resultado, es superior al de los niflos pequefios. Cuando el material experimental consiste en un
recipiente con bolas, los nifios de 12 afos dan respuestas correctas desde el principio, incluso en casos
en que tiene que comparar cacientes con términos desiguales. Tal descubrimiento es previsto por la
teorla de Plaget. Lo que Fischbein aftade a esto, es el hecho de que incluso nifios de 9 y 10 afios,
pueden responder correctamente a tales situaciones, si tienen la instruccién adecuada.

OPERACIONES COMBINATORIAS
El nifo de Preescolar
Piaget e Inhelder han probado que el nifio de preescolar sélo puede hacer algunas

comblinaciones, permutaciones y variaciones de una manera empirica, y no intentan enconlrar un
método de realizar un inventario exhaustivo, E
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El periodo de las operaciones concretas

Durante el periodo de las operaciones concrelas, los nifios buscan modos de realizar .-
inventarios de todas las permutaciones, variaciones y combinaciones posibles en un conjunto dado con .
un numero pequefio de elementos, y llegan a procedimientos mdlmenlanos de célculo medianle ensayo

y error.
Los experimentos de Fischbein han demostrado que al final de este perlodo (10-1 1

aflos), los nifios pueden, con la ayuda de instruccion, los procec ativos usados
en la construccién de diagramas de arbol.

E! periodo de las operaciones formales.

Piaget e Inhelder afirman que, durante la etapa de las operaciones formales, el nifio
adquiere la capacidad de usar procedimientos sistemdticos para realizar inventarios de todas las
permutaciones posibles, variaciones y combinaciones de un conjunto dado de elementos.

La investigacion de Fischbein ha demostrado, sin embargo, que esto es sélo una
potencialidad para la mayorfa de los sujetos. Bajo su punto de vista seria més preciso afirar que estos
niflos son capaces de asimilar procedimientos combinatorios con la ayuda de la insfruccién, y que esto
es también clerto para ios niflos de 10 aflos. Aunque hay diferencias en la realizacién entre estos dos
niveles de edad, estas diferencias son bastante pequerias.

EL_EFECTO DE LA INSTRUCCION SOBRE CADA UNA DE ESTAS FACETAS.

El nifio de Preescolar.

Usando un procedimiento de instruccién elemental, Fischbein y sus colaboradores han
intentado mejorar las respuestas de los niflos a cuestiones que implican la comparaci6n de posibilidades
en situaciones donde los cocientes no tenian iguales términos (1970). Este intento no tuvo éxito. Es
pesible, a esta edad, que Jos nifios no puedan asimitar un esquema que implique una comparacién
doble.

El pariodo de las op tones con

Con la instruccién, las respuestas de los nifios de 9 y 10 afos, pueden mejorar
significativamente en problemas que no pueden ser reducidos a comparaciones binarias. Este
descubrimiento es importante, puesto que debe arrojar dudas sobre Ia afirmacidn de Piaget e Inhelder
de que el establecimiento de la proporcionalidad es una caracteristica de las operaciones formales.
Fischbein ha demostrado que, por medio del uso de procedimientos figurativos, pueden ser construidos,
al nivel de las operaciones concretas, esquemas considerados por Piage! e Inhelder como accesibles
solo af nive! de operaciones formales. Al menos se ha demostrado que la ausencia de proporcionalidad
no es un obst4culo para aprender el concepto de probabilidad. Incluso antes de [a edad de 10 ailos, el
nifio es capaz de asimilar este esquema con la ayuda de instruccién elemental.

El periodo de las operaciones formales.

Las lecciones experimentales realizadas por Fischbein y sus colaboradores, se hicieron
con nifios de 12 a 14 afios. Dichas lecciones trataron los sigulentes conceptos y procedimientos: suceso,
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espacio muestral, suceso elemental y compuesto, probabitidad como medida del azar, frecuencia
relativa, y anélisis combinatorio.

L.os resultados de la instruccién revelaron un mayor interés y receptividad de los adolescentes en lo que
se refiere a las ideas de probabilidad y estadistica. Estos sujetos son capaces de comprender y aplicar
correctamente los conceplos enseitados, que deben como minimo implicar et conocimiento de una
reestruciuracion de la base intuitiva. Para este autor, los modetos generativos (diagramas de arboi en el
caso de las operaciones combinatorias) son {os mejores dispositives de enseflanza para la construccion
de intuiciones secundarias,

La conclusién general del trabajo de Fischbein es que "la educacién cientifica no puede
reducirse a una lnterpretacibn unlvoca y determinista de los sucesos. La intuicién probabilistica

no se d P y p dentro de unos limites muy estrechos. La
P i ,ul\ul,_ i6n, evaluacidn y prediccion de fend probabillstlcos. no pueden

ser das a ici que han sido preciad; lvidadas y das en

un estado rudimentario de desarrollo bajo la presién de esq P ionales que no pued

articularse con ellas.

Pero con el fin de que sean satisfechos los requisitos para una cuitura cientifica eficiente, es
necesario entrenar, desde los primeros niveles, la base intuitiva relevante al pensamiento
probablllsﬂco de este modo se puede lograr un balance genuino y constructivo entre {o posible
yloil inado en el trabajo de ta intelig

Es dificll sintetizar el trabajo de Plaget y el trabajo de Fischbein pues se basan en modelos
cognitivos de desarrolio sustancialmente diferentes y usan diferente terminologla. Mientras que el
trabajo de Piaget se enfoca a los estados de desarrolto conceptual, (a hipétesis principal de Fischbein es
que la cognicién es unitarla, es decir det mismo tipa sin imporiar el nivel de aplicacién. Piaget se centra
en puntos muy especificos en su trabajo (andlisis combinatorio), y Fischbein ve los conceptos
probabilisticos en formna més general. Plaget estudia el desamrollo espantdneo de los conceptos en los
nifios, mientras que Fischbein toma en cuenta la mediacién social en e} proceso de desarmolto de los
conceptos probabilisticos
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2.2.3 Kaheman, Tversky,Siovic.

Autores como Kahneman, Slovic, y Tversky, han puesto de manifiesto la existencla de errores
sisteméticos y conductas estereotipadas persistentes en la toma de decisiones por parte de los
individuos ante situaciones de tipo probabiiistico. Algunos de estos errores son de tipo psicolégico, y una
mera exposicidn de las leyes te¢ricas puede no ser suficiente para superarios. inciuso la existencia en el
alumno de estos sesgos puede dificultar 1a asimilacidn de los conceptos formales.

Los autores antes mencionados (1882), han identificado dos lipos de estrategias eréneas que
denominan representatividad y disponibilidad. La persistencia de estos errores proporciona una razén
cruclal para la temprana Introduccién del pensamiento probabilistice en la matematica basica.
Resultados de encuestas lievadas a cabo, muesiran que la mayorfa de fos alumnos entran en ta
universidad con un conocimienio escaso o nulo de las nociones probabilifsticas y con sesgos en su
intuicién profundamente arraigados. Puesto que en los curses universitarios la probabilidad se introduce
segtn el modelo ahstracio de Kolmogorov {conjuntos, espacios muestrales, variables aleatorias), es
bastante probable que este tipo de ensedanza no ayude al alumno a superar estos errores, slendo
precisa una metodologfa experimental y heuristica para tener éxito en ta superacién de los prejuicios
probabilisticos.

".a valuacidn de la probabilidad de un evento incierto, o la prediccién de una cantidad
desconocida es un proceso complejo, que comnprende Interpretar el protlema, buscar la informacién
relevante y elegir una respuesta adecuada. Para resolver esle tipo de problemas, la gente usa un
nimero limitado de principios heuristicos que les permite simplificar este proceso, reduciéndolo a unas
operaciones de julcio que son mas sencillas, Los recursos mds importantes son la representatividad y la
disponibitidad.”

Representatividad

La representatividad es la medida en que un evento es similar en propiedades esenciales a la
poblacién de la que proviene y refieja ios rasgos més caracteristicos del proceso que la genero.
La gente suele usar la representatividad como una heurfstica cuando se enfrenta con preguntas
probabilisticas del tipo siguiente:

Juan es muy timido e introvertido, siempre se presta a ayudar, pero se interesa poco en la gente
o en el mundo de la realidad. Es un espirilu humilde y pulcro, necesita orden y estructura y tiene una
pasién por los detalles.
Cuando se le pregunta a la gente qué ocupacién probablemente tiene Juan de entre las de una lista,
resulta que, por ejemplo 1a de bibliotecario es favorecida. De hecho ocuire que cuando se le pide a ia
gente que ordene las ocupaciones desde un punto de vista probabilistico y desde uno de similaridad, los
resultados son muy parecidos.

Algunos ejemplos de preguntas en las cudles es comin que la gente use la representatividad
para contestarias, son:

1.- La probabilidad de que nazca un varén es 1/2. g,Ouél de los siguientes sucesos es mas
probable que aparezca en una serie de nacimientos? . :

aHMMHMH
BHHHHMH

c) Tienen la misma probabilidad : ‘ :

La respuesta correcta es c), sin embargo la mayoria de las personas escogen a) pomue representa et
confunto de familias con tres hijos y tres hijas que es mdas representallvo que by :

2.- Se tira al aire una moneda, después de una Iarga serle e caras
a) es més probable que salga cara la proxima vez :
b) es més probable que salga cruz la préxima vez”

c) es iguat de probable que salga cara o cruz
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La respuesta cotrecta es ¢), sin embargo la mayoria de las personas escogen b) pues frecuentemente
consideran al azar como un proceso autocorrectivo en que una desviacién en una direccidn induce una
desviacién en la direccién contraria. De hecho las desviaciones no se cormigen sino que se diluyen
cuando el proceso aleatorio se lleva a cabo.

Disponibitidad

La disponibllidad consiste en la tendencia a hacer predicciones sobre la probabilidad de un
suceso, basandose en la mayor o menor facitidad can la cual es posible o recordar, o construir ejemplos
de ese suceso. La disponibilidad origina un sesgo si atico en las estimaciones probabilisticas porque
la gente tiende a pensar que los resultados que pueden recordarse féclimente son més probables.
Ejemplos en fos cuales es camun que se use a disponibilidad para responder son los siguientes:

" 1.- Consldera los sigulentes cuadros:

XXXXXKKX . XX
XXXXXXXX: . XX
XXXXXXXX XX

e XX

&En cuél de los cuadros hay més formas posibles para pasar de la primera a la (ltima fila?

a) en el cuadro 1

b) en el cuadro 2

©) ef rnismo ndmero en ambos cuadros

La respuesta correcta es ¢), sin embargo la inayoria de las personas responden a) ya gue son méas
evidentes las rutas para pasar de la primera a la Gitima fila. .

2.- Un individuo debe seleccionar coritds a partir de un grupo de 10 personas.
&) hay mds comités distintos formados por 8 personas
b) hay méas comités distintos formados par 2 personas
¢) hay el mismo nimero de comités de B que de 2 personas
La respuesta cosrecta es c), sin embargo ta mayoria de las personas escogen b),

Ademds de los erjores de representatividad y disponibilidad descritos anteriormente, podemos
citar otros dos tipos:

- No considerar la informacién proporcionada por los experimentos aleatorios en sf.

- Dependencia de modelos d de cre las arraigadas y per jo tanto no
aprecian el caracter especifico det azar.

Estos errores se ponen de manifiesto en las respuestas al clasico problema bayesiano siguiente:
En una ciudad hay dos compaflias de taxis, una con sus coches pintados de verde y {a otra de azul, El
85% de los taxis en la cludad son verdes y el 15% azules. Un taxi se ve implicado en un accidente y un
testigo declara que el taxi en cuestién era azul. Datos anteriores sobre la veracidad de la Iidentificacitn
hecha por testigos, indican que en el 80% de los casos estas identificaciones de color son correctas,
pero el 2?% son incasrectas, ¢ Cual es la probabilidad de que el taxi que participd en el accidente sea de
color azul?
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La respuesta comecta es 0.15, sin embargo las personas:engeneral, toman en consideracién’ el
porcentaje de veracidad en las identificaciones para ca(cular esta probabilidad, aunque en realidad no
depende de este porcentaje.

2.2.4 Green,

El trabajo desarrollado por R. Green en inglaterra, en 1981, titulado "Conceplos de
Probabilidad en Alumnos de 11 a 16 Aflos", tiene como primer objelivo e} muestrear las intuiciones de
azar y los conceptos 'de probabifidad que poseen los alumnos de las escuelas inglesas de {a regi6n de
East Midlands. Para tograr este objetivo, durante un iapso de dos aflos, desarrollé una prueba especial
de conceptos de probabilidad, iniciando con 8 experimentos plloto cuyo resultado final fue una prueba
de 28 preguntas. El analisis de las respuestas a esta piueba se realizé haciendo énfasis en las
diferencias por sexo, por edad, por habilidad intelectual y con respecto a otros tests estandarizados.
Cada pregunta de esta prueba, fue clasificada de acuerdo a las siguientes 3 categorias: verbal,
combinatoria, y probabiiistica, siendo una prueba fo suficientemente amplia para medir las concepclones
bésicas que deben tener fos alumnos al finalizar su enseflanza medio superior,

Los resultados principates fueron:
- Casi todos los items de la prueba son mejor resueltos a mayor edad.

- A menudo los aﬂos 11 y 12 muesiran patrones de respuesta muy similares, con un aumento
ji pefio en ias edades 13, 14 y 15 afios.

- - Los items que requieren simpiemente de operaciones de conteo, son bien resueltos a cabo en
todos (os aftos.

- Los llems que requieren la operacién de coclente son muy pobrementa resueltos.
particularmente antes de fos 14 aitos. .

- Los items que requieren una apreciaci6n de aleatoriedad, de estabitidad de frecuenclas, yde:
inferencla, fueron pabremente resueltos, con poca evidencia de mejora con la edad.

- No obstante que la mayoria de los alumnos resolvié blen ia pregunta de combinatoria a un
primer nivel , fueron pocos tos que pudieran proceder a generalizar.

- La habilidad verbal de los alumnos es en muchos casos inadecuada para describir con
exactitud situaciones probabilisticas.

- Los nifios tuvieron mejores resultados que las nifias en el resultado total de la prueba.

Esle trabajo tiene e} mérito de basarse en una muestra muy grande, El trabajo de Green
evaliia conceptos de probabilidad cldsica mé4s que concepciones de probabilidad subjetiva, al igual que
el trabajo de Piaget, sin embargo el hecho de aplicar un test de pape! y i4piz a cast 3000 alumnos da
informacién més precisa que el lrabajo de Piaget.

Todas las investipaciones resumidas tienen diferentes metodologlas de irabajo. E) trabajo de
Plaget esta basado en la observacién de un nimero reducido de niftos, el trabajo de Fishbein esta
basado en la observacitn de nifios en edad escalar, ef irabajo de Kaheman esté basado en encuesta a
profesionistas, y Green elabora una encuesta escrita con algunas entrevistas para alumnos en e! ‘aula.
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Ademds son trabajos con diferentes aproximaciones es decir, el lrébé}o de Piaget. s de orden
psicagenélico, el frabajo de Fischbein es de orden psicol6gico,el trabajo de Kahneman es, de orden
sociolégico, el trabajo de Green es de orden educativo, . o

Muchos de estos trabajos se basan en predicciones de "bolas en umas" “originado. esto’ por e P
trabajo de Plaget. Sin embargo este lipo de experimenlos implica dificuftades en cuanto a qué se estd :
evaluando: frecuencia relativa, fracciones, nimeros, volimenes, preferencias,... Casi todos los grabajos N
se centran en probabilidad formal olvidando [a probabilidad subjetiva. R :

Falta mucho trabajo por hacer para poder responder a las preguntas inicialmente expuestas. Es
dificil aceptar las ideas de Piaget de que los conceptos probabilisticos se desarrollan hasta después de
la edad de 10 aftos, parece mejor la nocidn de Fischbein de que los niftos més chicos muestran
hablilidades y conocli del razt iento probabillstico, La altemativa de Fischbein trae consigo que
las intuiciones probabilisticas de los niflos pueden ser modificadas y desarrolladas. Esto trae
implicaciones muy serias de cdmo y cudndo enseiiar probabilidad.
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CAPITULO 3. MARCO METODOLOGICO
Intuiciones probabitisticas en alumnos de 11 a 16 aijos en una escuela mexicana .

3.1 Aspectos generales

El objetivo del presente trabajo es describir las intuiciones y los conocimientos probablllslicosr" h

que tienen los alumnos entre 11 y 16 ailos de edad en una escuela mexicana, medlanle el ‘test” que ’

Green elabord.
La traduccién al espafol del test fue hecha por Diaz Godino, el cual-me la- pr porclono :

personalmente. Diaz Godino habia aplicado el test previamente con sus alumnos. 8

No hice ninguna prueba piloto del test confiando en las pruebas piloto hechas por Green (26 en
-total) , en la experiencia personal de Diaz Godino al aplicar personalmente el test con sus alumnos y por

falla de experiencia personal en investigaciones de este tipo. :
El test se aplic6 en la escuela personalmente, en la Gltima quincena del aflo escolar Se tuvo -

acceso a los 144 alumnos, repartidos de la siguiente manera:

18 alumnos en 59 de primaria, (todos los alumnos de 11aflos de 5° de primaria de ia escuela)

19 alumnos en 69 de primaria, (todos los alumnos de 8° de primaria de la escuela)

35 alumnos en 19 de secundaria, (lodos los alumnos de 1° de secundaria de la escuela)

27 alumnos en 2° de secundaria, (lodos los alumnos de 2° de secundaria de la escuela)

29 alumnos en 39 de secundaria, (todos los all de 3°de daria de la escuela)

16 alumnos en el curso especial, {todos los alumnos de uno de los 3 salones de curso especial)

de tal forma que fueron:

23 alumnos de 11 aflos.

16 alumnos de 12 aflos.

37 alumnos de 13 ailos.

23 alumnos de 14 afios.

32 alumnos de 15 afos.

11 alumnos de 18 afios.

2 alumnos de 17 aitos

de los cuales tenemos:

67 mujeres.

77 hombres. ’

por lo que practicamente contamos con la poblacién total de esta escueln y nuestro lrabsjo seré

descriptivo. vl -

La aplicacién del test duré una hora, el mismo tiempo otorgado por Green y por Dlaz Godlno.' .
tiempo fue suficlente para que los alumnos lo contestaran, T

Antes de que los alumnos respondieran al test, se dio una breve Inlroducclén expllcando el
objetivo del trabajo. :

El trabajo de lectura fue individual, ain para los niflos pequefios, pues todos los: alumnos
declararon entender bien las preguntas.

Los datos obtenidos se procesaron en Lotus al igual que las tablas de porcentajes y las gréficas.
El andlisis estadistico se hizo en mediante el paquete estadistico Statgraf.

3.2 Test

Green desarrollé el test en base a un examen de las diversas investigaciones hechas sobre el
tema, y en base al estudio hecho del contenido de los libros de texto. Ademas tomé las preguntas méas
significativas hechas por Plaget, Fischbein y Kahneman, y puso los preguntas mds lipicas de un curso
de probabilidad.

El test contiene 28 preguntas con 53 variables, que abarcan temas probabllisticos, comprenslon
de términos y combinatoria.
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Green uso el !ormala de opcién mulllple para aconar el llempo de duracldn de) lest y facllllar las .
respueslas de los alumnos, que muchas veces no dominan ja redaccién de resp eslas nl conocen los

términos probabiiisticos.

A continuacién damos las pregumas del lest y Ias razones de Green para la incluslén de cada
unade ellas. : o .

Pregunta 1: Tk
- Una ficha redonda es roja por una cara y verde por la otra. Se sosﬁene con la cara roja hacia amba y'
se lanza al aire y después cae al suelo. ¢ Qué cara tiene mas poslbllldades de salh’l 0 z,plensas que no . .
hay ninguna diferencia entre las dos? . : . Lt
Sefala la respuesta correcta: .
(A) La cara roja tiene mas posibllidades
(B) La cara verde tiene mas poslbl)ldades : -
(C) No hay ninguna diferencia T
(D) No lo s¢ T

El propésito de este item es empezar el test con una pregunta senclila de ia siuacin pr abllistica mas’
simple, e} lanzamiento de una moneda. La razén por la cual no se planteo la pregunta en rofma
tradiclonal fue precisamente para evitar la respuesta de fibro * no hay dlrere f :

Pragunta 2: 2 = :
- Una clase de mateméticas tiene 13 niftos y 16 nifas. Cada nombre de los altimnos se. escribe sobre un-:
trozo de papel. Todos los {rozos se ponen en un sombrer Ej pro!esor saca uno sin mlrar Seﬂala la -
frase correcta: N .
(A) Es mas probable que el nombre sea de un nlno que de

(B) Es més probable que el nombre sea de una nlﬂa que de un- .
nifio :
{C) Es igual de probable que sea un nifio que una nlﬁa

(D) No lo sé&

£l proposito de este item fue de muestrear una slluacldn slmple donde no existe slmetr(a pero donde es
suficiente para contestaria una comparacién éntre nameros P . :

Pregunta 3:

-La ngura muestra dos discos (0 ruletas) que tienen agufas que una vez glradas se detienen y apuntan a..n

un mimerg, ¢, Con qué disco es mas fécil obtener un 37
Seflala la respuesta correcta:

ROJO . AZUL
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.{A) Es més Tacil oblener un 3 en el dlsco ro}o
{B) Es més f4cil obtener un 3 en'el disco azul- Hech o
(C) Los dos discos dan la mlsma osibilidad de obtener un 3. -
(D) Nolosé -
&Por qué eliges esa respuesta?

Se necesitaba una pregunta
parecid apropiada.

Pregunta 4;
- Cuando se lanza un dado, z,qué numero o
iguales?

Respuesta:

mas diffciles de obtener? 0 gson todos

El uso comiin de dados por los nifios en los juegos de mega y en lemas'iﬁifoducionos de probabilidad
sugirié que se investigara la percepcion que tienen’ ellos” de .cual es’la probabllldad de obtener un
nimero en especifico, en este ¢aso se escogid el nimero sels

Pregunta 5: s

- Una moneda se lanza al aire cinco veces y sale CARA las clncn veces Seiflala la rrase que consideres

cofrecta:
(A) La préxima vez es mas probabie que otra vez salga CARA
(B) La préxima vez es més probable que salga CRUZ e
(C) La préxima vez es igual de probable que salga CARA o CRUZ
(D) No lo sé

Este item es para muestrear el conocimiento del al sobré el co -frgecuénciai.

Pregunta 6:
{(a)- En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ﬂcha blanca En la caja
negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo). : :
Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premlo sin mi
para hacer la extraccion? gl

se ha’ melld‘ 2 ﬂchas

dentro de la ca]a ),cuél eleglrlas j :

80 8Ce
A B
(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha

negra
(B) La caja B da mayores posibilidades de obtener una ficha
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. negra 4 -
“(C) Las dos ca;as dan la mlsma posmmdad
(D) No fosé - .

Porqué?_-

(b).-Otras dqs% cia]a:s ytrlenén en su Interor algunas fichas negras y algunas fichas blancas.

Caja C 5 dedras y 2 blancas

Caja D: 5 negrasy 3 blancas

(QuécajalaCola D) da mss ‘poslb(lldades de sacar una ficha negra? O por el contrario, (dan ias dos
la misma posfbmdad? L .

(AyCaja C

(B)CajaD - .

(C) La misma poslbmdad
(D) No lo sé

Por qué?.

(c).- Otras dos cajas distintas tienen fichas negras y blancas:

O 0 .OO .OO.

g F
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Caja E: 2 negras y 2 blancas " .
Caja F 4 negras v4 blam:as

¢Qué caja da mejor posibmdad de ob(ener uns ﬂcha negra?
. (M) Caja E s
(@) cajaF .
(C)La misma pos(blﬁdad
(D) No lo sé Cal

Por qué?____

(d).- Otras dos cajas distintas ﬁene_n fichas negras y biancas:

“CajaG: 12 negrasy 4 blancas
Qala H: 20 negrasy 10 blancas

¢ Qué caja da mejor posibilidad de sacar una ficha negra?
- (A) La misma posibllidact
- (B) Caja G
€ Caja H
~(D)Nolose

Par'qué?

(e).- Otras dos cajas distintas de las anteriores tlenen fichas nébras'j blahcas. =

Caja J: 3 negrasy 1 blanca.
Caja K: 8 negras y 2 blancas.

¢ Qué caja da mejor posibllidad de obtener una ficha negra?
(A) La misma posibilidad
(B)Cajad i 7
{C)Caja K. -
(D)Nofosé:. .

Por qué?,

Este item lnvglqc'raif'a' cotjlpé "'clén‘de probapillqéﬂegbasé&o ene "
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Pregunta 7:
(a).- Lee las siguientes cinco frases:

1) No puede ocurrir.

2) No ocurre muy a menudo.
3) Ocurre con frecuencia.

4) Ocurre casi siempre.

5) Siempre ocurre,

Para las preguntas siguientes debes poner un nitmero en cada uno de los cuatro recuadros. Puedes usar
el mismo ntimero mas de una vez si {o deseas.

(A) Cuél de las frases anteriores significa lo mismo que *Muy probable"?
(B) Cuél de las frases anteriores significa lo mismo que "Improbable”?
(C) Cuél de las frases anteriores significa lo mismo que "Probable™?

(D) Cuél de las frases anteriores significa lo mismo que "Poco probabie"?

(b).- Escribe una palabra o una frase que signifique lo mismo que lo siguiente:
(A) imposible,

(B) Posible

{C) lgual posibitidad,

(D) Poca pasibilidad

(E) Muy probable,

Desde ias entrevislas y encuestas piloto se detecto que habla pmbiemis eh"'e'l rﬁéﬁéjo de lo§ iérmlnos K
probabilistico, (la habllidad verbal). Para tener constancla de ello se introdujeron vados llems
relacionados con este aspecto. .

Pregunta 8: "
- En un experimento se lanzan al aire 12 monedas juntas y caen sobre la mesa. Si el experimenlo se
repite muchas veces, ¢cudles de los sigulentes resultados ocurren mas a menudo? "

(A) 2 caras y 10 cruces

(B) 5 caras y 7 cruces

{C) 6 caras y 6 cruces

{D) 7 caras y 5 cruces

{E) Todas tienen la misma poslbllidad

Este item fue puesto para examinar la incidencia de "representativ : sC a Qgr‘l,{a‘hne'man.

Pregunta 9: Ll ¥ . :

-Maria y Esteban juegan a los dados. Marla gana 1 peso si el dado sale 2 o 3 04050 6 SI resulla un 1 ;-

Esteban gana una cierta cantidad de dlnero g,cuanlo debe ganar Esteban cuando le sale el1 para que,

el juego sea justo o equitativo? B :
Respuesta:, pescs

Este item evalda el conceplo de esperanza mateméllca
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regunta 10:° o 3 :
-Una moneda de 2 pesos y olra de 10 pesos se lanzan Junlas al ‘aire. En la tabla de abajo se ha anotado

uno de los resultados posibles: cara en ja moneda de 2 pesos y cruz en 1a de 10 pesos. Se ha indicado
con una C para cara y X para cmz Completa {atabia con todos los resul(ados pasibles. ;

3 s |70 PES05.

La ocurrencla comun de problemas con monedas en el esf 3 Idvad"otlxilgé’la .
inclusién de este ftem. R B

Pregunta 11:
- Ei teJado de una casa tiene 16 secciones cuadradas. COm(enza a granlz r. pri plo solo caen unos

pocos granizos, después aumenta la granizada. En los siguientes dibujos se represen(an tres. con]untos :

de dos posibles formas en las cuales podria haber cafdo los granizos. El primer dibujo de cada gmpo, A

B, C muestra una forma de distribuirse os 4 primeros granizos; el segundo 16 granlzos

! CONJUNTO A
» ajnfaln
- afm " "
- LALRED L
» afs Jola
CONJUNTO B
- ' 2 .
- L - . L
. WA
~ &1l




CONJUNTO C©

Pregunta: ¢Cuél de los modelos anteriores esperarias tu ver como mas realista a medlda que el granizo

cae?
Conjunto A:
Conjunto B:
Conjunto C:
Conjuntos By C:
Cada tipo de modelo es igualmente probable:

Un conceplo importante en probabilidad es el de fendmena aleatorio. Piagot consldero la cafda de gotas'
de lluvia para investigar la comprensidn del concepto de aleatorio en los niftos, Esta es la:razén de"

incluic este jtem.

Pragunta 12: Co
- Esta pregunla se refiere también a la caida de los granizos sobre un tejado. También se dibujan tres
posibles modelos en tres : los 4 primeros grani después 18 granizos y por dltimo
64.
CONJUNTO A
. . L] R L L )
n L ] wuja wig s L]
- ti1. 22l ds)
- N o O 5 8 e
- L]
afe R
CONJUNTO B
. — .
.
] o ICH
2 fe
. P "
L »
\d L)
.

CONJUNTO o]
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Pregunta: ¢Cudl de los modelos anteriores esperarfas tu ver como més realista a medida que el granizo
cae?

Conjunto A:

Conjunto B:

Conjunto C:

Conjuntos By C:

Cada tipo de modelo es igualmente probable:

La razén para este {tem es la misma que para la pregunta anterior, )

Pregunta 13:
- Escribe una frase que comience; e
"Es muy probable que el Rey. - °, usando tus propias pal

para 'ac‘aba'ﬂa. i

Es muy probable que el Rey,

Pregunta 14:
- Escribe una frase que comience;
"Es Improbable que el Rey...........", usando f

Es Improbable que el Rey

Pregunta 15;
- Escribe una frase que termine:
", es algo que d

. €8 algo que sucede al azar,

Pregunta 16; G

- Para las siguientes frases sefiala todas Ias que plenses que, slgnl exactamente o mismo.que
“tiene un cincuenta por ciento de posibilidades de ocurrir®,” " g SR :
(A) Puede ocwir o no.

(B) Tiene tantas posibilidades de éxito como de fracaso. -

(C) Sucederé 50 veces de cada 50.

(D) Puede suceder algunas veces.

(E) Tiene Igual posibilidad de ocurrir que de no ocurrir.

(F) Es muy improbable que suceda.

A partir de las pruebas piloto Green sinti6 la necesidad de Investlﬁar la cdmprenslén dve los términos

probabilistico por parte de ios alumnos. Esta es la razén por fa cual incluyo las slgulenles pregunlas 13,
14,15,y 16.
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Pregunta 17:
- Dos pirinolas de seis lados est4n marcados con unos y doses, como se indica en el diagrama:

AMARILLO ROJO
¢ Qué pirinola te da mejor oportunidad de obtener un 2 cuan'dé se Ianza?‘o, ¢dan la misma posibilidad?

{A) La amarilla es mejor para obtener un 2.
(B) La roja es mejor para obtener un 2.

(C) Ambas pirinolas dan la misma posibilidad.
(D) No lo sé. s 5 .

Por qué?,

Una buena indicacién de cuando un alumno ha desarrollado una aprecl : ‘esta dada por el
item anterior. R LA

Pregunta 18:
-En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan Se sacan tres bolas
fuera resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacién sacamos ctra bola s!n echar las anlerlores (,De qué
color es mas probable que sea? N 3

(A) El rojo tlene mayor probabilidad.

(B) El azul tiene mayor probabilidad.

(C) El verde tiene mayor probabilidad.

(D)Todos los calores tienen la misma probabilidad.
(E) No lo sé.

Por qué?

Este item investiga la comprensi6n de la probabilidad condicional y del espacio muéstral,’

Pregunta 19:
-Dos discos, uno naranja y otro cafe, estdn marcados con nimeros,

(D w
‘e >

CAFE NARANJA
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Cada disco tlene una aguja que gira. Si se qu(ere obtener un 1, ¢es uno de los duscos me]or que el otro,
0 ambos dan ta misma posibitidad 7 - - » .

(A) El café es mejor para sacar un 1 i
(B) El naranja es mejor para sacar un 1
(C) Ambos discos dan la misma posibinda
(D) No se puede decir

Por qué?

Es posible que los aimnos hayan contestado comectame - "3y 17, concer
rulelas, sin entender reaimente el significado de area relallva que es Io que delermlna en forma correda

las probabiiidades.

Pregunta 20:
- El profesor pidi6 a Clara y a lLuisa que lanzaran cada una. una moneda muchas veces, y que

apuntaran cada vez sl saila cara o cruz, Por cada "cara” se ha apunledo un1, y por cada 'cruz” un 0.
Aqui estan los dos grupos de resultados:

Clara: 01011001100101011011010001110001 101101010110010001
01010011100110101100101100101100100101110110011011 -
01010010110010101100010011010110011101110101100011

Luisa: 10011101111010011100100111001000111011111101010101 - -
11100000010001010010000010001100010100000000011001
00000001111100001101010010010041111101001100011000

Una de las chicas lanzé 1a moneda correctamente; pero 1a olra hizo trampa y to fingié.

(A) Qué nifla ha hecho pa? Respuesta:
. (B) Coémo lo sabes? - Respuesta:,

qvestiga'"éi ‘conocimlento estacéstico del
alumno. R e )

Pregunta 21: '

',lza‘sa,_

Seilala {a frase que mejor describa donde esperas tu que vayan las bolas
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(A) Por cada canal pasaré aproxlmadamenle ei mismo numero de
bolas . " 5

8) Por1 ye pasarén mas bolas L

(C) Por 3, 4,5 y 6 pasarén més bolas

- (D) Por1; 3,5y 7 pasardn mé4s bolas

" (E) Ninguna de éslas

(b)- Anora haz fo mls{r{o'bafa"‘ésle' !

123 A

(A) Por cada canal pasaré aproximadamente el mtsmo numero de
bolas :
{B) Por 1 y 2 pasarén mas

(C) Por 3 y 4 pasaran mas

(D) Por 1 y 4 pasardn mas

(E) Ninguna de éstas

(c)- Ahora haz lo mismo péra este conjunto de canales:

4

(A) Por cada canal pasaré aproximad te el mismo ni de
bolas RO R

{B) Por 2 pasarin mas bolas
(C) Por 3 pasarén méas bolas : :
{0} Por 1y 2 pasarén muchas bolas y por 3 pocas
(E) Ninguna de éstas

{d)-Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales:
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(A) Por cada canal pasara a proxlmadamenle el mismo ntimero de
bolas -

(B) Por 2 pasaran aproximadamente el doble de bolas que por
103

(C) Aproximadamente la mitad pasaréan por 1 y 1a mitad por 3

(D) Unas pocas pasaran por 1, casi todas por 2 y unas pocas
ra
(E) Ninguna de éstas

Este ltem fue incluido dado que esle fipo de preguntas y de configuracion, fueran utilizadas por Piaget y
por Fischbein en sus trabajos. Se muestrea aqui la comprensién del alumno de la establlldad de la ;
frecuencia. . L

Pregunta 22: ’
- Un robot es colocado ante un iaberinto que empieza a explorar. En cada cruce el robot Hene tantas
probabilidades de irse por un camino como por otro (pero nunca vuelve por el camino que vino). Hay 8
trampas al final de los 8 caminos (ver el dibujo). (¢En que lrampa o trampas tiene el robot més
probabilidades de acabar?, ¢o todas las trampas son igualmente probables?

Respuesta;

Este item trata de examinar la habllldad o el conocimlento de los alumnos para Ieer diagramas 'de 4rbol,
y examinar el concepto de multipticacién de probabilidades. : :

Pregunta 23: ) :

- El profesor vacfa sobre la mesa un paquete de 100 chinches. Algunas caen co a puma para arrle'

y ofras caen hacla abajo . : S
El resultado fue: ARRIBA = 68 ; ABAJO = 32

Después el profesor pidié a una nifia que repitiera el experimento.
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De la lista siguiente, elige el resultado que {u ci'éé's obtendré la nlhéi

(A) ARRIBA = 36 ; ABAJO = 64
(B8) ARRIBA = 63 ; ABAJO = 37
(C) ARRIBA = 51 ; ABAJO = 49
(D) ARRIBA = 84 ; ABAJO = 18
(E) Todos los resultados tienen la misma probabilidad

Un item probabilistico donde no existiera un modelo sino que solo ia expenencla empinca se pudfera‘
utiizar para estimar la probabilidad se considero importante de introduclir. ;

Pregunta 24;
- ¢Cudl de los dos siguientes resultados es més probable?

(1) Obtener 7 0 més varones de los 10 primeros bebés nacidos
en un nuevo hospital.,

(2) Obtener 70 o méas nifios de les 109 primeros bebés nacidos
en un nuevo hospital.

(A) Son Igualmente probables

(B) 7 o mas de 10 es més probable
(C) 70 o més de 100 es més probable
(D) No se puede decir

En estadistica la estabilidad de frecuencia es fundamental para la teoria y debe ser un concepto que
debe conocer el alumno. Este item se basa en e! trabajo de Kahneman sobre representatividad.

Pregunta 25:

- Una bolsa contiene en su interior algunas bolas blancas y algunas bolas negras. Un nifio extrae una
bola, anota su color y la vuelve & introducir. A continuacién remueve las bolas para que s mezclen
blen, El chico repite esta operacién 4 veces y siempre obtiene una bola negra. E

A continuacién extrae una quinta bola. ¢ De que color plensas que serd con mas probabllidad"?;

(A) La negra es més probable de nuevo
(B) La negra y la blanca son igualmente probables
(C) La blanca es més probable esta vez

Este ltem muestrea si el alumno tiene conocimiento sobre inferencia a partir de una muestra. ..

Pregunta 26:
- Tres chicos son enviados al director por alborotar. Para esperar su castigo, tienen que alinearse en fi la .
ante la puerta del despacho del director. |Ninguno quiere ser el primero, desde luego!

k& &
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(a) Supengamos que fos nifios se laman Andrés, Benllo y Cados (los nolaremos A B y C) Queremos
escribir abajo todos los postbles drdenes ea que podrian allnsarse

Por ejemplo: para el orden A en primero, B en segundo y G er) ,iercera "esc'rirbirem'os ABC

Respuesta: ABC/......... ovriease Y USRS Y N T SVTURION RUOO N Losvonseidnsriiiladvrnens 3 SN R Jovorern

Anota ahora las demas formas diferentes de ordenarse.

{b) ¢ Cuéntas formas diferentes hay en lotal? Respuesta,

Ahora haz el resto de la pregunta:

() Si cualro nifios (A, B, C, D) tienen que alinearse, LCuénlas formas diferentes hay?
Respuesta

d) Y si hay cinco niflos, (Cubntas maneras hay? (No Intentes escribidas todasl)

Respuesta,

Por itimo, era imprescindible una pregunta sobre andlisis binatorio (per i ). Por razones
de tiempo y dado que son faboriosos los clculos sdlo se puso este ltem.

3.3 Resultados de la aplicacin del test

Los resulfados en esta primera etapa se analizaron en base al aflo escolar, y para hacer mas facit las -
comparaciones se dieron en porcentajes. La base de dalos y las tablas se procesaron’en LOTUS. ...

1.- Una ficha redonda es roja por ura cara y verde por Ia otra, Se sostiene con la cara roja hacla afriba y
se lanza al aire y después cae al suelo. ,Qué cara tiene mas poslbilidades de salir?',0 (,plensas que no
hay ninguna diferencia entre las dos? B : o
Seliata la respuesta correcta:
{A) La cara roja tiene més posibilidades 3 (_______)
(8) La cara verde tiene més posibilidades sy
{C) No hay ninguna diferencia )
(D) No lo sé o)

Camo se menciond anteriormente, esta pregunta correspohde @ una suuaélbhf pmbabyl('['sﬂca :
simple: “la probabiildad de que salga cara o cruz, en el lanzamiento de una moneda no caruade s lgualv

a 0.5" :
Para no plantear la pregunta en forma tradicional, se redacto haclendo éntasls en la poslcidn lniclai de la =

moneda al lanzaria.

Los resultados fueron los sigulentes:

preg 1

ANO ESCOLAR A B
PRIMARIA S0 16,87 27,78
PRIMARIA 80 15.79 [ 21.05«
SECUNDARIA 10 8.57 17,14
SECUNDARIA 20 14.81 7.41
SECUNDARIA 30 17.24 0.00 -
CURSO ESPECIAL 18.75 8.25
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En los afos quinto y sexto de primara, el porcentaje de respuesta correclas es
aproximadamente del 50%. Este porcentaje aumenta hasta el 80% en los Gltimos afios. Cabria esperar
que este porcentaje fuera més alto después de 8 aftos de estudios.

Esta pregunta corresponde a la situacién probabilfstica con la cual casl siempre se inicia un
curso de probabilidad, desde los primeros ailos. Vemos que existe un porcentaje de alumnos, 20%, que
cree que la posicién inicial influye en el resultade, lo que implica que el concepto de equiprobabilidad no
esta plenamente asimilado, o se percibe una creencia endnea sobre el lanzamiento de la moneda.

2.- Una clase de mateméticas tiene 13 nifios y 18 niftas. Cada nombre de los alumnos se escribe sobre
un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un sombrero, El profesor saca uno sin mirar. Sedlala la

frase correcta:
(A) Es més probable que el nombre sea de un nifio que de una
nifia

(8) Es més probable que el nombre sea de una nifia que de un nifio [4 )
{C) Es lgual de probable que sea un nifio que una nifia ( )

(D) No lo sé —2
Como lo menciona Green, este item se reflere a una situacién probabilistica simple, donde no

existe simetria. Este problema se toca frecuenlemente en los cursos de probabilidad, pedriamos decir
que es una siuacién comdn para los alumnos. Esta pregunta est4 planteada en forma tradicional.

Los ltados son los siguient

preg 2

ANO ESCOLAR A B C D
PRIMARIA 50 0.00 83.33 | 16.67 0.00
PRIMARIA 60 5.26 84.21 10,53 0.00
SECUNDARIA 1o 2.86 65.71 | 28.57 2.86
SECUNDARIA Zo 11.11 81.48 741 0.00
SECUNDARIA 30 6.80 82.76 | 10.34 0.09
CURSO ESPECIAL 6.25 87.50 8.25 0.00

El porcentaje de respuestas corectas es mayor que en la pregunta anterior, desde los primeros
afios, 80%. Este po se casi ¢ pto en primero de secundaria, ¢por qué ?),
es decir que no hay mejoria significativa con la edad. No se alcanz6 un 100% de respuestas comrectas
en el dltimo afio escolar como podria esperarse.

Los alurmnos optan en mayor porcentaje por fa opcién C (es igual de probable), es decir, que no
toman en cuenta que hay més nifias que niflos. Aqul podria deberse a dos razones:
- porque conslderan que la diferencla de tres nifios es minima.
- porque interpretan en forma diferente el enunciado, “es igual de probable que sea una nifia que un
nifio”, serla igual para el alumno que “puede salir tanto un niio como una nifia®. Este resultado es
mencionado por Green en su tesis.
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3.-La ﬂgura muestra dos dlscos (o ru(elas) que ﬁenen agulas que una vez
a un nimero. ¢ Con qué disco es mas facit obtener un 37 .

Sedlala la respuesta correcta:

ROJO

A1
N

- AZUL

(A) Es mds facil obtener un 3 en el disco rojo
{B) Es mas facit obtener un 3 en el disco azul

(C) Los dos discos dan la misma posibilidad de obtener un 3 '

{D) No lo sé

SPorqué ellges esa

o

il

(2

Los resultados fueron los siguientes;

preg 3
ANO ESCOLAR A 8 C D
PRIMARIA So 22.22 72.22 5.58 0.00
PRIMARIA 60 10.583 73.68 15.79 0.00
SECUNDARIA 10 571 71.14 17.14 0.00
ECUNDARIA 20 0.00 100.00 0.00 0.00
SECUNDARIA 30 3.45 93.10 345 0.00
CURSO ESPECIAL 0.00 100.00 0.00 0.00

Es sorprendente que este item resultara m4s facll. que los anteriores (72% a 100%). Esto puede

atribuirse a la representacion grafica de la situacion probabitistica.

Hay un incremento de facilidad con ia edad ,

secundaria se da un brinco, se pasa del 77% al 100%.

4.- Cuando se lanza un dado, ¢qué nimero o nitmeros son mas dificlles de obtener? o ¢son todos

iguales?

P

En cualquier curso de probabifidad, los problemas donde se lahza un'dado son 1recuenfé5,
ademas que el uso de éstos en los juegos de mesa es comun para los alumnos De ah( el interés de:

incluir este nem en la prueba como 1o menciona Green,
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Como en el caso de la preguma 1.5l el 0so de monedas y dados es lan comun en snuaclones
probabilisticas, se esperaria que un:alto: porcentaje de;los’alumnos’ contestara’ correclamenle Cabe
mencionar que la pregunta esté redactada’sin, poner; énfasis en: nlnguna situacién en: panlcular que
puediera distraer al alumno como en la pnmera pregunt : :

Los Itados fueron [os sig

preg 4 o
ANO ESCOLAR i 7
PRIMARIA 50 5.00 0.00
PRIMARIA 60 8.70 0.00
SECUNDARIA 10 5.71 0.00
SECUNDARIA 20 3.70 0.00
SECUNDARIA 30 0.00 0.00
CURSO 0.00 0.00
ESPECIAL

En los primeros afios, solo el 50% de los alumnos plensa que lodos los numeros tlenen la mlsma
probabilidad de salir. Este porcentaje aumenta al 98% en temero de secundaria, pero dlsmlnuye sl 70%
en el curso especial (¢ por qué?). )

En todos los afios el porcentaje de alumnos que plensan que el numero 6 ‘es el numero més
dificil de obtener, es igual o mayor que los otros porcentajes. Esto es atro ejemplo de’ una creencia B
6 arralgada que persiste aun después de recibir instruccion. . EE

§.- Una moneda se lanza al aire cinco veces y sale CARA las cinco veces. Sefiala la frase que
consideres comecta:
{A) La préxima vez es mas probable que otra vez salga CARA  ( )
(B) La proxima vez es mas probable que salga CRUZ ( )
(C) La préxima vez es igual de probable que salga
CARA 0 CRUZ { )
(D) No lo sé { )

Esta pregunta trata sobre un fendmeno frecuencial y esta incluida para muestrear la tendencia
de los alumnos a lo que se llama "falacia del jugador o positive/negative recency”. Si la ocurrencia de un
evenio se ha dado repatidas veces, el sujeto o alumno tlende a pensar que la préxima vez debe de
ocurrir lo contrario, En este caso el alumno optaria por la opcién B. Si el alumno plensa que la moneda
estd "cargada” (positive recency), entonces optarfa por la opcién A.

El alumno debe optar por la opcién C, es decir, comprender que la historia pasada no se toma en
cuenta.
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Los resultados fueron los siguientes:

preg §
ANO ESCOLAR A SB[ €
PRIMARIA So 11.11 1111 77781
PRIMARIA 60 26.32 21,05 (=52.63
SECUNDARIA 10 11.43 1143|7429 -
SECUNDARIA 20 3,70 111118148
SECUNDARIA 30 3.45 6.90.:|:-86.21~
CURSO ESPECIAL 18.75 0.00 - - “81.25 :

cualquiera de los dos antes r

La comparacién entre el nimero de bolas para decidir cudl bolsa o urna escoger es el
procedimiento utilizado por los investigadores para comprobar si el alumno tiene un cierto dominio de la
probabilidad.

En los siguientes cinco Incisos de la pregunta sigulente, las estrateglas usadas por los alumnos
para escogar entre las umas son las sigulentes:
E1- Escoger aquella uma que contenga el mayor nimero de bolas negras (estrategia de supericridad de
bolas negras).
E2-Escoger la uma que contlene el menor nimero de bolas blancas ( estrategla de inferioridad de bolas
blancas).
E3-Escoger la uma con més bolas (estrategia de complejidad).
E4-Escoger la urna con menos bolas (estrategia de simplicidad).
ES-Escoger la uma con una diferencia mayor entre bolas blancas y negras (estrategia de diferencia
dentro de fa urna).
E8-Comparar el nimero de bolas blancas y bolas negras de las dos umas y escoger aquelia con mas
diferencia (diferencia entre urnas).
E7-Calcular la razén blancas a negras (o negras a blancas) y escoger la uma con razén mas grande
(razén en las urnas).
E8-Comparar el coclente negras uma 1 entre negras uma 2 y blancas uma 1 entre blancas urna 2 y
escoger la uma con superévit de negras o con deficit de negras (razén entre umas).
E8-Escoger la urna con un arreglo de bolas mas favorable (posicional).

8(a).- En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se han melldo 2 fichas‘
negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo).

Si tlenes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la caja ¢cuél eleglriés o
para hacer la extraccién? :
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e 90e

A B

(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha negra [ I
(B) La caja B da mayores posibilldades de obtener una ficha negra ( )
(C) Las dos cajas dan la misma posibilidad ) -
(D) No o sé [ ]

Por qué?,

Losr 1os fueron los sigul

preg 8a g

ANO ESCOLAR A B [¢] D

PRIMARIA So 83.33 11.11 5.56 0.00

PRIMARIA 80 100.00 0.00 0.00 0.00 -

SECUNDARIA 10 94.29 2.88 286 0.00

SECUNDARIA 20 88.89 0.00 1111 0.00

SECUNDARIA 30 89.68 3.45 6.90 0.00

CURSO ESPECIAL 93.75 0.00 6.25 0.00

Los porcentajes de respuesta correctas son altos (83% a 93%). es de notar que se obllene un |
100% de respuestas correctas en sexto. o

La eslrategia m4s utilizada fue la comparacion de bolas negras, se escoglé la uma con el mayor
ndmero de bolas negras {la estrategia es E1 antes citada).

6(b).-Otras dos cajas tienen en su interior algunas fichas negras y algunas fichas blancas.

Caja C:'§ nedras y2 blancas

Caja D: 5 negras y 3 l;igncas
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lQuéegjalaCo a D) da més poslbllldades de sacar una ﬂcha negra? o por el conlrano (,dan las dos :
la misma poslbllldad? 8 L RO i . : )

(A)CajaC = . (__J
(B) CajaD. : B S
(C) La misma poslbllldad o
(D) No lo sé R SN
Por qué? : i
Los resultados fueron los sigientes:
preg 6b ) - . -
ANO ESCOLAR A B8 [+] D
PRIMARIA 50 55.56 0.00 44.44 - 0.00
PRIMARIA 60 47.37 10.53 42.11 0.00
SECUNDARIA 10 48.57 22.88 28.57 0.00
SECUNDARIA 20 62.96 3.70 33.33 0.00
SECUNDARIA 30 8§2.76 6.60 8.90 3.45
CURSO ESPECIAL 93.75 8.25 0.00 0.00

Los porcentajes de repuestas corectas bajaron en todos los afios con respecto a la pregunta
anterior ( a la mitad en sexto) excepto en el curso espacial. Esto es porque la estrategia ulilizada
anteriormente (E1) falla y lleva a la opcion C (con una afto porcentaje), y porque el niimero de bolas es
mayor en las dos umas y el examen visual ya no es tan facil.

En esta pregunta se hace patente el uso de la estrategla poslclonsl (EQ) que lleva a escoger ia
opcién B

6(c).~ Otras dos cajas distintas tienen fichas negras y blancas:

E F

®0 @O0 oooo.ooo

Caja E: 2 negrasy 2 blancas
Caja F: 4 negrasy 4 blancas



4 Qué caja da mejor posibilidad de obtener una fcha negra?
(A) CajaE :
(B)CajaF
(C) La misma poslb(udad
(D) Nofo sé .

Por qué?

Los resultados fueron tos slgulen(és: .

preg 6c

ANO ESCOLAR A B 4] D
PRIMARIA So 16.67 27.78 50.00 5.568
PRIMARIA 60 15.78 21.05 57.88 5.28
SECUNDARIA 10 22.88 14.29 62.86 0.00
SECUNDARIA 20 11.11 22,22 69.67 0.00
SECUNDARIA 30 10.34 8.90 82.76 0.00
CURSO ESPECIAL 825 0.00 93.75 0.00

Los porcentajes de respuestas coectas son més bajos que en Ja primera pregunta y simitares a
{a pregunta anterior. Las estrategias mas comunes, usadas anterormente, aqui failan. La estrategia de
superioridad (E1) y de complejidad (E3) ltevan a la opcién B, las estrateglas de inferiorldad (E2) y de
simplicidad (E4) llevan a la opcién A, ambas incorvectas.

El porcentaje de respuestas correctas es mayor con et afio escolar.

8(d).- Otras dos cajas distintas tienen fichas negras y blancas:

Caja G: 12 negras y 4 blancas
Caja H: 20 negrasy 10 blancas

2Qué caja da mejor posibitidad de sacar uns ficha negra?
.- (A) La misma posibilidad 3
{(B)CajaG ..
~(C)CajaH:
(D) No o sé

;t[[[

Por qué?. '

Los resultados fueron los sig




preg 6d

ANO ESCOLAR A B c D

PRIMARIA So 16.67 33.33 50.00 0.00
PRIMARIA 60 0.00 68.42 28.32 5.28
SECUNDARIA 10 17.14 48.57 34,28 0.00
SECUNDARIA 20 741 55.56 33.33 3.70
SECUNDARIA 30 13.79 58.62 27.59 0.00
CURSO ESPECIAL 12.50 81.25 8.25 0.00

Este item es mas dificil que los otros, los porcentajes bajan y no se obtiene el 83% enterior en el
curso especial. Esto se debe a que ya no se cuenta con la representacién visual, ya no se puede usar la
gia posicional. Las teglas E1( lleva a la opcibn C), y las estrategias ES, E6 tampoco llevan a

1a opcién correcta, Do

6(e).- Otras dos cajas distintas de las anteriores tienen ﬁdhgs'hegras y blancas.

Caja J: 3 negrasy 1 blanca.
Caja K: 6 negras y 2 blancas.

g,Qué caja da mefor posibilidad de obtener una ficha neqra? -

- {A) La misma posibllidad
. (B).Cajay -
(C) CajaK
(D)No lo'sé.
Por qué?
Los resultados fueron los siglentes: !
' preg 6e . :
ANO ESCOLAR A - ‘B - C oD
| PRIMARIA S0 22,22 11.11: 81.11 . 5,58 :
PRIMARIA 60 31.58 10.53 57.89 - -1.:-0,00]
_SECUNDARIA 10 22.88 2286 | 54.29 .+ 0.00
SECUNDARIA 20 44.44 14.81 -1 4074 |- 0,00 -
SECUNDARIA 30 51.72 8901137937 |::::3.45:
CURSO ESPECIAL 56.25 12,50 ] 31255 |2 0,00 =

Esta fue la pregunta més dmc&l_y‘lo's pdrcgntajes Sorp significativamente més bajos (22% a 56%).
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“Las esiraleglas més usadas son la de superlondad (E1)‘ la es(rateg)a de comple)idad (ea), y la

estralegna de razén enlre las umas (E7)

Es daro 18 debmdad del maneja del concepio de probabmdad q cocSenle entre numero de casos

favorables emre casos lolales) en todos los aﬁos :

7(a).~ Lee las slgulen(es cinco rrases

: 1) No puede ocumr

. 2) No ocurre muy a menudo.

-.3) Ocurre can frecuencia.
* 4) Ocurre casi slempre.

- 5) Stempre ocurre

Para las pregu 1as Sugulentes debes poner un ndmero en cada uno de los cuatro recuadros. Puedes usar

el mismo numem

(A) cuél de las fra

de una vez sl fo deseas.

nteﬁores significa lo mismo que "Muy probable”?

[

E (B) CUéI de las frases antariores slgnmca lo mismo que “Improbabte*?

(D) Cusi dé fa:

Esta pregunta intenta

¢ Qué entienden fos alumnos por "Muy probable™?.

teriores Ignmca fo mismo que "Probable™?

[

[

s
-2

o mismo que "Poco probable

[

as e la habilidad vesbal de los alumnos.

preg 7a (muy prabable)

ANO ESCOLAR 1e
PRIMARIA S0 558
PRIMARIA 8o 0.00
SECUNDARIA 10 2.94
SECUNDARIA 20 0.00
SECUNDARIA 30 0.00
CURSO ESPECIAL 0.00

Este término es bien entendido por ‘fos alumnos, lenemos desde un 35% hasta un 75%,'
considerando solamente la opci6n 4 como con‘ecla si conslderamos como correcta !amblén Ia opclbn 3,
este porcentaje sube de un 59% a un 93%. : ; T »
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Pero tenemos un porcenlaje slgnlﬁcalivo de alumnos que confunden muy probable con slempre
ocurre (6% hasta 27%). y ‘ : .

¢ Qué entienden los alumnos por-"Impr

preg 7a (improbable)

ANO ESCOLAR 1

PRIMARIA 50 83.33
PRIMARIA 60 85.00
SECUNDARIA 10 85.29
SECUNDARIA 20 85.18
SECUNDARIA 30 98.55
CURSO ESPECIAL 100.00

El porcentaje de alumnos que escogen la opcldn
llega a ser del 0% en ios itimos dos afios).

Los alumnes escogen como opcidn correcta, "No puede ocun-lr" aslo en un amslmo porcenla]e
(del 80% al 100%). La confusién de términos es Innegable s B L

£ Qué entienden los alumnos por "Probable*?

preg 7a (probabie) R R
ANO ESCOLAR 1 2 I R B T
PRIMARIA 50 0.00 15.79 42.11 21,05 [~21.05
PRIMARIA 80 0.00 5.00 40,00 |+ 25,00 ' 30.00
SECUNDARIA 10 2.94 8.82 38.24 365,28 < | 14,71 =
SECUNDARIA 20 0.00 11.11 62.98 1111 14,81
SECUNDARIA 30 0.00 8.90 79.31. - -10.34.: 13,45 v
CURSO ESPECIAL 0.00 8.25 87.50 - s 6.25 T 0.00

Este término es bien dido consic como opel correctas la nimero 3 y 4'“

Pero tenemos que un porcentaje significativo de alumnos conslde an como sinénlmo de: .
probable, siempre ocurre. :

Qué entienden los alumnos por "Poco probable®?

preg 78 (poco probable)

[ANOC ESCOLAR 1 2 3 B S Y T
PRIMARIA 50 27.78 55.56 0.00 16.87 - | 0.00 -
PRIMARIA 60 15.00 55.00 20.00 10,00 0,00
SECUNDARIA 1o 5.88 84,71 2050 - | -8.82- | . 0.00 -
SECUNDARIA 20 14.81 81.48 | - 0.00 - | ~3.70- 0.00
SECUNDARIA 30 0.00 9310 |- 3.45° 345 |- 0.00
CURSO ESPECIAL 0.00 100.00 0.00 0.00 -~ |- 0.00
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Por los ‘porcemaje‘s encontrados este {émino se entiende mejor con ia edad (del §5% al 100%).

Lo que hrabria due hacer notar es que en los primeros afios parece haber gran confusién entre
fos términos "no puede ocumr" “ocure casl slempre y poco probable”, siendo términos de significades
muy diferentes. K : .

7(b).- Escribe una palabra o‘una rrase }que slgnﬁﬁqqe Jo mismo que lo sigulen{e:

{A) imposible

(8) Posible

(C) igual posibilidad
(D) Poca posibitidad,

(E) Muy probable,

Este {tem igual que e! anterior, sey‘cebnlrg en estudiar ta habilidad vefbal del a!umno.

Los resultados fueron fos siguientes;

preg 7b (% de resp.

COﬂ’e ctas) 5 o
O ESCOLAR A B e D E

RIMARIA 50 83.33 50.00 . 23888 -+ |---50.00 44.44
{ PRIMARIA 80 75.00 55.00 -] 8500 - 50.00 45.00
SECUNDARIA 10 91.18 58.82 41,18 81.76 $5.88
SECUNDARIA 20 88,89 70.37 40,74 88,87 51.85
SECUNDARIA 30 £9.86 7241 £8.97 62.07 €2.07
CURSO ESPECIAL 93,75 87.50 93.75 87.50 81.25

Examinando {os resultados de la tabla, podriamos decir que hay un incremento de! porcentaje
de respuestas correctas con la edad.
Términos como "imposible™ e "igual posibilidad® son blen comprendidos (94%), el porcentaje baja para
los términos "posible” o *poca posibitidad® {87%), el término con més confusién es "muy probable”,

8in embargo es dificil captar si el significado de los términos se posee realmente. Excapto para
el término imposible que no causa confusién, los términos que los alumnos usan como sinénimos de
posible, igual posibilidad, paca posibliidad y muy probable, son ambiguos. Ejempio:
(C) lgual posibilidad igual probabilidad.
{D) Poca posibilidad poco probable

8.- En un experimemo se lanzan al aire 12 monedas junlas y caen sobre !a mesa. Siet experimen(o se
repite muchas veces, Scuéles de los slgu(entes resultados ocurren més a menudo? -
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(A) 2 caras y 10 cruces

(B) 5 caras y 7 cruces

(C) 6 caras y 6 cruces

(D) 7 caras y 5 cruces :

(E) Todas tienen la misma poslblndad

[[[[[

Esta pregunta {rata con el concepto de dlstribuclén central, Fué lncluldo por Green para
examinar qué porcentaje de alumnos comele el error de "rep 3 ividad” fo por K

Los resultados fueron los sigulentes:

preg 8

ARO ESCOLAR A E
PRIMARIA 50 5.56 - - 5, 86.67
PRIMARIA 6o 0.00 1053 |++10.83 10.53 6842
SECUNDARIA 1o 5.71 0.00-. 1143 {671 77.14
SECUNDARIA 20 0.00 3.70 - I 96.30
SECUNDARIA 30 0.00 345 89.66
CURSO ESPECIAL 0.00 0.00 93.75

Los alumnos en un alto porcentaje (67% al 93%) consldera ) ue cualquler opcién de las que se

le presentan son igual de probables (E).
El porcentaje de respuestas comectas disminuye con la edad (de un 16% a un 8%). Parecerfa que los

alumnos més chicos razonan mejor.

Los alumnos parecsn confundir "todos liene’n' la: mism, poslbllldud con todos tienen alguna
posibilidad de suceder (preg 2), esto lo ] G}reen‘en su lesls‘ después de entrevistar a

algunos alumnos.

Los resultados muestran, a mi juicio, més bien un’error de camprenslén de la pregunta, o de
falta de comprensi6n del concepto de estabilidad de macuencla ‘que el error de representativldad

9.- Marfa y Esteban juegan a los dados. Marfa gana 1 pééo sl el dado sale 20 304 0 5 o 6. Si resulta un
1, Esteban gana una cierta cantidad de dinero. ¢ Cuénto debe ganar Esteban cuando le sale el 1 para
que el juego sea justo o equitalivo?

Respuesta;, pesos.

Este ftem muestrea el concepto de espacio muestral y de esperanza matematica, Es un tema
que los alumnos deben entender porque la vida social incluye muchos juegos de azar. Adamés de ser
un tema imp en la ensefl de la probabilidad a un nivel superior.

En caso de no tener el concepto anterior, este problema se puede resolver correctamente mediante un
razonamiento proporcional,
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Los resultados fueron los siguientes: - .

preg 9 J T

1 2 3 (.4 5 OMITIO | OTRA
PRIMARIA So 27.78 | 1111 0.00 ] .000. 11667 .{:.0.00 }-3333:1 1111~
PRIMARIA 6o 21.05 5.26 0.00:].7000 ] 2632 |- {31,568 ] 15.79 ;

SECUNDARIA 10 5.41 2,70 5.41 4895 -1 .-5.41:.
SECUNDARIA 20 | 2222 0.00 0.00 0.00 |- 48.15:
SECUNDARIA 30 18.18 0.00 0.00 9.03- |- 18.18
CURSO 0.00 0.00 0.00 0.00.1::87.50..
ESPECIAL i IS

Hay aflos, primero y tercero de secundaria an que los porcenla}es

muy bajos (5% y 18%).
Solo en el dlitimo afio se resolvio carrectamente el problema en un allo porcenta)

No parece que exista una tendencia de mejor respuesta con fa edad, excepto en et Ultimo afio,

10.-Una moneda de 2 pesos y otra de 10 pesos se Janzan juntas al afre. En la iébla de vabajb’sé h‘a;L-
anotado uno de fos resultados posibles: cara en la moneda de 2 pesos y cruz en la de:10 pesos. S¢ ha:
indicado con una C para cara y X para cruz, Completa la tabla can todos los resul(ados posibles L

7 PES0s |10 PESDS |

C X

£ste itern se refiere al problema de cbm’t.:'lr'\‘aibﬁn més s'lmple.'

e cfarad,

Los resuitados fueron los sig

preg 10 :
ANO ESCOLAR CORRECTO CORRECTO CON

WCORREGTO | OMITIO

REPETICIONES G
PRIVIARTA 50 141 1667 1867 5.5
PRIMARIA 60 3000 500 -] . 080
SECUNDARIA 10 2541 000 . ] . 882,
SECUNDARIA 20 G667 7370 | 370
SECUNDARIA 30 7586 1034 oM.
GURSO ESPECIAL 57.50 6.00 000
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El porcentaje de respuestas carrectas se incrementa con la edad. El salto que se logra entre los
tres primeros afos y los dltimos ailos es significativo.

Con la edad hay una mejoria. En esta pregunta se esperarfa un 100% de respuestas correctas
en los ultimos afios, cosa que no se logra.

Las dos preguntas siguientes, muestrean la percepcién en forma gréfica de un fenémeno
aleatorio.

11.- El teJado de una casa tiene 16 secciones cuadradas. Comienza a granizar. Al principio sélo caen
unos pocos granizos, después aumenta la granizada. En los siguientes dibujos se representan tres
conjuntos de fres posibles formas en las cuales podria haber caido los granizos. El primer dibujo de
cada grupo, A, B, C muestra una forma de distribuirse los 4 primeros granizos; el segundo 16 granizos.

CONJUNTO A
] w]o]a]e
. af®fe
- e[n(nl®
by wi® tuls

COMJUNTO B

] ol el ls
. o [ .
CONJUNTO C
: fo ! s
« . - -

Pregunla: ¢ Cudl de los modelos anteriores esperarfas tu ver como més realista a medida que el granizo
cae? - SO . o
Conjunto L
.Conjunto B:
JConjunto Cif: T T
Conjuntes By C: =" :
Cada tipo de modelo es Igualmente probable:

([

Los resultados fueron los siguientes: -
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preg 11 .
ANO ESCOLAR A B 4] ByC TODAS

PRIMARIA So 11.78 29.41 11.76 17.65 2941
PRIMARIA 80 0.00 28.32 21.08 31.88 21.05
SECUNDARIA 1o 571 34.29 17.14 22.88 20.00
SECUNDARIA 20 0.00 25.93 22,22 25.83 25.83
SECUNDARIA 30 345 31.03 24,14 24.14 17.24
CURSQ ESPECIAL 0.00 31.25 18.75 18,75 31.25

12.- Esta pregunta se reffere tambien a la caida de los granizos sobre un tejado. También se dibujan tres’
posibles modelos en tres momentos distintos: los 4 primeros granizos, despues 16 granizos y por Gitimo
64. : por |

®

CONJUNTO A

CONJUNTO B

CONJUNTO [o]

Preguma: ¢Cudl de los modelos anteriores esperarfas tu ver como mas realista a medida que el granizo
cae
Conjunto A: -
Conjunto B: [
Conjunto C: . . e ( )
)
)

Conjuntos By C:
Cada tipo de modelo es Iguaimente probable:
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Los resultados fueron los sigulentes:

preg 12 L

ANO ESCOLAR A B [+ ByC TODAS
PRIMARIA 50 31.25 25.00 12.50 12.50 18.75
PRIMARIA 80 21.05 §7.89 10.53 0.00 10.53
SECUNDARIA 10 22.86 45.71 571 5.71 20.00
SECUNDARIA 20 27.59 41.38 3.45 3.45 24.14
SECUNDARIA 30 31.03 44.83 0.00 8.90 17.24
CURSO ESPECIAL 12.50 56.25 0.00 0.00 31.25

En la pregunta 11, e! dibujo que se escogld en mayor proporcién fue el conjunto B (30%). Los
conjuntos B o By C, todos tienen un porcentaje similar sin ninguna mejorfa con la edad.
Siendo congruentes con las respuestas de esta pregunta, la opcién que se deberla de escoger en la
pregunta 12 seria el conjunto A. Sin embargo, aunque el porcentaje de eleccién de la opcién A es alto,
30%, hay una tendencia a escoger la opcién correcta B (25% a 568%), con un incremento con a edad.

Aunque e! alumno no pusee un criterio firme para discriminar entre los conjuntos A y B, sl
descarta la simetria perfecta.

Aqul los resultados son contrarios de los encontrados por Grees:, Sus porcentajes de respuestas
comrectas decrecen con la edad y cita: "lo asombroso acerca de este par de items es que el desempefio
declina con la edad, ....".

Los items 13, 14, 15 y 16, forman parte del conjunio de preguntas sobre adquisicién del
lenguaje.

Esta pregunta y la siguiente, causaron muchos problemas de comprensién en los alumnos, Hubo
muchas preguntas de como habfa que contestarias, y causé confusién el inicio de la frase "....que el
Rey *. Supongo que el tema “Rey" es mas comdn en Inglaterra y es reaimente ajeno en México Por lo
mlsmo las respuestas fueron ambigtlas y dificil de juzgar si eran 0 no correctas.

13.- Escribe una frase que comience;
"Es muy probable que el Rey............ ", usando tus propias palabras para acabarla.

Es muy probable que el Rey.

Los resultados fueron los sigulentes:

preg 13 s R e s
ANO ESCOLAR CORRECTO | AMBIGUA | INCORRECTO | OMITIC
PRIMARIA So 50.00 27.78 .5.58 i |218.67 -
PRIMARIA 80 50.00 40.00 - 210,00 ~=[-+0,00:
SECUNDARIA 10 35.28 47.08 17.85 - :-[:~0.00.
SECUNDARIA 20 18,52 51.85 2222 1749
SECUNDARIA 30 44.83 34.48 17.24 -1 .-3.45

CURSO ESPECIAL §0.00 43.75 0.00 - - 8.25
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14.- Escribe una frase que comience: O e T
"Es improbable que sl Rey........... *, usando tus propias palabras para acabarta. -~

Es improbatle que el Rey,

L.os resultados fueron los sigulentes:

preg 14

[ANO ESCOLAR CORRECTO | AMBIGUA | INCORRECTO | OMITIO

| PRIMARIA 50 2222 4444 5,58 27.78
PRIMARIA 80 2500 50.00 25,00 0.00
SECUNDARIA 10 2841 50.00 20.58 0.00
SECUNDARIA 20 2222 48.15 22,22 7.41
SECUNDARIA 30 24,14 17.24 §5.17 3.45
CURSO ESPECIAL 58,25 31.25 6.25 8.25

Los porcentajes de respuestas correctas son bajos.

En congruencia con fas respuestas de {a pregunta 7,58 aprecla gran conruslén de lémunos L

Se confunden los términos "muy probable" "segu pasa " y el érmlnoA .

“improbable” can “imposible”.

15.- Escnbe una frase que ternine: ’ .
........ s algo que sucede at azar®, do {us proplas p para cc da.

es algo que sucede al azar,

Los itados fueron los sig

preg 15
ANO ESCOLAR CORRECTO | AMBIGUA | INCORRECTO | OMITIO
[ PRIMARIA 50 44.44 5.58 0.00 50.00
PRIMARIA 80 75.00 10,00 15.00 0.00
SECUNDARIA 10 88.24 294 8.82 0.00
SECUNDARIA 20 81.48 11.11 741 0.00
SECUNDARIA 30 73.33 3.33 13.33 10.00
CURSO ESPECIAL 62.50 25.00 0,00 12.50
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Los porcentajes de respuestas correctas son més altos. Los porcentajes de incorrecto u omitié
son bajos, excepto en quinto de primaria donde la mitad contesté bien y la otra mitad omitié (en este afio
no se incluye en el temario el concepto de azar).

Casi todas las frases redactadas se referian a un juego sencillo de azar (lanzar una moneda,
lanzar un dado, ...). Muy poca gente se refirlé a alguna otra situacién alealoria. Esto se intenté hacer
mas en el curso especial (8 alumnos de los 16), pero hubo un porcentaje mas alto de ambigledad.
ejemplos: Nacer en determinada familia es algo que sucede al azar.

E! descubrimiento de una buena receta es algo que sucede al azar.

Aunque hay muchos fenémenos aleatorios en la vida diaria de los alumnos, se hace patente que
la educaci6n probabillstica en la escuela hace poco por mostrarios y hacerfos explicitos y comprensibles
a los alumnos. El alumno no ve situaciones probabilfsticas mas que en juegos de monedas, dados, ....

16.- Para las siguientes frases seflala todas las que pienses que significan exactamente lo mismo que
“tiene un cincuenta por clento de posibilidades de ocurir®.

(A) Puede ocurir o no. —2)
(B) Tiene tantas posibilidades de exito como de fracaso. )
(C) Sucedera 50 veces de cada 50. [}
(D) Puede suceder algunas veces. —)
(E) Tiene igual posibilidad de ocurrir que de no ocurrir. “ )
(F) Es muy improbable que suceda. )

Los resultados fueron los siguientes:

preg 16 B

ANO ESCOLAR A ] C D E F

PRIMARIA 50 27.78 27.78 16.67 | --18,67 61.11 0.00

PRIMARIA 60 50.00 60,00 25,00 -] ~3500.:( 65.00 [ 0.0

SECUNDARIA 10 35.29 73.53 17.65 [ :-23,63..]..55.88 11.76
SECUNDARIA 20 62.96 7037 | 2222 114.81-:| . 85,18 3.70
SECUNDARIA 30 82.76 93.10 3.45 . .1..345::1 9685 - 0,00
CURSO 87.50 93,75 6.25 0.00 -:{.::93.75 0.00
ESPECIAL : :

Las frases B y E, resp , 50N ap das como las correctas con una mejora con la
edad (del 27% al 93% y del 61% al 93%).

Los distractores C y D, confunden a los alumnos mds chicos (sexto), pero con la edad este
porcentaje baja considerablemente.

Lo que si es notorio es el alto porcentajs, que aumenta con |a edad, de eleccién de ia opcién A
(27% al 87%). Existe una confusi6n entre “tiene un 50% de posibilidades” con "puede ocurrir 0 no®, es
decir los alumnos no son capaces de apreciar que cualquier evento cuya probabilidad ests entre 0 y 1
puede pasar o no.
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17.- Dos pirinolas de seis lados estan marcados con unos y doses, como se Indica en ef diagrama;

A
L2\ /
AMARILLO ROJO

£Qué pirinola te da mejor oportunidad de obtener un 2 cuando se lanza? o ¢dan la misma posibilidad?

(A) La amarilla es mejor para obtener un 2. (—)
(B) La roja es mejor para obtener un 2, (-
(C) Ambas pirinolas dan la misma posibilidad. )
(D) No lo sé, )
Por qué?

Los resultados fueron los sigul

preg 17

ANO ESCOLAR A B8 [+ D

PRIMARIA 50 33.33 5.56 61.11 0.00

PRIMARIA 60 28.32 31.58 36.84 5.28

SECUNDARIA 10 17.14 28.57 54.29 0.00

SECUNDARIA 20 11.11 7.41 771.78 3.70

SECUNDARIA 30 34.48 17.24 48.28 0.00

CURSO ESPECIAL 28.41 5.88 84.71 0.00

Esta pregunta parecia més facil de lo que realmente resulté (85% de facilidad como maximo).
Las dos estrategias mas usadas son comparar el nimero de unos y el nimero de doces, que lleva a
escoger la opcién correcta C, y al comparar la posicién de los numeros uno y dos lieva a escoger las
opclones A o B incorrectas ambas Incorectas.

18.-En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se mezclan, Se sacan tres
bolas fuera resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacién sacamos otra bola sln echar las anteriores (,De
qué color es mas probable que sea? L

(A) El rojo tiene mayor probabilidad.

(B) EI azul tiene mayor probabilidad.

(C) El verde tiene mayor probabilidad.

(D)Todos los colores tienen la misma probabilidad.

EEEE:;
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{E) No lo sé. . ] S b
Porquép_ T i e i G

Esla pregunta muéslréa}n el coiiceplc

Los 1 s fueron los

Preg 18 )

ANO ESCOLAR A B C e Dt
PRIMARIA S0 17.85 41.18 588 .| 23,53 -
PRIMARIA 60 8.52 68.67 14.29 9.52
SECUNDARIA 10 . 1028 51.28 2.58 - 2584
SECUNDARIA 20 11.11 51.85 11.11 25.93
SECUNDARIA 30 7.4 78.57 0.00 14.29
CURSO ZSPECIAL 8.25 87.50 0.00 8.25 -

L.0s porcenta)es de respuestas corectas aumentan con la edad (41% a 87%) El alumno calcu|a
las bolas que quedan en fa uma y escoge las azules par ser mayor su nimero. .~ T ;

Ei aito porcentale de afumnos que escogen la opcion D es debido a una conlusldn entre "ener
alguna posibilidad” y * tener cierta posibilidad”.

19.-Dos discos, uno naranja y otro cafe, estdn marcados con niimeros.

CAFE . NARANJA

Cada disco tlene una aguja que gira. Si se quiere obtener un 1 Les uno de los dlscos me]or que el olro K
o ambos dan la misma posibilidad ? .

(A) El café es mejor para sacar un 1

- (B) El naranja es mejor para sacarun 1
(C) Ambos discos dan la misma posibitidad
{D) No se puede decir

Por qué?
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preg 19

ANO ESCOLAR A =] C [s)
PRIMARIA 50 66.87 26.87 6.67 0.00
PRIMARIA 80 47.37 42.1 0.00 10.53
SECUNDARIA 10 37.14 37.14 20.00 5.71
SECUNDARIA 20 25.93 55.56 18.52 0.00
SECUNDARIA 30 20.69 55.17 24.14 0.00
CURSO ESPECIAL 12.50 68.75 18,78 0.00

Esta pregunta es similar a la pregunta 3, por involucrar et concepto de grea para el célculo de
probabilidades, y a la pregunta 17 por la conﬂgt)edad de fos numeros 1 y 2. Los poroentajes son més
bajos que en fa pregunta 3 y que en la pregunta 17. :

{.a estrategia de conteo de unos o de daces {leva afa opcién Ao C respeet(varhehte‘

20.- El profesor pidié a Clara y a Luisa que lanzaran cada una una moneda muchas veces;'y'(we'
apuntaran cada vez si salla cara o cruz, Por cada “cara” se ha apuntado un 1, y por cade ‘cruz® un 0. v
Aqui estén los dos grupos de resultados: :

Clara:  01011001100101011011010001110001101101010110010001
010100111001101011001011001011G01001011{0110011011
01010010110010101100010011010110011101110101100011

Luisa:  10011101111010011100100111001000111011111101010101
11100000010001010010000010001100010100000000011001
. 00000001111100001101010010010011111401001100011000

Una de las chicas lanz6 la moneda comectamente; pero la otra hizo trampa y lo fingl6.

(A) Qué nifia ha hecho frampa? Respuests:
(8) C6mo lo sabes? Respuest

Los itados fueron los Sk

gg 20
ANO ESCOLAR CLARA | LUISA | OMITIO | CORRECTQ
PRIMARIA 50 2222 | 27.78 | 5000 | . 1)
PRIMARIA 80 28.32 | 5263 | 21.05 5.28
SECUNDARIA 1o 3429 | 42808 | 22.88 Q
SECUNDARIA 20 37.04 | 3333 | 29.83 3.7
SECUNDARIA 30 13.79 | 10.34 | 75.86 345
CURSO ESPECIAL 18.75 | 56.25 | 25.00 1)
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Los porcenlajes son muy bajos sfn mejor(a con Ia edad Los porcenla]es mas allos son en ta
: opclon OMITIO . . : )

Este lema de rachas aparece en. (os (exlos de: 5 10 aunque “en’clase =no se’ !raba]a lo”
suﬁcieme y fos alumnos no saben cual es el patron de lanzamiento de una moneda Creen que debe de
haber una regularidad (error de compensaci n) [ '

: p r d d(s(nbuclén 05 dibu]os de canales corresponden a los
usados por P!aget y Flschbel . : .

21(a) Supén que de]amos caer muchas bola en eI conjunto de canales d(bu]ado '

ﬂﬂ(@ﬁ

1234587 8
Seitala la Irase que mejor describa dénde esperas 1 que vayan las bolas.

{A) Por cada canal pasaré aproximadamente el mismo
nimero de bolas

{B) Por 1 y 8 pasardn mas bolas

{C) Por 3, 4, 5y 6 pasarén més bolas

(D) Por 1, 3, 5y 7 pasaran més bolas

(E) Ninguna de éstas

Los resultados fueron los siguientes:

preg 21(a) : s
[ANO ESCOLAR A B C - D
PRIMARIA S0 58.82 1768 - 5.88 <> 0.00 =
PRIMARIA 80 58.62 8.80 345 . 880 0
SECUNDARIA 10 41.38 24.14 8.90 13.7¢ --13.78
SECUNDARIA 20 54,20 8.57 17.14 1143 - 8,57
SECUNDARIA 30 15.79 15.78 31.58 31.58 5.28
CURSO ESPECIAL 40.00 20.00 20.00 20.00 0.00
Elp taje de resp c tas "parece” que decrece con la edad y que el distractor C
cobra més fuerza,

. ESTA TESS KO DeRE
SALR DE LA BIBLIBTECA



21(b).- Ahora haz lo niismo para esleyvcor‘ljunto dé cahéles: :

{A) Por cada canal pasaré aproximadamente el mismo
namero de bolas .

{B) Por 1 y 2 pasaran més

{C) Por 3 y 4 pasarén més

(D) Por t y 4 pasarén més

(E) Ninguna de éstas

S | B

Los jos fueron los sigui
preg 21(b) .
| ANO ESCOLAR A B [4] D E
PRIMARIA 50 47.08 5.88 17,65 5.88 23.53
PRIMARIA 80 53.33 3.33 13.33 13.33 18.87
SECUNDARIA 10 4643 3,57 10.71 2143 17.88
| SECUNDARIA 20 28,57 8.57 28.57 3143 2.88
SECUNDARIA 30 31.58 10.53 10.53 36.84 10.53
CURSO ESPECIAL 20.00 28.67 13.33 28.87 13.33

La aparente falta de simetria en el dibujo cambia los porcentajes, estos bajan significativamente.
Aqul igual que en la pregunta anterior el porcentaje de respuestas carrectas decrece con la edad.

21(c).- Ahora haz lo mismo para este éon]ixnlo de canales.

{A) Por cada canal pasara aproximadamente el mismo
ntimero de bolas )
(B) Por 2 pasardn més bolas [ .|
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(C) Por 3 pasarédn més bolas
(D) Por 1y 2 pasarédn muchas bolas y por 3 pocas
(E) Ninguna de éstas

L.os resultados fueron los siguientes:

i

preg 21(c)
ANO ESCOLAR A 8 [ D E
PRIMARIA So 17.85 0.00 70.59 0.00 11.78
PRIMARIA 80 10.34 0.00 82.07 13.79 13.79
SECUNDARIA 10 10.71 0.00 64.28 10.71 14.29
SECUNDARIA 20 20,00 5.7 82.88 8.57 2.88
SECUNDARIA 30 10.00 20.00 50.00 20.00 0.00
CURSO ESPECIAL 13.33 13.33 80.00 13.33 0.00
Esta pregunta resulté més facli que las €l por 1je de resp cofrectas es mas
alto que en los casos anteriores y se mantiens "constante” con la edad (80%). : .
21(d) Ahora haz fo mismo para este conjunto de canales:
N
{(A) Por cada canal pasaré aproximadamente el mismo
nitmero de bolas )
(B) Por 2 pasaran aproximadamente el doble de bolas
queportod )
(C} Aproximad. {a mitad p dnporiylamitadpor3 ( )
(D) Unas pocas pasaran por 1, casf todas por 2 y unas pocas
por [ —
{E) Ninguna de éstas [ ]
Los resuftados fusron los siguientes:
preg 21(d)
ﬂo ESCOLAR A 8 [+] D 3
PRIMARIA 50 11.78 58.82 5.88 17,85 5.88
PRIMARIA 8a 27.59 41.38 8.90 6.90 17.24
SECUNDARIA 10 33.33 30.00 6.67 13,33 16.87
SECUNDARIA 20 35.29 38.24 17.85 5.68 294
SECUNDARIA 3a 20.00 45.00 10.00 25.00 0.00
CURSO ESPECIAL 28.67 40.00 28.67 0.00 6.67
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Si consideramos & B como la Gnica opcién carrecta, los porcentajes de acierio son del 38% al
45%, ahora si consideramos también a D como correcta, estos porcentajes suben del 43% al 78%. e

El distractor m4s fuerte es A, y el porcentaje de eleccion de esta opctén aumenta con Ia edad'
También aumenta el porcentaje de eleccién de la opcién C.

Pareceria que, en lo que se reflere a esta pregunta en particular, los elu

razonan mejor. L .
A mi parecer, el conceplo de distribucién es poco tratado en los cursos de probabllldad en la escuela
Los alumnos resuelven €! problema por intuicién y parece ser que esta es mejor en los primeros ! afios.”

Esta pregunta muestrea |a habilidad de los alumnos para el manejo de los diagramas de drbol y
el concepto de multiplicacidn de probabilidad.

22.- Un robot es colocado ante un laberinto que empieza a explorar. En cada cruce el robot tiene tantas
probabliidades de irse por un camino que por otro (pero nunca vuelve por el camino que vino). Hay 8
trampas al final de los 8 camincs (ver el dibujo). ¢En qué trampa o trampas tiene el robot més
probabilidades de acabar?, ¢o todas las trampas son igualmente probables?

Q)

O

>

Respuesta:

n fant;

Los

dos fueron los si



preg 22

’ ANO ESCOLAR 1 2 3 4 5 [] 7 8 | IGUAL | NO SE
PRIMARIA 5o 3.57 3.57 0.00 0.00 { 10.71 | 10.71 [ 21.43 | 14.28 | 1420 | 21.43
PRIMARIA 80 6.45 9.68 0.00 0.00 0.68 {12.90 | 19.35 | 22.58 | 18.35 0.00

SECUNDARIA 10| 4.88 9.76 4.88 244 2.44 488 | 1220 | 4.88 | 34.15 [ 19.51
SECUNDARIA 20 | 15.63 6.25 0.00 0.00 3.13 6825 | 1563 | 3.13 | 46.88 313
SECUNDARIA 30| 5.13 5.13 2.98 2.58 5.13 513 | 23.08 | 513 | 35,80 | 10.26
CURSO 18.52 18.52 3.70 a.70 3.70 370 | 1481 | 741 | 2593 0.00
ESPECIAL

El porcentaje de respusstas correctas es muy bajo (3.5% a 18 .5%). Este porcentale se
incrementa con la edad.

Ef porcentaje de respuestas IGUAL es mucho més alto desde los primeros afios (14% al 25%).
La técnica del diagrama de 4rbol y el concepto de multiplicacién de probabilidades no es manejado por
los alumnos en ningln afo escolar.

23.- El profesor vacla sobre la mesa un paquete de 100 chinches. Algunas caen con la punta para amiba
y otras caen hacia abajo

El resultado fué: ARRIBA = 68 ABAJO = 32

Después el profesor pidi6 a una nifla que repitiera e} experimento.

De |a lista siguiente, elige el resutado que tu crees obtendra la nifta: '

(A) ARRIBA = 36 ; ABAJO = 64 ( )
(B) ARRIBA = 63 ; ABAJO = 37 ( )
(C) ARRIBA = 51 ; ABAJO = 49 4 )
(D) ARRIBA = 84 ; ABAJO = 18 { )
(E) Todos los resultados tienen la misma probabliidad  ( )

Los resultados fueron los siguientes:

prey 23 :
ANO ESCOLAR A . B C [+] E
PRIMARIA 50 6.67 33.33 6.87 20.00 33.33
PRIMARIA 60 16.87 18.67 18.87 18,87 33.33 =
SECUNDARIA 10 2.88 17.14 w5 s | 88T 65.71.
SECUNDARIA 20 3.70 AL 0,00 2 [ 741 7778
SECUNDARIA 30 8.0 13,79 0.00: 8.90 - | 72415
CURSO ESPECIAL 0.00 31.25 0.00 .00 ;. 88,75

Los porcentajes son muy bajos, en forma extraila los mayores porcentajes son en qulnto aﬁo y
en el curso especlal, pero éste no es muy alto. No pertece haber una mejor respuesta con fa edad.

Los alumnos escogen en mayor parcentaje ta opcion C es declr * todos fienen'la misma
pmbab((ldad" y esle porcentaje se incrementa con la edad.
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24.- 4 Cudl de los dos siguientes resullados es més probable?

(1) Obtener 7 6 mds varones de los 10 primaros bebés nacidos en un nuevo .

hospital.
(2) Obtener 70 o més nifios de los 100 primeros bebés nacidos en un nuavo .

hospital,

(A) Son igualmente probables = )
(8) 7 o més de 10 es més probable (BN R
{C) 70 o més de 100 es m48s probable o)
(D) No se puede decir o)

Losr dos fueron 10s sigui

preg 24

ANO ESCOLAR A B [ D

PRIMARIA S0 40.00 13.33 20,00 28.87

PRIMARIA 80 47.37 10,53 5.28 36.84

SECUNDARIA 1o 54.29 17.14 571 22.88

SECUNDARIA 20 48.15 3.70 3.7¢ 44.44

SECUNDARIA 30 62.07 0.00 6.90 31.03

CURSO ESPECIAL 73.33 0.00 0.00 28.687

El porcentaje de respuestas comrectas decrece con la edad (13% al 0%). Las opciones més
escogldas son A: son igualmente probables y O: no se puede decir.

Segun mi interpretacién, al Igual que en la pregunta 8, parece més un efror de comprenslén def
concepto de estabilidad de frecuencia, o de lenguaje que un error de rep tatividad. Lo curioso es
que los alumnos més chicos responden mejor que fos grandes, igusl que en la pregunta 8.

Falta el concepto de tamafio de muestra.

En esta pregunta no se conoce el nimero de bolas que hay en ia bolsa, y se necesita un

fazt de i un congcimi: sobre rmuestreo para resolveria,

25.- Una balsa contiene en su interior algunas bolas blancas y algunas bofas negras. Un nifio extrae una
bols, anota su color y la vuelve a introducir. A continuacién remueve fas bolas para que se mezclen
bien. Ei chico repite esta operacidn 4 veces y sismpre obtiene una bola negra,

A continuacién extrae una quinta bola. ¢ De que calor plensas que seré con més probabllidad?
{A) La negra es méas probable de nuevo

(B) La negra y Ia blanca son igualmente probables
(C) La blanca es més probable esta vez

[
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Los resultados fueron los siguientes:

preg 25

ANO ESCOLAR A 8 C

PRIMARIA S0 13.33 | 80.00 6.67

PRIMARIA 60 15.79 47.37 36.84

SECUNDARIA 10 17.14 71.43 11.43

SECUNDARIA 20 37.04 59.28 3.70 . g P
SECUNDARIA 30 31.03 { 58.82 10.34 : .
CURSOQ ESPECIAL 31.25 | 68.75 0.00 . Dann

El porcentaje de respuestas correctas es bajo (13% al 30%), eﬂe porcer_ﬁaje
la edad. ’ i P ! :
El alumno escoge en mayor proporclén “la bola blanca y:la bola on lgualmenle

gra
probables” coma respuesta correcta, como sinénimo de 'cualquler bola negra o blanca puede sallr'
Falta el concepto de inferencia a partlr de una muestra. :

Esta es una pregunta de combinatorio, que trata de medir qué tan capaces son los, alumnos de
generalizar una técnica de conteo. : - .

26.- Tres chicos son enviados al director por alboretar, Para esperar su castho tlenen que nllnearse en
fila ante la puerta del despacho del director. jNinguno quiere ser el primero, desde luegol ; .

NN

(a) Supongamos que los nifios se llaman Andrés, Benito y Carlos (los notaremos A 8 y C). Queremos :
escribir abajo todos los posibles érdenes en que podrian alinearse, . .

DIRE,

Por gjemplo: paraelorden A B C escribiremos ABC
10 20 30

Respuesta: -
ABC/...coniidvniivicndrinines 4 /. / SO R / Y RO AN YRR

Anota ahora las demés formas diferentes de ordenarse.
{b) z,Quéntas formas diferentes hay en total? Respﬁesia
Ahora haz el resto de la pregunta: '

(c) Si cuatro nifios (A, B, C, D) tienen que alinearse, LCUénlas formas dlrerenles hay?
Respuesta
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{d) Y si hay cinco nifies, ¢ Cuédntas maneras hay? (No intentes escribirlas todas!)

;-.Respuesta
Los resultados fueron los siguientes:
preg 26 )
ANO ESCOLAR 8 OMITIO 24 OMITIO 120 OoMITIO
PRIMARIA S0 22,22 44.44 0.00 50.00 0.00 66.87
PRIMARIA 60 55.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
SECUNDARIA 10 44.12 0.00 0.00 2.84 0.00 2.94
SECUNDARIA 20 70.37 0.00 3.70 0.00 0.00 7.41
SECUNDARIA 30 . 93.10 0.00 8.80 3.45 6.90 3.45
CURSO ESPECIAL 75.00 0.00 25.00 6.25 18.75 8.25

Hay un incremento en el porcentaje de respuestas correctas con la edad, sobre todo para 6.
Pero la habilidad para general este procedimiento es muy baja. La habilidad para encontrar una
férmula general, 120, es todavie mas baja, solo se logra en el (itimo aflo y en un bajo parcentaje (20%).

En cierto modo esto contradice la hipotesis de Piaget que sostiene que con la edad se logra la
generalizacion de los métodos de conteo.

Esto también contradice los resultados de Fischbein que afirma que el alumne logra la
generalizacion si se le muestra el procedimiento ain antes de Hegar a la edad propuesta por Piaget.
Obviamente después de seis afios de estudio los alumnos no sélo tienen una edad en la que se
esperaria pudieran generalizar el resultado, sino que se les ha ensefado tecnicas de conteo. pero
parece ser que esto se olvida muy répido.

De estas tablas podemos concluir:
- Hay claras deficiencias en el manejo del lenguaje y en la comprensién de las preguntas.
Deficlencias que no sélo se hacen patentes en las preguntas sobre el lenguaje (7, 13, 14, 15 y 16), sino
en otras preguntas en las que parece que el alumno no entiende correctamenle el s(gnlflcado
probabllistico de lo que se le pregunta. .
- Eltest en general se resuelve mejor a mayor afio escolar.

- Las preguntas que requieren de operaciones de conteo, de comparacién de ndmeros y de coclente son
bastante bien resuellas.

- Las preguntas que requleren de apreciact6n del azar, de estabilidad de frecuenclas. de
pobremente resueltas.

- La mayorlia de los alumnos resolvié blen Ia pregunta de analisis combinatorio en su nlvel mas simple .> :
permutaciones de 2 y de 3 elementos, pero muy pocos pudieron generatizar e} resultado para 4 ySs
elementos. 5

- Hay preguntas que se resuelven mejor a menor edad.
Este es el caso de la pregunta 21 sobre estabilidad de frecuenclas, y de las pregumas 8 y 24 sobre
represeniatividad.
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- Hay preguntas que no muestran mejoria con la edad.
Este es el caso de las preguntas 20 sobre simulacidn y la pregunta 23 acerca de la ln!erencla sobre una

muestra empirica.

- Hay indicios de creencias errdneas arralgadas en los alumnos.
Esto se hace patente en las preguntas 1 sobre el lanzamiento de una moneda 4
un dado, y en la pregunta 20 sobre varios lanzamientos de una moneda.. ..:: =

CONCLUSION:

A manera de conclusién, después de analizar los porcentajes anleriores os podamos plamar la-
siguiente pregunta:
¢Adquieren los alumnos los conocimientos bésicos para empezar una educaclon rormal en

probabilidad?

Consliderando que:
- hay deficiencias en el manejo del lenguaje
- gl alumno no maneja los conceplos principales de la teoria de probabilidad (fenémeno aleatorio,

estabilidad de frecuencias, equiprobabilidad)
- y no domina el anélisis combinatorio

podemos pensar, el bagaje intultivo es deficiente para Iniciar una educacion formal sobre probabilidad,
es decir que costar4 trabajo el lograr un entendimiento completo de la teoria matemética de
probabilidad.

3.4 Andlisi istico de los itados del test

Enunp io se pl on 1as sij preguntas de interés:
LEstos aiumnos adquleren fos conocimlentos basicos en probabilidad para una educacién formal en
probabilidad?
¢Los nifios tienen una mejor calificacién el test que las niflas? ¢Si estan relacionadas la calificacién de
matemadticas y los calificacién del test de conceptos probabilisticos? y por ultimo ¢Qué variable, o qué
varables, edad, aflo escolar, sexo, calificacién en matemélicas, influye o influyen més con la
callficacion del test?

La primera pregunta fue analizada anteriormente en base a las tablas de porcentajes. Ahora
bien las otras preguntas se analisaran estadisticamente.

Hipdtesis 1: ¢ Tienen los nifios una mejor calificacién en el test que las nifias?
Hipdtesis 2: ¢ Existe una relaci6n entre la calificacién en matemaéticas y la calificacion del lest?

- Hipétesls 3:¢,Qué variables influyen més en la calificacién del test, la edad, el afio escolar. el sexo, ) ia
calificacién de mateméticas?
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HIPOTESIS 1:
¢ Tienen los nitos una mejor calificacidn en el test que fas niftas?

Mediante un andlisis de las po jes totales calculados a partir del test que aparecen en Ia tabla
siguiente, vemos que no podemos conclulr que 1os niftos tengan una mejor calificacién en el fest que las
niftas,

|. PROBABILIDAD 1. VERBAL 1. COMBINATORIA

ANOESC. | HOMBRES | MUJERES | HOMBRES | MUJERES | HOMBRES | MUJERES
384 37 438 Si9 12 7.4
42,33 39.42 5576 5604 2168 2285
A3 55 45.41 4957 Q34 18,68 23.41
4342 51.07 5659 50,76 3428 4307
60,47 42 6.5 62.47 5528 46.66
CE 6057 56 7138 67.52 8571 5333
Medianie una prueba de hipétesls i fleg ai mismo r

HIPOTESIS DE INVESTIGACION
¢la calificacién promedio det test de ios nifios es mayor que 1a calificacién promedio de las niflas esto
por afio escalar?

A partir de i3 tabla anterior de los datos finsles, se hace una prueba sobre dos medias con muestras por
pares,entre nifios y niftas.
Suponemos que las variables aleatorias calificaciones en el test de nifios y nifias se distribuyen
normalmentes con la misma desviacién esténdar por afie escolar, y que en cada afio podemos comparar
una a ung tas medias,
HIPOTESIS ESTADISTICAS

Hg: mp=mpy

Hy:mp>mpy

Prueba sobre dos medias con muestras por pares, prueba t de Student con cinco grados de
fibertad a partir de fos datos sigulentes, y escogiendo un nivel de significancia de 0.05.

HOMBRES | MUJERES DIFERENCIAS
36.87 3808 -1.14
43.99 4252 47
42.5 4924 874
48.34 5277 -8.43
61.69 4864 13,05
; 84.45 59,17 528
Estadistico: T = 0.208399

Regién de rechazo: Tg gg = 2.015
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HIPOTESIS 1: :
¢ Tienen los nifies una mefor caiificacion en el test que las nifias?

i Medlénle" un anélisis de los porcentajes totales calculados a partir del test que aparecen en la tabla
siguiente, vemos que no podemos concluir que los nifios tengan una mejor calificacién en el test que las
nifas.” .-

{. PROBABILIDAD, 1. VERBAL 1. COMBINATORIA
ANOESC. | HOMBRES | MUJERES HOMBRES _{ MUJERES | HOMBRES | MUJERES
384 7 438 51.9 12 74
4233 39.42 55.78 56.04 21.66 22.85
4.55 45.41 49.57 63.34 18.88 29.41
43.42 51.07 56.59 59.76 34.28 43.07
60.47 42 86.51 6217 55.29 45.66
CE 6057 56 71.30 67.52 8571 53.33

Mediante una prueba de hipdtesis estadistica ilegamos al mismo resultado.

HIPOTESIS DE INVESTIGACION

¢La calificacién promedio del test de los nifios es mayor que la calificacién promedio de ias nifias esto
por afio escolar?

A partir de {a tabla anterior de los datos finales, se hace una prueba sobre dos medias con muestras por
pares,entre nifios y nifias.

Suponemos que las variables aleatorias calificaciones en el test de nifios y nifias se distribuyen
normalmente con la misma desviacién esténdar por afio escolar, y que en cada aflo podemos comparar
una a una las medias.

HIPOTESIS ESTADISTICAS
HDZ my=mm
Hy:imp > mpp,

Prueba sobre dos medias con muestras por pares, prueba t de Student con cinco grados de .
libertad a partir de los datos sigulentes, y escogiendo un nivel de significancia de 0.05.  :

HOMBRES | MUJERES DIFERENCIAS
38.97 38.08 -1.11
43.99 42.52 1.47
425 48.24 -8.74
48.34 52.77 -8.43
61.69 48.84 13.08
8445 $9.17 5.28

Estadistico: T = 0.209399
Regién de rechazo: Tg gs = 2.015
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One-Sample Analysis Results

-1.11 1.47 -6.74 -6.43 13.05 5.28
Sample Statistics: Numberof Obs. 6

Average 0.92
Variance 56.6536
Std. Deviation 7.52686
Median 0.18
Confidence Interval for Mean: 95 Percent
’ Sample 1 -6.98158.8215 5D.F.
Confidence Interval for Variance: 95 Percent
Sample 1 22,0743 340883 S5DF.

Hypothesis Test for HO: Mean =0 Computed t statistic = 0.299399
vs Alt: GT Sig. Level = 0,388341
at Alpha =0.05 so do not reject HO.

No hay suficiente informacidn para rechazar Hp

t.a calificacidn promedio al test de Green es igual en nifios que en nifias. Para esta escuela en
particular no podemos concluir que exista una diferencia significativa en las calificationes en e! test de
conceptos de probabilidad entre nifios y nifias. o

En los porcentajes presentados par Green en su tesis, se aprecia que los porcentajes en nifos
son siempre superiores a los de las nifies, Dado esto y ef famafto de su muestra, Green afirma que fos
nifios tlenen un desempeiio mejor. .
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HIPOTESIS 2:
¢ Existe una relaci6n entre la calificacién en matematicas del curso y Ia califi caclén del test de conceplos

probabilisticos?

Si hacemos un andlisis estadistico entre fa caln'caclén del test’y: la callﬂcaclén de matemaéticas
(regresi6n lineal simple), parece ser que no existe una relacién entrelas dos variables, es decir no se
da que a mayor calificacion de mateméticas mayor calmcaclén en el fest de probabllidad

De un anélisis de las graficas subsiguientes, por afo escolar “observamos que” para una mlsma :
calificacién en mateméticas tenemos calificaciones al test muy dlferente esto es en todas las graﬂcas

HIPOTESIS DE INVESTIGACION:

est, por.afo. escolan

LA mejor calificacién en matematicas mejor calificacién en E S
calificacién  del lest por aﬂo

¢la calificacién de mateméticas est4 corelacionada co
escolar?

Parameter

Intercept -
Sione 5

Sum of Squares -

Source ; Mean Square - *F-Ratio Prob. Level
Model 150.02485™ - 150.02485 ..  4.7316 .03127
Error 45024126 © 1427~ 31.7071

Total (Corr.) 46524376 143

Correlation Coefficient = 0.179573 R-squared = 3.22 percent
Stnd. Error of Est, = 5.63091

El cosficiente de correlacién es de 0.1795, muy bajo , lo que nos Iteva a concluir que no hay
correlacién enire las dos variables,
Sin embargo no podemos concluir que no haya relacién entre los conocimientos en mateméticas y los
conacimientos en probabilidad, sino simplemente que no hay relacién entre las dos calificaciones.
Quizas esto se deba a que la calificacién esté midiendo mas una operatividad matemaética que un
razonamiento o clerta habilidad en mateméticas o que ésta esté inflada por el mismo sistema educativo
de la escuela en estudio.
Aqui quedan las preguntas que podrian ser temas de otras Investigaciones: ¢ Por qué no se da esta
relacién?, ¢ Es que la calificacén de mateméticas no mide habilidades matematicas?, o en caso
contrario ¢, Se necesita otro tipo de habllidades, de intuicién para trabajar en probabilidad?

90



GREEN.TEST __43_

Plot of GREEN.TEST__43_ us GREEN.CAL_ MAT_

GREEN.CAL_ MAT_
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HIPOTESIS 3:

L Qué variables influyen en la calificacién del test, edad aﬂo escolar. sexo. callf‘ caclén en malemétlcas? -

Para dar respuesla a esla pregunta se necesita hacer un anausls de regreslén mulﬂple

HIPOTESIS DE INVESTIGACION:

4 Qué variables, edad, afio escolar, sexo, calificacién de maler'né'tl'
calificacién del test, por ailo escolar? s

Este anélisis se hara por medio de una regresion lineal maltiple por el método Stepwise de Se_lépciéh. s

Stepwise Variable Selection

Dep' var.: GREEN TEST_43_

lnd vars GREEN CAL MAT
_‘GREENANO .

..+ GREEN.EDAD

... GREEN.SEXO "

v Wei”gmsv v
Conf. level: 95 . Method: Forward
ax. steps: 500 .. Control: Manual

: F-enter

Selection: Forward
* - Control: Manual:

- df: 143

Coeff.” F-Remove

Variables in Mod/ely o Variaﬁles N:o: mModel l_A"._an".' F-Enter

1. GREEN.CAL: - MAT -~ 11796/ "4.7316

2.GREENANO "' 5354 57.0545
3. GREEN.EDAD """~ 439" 33.8894

4, GREEN.SEXO :: -~ .0095 . -.0128
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 Stepwise Selection for GREEN.TEST.__43_

'Max:mum steps: 500 - 'F-to-enter:'4,00:
) -~ F-to-remove: 4.00 .

Selection: Forward = ¢
Control: Manual

R-squared: .28663 Adjus!ed 28160 e

Variables in Model Coeff.. F-| Remove Vanab(es No! vaodel

2. GREENANO  1.99203 57.0545  1.GREEN.CALMAT . 34237187093
3, GREEN.EDAD 5 1377, 2.7244:
4.GREEN.SEXQ . . .0191 0517

Stepwise Selection for GREEN.TEST__43_

Selection: Forward Maximum steps: 500 F-to-enter: 4.00 - )
Control: Manual Step: 2 F_-to-re_mpve: 4.00°"
R-squared: .37020 Adjusted: .36126 MSE: 20.781 d.f.:q‘l,41 :

Variables in Model Coeff. F-Remove Variables Notin Model P.Corr. F~Enter

1. GREEN.CAL __MAT_1.29962 18.7093 3. GREEN.EDAD 0583 4779
2. GREEN.ANO 220603 75.6598 4. GREEN.SEXO 0152 .0324

Aqui las variables que el método incluye en el modelo son aflo escolar y calificacién en
matemalicas. Una vez mas se comprueba que el sexo no es un factor significativo. La variable afio
escolar es mas importante que edad, parece que influye mas la educacién que la madurez. La tésis que
esta apoyando estos resuitados es la de Fischbein que dice gue con la instruccién, las respuestas de fos
niflos mejoran significativamente.
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CAPITULO 4. CONCLUSIONES

La enseflanza de la probabilidad en esta escuela estd orientada hacia una teorla matemé(lca
que a grandes rasgos consta de sucesos aleatorios, axiomas de probabilidad, anéllsis oombinalorlo.

probabilidad condicional y distribuciones de probabilidad.
El tema de probabilidad esla relegado con respecto a los otros temas de mateménca X xcepto
en sexto de primaria donde los temas probabilisticos se estudian todo el afio conjunlamente con otros

temas de matematicas.

El test de Green incluye estos conceptos en las 26 preguntas en forma sencma y real El

io en esta fa enc da es poco halagador:
ANO ESCOLAR CALIFICACION DEL TEST )
5 3746 o
[ 4345
1. 45.78 -
2 49,44
3 . 5829
cE 61.48°
Asi ai finalizar la secundaria y antes de una ed i6n pre-unt itaria, los adquiéren

sélo un 80% de fos conocimientos bésicos de probabitidad,

£l significado que los alumnos dan a clertos términos probabilisticos ( improbable, alguna
probabilidad, ... ) no es el adecuado, ademéas que se percibe deficlencias en la comprenslén del .
ienguaje probabllfsilco T

{as pregunias sobre permutaciones, sobre fenémenos aleatorios, sobre Inferencia y sobre
distibuciones son mai resueltas.

Se percibe que conviven Intuiclones erréneas creadas por el ambi y conoc
probabilisticos aprendidos en la escuela muchos de ellos contrarios.

No encontramos diferencias de desempefio entre hombres y mujeres.
La variable mé&s comelacionada con ta "calificacidn del test de Green” es el "aflo escolar”.

La variable "calificacién en matematicas" no parece estar correlacionada significativamente con
la variable "calificacién del test de Green".

En base a los resultados obtenidos, parecerla que {a comprensién de la probabitidad no solo
esté estrechamente correlacionada con fa formacién de las diferentes operaciones mateméticas y del
pensamiento 16gico, tesis que Piaget maneja a fo largo de su obra "La gen#se de I' idée de hasard chez
I' enfant”, sino que hay algo més. Es innegable que la adquisicion de los distintos sistemas operalivos es
indispensable para la adquisicidn de un sistema probabnlsﬂco pero esto no es suficiente. Estarlamos
més de acuerdo con fo expuesio por Fischbein en " Does the teaching of probability improve
probabilistic intuitions” de 1984, de que la sintesis entre el azar y fo deduclble no se realiza
esp( nic , 1a capacidad de usar procedil ati para reali
inventarios de todas las poslbmdades de un conjunio de elementos, es sdlo una potencialidad para la
mayorfa de los sujetos y que subsisten juntas intuiclones primarias, algunas errdneas, e intuiciones
secundarias adquiridas por [a enseflanza que entran en confiicto,
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Los conceplos de probabilidad presentan un aito nivel de abstraccién y complejidad, de mado
que no es posible un enfoque orientade hacia la adquisicitn formal {basada en teorla de conjuntos) de
dichos conceptos en la enseflanza bdsica. E5 preciso tener en cuenta que hay distintos niveles de
comprensién adecuados a distintas edades y capacidades. Asl los objetivos de la educacidn deben
orientarse al desarrollo de los aspectos intuitivos, a que el alumno consiruya apropladamente un
conocimiento sobre el tema, es decic que el alumno recanozca y entienda los fendmenos aleatorios y
maneje la l6gica probabilistica.

Para superar de la mejor forma los emores que en este trabajo se ponen de manifiesto, es
necesaric promover el desarrollo de la intulcidn probabilistica en los alumnos durante todo el periodo de
ensefanza media es decir de la secundaria, y tomar en cuenta ciertos criterios de indole metodolégico,
para el disefto de siluaciones didacticas en la introduccion de la probabliidad en la escuela,

Entre estos criterios metodolopicos y sugerencias para un praceso de enseftanza, podemos destacar los
slgutentes expuestos todos efios en el libro Azar y Probabilidad de Disz Godino (1987).

Los principios dados por el Schoot Councll Project on Statistical Education de la Universidad de
Sheffield, para la introduccién de (a Estadistica y Probabilidad, en los niveles de enseflanza obligatoria
en inglaterra de 1975, con los que estay plenamente identificada:

- los conceptos y técnicas serén desarrollados en un contexto practico, vincutando las probabitidades
al mundo del alumno.

- las técnicas no tienen que ser compt desarroliadas en la primera ocasion que se {ratan,
muchas de las ideas deben volverse a tratar en afios pasteriores.

- 1a justificacidn teérica completa de todos los femas no es necesaria ni deseable. Algunos elementos
s6lo se tratan en el contexto de un problema; otros conceptos serén cublertos Gnicamente por medio de
experimentos y no se justifican tebricamente.

- se pondrd de manifiesto el cardcter interdiciplinario de la Estadistica y de la Probabilidad,
refacionandolas con el mundo bioldgico, politico, social y fisico,

- el método de trabajo individual del alumno solo es recomendable para aprender algunas técnicas
estadisticas especificas, pero no para los cbjetivos referentes a fa inlerpretacidn de datos y obtecidn de
inferencias. En este caso, ef trabajo en grupos y fa técnica de experimentacidn, ensayo y eiror, son
recomendables.

Glayman y Varga (1975) recomiendan un proceso de ensedlanza en tres etapas: [a
experimentacién , razonamiento elemental y {a medida de probabilidad.

Bruni y Cilverman (1986) sugleren un prroceso de enseflanza de la probabilidad basado en
cuatro pasos, usando materiales i dndolo con otras ideas como fracclones, razones,
proporciones y porcentajes, asi camo relaclonéndoln con el proceso de resolucién de problemas. Cada
experiencia conducird a:

- una discission para introducir ef vocabularie

- una trascripeién de tas experiencias a tablas, diagramas y gréficas como un modo de organizar las
experiencias

- identificar posibles modelos, resumir ia Informacion y plantear nuevas cuestiones

;exploranién de las actividades relaclonadas que pretenden reforzar y ex(ender los conceptos
ntroducidos.

Por Gltimo, las propuestas curmiculares, que propone Diaz Godino en su libro ya citado, son
excelentes para la enseflanza de la probabilidad, a través de situaciones didacticas variadas, Diaz
Godino presenta una coleccién de unidades de aprendizaje que de modo secuencial, introducen las
nociones bésicas sobre probabilidad a alumnos de 11 a 18 aitos, sexto de primaria y secundaria en
nuestra sistema educativa.

Podemas destacar, por Gltimo, que fa probabilidad puede ser aplicada a Ia realidad facilmente,
por sus multiples aplicaciones la probabilidad proporciona una excelente oportunidad de mastiar al
alumno cémo aplicar la matemaética para resolver problemas reales.
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NOCIONES SOBRE AZAR Y PROBABILIDAD -

ANO ESCOLAR:..
COLEGIO:

1.- Una ficha redonda es roja por una cara y verde por la otra. Se sostiene con
la cara ro;a hacia -arriba y se lanza al aire y después cae al suelo. (Qué cara
tiene mas posibilidades de salir? ,0 ¢piensas que no’ hay nmguna diferencia
entre las dos?

Seniala la respuesta correcta:

(A) La cara roja tiene mas posibilidades )
(B) La cara verde tiene mas posibilidades o)
(C) No hay ninguna diferencia L)

(D) No lo sé S )

2.- Una clase de matematicas tiene 13 nifios y 16 nifias. Cada nombre de los .

alumnos se escribe sobre un trozo de papel. Todos los trozos se ponen enun-.. .

sombrero. El profesor saca uno sin mirar. Seiala la frase correcta: ; &
(A) Es mas probable que el nombre sea de un nifio que de una

nifa ( )
{B) Es probable que el nombre sea de una nifia que de un nifio ( )
(C) Es igual de probable que sea un nifio que una nifa { )
(D) No lo sé ( )

3.-La figura muestra dos discos (o ruletas) que tienen agujas que una. vez
giradas se detienen y apuntan a un nimero. ¢Con qué dlsco es mas facil
obtener un 37
Seriala la respuesta correcta:

ROJO AZUL



{A) Es mas facil obtener un 3 en el dlSCO ro;o :
(B) Es més facil obtener tin 3 en‘el disco azul’. " i
(C) Los dos discos dan Ia'misma pOSIbIlldad de obtener un 3
(D)Nolosé .- -

g,Por que ehges esa r

4.- Cuando se lanza un dado g,qué nimero" o n me
obtener? ,0 ¢son todos iguales? :
Respuesta:

14s dificiles ‘de - -

5.- Una moneda se lanza al aire cinco veces y sale CARA las cinco veces. -

Seriala la frase que consideres correcta:
{A) La préxima vez es mas probable que otra vez salga CARA  ( )

(B) La préxima vez es més probable que salga CRUZ { )
{C) La proxima vez es igual de probable que salga

CARA o0 CRUZ ( )
(D) No lo sé )

6(a).- En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B

se han metido 2 fichas negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo).

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la

caja, ¢cudl elegirias para hacer la extraccién?

A B
(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una
ficha negra { )
(B) La caja B da mayores posibilidades de obtener una
ficha negra ( )
(C) Las dos cajas dan la misma posibilidad { )
{D) No lo sé ( )



Por qué?-: i

B(b).- Otras dos ca;as tienen en su interior algunas fichas negras y algunas
fichas blancas.
Ca;a C: 5 negras y 2 blancas

®O ¢
(Yo Y X |

s}

0o @
.O..O

Caja D: 5 negras y 3 blancas

& Qué caja (la C o la D) da mas posibilidades de sacar una ficha negra? O por ei
contrario, jdan las dos la misma posibilidad?

(A)CajaC ()

(B) CajaD )

(C) La misma posibilidad (o)~

(D) No fo sé o)
Por qué? R

6(c).- Otras dos cajas distintas tienen fichas negras y biancas:

(AN K o&&%
E F

Caja E: 2 negrasy 2 blancas
Caja F: 4 negrasy 4 blancas



L Qué caja da mejor pos«bmdad de obtener una F cha negra?

(A)Caja B~ )
(B) Caja F.’ )
(C)La misma posnbmdad )
(D) Nolo sé-~ : R C

Por qué?

6(d).- Otras dos cajas distintas tienen fichas negras y b!?ncéé: -

Caja G: 12 negras y 4 blancas
Caja H: 20 negrasy 10blancas

¢ Qué caja da mejor posibilidad de sacar una fi cha negra? e
(A) La misma posibilidad A
(B)CajaG
(C) Caja
(D) No losé

Por qué?

6{e).- Otras dos cajas distintas de las anteriores tienen ﬁéﬁas negras y blahcé;. o

CajaJ: 3negrasy 1 blanca,
CajaK: 6negrasy 2 blancas.

¢Qué caja da mejor posibilidad de obtener una ficha negra? . e
(A) La misma posibilidad SO S

(B) Caja J S Al )

(C)CajaK )

(D)No lo sé o
Por qué? L




7(a).- Lee las siguientes cinco frases:
1) No puede ocurrir.
2) No ocurre muy a menudo.
3) Ocurre con frecuencia.
4) Ocurre casi siempre.
§5) Siempre ocurre.

Para las preguntas siguientes debes poner un nimero en cada uno de los
cuatro recuadros. Puedes usar el mismo nimero mas de una vez si lo deseas.

. (A) Cudl de las frases anteriores significa [o mismo que "Muy probable"?
(B) Cuél de las frases anteriores significa lo mismo que "Improbable"?

(C) Cuél ds las frases anteriores SIgmf ca Io mlsmo que “Probable™?

(D) Cual de las frases anterlores sngmf‘ ca Io mlsmo que "Poco probable"?

73 Esbrfb"e na‘pala - 16 siguiente:

(A) lmposibl‘ev'

(B) Posible

(C) Igual posibilidad

(D) Paca posibilidad
(E) Muy probable,

8.- En un experimento se lanzan al aire 12 monedas’ jdntas y caen sobre la
mesa. Si el experimento se repite muchas veces, a,cuéles de los siguientes
resultados ocurren méas a menudo?

(A) 2 caras y 10 cruces C )

(B) 5 caras y 7 cruces R (T |
(C) 6 caras y 6 cruces o (o)
(D) 7. caras y 5 cruces . R ).
(E) Todas tienen la misma posibilidad . )



9.- Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana 1 peso si el dado sale 20 3
0405 06 Siresulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de dinero.
¢ Cudnto debe ganar Esteban cuando le sale el 1 para que sl jUEQO sea )uslo (]
equitativo? T .

Respuesta: pesos.

10.-Una moneda de 2 pesos y otra de 10 pesos se lanzan juntas al aire. Enla "
tabla de abajo se ha anotado uno de los resultados posibles: cara en la moneda - -
de 2 pesos y cruz en la de 10 pesos. Se ha indicado con una C para cara y X_

para cruz. Completa la tabla con todos los resultados posibles. T

Z pesas |10 pesos

[ X

11.- El tejado de una casa tiene 16 secciones cuadradas. Comienza a granizar.
Al principio solo caen unos pocos granizos, después aumenta la granizada. En
los siguientes dibujos se representan tres conjuntos de dos posibles formas en
las cuales podria haber caido los granizos. El primer dibujo de cada grupo, A, B,
C muestra una forma de distribuirse los 4 primeros granizos; el segundo 16
granizos,

CONJUNTO A



CONJUNTO C

Pregunta: ¢ Cual de los modelos anteriores esperarias tu ver como mas reahsta
a medida que el granizo cae? .

Conjunto A: : ( )
Conjunto B: )
Conjunto C: ( )
Conjuntos By C: ( )
Cada tipo de modelo es igualmente probable: ( )

12.- Esta pregunta se refiere tambien a la caida de los granizos sobre un tejado.
También se dibujan tres posibles modelos en tres momentos distintos: los 4
primeros granizos, despues 16 granizos y por Ultimo 64.

CONJUNTO

CONJUNTO B
7
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CONJUNTO c

Pregunta: ¢ Cual de los modelos anteriores esperarias {u ver como mas realista
a medida que el granizo cae?

Conjunto A: . ({ )
Conjunto B: ( )
Conjunto C: - )
Conjuntos By C: R I §

Cada tipo de modelo es igualmente probable: I (At |

13.- Escribe una frase que comience: ) G
“Es muy probable que el Rey............ ", usando tus proplas pal
acabaria. B

s para -

Es muy probable que el Rey,

14.- Escribe una frase que comience:
“Es improbable que e! Rey.......... )
acabarla,

Es improbable que el Rey,

15.- Escribe una frase que termine: SR R FREEneETY
LR es algo que sucedse al azar’, ‘usando:tus:propias:palabras para
comenzarla. ST

< @s algo que sucede al azar.




16.- Para las siguientes frases seﬁala todas las que plenses que srgnn” can
exactamente lo mismo que "tiene un clncuenta por cnento de pos
ocurrir”. e

(A) Puede ocurrir o no,
(B) Tiene tantas posibilidades de exito como de fracaso
(C) Sucedera 50 veces de cada 50.

{D) Puede suceder algunas veces.

(E) Tiene igua! posibitidad de ocurrir que de no ocurrir.
(F) Es muy improbable que suceda.

17.- Dos pirinolas de seis lados estan marcados con unos y doses, como se
indica en el diagrama:

AN AN
ANy ‘ ZoN

AMARILLO ROJO

¢ Qué pirinola te da mejor oportunidad de obtener un 2 cuando se lanza? [*] g,dan -
{a misma posibilidad? CeE .

(A) La amarilia es mejor para obtener un 2.
(B) La roja es mejor para obtener un 2.

(C) Ambas pirinolas dan la misma posibilidad.
(D) No o sé.

Por qué?,

18.-En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes y después so-

mezclan. Se sacan tres bolas fuera resultando 2 rojas y 1 azul. ‘A continacién =~ .

sacamos otra bola sin echar las anteriores. ¢ De qué color es mas probable que o
sea? FRAON

{A) El rojo tiene mayor probabilidad. (_)

{B) Ei azul tiene mayor probabilidad. )
(C) E! verde tiene mayor probabilidad. { )
{D)Todos los colores tienen la misma probabilidad. ( )
(E) No lo sé. [ |



Por qué? '

19.-Dos discos, uno naranja y otro cafe, estan marcados con nmeros.

2

Cada disco tiene una aguja que gira. Si se quiere obtener un 1, ¢es uno de los
discos mejor que el otro , 0 ambos dan la misma posibilidad ?

(A) El café es msjor para sacar un 1 [
(B) El naranja es mejor para sacar un 1 ()
(C) Ambos discos dan la misma posibilidad ()
(D) No se puede decir (—)
Por qué?

20.- El profesor pidié a Clara y a Luisa que lanzaran cada una una moneda
muchas veces, y que apuntaran cada vez si salia cara o cruz. Por cada "cara"
se ha apuntado un 1, y por cada "cruz" un 0. ;

Aqul estén los dos grupos de resultados:

Clara: . 010110011001010110110100011 100011011010161 10010001
: 01010011100110101100101100101100100101110110011011
010100101 10010101 10001001 101 01 1001 11011 10101 100011

Luisa: 1001 1 10111101001110010011100100011101 1111101010101 :
~11100000010001010010000010001100010100000000011001
000000011 1 11 00001 10101001001 0011111 10100_1 10001 1000

10



Una de las chicas lanzé a moneda correctamente pero Ia otra hlZO trampa y lo
fingid. :

{A) Qué nifia ha hecho trampa?
(8) Cémo lo sabes? :

21(a).- Sup6n que dejamos caer muchas bolas en el conjunlo de één‘élés dii)ﬁjado:

}

ABAA

Sefiala la frase que mejor describa dande esperas tu que vayan las bolas. .

(A) Por cada canal pasara aproximadamente el mismo i b
ntmero de bolas N

(B) Por 1 y 8 pasardn més bolas ()
(C) Por 3, 4, 5y 6 pasaran mas bolas ()
(D) Por 1, 3, 5y 7 pasardn mas bolas ()
(E) Ninguna de éstas )

21(b).- Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales:

|

NA

{A) Por cada canal pasara aproxnmadamente el mlsmo ;

ntimero de bolas oAy
(B) Por 1 y 2 pasarén més e )
(C) Por 3y 4 pasaran mas )
(D) Por 1 y 4 pasaran més o)

(E) Ninguna de éstas : L)



21(c).- Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales:

¥

g

(A) Por cada canal pasara aproximadamente el mismo . o
nimero de bolas )

1

(B) Por 2 pasaran mas bolas { )
(C) Por 3 pasaran mas bolas )
(D) Por 1 y 2 pasaran muchas bolas y por 3 pocas s

(E) Ninguna de éstas )

21(d) Ahora haz lo mismo para este conjunto de canales:

=

{A) Por cada canal pasard aproximadamente el mismo

numero de bolas { )
{B) Por 2 pasaran aproximadamente el doble de bolas

queporio3 [
{C) Aproximadamente la mitad pasarén por 1 y ta mitad por 3 { )

(D} Unas pocas pasaran por 1, casi todas por 2 y unas pocas
por3 { )
(E) Ninguna de éstas ( )

22.- Un robot es colocado ante un laberinto que empieza a explorar. En cada
cruce el robot tiene tantas probabilidades de irse por un camino que por otro
(pero nunca vuelve por el camino que vino). Hay B trampas al final de los 8
caminos (ver el dibujo). ¢En qué trampa o trampas tiene e! robot mas
probabilidades de acabar?, ¢o todas las trampas son igualmente probables?



Respuesta;

23.- Bl profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100 chinches. Algunas caen
con la punta para arriba y otras caen hacia abajo

El resultado fué: ARRIBA = 68 ; ABAJO =32

Después el profesor pidié.a una nifia que repitiera el experimento.

De Ia lista siguiente, elige el resultado qus tu crees obtendrd fa nifa:

{A) ARRIBA = 36 ; ABAJO = 64 ( )
(B) ARRIBA =63 ; ABAJO =37 { )
{C) ARRIBA = 51 ; ABAJO = 48 { )
(D} ARRIBA = 84 ; ABAJO = 16 ( )
(E) Todos los resultados tienen la misma probabilidad { )

24.- ¢ Cudl de ios dos siguientes resultados es mas probable?

(1) Obtener 7 o0 méas varones de los 10 primeros bebés nacidos en un nueve

hospital.
~ {2) Obtener 70 o mas nifios de los 100 primeros bebés nacidos en un nuevo
hospual
(A) Son igualmente probables ( Yy
(B) 7 o mas de 10 es mds probable o)
(C) 70 o mas de 100 es mas probable (o)
(D) No se puede decir ( )

13



25.- Una bolsa contiene en su interior algunas-bolas blancas.y algunas:bolas -
negras. Un nifio extrae una bola, anota su-color y la vuelve a-introducir.-A"
continuacion remueve las bolas para que se mezclen bien. El CthO repnte esta
operacidn 4 veces y siempre obtiene una bola negra. . : v

A continuacion extrae una quinta bola. ¢,De qué color piensas que sera con mas
probabilidad?

(A) La negra es mas probable de nuevo { )
(B) La negra y la blanca son igualmente probables { )
(C) La blanca es mas probable esta vez { )

26.~ Tres chicos son enviados al director por alborotar, Para esperar su castigo,
tienen que alinearse en fila ante la puerta del despacho del director. Ninguno
quiere ser el primero, desde luego!

DIRE.

A& &

(a) Supongamos que los nifios se llaman Andrés, Benito y Carlos (los notaremos
A, By C). Queremos escribir abajo todos los posibles 6rdenes en que podrian
alinearse.

Por ejemplo: paraelorden A B C escribiremos ABC
10 20 30

Respuesta:
ABCY....
R /..

Anota ahora las demas formas diferentes de ordenarse.

(b) ¢ Cuéntas formas diferentes hay en total? Résbuésfa i
Ahora haz el resto de Ia pregunta: L

(c) Sl cuatro nifios (A B C, D) tienen que almearse (,Cuantas formas dlferentes
hay? ) Respuesta

e



‘

(d).Y si hay cinco mﬁos g,Cuéntas maneras hay? (No mtentes Qscnblrlas todasl)
Respuesta

15
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