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'RESUMEN

Para ewplicar el comportamiento -dindmico”de-arcillas -bajo.
excitaciones conocidas , primeramente ~Se. . revisa ‘la’l"teoria
viscoeldstica lineal ”, . con el “fin* dé!i obtener: expresiones
aplicables a model os comunes ccme' idos.iiar : solicitacicnes .

conocidas. .

Para. comparar  resultades.’ Lédri‘co R ;
cbtienen:'de pruebas ortotropicas’ y anisotrépicas;i fet‘ectuaron
pruebas - en probetas de arcilla"‘;cmetida‘sf 3 constanf.e.
para identificar ‘a‘los modelas! viscoelistices
sus’constantes. Se obtuve uUna- alta’correélacit n’ entre
v ‘los.modelos seleccionados. con desviacione
a Lres porcient.o. ;

cuales 'se compararon ‘con’el’ resultado de
se enccntré similit.ud enila’ respue

prcpi edades vl Scoelisti cas B

Se preeent.an comentarxo&-'
desarrollo en . esta ‘tesis. 'y isobrelilo

que controlan.la’ respuesba dinamica de arclllas. y la disipacion_ -
de energxa. . b ¢ : .
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ABETRACT

The lineal vwisceelastic:theory was revised for explaining
the dynamie behavior of clays under kndwn excitations-‘and. to
obtain e‘cprnssxone which are applxcabe to ccmmon m: dele"subject.
to known stresses. [/ Th L T s . Ry ! .

Tﬁst.s on c‘ay specimens. °ubJect t.o con'-‘tanf. ‘stress, were'
made for comparing theoretical . results. with those'l obLained t‘rcm
orthotropic iand:: anlso’.ropic ',t.est.s‘z‘;
corrasponding visc elast.:.c models S

standard deviatien was less Lhan 3/._'

Once t.he model ::or\s?.ant.e “were det.ermi ned,
relations i under’ senuseidal’ load,  were ‘calculated
were | compared i withithe . results of controlled
theoret.i ca). resul ts:were almost the same with: the:
values e

experimental:

Measures: and “calculations were  made for es?.imat,ing the -
characteristics  of ithe .calculated damping. Some’ considerat.\.cns.
are presented; for.defining the damping of the clays sam les vas.’ a
funct xon of; Lheir ~viscoelastic properties. 8 T B

F‘.Lnally. some comments concerning the procédu:r:es "de\./e‘loped .
in this'thesis and about. the visccelastic parameters: .cantrolling
the dynamic. response of clays an the dissipau.on of energy. are
made. sl L
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RESUMEN DE NOTACIGON

Area tnicial del ‘espectmen. ™ .. " .

A=

A = Admitancia. o o .

a = Amplitud de desplaezamiento.. '

B = Pardmetro de Skempton..

B = Relacion de a.mortv.guam.l.en.to crltr.ca.

C = Constante del’ amortiguador viscoso. : '

Ce = Amoz‘n.guamlento z:rl.!.t.ca.

CCwd Amortw.guaml.ento en funcidn de La. /recuencr.a.

D = DLstacz.on.. ;

E = Modulo de eslczsu.ct.dczd de Young.

Ee = Mddulo medio. de rigidez. L i

Eo = Modulo’ tangente intcial a la curve esfuerzo—defarmczcv.on.

Egc = Modulo tangente a la curva esfuerzo- defarmacr.on pczla L-»o:
E ‘= Modulo de rigidez viscoeldstico.

Eest. = Mddulo de rigidez del material en. condtcv. nes estducas.

Tensor general de deformaciones unt tarias ‘en ‘un‘punto.
Componente distorsional del tensor de deformaciones.
Componente volundtrica del Lensoz- de deformact.ones.

=. Exponencial.
e = Relacion de vactios.

ei = Relacidn de vactos inicial.

ef = Relaction de vacios final. g SR <

F = Fuerza resultante Que actua sobre una paru.c‘ula.

F ="Fuerza.

Fo ‘= Amplitud de fuerza. B
FC=sd = Transformada de chpl.ace de La funcicn FCLD,

f = Frecuencia en hertz.

fn = Frecuenctia natural de vidbracicon sin amortiguamiento Chertz)
fdCL) = Fuerza del amortiguador viscoso en funcidn del tiempo.
g = Mddulo de rigidez al cortante, dindmico.

%1 = Componente real del modulo de rigidez al cortante, §..

= Componente itmaginaria del modulo de rigidez al cortante, ¥%..
GCw> = Deformabilidad compleja del material wviscoeldstico. :
GiCwd = Componente real de 'la deformabilidad compleja. . X
G2(wd = Componente inaginaria de la deformabilidad ccmple_;a.
GM = Modulo eldstico maxwelliano Ckgrom D,

Gk = Module eldstice kelvintano (Kgrem™>

H = Altura de prodeta.

Hi = Altura inicial del especitmen.

Hs = Altura de los sdlidos.

I1,I12,1Is = Invariantes del tensor de esfuerzos.

i = Ratz cuadrada de C-~1). .
J1,J2,J3 = Invariantes del tensor de deformaciones’ um.ta.rr.as
JCtD = Deformabilidad de fluencia del material: uv.scoeld.su.co.
K = Constante del resorte eldstico lineal de Hooke.: :

L, 1 = Longitud. i -

Operador de Laplace, o

masa. ’ o

Numero de ciclos. ! :

Vector unitarto normal e un. planoc de corte.

Fuerza,

¢
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Ps = dmplitud de la fuer=za.

Pk = Constantes viscoeldsticas que multiplican a los esfuerzos.

P = Operador diferencial correspondiente a los esfuerzos en la
ecuacion constitutiva del matertal wiscoelastico,

Po = Operador algebrdico correspondiente a los esfuerzos.

Q = Operador diferencilal correspondiente <« las deformaciones

unitarias en la ecuacio’n "consLiLuLiua. del material
viscoeldstico.

o = Operador algedrdico correspondv.en.te a las deformacz.ones.

K = Constantes viscoeldsticas : i que m.uLLv.pI.Lca.n. a - las
deformaciones. -

40

3 = Desplazaniento de una part Lcul.c: de’. un r:uerpa someu.do a ca*ga
Sr = Densidad relativae de los soI_Ldos . .

s = Espacio de Bromwich. s

T = Pertodo Cseg..)

T°= Temperatura.

t = Tiempo.

[Tik] = Tensor general de e«‘fuerzos en un puntol’. :

{Tol = Componente distorsional del tensor de es/uerzos.

(Tv]l = Componente volumsdtrica del tensor de esfuerzos

u = Desplazaniento de la masa cde un oscilador. :
V = Energia potencial almacenada en un cv.cl.a de ca.rgcx.
vo = Amplitud de velocidad. -
= Trabajo Atsterdtico. Energia disipada en. un cv.cl.o de carga.
= Frecuencia circular de vidbracion Cradrssegd
wn = Frecuencla natural circular de vidracion.:

£ =€

x = Desplazamiento de la masa de un osciladori:: :
Xo = Dimensicn inicial de un cuerpo . en.la. dLreechn .
Yo = Dimensicn inicial de un cuerpo en la direccicn:y..

YCLD = Modulo de relajacidn del material uv.scoel_d.su:ca.
= Dimensidn initcial de un cuerpo en: ch dLrechon z.
= ' Angulo de fase. ;
Bt ¥y [32.= Amplitudes de desplnzamlento.
AA = Area infintitesimal.

“B‘

AF = Fyerza infinttestimal’
AL = Incremento de longitud.
Ao = Incremento de esfuez-zo. o

Aca = Incremento de esfuerzo canfv.ncml_e.
Ap = Incremento de prestdn de’ poro :
ACt) = Funcicn escalon.
& = Decremento logaritmico.
&Ctd = Delta de Dirac. Liel o T
Sx, by, bz = Deformaciones en du-eccv.on. v X, ¥,V 2, ‘respectivamente.
= = Deformacidn unitaria. o P
eo = Deformacion unitaria Lnstan.tdnsa
@ = Angulo de fase.
rij = Deformacion angular en el pl.cmo i
s = Densidad de solidos.

= Viscostidad del : flutdo:
= Factor de pérdida.
Factor de pérdida en’ resonancta: :
Coeficiente de viscosidad: maxwellv.ano. en Kg sren®.
Coeficiente de viscosidad kelviniano,-en Kg ssem®,
= Relacion entre costanles’viscoeldsticas, Cqirqgjd;

: “X ‘.
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M = Prestion de poro.

v = Temeno radical de la ecuaCLon de frcuencta.

9,01,02 = Angulos de fase. 2

o= Esfuerzo total, en Kgrem:

¢ = Desvlacion estdndar. .

om = Esfuerzo medio en un punto :

on .= Esfuerzo en un. punto. aSOCLado a’un’ pLano de
1oy, oz = Esfuerzos normales en dLPECCLon x.y.z.
= Esfuerzo confinante.” .

oo = Es/uerzo total intctali. i
Esfuerzo total ‘estdtico: apllcada.u

TLempo de retardeo del cuerpo: de KeLan.“

Es fuerzo cortante al plana ij.

corte.
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INTRODUCCION A" L.A VIGCOELASTICIDAD

1.1 Generalidades ) SN
La viscoolastlcidad puede det‘iniree como’ el est.udio ‘de” las

ralaciones esfuerzo-deformacidn-tiempo que estén presem.ee en ‘el

comportamients mecanico de“los  materiales. 'Es’imuy:’importante

conocer’ estas relaciones-al diselfar”obras que ‘seran : construidas ’
con materiales cuyas propiedadesi'cambian con el Liempo. :
cuales la varlacidn de . la’ magnitud de “las’ -cargas
censiderablemente. Estos, porilo general., no: pueden se
fielmente por cyerpos elasticos ideales . iint;:
viscosos, ya que presentan. comportamientos que se’ asemeJa
alguna combinacidn de los anteriores, . ;

Entonces, la - viscoelasticidad estudia’ .
comportamiento complejo en los materiales,  cuandoi una’; partg de':
su estructura presenta reacomodo , fendmeno: que ‘ademds: es

dependiente del tiempo y de la historia de cargas‘aplicadas ‘sobre -
2l cuerpo. Este hecho conduce a que el estudio de las relaciones

esfuerzo-deformacidn de los materiales viscoeldsticos no sean tan—f
senclllas como las planteadas en la teoria de Elasticidad. '

Este enfoque se hace necesario para estudiar la evolucidn
de las deformaciones en aquellos materiales cuyo comportamiento
se aleja mucho del de un cuerpo elastico, como es el caso de los..
suelos, sobre los cuales .se desplanta la totalidad de las obras
civiles, & el de aquellos materiales aproximadamente eldsticos,
que puedan estar sometidos eventualmente a intervalos - de.

© esfuerzos sSuperiores al ‘limite eldstico, como son los que. ‘.

constituyen las estructuras de concreto, acero .y madera bajo
cargas sismicas =] bien . cuando son sobrecargadas
indiseriminadamente - al darles un uso diferente al de disefio. L

El desarrollo. tedrico del comportamiento viscoelidstico - de:;
los materiales supone a édstos ultimos continuos,.es decir.“'cjue'ﬁ,
cada particula es. ,por.si misma, un sistema como: el caraeterizado
por. el modelo viscoelistico analdgico. A pesar de: que l'o:

“Tho es totalmente compatible con la realidad’ fisica. pa'r'a

en el Lranscurso del tiempo;-édsto: presenta la vent
teorfas, de poder prever . fendmencs: de: fluengi %
estruct_urales y proyectar .su vida util e

debxdos a la consolidacidn,




Desde " un . enfeque: dindmico, la: teoria vi s;oé;éstica' nos
provee ‘de herramientas’ suficientes ‘para predecir ' las respuestas
de . los” ‘materiales. ‘sometides a- ~vxbracxén. iestudiar las

caracteristicas: de i d formabllida. o los mismos,; conocer’: la
disipacién de’ energia de': cada uno: y analizarotros paramet.ros que
gobi ernan L 1 de mat.eri al es

resul'tante : ; 'as

porcién »..eparada. {Se” llamara esfuerzo medi )

resulta- de: dividir la fuerza resultante ent.re la magnitud del‘
érea cortada: :

om = F o A" B "_c1‘.1>

L1l

3¢

Fig.. t.2

Debido a que el valor del esfuerzo depende del 4rea que. se
considere, resulta conveniente trabajar cen super!‘icies y-fuerzas
muy pequefas, como AF. y AA, .y tomar el ‘limite ‘del esfuerzo
medio cuando el drea tiende a cero. ‘La cantidad obtenida’ de’
aplicar este procedimiento recibe el nombre de esfuerza medv.a en,
un punto, asociado a-un plano deicorte )

2



ow =_Lim AF.AR ; RSIR->)

L.2.2 Desplazamient;o

Se define el vector de de<~plazam.\ento °n Yunt punLo F’ de un
cuerpe, | como el : vector ¢ es P Pyt euyo
extremo  terminal. JUPR! P despue* de la’

un vecLor que represent.a la dist.an ia’entre 1a poslcién inicial y g
final -de un punt.o.» ¢

‘e1.3 ¢

Es el desplazamiento relativo entre dos punt.os de, un mismo
cuerpo: producido porila’o rencia“de’ un fendmeno de  carga.. En-la’
Fig. (1.3 'se;puede observarila’ posicxon relativa inieial Y. final
de los punt.os PP P’ respectivament_e., La deformaclén
serd i, entonces, el: vect.or que - resulLa de - .La dit‘erencia de los
vect.ores de desplazamiento ‘S.y 51, ésto’esi ;

5-85 =5 -8 LT e gy
1.2.4 Deformacidn Unitaria & Nominal
Dado un cuerpo en un estado inicial no deformade; como el

que muestra la Fig. 1.4 ., se define la defermacidn unitaria en
una direccidn al numerc que resulta de dividir la deformacidn .8,

en una direccidn entre la dimensidn eoriginal-=-del - cuerpo: """

correspondiente. Esta cantidad resulta ser adimensional. y al ‘ser
representada grdficamente contra el tiempo suele ser usada -en
términos de porcentaje. Cuando se trata de un fendmeno dindmico”,
en ocasiones, recibe el nombre de amplitud nominal de deformacion
(). CRef.1) ;
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donde: . : . . :
oni, m\j. onk:: componentes- ortogonales. de on.

Cl gk’ vector. .unitario, en direcciocnes ortogonales
ClLom,nd ¢ cosenos ‘directeores del vector normal al plano de

En Un tensor de e-—-f‘uer..os ,se. pueden def;nlr t_res cantidades K
consLanpe b

Is
Iz
Ia:

Estés
expresion

Iy = ST :
Iz.= L.y
Ia = T .

eécémhcnersé
en voLumeLrv.ca AY)

componen.r.e dl.szorsr.on [ To) Lresulta
dei:la i super os:. ion‘

manera; -

de- esta manera,
definido ‘por:

‘el tensor de esfuerzo

[Ti) = [Tol * (Tv

En la componente distorsional’ se. marj.l‘t"le's a )
los esfuerzos cortantes que existen: eniel ‘puntoide’iinterds,’
mientras que en la componente volumdgtrica: solo est.én presentes‘:
esfuerzos. normales.

) . ..En_la compcnent.edist.orsionéi:. 5 se
anula. En la componente volumétrica, 'en :cambio, aparecerd ‘el
mismo invariante lineal que en: el tensor general de esfuerzos. .
LTl PN , :



Al - igual que.para los esfuerzos, existird un tenser general
de deformaciones, simétrico: que viene dado por:

B ’ @ic : 1r2yxy 2y
[Ejk) = fir2pyx. &y 1r2pyz Ci1.12)
3 iltrzyex o as2yzy ez

Las. deformaciones unitarias lineales en .las
dxreccicnes ortogonales x.y.z.

Las ‘deformaciones angulares entre ‘ejes
ortogonales en un punto. ,‘ s

yla conipbﬁénte

S€1.14d°

De lo ant efinicion para el Lensor de
derormaciones u .

(1 15)

. /olumetrica “de la det‘ormacion - se .
manlt‘iestan -solamente Llas defcrmac:.ones ‘unitarias-asoctadas-a“las

tres i T rt.ogonales X.y.z. ., . mientras. . que ‘en."la’
component.e ‘distorsional . aparecen: .las” deformaciones por cort.ante

=] deformaciones angulares.,ent.re esas direcciones.CRef. 13

En

Encont.rar las relacxones entre’esfuerzos y deformaciones ha‘
sido ‘uno de_los objetivos de la teorfa de Elasticidad ', la. cual

=3



ha . establecido una serie de ' ecuaciones lineales .  llamadas:
relaciones = constitutivas ... blen' conocidas: . y.[ ampliamente.
utilizadas en  los cdlculos de ingenieria. poriiloque-en el
pre'-ent.e t.rabajo no serin desarrclladas :

(en sus ext.remos b

“ynaicargai’se ‘le

: ablard.  de es!‘uerzos “h ven i lugar: de
fuerzas, .y: de det‘ormaciones el en ivez® : de desplazamlent.os.
por:ser términos‘mis generales que : cxert.os valores

.'7'



particulares como son: longitud, 4rea transversal de la barra,
etc... De dsta manera , el ejemplc anterior quedard representado

ig. 1.7 .
en la Fig f f o b

Fig. 1.7

En unm. mat.erial eldstico lineal se tienel .una” relacidn:
esfuerzo—deformacién; L g g

}Ci’. 18

Lo .anterior 'c'oridi.xce}.una' expresidnitensorial aé1 ﬁiguiente
tipo: . s : o E

Consiste en un . pistdn movll Jdentroiide:- ant cilindro’ conisu’. base .
perforada, de tal ‘manera ‘que ‘e fluido no. quede’ abrapado en: su
interior. Entre el pist.én yel'c iRdra; hay'! ‘un fluido! v.tscoso. de
ésta forma serid necesario’ vencer: la fuerza'! de !‘iJacién para’ que
el pistdn llegue a moverse. : :

,f.iul._

Fig. 1. 9. Fluido do '‘Newton bajo esfuerzo constante

8



Este medelo analdgico recibe el nombre de fluido de Newt.bn
y representa el comportamiento de’ un’ fluido. visceoso:

La relacidn
constitutiva del modelo estd dada por._ .

material,

longitud-, &l 3"
velocidad de cambio en el Liempo
de €1, 18 se llega a'la sigulente expresié

parciales con respecto al tiempo.
dad de  deformacison . Un material cuyos esfuerzos sean pr
nales a la velocidad de derormacidn serd llamado ma.t

En términos de los tensores de es!‘uer"o Y deform
posible demostrar que al aplicarse un esfuerzo
12 largo del tiempe scbre un material viscosoy
comportamiento similar al de la Fig. 1.10..

“erjk tejk

Fig, 1‘. 10 Comporlomtant’
T ba;o la uchon d

donde:

o c1.20
Al aceptar -
escribir

B

se puede:

N 21)

De. integrai- i lcs: dos miem ros

e la xexpresién Ci 21) se
llega-a la relaclon~

[ Ejk) =7t'r,‘u't‘/ q;‘ +e



Las condicliones.iniciales-del problema indican'que. para‘un
tiempo 't/ = 07, la deformacidn, '[Ejk] '="0, por “tanto. “la:constante
de integracidén ‘v.‘, v resultal ser igual ai cero. Der - J.o anterior .se
llega a. la ecuacién definltiva

! resorte y esté dada por la
expresidn’ 1183, iy, E de!‘ormacién del’: amortiguador
viscoso. y.sale'’'de la ecuacién 119 n por: Lanto‘ "se tienen: dos
componentes de. la’ dgrcnmacidn ue conducen at P

10



o =E e’ v a_~= Fo& . c1.24ad

Al intreducir las ewpresiones Cl a4a) en C1.24) se obtléne
la relacidn: esfuerzo—dercrmacion del modelo-‘ . ’

c1iesd

cz.aén

desarro lo anterior en Lerminos de !
f maciones uni'.arias. ‘Se puede
semeJant.e al ‘que

se muestra‘en la Flg il N 8

el - tiempo. .

EL Lermiho i

. Para comprende
en Lérminos de una barra ‘cargads:

ecuacidn:

que es equi valent.e a .la ecua 1én

Para hallar: la constant,e
de: 1ntegracién Vicy _ser i}

'»necesaria una condicién inicial

11

constante en.



.La aplicacidn repentina de un esfuerzo. oo voa un tiempo,

t=0 , significa que: ¥Ct) “tiene ‘una.singularidad en ese punto.

Para hacer que esta desaparezca. se incegra c1 28) a través de
ese punto;

S+ TI-E-TH

cety sélclquedai

Eo 1!

Ahcra.'
consigue S

por- tanto,
caso serd:

Este
muestra . en.

para . un Liempo Votet,
y debgré estudiarse




Como € = e es constante, el Lermino & =0, por 1o que la
ecuacidn- C1.28) . se:transforma  en.’ una -ecuacidn .diferencial
homcgenea para el est‘uer"o e cuya ‘sol ucién v.t ene. dada por: .

del . esfusdrzo’
discontinuidad

ceurrir. st
det‘ormacié

indefi nidament.
épi damente - del

Fig. t.1e
Este modelo analdgico, 1lamad

viscoso en forma simultinea. ConsLsLe
en‘un resorte lineal de Hooke y.un;
dispuestos en paralelo.

en la’ Fig. 1.14a , sin embargo, .la’ t‘orma como’ se di
esfuerzo, o ,  aplicado, ocurre comoﬂ se especiz j.ca en: la F‘ig
1.14b. g . : I

13 &



En cualquier ‘instante la deformacidn en el_reserte y en el
amortiguador ‘serd la misma . yieliesfuerzo,:eo.,. se repartird entre:
los dos elementos . de :tal  forma,. que’ow . .corresponde’. al. esfuerzo
aplicado en: ‘el “elemento ‘de: Hooke:. 'y Yo serat el esfuerzo - que
recibe’el amortiguador viscoso : : : - : L

Al aplicar ‘a: éste modelo as! ecuaciones’ C 16}' v, 1181 se

obtiene: -

. ‘En" el
ecuacion s queda

.U.mit.e

donde .Eoo

‘y;

qo EE,k] e qa [E,k]

o bien; o CTikl/qs’ = qo/qx [E;k] CrER T etse

! 14“



Fuy. 1,157

CLEWT et aegr TER]

: Laespresidnidnterier descr
‘*a_}o esfuerzo constante sostentdo
large,'como el Jue muestra la Fig. :
ATHRY: s
[ 151 aTkL-qo
| N

; b
PN
< wsfuer=s cinstante
;. Se ‘selempileza. a. deformar
rapxdamente el gquela pendiente de la
® paraun tlempo. t — -

. ! valor T de tiempe de retardo de
,V.elv-m yiseddering - como; el~ punte . de intersecc:on entre  la
tangente 1m.c1‘al ‘laveourva LERY W iy la resta a la cual ce
aprexima la“curva -uandc L0, n '

g



Para hallar la pendiente inicial a la curva, . se sigue el
siguiente procedlmxento Leorlco-

":'T‘.q“"J(‘T] ;q:

“hace srgualc la un:idad.’ Per’

v{h’ es ('!"]/qo Y
madamen'je el 63% de la

a . un’ Lxﬁmpo t L- ya.se’ ha alcan-adc apr" i
dntormacxon rs nal CPe: 1. - N 2

‘gel obeer"a~ a def‘ormac;cn fina! de este modeleo puede
d°c1rs° que es la misma que corresponde a wn solido elastico, sin
embargo,. dicha” defermacion no se presenta <esde =21 principlo, es
decir ) "se’aproxima’a ' ese: valor gradua.mente, Puede afirmarse
entopces,” que ‘ocurre  uUn  fenomeno difer: o,

Cuando sze fija la deformacidn
cantidad, como se ve en la Fig,
=enstante , est< significa gue la r

partir de estes dos "

uir
todas - las combinacirones n al
comportamiaente de loz macte . ze
liztan algunas de &stas < ntes
relacicones ccns' 1tativas oy nan

adelante,(Rer. 22,

™
o



Tabla 1.1

Materiales Viacoeldsticos

i Modelo

Ec. .Miferencial.

boformabitidad

Devigualdades

< Fluencia "Ity

“M8dale” do” Holajacién: |

. Deformabilidad’ Compleja il

Parte - raal

asew

.imaginarta  G2(v)

0=

f"’"t"

=gy

o a+p,o’.‘7lg

G 'l i >
P> pia t 4

P i
9P > 40Py F,

V>

.2,
L gudt—qld +q




cAPITULO 11

~ ASPECTOS TEORICOS DE VIBRACION VISCOELASTICA
2.1 Funcién Escaldn, Funcidn de Dirac y Transformadé de Lapl’ac\e

En el capitule anterior se deseribid la ‘aplicacidn
repentina de un esfuerzo, 2z , de tal manera que para’un’ tiempo
L0 ., e = 0 y para cualquier instante >0, ¢ = -co. Para.ello se
dividia el eje correspondiente al tiempos en dos.partes .y se
aplicaba una ecuacion diferente a cada una de ellas, o300 S

0

e expresar le antericr es mediante. una

Una manerz compac
- wal ezta definida’ . por’ lasiecuacicnes’

rta
unsicén escalon aChv), la
)

33

L2.10

=T O .r
)
Fig. 201 Definweisn de Aty 4 S

Para el tiempo t= O, indefinida,a
menos que . se.distinga el cer come un ultime
Liempe negativo y un primer espaztivamente,

o = oz ATLD 2.2

Para introducir (2.2) en as. ecuacicnes diferenciales que

1
an’a les modeles viseoeiastleos, serad necesario obtener



las derivadas de la funcidn ACtD. En la Fig. -2/1 se muestra como

ACL) puede ser interpretada como el case limite. de:una .funcion

YCtd , cuya derivada resulta ser igual a c¢ero para cualquxer o a
evcepcidn de un pequefio intervalo alrededor de t=0.

Al integrar sobre el eje % dentro de ese pequefio-intervalo,
e puede demostrar que el area baje el rectangulo resulta ser
igual a la unidad. A medida que dicho intervalo se - haga ' mds:
pequefic,la zltura del rectangulo tendera a aumentar. para mantener
el wvalor del area unitaria, como se indica en la Fig., 2.1 Por
tante, cuande el intervalo alrededor de t=0 tienda ‘a2 cero,-la
altura del rectanguleo debe tender a infinite. Lo anterior
representa a una runcion muy singular, &Ct), gque viene-a'ser la
derivada de la funz:isdn ACLY ¥ gQue gueda definida por: .
[a}

Vot a
v L s ‘_‘(2.3«:13

o

1

SCey = {0 b

que e obtiene al integrar la runcién &), a le-largo del eje 't

~ O+ DR
L ST dy = [ ety de =1 c2.3bd
- o- B

Esta funcion . (LD, recibe el nombre de Delta de Dirac,

A fin de tluz.rar la aplicacizn de
cazs prastice, cons:iderese el medels ae
capitule I . Zupongase gue e desea alo:ly
tndicada en la Fig. 1.1%T en un tiempo ¢
desarrollar las ser:es de ewpansizon 4
la ecuacién (1.37) esta puede ser escrita como:

‘uncion escaldn a un
win descrito en. el
r la deformac:dn e

€1 = corqoll-e D= mergall-l+nti-l 2CAt1d e 1Eeesqit. . .

d=nrde: } = gerqi.

Al elimnar los termnos de orden superior se obtiéne . enl el

=11 = st

Se cobserva..entonces, que .para .t—0, = debera’ tender--a
infinite para.que.se.cumpla esta relacion, For’tanta,’ la“primera
parte’dela Fig. 718a "degenera en un delta de Dirac cuyo valor
esta’dade pr.:r :: o o

2s%a.-ul t.i.’na e::prasu:n al zer introducida en L1, 37') :orduce a

g H
".>' =iE ge SCLY + =g ACLY para & = e1ACY C2 42



La . ecuacidn €2.4) ‘representa - la:r respuesta . del modelo .de
Kelvin =~ bajo’ una : deformacion repentina - fonzada’™. Al comenzo,
1a fundidn delta’ de Diras aparece como un | pice.::Este Tplen  se
manifiesta  en’. :t.odoe' agquelles imateriales Jqu= fno. posesn:iuna
rezpuesta celasticaid 5 anta anga ba_;u :q_-..‘a"'-anr repentina de
esfuerzos,  es desir;,: E

distintes niveles de’ esfuerzo aplicadas
: repentinaments

Fig. 2.2 'Curvas &€ wvs i enel: cuerps de’ Kaelvin rajo*

En'la Fig. 2.2 se resumez lo expuests anteriormente. En esta
Se  muestra como  para de esfuer=os: la:curva
deformacicn-tiempe *iende a lewvantarce, aumentando su médulo
tangente inicial , E: , hasta tender a infinito en el zaso de una
rapida aplicacicon de un estuerso de gran magnitud, )

Para los desarrolles c2currira al uso-de la
transfeormada de Laplace, =] Llate necesario realizar
una breve explicacien de ciertos conceptos pasicos al respecto.

S se tiene una del empe,  Se
sy transformada
2.5

En (2.8 se ha_integrado la funcien () en el tiempo,
entre limites fijes. [ depende colamente de la variable s | Es
importante destacar lo siguiente:

12 Los valores de f£Ct) para * <« © nme inrl
112 Las transformadfacs de las derivadas de
tienen una relac:sdn simple con 'C=), Ez=ta rela
plicacidn de (2,50 a r'CLd, por e}

11y sobre fes),
ffuncidn L, FCLY,

a
on consiste en-la

ren
L
(31

emplo:



Al 1m.egrar por partes 1o antarxor. resulta:

—rCod+cf(sd. (2. Bad

for-cv,ne' [x(L)e "f"“"f x(t)(—=)e =d

- Al -ablxc&u‘ J.»mzsmo prcced'mxﬁnto a la segun"a / tercera
derivada de f‘ct.) = T

'.0

’2 Sb)
(2 Sc‘
En general
L ; S : .
Jorerre ce.edy:.
Silas E;Qnaicibnes inieiales fuesen nulas,’se obtendria:
© -5t " : : )
Jorlerya™de = "y Ll el
'Algunas otr aplizazicnes ¥y dade de la transformada
de Laplace seran enpl:icadas con mas detall: en el apsndize A 2

Cuando f0L) o sus derivadas tengan una singularidad en t=0,
sera necesar:o diferenciar entre O 0y 0O ome- limite inferior de

la’'integral 2.9,

En la mayor parte de les <asoas ¢zario tratar con
funciones que se anulan para ‘aleres eor tante, para;
estas funciones, al tenerse O zome base les terminos de
la integral ze andlan, 9cste oz ol case mer 2o anterioermente
zomo el de condiciones intciales nulas, e cual, la ensgsima
derivada de Ct) tendra una transfeormada e Laplazce dada por
CE2.7. .

Un models wvicco Liene Una ecuacidn

diferencial que 1:: defin

o 4 pid ApzBe. L. = gos - gk ¢ oged L., CLcz.8ad

m "
oK cake ;

S pie & 2 = Soax 9_:_ .o C2.8bd

é ar’ é cart L



ASi, Ze podrd disaadar la =cuacidn =nire una constante, sin
cambiar sSu .significado, y :siempre se . podri tomar. po = 1. Por
tanto, la ecuacidn. C2.8b) puede presentarse . som S

dende P v Q'

Tuando 'C2,85) es .semetida’a’ unaitransformacidnide’Laplace;
El obtiene . la . giguie “ralgebraica’l’ entre’ las
rranstormadas’ L oCs) [y S L R 8

2,10k

7
14
~
2
v
1
[
a
N
4
b
0
"
)
-
-
)

n
lad
0
3
3
o
0
1k
P
2
LS

o,

tabla A-

=

Supongase que zl cilindro de la Fig. 2.3 se le aplica una

22



defermacidn axial Al , de tal manera que su nueva longitud sea
Al + L. Para muchos materiales, si1 la fuerta necesaria para
mantener esa nueva longitud, es medida a lo largo del tiempo, se
encuentra que. esa fyerza disminuye en 2l transcurso del tiempo,
como muestra la Fig. 2.4 .

F(ty

A o4

Fty. 2.3 cCtlindre a Tensién S F\g 2.4 Rel.cxjac.\.on'da Esl’uor"o:

Se dice entonces. qu-> el es!‘uer._o se relaJa. yila pruebav».
se conoce con;el: nombre: de exper mento. ide relcjccz.cn de

Alle largede .una curvatio ivs t.se puedeihallar:-el: médulo
del materraliiy -puede’cbservarse ‘que:; gésteles -ahora funcx an’ del
Lrempo| zeme mueet.rd la exqu‘ ente -

ca.1a>

ECt). es llamado modulo de relojacizr. Su compertamiente en

el tiempe es, generalmente, =omplejo vy depende del tipo de
material que se investiga. Save, no es necesariamente
independiente de la defermacion un:itar:a , Al~sls. De hecho, la
mayoria .de las resinas comerciales. kaje deformaciones de

*rabajo, muestran médulos de relajacien dependientes de las
mismas. No obstante, para materiales de us< <omun en ingenieria,

el: cdleulo del mddule de relajac:idn ndepnndi ente de las
deformaciones unitarias, cuando estas i cueniran acotadas en
el ‘intervalo de trabajo., resulta ser avcelente apreximacion
de ECLY, En éstos materiales dyzt modul o es sSilempre

monct. dnircamente decreciente, ] por
ecreciente en el tiempo y se dencta po

renos, una funcidén

De gsta manera, la zcurva <e la Fiz. Z.4 ‘rene dada por:

oCtY = o YCLD oCEirEd

£1 se toma Se tlene que:

<2, 14)




De la expresidn €2.14) puede obtensrze el médulo de relajacidn
para cualguier material viszoeldstico. .

2.3 Fluencia:

Supdéngase ahora gque
carga ¢=n una fuercta const .
incrementa con el tiempe, comeise muestraen.lasFigl 208 0n08stes
ze puede :nterpretar come lat fluencia del "material,lque comienza

un reacomods estructural. de.las- particu ulas q"u 1o componen.’:

|
B

s
b

BN —. '_
Fug, 2.6 Paralelepipedo ‘sometido . Figi2.le Dafcrmucl.on on
; e fuarza-cortants

‘[

fluon-:\.u

2.4 Deforniabiiidad‘de Fluencia

En el _..pnr'.ment.c representado por -las F-gs = 5 Vei6!
puede ‘calcular la deformacion ezpecifica del  mat erxal como una’
funcidn-del tiempn. Esta puede expresarse de la forma:

= ‘ :
sy = SR c2.15

"

donde o es 2]l estuerzo conztante aplicade.
En algunes materiales L2 se inzrementa si limites hasta
que estes fallan, en otros, JiL) crece hasta un valor limite, En
pelimeros craistalinos en cambi2, pueden presentarse crecimientos
de JCL) pare=:dos a cualquiera de los dos anteriores segun sea el
nivel de esfuerz=os al que sean tidos. (Ref. 3. Esto muestra
que sole para niveles de esfuerzoc muy peguefins, bajo los cuales
la estructura original del mater:al se mantenga invariante, JCt)
sera independiente del esfuerzo, es mrentras el material

ze encuentre en el intervalo lineal de mpeortamiento,
En este trabaje se a materiales medelados
mediante analoglas s = Lran en el inlertralo

linsal, o sea, la defo

propercional a oo ¥y
Juedara expresada por:

Sy = e 2,162
La funeicdn J{L) ef or unidad de esfuerzo
aplizade, de forma <ons del tiempo sobre. un.

material, ¥ resulta ser cada uno de estos. JCLD



describe en cierta forma el comportamenno esf‘uer-»o defcrmacxon
de un|material especifico.

De lo anterior puede concluirse que para todo t4<0 ,JCt22:0,
asi, bajo carga sostenida, una barra:a tension. nunca; presen*ara’
como respuesta un acartamiento axial. Por. ‘anto, ._ICLJ _.era unav
funcion monotdnicamente f‘rncxente en el tiempo. i SR .

Para un modelo generico, de CE 10b) ‘se obLLene que-

Tesy = LBESXL U eaoy
P T S I SR P S S e sl
v C2,17) zse-halla una relacidn entre .la deforma-
bilidad de fluencia y el medule de relajacion quees, val;da en el
intervalo de comporta Lento lxneal del imat er‘alw RS

Con (2.14) v C2,

Jesy ¥es) = s : cz2.18)

Las expresicnes de JCi) correspondientes a los modelos:vis-
coelasticas mas comunes se encuentran en la tabla 1i1 .

2.5 Principio.de Superposicidn de Boltzmann.

En las seccicne precedentes se desarrollaron algunos
cepLos necesarios para describir el comportamiento
co éla tico de los materiales, tales como: el modulo. ‘de
ajdcron y la derfermabilidad de fluenc:z. Cada uno de ellos
erxdc a un tipo particular de prueba y .:mtads en su alcance
V4 aplxcac'ones.

Lo  anterior parece 1ndicar que para censeguir la
caracterizacion completa de un material viscoelastico, o las
cantidades mencionadas deberian conccerse para *cdos los valores
de +, ;

Debide a que leos materitales que agul se cons:ideran,  se
supcngn en el intervale de comportamients Lo es posible ucar
2! principio de superpesicidn para Qaicular las deformaciones
preducidas por varias cargas .

Para una barra a tens:ion. pueden =alcularse las

defernaciones producidas por una serie de esfuserzoes tensionhantes
de distintas magnitudes. aplicados sucesivamente. Para entender
el degarrollo que se intenta plantear, ohservese &l caso descrito
en la [Fig., 2.7 .

Para el tiempo t=0 se aplica un esfuercto cc saobre el
lemento, el cual responde con una defermacisn igual a € = ooJCLD.
L esle esfuerzo oo, S2 mantiene constante en 2} tiempo, la
region anterior es suficiente para describir la deformacidn en
lgyier 1nstante., Sin embarge, S: a un tiempo t=t' ge aplica

23




' '

de inerementos de esfuerzs

sobre el elemento un inzrementa de esfuerze Ao, la deformacicon
aumenta = =u wvalor en correspondencia a ecte estuerzo
adicienal para tede .’ Esta defsrmacion también serada funcion de
JCuo. No. obstante , es@ insrementd de la detormacidn serd
medy do a partyr del instante L=t v estara dado por la
espresion:

&) = oI o+ AL D €2.19)

El caso de la Fig. 2.7 :lustra el hecho muy particular de
un i1ncremento de esfuerzo apl:icade repent:inamente en €l instante
L' para permanecer postericrmente constante en el tiempo.

Supdngase ahora, el zacn er
en un tiempo t=0 a un
luego . o varia como una func:on
en la Fig. 2.8. Ese diagrama 4
rarias partes; una  garse
inerementos de estuerzes
donde dc'=(d:'/du')‘ . dv,

~ Para un tiempe rmast
sumatoria de lag etz [r-To-14
de esfuerzo aplicadc ese n
Estorultimo puede =xp edrante 1

ih

.

dr’ <z, 20a)

dende C(de'. dh’ddt’ representa =1 incremento del esfuerzo con el
tiempe, t, :



Esta ecuacidn muestra. como la deformacidn , -en cierte
instante , depende de todos los incrementos.de esruerzoc occurridos
anteriores a €l, & -bien, de la historia de esfuerzos o’(t') para

Este hecho constituy una  diferencia ” 1ndiscutible’. cen.:
especto a los materiales eldsticos,. cuyas.deformacicnesien ‘cada”

n; ‘totalmente independientes  de.cualguier - historia previa’’de
fuerzos. ER S e T e L .

integral

Debe ncht'a'rs?f;v‘qu’ef‘e d
@ ha..llamado Q.
le reseribir:

w0




y de aqui se obtiene una segunda versicdn de (2.20a):

dJCt -2

Ty et €2. 200

=) = o) c:: vf EXRS]

De a manera, L2202 muyestra per separado las
deformaclones "ausadas por el esfuerze tnicdial 2e y por los
pusteriores incrementeos e esfuerzo, i (2.20b), propereiona la
derfermacion gue oou "r:r-xa s1 el esfusrzo teotal ,o,fuese aplizado
de una vez en un tiemps t ¥y la derormacion adicicnal producida
por la rluencia ccourrida en tienpss posteriores debido a la
mayoria o el total <= lcoz ‘uerzos aplicados,

13
-

As: como se han dezarrellade las integrales hereditarias
C2.280a> y C2.20b) , en funcion de la deformabilidad de fluencia ,
JCL) del material., es posible enconirar expresiones similares en
terminos del médulo de relajacidén de éste, Y(tD), dado por (2.13D.
i las defoermaciones de una barra a tensidén son conocidas como
una funcidn del tiempo, es decir, si se conoce la historia de
deformacicnes del elemento, se pueden expresar los esfuerzos de
la s:iguiente manera:

t
SCL) = =0 YCLY + [ Yoi-ttd S5 aeo cz.21ed
. o dt
3 biren;
20 = S0L)YCOC ca2.21bd
2.6 Comportamiento Dindmico
Considérese el paralelepipeds de la Fig., 2.8, cometido a

una fuerza FLL) que varie se aldalmente en =l ti1empo. En general,
loz esfuerzes y las defcormacirunes gque se producen debldos a €sta

fuerza no estarin en  fase. Sin enmbargos, para un  material
idealmente elastizce, lo estaran, asi, c¢omo para un material

r1dealmente viscoso, los esfuerzos se @ncontraran en fase con la
velocidad de deformacion, es dec:ir, estaradn en cuadratura con la
deformacidn. De este medo, al supcner cgue los esfuerctes son
linealmente propercicnales a la deformacion © a la velocidad de
deformacion , puede escribirse:

o = = + ne ca.a2>
£i se dice que
o« = oot ce. 23
v gque la deformacion es:
o = ettt » C2.24)



donde 3 es el factor. de: fase, se obtiene:

cg:*fhiwn)e ca. 25

El médulo‘dinamico.comple jo:serad entonces:

'-omp e_}o esla: ralacxcn entre ‘el
ar:.a::xr*n s_nc‘dal _/-‘a de!‘ormacxor‘ qv_u= nsta

., CEL 'exgn-t‘lca de las dos parfes del’ médule dinamico se
puade - aprec‘ar Yen’lla . ecuacidn €2.25). La parte real;:" %1,
proporciona’ la componente elastica de la deformacidn y representa
la‘energla:utilizada como energia eldstica por ciclo.-La parte
itmaginaria, . ‘a su wvez, da la <omponente viscosa de la detormacxén
y representa la energia perdida por ciclo,(Ref.%).

Todas las derormacicnes “viscoelasticas varian con el
tiempo, es decir, ocurre un movimiento continuo., Siempre que
occurra un cambio de velccidad ge producira una aceleracidn como
resultado del deseguilibrio de las fuerzas. Sin embargo, el
movimiento wviscoelastico es tan peguefio, gue el producto de las
masas por las aceleraciones resulta ser u cantidad despreciable
en ccmparacidn con las magnitudes de 1 fuerzas actuantes,
Debido a este hecho, @s posible desarrecllar una parte sustancial
de la teoria viscoelastica s:n i1ntroducir *2rminos de inercia’en
lag ecuaciones. No obstante, en la teor:a de vibraciones, estos
termines adquieren gran importancia y deben ser considerados.

2.7 Deformabilidad Compleja

Al plantear las ecuaciones csorrespondientes  al préblyema }
dipamico y al introducir les terminos de 1nhnercia en estas, se
puade 2iaminar la 2ctaclon del o material
visceelastizco para el caso “Spe"l al, deformaciones
v los esfuerzos sean funciones perid Lo RNE:

Tomese la ecuacion constitutiva de un
generico de N parametros

o+ p1o'+ pot L T Ggoe + ue’+

que como e ostudio anterilormente, -puede-ser-

K o, L : 2 .
L4 =S = . TR —

pK’:h_K l q ——K b v 32.2,b>
L 5 : .

SN2



model

e=fuerzos

Examinar .~ este .en copdicione de c y
deformacicnes osc .L.Latcrz asz,  es algec (que se puede hacer de des
maneras. 8 : . : o ; .

La* prx mera,’ éonsié3 e en -aplildar. un.  esfusrzo .periddice

‘Sobr° un’ e'-pec:.men a- t.en

somet.er

sion. Este respondera con una’

a‘una ideformacicn .
necesario’ para-

“al:
‘regy strar

specimen .
1 “ezfuerzo

puede’

visto come: algoe

ser.

ﬁatural.. aja de noointroducin’signes
he"a*i'l!} S ST AR wy A

‘mera’ prueba; . ce Spliéaj
: enwt c.cases

v se obtlene como resplesti, ‘una derfcormacisn i
- Lt

= = Soe ca.2a

de aplicar la frérmula de Euler a la ecuacicn £2.29) se obtiene

1wt

e = ece = = (cos (WL + zen wt) z.30
En esta ecuacidn, las partes real ¢ .‘maginaria representan
des deformaciones oscilatorias que szn funcicnes de la
frecuencia, w . Asi, (2,27b> t:iene dos coer:icientes reales, pk y

gk

La parte real de la deformacidn =,

corresponde al resultade

de aplicar la parte real del esfuerzo, o, v la parte imaginaria
de &€, serd la respuesta del material ante la aplicacidn de la
parte imaginaria de e De e5ta manera, se obtienen
simultineamente , la scolueciones a dos problemas estrechamente.
relacionados.
Al introducir C2.30) en <2 .27ad
L
= ee
que, mediante la fermula de Euler , puede cer 28crito como:
vt 5 P
= e oo focos Wi+ wsen wt)d £2.312
30




Al llevar a ¢(2.31) a

Por. tanto, C(2.27bd qy

m

Luego, la. maém Lud ad 7,

la x‘érma de C2.287b) resulta:

= i

®
CGwd T ooe

eda’ como:

e c2,.320
La ecuacidn. €2,32) | en ‘funcicn de stambien  ze - puede
expresar de’ la manera sigurente : o
ols R W o cz 3z
BCwd :
donde . Py isoen les pcllnom.‘.‘cs que . reculian de  aplicar ‘la
transtermada de” Laplace, S : :
Evidentemente,| cs resulta zer una cantidad ‘Sompleja, por lo
que puede ser escrito.de la farma: P RS
o = o ¥ owe2d c2. 24>
v oper. £2,31) ] ) - -
o= weo e (sen wul
Al sustituiroC2, 34 jen T, F1Y se encuentra:
o = Cer » i) {eos wi + isen wtd !




De desarrellar la . expres:on anterior Yy agrupar . terminos, se
1 :

i
3]

m damente. La parte real: de
ez del ' especimen - ante la
=t} r=ada y la’parte imaginaria
S5 :

ante la parte i1maginartia de @3ta,

fuerzos binacizon de las
un - cambro

cidn anterior, entre el
le que cada ' 'uno aleanza su valor

erzes v derfsrmacicnes puede ser
torial, come el gue aparece on la




hallarse faei 1'menté “medi ante

De la Fig. 2. Qse ‘tiene que

A2
oy = A Senzvp

) 2. 2 uszy
Cot“+ 027D



De aqul gue:

Para

25 ortogenales
un material perfectamente

casd de

instante t=t,

reales y ver

Al rot

yector o, Y
esta manera,

alecanza los

ol
zos |,
S

Si se
ecuaciones

muche de

su=
1n que ocurra
el defasamiento
Gque le da generalidad a

previamente

w = angtan Cozrond ca. 3680
un tiempgo t=0 ; y = 0, es-decir, los des pares de
LER,ID y Cryid eoineiden, vy wt = 0... Ese es el

elastico, Para:cualquier 'otro
los vectores de amplitud:se dercompcnen en Lerminos
minos .nag;harics. .

or

ar los ejes 1>, llegan a coincidir, primero con el
para un tiempo t wow, colnciden con el vector =, de
> aleanza suUsS maMimos casi al mismo tiempo en que €
suyes.

ahora, toda 2! desarrolls previo ha supuesto una
<c real., es decir, fuUe como se muestra en la Fig., 2.9
con el eje 2 del sistema cocrdenado ffijo. Si se
vacteores de amplitud un dngule, » se mantiene fijo
el anguls de fase, w, los resultades no deberian
los obtenidos. En otras palabras, tanto leos
como las defzormacicnes deberian alcanzar sus puntos
<rucez por cero para un tiempo, antes & despueés,
un cambiec en las rel ones entre ellos, o
serda el mismo dade la ecuacisn €2, 38,
los resultad:

hace uso de esta posibilidad de generalizacidn de las

obtenidas, <o se considerard compleja ¥

podra erpresarse como:

zin

De

<onstitutiva  del
relacion lineal,

£2.32) y (2,

Perc al arfirmar que € es una cantidad complej

que 2, 32)

== |+ es
v €2.383) se vean arectadas por ello.
loe’ anterior se deduce 4que la ecuacicén diferencral
modelo viscoelasticoe generizo (2,272 es una
por ranto, no debe sorprender e! hecho de que
233 tambien lo sean; lo gque permite escribir:
So = H(wice C2.37

a s

e acepta que:

Se = &1+ owe2

ca. 320

34



Al introducir (2.38) en €2.32) se llega a:

~ AL wd
co = f.snr 1222 L)
& bien,. «
g By wd
Cagl+ veZ2) = BT

PCwd - c2.39

LECwd

Por' tante, 'GCw) debe tener una parte real y una parte Lmaginarxa.
es decir, que podra eMpresarse como:

GCwW) = GiCwd  + iG20wd 2,40

a este factor se le conoce coms dejormabilided compleje, vy
depende de la frecuencia, w, perc resulta zer independiente de la
ampl:itud de los estuerzos, de las deformaciones y del tiempo.
Este hecho, conduce 2 aceptar que el teérmins G(w) es propio para
cada mater:ial  puede representarse oen una funcion de la
frecuencia,

Al expresar la ecuac:idén (Z2.37) en :5s terminos reales e
imaginarios de cada uno de suz miembros se halla lo siguiente:.
CeEl + w=2) = LG + 2G2) (ot - \o2)
De realizar el producto se obtiene:

€t + igz = Gios + 1Groz + G201 - oz

Al agrupar terminos resulta:s ‘-

c2: 41D
La sclucio
Gaez ) g
S S N NPT~
S22t : :
Los (413% v CZ 425 muestran’ las
relaciones ac:ones: :

Supdngase ahera), tque ‘el “material se somete a un.esfuerzo

EE



real oo = o1 unitarie, es deeir, ¢1 = 1 y. 22 .= 0, De la

ecuacicon (241D  se obtiene que <1 = G1 ¥y <2 =-C2, De las partes
reales de €2.30) ¥ C2.31) se observa que uUna. Unidad: de esfuerzo

sseilatoris o = ces wto, pre'*u-~= una defcrma:; Sn-igual a:

C2.432

aefasadse,

g mat ﬂr' al.‘se ,..omﬂ'.e aunesfuerzo cuya parte
e2al. sea’ nula’y 14 parte’ xma:unar:.a w2 .= =1, 'de 2,412 se llega a
g =Gy iDelilas partes xmagxnarids de C2.300 y

s312 se observa que ‘una unldad imaginar:ia de estfuerzo periddico
= sen wh Y prcduce una deformacion igual ‘a:
€5 B20w) ©os Wi+ FECw) zen wt C2. 44d

w
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\ CAPITUL O -III

DISIPACION DE ENERGIA Y AMORTIGUAMIENTO
3.1 Introduccidn

El fenomeno central de la tecria de vibraciones es la

asscilacidn 2x¢clica. |El hecho mas impertante de las oscilacicones
d:inamicas ec la trar]‘st‘c-rma:y:. de la energira potencial en energia
cinetica ¥y vicewver .y intentads reproducirle con modeles
que involucran tos ineresales. Por ejemplo; las
frecuencias Yy de wibracion de sistemas
wibratoriws, as ases de las velocidades en
sistemas de propags de rdas han sido obtenidos mediante
algunos modelos.

Algunos aspectos secundaries de la oscilacion dinamica
pueden - ser e:-:plxca}dcs mediante mecanismos de medicidn  del
amortiguamiento. Por ejemple; un mecaniamo capax de remover
energia de un si-_vi‘ema cezzilatori>. El amertiguamiento es el
rezponsable del decaimiente eventual de las wibraciones libres, vy
explica =1 hecho de% gue la respuesta de un sistema oscilatoris
@xcitado en condicicnes de resonantia no crecca indefinidamente:
3.2 Naturaleza del A{mortiguamiento

E) amortiguam ento., bas:
dis:pacion de energia de urn H
energia perdida se transmite desde ol
radiacion ¢ se dicipa on 2! misme. La mayoria de las mediciones
de amortiguamients ce r rtzan bajo condicisnes de oscilacion
circlica. CZopunmente se abserva un decaimiente de la wibracion
libre © se mide en condicidones e ‘ibracien forzada en la
wvecindad de la resonancia. o 2l total de la

detine, Tomo la
atorio, CRef.B6>. La
Na, por mecanlsmos de

el

onergla, ¥, disipada en un int'erida, pero
raramente laz mediciones lleg come para ckhtener
la velccidad de disipat:ion de 1 la ezerlacisn
sen un modo e inldo,L1ene  uUna

312 perdida per

Una medida conven:ente del amartiguamients
comparar la energra perdida por arale, con el va
energira potencial alnmacenaZa en ol sictema durante o
faster de perdida viene dages por:

e obliene al
or maximo - de
L erclo,V, EL

n = z=g €3.1)



£i la energia pudierz ser dis:pada a una velacidad uniferme
durante un ciclo de movimients armsnizc simple. entonces, .W/C2md
podria ‘ser interpretado come la energia perdida:per -radidan y »u
deberia ser, simplemente, la energia perdida- por radidn’entre la
cnercla potencial disponible.

En la maver:ia de los sistemas dindmicos de interées, desde
2l punto de vista de vibraciones., el amertiguamiento resulta ser:

pequefie. Los valores de factor de perdida que se encuentran en
les intervalos comunes, van desde n = LE-08 hasta n = 2E-01, sin
embarge, se encuentran valores grandes de 7 en mecanismos de
instrumentes, Lransducteres Y suspensiones  de  vehiculos En
general, el facter de pérdida, n ,depende de la amplitud y de la
frecuencia de la o2scrlacizon, Mo obstante, si1 el sistema  es
cempletamente lineal, entonzes W ¥y YV seran proporcionales a )
¥ ¢l factor de perdida , 1n, sera independiente de la amplitud.

Para mecanizmos de amortiguamients lineal, el facteor de peérdida,
generalmente, 25 significativaments dependiente de la frecuencia,
LRet, &2, Estas rdeas pueden tlustradas al tomar una barra
de aluminio, suspend:ida peor uerdas, <omo sSe muestra en- la
Fig. 3.1,

Fig. 3.1 Barra d¢ alumire sometida a

wrkracisn

; Una wex que la barra es gelpeada, ezta genera un sanido,
ton una frecuencia natural de cibraz:ian Qe 13F) nz, , el cual
permanece perceptible durante ‘rar:ecs cegund=z. A esa {recuencia
Se enzuentra un coeficiente de perdida n = L. SE-03,

Hay varios mecanismes gue contribuven al
perdida por cicle, El  hech:

nide, pone eon

-
evidencia la radiacion de energ: tir a barra. Habra
ademas, radiacion de energira de daz coportan la barra
en los puntes nodalez,  edis sip de energia del
alumin: Asi, puede verse, Jue s1s simple come éste

resulta ditici]l cuantificar el a'rcr‘.xguam.

Se pueden hazer estimacicones toszas acerca de las
cantidades de amertiguamients producidas por  la disipacidn
interna de energia y por radiacion acustica. Una gran cantidad de
mecanismos, lineales y no-lineales, de amortiguamients internc en

I8



metales ya ha sido definida, CRefs. 7 , 8 ) . Para el aluminio a
flexidn,  a temperatura constante  de 1abcratcrxo.‘ la: mayor

contribucidn la realiza el flujo transversal de ca‘or‘ .que " se
desprende las fibras a compresidn hacia las £ibras - a- menor-

remperatura gque se encuentran a tensidn, Este es ‘un mecanismd’
lineal de relajacidn que depende ' de la '‘temperatura, T, ‘el
coefiziente de expansi¢n teérmica,a, la’ conductividad,K: y “el’
calor especifico, Cu, de la viga, asi como. de’su espesor,: h, su
médule, E y la frecuencta ,f, de oscilacidn. ;Conocida " la-
frecuencia de relajacidn, fs, el factor “de’ pérdida’ para :la:

wibracién , en el mode fundamental, puede ser. calculado, como lo -
estra la Fig. 2.2, PoEn :

[z

o
[

Ftg., 3.2 Fastor de pérdida an funcidn la. frecuencia,

(Ref. &,

Un gran numero de investigadsras han | medido :ilel
anortiguamiento debido a la accidn  da! aire ~en’ vigas ‘en
cantiliver, Para grandes amplitudes de flexidn, el

amortiguamiento debido al aire no es lineal, 21 factor de pérdida
se . incrementa toscamente en  proporcién a  la amplitud, Para
pequellas amplitudes, el factor de perdida debido al
amortiguamiento por la accidn del aire . parece aproximarse al
limite en el cual se hace independiente de la amplitud, como se
muestra la Fig. 3.3.

La viga de la Fig. 2.1 puede uv:lizarse para 1lustrar ésta
afirmacidn. £l amertiguamiento por rad; azion puede ser
sustanclalmente incrementade s: 1 e sujetan a la viga
fueran fijadas a una mesa. La az:on, la cual al
principio se leocaliza en el =lemer anzmt:ida rdpidamente
a todaz las partes de conjunteo. s *ranferida en el
Stema viga-mesa y cabily E de energia de la

viga, considerada <zomo E!l amertiguamiento
interne e la viga, puede ser pOr un cambio en el
material gue la forma. Por =3 > del aluminico se
zolozara acero, 3 para aument < e wtilizara
un material viscwoelaztizc como a del z:stema.
Por ejemplce; el amorsiguamients  per radia=ién ¥ por

disipacion interna puede esperarse gue sean dependientes de la
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3.3 Modelos Matemdticos de Amrtigqamgnto

~El prototipe pérd" vibraciones no—amert‘guadas de ‘una
sistema masa-— resort.e. se’ . muestra. en: la Fig.3.& ~La vibracidn
libre de ‘este. oscilador: ms un-movimiento Ar_mpm.co s-mple Vi con
una frecuencia' i S Lo ; :

Cuands ila fusrza
senoidaliide frecuencial
el ‘mual tiene’ 1'a migma ifr cvvencxa
Siempre que.w. ® ‘wn :

P
i : z
'z z
Z z
iz t Z
Z Zio
L Z 2SN, ‘é'—vvwvvvw
B PP / N

Madelo son amortiguadoer
g ERIRE T . . viscose itdeal
Fig. -3.5: Modelos: tdeales de os:nladore: sunpl.es on- Vibracidn libre

o

1a) ‘No amertiguade

La constan’e [ as l‘amaca pa“ame':': del amotiguador. La
vibracxon Vibre: ‘proporct ona 1 amertiguada’ y -existe
una - respues(.a de ampl't.ud initan e..'.gblec:‘:z. para-una excitacion-

s : - imAs, detal‘ adimente csun s amortiguador lineal
1deal, . supdr guese. eflablon_ m:ento arménico .simple
E La anergxa oW d‘sxpada

¢s.a
mien'.ra'? q'.xe La energ'a azumulada en el resorte
durantn el ciclc es:

303

warElF L actor delp Ciguador Tideal del sistema
de-la Flg."3;5b‘res‘ult}a,‘ser % B

moErefwllen : C3. 4>

Se puede no'.ar qL el wvaler absoluto de w, en €3.2) y (2.4
se utiliza’ ‘para’ que ¥CU) - ‘asi como la energia perdida por cxclo.
no. se ‘vean: afectadas, por los cambios de signo de w. De esta
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manera, se consideran a W vom comc funcionee de w , siempre
reales’'y positivas. B :

“En ‘cuales.’ el. amort.iguamiem.o es
pequefio, ‘déste; sola se’ aprecia durante ia resonancia & cerca ‘de
ésta. Esos efectos’ pueden‘ ¢ n t.ermlnos del ‘factor 'de
perdida’, en. la:res‘onancia

3,5b, tiene la:forma

la respuest.a 7 ‘Xo.
perdida duranLe la reson

Fig. 8.6 ~Frecuencia d eatablecida para.un
on:t.l.qdor . simple. un:igrado .de :libertad
conun umorugu dor ideat l.\.n.a.l (Raf K
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Ndtese que’ para amertiguamientos. pequefios,  la -amplitud de
la respuesta ..i’ es ./l sustancialmente . independiente .o del
amortiguamient.o.' excepto en la. vecindad de"w! wn. donde ésta.
depende de maner

amor L‘i guador: ide.

¢luol loss faglor -

del modelo~ Cestard
‘paraila’ mayorla .de
“Para ‘1a“mayor’ parte delas; frecuenclas.
el e feni cel valor del amertiguamient.o. pero: -
el e S impo Lancia

si el amo“tiguamient.o es pequeﬁo.,

La vi 1o:1dad de decaimiento de la vxbracién‘v orey 1as
curvas i de. ‘frectencia ~ de  respuesta CFig.i: 3.6 para~ el
amortlguamiento real se podran  estimar sat.isfactorlament.e.
mediante “el - amortiguador equivalente, si el !‘accor de. pérdida
para la frecuencia de resconancia es el mismo. B TR
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Se ha aceptado que este procedimiento puede ser extendido
al modelo de amortiguamiento de sistemas de - varios grados d‘e
libertad. Se asigha un amortiguador equivalente a cada modg
natwural de vibracidn de manera que cuando el sistema real vibre
2n esns modes.los factores de perdida reales coincidan con los de

los nodelos.

De esta forma, el procedimients desprecia un posible
acoplamiente de modos debido al amortiguamiento.

Varies estudios analiticos sobre el acoplamiento del
amortiguamiento han sido realizados por: K. A. Foss (1958),
Zrandall y PB. B. McCalley C1961) y T. K. cCaughey y M. E. J.

O'Kelly (€1961> . Estos estudios han mostrade que existen
aplicaciones prdacticas en las cuales el acoplamiento dell
amortiguamiento Juega un papel muy importante en e. |

establecimiento de un entorno de estabilidad ¢ influencia. en la
reparticidn de energia durante una vibracién aleatoria. Par
propdsitos de prediccicn de los niveles de respuesta.
estacionaria., de manera aleatoria & determinista, sin embargo,
ne ha sido evidente que haya una razdn urgente, desde el punto de
vista practico, para incluir las complicaciocnes adicionales que
acarrea el acoplamiento del amortiguamiento a los @ modelos
matemiticos,(Refs. 14,15 y 16).

Cuando el mecanismo de amortiguamiento resulta ser
no-lineal, se presentan diferencias mas serias entre el modelo
y el frendmeno modelado. Existen tratamientos analiticos para el
amortiguamiento no~lineal C¢T. K. Caughey,1960, S. H. Crandall, G.
R. Khabbaz y J. E. Manning, 1964 y M. R, Torres y C. D, Mote ,
1969 pero son aplicables a casos muy particulares.,  En la
practica es comiun medir & estimar los factores de pérdida para
las amplitudes de respuesta, lo cual resulta ser representativo
para las aplicacicnes mds comunes, a traves del usc de un medelo
con amortiguador lineal equivalente, que posea el mismo factor de
perdida, C(Rers. 17, 18 y 19). -

3.4 Amortiguador dependiente de la frecuencia

Cuando se ' conocen las frecuencias para. las ‘cuales el
amortiguamiento de  un sistema se hace significativo, '‘resulta
adecuado model ar - los amartiguamientos pequefios, con
amortiguadores . lineales equivalentes, ‘como se‘sugirid en la
seccidn anterior. Pero, para los casos en los que:sejdesconoce la
frecuencia -para -la cual  ocurre . el: .amertiguamienta? " criticeo,
resulta necesario’ utilizar ese modelo.. Esto.:ocurre: en ' el
andlisis de estabilidad, donde la frecuenc.la cr:.t.ica es.,, por si
misma, funcidn del amortiguamiento. ¥

A fin de describir un modelo adecuado iparaiun mecanismo
real de amortiguamiento, como el most.radd'en la . Fig.: 3.7, se
recurre a la integral de Fourier, para Lranst‘ormar el dominio del
tiempo al dominio de la frecuencia. .
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La transformada de “Fourier: , XCwd, de  una historia de
tiempo, XCtL), estd definida por:. :

¢3.9

Ct.)‘. pcdra serv
. recuperada de ":Wiener:. -

Kehinchine:!

!'racuenc:.a

. Asf.. los.: !‘act.cres de perdida
amorLiguamienLo serdn ; medidos:
oscilaciones -ciclicas, -para’ pode
ecuacidn C3.12). Al int.roducir CSi13

FaCwd = iwCCwIXCwd '-‘ —r nCwDXCw e3,14d

donde el bsigno C'sgn' w) ,‘th\a ’el")})a‘ly"dr‘ NEES) ‘para\“wc-f-l yict1> para
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w = 0, La ecuacidn (3.14) define el comportamiente de un modelo
ampliamente utilizado; el amor tiguador dependiente de la
frecuencia.  Notese. que la . definicidén viene dada en'el dominio de

la zrecuencia l.a:‘ecuacidn’ correspondiente e_r‘h 2! dominic del

tiempo se obtxene al multxpllcar €3.14> por (e D2 e integrar:
uu. . + @ e -
dr (3.15)

¥Ct f_ LwC(wJ dw f—oo £4CTI e

Desafortunadamente,..la’ fntegral (3.15) no conduce 2 una
solucidn .simple,  exceptol para algunos’ casos: especiales de CCwd,
Si CCw) es una fraccidn racxonal de pclinomxos en: ' w', entonces,
la relacidn entre rdCtd y.XCtlige: podra “escribir_en términos . de
una ecuacidn dif erencial de orden superior ‘a1, en .Lugar de -una
expresidn simple cqmo €3:711)7 que’: fue ‘utilizada para un
amortiguador lineal ideal‘; se tiene.asi, 'una r“elacion‘comp‘icada
entre £d(td)  y “XCtd. D'paraiun amortiguador' dependiem.e de ‘la
frecuencia. AR

Cuando un 'amérti’guadorﬁ ideal ‘seicoloca’en’ unioscilador como
el de la Fig. 3,8b, la relacidn’ entreila’fuerza excitadera, £Ctd,
y el desplazamiento, [XCtd, 'en’ el .dominio’'del: tiempo,. . viene. dada
por la expresidn: ;. = e : ¥ i g e :

St :
ideal ‘por otra:qu
con un.pardmetr o’ C
dominio de la frecue

& bien;

Esas. : p respuest.asr 1
establecidas: por.: excitacison  seneidal” vy espe trosidel  respuestas’

eﬂ.acxonarias aleacorias.vv Estas. Lamblen pueden ser empleadas'
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para obtener mas 1n2‘ormacxén general de la. respuesta en el
dominio del Liempo- :

a%x _dx

mi—= + CCw)'E * KX C3.20>
podb

m —= .+ KX:C1 .+"L"nCw) sgn.wl.o='f c3.212>

los model os de

cuando se intenta

facter - de pérdida:’ :
funcidn de’ w,. para que éste repr sente’ un mecanismo de pérdida de
energia. El parametro CCwd i de éstos amortiguadores debe ser
igualmente , una cantidad real: positiva. Entonces, CCw) debe
ser. una funcidn tal de w, ‘que la 'Telacidn correspondiente con el
tiempo, representada por €3.1%5) sea causal, en el sentido de que
la respuesta, XCL), en un  instante t, dependa de la historia
previa de excitacidn  , fdCTd . "para. 't < t, pero deberfa ser
independiente del comportamiento futuro, T > t.

En relacidn con este aépect.o. se han enunciadeo varios
teoremas generales CRef, 9). No‘es siempre ficil decidir ‘cuando "
una funcidn CCwd dada, es' ¢ausal’ 4 no. En muchos. casos., es

posible demostrar la no-causalidad-a-través-de- “la: observacidn’ =

de pares Cexcitacidn - respuestald tedricos que satisfacen /la™
ecuacidn (€3.15) .y por . tanto, "la. respuesta se anticipa: a lai’
excitacidn. . i o ! z

De hecho, esta es la razén pcr
de amortiguamiento: histeretico lineal
factor de .  pérdida,ii
independiente de la"f

SL se Loma £dCtD " como.una unidad .de pulso é((.) y. se’ designa
la respuest.a corre*‘pondiente como XCtd yrila funcién ‘de respuesta

a7 l



del pulso h(td, al. aplicar limites general 1zados se. encuentra
que: : L

T_@tC T et L B 24)

Este. par “Cexcitacidn - respu=sstal ‘viola, claramente’ el
prineipio de causalidad, como lo muestra la Fig. 2.8." LT

La naturaleza no-causal de la suposicidn.de’.un facter de
perdida independiente de la frecuencia, 7 fud ' notado
independientemente por Fraeijis de Veubeke CL1880),-Caughey C1962)
y Crandall C1963). Este ultimo, muestra como’ para pequelios-pulscos
aplicades sobre un cescilader de un grads de libertadpuede’ ser
vialido:  un pequefio factor de ' pérdida " independiente i 'de’ la
frecuencia, como uUn caso muy espe‘cial.’(Eefs.-jao. 21 yiead.. ..

iy o 7 . v

s

ey

-

‘Fig. 3.8 Ejemplo de comportamienio no-causal
<) Fuerza excitadora
b} Respuesta, (Ref. &

La respuesta post-impulso se acercéd a cero para . t.= —w, es
decir, ‘que ‘tedricamente se alcanzd. un_ . miximo neg’;auvo.' Lmuy.
rdpidamente, despuds de la aplicacidn del pulso, porilo:que fué
posible:eliminar la parte de la respuesta’ que corresponde' en
teoria, a tiempos negativos, o 3

De todo lo anterior se llegd a la conclusién: de 'que ino’ hay
un mecanismo de amortiguamiento lineal cuyo factor deipérdida;’sea
independiente: de la frecuencia, sin embargo, - exist y
mecanismos’ . cuyos . factores.. de pérdida - permanecen 'sensi lemente ——
ﬁonst.ant,es para alguncs intervalos de frecuencia ot ; b

3.5 Tipos de amortiguamiento del material

f‘uando los materiales reales son scme(.:.dcs a: ba_!os ‘niveles
de es(‘uerzos. Su. comportamiento nunca resulta ser pertect.ament.\e
elistico, ' Esta .res puesta ineldstica se identifica en:'las’curvas,
estunr_o—derormacion , las cuales se presentan. como’ lazos 'de
histeéresis, CFig. 3.9). i R &
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Fig. 9.9 -Lazo. de hiatdresis

Se pueden distinguir dos Llpés‘ -de afr\orﬂiguam.‘t'ento_
hJ.Et.ereLico el est.’.it’ico v el dina’mlco. CRef . 10) s 5

En materiales en los que predomina la hist_eresis est.a'.ica.
el amertiguamient.o se dice que es independiente del tiempo, de.la
velocidad [ de [ deformacidén, de -la velocidad “de’ aplicacion ‘de
esfuerzos. 'y de la frecuencia. Sin embargo, ‘la: histéresis ~dinpamica’
se veafectada por los factores mencionades .y los. ma
la presentan.r ‘no .- necesariamente  deben  pres
dindmical g el

con el tipo ‘de’ histéresis que presente; . se
materiales, que. presentan histéresis viscoeldstic
presentan '’ histéresis dindmica y materiales:
pldstica, a los que presentan hi st_éresis esta’.t’ica'

Otras formas de amoertiguamiento, que anluye p
dindamica - asociada c¢on la inelasticidad aii'bajos::
esfuerzos, en ocasicnes llamada friccidn interna, =
histéresis estdtica causada por efectos magnet.oelast.icos.
sido desarrollados por Lazan, (Ref.8). g

Para efectos de este trabajo, con base en el .desarrollo.
las  secciones anteriores, en los cuales se” hacel evidente
dependencia del amortiguamiente con el tiempo, .. se. estudiaré~
amortiguamiento debido a la disipacidn de energ.[a
material en modelos viscoeldsticos.

3.6 Disipacidn de energia en materiales viséjo'elés
esfuerzo axial estdtico constante. e

Considérese el elemento de la'Fig. 3, 10b ;b, tomado c'!’e"una;,
barra de seccidn transversal A (Fig. 3. 1,0a)\ ., de 1ongit.ud dx. : En’”
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dA

@

oA

ta) © by

Fig. 3.10 Elements de una barra’ a tensidn

Fuéfzaé a'A.‘,‘,qu'e"pr‘oducen un’“incremento
& dt en la deformacidn:axialid abarra-en un instante dt, "Estas
fuerzas -, producen‘run trabajo : R Do g

: j'sJL,
tiempo,i el itrabajo real
escrito comeo:

.eriales élasticcs 1dealés. se ‘crea-un; pq?.enci lide

Cdisipa ‘por.el ‘material.’- Esta:’ ienergfa‘

recuperabl se conoce con. el nombre de enez‘gta dLstada’

3. 7 Disipacidn de‘ener’gia en mat.eriales .,viscoelésticos
esfuerzo per.lddico. . FEL ;

Para aplicar la ecuacion 3. 26) a un ma'.erial sometido-a. un
es!‘uerzo oscilatoriq o, nho se podran introducir las expresiones
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€2.30) y (2,31),.directamente, es decir, no se’ podrd :usar l‘a
notacidn .compleja, pues, ésta  ultima ‘representa . el’  manejo.
zimultanec de dos oscilaciones - con una ‘diferencia: de fase  de
a0®, AL separar esas oscilaciones y. multiplicar - cada unaide ellas:

por un factor ‘'i'’, laintegral: de trabajo” contendrd . a .an

producte de esfuertos y de!‘ormac:.cne , .y en 'dicho! producto el
estuer o imaginario . que ‘trabaja sobra, una det’ormaciénr'
imaginarta, serd una cantidad de’ trabajo negativa,  perolreal-; -
este racilita el cdleulo ,ooya que: - laiparte rreal del “trabajo:
resulta ser una cantidad’ dif;cilmente identificable. 'y 1a partef,
imaginaria del trabajo carece de signif‘icado t‘lsico. g

S se acepta entonces o que ,los B esfuer zos
deformaciones pueden. escribirse: . como!: cantidades'’
forma: s R ERAANEN I i

AL ]
abtiene:

Al .Lnt.egrar sobr
se puede escrxbir como

S { : : : ; P
W = fao w GL fd cost‘.) senth.) - eiiw G2 f cos th) dt_ (3,300

Deepues de sust.it.uir T = 2n/w en las integrales. se observa ‘que
la primera’ deiiéstas’-'se. anula. Esto representa. el ‘trabajo
realizado por el esfuerzo, o, sobre una deformacidn que estd en
fase:-'con..él.: ‘Esta‘es 'la - forma tipica en la que  se: halla el
trabajo en los materiales ijdealmente eldsticos, . es decir, hasta

la mitad :del ' perfodo ., la energia es :almacenada dentro-:del
material C(fase de cargad. En la segunda mitad del . perlodo Crase.

de ~descargad...:la energia es recuperada, ’por Lanto. las
deformaciones:no.son- permanentes | ; E . :

En un’material viscoeldstico, .la defermacidn elastica viene
acompafiada’ ‘de otra componente,. la cual . estd defasada  90°..con

respecto.‘al esfuerzo y  proporciona una deformacién permanente.”
Esta componente serd expresada como:

W = —oo’w Ge ’;’; = ~moeelGaCwd, T T €331
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La ecuacion anterxcr representa el '.ra.bajo realizado por el
esfuerzo durante ! Lodo el pericdo y‘ muestra -.una cantidad - de
energfa ‘disipada: ECNIEE Tt i .

._egun la segunda Ley de 1a Term d mxca-:» es’ necesarlo que
la energi d np) A 1tidad positiv

Este \/alor‘ rnsv;ilﬁa se|

el pericdo T =.2rn/W.

Al trat.ar ve Lficar “la:
C3.300 se encuentra. que dsta solo. es" exar.:La para un numero ent.ero'
de perxodcs por, unidad de Lj.empc ’

Si est.o :dltimo: no ocurre. existira una pequefia diferencila, ™
positiva . negativa ila’cual depende’de la forma en que ‘la unidad: i
de tiempoidivide“aila*onda que describe . la. oscillacidn.  Esto:-
indica 7, que _D_es’_una cantidad promedio, y que carecerd de:
sent.’ido'.:,cuando“ el intervalo donde interesa conocer el cambio de
energia,:es’respectivamente pequefic en relacidn al pericde.’ El
* valor-de:D,:serd comparado con otros valores de energia disipada
por ciclo de. carga en capitulos posteriores.
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CAF’ITULO v

DEFORMABILIDAD COMPLE]A Y- PROCESOS DE DlSlPALlON
EN MODELOS VlSLOELASTILOS

£l “siguiente ‘eapi t.ulo. u.ene como prepoex Lo aplicar los:
aspectos’ tedricos. discutidos en los cap:. Lulo= eriores, ‘a los
modelos: vi scoel asticos mds comunes. . T ol i

La dexormabilidad compleJa v la disipac e'energia ‘son
conceptos’ que, pernu.f.en describir. el comport.anu.entc delun’material
ﬁspecifico some(.ido a carga de ‘natdraleza:pe lddical : ’

4.1 Aplicacion a.L model o ,de_ Hopke

:m'c;délo -
:La
L4

'&4 3
no t.iene componente lmaginariva ‘en la def‘ormacién. “lacual es:

linealmente: proporcion’al al esx‘uer"o aplicado. res. decir. se trata-
de una’ cuerpo elasuco linea g ¢




cdleulo de la disipacién.

Al apllcar €3.33), :en la cual el- trabajo realizado por el
esfuerzo en una unidad ‘de Liempo viene dado por.

Al

Cé.. 4. se
obtiene: 3

cz2i23), en ila’ ecuacién.

‘sustituir:

4.5

4.8

4.7

Pero es fué det'inida abr‘ut.e‘r’iorinent.;'ercon‘\o: :

sS4



€o = 0o [GICW) + 1G2Cwd )
es decir;
1.+ Lw'px

e e ar TS T G caed

Al . separar l'a,ewpresxon £4:8) “en .sus:, componentes. real ‘e
imaginaria,.resulta: 2 L S ’

Gicwy = 1 .*wl:f-".” Z qt = Wl w q1
SN red w? qx
Por- tanto,
SEcw ='px;fq1. "; . o TR 64;793
- Galw) ' cal1od
entonces, 'la deformacidn unitaria;,: podra expresarse ‘como:
é4.115

. Al analizar la ,.presxon ca. 11) ‘se’ observa que cuando w—» o
la parte real )

cas1ay

—1/Cq1 w; i

- £1 cbmbort’amiento'del modelo; en estas ccndiciones. tiende: -
a ser I=1 derun fluido viscose de Newt:m. B : : -

Cuando la f‘recuencxa se : hace muy‘ grande, . w.i—» @ lla’
compenente xmagindria de. 'la deformacidén- se anula. fpar: .tanto;:

€ = p:.;qx ) i o S C4.130

Para' al t._aé frecuencias, el modelo ‘de Maxwel 1 se deforma
independientemente 1 de  la frecuencia’ y. su compor Lam.{. ent.o ‘se
aproxima ‘al de un mater:al elastico lineal. .
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Al aplicar 1a derinicién C3 333.; se obtiene que para este
modelo la disipacicn resulta ‘ser: 1ndepend1em_e de la f‘re:uencia,
como lo- 1ndlca la expresion ca 24

C4.14>

4.3 Aplicacidn al model

lei.n-vaigli

material es:

C4.15) .

De sust.i Luir ca.

en. la’ é@:ua&ién C4.15), . se
obtiene: Wil o : RS ,

‘ca.1sd

Al’. realizar’ cancelacic comun - €o, .| se
encuentra: it e T R

o Cqoiaigeiiwd o v U T ca 17

Dé~1guala‘r C4.17) con ta}f«a.o'

TECwdi s Gicw Ca.18d

Después de .

: real e imaginaria  de
£4.18>, mediante: I

z U igatgii Wl
Cgo + . qu W) " . {qorqs

GCwd

€90 = gt iw) iy 1oy

qu2+‘ q:?wz)
=8 i :



e llega, finalmente, a las expresiones:

T4, 20ad

C4.20b3

De int'roc‘luc'ir" C4 E_Oa ) :
expresion para’la deformacidn:del

Resulta interesante obgervarilalvariacidn:.de la.respuesta

de este sdlido con:lajfrecuenci o

compenentes:
Tanularse; e

4.4 'Aplicacidn al’

Este  modelo;Usualmente,se
mostrado en.la Fi
un model o del Hook

LUPLg. i 4. ¢ sdlidel de : Lres pnrdrﬁolreﬂj“
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La ecuacidn que represem.a al ccmportarxu.em.o de este modelo
es la siguiente g . ;

- C4.23)

Al aplié:_sr;

gz asta "L‘Jlt._i}ﬂa se’
puede escribir:como TR

1a‘ecuaci an

T CaseBed

Caiasbd

ca. 26

el denominader’ de
as’ componentes: real’

Después de’ ‘multi
€4.26): por ‘Cqo - ‘qi iwd
e lmaginaria de. G(w).'l

Como -se pued
anteriores, . ‘GzCw)
adquiere: verdader

Al sust.:.t.uxr <4 E’r'a.) / C4 27b) ‘en la ecuac:.én ca 43, la
respuest_a del modelo queda expresada par.

‘B8



_fge + prgiw’) l qu—pxq.)w

0

cos Wt ~zen . wt £4.29

Asi Vo ya que _a :uncxon senc
osenc en @0°, lader ormac:.on nstara dox asada ent.rﬂ 0 =y
rﬁspeﬂ'.o al’ es! uerzo.) ; i

cion:
‘een

o:Jf

87

.lh

: =olxdo"
olastlco. B

En la Fig. 4.5 se representan
estudio, en un sistemacoordena

Para altas frecuencias.:
valor finito,

LW

a un sin ‘embargo;

ma.t.om.al el ast.ico lineal.

Como se puede observar .‘j
1.1, el sélido de tres parametro:
Si se anula el pardmetro pi1. 'E

Fig. 4.5 Deformabilidad’ corﬁpléja del” sélido .de Lre_; p&dmntron
los términos G2y D, m:.em_ras ‘que Gu »preéenta cambios
cualitativos. De esta manera: 3 S ’
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De la expresiones anteri res se £q e
GiCwd "y  GaCwd Lienden ) zques para altas_
frecuencias el angulo de: nLre esfuerzos y deformaciones se

ser el .de un' fluido ¥
semicirculo alcan;a i ,e
sistema de ceorden'adasy.

Si - en’ las ecuacionés‘C4.26)'.’C4.27).C422
se fija-el: valor, ‘de - ‘pL.y.se le asigna: a‘qe el
resul tados : que: ‘se‘ ‘obtienen ‘indican . que.’ .
parimetros degenera en “un’ fluido de Maxwellh
derecho del semicxrculo de la Fig. 4,5, se movera infi'
b4
muestra- en.la Fig.
comple_ja cambian sus'.ancxalmente para llegar

N GszJ =p1 S G y Gz(w) é

G2 -tenderd a desaparecer cuando w—. ® !, . per uando SW—y 20"
Gz ‘crecerd indefinidamente y deja de ser import.ant.e el Lérmino;
real, "Gi1. Esto significa. que para altas’ f‘recuencias.» el mat.erial
de Maxwell se aproxima a un sdlido elast_ico, mienLras ‘que’’ para'_;
bajas frecuencias, tiende a comportarse . como .un: ‘fluido viscoso,
La . disipacidn, entonces, se volverd lindependiente 'de ‘la
frecuencia y podrd expresarse como: DL v o

D = oo’ 2 qt A : ‘VC>‘4.32)

az P

pL/qe

- L at

Fig. 4. 6 Deformabilidad compleja del’ Fluide de Maxwell
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4.5 Aplicacidn al modelo de Burgers

Al ‘introducir.
gsta ultima puede escrxbxrse como. :

bt o o
Zee’ L+ pliW ooe

vt L L
= gt iw. Goe

Cquiiwd

Por f.an"to;

C4. 35

‘ecuacidn

cdlEed
Y437

AL sustﬂ.uir 1as;

“en’ €2.30> se
obtiene: - i ia e

qu*-qup: = pqu))‘}/ =

e = Cpqu.—qz)*quz wéos e :

q1?+ q2% W ; "qx-‘-quw"'

seniwt ' C4,38)
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Al sustituir (4.37) en la ecuacisén ca. 33) resulta:

: :D L 1/2 aaz ‘q1 ’* (qul = pqu)w U e g amy

Cuando, W 10, el term‘ no. Gz t..Lende
det‘ormacxon queda de la xorma .

= = CP1/qx‘f’—*le/‘v1

¥y la d:.:.ipac:.cn del mode‘c se’ aproxxma a cero.

Cuandc w e Sz se.anula v

a respuest_a, queda en
Lerm‘.nos de -

deformacidn’ estara
angulo defaseicuy:

se pone en:fase con: el est‘uer 1) :
en ‘consecuencia,ila ‘disipacidn i :sinque  por est.a .
razdn ila’ d-:formac:.cn sea; la de un - solido elastico lineal R

"'uando wiis 0, el modelo de Eurgers degenera en ilun
material cuya deformacién resulta ser: - menor, - que la’:de’un’ fluido
de Maxwell, en una canu.dad igual a Cgzr/qi™d, Mientras' quei/ para
altas frecuencias, el comportamient.o de la deformacidn - tiene’ la
forma de la de un fluide de Maxwell, pero‘en términos dei’gqziy pz
y resulta de la forma: T SRt

= =p2 /7 q2

En muchos materiales, como se verd mids  adelante,. el
comportamiento de las deformacicnes , bajo esfuerzo:constante,. .
queca definido por el sdlide de tres pardmetros y por-.el modelo
de Burgers. El primero representa al comportamiento.del.material’
real, sometido a !a componente volumétrica del . tensor. .de
esfuerzos, es decir, a un estadeo de esfuerzos isotrdpico, y. el
segundo, describe a las deformaciocnes obtenidas de aplicar ‘un
estado de esfuerzo uniaxial sobre un elemento cilindrico de dicho
material,
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CAP,I'TU:L‘O v

RELALIUNES ENTRE LA DEF ORMABILIDAD DE F LUENC[A Y DEF ORMABIL!DAD

.<pres:1. onee

corrahpcndinntns a J.a de St niabily complej ) -alpartir de
la: ecuacidn . 'd : : ‘de PN
parama' ros N
De i.‘a*eléu
=} bien;™
Rt ; O P B [ S
eCLds= o JCLI.+ (JCL-t 0 oCtdls Joriott P Due
se :obtiene la deformabilidad de fluencia ;v JCUI,  y* se puede

determinar completamente la deformacion producida asociada’:a un
esfuerzo aplicado. Por tanto, deberia ‘ser posible ! obtener &Cwd
cuando solo se concce JCLD. - <l -

Como se estudid en el capitule II, en la ecuacidn C2.43),
los esfuerzos , ¢ = cos wt , producen en un elemento de material
wviscoelistico una deformacidn periddica, e = Gicos wt - Gzasenwt.
£in embargo, si se aplica este esfuerzo sobre el material en un
instante t = O, la deformacidn obtenida resulta ser una
oscilacidn mids una parte de la deformacidn, que es de naturaleza
transiteria. Para fines de cadlculo, se trata de suprimir ésta
tiltima parte de la deformacidn, al suponer  que los esfuerzos
periddicos han actuado sobre el material durante un periodo de
tiempe muy largo, pero finito. Asi, se dird que t = -T, con
esta medificacion, la integral hereditaria (2.20a) produce una
deformacidn:

t .
aCt) = eC-TD JCt + T + J' JCt=t*'D M dt.* €35.12
-T dt
Al hacer T —s ® ., la deformacidn esperada queda descrita
por: . : RN ;
510wl cos wL - Gz(yw) sven‘wt_ =
N L
Lim [JCL+'D<:os wa— w f J(t.-t. )sen wt.' dat’ ] . ¢5.2>

LT
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s.2 Aplicacicnes a modelos viscoeldsticos comunes :

mpleo de la ecuacidh €5, 2)
oelagsti‘cos mas Gtilizades:

De

do  Ta® |

de tluencxa
'Lneal'i i
1€S.3)
Gilw) cosiwti- GzCw) se
10 Lim Ceost o R - 1D

El "término gque precede:’a re'sv._tlt_a ser .una
funcion acotada: PRt

obtienen - las
deformabilida

soluc:.onf anterior . . se
: componenf.es »de  -la

1¢S5

que son exactamente iigualés“a 1‘§s;'qyue apé‘x?e'c:::en »én la taﬁla 11 N

64



S.2.2 Aplicacidn al fluido de Maxwell

De la tabla 1.1l seobtiene ‘gue’ la scuacisn
deformabilidad de. [ Y de:este material es: .;

Lo

1
NMirnw

Al. agrupar Lérnﬂnos. se llega a las siguient.esvexpreslones':

= P2 T S
Gt = v ¥ Gz v + v sen wT S.8

Puede observarse, que Gt coincide con el de la tabla 1.1,
sin embargo, la componente G2 presenta un término adicional, que
es funcion del pericde y gque corresponde a la deformacidn
transitoria que nunca desaparece, (Ref. 3). Esto indica, que la
atenuacisn de la deformacidn en un periodo large de tiempo,
depende cde la historia de cargas establecidas scobre el material,

Un termino de esta naturaleza, puede esperarse siempre que
en ¢l modelo edista un amortiguador VisScoso en serie con otros
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elementos, es decir, cuando el material sea un fluido.  Para esocs
materiales, la.deformacidn: .’ €, constante;” es“una solucidn de la
ecuacidn diferencial  he 3 =270,y deberd’ sumarse a’ la
ecuacidn’ particular.: 3 R T T

La“expre
este materialies:’

.;Este,\nesultado. ind
rdpidamenter nii

La ‘solueidn d

expresiones’ de -
modelo. " Estas’

que son exactas,a las que apérecenven lautablé 1.1,
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5.2.4 Aplicacion al solxdo de Lres parémetros

L.a expresi én ‘cor respondi ent.e

~J.a‘> deformabilidad “de
fluenclia de nsf.e modelo oS g : 5 : .

G wd cds wt,

Lim {[c Ere

TH®

- FePiil
w I_Tl‘:(q—{‘e

Lermino qu

tiendeni'a’ cero: cuando~
decrece rép:.d mi

htégrécl on.

CXsenwt ~weoswt)

Gy = 1Pt q

dpr ¥ T 3o T€5.14)
Cqel+iqriuwiy: :
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Las ' éxpreeidnes C5.14> r‘epre'sent_a‘n ‘ala’ descom;ﬁosiciéh' de :
la oscilaecidn armdnica, “‘en ’sus partes ;real ‘e imaginaria, .y
rerultan ser iguales atlas ‘en’; la Labla 1 1o

cen ¢BI2),  désta ultima

‘_M" “]sen Wt dt’ 4

(5.‘163

RN 51 ‘Lermi noe previc la: inte‘g‘rai
las si gul ent.es caracteri st.i cas

cuando T-sw, . presenta’

AL+ TY -
e Cm—

Por tante, ,‘ésta’ p'arr;,t.'e del’'limite presentael: sfguiente r;‘e'sult.“acyio;

AL resolver la 1nt,egral PO introducir los y' 1.(miLes -de
integracidn sy sust.it.uxrfel resultado de (5 16) en (5 2). ésta
queda de la forma- . ; I
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G1Cw) cos wt - Gz2Cw)'sen wt =

- = ocds wT o+ wl sen wT +(p——-———‘q1 A?ycos wt + Cp_____xqt—qz -———"’2‘\' - *
a . o ql qx . - qx . wo A
i a ;
. _ pqu—qz w _ P2 WA g . p2:
% sen wtio: C—-———— 5 cos Wt az -————wz+ = sen wt. + 5 »*

qe w—+?\.

La expreseion anLerior. al ser separada en sus f.ermim:s en seno _y
coseno, .da como resultado las componentes real e imaginaria de. la
dax‘ormabilidad compleja del modelo; i Lo

- : 2
TGy = Cpquz qz)zﬂzzzqz w
Cg1”+ g2 w2

_oga + qupx - qz) + pzqz
(qx + qz wf :

5.3 Obtencion de Jct) /de :un materia

En esta seccxcn sev: im.enta invertir el pr
sea, conocidai™ila’. ‘def ormabilidad iee
viscoeldstico, interesa invest.igar sies- posible;
dato, ‘encontrar’ladeformabilidad.de f‘luencia del mismo.‘?'
se - sabe, - es un:. pardmetro; unico
caracteriz arlo completamem.e. g

Para ‘encontrar :la respuest_a a
al uso:de’la- integral de F‘curier,

: {tulo Il 1a  deformabilidad de
un mat.erial.ies producida peor- una  unidad de
la.s f‘orma de una funclén escalén unit.aria.

Como  se “estu
fluenc;a FICLdE

sfuerzo aplxcado e
o = ACtd!

-6,95



. La. ecuacién Cs. 18) muestra ::omo el es!‘uerzo."a‘ = ACLD.
puede  tomarse comoc*el promedio de ‘.= 1,2 mis’ la’ sumatoria de un
ndmerc - infinitode’ oscilaciones,. de ‘amplitudes inf‘init.eslmales
iguales a: ‘dwsCawd. . AlY ‘apliecar a’ estas ult..lmas “la ecuacién
se’ . abtiene: funczén de L ) ‘cor espondiente.
‘la

Al "aplicar

ety =

La. ecuaéi
limite de

En la_ expresidn anterior se pueden  hacer 'arreglos, .de tal
manera que’:la‘“primera ‘linea sea.siempreé . funcidn:del: tiempo, t.
Ahora, considérese que t<0, Para JCt) = O-'se.observa que las dos
lineas de€5,281) deben tener la misma ‘magnitud 'pero signos
opuestos. . 'Si:.se-cambia el signo de t, t>0, la segunda linea
cambiard de signo y ambas lineas serin exactamente iguales., Asi,
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se puede  concluir que “cada  una ‘de.ilas’ ).inea.e - de la“ ecuacidn
{5.212 correspcnde a 1/2°JCL) . De - estal manera,. . se obtienen dos
férmulas para:ila)’ det‘ormabilidad de’ fluencia), partir.  de la.
deformabilidad complej e ‘un materi L : A

‘dw.

Les 22

Gic0) + —',fu G, w5 coswt

JCo = —'.

De lo anterior. se puede observar,
senoidal aplicado,
adicionalmente a los términos : sen wt y cos
término constante, € = <, indefinido. Asi, ‘la' segunda 11nea de
¢5.21) puede no representar a JCtO, pero si a . JeLd +ic

Per tanto, esa deformacidn constam.e.
funcidén de t, deberia aparecer en la prlmera 1inea Seni
(S.22a). De lo anterior se puede suponerique:la- expresicn C5.22bd
proporciona el valor exacto de JCt), mientras CS.‘EEaD'_:da;un
error, debido a la funcidn constante.c:. -

Hay algunos materiales para ~losy
suelen ser mas  dificlles
integracion complejo,

En esta siLuaclon. al int.r dueir
en  las -expresiones.:: cs 22
el denominador

i ntegral H

“Tdonde Cz:=ix¥ iyd, se interpreta come. una’ varl. LELY
patrdn. de * integracién serd >la’; S
mostrado en 137 FLg. 75,1, "De esta’ manera, e
funcidn “exacta. La ‘integral sobre’ el ‘éje
ésto no cambia al sumar. una integral .sobre
que::, por si{ misma, sea igual a cero,

e’ compi eja.

~® )
2H i

que es: una



En la: teor{a de la variable compleja, se. demuestra que una
integral’ ‘no’ cambia rsu-‘valor:@ .si’ se . modifical’el’ .patrén.. de
integracidn,i al. conectar: ‘los’ mismos . puntos extremes,. 'y se
encuentra i-un .punto;; ‘singular -"entrei“los dos’ ‘patrone: come : sSe
indica.en-la/Fig. 5 1icon lav linea llena L B

xternas - del.‘eje
ste cont.orno es

enLonces % Lr es

Por tanto;

sen P

F_‘l termlno en coseno corresponde al eJe real y el !.érmj.no en
‘el e_je imaginario.

contornoiide -la’

que a su vé:,‘ se puede e‘cpre ar com

g 72'



La tercera trayectoria ¢s sobre las lineas verticales de'la
desviacidn,. las cuales coinciden ‘con el . eje Y. Para ambas ‘el
integrando resulta tener el:misme . valer pero de signos’ cpues'_os.
por. tanto, la ccntribucion e: EH Sobre est.a trayector'a es nula.

Cuands P.'_—y cn._ la parte horl-cn’al dcl paLron desaparecn_
completamente: ¥ ee lleg "

A desarroll'
quedan de la ’form

lcos CR; cos

Obsérvese que cuando R . — o "
corchetes es . una funcidn acotada,
exponenc.\al que tiende a cero, .  por v.ant.o.,
tiende a anularse. aAsi, al sustituir en CS 26

didmetro se hace cero.

Cuando se integra sobre la circunferenci
didmetro, es posible escribir: .

Sn/2_-o ir cos e-r'sen >
2H = Lim fn/z 2 2 v ,
r+0o a — a"+ 2iare

factor. se aproxima.-a laiu idad?‘y
termino desaparece.. -El: ‘integrando result.a ser una const.ant.e V4 lo
a.nt.erlor conduce a la nxpresxon . IR :

¢5.28)



5.4 Aplicacidn a'diversos modelos

f‘uso de las expresiones desarrolladas en la
g ;.en los-cuales
ecuacisn - ‘para- la ‘deformabilidad de
‘a ‘deformabj.lidad ccompleja conocida. |

Para ‘ilustrar’e
seccidn ‘anterior;: seres
se -buscard
fluencia

GzC w) ics, 29) :

¢5:205 en 1a ecuaciénﬁ

R ‘ Para’ est.e ma.t.erial las compone
cemple_)arw.enen’ dadas por: :

Setw om0y

" Desusti t.uir

: los valores anteriore:
resulta~. Lo SR

y al . mul tiplica

‘eljrinﬁ:eérando por.‘
t?, se obtiene. SO

€5.32)



se llega a la expresidn:

o COS wt)m " f ‘sen Wt
W WL
> BT

dwt ] csia®

lés' (kcorche'.es'., iproduce iunat - furicidn

.La. ‘J.nte'gr_al het, i
ésta es: l‘a‘»iptegral"q‘e la funcidn seno,

trascendental . peoco:c
definida por la’rérmul

crecer: el val
X -~ @, como se.

como:

En este caso. =
ce hace neces rio t.rab

U La def‘orm bili
queda deflnlda;p




. . .Este resultado coincide .can el . que aparece en: la tabla 1.1
para el modelo de™ Maxwell [’ :

S.4.4 Aplicacidn 71'modelo de: Kelvin-Voigt

Al:’multipli a

ecudcidn
anterior pcr. .

se obtiene:

adicionalmente;
dificultaiilat
eJemplosf' X
el campo’ 1
debe - hallar laz inLeg al

lnLegracién en
EnLonces. se

para elle, se realiza el:siguiente variables: -



donde; = representa a la variable compleja.

La sustitucidn de a y z'en el’resultado ¢5.22) conduce a:

a7 "ecuacidn

€5, 4862,

en el

= qop:.) J_m‘ T cos? wt.
[

2

L dwt’ 5,47
1T qx o extd®icwtn 2 g ¥

Despues de reali"a una cambio de variables adecgado e;iniroducir ;
lo anterior en; la expreslén (5.28) se llega a:: ¢ .

gL ~At
2qot.

H =

a pértir 'aeilléi cual ., se encuentra la exrpres’i.é'r;.:ﬂ
AL 1 A

Jeey = B ™M 4 1 - e C5. 48
q1 qo g
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la cual, coincide con la que'apérece en’la tabla 1.1 para este
model o, e RN : . o .

5.4.6 Aplicacién al modelo de Burgers B

La daformabilid d ‘compleja de este ma.t.erial est. A d‘a_da“pbor:

Gicwr = r‘—-—-—————-——"“‘j“?f‘*‘" ¢s.agy

de c‘h‘:nde‘; ;

resul tado

La- soluci
ecuacidn CS. 282

1 - e™™My + B2,

Con 'estosi.ejemplos,  se concluye el estudio sobre el
comportamiento i de los'' materiales viscoeldsticos . -bajo ---la -
aplicacidnide” est‘uer"os ‘oscilaterios. En lo que sigue, se fijard
la atencidn en. el tratamiento de sistemas mecdnicos compuestos de
masas y resort.e*‘ viscoeldsticos en vibracién libre y vibracidén
forzada. . !
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‘C‘APTTUL‘O VI
SISTEMAS MECANICOS COMPUESTOS POR MASAS Y RESORTES‘
 VISCOELASTICOS - EN.* VIBRACION. LIBRE

pcs:.cion en’
romponen. pued

resort.e lineal’i':de“constante

La conﬂ.ante K. se:define

= ‘problema. . al 5 cal cular 1os .
«part.ir Lde” una posiciéh v ue,ipara‘la’cual,
es J.gual a cero. ; e e L e

La 'distancia ‘us re;ﬁresehyta ~'e1~,ala:’rgzéymiento del resorte y
estd dada por: . * R s

Cue =F/K €B.1>
78
ESTA TESIS NO OBE
SALIR DE LA BIBLIATECK



La ecuacidn diferencial de movimiento se’ obtiene mediante
el empleo de la segunda Ley de’ Newt.on. lars cual establece que ; la
fuerza neta que desequilibraia. un 'sistema; de .masa-.constante
resulta ser Lgual a dicha masa multiplicada .por’ = aceleracidn,
Si el sistema ostrado’ poriilal Figi: 8.1 es’ despla"ado una
distancia u respect.c a lai’pq icidn
resorte serd igual a: ;Fi-=:

Mewton: :

asf.. ,por .la segunda Ley de

F ‘¢s. 2

lo cual se redur_jé a:
¢6.3>

La soluéic‘m de es

y‘ la fvf‘rec'uencla.

ST - ‘natu fsin
amortiguamientoles::i " :
/= Cetelessseg.dt o cEied
é‘ bieni .
frn=-1. /9 €67
n an us SRS

De lo anterior, puede observarse que para’ una vibracidn: no: *
amortiguada , en un sistema de un grado de’ libertad." el
movimiento es armdnico y ocurre a la frecuencia’ natural :
wvibracidén, fn. La amplitud del movimiento se deLermina_ a; part.!.r
de las condicicones iniciales, de las cuales, al. menos.c b
ser especificadas. Si el desplazamiento y la velocidad para A
son datos conecidos y denotados por ue ¥y uo respectivamente
obtienen los valores de las constantes Ci1 y Cz de l
C6. 4):

Ct = dorwn Lo 08, 8a)
C2 = uo R L C8.8b)

80
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6.2 Vibracion Lihre en medi.os elasticos con amort..lguam.lento

=i al sistena moef rado -=n la Fig. S 1 R ee ).e agregara un
elemento ‘adicional. ‘tal™:que;: produJera L dlm&pacxon' de‘ energia
durante la wi bracion libre. RESAS ai mas reprosenta;1~/o de.

de: New'.onk. ;

(33}

da un grcdo de libartLad con
qmortl.guamtento

el amoru. guador vlscoso ‘e§ : dire:tanﬂen'.e':
3} oci dad.

'Laf':‘.

c

Cuando el: 51st_ema de la Fig.
libre,lay ecuacién diferencial. de movimiento
partir ’ ‘de 1A, .segunda_;ilLey "
desplazamiento - con; respecto
desplazami ento '} o

positiva que. ocasiona una: fuerza, de .
estado de’ fuerzas ‘quese presenta so

St ou = e, lo anterior: se puevc’ie-_escr,;bi;"cqué:'

Lmw? R Cwoe KI=T0 F €6.10)
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La ecuacidn C6.103 pres'evnta;la‘s siguientes soluciones:

. e o S
wi = 5%- [-C‘+ V c Sakmo o L ¢B.11ad

€611k
2) Cuando C>0

solucidn de C6.90

resultado s
solucidn:

Este problema ee'
podra cambiar ‘de’ s:.gnc
requerido para"‘v

e) Cuando (4:2<,;v4lk<rjn'.
el critico y;lasir adas,: #
introducir® la~ expresis wz  se’ pueden
eseribir dela‘siguient T

€6.160

€6.16bD
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Al introducir’ las expresyiones C6.16) 'en~ la ecuacidn C6.12) vy
aplicar sobre é¢sta la fdrmula de'Euler, se’obtiene:

con el itiempo ),
derecha,: como:1 muest.r-a 1a Fig 6 Be. !

natural’ o ]
que ‘la relacison B tie
a cero, i i TRAET
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El desarrollo anterior, rﬂpresent_a una _-,implificacion del
caso .real -, de . un sistema, de un ‘grado de libertad: ren’ Vi bracidn
libre., En la seccidn 6.1, se’ puede observar que un medio continuo
es diecreti..ado como: un’” sxstema de ‘una masa.y un rerorLe ‘elasLico P
lineal C modelo de’ Hooke) E i :

en .La se el medio continuoi se  supone’ "como un
sistema’ dxscreto de’ un’ ‘grado de libertad .andlogo ‘al modelo de,
Kelvin-Voi gt = est.ud, adoi“en capitules anteriores, ‘en
ocurre: dislpacién de'energia 'y ‘la vibracidn''se’ atenu
txempo hast.a volver la masa a.su posicicn de reposo.

6.3 Vibracion libre  de - sistemas ' formados 'por “materiales
g viscoelasticos L e [T

,En la Fig. 'B.4a, se muestra el prototipo  de todogilos
osciladores de un grade de libertad: una masa .m, conectada:a' un.
punto .fijo mediante un resorte, que ahora no es elistfco’i‘lineal;’
se. trata de una barra compuesta por un material viscoeldstico., de
Seccidn transversal A. El desplazamiento u de la masa, - m,)'se mide:
a partir de una posicicen de reposo, en la .cual el sistema se
enzuentra en equilibrico, antes de empezar la vibracién

lo-——/—-o{ i
-

Fig. 6. 4 Sistema masa-resorte viscoeldstico.

Para- hallar, la . ecuadidn = de

\ ovim.ight.o del sistema,. se.’
cuenta con las s:.guient.es evpresione : R o

Lm mat.erial elastico‘

Ecuacion dinamlca pa

6.1

Relaci on cinemitica:

6. 201

y “laecuacisn con

‘ : ‘ resorte
visccelastico, o

Al inducir ’al‘-‘s:.st.‘ema un movimi'ent.o';cscilat‘drié‘.‘de' lav.‘
forma: ; - S s Y LIS T R A

wzugreth T 6. 212



v sustituir la ecuacidn C2.37) en CS.?l). es posible escribir:

gt . 6. 22

Ao = Fl
Fsmil = muowze“j‘ : , -~ ce.a®
de donde;v : o :
_ é u°/l. LY % ?,av;:= (muow )/A

Cuando: est.as .dos ult_imas n\cpresiones se Lnt_rcducen ‘en .La.
ecuacidn C2.37) Tl el término uo, Jque represent.a a la amplitud
compleja de la oscllacion desaparece y se ob ene REN :

- Estaes
en la Fig' 6 ‘4, 1a) cual ‘g aplicable
GCw),, Fes iuna cantidad compleja,:’
Lermxnc : real Vi por

expresion ade
viscoelasti co;
est.udi ados

Par a este nma
por: i

Al sust.!j.(.ui‘r eri la. ecua‘ci‘én CB. 24> 'se‘l‘leg;-a_ a:

: 2 _ A
T Cpx w -:‘xw) - aT
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que es una ecuacidn cuadrética en ' w . cuyas . ralces  quedan
representadas por: § .

Wi

w2

masa“‘sea.
de: manera:
i muy grande. la
“real

Al estudiar el
muy pequeflia,. & :bienj’
que . el mddulo; Ee =7
raiz cuadrada 1
representa por: el>simb

ticantidad:!

igual’

Asi,

el des pi“azvar'xﬁ

formada  por  un“‘material maxwelllano
valor real, ‘.

Cuando la masa sea grande :
flexible., es decir,. el médulo Eo qx/px sea pequeﬁo. el radical
conduce-'a. una cantidad imaginaria, la cua. ;seré »representada por
i Al sust..u,uir en las ecuaciones .de frec encia se obtiene

5= %
ept

Para este problema,’

el despl'azamiento '
funcidn: .

~estd ‘dado ‘por la

es decir, ‘el movimiento resulta .aperiddice.’ Aunque este ‘modelo es
el mds usado. en vibrac.\ones ‘enimediosieldasticos, es uno de los
menos .. empleados para‘’. reproducir .2ivibrac¢iones en medl os
viscoelisticos, . : Sl B :
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6.4.2 Apl;cacxon al‘ so].:.do de tres parémetros

Este . mat.nm.al reeul'.a ser verdaderament_n interesante y
merece ser eetudiado ccn det.enimiem.o

de la Labla‘.!..i‘ se  puede

CUiCqLmgapidw
PN

ecuacion "6 24) v mu"t.iplicar por el ‘comun
'una e*cpres'on de cuarto grado en-w:

v . al =u=t1t.v_ur =
ﬁenominador. conduce

ch+p1qaw2)w —‘.quyx—é;{apibws—" p_z quz+q:2wz) =0 ( 6].’ 25;)

Esta ecuac:.on : t.iene cuatro raxces. lo. que hace: pensar  que
habra’ cuatro: mcdcs “de “vibracicn., Sin embargoe;. .sil.se’ usa:‘la
ecyacionh (2. 40) ‘para calcular GCw), se.llega  a’ la’siguiente;
e*cpreslon ; Fedieey : : L

que al ser. suef.it.uida en CS 24)
gr‘ddo eniws L k

= (qaj-v'-q‘u‘o/)

‘C1+paiwd 6. 255

La diferencia entre: (&; 25 yiees: 252:) se debe a que’ “1a
primera contiene una raiz extrafa. ‘Gi:y Gz est_én ‘definidas’ por el
segundo miembro de C2.40), como las partes- real ‘e imaginaria de
la deformabilidad compleja, GCw), respectivamente, mientras que 'w
2os una cantidad real. .

La descomposicidn de GCw) en sus partes real e imaginaria,
e consigue al multiplicar el r;(umerador y el denominador de la
cuazion €2.29) por L gr(-id w . Esta operacidén incrementa el
grado del numerador en una unidad y la w hace que desaparezca la
raiz extrafia de (6.285z), la cual neo tiene relazidn con el
problema mecdnico planteado.

xD @

Para hallar el movimiente del oscilador, ' es. pcslSle
utilizar,en lugar de la expresidn (6.24), la ecuacidén diferencial
correspondiente . para ésto se emplea: a  (6.22).° Como ecuacidn

constitutiva del material se usa la. ecuacidn diferencial C2.8c):

Po = Qs
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En el lado derecho se introduce la deformacidn, e, obtenida
de €6.200 y ‘en eli’lado ‘izquierdo,. la deformacidn obtenida de
£6,19). De esta manera. .

Sce. 28

resulta:.seri una ecuacidn

Labla ot e
el 'sélidoide} Kelvl
igualique: para un’, solx.dc elast.icc
solido de cuatra> paramet.ros,

Para el fluido de:Maxwellly el .=
las ecuacxones serin- de Lercer orden ;

problema dinamico., :
embargo, i en ‘ocasiones puede que haga: falta’ conode!
iniciales para obtener la solucién del: problem:

A ff.n‘ de’ ilustrar e].' procedimiento
respuesta’del modelo de: Maxwell,: asociado a una masa

estudi ar4 1 a

VWA

] S

.Flg, &.5 oscitador simple con rreﬂorlo‘r'nrn’xr\‘iol.rli.gr)q -

La Fig. 6.5 muestra el cscilader en tres bcéicionéé; en la
Fig. 6.5z el sistema estd en la posicidn ‘de reposo,;-la posicidn
de la Fig. 6.5b:.se obtiene al tirar de. la masa suavemente.. Cuando
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el amortiguador no ha tenido Linmpo de deformarse el resorte
permanece en Su estado inicial. Una vez que :la masa ‘se detxene.
e logra la condieién - =7 0, entonces), ol resorte empiezaa
nstirar‘-‘e y i seisicreals una’ vibracidn. tiLaviideformacidn® del
amcrt.xguadcr en el t.iﬂmpo. ‘permite eJ. abatimxento gradual de la
anergia: del,,sist.ema G.al dlsiparla por :rxgcicn vircosa. g Lo

Fig. e la ‘masa- muy: suavemente yila' defcrmacién
completa: estara dada por el ‘desplaz. amient.o ‘del: amorLiguador. Sii
se fija“la masa en’ ‘una posicion tal que d.=.0"y 1uego se’suelta,
no  pasara nada. it el “osc' lador permanecera én’ suip
reposo... : b N

: En ambcs,casos. e‘e Lendra qi.xe para .t =0, u!

el amor t..t guador B

En la Fig., ©8.85b) " la deformaclb’n repenuna.’
produce’! un;esfuerzo'.‘ oo . = . Eoeo, - por:: tanto, . se
aceleracion,: .. EcAeorm *,} mientras- que. en’:la Fig:
f‘uer-a aplicad por.-lo.que la aceleracidn,. i, resulta ser.

VA cont,inuacx.on se  resolverd ~la ecuacisn
dindmico: (8,263  para ‘cada moédelo, fa fin de hallar
naturales. de’vibracidn correspondi entes..

6.4.3 Apli:acién a.L modelo de Newton

reciencias’™

De la Labla 1 1. .se e*«d.rae.‘ ‘

puede - ser -

que es -laj relacién const.lt.utivav' del 1modelo"'fyfque
escrita comcv SIEE e

c2.8e) e

6.27)
que es la ecqacién ‘de equil.'i'brivo d;na‘nﬁéo»del modelo.

CCR

6 ‘Sa. puede alcan-ar 1as posiclén de: la‘},'w'



La ecuacidn (6,272 es una 'ecuacidn diferencial homogénea de
coeficientes constantes, de segundo grado, por tantoc, acepta la -
solucidn: . R : C

lo anterior conduce a.la solucidn

C&. 300

Si.se toma como condiciones iniciales, para t .=-0:

entonces;
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Al sustituir® las constantes en la ecuacidn (6.30) se
obtiene: g B

2 '-qffL)llmI;>) :

2l modelo es:

se obti ene’ qu
materi ali ,_es

la cuali ,resulta’una cuacic ! S 2" ‘coeficientes
-.constantes de segundo U ! : P

6. 33

"cs.aaa

Cuando




la frecuencia, w, résuita ser ‘'un’ término real. Si se denota el
radical con el. simbole v, la frecuencia sera:

v conduce a“una:amplitudide desplazamientos ‘uced o

la frecuencia

- Se: t.i‘eAne asi
la cual ‘el sistema

- d‘e"a‘morﬂgu'amient.o critico, para

d:'ZAz < q1A
4m l ;

la frecuencia natural de vxbracxén esta dada por- :

donde; w . representa 2l radxcal § g ual resulta “ser: imagj.nario.
Esta frecuencia conduce a la sxgm. nt.e xpresidn:para-la’amplitud
de desplazamiem.o : : N CEAL T ke

-qratsc l)
qx /2m (Cxe L Cze

LN

4= e > L CB.3m

o2



£sta ecuacidn represeh‘ta ld‘*/ibracién Libre amoyrtigdada del
sistema y también se puede-escrxblr ‘eomo:. :

-qlAl/(Zml)crh cos ot /?z sen e

Al establecer - las. co;dlélones

se obtiene;:

+ip) e C- g—;‘? =W

Cqia

-Al sustit.uir las: const.antes Cx ¥ a2 ceni las ecuacién CG 3% s
se obtiene.la’ {‘unclén que describe .I.a amplit.ud de : desplazamiento
del E1.si‘.ema. g : : 3 =

AL (zml)
= o Al

(1%

06,36

)

dv dt

Fae + px’i—d— 4 =’“(qyl.’ +'q1"'d
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Por tanto;

P=C1 +px

E TR S a~.cqo r av -

De seguxr el procedlmiento an'.er!.or, se obtiene la ecuacidn
de equ.\libric dinamico del sistema~ : i S

de esta forma, las raices .d'e la.;'ecua‘cié

Si- [Cb/E) +CaG)
conj ugadas unaglnarias

a4 -



Si [Cb/2)2+céa33] = 0, habrd tres ,raices reéies ,de 155 cuales
dos seran, iguales . $ . :

°1 (Chr2d *Ca/:!) SRR 0 resultardn; tres rajces reales.y diferen-
tes... R T S AL T S .

Go =lCa 4 Ca® +Cs
do = CR1+§)1)C1 CR2+lV)C2 + CRz—v.v)Ca
V1 CRz-h.v) %ca i+t c;zz—w: C3 R

el cual debe: ser: resuelto an t‘in de encontrar e.l valor- de las
consLant.es Cx', Cz2y: Cs < .

;.Uo o+ u::wal-wx)
Cz2 =<
W2 :

Lo U= Uowi il

as



que al sustituirse en (8. 45> ‘conduce a’la siguiente solucisn:

) lo” = tio+uswiCl-w1d d;;dowx' Cwet
ur= {[U"" ( - - 1=( = )j.er
‘ ‘ Wz - w‘. owanwiTd €6. 415
o, Tdel

por “un

(wer+ pn%‘-o‘ + pziL o

' que al . ser

Jconducen ~a la
sxguxente ecuacion dire T :

que cuando se susbituye
expresion:

o s am



) La ecuacidn C6.43) tiene la raiz w = 0, que se obtiene al
sacar a w como factor comdn, ‘ésto - permite reducir . la  expresidn
anterior a: BT L .

La aplicacioni de

: andlogo . al empleado ' en
leos ejemplos-anteriocres 5 v R

CB. 442

donde:

wa:' raiz’nula de:la‘ecuaci

Al sustituir:las’ condic¢ione

.— se llega al sigUiente sistema de ecuaciones:

Cu+ Czi 4 Ca '+ Ca

wi1Citi+ sz;Cz" iwaCaie e

S 2 3
= w4 walca + waCa

i g
Uo = w1 Ct .+ w2iC2 + waCs

rd



que al ser resuelto.'proporciéna el valor de las constantes:

Al sust.it.ulr es'.os valcres en: la ecuacién ¢B. 44) V- se obt.iene'
la ‘expresién’ correspondiente ala’ amplitud de” desplazamient.o. Uy
para:este modelo,

o8



CAPITULO SV

RE.SPUl:bTA \’ISQOELASTICA AN1E E\LITALI()NEb

7.1 Vibraciones’ For

Como ¥
oscilador; compue;
amortiguadas i es wacidn . de
: . imaginaria’

AV

con-C2.8e
homogenea, -

“Cuandozla ‘écﬁ&c
se - llegai: a:l obtener: ..
equivalente a la’ expre

Por’ tanto,:. la soluciénquei satisface’ a esta ecuacidn,

Qe



resulta ser la Solt;ciéh particular del- problema, mientras que la’
solucidn. homogénea corresponde a’la’ encontrada para. . vibracidn
libre en el capitulo anterior. . : .

La ecuacidn C7.3) ‘acepta:
€7.4d

y sus . derlvadae

: Est.a Soluclon ‘des ribe el 'mcvxm:.n‘ to; que se 'desarrolla en
el . oscilador, unaivez que la ‘Viby acion 11 bre decae debido al
amortiguamiﬂnt,o. FoN k .

CG 20 vy C2 37) en'ila’
fectuariiun”desarrollo paral hallar la;
amplltud del desplazam ent.o. asx como .

: <‘i ‘se i introducen :
ecuacion: 7. 2, ~sepuede
expresidn ‘que det ine
la velocidad-

75w

: i?.si:’;
De C7.2> se
donde:
Al’ susLitTl;lir las -
Por tant.é;, )
<7.6)

BY en laieduacion (7. 5b),  se-llega
a'la relacion: PR SN

S bien;
f

Uo =

Glwodwa' Uo'm

A L e
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De la ecuacidn (86.24) se obtiene::

a partir.-de 1o cua

De .1c;am. rior
estd dada po :

" wiecwd - waZEwed
donde: o
Po Amplitud de la fuerza excitadora..
w i* Frecuencia natural de vibracién de en
i vibraeidn libre. )
wo : Frecuencia arbitraria de aplicacion de la fuerza P.
3Cwod: ‘Deformabilidad compleja del material viscoelastico a
la frecuencia , weo.

A w) : Deformabilidad compleja del material viscoelést.ico a',
o la frecuencia, w.

Nétese que w’GCw), resulta ser. u'na‘ caﬁtfﬁad real
que W debe ser compleja para que exist.a vibracio 5

7.2 Adm!.t.ancia e Impedancia
produce una’ fuerza . unitaria’

oscxladc_rj isobre el icual’
naturaleza 5

y:de. acuerdoicon

La meedan.cta ‘de ‘un  oseilader 'sv'er define vcomo -la: fuerza
necesaria para: producir ‘una’velocidad funitaria: “Es. una.cantidad

101




recipreca a la admitancia, . de naturaleza compleja Y ‘se represent.a
por: L./« , cuya’ecuaciodn se puede escriblr ccmc .

s'éré

ejemplos, igual” "al

de 1's ‘elal), se obtiene
= —i/anwoD i

ecuacj_ én (7.8a), .se

Por tanto, la‘amplitud:de:l

.ér,=f PR L. A €7.13



De lo anterior. se encuentra que la eolucion part.icular del
problema esti dada por:: : 3 : .

libre,

uctd

dndi ciones .

deformabilidad

Por tanto;:

se obi;ene .
sistema: :

Al mul ti pli car

anLerior por~' g

se obtiene la’ecuacidn:

WQC wo—w)( v —wopx —w)
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Si se utiliza ‘un“sistema de ejes ceordenados tal; que'en el
eje. de las. abcisas, R, se: represent_en las ‘partes;reales de los
términos complejos de” la. Xpresidén: anteriory en el eje:de las
ordenadas, i,: las’ partes imaginarias de 103 ‘mismos, come. muestra
la Fig. 7.2, se- consigue el’ resultado para Uo g Tl

atinumerador i 7

—<Wop1+W)

‘ St — ~/2’ ‘cw[otfox-o‘z) . C7.18)
—w>c1+CWop‘+w)»> :

donde; ory.“y s2i’son los aﬁgulos de

A resﬁﬁesia con
respect.o a*la excitacidn aplicada AT g
n la suma de'la

La solucidn total ' al’ prcblema :
odelo en vibracién.

solucidn. homogenea,
libre; y la solucidn partlcul ar.

uctd = e""zP"Cfxe ”"{; *
o (1¥Cwe?ps ):“’z’

i we'.-rot -®23” LC7. 1T

C1+Cvepit W) Byfraz
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para la solucidn. ho}r\oée’nea €B.11ad;

awat ) Po

waC wa-w) m

ucey = Ec;é“

it wWe L *01-92)
i3

C7.17Bd

Po‘r tantoy

se abtiene la‘ e%presion para. ‘1
la soluclen parLicular

: ‘}d‘ei

y al darle ‘un. trat indica en’la
F‘lg. 7. 2

<o duce a la

i c7.200
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Para obtener la solucidn completa, debe sumarse la ecuacidn
C7.20) a’'la solucidn homogenea, correepondiente a .I.a respuesta en
vibracion llbre del sistema- B : S5

S '-quv./(sz) ‘ g
uCtd = [[ 2”)

de este materxal.

de aqui ':ji.xe:

AL susu. tui

- en: la ecuacidn
C7.80, se obt,iene‘ RN

denoml nador: de . la
expresia maginarios. se

abtiene::

mostrado eniila’ Fxé LRy hacer las“sustituciones’ adecuadas, se
obtieng la ‘solb uc:.on part.:.cul ar del problema., ‘la’ ¢ual estd ‘dada
por: wa 0 i . o BRI e
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wcty= Po Can—qtptwaw)z-b Cdxw*ﬁapuﬂ;)z‘-“’z’ tewot nn.-oz)

P m [CCw —wso J"qo—qxpxw:wJ\ +CCw mwWo Jqopxu+wwaq1L(w—Wo))z]“z

capa.tulo am.erior. Lo antericr.

12y, X

uctos P CCq qxpzwow) 25 quw*qopl‘“o) 2y

Por Lantoi :

Al sustituir
separar. los
siguente: =~

- obtiene lo

Si

A=
B =

ent.onces~ o

AL aplicar ‘a la ncuac:.én ant.erior ‘el t.rat.amiento cemplejo
descrito en la Fig. A 2. resulLa lo siguxente' :
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St

C = /"WO wpzqz—qu-—ptq:wa) + th—WO pqu—wawpxq;)

D = {[CWo =W )Cpqu—wow pzqz)] +[q;(ﬁ pzw —wn+pzwo )+

+. qz(wo wpx-w prx) ]2.}

entoncés, ‘la solucion particular del problema. esté dada por la
expras:.én'

seobtiene::

UWol+o 1-02)

donde; Ciy Cz, Ca iy Ciisonilas constantes descritas por las; :
ecuaciones . (6.495), . correspondientes a la: respuesta del mode].o de .
'Burgers ent vibracién libre. E e :

: Puede observarse en las ecuaciones’ C’7 1'5). C'i 17). (7 210,
C7 240 y.-C7.258), la respuesta de lcs modelos i viscoel Asticos ante
una excitacidn conocida, P .Poe'™", estdn dadas por: unas parte,
que .corresponde a la respuesta en vibracidn libre, lacua
presente en los primeros instantes de - excitacidn:’
proporciona al sistema amortiguamiento, atn cuando’ la frecuencia’
de excitacidn se aproxime a cualquiera de.las’:raices ‘que
representan las frecuencias naturales de vibracidnidel” sistema.i.
Sin embargo, al transcurrir un tiempo relativamente :largo,: el
efecto de la vibracidn libre se atenta. Es en.ese momento, cuando !
la solucidn particular, correspondiente™a  la vibracidni forzada;,
adquiere significado, ya que pasa a ser' la sclucién unicalidel’
problema. Es decir, para un tiempo largo,. cuando woise aproxime a
cualquiera de las raices de la frecuencia naturalide vibracidn, '
se presentard el efecto de resonanciareniel . oseilador: Y ise
alcanzard la maxima amplitud de desplazamient.o hasta presentarse 3
la inestabilidad del sistema. :
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CAPITUL O VI

SOLUCION VISCOELASTICA PARA UNA PROBETA "DE_ ARCILLA
DE ‘LA CIUDAD: DE MEX!CO BAJO. l:SF UERZOS (,ONSTANTES
Con. la fi nalldad ‘det corroborar lal: aplicabilidad de los

desarrolles - tedricos.~ hechos i en los - capitulos’: precedentes :'a
materiales reales,; se escogid: Una muestradinalterada’de areilla,

procedente de 'la zona del lago; de’la’ Ciudad’ de Mexico ‘CParque’

Ramén Lépez Velarde. Delegacicm Eenito Judrezd,

Se aplico sobre “este material” una serie de ensayes . de
laboratorio, a fin de conocer sus propiedades indice, su curva de
compresibilidad y esfuerzo de preconsolidacidn.  Adicionalmente,

se siguid un. programa de pruebas de consolidacidén en camara
triaxial para obtener la relacidén esfuerzo-deformacidn—tiempo, lo -

que  condujo a la modelacidn tedrica de esta arecilla, a  la
obtencion de sus parametros visceoeldsticos ¥y al cdlcule t,eorj.cc
de:la respuesta del material bajo carga axial ciclica.

Debe destacarse. que debidce al enfoque que se le da a- lés_~.

materiales en este trabajo, el suelo fue considerado como - un

medio. continuo, lo cual obligd a trabajar en términos: . de. ..
esfuerzos totales y a que las consolidaciones fueran realizadas'

a esfuerzos mencres al ‘de preconsolidacidn, de este modo ¥se’
garantiza la conservacidn de la estructura original del mat.erial
por: esta misma razdn,. en las pruebas de consolidacidn a’ _es!‘uerzo

constante en cdmara‘triaxial, no se utilizd la ‘saturacidniipor-

contrapresidn y se ensayd, prdcticamente, a la humedad natural:’d
la muestra, B S

8.1. Material ensayado.

Los,'é‘sp'eciméneéb ensayados proced{an de una misma muestra s
arcilla ’inalterada -, obf.enida en un lugar. de la‘zona: del lago :

genera‘es. en’los apéndices B y: C

‘pregrama de pruebas realizadas so‘bre"t e“s"t.e
consistio .enilo siguiehte. : o L :

ad Pruebas para la determinacidn de propiedades 1ndice. !
b)Y :Prueba . ‘de consolidacidn unidimensional;’ paraila“ obtencidn - de
1; curva ‘de compresibilidad -y esfuerzo de preconsolidacidn-del
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material en el consoliddmetro.
=) Prueba de consoclidacidén isotrdpica en camara Lriaxia.l. . para

la obtencidn de la curva de compresibilidad y sfuerzo de.
preconsolidacidn.Los resultados de esta prueba fueron comparados

zcn los obtenidos de la consclidacidn unidimensional.

d> Prueba de consclidacion isotrdpica en camara triaxial bajc un

esfuerz=o isotropico total constante f cuyo valor fug ' de-
aproximadamente el 33% del esruerzc de preconsolidacion de la

muestra.

e) Prueba de consolidacion anlisotropica en camara t.rxaxj.al bajo
un esfuerzo axial  total censtante de aproximadamente ‘el 33% del

sfuerzo de preconsolidacidén de la muestra. ! :

Las pruebas de los incises (b)) y (c) se realizaron una v'ez,
zcada una y se obtuve de ellas un esfuerzo de preconsoli‘dacién de;:
op = 0.58 y 0.67 Kg/cm respectivamente ,por lo que seitomd. un . op’
promedio de 0,60 kg/cm . Los resultados de la prueba (b’ aparecen' i
en el apéndice B de este trabajo y los resultados ' de la, prueba"
te=d, en el apéndice C. SR o

Las pruebas (d) y Ce) fueron realizadas sobre,la misma~
preoteta-‘de suelo, alternativamente, es decir, una despuds’ dela.
otra ,repitiéndose en este orden tres veces, sin im.errupcién S
descarga axial, entre una y ctra prueba. Esto se: hizoconil
finalidad de observar s: la curva deformacidn-tiempo :
alguna variacidn importante ¢ por el contrarie, el comportamiento
se mantenia , de ser asi, se podria asegurar que -lav structura‘
del materral no habia s:do alterada

. Como se muestra en el apéndice D y se explica’ ma: delrant.e‘.-
las pruebas (d) se realizaron con el objeto  de::hallar’
componente - veolumétriza del tensor de deformaciones ,,unitarias. .
mencionado.  en el capitule I, y encontrar un ‘modelo que: 'se;

- asemejara a la ley de variacidn de la de!’ormacié
tiempo, -en condicicnes isotrépicas. 7

En’ el apéndice E, aparecen los re=ultados
Ced;i'les ‘cuales condujeron a la modelacidn
respuesta ‘de una probeta cilindrica del’ matert’
axialitotalmuniformemente constante y que permitié.
el pr:.ncip:.o de superposiciodn de Boltzmann,: encontrari un: ‘modelo™
que-:se ‘ajustara a la componente distorsionalidel’ ‘tensor’ de
deformaciones unitarias, como se verd posteriormente. i’ . .

8.3 Equipo Utilizada

8.3.1 Consoliddmetro

El censecliddmetre utilizado para la prueba de Consolldacién
unidimensional , @s un aparate que puede usarse .en pruebas
estiticas y dindmicas, Zonstste en una base fija, dentroide la
cural se encuentra un piston neumatico, egste estd conectado;’
mediante tubos sardn a wun regulador de aire a presidn. - cuya
valvula de control se encuentra en la parte frontal de la base.
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Fig. 8.1 Ceonsclidématre Dindmico
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En la parte superior de 1a base se encuentra un pequeﬁo
marco, en el cual se sujeta.un: anilla mntalicc. ren cuyo-centro se
coloca - .un;  micrdmetro:’  de caratula Jque ‘per‘mit.n‘ obtener | ‘los
despla”amientos vertlcale de la Thn

cual’ se’ apcya .
formada por un discc
lueita. . .En-su intem.or s

uministrada ' de.abajo hacia
ual: tiende a. subir la taza
‘el’"anillo fijo . en el
marco; raguladcr ~de’ presidn. -
La Fig.: R et

‘8. 11 muest.r

eaturacion y:
metalicas a,

e .cuat.ro,_ Lornillos. :
unoiisetiutiliza  para
sparaverificar .dicha: "

aplicar ™) J
a- prueba..a través: de’:un

presidn..en cualquier
manémet.ro de preclsién

‘esfuerzos. axiales se lleva a cabo
mediante: un vidstago  de::ia oiiinoxidable, .el cual. transmite -la‘
cargaidesde el “exterioriy¥s poya en ' la’ tapa de la cdmara. La’
verticalidad ' del vdstageo i‘queda’jasegurada por un mecanismo -de
baleros axiales. L'a “friceidnise reduce al minimo al lubricar el ’
sistema .con .un:aceite’ deibaja. viscosidad., El didmetro de. “la
cabeza y base de'la.probetaies de 38mm. El drenaje se asegura
mediante la colocacién de piedras porosas perfectamente limpias y
saturadas.

La” aplicaclon de lo
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Equipo Triaxial Ciclico

8.2

Fig.

SUPERIOR

TANOLE

Tamques ' do . Saturacidn

8.3 .

Fig.
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azwetor
naymén

!

Regirtradar -
e aey

Fig. B.5  Esquema del Sistema de. Saturacién

114



8.3.2.2 Pdnel de saturacidn

. En la 'Fig.” 8.5 'se muestra: el sistema’ ‘del pdnel - de
saturacidn. fste consta de tres reguladores:de’ presidn - de. aire.‘
dos de ‘los--cuales. eslin destinados a dar: prﬁsion confinante y el
tercero-a-darcontrapresidn, .sin ambargo. ‘une . deel'los’ es’ capaz
_de .’ dar ‘presidn’ confinante y. contraprestdé simultdneamente,
debids a sy disefic [de dos entradas’”y” una’sola7salidaii éste
presenta:la ventaja de que permite mantener:-la relac:.én entre las”
dos pres:.cnes constaﬁte en t,cdo momento ¥

‘Los reguladore[-- estan conect. dos can
cabera 'yia’la base de 1a muestra,® por 1
presidn de poroy la presidn con!‘inan'.
nismo transductor de presion.

ki Para la saturac;on del espec
cUyas ' paredes. son de ‘acrilicoide,
superior ‘se.conecta a la ‘base’ de'L
cabe-’a de “la misma. El Lanque superior

desaereada,. destinada a-la- saturacio
contiene un  pequefio tirante de: agua y
la. cabeza de la probeta .,
Sl material CF’.‘Lg s.é).

neumitico’ecolocado”
carga ' axial se transmite desde el exteri
vastago. a la: cémara‘

- generador
uni:contador  de
obtiene’ con el
generador:'de funciones el cual proporciona;’ l'itud] la forma
dela sefal y la frecuencia, en términos.de eﬁél ‘eléctrica,
Esta :sefial .es trangformada por un reguladori:eléctrico,"en una
sefial ‘neumdtica, lrI cual se amplifica; ctuai“en’ “la parte

Se dispone. ademds, de una consola q e
‘de : funciones,: un electro —regulador - de aire

ciclos.’ .La variacié‘n ciclica. de la’ presi N se,

inferior . del pistdn de doble accidn.  En: “parte: superior de
éste, se - da una carga estdtica, ‘de:maner ue?la probeta va a
recibir un esfuer"o’ axial de la forma ‘oot os sen wh, en
donde: oo es el esfuerzo estitico aplicado: por la cdmara superior
del pistdn de doble accidn y o1 serd ;laamplitud. del esfuerzo
dindmico. e SRR

: Este equipo permite aplicar: cargas ciclicas con frecuencias
efectivas desde 0.2 hasta 4.0 hertz’con formas de onda cuadrada,
triangular y senoidal. -El aire -a presion es suministrade por un |
compresor con capacldad igual a. 7 Kg/cm .- Este’’aire pasa .por' un
secador,. para asegurnar la ausencia de humedad, antes de entrar al
sistema. . . ‘- . .
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8.3.28.4:Sistema . de registro.

El sisv.ema de medicién esta  constituide ' por cuatro
transductores eléct.ricos' una celda de carga con capacidad mixima
de 45 Kg-f -y una“resoclucidn .de 0.01 1lb. 'querpermite medir la
fuerza aplicada 'a 'la probeta durante la’fase dindmica de la
prueba;:'un. transductor de presidn con-una capacidad de 7.0 Kgrcm
Yuna rnsolucxon de 0.01 Kgs/em”, un transductor de desplazamiento,
D.C/D. T para’ medir los desplazamientos axiales ‘de la probeta
con . unintervalo-de variacién de SOmm.y una’ resolucidn de:0.002mm.
Elicuarto-transductor es un sensor de presicnes diferencxales por
medioi del - cual es’ posible medir los cambios’ de’ altura 'en la
columna de agua de la bureta, con:lo cual:se puede registrar. los
cambios - volumétricos .de la’ probeta:: ‘saturadai;-y . .en cualquier
instant.e de'la prueba. - : T T )
. '

resultantes ‘de una prueba;
grdfico ©y un sistema K de capt.ura
informacidn a un ordenador’ digital CP
trabajar en paralelo !

Sistema gréfico-

Transfarma 1as seﬁales elé,
mediante amplificadores ¢
desplazamiento:
amplifi cadcres esL_é _conectado

entrada ‘a.una PC,’; mediant,e un programa que
los resultados .en columnas,
cdlculo de los:.parametros:d

de laboratorio.v; § . :

pruebas i dei resist.encia
medir, tanLo P
micrometro |
manera.
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Preparacidn del espe‘cimem

Las ' muestras recibidas en los tubos  Shelby se 'protegieron
con papel. . de aluminio, -parafina y brea, 'y fueron almacenadas: en
el cuarto humede. Para el ensaye, se cortd el ‘tubo a: una longit.ud
de..5 ‘cm i aproximadamente. Se extrajo el maLeriaJ. is .. de
romper ;la‘adherencia con el tubo, mediante un hj..l.o e’ acero’ muy
delgadc Se procedio , ‘entonces, a labrar 1 , I e

‘cortador. i de muest.ra para’ retirar::
dimensiones de la probeta resul Laron ‘de’7
de alt.ura. .

SEL Y mol
.convencicnal: d
ello, CRef. 12

pr oporci onsd
vertl cal desea

cada’ une,iile
lecturas:'d
cardtula

“'se’ cortd el tubo 'Shel y.que contenia :la
muestra-a na- 1ongit,ud de’15cm, aproxlmadament.e. Una ' vez:.rota la-
adherencia’ entre;la’ muestra‘y el’tubs mediante el uso de un hilo
de acero muy delgado. se ext.ra_jo la. muest.ra. B

; : £ 2 =118 L yE T



El labrado se realizd en un torno, con el empleo de un arco
de alambre de; acero; humedecido ¥y <on’ el. cabeceador  se-did . a la
probeta. la Altura adecuada. " Para. esta prueba se. utilizdé una
cdmara - triaxial . igual' a-la descrita en:la sececidn: 8.3.2.°, ‘con
excepcidn de las: d:_mensxones de la cabe a v base que: _en' gsta,’ son
de -36mm" de didmetro. : R [ .

se; réalizé SR

conirapreﬂé ﬁecesaria iparal
dependerd del gragic: de’ saLuracién inicial
se puede llegar sa tener



totales - muy -grandes;” ‘pera ’’ la-  presidén confinante  efectiva,
serd la’ misma ique  al “inicio -del’ procedimiento,. por. lo .que
Leéricamence,: el estado de’ esfuerzos ‘efectivos no se al tera. Esta
Gltima at‘irmacion., podria'ser .objeto ide largas discusionee que '
escapan’’‘ali‘ialcanc :

rerlexj.onar sobre el paso

con;
efectivos
paru.r ‘del:
para: llega

ti empo pre
el apéndi

anterior
didmetro

ensaye’”
moment.o.

1 ascurvas ‘de compresibilidad de los:dos: ensayes
anteriores’ * decidid - aplicar esfuerzos isotrépicos i totales
equivalentes a7 un:33% del esfuerze efective de preconsolidacidn, !
a fin de: garantizar que la estructura original del: mat.erial no
t’uera modlf‘icada. debido al nivel de esfuerzos.’ .

: 120



Se aplicaron.los esx‘uer*os isotrépiccs totales de O.2 Kg/cm
en un solo anremento Y se: tomaron lecturas. de deformacidn axial,
obtenidas: a :traves: de -un micrcmet.ro de car 'Lula de O 001mm de
precisién y 5 Omm de capacldad. !

| Seitoms 1a: Jectura: p romente. la; ,‘A;Slicééiéh'
simulténea de los: ‘,:esfuerzos : 5 oS ¥ que ‘aparece.en
. : ¥ 3

pre-establecid
deformacidn—tiem

congolidacid
apli cacl on o

pr uebas 3 Ko
ani sotrépica

aproximara al Eel mat.erial ut.ili*ado y se hal‘lé ].o siguienL

i
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8.5.1 Pruebas de’consolidacidn isotrdpica

Las Figs.-/8.7, 8.8 .y 8 9 muestran los resultados  de las
pruebas 1. 2Y.3 Arespeﬂtivamente aparece en ‘el 'eje. de las
abscisas el t.iempo en’ segundos ¥ en e.l. Jg de l‘asb ordenadas las
deformaciones:’ especu‘icas. ST DR R U S F

Estas’
semeJ ante’a,

‘Una' ‘vez ‘eal culada’
experimentales, i se
tiempo,t, ~des las

mis de un 3%, Fig.8.10:%,

Come tercer: i paso
viscoelésticas ‘de’la curwv.

.. De. la t.abla 101 sel ob
caracteriza a‘un® sclido d

Yy debe ‘cumplirse ademis’l

como Sé expuso» en
de la' Termodindmica
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Al - introducir:.estas -constantes .‘en.. la .ecuacidén _de la
deformabilidad ‘de . fluencia:, -JCL), ‘del modelo, cbtenida de la
tabla 1.1 Y graficar contra el tiempo, " se encontrdila-curva
mostrada en-la-Flg. 8.12; la’linea:llena represem,a a‘la curva’
tedrica,’’: mj.ént,ras'," que.;. pum,os : j.ndican clas curva prcmedio o
experimental’; L 3 ] : 2oL c nstantes :
vxscoelast,icas S el

para . repre:
detormaciones un.

tensor -de

es.‘

¥ 3-~

respecti vamem.e. .

Para B estas . pruebas. las Lres
defermacidniespecifica instantinea, .cuyo. v
aila“deformacidn 'final ., constante; ‘que’ pres
deformacion especifica-tiempo de “los™
isctropicé. Las “curvas muestran Jun;

su. - pendiente - hasta  hacerse  -constantes
horizontalidad, es decir, no se anula.

. Esta-- . misma tendencia; “
experimentales’, .
tensor. de deformaciones. unitariasy
ser.un modelo de Burgers. ; ;

Sj.n embargo. el hecho de que las del‘ormaclo
en - ‘consol idacidnl:;anisotropica: fuerani:’ mayqre
deformaciones? instanténeas en consolidacién‘ isot.‘répi‘_

tensor de derormaciones unn.am.as fuera: un amortiguador viscoso: B
de Newton, . ipara: ello . 'se requerxa 1 que rmaciones -
1n°tanténeas de ambas pruebas fuesen 1guales L

Con: base, en 1o/ ancerxor. se opto pore

oger un modélr':‘ de

128
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CONSOLIDACION ANISOTRGOPICA
Pardmetros viscoeldsticos

Viim
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Eurgers‘; modificadc.' el ‘cual " consiste ‘en. un .sdlido de tres
parametros: dispuesto en serieicon un fluido de Maxwell y a partir
de ‘esta hipdtesis se.procedid. a’realizar. el ajuste de curvas,
para esLe modelo de cinco parametros.

experimencales ‘y se

decir .Af la 'coin'p'on'e'nt.e disrt.'orsio'nal:

dada’ por la expresi on.

donde:

€x 3 deformac.\.on unitaria en direccidn axial :
o i esfuerzol vert.ical t.ot.al )
E.:2 .

anterioren’ la
' se recurre a la
forma se obt.:.ene que

. Para.t
solucidn  al 'prob;ema

= -';F_"*_’ cs: 43

donde:

£, Coxd = W/S.Apor Lratarse de un’ esfuerzo constantq :
E-y envtérminos Tde¥los® operadores diferenciales Q y P definidos
por-:la-ecuacidn C2.9), puede” ser: escrlt_o como:

g .3 Qo 'Qv»'

- BGvPe + QolPv : ¢s.5

130
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en donde:

'V'VcoF‘r"es"pcﬁdient.es a
‘es’ declr, ‘al’ modelo

Qe / .'Po son ‘los operadores algebréico
la componente: distorsiona.l de la’ deformacion.
de Ma*<we].l. :

1a componente’
seleccionado:

donaé:'

JeCtd eformabilidad - de! modelo’ de

‘fluencia :del: |
Maxwel ) v que se puede escribir como' B
‘.IeCL) = C;$1°+ /g0 R - JE T <>

L JuCtd eslal.deformabilidad. de fluencia:del-sélide ‘de tres. -
pardmetros. De la tabla 1.1 se obtiene: ) s

L N -Z1 _ . v B
Jucey = _Yoe™™ L o LAYy €8.11)
‘ q1, Qo . : : 3
con . Al qe, 7 qai,

131



Los subfndices  Cv y. o) v en adelante serdn utilizadoes para
distinguir las constantes' viscoeldsticas ' de -'los / modelos que
representan ra :’la’ componente velumetrica’ y la la cemponent.e
distors ionaJ. del Lensor de det‘ormaciones‘ respect.ivamem.e.

Lan relacion que
es pardmetros.

8.12).

para’ todos :ilos
vty

Liempo]“ /
correspondisnte
Masewel 170 i

: De la ordenada:
hacer “un aJuA.e. lineal
‘calculadé " a partir i de:
constantes v!.sr.‘oe.l.ést..l.c:ae del model

“modele’ a  ilos .
iioconseolidaeidéns
‘~las’ .ecuaciones

©Para~ sverificar”
resultados | “obtenidos
anisotréplica,’ se ‘sustituye
€810 y:(8.11), . de:dond

TeCtd = Jcs. 13y

AvCt) = 0.000872%

La' sustiticisn 'de C8:130"
conduce alaexpresidn:

SX = {8.4559E-03 + '3, 7535E-08L < 0.00187 & T PEOIYT 1 cgigmy

‘132"
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que viene a ser la solucidn  tedrica al problema de’ una probeta
zilindrica’ del . material en' estudia, sometida a- esfuerzo: axial
uniforme constante en . el’ Liempo. En ésta, el anmpo <~e expresa en
segundos. : . RSO '

‘de”'una “probeta
esfuerzo . axialr

8.6 Célculo ‘de
cilindrica::
oscilatort

L. Sup
material:
vertical:

Para conocer
de!‘or maeidn, especif
C8.3). De esta’forma:

C8I1T)

4 bien;

Cieeie Eloedi o ECsen wbo cs.18

134



: Al sustituir el valer E* ‘dade en la expresidn (8.5, la
transformada del primer término-ala derecha de. CB 18) conduce ;a
la solucion~ . B L

7535E-0Bt" - 0. 00187 &

la ecuacio CB 18D

La Lrans!‘ormada del eegunz:!o Lermlne arl
1

¢sl1om

<820

ecuacidn:, C8: Feni: fraccionesiip
am.it.ransf‘ormada ‘de Laplace. se ‘obtiene

[ - 0689
"s . 3 Q4E~03)(s

[ cielpar W
05+ 3 04E-03Cs- L>cs+m] :

cs.a1d -
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La antitransformada del primer t.ermino ent.re corchetes ‘de
la ecuacidn €8.212 resulta ser:

L 2.B93E-05iw T s, pie-osi ] 6:5799E-03w e Mt .

k-4 iAo e ST
€1.550E-05 . 2C3. 94E=03 .+ i)

,'w?),

(B 213 da’domo

la ecuaci én

‘de..las: .solucicnes: Ca). <kl y
rat.amiento compleJo similar: al
nduce la expresién.. .

]



‘cosCst-oz*-Wl) es. la parte real de la. expresidn ,

-oz+wv.) j,.+ ;  nser{c‘;s—éz+wt). 5 qué
a solucion compleJa de dla Fig.

Al sustitui
8. 17) se obtien

Co ioz’&’v{'.))",
{5500 E- 05]“”’ el

C7.3B748E-06-wd |
‘.::1.5501:-105"1« W

una:‘probeta ‘cilindrica del material modelado
‘esfuerzo svertical total dado " poriila
proporeciona la deformacidn axial unit.ari
axial aplicado sobre la misma.

y del nivel del esfuerzo.

Las Figs. 8.20, 8.21, 8. 22 8 23,,

grificas esfuerzo-deformacidn ; Leérlcas.
ecuacidn C8.23) , para una probeta ‘del mat.eria
‘a‘un esfuerzo periddico lgual; a:i;

Kg/cm » alraplicar cargasicuyas
y. 1. 0 herLz. respectivamente

Estos resul Ladcs Yy algunos otros seran comparados Tlcon 1a
respuesta experimental: ‘del’ material; obtenida ¥ de pruebas
dindmicas. de,_‘lal;oraf{or;é. cen el capi t_u].o IX SR SO
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caAPITULO - IX

' PROPIEDADES; DINAMICAS ' DEL MATERIAL ~ ESTUDIADO -

‘En el capit.u
capaz’ de. reproduc.t
sometida i
uniforme LY

de : 1aborat.or
los™ teérico;

base’ de 1a‘'probeta
rg;c;l':gia;ico‘,: g

abiertos, se aplicé sob e est_a un Yasfu

donde:”

'o“(_: o. 275 kg/cm o

oo = o 075 l-’g/cmz

141‘



De esta‘maneré; sobre el’ espec(men ‘se ejercid un esfuerzo
estdtico constante de 0,20 Kg/cm y un esruerzo ciclico que varié
entre 0. 20 y 0.35: Kg/cm : :

pruebé RN

da primera,

i nal i zado

1' Las:"Figs
variacioh de:
. esfuerzo—dero
de 0.5 her

cada uno ‘de;los’ ensayes

La Fig 9.7, muestra esto
con linea llena, el promedio, general de
esta manera ,
2:6734 % , con una desviacién esténda
de los valores se encuentran
a * 2¢ del valor promedio .y u
de 2¢ de dgste. (El simbolo:

Lo anterior :ondujo a:considerar: 3 satisfactorioien
la predicecidn de la  respuestai.’c 2l ‘material bajo  las’
condicliones ensayadas. - L S

La " linealidad:® superposicién de .
estados de esfuerzo: que reprodu"can las: condicicnes reales en las’
que se encuentraiel imaterial-ien el depésﬂ.o natural® ysé. en ‘las’:
pruebas dinamicas convnncionales -de laborat.ar:.o, .al modificar la
ecuacidn (8,23).  Sin embargo. este estudio- escapa ‘al objetivo del
presente Lrabajo.~u ; B S :

Taz”
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9.3 Anélisis de los resultados y determ!.nacidn de las: propledades
‘ d.lndm.lcas del materlal

En la presen'.e seccién ', ‘se - analizarén .las Lendencias de

las respuestas tedric ylexperimental’ de:algunos’ parametros ‘come )
son- ;el :«,Lr‘abaJoihist.'ere‘t.ico por 1.c1clo y acumul ado,’ :

de | amorziguamiento
respecto FEIN

necerrada.en una lazo de histéresis
deformacidn ~de - un material ensayado

bajo ‘carga ciclic

Este &drea, como se menciona en el capitulo III, es’ una
medida . de la energia disipada en el material durante el proceso
de carga 'y 'descarga en una unidad:delperfode , T, ‘y conduce
fisicamente 'a 'una deformacidn permanente. no. recuperable del’
mat.erial |

g, 9 se mueet.ra “como . el trabajo histerético
frez:uenc;a P

como’ en’ el material real yse

aument.a. .
La ‘Fig . 9,10 represem.a el trabajo histerético -del prlmer
ciclo con respect.o a"la‘frecuencia de prueba. Se observa que a
medida ' que’:la -frecuencia. aumenta, el trabajo -histerético
disminuye, '-in,embargo'.'ﬁ no se anula,  Como se estudid .en el
capitulo 1V, e’st.oj'pv,xede explicarse a partir del modelo tedrico
formado ‘por: un - sdlido de tres parimetros y  un material de
Maxwell, ! = L
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Para el sdélido 'de. tres pardmetros, se observa'una tendencia
de aprox}.macién a  un ‘fluldo: viscoso . para “frecuenclas. altas,
mientras . que. el modelo de;- Maxwell se -~aproxima ‘a: uni ‘sélido
eldstico para las “‘mismas’ ;ondlciones.
trabajo ' histerdtico, sin 5
comportamiento elésu.co;

crece la frecuencia de

La . Fig. A,9.11,r ‘ : :
trabajo ‘histerdtico : mul adc 20 clclos,
de aplicacién‘gl Hla p RS g &

‘contra:la:frecuencia

Fig. ©.12 Relacidn do amortiguamiento

Se .define como: relacidn de: amor"tiguamem.o' ‘eritico’",B, ‘al
resultado. de dividir el Lrabajo hls'.ereu.co ‘de’un” ciclo completo
de carga. 'y :descarga, enLr wel .dr ‘rt_riangulo OABO y
multiplicar:por: 1/C4n):. 3 O

€91

La. Fig

g, ; la relacion . de
amertiguamiento, _B.fcon res pect.c al numero de ciclos.

! ¢ para, una
frecuenciade pruebaidada. i PR ¢ BN KR
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Se ‘observa. tna tendencia a disminuir con el incremento.del
numero de clclos. EsLa misma Lendencia se observa en el error del
modelo..

‘Las-Figs..9. 14y, Q. 15 Lndican que paraiun; ciclo determinado
la  .relacidn
!‘recuencla yie

donde',:‘f e
cielo 20. ‘L
9833

| Fig. £.16 Mddulo medic de rigidoz'»t:o)'

El médulo de rigidez , Ee, enicada cu:lyo fue calculado ccmo
el médulo: ;Secante, .. es decir, como la pendl ent.e de 1a recta
eec:ant.e a ::ada 1azo de histeresis Ll

Se observo que el mddule ,Ee . se "dé'terxorar ‘,a«,medid.’a que
aumenta ‘el 'numerc . de'ciclos de prueba, a una:Crecugncia.}dada.como
se muestr en 1a Fig. 9.17. ) : T L

Las Figs. 9.18 y 9.19 exhiben una Lnndencxa al:’ aumen'.o del

alzincrementarce la frecuencia  de carga. o

médL}l o-Ee:

gsto ultime es de esperarse, debido a que mientras mayor:
seala velocidad de aplicacidn de la carga, la ‘pendiente dela
tangente inicial al lazo de histéresis tiende a 1ncrementarse.
comose indicd en el capitulo II (Fig. 2.28) siempre:que el modelo
involucre un cuerpo de Kelwvin, como en este caso. Por - tanto, el
modulo secante también tiende a aumentar. : .
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La relacidn entre el ‘médulo ,Ee, mds pequefio, encontrado-en
los. resultados™ experlmem.ales y.i el médulo Eesti 'estiticoidel:
material’ result.é “ser. de 1719 %y~ 1a relacir&n entre. el médulo
experimentali mayor 1y‘e15 médulo estitico fuéide '1.206 .donde~'
Eeat. .= 151.82:Kg. : L :

de t‘luencla ‘del
estd’ de!fini.d po

ecuacioni (5,835
obtiene ; :

integral. !
la suma de las.

sen’wt'dt* } CQ tad

Lim '45 Jth.+’D - é—'w,ff__r‘.f‘v(t'.—t.')is'en witder b | Co.abd
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Esto significa - que las~ componentes de la ‘deformabilidad
compleja del medelo pueden ser expresaﬁa; coma: : : -

Guicwy + e
Lo =3 v

donde:

Al sust.it.uir C
obtiene: .-

Lrabajo 4y estdldade: en Rgrem? :
oo: -amplitud del: esfuerzo. 3
frecuencia circular
:: period '

Las unidades . de los par »Jiscoél':istik:’os,"-/ son 1as’ mismas:
uLLli-ada=' en el capxtulc anLerior R T TR E

. Esta ecuacion frepresent.a el; t.raba_jo realizadd porla
fuerza ‘durante un ‘periocde.: de! carga y mues'.ra “la cam_idad de
energfa que se! dislpa en-un clclo.
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Al | sustitulr -en' la'- expresidn:’ €9.7): los . pardmetros .
viscoeldsticos del ‘modelo ', se 1‘139&'3“1&‘_ecuacién: o -

W o —roo 2[3 7535E—08 cSen wT_13 cagos; s f$249f385>w"zj, co. 8
W 7100581 % 4577636718 Wil

dende Wj=fB,3"

proporciona valores de t.raba_]o histeréticc «muy
valores Leéricos para el primer ciclo( “esiide; esperarse’

erj.(odo, ‘como i se
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©.17tb) Prikaete de arcilla dezpuds de la

Fig.

aplicacién del esfusrzo post-ciclico

de falla
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capPiTULO X

CONCLUSIONES )

En el enfoque inicial de esta tesis, se buscd: comparar el
comportamiento dindmico. de probetas de arcilla, obtenidas en-el
Parque Ramén Ldépez Velarde, de la =zona del Lago: del- Valle: de

. México,  con un modelo viscoeldstico lineal, cuyas const.ant.es-A
viscoelasu.cas se obt.uvieron de pruebas de control , 5

Al ,conocer las cons'.ant_es que 1dentif1can al.: material..y.'
segun : criterios Lermodinénlcamence vélidos. i y
materialia carga’ senolidal“ controlada)
limite superior .,no sobrepasé la'

s yiiles] ‘resultados
flas’ siguientes conclusio e

ani sotrépi ]
constante’’e

‘en: el .tiempo
miximoide:0.28

,4) - Encondiciones “de carga asctal dinémica e
parametrcs reprodujo la respuesta del suelo con, un
de: 2.6734% 2 yipresentd una desvxacién est.anda
durante 42 pruebas control adas.

por ‘freclencialse encorntrd dentro de‘
dentro’'del intervalo: * 2¢ ¥y un 2.38%"se ale_)o mas de % 1 20 del
error promedio del modelo . x ; .
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(=p] Lo “anterior permi Le afirmar que ‘el ‘modelo’ de -clinca
pardmetros ;e‘nccm;rado o capaz. . de. reproducir...la ’respuesta
estdtica "'y dindmic e un especimen‘jcllf. drico:de;laarcilla
estudiada - sometido’ ‘a carga axial suni forme 'n las condiciones
de “ensaye: analizadas ‘os

" viscdeldstlice
mayor;amplitu

9D
amortiguamienko de . 1a ;arcilla ensa/ada es.i d ,1‘f4'/.‘»:'d‘el
amortiguamiem.o cr.(t.ico y:.disminuye “al ‘atmentar el ‘numero .de
ciclos’ decarga y.la“frecuencia de prueba. AsS{ misma el error: del
modelo. resultd menor a 2:5%, con un error minimo igual ‘a 0:38%

100 El mddulo secante: medic 'de rigidez se degrada en funcidn

del numeroc de ciclos ‘de carga; . se observé que ese mddulo se-

incrementa en funcidn de .la’ frecuencia de ensaye, tal come lo
establece el modelo viscoeldstico representativeo., Esto se debe a
la baja compresibilidad del. liquido intersticial del material y a
la " baja permeabilidad-del - suelo. Este se puede atribuir al
comportamiento del cuerpo de Kelvin involucrado en el modelo de
Burgers modificade que. se utilizd., El error miximo del modelo
viscoeldstico para reproducir el cambic del mddule secante medio
de rigidez del suele, fué igual a 0.798%
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112 Tanto la arcilla ‘como - el. modelo . de .cinco: pardmetros,
exhiben deformaciones irrecuperables muy. . pequeﬁas en condiciones
de consolidacidn isotrdpica,’ mientras’ ‘que’ en. consolidacidén
aniSoLrépi'ca. las de!‘ormaciones irrecuperables adquleren valores
importantes, atn a baJos niveles de” es!‘uerzc

relacidén ~entre los ' esfuerzos’

del modelo

12d.
continuar
materiales ~comunes’. . en
viscoeldsticos: r epresencativo

y: \qorrbbérar

: o de,
modelos reolégicos simples.' ~euyas’ relaciones constitu@iva’s
permitan ‘establecer: respuestas: tedricas representativas. dentro
de intervalos de acept.acién comunes. o T i L
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, APENDICE A
ASPECTOS EASI Ccos. DE"LA TRANS_FOEMADA DE | LAPLACE



TRANSFORMADA ' DE LAPLACE

Sea FCt> una-funcidn definida para“ itz 0 -La integral:

R ‘se’idencta’ -
por ¥ {f(t)} yipuesto
z {/cu} =iFICs)

Para una sum:

Teorema.

Sea /CLJ ‘continua“en 1nLerval s pa i 81

[reed} siMe™, wiveTe Lo “cad

para alguna constante ¢ y 7 >0, 'entonhces ¥ {{L L)} (=54 xst.e para
s > c . ;
Si por ejemplo f es, una funcidn . ecreciente, eannces wila
la condicidn |fCt>] £ Me®™ . ¢t >.:T. , simplemente ‘expresa: que ‘la
grifica de f en eJL. intervalo (7, ) no crece mis rapidamente que
la grdfica de Me®', donde ¢ es u a constante positiva.. : S
Se dice que las funciones que tlenen a ésta’’ r‘unciénr
exponencial como cota superior para t > T son.de orden
empenencial. DI
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Teoremas

{1} = 1/s
et = n'/cs“,fh
1/(5-1:)

~, dada” FCsd 7 se
o Gltima - es’ la

desea 'enéont.vr
Trans formade:

Teorema:

La : 3 . ) ! . ,La‘;ﬁi ace ;-es Larﬁbie’n una
transformacion:; s” . propiedades . que. . la
Lransformada P L PN N

Fraccxones Pa cial

. El uso de'las fraccr.cmes parcv.ales es muy impcrtante en la
busqueda de las; Lransformadas inversas: de Laplace ‘Aquiiise . hard
un‘breve’ repasos ‘del'ositress: casos basicos de dlcha Leoria ‘Por T
e_jemplo. los: <:ieh<:m1.nau:lz:ree ‘de: g
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CadFlsd ==

CS‘-_!.)CS"'Z)CS*")

contienen , respectivamente

ualquiera, entonces:

3 En ingenieria
inLerrumpirse. Pcr
un

aiunieircuito
tiempo.® :
lam‘ada,“l-'»_uncio‘n

La funclon efcalon. ‘al’s .combl‘nlada‘ ‘con: otras’ funéiones
det‘xnida'-“ para L Z2:0 el:.mina una parte de sus. grérica

170"

Es pori -



Teoremat g
Si a > O, entonces

-eu

2 {j(t)} =" e " rm

funciones
j'.‘c ty. es

donde . FCE)

Teoremai: s
: 270y de orden

exponencialill

Lparas

1n£Er§Alds
Transformada una funcion periodi N
si una funcxon periodica Liene periodo T, =T ) O . entonces
fCt o+ To FCt>.'La’ transformada’: de Laplace de’una’ runclon

periédica puede ebtenerse al integrar ‘sobre un periodo
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' Tabl a. A-I

Transrormadas de Laplace

FUNCI ON FC (.)

L TRANSFORMADA DE LAPLACE - FCs)

Cay

172



APENDICE. B .
RESULTADOS DE: LA PRUEBA :DE " CONSOLI DACI OGN 'UNI DI MENST ONAL



RESUMEN D E P RUEBA

LUBAR: | PIR. L. V.
SONDEO: SM =27
MUESTRA:_ 12 "

TEAMO: 8,50 - 8.70m
PROF. : 3. 80m B

DESCRIPCIAN. 1 El- material EQSULLQ ser 'una ﬁeiclé'de ‘arcilla
de cénsxsténcxafmgy suave
de color . gris clare.i- :

color ~caf'e claro yoeonlimo arenoso

PR OPI EDADES

CLASIFICACION SUCS.: . .
CONTENIDO DE AGUA INICIAL: 369 %
RELACION. DE VACIOS INICIAL: 9.98
SRADO. DE - SATURACI 6N
LYMITE L1QUI DO:
CONTENIDO ‘DE ARENA

. DENSIDAD DE SOLIDOS:2.605.
©.CONT: DE.AGUA:FINAL: 225 %'’
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CONSOLlD«AClON.,;-UNI‘DIME'NSIONAL,

.ANTES DE LA PRUEBA

Pasce d'é ‘pro
Peso .de:los:
Altura .de-l

CESPUES DE 'LA” PRUEB

N'TENIDO “"DE

i'.ara nol W .tara Wm+tara Ws+tara | Ww . |: WS;;J W 2D
HICE] 9. 63 33.23 L7138 16.781-.7.52 223.1
183 9,87 31.74 16.07 15.67} 6.80 230.4
H s8 .| 9,03 32,24 18.70 21.24) 9.67 219.85

228.73 .gr.

Seso de probeta + anillo:

Er. = ZEs Wre =
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CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL

L PURILLY, " cotioeo: . e e

POYECTO: -
8.50m-8. 79m

MUESTRA-No, L2128

Def. del “suelo
21 :.00
S,
R . i : s 5.
21 B8: 41 1’ S.
21 68; 42 2" 5.
21 6: 44 4° S.
21 &: 50 10* S.
21- 7: 00 20" 5.
.22 7:10 30" S.
22 7: 40 ih 5.
22 8: 40 2h S.
a2 9: 40 3h S.
Z3 11: 40 Sh S.
24 15: 40 Y 5.
23 17:490 1lh S.
21 6: 40 24h S.
[

BB 4B




CONSVOLIDAVC’IYQVN L UNIDIMENSTONAL

POYECTO: =

MUESTRA ‘No.

Ta‘mpb‘rnturu
Tamperatura

ESFUERZOS ',

e EM - 3

A i g <
S TEAMO: _».S.n‘\ 8.70m

i{Def.d

1isuelo

=5 0. 370
Dy + 0,369
5, - 0,398
d. 0.423"
4. 10443
21 8181 1’ & @05
21 B: 52 2" 4, = O
21 6: 54 4° 4. = 0,528
22 7; 00 10’ 4. 0. 5S8O
22 7:10 20" 4. O.614
22 720 30° 4., 0. 630
22 7: 50 ih 4, 0. 675
23 g: 50 2h 4. 0. 705
24 9: S0 3h 4. 1 0.-720
24 111:50 Sh 4. 0. 731
24 |1S5:50 Sh 4. 0.740
23 {19:50 13h 4. 0,741
R S: S0 22h 4. 0..742
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CONSOLIDACION UN'I’DIEEYNSIONAL

POYECTO: “P:.R.L.V. SONDEO:

T SM-.-2

MUESTRA No. - ipRoF, —8.50m
S . REGISTRO DE CARGAS

ESFUERZOS - ‘DEF.'DEL'APARATO;

Temperatura’ mdxima:
Temperatura minima:’

< TRAMO::

“'g;50m = '8.70m

L. micrdém. |Def. tot.:|Def.del suelc
4.876
2,605 50,795
4.581- 1,819
3.554 0.848
7 4.525 0,875
7 4.470 0. 930
7 4. 430 0.970.
28.|. 7:10 10" 4. 350 1.050
28 | 7:280 20° 3. 280 1.120
23 | 7:30 30° 3.217 1.183
T3 { 8:00 ik 4. 099 1. 301
3% | 9:00 ER 4.004 1,396
&3 110:00 3h 3. 964 1,436
™27 I18:00 =h 3.937 1. 483
25 |14:00 7h 3.032 1. 468
23 118:00 11h 3. 524 1.476
22 | 5:00 EER 3. 522 1.478
1.
!
1
r
1
l
1
v
1
N .




CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL

POYECTO: LBL Ve M a2
MUESTRA -No. TRANo; 8:50m = 8.70m_

Temperalura: maxim
Temparatura ‘minima:

Alimicrom. (Def, tot. |Def. cel suelo

To C°
B mm mm mm
3. 922 — 1.478
- 3. 907 — 1.487
3. 900 — 1.494
3. 892 - 1,502
3. 882 - 1.512
611 1° 3. 865 - 1,529
6:12 2' 3. 844 - 1.550
65:14 4° 3. 800 — 1.594 .
5: 20 10° 3.718 - 1,676
&: 30 20" 3.613 — 1.781
8; 40 30’ 3.547 - 1.847
7:10 1h 3. 402 — 1,992
8:10 2h 3.184 — 2.210
9:10 3h 3. 031 — 2,383
11:10 =h 2. 864 — 2. 530
T3:10 8h ¢ 2.783 = =611
115:10 Sh { 2.72% — Z. 869
&:10 24h r 2,693 — 2. 701




CONSOLIDACTION UNIDIMENSTIONAL

povecTor —— LB L ¥o Do sonpeD  ; SM -2

MUESTRA No. —t 22 ‘proOF, —S:80m ‘I‘RAMO 8.50m"- 8. 70m

Temperatura -mdxim
© Temperatura ‘minima:

Te € ."ho“r:a. t.iyein'p"e ! L.fn)icf;rf;‘.‘ ‘del’ ;ue;l.o’ ;

21 6:20 . [s) 2.693 2.
B B S’ 2. B
10" 2. 2.

20°" 2. a,-

30°°’ 2. 2.

21 6: 21 1’ 2, 2.
21 B8: 22 £l 2. 2.
21 &: 24 4° 2. 2.
21 6: 30 10’ 2. 2.
a1 6: 40 20’ 2 2:
21 6: 50 30’ 2. 2/
az2 7120 1h 2. a2,
23 3: 20 2h 2. 2
23 9: 20 3h 2. 3.
24 11:20 Sh 2. 3.
24 13: 20 7h =2, 3.:
25 15: 20 Sh 2. 3
20 3: 20 21h - 3.
2. -

21 6: 20 24h




CONSOLIDACION ' UNIDIMENSTIONAL

POYERTO: B leVe” L 'sONDEO: . ™ ~2

MUESTRA' No.' - TRamp; S:SOM = 8. 70m

.DE CARGAS /1o

N — ;3,351
2. = 3.362.
EER = 3,370
"B = —3.375
- - Z. = 35,3810
B3 531 17 1. = 3.302
ES 5: 32, EX 1. = 3,408
ES 5: 34 3" 1. = 3. 420
32 | 6:40 10" 1. = 3,435
23 B: 50 Z0° 1. = 3.
EL 7: 00 307 1 = 3.
5% 7: 30 Th T, = 3.
23 3: 30 Zh 5, = 5.
4 [10:30 Zh 5. = =R
25 112:30 Bh 5. = 3.
531 (16:30 10h 5, = ER
832 J18:3¢ 12h 3. = 3.
ER 5130 3ah . = T
i




CONSOLIDACILON . UNIDIMENSIONAL

pP.R. L.V,

POYECTO:- . SONDEO: : SM - a
MUESTRA No. — 12 pROF, —8:80m _ ‘mpaye; £:50m - 8. 70m

TRAMO:
© "REGISTRO DE CARGAS

ESFUERZOS - ) DEP: DEL APARATO

_1.0kg.sem - 0. N4
N TS.B kgrem i= 3013

3 kg/cmz = Ag’; 0.0??’:’:ﬂ

Tomparatura” mdxima:
Temperatura’ minima:

Ta' C¥|-horat | Llyempo' L.mierdm. |Def. tot. [Def.del suelo

a2 . +|=7: 001 -0 . 4,842 - 4.104
e v, B s = - 3 —
10" 4.8286 - 4,107 .
.20 4,825 - 4108 ]
et nn [ 0203007 4,824 - - 4,109

21+ 522 QL f o 1Lt 4.818 - 4.115

21 7 2" 4.812 - 4.121.

21: -7 4° 4.7683 -~ -4.170

21 7310 10° 4.613 - - -4.320: 5

21 7:20 . 20" 4.433 - 4..500

22 7:30 30" 4.313 - 4.8620

22 8: 00 ih 4,052 - 4.881

23 g: CO ch 3.653 - S. 280

23 10: 20 3h 3.423 - S.510

24 12: 00 Zh 3.193 - - 5.740

24 - {14:00 7h 2,803 — : > .. 86.130

23 17: 00 10h 2,723 — 6210

22 17:; 30 |27.30h 2.844 - 8.

-
"
n.



CONSOLIDACGCION,  UNIDIMENSIONAL

POYECTO:

MUESTRA"No.

Tam‘parglura' mdximas
‘Temperatiurami

™.~ 2

8. S0m - 8. 60m

Def.del suela’

. 6.289
2, 622 - 6..299 -
2.618 - -6.303 o
2.618 8,305 .
2. 608 6.313
2,592 L 8,329
2. 558 8. 363
2.510 8.411-
2, 448 - 8,473
2. 367 8. 554
2. 233 5. 688
1.981 6.940
1.801 7.120
1.569 . 7.3%52
1.408 7.513
1.304 7.617
1., 2€66 7.65%
1.234 7.687.
1.198 7.

723

T
W
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CONSOLIDACIGN UNIDIMENSIONAL
Primer Incremento. Exf.v = 0,20 kg/cm2

005

-0.15+

yaT1
Deformacidn axal (mm)

o
ol

0.25+

03

035 eesee

1007,

04

10

100
1000
flempofseq)

0000



Oeformacidn axial (mm)

CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL
Sequndo Incremento Esfv = 0.40kg/cm2.

05

08

ass

o.ﬂ

/ 90 AR B

07s{---

055 oene )

10

Tiempo(seg)

1006

[
10000

T T 77T

1oQuoo
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Defarmacidn wxal (mm)

CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL
Tercer lncremento. Esf.v = 0.60 kglem2

1021

1

16

10

100

Tiempo(seg)

i
10000 -

1000

10000¢
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CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL
Cuarto Incremerto, Esf.v = 0.80 kg/cm2

1.2

S

0% A}

1.6
’g 18-
3
§ 2
it
;
& 22|
24

zs- LT ANEPE TS S -
1004 —

28

10

100

Tiempoiseg)

1000

100009



CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL
Quinto Incremento. Esf.v = 090 kg/cm2

26

0% ,
ras H H
2.5,..‘.. ;- 1
2 28| -
£
4
LI
§ [ CETURIEES PR PRSI B B S 2 FENRTNNE SUNPS CUNE SUEBE 23 3  PERPERP: PRPI PR S I
]
5
13 :
[N X 1 DTSSR SN ION B A [ORVPUEE T SN 0T 1 25§ SURN
12_.“,. ERI SRETS SRR AN PI* W 5 FES PP BP0 BT B L Tt T T AP
i o i
+
u T

1 . 100
- 10 +.1000 ) . . 1HpmIy
Tiempo(seg)



CONSOLIDAGION UNIDIMENSIONAL
Sexto Incremento, Esf.v = 1.0Kg/em2

q
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o
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T ¥ T
1 100 10000 _
: 10 S 1 ; 100000
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1001,
e

CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL
Séptimo Incremento.Esf.v = 1.5 kg/em2

s

45

Deformacidn axial (mm)
L2,

ss|----

65

To0

Tlempo(seg)

1000, -

100000



: CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL
Octavo Incremento, Est.v = 2.0 kg/ecm2

[ R
[+ ) A — 3

GG |-

68 -

B
Deformacidn axisl (mm)

2

1.6-....“., memde st wiad mlellecanun e eenedoceteal. 2o3. e e e Lee Pees ad abalode )
100— 4— L P iiiE

iy
A
) A
¥

B 1S Lo co efnedeefeiodiopiecaacans EUPRS 00 55 1 15 3 % SR,

T
1 . 100, . . 10000 ‘ )
10 1000 ' o 100000
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CONSOLIDACION. UNIDIMENSIONAL

‘RELACIONES DE VACIOS & %"

0:20 kgrer C .20 kgsem ?

0.00 kgrem 2
100" 19,6

="18.5107~.118
= T.824

_ 1060 kgrem?

ot . AD -
AH = 2Bi750 mm _ o~ = Hi -
e = Hf - Hs = 17.250.~1.824

Vs

090 kgrem 2

37
y = 0.80 kg-scm .
. 1 00

pe
Ay = _3-400 mnm
2

= Hf - Hs
. ¥S.

100 l;g'/ém 2




CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL

UBELACIONES DE VaCICS

L U150 kgedm 2
L 7,882 mm

e = Hrol Hs = 12.317°~1.824 ot
3 TToiid8a o T

193
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=

Relacidn de vacios

CURVA DE COMPRESIBILIDAD
Consolidacién Unidemensional

o I

"0.01

"0.1:‘ i

T \‘Evsfusrzq Efenyd‘(Kgfqmz) B

g Lo
Gpo.erkglem® .




APP-E-ND I.CE:=C
RESULTADOS DE'LA PRUEBA DE’ CONSOLIDACIGN ISOTRGPICA
‘ EN ‘CAMARA" TRIAXIAL T



RESUMEN DE PRUEBA

SLovl : S rn.mo ‘§.50" 5 8, 7Om

LUGAR £.

SONDEO:  SM '~ 2 : ' _PROF, ; - FiOm

MUESTRA: -~ 127 :

DESCRIPCION ©: - -El' “material ;'e‘surl té ser una mezcla de arcxlla
coldr‘céfé ciaro‘. de consxe'.enc.ta muy: suave yocon ; limo arenoso

de: color gris c.laro

PROPI.EDADES

CLASIFICACION sucs c . DENSIDAD DE SOLIDOS: 2, 605
CONTENIDO, DE AGUA INICIAL: 413 % " CONT.. DE AGUA. FINAL: -230 % .
RELACISN DE. VACIOS INICIAL. 9,063 | REL.:DE vactos FINAL 6974

INDICE PLASTICO:
""LIHITE PLASTICO :
cow;moo DE FINOS: 85 %' -

196



DATOS GENERALES

'?ELACION .DE’ VACIOS
CONTENIDO DE
D"-‘SO DE LA PRO ETA

2:53 prameTro, sup. 2580

PESO'VOLUMETRICo: * 11 33grsem

PESO’DE LS SOLID
VOLUMEN ‘DE-Los &

DIAMETRO MED d 2.72

1970




CONSOLIEDA C"l,O N~ IYS""O TROPICA

ot ) 0] a0l 0] o] o] e 0! o gt 2]




CONSOLIDACION ISOTROPICA

- ESFUERZO . AXTAL

o chgf/:mz)_: —w—




CONSOLIDACION ",I'S‘O‘TR,’Q PICA

RN
c1Ckgrnmty s et

4, p
5. =
5. oy
5; o
e ) -—
B, =
6,528 p
7. 356 =
7. 810 =
8. 332 =
8. 681 =
B. 860 poms
""" B8.917 =
9.154 —

Iy
Q
(]




CONSOLIDACION ISOTROPICA

ESFUERZO." AXTAL

il Kg/cmz) B 9.8 AcC kg/cmz)

IEGREE
gl ol o g ar ) g




CONSOLIDACION ISOTROPICA

S oy e
:.1.C.".g/<:m2:A : __0_£____




CONSOLIDACION ISOTROPICA

. 839 -
.972 -
L138]° -
.313 -
.8578 -
.136 -
. 808 -
. 204 -
. 567 —
. 779 -
. 890 -
.108 -
1,205 -

‘ol of wf ol | ol @] & 0] o] ol =




CONSOLIDACION [SOTROPICA




CONSOLIDACION ISOTROPICA

‘ Dét,‘.'\sn‘:l‘
iem

23.

826

24.

Q03

24.

135

24.

223

24.

356

24.

G21

24.

926

25.

182

25,

723

25.

878

26,

<968

28.

336

29.

358

30.

S90

31.

859

32.

580

33,

[eE]

33.

450

33, 837




CONSOLIDACION ISOTROPICA EN CTX
Primer Incremento. Est.v = 0.2 kg/em2

0.z
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03 - - 3
:\\ N RS
100% A SN SE 00 00 1 £ 1 B B \ i
12 q B -
1 100 -
. n : 1000

,Tle\mpb(sng) ;



CONSOLIDAGION iISOTROPICA EN CTX
Segundo Incremente Eefv = 0.4 kgfem2
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CONSOLIDACION ISOTRSPICA EN CTX
Tercer Incremento. Esf.v = 0.6 kg/cm2

802 . 3
Cambio Volumétrico (em3)

N e s R e g o = 10000 o
R s s BTN 0o LR 10000

- Tlempo(sng)



eog

CONSOLIDACIGN ISOTRGPICA EN CTX
Cuarto Incremento. Esf.v = 0.8 kg/em2

3 Vvoiu;n‘étﬁjca (em3

L Rt T &

ey

. Tlehiéﬁ(ssg; B

: 10000 B2
S AN00 = e e




CONSOLIDACION ISOTROPICA EN CTX
Quirto Incremento. Esf.v = 1.0 kg/em2
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CONSOLIDACION ISOTROPICA EN CTX
Sexto Incremento. Esf.v = 1.25 kgfem2
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Cambio Volumétnco (cm3)

205

SONSOLIDACION ISOTROPICA EN CTX
Séptimo Incremerto. Est.v = 1.5 kg/em2

2154

22.5

23

10

R
i Tismpo(seg) ;- o

0000

101000



g2

: Cambco Vol mé('nco(cnﬁ) o : .

22

CONSOLIDACION ISOTROPICA EN CTX
Octavo incremerto. Esf.v = 25 kg/em2

Y

e v
‘Tiempofseq) ]

10000 .
100800
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CONSOLIDACION ISOTROPICA.

. RELACLONES” DE {VACIOS

P

-4
847809 '~ 21030
83.779 7086

.2l4



CONSOLIDACION ISOTROPICA

RELACIONES DEVACIOS - -

2198



a2

‘Helécyi‘d_'n de Vaclos

CURVA DE COMPRESIBILIDAD
Consolldacién Isotripica en C.Tx.




A P E NDI C E
RESULTADOS DE LAS PRUEBAS DE CONSOLIDACION- ISOTRGPICA EN
CAMARA~ ’I'RIAXIAL 1., 2.Y 3. A ESFUERZO CONSI'ANTE



CONSOLIDACION ISOTRGPICA

coC¥g em

Prueba No. .1

25/Julioros’

fecha|” Def.uni |Def. espec
S cm”/kg
125707 0. 00 0. 0000 | 0.G00 [0.0000G0
T e 15.43 0.0154 {1.79E-4[0.000897
17.50 0.0175 |2.03E-4]0.001017
.19.50 0.0195 |2.27E-4[0.001135
- 21.20 0.2120 |2.47E-4]0.001233
23. 01 0.2301 j2.68E-4]0, 001338
24.40 0. 2440 [2.84E-4]0.001419
26. 00 C. 2600 |3.02E-410.001512
+ B 35. 35 0.3535 {4.11E-4[0. 002055
:B1 120 48, 44 Q. 4844 |5.63E-4]0.002816
5. - 240 72. 82 Q.7282 [8,47E-4{0. 004234
L6 300 80. 32 0.8032 {9.34E-4 0. 004670
=B 360 86. 76 0. 8676 |1.01E-3]0. 005044
6:. 420 g1,92 0.9192 |1.07E-3[0. 005344
6: 480 a6, 32 0.8632 {1.12E-3]0. 005600
81 540 97.11 00,9711 11.13E-3{0, 005646
=61 B600] 102. 40 1.0240 |1.19E-3!0. 005853
~ Gt 900! 1098.05 1.0905 [1.27E-310. 006340
=861 80 1200]| 112.00 1.1200 j1,30E-3!0.008511
6: 85 1500 113.00 1.1300 [1.31E-310. 006567
=7+ Q0 1800f 113.186 1.1316 [1.31E-3(0.006579
- 7:30 3600] 113.20 1.1320 |1.31E-3]0.006584
8: 00 5400 — - — -
- 8: 30 7200] 113.40 1.1340 |1.32E-3}0.006591
Q: 30 10800 113. 42 1.1342 (1.32E-3]0. 006594
10: 30 14400} 113.50 1.1350 J1.32E-3}0. 006597
12: 30 21600( 113.52 1,13%52 [1.32E-3{0. 0066800
--113: 30 25200} 113,52 1.1352 |1.32E-3}0. 006600
14:30 28800[ 113.82 1.1252 |1.32E-3!0. 006600
15: 30 32400] 113.52 1.1382 {l.32E-3({0. 008600
16: 30 36000 113. % 1.1352 |1.32E-3]|0. 006600
126,07 | 6:30 86400} 113.52 1.1352 [1.,32E-3]0. 006600
8: 30 936001 113.852 1.1352 [1.32E-310. 006600
11:30 104400} 113.52 *| 1.1352 {1.32E-3[0. 006600
12: 30 108000 113,52 1.1352 [1.32E-3{0. 006600

[44]




‘e12

Deformacian espechea . E

CONSOLIDACION ISOTROPICA
Prueba No. 1

0007

RN SR aw S 4
P800 250077 e TR T gs00

2000
-+ Thmpo {seg) B

o
B

gl



CONSOLIDACION ISOTROPICA

o Pruebia"; No. 2 L

Q00000

000883

001001

001116

001213

001314

001 400

001481

002024

002841

004164

004588

004966

005268

ooss12

0085697

005855

006289

:1200 006434

1]l el el e[l =] e el e 2] 2] e o] of o] v & ] o] e ool el -] o

e R EREEEEEEE R EREEERE R RRERE

18500(°111.80 Q06501

1800][-112.09 0086517

3600(.112.10 006518

& -} 72001 112.30 006534
:{10:00 4108001 112.70 . 31E-3 006555
250111300 ]%. - 144001 113,00 . 31E-3]0. 006570
j133 00 |- 21600 113,10 . 32E-3 QO6577

14: 00} ~: 25200] 113.20 . 32E-3 Q05581

~115: 00 -28800! 113.20 . 32E-3 O0ESBL

1116: 00 32400] 113.20 . 32E-3 006581

; ;2117300 36000, 113.20 . 32E-3 008581
ops08 7100 - 86400 113.20 . 32E-3 006581
Lo - 9: 00 93600| 113.20 . 32E-3 006581
12: 00 104400] 113.20 . 32E-3 0085581

13: 00 108000| 113.20 . 32E-3 006581

10
]
o
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CONSOLIDACION ISOTROPICA:

T PruebaNo, 2

0,007

M S S qung
500 - B

) 1500
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L oyug

émpo ‘(seg“

Casg0

Lo gsne

4010



22/Agosto 04

CONSOLIDACION [SOTROPICA

Prueba ‘No.” 3

ESFUERZOS ™ TSOTRSPICOS

fecha Def. unt |Def. espec
Sabubo . H
ST =m” kg
22/08 0.9000 0. 00 10O.0000Q0
- 0.1200 [1.67E-4{0.008360
0.1360 |[1.89E-4][0.000947
0.1520 [2.11E-4]0.001059
0.16680 [2.31E-4710.001156
0.1790 |2.49E-4]0.001245
0.1920 |[2.66E-4{0.001331
0.2060 [2.86E-4[0.001430
0.2770 |[3.84E-410.001821
0.3880 |5.53E-4]0. 002766
0.5690 |7.89E-4({0.003948
0.6280 [8.68E~4[0.004347
Q.6780 |9.42E-4|0.004711
Q.7210 [1.00E-3]0. 005005
0.7520 |1.04E-3]0. 005225
0.7990 |1.11E-3]0. 005549
0.8000 [1.11E-3]0. 005556
0.8670 |1.20E-3]0.006021
0.8760 11.22E-3]0. 006082
0.8950 }{1.24E~-3]0.0C06218
0.88960 [1.24E~3|0.008223
0.8970 |1.25E~3]0. 006228
0.8930 }1.25E-3]0.006246
0. 9060 [1.268E-3[0.006293
0.9080 |1.26E~-3]0.006308
: 0.8100 [1.2B6E-310.008319
f 0.9100 [1.2BE-370.006319
B 0.9100 1.28-210. 006319
16: 00 32400 81.00 0.9100 |[1.26E-310Q.006319
¢ - 117:00 36000 g1.00 Q0.8100 |1.26E-3!0.006319
23082 7:00 86400 1.00 0.8100 11,26E-3}0. 006319
. g: 00 93800 Q1.00 0.S100 11.26E-370,006319
12: 00 104400 91.00 0.9100 [1.26E-3[C. 005318
13:00 108000 91,00 0.8100 11.26E-310.006312

222
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jDe‘f}:nr‘ma i6n espacfica

CONSOLIDACIéN ISOTROPICA
: Prueba No 3 5

S 000"

1500 200, e

3500,
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vee

Deformacién especifica (kg/cm2)

0.ty ——=

0,009

CONSOLIDACION ISOTRGPICA
Curva Promedio

== Curva preinedio:




, ‘APENDICE ‘E : ,
RESULTADOS : DE - LAS- PRUEBAS' DE CONSOLI DACI 6N .. ANI SOTRSPICA EN
CAMARA TRIAXKIAL- 1.-, "2 .Y . 3. A ESFUERZO;AKI AL CONSTANTE



CONSOLIDACION ANISOTROPICA

Prueba ‘No.1 .-

| ESFUERZO ' AXTAL

‘ooCKgrem®: -

. hoja /2

Def. espec

cmz/kg
. 0000 0. 000000
.32E-3! 0. 006583
. 33E-3] 0. 006634
. 34E-3! 0. 006673
. 34E-3| 0.006706
. 35E~-3| O.006741
. ISE-3| 0.0056768
. 36E-3| 0. 006799
. 40E-3] 0. 00698
. 44E-3| 0.007237
.S54E-3} 0.007715
.87E-3| 0.007862

. B0E~-3| O, 007989

. 62E-3| 0. 0080391
. 63E-3{ 0.008171
.64E-3]| O. 008197
. B6E-3{ 0.008301
.B9E~3] 0.008442
. 70E-3] 0.008510
. 71E=-3] 0.008540
. 71E-3! O, 00BS5S
. 73E-3{ 0.C08624
. 74E-3] 0. 0086394

. 7SE-3] 0.008763
. 7BE-3| O, 008BgS
.81E~3| O.008035
. BBE~3{ 0.009305
. BGE-2 ! 0,009440

. 92E-3! 0. 008881
. 93E-3] 0.009649
. S6E-37 0.009788

ojo|o|ololofolololololo] ool ol ool o] 0| o 0| 9| o o |90l o ofof ol ol ot
R R R R N R R N N I e

28,07 | 6:35 B86400| 195.80 1958 L98E-37 0.011385
B: 35 93600] 199.30 19393 . 32E-3! 0.0115390

11: 35 104400} 208.10 2081 .92E-3] 0.,012101

12: 35 108000} 209, 80 2098 . 44E-31 0.012199

226



CONSOLIDACION ANISOTROPICA

i Pi--jaba»_ﬂo. 1

UERZO © " AXTAL' s &

ool Kg/;: mZ

hoja 2,2

fecha| hora'| tiempo |L.microm. [Deform. |Def.uni Def. espec

B I mm em” kg
+14: 35 115200 214,30 0.2143 [2.49E-3] 0.012458
20/07 6: 35 172800 250. 80 0. 2508 |2.92E-3! 0.014530
- 10: 35 187200 258. 00 0. 2580 [3.00E-3! 0. 015000
do 1183 3S 216000{ 279.00 0. 2790 |3.24E-3] 0.016220
830/07 6: 35 259200! 306. 70 0.3067 |3.57E-3] 0,017830
- s 10: 35 273500 317.50 0.3175 {3.69E-3] 0.018461
- 14:38 288000| 326. 80 0.3268 |[3.B0E-3| 0.0183998
|ass0? 6: 35 345600] 363.70 0. 3637 [4.23E-3] 0.021148
- 18: 35 388800 391.20 0.3912 [4.55E-3| 0.022743
01/08 6: 35 432000 ] 429.50 0.4295 }4.99E~-3; O.024969
Q.4732 {5.50E-3] 0.027513

fozzo8 6: 35 518400 | 473.20




CONSOLIDACION ANISOTRGPICA
PruebaNo. 1

S gem i
Deformecidn sspacifica




CONSOLIDACION ANISOTROPICA

‘Prueba :No, 2

ooCKgrem?d

ho'ja 1,2

OA/Ag caloroe

fecha |: hol : L\ef uni Detz‘v.'espec
£ g X 2R [emt skg
04/08 Q. Q. 0000 Q. 00000
: -0.1137 11.32E-3| 0.00661
0.1143 . [1.33E-3] 0. 00665
0.1149- [1.'34E-3| 0. O06E8
0.1154:.11.34E-3] 0. 00671
-0,1162 |1.35E-3| 0.00675
28 116.60 0.1166 [1.36E-3] 0.00678
- ~ 30 117.10 0.1171 ]1.,38E-3} 0,00681
- 6B:31 80 120.00 0.1200 [1.40E-3] 0.00698
8: 32 120 125,00 0.1250 [1.485E-3| 0.00727
6: 34 240 133. 00 0.1330 |1.54E-3}| 0.00773
&: 35 300 135.10 0.1351 |1.57E-3] 0.00785
6: 36 360 137,30 0.1373 |1.60E-3| 0.00798
6: 37 420 139.10 0.1391 }1.62E-3] 0.00809
6: 38 480 140,50 0.1405 {1.63E-3] 0.00817
6: 39 540 141.60 0.1416 [1.65E-3| 0.00823
6: 40 600 144,30 0.1443 |1.68E-3| 0.00839
6: 45 Q00 145, 20 0.1452 [1.B9E-3| 0.00844
6: 50 1200 1486. 40 0.1464 |1.70E-3| 0.00851
6: 55 18500 148,70 0.1467 ;1.71E-3] 0.00853
7:00 1800 147,00 0.1470 |1.71E-3] 0.00855
7: 30 3600 148.30 0.1483 [1.73E-3] 0.00862
8: 00 5400 149. 60 0.1486 !1.74E-3! 0.00870
8: 30 7200 150.70 0.1507 |1.75E-3] 0.00876
g: 30 10800 153, 30 0.1533 }1.78E-3| 0.00821
10: 30 14400 155.80 0.1558 11.81E-3] 0.009086
1&: 30 21600 160. 40 0.1804 [1.87E-3]| 0.00933
13: 30 25200 162, 40 0.1624 |1.90E-3] 0.00S44
14:30 28800 164,70 Q.1647 11.92E-3! 0.00958
15: 30 32400 1686. 20 0.1862 |1.83E-3] 0. 00966
16: 30 36000 169.70 0.1697 [1.97E-3] 0.00S86
035/00 5: 30 86400 209. 00 0.2290 {2.43E-3} 0.01215
8: 30 93600 210.40 ©. 2107 |2.45E-3| 0.01223
11: 30 104400 220.70 0. 2207 |2.87E-3] 0.01283
12: 30 108000 223,50 0.2235 [2.80E-3] 0.01300

229



CONSOLIDACION ANISOTROPICA

[ P_rvL.lebé No. .2

ESFUERZO - AXTAL ;

ootKgren?d: — H.probeta;  —22:0Q mm

hoja 2/2

fecha| hora | tiempo |L.micrdém. |Deform. |Def.uni De!z‘.espec
(ERREY P I mm cm” kg

14:30 115200 227, 60

s 0.2276 |2.65E-3] 0.01323
ogso8 [ - 6B: 30 172800 266. 80 0.2668 [3.10E-3! 0.01851
B 10: 30 187200 273. 50 0.2735 ]3.18E-3] 0.01530

. [ 18: 30 216000 292. 50 0.2925 [3.40E-3] 0.01701
0?/08 6: 30 259200 320. 90 0.3209 [3.73E-3! 0.01866
S =+1-10: 30 273600 330. 80 0.3308 |3.85E-3] 0.01923
14:30| 288000 338.70 0.3387 {3.94E-3| 0.01969

o8/08 6: 30 354600 375.10 0.3751 [4.36E-3| 0.02181
: 18: 30 388800 404.70 0.4047 J4.71E-3] 0.02353
09/08 6: 30 432000 433.10 0.4331 [5.04E-2] 0.02518
0.4912 [S.71E-3]| 0.02856

10,08 6: 30 518400 491,20
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. CONSOLIDACIGN ANISOTRGPICA
’ ' PruebaNe, 27 .

2 g i g
: Tiempo (seg)
(Thausands)
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CONSOLIDA'CI(’)N "ANISOTROPICA

zZ4a/Agostor

ool Kg sem®

er ueba Ne .

| ESFUERZO’, "AXTAL:}

he ja 1.2

U 78,00 mm

fechal. Deform. |Def.uni Detz‘ espec
S mm i em” kg

24/08 0. 0000 ]0.00000| 0. 00000
0.0844 |1.31E-3] 0. 008655
0.09S6 [1.33E-3| 0. 00664
0.0987 [1.33E-2] 0. 00E65
15 96.10 0.0g61 }1.34E~-3| 0.Q0668
20 9B. 20 0.0962 !1.34E-3! 0. 00868
25 . 90 0.0968 !1,3SE~-3] 0.00673
30 40 0.0874 |1.35E-2| 0. 00676
6 31 50 . 80 Q.0998 {1.30E-3| O, 00693
v By I8 120 00 C.1040 |1.44E-2; 0O.00721
61 34 240 . 30 0.1093 }1.%2E~R]! 0.00759
B 6: 35 300 20 0.1122 |1.88E-3] 0.00779
5: 36 360 20 0.1133 |1.57E-3, 0.00788
8: 37 420 80 0.1148 |1.80E-3! O, 00797
5: 38 480 0 0.1159 [1.B61E-2] O.0080%
.B: 39 540 20 0.1172 ]1.63E-3! 0.00814
6: 40 800 70 0.1187 !1.66E-3] 0.00831
&: 45 00 0 ; 2.1205 1. Q. 00837
: SO 1200 50 1 D.1208 11, Q, Q0838
B: 5 1500 10 ) O.1z211 1. Q, 00841
7: 00 1800 40 1 01214 N1, Q. 00843

7: 30 3600 20 4‘ 0.1223 1. 0. 00843 !
8: 00 5400 .30 Y 0.123F (1. Q. 00857

2: 30 7200 . 20 T 0. 1. Q. Qoesa |
2: 30 10800 10 ; O, S 0. DOBER

10: 30 14400 .10 1 o, il Q. 00897 !
12: 30 21600 . QO N [ Q. 00924

13: 30 28200 .10 ¢ i 2. o0e38 !

14: 30 ZES00 | . EC ! B Q. 00R50 |

15: 30 32400 70 ) . 3. 00S6= |
165: 30 36000 | 140.70 ! 1. Q. 0097
25,080 5: 30 B6400! 163. 20 i 2. 0.01133
8: 30 93600 166.00 ' 2. 0. 01183
11:30 104400, 169. 80 1 2. Q. 01180
12: 3C 108000 174.S0 ! 2. Q. 01218
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CONSOLIDACION ANISOTROPICA

20C Kg-em™)

Prueba Ne. 2

ho ja 2.72

fecha| hora tiempe |L.micrdm. |Deform. |Def,uni Detz‘ espec
> . M mm cm” kg

-1-14:30 115200 176.70 0.1767 [2.45E-3! 0.0i227
25,08 6: 30 172800 210.20 0.2102 12.92E-3] 0.02460
- 10: 30 187200 218.20 0.21382 (3.03E-3}{ 0.01518
: 18: 30 21 6000 234. 00 0. 2340 |3.25E-3! 0.01685
27/08 6: 20 289200 254. 80 2. 2548 13.54E-2! 0.01770
. 10: 20 273600 253, 40 0.8534 |3.66E-3] 0.01829
14: 30 288000 270. 20 0.2702 [3.78E-31 0.01877
28/08 5: 30 345600 302.10 Q.3021 14.20E-317 0.02098
. 18: 30 3828800 327. 90 0.3278 |4.55E~31 0.02277
29,08 6: 30 432000 348. 50 0.3485 }4.84E-3} O, 02420
30,08 6: 30 518400 297. 40 0.3974 [5.52E-31 0.02760
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‘D‘efc‘rmacidn especﬁica {cm2/kg)

CONSOLIDACION ANISOTROPICA

Curva Promedio

0.0i2

-—~Curva Prof

medio

7 Tiempo (seg)

‘iPruel‘fua Ne.1' " [J°PruebaNo.2 Ta Prueba No.3 ~| ;
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