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Par a e:<pl i car el 
excitaciones conocidas 
viscoelást.ica lineal , 
aplicables a modelos 
conocidas. 

P.E SUMEN 

comport.amient.o dinámico de arcillas bajo 
primerament.é se · reVisa ·1a teoría 
con el fín" dé'. obtener.. expres.iones 
comunes sometidos a Solici laciones 

Para comparar result.ados t.eórtcos·_ con -ac::ilJ"e1··1~~=_.;que -se 
obtienen. de pruebas ortotró_picas y an~s~~_rO_Pic~~, -,~_·se_::~·_ef0c~i..rar~ri 
pruebas en probetas de arcilla sometidas.· a, esf'uerz6'.:-c0nst.añt.e. 
para identificar a los mode~os' -visé.oe1_·á~t.1·cos.· c·or:r.e~pOndie~_t._~·s ··y ·, 
sus· const.ant.es. Se obtuvo una alta ~or_r:elacú?n~'.ent..~.-e(~'aS:·:p·r-~_ebas· 
y los modelos seleccionados, con d.esv~ .~e~ one~:; est.á~daf-/-~_nfe~ i,ores 
a tres porcient.o. 

Una vez conocidas 1 as.· constantes> d~l.- -~~~d~f ~_;/~'.~:~~;~1·~~{~--~y~~·-~:m 
curvas ·esf uerzo-def or mac i ón uni t.ar i a=_ bajo: .'carga:_:·::; senoi dal.-. ·. :· -1 ·as 
cuales ··se compararon 'con _er ·-resultado; d __ ~_:\prUeb'as\'Co.nt.rola:das ·• - y . 
se encontró simili~ud en la respueSt.a-,' º· ·· -· · .. - '·:· '.,-. ·,-> , · - · 

con::._.1·a' i nÍ'ormació~--' obt.-~nid~,-~. ~e·.; -~fe"~t~-~~o~-~ m~~i~:i~:ri~;s, :\, 
cálculos para '.·estimar.: las ;--ca'rai:::leríslic~as:::~de(: ·amor,t.iguam1:-.ent.o 
obtenido;-.· se presentan consideraciones.-. :. par_a _:_:·medir:.'. ,·el 
amort.fguaritl9nlo-: .. de; las muest.ras ~e: '.arc_:i:li'á.;;_. __ ~~-- _t:'c~-m~C_i_ó~~-·,:.de sus -
propiedad~s· :Vi's,coelást.icas~ · --;· · .--- -.,, ,. __ 

Se ~:pre~enla~. c~ment.ar~os sc::i_br_e e( -~~~-o~~~i.~i~n~¿ ;que se 
desarroll-ó en -eSta· t.esiS .. y "Sobr_e·-los parámet.r'os-'· viscoelást.'icos 
que controlan la- respuesta dinárnica·-d~ arc1lla5'._;_· _y>1a,, d_isipaci.On 
de energía. 
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ABSTRACT 

The lineal viscoelastic t.heory was revisad :for explaining 
t.he dynamic behavior ot' clays under known excitat.ions and to 
obtain e!<pressions ·which -~re applicabe tó common models subject 
t.o known st.resses. · - · , 

Tests_ on clay· specimens, s_ubject. t.o c~ns:ol_·a'~t. :st.ress. were' 
made for comparing t.heoret.1ca.1 res~l:t-s wit.h those_ob~aine:d,from 
ort-hot._ropic -'and anisot.ropic- tests·- and .to·-,'"ir:dent.-if:y the 
corr~spondi-ng . vis'.=oelast.1 e m~de:ls and _t.t':i~ir .,, co_nstant.s. .,The 
correla_tion_ b~tween·.~he t.est.s. and selected- models· was high._ .• t.he; 
standard deviat.ion· Was lesS t.han ··3%. 

Once t.he· .model const.ant.s were deterrnined. st.~e;ss-st.rain 
relations under senusoidal load, were -calcula(ed »>and·. which 
'Her-e compared wi t.h t.he resul t.s of' contl""olled :·t.ésts.; The 
theoretical result.s were almost. the same wilh t.he experimental 

~~. ~0 
Measures and calculat.ions were made f'or eSt.imating ·'lhe 

char-act.erist.ics of t.he .calculat.ed damping. Sorne- cOrisideratíonS 
ar-e pr-esented t''or. defíning t.he damping of' the cl3.Ys-·.s-amp1es· -·,as a 
funct.ion cf their viscoelast1c pr-operties. - · 

F'~nally,- some comment.s concer-ning t.he procedures-.developed 
in t.his t.hesis and about. t..he visc:oelast.ic: paramet.erS _ c~.~~r-olling 
the dynamic response of clays an t_he dissipat.ion'-.o:C- energy. are 
made. 
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RESUMEN DE NOTACION 

A = Área inicial. de1. especim.en. 
J1I = Adm.i t.anc ia. _ 
a Amplitud de desplazC:zm.iento. 
8 Paró.metro· de S."1..empton. 
B ReL'ación de aniorti~"Uamiento critico. 
C Constante de L.· am.ort isÍJ.ador viscoso. 
Ce = Amoi-t ÍfS'llam.iento cri t icO. 
CCw) = .AmortiBUamiento en-f"u.nción de La frecuencia.. 
O = Disipación. 
E = Hódulo de eslasticidad de Youne. 
Ee = Hódulo medio de ri.sidez. . . , '. 
Eo .= Nódulo· tanaente inicial a la cur'Ua esfuer20-:deformación. 
E:cx = Hód,.J.1.o tanaente a la curva es/uerzO-deforrria.rpión 'pata'. t-+cx. 
E• = Hódul.o de rieidez uiscoelástico. · \-.·· ;· :·- " 
Eeat. = Módulo de rL.eidez del material en.co~diciO.rl.es estát_icas. 
CEjkJ = Tensor seneral de deform.aci.ones uni-tar{aS .en un·· punto. 
CEoJ =Componente distorsional del tens~r.de_ d~/Ó~~ciones. 
CEvl = Componente votwnetrica del tensor. ··de ·deforma.e_ iones. 
e' t.> = Exponencial. · · > < -
e = Reta.ción de vacios. 
ei. = Relación de vacios inicial. 
er = Relación de vacios final. 
F = Fuerza. resultante que acttia sobre una particul.a. 
F =·Fuerza.. 
Fo = Amplitud de fuerza.. 
FCs) =Transformada de Laplace de la /unción FCL). 
f = Frecuencia. en hertz. 
fn = Frecuencia. natural de vibración sin amortiauamiento Chertz) 
fdC~) = Fuerza del. am.orti81J.a.dor viscoso en /unción del tiempo. 
y = Hddulo de ri&idez al. cortante, dinámico. 
Yt = Componente real. del. m.cidulo de risidez a.l cortante, ~. 
Yz = Componente imasinaria del módulo de rieidez al. cortante. y, 
GCw) = Deformabilida.d compleja. del material. viscoelástico. 
GtC w) = Componente real de la. deforma.bi l idad compleja.. 
GzCw) = Componente imaainaria de la. deformabi t idad compleja.. 
GM = Hódulo elástico m.axwel.lia.no CY$/cm.2 ). 

GK = Hódul.o elcistico helvinia.no CK&/cm.2 ) 

H = Altura de probeta. 
H\. = Altura inicial. del especúnen. 
Hs = Altura de los sólidos. 
I1.I2.I9 = Invariantes del. tensor de esfuerzos. 
i. = Raiz cuadra.da de C-1). 
J1,J2,Js = Invariantes del. tensor de deformaciones unitarias. 
JCt) = Deform.abill.dad de fl.'Uencia del mater;ia.l.uiscoel.ástico. 
K = Constante del resorte elAstico lineal de Hooke. 
L, l = Lon~< tud. 
2 Operador de La.place. 
m masa. 
N Número de ciclos. 
n Vector unita.rl.o normal a 'lln plano de Corte. 
P Fuerza. 
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Po = Am.pl i t'l..Ld de la fv.erza. 
pK =Constantes viscoeldsticas que multiplican a los esfuerzos. 
P = Operador diferenci.al corre~pond.iente a los esfv.erzos en la 

~cuación constitutiva del material viscoelcistico. 
Po = Operador al.8ebráico correspondien.te· a los esfuerzos. 
Q = Operador diferencial correspondl.ente a las deformaciones 

unitarl.as en la ecuación constitutiva del material 
viscoelá.st ico. 

Qo =Operador aleebráico correspondie~te a·las deformaciones. 
qK Constantes viscoelást icas que m:ul. t ipl ican a las 

deformaciones. 
S = Despl.a:zarniento de una part íc,.1.l.i::. :·de ~n cuerpo sometido ·a car8a 
Sr =Densidad relativa de los sólidos. 
s = Espa.c io de Brom.wich. 
T

0
= Periodo (Se8.J 

T = Temperatura. 
l = Tiempo. 
[ T1k] = Tensor aeneral de esfuerzos en un pttnto; 
CTol = Componente distorsional del tensor de esfuerzos. 
CTvl = Componente uol.tunetrica del tensor de esfuer2os. 
u =Desplazamiento de la masa de ttn oscilador. 
V = Eneraia potencial almacenada en un ciclo de ca.rsa. 
vo =Amplitud de velocidad. 
W = Trabajo h.isteréti.co. Eneraia disipa.da en.un ciclo de ca.rsa. 
w = Frecuencta circular de vibración Crad/ses> 
wn = Frecuencia natural circular de vibración. 
x = Despla:zanüento de la masa de un oscilador. 
Xo = Dimensión inicial. de un cuerpo en, l.a.direccióri. x. 
Yo = Dimensión inicial. de un cuerpo en la dirección y. 
YCt.) = Hódul.o de relajacidn·del material.-viscoelástico". 
Zo = Dimensidn .inicial de un cuerpo en la diZ.ecCión z. 
(l = Án6'uio de fase. , 
~~ y ~z = Amplitudes de desplaza.miento. 
ll.A Área infinitesimal. 
AF Fuerza infinitesimal 
ll.L =Incremento de lonsitud. 
6.et = Incremento de esfuerzo. . - '. 
ll.0'3 = Incremento de esfuerzo confinante. 
Aµ = Incremento de presión de poro. 
ll.Ct:> = Función escalón. · 
ó = Decremento losare tm.ico. 
óCt:> =Del.ta de Dirac. 
ó><.6y,6: = Deformaciones en direcCión·. x.y,z, respectivamente. 
e = Deformacidn unitaria. 
~ =Deformación unitaría instantánea. 
~ = Án6'uio de fase. 
yLj = Deform.acidn ansular en el pl_ano ij 
y~ = Densidad de sólidos. 
l) = VLscosLdad dei fiuido,, 
TJ = Factor de pérdida. . .-:'. 
nn = Factor de pérdida en resonancia; .· 
Y)M = Coefi.ciente de viscosidad· m.a.xwe~·l.Lano. en K.s. s/cm.2 • 

Y)K = Coeficiente de viscosidad kel.uiniano. en Ka s/cm2
• 

A = Relación entre costanles viscoelást icas, Cqi./qj). 
X , 



µ = Presión de poro. 
v = Térmlno radical de La ecuación de frcuenci.a. 

~,:lE::~:;ertn:utl::a~e ::s:.~/cm~ 
e = Desvi.ac Lón estándar. 
cm = Esfuer20 medio en un punto. 
ori = Esfuer20 en un punto. asocla.do a "Un.'plano de corte. 
O".(,O'y,O':: =Esfuerzos normales en di.recclón x.y~z~ ~espe~tlua.mente 
03 = Esfuerzo confinante.· 
ao = Esfuerzo total inicial'. , . . 
O'e¡¡L, = Esfuerzo total estát iC::O· a{Jl i.cado. 
TK Tiempo de retardo del cuerpo:de J<..elvi.n. 
TLj = Esfuerzo cortante al plano Lj. 

xi 



CAPÍTULO 

INTRODUCCIÓN A LA VISCOELASTICIDAD 

1.1 Generalidades 

La viscoelast.icidad puede def'inirse como el estudio ·de _las 
relaciones esf'uerzo-defor-mación-liempo que est.án ,p~esent.es en el 
comport.amient.o mecánico .de los - materiales. 'Es muy ---impOrt.ant.e 
conocer est.as relaciones·_ al disef'iar obras que serán :construidas 
con materiales cuyas propiedades· can\bian. con. ~l tiempo_ .. Y._·-'· en las 
cuales la variación de la magnitud de las cargas _irirluyen 
considerablemente. estos. por lo general. no pueden.-ser-<modela:dos 
f'ielmente por cuerpos elásticos ideales.' .. n(. p6r,:t'fluidos 
viscosos, ya que· present.an comport.amient.os que se· asem"ejan·_-más a 
alguna combinación de los anteriores. ·,. ;~-:-.-.- .:' , -_. 

Entonces, la viscoelast.icidad est.udia un ··\)r.~blema de 
comportamiento complejo en los materiales. cuando una part.e de 
su est.ruct.ura present.a reacomodo • f'enómeno que ademáS es 
dependiente del tiempo y de la historia de cargas aplicadas sobre 
el cuerpo. Este hecho conduce a que el estudio _de las relaciones 
esfuerzo-def'crmación de los maLeriales viscoelásticos no sean t.an 
sencillas como las planteadas en la teoría de Elasticidad. 

Este enfoque se hace necesario para estudiar la evolución 
de las deformaciones en aquellos mat.eriales cuyo comport.am.ient.o 
se aleja mucho del de un cuerpo elastico. como es el caso de los 
suelos, sobre los cuales se desplanta la totalidad de las obras 
civiles. ó el de aquellos mat.eriales aproximadamente elást.icos, 
que puedan estar somet.idos event.ualmente a intervalos de 
esfuerzos superiores al límit.e elástico. como son los que 
consLi t.uyen las estructuras de concreto. acero y madera bajo' 
cargas sísmicas ó bien cuando sen sobrecargadas 
indiscriminadament.e· al darles un uso dif'erente al de disef'io. 

El desarrollo teórico del comport.amient.o viscoeláSt.ico _de. 
los materiales supone a estos últimos continuos. es ,decir .• que 
cada part.icula es • po~ si misma. un sistema cOm~ _el ___ car:acter~iZ:ado 
por el modelo viscoelást.ico analógico. A pesar de'ql:Je l:o-J3.nt.erior 

:--no es totalmente compat.ible con l.a realidad ·física, par"a..·est.á.dos 
de esfuerzo lejanos a aquel que causa la rupt.ura·· del« .mat.:er·{a.1 ;·-se 
ajusta al comport.amient.o real con bast.ant.e- aprox.tm.i:ci-ón':.'·~ , · 

La. vi scoelasticidad permite_, co~si ~erar_.:~_-i~-.~;_,~~:;-{:ác-~:~n·:.::~~ - l_os · 
estados de esfuerzos y de deformaciones '.-;:-asociadosta-=.-un-o:-mat.-er-fa1 
en el transcurso del tiempo; ést.o _presenta l·a· vent.aja sobré ··et.ras 
t.eorías. de poder prever fenómenos de··fluenciá:~.en·Jlos· élemenlos 
estruct.urales y proyectar su vida-:- út.i~ de .,·ñlan.0r.a;_·-~adecuada;· 
tambien permite predecir los posibles ~sent.amient.os :.d~l suelo. 
debidos a la consolidación. 



Desde un enf"oque dinámico, la. t.eoria viscoelást.ica nos 
provee de herramient.as s:uf'ici_en:t_.es para predecir: :las respues:t.as 
de los mat.eriales somet."idos a vibráción, est.udiar las 
caract.e_ríst.ic~s "dé ·d~fo.rma~ili"dad de .lOs- ~smos; .conOcer la 
disipación·.de._'energía>'de . .,C::a~a. uno·-y. analizarotros _parámet..ros que 
gobiernan:_"" eL:. ·c<?mp~r_t.amiento dinámico·--,. de -los· mat.'eriales 
vi scoel ást..i"cos; · · · · · ' · 

1. 2 Co~-~:·~~i·~~·~,~~-~¡·~ok< . _, . · 

Antes' d~ ;,;,i;;;;;;de;' ,;l/est.~d¡~ d~l comp;;rt.ami~nt.6·• de.· los 
mat.e.ri al0s~:)Y·i··~ p'?der:·:\','.ánal_i zar.·: los ~··_di ver: sos :i.:modelOs "···reológi ces 
mencionados.-· en'./.'.l .3.>: fi terat.Ur'a ·• ~s :'.- imPort.~~-~-e «·'reVi~~ar:.\i:::fert.ás 
defini.ciones ··de«-.":''.USo,'': .. p_ráC .. ~iCo! .>en ":Ctialqui'"er. <'.'?des'arr_ollo- en- el 
camp~ de fos~ Medf6s ·coi-it.(nuos;· } .

7 
··:··~ ·'. 

i. 2.1 ESr-~~,~z~::~<" ;·<~--· _., .... :,.· ·--~-,. ::.,._~:- ._L .. 

u;) c'U.;,~pb ést:á /e;:,' ge~~,:~{; ~jje~~ a:·•d;,~ tipo~ de !'uer:zas;. 
las. gr a vi t._at.ori·a:s:;:·~- C¡u~ ._, act.ú_an ::s'ot?~_e -:1a: _: ~sa ·.:'del mismo y'. sOn 
proporCiOnales'·f.:·a ·:.ést:a·; con0cid3.s. c01no. 7:fuer2as',,de.,::"c1.1.""er(iá. ·Y. las 
fuerzas-··.e~ernas:;,éiue~,·se ejer·c,en··~-Sobie ·sus-:·supe·r.~fc-ies -~ext.erior e 
int.e"ri_or, ·c'o.n~~~d~~.-:-~-o_mo_:.fv.er:~as .. _.de,-_s1..1.P7,rf~c~e;1c"- -'--: :·,·... , 

~on~i'd~r:ese.-~-~~n~-~~U~~~~~ .. S~inet:idO ·- á·~un ·_.··sist..ema·· de~/~J!rza~·.' ~e 
superf"icie· en·:eC¡uilibr,io :-Como·:el -most.rado en,·1a··.F{g.-.:i.'~;1·,~-\ Si Se 
efect.úa .un cor:t.e_~-·.en': una-_ :dir"ecci~n: arbi_t.rar,ia ;que::~_ de~1na:~·:-.una. 
super!'icie_ ·¡;1ana CFig. 1. 2) al ha.cer 'el dia·grama. de· 
cue_rpo ~_l_ib_re · d~·_'.una_·. de~_las porciones se def"~.i:-iirá_~ F .. ~co~~-::-_l._a- r~~!"'za 
resul t.an_t.9\~e t.c:idas __ !as Cuerz_as ext.er~a~:- g~~\~·-~.~~.úan ~_.sobr.e~·~ la 
porción~·separada. Se llamará es/v.er:zo medio! _,am;· '. .. ·al. -.valor que 
result.a' de .. :;dividir la Cuerza result.ant.e ent.r9 la magnit.ud ·del 
área· cort.ada. 

F' / A (1.1) 

¡; 

Fig, i. 1 Fig, 1, Z 

Debido a que el valor del esfuerzo depende del área que se 
considere, result.a conveniente t.rabajar con superf"icies ·y Cuerzas 
muy pequel"ias. como tiF y KA, y tomar el límit.e del esf"uerzo 
medio cuando el área Liende a cero. La cantidad obtenida de 
aplicar este procedimiento recibe el nombre ~e esfuerzo 'medio ~n 
un punto. asociado.a un plano de corte 
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1.2.2 Desplazamiento 

o-n = Li m 6F/M 
AA-+O 

C1. 2) 

Se define -el vect'or de _d~SP1aZ~~en:to_· erl un: pun-lo P de un 
cuerpo como· el -vector cuyo· ·-·Origen ·fnicial e:s P y cuyo 
ex:t.rem~ terminal !. ~· ,·:_es .. el_"'- .. ·~ismo .Pu1:'!-t.-o_ 'p ·después 'de .la 
ocurrencia de un !'enómeno· de·c3.rga.: .. Es··de.cir:-';e(-.desplazamiento es 
un vect.or que re:present~ la: dist.~néia' ·ent.r:-e' ~a posici~n inicial Y 
!'inal de un punt.o. · · · · · , 

Cl. 3) 

z 

·~····•·s.~·· .. P• '" 
. Pi •• · •. - •.. ·. ;pí· 

y 

1. 2. 3 Deformaciór;a .. 

Es el ·desplazamiento· relat.i vo entre dos puntos de un mismo 
cuerpo. produ~'.1-do. por l a~-.C:c.ur:-·r~nc_i a de~ un· :t:"en_Omeno de· _ca~ga. En la 
Fig. 1.3 se·:pu.ede obsei:_var.,:·::~a .. pos~ci_ón _.relat.iva.:<inicial Y.:.final 
de los punt.0.s_· i::'>.• :"Pi ;·x.: P,·-;-.: P1• .resPe~t.ivament.e. La- deformación 
será • enlence~_; '.:el-·· v~.ct.o_r - que resulta de la di f~r:--encia - de los 
vectores de desplazamiento :S y S1. ésto es;' · 

C1. 4) 

1.2.4 Deformación Unitaria ó Nominal 

Dado un cuerpo en un estado inicial no deformado, como el 
que muestra la Fig. 1.4 • se def'ine la def'ormaci6n unit.aria en 
una dirección al número que resulta de dividir la de~ormación ,6, 
en una dirección entre la dimensión original del cuer:-po 
correspondiente. Esta cantidad resulta ser adimensional y al ser 
representada gráficamente contra el t.iempo suele ser usada en 
términos de porcentaje. Cuando se trata de un fenómeno dinámico • 
en ocasiones. recibe el nombre de amplit~d nomlnaL de deformación 
Ce). CRef. 1) 
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z 

V 

Fig. 1. 4 

ex = óx / Xo 

Ey = 6y /' Yo Cl. 5) 

e:=6:/Zo 

1. 3 Estado de, esf'uerzo ~y_ e~t·ado- de def'ormaciOn 
.. - _,.._ .-.: - ·,·--_ -::'.-' _::, :'.' 

Al-: ~xisti'f'. __ co'rl~if'.'l~id~d y __ - eqUi l_.i br_iO _e~'. ·un'· púnt.o -._Cual qui era 
de un ·cu"erpo; es·:--pOsibfe';é:onoCer·~- a- _t.odoS:)oS eSfuerzos total.es, 
O'n ;asociados_ a· -·t.odos~ .. '.los_ planos·- que.~ pasan ·por --el ·-punt.o del 
cont.inuo sometido a :rUerzas·.- si se.conoce el--t.ensor ~e esf"~erzos: 

- . . -: '~" . ' ' 

r 'r,ki ~' [~;. 
. .. --:,_ - T_:z:>e 

~:~~J ·~:{.·~-~·:·:· 
''ety,:'',', 

'--:~zy··._·, 

. ----~~ .:~·¡.:_. __ ._:> .· ~·: ·-
El·: ·ten~or ;··:de :~~:r~;~.~z~~ .·.s~ 7á~a~_:le~~ ~á P~~-'.·.~:er .'. simétrico, . en 

él aparecen nueve_·, compo'nent.'es ¡-de es:ruer:-zo ~-as·oci 3.dás: a· t.J..es. planos 
ortogonales -que ·con~ierien ·a1 .·púnt.O~:en<est.udio·:·. ·_._\·' :"·.'._ .·.:~---· ·-. .·. 

0e· .. 1a· fig:;·>~i ·;-.-,-__ n_~es·furl~~veClor:-~ .. n~·~-~~1\3.l.·· -~i-~ii~ '.~~: -~or~-~ ·;·, 
que define-: la, dir:ección·:.en·::1a cual:_ int.eresa calcular - el'· t.ensor de 
esfuerzos.>t.ot.'aleS::., LTJkl. 'o.. -._ - _ 

· .. · __ . ;.:. ,· - :_ . . \·>- ': .·.·. 
Los ·esrue;·zos.:'t..Ot:a1eS ~~ puede'.n conocer- ·al' efect.uar la 

operación;· -;~:,Tjk):·-·i·ñ>~~- =,,·;:;-;;;> .. 

oni 
O"nj 

onk 

O'X L + Txy m + TZX n 
Tyx L + oy + Tyz n 
T:zx l + Tzy + O':z 

4 
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donde: 
o-ni., anj, O'nk : componen t. es ar t.ogonal es de ó'n. 
Ci., j, k) : vect.or. unit.ario, .en direcciones ort.ogonales 
CL,m,n) cosenos direct.ores del Vector normal ·'al· plano de 

m3.gnit.,ud,'unit.aria:·· · 

En un t.eOsO:r d'.e .. ~:i~uerz~:~.S_e p~eden ·d~f"inir t.res cantidades 
constant.es·, ~conocidas, can.el·-·nombre de-·i:nVa.r:-iantes; 

,, :· .'. ·-_,; ~-·.·· . 

I 1 inVári'arlt~ · j\ ~~~~-:·::'}:'.::·:>~:: -:;\'.~, "·';:. 
I 2 invariante d'e: segu.ndo :_orden. 
I 3 inv3.f.ian.l9 de tercer' ·'orden; 

Est.as Ca~·~{'~~d-~~·\ .;·~~~-~n ., ·s~~- ·.<galcul~d3.s 
expre~i-~ne~::-:;-- ··: _; .:~.> :>:: 

·de· _acuerdo ; ·conlas 

:~.-~:~~~-~ ·c:ax -::'.~x~"~·t ·T~:t~-. T:tx 2 Cl. 8) 
do< "C TJk"l " " " " 

El" t;~~b~" de e,;'r~~~,;~",; ~ener~l, CTik i puede descomponerse 
en dos tensores. cOnOc~~os .::-_com.o » ·_compone!l-te _ ~ vo_ltunétrLca. y 
componente .. distorSionCtt. La.-'c~mPonen~e dist.orsional , CTol, resul t"a 
de la _ supef..p.osi.ci~ri-de"·:cinco ·est.ados de cOrt.'ant:e·~- pu~o __ :'; De esta 

r. 
Iz 
Is 

manera; <. . . ··: 

.,;::~ ?::;LJ Cl. 9) 

••"-· _' __ .,_ 

La compor:ien~e . Y.~l u~~~r i e.a· r:-.esul ta:'· 
es:fuerzos isot.rópico·en·-·un .Puñt.0.>Y .. ti'éné 

·.un -~.est.3.do de 

CTvl= Iu'3 .· [~. o 

o 

de esta manera, el tensor de esfuer~-6s ·~~n~r-3.L.en un-~pU_~~O- 'queda_ 
definido por: 

Cl. lD 
, .·,. ··" ' . 

En la componente distorsiona1· se' man!:r"i.es·tan. los .e:reCtOs -de 
los esf'uerzos cortantes que exist.erl .en·.- 'el :'punlo<de·:\interés, 
mient.ras que en la component.e vo~unlétric·~~··s~~o.,é~t.án J::'Z:eSen_t.es 
es:fuerzos normales. · , · 

En la componente -di stors-.ional-, ,-'~1-.-.:·1:nv~~i ~nt~ ;-11'-n~;i ---~-!1 ,· -se 
anula. En la componente volumét.rica, en cambio;. aparece~á el 
mismo invariante lineal que e~·.el· ~~nsO.r .g.ery.eral de· es:fuerzos, 
CTjkJ. 
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Al igual que para.los esfuerzos, existirá un tensor general 
de deformaciones, simétrico , que viene dado por: 

CEjkl 

donde: 

</2i'••] 
1/Zi"'Y= 

Ez 
Cl .12) 

ex ey • ez : Las ·deformaciones unit.arias lineales en las 
· ' direCci"ones. ortogonales x,y.z. 

yxy, i"><%·, yyz: Las :deformaciones angulares ent.re ejes 
ortogona~es en un punt.o. 

"· .... -· ' ·:, 

El -t.Srisor.:.de' ;defOrmaciones unitarias posee t.r"'es cantidades 
const.añ.t.es:l'1áriia.daS.'r:nt.iarLarites del tensor de deformaciones, que 
se representa·n. -~~~o:::.si-gue: 

.,, . ·-.' 

J1 invariant.e ~11ríea1; __ :: · 
Jz invariante' de -s.egUndO orden 
Js invar1añt.e.de "tercer' orden 

cuyo: ~á.·1.;üi·á·~---e~~~,t.~·~~ai·::~~~te ·:·análogO· al de los invariantes del 
t.ensor -de·:esf'uerzos.~ .. : .,. .. ' 

Ta:;b.ré~-~- el ~(·ens(or- <'.:d~>: d~for ~á~i; ori~s > uni t.'arias · :_ podrá se?" 
descompue.sto ·en. una ·,·component~ '.. -~Oiu~~t.'?"i·ca; y una ',.·componente 
dist.o'r~ional ___ quf:!' ~q~edan·.·~~~ini_das"'por_· .las· ~.Xpresi~nes siguient.es: 
La .compOn~_n.te: di:storsi'on3.l'; ' .: ... ··· . _ 

e{¡~'= t~~~r~·~ . ~~;;~t· ;l~~~~~.] 
:'·.. '. ._ - ·'. ' . . ·, . . . ~, 

;·1': ;. 

y 13. compon·enle -~Ol~met:f.i~a·; 

Cl.14) 

De 10 ant.~r'i'o,~.:"s·~·)1¡-~g1:>'a .-~,~~-:,def'inición para· el t.ensor de 
deformaci enes: uni t.ari'as·:-si mi 1 a'.r. 'a:.'Cl :· 11)_; 

¡ EJkl CE.;J ·+ CEvl Cl.15) 

En la componeryte ~~oi~mét.ri,ca · de la def'ormación se 
manifiest.an' solamen_~e_lá.s deformaCiones unit.arias asociadas 'a las 
t.res · -dír.ecC·1·-on-es~-- .:or.t.og6nales x.y,z mientras que en la 
componente ·:_dist.orSional aParecen .las deformaciones por cort.ant.e 
ó deformac1.ones angular:es, entre esas direcciones.CRef.1:> 

Encontrar las .relac16nes entre esfuerzos y deformaciones ha 
sido.uno de' los objetivos de la teoría de Elast.icidad • la cual 
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ha establecido una serie de ecuaciones lineales llamadas: 
relaciones constitutivas bien· conocidas y ampliamente 
utilizadas en los cálculos de 'Í.ngenief-~a. por lo: que eri el 
presente trabajo no serán desarrolladas-,'· n.i ·.diS~~tid~s. . 

Como se mencionó en. l·a'· se~ci.Ó~ ·:1.·;1·,. ia: ~jiscoel~s~'ici.dad 
busca establecer las rel aCi onei">"eSú~~~rzo:'"'.de1'~r-mac.i_ón~,~i e'n\po .d~ · 
los mat.erialeS. La variable ·ti.emPO .ín~·J"'.-OdU.ce;·.1a :(1'.nel·'astic·1-dad:.' en 
las rel'.3-ciones constitutivas, -P~~n~e.á:nd':?se·.~·~s~·a.S:'ú+t.~·ma:s·~·en: f'or:ma 
de ecuaciones diferenciales que ·.ha~en\del 0-·_cálculÓ.;:-alg0 un 'poco 
menos· si.mple C¡ue lo C:¡ue. of~~c:<ia:. teoria',de'-"El·asticidad~·:-

1. 4 Modelos Viscoelast.icos:, , · •••···· '. . ···•·•·· <::> ; · i ¡ y:; 
Los ma.t.el"."i~le~.-- ',v_fsc .. '?el~st..1~~S< ~.Pueden · 1-·agruparse. '·en dos 

grandes .~onjuntos ;. ,_l~s ,.sr:s~·idoS ~~Y'.)o~ ~ f'l.~ido:s~;-;·.-lps:: c~a.1~S .. pU~den · 3: 
su .vez p~esent.-ar:· 6.·.-. ~o:--~ .~~f'<?rmac.ióJ!·:--e~ást.ic~-~: .. inst.antá~e~.-: ·'.-·su' 
comportami~nto,· ._en::·: gener;al .-,:_'.~;.bajo:,-~:es~u~r:-z~.;J}.'.µniaxia~'.;_~·_es .'.-'muy 
semejanle.·.3:1 ;.~e ;,~_os/mo.de!O~ .. :~~ryS,truidos cc?n >.~lernerit.os ::·elást.iCos· 
discr.et.os .Y~·~le~ent..os -~ls_cosc:;is ,·. ,e.s ):~.ecir .": el~me~t..Os_· bá~icOs· c'omo. 
son: el ·resor.t.:e ·--lin0al '·:y el 3.~ort~guador- :-Y°i.sco~O_.~ mostrados _en, 
la F'ig.··1.5. '· · · · .. , ·· · · 

ta.> Reáort.~ -, L.t·r:~a.l .. ·, 
: -~ Modelo·.:¿a:: Hooke 

.. iu cJE---O 
:·: '.~.'.,. ·< .. :'/,;: :-.. :~i-' . 

<b) : A~~;t,(g(.a.d~~- V·(~coao 
,_: MC:Ídelo ''de 'Nevt.on'' 

F~g. ~ .. 1. 5, · _. ~(;~~~~~~~~- bd~Í.~oa 
-:~:~de·,~od~loai ~i9Co~t'éiat.i.C0a·' 

iC 

1. 4. 1 Elementos básl¿o,;; . . , . 

Con~¡·~-~~~s:~.'-.-.~·~:: .r·~·~o~;.i~ ::~;J.nealc: ·como<~¡. : .. -~o~~r.~~~- .en la Fig: 
1. 6 . CuaJ."'dO ~ se:~apl~ca.:-~una'/ f'uerza.: P::· d~··;.le_nS!'ón . .'.en: sus .extremos. 
su longitud .Se. ,incr~mei:l:a.;~.~~ una ::cief.ta:~·-.ca'n_tidad··_'..u. < Al ser 
retirada la f'uerza, ~l resor.t.e recobr'a;su .iong~,t.~d ·~~ig~nal. 

, · · · -~.;u .-+1· 
"p ·~~~:-, <.": '·.:"-6i:+ p, 

Fig; 1. ~ ¡ ~~erpo ~·~ook~ .;,om~Lido a l~na;6n 
· .. ; ·.<. . -· ,. 

Este f'enómeno -descr'1be .. '~ un cOm'pórt:arni·ent.O eláslico cuya· 
relaCióil eSfUerz~~~e-r·~~~~i·(?~~~~s·~-~COn-oc-~d~--"~~~0--c-.-L-~~,-'-"?fii' HOO~fi_~-- y a:1 
material que .. así_:,.re3.ccfona·· ba~fo-~~.cí.s~ efec.t:-os' de:.\una.'carga· se le 
11 ama Cuerpo de ljooke_; " ' ·· _, · · , - " · 

En 
fuerzas, 
por ser 

.· ; ·.. .- .. - _:." ,'·: ; .: .-
adel,ant.e ~e. hablará de esfuerzos e \en lugar de 
y .:de deformaciOnes •. e.·· en·» vez, de desplazamient.os, 
términos más· ,,gener'.ales "que obvian· ·ciert.os valores 
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part.iculares como son: 
et.e ... De ést."a. manera • 
en la Fig. 1.7 

longit.ud. área t.ransversal de la barra, 
el ejemplo anterior quedará represent.ado 

\.-- I _____.¡ •/ ~ 
1 ' 1 • l 'M i 

F\.9. 1.? 

En un. material elástico lineal se tiene una· relación 
esfuerzo-de(ormación ; 

E e C1. 16) 

donde: 0 • est'ué;.:zl normál aplicado en los ext.re,mo~ cl~,'l a: barra. 
E módulo de 'foung del material que.forma ·la···barr3.; 
e, dé~ormié:fón.· uni t.a~i·a :·qu~·.se_'.:-produce ;. ·en· :¿:O~r:-~spOndenci a 

con esfue'rzO -aplicado .. ' ·· · · -.· · · ' 

Al ~·~! ¡· ;-~r U:.--·~~\.:j·:·e~/~~·f z~:'~\: con_s :-·ante_- e_: -;· ;:.:~~:~~t-~~er lo 
sostenido- ~~---.10'---l~_rgo-)~J01·.·-t.1:e~P~;" -~e·_·_a?t.iene·, una 'deforrnaci~n 
también const.ant.e ,,.-.. c~_mo·.- i i:'d~-~ª~:.l a· Fi g~~ 1_. 8. 

·.·"·, _._º_., ,~-.--· ' : -.·:- -. -:-...,-·--:-º- '--'"'-''· [o]L < : ,'. i 
·~;~ 

t.' 

Fi.g. · J.~ a· / C~~-~o~:~-~m~~nto·_·!~al. cu~;-~~}~:• 
bo.jo_ os:irúorz~ .:con~t·o.nto aoa.torii.do". _·:. 

t.ipo: 

Cl.17) 
. - . . . . . . 

Considérese ahora el· amc::>rt.i'g"UadO~. v·i:~C·Osó·~ de·-=~la· Fi9.·. 1 :9a'. 
Consiste en un pist.ón _m~vil .. :.dentro .de _un .. cilindro' con su base 
perforada. de t3:1 manera.,:que -·~l">f'l,ui.do _no quede ,at.r:-apado·- _en su 
interior. Entre el pistón,y el cilindro'hay un fluido.viscoso. de 
ésta forma será necesario_ vencer. la· .fuerza '.de .·fijaCión para que 
el pistón llegue a moverse. , · 

--~ui--· 

~···! 
1 

-o--e:::E--o-6.-' 
p p 

(Q) 

¡--'-:::- , .~ ,, ~· 
í:::::===;.;1 

,-c======,::>---i-' -~ 
<bl 

Fi.g. 1. o Flui.do do Ne1Jton ba.jo earuorzo conat.a.nto 
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Este modelo analógico recibe el nombre de fluido de Newton 
y represent.a el compor_~amJ.ent.o de un .fluido viscoso~ La relación 
constitutiva del modelo est.á dada por:· 

p K Cdu ·/ dt.) Cl.18) 

Una def6rm~ción si mi'l ar_-;-_se . pr~duCe _::en;.· l:Jna·~~ba_~ra>de:, ciert.o 
material, .a t.ensión. Cuando la barr_a·'. e~_- es~<?-rza:da;_-.-su _·can:ibio· d.9 
longitud , el ,- no es_ proporci.on~l .a::::1a:>cuerz~·¡:·sin·:.:e.mbar'go , su 
velocidad de cambio en el t.iempc::>-; ~CEL_i/dt.":·,'. s~ ·10·~.es._Por t.ant.o, 
de c1·.19) se llega a· la siguiente e~J?resiOn: , · 

a P de / dt. = F E 
. :-' .·'. -~: .. ' - . 

Se empleará el punto para designar las ·.deri~a·d·~s;..- -l~'i.,~J.e's ó· 
parciales con respect.o al t.iempo. La cantidad. E es- l_lam3.da_,:u~lo~i­
dad de de.formactón . Un material cuyos esfuerzos:·-_seañ·_-pro.porCio= 
nales a la velocJ.dad de deformación será llamado m.atei-i:af tiiSCoso·. 

En términos d2 los t.ensares de esf'uerzo :Y .d·e;.·;;r~~ió~,:-::-.-e~ 
posible demostrar que al aplicarse un esf'uerzo ,_.-·a--:~ <-c-O_ríst.an_te-: a 
lo largo del tiempo sobre un material visc~so~ ést.e:~~~e~en~a un· 
comport.amient.o similar al de la F!g. 1.10. · , , 

CTjkJ CEjkl 

Fig. 1. 10 ComPort.a.mi;;._nLo. ·do- un·: rLuido Vi.11lcO~o 
be.jo . la. a.cci.ó-n ;'-co;.;a·ta.nle: · 

donde: 
Cl. 20) 

Al acePtar. que :'·c_:rJkl és · ;._c6ri~t.-~nte :: en-:. el 
escribir 

t.iempo. 

Cl. 21) 

De .. int..egrar ~1os-, dos miembr"Os de i_a ~expr:-esióTt Cl.21) se 
llega a la -relació.n: 

9 



Las condiciones iniciales del .Problema indican que para un 
tiempo t = O·, 1-a def'ormaéión, (Ejkl = O, por ··~.anta·• la .constante 
de integración· .•. C.-~. -·J'.'.esult.a· ser ·igual a cer:o. De-·lo' anteri·or .se 
llega a la ec.u~ción def'iriitiva:-

El comp~rÚffiiento' ~:.:E;. S~t~~ial;~s'.,Lii~2iás~{~~~; :ré~'úlfa 
ser un.a ~o~~ na~i-ón·::·-~~/ '~os ·,,;Ca~os·:~;~deScr i.i."oS";/·:'Po?-.- -~ ~s ,,:ecUacúOrles 
c1.17:;, Y·.:Cl-.19) '·cor.respondi'ent.es ,·a· lOs~{eleÍnerlt.os~':de·:: ias· '.Figs. 
1.5a y1;5b. •' .. · ... ::· .. , .. :: ..... ·:·,.; ... ., .. ··:e,····"'·. 

·Con::: b.;~e</·~n ''..'ésto;;~ ~:t e1.i~en~os • (;~~~~~~: lí'n~,;f ·y 
amc::ir t.i 9ua_d.c:='r···."."'.'i ~c:=:_Os0) :·~~s . .\ pOS:f~l e· .. const.r ui r. ·modelos .~.~.fn:á:s ;_ co~p~_ej ~s 
y ·-obt.ener·· ~~de·'.':.~;el!"oS ·»~::·poSib~e~' ·.··pa_t.:·~on·es·':' :de: i"c'OmpOrJ:~~nif:en't.o 

viscoe~:1:::·u~•:¿_:.e~Í al· .. dad~ e~ , uno" :u'".~t·r~ 'ci~' .J~oj ,R¿J~~es, 
depe~de~á.;',d~.<l~~,,-r~_sul ~adós::_c:te:' l.as,,:pru~ba~ ... d~. ·'--")_ab~r:á_tor:io oÓ.,:·- ~e. 
e.ampo·. a~·_ 1·a~:. '_cu~al~.s :···dic;~·\o __ ñ_tá~~r-i ~_1;· ~-~·be:. ~e_r: 2-' s'omet.idO.:,~.- ~~'.-'pa~_,t.i:f., .d~l _ 
anál is-is :·~e -'".es OS:·, r es'u1 ~adOS .-:~~:='.~. ~-p<?"dr á ·.e e Val úa~·-_:¿cu:a1 ~'.de-,_;~ Os_ :'..'mod01 ~s 
es el.·_, que.,_ mej6_r:". r:.epr_~s~~~a~~\.su~~:.cé;imp'or:t.aÍnient.o·;' y ·:~ser:á· .. ent.onces 
cuando :se;,P~~d.a.·~P.~1.c~_r: la: t.e~rí.a .. ,º.- . ~«;.. · ,'~j;:> · 
1. 4. 2~luido ~e ..t,.,;::e{i>:ii~i'iC16:~~~,~~¡~i~; ,~ ·~ 

·'De ·.; 1 Os _; m6~~r~·~>: ~1 s~·o~1 ·áS·t;~ cO~ · .. : ~·o~pU~~:{o~~~( · ~~-L'~:~< ~~~~~~i tan 
ser 1 o~ ~s,- Se~c.111 os~::-: Cad~ ~· unO~i de-Y elloS ~;cor:asis,t.9/~~·l.:,, un·{-resort.e 
1 i neal~ de · Hooke\ y·: u.n , 3:m~r;·t.;i'g'u~d~~ .:.,Vi SCoso .. :·~e,..: f'.'leWt.On ,' : ·d;,~Pu~~tos 
en arreglos'. dif'~f-ent.es<~~e~~.~~ ··. ·" · ·.\~'. ., · ' · · 

Se est:udia:~á ~n ;pri,,;~r. l~g~/, el model';;,' ;l¡;~;:;el"liado en. la 
Fig. 1.11.' ,: '' .,· .. ,.,.· ... ·· · ... «· 

···. '•' <e;(>•/:~ .. :t 
o-i-,-o~' 

;·;·;:·.-_>, ·.·-. 

, , ,Flg·;: '.,'t, tf 
... ···.-· :'·.: 

Se trata de un· ~r_f.eQ1c?f-~n~·;s-~rJ..e:>::te{~n sól.ido de: Hoo~e 'y un 
fluido de Newton·~-- ~- .. ªP~icai:-~.'i ~n.:-_esf'.uer.zo·~~~ a • · :·.const.int.e en sus 
ext.remo's se' obt.i'áne, una_·.def'orinaCi ón:·:t.ot.al: 

E'= E' +:e'• C1. Z4) 
' . ' . 

donde e' es:. ia· ·: dero·~~ció~- ·del : resor~e y est.á '.dada por "ia 
expresión· C1.16), y: e'~· es·~·· la deforma"ción del amort.iguador 
viscoso. Y .sale ·de · 1a. eé:uacién ,Cl. 19) .< · pOr .. tanto·, _se tienen· dos 
componentes ~9. la. d~tor_mación' que conducen a:-
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a = E E" y a = F é• 1 Cl. 24a) 

Al introducir ras ~:xpresi.ones C1. 24a) en Cl. 24) se obliene 
la relación esfuerzo-deformación del ·módelo¡ 

Cl. 25) 

qi é (1. 26) 

Si se desea·.·efect.uar ·el 'deSarr01'10· añter·for ·en t.érminós de 
los tensores de ésr.Ueri::Os;·~y :;~e·ra.~·~cic::m'es· u~ft.ai-'iaS. se Puede 
llegar a obtener un. comportarriient'o_'·del_.mode_lo,: s·e.n:ieJaÓ.t.e al que 
se muestra en la '·Fig .. , 1,'12~- par_a un :esfuerzo • a,·., .c~nSt.ant.e en 
el t.iempo. 

"" ll-·--->i1t-T-,k-.,-•. --. <"'"~ 'rt1"'" 
Malari.al -~~-.::-~·'.t~~~Ü' 

• t. 

[ T¡kl .+ Pie [ TJkl = qt .C EJkl Cl. 27) 
·:· -. . ---- ~. · \:- · - .:.- : :~- .. :· · :-.--;·_ 5 .- ''T .. .- -

El tér.rninO. CTj¡¿J se· ·anu1.:~. __ d:e~idó'._·;·a'; .. ~~~-i:-.C-Tj~~.~:·~.s-~»constan~'e,_ ·a1-
int.egrar- la ecuación aOt.erior 'se_.-llega~~·al:~._s.:Í:guient.e 'riesult.ado: 

Cl. 28) 
• -ó : ··:.:~ 

De· sus ti t.Ui r .:faS"- cOndi c"io.rleS"{i niCi3.le~~/. C1 ~,·,e Tjkl .-"."cJo·. , por 
t.ant.o, el'. ,compo~t:~~·ei:-it·o :-.del ·.:·"inOdel o·,··: C¡u"eda '··::~~~?:~nado~:,- por: 1 a 
expresión: 

o.-. ·'.,- .. 

"-·e EJ-~}-,· ~- ·. [ Tj~l {<~1 ~. ('_Tjkl /qo ;::-
'·.)~ 

. Para_ c.ompr.ef'!der·;:;~~i / ·~i g·~i i~~~~~~:o_ .'!'Í s-1'~0'.·:_-,de~-'es¿~~ 
en términos de_ una'.·'.barr:-a·:'cargada_·a:·,t.ensión-, s'e' 'somete 
a 'dos pr.uebas.·~ es.~á~~da~\~ .e R_~f .'.:·~.?. ·;: "-" · , . ·,; 

La pri ~~r·a·:·~d~·;:~{~.-a~' ... '.·-~-~risi:~:i.e.'.;~-~:;~,pl_i~·ar ... :u'~-. ~~fuerz~-:~:, a=c~.-
en· un tiempo/. t.=_O.~~y_ se. reg1·st.ra~-1a:.',_def'orinación-,:lnstant.án'ea ,E(t.): 
En este __ ;.caso:;; la,:. :ecu3.c1·ó_n;~\c1:~;?6=?:'·.~:_9~r_~-ª.°s:P?rl:de.· ~ _a·-~~ la· __ ecuaciOn-
dif'erencial--. para--;-e--~. -·y-, t.-fene"o°":_fa"'l-Sor~c1ón·:!_:_' ·.-. -· · 

t.>O Cl. 30) 

que' es equivafent.e a .¡:-~--:·e·c·:~a~:ón·:C1 ... ~8), ·Pa~~-; hallar_ la constante 
de int.egració~ ~ Ci. •. _será.'nece~aria: una condición inicial. 
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La _aplicación repentina de un esfuerzo. Co , a un tiempo, 
t.=O • signif"ica que bel) tiene una singularidad ·en _ese punto~ 
Para hacer que·ést.a· desaparezca. se integra Cl.26.) a traves de 
ese punto~ 

+? . . 

.'J .::z.odL <.: ~~~oc+:>-ó'<-T~J <= ~1·. [~+T>..:e<-T)] 

que es equi V:".1-lt::nt.e': a l.á ~~;·~:~i::~~~:_.;~:­
: :~-·~-; ~i.á~>~<. -.;º;E~ Cl. 31::> 

donde: 
eo 
Eo 

: '.val~r ~~ e :1 ~~-edi•al~ment.e ~- ia ~erechade t.=O 

Ahora. 
consig_ue: 

\·:· módU1 Q·:·de-' .. Y.oUOg ··l_n~·c·ial >Ó:-~_~e ·:~~ mp_a'?t:o. 

./~~~:~-~~~·¡/;:.:· ~i: ~ '·ECO~) :en 

-·· - -· 

-~:_:~:'., >.· . ·.:->e ."(-'.- . 
-~·~,--~:~::~,:~~"~- ~~Co<q1_;--'..·' 

se 

por tanto. 
caso será: 

la- ecua-Cióó-.' ~u~ ·t_l"g·a,::1~,~ :~~P~.~sta-_: ~~~. ,·m~d·~i~- en.:·:.~st.e 
·:.-~ . . ;:, ;--·:· 

~: É' '.:;; -~~>~\~:·*~·e P1 ··+ ··t.) 
.. --- .. --~:-_,__ ·- ';:-;-- ..:~-2-,-:·--"~~/-·',·.> _,··:: .~· ,-,-

Este rrksul lado PUed~ ser: ·~'ep~:~sentad~ · grári caÍner:;t.e 
muestra en la F'ig; ·1.13. ... ../·:·, :_.; 

' . (;- .. · 

como se 

______ "'°_: _"'____,]•_ ----"--__._'.,.,..,l~-···--_-_·· .. ..;. __ ;,_•_;-,,,-.,,t._;.::,:;;~;:,=···=· ·"------+• l 

·:; ~ :· ',· . ,-.,· ' 

-------~~itr--
t. 

0 

Fi.g;. i.. 13 ~-p~u•b¿,:·:;~LJndcU-: 'deL-,Flutdo de Maxvell 

La seg~~ñ~~-: p~-~~b·~-· e~lá~~,~-a~ c~~:~~~~-/p~,~~ Un '.t!e,mpo. » t.=t1. 
aqui la def'orrnación~ .. ~: .e;;· ·será -per-mánente. y deberá'" estudiarse 
lo que sucede-con los ~s'f'uerzos;-
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Como e = ei es constante. e~ té'rmin'o é = O • p~r ·10 que la 
ecuación Cl.26). se tr3.nsforma en ·una ecuación .. dif"erencial 
homogénea p_ara _el esf"uerzo.:·CI. ;cuya -solución viene dada por: 

:·uü Cl. 33) 
• ' ;o.~ , ~ .~ . 

. Para.-hall'ar_-..cz 'eS"'n°~~esario conoc~~·:~~~~~>~:~. que; es.: el :Valor 
del esf"uerz~ ._i-nrÍiedi atanl"ent.e -·~·a: >ra':,.'! def.echa de Una·· .. posible 

di scon:: n~:d;:g~nj~~~
1

:.se .. ; · p~;.~e\ oL~~vafa~L::·i~ .• ·.···vel~ddad ·•,de 
deformación ~s '-f'infL3.-· en·: t.o'dos<·.1-os·;··1nst.antés .·'. POr.~:_tantO.> se puede· 

< ,. :::: . ·;: .. ::~> .· ~ 

conclUir· que 
este valo·r' en 

· a<u. ~ "< ·'..~· .. ; ~~:~¡·~))~~.ª~:>~ de~! P·.'" ~ e · .:_~-_.:: 
13.:,'ecuación C1.33)··reSuita'.;» 

: .. ~.---. :<:· 
;_·,_ "/.º--" 

'_' ,_·~ .. , · · Cl. 34) 

esf.uer;~ .. Íc~~~~~~:~.·~ii~ifüe~<S~=n~?~i:m~6~~c:~jJo~~~icc~:~rci: ... •.~~.· 
• • F"ase de '.-¡iue1:~ La'.• ·':·de_·~·:l a;:~Pr.ueba., -.~n :~~a --~~egl:Jnd_~ .--;:.e1:·· ._es~71erzo" 
decrece- bájo\la.-:·acC.ión·-. d0>una ·def"orn\ación·:cOnst:a.Ote~ ·es ·decir·, ·--el 
material - -, se-,~ -"i-el'aj"a-~·~.:.:·.: a'/ ... :eSt.a·"" ·etapa- --es· ·:-<llarrÍada~; ;, • .'.Fas·e _.-de. 

retafac:::L~~"-'.-·.:: - - .:.-: :~-.~: -~\:;: .. <:-·: ,- ." -. 

En· l_'a .~ig:·-_c 1 :-_13 la~:_::·1i~.e~S. punt.eadas ~J!~i~3.1' ,lo.">:1i.i~,_'.debería 
ocurrir _Si-·1a,·ra:se·: .. ·de''f1uenc1a:·se ext.endiera ~s 'ªl.lá-.-de'."_t.· .=-..t..t···. · 
la .. def"ormaé:ión·.;._~,'.se: .·:lncrement.a:ría·~.- inCef"inidanient:e·;-·, ___ =FiSi~amente 
ha~fant;f.o·;· ;l_a·~deC_or.~C~ó"n::-_·esCapai-ía ·'.r_ápidainen_te .del -.. ·do~.n~·o. de ·las 
r el ac1 ones· -. l i néa.1 es~··· · · · .. - ..... 

El · ·~seg:¡;nd·~ ::-·~Od~i ~·' .. ';· comp:uest·o 
capitulo s·e:mueStra·,'en·-1a·:-Fig. 1."14. 

' 'C1' ' ~· .• 
. -'·. '". : 

a G.--------Z~;ª~~·=r ··~ 

se estudiará ·:'en · ést.e 

.CaJ Fcg. i. 14 w~'"''~Ldo l<~lv~~J /• ; • .• · 

est.e modelo analógico, u amado: c:~¡,.:~l d~ ·~e1~1J-vo1 9t. 
intent.a representar mal.eriales cuyo comportamient.o.· es.-.elástico Y. 
viscoso en forma si mul •-anea. Consi s~.e<+=.c6in'?~-)-nd_~'é::a-:_:·1 a~}'.rg~ 1. 14 , 
en un reSort.e lineal de Hooke y un amort:I:.gt.:Iadoi:-_.!_'.vi~c~so de Newton 
dispuest.os en paralelo. · , · 

La forma más comün de repr esent.a:~· ::.~-~~i~~- ~:~~(~~~~.ª¡:'.·.;se __ m~':3st·~ a 
en la Fig. 1.14.a • sin embargo. la -~~rma .·:c~mo .. se' dist.rit::iuye el 
esfuerzo, e1 , aplicado. ocurre como_,.se ·especit"ica ·ª""·"la~ 'Fig. 
l. l 4b. . . 
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En cualquier ·1nst.ant·e la def'ormación· en el resort.e y en el 
amort.iguador ·será la misma y el esf'uerzo,.· a , se _repart.i.rá ent.re 
los dos elementos de t.al_ f'orma, que cr_ correspon~e al esf'uerzo 
aplicado en ··-.el elemeOt.o de Hooke, .. y cr~ será el esf~erzo que 
recibe el a.mort..igua-dor yi~coso.. · 

Al aplicai<. a: ~s~~:~odelo ·{~s'.' ,:;cuacione~· -el:--; 16;· Y. Cl .18)_ se 
obtiene: 

e. 

donde: e~+ a'-~.=,'Ee.+'.FE· 

lo anterior es equivalent;.a LcLi)r.iL ;;orma 

Cl. 35) 

t:st.a·. úl.-t.i·~~,, ~-c~a:·ció~::.·;:f{~·~r·e·~:;:i~r-.·-~:P~~~-~ ser.· i~t.~_rpre1:..ada a 
través de·: una- ·prU_eb~\ª~-t.~n~3.r)s0~r-e"·_el:::_ma~-~ri~l. _!: .q.~.ª--~~nsis~e en 
el siguient.e procedifu.ient.o~-- - - /•:: · ··· - · · · · · 

Al r i J a'r , ~~ª~ ... l:~·~>~~·~:~~,¡~~n·:c 1~~--~·6~:· ,;_~~~-d~~~ '.:~~-:1,~~:·s:~-1-u:;¡:~n:· · 
·~ =·L;~o f C1·>,t c.;n;) •;,:q;;~q~. . Cl. 36) 

En:- e1'-. "t.i"e!Jl'Po)t~.6:~:··~·~~'-_pas~<de'·-'.'..:u~-~-;-V~f~r.·>'~:·o.~o~ a O'.:= «"aot la 
ecuación --cjue'da-· ::':1:ent.r:~ -,:~:_de:l-:~- !.d_omi.ni o-~~:: fi~i_t..o/~~-<a~!·~-- .-.:::~a"-~;--eXí::>resión 
c1. 36) ;::0~11~3. ~.a..:._~qu~r: ~--- Pf':~~-sen~e-~-_:e~.~ ,_~mismo>:._corliport.;a~--~nt.o:; ·- Por' 
t..ant..o, .,-e- nó' Pu~~_e', p~--~~-':~t.~r .... ~i:tª·; .. di_s_con(i~uid~d- -e~· ·t..~_o. :.-_e~~or¡ces, 
la condici"ón·:1-nicial.<_par.a ·1a·ecuacióri._.c1· .. _36) :r:esult.a···ser e<_O ).=o. 
de aquí· se·· llega·'~-3.':_'.qúe':, Ct::-=::~aorqo~_·,y:·AL_-,in~r-Odui::ir,_- eF·· v~lo~ .. de. ra 
const.ai:'t.e·_de int.egra<?.~c?~·(eri.C1 .. 36),·S:e Ob~1en_e:·.-· ' ·- · 

, e ~)~:::º·;~-º- .:·'{' ;·: ~.~·i~~. --e 1 :· 37:; 

puntea~~:;: ~1"a 1 ~~:;r'.S:.~ri~~~~.~~ 1~.!~~if :~~},ohna~!tni;~E~smlí ne~=· 
deformación .no, se ~Pr..o~tice '._f n.def'i~_idame~t.~-~-:.--fper:o<'se-;_~Pr:-.~~ma- :~ un 

límit..e; ~···~~\;~· 1;~,..~~--:~~>.b,~)g~·;:::; .~::,.. c1 ._, 38) 

donde .Eoo es 'l:'lamad~- ~d~i~'- -~~·¿·,;_>¡:~t~~:o~:~:·· Lo ·.-ant.eri"or es 
proporciona~, al esf'uerzo·; ·/,, 

Pia-nt.~id-0. erl·-'-lé~-~-0~~ --~~-de. ~~J.~;-, ._t.en·s~r.es 
deformaciones: 'unit.arias~ la exp~.e~~~n:-"C1_;-3_~) 
como: 

CTjkJ·= qo CEjkl· + q1 CEJki 

o bien; e Tjkl /q1 = qo/q1 e E;kl + e Eikl 

14 

de-. eSfuerzos y 
puede· esc~ibirse 

C1. 39) 



La ec•..1ac1 ón e!. 39)' ~cep~ta.~ l .:i. :.Zol Ucion homcgénea: 

e EilS ·•. qo'.;q1 'e EJkJ =·o 

si .q1CEjkJ + q6 C_E¡kl, =O 

. . 
debido a· que. -1/q1 °'-t-TJk] ~-S c,;m:;t.1n.te: 
ecuac1on que caract~ri::a a· este mcdelo 
de esf'uer::cs y de deformaciones '3'S:_ 

(E;kJ = O, por tant.o. la 
en furic16n ·de· los tensores 

-~ = · [ T¡k J -'qo 

La e>:presi-6n ant.er 1 cr de:;:;cr l b'3' un •.:.·.:-.·~~por t.i_:_nlen_t.a~ del·. modelo 
bajo esfuer::o co!""lzt.anle zo:::.•_en!d•~ dt.:r3.nt.e ·.!n _t~iempc:i -rel_at.ivament.e 
largo. como el que mue~t_ra lJ. F!.g . .!. • !6. 

tTJkl 

CT¡kl 

t' 
~ J! 

J.-::¡~_::~ 

f"l.g. 1~ 1d 
·. ;_,''. 

Cu.ttrpo ~·dé · K.;.lv,Lr• ba.10 .¡.4fuúr::·:; o;.-:.n'°t.o.nla 

Se .obser•.ta que_· el ;ma.._erial ~e empieza. a def'ormar 
rap1damente . hast.á- un · inst_ant..e ·en el que 11 pend1ent.e de la 
curva emp!eza..·_a •"disminuir'::',: ir.o~~~~rtdas·e pa.r.:a Ut"'. t_iempo t. __,. oo 
práct.1 cament.e.-<nÚl i:i.·:~''7·" - ·-.--=-.: .c--:: 

El v1l or rl: .:recibe ,'el nombre 
t:-eb_•Ln y''. se.; .de·f:ine com~_ .. : el~ pun•.c 
tangente inic1'.al-·.·a la curva 'CEJk] vs 
aprcxima la curva cu3.nd6 ~_,,oo. 

do;o ttem.pc: do::> retardo de 
•,je lnt.er5:iecc1on ent.re la 

t. y la rec•~a a la cual ~e 



Par-a hallar- la pend1ent.e inicial a la cur-va. se sigue el 
siguiente procedimiento teórico: 

Pa:--a t_ == O 

donde el •-érmir:o expo~~nc.ial se hace !gual a !a un!dad. Pcr 
tanto; 

es decir-; 

[ T] "q-: 1 :_:'Tk 

Par~ t.-~ Tk 

·.La'.:de~ .. -~-r~ac~.6n_-_-!~i.ri3.1 ··p_a.ra_ e~_-:·:: 1.Jé{P!?~·~e __ -Y.el.v1·~- es CTl/qo • y 
.:i. •.m -t.1·e:Mp6.~t.~Tk ~-,.a-_se-ha .:i.lcañ~ado -~pr~:-:imadamente el 63% de la 
deformac16n-r.?..na1·.~CP.ef .. l). ' · · 

Si- -se. obser".':l. la defOrmac·1ón final de este modelo puede 
dec"1rSe que--es l;a nusffi.3. -que Corresponde a ·:rt solido elast.iCO. Sln 
embargo. dicha deformación no se present.a ·'!esde el princ1p10. es 
dec1r •. -se aproxima a ese valor gradu ..... _ mente. Puede afirmarse 
entonces, i:¡ue ocurre un fenomer.o d:.1e:· '. ·io. 

Cuando se fija la deformac1Cn, ·el eo;::.··.!er=c se relaja un3 
cant.i dad. como se ve en la F1 g. 1. 15 , '/ l •.Jegc p9rmanece 
<:::or:.st.a.nt.e , est.c sign!fica que la rt:>laJa:::-::-r: ~-:;.. e~ c-=:!mpleta. 

A p.:i.rt.ir de e::;t.:::-s dos mcdelc$ b.J.::::1~:.·~ =e r:-uo:oden •.:.o~str• .. ar 
'.od.a.s las combtnaciones :-1.e::e-:-:ar.:...3.:: par:\ .=:ip;·.:-:::~.:i.rz.e rr.::i.s a! 
·.:•.:>mpor-tamle':"'lt..c de lcz. ma•.o:rlal.-i·::. t"':?'.:il.o:~. E.:--. l.3. ·-::..=-la 1.1 se 
!1~t.an 3.lgunas de ést.as •.::omb.!.na-=.;:.~;.€.•s ::·.:.·:1 :'..ls -:orr-e~pcnd1ent.eos 

.3.de! ant_e, ( Ref. 3). 

16 



~ 
; 

o 
? 

g 
a 

o 

~ 
e .. 

' 
o 

o 
§ 

u 
.,, o 
~ 

z 
.. 

e· . 
o É

 ó: 
o 

~ 
'; Q

 e 
•o 

. 
l 

o 
o 

~ 
.. .. 

'O
 

. ¡; 
.. 

'O
, 

o ~ 
o

. 

>
 

-; 
.:g-

. 
2 

• ] 
'~. 

• 
'O

' 

~ 
'O

 
2 

o :; 
~ ·~ 

... o 
e 

~ • 
d 

~
 ,. 

:;; 
. ;;: 

o 
~
 

Q
 

o . 
~ . 'O 

.;. 
o 

~ 
'O

 
.;. 

.;. 
1 

.! o 
' 

a 
" 

" ' 
.¡: 

~ 
+

 
ü . 
~
 

Q
 

• 
. 

~
 

-
-
~
 

' 
o 

o 
:: 

z o 
.. 'O

 
o 
2 

1
7

 



CAPÍTULO JI 

ASPECTOS TEÓRICOS DE VIBRACIÓN VISCOELÁSTICA 

2.1 Función Escalón, FunciOn de Dirac y Transformada de Lapi-a~e 

En el capit.ulo ant.erior s.e describió la apll.cación 
r-epent!.na. de un esfuer::o. o , de '.al manera que para un. tiempo 
t.'.0 , e- = O y para. cualquier inst.ar.te t>O, o = oo. Para ello se 
::::l.1v1día el eje correspondiente al tiempo en dos parles y. se 
aplicaba una ec 1.Ja.c1on diferente a cada 1.Jna de ellas. 

Una maner.3. •.:c:npacta de e:<presar le anter:1c1; e:=: me.dian.te una 
fT..:nc1cn escalón ... ~/..:' ... ). la ~~al ezta definida por las '.=cuac1cnes 
Sl.gl.!l'?!'1les.: 

A(t.) 
ro 
~ .1 
L -

A:T ¡, 
--------T"'---~~0!,---':-T-.. ---~ 

_<.:i) 

(2.1) 

,_ 

Para el tiempo •--= (.1, .!..:;. :~•..Jnc1Cn 

q•.Je se d1 sti nga el cero c•.::i:no : '-=O 
•.lempo negativo y 1Jn primer t1em;::o posl.t!'/O , 

~( t_ ~ :~ ~ ~ C•~~~.d~~ J. ~~ ~~ ~~ mer:.0$ 
r-ezp<::!-.:l i ·.·ament_e, 

Al r-ecur:"'lr a la f1 .. mc!ón e~c:alon .:!.(t). 13 :·ase de fluencia 
esr .. ud.l3.da.en el c.apit. 1.Jlo ant_er1or se d.ef!r.e i:::::mc.•: 

(.2. 2) 

P3.r.a. int.roducir C2.2) en las ecuac:.cnes diferenciales que 
·::z.,r 3.ct.er-1=3.n a les :n~delcs vi sc~el a.5~1c~s, $erá r.ecesa.r 1 o obtener 
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las derivadas de la función ~Ct.). En la F'1g. 2.·l se muest.ra como 
t..Ct.) puede ser int.erpret.ada como el caso limit.e de uña funcion 
'{(t.) 1 cuya derivada resulta ser lgual a cer-o para cualqu1er t. a 
e:<.cepción de un pequef'io lr.ter·.1alo a.lrededor de t.=O. 

Al 1nt.egrar sobre el eje +_ dent.ro de ese pequef'io 1nter•1alo, 
s::e pL:ede dernost.rar que el a rea baJo el rect.ar.gul o res u! t.a ser 
igual a la unidad. A med1 da que d1 r.::ho i nt.erval o se haga más 
pequerio.la al•.ura del rectang•..:lo tendera a aument.ar para mantener 
el valor del áre.a '.Jn1•_ar1a, c~rno se indica en la F'ig. Z.1. Por 
tanto, cuando el intervalo alrededor de t=O t.1enda a cero. la 
alt_•.Jra del rectarv.Julc debe tender a inf1nit.o. Lo ant.erior 
represer:•_ a a 'Jna f._:;nc1 on muy singular, 6C t.), q•..1e vi ene a ser la 
derivada de la func10n A(•.) y q 1.1e queda definida por: 

óCU C2. 3a) 

que :;:;.e obtiene al integrar la f•.Jncién 6Ct), a lo largo del eje t.; 

O• 

J_.xi 6(t..) d*. J
0

_ 6(t) d•_ ==- 1 (2. 3b) 

Es'-3. f'unc1on . C(•_), r-e·.;1be el nombre de Deltc: de Dt:rac. 

A fin de ilu::.•.r-ar la apl1cac1•.::n de ~ :i. :'•.mcion escalón a un 
cazc pra•.:t..!.cc, r:onz1deriaose el modelo Clt? ::el·.'!.n descr1t.o en el 
cap1t. 1Jlo I Suponga::::;e que se de~éa al . .:::~=ar la deformac:.ón EJ. 
indicada e:°' la F'ig. 1.15 .;on un c:..empo •. · t1 cercano a cero. Al 
desarrollar las zer!es de expans1-::n de l~ ! unci·.:m exponencial de 
1 a ecuac1 ón C 1. 37) esta puede ser eser!. la c·~mo: 

Al elim1n.2r- los t.erm1nos de orden super:.or se obtiene en el 
limite: 

Se observa, ent.onces, que para t.-.0, ::-o debera tender a 
1n1:~1nito para' que z~ ~·.Jmp~a e~t.a re~a·.:1or-.~. P::ir- t.an;,?•' la pr1_mera 
part_e ·de· 1a F'ig. i-: 15a -degenera ~n. un delta •je. D1rac. c'..!Yo valor 
esta dado por : 

._ .. = ~.l ·.:;1 ~(~ ·-) 

:.t -as•.a 'ultima e;.:pres1on al ::.er lr:.··.r-~duc1da <?n (1. 37) conduce a : 

'=' = -S q.i Ó( t) ... El -;¡o t:.( t_) par-a e = e.i.O.C t.) C2. 4) 
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La ecuación C2.4) ·:--epr'!'senla la re~puesla del modelo de 
Kelvin bajo una deformac1on repent_.lna t~or::ada . Al com1enzo, 
la C•.Jnción del t.a de Di r'ac aparece ~omo un p1co. E~t.e pico se 
manif1est.a en t..odos aquello~ ma•.er1á.1e·~ que no poseen 1.Jna. 
re~pue.st.a e!ast.ic.a .-iÓ~t.ar;• • .:i.n\?a baJO ·la. ·apl icac!.·.:m· __ r<?pent.!na de 
esf•.Jer::os. es do;o•.=:1r,· E.:· -•-·~-- •. O::~ef .. 3). 

"J~li, __ "º~'"' : __ ,,_~.--_\_··e<··.•·.··._·.·· .. ·.·.·.'_-.·.·_.~_.º~. , r . . .. · . . .·.. . . . . . 
·~::: 
.. :,,_~~-· ... ~ .. _.· .. ·.· .... · 

10 . . .. .. •. 
, - ~ l 

FLg. 2. 2 Curva.a E va t. en ol .:uerpo de Kolvin be.jo 
dL:alLnt.oa n1.vG>le:; de· ~-.íu4iorzo a.plLe.:i..:1..:.s 

r~¡:..¡.r,t.1.na.mer~t.w 

En la Fig. 2. 2 se r-esum.¡. 1-::::i o;.:-:puezt.·.:> ant.er1ormenl·e. En E!ost.a 
se muest.ra como para altos n!·1eles de esfuerzos_ la curva 
deformacion-t..iempo t.1ende a !e•Jantar~e. -:v.m~entan.do su módulo 
tangente 1n1c1al , E::. , ha.s. ... a tender a in:·::·11t.o en el caso de una 
rap1da ap!icac10n de un es:fuer=o de gran ~.::o.·~n1t1.1d. 

Para los des.arr·~llc-:;. ¡:::os·.er1·~rez s°"" : ecurr:ra a! uso de la. 
transformada de L::i.place, por- tant::-, ~-= ~-.... ce ne·.:es3r10 real1=ar 
ur:a br..:ve e:-:pl1cac1cr: de c1er•.-~s c~ncept_o~ oastcos al respecto. 

S! ::;e t!ene una f 1..::nc!cn f(•,) C'...!3.lqu1ei-a del t.iempo. se 
def1ne su trans:formada de Lapla.c~ ::·.=::no: 

f="Ct) = J
0 

f('.) e-liitdt C2. 5) 

En C2.'5) se ha inlegr·ado la t' 1.Jnc1cn f(•_) en el tiempo, 
ent_re 11m1t.es flJOS. f depeonde =.ola.men+_e de la variable s , Es 
1mportant.e dest.acar· lo s1gu1en·.~: 

!) Los valores de f(t.) para +_ (. (\ no in!'l1.1yen sobre fCs) . 
.!..!.) Las t.rans.f'ormad.as de las der1vad~z de l.::i. f"unc1ón ,f(t.), 

t.1enen una relac!.ón simple c-:::n f•:s). EzT.a relac1on cons1st..e en la 
apl1:::ac16n de C2. '3) a f'r:t_:). pcr e_iemp!o: 
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Al integrar por partes lo an~erior. resulta: 

00 • . "' J
0

f'(l)e-°'dt = [t'Cl)e~°'J~ J
0

fCDC-s)e-•·'d+.. = _:f(o)•.:fCs) C2. 6a) 

·. . 
Al aplicar:. ei··-cifsmo- prOcedimfento. .::i. l_a ,segunda y tercera 

derivada de fC t) :_ze.- eri.c'úe~t.ra: 

·s:_f · ·e ~?e.: ;._l :~·- (2. 6b) 

Jo:> f · · ,"·¿ t)e- ª. l dt. :=. :-f •· cO) ..:·~·r ·e o)-.-:s~1~(C:1) ··53f(s) 
o,· - -.· 

e 2. 6c) 

En general: 

Si las ~ondiciC:mes in1c1ales fuesen nulas. se obt.endria: 

"' .f 0!'n(t)e-3 tdt = sr'f(s) (2. 7) 

Algunas o+_:--as .::i.pli-::acicnes y prop1-=.•·..:!..:ci.des de la transformada 
de L.:i.pl ace ser an e:::;::!.1 c.:t.c!as ccn m.::i.s det al : · can el api0nd1 -::e A. 

C•.Jando f(t.) o sus der1v3.·ja.;: t_engan 1.; :.2 s1ng•.ilar1dad en t.=0, 
ser3. necesar!'-' d1ferenc1ar e:'"lT_re •:,-y O ... )!1\C l?..mit.e inferior de 
la integral (2.5). 

En la ma:/or parle de les -::a~~~ e-:; ne::-.;.os.ar!O t.ratar con 
!'unc1cnes que se anulan para ·.·~lc;•:-:r: de '·' ( 1 , por •.ant.-:.•, para· 
~~tas funcione~. al tenerse 0-~cmc b.::.i.se , •_,_,do;: le~ t_erm1nos de 
.!..3. !nt.egral se an•.:l.:i.n. "::>~te es e.!. ca'!:c :r.o:--.~!·.::r-:.:-:.Co .::i.nt.er:..crment.e 
como el de cond1c1ones 1n1c1ales n•.!l.as, er: e.!. ~ual, la enésima 
d<ar1·:ada de f(t.) tendra t..:n.1 tran!;fcrmada -.:!~ L.:ii?l.ac..:o d..1.da por 
(2. 7). 

Un modelo ·.•i ~c·~el .ast.1 •.::-:i '9'e;.,;:-;- ! -:.= ·- ?.-?r-:.e •.ma ec1.iaci ón 
diferencial que le deftn-:? do:- l.:i. fo;::~m:i: 

·~ 2. 9a) 

~~t.a e:<presi ón t.amb1 en pi..Jede ser eser l •.a c:::irr.o: 

(2. 8b) 

21 



Az1. !:e p::::idrá d!.•.·1d1r la ecuación er.•.re una consta.nt.e, sin 
cambiar su significado, y siempre se podra tomar po = l. Por 
tanto, la ecuación C2. 8b) puede presentarse •.=Orno:.· ' 

\ (2. 9c) 

p 

:r. 
di< 

(2. 9) Q 2 q1< :dt.. K'" 
o. 

- ~- ·.;. .· 
; ,._ 

1::uando (2. Sb) -:s .Sometida a una~- tr'ansf'ormaclón 
~e obt.:.:ene la sig•.nent.e r'9lác1óÍ"l ·-.algebraica 
r. r- ans:f·or mada:s O< s) y . Ec s): 

j' esto t.ambien pueCe· escr.:.b.:.rse como: 

qcs) 

d9 Laplace, 
entre las 

CZ.10a) 

C2.10bJ 

donde _-P y Q son poli nonu os en s que queda!"\ def i n1 dos por: 

·~(s) '\ "' !. 
q¡.;: - t:: 2. 11) 

., 

;..1-.;'.mos res•.J.!.•.adc:;:; :.::bt.e:-:.1dcs mediante la '-ranst'cr-mac.:.6n de 
L.1plac-: al ut_il1=..zi.r- c~m·.:- b.ize de la 1r.tegr-al O-, oS.>-:; 
Ce•.:1r,.:c:-~·.:!1:::1-;,r-,ez 1ni...::1ale:: n•.Jl.:i.s, '!;e :-r.•.Je~tr.3.n en la '.abl~ M-! 
·.:!el 3.;:e:--:C! ce A, r:: Re!'. .l-). 

2. 2 Módulo de Relajación .. 

S~pongase que .:i.l cilindro de la F'.:.g. Z. 3 se le aplica un.a 
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det"crmación axial Li.l • de t.al manera que su nueva longit.ud sea 
Al + L. Para muchos materiales. si la fuer::a necesaria para 
mantener esa nueva longi~ud. es medida a !~ largo del tiempo, ~e 
encuentra que esa !~uer::a dismin•..!ye en el t_ranscu:--so del ~iempo. 

como muestra la Fig. 2.4 

,, . " 
F"t.;. 2. 3 Ct.lLr.dre a. Tenat.6n F"\.9. 2. 4 - RG[Q.Jó:C:t.ór:-1 da EsfUor::os; 

Se dice ent.onces que el esf'1..1·~·~-=·~: se' ·;·~J.·a·Ja'~ . ~· ·.l·~: prueba 
descrita se conoce cori el· nombre de exp.~r~~'.1-~.9: r;.t.e. '.:.re_l C.J."t;:c ic?n: de 
r:Sj"Ue'!"'ZOS. ~-'._ :.~-! ·: 

; - -

A lo largo ºde . .1.ma C'Jrva \e vs t -se :puede h·allar· el,- módulo 
del materia.! y puede cbserv.a.rse q•.Je este es ahor'a función del 
•.1emp·.:-·, como muest.r'a la s1gu!.ent:"e e:-:pre::.1on: 

(2.12.) 

E(t~) 0s llamado m.cidt.1.lo de relaJaCt~~· Su ct.-,mport.am1ent.c en 
el tiempo es. generalmente. •.:ompleJo y depende del tipo de 
ma~~erial que se 1nvest.1ga. ~z.t.e, no es neces.a.riament_e 
i ndependi.enr .. e de la deforma.c1 or. •.Jn.l r_ar ! a ~l .""l ·:i. De hecho, la 
mayoria de las resinas comerciales, ba.JO deformaciones de 
•.rabaJo, mues•_ran. mód 1.Jl os de rel a J3.C! en depend1 entes de las 
mismas. No obstant.e, para mat.er1ales de us~ ~omún en lngen1eria. 
el cálculo del módulo de re!aJ3C~ón !ndependiente de las 
·.:!.et .. eirma.c1 ones uni t.ar ias, cuando e-$;•_ as .::::~ ·?nc•Jen:.ran acotadas en 
el intervalo de trabajo. :--esul• . .::i. :;er •..::-i.a e!<"cel-=-nt.e 
de ECt). En éstos materiales d!.::.ho modulo 
monot6n1cament.e decrec1ent.e. o por !-:::- :1~eno~. 

decrec1ent_e en el t.1empo y se denota pc:o. Y"..:*--'· 

apr cxi mac: ion 
es siempre 

".Jna t"ur.c:ión 

De ést.a manera, la -:.ur•/a de la F~~- 2..i1 ·:!.ene dada por: 

o(t) = <:<:. YCt.) (2.13) 

S'1 ·z:><.? •.oma -· " y C: = Yr..s.) ~:-: C2:.1t.:.1b) se t_1er.e que: 

(.2.14~ 



De la e:<presiOn (2. 14) puede oblenerze el módulo de relajación 
para cualquier mat.erial vis-::oelást_1co. 

2. 3 Fluencia: 

~:0..JpOngase ahora que el par3lelepi~•.:odo de la F'ig.2.5 se 
·~arga c~n una f•..:er=a ccns•.a.nte F. En ger·.er.3.l, la -d.r:formac1·on ·se 
!.ncremer:.t.3. cr.::n "='l t.iempc. c-:,,mc se muest.ra en .la ~ig.- 2.6 ... E:st.o 
:;:e puede !nt_erpret.a¡ c•.:omc .!.a tl"..ler:.cic:. del mat.erial, que·. comien:!.~ 
..:en un reacomodo es~_r1Jct."..1ra.l d-:? las par"'.lculas q•..!e·: ·_16 -~omponen . 

F't.g. 2. ~ 

.. 

Po.ro.Lelep~p~dO &omélt.do 
o fuwr:o. eorlo.nl& 

2.4 Oeformabilidad de Fluencia 

-= 1'1 -¡ .. ~·· 
··r:---·:~·· ·: .. _·-.;:.: 

F''.g. 2. cS o'~ r o r ma.é t. ¿ n 
r tuo'nc \.o. 

·' 

En el 9xper i ment.o representado por. las F1 gs. ~· 5 }" ·e:. 6 s~ 
puede ·calc•Jlar la c~formac1on ezpeclf!·~.:i do:-1 ma•.er1a:1 .como· una 
función del tiempo. E:sta puede e:<presarse de la forma: 

JCt) 
ef. l) 

CZ.15) 

En alguncs rna1-er-iale$ -1Ct:' se in~remen'.a s!n l1m1t.es hasta 
•.:!'..!e est.cs fal!an. en et.ros, J(t) •:.rece hasta •Jn valor linut.e. En 
polimeros cr1st.al1nos en camb!~. ~ueden presentarse crecimient.os 
de J(t) pare·.:1•.:1-::is a cualqu1era de l·.:is dos .;,i.nteriores según sea el 
n1•.rel de e-sfuer=os a.!. que sean sometidos.(Ref.9). i:'.:st.o muestra 
que ~ole para niveles de esf•Jer:!.0<:. mu:.· peq•.Je?'í•.:-s, bajo los cuales 
!a es~ruct.ura or1g1nal del mater!3l se man~enga ln\~r1ant.e, J(t) 

sera independ1ent.e del esfuerzo. es ::iec!:-. m!en'~ras el material 
se enci.Jentre e-n el lnlerv.alo .!.!ne.;.l de •.:omp•.:rt.1m.:.ent..o. 

En este trabaJo se c~~s1~erara 4ue lo~ materiales modelados 
mediar:.te ana!ogia~ v1zc•.:-e!..:i.s" . .:.·=as ;:.e er,-.:.•.Jer.t.:-an en el 1:--.Ler··.ralo 
lineal. o sea, la defor~n~·=!cn zera s1em;::r-e propcr:::!ona! a oo y 
·.:¡uedar a e:-i::pr esada por: 

C.2. 16) 

!...a func1cn _T(!_) e:; !a defor¡:-ia:::!~n por unidad de esf'uer::o 
apl1..::.:i.do, de forma ·=or.::~ant.e. 3 .!.o largo del tiempo sobre un 
material. y result.a ~er d:.ferente para cada '.Jno de estos. JCt.) 
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descr be en ciert.a forma el comport.anuent.o esf'uerzo-deformacion 
de untmat.erial especifico. 

De lo ant.er1or puede concluirse que para t.odo t.~O ,J(t.)~ O, 
as:a, aJo carga sostenida, una barra a tension nunca present.ara 
como respuesta un acort.amient.o axial. Por: ~ -"lnt.o, ~(t.) :;erá. una 
función monot.Onicament.e -::reciente en el tiempo. . 

I

Para un modelo generic~. de C2.10b) .se obt.iene que: 

Jcs·J = ~~:; C2.17) 

li:on (3.14) .,. C2. ! 7) ~e halla una re1·acl.ón entre la def'orma­
bt.lid1d de fl'.l'="ncia y el mcdulo de rel.ajación que es· válida en el 
!nter• alo de comportam1ento lineal del mat.erial: 

:Tes) Yes) -2 
s C2. 19) 

Las e:·:pres1ones de J(t) corre~pondient.es a los modelos vis­
coelasticos mas comunes se encuentran en la tabla 1.1 . 

2. 5 PJ.incipio de Superposici1:)n de Bol tzmann. 

lEn las secciones pr~cedent.es se .dezarrollaron algunos 
conce tos necesa.r .!. os pa!"'a descr i b1 r el compor tami ent.o 
'•.!.scoé1ast.1co de los mat.er1ales, t.a.les como: el mod 1..1lo de 
r·elajÁ.c1on y la deformab1l1dad de :'1 1..!enc! E::.. Cada uno de el'los 
refrar~do a 1..1n ".ipo part.1c 1..1la!"' de prueba y ~ !m:.•.ado en su alcance 
'/ apl icaC.!.ones. 

ILo anterior parece 1nd1car q'"e para con,;;eg•"ir l .a 
caract¡"S'rl.=acion completa de un material •:.!.scoelastico, las 
~:n~~dlades mencionadas deberian conocerse ;oara •_c::ios los valores 

D~b1d-:: a que los mat.er.!. ale:. que a.q•.:1 ~e consider.:an, se 
supcnin en el 1ntervalo de c-::~.pt"Jr•.<:i.n-.1er-.•v~ 1.;.:--.eal. es ¡::::0~1ble '..!sar 
e! prrnc.lp!o de superpcs.:.c.:.on p.ara •.::.:a.!.c•.:lar la.;:; deformaciones 
prcduci das por •/arlas cargas . 

J?ara una barra a tens1on. pueden ~alcular~e las 
defor 

1

aciones producidas por '.!na ~er1e de esfuer=cs tensionant.es 
de di !fl!. nt.as magru t.udes, apl l ca dos SUCe!;;l vament.'9. Par a enlender 
el des.:i.rrollo que se int.ent.a. plan'.ear. ·~b~ervese el caso descri.t.o 
en la IFig. 2.7. 

Para el tiempo l=O se aplica un esfuer=o e-e sobre el 
ele:ner¡t-::-. el cual res;.ponde con una de!~crma.c.:.-::n igual a e = o.:iJCt). 
Si es~e ezfuer::?o O'::i, se mantiene const~ar.t.e en el tiempo. la 
e:.:presaon ant.er1cr es suf1c1ent.e para descr1b1r la deformación en 
~u.alqt.!1er inst.ant.e. Sin embargo, ~1 a un t.1empo t=t. • se aplica 

1 
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j1...--....-"~·"--.,.,,. ¡:¡:¡::¡:¡:=. 'I"," =". 
,. 

F't.g.Z.7 Superp·:-:;;i.-:.t.:.n L-.r.eal d.., ~n-:.rU>man~:>e d-&o &síuer:o 

sobre el elemento un. ir.cremen. 1.0 do; esf 1.J'?r=c ~'!:"·. la deforma.cien 
aurnent.a. si.J valor en c..::r responden.c1 a a es t. e esfuerzo 
adicional p.ira todo •_ ~·-'. Es:ta. defcrmacior. también será f'.mc1ón de 
J(t.), No obstante ese 1n-.:-rerr.ent·.::i de 111.. derormación será 
medido a p.art1r del 1n~ta.nt_e t.=•-· ·· est.ara dado por la 
e:>:pres1ón: 

-:.Ct.) = ._ .. :._r'~t.) + L.o'JCt. ·.') (2.19) 

El caso de la Fig. 2. 7 :.lust.ra el h•:·-:!"'!.o muy particular de 
un .increment.o de esfuer=o a.¡:ol!.cadc :--epe~•-!:-;amen•.e en el 1nst.ant.e 
t.' para permanecer postericr:nent.e c-:::ns•.an 1 • .;o en el 1.1empo. 

Supóngase ahora, el -::as".) <E:.>n el r:.•.J.::i.l •.m elemen•.o se somete 
en un tiempo t.=O a l.Jl"• ez.f1...:er=o :.. .. :. ap!1·.::~dc , pero q•-1e 
luego e varia como una func1on .arb1trar1.a :..·'-'-), como :::e muest.ra 
-:n la Fl•J. 2.8. Ese d1agr-ama -.:!.e es!.'.JE-r=~5 ¡:.·•;-:--.::.e :=:er- d1·1!d1do en 
·1ar1a$ parlo:-$; '..Jna ¡::-ar•.·.=- t:.1:;!.:..:t ......... •.Jna se-::•...:encl.a de 
1ncrement.os do: esfuer=c'!; :.:-i!!.r-:1•.-:-s:.~:\.:..l.;o-;; .:!_,,. *..:.. :""·:::-ma do'.:.(t.-t'), 
donde dC'' =".:d-:•/d•.) d• .. ~== ·.:!•:<.!. :- • • -:-.!:. .. • '.!'.' · -i· • 

t.=t. 

?ara un tiempo • .. l:i de:c.·:--~.3·.:.:.·:r. c.:·:·r··~·.:¡:.·:::nd!.ente -:s la 
~umator-ia de las def-:::rma-::1::-~ez, ca•...:=~-::as. ¡::·:r •.-;,d~~ !o':!: !ncremen'.os 
die esf·uer::o aplica.des .3.:-~·-·.?~ de ese .:.:--.::-.Ji.:-~• • .,.-.. -:- =':?a, .: t • '· t.. 
Esto ult1mo puede e:-:p:--•?S.3.:··~~ rne--:!.:..:i:;.•.e la !!. ;•..:.:.·..=.·n·.~ e..:.•...:ac1on: 

C-:·.'·-·-~' + J~ .r·:.•.-t') ~~-: dt.' 

donde Cdo' /dt. ')dt.' rep:·es~n•.a el ! 1.,,:::remento del esfuerzo con ~l 

tiempo. t •• 
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Est_a ecuación muest.ra como la def'ormación en cierto 
in$tant_e • depende de todos los increment.os· de esfuerzo ocurridos 
anteriores a él, ó bien. de !a historia de esfuer=os a'Ct') para t_. < t.. 

Est_e hecho constit.uye una dif'erencia indiscut.ible ccn 
r-especto a los ·m3.t_eriales e!ásli!:os, cuyas deformaciones en cada·· 
1n·s:.lante son depend:!.ent_e~ del e~f'uerzo apl1cado er.: ese moment.o, y 
son, t...ct..a!mente independ1en~_es de cualquier ,hisl.oria preVia· _de 
esfuer::os. 

o ,. t' • 1fr~ 

La ec•..:acicn r~2.20a) 

h~redt tc:r-t.c.. 
rec1be el nombre_ de 

Med1ant.e el ~1guien~-e c~mb~o: de. ·.~ar1~·-::'te.s: 

u = J( t.-.~-.:) 1 ~ 

v,. as t_ '-'· '~-
d··· ... dJ( t:-~--' )dt. ~ 
~ = ·. ·dt •. ' . 

dV 

Debe nct.a:s~: que·'·er .. e~ta 'ecuación -=-.l. -::.er~ corresponde a 
lo que S<a ,ha ll-3:m3.do ,_:i .. : ... en t?! C.3.p!t. 1 ... llc anterior. Por •-.ant.c, 
-:!$ pe~! ble :esi:::r1 b! r-:· ·:-- · 
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y de aquí se obtiene una segunda versión de C2.20a): 

- . "' r ,-.,-, • f l ; . .r t • ., dJC t -t_ • ) • 
'5C t) - ,,.;: t. J. - - Jo - • - - dC t -•- ') dt C2. 20b) 

[":? oa-st~a manera, 0::2. 20a) m!Jestr.:a por separado 1 a.s 
deforma.ci·~nes c.J.usadas pcr e! o;o~i 1..Jer=•.:- tn!.cia.! :=--e y por los 
pcst.eriores incrementes ·je e;;;,f 1..Jer::o. y C2.20bJ, proporciona la 
:.:!efcrmaci ·~n q1_¡e :::-•.:'...!?"'" r i :-· i .a si el -:sf uer=o total , o, fuese aplicado 
de ur.a •1e::. en un ' . ..:. empc r. y la •.:!eformac.lon adicional producida 
por la fl'.Jenc.la cc•...!rr:.da en '.!.~r.lp':):> post.er1ores debido a la 
mayor:.a ó el total C-.!.• Lcz esf•.Jer=os '1pl1c~doz. 

Asl como se har. -:le~ar- r--::l l .3.dc- las i nt.egra.l es heredi t.ar1 as 
(2. 20c:) y C2. 2L'b) , en fun•.:.lor. de la deformab!.lldad de fluencia • 
J(t) del material. es posible encon~rar expresiones similares en 
termines del módulo de relajación de este, YCt), dado por C2.13). 
Si las deformaciones de una barra a tensión son conocidas como 
una función del tiempo, es decir, si se conoce la historia de 
deformaci enes del elemento, se pueden expresar ! os esfuerzos de 
la s¡gu1ente manera: 

oC t) 
l 

<:o Y(t_) • J
0
YCt-t') ~~: dt.' 

ó bJ.en~ 
eCt)'f(OJ 

2.6 Comportamiento Din3núco 

+ Jt.:=rt ')dYC•:-_-:.~ dt • 
o-· - d( '. _,_.) . 

Considérese el pa:-alelepiped? de la F'1g. 2. '3, 
una fuer::a F(t_) que var:..e seno.idalmente en-:.!. tiempo. 

c2.21a:.> 

C2.21b) 

zometido a 
En general, 

lo.:: esfuer=cs y las deformac!: .. mes que se pr~duc.oen debidos a ést.a 
fuer::a no est.arán en fase. S!r:. e::1bargo, para r.Jn material 
idealmente elásti-=c. lo estarán, as.i, como para un material 
ide.atlmente viscoso, los est~uer::os So.? oaoncontr-arán en fase con la 
velocidad de deformación, es dec.:.:-, estarán en cu.:i.dratura con la 
deformación. De est.e medo, al supc:-ier que lo~ es!"'uer::::os son 
linealmente proporciona.les a. !.a -.::!.ef-;:,rma.ci-::n o a la. veloc1dad de 
defo:-mac.:.on , puede ~scr1b!rse: 

Si se d.:. -=.e que 

J q•.Je la. def'orrnación es: 

l.'Jt 
c:.e 

C2. 22) 

C2. 23) 

C2. 24) 



donde ~ es el .fact.or de fase, se obtiene: 

O',= C:§ + hlTJ)E (2. 25) 

El módulo din.3.mico comp~ejo_.se~á ent.onces: 

=·:~s.-·::·.+_~~z·=._-;g1 :~:'-wr} =+ C2.26) 

':: :· :.~., 'y ·'... : . -. 

es decir,· el ·módUló -.c1 .. n-ámiCo comPlej_ci_·· es la relación .entre el 
esfuer=o ·cOrt.~nle··:_de_::ariaC1·on Sencidal y·la .d.efOrmaciór. que ést.e 
prcduce .<é:n.l'a p·~:.·.::eba del paralelep.1p"9do".- · >,_·--

El sign1fi~ado de las dos partes del módulo dinámico se 
puede a.preciar en la ecuación (2. 25). La part.e real.. ~s.. 
propo~c1ona· la component.e elast.i..::a de la deformación y r-epresent.a 
la e~ergia utili::ada como energia elást.ica por ciclo. La parle 
l magi na.ria, a su ve=, da 1 a componen le vi seos a de 1 a deformación 
y represent.a la energía per-d1da por ciclo,CRef.5). 

Todas las deformaciones v1scoelást1cas varian con el 
t.1empo, es decir, ocurre un mov1mient.o cont.inuo. Siempre que 
ocurra un cambio de "/elcc1dad ::e producir.:l una aceleración como 
resultado del de::eq·.ulibrlo de las iuer=as. Sin embar-go, el 
movimient.o v1scoelast1co es •_an pequef"i•;,, q•..:e el product.o de las 
masas por las aceler..:i.ciones res· . .!! t_a ser un:-. ::::anl1dad despreciable 
en ccrnparación con las magn1•_ 1.Jdes de !:1= fuerzas act.uantes. 
[.\:!ob1do a est.e hecho, es pO$lble desarrcll.3.~ 1.Jna part_e su;;.t_ancial 
de la teor1a v1scoelast.ica Sln introduc1r ·~rm1nos de lnercia en 
l.ls eC'.l3.Clones. No obst.3.nte, er~ la teor1a ·je vibraciones, est.os 
t.ermincs adq 1.ueren gran i mportanc1.:.. ::,· deber. ~er considerados. 

2.7 Deformabilidad Compleja 

Al pl..ln•.ear las eocuaciones: ::::-rre::pcr!-:!ien".es al problema 
d!nam1co y al int.rod•.Jc1r los t.erm1nos de iner":'la en est.as, ;.e 
p 1..:~de e:<11m1nar la ecuac1on c·.:.·nst_:.+.•..:•.:·:a del ma!..eria.! 
·..-isc·.::el .:s.st_ !. '=C' para el caso espec1 al, en e-1 c· . .:11 las de!~-.::!rmaciones 
y los e-::.f•.Jer=o~ sean func1or:.es peri..od1ca~. 

!~mese la ecuac:.on constl'-'.!t::.•,..1 de un :nodelo vi~ccelást.i'co 
gener1co de N par..:i.metros 

O' • p10' + pzo-' '+ .... = q-.:iE + qlE' + q2-E' '+, ... C2. 27a) 

q•.ie como ~e est•.Jd10 ant_er1orment.e. puede- ser eser i t.a:-como 

L~ qK d~E (2.27b) 
dt.K 

o 
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E:-:3.m.inar este modele en e.o diciones de esfuerzos y 
deformaciones oscilaloria:=.. es algo que se pi.Jede hacer de dos 
maneras. 

La pr,imera. -Consis'+_e <?n aplicar un esfuerzo per.iódic·o 
e = oC señWt. '.sobre 1.Jn especimen a -t.en~1on. E:st:e 'responder3. con ~.una 
deformación_:oscil'at.oria. 1 

La--: segu,:,d;,.,::- es ___ someter. al e-spécimen a _una def"or·mación 
osc1lat.oria ·forzad.a ·y registr.3.r el esfuerzo necesario para 
produ_ci ,r., c::u.: cha\' d_~r·~r rTI.i~i o.n.: 1 

M1e~t..ra.s'.::~··~u~-":;,~((·-~:; .. ¡,~e!"'_-· e:-:a.men puede ser v1st.o como algo 
natur-al· •. 0.ei-::.~e~Únd~~ P~~s-~n,_a· l.:i. vent.aJa de no 1n•-reiducir signos 
negat.1· ... os. j 

Al po.ñe~>-.en.'~ pr·áct1-~-a la pr1kera prueba, se 3.plica un 
esfuerzo·de--.1a·,fÓr:ma: -' '" l 

.. ..::- = a:. sen t. C 2. 88) 

'/,;e obtiene cerno r~ecpuest.>., o.ma def+maciejn 

(2. 29) E Eoe'f 
de aplicar la. fórm:l: :oee'~~l:r.,: Clcao:j::ac.io:.,,:2~:~) se obt.i;:~30) 

En esta ecuac1on, las pa.r•.es r 
1

al e _•nag1nar-1a repre:.ent_an 

~~=c•.Jedne::º:.ma~l.on::i • ~~~~~~T; º~.l! :~e ~¿: ce:;~~~ ~l !~~~~ º;::1 es ~e pK 1; 
qK . La par•.e real de la def'ormación ~ , corresponde al result.ado de aplicar la parle r-eal del esfuerzÓ. o. :.' la part_e ima.ginar-ia 
de e, s~rá la r.espuest.a del materia~ ante- l.a aplicación de la 

~~~~~ t án~:~~~~:r 1 a 1 ade sol~~ i en~ a eh:s p~~~~:~~s :: t. re~~~~=~~: 
relacionad•.:>s. 

Al !nt.roducir C2.30) en (2.27a) s~ t:~~e: 

que, mediant.e la formula de Euler • p·..ted-: ~er- ·:scr-i t_o como: 

oc (ces 1_ ~ csen •.,¡t.J 
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Al llevar a C2.31) a 1la forma de C2.27b) riesul+.a: 

Por tan~o. C2.27b) q~eda como: 

¡..: i..• .. •l e 1.w) eoe 

2-qK CLW)"eoe1.vl 

o 

Luego, la magn1t.ud d ~ l'.:JS esf1Jc-r=c~ ·se --puéde 95::Cr'..ibir' conio: 

(2. 32) 

La ecuación (2.32) en. fun:::1ón de <2.1:-), t.3.inb1en se puede 
expresar de la manera sigu~ente: 

C2. 33) 

• 1 
donde :D 'l .Q. --son les pcl1ncm1-::-~ que re~·.::l•_.i~ de 3.plic.:ir la 
transfcrm;da dá- Laplkce. 

Eviden~ement_.,,¡ C'> resu!'.a ,;er ul".a c~nu¿Úd ="mpleJa, por lo 
que puede ser eScr i to de 1 ~ f':JI"' rn.:i.: 

(2.34) 

"./ por •::2. ~!) 

(c;:,s wt.. ..... 1.sen wt) 
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!)e ::!e3ai~r·olla.r la. e:<pres!ón an'-erior y agrupa.: ,..errru.no::.se 
llega a: 

L.l. ~=·~p:e:=;::::-;. <2. 25) m1..ie.;;t_ra 13.~ :::-=impcnent.es real e 
i.m:tg!r.::i.r·!.J. del ~::::.:'•.1-:r=·~. ::;eparada.ment_e. La part.e real det 
ez!'•Jer=o ccri·-:o::;:-•:-r:·.::e .::i. !. ::.. r--::os;:::•..:est.a d..:-1 espet::.:.mer1 ant.e la. 
:::cmpcr.ent.e real de !a de:·or:-::.3..c1cn fcr=ada y la p.art.e imag!nar1a 
·.:!el ez: .. Jer=o ez !a :-ez¡::wez·.~ a:-:.t.e .!.a par ... -: imag1nar1::i. de est.a. 

En ~mbc:: :::~::;~=·~. l~:: e$!.'Jer==s s=n r..rna ccr::binaci-::r. de laz 
•..:--'!.~1!.a-::1-:::r;~!: del • . .:.r;o sene :: ·..:~zf:!'n·.::. es dec!r. ·e:--::1s•.e un •.:amb10 
de f 3.:r.e, del cual ze habló -:can 1 a. secc1 On ant.er ior. en t. re el 
~z.:"•Je:-=o y !a. defor·m.:ic1•..:-n, pcr le •.:p.Je •.:ada uno alcan::a su valor 
p1co en !ns~ante~ d!!erer.tez. 

!...a :-ela.c.:.~n <;!"':tr-: -=::::::f 1...:.;or=-=:-z :; ::!e:·~rmac1cnes pr.Jede ser 
''!.::•.:1!.!.:.=.:,.d.3. er. 1.:n '::!!a·;ra.:n..3 •rec.tor!.a!. come .;ol q•..!'e aparece en l.;i. 
F.:.·;: . .:::. 9 

E~+.<:> ·.:!!~;.::--.:-.::1:... :.::::-;:::.:z·.~ -:-:-: ·.:!-.:·= ¡:·.:~r·~=- .:ti: .¿,.J--:..-z :·r•.·:g•.::na..l·.:z 
~::'..!) ·· (:¡-,1:. L.:-:: :: ·.;;-:::: ·~?:.!-' !·~~r::..:-.:-. '.!r: -::..-·.~::\.::.. c~::.:r-::!e:-..a·.:!•.;, en el 
=·.;.3.! .;:.:;. :;:--11.!'1·.:a.1-.. ::::. ;:·•..Jr;·.o:::. ·~::·1.-::·2:) :1 ·:~:., 1)), :/le~ vec•.cr·ez 
:-e:!.'..!~t.?.nt-~z ,.::· :; •.=::, q 1_:9 t.1-c?r·.-an e-::.:i!:. ::ccr-·z.•.:.-:-.:<Ll::o c·..:imc ccmpcn-:r.tez. 
5:~·.:::; ·.·e-::+_c:-e3 son l ! ~madoz '.·-?:::.:-.·:-o:~ :!..;.. -:.:.'"!: • .: • : \.:d de 1 :iz -::.· ::!.n•.1 d.;a.des 
~s~!latcr1as ~ y e. 

L~·~ <:Je~ 1~r.i) i;.:.r-an -a:-.. z.ent.idc !"'>or-1:-.:.•.:: ceir. •.Jna.. ·.•el·~cidad 
ing•Jlar-. 1 ..... C•..ia:-:.d";, ::.~ prcyect_an -:·::E sc~re el - .. - :-- para •.Jn 
... :..-::o•;-:po •- = • •• z.e ha!.lan !.~s o::.ompcne:-..•_e~ ·:e-::·.cr1::i.l~s.: 

·.:::¡ 1..1e z•.;,:"l las com¡::-cr1.en•.es re.:ü..:-= ·"::€> l·.::z: t.-=-:--m.:. :--;.~!::; de ! .::i. ·.:!.ero.E!'ch.a d-=.· 
r~z. ? 1:

1
) J' ·.1e (:2. 35). S!.rr.i!...;ir!nen•.-=-. t.:i.!: ~r-r:?::e~~'..-:!!"l'?~ d~ ~ :: E ~obr~ 

~! ~)e ! ~c:--r·<?:::~':'t"'.-:!•?!"'. ~ !.a.E: ::c::-i;:-···:·:e:-:·.!:!':: !~;..:;.:.:--.ar :..a::: 'jo;..!. e:::.fuer=:-: 
:.· de l.;, ·::ef :::i:- m~·.:i•.::i:-J.. E.!. .:i.r.·.;•.!l. -::· ·;.· •.=--n·. :--e ..:. e=. ·:~~·-·~re;; •.:!.;.- .=.mpl l t• .. :..:.! 
:-- .;pr<?z.•::n-:• .• :t el .:tn':J•Jl ·~ de :· .:.i.-ze ..;.:-:.·.re l ..:i.z; ~E:.::.:. l ~c:-:.•r.•.?Z. ~$t.e p•..:edo: 
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F'\.g, 2. P Represei:1L:ie;1.::5·~ ·.1eet."or"¡.:a.t ._--:ci:npl&j_~ d~. una. v\.bra.c1.ón 

hallar~e fácil.mente mediante '.:e"l 'pr.o~-ed1~i~n·;:·~· ~:a'guient.e: 

De la F1g. ·2. 9 .·Se ·.t.iene que: 
. ·.· 

e;.=: E?s.en- wt-· 

por ~r1gonomet.r1a: 

. ':· 

por t.anto, el -~sfuerzo'· qu'eda. .. ~cmo: 

ó bien; 

De la F1g. 2.9 se ob~1ene: 

2 "2 2 
~z = A cos •p ,y. 

e: 012 • 022 ) (1/Z) 
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De a.qui qr.Je: 

•p angt.an (0'2/0'J..) (2. 36) 

? ar a. 1Jn t. i empo t =') ~ 'P = O. es decir • 1 os des par es de 
ejes ortogonales ,CR.!) y (!", i) c~inciden, y ·wl = O . Ese es el 
cas-:> de '.Jn mat_erial perfect.amente elástico. Para cualquier ·et.ro 
instant_e t.=l, los •1ectores de amplitud se descomponen en t.e!rminos 
reales y termines lmag1narios. 

Al rotar los ejes (!",l), llegan a co1nc1Cir, primero con el 
•/ector ~. y para un '.lempo t = vv·w, coinciden can el vect.or E, de 
e=:ta manera, ::- alc3.n=a sus ma:·:imos casi al mismo tiempo en que e 
:i..lcan=a los s1..1yos. 

Has t. a ahora, todo el desarrollo previo ha supuesto una 
de:"arm~c!ón -:e real. es dec1r, -::¡ue c>::lmo se mues·'-ra en la Fig. 2. 9 
..: cc.ln•.:.!de cc.•r: el eje.~ del S!Stema. cocrdenado flJO. Si se 
!"et.aran les •.•ect.cres de ampl.!.t.ud un án-;•..1lc, :l se mant..iene f'ijo 
en""~re elles el ángulo de fase, 'I'• los resultados no deberían 
dife:--1r mucho de los obtenidos. En ot.ra.s palabras, t..ant.o los 
e~fuer=os , como las de~crma.c1cnes deberian alcanzar sus puntos 
:na:·:!mos y su~ -::ru~e= por cero para un t..!.empo. antes ó después. 
pero sin que ocurra lln cambio en las rel:::.·.:!ones ent.r;.:e ellos9 o 
sea. el defasam1ent.o será el mi~mo ::iado <:-:""". la ecuación C2. 36) ~ 
hecho -::;ue le da generalidad a los resul t.ad·:::. 

Si se hace uso de esta pcs1b1l1dad d~ generalización de las 
ecuac1 enes prev1 amen t. e obten1 das, <:;o se c~ns.!. dera.rá compl e Ja y 
pcdra e:·:presarse como: 

-=:.. e1 .... ieo 

:::1n q 1....1e (2. 32) y (2. 33) se ·.·ean .a!e-::~a·.:!as pcr ello. 

De lo ant.erl•-'r se ·.:!ed1....1-::e -:;ueo !~ e~·....1ac!cn d!ferenc1al 
o;:cn;;;t l tut.1 va del modelo •:lscoel ast.1co 9ene!"" l -=="=' (2. 27) es una 
relación lineal. por t.anto. ne• debe sor-prender el hecho de que 
(2. 32) y (2. :?3) tamb1en lo sean~ lo que perm.!.'-e escr1b1r: 

-e:o ::: GCw)co (2. 37) 

Per::: al afirmar que eo es una car.t1dad comp.!.eJa. se acepta que: 

ee = EJ. + t.E2 C2. 38) 
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Al int.roducir C2. 38) en C2.°32) se llega a: 

C'O =(El .- 1.EZ) ~~:; 

é bien, 

De (2.37) se tiene que: 

C-Cw) 
.. :P( l. 1.¡) 

QC t.W) 

C2. 39) 

Por t.ant.o, C~w) debe t.ener • .• ma part~e real y una part.e imaginaria. 
es decir, que podra expresarse como: 

G(•,¡) C2. 40) 

a este f.act.or se !e ccn-:::ice c::nr.~ d~/-:.•r-!'!'..ab~ t tda.d -:.:;,m.pte;a. y 
depende de la f'recu<:?!n•.=ia, w, pero:: resulta ser !ndependient.e de la 
ampl.!tud de los ~·~: uer=o~. de las deformaciones y del t_!empo. 
E:st.e hecho. conduc.zo .l acept.ar que el •.erm!~-;:: C-Cw) es propio para 
cada material :/ p·.:ede representars':! ::cm::· 1.ma 1~uncion de la 
fr ecuenc! a. 

Al expresar la. ecuac1én r:2. 37) en ;.. :-s t.erminos reales e 
imag1n.ar1os de cada •.Jno de $'..:s m1embros se ::.3.lla lo ::.1guient.e: 

(El ""'"" \E2) = ( '31 + \'32) ( 0"1 - \0'2) 

De realizar el producto se obtiene: 

Et + i.ez = Gt0'1. + \G10'2 • 1.G20'1 - G20'2 

Al agrupar term1 nos i-esul_t.a: _ 

· -::1 .=, '3101 - '.?2oz 

e 2. 41' 
ez '31:.. .. 2 • G2c-1 

La solució!"' de ~2·."·.,41·;·· par.a 01 .Y· .-:-2 es: 

·c,::"1
2

-'- G22)~1 : G1-.:=:1 • Gzez 

--¿,~:2:-·~,~2-~;-~ ~- ;t~Z--~ Gze 
C2.A2) 

Los p.a.res: de '!E!'Cuac!or.es (2. 4.l) y C2. 4.3). muestran las 
relaci·.:me:.s en•.re · e:;,f1.Jer=os :{· defc:--mac!cnes. 

Supón"gase· ahora. q~e el mat.er1al se somet.e a un esfuer=o 
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real O'o as. unilaric. es decir, et. y 0-2 O, De la 
ecuación (2. 41) se obt.iene q•.Je .;1 = G1. y -52 =· '32. De las part.es 
reales de (2. 30) y_ (2. 31) se. observa que '.Jna un1d2d de es:fuer=o 
·.:tsc1lat.or10 -:r =ces ,,..t_ , prcdu·.:e •.Jna def'ormao::i6n ig•.J.:t.l .a: 

( 2. 43) 

Si ahora el .'_mater13.l_ se· -::omete a f.Jn e~f·.Jer·=o c 1.Jya part.e 
real sea nul·a ·y, la Par"-.e·· 1mag1'nar:ia- c-2 = -1, de (2. 41) se llega a 
que 0:1 = Gz y .e:2- =.-- -~1. .De,·. las: partes imaginarias de (2. 3(1) y 
(2.·31) se ob'serv3.. que yna ·un1-,:fa.d· imaginaria de esfuerzo perl.ódico 
e = sen wt_ ,: produce· una deformación lgual a: 

C2. 44) 
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1 CAPÍTULO III 

DISJPACllt DE ENERGÍA Y AMORTIGUAMIENTO 

3. 1 Introd.uccián 1 

El fenomeno central de l 3. t eor la de vi br aci enes es ! a 
.~scilaci~n -::1cli·.:"'1. 1 El hecho mas !.mpcrt.a.nt.e de las cso::::1lac1-::nes 
d!.nam1ca.s e~ !a. tra~sf".:.•rmac1c-n de la. energl.a. pot_.,,;,.nc1al en energia 
cine•.!.ca. y '/'1cever·:;;,4 • ~· ze ha ::.:--:.tenL3.do repr-::-d1.Jc1rlo ~on modelos 
que invol•..1cran el-=-m4r1t.-:·~ el~s~ . .:.cos e .lnérc1ales. Por ejemplo; las 
!"recuencias y l·:is 1, rn~ctc.s :"la•.•.Jrale·s de v1br.ac1on de sistemas 
vibratorios. as.:. ccmo grupos y fases de .las velocidades en 
:::.:..st.emas d..:! pr::-pa9~:::.or: de ondas ha.n sido obt.en!.dos mediant.e 
algunos modelos. ! 

Algunos aspee t. os ~ec•.Jndar 1 t:.'S de l .a. osci l ac1 on d1 nám1 ca 
pueden ser e:-:pl 1 c~dos med1 ant.e mecan1 smos •.:!e medición del 
amorliguam1ent.o. Pot- ejemplo; un mecani.:.mo capa= de remover 
energia. de ur. siz'~ema cs~1la,_or:..·.:-. El amcrtiguamienlo es el 
responsable del dec211m1ento event.•.Jal de las v1brac1ones libres:;, y 
explica el hecho del qr.Je l~ respue~t.a de 1.Jn sistema oscilatorio 
e>:citado en condici-::.·res de resor:a.nc1a no cre=ca. :..ndefinidament.e. 

1 

3.2 Naturaleza del Afnortiguamiento 

' El amorL1guam1ento. 
di e:. paci On de energ1a -:ie 

bas.:.camente 
ur: ;:.:..st.ema 

-:e define. •.:amo 
·.·:~ral~r10, (Ref.6). 

la 
La 

energ1a perdida se t.r3nSml.'-e dezde el :;1s·.-··ma, por mecanismos de 
r-adiacicn é se d.:.~.:.pa er-. el r:usmc. La ma:.-·.:-r13. de las mediciones 
de amorl1guam1ento ::e real.:.::!.a:-: t•..;i,.Jo cond1•.::l""::nes de o:::s..::1lac1on 
c1cl1ca. C::-m1.Jnmenle se obser·.·a •.Jn ·.:ieca1m:..entc de la v1brac1ón 
libre o se mide er: cond1c1or1es -:te "'lbr .:i.c1c!". fcr-::.ad.::i. en la 
·.-ec1ndad de la re::.onanc1a. E:-:. .lmbc~ ca~-::s.. •.?l tot.al de la 
ener31.J., "'/, d1s1pada. er. un c.:.clc puede zer 1nfer1da, pero 
rarament.e l.az m~d!.c1or.e~ l!.or:og.?.n .a ~-:-:-- ¡:ro.?·:"!.::: • ..,,.. c-::imo par-.:i c!::t.enei­
la ·:o;>lcc.:.d.:i.d ::!e d1s.1pd.-::..:.-::-:-:. d.z -:-r.'5':-;:~ p·.:-r ·::-:!:: . .=:!. la c:::::;c.:.lac1~n 
d-e- •.Jn ~1s•.ema .~n •...:n m-.:-d'::: ~.:.n;•..:.l..:-t:- =::..en de: 1;.1cei.•.1ene 1.Jna 
amp!1t_1.Jd e ... ' y • ... m~ !":-e:.;~:e:--;:::.:2 r>...:"":-' la 8:"' . ..,,,.r·.;ii:t. per-~:ü·.:!a pc•r 
c:.iclo:::, gener.a.lmen+_e 'l'.3.:""l.:i. ,.:.·.:-r~ (~·.::..' :: ·~·.('.-, i;i-z: ·.::-:.>-:.!.r, 

IJna medida con·-'en.:.ente de.!.. ar:1ort.1gtJa.m!.en•.o :::e ·.::b!..1ene al 
comparar la energ1a ;:::e:-d:.·.:!a !=-":::- c.1·.::.!.·.::, cor: el •/a!cr ma:-:i.mo de 
energ1a ¡::ot.er.-::1al alrnacena.::::i:t en el .=;.:.~•.ema d 1.Jr.a.n•_e e!.. ciclo.V. =:t 
f 1-::•_or d-:- perd1 da. '.'l ér!-=- da-::·.:- r-cr: 

.. 
r) = 2:\/ 
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S'i la energia pudiera ser dis!pada a una velocidad .'.Jnifcrme 
durante un ciclo de movimiento armoni..:o simple. entonces. W/C2n) 
podria ser interpretado como la energ1a perdida por radián y n 
deber!.a_ser. simplemente, la energ1a perdida por radián entre la 
energ1a potencial disponible. 

En la ma'1or-!a de los S!.stemas dinámicos de interes. desde 
'?l punt_o de v1~+_a de ·.rlbr3..:i-::ones. el amort1guamient.o resulta ser 
peq•.Jefic. Los •ta.lcres de fac,_cr dE> po2;d1d.3 que se encuentran en 
les intervalos comunes, van desde n = lE-06 hasta r, = ZE-01, sin 
embargo, se enc'..lentran •,•alares grar-.des •.:!e r, en mecanismos de 
inztrumentcs., tr.ar.~ductcres. './ ;:.us¡::ensi·~nes de vehi•.:: 1 • ..!los. En 
gener.3.l, el fai;:+_c!' de perdida, -r; ,depende de la amplitud y de la 
frecue:"1cla de l.a -~sc!l3.•.::1cr-.. ~k; obstante, s1 el sistema ~s 

::cmple'-!tmente l!ne~l, enton..:e-:;:;. llJ y V seran proporcionales. a (~) 

y el factor de pérdida , (J, sera !ndependien•.e de la amplitud. 
Para mec.3.n.:.:.mo;: de .amort-iguamient.-::: lineal, el fact_cr de pérdida. 
gen~ralmente, es ~1gn1f!.cat1v.amo;or.t_.;o dependiente de la frecuencia, 
(Ref. 6). Estas !.deas pueden s:•:-r !lustradas :ü t.omar una barra 
de alum.tnio, suspend!da ¡:::cr c:'..lerdas, como se muestra en la 
Fig. 3. 1. 

FLg, 3. 1 Do.rro. ·:!é :tl•.JrnLr.LC ~·.:>rn&lLdO. O. 

·.·~l:.n1-:L:5r. 

1Jna ve= que la barra es gclpeada, est_a genera un son!do, 
con t...!na frecuencia na•_•.Jral de ··!bra.-::.:.'.':n ·:!e .!..31) hz. el •.::ual 
permanece perceptible durante ·.·ar!.-::s ;:::e·; 1_1r.•.:!-=:z. A esa :":--ecuenc1a 
se encuentra un c.oef1c1ent_e -~-;o ¡:.;;•..::.•.::a n = !. . 'SE-1:13, 

Hay ,,..?-:""los mecan1smc~ q•Je -=~ntr:.buyen .al •.o'.al de energ1a 
perdida por ciclo. El he-::h-.:: ·.:!e- q·..:~ e!<!S..,_a :;:~~!do, pone o;.on 
ev1denc1a la rad1ac::1on de energ1.3. a p~rt-!r· d~ la barra. Habra 
ademas. radia.c1or. de energ!.a de las C'..!'.?rda::::: q 1..Je -;:opor·-an la barra 
en los: p•.Jnto~ nodales, :.· e:~!s.•_1r·~ :j1s1pac!·.:.·11 de e!"lergia del 
.J.! 1.Jm1n!•,:,. Asi, p 1.!edo.? verse, q•_ie ""?n •.Jn sistema ~1mple como éste 
res•Jl'~ª d!:'1-::1l cuan+.1f1c~r el arr.crt!guam1en,._o. 

So;o pueden h.J...:er est l mac1 cr:.es toscas acerca de las 
cantidades de a.mor'-!guam1en'-.o produc!das por la d!sipación 
interna de energ1a y por rad1ac1cr. acústica. Una gran cantidad de 
mecani~mcs. lineales y no-lineales, de amortiguam!ent.c interno en 
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me~ales ya ha sido definida. (P.efs. 7 , 9 ) . Para el aluminio a 
flexión, a t.emperat.ura constante de laboratcr.io, la mayor 
contribuCi.ón la realiza el flujo t.ransversal de calor. que se 
desprende las fibras a compresión hacia las f1br'as a menor 
t.emperat.ura que se er.cuen•.rar. a t.ensión. Este es ·un mecanismo 
lineal de relajación que depende de la t.emperat.1:1ra. T, el 
coe.ficient.e de expans1on '.ermica,a, la conduct.ividad,K y el 
..::alor especifico, Cu, de la viga, asi. como de su espesor', h, su 
módulo, E y la frecuencia ,f, de oscilación.· Conocida ·la 
frecuencia de relajación, .t'o, el fact.or de pérdida para la 
·:ibración , en el modo fundamental, puede- ser caiculadO, como lo 
muestra la Fig. 3.2. 

.. · . 
.,.·~,·~ e· 

"'• 
Ft.g. 3. 2 F" .:i.:tor dOi p.¡;r-d'.da. ar. f-...:ncLór. :!.;. lo. fr..,cuenc1,.Q. 

!R&f. en. 

Un gran numero de .:.nvestigad~·;~s han medido el 
amort!guamient.o debido a la. acción C~! a1re en vi.gas en 
canti!iver. Para grandes amplitudc~ de fl~xión, el 
amortiguamiento debido al a.1:--e no es 11neal, el factor de pérdida 
se 1ncrement.a t.oscament.e en proporctón a la amp!it.ud. Para 
pequertas amplitudes, el f::tctor de pe!rd1da debido al 
amort_iguamient.o por la acción del aire parece aproximarse al 
l i mi t.e en el cual se hace independiente de la amplitud, como se 
muestra la Fig. 3. 3. 

La viga de la F1g. ?.1 puede •..:•.1.!.i=~¡soe para il 1.Jst.rar esta 
afirmación. El amort1guam1en~o por rad1ac1on puede ser 
sust.anc:1 al mente incrementado sl la:: ·.::•.Jerd.:i.s ::p_ie SUJ et.an a 1 a viga 
f 1.Jeran fijadas a una mesa. La en'=?rg!.a de ·.·ibr3.·.:.:.on, !a cual al 
principio se localiza en el e!o;omer:t.~, e~ 1.:-a~:;m1T.1da rápidament.e 
a '.oda:::: las part.es de c:anJ'.Ji'.t.-:-. Es•.a <?:;e:-g~a <?S •.;anfer1da en el 
s!$tema viga-mesa y c:·.:-r:•.a.t-!l1=a.-:!~ c.:::mc per-d!.-.:!a de energ!.a de la 
viga, considerada come <?le:-::e;:.•_c ..:i..:.zl.::i.dc. El a.mor•_1g1..:a.mient.o 
1nt.ern•,:, ::!~ !.a v.:.ga, puede zer lnc:--emen·_a.dc ;::--:::-r '.Jn cambio en el 
!!'l.1 1.er!.~l que la for:-::a. Por e~e"::pl·~; ~! E>n !·..:-;ar d'9l alum1n10 se 
c:::i!oc.ara aco;ro, :::i par-.;). a•.Jm'2.>r.•.ar o,:•l a:rior'.!.';?'..:.:..rr.1'2.>n•.c se ut.1lJ.zara 
·..:n m.a. 1.e:-1al ·:1sc~elas,•_1,.::c -.::·.)mo ·:!.:..r:¡:.·a.d•.:r- •.:ie 'i>!"'v:org1a del ~!st..ema. 

Por ejemple~ el amor•.1-;•..:.:im1ento pcr radi.a:::10n y por 
•.:ilS!.pac1c·r1. interna p 1.Jede espe:-arse q•.Je sear. dependientes ·de la 
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rrecuencia. Si la radiación es "lineal ·.:~rl. respect.o al s!st.ema 
e:cterno. el_ fa.ct..c:ir d'9' p~rdida .ser3. 3.f'ect.ad::' por l~ f'rec 1.lencia- de 
11 respuest.a del· sist.ema -~:-:·.e.rno. Si la .d!~i¡::i;acion 1nter:na se 
debe .a i..in mecan1·$mO ·de ·r·~l.l.JaC!on _lineal. ha.br.i '..Jn pr-:::ni.Jnciaao 
increment~o en -=-.!..· factor de per;d1da. C'.l.3.r:.do· ·1a fr€-cüenc1a de 
osc1lac1on. se apro:-:ime ª. -1_.a frecuencia de relajac1on.· 

6110 .. 

e 

F"1.9. 3. 3 f'·:i.c.lor·· :tw p,.;r_~1.,;l~ ¡:.o.ro. ·:i.i:ry~rlt9•...;.;":",i...,nl.:. ¡:.or 
•:l. baja. -=i.mFL1.+.. 1..1..:l, ¡: ... :ir.:i. un me..-:!.:., ! -r.dam,¡..n+...:i.L dé 
.,,.1.br.:i.cd·r, d,;. -Úr.·:i. v1.·;.:i. ::ir,lt.lt.vE-r,:R ... f. 61. 

_____ /-< 

f"1..;. S. 4 F"aclor de ¡::Q:ri:!Lda ;:: ::.ro. Lo• pnm&rc.~ ·.:1.nco medos 
d.;, v1.~r~.:.1..::.r, l1.~r& .,:!,~ ·L..:: ·~•Lg.:a. A> .a1,.r, ::itr.;r+..:.¿¡:w.:i. 
·:!or. e1c:ir1 d~•\p.;tdor •n;:o•laslt.•.:eo,{R.;,t. 6), 

40 



3.3 Modelos Matem.3ticos de Amortiguamiento 

El , prototipo para V!.bracit?nes no-amortiguadas . de una 
sistema masa-r:esorte. se muest.ra. en la .F:"ig .. 3.5a. .. La vibración 
libr·e de 'es•.e oscilador es" ··..J~. ~~yi_mien~o·. __ ar.m,Cinico ·simple .• Con 
'..Jna f're:::uenci a: 

CuandO -la ·.·fuer=3 ~:~·~:-:c!.t~ido~·.i ;~'.~ e~l~:~l·~~·e~ ccimo .una fuer::a 
senoi da!·, de frec•.ien:::i a • ·~~·· hay '\!na'.· sofuciOn",·~para- el" mOvi ml en to, 
ie:l cual tiene la. m1sma frecuencia···.'·~/, ·y Üria· :'atnpl!t.ud finita 
siempre que .w ..: Wn . 

I~~~ 
tbi M.:-_delo .:on a.rnor'Li.gua.dor 

.,,1,.se-:.~o Lde.:il 

F'ig. 9. ~·Modelos 1..d6'ale-s ~& ::rseLladore:a S\.mples wr,· vLbr-:iei.ón li.bre 

La constan•.e C es _llamaaa_ .. par~met:-: -=:'.-sol C..'T'.OlL8"t.tador. La 
vibración -1-1bre -proporc!.·~ria un·a :.-_Oscilac!.~··r: amortiguada y ·existe 
una respueSt.a···de ampl1tud fin1ta:~_est.-?-blec:.::.a par3 •.Jna. excitación 
senoi dal dada. 

Al e:.:a~i ná:r~ ·r_i:iás ', ·· d_et.all adz:.m<?::-lt.e •Jr. amor_t!. guador 1 i neal 
!.deal, ,~up6.ngase· ,.qu:=:·,_se_.,e.st.af::ilec_e: '..IJ'."I mov!..m!e!"to_.,a.rmon1co. simple 
X ~ a. cOs Wt.._"i::omo muest.-ra:.:1a· Fi9: ?:sb. ·-La energia , w. disipada 
en 1.ir) ciclC!.·eSi 

C3. 2) 

mient.ra."s (:¡ 1.Je la energl".a · pct_enc!.a_! ma:~ima. acum•.:l.::i.<;ia en el resort.e 
durant.e el c"iclo 'es·:·; 

- El, factor.- de-_.,-per2l-d.i. para--er -amOr-\·ig1.i_.ictor !.deal del sist_ema 
de la F'ig. '3;5~ resulta ser: 

7' =- - ~ e 1 w: J ""~~ e 3. 4) 

Se puede notar ·-que el valer- .ab:;olut.o de w, en C3. 2) y C3. 4) 
se u•.ili=a .'para que XCt.) a.si como la energ!.a perdida por ciclo, 
no se vean, af'ect.adas por los camb1os de signo de w. De est.a 
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ma~,era. se consideran a W y T) como funciones de w , siempre 
reales y posi:t.ivas. 

En muchos ;.casos -·en los cuales el amor.t.iguamient.o es 
pequef"io, és~e:.:solo s~·:a'..Pr:-e~i~<:.durant.e. la .reson.ancia ó. cerca de 
ésta. EsOs 'efeCt.os> pueden:· se"r' d.escri t.6s' en lér'minos del factor de 
perdida • en· la .reso.rl~nc,~a·<::co~o: 

C3.5) 

-. - - ... 
De est.a maner:a,- la·, vfbr~~i·Ó·~ libre· del sist.'erna de la· Fig. 

3. 5b • t.iene la· forma:· 

XCt.) .- =- ao (3; 6) 

donde: · · · - .,, · ' ;·. -
·~ld._:::::w~C-1.'~:_·~-~·n~;~) :~·~·;~-·~¡~a~~··:y~.:í:a ·~~~~·-~~ rpo;' ·~~P;nd~n de las 

condiCioñeS· inié:i:iles·.·.·.-d_er, · P~-~~_1em~; · -- .•·· 

Nót.~se q~e ~~~-~-· ~~i:~~i··ci~d;;?d~~~---~e~·~j_:~-~nL~ ::d~1-: _am~~t.i gua-~ en~o 
depende de_ ,'T)n~ -,. ~l~}::iecre1nento~ lo'6"~L r.·?Tl-~.cO_'.'.·Yiene ,~ado pOr :- .· · 

:·:·.:_. 

ó;· = Lag -·J~xct:·)-.'.-~ nT)·~::.~·dn~' 
XC+.. +. 2rr/Wd -) .... "(1".~n~ ...... 4.)~~~_'."'.Z> 

cuando l.a ru~rza fxc;ta~or~ de~· modelo ~e la FiJ. 3;5b se 
eslabiliza~·.colno,._una:,'~üerZ.~·~~~-e.r:i~(d.3.1 ;:;_de;.la .. ~_or:~ ·.t/f=Fo. se~' wt.;~ la 
respuest.a esper_ad.~ será,-:.: X7Xo .. -s"':~ .c,wt.· ,~

1

~lp)'¡ .. d.onde:la;-.a~pli~ud de 
la respuest.a '.• _:,xo; depende·:de ~la'- rrecuenci'3. ·-·, w,:/y del.: f'act.or. de 
pérdida .. dul'.'"·anle la r,e-son~ncfa,:' -. C_Omo:lo ... indic~ -:-13::fig·::. 3:6. 

Fig. 9. d Frocuenc\.o. d~·:' re~Pu~~[~ eat.a.blec\.da. pa.ra. 

o&ci.lo.dor iai.mple~ de:' un ,gra.d~ de. Li.b•rto.d 
o.mort.i.guo.dor ldea.t. ' l\.nea.l.<R•f, · CS'I 
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Nótese que para amortiguamientos .pequef"íos. la amplitud ~e 
la respuesta __ e_s _ .. ~u~~an~ialme~t.e.· · independiente del 
amorliguami~nt.o, ~xceplO '_en·.::la :veci~dad ?e ~-·~· .. wr\, d_onr;te· _ést.a. 
depende de mane~~:.:c_r~t.ica·· de .. nn. ·~.-pue~!=l'. ~:~~onc~s - ~~!'er_i~: de l_a 
F'ig .. 3: 6 ·_ •. que· ,ra.:.::~e~~i.dad ··e~.~ect.rar ·:_de-~: ia·· r·e~pu_est.;a. ~aj O . la 
accióñ. de.'.·. ~~a,:_,!'u.e_r~a:. ·e.~?it·a~Ora·:: a~eatof-ia\:e:s_t;ac~·or:a.ri'_á! ·.· de:pende 
de ma·nera impor"t.ant.e:· del·· f'aclor -~e.~·pé,.:di'da: de· res_onanci·a. ·., nn. 

En la>. ~-~~~¡'.:~~·· . ~~-~:.a¿.~: . ~~·- ~·; s·u~-~ ·;_¡:~·;'. .~--~u~ ·. {~· -· --.~-Y6r i_··~. : "de . - los 

mecani sm~s .·~e: ~i:n6r.t.~_g·u_am1 ~~:Lo_· l i_l_".iea;1 p"r_es€'.nt·~n, d~per:d~i'tci a· con .. la 
fr~c:ue_nc"i a.:-· Er:i_.:~u~hos,..:.,c~sOs-._'. :~~n · ~~~-~~g_o_;-:;:1_a:~~eperi~~n~'1a .. ':~e~·.1:os 
factores~ re~les '..de:.: p·~.r_c;ii~~a:,~-.c~n. ést.a:;::-9ua~dan·.: Póca·:'.re1·a:_c~ón'.-.con. la 
ecuación·· C3. '4) ;\ para::<Urí"'.amort:.:iQuad~~:.- ideal".~:·-:;·'··~-,, .;' · ., ;•: .. ' · ·· 

real . N;ue~~sL~~;~·,•.•~~~ii:a~~~.f~~~-H~'ft¿ftr~t~~i~~~'.am~:t~~~~:ien~~ 
amort.i gua~_or: .-.e~ui.val en~é~) .. ~Sto. se. ·i 'n~ic'a:-~-,en-.-.la'~ .. FrQ .. ·-.' 3; 7~- - donde la 
dependenc~a· "cOn la- ~-re·c~e'n.ci~·;dei ::,-~a'?~or,-':·d~ "P~r:d_ida·.'.-.rea1:··~-. en· un 
oscilador" 'simple de'--'ui:-i ~-gr~do_.: de l.ib~r~-ád;-./es·_cc:::imparado:.con un 
amortiguador i:d~éil_~ ' · · ' '''· · · -

Fi.g. 9.? Dependémci.a.~ del'·· factor-,' do'.'."pó¡.:dida.-od••; ~n~ oaci.la.dor 
roa.l ·.Y, :do . uÍ-. .'·a.~ori.t9ua.cÍo~·'.; idC._~l (con':: fa.~· rrocuonci.a., 
c_Ro·r: dl.~ · · ;<·,·.-- · _,-' · --~;;- .. · · · · ·· · ---'·-

Si el a~~r~·¡·~~~'d6·~:;_~~·:-~~~i_-~¿~·1·:~'~a· d~---· t.al ·manera que su 
factor de. p'é~di~a_, c_oinc~·da,:·c"on::e~ r:eal· ·e:~ :_l-a · !'r~cuencia riatural 
del osc::il3.do!'"• _·:'?:e~ .- .. ~··~/c_ompor __ t.amiento del. m~del6. ·-_estará 
sur1c1entemer:it.~-.: apeQado _;_ai'}:_del:_ s~st.ema f..ea1 •. para. la mayOi:-ia· .de 
los prOpós~~-º~):,rác~_i.~Os~'·-:_p_ar:_a -1'.'l mayor parte de ·1as:_f'r-~c~enc_~as~ 
el mo~t;l~_ -~e.n_dfá_-_-,_úr;_~:_er_~C?r·-.::eri_::-el. ·:.valor_ __ ~el __ amo~t_i'gua_~nferit.O. pero 
el 0f'ecto .. so~r:e-:1~·:_resp_u~s-t.a _dinámica no tendrá. mayor:- impor:t.anci'a 
si e:l amor:t.iguamient._o, es pequef'io. · , · 

,· ... '.. ".-.. ,' ' ' 

La V~'10cida'd de decaimient.o de la vibraci"ó~<:1ib~e y l~s 
curvas de. frecuencia de respuest.a CFig. · 3.6) ·para· 'el 
amort.iguamient.o real se podrán estimar satisract.oriament.e. 
mediante 'el amortiguador equivalente. si el f'act.or de pérdida 
para la frecuencia de resonancia es el mismo. 
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Se ha aceptado que este procedimiento puede ser extendidp 
al modelo de amortiguamiento de sist.emas de ·varios grados dp 
libertad. Se asi~na un amurtiguador equ1va!~nt.e a cada modp 
nat.r.Jral de vibración de manera que c•.Jando el s:ist.ema real vibre 
~~se:,~~e~~~~s.los ~actores de perdida reales coincidan con los di 

De esta forma. el procedimient.ci desprecia un posible 
acoplamiento de modos debido al amortigua.miento. 1 

Varios est. udios anali tic os sobre el acoplamiento del 
amort19uam1ento han sido real1zados por: K. A. Foss (1958). S. H.I 
Crandall y P.. 9. McCalley Cl961) y T. K. Ca•Jghey y M. E. J.¡ 
O'Kelly C1961) Estos estudios han mostrado que existen 
aplicaciones práct_icas en las cuales el acoplamiento de] 
amortiguamiento juega un papel muy importante en e~ 
est-ablec1m.1ento de un entorno de estabilidad 6 inf'luencia en la 
repartición de energía durante una vibración aleatoria. Par~ 
propósitos de predicción de los niveles de respuesta 
estacionaria. de manera aleatoria ó determinista. sin embargo.\ 
no ha sido evidente q•.Je haya una razón urgente. desde el punto de¡ 
vista práctico. para lncluir las complicaciones adicionales que 
acarrea el acoplamiento del amortiguanuento a los modelos 
mat.emáticos,CRef's. 14.15 y 16). 

Cuando el mecanismo de amort.iguamient..o resulta ser 
no-lineal, se presentan di.ferencias mas serias entre el modelo 
y el .fenómeno modelado. Existen tratamientos anal í tices para el 
amortiguamiento no-lineal CT. K. Caughey,1960. S. H. Crandall. G. 
P.. Khabbaz y J. E. Manning, 1964 y M. P.. Torres y C. D. Mote , 
1969) pero son aplicables a casos muy particulares. En la 
práctica es común medir ó estimar los factores de pérdida para 
las amplitudes de respuesta, lo cual resulta ser representat.i vo 
para las aplicaciones más comunes, a través del uso de un modelo 
con amortiguador lineal equivalente, que posea el mismo factor de 
per cit da, C Refs. 1 7, 18 y 1 9) . 

3.4 Amortiguador dependiente de la frecuencia 

Cuando se conocen las f'recuencias para las cuales el 
amortiguamiento de un sistema se hace signif'icativo, resulta 
adecuado modelar los amortiguamientos pequeNos, con 
amortiguadores lineales equivalentes. como ,~e s~girió en la 
sección anterior. Pero, para los casos en los que_ se·,desconoce la 
f'recuencia para la cual ocurre el amort.iguamieñto"' - crít.ico. 
resulta necesario ut.ili:ar ese modelo. Esto ocurre- en el 
análisis de estabilidad, donde la f'recuenci'a Ci:-i tic:a es, por sí 
misma, .función del amor ti guamient.o. · 

A f'in de describir un modelo adecuado para un mecanismo 
real de amortiguanuento, como el mostrado· en_ la Fig. 3. 7. se 
recurre a la integral de Fourier. para t.r.ansformar el dominio del 
tiempo al dominio de la .frecuencia. · 
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La transf'ormada de Fourier 
t.iempo, XCt.), est.á definida por: 

XCw). de una his"toria de 

+(() 

~c.~~>~· J_.00 XCt) e-_l~l dt. (3. 9) 

mientras qu~·'.1·a .. hrstoi:-ia: e~<~~~.~1·.~n ~'d~1-.<t.1empo., .. Xct.). podrá ser 
recupe:rada Rtedi·ante:,.~~~.ª::·;- élpliC~cióri<:del~·; :.Teor·ema· de · Wiener 
Kchi nchi ne: -.,, ._\· _ .. '>·· ·, ~s:·: 

1·· ·'<'< ~·o:i - . ·~(: 
_ _·_.-___ }Su ;,, z;r:- .~f_;;, xc w) e''" ci~ e 3. 1 O) 

La ·:-expi:-es~ó:~)-~·~e: :·~·.~1'.a:é(~~-a:;·<1a«"-~es·P.u9St.~_-, del :~mOrt.1·9uador 
ideal ccn el' domiriio ·de1·~.t.i'~1.l.lP~;,es::. · -

.-·::.,, ¡ 

: /~cÚ' = e·~~ C3.1D 

y pu~de ·_-·-·se-~~- :;,_,t/ans/~'~-~~d:.:_de·': ª.-_··c~'._.3:~~.;ª.~ 11·-:1:.~:·.:).i .. ~.·:.· .. '~p-~Tni0- r-•. -~ie··,"~¡~_.·t.•_Cie~--·_ .. :1~.~ni:~.·e-.g:_rf'arr':_ .. ~~e:nci·a; al 
mul ti pl i ':::=!3-r ·. ~-m17>.c,>:s ;.~::~~-º-~. -_ _ _ ... 

donde F'dC.~)_:- ~·epr·es~-~~~: 1:-~:._ t:·r:::a~~--~~~-~.:id_a· 
del .. amo·rt.1-gUa:do·r_.~~-.:.~f'd,.,. - -- _, ... :. - . - -" 

't~ ··~ 

C3.12) 

la f'uerza 

·La - -~~·~~ci'Ón ;:_(á~-12:>'<-:Se·.· pU.~de\-iOl_e·r .. pr~~ª~:.':~·co~o .-'i~ :«_r'elación 
en't.re l.as:1< ampl~ ~ude~ .com'p~ejá.s ':d_e :1:a, t~':ler.:.::a:·:·Y'..eÍ .. :~esPl.a~a~entO. 
durante un cicl'o:de-·oscilación' a:, la· frecuenci·a .w;· j: .. .:~> '.~~-'- ":: .. . -,' 

P~~:~'.· ·~·~., ~~or:Z1 9~L~~>·,}~,e~i-. ··e.el;:\,-~~~~~:~~~· .:e~ ~s;\c'OnSlante·,:_ y 
su i'actor:7.de· pérdida ·:vendrá da:do por· _la·~:é_c.u~c,ión · C3~·4).· Para un: 
mecaniSmO,. de :amortiguamiento •. dependien'C~ de··, la :'.f'recuei1c'1a, , se 
podrá ·u~ar· (3. 4) Para conseguir:, el~~··pai-áme~ro·· C en- f'unci·ón de .-la 
frecuencia·. · ' 

CCw) C3.13) 

. - · .. , . . . - :.-. ~· , ' ., _·_:' _.. ·. -" - - '_,_... . ·. 
Así. !OS f'aci.ores-. de -:pÉk~ida··.-d~~· i-~,s-:.'me~ini~~·m·os·--,---r-eá1es de 

amor t.i guami en to. serán me~i d~~· ~ ;·,: s~ ~-mp~e. '.':'.· J?aj º.>·~1 :"·-~~ec.t~.:·~. de -1 as 
oscilaciones cíclicas, ,para·:, poder·: usar·' de,: una :,inanera-:; general la 
ecuación C3.12). Al introducir· C.5; i3)::en.'.C3:12.)?resul·t·a: 

··.,>.; . 

F-:1.Cw) = i.WCCw:>XCw) ~. l')Cw)XCw:i =_,•KnCw) 'sgn wXCw) 

>::' . ' 
donde el signo Csgn W) toma el valór c+1) para we+) y C-1) para 
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w =O. La ecuación C3.14) define el comport.amiento de un modelo 
ampliamente utilizado; el amortiguador dependient.e de la 
frecuencia .. Nót.ese que la def'inición viene dai¡l.a en· el domin1-::> de 
la frecuencia. La .ec 1-1ación correspondient_e en el dominio del 
t.iempo se obt.iene ·al multiplicar C3.14) por Cewt).""2n e integrar: 

xcu 
+CO i.vt +CO . 

~ J_ 00 ~WC:Cw) dw J_ 00 f'dCr) e\.'"'"'dr e 3. 15) 

Desafort.unadament.e. la integral C3.15) no conduce a una 
solución .simple. excepto para algunos casos· especiales de CCw), 
Si C(w) es una f"racción racion.al d~ polinomios· en w

2
, entonces, 

la relación entre fd(tp) Y--XCt) .se·_.podrá:-·es.Cribir 9n t_érminos de 
una ecuación dif'erencial de orden superior a 1, en lugar de una 
e:<presión simple como C3.·11Y; que fué ut.il1zad~ para un 
amort.iguador lineal ideal¡ se tiene así,· :una r.e1a~ión complicada 
ent.r-e f'dCt.) y XCt) par;a -un·-: aJñ.ortTguadOr: ~ dependiente de la 
f'recuenci a. 

Cuando un amO-rt.iguá-dor, idea1-:se: co"ioc:a _en, un oscilador como 
el de la F'ig. 3~ 5b;- la .relación EH"l~re-1a· fu~rza excitadcra. f'(t.), 
y el despla=amiento, ;·xct.), en el ,dominio··del- .t.iempo,_,-viene dada 
por la expresión:· · · · ·- '" 

La ecuación 
f'recuenci·a resul t.·a: ser:· 

-~ ,,.,- _{·. -,,, 

+.KX C3.l6) 

\' .. 
en el dominio de ·la 

Si ahora ~-se '.:·~~em~·¡-~;~'.,- en'. et · .. :osci1ador.' .-ese .':'.á."m~r.t.iguador 
ideal por -·otro/ qu~ · seá-. dep·~.ndi9n~e. d~.·- ¡.~: _!freC.ue°:c1~·~· ~eS . dec1 r, 
con un .. par:.ámetro CCw),.:dado,por C3.'1:?).~;la~'re~.ación;.an_l.'erior en-.el 
dominio de i·a frS.cueñc1a.: s'er'á:-·º· · · · · 

: F"C:_.,) C3. 1S) 

ó b1en; 

o·.' ' 

c:~mw2 + KC1. + ~,..,cW? sgn:.w)) ·~._xc~) ·=,·.Fcw:> (3.19) 

Esas relaci.Cme5:· ~on .u~·ifi~adas par3:_ ?.bt.ener . respuestas 
establecidas' P'?.r· exci~ación_· se~oidal>.Y. espect.:ros ·de'; respuestas 
est.ac~_onarias alea"toi:-ias. estas. t.ambién ·puf=.den ser empleadas 



para obt.ener más inf'orrr.aci6n general 
dominio del t.iernpo: 

de 1 a respuesta en el 

.m dzx + CCw)'_ddt.x.+ KX 
dl 2 

f 

C3. 20) 

C3. 2D 

Exist.en algunas' _::.. limi t.a~i_on~s ... en los modelos de 
amort.iguadores depen'dief'l:le:s ~ ... de: _la ,f're_cuencia. cuando se int.ent.a 
representar con el~os-· .. a '.mec3.nismos;. f'í~icament.e ideales. 

Ccimo se -ha podido'!)~.ot.~r·~·-· p·ara un amort.iguador ideal el 
fact.or de pérdid3. · • "Í)Cw) ·, ·, .. _deb-e __ s-er real, posi t.i vo y siempre 
función de' w, para que éste.'·repr:·~~enle- un mecanismo de pérdida de 
energía. El parámet.ro CCw). de_ :ést.Os amort.iguadores debe ser 
igualment.e • una cant.idad r'eal, .y_'·'positiva. Ent.onces, CCw) debe 
ser una función t.al de w. que la:r~lación correspondient.e con el 
tiempo. represent.ada por (3.15) sea causal. en el sent.ido de que 
la respuest.a. XCt..J, en un inst.ant.e t.. dependa de la hist.oria 
previa de excit.ación f'd(TJ para T < t.. pero debería ser 
independient.e del comporlamiento f'uturo, T > t. 

En relación con est.e aspect.o, se han enunciado varios 
teoremas generales CRef, 9)_. No-es siempre f'ácil decidir cuando 
una función CCwJ dada. es · causal ó no. En muchos casos , es 
posible demost.rar la no-causalidad-·a t.ravés de la observación 
de pares (excitación - r'espuest.a) teóricos que sat.isf'.acen la 
ecuación (3.16) y por t.ant.0, la respuesta se ant.icipa a la 
excit.ación. 

._ '.: . : 
De hecho. esta es la r3.zón.por ·ra·CUa'.1:'s~.'.~U~i1·~.z.a:."ef;:mod8!0 

de amort.iguamien.t.o' hi~terét._ico· 11nea(·• .. e.n.: el: cual·,_; se.:· asume ;que: el 
f'act.or de perdid3., _- nCW).~ .. _tiene·.· ~un.·· valor . .'cOnst.3.nt.e,- no. 
independiente de la ~r.ecüe~c'ia·.· Bafo.:_es~~:l." hipó~'és'fs: 

'CCw) C3. 22) 

.-.<:· ::·:., 
y la ecuación _C3.16) :·,ctueda -~;~d~ci~a:.· a: 

--

XC t.) = , 2nK170 , 
+CO :e~Vt. 

J~'~-,-.s-g_n __ -.,,-. C3. 23) 

Si se toma· f'd(l.)' como .. una .unidad de p~lso. 6Ct) .y se designa 
la respuesta corresp?nd~~n'L.~ cOmo: XCt) y la función de .respuesta 
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del pulso h(t.), al aplicar limit.es general:..zados se oencuent.ra 
que: 

hC U -00 < l "" (3, 24) 

Est.e par Ce~.:cit_ación resp1-1esta) "viola clarament.e el 
principio de causalidad, como lo muest.ra la Fig. 3.8. 

La naturaleza no-causal de la suposición de .un factor de 
perdida independiente de la fr . .gcuencia f'ué notado 
independient.ement.e por Frae1j1s de Veubeke C196Q), Caughey (1962) 
y Crandall (1963). e:ste último. muest.ra como par.a pequef"ios·pulsos 
.3.plicados sobre un oscilador de un gi-ado· de libertad puede ·ser 
v.ilido un pequerio f'act.or de pérdida independien~e de la 

"•oo•oo,., oo~ oo º'°º =Y. ••1~L"•"· "· " Y· ~y 

F'i.g. 3. e EjCJmplo de comporLami.anLo no-caUaa.L 

o.l F'uer-:;a. exci.L.:idora. 

bl Re&pueaLo.. <Retf. cS> 

La respuesta post-impulso se acercó a cero para: t. = -oo, es 
decir, que teóricamente se alcanzó un máximo negativo, muy 
rápidament.e, después de la aplicación del pulso, por lo que. :fué 
posible eliminar 1 a par t.e de la respuest.a que -corresponde, en 
teoría, a tiempos negativos. 

De todo lo anterior se llegó a la conclusión· d~··.··que.:no· ha)r 
un mecanismo de amort.iguam1ent.o lineal cuyo :fact.or ,_de ·pér:-dida __ se~ 
independiente de la frecuencia, sin embargo, existen~_.varios 
mecanismos cuyos fact-ores de pérdida permanecen sensiblement:e 
const.ant.es, para_ algunos intervalos de frecuencia. 

3. 5 Tipos de·" amor:tiguamiento del mat.erial 
.,. ' 

C_uando los maleri al es real es son sometidos a bajos ,·nivel es 
de est:uerzos. su comportamiento nunca result.a ser perfect.ament._e 
elást.ico. Est.a respuesta inel.ist1ca se ident.ifica en- las~-curvas 
esfu.gr;:o-derormación , las C'.Jales se presentan ct?mo 1.azos de 
h1stéresis, CFlg. 3.9). 
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A 

e J 
F'ig, 3. o Lo..: o de hi.2t.Oroiai.a 

Se pueden distinguir dos t..ipos de amort.igua~ent.o 
hist.erético: el est:át.-ico y el dinámico. CRef'.10) 

En mat.eriales. en los que predomina la hist.éresis.·es't.át.ica. 
el amortiguamiento se dice que es independient.e del_ :t.iemp~~ de la 
velocidad de def'ormación. de la velocidad .. dé aplfcación de 
esfuerzos "y de la :frecuencia. Sin embargo. la hist.éi-:.esi's~dinámi-c'a.­
se ve af'ect.ada por los factores mencionados_ y iOs nl_~t~~~a_les\ que 
la presentan. no necesariament.e deben presentar.- ·-;hist:ér9sis 
dinámica~ ::,'~' e·· 

ca·n base en estas caract.eristicas del mat.eri·éi.·1\··~· asoci.á:das 
con el tipo de hist.éresis que present.e •. se ::c1as1~~·can~:,·cOmo; 
materiales. que presentan hist.éresis ·v1scoe1ás~~c~.'•:. a:;: a~ue11·?s .. ·- que 
presentan · histéresis dinámica y materiales···: con .. ":histérésiS 
plástica. a los que presentan hist.éresis estálic~·; 

Ot.ras formas de amort.iguamiento. ,que incluY~n·:i_a: histér_esis 
dinci.mica asociada con la inelasticidad a. bajo·s--·n!'Ve1-es· de 
esfuerzos. en ocasiones llamada fricción interna. ·asi Como~-.'la 
hist.éresis est.át.ica causada por efectos magnet.oelást.icos. ·: han 
sido desarrollados por Lazan. CRer.8). 

Para efectos de este trabajo. con base en el .desarrollo de 
las secciones anteriores, en los cuales se- hace-··e·vidente--::-.·rá· 
dependencia del amort.iguamient.o con el tiempo •. se .. estudiará·. el.-" 
amortiguamiento debido a la disipación de energia· int.eina del 
material en modetos viscoelásticos. "·' 

3. 6 Disipación de energía en materiales viscoelásti'c0s· bajo 
esfuerzo axial estatico constante. 

Considérese el elemento de la F"ig .. 3. lOb .-. t.om3.do··de ·una 
barra de sección transversal A CFig. 3.1,0a) , de lo~git.ud _dx. En 
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dA 

OA 

"" ( b> 

Fi.g. 3. 10 Elem-HLO ·de una. bo.rro. a. l~naión 

sus ext.remos actúan las··, Fuer:zas CfA•- .. que producen un. incremento 
e dt en la deCormación axial-:de, la barra en :un instant.e dt.. -Est;as 
fuerzas , producen· _un· t.r~b.3.jo: , ~-~· · 

,,;.;:;dx:"-=:é:!t. .:dw: ... <:ix. C3.25) 
donde dW es-el t.rab"ajo- realizado por las f'uerzas sobre ,una u.nidad 
de volúmeñ del mat.er1·a1·; 

Si la ~:d~)-~:n:.º~~~-¡,Ón·-·co~l-i~~ú~ d~ranl:ec,_.1:Jn-_ l~~~o- f'i_nit.o 'de 
tiempo. e1 t.'ra~aJC) realfzado ·:pOr~-,· urii.dad··· de -y.Oli.nñe·n ~puede· ser 
escrit.o como: 

que es ~na;:·eXpre~ión:.· ~ás ,;·Q~~~r;.al· de la _ecuai:=ión -:c3 .. 2). ,'Es_t.e 
trabajo ~s 'pr;odl:'ci'do P~r _:.~as· f'uerz~s ext.er_nas- que .actúan': sobr-e.-.el 
el_ement.o •. ;"p~ede_~_de.·~i rse ,;.c .. qu~_,,,es.;,,-.pr..oduci dO:, por -una· f'.uent.e.:.ex~er.na 
de - energi a· que---Penetra:·.en .~ lá; ·barra-. ' · 

~n-· má~::~r~"li·~~:::-~f~~-~-¡cos ·{·~e~les, se ·crea· un· p~t.~-~c:¡~~-1· ._de 
energía; . co~oc~·~º-~:e_n::/~.~ :.Te.orí a. ·de Elast.icidad como·.,~e!l-ereía_ .de 
de/orm.a.cL'dn;,.la. cual. puede. recobrarse a t.ravés de la-descarga.del 
element.o.>::En;.un ··mat:-.0rial.- _viscoel'ást.ico, part.e !=fe_ ·esá -_~riE:rgí~·~'.c?:''l_~ :' 
t ... ot.alidad~·-de~1-a~ misma~debe- perderse, como- se- vtó· en·~-1as· s·ecc-1-0ñeS. 
ant.eriore_~; ·ést.a_·-se·; t.ransfo,rma· en radiación de cal_or.,·:·6::-'Son_idó:'.:y 
en par.t.e.-. se disipa por. el material.. Esta ._er\ergía. no _es 
recuperablS. ,y.'_ se .conoce c·on el nombre de eneraía- disipada; 

3. 7 Óisipació"1 :,-: de erlergia en mat.eriales visc.oe~·~-~~·~i-~~s ·~~b~:jo 
esfuerzO'periOdico. 

Par_a aplicar la ecuación C3. 26::> a un rnat~~ial·. só'~et.1.do a un 
esf'uerzo oscilalor.io,O', no se podrán int.roducir las·'.éXpresiones 
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cz. 30) y CZ. 31) .direct.ament.e, es decir, no se podrá usar la 
notación .compleja. pues, ést.a última representa el manejo 
simultáneo de dos oscilaciones con una di"t''ereni:::ia de fase de 
90~. Al separar esas oscilaciones- y-multipliCar cada una; de ellas· 
por un fact.or • ''"' •, la int.egral de trabajo contendrá a un 
product.o de esfuer::os y deformacione~, Y .. en dicho producto :el 
est''uer=o imaginario que trabaja sobre una deformación 
imaainaria. será una cantidad de- trabajo n~gat.iva. pero- real: 
est; f'acili ta el cálculo ya· qt...Íe la ·part.e-·· real del' t.r.:\bc:i.jo 
resulta ser una cantidad difícilmente· i'dent.ificable y ·la parte 
imaginaria del traba.ji::> carece de significado: fis_icc:i. 

Si se acept.a entonces. que: .l.os esfuerzos y las 
deformaciones pueden escribirs_e ·com'?,' ~ant.idades reales:· d~ la 
forma: 

a.»=:= ó'o cOs wt. (3. 27) 

c0' CGtCw):·"cos wt. ":" GzCw) :~en . .-wt.)' .. 
:- ' : - - .-: ,,- . --'. ~- :---, .. :: 

(3. 28) 

Al 
obt.iene: 

sustituir C3. 27) yi C3. 28) ·en' la:'·ie~uac16Ci .é3: 25) se 

Ahor~;i,;,'., n~cesari'o .;se:dige~ lis ii~f"les d.; fot.egr'a:ciÓn, para 
el lo e.xi sten·:-: dos a!.t.er_nati vas' ,-i nte_resa~te5(;·' -·se-.. -p.ued.~ .·_:fnt..egrar 
sobre un per~·od~::.T!_::::Z~_(_w ,: ó._bie'n. · s_ohre una.unidad::d~-.t..iempo. 

,. ."- ·, ·:,:' .... , 
Al Ínte9ra~· so~re_ un p~~!odo ·T = 2rr/w ~-:·1~·.expresió'r) (3~29) 

se puede_ escribir.· cpme;: 

'T T 

W = -O'~ w Gt J
0 

cosCwt.) senCwt) - ó'~ w Gz J
0
c6s

2
Cwt.) dt.. (3. 30) 

Después de .. sustit.uir T ::::: 2rr/w en las integrales, se observ.3. que 
la primera de éstas se anula. esto represent.a el trabajo 
realizado por· el, esfuerzo, c. 1 sobre una deformación que .está en 
fase con el. Est.a es la forma tipica en la que se halla el 
t.rabaJo. en lós mal.eriales idealmente elásticos, es decir. hast.a 
la mitad del período la energía es almacenada dentro del 
material (fase de carga). En la segunda mitad del per_i:odo_ Cfase 
de descarga) la energia es recuperada. -por - · lant.O, las 
deformaciones no son permanentes 

En un material viscoelástico. la deformación elástica viene 
acompaf'iada de otra componente, la cual está defasada 90° con 
respecto al esfuer=o y proporcJ.ona una def'~rmación permanente. 
Esta componente será expresada como: 

-rr co2G2Cw) (3. 31) 
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La ecuación an~erior r~presen~a el trabajo realizado 'por el 
esf'uerzo durant.e todo· el periodo y mues~ra · una cant.idad de 
energía disipada. 

Según 1 a seQUnda. Ley _-de_ ·1a _ :Te.~.~-0-~1··~ámi ca:_¡'.· es. ·n.~cesario que 
la energia,".li;si'P~da~siempre;sea: una cantid.a'.~_;posit:iva;-por. tanto: 

···/~~2~·)_-;_:~- (3. 32) 
~-' -. : 

La ·_c~ndici6n_··. C~-~ 32_) ~'.~-s':l~-éa: "' que -.~la \-gUal~~d, es 

::i :::;;;~:;l :;;:~~;~~;:;tI2i~~:~~·~:0g~~~=s~L1~:· .. ·.~···· ~~a ,unidad 
: -... ··;, -:··- ;" .<·'._::~ :2:,··. ··_·:~· · ... ,,:.:· 

D = W .. = ~1c'/2.eto w GzC":'.)· .. . C3.33) 

Est.e .valor resül t~L Sér ::··'.~d~.>:'gr·~~ ·,_ ~·mP~r_L~~C'i" a· ~~~~~·;_~~·.·~ª~-~~ -~~~~ d.e 
aplicación y se i"e_ conoce con: el non\br~ ·de_.dt:~i/>ación o;.' ést.a·'..se 
consigue de m:l.l1era sencil'la.·_al .. ~i~idir _la.·-~cu~ci~n:;~s~:31)>.'ent.re 
el periodo T = 2n/w_. · · ·· 

·_ .... 
Al t.rat.ar" d0- ver:i :fi-c-ar: ~.la-· -e:<presi6-n_---c:;.-:33) -a· par(! r,-;-de 

C3. 30) se encuentra. que··.ést.a solo es exacta para .un número' _ent.ero 
de p_eríod~s Pºr:·- ur:id_a,r:l de t.iempr::i. 

Si est.o. últ.;imO:no ocurre. e"xist.irá una pequef"ía difer-encia. 
po~itiva~-ó neg-at.iya-.- la· cu3.l depende de la :forma en que la unidad 
de ti.empo ,-divi'de-·'-a- -la -·onda que descr-ibe la oscilación. Est.o 
indica • que D ·es una cant.idad pr-omedio, y que carecerá de 
sent.'ido· •.. cuando" ef intervalo donde int.eresa conocer el cambio de 
energía,. es respect.ivament.e pequef"io en r-elación al periodo. ·El 
valor de D, será comparado con ot.r-os valores de energía disipada 
por ciclo de carga ~n capit.ulos posteriores. 
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C A P Í T U L O IV 

DEFORMABILIDAD COMPLEJA Y PROCESOS DE DISIPACIÓN 

EN MODELOS VISCOELÁSTICOS 

.. - ~ .. ' 

El sigui .ént.e 'capi lulo, ti ene 
aspectos teóricos discut.idos en los 
modelos viscoelást.icos más comunes. 

Ce~~' Pr~Pó~;t.o apifcar los 
ca pi t..ul OS ,:·,arit.er i Ol""eS, 3. l OS 

¡", " 

La defc::irmabi_lidad complej·a y-~:~ d.i.sip'~c·J:.:Ón:'. de·::energ{a son 
concept.os que. permiten describir el comport.amient.·o.·.de un-material 
esp_eci:fico sOmet.ido a carga de .naturaleza, ~~r:~6dic_~· ·. 

~: .. · .. •.,·,:__ ".;: ·,· ·. 
4

.

1 

Ap::::cióm:d:lomod::o :"n Ho:::~ L/,~"p'~LL~~r '. de• modelo 

viscoelástico, que se compo_l""t.a co_m~ un-·-_cuer:po·:-:e~'ás~·.rcO ''ide'ai. La 
representación estánda~ ·_d~. est.e' mat.eriaL ~s.'!-á dado ~i:-i '.·li :F1g., 4. 1 

-·->- ;-:·:~ . ". -~- \~" 

: ~Íg_ •. ~:~4·;:.ci ::~~:·;~::.--~;} ~·::~k~·:-: 
La ecuación.que cara'C't.eriZa a. a:Ste 'mOdelo:es: 

. '.,.' 

··c:=._qO e C4. D 

Al sust.it.uir las expre.siones'C2.23) :Y.C2:29), en'.C4.l). se obt.iene: 

i.Vt ··, -- i.vl 
_coe =:_-q~~e · C4. 2) 

ó bien 

~o = qoeo· 

De C2. 37) y CéL 4'0) ·,. la: eci:iac-¡Ó~---~~nt.'~r.i""or, ·~o~~·á_ ser· eScri la como: 

de donde: 

C4. 3) 

De las e~re.sio·n~s,:~4:;3) ·-r_~s,u_lt~_.q~e. ~l. m_odefo _en cuestión. 
no tiene componente :1maginari'a · e"n la def'ormación, la cual es 
l ineal~en'te. próporcton.ai_:al :.e.srUerZo ··api1·cado, -¿es. decl.r, ~ª- trat..a 
de una cuerpo elástico ··lineal·. · · · 
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Cálculo de la disipación: 

Al aplicar· C3. 33). :en la cual· ~l t.rabajo realizado por el 
esfuer=o en una unidad de ~i'empo viene dado por: 

D: = 1~2 ·o~~w- GzCw) 
. . .- :. ·-

resul t.a que en ~~t.2 model.; D '= 6, ;(ést.o es exa.';,,t.ament.e lo· que .se 
espera' ,~_e.::un.·_~t:er1:~~-'-:9l ~s-~1~·~ ·-~_ine_~l <"<En.' e::; te. mat.·e~i_al· no ocurre 
per.dida d_~.- ei:.~rgi a ~~~,loc::!a·~·se_·_ r_e,c_uper:a ·.,en -~a ·.:~asE;': de ~escarg~ d~l 
mismo : .·: Y: ,es~-- po~ .i:=:~ta~-,_ 1:~.z6r~l.: que: n~ ~·e~ste' ·'?ºml?'oneri,te per:manente 
en la:det·o-rma.ción·: '.:," · , · " -· · · · ' · · · 

4. 2 Aplicac~ó~)i ~defo';.e Max~eli/ 
. Este mode1 _o-.· :~f:epr_::~~en~adO-''._ ~~éfue~át.i:c-~ment.e PºI"'. 1 ª"· Fi g. · 4.·2. 

queda de~inido met;tfant_e l·a ecUaciOn: · · · ' 

(4. 4) 

Al sust.it.uir C2.23) Y. C2.29)' :en la ecuación C4.4) se 
obtiene: 

; . 
ccei.'-'t ·.+ ~.1co~·i,.,,,)·~.\vl ·-= ~1.eo.Ciw?~i.vl (4. 5) 

' 
·:;:. :_ .. .<:: ,,·( (,· 

De realizar algunas canc~laci~nes -y- f"~~t:o~iz~~ a~- ~·-eo .resUlla: 

(4. 6) 

ó bien; 

(4. 7) 

Pero e.:i .Cué definida ant.eriormenle como: 
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es decir; 

eo ao C GtC w) + i.GzC w) l 

GCw) 
l + i.w pt 

( i..W qt) C4. 8) 

Al separar la expresion (4. 8) en sus componentes real e 
imaginaria. resulta: · 

Por tanto, 

.+ \.W p1_ X-'.'N qt 
\.W qi -,_ ...... ql 

•1..2q1pl - i.W qt 
2 z 

"' qt 

(4.10) 

entonces. la deí'"ormación unitari·a_,-, e • podrá expresarse como: 
. - .. 

' . ----- _,_ : __ ,_ 

e·= -.(p11q1) c~.s ~~ ·+_·._'(i/Cqt- w.i). sen~-Wt. C4.11) 

Al analizar l,a ~~<presi··in ::~;4. ~:·l.)·:·se observa que :cua:·~do W-+_· O 
la parte real· de. l.ª.:·def.or_~ac_:1.6n tiende a deSaparecer.· 

".E = -1/Cqt W) 

El comportamiento ·del modelo;· en· estaS condic!Ones, tiende 
a ser el de ·Un !'luido viscoso de Newton. 

Cuando la f'?"ecuenc1a se hace muy grande. _w --+ oo la 
componente imaginaria de ·1a derormac16n se anula. por tanto; 

E = pt/qt 

Para al tas frecuenc1 as, el modelo de 
independientemente de la frecuencia y su 
aproxima al de un material elas~ico lineal. 

55 

C4.1:3) 

Maxwell .se def'o?"ma 
comportamiento se 



Al aplicar la. def i ni ci ón_ .e 3. 33) • se obli ene' que par a est.e 
modefo la disipación r~sUlla __ ser' i.ndependient.e de la frecuencia, 
como lo indica la expresióry'.c2. 24)_. 

: ;..- -.. .. . ·-

4. 3 AplicaciOn al_ mode1b_,d·~:.-·K~lvÍ.n-~~i.gt.. · 

f7"""""."~I 

o-----,-¡\ 3J 1 

·_., .-: ·-:-: -· 
Fi9. '.i. 3 Mcde(o·-d"° -K&tVi.n-VÓigL 

La ecuación que ·-c~:~a~ter¡·:~~~~'.a -~:~~-~:; ~3.lerial 

De sust.iluir C2.23) 
obtiene: 

Al realizar cáncelaciones- y:.sacar ~aclor 
encuentra: 

Cqo + q1 \.W) 

(4.14) 

es: 

C4.15J 

se 

e 4. 16) 

común ~· se 

e 4. 17) 

e 4. 1 e' 

Después 'de separar las .. co.~po~en~es real ~ imaginaria de 
(4.18). mediaOte: 

GCw) 1 
:< 

(qo-q1. •W] Cqo -· q• i.w) 
Cqo + q1 ~ 'J) Cqo~q1 iwl Cqo 2 +· qt.2w2) 

C4. 19) 
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ze llega. f'inalment.e. a las e~<presiones: 

GtCw) 

GzCw). 
z z z 

qo,_ +, qt w 
e 4. 20b) 

:· :-- ·:::'.. 

De inÚoducir c4;2oa:l·y··c·4:'2ot>) en C2.39) se obtiene la 
e:<presión_ para· la· def'orm3.ci0n del: modelo:' 

e z-'-~º 2 ·2'_ '.'. 2 :t·~·; 2 --.,s~:n -wt..·- (4;22) 
~o ;+ q~ w_, .. - qo.-+ qt, w ." 

;.,.· '.·: :-' ': .. _":'._· - .... \ 

ResUlta· lnt.-ere~·~nt.;~-- -~b·~-~rvai-: ii:-;:·v·;~iai-~'J~- de i·a· r_espuest.a 
de este sólido cori~ la·:·f'r:Séuenc.f-a~ cuando <w·-~ q_ ·,_,-::faL·- __ componente 
imaginaria ·~·de-::-.:~-1·a\'. ··-de-(Óf-rñ.iCi'ÓÍl. ~t,;1'eOde·:: -aT.- desa-parecer - y e 
queda expres'a.-~a<por_:_ .~ ,Y-.,'.-: ·i:'. ·_ :).~ 

,- .. 
E =· 1·.'/·.-qo·~ 

E"t.e res~l ti~~ ·f,;~J¿!' que' ;par~ ~~qj~~a's '.;;>1~ci~;des de 
oscil~c.ió?) c::f_e ._ra:_:· Cár_-gct:, ;-.el;_,~-C:=t.Í~f.PO -_:_de'.''. Y.~l~~-n-V~ig~.'---~-e· tfende a 
comport.ar:-_.comO un S?_~~-d-~:~.lá~_ti~_o ~e H~?k_e:: ... '·· ... ,. 

cua~d6 .,,-la;.· t~i--~c·ue·nc1·;_ "á.:1c;,nzá..- ':-"ª1·~-~-~~ ·-~·a1\-os ;~'. W . :::..... · oo \.'_ las 
comporient.es· '• ·_r:-e~l::: o,9. ··>.~ ~agi nar).~a; d~: . l'a :;;-',~efor .m~ci ón ~~'.;-t._~ end~_n a 

· anularse•' -._es;_de_cir\~- 13. ~ _résp-u'~-~ta' tiende a· cero.'<. E~t·o -_~uest.ra. que 
para al t.as· frecUencias :de carga·;· ·el~ modelo. de .Ke1 v1n.''se -~~~l=?Ort.a 
como un f'lúidcl i:ricoffiPresibl'e> 

4. 4 Aplicación ~i JóÚ~o ~: f~es .. . .. 

Est.e mode10;·ús~·al~~n·t.~~·se_ ~;":~ir~:;_~~t'~--,- p~~·.>_: ~l' --_;".es,~uema 
mostrado efl · 1 a. Fig7 .. ': 4; 4~ ---~_ConSi st_e .. en:·~n· .-C.uerpo '~e _K~l-~i n-Voigt.: Y_ 
un modelo de HoOke: ~i. sPue_st._os_:~_~n ;.~e~.i e~; .. _" 

F"L9 . .a." sóU.dó. do ltosi pc.ra'.molr-oa: 
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La ecuación que represen~a al comport.arru.en~o de este modelo 
es la siguiente: 

C4. 23) 

Al aplicar, C2. 23) : y:" C2;' 29)· _s6bre c4.'23), esi.a "úl t.ima se 
puede escribir comO:, - --- ,,- '· ·~ · ... · 

Wl .- •- / (¿l -;; :,~l> -·' ; . /Wl 
O'oe + p.ió'oC i.W) e · .. ,= . -s:.qoe +. q.i;=oc "w),e 

:~:::, -,_ '"•.•,· 

De eliminar el' :te.rn\ir:io -~-~P¿;ri~-~6ia:r ·.Y. :··~~-~~~:ie·~~r ;la·- ecuación 

.::n_.-.·::.-;-': .: .. :_ anterior resulta": 

e-o C1 + ~:E~ ~ 2·,Jº + qt ~w) 
eo ;'..e-~.· ¿~·o:+;~ 1 l~~~· 

Al- igualar c4. 2Sb) ~Y c2.;39):.s•e•obÍ:fene: 

GCW) 
= c1+ pj, u.,,. 
- ·~-9:º -:'- qj,:"_i._W) 

e 4. 25a) 

e 4~ 26) 

Despu~~ de mult.iplica{ :~1-·numer~dor, y el> denominador de 
C4.26) por Cqo~- - qj, i.~) .. :>~::a:·'.·pOsib°le. ·separ_a~ .. 'las componentes real 
e imaginaria de GCw) •·· 1a:s .c"uales··resultai-l':.ser: 

i ~- ·- .• -: ' . 

Cq·o·;·+: ~¡·qi~~Y: .. 
e q~ ~-~- q'¡ ~w~) · · 

'_e q 1 - - : ~--~:~J~'~ ;~ ;-:· 
'(q~2.t::' q.1 ~w2_,._; 

-C4. 27a) 

Como se ~uede ''óbser,,'Jr. e~: e~L ,; ~n todo~· los mÓdelos 
anteriores-. ·Gzc w):·_ :~eS . una_ .. ca~t._i_~ad .:~""negat.i v·a~~ ·; 'es ~aqui '_donde 
adquiere verdadero ,_si gni f'icado·_ la _:de~i9ualdad:~ .'.e"--·· 

-.'o-o-,,_:-;..,,--'---.--.' ·-co_;~-c¡=~---~·-;-;c_--o ""·-·-- '· - · · - '-' 

(4. 28) 

Al y-C4.27b)- en la ec:uaci6n C2.43), la 
respuesta del_ modelo queda expresada por: 
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(qo ... p1q1W
2

) COS •...rt ..; (q1-p1q::.)W 

qo2+ q12W2 qoz+ q12w~ 
sen wt. (4. 29) 

Así, ya"-qu~· la fUnci.On seno-eSta· def'asada con la 'función 
coseno en 90°. · la defor-mación · est.~rá ~ef asada· ·e~lre 0:.- ... y 90° con 
respecto al· est'uer::::o. 

Cu'a.ndO-·se :¡·~.P?"~e~··::·f~'7C'.Jenci_as de -.car·ga:O··w. ·.pr°tjxi.~s··,~ c~ro 
o a inf'init.oo !el.·:--ar:g_unie'n.t..o-. de:_:l~ f'u~ci-ón. senc::i"~se_.'h~ce_,·cero. y la 
dit'erenc:ia:.de' !'ase .. ~I_"lt.r.e ·e1:- .e~t~i.Jer=o~y la:.'defol""mación desaparece, 
apro:-:imándose;· e1-._ Comport'anuent_o· del m'ode10:. al'· :de .un sólido 
elást.1Co. 

-.-' 

-.CüaOdo ·.w 

C
0

Uando ·W -+ P1/q1, 
"·' . ·. ' 

Al ~plicar-é:·~13;··_éc'u~c~-6n·~ <3.-_3:3)
0
:: se 

par a eSt.e ·material E:?St.á ·dada -P?r: .. 
Ob~~e:~~- _:~:~~- i"a::/~1~.~paCión 

D = 

. ---:· 

~ :~,'~·:~~~:· ~z-· 
2 2· 

- q1 .. W 
e 4. 30) 

En la Flg. 4.5 se rep~~-se~-¿ª·~::_.~;~·-;:~r:~-~~e-t~~~~·'.··del-:Sólido en 
estudio, en un sistema coo!""den-adó'- Gt-~- Gz.- ··'!'"- · 

Para al~as f'recuencias.: _w __ -;~.>~.·~·-~--\\ .. ~·./~-~~~1P.~~bS~'. ·s·~ ·~~rc;>xima 
a un valor finito, sin embargo, ~Para:: una ;·fl""ecUer)ci'a ríulá. la 
disipación se desvanece y el comportamiento t.-ieñde··a.,_ser el de ·un 
mat.er1al elástico lineal. . _ _.,: .. '~~:·.-· :.-_;:;«-. ·:; 

Como se puede obse!""Var •. e~ ·l~::;_s¿g'u~·~~', ~~lumn~:-de-.. "..la, t.abla 
1.1. el sólido de tres pal""ámetr"o_~ ~~gener~:,·e~· .. ~:i~:.·c:u~rpo.: de.:KelVin 
Sl. se anula el parámet.ro p1. 'J:;st.-C!.· induce· Ca-~bios. -cuaryt.ft.iti_VOS en 

F\.g. 4, 5 Deforma.bi.\.i.da.d compteja. det sóli.do d~ trea' pa.rcimolroa 

los términos Gz y D. mient.ras que G1 present.a cambios 
cualitat.ivos. De esta manera: 
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G<Cw) qo 
2 2 2 qo + qt w 

=-· Cq1· -··p1qo) 

CCqo 2 ;w~):+q1 ~) W 

De la expresiones anle;~·~.r~~·-.·.~e;.-~ed~ce:··_tjue-:;·' Cu~ndO ~· ~ ex> , 
GiCW) y G2.Cw) t.iendei:- 3:.~··:c:_ero> 2;~ .. ·E;s~.º sign~fic~_ .. ~que_._:para· al~as 
frecuencia~ el -_ángu_lo. de·.fase:'._e_nt.re: esf.U~rzos y def'ormaciones se 
aproxima a 90° y_ el .. comport..amient.o ··del·· sólido-.:dé Kelyin t.fende a 
ser el de un· fluido:·· .Vi'scoSo·. , En. la,.·· Fig:· 4.·5· el 
semicírculo alcanza ,en···su _ ext:remó-:·izquierd.o, - "el ··-óri'gen·· .del' 
sistema de coordenadas. --

Si en la~ ~~uac¡o;es C4.26);C4.27),C4;2B),cl.a9)/}c4.:3~) 
se :fija el valor.-.de ··p1 y_ se le asigna a qo el ·~alor,·.,ci:=-rO, los 
result.ados q!Je~ se .obt.ienen indican que el-- sólidO::/;de- --lres 
parámet..rOs degenera -en -Un fluido de Maxwell.- Así-;-.~'-S.l'~-.éxtremo 

der-echo del semicir-culo ·de la Fig. 4.5, se ·moverá'-·inf'iÓit.ament.e, 
y 1 a c·urVa tenderá- --a_ volverse una 1 inea ··rec.ta : __ vei:-t.1-c·á.fi:~:-cO-ir\o:~:·se·­
muest.ra en la Fig. 4. 6. Ambas componentes de.· l·a·:'d9f'or_Tnabilidad 
compleja cambian sustancialmente para llegar a, ser -ahOra; , · .. . . . ' . . . 

G<Cw) = pi / q1 y G2CW) = ,,,¡ /'Cq1w;·,, C4.':31) 
. · .. ;-_-_. __ --:. ·.· 

Gz tenderá a desaparecer cuando W-+ oo , . .-.PerO_CUandO _.;:._.:,O, 
Gz crecer-á _indeCinidament.e y deja de ser import·an~e :·el- término 
real, Gt. Esto significa, que para altas f'recue.ncias,·"el·:mat.erial 
de Maxwell se aproxima a un sólido elás.t.ico,'_ .. rni.ent.r'ás·_--qUe para 
bajas .frecuencias, tiende a comportarse ~-como· un~·f'lu.ido· viscoso. 
La disipación, entonces, se volver,á inde.pendie"nt.e de .la 
frecuencia y podrá expresarse como: 

D = 0'02/ 2 q1 C4. :32) 

02 

p1/q1 

.,,. 01 

r w 

Fi.g. 4. d Deíorma.bi.lida.d complOja. del Flui.do de Ma.xvell 
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4.5 Aplicación al modelo de Burgers 

,~---, 

1 1 
--<>~-3]----¡ .·· .·~-

.. ·. ¡ .. · .. ·--.,.-, .... ·.11 
. . : ~ 

.· '· ... 
La ecuación·· di.f'eren:éiá.l q•.Je· caract.;eri::a :a ·este modelo es: 

(4. 33J 

Al int.roduci r ·~. ·1 as e:<pf-_es1ones (_2. 23) y ~2~·29) en e 4. 33). 
ésta Ult...ima pt.i~de .escribir~e como: 

', ·,,, 

Al reordenar la ecuacion anterior ~-se: Obt.i.~ne: 

co ( l.-+ p1 ... w. - w
2pz.-. ]·- eo + q1· lW,-] 

Por t.anto; 

eo, C4. 35J 

·::·: ·: :_: •• • º· 

De mul t..i pl i car el r'.it:lmer-~dor '. Y.: .. -~i d-~nOnii na'.dor: de la ecuación 
e 4. 35) por el conjugado. del ·den0mirl2.dor> s-e.·".t.iene:, 

G•CwJ (4. 36) 

G:z( wJ (4. 37J 

Al sust..it..uir las ecuaciones C4.36) y.·c4:37),·en C2.39) se 
obtiene: 

E 
Cp1q1-qz)+p2qz w

2
cos ...,t _ .... Cq1+Cqzp1 - p2q1))w sen :.wt. 

qtz+ qzz wz qiz+ qzz ..,.,z. 
(4. 38) 
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Al sust.it.uir (4. 37) en la ecuación (3. 33) result.a:. 

D 
l/¡: 

00
2 ·q1. .._ Cq2p1 - pZq1.:)w

2
· C4. 39) 

q1.2 +'.q22 ,..-,2;· 

Cuando w··~ --o-. el termir:o _G2 ,,tiende-'.ª~ des:apar:ecer y la 
deformación, queda de - la forma.: 

-=: == ( p1/q1)··-f.: q2/cÍ~ 2) .... 

y la disipac16n del ffiodelo se aproxima a cero. 

Cuando w 
t.erm!.nos de: 

132 se anula ·-":(. queda. en 

-= ;, p_2_ .. /, «:¡2 

y la disipación _de ene~gia interna del·.~~~t~~i~l- se hace cero. 

Debido a 13.s d0sitju3.id3.dés;'· 

P~_q1 .. >. q2, : 'Pe': >:~~2T 
.. -. ·.--.:.'":-

para c_ualc::iui'er:- _ff..~~-~é-nc1·a:" 
deformación éstar-á '. -ret.rasá:da' 
ángulo ·de f'aSe. c'Uyo,-:~.ra1·or·.'·ést-á 

.. e· -~int'inito. 
con.;- re~pectoo al :,,_.escuerzo 
er:tt.~e O~ y 90 

en 
la 
un 

~~r~-::~ :~:. -~~:-·.:·e~:_-_t.ér~·~-~:--1~nla~-¡~,¡ri:~·:.5~ anulá. ·y-la ·def'o'rmación 
se pone en _-fase 'con·:.e1<esf~erio -·e l.o':mismo ocurre· cuando w·_._., co. 
en cons.ecuenCia.·· la ._disipación ·:t.iende ·a, Cero. sin. que por est.a 
razón la· def'ormación sea .la de un ·sól'ido elást.ico linea.1-. 

Cuando w --. o. ei' modelo de Burgers degenera _en un 
material cuya deformación resul~a ser menor

2 
que la de-·un._.f'_lUido 

de Maxwell. en una cantidad. igual a (q2/q1). Mient.ras que·, para 
altas f'recuencias. el comportamiento de la def'ormación ti.ene la 
forma de la de un fluido de Maxwell. pero en t.érminos·-de :q2 '.Y pz 
y resulta de la f'orma: 

-=: = p2 / qz 

En muchos materiales. como se verá más adelant.e~ el 
comport.amient.o de las def'ormacicnes , bajo esf'uerzo constant.e, 
queda def'inido por el sólido de tres parámetros y por el modelo 
de Eurgers. E:l primero representa al comportamiento del mat.erial_ 
real. sometido a la component.e volumétrica del t.ensor de 
esfuerzos, es decir. a un estado de esf'uerzos isot.rópico, Y. el 
segundo, describe a las deformaciones obtenidas de aplicar un 
estado de est'uer=o uniaxial sobre un elemento cilíndrico de dicho 
mater l al. 
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CAPÍTULO V 

RELACIONES ENTRE LA DEFORMABILIDAD DE FLUENCIA Y DEFORMABILIDAD 

COMPLEJA. APLICACIONES A MODELOS • ESPEi::iFICOS 

5.1 cálculo de. G(w)··a partir cle::·Jct.{ 
": ,,·:: ·.-·_'··,. :-! 

Has.la ahora-, ' .• -._·: /se'· __ :,>:_ hari _·_)_:: C?~.~ e~Ú d_o' l as 'e:<pr esi ones 
correspondioent.es ·a_.1-a_.d~f~orma_bi_l~dad'cc:mp~eja. 'GCw), a .. p_ar.t.ir de 
la ecuacióÍl di_t~erenc~a1~-~··.c2. Sa) .• ':del-:. ma'.terial genérico de N 
parámet.ros. 

De !a· ecuaéión C2. ZOci)·:: 
- .· ' .- . ·. ·. '~'-- -· ./. 

·:1. ·- ; ,·. 

-&:t.) = "'º Ji:t.) + J~ J<¿-t.•:Í ~~: 

' e(t.) .= ero JCU + CJ(t.-t.'0 oCt')ll - J
0 

o<t.') dJ(~~~') dt.' 

se Obt.iene la def'ormabilidad de f'luenCia J(t.). y se puede 
dete_rminar complet_ament.e la det'ormación pr.oducida asociada a un 
esfuerzo aplicado. Por tanto. deber1a ser posible obtener GCw) 
cuando solo se conoce J(t). 

Como se estudió en el capitulo II, en la ecuación C2.43), 
los esfuerzos , o = cos wt. , producen en un element.o de material 
viscoel.ist.ico una deformación periódica, e = Gtcos wt. - Gzsenwt.. 
Sin embargo, si se aplica est.e esfuerzo sobre el material en un 
instante t O, la deformación obtenida resulta ser una 
osc1lación más una parte de la deformación, que es de naturaleza 
transitoria. Para fines de cálculo, se trata de suprimir ést.a 
última parte de la deformación, al suponer que los esfuerzos 
per-lódicos han actuado sobr-e el material durante un periodo de 
t.iempo muy largo, pero finit.o. Asi, se dirá que t. = -T. con 
esta modificación, la integral heredit.aria C2.20a) produce una 
deformac1 ón~ 

E( t.) ' c<-D J(t. + T) + f_TJ(t.-t.') d~~:) dt.' (5.1) 

Al hacer T -io oo , la deformación esperada queda descrita 
por: 

'31 C w) ces wt. - Gz(w) sen wt. = 

' t 
Li m [JCt.+Dcos wT - • ., J~TJ<t.-t.')sen wt.' dt.') 
T .. 00 

C5. 2) 
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5. 2 Aplicaciones .ª modelos. viscoelélstic,~s C?munes 

En es~t.a·,secc.ión se-·est.udi·ará;.-e1: einpleo de la ecuación C5.2) 
en su aplicación a l'os· nlat.eriales -v1scoelást.1ros más ut.ilizados. 

ti. 2.1 AplicacÍó~- aÍ:_,~;d·~l.o\ie HoÓ.ke:~ __ · 

De <Ía t.ab¡·a::-:i~:·i\··~e': .. ~~:~·~: ii:a ~~:<p-~·~si'ó:~:.·pa~a la d~.f'o!"mabilidad 
de fluencia '"c~r._f.e~--p·o.n~~é_nt.e;:: al< mal.erial· idealment.e elást.ico 
11 nea!: ·;·>~-

' C5. 3) 

Al sust.i lui f. ·est.a 

GtCW) cos wt. 
. ".-:'.'.· · .. 

Li m 
l-': '. -.. ~ 

Ccos wr-·-- -..., ·J~·~·se-~ ~t.' dt. •) C5. 4) 
qo T=>OO 

El t.érmino que prece~e: a- :ia. int.egr·al. result.a ser una 
función acolada: 

La solución de la integral eS: 

. ;· -' 

·<~~q~):cco~:wt..:- cos.,wD· 

Final°mente.· el Í"'e~{ult.3.do':de.·C5.4).viene ·a ser: 

.. ''·· .· 
t.'érminos de ; .la' 

expresi_on~s ··.· par..3: . .'" las: 
_'deLºmodelo:- - _,, 

s"ol UCl ón ant'er i·or 
· ._comp'?nenles de 

se 
la 

y Gz o C5. 5) 

que son exact.ament.e i:gwal es a l'as que apar ec·en _en la t.abl a 1. 1 . 
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5.2.2 Aplicación al fluido de Maxwell 
. ' 

C'e la tabla i .1 · se obt.i'ene q 1.Je la ecuaciOn para la 
::isfcrma..bilidad d~ f.luen'cia :de_ este inat.erial es: 

C5. 6) 
. ,•: ·' 

De. ~~l;~duc~r ia;·e~L.,hn· se t.iene: 

-,'.·,,.·:,·~·;::~<'."-!,·:.,.'~~-~ .·:. ;·.:-> ':' 

G1Cw) ccs·.· .. Wt. -.:.G.z_C.w.).\S~·~:,wt. ..... ,:-_.L·7°-·: ·::.''-· --.::.: " - . -. 

Lim (Cp1.,. l +D:;ós;wT>:-:w.J_~c¡:''.,. ¿_t:•)~en~; dl'] 
qi 

:· :,:· - ~ '·~. ~ 

E:l· termino :_qu~ ·P·:~c;~-~ :a '1·.a·-_,ff'.1~.e~r-~1·· resulta: 

'· .. é1/Ct1w):Csen ;~:~ -:_ .. -sen· wn 
-- - '· -· ' '"-. ·-·-- ·>'' ~-.- __ ... ¡ .-'-

1 Lí m (p1 cos ·wt. .c1>..;)Csen wt. - sen wD] 
qt T-.+ 00 

(5. 7) 

Al agrupar términos. se llega a las siguientes expresiones: 

y Gz sen wT qiw 
C5. 8) 

Puede obser•1arse. que Gt coincide con el de la tabla 1.1. 
s1n embargo, la. componente G2 present.a un t.érmino adicional. que 
es .t'unc1on del periodo y que corresponde a la deformación 
trans1 tor1 a que nunca desaparece. CP.ef. 3). Esto 1 ndi ca. que la 
atenuación de la deformación en un período largo de t.iempo, 
depende Ce la historia de cargas establecidas sobre el material. 

Un t.érmino de esta naturaleza, puede esperarse siempre que 
en el modelo eY.ist..a 1..in amort.1guador viscoso en serie con et.ros 
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elementos,· es decir. cuando el material sea un f'luido. Para.·esos 
materiales·, 13.· def'ormación • e, const.ant.e, es'· una solución de la 
ecuación dif'eren'cial hOmogenea Qe = O, y deberá sumarse a la 
ecuación part.icular. _ ' ' 

5. 5. 3 · Apl i·cac.-¡-drl -~-1 rno~~l~- :d~:\K~i v{~~.Vo:Í.gt.·: .-
L~ expresi.Ón ·que:' de~ine .:~ 

este material es-: 
~~mpleja de 

C5. 9) 

.· - " - -·.·:> ·. . 

Al int.roducir ta e~úa·~-i~~;. ~--~;~):_: ~~ C5. 2:)-.és~··-.o~l~ene: 
.. •' . -~ ' 

', ::_:·.· . 

Le~ -~-~~/:i\sen wl'dl' 
qo 

Li m 
T .. 00 CS. lO) 

:::;-

En·el t.érmiOo f'~~r~·~:· de. i~ .integral,.-_Cl, __ .. e-~~<l+!>), 
cuando T~·oo . .-se. ha~e; igual 'a ;lá~.-unidad,- por -l~º-~'?·-~·.Ctue~a:' 

> ~(/~2~· .;~:6-~'·/-S./:,o~ .. _ 
'"'-.'~ --.~; ,_ .. ,._::· .' . . . ~- ::- ·.· -, 

Est.e. r.esulí.3.dó .. il".\di~C·a ,-·,que ... iá.:._ P~ndien.t.e debe : descender 

rápi da~=n~~i ~cí ~n" ·de.:13. '. i~t.~'gr~~ ¿:~n:~'J·~~;-~·ai·;'.:·~~i:~'.~i·:~f~t}~-~ resuÍ: ~ad_o: 
'·:1• 

qo 

-; .--~- - '·. 

De los '.;-.-lf·,t~-~s :de:· :i~:~-g;:c1Ón·: ,y :agrupar· los 
términos··.- reales··e 'únagin3.rios·, ;_se ·llega ·a _.iá.s' expr;esiones· de 
las component.es de:~".l'a de_f'or;,mabilida·d co'!'pl~J.a·.'·de:~-.' modelo.' ~est.as 
resul t.an ser: . 

Gt z 2 z qo :+- w-q1 
y Gz 

qt w 

que son exact.as a las que aparecen en la tabla 1.1 . 
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5.2.4 Aplicacidn al.sdlido_ de. tres parametros 

La expresión correspondien:t-e ·a la def'ormabil idad de 
.fluencia de est.e modelo es· : 

= Pt ~-);'.+ i · Cl - e-:\t) C5.l2) 
qi ~-

qo..-".qt 

Al sustituir Í~ alUc'1on"c5:12) en :·c5.2) se obtiene: 

' , '··> ;_: ..... ·: .· _:··· ,._··: . : ·~·:: 

Li m {[C ~: e-~lt+T•,~ •. ~i~e-;>..it+T>)cos wt) 
T .. 00 

- .,, C5.13) 

En elt~:mi~6 '~~e¡p~;;C:ed;;• a la n~eg~al, los expo~enciales 
t.ienden ·a cero.- ~uando~.T~ .. oo'; .;eS· -_decir.·· ·la_·-: P!="ndien.~e,:de. __ la curva 
decrece rápid~men}'.·':··;_Y la· ~-~-~ució;~-:·.~'7.:'.9.~.ª parte.{de· C9~·13Y es: 

Cl/qo) ~~s wT} .. · 

Al resol ;,er la .integral y ~~s~idr'. los: li~it.~s. de integr;.ción, 
la expresión (~~·13) se ¡:)ue_de.escrfbir cOñ\o:··:--

GiC w) cos wl-: GzC W) s~nwt.· = 

-pt --"--:-e>.:~~-~·. wt: \~~~e-os~)~ 1 · "' 
qi c~2+ w2j ~?c~z+ 

... -- cos w. qo 

De ... ag~upar .i·os -._.t~~~ryos .. 9'.n- ·Sen.o ·_y :_·~~Sen6. 
s1 gui en t. es expr_es~ enes ó·. par_.a_··1 ~S: .. ··_co_~pon'el"l:tes ~:~eal ·.e 
la det'or mabU i dad ··compl e.fa del . modelo: : · 

. 2 . ·: 
q.tp1 W -+ qo' 

Cqo 2 +"_q1. 2 w~) 
y Gz 
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Las expresiOnes C5.14) ·repreSent.an a .la descomposición de 
la oscilación· armónica. en .sus, par.tes real e imaginaria. Y 
result.an ser iguéiles···a·1as-·que.aparecen·en'··1a labla·l.t . 

····, . 

r?e ·l~ ta~ia:::~·.:i.··~-i··,-S-~ :·~.b~-.i".~~·;e~:"i·~·,:·~~uació~ ;~6rr_~sP6ndie~le a. la 
defor mabi 1 i dad de . f l.uenci, a· '·de:. esi.e ~odel o;· · 

Al' sust..Hulr la ~~~~~s~ól"l>cci'.15). en C5.2), 
se puede_e~-criblr-·-c6mO:<.:: 

G1Cw) .cos· 1"!~ 7_.: __ ~2~':') 

Li m :~ ( t+T··.·+ .Píq1.' -
T•>oo q<·:. 

- w l t:-t· 
f_T( q1 + 

ést.a úl t.i rna 

C5.16) 

El t:~rmi'n.O preVio a la. integra~. ~ ·cuil.ndo ,. T~co~ presenta· 
las si guient.es caract.erí.st.i ·cas:·~ 

-Acl+T> e -+O 

Por lant.o, . esta part.·e·. 

T 
q1 

-e; ,,. ,--, 

límite. pre.s~nt.·a el ~igu~.en~~ resultado: 

p1q1 -­

-:_:qt ~-: 

La p~·~di-~ni~ ·d~ .. la .<::cu~-·~a· .. ,..de'.·;o~·m:~C¡.:~n ___ ·t.iemPO_ decaerá 
rápidá..menl~: cu~ndo .el·:.;t.~~mi_!'.-~ -ª?'.'Pº_nenci~l .. t.ienda ·a·:_ cero,. 

Al resolver_ 13. i'nt.egral 'i.nt.rod~·ci.r· los ·1ímit.es de 
integración ::y sust.it.uir 'el-. resultado de· C5.16). en C5.-2). ést.a 
queda de la forma: 
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GiC w) cos w-L - Gz( w) sen wt. = 

·­qt cos wT + - 1- sen wT +(ptqt-qz)cos wt. + cptqt-qz)~ * 
WqJ. qt 2 qt 2 w2+>.., 2 

sen ·wt. :- " 

ces wt. 

La expreseión anterior, al ser separada en sus t.érrni.nos. en seno y 
coseno, da·como resultado las componentes real e.imiginaria de la 
deformabilidad compleja del modelo; 

Gi 

G2 

(p1q1 - q2)+p2q2 w2 

Cqt 2 + q2 2
.,./ ) 

l cos wT 
qtw 

5. 3 Obtencicin de JCt) de un material a partú·. de GCw:i.· 

C5.17) 

En est...a sección se- int.ent.a -iÍiver.t.ir'_,~i; Pr:-·~~eso·.~a:Tit.erfOr·~: o 
sea, . ct?nocida __ la_ .det"~rmabilidad ___ cOinpleja ·c::·º·d~ -.~'-:ln··-C_~t...erial 
viscoelá~t.ico, interesa ·1-nvest.iga'. ·si_ es,- pos_ibl~,"::.-a partir· de ese 
dato, encont.r.ar··la def'ormabilidad de.·f'luencia· del<'mismo,- qÚe"como. 
se sabe. es un parámet.ro único de ):::ada,,i-·inodelo"·: y· permite 
caract.er i ::arlo compl 9t:-am.ent.e .. · ' -. :.->-· '-:.:; 

Para enc~ntrar la respuesta a' e~t~'..-. in?óg~i~~·· Se rÉ!cUrrirá 
al uso de la·-int.egral· de.Fourier, CRef'·., 9)·.·.·. · ·· · 

La función escalón unitari'a puede escribi'rse como:· 
·. . . .. .-.. ~"· --<-·,:::·: ..... -\·:. 

~~t.)" ::: ,:+-'_+ ':\+·:::J o·:~·se:~W wt;. dw. C5.18) 

El .segundo,t_érmino.:~e.-\a:_\:fe_r:~'Ch~<_r:~sult.a<~er ·'fun"ci6z) de t. y 
cambiar_á ·.de signo cuando .. t•/_sea\rr:?~mplaZ.id9. pÓr. :-:t. La ,:ecuac~ón 
(5. 18) ·· est.ablece, c:iU:e _:Pª~ª~~todo~. t:'. ... >_i,9~ ~0-tó.C_t.)~ -.tiene Un valor i 9ual - a· 
1-'2. -.--. - .. - ·: .. -·.- - . . -'. . . . - ... 

Como~~ ~st.u~i~· .. e~·:.e(_.~::a_pítúl,~:.··II. la def'ormabilidad de 
:fluencia , JCt.)-,-·de.'-uÍ"Lma:ter).al'·, es pi'-oduc'ida por una· unidad de 
esf'uer=o apliCado ·en··,la . .-f'orma~de una función escalón unit.aria. 
o = t.C ~). 
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La ecuación C6.18) muest.ra como el es:fuerzo, e = ACt), 
puede t.omarse cOmo"el .. prOmedio.·de e: 1/2 niás la surnat.or·1a: de un 
número in:finÍ to de·: oscilaciones, de· ampli tudE!s .-.- ~n:fini ~es~males 
iguales a:' dw...-::Cnw); Al' aplicar a -ésta's últimas la ·ecuación 
ca. 44). se obtiene'- la·::f'unCic;?n- de- la def"ormrición cor:~0sporld.1e_nt.e. 
No ·obstante;< habr_á ql.:Je -' __ encontrar·: úna mar\era···_. de· eliminar la 
constante._pr6ni9dio'; .. O'·=·:·L ... •'2:·/:· · - · _,;-:···.:··· ... ~ ... ::'·-·. <". · 

Para h~cer posi ;~e la '~pll~ac¡c5¡:, ~~.l~ ecua:iÓn ~2, 44), es 
necesario: i_nterpre~ar_"" ~a ~·,a" dé~.º~Jl_lª~~ón_:·.'comO ~·na· 'funcióri .. coseno de 
una oscilación, ._'cuando_·1a·::crecuencia tier1de··a:,·c~ro_,-·es decir : 

>-~--, ·.,-. : '.;~' ·- ,:. F 
~:-. '.':: 

·. l =··:i .. ·L{m .,c'o~•:.Wt, C5.19) 
~ 2"">·~"".+o. 

Al aplicar la ecuación C5.;l~~ sobre ·. ca; 44; ~e "~t.iene: 
.;·.· ,_·:. ; .. ;".}:::·"-':::-'_ .. :.-·.,.· ·.::·.\".. :"· 

~·· Li~ '(Gi~.;,,; cos ;,,{ "- Gzc~) ;;.,¡,; ~) + 
w .. o--' ·.->, '"" '..:._._:-:.)·." 

sen \lft. +·~::G;('-;;.,; ~--_~os -,~] d: C5. 20) 

La. ecua~ion é;: 20) debé ser •igual a ;,•t.)~ iJ8 ;~sóÍ.v.ir ~l 
limite de'·-}ª ·,;·pr-~·me~.~ /~--~nea. "_: ~l: · __ t~r:mi no'~":· GtCO) :-'~:Pu~de~osali r'.-~,,delc 
corchete y _de~ido 'a.~8u~. w~--:o·.' er a~gumen_to-d.e. ra -f'~nción seno se 
aproxima a él n:ú-S.~~;-:;P,O.r t~rit.~; :.se ,P~_ede aSumir ,q.1:1~~? · 

De: ~~at1za~· los camb10S 
la expresión:· 

J(t) 

~'· t. Li m (wGzCw) ¡· + - w .. o __ . 

1 
IT 

··\-::-:; .. ':L -.:--i· <i::·.;:::-): .. ~_c·: , 

coswt.dw) + 
w·- ... 

"' . f 
0

GtCw) sen wt dw .., 
. cs. 21) 

En la expresión anterior se pueden hacer arreglos, de tal 
manera que. la_·_·primera linea sea siempre f'urición del· tiempo. t.. 
Ahora, considérese que t<O. Para JCt) = O se .observa que las dos 
líneas de: C5. 21) deben t.ener la misma magni t.ud pero signos 
opuestos. Si ,.se cambia el signo de t.. t.>O, la segunda linea 
cambiará de signo y ambas líneas serán exactamente iguales. Así, 
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se puede concluir que cada una de· las' lineas de la· ecuación 
(9. 21) .corresponde a 1/2.·)Ct.)." De es~a. ma.nera, se ·obtienen dos 
fórmulas p3.ra la_: def'oi:--mabilida~. de fluencia, :a partir de la 
de:f'ormab~lidad c·~~pleja'lde_;!-fn !M~er~,~l; 

J(t) G1C0) .+··.'§_ f 00 
GzCw)_ .. rr. o 

J(t) -t_ L'.t ~ [wG2t.w):] +"~ 
wa+o 

De lo anterior se puede observar:, que baJc:::i :'.-~?)<- e.~fuerzo 
s·enoidal aplicado, se puede producir una --de!'ormación:·:.t.3.1 .• · que 
adicionalment.e a los termines : sen wt. y é:os :,_.,,,f, ··,co-nt.enga un 
termino const.ante, e = c, indefinido. Así, la ·segunda ~.1'.lea de 
(6.21) puede no representar a J(t.), pero si a_JCt._) .. ~.'-- · 

Pcr tanto, esa deformación constante, - e ::::~e·~·: qÚe ·es- una 
función de t., debería aparecer en la primera',.-1~-n~a;-, ó_~:!b:~en, en 
C6.22a). De lo anterior se puede suponer que la .. expresióÍl ~6.22b) 
proporciona el valor exacto de JC t.), mient.rcls;·.que: C5. 22aY.-'da- un 
error, debido a la función constant.e,c . · 

Hay algunos materiales para lOS·:.. 'cualeS·-_-.;}1i·~· :int.egrales 
suelen ser más difíciles y s~_. ,req~i:e.~:e:-· -~'_:d~-;·~un _:;_~n·t~rno de 
integración complejo, ya que al int.e9rar:-.'· c·o".'·;,respectO al· ,.t-ieinPo. 
puede ocurrir que el denominador··se.-an~~.~~~ -(·'. 

En esta situación., ·at-.. i~lr~.d~cir ·~~e~) __ ~~'~zc:~)>,del·j·~at.ef..ial 
en las expresiones C5,--22a?· :-y- ;,.C~·'.2.~b) .. ,_ ... q~'eda'' é'l · .~~e~po. en 
el denominador del i.ntegrandO·.Y'.·se-... h·ace:<· necesar'i.o·:·._un~·cambio 
de variables p~ra tr~baj_ar'._~n:.-el'.;·:~amJ?o: --.c6nlPlej'?~::· ~ue:":co':'lduce .ª 
la integral: 

H 
(5. 23) 

::-donde Cz = X"+. t.y), se interpreta c~mo una .v~rí~tiie· compleja. El 
patr-ón de integración será la p~~~~---· po~i:tiya'- del _~.:.:_eje __ r:_eal 
most.r-ado·-- en· la": Fig. --6.1. De esta manera, e1:,:.1nt.ecjra'r\do ·es una 
función exact.a. La integral sobre el eje _··:fS.~_l :'_"e_rítero.'."es. 2H ,· y 
ésto no cambia al sumar una integral sobr.e:· Una 0.fÚnciÓn part.icular 
que , por si misma, sea igual a cero, CRef·~ .. 3,.,)-. 

2H "'"°' sen z dz f_,,,--a-
2
_+_z_

2 
__ 

-t--eo i.z dz 
f-oo 2 e . 2 

a + z 
C5. 24) 
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En la t.eoria de la. va:iable. compleja. se demuest.ra que una 
int.egral no cambia su valor· si se modifica' el pat.rón de 
int.egración. al c.onect.ar .los- mismos punt.os e:<t.remos. y se 
encuent.ra un punt.o 'singular eÍ'it.re_ ·1os_ ,dos :·pat.rones. como se 
indica en -la Fig. -5.1 ~on .la_ llena.:~.· 

~--~,-~~-'~L..:...-"'--.1-~~~~'-<~-·-··~ 
Fi.g.-.. _-_5.··1 1!"".t-o~~·ar.~ ~~_::_oL·_:.:~~a~Po · __ d~~plo_j~o· .. · 

. ···. J. :.)C L < > . . · .... · .. · ... . · ... ·... . 
Est.3; 'c0ndic~~n,:o':,:'?~nsis.t.:_e\~~n;.~:.1~s.- .. P~rle~ _--e_Xt.ern3.s .del_ eje 

real y el - pe,rim"et.r.o';·-de."la<c.ircUn~"'e~.enci-a.:;·-./Per-.o--:.-est.~ ~~:mt..orno es 
int.err.umpi_do t por_:-.;_-:: un~ ·.des vi ación.~~:'.:- .e~c_ogJ- ~~''._e~-:- -~~·:. p~nt._~: si~gul_ ar, 
en el cual_.·, z. -,~:- la.--y0:-.p_ara: el_ cual-·-.-~a_.-"!" ._z,..) - ~--º•."' ~-o:· que; pr.oduce· una 
at.en"uación:--en~ el:" .. pat.ron ;;de-- i r\t.egÍ'ación- m_e:-ñcionado. . 

, ·-, ':. :·~ .>. -..-..· .. :. • ',. 
Para .resolVer_-;'.'la·.ecuación C_5.24) existirán·. entonces,, t.res 

t.raYector i-~s :,~~~·. i n~_egra:i ~n: 
-· ·-· ··" 

La primera de:·.est.as t.rayec~ori'as co~~i~~e en::'a1 -~ont.orno de 
la circunCerenci_a de.,mayor. diámet.ro:·· 

z =.Re(• 

donde: 

sen •-

Por t.ant.o; 

' ·, .· ··"' 

E:l t.érmino· en_: cosenci ~or~esp'6n~-~- á1 .. -~je·.real y el· t.érmino 
seno correSponde, ,~ ~ª. prOyecci~n.,.-.~obr~: el ·eje-.irila:ginario; 

en 

La segunda t.rayect.'Of-:iA- ·.: corisi'St.e en _:el .,.cent.orno- de la 
circunf'erenci·a, de-~mer-i'o?- ·''dCáiiie[rO~:,... -

.. z ·= 

que a su vez; se puede expresar como: 

=:. ict + ir- ·sen ~ + r cos tt> 
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La lercera lrayecloria es sobr-9 las 11n.9a~ verlii::ales de la 
desviación, las ~uales coinciden ··con el eje, Y. Para ambas el 
integrando resul t3. t.ener el misnl:o· valer pero _de signos opuestos. 
por- tant.o •. la.con~ribuc.ión.·de·2.H,sobre est..~ tr~yect.or.ia_es n.ul3.. 

r.:uandO B.--.~- oo. la. p~rt~'-·hori'::on+.al del pa,t.r:on -~esa.parece 
-=omplet.~ment.e Y.·~e· l!S.ga- a ~l'a···expr~sión: 

R~OO 

o ei..R&~.s- P.i~i.<Pd~ "' J5n.t"2_e-L<i.0.'+;~·o\~1 .. :_ .. ·-¡,=· 

I~ -·~2 +R~~ 2-.~ .. ,;. .+;::;~: . ~/ 2 ~; ·a~+c ca~rei. "7)r ~.ª. dtp 
2H Li m 

·,'; ... - ·. 

Al· ·desarr-o{i·~,..:· 
quedan de l~ ~~~m-~~: ... 

< ••• ... ·.•. ' , •. C5. 25) 
-~~~~-!'l~~ci:~~~~ !de .l .. a exPr~si'ón:_·anteriOr; 

~~;:- ·;. 

i.R(C051 
e 

i. sen <P) 

·ecos CR cos $) 

ei.R'. 
:'.; '· .. '_ 

~- ~en:~: -é R _e-os :<s;)_]~~-~:;'.ª~·~'. s- -~-5. 26)-

Obsérvese que cuando R ~ ro. e,l ·;a~{~~::::~:;.:~~·~~~~k de _los 
corchetes eS una f'unc16n acotada. multiplicada ... pc:ir .. un 'l0rmino 
exponencial que t.iende a cero, por t.ant.o, : t.Oda-.. :1a·-~ expresión 
t.iende a anularse. Asi, al sustituir eh (9. 2.6~: ·~-~~"o._ .. el~~- _t:ermino 
que corresponde a 1 a t.rayectoria sobre la circunfer,~n-ci~=, de ."mayC?r· 
diámetro se hace cero. <, • , • 

Cuando se i nlegra sobre la circunf'erenci'a :de menor 
diámetro, es posible escribir: 

2H 
5rr/2 -a i.r coa ~ -r sen ~ 

;~: frr/2 :2_ :2+ 2i.are1.:+ r~e2.i.~ r" i. 

ó bien; 

2H ie 
-o. 5rr/2 1.r e-r~·&on.-~ .. 

Lím .fn/2 _e~~~~~~~~~~ C5. 27) 
r->O 

Al resolver el límit.e_.~t.f~~d~. r~,:_:..:. .. -;.o. ·_~i~n·:~_l nu'!l,~r3._!:i·o~ _cada 
factor_ se aproXima a la,--Unidadooy:-'"~en "-el --rdenom.(ñad.Or .- --0-el- ·segundo 
t.ermino ~esaparece .. -El -·int.egran~o resulta: .s·er.' ~na const-ant.e y lo 
ant.erior conduce··a _la ,expresión: · 

2H 
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5. 4 Aplica.ción a ·di versos modelos 

Para: il.ust~ar · 0 e1·.':us6-.d~ las ·expr_~S~ones desarrolladas en la 
sección ant.erior·. se re:s~l.ve:,a.n __ :._var~ios ejemplos; en los cuales. 
se -buscará obtener .,_Una·~ ecuación para la deformabilidad de 
f'luencia , a .P'ar_tir. ·'de/fa'.-deform2.bilidad ~compleja conocida. 

5. 4. 1 Aplicac¡¿ :ª¡·>¡,.,del~ de · Hooke 
"·'· '.'-· 

De la t.abfa :1~-~ l,.s~· Óbt.Íene:· 

--~~-;; · '=)~¿1·yq~)-::· e>CW) = O C5. 29) 

La ~ust."·:¡.f~·~·i\~~-'..>:- de· "las :·:.:.expresion~s. C!3. 29) en la ecuación 
C5. 22aJ conduce a·: 

.C6. 30) 

Nótese. qlie __ el. ·:.valor 'de · J( t) es el ~ mi·~m~~:. ~~~-:· 1 ~-~-a~·~~~-~ en.la 
t.abla 1.1: . Y.;\. ':_a"·pesar de que·.-rué ·obterli~dO:::--a · __ par __ t:~r.:~~:de:-·1a 
ec~aCión ·-e~: 2?Co •'-:··_no- present.a ~a f'unc;=ión e:·.= -.~Ct.)-~----:me.nc;:i'o_rl~da. e~_-
1 a sección. a.nte·riOr. En este caso _no debe'apareCef'.-.:.-rlingtlri-t.'érmino-· 
adicional-, -_debido a que se t.rat.a de un·'mat.er~~l-;9l'ás-t.'ico lineal.-

5. 4. 2 Aplicaci&n aJ. modeJ.o de Newton 
- _'.~-· ·:--- . 

P~ra:·est.e. mat.eriai las co~pone.r:~~-s .... ""?~-.::_la-~- _d_~f;:,~~bi"iidad 
compleja vienen'-dadas por! 

G.Cw) = O y (5. 31) 
'..' ,.:·;_.>,,_ 

De_ sust.it.uir los valores_- anleriore;,;-.eñ" la ecu3.Ción C5.22a) 
result.a: 

J(l) 

r·~\:".!~tf!~;~r el numerad"'r y ér d~ri~iiinad~r del. !nteg['.ando por. 

; . ·, > ·IX) : .. "_.·: .. _:.-.· 

JCD =- ~J .co_s wt. 
·-.. C~ • ·,-:-~~~~-;,--· ,~ _-,- ',e wt.) 

2 
dwt. 

Al real izar el sigui eÍlle cambio ·d~. variables: 

dv = ·1...-cwt:J 2 

u = cos wt 
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se llega a la expresión: 

00 

JCU = - n~~ U:- co~t.wt)~ - fo se:t·~ dwt C5. 33) 

' 
La 1ntegr:al: entre !Os corchet.es. pr.oduce una· f'unción 

trascendental poco' Ccmtin, ésta es· L!i.'-i'.ltegral de la !'unción seno, 
definida por)~, .fó1:<i!iula: · 

- Si!< =. }2~.~·_se~· -~> .. .- dY ··.cs. 34:> 

.-... -·:·>·. '\·.···.-·/- ... ;~-. ·-:.::: ,;_-_.·< 
L.i /Üncfó~'- s¡;~'-'.:d~sCr-i ~~"(u~~' ... ~;,e.Ja ,''aco~~~a'; ; __ q~_e se . atenúa al 

crecer -el · .;l'a~ Or~ .. "de·~:~; '.~·p·a:C-.~ .11 egar .\ ál '.vil or.,:.11 ~~-e· n/a· · • Cuando 
x: ~· oo, como se' muestr'a en·-la··F'i_g. ·~5;2 «'-

como: 
Por ~ante, la, e~u;_citSn' ~~: 3~) ta~bi~~ :se>pued-: eseribir 

~ .: ... .: ~ :_:_.':.::· )·.: .. <;. 
Je t.).= - ~~~, f ~,.c~~wt '-:si:< l :: =. 

··>-: 

En 

·:3.-
Com~ pu~d~-~:~ob·~-~r:V:~~r~·~º· ·.·;~¡--: .~~ e-S~~-l. l3:?o -_ carece ; d~ ·_. ~i gñi f i cado. 

est.e c.a~o. ·l.~ e.c':la~i.ón_-.'.~C5:22~)·;:3.r.'.;.ºja . .-~"una.-. soluc'ión.-;:err.ada ·y 
hace ne'cesario trabajar~·.can· l.a. ecuaciciñ- (5. 22b:>. ·,:~. /~:-· ~: "'. 

Al· sus ti tui r .. l~ ~.s<~~~pf~~~J.O~~~ .. ~):i". ~1 :;· ·:·~~:~:_,~ ~-{~ib; \:~~ (~b~·i'ene: 
.. --··._-' -: '.':.: ·>''-

JCi_) = jt.~~:r:-.~,.l ;_ ~.-
Este: vaio;: .'res~l L~. ser 

para el modelo" d~·,;NeWt.On. 

5. 4. 3 Aplica~{On_-. .-=~¡ .~ ~·~:;~~:·.-d~· ,:HaJL~i'~: 
tabla 1.1 

. · ... ·.- '·:'.·.-.'"~ ··-:-. :>~ .. -.. -:,<··,·>~·­
La déf'of.mabi:1i·d~d ·compleJa~-;~:-corresp_ondfen·te: a ·est.e. r1uido, 

queda definida:p~r: 
·,_;· 

GJ.C°w) ·-~- pJ./qJ.-·. -y' GzCw) -1/Cqiw) 

Al introducir los v~i'oreS 
se obtiene: 

JCt.) = -t.·.~~·~· [wC~ ~~~~)?±·~~ i}:·~;(c~s' wt d~ 
Al reSolver la ecuaci"ón: anl-~rf~Í'->· "result3.: 

JCU t. 
qi 

+ e.!. 
q• 

~e " n 2 
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Est.e resullado coiné.idé con el que aparece en la tabla 1.1 
par a el modelo -de: Maxwe.11 . · 

' ' .- ..... 
S.4.4 Aplicá.ción·a1 ·modelo de Kelvin-Voigt 

De la. ~al;;¡·a 

2 2 2 
qo + qi. w 

GtCw) 
qo cs. 39) 

de donde:· 

l/qo · CS. 40) 

Al sust.i t.uir· CS;.·39) ·y C5. 40) -en C5.·22a), la expresión para 
J(l) del cuer:po._:de Kelvin · .. ::.esUlt.a-.ser':·~-.-

' .• (I); 
··2'-li. J

0

.,· ·. ·cos wt.' . dw 
fl· 2 .:·. 2 2 

q,o + .. q~-·-.W -

Al mult.~:Pli-~-a~,. y .. dividir::- la" -i_~t.~g~al de -.ºe-la ecuación 
ant.erior p_or: 

se obt.iene: 

JCt) 
qo 

cs. 41) 

donde: A>= ·qo~qi > ' · -·- · 
. ·. . eXpr~;,ió~ ani~rior. que el denominador 

cont.i ene al 'argume'nt.o. de. la~>f"uf'.lci_'ón'··cos~no_ ~-1.eyado_· al - c·uadrado y~ 
adicionalment.e;._: a ;.Otro"::·~-t.~r~no·.;;,qu~_>no ·'"~s: ... 'f"unc~.ón· ~·de w. ~st.o 
dificulta la apl'iCa:ción.-· :'c:fe :':··!~?~'. .'Pr.o"cS.d~mi'ent.os·.>.usados :en: los 
ejemplos 'ant.-eriOreS.;-' ES:· rec"Omendable ~ ut._il izar._-·1a', integr_a:ción en 
el campo comple:jo '.··, . e~_t.udi. ada · ef'I:_-: l~:- secciói:'':·_5.'_3; .... Eñ.t.c?nces. se 
debe hallar:.,1a-1r\t.egr.,a1·~ .,... · '· 

~ < . : • 
. >.O) 

-H··--·~ .;ro -,~~-~~s : dz --
.. a :i-,.::;: 

para ello~ se realiza ."el sigui'.9nt~- ,cambio de-: variables: 

z' .= wt. 
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donde; z represent.a a la variable compleja. 

La sustitución de a y :::: ·en el. resultado (9. 28) conduce a: 

H = l e-o. 2n 
a-~ 

-" e 

.: ':, ,.-_'.:_·:;'.-': 

Al introducir ·1a eC~~ci¡;~- .. ('5·: 42) én' C5. 41) :resUll.a: 
.. -.·. 

J(t) 
_ ;:·2t,· :nq1·/ 9-~L 

:_qo_,: nq1 ,~q~s ... c_.,-

que es la eXpres(óO .:q·.:.i~.-·.·a:pa~~·ce'_--~n-~·1¡¡· 

cs. 42) 

.. cs. 43) 

s. 4.5 Aplicación ~i ;~&¡J.d~ d~t'j~~:P~~~~'t;o~•· •· 

· Par a ·. est.~ --#~ ~;~~ ¡-:li· ~~-~- ~- ~S ~_\~~mPC?·n~~·~~-S~-f: ·d~ ~ -1 ~- de'for ma:bi 11 dad 

compleja son: · < /L,'• ; 
- G2é:W):.:: -- -~~~---

donde: 

De la· ~~~~ t~6::;{nq~~e. é5. 44) ;y /es: 4S;s·.!~) lá ·ecuación 
C5. 22a). resulta(:· :>:_~;. ·?~:~'.~"..->~;_._ --~-_'.: 

·2c·~~,~~~P¡·,. s:: 
De 

problema 

JC\.) = . 1 
iqo··· 
" (:':.·· <-::., \) -· .. _-;·.' _ .. 

seguir .un p:roé:edimienlO análogo al ·qu_e se.,emp~eó­
an~~r-ior._-~·~_se- -1·~·eg~ 2.\la eXpresióni 

. ·''• .-

cs. 46) 

en el 

cs. 47) 

DespuéS d~ reá.l-íz3:'r ;·_'u.na' cambio de variables adecuado e int.roducir 
lo ant.erior en· la expresión C5.28) se llega a: 

H 
nq1 -AL 

2qot. e 

a parlir de lo cual, se encuenLra la expresión: 

JCI.) = ~ e->..L + - 1- Cl - e~1'.l) 
qi qo 

cs. 48) 
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la cual, coincide con la que aparece en la tabla 1.1 para esle 
modelo. 

5.4.6 Aplicación al modela.de·Burgers 

La d~f'or~abilidad.·~ompi.'~ja-_de._est..e ~at-eri:a.l ~s~-á dada por: 

.:·- .· :-: ' .:~ 
q.i+Cq2p.i-p2q1)w 

' ·.CÍ~ 2:~•<: q~ ~ 'W2 
(5. 49) 

- : ' ... ~ , ·~ . ; ,' t 

de donde:, 

~Gt(Q) = (p1~~ ~-· q~;)> ~~·' ··. > > . .·· 
Al s~s~Í i.~ir ;·lc>';·á~lei--i'o'r·:.:--e~~ i);~.-'e~~a.~i·ó~_-:~~.,--~~.a:,·_·· y. r~~ii zar 

las operácion~s;~m_a~en:i~-~~.~a.~'.\'a~~.cuad_~~ ~' ,; se~.llega· \:a· la:expresión: 

Jcu='p~q1-q2) ~>2i'."q'.J°' >co,d"¡;,t ·~ ... /. ~U.~,-p:q,·);_* 
-qt 2 

.· n:~~- 2 ·· .. ·.º:-:'. é·~t.),~Cwt)_~ .-,_~)_-~'- ; :·:·~q~-~ 
00 . .. -·. .,, .• ' .. · • 

* J .. e~-~· w~. =·-. .·-. i~d;;t~ · __ "dónde;-,>...-· .. ~· q-~-,q; 
0

-··c~t)~+<Wt..),.~ .. " ,.- ... , . :+ \~~·-_-:~:·~~».-.--~,.·-· 
De ·se9úir ·un ·::~;~:::~~-¡~-~!"~·~:»-,·a~~~ogo·; al ·.:usado en. los 

problemas .. ant.e~ioresL se -- Obtiene~··- Par_·a_. ·1·a·: .. ~pr)rrier:a de· las 
integrales_ q~e :·pr"~:S9_~t~~:·: .!~~ :·:~_xPr.~si~n·-, ~·ant.:eriOr~:~:- el ~siguiente 
resul lado: ::.-~·- '-'._.';~~;--/:· 

H f! z'~:~: :2 ) dz -

La sol ui::ión 
ecuación C5. 28) ;' · 

de la 

0e· 1 o. ~ ·: ante~·1.~/~ ... 
correspondieryt.e·s~- s·~ ~~e_g~ 

qi 2 

_e"".~· rr 

las sust.iluciones 

p2 -A.t 
qz e 

Con estos· ~jemPlos, se concluye el estudio sobre el 
comp~rt.~m~ent'?_ -·-·?e'._ ~os,_ mat.eriales viscoelást.icos -bajo la 
apliCa.c10n.·-dé esf'uei-zos ·oscilatorios. En lo que sigue. se fijará 
la atención en. el tratamiento de sistemas mecánicos compuestos de 
masas y resort.es viscoelásticos en vibración libre y vibración 
forzada. 
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C A P Í T U L O VI 

SISTEMAS MECÁNICOS COMPUESTOS . POR MASAS Y RESORTES 

VISCOELASTICOS EN VIBRACIÓN LIBRE 

6.1 VÍ.bració~··1-1br~:: en:_ ~-~·~¡-~·s ·e1:~,s~·J.'.~:~s, '.·~in< ámó"rliguamiento 

En e=it~···~~~cT6~{·5': 0 '.C:o;~~i~~ .. .i:rá~·.1i.i solu~J.oíli,;5'' pára un 
sis.t.€!ma ·.vibrat..or1o~-,.de:;.c~.m~·-;9f:ádo:·_·de:· _li b·er.t..ad> .. 

1
Ea. ns.~ :.-:·~'se. -siStema, .1 a 

posi ciOn. E!n _ :·cu":':l qÚ~ er'._:'.-.f i;-is:t-~nt.:_e ;:>·-de. _::tOd_~-~ .-: . . pa_r:_t'es -_que 1 o 
cor:nponen. '. pu~de :-- _se~~·:·._de:sci: ~-lª': m~d~_~nt,;"e". :~na_-'.:: expre,si~n- ·a_e ;:._~.lná .. sol a 
var_i abl-a:-·:_Si". U'.'·· ~_istertj?:.·:r:~qu~er~--!Jlá_i(~-~e-_·_~n~_: __ ~ariab~e. P:3-r3:: d_ef'i nir 
su posición~.: .. ,s~_gn.i fica.' ··:~ue:c :és!-e~,' ~ie~e·-:-,r_ná~ _-.. ·que-~_;. u~' _grado _de 
libert~d~ .}~n· .. :gen~r,oú ;·:, ~l,~' n~~~~6.:.: d~.~;.~:gr·ac:iós;.\de \'libar.ta? de .. un 
sist.e'ma.· es ·:.igual:. ar: númer:-o de .. var:i'al?le~.: .ind~p0ndien,t.es, .. requerido 
para de1:-er-t.nfn3.r-:· 1a ·: po~iCión, ·.~e .. ~odas :.:·:.sus· ~artes· ·.en> ~ualquier. 
!nst.ante,': .,,\, · ~ · · - · -

''-:: ~.- _::.;_." . 
6.1.1 ·s¡s-t~~:~:~on. -~~·.:·~~lo,:.9~~d~· cde. libertad: 

El s.iSt.e~::: .~c;~rr~d~- ~:~ri·:·· ~~? F'.ig·>~ ~~ 1~a) - · ~~~~i'°~~e ~~; .o~n 
resorte Íine~l:." de-'.const..~nt.e -:K.:-_y :un ."pesC?·<~ •. -.con.· masa-·" .• :m· = F'/g. 
La constan~e. K .s~_ def'~n~:.:coffio:·la_.)"~erza que. s~.· g~ner.é'.'- cuando se 
alarga ·ó_. ªt?º!"'·~ª '_el:~:resor:-.t:e~··\en,::·una -c~~rlt.idad _un_it.aria~ · 

La·: m3.'sa: . ."_'~ol.-o,-:~P~:dr-a'-').m~'Ye~-se_·:~··en_.'. 'di_-reC.Ción · ·_v~.r.t.i.i;:3:1·-. y t..~das 
las rotaciones ·y ~oy1~·.er:i.~.º~~·hOr:1ZOr\t.al.9s -estarán rest.ringidos. 

, .. ·_--, ... _. ....... . 
Se: ".bUsc··a: : l'.9: :/~-~it'.i~"1ó~· 0

de1 ·· Problema'. al calcular los 
despla::amient.os·, .. u. a ;:part.ir_ ~de"ürla -poSición , ua, para la' cual, 
la f'uerza del-·resort.:e _es '.i~l:fal--a cero. 

'b 1 - -- ·-· -

Fi.g. cs. 1 si.at.ema. ma.aa.-reeort.e ei.n a~orligua.mi.enlo 

La dist.ancia ua rePresent.a el alarg~-mient.o del resort.e y 
está dada por: 

U& = F/K 
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La ecuación dif"erencial de movimiento se obtiene mediante 
el empleo de la segunda Ley de Newt.on •. 1a- cual establece que ; ·la 
f'uerza neta que desequilibra ?- _un ::>is_tema,:· de masa .. const.ant.e 
result.a ser igual a dicha masa multiplicada ,por su. aceleración. 
Si el sist..ema most..rado por.· la'; F'ig. 6.1 -1 es des¡:)lazado una 
dis~ancia u respecto a la ·po5:-ición':_·~de_: r9poSo •. · 1a -r,uer_za '·."en .el 
resorte será igual a: F'i.- .. ·= F' .--~· Y.:u,:,,_,· así.-:_por la·.segunda Ley--de 
Newt.on: ' ·. 

F - CF .j. Ku). u .nu C6. 2) 

lo cual se reduce a: 

C6. 3) 
_-. ': . :· ~- -

La soluCión de esta ecua:~10·;,_ dir~-~~~~·1a1 es: 

(6. 4) 

··:_· ·:º· . . -::·:·::.-. ,. _·. . 

en la cua~-:~_ C:~: YYc·~-:-_s·~~ ~-~:_~~~t~Í"it~~- :~.r-~i(raria~ -~u~ se eyalúan- al 
sus ti t.uir ·:.~.ª~ :>~~-~di~i'ones· .iniciales· del.-· prOblema. 

El ~~~,~~-d ·'.~i~fl~~i·~- -¿'.~r~,-e~Pond~- ·a-. la· f"recuencia natural 
circula.!- de Vibracié:sn''·del: sistema ·_no ·am6_rtiguad~; 

y la f"recuencia 
amortiguamiento :_es:-_· 

/n 

6 bien; 

Wn '= )e~ (r,;,d/;.eg;) 
·- _._. '·_'.--· -"., :-· 

·~~:~i-i~~~-t~~-:··- d~i<-.º- sistema 

. C6. 5) 

sin 

(ciclos/seg.) C6.6) 

/n == 2ñ /+. C6. 7) 

De lo anterior, puede observarse que para una vibración no 
amortiguada en un sistema de un grado de libert.ad. el 
movimiento es armónico y ocurre a la f"recuencia_· natural· ·de 
v1brac1ón, /n. La amplitud del movimient.o se det.ermina-,'a-- par:~ir 
de las condiciones iniciales, de las cuales. al menoS_,dos __ .:deben 
ser especificadas. Si el despla=amient.o y la velocidad_Para't '==.O· 
son da t. os conocidos y denotados por uo y uo • respect.i Vamént"e.-:~ se 
obtienen los valores de las constantes Cs. y C2 --_de. ·1a--:-_ecuaCión 
C6. 4): 

Ci. = Üo/wn 
Cz == Uo 
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6. 2 Vibración lihre ·en, medios e1ast.icos con amortiguamiento 

Si :3-i .sist~m<:1:.mostr..ado ei: ,l:a Fig. 6: 1 , ~e le 3:9rE'.ga~a un 
elemento ·adici6n'al t.al qUe. produjera disipación ·de' energía 
durante la v!braci.ó.n'. libre·,: ést.e:·.··< s~ría: má~·- repres_entat.ivo de 
un sistema f",isr~o.:·r:e_~~· •. cRé~.::·11)::· · · - · 

~~·de .. _e1 '_'~p·~-~-t.~;./~~· · ·~f~~~i~·m-:~-.~~rií~t·~_co~ ~~i- _. ~1eim~ht.o·.: ·mas: simple 
que puede cUmpli ~:i,con esa<ac.Ci ~n .;disipad.ora: e_s ·_el. ri.ui.do viscoso 
de· Newton. El .:ar~.eglO: 9~~dar.~ . .-~.omo -._~l.,'mo.st.r:3.do en· l.a. Pig. 6-,_2. 

e 

F'i.g.<c::::::2 :~i.;·~·oma. do un:gr~do do li.b.arl~d 
<:i._morli.gua.mi.enlo 

La t"uer.z&i :· er:(:: .. el '.amort.i.gua.dor Viscoso e5: direct.ament.e 
proporciOrial ·a".:.-1a::··v~locidad; ~ü'._~. y .~iene._i;i_n _valor._ calculado· a 
part.i r .. -del:' coef"iCi9~t.e-·-.d0-.-.- amor~i-guamieñt.o .. ~~del .)nis.rilo. C. ·. Est.a 
fuerza act.úa·en:opc::-isic~6n· al: movirnienl.o ·de·-·1 __ acmasa.'.·>- · 

... - . ·· ... , - \· 

Cu~ndó e.( .sis.t.ema -de la ·.r~g. e.·2 s·e. sOmet.e' 3.. vibración 
libre. la.·ecuación d1f"erencial de moVimient.o ~se::'puede;'- obt.ener a 
part.ir_ de >>·1á: .. _segunda Ley ·de:~ NeWt.On·.:. _·· aL·.- producirse ~:un 
desplazamient.o ·cOn respect.o a .la 'p65:ic1ón' _de : .. r:'e'pOso: Est.e 
desplazamient.o , u • produce una.-· .. ru~rza :s.ob~e·,,,e~'·:: resor,t.e:.~:. que 
act.úa -sobr.e la masa·.-. en -:direc_ci~n :.-.i:eg~t.1 va:::.·:· ·.·y·:·.:·~.na:·~:-.. Vel~cidad 
posi t.1 va que. ocasiona una· .. fuer:-za. __ de !amort.iQuan\i'ent.o, negat.i va; El 
est.a_do de f'uerzas que s_e. ·present.a: ·:sObre.:· la· masá'.::.del" s_~s~erna~ .se 
muest.ra en la :rig.: e:2~. >~-· ;:.:::::: i:·/r ·;:.-'.·-.~.. · -

Al. rea11zar sumat.oria de -f'Uer'zas vei:-t.icales', se :obt.iene: 

·(6. 9) 

Si ti ei9l. lo ant.erior se puede e~c~·ibi~ como: 

mw 2 
+ Cw + K o (6.10) 
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La ecuación C6.10) presenta las siguientes soluciones: 

Wi 2ri\ e-e + .:¡ e•~ 4Km C6. 1 la) 

W2 
1· 

['-(; /e•.- 4Km 2ri\ C6.11b) 

.: ,· 

A pa.r'.t.ir: de las ecuaciones. _c6.': 11_)': :se_ ~l:leden· ,'considerar tres 
posi bi 1 i dades: ,-,._, 

a) Cuando'. -·e > ,,4Krn ··.-.~·" las·::-:ra.1.c:es·. -:-~~ -·ce.11) serán real"es .y· -la 
solución de_C6."9)·:.se~·á_:::,:J.-

.';::.--'.: . "' .. :·-~\ 
u'.:; ~.-::c1~~~-~l· (6.12) 

«;; 
. ' 

As! • ··w1 ·-y:-., W2 - .:·'~·95:~1-~~:·iá~---. ser-·~. -~~di~·i-va~--~ ·. U decrS:~e~á 
exponenc:1·a1rnent'e Si'n ·_cambio· de_· Signo.·~;.como·:mu~st~a· la :··Fig> 6. 3a. 
En ~st.e. caso·'.:. ·n.o ha~r3. ":_oscil_d::c1~ri-'':de_l-· ~is~ema.. y .. ~e>._dirá ·que es 
sobream.or't.t,i-uad0 . . ., --" · ·;- .. '. .·., ~,-· .--·. ::-

b) cuando e~.:-_.-~ :;~Krii __ , ·:.:am~~~~'._,.r-~ic·~~ ;_~--~:~e~:~\¡·)~--~-~-~-~~ 
result.ado··sOl-o ,:·t.1ene· s~gn·1r·1_-c:·ado·~- mclt:erriát.iCo,.-«· Y.: 
<.::.ol ución~ 

·1-~~~i~-~; Est.e 
conduce· a la 

c·~t.;-~_::c_~(<z:~.>~ ., 6. 1 :3) 

\.;,; • • -':·.-~·-.-:~--~· r: _'.~: . .¡.·~e:'_ 'r._ 

Est.e problema: es ~·si'.mil'ar ··:·~l ·:a~--~·ef._i:or, ,:·:·s~(b ·que:.··aho;~ u si 
podrá cambiar'. de· signo.'.C~n\o- nlUest.rá ia· fi"g;(-,6:··_:3b;\- El ·val'or de C 
requerido para·: sat.fsf'a.Cer, a., esta .:cOn,dici~n·.-. 'se ·,conoce como 
amort ieuam.ient.o.- crit._ Lco.·::_cc_ '· 

Ce 

y la reiacidn_'_de-. como: 

B 
. . 

2: _. - . i '.:.'·'<'< ... " _-.· .. •.- :·::>' :· 
e) Cuando C <'.,4Km. el;.:amort.i,guamfent.o ;'del "·sist.ema ,será menor _que 
el crít.!co. y· las. raíces·.-_de_J:ce.:.11Y· serán 'complejas_-o·conjugadas. Al 
int.roduc1r·c- la exp.résiOn··:·de-- 'CC~'--<~1aS --=-rai"'-Cés~-: ws.·:~-y: W2 '·'se:----pueden 
escribir de la sigUiente··, forma~ -

...,,.., e-a·.• t~ :1-. ..:..-8 2) 

·: ,--:-----; ...,,.., «-a - ,Lv-1· ... - s.) 
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Al introducir las expresiones C6.16) en la ecuación C6.12) y 
aplicar sobre ésta la Córmula de·Euler, se'obtiene: 

' . -. 

u=ec-Wn&L>cc3~enwnt,~+C4coswnl~) (6. 1 7) 
~- ~ .- •o';.'' • • .·. ' . . . 

dondé ·ca ·y .. ~ ... --.~-on.-,c;:~~-~t.'~·~l~~· ·arbit~r-~ri~~. ',~L.; -ecuaCión C6;17) 
indica· que habrá un''movimienlo 6scilaloi:-io cuya .amplitud decaerá 
con el· tiempo· , ,-proporc;i'o'nalmenle·:·al término exponencial de la 
derecha,' como lo. mues.tra ·la F'ig. ·6. 3c. 

- . . ,-;. - - -
f'i.g. d:3 ·V~i.t;¡..;·c{6~-Li,bÍ-e de''un sai.~loma. a.morli.guado 

: ~ ·•· ¡:. .·.. . . .· 
Al-. ana.1·¡-~a~_:\1a;::'e~.ua~~ón·:·~_C6~·:l_·7_~-:. ,, . st;/'. p~ed.e··--Obs~rvar:- que· la 

frecuencia de_ vibración; libre ·'.'.' .. Wd, _:."es<:, menor,-. qÚe :la·,_frecuencia 
nat.ur~l circular:~·- "de , .vibraci:ón~-~ del: -.sis_lema·--~ n6-o.amort.iguado y 
~ue·la relación-e .tiende a'la_unidad cuando la Crecuencia tiende 
a cero. 

(6.18) 

83 



El desarrollo ant.erior. rep~ese~t.a una simplif.icaciói:-a d,el 
caso real • de un sistema. de un grado de libertad en vibraci.ón 
libre. En.la secció~ 6.1 se'.puede _observar que un medio cont.ínuo 
es discret.izado como·.un sistema de una masa y un resort.e ·elást.icO 
lineal C ·modelo de" Hooke). 

En la :~SeCic:·¡.ó.~-·;·6.2·; el medio continuo se.··-·supone "como ·un 
sistema - discret.O:"··de -.·un ··grado de libert.ad análogo al modelo de. 
Kelvin-Vo~gt. •. :: est._~diado en capitules anteriore_s._ .en -e1 cual; 
ocurr-e. disipa:ción.._.-de energia y la vibración ·se atenúa·. con el 
tiempo .. hast.a~_volver la masa a su posición de reposo. · 

13. 3 v'1b.r.Bci:Ori libr-e de sistemas t~ormados 
.:rtscóelastic·os 

por materiales 

En la Fig. 6.4a. se muestra el prot.ot.ipo de todos· los 
osciladores de un grado de libertad: una masa ,m. conect.ada a un. 
punt~o _fijo mediante un resorte. que ahora no es ·elást.ico li'neal; 
se trata de una barra compuesta por- un material viscoelást.ico~ de 
seccién transversal A. El despla:;:amient.o u de la masa, m.·:·se ·mide­
ª partir de una pos1cicn de roa-poso, en la cual el si~lema se 
encuentra en equilibrio. antes de empe~ar la vibración. 

,,,, 
Fi.g. d. 4 Si.'stema. ma.so.-roaorle ·vi.-acoelá.al.Lco. 

Para hallar. la ecuaéión de -movimiento del 
cuenta con ~.as siguiente~,- expresiones-: 

Ecuación diÍ'lámica· para un- materia! elást:icO: 

mu· ·.:;.:.F =o 

Relación cinemática: 

e = u/L 

CES.19) 

sist.ema, se 

CES. 20) 

y la -ecUaCiOn 'ºcorl.S:_t_J..(ut.íva d.e1 - rnat.erial ,.que forma al r-esor-t.e 
vi sccel ást! co. 

'...l:Uo CES. 21) 
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;,• sust.ituir la ecuación C2. 37) en C6.21), es posible escribir: 

e '.Je· 
-L-

De la ecuación C6: 19) se Obt.iene: 

F 

de donde; 

Eo = Uo/l · 

Ao- F 

-mu 

y 

2- ivt. 
muow e 

(6. 22) 

(6. 23) 

Cuando_ estas dos .Últ.iina~ eXJ)r:e~~Cme;;; s·~. inirodt..icen en la 
ecuación C2.37) el t.érmino Uo, ·que ·represen~a· i la amplitud 
compléja _de ~a o~cilación ,-·desaparece y se obtierie: 

cs.24) 
·. - .'"- - -- -

e:st.a -eS la ecuac"ión -de ___ la··_·f'recuencia··· dei~~,_os.c'1·1~dor_·.,~·most.rado ~-
en la_ Fig~···; 6. 4-·, fa _cual -·es ~Pl,iCable :::a:. ~ª~_erfileS ".-·1nei"-áSt.icos: 
GCw)., 'es -_u~a _cantidad compleja·,'. mient.ras.-_'que~·1·a.'t"r.e!cUenéi'ai'es-"-un 
t.érmino ~e:al, ·. P.ºI".' . t.anto, , l~· expresi~n_~"·CES .. _2-:1_)::_. .• _co,n~l:l-c~: ,-:_a·:~ _una 
soluci'ón de na_t.ur.ale::a complej3.. LO áñ:t'e~_ior._~ .. _in\pl_ic~·,_ ,:'(que;:·t.Odo '.· 
osci l a~or'.' -~.que'..: contenga :,un-. resorte::. viscoelást.ico' .. ~; ~-; pr_<:)duc_e· ·-u'na · 

vi~_racfón.:a!ll~~-t.i_~~ª~?-· _, _ . ___ ·;->.:._ .·~-~-'-~!'.( :· .:~---.:::;_:_· ·:::·.-._--·,. -:\· " 
6.~ Apli~-~~i~r{a:"~~~r~·a~es: espe;cr'f1~c~;;: :'--:'.··:.: .. ".~~---

En esla secéi,Ón se h;.Ílará ~;~ ;r~~uen~~¡; nalu,:.{~ .de 
vibración. . del· _:.~o~ci lador" · · ·:1 de--..,:1a .. Fig:' .:_:- 6;3 · ~. :_ 3.Si "~:como --- una 
expresiOn'-~ 3.dec~ada pará:·:·el~-:~ ~eSpl'áz·ami'e-nt.~·-.'··"· 1:..1';· CUá'ndo ·el'·:·."r.e~ort.e 
viscoeláslico·--· está f'or::_mad".J_;«.por-. _<cada.,,. un'o /.de::;:-los·· ~at.erial_~_s 
est.udiados en -fos ::e capit._ulos:~-.·-'anteriores;;_- -- ' 

6. 4. 1 Respues~a 'dei :"modela·:~-~- .. ~1x~:~fi.:·~-< 
'<'.' 

por: 
Para e·~t.e :·~aler:-~al, ;13._ :·def'~~rna:~~·1i~dad :·,c·a~~l!7j~·'. ~~t.á dada 

G(w) ~el. 
__ q1_-_,_,_ --'~~~-

.. . ' 

Al sust.i t.ui_r en la·"ecua:ci'ón (6. 2·4) ·se lle_ga a: 

-
1

- Cp1 w2 - iw) = A 
qt iilT 
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que es una ecuación cuadrática en 
representadas por: 

cuyas r ai ces quedan 

W1 

W2 

l 
2p1.· 

' 
_2p1 .. 

4 PJ. 
2 

:>"· -- . .·.·: 
'.C,·:.: ' . , . 

Al estudiar el radi.cal, --·se Observa· qu9'.·cua0do la masa sea 
muy pequef'ia,. ó .bien;- qu~·:·~~-:··r_~:Sº~.t.e'"-;_sea_··.mt.Íy·.: ~ígi'do, d_e. manera 
que el módulo; Eo = ··qi(pi -:<:-.t.ie.nc::i~: a,_ u'.1·~.V:al_or_ muy gra~de, la 
raiz cuadrada restil ta<~·ser. '·una. cantidad real·:,' la cual se 
representa por-' el sí~~'.?,~-~~. ~--· ~:~j_: 

Lo anterior c~~duc~-·~,un~valOr'de i:a f'racÜencf"a,· W ·,·.,---igUa1· 
a: 

.'·-·:,:". 
l~_,:·=~ .. ~ ~ª~;~·~ 

Así, el despl:a~a~-~~t·o_·-:~--~: .. :~~:!..!~~~·~-~:~º~~.e;~~·~:'.(~ po_r _la expresión: 

ó bien; 

Est.'3:·­
amortiguada 
f'ormada por 
valor' real. 

u = 'e-t.(:' 2Pu·cc1 ~i.v_1.j.~~~-- ~~l~.~) 

u = ~c"'' 2P 1 :,~f~~svi'.+t1~"s1n ~Ó 
Última ecuación ~.-epre~~~t.·~·:·~, la -.Vibra'ción libre 
del sistema de -la Fig. 6. 3 -~ ·,; cu3.nd0 la·, -bar'ra , está 
un material maxwellianO y·_el ··término radical ·es un 

. . . . 
Cuando la masa sea grande ó e.1· ~·~so~."t:e ·resulte·,- ser muy 

f'lexible. es decir, el módulo Eo =. q1/p1::seá péquef'io,·. e1._ radical 
conduce a una cantidad imaginaria, .. la.'cUa(:·;s,er-á ,.r·~Pr.9sent·a.da por 
i.v. Al sustituir- en las ecuacion"es e?~ .!'rec_\.:'e~ci"a 'se obtiel-ie~-; 

lW := - 2~~ ± V = - Wi ·-~· 

Para este problema, el .·desPl3.zani:1"ento 
f'unción: 

; -vtt. "' · ..:vzt 
u = CJ. e· + Cz e 

. . ' 

,. __ : .. 
para ,~1,2'·> 9 

u, está ·dado por la 

es decir, el movimien-lo resulta: .a .. p~~-Íódico.: Aunque este modelo es 
el más usado en vibraciones ._en me!dioS el3.sticos, es uno de los 
menos empleados para repr0ducir 'vibraciones en medios 
Viscoelást.icos. 
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5.4.2 AplicaciOn al; s~lid~ de tres p~rámetros 

Este material resulta ser verdaderamente interesante y 
merece ser estudiado con detenimient..?; 

- De 

ext.raer: 
las dos úl t.i mas 

C-Cw) 
.q.:.:-+ -~'ip1w2 

q~2..+ ,q1~.,¡~'. 

t.abla l. l se puede 

i.Cq1-q.:.p1)w 
2 2 2 q.j + qt w 

y al sust.itr.Jir: en .. )a_ :ec'...!a~ión C6-.24? y mult.iplicar por el comun 
denominador •. cci~du.ce a ~na·-expresión de cuart..o ·grado en w: 

- z .··2 .- - 3 P1- z z 
Cqo+p1q1w )W -,_c_q1-q1?p1)w - ñlT Cqo +q1 wz.) = O ce. 25a) 

Esta ~cuacÍ.ón ._l.i,;ne cuatro raíces, lo que hace pensar que 
habrá cr.iat.ro m6dos de vibración. Sin embargo, si. se usa la 
ecuación ,_(2. 40) para calcular GCw), se .. llega a la siguiente 
expresión: 

C-(w) = 1 .f. .. p1iw 
qo+q~ i w 

que al ser sustit.ui.da en·C6.24) d~. lug~r ·a··una-ecuaci·ón -de ~ercer 
gr~do en w: 

ce. 25b) 

La. Qif"erencia entre C6.29a) y· C6.25t:q se debe _a que ~a 
primera coht..iene una raiz ext..ra~a. Gt Y Gz est..án.def"inidas' por el 
segundo miembro de C2.40), como las par~es real e imaginaria de 
la de:f'ormabilida.d compleja, GCw), respectivamente, mientras que· w 
es una cantidad real. 

La descomposición de GCw) en sus partes real e imaginaria, 
se cc-ns1gue al multiplicar elK iumerador y el de_nominador de la 
ec:ua•.::i.on C2. 39) por E q1<C-i) w • Est.a operación incrementa el 
grado del numerador en una unidad y la w hace que desaparezca la 
ra.1::. extrai'la de C6. 25a), la cual no tiene relación con el 
problema mecánico planteado. 

Para hallar el movimiento del oscilador, es posible 
utili=a.r,en lugar de la expresión C6.24), la ecuación diferencial 
correspondiente para ést.o se emplea a C6. 22). Como ecuación 
constitutiva del material se usa la ecuación diferencial C2.8c): 

Pe = Qe 
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En el lado derecho se inlroduce·la deformación. e. obt.enida 
de C6.20) y en el lado izquierdo, la deformación. obten.ida de 
(6, 19). De est.a man.era: · 

et 

De lo anterior se. obtiene: 

,F 
-;;;-

-+ f'.'CÜ) 

- .~ ü 

+ QCu) C6. 26) 

Así, p.·_es--ún:~per·a'.d~·~:··,de·:!;~)~;,;~::-Crn),:·.y Q es un operador de 
orden· Cn < ·m+2) .·y:-la::_·ecuac'(ón.' ·c6~26) i--esult.a- ser .. un.a ecuación 
diferencial :de· 'orden _Cm+2Y; 

. :_::· :·-.:"-.- '. 

Al re~1·s~~< las· ··ac~·~c~~n.es <d1~~ren.c1a.'1es .list.ádas .en la 
tabla ·1·; 1 ~ ::se·-~pued~ córl.cl.~ir:-'-:._·que· para."_e1;:-r1uido .. de~,.Newt.on., y" para 
el sólido de ':Kel_vit:i'' l~S-.~cuaciones ::resÍJl tan de: segui-tdo · or'de~,.' 'ªl 
igual ~ue·:para·ui-. s~lí_do elást.ic~. P~rá·el f.~·u1_do ... de,:M3:X'lf'.ell':·Y el 
sOlido de ·-:::uat.ro~_pará~etros ,_-··1a_s:-~cu_aci-ones serán-de' terc_er ··arden 
y para--el-.:'.modelo·~de Burgers~·.:.la·:-e.cuaci~n. de movimient.o:·r:'esul"t."a 
ser:. de· cUarto._or_den. - · 

~ar·a poder· "obte~er un.a·,_ ·sol uciÓn ún.iéa ~·: :s_Et:· r:eC¡ui.~re '._-qÚe E!l 
número·' de condiciones iniciales -del-'. problema. ···coincida-. ·con el 
orden de la "ecuación. diferencial de·.movimi'ent.o ·del""misMO: ... En' .. t.odo 
problema diÓámicO, ·se· con'ocen· l.os va1or_es·-:·i'ni"c1á1eS·, de;· u ·;·y-.u::. 's1n 
embargo. -i en Ocasiones -puede .qUe \haga falta Conoc-er-.!- Ot.f..'os'.-~.Valor"es 
iniciales_pa-ra obt-ener_ ·la soluci-ón·_~el~_LPr:.C?~t:'l_~!I'ª_;,,~': __ · 

A fin de ilust.rar el procedimient.o.· se:-"~est.udf3.rá la 
respuesta ·del modelo de Maxwell, asociado;a ·una niasa:·_ 

FLg~ CS,5 _oaci.lo.dor si._mple con r_oaorle m_ci:x_vellia.ryo 

La Fig. 6.5 muest.ra el oscilador en t.res posiciones; en lá 
Fig. 6.5a el sist.ema es~á en la posición de reposo. la posición 
de la Fig. 6.5b se ob~iene al tirar de la masa suavement.e. Cuando 

88 



el amort.iguador n6 ha tenido t.iempo de deformarse.el resorte 
permanece en su eSt.ado'inicial. Una vez· que la masa se det.iene. 
se logra_ "la c'ondici.én ú = o. ent.onces, el resort .. e empieza a 
estirarse y se crea una vibración. La- deformación- del 
amortiguador .en e1 t.i.empO. ··per:mit.e e1· abat.imient.o gr:aduál de la 
energia: del _siSt.ema._,,al __ .disipa'.la' pO.r_". f"~ic::ción viscosa: , 

El .s1Sit.~~a de 1.-ª. ~¡·:g-.~-~~--6::~~ pu~~~ =a1~an:i::ar, ·1a·:po~1ci·on·'·d~ la 
Fig. 6. 5b 0 .a1:. t.i~.3:r .:~e ·-.. ~a.:'.~~sa ml:IY' su.a~;emente y· la··. def'or~ación 
compl et.a estar.a-. dada._·-por · el despl azami ent<? _del· am~r.'li g~3:dor. ·. Si . · 
se f'ija·· la ·masa: ·e1:"l:ury.a po.sición t.al que ·Ú = O y luego ·Se suel.t.a, · 
no pasara :nada;·· el oscil.idor permanecerá en su posi'ción ·.de 
reposo. . . r -

En ambos __ casos. se tendrá que para .t = O, u ::= O y ·.ú; O y 
la dif'eJ"."encla.: se ubicará -en la junta int.erna ent.r~ el r~s.'?'_f_te, y 
el amor t.i gua:d~r. ;- ' · 

•,-, 

En la F'ig. 6. 5b~ la deformación repentina, eo "-"uo/L. 
produce un esf'uerzo; o-o Eoeo, por tant.o, se or_igina; una 
aceleración, U.'..:= EoAeo/m • mient.ras que en lá F'ig; :.6:5c no:.hay 
f'uerza aplicada, por lo que la aceleración. ü, res_ull~. ser :nulá. 

A: i:::O~t.i,ni.Jac·i·ón ~e resolverá la ecuaci'ón". "de ... e_quil:ib~i.o 
dinámico·:c6;-2e:>.- para- -~a.da nlodelo, -a fín ·de h3.llar:- laS·,cr-ecüenCias 
naturales_ .. de vibración correspondient.es. 
6. 4. 3 Aplicación a.1 modelo _de Newt.on:_ 

qe: 13. .. tabla ·1.1 .se extrae: 

ó' = qté; 

que es la ... relac.ión : const.i tut.i va del modelo ·y que puede ser 
escrita como: 

De ·la ecuic1Ó~ :c.2/8~-J: se :obt.ienen .. los, operadores: 

y 
( d . 

º<'. q1?dt:" 

De sustit.uir (6.19), 'y: rn:~o)'. ~ ... i°..: ecuación 
int.roducir el r_esulta.do:en (6.26) ;,~ei:·l~ega· ·~.: 

·+u +i' ~;~~';·o·· 
ó bien; ... 

· . ···qiA d 
- .u ... --m1" ~" u = o 

que es la ecuación de equilibri,o di.námico del modelo. 
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La ecuación C6.27) es una ecuación diferencial homogénea de 
coef'icient.es constant.es, de segundo gr-ado, por t.anto, acepta la 
solución: 

vL _u = e 

ü vL C6. 28) 
we. 

u = w 
2 e vL 

Sust.it.uir esta solución en la 0xpr.esión (6.27:> conduce a: 

w2 + ~·' w· =·o 

wCw .¡.·qt ) ,; O 
- L 

Las raíces de-la ec;_uacióri: C6.29:> ~·esúlt.an ser:.· 

Wi ;=:o;· 
q<A­
iñl ·_wz 

lo anterior conduce a la so~·~ci~~~·' 
' -. ' 

U = C.C1 -ew1~ +·.C2 e~2 t.) 

" 
u ¿ 1 +-·-c~,·~-q1At./~mt>_· 

Si se toma como cOndiciones :.ini~iales, para t. O: 

entonces; 

Uo 
t.=O 

Üot.=O 

U = Uo 

ú 
-duo 
a-¡;- Vo 

- q<A Cz 
ml 

por t.ant.o, las -cónst.á.nt.'es:.c1 .Y C2 result.an ser: 

C1 

Cz 

uo +··u 

uml 
Aq1 
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Al suslit.uir las constantes en la ecuación C6. 30) se 
obtiene: 

- uClY =-.üo· + u (~) Cl-· 9-qtAl/lml>) 
Aq1 

6. 4. 4 Aplicación al ro.delo d.e Kelvin 

La relación c~z-i'~'~1\.~ti'.~;~a;_·~-~~'."·:6~/~~-l~·,¡_::a -al modelo es: 

+ 

·- .. ·' 
que tambi-én .·se· puede eSCf'7lbÍ( como: 

C6. 31) 

;, _-.. ~ - .·. - ,._ . 

De la ecuaciOn C6; 31)·."_.-_ lOs ope~-~d9_¿_es\dif'_ere,nc~-~les resultan ,ser: 

p = i y 'O: = e qó + ;d~ ) 
: . ,· ; <-· : !.".: -.~:_.·_ ":_ - -- --- :_ 

0e _-Se9u1 r:- un pr~O_c:ed·i mi :e~t~ 3:nál ogo·- ,-ár~: de1 - mOde1·0 arlt.el-- i or. 
se obtiene .que·_ la ecuaC1ón-· de._ equt'libriO dfnámfco·· ~-~r_a· ~:=-s:te 

ma~erial.es: · : U+q~ú:~{}=~ ·· C
6

.
32

) 

la cual • resu·l-t.a. ·.una ecuac1·6¡:.(- -h'oin09~rleá: ;-.. de coef'ici:ent.es 
constantes d_e s~gundo orden·.· cü~a'-_~Olució:n est.á dada.:por: 

.-.u .. = .;--;;t· 
,,-.ú ~ w~·..-L 
·U =· w~~'IJt . - . . ' 

', · .... ' , .. " 
y al ser sust.i tui da en. C6. 32) C'oríduce a: . . . - . .. . .·-.. _. ,·-· 

~;~-:-.-~ ~~~ +--~~~'~.o C6. 33) 

Al resol ver la ecua·c1ón C6. 33) se obtienen ias raíces: 

Wt,2 (6. 34) 

La expresión a:~~e~lor :nu~s~~-~ -~-~~ -,~~~t.~ñ- t.rés al t.ernat.ivas: 
Cuando 

qi
2 A2 ,qoA 

4m2l2 J mr 
91 



la frecuencia, w, resulta ser un término real. Si se denota el 
radical con el símbolo v. la frecuencia será: 

. W1,2 =· :-- ~~~ .:!: 1:-' 

y conduce a una ampli t~d'- d~ .de~·pl~zainiento ,- ·uc t.) t 

.. =. e ~ .. ~t~/~,2m~>c·~1~.~i:.:. c2·~vl) (6. 34) 

y se dice que:,el sistem.a ·es~ superamortig~ado en vibración libre, 
es decir. 1 no ha~rá y~_br~'7i~'n·;-· · 

CuandO 

'qoA 
lñT 

-~, ··":/- ''::.: .. · - . ·:·.- - _-· 

y la-amplitud- ~~i;tde~p~·~Z.~nli~n~,º~-· ·resü1 t·a-; 

Se- tiefte··;;.:.sí< la' c_6:ndi-c;l.Ón de amortiguamient.o cri t.ico, para 
la cual el sistema:.'nó vibra".· 

Cuando'; 

~1·2 A2 < q~A 
4 rñz l. 2 2ml 

la frecuencia nat.ural de vibración._ est.á dada· pOr: 

w1_.~. = - 2q1Al. :!::.\.v._ 
m , .. , 

dondet \.tJ __ represent.a á.l _ra.dl.~~1- .. ~-{_·_.c .. ua:1 r.esul.t.a .. ser -imaginar ro. 
Esta frecuencia conduce ~ la··s1~ui~i:'lte expresión. pa.ra la amplitud 
de desplazamiento: 

C6. 35) 
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Esta ecuación representa la vibración libre amortiguada del 
sistema y t.arnbien se puede escribir·como: 

Al establecer las condiciones :_'úli'C"iales 

se obtiene; 

u.= O· 
duo' 

Ú. = ~ Vo 

para ,t=O; 

uO~=O ~- C1 + Cz 

C1 C- q·:iA + iV) + Cz· C- qiA - U.>) 
. ·amt 2mL Úol=O 

De lo anterior resulta: 

Al sustituir. las i;:o_nst.~0:_t.es. C1 y :·c:;z· ef".' ·_1:a ecuación C6. 35) 
se obtiene la !'unción que' desCr:-.ibe la' 3.mPlit.ud·-de desplazamiento 
del sistema. 

Úo 
+(- 2t.v 

~o(.· q1A . 
.. 4ivmL-· 

.1 .) )~tv<l. 
•2 

6. 4. 5 SÓlido de tr,es~ par~me't.ros e~ vibr;,.;ió~. Úb;,; 
Para este mat.·eria(~ i·'-~ ·~~~a~i~~:--~-~~s·;·_~t:0tiva- es: 

-~ , 

que también se puede esCribir co~o: 

UJO' + p1 ~t. C1 = Cqo +·q1 -~t.) 
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Por tanto; 

p Cl + pl ~t.) y Q =,Cqo + q• ~t.) 

De seguir el P~oce.dimie'nt.o·.anterior, se obtiene la 'ecuación 
de equilibrio dinámico, del_ sistema: 

·+ 'p1 Ü·· + -, ~ .- -~-."~ .. ·::~ ú_':-~ q~ :~. -~: 9 ' (6. 37) 

La ec1.l"acfórl· di-;~·:-~nCi~l: _:~ ~~;~~7;~:\~:~~~~:~_:·. 1-~~ ~o¡··~~:¡:ón_:·=·propuesta 
para loS ejemplOs .'ant.er:for·es. ·.0e·_·1C(>.:int.er:'i·or se Obtiene: 

<:i<~ i •¡¿2J·q"¡'¡· : ·;~~A:,,_ 
'Pl•'. · "Plml·' p•m.t·- O 

.:<'"' -:::'.-'. ~-
Cualquier ~~u~~;1Ó"n ~úbi'Ca de· ia ·f'¿;rma~:-· 

-,-~-~~::~:p~.:'.·~·~;\-~· q_cy">+· :r =O Ca) 

Ji 9 +.·ax + ~; o Cb) 

al sust.i t.uir Y = CX '._' p;3) ~rÍ J.¡,_ :,,_;~::esió.{ ~a), 
La solució~·/ai9~br~~Ca ~.~-:·_~-~)~};~~~:c;~~~igue al suponer; 

B 

•' -."· .: ,.- . ~-. ' -: ·. - _; . ,' 

de esta f'orma, las raíces .~-e ia;. ~~u~~~~~ serán: 

)(, ;;. A. + 8 

Xz C6. 39) 

Xs 

. . 
Al ob~iervár-.t-a~·-r-a!'c:~s--c-ef>39,- "s~ "P~ed~- ver que existen t.res 

posibilidades· par:-_3: ~7'f'inir :-1a·-nat.ural'eza:dé 13.s rri.iSmas; 

Si CCb/2) 2 +.Ca./3) 9 ]'-· >. Ó·~· ~xi·~·t.ir
0

á·';'~-na ra-iz: real y dos raices 
conjugadas imagi~~rias. 
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Si CCb/2)
2
+Ca/.1D

3
J 

dos serán.iguales. 
O • habrá tres raíces reales , de las cuales 

Si ((b/Z)z+Ca/.3) 3 1 < o'· ... result.arán·, t.res raices reales y dif'eren-
t.es. 

·-··· . 
Para asegura.r" la eX!st.encia · de·:~:V:~bt:"~.ción. se ~s(::oge~ i·~ 

primera condi'Ción; ·:en:· 1.~: ~-uai •: ta·_ r:a.;_ z ·real '.~queda~á- · r_epresent.ad·á 
por ; WL = }~~1 .+ v1, t. ·las(:.r_~.~5~~--" :=::-~pJu~ad":"~.-:".~~3:9~n_ari~.s ·-~o_r; 
W2, 3 = P.2 :!: . i.V · 

0e est..e modo. ia á.n~nt.ud de1<L~~pi...za~e~t.º esta.dada por: 

u = 

.. , 

Al sust.iluir las··condici·ones i'niciales- siguientes: 

u .. 
t.=o 

ÚL=o 

Uo 

duo 
crt:'" ~ _Vo 

d 2 u~ 
d 2 t ªº 

se 11 ega ·al Si st.é'ma' de ecuaci on9s: 

Uo = -C 1. . + C2 + .C3 

ó:o CR1+v1)C1: + CR2+iv)C2 + CR2-;.v)C3 

Uo (~~-~~1;_z~1 ·+ CR2+iv) 2C2 _+' CRz-i.v) 2Cs 

C6.40) 

el cual debe ser,. .,resuello ·a fi'n de encontrar· el valor de las 
const.anles Cs.-, C~ y._C9_. 

De lo anterior se obtie-ne,"( 

Cz 

c. 

Uo _ (U._-~l.Ú~~-~ ~~~Wi(17Wt)·)-(Ü0. - UoW1.) 

; . , .. W2 ~ Wi .· W3 _ - Wi 

.Uo - uo· +, uoW1c1-w1) 
W2----,Ws. 

Úo - UoWi 

W3 -. Wi 
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que al sust.ituirse en C6.45) condUce a ·1a siguiente solución: 

e·1 d~s:P1.azam.ien~·'a· , 
siste~a ~~ .·.:vi~J...ac~·ón·;; .. li~i;-e·.:~par''a·:_.una --.17a~r~_·_ rep'resent.ada 
sólido de t.res ·paf.'ámelr'oS:· .-·- · '·· 

6. 4.. 6 ApÚcación ~i m1:fa~¡'ó d;¡;. ~::gers 
. '. ·.., .. ~ ... · :. ": <: "• . ·-. ' _,. 

De la t.abla 1. i<~~~':'C:~b~i_e~~\ 

º :: +'\ p10-_·;· + pzc qié +· q2e 

ó bien; 

-= .+ d. 
qz--e 

dt.• . 

de lo que resultan los·operadores: 

... 

que al ser sústi Luidos., ··e~1·, ia·' · ec·u~~ló~· _ce_. 26) 
s1guient.e eCuación:.·di:feré~cial ·¡-en·· i.i: 

. ' ,. ~ 

"ü'.."*'. ~~ :.'ú·_ +\·_·-~2·:+ ~~-:~_:.~:::-? ~~. ~ii.ü 

La ecuación C6 .. '42) acePt.a~·1a solución:. 

__ conducen 

o 

u =·.-:evl 

:ú = we,"'"!:t.: 
ü·- = w3 e"t. 

•••• 4 '.vt. 
U = W-e 

C6. 4D 

u, del 
por un 

a la 

C6. 42) 

. ti ·.=:~·.w2~ ~-t. '~;- -- . --
que cuando se- sust.;i-t.uye· en i-a· ecua:Croñ~ C6~'·4-2) ~ -perm.t ie- Obt.ener -la 
expresión: 

w'+ ~- "' • (-1_:+ qzA )~· + ~ "' o p2 p2 ;¡¡--y m l 
C6. 43) 



La ecuación C6.43) llene la raiz w =o. que se obt.iene al 
sacar a w como f'act.or 'común. ésto permite reducir la expresión 
ant.erior a: 

·:: ' ·; -. . 

La apli.caclÓn :.~de ~n· .. pr·oce81m¡~~~tO\.~nálogo al empleado en 
les ejemplos ant.erior~s.,,·.;.~ond'71c~ .. ~: l~ ·ec_~~ct'ón: 

~· . . - ·,' ·.·:-.: '· ' 

u =, c·,"~w1.~·~ :.~;~~.~~ -~~-e~~.L+: ~~ 

donde: 
- - ,'' .'. .. " .·• ·- .. .-,i .' :.:- ' 

. ' ' : 

Wl raiz· real d!.f'eré.nte ;.de .. cero represen't'ada por: -- , .... 

'w1 ~. Rt-\'+ iv~' 
,·,·- .. _ .. -

W2 Y.Wa: raíces -c~~J4~~-d~·~ i"·~:~~}na;~~·~":.de.Sci--itaS como: 
~-:--:-_ ·:~': .. "· <· 

~2.' 9.~-= R2 :!:;.;;,lvp·-

w.s: raiz nula d9-1a ecuación. ce·~·43) 
\•:·/ .':. 

Al ·sustituir l·as cO~cÍi~ione:~, iñ'.fc.iáles; 

·u 
t.=O 

ÚL=O 

u . 
t.=O 

.ú .. 
t.=o 

UO-. 

-duo' 
,-dt. =·v~: 

d~~·~ 
a.o 

" dt. 2 

d~·uº - a.o• 
<dt.~ 

. __ se llega al siguient.e sistema de ecuaé:iones: 

Uo C1 "+ C2· + C3 + c. 
Üo· w1C1. + --w2C2 ·- + W9Ca-· 

Uo w1~C1 + w2
2

C2 + W3
2
é3 

•ü'o w1
3

C1 
.. 

W2 C2 + Ws3 cs 
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que al ser resuelto, proporciona el valor de las cons~ant.es: 

C1= 'u' (- 1 
wz-w 

'1 
+ Uo[- wz-w 

1' 
(- W2W9 

. Cws-w1)+C'w2-·w¡) +. 1 

· w9~i-w3"~w~·:.:w1:>':~. w9 wz~i. 

:,'x,'. )<: ~~:: ~ 

+·"'~.~·-~ •..,,;,•,..,,:~..,,::;1),•' '.i1 · ' 
. . . '" - . =:-~;·: 

)] + 

+ 

C6. 45a) 

,·J~ _·::-:;:::,-·_\{'" .. ,~· 

Cz= Cwz-w1) [ü'ó(:- ·=~1-~:·' '. .. c;;;,.::wi) - ¡+ u .. º;:C'--~.·: + '::::1) '+-
: • , . -._:··-=- :· .--~~-~-~~?.:..W~~.WJ..)_:_ '--:. - . 

+ Cw2+wi..)Cw1-Cws._Wí::>)" 

ws 2 Cws ,-: w·2 ..:;.·.:-Wi.Y . 

Co 

. . . --· ;. 
,, -· 

;ü. - üo·c ... i-Z-+w·i) 

e wsw2w1) 

-·.,,wz:.:-

+ (Jº ¡1:+ 
w1w2 .... · 

C6.' 45b) 

C6:45c) 

r' Üo * ,, - Wt'W2. 

C6. 45d) 

Al sust.it.uir est.os valores·en·la ecuación-(6.44), se obtiene 
la expresión·-. correspondiente--· a- -1a· --'anlprft-Ud- -de- deSpi~zamie1't.o, - u, 
para-est.e·modelo. 
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CAPITULO VII 

RESPUESTA VISCOELASTICA ANTE EXCITACIONES 

0:'. ' 

Como s.,,h.,_~.,i~t~ ha,¡;_;·a~i~a>las yibr;,:cionés libres dé un 
o.sci l ador: ·compue~t-:-o::~Pc?~.-... '1'.'.~t.~:r:ial ~s··. __ ,~i~.c:~e~.~sli.co~·· · 5'.~_rán- si e~pr.e 
amort.igua'.das.-.·' es\ ~eci_r. ·,.:la>_:_S_ÓlÚción:. w ·de<_1a ·.'ecuación de 
frecuencia· (6. 24) ·aebe·:·Ser :>é:omplej_~».< con•_,·una· part...e --imaginaria 
positiva:' ·',:--. · ' ' · · 

7.1 

-ªh~~ª~'~:~X L-~'. Y~p1_~.c~_; ____ .. ª una 

C7.D. 

como se muestra~: en="-:i a Fig.:- 7 :·1 ~:. __ .·con . una CreC:uenCia '." a:r:bi lrari a·-:. 
Wo, .---~---·:~'.i::~-~- -.'.;_e·~·.-<:<:· ... '.\-'-

Lá. ¿·a·mpl i t.Üd. Po'd~ eSt..'a 1 /u.e'r2Ct ~~~tisOra~~,;:,d~,'á ser compleJa, 
es deci_r., · 1 a>;p~r te 'real de ? podr~ ··contener t:ant.o un-· t.érmi no en 
seno como en ·coseno.· 

'"' 
Fig. 7. 1 V\.bra.ci6n forza.da. de,.ün osci-la.dor vi.acoelá.Dlico 

S\.mple. -_, ' 

A part.!r del d!agrama-.de :Cuer:-p6\1ú:n-.. e-~~~~st'r:a.~1.~::en·-_1ac F!g. 
7.lb, se puede notar_ como est.a ··f'uerza<modifiCa·.a:.;la ecuación de 
equilibrio dinámicO (6.19)_, la cual,~.se:puede escr.ibir .. ahOra como: 

C7. 2) 

Cuando-la ecuación ;C7. 2)-o se .. combina;~:~-~-~<~'6;-20).~:~:-~··: con C2. 8c) -
se llega a obt_ener , _una ecuación .·diferencial·· no.· ho_r:nogé_nea, 
equi valent.e a la: eXPreSión. c,e:· ~6): . _ 

:·' :-;_; 

'm·· .·. 1 · = Poe'"' .. ,º.t. -y PC U) + --.l- Q( U) 
C7.3) 

Por t.ant.o, la solución _que sat.isf'ace a est.a ecuación, 
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resulta ser la solución par:t.icular del· problema. 
solución homogenea corresponde a la encontrada 
libre en el capít.ulo anterior. 

La ecuación C7. 3) ·acepta:-

y sus _ der 1 vadas. 

i.Wot. 
u = uoe 

mientr-as que la 
para vibración 

C7. 4) 

Es(a Solucl.ón. desc:ribe el "rriqvÍ.mient.o_.que se desarrolla en 
el oscl.lador·; una¡: vez que __ la: .... Vibr~c.i_ón libre decae debido al 
a.mortiguami eOto. 

s1·se int.f.odúCen las ~~Xp·;-~si.~ne~~.: (~.20) y-'-CZ.37~ en- la 
ecuación·. 7. 2)., se ·pue~e '-ef'ect.uar.;~· un' desar_rollo para·-.;ha~_lar, la 

expresión que ·det .. irye a .-1·a·-~mp~it."ud dS.l desplazamient.o.· así como 
la velocidad: 

De (7. 2) se puede escribir: 

A+ 
donde: 

.GC w0)0'0 -

Pc;ei.Wot.~mü 

y 
i.Wot. 

"'ºª 

Al suslit.uir las expresiones de o en C7.2) se obtiene: 

A = Po + mw~~~o 

Por t.ant.o; 

a la relación: 

Uo 
¡ 

ó bien¡ 

Uo 
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De la ecuación C6.24) se obtiene: 

.,/'-c-<.w) =: A/CmD 

a par t. ir de 1 o cual:.· 1 a eXpreSi ón ( 7. 7) .. se p~ede eser i bi r como: 
. . . ' 

'".~:· ',é..<W6)··, 
(7. 8a:) 

; .'~~: 

De .10.'an'.t.eri.Or 
est.á dada por:·~.,· 

se' ~btiE.n~· que l:~·: ~mpli'.~·~d.de· ia·· velocidad 

donde: 

vo i.WoPo 

m ,,_.2G( W) - Wo z Ge: Wo) 

Po Amplit.ud de la fuerza excit.adora. 

C7. 8b) 

w Frecuencia nat.ural de vibración de -sist.ema • en 
vibración libre. 

wo Frecuencia arbitraria de aplicación de la f'uerza P. 
GCwo): Deformabilidad compleja del material visccielást.i-co a 

la frecuencia , wo. 
GCw) : Deformabilidad compleja del mater1·a1 v·is~--~eláSt.i·~-o a 

la frecuencia, w. 

Nótese que w2 GCw), result.a ser- una cant.idad.:ieal, "iniE!ntl-as' 
que w debe ser compleja para que exista vibr'aCi_ón; 

7.2 Admitancia e Impedancia 

La admitanci.a se define com6 -la:ampli't..ud·:_d~·:v:elocid~d.que 
produce;,._ una· f'uerza unit3.ria:. ·E:_st:a: .. ·tje~é::ribe~ .. 1·~' _ _r~~p'ú~"st.~ ;;.c;te· un 
oscilador . sobre· .el. .- cUa1.·:- .. s_e·' ·apl i.ca -~ ~1:-ª _.-·~- ~Uerza':.,_:r exc::i t.ador-a _ de 
nat.uraleZ3. periódica.:y: se_:f.:eprese·nt.'a-:,por. el_,si,mbolO_'./.Pf.<,-· · 

La ad·~ t..anci:~:. ,:"-.\:~.··: .. ~~l·:·:_~·j_~~e~~~: ~~rá ~:~n~<:,C·~~~id·a'~· é~_~p1e_ja. 
De est .. e·-mOdo, =puede· s·er escrita,comO·: . 

-.: '"'.::. , .. , ::·" 
., ;,, = $/¡·, + i..d~:-

·:;., ._,_ ,• . 

d·~f1~·~·c1·¿~ -·~J~dao-_e~~-~e~~da ' '' 
por_'~-~----

C7.10a:) 

-:·· Wo~G<:w~) 

La i.mpedanci..a de un oscilador se deff?,~ ·como la fuerza 
necesaria para, produc'ir una -velOcidad uOitaria. E:s una cant.idad 
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recíproca a la admit.ancia. de naturaleza compleja y·se represent.a 
por: 1/~'1/ , cuya ecu~ción ~~ puede. escribir .como: 

l 
-:;;;--

7.3 AplicaciOn ~ modelos 

C7. 10b) 

En est~·.;-_ s~~·~Hsn- >k:~ ... ~~nt.~~~.~.>: .. obi~n~r_ l·a · respuest.a· de los 
modelos viscoelást.i'cos,:~~aS'-<'córñu·neS" ai:t..e:->ia··. excit.ación ,que les 
produce una fuerza, osCilat.6ria' de 'la. f'orma:; 

conocida. 

El ·osci l a·dOr ·:~n .- todos 
represen~ado·_:·por;,-1a F'i g·.-< 7,_1 <:· · · 

, ..... ' ·'. ·. ·. ' 

7. 3.1 Ápuc,;~1~ó,:,:~i .¿d~.l;,, d~ Newt:C>ri 
De ~~-· .. ~~~~:~·~.~ ;'·i-:. -~-·.-·, 

será igual al 

G1Cw::>. ::::··o . GzC_w) 
.· ~' :·, :. ,-·i·;. <.,_;: - : - ·•; -----··'· ._,_ 

de lo cual-. se·--obtienen~ las·~~r~sion~~: 

-l/Cq1w) 

Al Su~lit.~i> .. lo,. :ant'7r~_or :.·:·~n·::·1a ·~e:~¿·á.ción C7.8a), 
encuent.ra. que la· ampli _ _tud~·de ... d';~plazamien:to es: 

se 

Po w,·· 
C7.1D 

-- ·. .~ _,: -

Por tanto, la amplit.u.d ~'e l~·á<v0l:oc:i_dad\dei'.' sistema '.resulta ser: 

C7.12) 

obtenida a par_t.ir .. de~.i"a ecU~c10n··.c7,at?). 

La admit.ancia.de esté modelo.se define por: 

"' = (7.13) 
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De lo anterior, se encuent.ra·que la soluCión part.icular del 
problema eslá dada por: 

C7. l4) 

a la cual se _·debe···- ,~umar. :i·a:-: s-01~C·1·6~- Obtenid~ par;3- -vibración 
libre, que,es~\'a):s~l:':-!_".i-0!"'1' -~·omogéI'_l~a::.·de1· prObl'ema·, _para Obt.ener: 

~:~ .• ·.·.( .. :·A···mq·.;-~-)~.::~.-·:·:-.·.·.·.~-~ .• ~~.1A·l~·.'.~l.').·'._¡ .. c~m~·. ¿: • í CWcL 
... - . - W_o z.(;,;,z.:._ Wo 2.),.; 

'.J(l.) ·= C7.15) 

•/:,;: ·."'»: ·. "'".: 

donde; uo .·. y.·.·¿º sÓ~ ;.;Ui~n~~ d~sc;i tai po~ las. condiciones 
i ni c::i al es Y-del' prObl eina.'-'d'e-· vibración ·'.l'i bre.~ ·-

7. 3.; Aplica~i¿n· ~l: .'..;~llo ~~ Maxwell 
.:.:.:::r- -. ' - :.---

De fa- ·;ecü.áé1é5n ~·t4>8)' se' 
compleja 7de este ·r1U1dO~,-e-s:.:.<·--

Por t.anto; 

a: 

. -. 
defor mabil i dad 

•. . 
se obtiene, a par_t.ir ... de 57~;~~~ · .. :.·ia·_-.-amp~-~~~d~ d~~~-deSp.iazamienlo del 
sislema: 

Uo 

Al mul ti pli car el . numer·ado~·~-o :(-~~-el'.~ denomiriadOr de ~-~·-- ~xpr~~!~n 
ant.er"ior pOr: -. 

se obtiene la ecuación: 

Uo = Po 
m -woC wo-w)C"" .wop1 w) 
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Si se ut.i l i z~ un· ·.si st.ema de.ejes c~ordenad~s tal; q':-le -en· el 
eJe de las abcisas, R. ·-.. s~ represent.ei:-i .las ·~art.es .. reales de .los 
términos complejos .de la.·expr:-esión· anterior·· y _en !=Pl eje.; de las 
ordenadas. L. las· p'3.rt.és imagi'narias .-de_ l.os ._mismos,·, como- muest.ra 
la Fig. 7.2. se conS~gue e~·re~:'llado p.ara·uo:. 

De aqui; 

nt 

.. 1 

nt 

<b> solucLón :·O.-L~;"de~-c;.m.L~-~:do
0

~. 
F"i.g. ? • 2 ·. Soluci.ón "comple j~· a. Uo 

Po Uo=-
m 

~(~+~·º~.P.~ 2 ·.· 

100"'...., t.a~-!c-1--') 
Wo P.1 

/1·~,,~~P~ .+w,.2 

·1~-~0~ t.an-1.C-·-1--) 
_ ·Wop.1+\tl 

.:;· ·>.<·>'·:·!.--.. , .. ··_.: 
Por t.anto, la: solución ... p-~r~.icUl~-~ i_~el -_-probi·e.ma est.á. dada por: 

uCt.) =­
P 

. . .. '" 

Po· ~--c_·1_+_"~-º-2~p'"""""1_2 _,_'_-~_~_2_}_•·...,· __ _ 

m 
C7.16) 

donde; $1 y d>2 son los ángulos de !'ase de la resPuesi.a con 
respecto a lá excitación aplicada. 

La solución total al. pr0~10ma<~o·~~{_st.e- éii la suma de la 
solución homogénea. que -es--la .-1'-espue~~a-:-del-:-,modelo en- vibración 
libre, y 13. solución particular. ~-. aq~~--y< · 

uC t) 

(l+Cwop1+ w) 2 )<t/Z> 
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para la solución homogénea C6.11a)¡ 

C'('.17b) 

. ;·;,,.: .. ·::_--:'-
par a 1 a sol uci .ón ~ h~~.~-géraea · C 6. 1·1 b) 

7. 3. 3 Aplié:adón ~l modf.io' .:1;,,· K~lvin 
'. . .. - --.: .. · \;: . - ··· .. 

De l"a. é'Cu~ció~ . .'c.4:18) se ob't.tene: 

Gcw) = 1 · 
·.qo + .qii.W ,. 

Por t.anto; 

GCwo) 

. . . . ' -

se 
la 

Al sust.it.uir los valores :~~~t.~~-iores ·e,.;.'.la- ecuación .C7.8a.). 
obtiene la·. e:<presi.ón .. Par~ la--3.mplft.ud del :·desplazamiento d-e 
solución part.i.cular-: ·:-:::,_~ .. ·;; __ :::·.: :~'·-> . -~·-

Uo 
,>.cqo· ~-.. ~-~¡·~:~~) 

C7. 18) 

~ ~-:. : .. -.. _.,- .. '· -·.-~ ~, 

De separar en la ,:~~~ª~·~·-~~~ C7:·ts) los .:t.érrninos del 
denominador en-· sus Part.eS:-·reci.l·.·e·: i~gi~~r~~ r::~s~lt.a:· 

;:~:· <>· 
uo - Po 

m;.; ~.~~~~-o~)q~~- ci~.~.w. -woc·w-w-~)t 

,.:,~~:Cqo +i;.·qs.lw) ~-: 
(7.19) 

~<~\-:> :. 
y a·l darle un trat3.mient:O .. c.OmPie]O.·'_ ~~~~·;_.el:·· que._._. se._ iñdica en la 
Flg. _7_. 2 y""'··_h~Cer;, _l~S ~"~_su~t.-i_tucioneS~ __ adeé!--iadas_fconduce- 'a la 
sigui ente. ·sol uci,~n pa~.t.iC~lar. : · 

uCt.) 
p 

Po 
m 

;·.:. ·,- . 
(qo2 '+ -q 1 ~w2)t1/_~> et_<_Wol~..,_17' .... 2>_ 

Wo~Cqo2 CC::·.~0)
2 -1) 2 +q·1 2w2 c :

0 
,_ 1)~ 
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Para obtener la solÚción completa, debe sumarse la ecuación 
C7. 20) a. la solución homogénea, cor.respondierlte ·a la respuest.a en 
vibración libre del sistem.a: 

uCt.) 

7. 3. 4 Apl i caci Ori. ·al "sd.i·i do'·: d~···.'.t'~~·~ -.. _'.;~·~~~t~¿s_; · . ' ·-

De·-~ a· ec~~~¡~-n ,·~.:¿6·, ~-~~ ·~~~-{~~~'.~~j·~;·de;·6rmabii1dád compleja 

_ j~~~~~~'fw') 
de aquí · c::iue: 

-.-·; - ··;_•.·:--· 

. ·-¡-~-p''i (~~ -

. - -. . ·, ... _ .· : , . :_ ::'.~:-~. -.-~:~/ :\:~:_-_ -

Al susli l:u1 r.-< i 4~ ·. :·,~xp=r·esir6·n~s::·:··:3:n(~~ í·c;:r·es·~~.= en 1 a ecuación 
e 7. 9a) • se obti erie- la .·a."mPr i t ud ·del t :~despl azami ente: _ 

Uo 
Po 
m, 

,. '. )'. . .-:--;: ~- ::<._ ~-\-'., . . ~ 

;_ (1-+p¡~~'-w~;-· ~:-~o~~:-1 i.-~) 
2 · - ' · · · · ·· ·-·"--2 . · .-

. w (1 ~pi i. W)_(qo+q1 i. Wo) ;-wo_·C1 +pi. i. Wo)Cqo_+qt i. W) 

De" sep~r.ar, , en el 
expresfon- .· ~rit~i-.l:~r' ~' · i·os:::­
obt.i ene: 

Uo 
Po' 
m ;:.(W_~;-~:~:~"?-~-9~ ~-g ~- i?.~~i'cc?~~?, ~(~~_:;ii~.:_,~:~~:~,t.\~t_~~~~é:t ~-~~~""--:.~=,o:> __ -

de la 
se 

C7.22) 

Al.rescilver.:Íá ecuación·C7.22) mediant.e,. el"prOcedimient.o 
mostrado ·en· la::Fig .. 7;·2. y h~cer.· l~s ·-susl.it.~c::ion'es·:·adecuadas·. se 
obt.iene ~a ·solució~ p_art.icular::. del··· pr:~blema; 'la cual: .está dada 
por: 
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'-I( t) = Po CCqo-q1p1wow) 2+ Cq.1. w+qcp1wo) 2) < 1-:"2 le i. e Wot. t-'91-'92. > 

P m ( CC w2 -wo 2)(qo.-q1p1wow)) 
2 +CC w3 -wo 3 )qop.1 i +w'"°'.'oq1iCw-wo)) 2

] 
1 ,.... 2 

C7 .. 23) 

- ' ··. 
La. 'sol uci6n completa. del:. 'pr6bl 0ma est.ará. 

de la ecuación (7 .. 23) ''a la·: solución··hOmógé·n:e·a; 
la respuest._a· del m~d91~. en· v~_br:-_aci~n libre 
capit..ulo ·anter-ior~ Lo anterior,-. conduce 

-_. "-.· :' .. \ ·.·,:··.:-_: ... ·:-···.-._, 

Pe CCqo~q1pi.woW) 2'+·:cq·¡ w+q.Op'1Wo) 2 ) ~ 1(,2 ~ ~ i_ ~ w¿ L_+$~ ~-~-~·, + 
uCl)= 

m (CCw~;_wo 2 )C'q~-qip1;.;,~\...)) 2 +C:C,~3 -wo 3 ~qop1i+~i;;qi._i.(W-wo))- 2 ) 1 ,.... 2 

+· i [uo -¡llº > ~:;u~X:~l'.-w~~)-;(ú:~~:;• Í l. ~~u x 

C7. 24) 

_'.:.:.. >-~;·-

7. 3 .. s Aplicac1dn·:a1 ~-~d~l-~:;:_d~ ~aú~·gce~·s-> . . . 
De la . ecu~~i ó~-. C_.~·)35) -_si:':-~~¿.·!·~~~~ 

Por t.ant.o; 

-,C<W.;,) 

Al sust.i t.ui r 
separar los· 
siguent.e: 

ecuación C7. ea:> y 
lo 

Si 

A 

B 

. . ·.-. _,:,: .:. ..: ': 

e wO 2 wp2q2-.wq;-~·p1q L w.;)¡+~ ~-~ -W~ ~p2q¡-~owp1q1) i 
,.- 2· '2 .•-- :.-:_·:-· 2 <·- ... r: -:-·· · .-:: .. . ·3 ;., 9 

wó~[Cwo -w )Cp1q1-wow p2.q2).J+(q1Cw-;p2w ,-wo+pzwo )+ 
;. '. 2 - 2·" =:: _·..c.''.·:·· .'' 

+o,qz(wo w~1-w-_wo~1-) ~ ~~~-· 

entonces; 

Uo ;=:-~o.-*·(~,.) 

Al aplicar· a la ecuaciÓ~ ant.eri;:,r el t.rat.amient.o complejo 
descrito en la Fig. 7.2, resulta lo siguiente: 

107 



Si 

e ylcwo2 wp2~2-wq2-p1q~wo)~+ Cq1~wo2 p2q1-wowp1q1) 2 

D i(Cwo2 -w2 JCp1q1-~ow2 p2~2J] 2 +[q1C~-p2w3 -wo+piwo 9 )~ 

.. ~ -· : 

entonces. -la sO~_uC:i .. ·-~-~ ··p3.rt.i·c~-~<ir del :prOb1eina es~á dada por la 
eXpresión: 

u~u =~·"e e) 
F'·, m D--

-,llwót.~Gi.1_.~2> e . 

De real~zar la sLa ~e/:H~DJ~JiU:nl~rior con l~ solución 
homogenea, obt.enfda -.:en.'.el 'c,~.pít._~lo.~:_ant.eriOr para. vibración libre. 
se obt.i·ene: 

--' ". ' ~ -_: 

uCt.) 
··,: ~l· ' : C "':'. i.tWol+<P1-<PZ> 

-·:-· __ m._:.'* :~~-:e.-
;-=~'~·:~., - -

. ·;,e te ~1 t.-~~~e ~~-~ ~~~~ ~3~-~c, e '7 :-k~~-, ' 
donde; Ct, Cz, C3 y C4 ~on :'1as· C~ns~~nt.·~~ descr-it.as por :las 
ecuaciones C6. 45), correspondientes a la . respuesta del ·.!1'odelo ·de 
Surger_s _e_n vibración ·libre. 

Puede observarse en las ecuaCiones· C7.-15), c7~ 17). 'c7. 21Y, 
C7.24) y C?.25), la respuest.a de .los modelos viscoelást.icos .·ant.e 
una excitación conocida, P ::: PoeL'Jt., est.án dadas por· ·uná.:. paÍ-t.e 
que corresponde a la respuest.a en vibración libre, la cual::.eSt.á 
present.e en los primeros inst.antes de excit.ación ,.·Y-- :C¡ue 
proporciona al sist.ema amortiguamiento, aún cuando· la frecuen~ia 
de excitación se aproxime a cualquiera de clas·. rafee:; ·.que 
representan las frecuencias naturales de vibración del sist.ema. 
Sin embargo, al transcurrir un t.iempo relat.ivament..e.··largo. el, 
efecto de la vibración libre se at.enúa. Es en ese momento,:_·.cuando 
la solución particular, correspondiente a- la·---v1b·r-aCión--f'o~rzada~­
adquiere significado, ya que pasa a ser la solución única i.der· 
problema. Es decir, para un t.iempo largo, cuando wo .se .iproxime· a 
cualquiera de las raíces de la frecuencia nat.ural de· '-_Vibración, 
se presentará el efecto de resonancia en el 0Sc·11ador y se 
alcanzará la máxima amplitud de desplazamierl.to· hasta· presentarse 
la inest.abilidad del sistema. 
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C A P Í T U L O VIII 

SOLUCIÓN VISCOELASTICA PARA UNA PROBETA 

DE LA CIUDAD DE MÉXICO BAIO ESFUERZOS 
. . ·.; , ; "·' 

DE ARCILLA 

éONSTANTES 

Con la f'inalidad' ·de corr'óbOrar la aplicabilidad de los 
desarrollos teóricos hechos '.·.en.· loS :capitules pr.e.ceden.tes a 
materiales reales, se escogió .. una mueSt:ra· inalterada· .de. arcilla, 
procedente de. la zona del i·ago de. 1·a Ciudad de México. CParqUe 
RamóO López Velarde, Delegación: Benito. Juárez)·. 

Se aplicó sobre este material una serie de ensayes de 
laboratorio, a f'in de conocer sus propiedades índice, su curva de 
compres! bi l idad y esf'uerzo de preconsol idación. Adi ci anal mente, 
se siguió un programa de pruebas de consolidación en cámara 
t.riaxial para obtener la relación esfuerzo-deformación-tiempo. lo 
que condujo a la modelación teorica de esta arcilla. a la 
obtención de sus parámetros viscoelásticos y al cálculo teórico 
de la respuesta del mat.er1al bajo carga axial ciclica. 

Debe desLacarse. que debido al enroque que se le da a 16s 
materiales en este trabajo, el suelo rué considerado como un 
medio conLínuo. lo cual obligó a trabajar en Lérrninos de 
esruerzos totales y a que las consolidaciones rueran realizadas 
a esf'uerzos menores al de preconsolidación, de este modo :se 
garantiza la conservación de la estructura original _del .material; 
por esta misma razón. en las pruebas de consolidación a :esrUerzo 
const.ante en cámara triaxial, no se utilizó la sat.ui-ación:º po'r 
contrapresión y se ensayó, prácticamente. a la humedad natura1::·de 
la muestra. 

8.1 Material ensayado. 

Los, especímeneS ensayados procedían de una _mismá mue~t.ra::_.de 
arcilla inalt.er:ada , obtenida en un lugar de la ·zona: deL l'ago._;de 
la Ciudad de Méxi"co, ·con un muest.reador tipo Shelby ·-de-.'diámet.ro 
igual a · 6 pulgadas. · 

:- - .. .- - ~-; 

E:l .··,m~lér·.i-a.1 ·resultó . ser una arcilla de alt.a 
compresi b~lidad •. -__ :-c~.· . de" consistencia suave y -al to' contenido de 
agu_a._ Las_·-carac~·~ristic~s y pr_opiedasdes índice se eOcUent.~an en 
las·hojas.::c?.e;dá~os·'·ge_~e~_ales, en los apendices By c. ' 

-a. ·2 Progr:~~-·~~e-pruebas• -
E:l 'programa de pruebas realizadas sobre e·~t.e :mat.erial 

consiStió .en :lo siguiente. 

a) Pruebas para la determinación de propiedades í0dice. 
b) ·Prueba· ·de consolidación unidimensional, para' ,:1a· obt.ención de 
la curva de ·compresibilidad y esfuerzo de preConsolidación del 
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material en el consolidómet.ro. 
e) Prueba de consolidación isotrópica en cámara lriaxial • para 
la obtención de la curva de compresibilidad y esf"uerzo de 
preconsolidación.Los resultados de esta prueba fueron comparados 
con los obtenidos de la consolidación unidimensional. 
d) Prueba de consolidacion tsot.r6p1ca en e.a.mara t.riaxial bajo un 
est"uer=o 1sotrOpico t.otal const.ant.e cuyo valor t"ué de 
aproximadament.e el 33~~ del esf1_1er=o de preconsolidación de la 
muestra. 
e) P:"ueba d.e consolida.cien an1sot.ropica en camara t.riaxial bajo 
un esf'uerzo axial lot..al const_a:ite de aproximadamente el 33% del" 
esfuerzo de preconsolidación de ~a mues~ra. 

Las pruebas de los incisos Cb) y Ce) se realizaron una vez 
cada una y se obtuvo d~ ellas un esi'uer=o de preconsoli'daci~n··~e;· 
ap = O. 92 y O. 67 Kg/cm

2 
respect_i vament.e , por lo que se. t.C?~ó un O'p 

promedio de 0.60 kg/cm. Los result.ados de la prueba Cb)·_ apar:ecen 
en el apéndice 8 de est.e trabajo y los resultados de la,- prueba 
(e). en el apéndice C. -

'" - :"<- -
Las pruebas Cd) y Ce) fueron realizadas sobre la_ misma 

probeta· de suelo, alternat_i•1ament.e. es decir, una desPués- de· la 
ot.ra ,repit.iéndose en este orden tres veces, sin int.er:rupci.ón··· _o­
descarga aY.ial. entre una y ot.ra prueba. Est.o se hizo>ci:::m-::-1.a: 
finalidad de observar S!. la curva def'ormación-t.iempo"·-sufría 
alguna variación importante O por el contrario, el comport.amienlo 
·se mantenía • de ser as1, se podria asegurar que la.-·:est.~uct..ura: 
del mat.erial no había s1do alterada . -

Como se muest.ra en el apéndice D y se explica má~~ade.1-a~_i.e •. 
las pruebas Cd) se real i ::aron con el objet.o de ~:hallar i·a 
component.e volumétrica del tensor de def'ormaciones · _Uni:lari"á.s. 
mencionado en el capitulo I, y encontrar un modelo~_-_,que se 
a.semejara a la ley de •.1ariaciOn de la def'_ormá'?ióñ-, e"n el 
tiempo. en condiciones isot..rópicas. 

·., , .... 
En el apéndice E. aparecen los result..adOS -:de·-'1as('Pr~ebaS 

Ce); los cuales condujeron a la modelaciórl.--, _(eór:fCa:·. de ·.la 
respuesta de una probeta cilíndrica del mat.er:1'3.i...,',.bajo ··.eSf'ue·r.zo 
axial letal' uniformemente con.sta.nt.e y que pe~mit...I-6-~ ;al:··-ut...ilizar 
el ·principio de superposición de Bolt.zmann, erlcont.f'.'3.r .un'·,:-modelO 
que se ajust.ara a la component.e dist.orsional del t.ensor .. de 
def'ormaciones unitarias. como se verá post.eriorment...e. 

8.3 Equipo Utilizado 

8.3.1 Consolidómetro 

El consol idómet.ro Ut!. l l ;:a.do para 1 a prueba de consol.i dación 
unidimensional es un aparato que puede usarse en pruebas 
~st..iticas y dinámicas. C.c~~tst .. e en una base fija, dent.ro de la 
cual se encuentra un p1st.·.:m ne1.Jm.iL1co. ést.e est.á conect.ado.' 
mediant..e tubos sarán a •.Jr-. regulador de aire a presión cuya 
válvula de cent.rol se encuentr-a en la parte :front.al de la.base. 
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E:n la parte superior de la ba~e se __ encuen~ra un peque~o 
marco, en el cual se sujeta un-anillo metálico, _en cuyo-centro se 
coloca un micr-ómetro de Carátula que - p~rmite obtener los 
desplazamientos vei-t.icales de.la muestra. ~i 

Al -cent.ro de la base·, :~~bres~i~-;el'.' __ ,_eje.'del· pistón en el 
cual' se' apoya:--- .-1a· t.a:zá ·_;·del· :,·co-nSolidóm0t.rO,.:-c e:SLa: se encuentra 
forma~a por _un disco ---~_et·~-~-~-c~.::_c ~ase?-:~·:ro_?de_a_do P,_or. una camisa de 
1 uci t.3: .. __ E:n su interior.-: s_e. "col oca:_· e~ ·;«·c:oriJU,nt~, ·:de> piedras porosas, 
muestra -·)_,- · anil l,~. ·d_~ ._ l ~ .-'· ~i_Sm~.::J'O_r::~a_·:~:-_q~~->··ery · l_os· consol idómetros 
est.áticos: Sobr_~ -~·a pi~d~-ª-·_porosá.:;~up_erioro- s~ -·a:poya una placa 
metálica· c_uyo·-.. diámet~O __ ,«_~s_,;.)lgei'-a~en~e_:. infe"rior al diámet.ro 
interior' del· ani_l~o'·de c·onsoli~~aC:ión;T~~st·a ._tiene· en. el cent.ro una 
depresión en _:ra, cUa:1-' á.poy3.\el .~va.Stag0 "que .sobr_esale de la parte 
inf'erior del· anillo.·: 

'.-.;_·· 

La ·c~r9~'~' en·-~;· e·~te- ·. · ap~r-·a ~o-.-~--~:~~ :~~Suntl Oi st. r a:da de a~aj o hacia 
arriba PO:r. -'el··- P,iSlón ·de l'a.:,_bas'~.'-.~~1:-~--~~ua"l,, _t.ien~e a subir la taza 
del consolidómetr0"<·; pr._esion'~r:idol'á ·contt:"a· _el· -anillo fijo en el 
marco. La ffuerza: 0 

•. é~ . .' c~nt._l"" __ o~ada~_:por:_ .... ~l'-' 0 r~gulador de presión. 
La F'ig. ·.ª·. 1: :·!l'u.e:~-~f:~.-~.~r\~ o i'Ot.ogr:af"i a, d91 ap'a.r:at.o. 

8.3.2 Equl.~~ •. ~tr}:a><i.:..1 cicJ.ico.} .. ". •... ' 
E:s't.'~:--e-~ur~~ "~~t.~ .. ,"~r~~~ad::i por,. cuat.r:o par:~¡~·s :--rún'damerlt.al'es: 

cámara triaxial , Pánel: __ 'dé~sat~~ació':':·, :·0"q~ipo::_~9' ._c•~.'rga_:·_dinámica 
y sistema :de :·medición' y -r-~gis~ro~ -'d~ r_~-~ult3;dos-. ·~L~~-., F'igs .. 
ca. 2) .e~~ 3)_._cS.A? y: .. 'c_~~ 5) ,·~muest.ran -"·una·.~:desc'ripci,6n___.esquemát.ica 
del equipo. - · · · · • · _ ~ ·· ... · < '. • , 

8.3.2.1 Cá~ra ~~ia~¡a~ - · 

. Este dis~J,~i Uve '.cu .. ;:,ta cori•Ünl c~~sa: d;,, ·-·~1Jc~t.a de 22mm de 
espesor,. _éapaz_~de· r_~Si'S_~ir)-~f:~_-_:Kg.(C~~-::~~e:;·pr:-_esió~.-,\· s~·'. b~s-e'.~-Y. _tapa 
son -metálicas. En-.1~·.bá.se'•.s_e ·~ncuén~·ran. d0s ::yál~l3.s_·_-.que.:permit._en_ 
el _drenaje supe:r:ion":e· :irif'e~io,~.-<de_.--la_~:p·r·O_be_ta'.-~:h_a~ia 'los ·tanques _de 
sat.uracic?n · y_-.:vi_ceVers·a: .. La_.-·~apa,-«::_deSca~~ª. ·:";so1?re._:_ cuat.f.o :_.barras 
metálicas a. ias_-.. cl:'ale_s· .. 'se:_-fi'j_a-·.:por·>m·e~i_o .. _de .cuat.ro. tornillos. 
E:st.a_ c~~nt.a ___ co~. dos .c.oi:iec~_or_es·:':._:_~ápi.doS';_':,úno._,_se .utiliza para 
aplic.ar la ·preSióri-:-~ conf'in-ant.~-~ y~:-e1.--· otr'O; . .-para ·verificar dicha 
presión en cualqui·er instante:·. de: la Prueba. 'a través de un 
manómetro de precisión.-

. . \" ··.- .:--:··, 
La- aplica"ción .. _ de _ _. .. los·-. eSruerzOS axiales se lleva a cabo 

mediante un vástago _.de_.acero·-~'.inoxidable, el cual t.ransmit.e la 
carga--desde el_--ext.erior" . .-·y~.:-se-0-apciya-'~en 1-a tapa de la cámara. La 
vert.1calidad del vástago ''queda ·asegurada por un mecanismo de 
baleros axiales. La fricci"ón-.se. reduce al mínimo al lubricar el 
sist.ema con un aceit.S.- de-,"'ba:ja viscosidad. E:l diámetro de la 
cabeza y base de· la probeta .es de 39mm. E:l drenaje se asegura 
mediante la colocación d~ _Piedras porosas perfectamente limpias y 
sat.uradas. 
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8.3.2.2 Pánel de saljración 

En la 'Fig. J.5 se muest.ra el sist.ema del pánel de 
sai.uración. i::st.e con1t.a de t.res reguladores de presión de. aire, 
dos de los·-cuales eslán destinados a dar pres.ión c~nfinant.e y el 
t.ercero a dai:- cont.rafresión, sin iembargo,:_.uno,.de ellos es· capaz 
de dar_ pr_es~ón corfinant.e y c.oz:-it~ .. ªP_res.io.~~ ... ·.-~!. mu~t.ánea.~e~t.e, 
debido a su d1sef"lo de dos.ent.radas·y· una·~·sola-salida, este 
present..a la yent.aja de que permite _mant.er:ie~~- ~a relación en:~_re las 
dos presiones const.aAt.e en todo momento .. _.-:-·- :.-·:· .·:- · 

Los· regulador~s est.án conectad~~·· c~n .:-{ubos; sarán,'. a' la 
cabeza y a 13: base de la muestra, por' ~o--~ue, __ es.-posi_ble'-:m~~ir, ·1a 
presión de poro y l~ presión ·con:finant.e· eXi'stent.e,· ·mediante! el' 
mismo t.ransduct.or del presión. · _ 

Para la salur;cion del especimen-se utilizan dos t.anques, 
cuyas pa_redes son de acr:ilic_o_: de.,-1 ._9mm~·_de ··esp~s~_r.-:-:.El'.-:·la~c;:1u_~: 
superior 'se conect.a Ja la base .. de:. l~(·Pz:-ob~~á.:[.:Y·: .. ~1·. ;_~:nre:r~Or:·-:a·-:}a·. 
ca~eza de -la misma. 

1

El tanque.'.·super:i:or;,_-:._Con~~e~-~~·~'ury<gl~b'? '.de-,.gom~ 
que funciona como iplerfase .ent.r_~--·e.~ º--~ir~.· ·a::·; .. _Pr:-.~~i-c?n i;._.y<. e~ _<_ag~a·. 
desaereada, dest.inada a la sat._uraci_on.-~:E~,--o'._t.anq~e:";.--in~_ei:-_i_o_r:,._,solo 

contiene un. pequerío 
1
l1rant.e de· agu_~_"·Y·:f:e<?(b:e::-E;~fr.~~9_1:-1,~~~ C¡Ue ~-S_al~_- de 

la cabeza de _la prot!tela , la ~ual _ª_i:'{~~-t.~-~-:: e1·_ a~_,r.e;~c~~-t.-~z:ido en 

:~~~:~:r~::i::i:~ :~ÍB:~ dinámica .· ;· ·; ºiF ,::;:T ··--~;-
El equipo de. carga dinámica ut.¡lizad~;~~ra 'l;s,•~r;,,..:bas 

t.riaxiale_~ cíclicas de esf'uerzo_, co~t."rol-a~O. -.~'C:mst.a·: -C::le~·;-un_ ·pist.ón 
neumát.ico colocado 

1
n la part.e superior:-'.-'del-'.::~.marco·~ de· Carga-.' La 

carga axial se transmi le desde el exterior- -,•.". por .;:'me'dio'' del 
vástago, a 13. cámaral. 

. 1 . ···.•·· .... · 
Se dispone. ad

1

emás, de una consola que'_,inc~uy~:·_un. gener_ador 
de funciones. un electro-regulador d~ aire:::.: Y:., un:-·.con-la~or de 
ciclos. L_a variac19n cíclica. de la .presi:ón.:,_,.-s_e:, ;_obt.i_ene con el 
generador de funciones el cual proporciona;·7 la,,amplit.ud. la forma 
de la serial y la fr~cuencia, en t.érmi. nos ... d .... e.J.1 .. :.!'1 .. ª:-:··~.e.riál eléct.rfca. 
Est.a serial es t.ran~formada por un regulador~·.- elect.rico, en una 
serial neumática. l{ cual se amplifica. _:y -,\3.ct.úa-_ en la part.e 
inferior del pist.ó de doble acción. En:· 1_a:, part.e superior de 
est.e, se da una ca ga est.át.ica, de· manera .. :que ·la probeta va a 
recibir un esfuerzo! axial de la f'or~:-. · r:r' = ~º .+ 01 sen wt., en 
donde: ao es el esf~erzo _est.ático aplicado:por la cámara superior 
del pistón de doble acción y 01 será ·la.' amplitud del esfuerzo 

dinámi::~e equipo p lrmile aplicar c-argas cicl:cas. con frecuencias 

ef'ectivas desde º·2:lhasla 4.0 hert.z':con f'_ormas de onda cuadrada, 
triangular y senoidi1-l. El aire a presió~ es suminist.rado por un 
compresor con capac~dad igual a 7 Kg/cm . Est.e aire pasa .por un 
secador, para asegu ar la ausencia de.humedad, antes de entrar al 
sistema. 
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8.3.2.4 Sistema de registro. 

El sist.ema de medición est.á const.it.uido por: cuat.ro 
transductores eléct.ricos; una celda de carga con capacidad máxima 
de. 45 Kg-f'· .y una .resolución de 0.01 lb. que' permite medir la 
f'uerza apli~ada_ a la probeta durant.e la f'ase dinámica de l~ 
prueba._ un transductor de presión con una capaci_dad de 7. O Kg/cm 
y _una reSolución de 0.01 Kg/cm

2
• 'JO t.ransduct.or de desplazamient.o. 

D. C. D. T ~··'pira· medir los desplazafnient.os a>!.iales de la probeta 
con un'· int.ervalo de variación de 50mm y una· r:esolución de· O. 002mm. 
El_ ·c.uárt.o ·· t.ransduct.or es un sensor de presiones dif'erenci al es por 
medio,_ del cual es pOsible medir los cambios- ·de alt.ura en la 
columna _de ·agua de la buret.a, con lo. cual se-púede regist.rar. los 
cambios volumet.ricos de la probet.a saturada en cualquier 
instante de_ la prueba. . 

Exis-Len en est.e equipo dos sist.ernas para·. capt.urar )os ... dat.C?s 
reSul t.ant_es de una prueba; un sist.ema tradicional ,:, de ·.·-regist.ro' 
gráf'1co y un sist.ema de capt.ura electr601C·a que< vJ.··ert.e ··1a 
!n!'ormación a un ordenador digital CPC);· AmbOs siSt.e.ma:.S pueden 
t.rabajar en paralelo :-,., ··: ~---:.·; .'. .-::· 

Sistema gráfico: ·:, ',\: :':-. - ··:.···. ·, ''" .. -

Transforma las. _seriales :eléct.ricas di: ~~s- ~r.i~~!~~~~res, 
mediant.e amplif'icadore~. :· ca~i~rac;Jos_:.--._-.-.'a-- \val~res: .:.d.e·.-":=::,-ru.erza. 
desplazamiento •.. pr:-esión_:~ pr:esic?n.:_di ferenci'al /"-Cada. ·uno',_.de,,,est.os 
amplif'icadores está ~~nec.t._ac:1~,-.::-:i-, ,-U_n ··i:::~n3.~_ ;.·_d~-~-:url_~~:g~.a(iCado~ .de 
puntas calient.es, · d0 .. '~uat.r~/ .can~les".-: para".:obt.e~·er :::Ur: ~.:regist.r,o 
gráf'ico cont.ínuo _dul"'.'.a'nt.e~,la.,p"-ueba _d.i~ámica--CF'ig;,~'s;'e)·; ·:!--:·-f.'_ ' 

··\. ~,~ .. --
Sistema ele.;·trcSnico:cde-·ca-ptura ~de ·dat.OS 

Consi si.e en .ci rcui t.:;,s el ect.r'óni ces 'que. rec.1 hE>n . li-r.~ctamente 
las sei"lales de:. los .. tran~duct.ores y. t.~.ansf'orm3.n; l.~s':;·.yolt.:a-J~s en 
cant.idades f'ísicas. >·· Est;os circuitos ! e_st.~n:- ·~.one.c~·adosi:_:~ . .-2.·-:: una 
t_arjet.a de adquisict"ón ·_de dat.os que regu1ai:-i·;:_1o~··:v:~1t.:ajeS~ 'de 
ent.rada a.una PC, median~e 'un progr_ama~qu9.:=,Permi-t~::~Uzi>.t:(st.ado:~e -
los resultados ._en columnas,~ la gra!'ica~ión_:·_~~-;-:).O':-::m:~.-s~ás¿.;y---·el 
cálculo de los parámet.ros"·de·.int.erés .e,n· cualqui~r_-·Pr:u~k?a.".dinámi'ca 
de laborat.orio._ · · :-.-,,.~\_:_~~¿--=-·-~· 

En· laS pruetias_ estát..icas(- de· Sat.U~aé.ión:~:''.-'.:~~f.\S~iidaci6'n'~:-ó 
pruebas de·:. r.esist.enc~a.~ la~ _-·-~efo.~.ma~ion.es': · a:.d.~l.es·" :'sé __ : p_ue~-en 
medir. t.ant.o ·por::, los 1 ·sist.emas'·--_ant:eriores·, coino·· a;:~t.rav"és de .·un 
micrómelro ;de<·car.át.ula:·-·-Gener·a1mer\t.'e' .·Se :h3.ce?'. de és·La--:.. últ.irna 
manera. en . .' pruebas.'~ de f'luencia··;.:·. debid~.:·a1 ~,~.7-f-~-~P'?_i_Pr:·C?.~,-'~!:.~~~-e de 
est.os -ensayes.·'' 

.. ".' .. ::::-'·~>- ,•<,_.::> ~·,·_,-,' ; 
8. 4.1 Co~oiid~~'ÍO~-:· tinidi~~ional 
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Prepara-ción del especimen: 

Las ··muest.ras recibidas en los t.ubos Shelby se protegieron 
con papel de alumirlio, parafina y brea, y f"ueron_ ·almacenadas- en 
el cuarto húmedo. Para el ensaye. se ccrt.ó el tubo'ª ·úrla_ :l'ongi t.ud 
de 5 cm apr-~ximadament.e. Se ext.rajo el material·, ·~d~spués de 
romper .la _adherencia con el t.ubo, mediant.e un hi_lo'" _de> ace~o muy 
delgado'.· Se ·Procedió • ent.onces, a labrar la,_·'probe(a;~ · -

~~ l'abrado se.·realizó en un t.orno ·de ·~~dera)~·en<~~!::Cual se 
coloca· el arlillo .del consolidómet.ro Y. se· ... ut.1rizó;.',pa~a::e1~0 .. un' 
cort.~dor de muest.ra para ret.irar , ~l· mat_~~1'~1'--~};;_19nt.~merí_t.~> .. Las 
dimensiones de la probet.a resultaren'_ de_ 7-.-1:;·,cm_de. di'ámet.r6 .. y: 2 c~ 
de al t.ura'. ·-F··'.;:>-:·.·_--;: ·'·' 

Antes de mont.ar la probe.t.a. se. c3.11bró~>~{'.·\::o~~~-1:idé.metro a 

Un de E:bt:::talj: de~=r•m::ió:r::~t:r~r;~º· ~~~e(~~ l;, / l~ e forma 
convencional.< de.· acuerdo· a" !'os pr6cedimi"ent:os '.recome0dad0~ · par"a 
ello, CRef. 12) •··, ·· ::; . 

sai.uración: 

~-s~~~s --~ ~~;.f ::_: t:~r·c::~~r '.<~~i-~~;r.-~~~;:.tc; 
materiil' , :poi-'--·inündaci_ón:··~'.: ~-'.;:. · 

' ... ·.'." ··.-,' ,-

''•'' 
:de -.;.-~s~--li~r-~6 ::'Se·::. sa-l'u·~¿; el_ 

Et.ap~·_, de'". car·g·;,.: ':'-
Con ·.:~l ::~_;;~~.~-¡ l·~¿,~~:·~-~é-;'~'Pr-es~·.~~. -q~;;~ -~j us~ó - ; 1 ~:- p~S{é'i ón,;~ de . i-a: 

base del . · ·coñsol i' dómelr'o Conira:=,::,e1 -~·. an1110 _,.~·de:--/def'ormá.ci 6n •· ··· se 
pr op"orci o"nó . ,xa.-::> pf-_'esi ó'n .. necesaria: ·.·: .. ~ p~r a. :, ~bten~r:/~ :~:el:_.': ~sfuerzo 
vertical' deseado~~ ."<,' \:~ ~r,, .. 

cada u~6.ª:~~~~i~far~~~~~%1..n~6~;t?~~;,c~~ ;~~~~ª~f: ! ;;.~~E 2t:;::;::;~ 
lec.turas de ··_des_pl ~z~mi :e:nt.o ·~ yertiCai-··,,· .. me<:fi.':'-n~:e.,~n·.!_micr,~nlet.r_o. de 
carátula·, :c::o,n·: Pi:"-.~~~~~-ó~:;5~~---,·~-'.P~~~~--y_:, ~~P"'.'-_c_~d.~d:-~~e'._;_~rim\.; · · . · 

A :.º'.P~~·t.í ~:~· .. d~>-~-~ ~ · ~~·~~~,r~"~;:-_ ;·¡:~·~a(:· ~;to;:~-- .:·~~;..~~2){~~~;/~ .. ~~l:~ c·~ron 
dos·. iric.f.eh_lent:Os -::de-':,~. 0.-1·.:~: Kg/c::m2_/d.i .. a o ·_\.háSt.a_'..''!~~rcan#·~~/.::un·:;~:eSr,ué~zO 
igual a, 1 ·:.Kg/9m~.:-.: Fina~r:ne~t.e·~ -.<·,~e.-_.~piicó, Un'.'-;. i;z~ ti~o i:incr~me~t._o·. ·de 
presión:·'· C<?n :'.lC?~·,cUal ~~ ·,~l~anzó''--.u~~··.es1'1~er:zo·;,-_de·>.1 ~-5 ·~g/cm ,-· .. qu~ 
marca el·.·úl ~1·rr10 ·pun(o .d~ .. 1a·: c~rva. de·. c~m~r:es:f bilidad mOst.rada en 
el apéndice.-8 de·.est.e .t.r.abajo; · , º • ' • ' 

;, :' .. · .... ..-• ..-<· ... · •. :·: . .. -

ª· 4.2 Consolidaci6..;"isbÚcS~ic!;, e'~ 
Prepa·~-~~ió~·.· d~1·-'·e:s'P~~1~-n: .:: 

~ ' . " . . . 

Pa"ra_·:-esta-·:P~u~ba;'_" se_" __ c~rtó ei -:t.u~o ~e1by_,:que cont.enia la 
muest.ra.a un.ci.longit.ud.de··1!3cm, aproximadament.e. Una vez rota la 
adherencia 'ent.re· la:: muest.ra. y el t.ubO mediante ei uso de un· hilO 
de acero muy delgado." se extrajo la muestra. . 118 



El labrado -se realizó en ury t.orno, con el empleo de un ar-ce 
de alambre 'de. acero humedecido y ·con el Cabeceador se dió a la 
probet..a la áit.ura ··adecuada. Para esta pruel?a se utilizó una 
cámara··triaxial igual a·la descrita.en l·a s~cción 8.3.2, con 
excepción de 1 as·_ di mensi one:s de 1 ª· cibeza. -Y base o que _en _esta_. son 
de 36m.m de diá.m.et.ro. · _ · - · .. > · -

L.ás_dim.erisione's de·· fá. pr_Obéta· -f~érOn .de.~;; .;36mm d.S. diámetro 
promedi0"y,"~3-.·~mm_'.de·;a1t.~r.~: .. -- ·- · - · ·-·-. ., .... -

E1 -. ~O~t.~-j~)de:·~-i~ ;.· Pr~b~~·~-.. eñ·". ~;a- ~á-~~~·~ ;'l~1
1

a:·~Í.'a"l' 's~: '~ealizó 
en la f'orma· conve"nci6nal ·.r.eco~,:.ndada ·_par_~. ello •. -i;Ref'_.-:'.12)_,;.~-

.- ~~~~~;~'.c.¡-~~/-/<' :-:.,-._, ... ·' //, 

~te~;:; d~·_'.:::~,:~:~;1·:{~-~~;_ ;:~ ensay~-~- ~~~~ ,~~-~G~ó: .. la :-,\~~~str·a" por 
cont.rapr.·e.~i'ó~ ·,--~:· pár:-·a:_.::,-r~d~ci_r,~: '. .~l. __ y~l umen ;-{/de:::.:·~a~ re.;.:::. dent.rO- :"del 
mate.ri a_1 ·.: :~De-<ést:a· · f'o'r-m~· _:se·:;ase9~~'a·:.,u·na ;·'me~ié::~~nfcO:rr:-~c_t·a '.:de~:-1os 
cambi.os. :,._Vo_luril_é:t.r:'ic?s·: __ .1y·: de la.-~~·p_r.~_sión ·.,de_,: poro·:-~en Jpru'ebas .de 
cons01 i daci ór\:. "eStá,n~~~ ,~:~~e· ,.:~·;\ .:--_:,: ... _ " ~t-~·-- ::_.; :'._ .. ._·~:}~· ~/-;~" ·~.:_::-~, ;_. 

t.:a>::i~t~;·~~.-~-(:;~--~~~~-~-.,_ cont.ra~:.~~~'Ó_~ .-.::co·ns1:~te ·~·· ~rl; '.aPii··car ·'una 
presi.ón··,_-_. a.L ~-;l·i_ql:fi-do >in~·erslicia1·.:-.-de_1-· :.'m.a.ter:ia1 ,: . con __ ·er .. fin:,.de 
~ompr-i mir:_ ~--:.y :.hacer

0 
__ -.. ~~ª~-:1 r:--:"·~el 'ªi re_- ·:·c'Onf.:é.ni'do_:c. ~~ .. --:_¡a·~_:: pí-Obet.·a~-~· _:·La 

s'at.uarci.ón: '._-_del .·.,~~p_e~i~en .. :_.~~-:: Yer:f:t:,'!Ca~:. -~ -,.,trav·~~ . ·:~ar·-:.: uSo .-.. del· 
p3.rámet..~o ·s ___ de"j;k_é.mptOri~:c REt(. ?1_3):~_.de-~1.i:~_inaóera·:· s1gUi-ent.e: 

~-, "''-'/ '..,'~' '-~-- --~o,-.o.. ,_ - ... '-'°'';.'"'·· 

i·). si n: .. ._p'7~~ t.L~ ... ~.i~J.:~r~~:áj~~ .. ·;_~_.;.,;~·pi~~i·«~{un·'~:~~ ~C~~~~n~-~- ::d~i pr·esión 
con~i_n3.'i:it.e~< ._.-AÓ-S, "· menOr'..'que.:;,el·;: esf'Ue~zo.:_-~.~eéti_vo.- · -· 'aa.'.·, bajo el 
cual_, se -·desee:.-realizar .:.1a,;_consolidaci6n·;--:- ,.. -;~' > '· 
ii) se~-: per~ L~:::_-:~i;~º~~-~~,~_o~:~·G·~,~-1:~: :~~e~'ióñ;~~;de~~:poro •se :~Sl'ab111c~. Y 
se to"ma :la:.·le.Ct.'ur-a, ~--ti.µ:~·-~'. > ! ~:.:'._.'.(: - -. ').-¡;.¡,~~-: 

iii) ·se calcula el'~·;,~-~,~~¿~:~ B':de.Skempton::dado·Po.r: 

C8.1) 

donde: 
. ' 

.6.µ i a. pr-eS",i ón 'Tdé --pór:·o :- ,. cbrrespondi ent.e a1 
i_ncr-emento corlfin'ant.9~ c."ti.r:r.d.: ) .. ) ·, . ' . '" ,< 

e·;_·: ·-. P~r·á~~t.~-~'.-d~ ·-~~~~~¿~:~~-: q:~e·.::¡~~¡·~-~, :~i_'.:"."progr:-~sO.~- de·. la 

::~~~:~~~.n :'d~-~: _·e~P~~f.m~~~ ?·~~~_dO;·.--~ >~o: 96 ~la ... P~.?~-~~·a,. se-· considera 

iv) Si el val o~ d•/ 8 ~L ~~n~r a _o. 96, ~~be~á rep~Ü~s~, el 
procedi_.m'ie~t.~,'-~esC:i9,~i.~5--:-h3.~t:·3. ~,i i-i~:_~-~ t.·an~aS :~v_ecés-.-como:-haga ~Cal ta. ' 

Con est.e '«pro_cedi"mient.o· -se,··~_;·a·;~:ic·~.- ·a .. ~-~-~·~-"·probeta: la' 
contrapresión-:>. rieceS3.r1a: para ,sat.Urar!'a ___ cCmpl.et.am·ent.e!~.~~--,e:sta,· 
dependerá del'. grado' de sat.ui-acfón-. inicial. '.del ' __ .maleri·a1; ·.-Es~: decir~ 
se puede llegar a tener· 'sometida:·a·:1a· .. ·.probet:a, a>esfuerzos 
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t.ot.ales muy grandes; pero la- presión corif'inant.e ef'ect.iva 
será la misma .. que al inicio del procedimient.o, por lo que 
t.eóricament..e. ;c: el, es.t.ado de ·.esf.uer;zos ··efect.1 vos no se al lera.·· Est.a 
última af'irmación. podr.ia ser_ objet.o .de ,la-rgas discusione~ que 
es.Capan· ·_··.:lli alcance_'.-.-.·. de· ·_est.e ::.trabaja.····_ ·si_n . _e_mba~g~::I, >· .. ba~t.a 
ref'lex.ionar. sOb_r~ .e~ ·,p~~o -11:> ·< par.a··::dud~r .. de, l~· v~r.acidad_:··de _.la· 
permanei:-i~~·~- del::<es'l:-~~".' .: de : ~s~uer:zos:·.: e~ect.1_.~os. ::«)u. :/me'7c"i onar: . que 
se _debeJ ~sp~r"ár~ ·la~-:. _es_~abi~ i zaci'ófi '._d~:-~l·a,,~ pr:'esi:i?~--~de ?~PO~o_,';?se·~- e'st.á. -
invol u?r_ando ::u,n:~1aP~'?." d~:~_t.1·e~po_ ~u_r~i:t..e,'el ::: ~Ua.1·>1 ?s·,.esf'uerzc?S. v3.n -
a eslar,· .. :::. ~arru?'fa~do(.~-~ ;;_t..r3._Vé7i:_-: ~e ·.:1.a.,::pr_Obet.a< y .. _ ~~id~n~~~1len~.~ -~los·. 
es_f'u~rzOS' :_ ef~~.t.:~ v~S.;,~O :·s~!"·.án·.;·l~s ~ sm~s -en~~t.0_~6~~ 16s pUn~~S-.~de :la. 
~sm~·· :-~.ro<-:.'·: as~~.:;t.o·, .".:. i~t.e~eSan.te -~e.·· · ~.ste/.i_p~oc.e:d~miEont.~ ___ .·de 
satu:aci~.n·;~ .s'e~;a.r~. --~e~~~ <•:.-1 Os_.· cam~.~o~ ·. ·:.d~ "~. es.t.i-:~c::~U~a ."i/C::Iu-~ _, ·s7 :_-:le 
induc~n_ ~-a1<:. Su~l~-Xm~d~a~t.9~ l·a -"apl ~ .. cac;::i_ón_: d~\l~, .. -·coñt.r .. ªP~.~Sión··.~. y:'.s_u ·. 
i ~f'l Uenci a>\s.c?t?i--e\_-e~·: :',,c~nlp~~tami ent.O~·· ._q1:J~_,;::se'.-~ de~ea· ·,. '!''='~i.r; ·: .. ésto· 
depe,nde_r_~ • . :~· e~~,-,.:~.~ri:-9_. · .. _.deL :· ni v.e~ ,·de··._-.:es!'uer_zO~ ·. e!'eC_t.i.Yo~·· _·que. -se· 
intente'·<: aplica~.~-,:~ en~ '..relacfón_- .- con .::-1a·-.« .r.~ma·---_ de -~_-la·>· curya de 
compresibi'lidad_:lque'.~se ·pret.e~da·: invest.ii;iar·.: 

·--.-.,·.·- . '-

Co~Oiid"ac'i'ó·~:-: .,·· ·:.7·'-'."<.: -~:::·· 
L'n.a' ,. vez ::'.~'-;~:~t!~;~~~,.-· fa. ';p/~b~·t.-a';·/-'·.se a ··cabo la 

consol i daéi ón.~'.::i S'6t.~.c:sP1 ca'- ~-,del: . ~sp'é'~i n:ie_n_~ :'." ESt.:3?. Pr: "u9b3." '::sé-::_ r ea1 izó 
con_ -~pl :~ ~.a~i"~n~s ,-·.:\9~. ·:~>·i ~cr:érn92r:los :~:.··~e: .~::_·_~sr_~e:~_o_:;:'\:_:_-~ S~t.~óPlc~s ef'ect.i vos ·~Sa ,r,azón .. de:_ O.' 2::,.Kg/cm,/dia.:· tiast.a 0~.alcanzar.{-·1. _O_· Kg/cm. ~--.-,_a.: 

- ·- .. '. . .-.· - ' . - .. - , __ - . -- ·. --- .. - . . . ' '"- " . 2 . 
partir-. del,::c::ual.'-}~e .r;eali z~ro_n. d~s··i.n'?remenlos.-·;de -"'.º· 26'.'-Kg-".'c;m /dia. 
para. ·11 egar ra\.un. ~ ~s·rue~z~.) sOt.r-_óp~·co-.:·e.s·rect:_~ YO . __ d~-.1.:~ ~-, ~g~cin2. • .. ·Se 
lo~r~n _: le~t:Ur_as ,_-de.>.· 1.~_s\·_:c~m~ios :.:.:vo.lUnlét.ric.o's·.-_- cOn -_.;_ury·-'5.-_:P~~r.ón\ de 
tiempo p-re~es~·~b1ec:ido._:_ LOs.-.!~es~~.t.adc:is de ·e.st.:a.5 priueba .'á.Pareé:·e~.-E!~ 
el apéndi.ce;:C·)-- -!::'.:~_._( ~'~.::{ .u._./.-~~~ '_,-:_c.' i-";o'"""-~ ~-:;· ;_._.:~.-·- --~~-- ,- • 

. :,; ' ~-··-'--ª· 4, 3 · Ccirisolid;.;ción 'iSói:.r;;p1~:.:~;;n;ca~~:.: t.C1axi:.:1 bajo ~;ruerzos 
.1s0t.r:Opicos 0-totalés'.:_c6nStant.es:;,de"O; 20: l<g/cm2

,-,: _ - : ' 

·- P~epa~~~i'd~·;·d~-i:'.,:~~p~~j~~-~·:: _::;.: t;:·.::' ~·:~~:) '._ ...... 

~'~.> :~-~~s··¡·~'.;.·_ e~·'..~:'.·:~.~ :nJ~~~~ '. ::·:: .. ~_:-p~;~c~~~~~i:e~{º:_:: :~~l~., enSaye :· de 

~~~=~i ~~~ci~. ~'.~~~~~~~p~~::- ,,~~,~~~~~:~-f~: { ~~~~:~:~.: 'ii ~t~-~ ~ ~ ;::·~~~ci ~~ 
di ámet.ro < pf.ome.di o:,:det 38mm,; 'º · 

.. -. ';~ -:/ :·-_::~,_,- . ;_::.:~-.< .. ~­
No ~:·se. u¿¡~~¡:~~.'; ni'ng.Úry .:'m~t~dO 

ensaye ·a· lá- hunleda:d ,_.nat.ural que. 
moment.o. 

Co~o~~rd~~¡:~-~~-:~:~~ .· 

·de saturación~ :se ~r:-ealizó ·e1 
pres~ntó el mat.erfal en· ese 

Ob:te~·;{ci~~::,.{·~s curvas de compresibilidad de ·los d~-~·:.ensayes 
ant.~riores •.. se:· decidió. aplicar es:fuerzos isotrópiccis t.ot.ales 
equivalent:-es'·a,· un .33~ del esfuerzo e!'ect.i vo de pr:econsolidació·n. 
a f'!n de. garant..izar que la est.ruct.ura original del mat..erial no 
f'uera modif'icada. debido al nivel de es:fuerzos. 
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Se .aplicaron los esfuerzos_ isot.rópicos tot..ales de O~ 2 K9/cm2 

en un solo increment.o'y se t.omaron lecturas de deCormación axial, 
obtenidas a .t.ravés de un micrómetro de caratula de O. 001mrn de 
precisión y ·5.0mm de:-é:::apacidad. 

Se· t.6mó l'a ·1ect.ur:a en· el momento -de· l'a aplicación 
simul t.áne~. d9 :1os : .. : es~~erzos_ . .-i so_~·róPiCOs.:. l'?~·al.~s ,·,··_qu_e áparece .. en 
las _ h'?JaS __ · d~ .. ~~gi st.r_o ·-.C.~pend~.c~ '.- ~) ;:_~~m~.:::~.~:·;i~c;t:Ura-~-.. _p~~ª'.~'·t.=q; . y 
las· .s~gufen~es.0; ~~p~~ras:>s'e ~ .. r:~ali.Z3:~0r:-:·i::~~n·;:_ un:·.:~ p

1
atr.ón :·d_e."··._' t.i_empo 

pre-establecidO·,-· que> P.er:mi_t:i e'ra'.:/~~l ... t..razado -·:adecua'do·'_de~:_.la· curva 

:~:~~ m;;;;;f;;;;~;;l ~~~;~~~t~f ie~iª~;~~m;~icf~ i~·~ral .··b~Jo e~fLr~~ 
~s~-~-· ~~Si~.~-J~~-'-~:~-~~-~·1"~~:!-'~~b-~-e<~·a;'.· ~i~·~~· ·-P~·ob~~~·.-:·~l1~1'1~ada en 

la prueba· de'scr.i t.a:·;eo"::_1·a _s·ecc1ón.'-aí-tt..erior_': · · 

~l ~i,{~n.;'; Í',i ~~r~~ 'ci<>1:ormaci ón-t.i eO:p6 · c~rrespo~di e;,t. .. a. la 
C'.onSol-i.dació~., ::1's6:tr.éPi~3., ::-_Se_'_ pr.OC-edió' ·a , Ci.jar .'~e.l, .v_~~t.-3.gO·:' de 
apli.cacióry. _de: C~r:Q~,;:~.se:· ~.~t.ir~ -l'a: presi~n ·conf'i_nante· de>,_la '_'cá~ra 
y se colOcó'~- ·e1,(:~·peso·. -ñecesar.io· ,_para obt..ener .-. un·: es.fuer:zo--:-axial 
t.ot.éll ;· sobr:e···1atpr:Obei;a-~·: .. c:1e··:_o_.:2.,_Kg/ém2

:. · -·- " 

Se ¡.J~~tÓ.ieiLmigrÓme¿~o encero y se Úber6 E>1{~ái~ª~" '~~~~ 
tomar-- -s'imúltárlea~e~t.e· __ 1·a_· lec~ura. ··cOri-~spOry~:lent.e·· 'a 
t.=0. Post.er,~or:me~t.e_::c~."la_.-.. ~oma de .·:1ect.uras ·· ~~.-.- hizO _'<c~_n::·~,.el_·>··mismo 
patrón.·_,de_ t.~,·~~p_o:; .. -Ciu~_; en -~~- .. ensaye:~~ co_nsolidac~_é!'Í.';_-i"~~t.~_ópi<:?a. 
Sin· .e~a~_g·o~~-;es~a~-(ipru~ba d~ré más."~ t.ie.mpo que~_:._1a:··an~:er.~·or·;· :para 
defini'r_. __ .. :; l~ · __ ::;'.péi/-~i_ery:t._~~ .. ___ ; __ ~el ~·.~ramo · rect.o ·~de~- ·. la :: . .,,. curva~ 
deforrna:cí~~-~-1.empO'·._:obt.:enida. ' : · ... ·~·¡:. '~'-, -·--~ (:-~-

:fie ;~~s_·t_·~·~ .-~-~:---~~~~~.(~'e :.-·~e~~ i :z~r,c?~ . ~o-b;e /l ~\,;~-·~:~~- :,p~_~b~¿¡ ·dos 
ensayes .:·de c~ns_c;il~d~cién. ,_:isot_r.óp.i'?.ª '. y_ '~-º~ · _en~~ye_S de, 
consol 1 d~~-i ~n··, ·~ni s'Ot.rÓpiCa, a~_t.e~nad~s·; ,_~,-~'in :::-.d~Ja:r:,:··~-;-~-e-pOsar:. ·-,"" l_i br.e 
de ·cargas, ~:-a:~·_la opr,:Obet:a:-;:ent._r:e :·_uno'}'."-· .o~ro;~-~ Los·. r_est'.ll ~-ados'.~·apár~·cen · 
en :1os.-.apéndice~ o_::-y.:E;··:-y,Se_:f:.indicari ;coffit?. prueba·s-:-.i·;:y·2 _en :·cada 
ensaye: · " · ·· · ··· ,_ ... · ·. ,. · '-- · · .. .- · ~ ·""·:·.· ... · ' · · .· 

.se ;,;.,sayÓ•un;. .~egunda ··probela . .;n • .;¡:,ª 'é:ámár,;_ ···:.~; ~e~~~f'ia a 
la d~Scri t..~··:; _ef".!'.~:_este;~\.c3.pí l.~-~o, ·:>Y_--~~ .:_:·.ál ~·e~_!:\Ó ::~una·· consolidación 
isotrópi~a .. y-._un·a_.<·,~J'.l.i so~·róJ::>i Ca : _~n :-.._1d~nt.1·ca~-. :~COndi_Ciones"'.-: a· 'i·as· 
pruebas· ant.er'iore~ ;::.cuy?~ 'resul t:actOS· .a.par~cen ,.1de~t.ifiCadó's ·Como 
prueba .::3 ,en -~os .~~~~~i.c~-~.: J?.·-Y'. .. E •. ·.:resp~c-~1 vam~n~e. · · 

a. 5 A~al.isi·s>· d~ :_:r~~-.tl··t.adOs:. -.':: 

Par a+ e-ad~ ;_<~-~~~~f ~_~:~~~~~~ '¡;~-~:;_.-s~~·-s): pruebas·~~~.: '__¡;~ent.i fié~¡~·¡~._:-~~~~-· 
pruebas_: 1-:_:,2,.: -:(·-;.3-i> <e:n .. ::co:isol~dac1ón"··.1s~~rópic'a y .c~nsol"_idación· 
aniso-t:-ri?pic~_ .. _· .•:·'. en.\::_~áma'.·ª ... ~riaxi·a1 -~· ",se_': t.razó.-0.',,:~á--<;.>grá~ic~ 
deformac16n ,,esp9cí ~1~~:--t.~ef!'po,'· ·e/o :.vs.-. t.· , ··~'a f'íri.~de ~ .. proceder a 
encont.r~r Un ._modelc::i ... "y1scoelást.ico cuyo compof-t.ami~nt.o se 
aproXimara-al del materi.al utilizado y se· halló. lo··sigu.ient.,e: 
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8.5.1 Pruebas de consolidación isot.rópica 

Las FiQs. 8.7, B.8 .. y.8.9. mu_est.ran los r:esult.ados de las 
pruebas 1, 2 Y.- '.3·.-· r~:;ap~ctiva_m~n~e; _apar_~ce en el _eje de las 
abscisas el t.'iemp~_ en'.segu:ndos:-r-en el ·e~~ de l~s.·.·.ordenadas las 
deformaciones· especificas, ·en cm /Kg. ··:· ... _ .· ·· . 

Est.as ·· ·t·r~·S_ .. :-,·~~l.i·~.~-~~-_}- ·~~~~-¿~:n ~: una,. :;~~n~enCÍa:· .'·c1arament.e 
semejant.e al··- :-C·O'ffiPOr:t.amient.o ~·dé'1:.:ur1,;~·solido·:" de·.:: t.ré's :·p-arámet.ros, 
est.u.di ado . en . .- ·.1~s-_:· .'capí t..ld.0~ .:··.·ant.~~i.o~es·t".-.~., ·por .<:;_;_l ~ que ~···resultó 
razona~! e'~ u~f li zar:_.· ·~s.t._e. !'l\Ode,l o•_.:pa·r.a_..:. r;epr::esez-:i~ar?:_3.·> la ;·icon\ponent.e 
vol umélfi~.a .:~el .. :~~ez::iso~.:0: .. 51~;~ d_efor:maCi'on·es .-·uni t·ar:ias·. :-'. Entonces~ se 
procedió a· ·realizar,~: el"..aJuste ~de·:.·cUrvasi. 

Aju~te ~~\~;.~~~: ,, ' ; .. ·. , .. 

. Comoprim¡~ .. ~~~~;·· si,;.;~t./ior:' cdc¿iar', ~a~a ~~d; Ú.;mpo, t.· , 
el promedio_ :de las ~tres: def'or.maciorje"s-.espe-cific.as Obt.enidáS en el 
laboratorio. .. '.:cF~·~ · 

Una·· vez calculada i'-~ .. -cu·~-·.Ya:.-~---P~-~m_~·~Ú~ ... :' 
exper_imentales, se revisó que· rli'_i:gur:iO :de·;-·~os:~:P_~nt-OS.".p'.ar~ un 
liempo.t., -de las cuatro·:· curvas,.~~--es::.:decif.'~'.-----~1as':\~-t-i-es·· c"urvas 
experiment.ales. Y' la curva-, Pr-CmtE:_d1·0·: ~preSe-nlarai:-·-~ d~rerencias· de 
más de un 3~, Fig. 8.10. -.:.··-

. ,., 
Como tercer paso·, ias·- COr\st.ant.eS 

vi scoel ást.icas de 1 a cur:va:_·promedio·~\.como_ .. To ·:indica--.-1 a ~Fig;~ 8. 11. 

De. la t.abla-1·~:1 ~e~ o0~t..1~-:~·~,·~·;q~:·::·.}~:·~,:r·~{:~-~-~-ó-~' ~on_st.i_t.~t.iva~· que 
caract.eriza a un sólido_~_de.-. t.t_es :"paf.a.'rnetros ·~es·: _ 

_ , \~;: ~· .. -::· '·:~---·?-:.: 

_a:+· p~-b ;~._qo:~ +:<~1~:~"·· 

y debe cumplirse ademas·::!~ ~-~~~d{~~¿ri t.ermodinámica: 
c ... -. :·.,, ··-. 

q~: > .:_ '.P1qo 

como se expus~. en!··el ~~0~i_( .. ~i:¿,~·.-:I·I~·.~:~;~~- :s~~~s-~~Cer .:l~ _segun~a ley 

de la :r~:d::::c:;ome~io,;>~1~0"8.11.'~e ll~ió ·a: 

; ·'.·. 
0:006500 cm2 /Kg 

0.000872;cr:,2jtKg seg) .. 

p1 34;0625 seg. 

q1 39062. 5: Kg .. seg/cm2 

p1qo =. 5240, 38 < q1 
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Al introducir est.as constantes en la ecuación _de la 
deformabilidad de fluencia JCt), del modelo, cbtenida de la 
t.abla 1.1 • y 'graficar _cont..ra e.l tiernp~ •. se en~~nt.ró la cu~va 
most.rada en la ,Flg. a.1·2; la linea llena representa a ·1a curva 
teórica;· mient.i--as que los puntos indican la ·curva promedio 
experimental· de !'a que se~- eXtr.ajer'~.H"\ las c6nst.arlt.es 
viscoelást.icás.: ::-· · .-:: _,. ·. ·.~ · 

Nóle~e q~e ¡:;J. •~tín·:n ~o~•pÚnt.~i Ji.s ~ie:Ji.cios ~nt.r~ las dos 
curvas se· encorrt.Í--ó' una.·"Oife.rencia_-;·mayor.'.dS.l· ;3%,·-·.p'or-' Io que. se 
aceptó como. ·váL(dO:·e~-,'.modei'o. d3.dc(-Por:·: la: e:-;P~eSi:óOi · 

;, ) ;~;O~~~ Ó = ~5~'.¿~ E +:3~9Ó625E+04 é 
-~-~r> -.,·- ., , .... ;/. •.::>·o: 

donde: 

o- : · ei:r·J~~--~~~-)·¡ ~·~-t ~:.¿-~l~-~ :· ·en 
.:::; ·. deformaciórl0_·,,uni t.ar_i a 

:cs .. 2). 

~::: 

para '-repr~s·en:t-ar_. -{i·, ·c;;~~P~n~~-t.~-. ',;~lumet.ric~ · 
deformacione_s·. un:i·~·ari'a_s _:de ,_es t. e nlat.er·1·a1-:-: 

del t.e'nsor de 

L.~;.> .Pigs. s.1:3, s.14 y s.1s exhiben. fas 9 ráricas 
deformaci~O·.especÍ.fi.ca-t.iemPo cor:resPondier:i~esTa~:~as .·p~·~ebis 1 ·,-.-2 
y 3, resPect.ivament.e. 

Para· estas· pruebas. las t..res gr.áfieas·~: .. ~ues'l-ran:·'· una 
d0formacf6n- especifica inst.ant..ánea, _cuyo V:3:-~º.~~,:s·~!-~~p~,o-x1:.rna~:-~1:-1~ho 
a la deformación final 1 constant.e,_:.que_ present.'ar-on·.:1·as-:Jcur: .. vas· 
deformación especifica-tiempo de-' ros ens.~y~s (de: -:!=~rlsoli-dación, 
isot.rópicá. Las curvas muest.r.an '_un:."-.:rap~do ::·aun\~_ntO:, .,_de ::·':.l~" 
deformación especifica durant.e un . cier_t.o.~',..int.eryalo.-;·_d~_':,. t.1.e~Po. 
después del cual las t.angent.es a la curva .di.si:ntnuyen~.,-sr~adualme.nt.e 
su pendient.e hast.a hacerse cC?nst~ant.es·.-:· sin.>"·_1leg~r a··'.: la·~ 
horizont.alidad. es decir, no se anula. · · 

_Est.a misma tendencia, obse:vad~.--:.·,·;;,·n ·~;_:,·;las : >~res curvas 
experiment.ales, condujo a escoger- _co~o;.posib_i'e"::mOdelO_.·p:a,ra~>el 
tensor de .deformaciones uni_t.-ar:ias :ge:~eral·, ... :a _ury'. f~~i',c!.~~:~;-~u~~·;~~-~-í3. 
ser un modelo de BUr.gers. 

Si~ embargo, el' h·echo de· que !'as deformacione~'.·::~i~~t.ant.á~~as' 
en consolidació~· anisotrópica, fueran". mayór:eSd::··)que·:·-·.::-:las 
deformaciones··-~nst.ant.3.neas ·en consolidación' isotróp1·Ca·.~}.hi':Zo,:ciue' 
~~· -~e~c_art.ara'. la ::~~ea. d.e- u~i l ~zar ~l -:m~~elo.;·de ~urger-s: .. ~rcºr:r'º. t.al. 
pues·-.- éstC)--:nüCfer a·· i mpl i-cado - que-~~l a-· component.-e --.-~di st.-Ors'i-onal -~':'der--
tensor de .deformá.ciones unit.arias fuera. ·Un_:- a~or:t.iguador .:viscos~ 
de Newt.on·, par:a ello se requería' que las· ·defor'maciones 
inst.ant.áneas de ambas pruebas fuesen igual.es". 

. ' ;~~ 

Con base en lo ant.er1or. se optó .por es~oger Un modelo de 
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Burgers modif'icado, el cual consiste ·en un sólido de t.res 
parámetros dispuesto en serie co~ u~ f'luido de Maxwell y a partir 
de esta hipótesis .-se:_ procedió a .r.ealizar ~l ajuste· de curvas, 
para esle. modelo de.cinco par~met.ro~. 

Aju~~9- de >'~ur.vas·:: · 
'.:'. .. -. 

. Se. :sa~ó el :··:p~'omedI:c; ~-.:d~-~·1'as·. Curva~ 
corroboró·: que- riingún'· pUnt-o para_·.un.·tiempo, 
curva promedi'ó·E:!'l·~l~-más 'de·.un ·3~ .(F'i.g. :.8 .. 16). 

experimentales 
t.¡ ~se: alejara 

y se 
de 13. 

~~-r·_/.-:~-: :\~"á~'i·~--~:~. de .. ~Un -(~~~~1~~:;.:.d·~-.>~a~·~·9~~·~ ·>m~~l r~;~·~·do ~ :·_"lst-.~ 
pres:_en~aba ·. una;·dif' .. i·C~~ ~ad .. :·_-De;·la_ C~r_y~ '.-prome~i.o ::.pCidian _;O~t.en~rse 
los par'ánle·~.r-~S_-.·_~I<'.·· <~~_.y ·!JM ···.; Pª'..º :·e.l··. p.3.r~met.r.~>.c~r:r:.esPo.~ct,ien.~_e :-.ª 
la orc::f~nada' in~c~a1·.-?'ª- ryo":est.'aria ·d~~.inido·:p_or ·G_M .~_::·~S,t.'e::ahor~-~e 
llamó ~L. '.'-~F'i9.·B ... 1·7)--_··.Y ··re_q~e.ri3.·· una ··expr.9si·ón \~t.e!.órica p.:ira'_;ser.: 

calcul•:~::;L:,'úlÜ~~s'••punLos de·l~· .. ciL~ •• pr~3die>EEo'J~~L la 
pendi'en~e. _de.'_ la __ :·re.cta;<:ést.a/.: d~be·~~er, '_;la .. ~.sma-,:p~nd(0nte" d~ la 
cur~a . def.?r'maci_c?n.'·~-~specl:i'ica_-t.1_empo :.d~l mO.~el'o de .. Maxwell,': es· 
decir, .la(é::oinpOnente• diSt.OrsÍ.onal·. -" · ~··· 

• ~--" :~. = '. ' : ·:'-- : : '.' --;,, . • • .. -_ :-"- " .·, , 

Se pi~nt.e6--1a·solúci6n'·~~slást.iCa'.-.::t.eór1Ca: al- probl'ema~i::te una 
probeta ci-i. ! ndrica Somet.1da a esf'uer-zo. ax~_".!-1 _:::.inff'_orm.e y: 'c~z:~-tant.e 
dada- pór ·1.a ·eXpresión: - · 

Ex ce. 3) 

donde: 

ex def'ormación'.:uni lar:- i_a. en .dirección· axial 
0x esfuerzo .vertical· t.ot.al 
E "' Módulo de· Young deLmaLerial· " -:- .. --. '.- ·.· ,..- '·': 

Para t.~--ansf'ormar. la . So1Uc1Ón e1.iS:t.i.ca ant.erior en 
solución al problema . v_iSCoelást.ico- pL~."nt"eado, · se recurre a 
t.ransf'ori:nada de L~p_l_ac~·~ De est.a · f'or-ma ·se ·obt.iene. que : 

la la 
)!(ex) 

7' 
ce. 4) 

donde: 

.:e.Ccx) = cx"".'s, Pc:>r t.rat.arse de. u~ ~sf_Uef'.~O··.c~nst..ant.e_ 
E-, en t.érminos--de-~·tcs=·-·operadores difereñc·1a1-es Q-y P definidOS 
por la ecuación C2.9). puede·ser-·escrit.o como: 

E•= 3 Q.o Q.v· 
2Q.vPo + Qo,.'Dv 

ce. 5) 
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en donde: 

Qo y :Pe son ios operadores algebráicos correS-pondient.es a 
la componente dist.orsi~nal .de .ra:.def'or.ma~ión,-.-es··decir .• :al mo~elo 
de Ma:<Well . 

Q:~ y . :P_:.r.· .. ·sor:. ~ '.,6~ ;.-.o~~r .3:d_~r es_,...·~¡'~:~¿; ¡¡·:co:~:-~ c.~';.r- esp'on~:ii ·en~e~ a 
la componen t. e': :1~1.~m~~rfca ~-'-d.el{:.:yeryso.~ '·?~¡, def'of-m~ciC?nes··.'uni t.ar-i as. 
seleccionado :-orno: un·.~sólido de··.lr.es ·:p·arámet.r-.os~' · · 

, ,· . ' ., . ) .:·. : ~:._;;. : .'o 

L~. expr_~Si~,~º éá. 5)'. t-·a·~1-én:·~se:.>.:p~~d~i esc~ibir como~ rr ''1° F3~· ~~º -·~- ~3¡-.. · .. •·~v~ r .. ~-_-:>:"E~ '-' '""' 

i.1 sust¡!.ulr la e~uad6n· c~:.;e5;e2.,J~'4) 
''..': . .-•. - 1-·- ·: ; ·\I::. -· -. '.: -

. - ·. 8. ·:·<fi·'.-.. ··,i/~~:';~« 
- -.:: ···;: ... -3~;~Q~-- +~.·-·3-sQv 

ce. 6) 

ce. 7) 

que es·. i a : exP~·~s¡ ~n'·i·,.d~.:'.). ·~~·~:~~¿;~~e~~¿;·~_: ~Sp~~·1 :f ¡· ~~; ~n ° el:.' espaci"o· s 
de Br~mw1·C,h~> · -~ > · · · · · -

i rúre~~~~=~ · i~e;e'.'r;.1~tt?~;Ff~n,I~~fc:~~~s~ 2.PJ;')sa;;ª¿"~~';~ · ~~~~~t~:' 
·-<-~: -=:·-~ 1 ~:JoC_s),' +.".~:-_:,'.J.;Cs:> :» ce. e) 

:.-~<~:2) ,_-··_,"' <~~;· _,"e.o:,:·:,·,"-~.:~~-:::;:.->·";~-... .,/~>.>,:·· • 

Al . apl_i ~ar~ i ~ :,,~:-.:· ant.it.-r"a"ri~f0°r mada ',_'de'~ L~~~¡~~:~et~-:~.-i~~;~ ~·~-~;~Í-ón 
e a. 8) se:. Obt.1 ene.·, ·13:'::::.déror ~ac._i'~n <·esp.ec! i1 Ca:; del ·-.·modelO :de -,_-~_ur:Qe~_s 
modificado:en f'unC:ión,del t.iempo:.que viene-dáda··;po~>-

,._ ,-._·' < << 

donde: 

'ex =:a3_' . .J~ct)·+·13...:..·.: Jvct) .· 
O'>C_:::' 

ce·. 9) 

JoCt.) es l·a :defo,.¿~bii'idad . de fluencia del .modelo: de 
Maxwell, qüe se- pUede eSCr.ibir, cOmo: 

JoCt.) = Cpt
0 

+ t.)/q1c ce.10) 

JvCt.) _es la deformabilidad de fluencia -del· sólido de "t.res 
parámetros. ·De la tabla 1.1 se obtiene: 

ce. 11) 

con 
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Los subíndices Cv y.· o) en adel·ant.e serán ut.ilizados para 
dis~inguir las constanles viscoelást.icas de los modelos que 
represent.an a la component.e vOlumélrica y;· .. a lá.. Component.e 
distorsiona! de:l. t.ens:or de .def'ormaciones~ i:-esp:ect..ivament.e;, 

• • . 1 

La .expre~ión·'.·ca'..9),.,,r-eS~(i:a· ser;.~--enlo~i::es, . la .relación que 
existe.·.eryt.r_e .-ª~-.· mode~~ ~-~'·~~~ell: ·Y·~~: .. ~Olido '_d~. :l._~es pa~ámet.ros. 
est.o es~·· -~1~- _de~-~~;~-:c::t.!r.."_'a··JP'rome~1.0:-,~e .. :_l a~_:-~ig~···. t:f;-16 .. · 'se·: obt.ienen los 
val ores .: de_ .. Éx/~X ~·.par~_'; cada:;· ~i empo, t..~- Y/ a~emás'; _ se_: ·conocen las 
const~nt~s. :Yi.~c'Oei_ást...iC~s .;.de.L-:.~ól id.~:· ~e-·t..res parámetros obtenidos 
en la secc_i~n ·8~:·5.-1'.~'-.'·por; . .' aPli_c~Ción· de ~na.'·simplt::. f'órmula debería 
encont.ra_rse:: 1 Os-> p·ará~~t.r'o~ .. >.r1 ~é:Oél :á-S~i.cos ·.de~ ·;.lnod.elo de Maxwel 1 • 
que mejor.\.s~_:'_aj.~s-~_e-.; aj) oS ·r~~~.~-~~~~s ·! ~-?'P~r ~ ~en,lal es. 

'~; "" ;•,". .: , ., 

0e·.c ei. 9)'' se. obt;iene que: · 

C8.12) 

Una·> vez ':que ·Se ·~·aplica ··~~·t,a_:; ecUaCiÓn-· P,'ara ·t.odos los 
instantes ·_··,-.:t _,~de;: 105:.::c-t.iales· -s·e 'é~i:-io~·e.:·ex~e:rx· y.:":JvCl).-¡ se Obtiene 
un · 1 ist.adO .~ d0 ::Pünt.os·: · eQ/ox0::\~~·~s:::.~··· qÚ_e :_al·! gr~f ~c::arlos cont.ra el 
li_empC; _ rep~od~c-~!\ - ~-un-a· cur;'a -. < -~~ror:·m3:'?i_ón ·,,:;específ'i?a-tiempo 
co·r-respondi.ent.e~'. a-< un- mO·de10 ·: b~s~arit_e ~:'J=>r~)::fmo- - a·. un _mádelo· de. 
Maxwell. · 

_De .1a··_orde.nadá---fñic.i'al ;·:·~ ·d_~· _:~a:.-·r~c,t'a qu~:_: se·:Obt.1ene· al" 
hacer un aju~t.e _lineal Con ·:.~:t._odos : .los · pu°r)t.os:. del listado, 
calCu1·:ado a-·part.fr ·de-Ca.lcó·,"'.'se obt.uvieron.·las posibles 
constantes viscoelást.icas del. modeio'·ae·:Ma:xwell. 

-"' 167559: .. 4300 seg. 

' i 77B1Z28. 65 Kg seg/cm2 

Para veri':f"icar· la a'proximaC1ór1 ':'de este 
resultados .obt.enidoS _.de·:; los.~ ensayes· de 
anisot.rópica, se sust.i lu.yerOn ·:01_aS' c'orlst.ant.eS '.en 
CS.10) y C8.11), de donde: 

JoCl) = 0.009.4340 + 5 .. 630241.tE-08 t; 

modeiO a los 
consolidación 

1 as ecuaciones 

C8. l3) 

{8. 4559E-03 + 3, 753:ÍE-08l - O. 00187, e-•. "4 E-03l} 
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! 1 J 000'1· ~.... ..... • ....... . ........ ! ........ .¡.. 

1 1 ·········t·······l . 
1 • 

000::! . • •.• • • ......... . 

cooo 

...!.. 
GL 

JOOO ~oca 7000 
iiempo(ng) 

j-- C1.1rvt1!':511ea +: c1.1iv11Promect10 j 

.jFrg e.1e / 

1/Nm = •·••E~o9 .::. ~L1.•s•mE~oe~·g1cw 
1/Glc .. = f, 7792•.E·02 ·.-'.. G1< • 5s;20a2 l<g'ct.12. 

-· TX · ~::2293, 15;~.''\.~"' ~-~o:_:,-o'-"-- _;...;='·'·-··-.-00 • .,.--.cco .. ~-;=-o-.;:--,· .. -

. Tk • r:'(/G k .:c. Ni(;,.,·:zs31S:ms~•'CM2 
11 C-l.. = 0.006585 • · • '. GL = 15LS603 -~c;M¡ : 

1/Gi..=i L..e!_:: 
. ' >Gm· 3<¡1. 

Tlempo(H;J 

\ FIG.1,19) 
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que viene a ser la- solución teórica al problema de una probet.a 
•.:ilindrica del mat.erial en estudio, somet.ida a esfuerzo axi:al 
uniforme constante en el· t.iempo. En ésta, ;·el .t.1-empo se expresa en 
segundós. 

La _F'~g .. _e.'1:a -~u.~~t.r:_a., _l~: cur_y~' _?~t9'.~ida a.::.Part..ir, ,de esta 
solución" en:: li~ea.:.l l~na ;· ~:sl.:1pé~pue7t.a~· a~ ·1?~/ p~ri_t.cs_"-,qu"e _·i;epr:esent.an 
a la cur_v.a·_-.P.r~n:ti:?di?·· .. ~e.:.-.-'lo~; dat.o~·-. e':'P!='rin:ient.ale_S.· ··La máxima 
diferenci.a ··encon~r.·ad~: cc:>rr:,éspond~ó. al .t..ie~po: •. -ºt.=36000, seg y· fºr.Jé 

de 0.281Y. .: ... ' • .. ···\' .··. / / ', ; '• ...•. •.· .. •···. 

, co_n ·:~a:s~:.:--e:~:·::.:1·6~<. ~~S~1-t.ados,:ci·b~é'ni'dos ·~·i.;,'s·e acep;t~- ~~mci · modeio · 

repre~ent:a~i'v?·.·:.d~l :: :;.~·m: -P0,,t5',f>brla.·~ed. ma0~--. ~,;_epn_-~ .. ~1na·t..~:áF'd1_ 99·;·!.·8·.:~'-.-~1n9 __ · .• ·mOdelo de :: 8ur9ers 
modificado~;_coriio;J'e~' "' :_cuyos·;_p3.ráme~r:os 
vi scoei'ást.'1 cC:iSU reSui'tarOri ''.-'S·er':·:-.: . · · 
GK = 56. '2022 . •· Kg/é:'m',:/ ' .<· .:,::.:, , :'·• 

·_: > :'.:._ : . ·i.- ·_::_. -<:,Y.,\~·~·:: :<~ 
128318:.238~,·~g '.seg/.cm. · l]K 

,· :_:-.-. < ·:--. ·_ .. ,z-.,· 
1. 4639668-08 Kg •seg/cm .. 

3;M ~./:~f .• ~.1-~i. :6~~ 
l]M 

GL 

TK 2203.~~5 ·seg: 
a. 6 c3lcul.o'- ·d~: ·1·a ;·~aiÜ~.idn _:¡:~d~ic~··' al· Prob1ema---·de una -.probet.a 

cilíndrica _,de :~.;<ª¡..~cill'a <-1 so'rnetida·- a·, un, "'",_esfuerzo. axial 
oscilátorio , .... 

·s;;p~~'ga~~quec~hcirasE>~om¿t.~a .uha pr~bela cilíndrica del 
material , ·.·modelado'- eñ:,·1a.S ·"'secCiones: anteriores, .-a·· un esfue'r.zo 

·C8.1.6) 

donde: 

::~~=~~~ ,~:;;~~~:i ;~~:~1it1 ~~~:f :f~~=~ i:~~~~:~:: 
. '. ampli tud-.0 del·,_.esf'uerzo;,_ver::.tical-:·cicl·ico ':tot.a1-.;- .- · 

Para: ~~~oc~·~·-~'\;~ ;--=~e~-~~~~:t.a: :del: :m~t~·~~·li·;_, e~-- t.~r~Zno~ de la 
deformación esp9cif'{ca~~. ··s-e ,,, recurre nUeyamE!n_t.e'_:·_· a lá.' · solución 
C8.3). De es(a.forma: 

ce. l 7) 

ó bien; 

ex :e Ca~) '+. a :ecsen wt.). 

E• ,E• 
(8.1.8) 
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Al sust.it.uir el valor E• dado en la expresi~n CB.5:>. la 
transf'ormada del primer término a la derecha' de_CS.18) conduce a 
la solución: 

ce. 19a:> 

,_ ; . ' ' - . . :- _. ~ '- . . 
~n ·1a cuai_·.-.'e.l·.:_.t.i~~Pº. se expresa en segun.dos.-- t!:St.~·/~-ep~ésent.a la 
parte de .la~~.r~:spues.~a correspondiente al· ·esf'uer~o e_~_t;~tico t.ot.al 
uniforme _qUe.··act.ú3._ ·sobre la probeta en forma const.ant:e·o· :·dada en 
la ecuación-:ca:··15),·· · · 

La t.ransf'ormada del segundo término a _la' d9.rectia. ,de· la 
ecuación CS.18) se püede escribir como: 

donde: w -es ,la -lrans:~rm~~a:;-dé ~2~;;;~· 
Cs 2 +.w~)·:.\~- .... _-:,.· -.. 

:Po = l · + lf3i~59. j~ 

Q.v 

177sú?a~:'e5 s 

l + 34;óf325s· 

153:s¡e +:39oe2:5:s 

p1 os 

-~~os 
-· .-p;_,~ -.~,-. -~:~-~-pi ~s 

donde :P y Q. •es~¿ ~ad.os po~ C2.1D. 

Q_.:,-.· =._qov+: q1vs 

ex -

De lo ·a~·te~i·6;:~~::.~·~:~~G·L~il:. ii-.· ~~r~:si-ón: . 
. ; -;;_ ·~· 

.'·. o-' ··~· [s
2
+'5. Óee9E~03 s + 2. 246E-Oej w 

153· 976 ' '' sC3. 9400E-03 +s)Cs 2 +:w2
) 

C8.19b) 

CB •. 20) 

.'' :-->:_:;~<- .·;· ···~·-·.---, ;_,_;·_-:·_ :·:f: ->~_:._. 
Al des<comp~~~:~'.::;~ 1-~- e~r~·si''Ón >;·e~,~-~-~.:,. l ~s-.·_ corc·het.es . : de 

ecuación _ca. 20) _en f~acéiones p'a.rcial~~, <Pai:--_a. ~:apl"icar 
ant.itransf"orrnada·:d'7 L_~Pl?-c'7, Se obt.iene: ' · 

la 
la 

;e Cc>o). 
ec - --;;:--

2.247E:.o'e .,,· .·.·•·· · 
(sCs· .~ 3. 94E-03)Cs-wDCs+wD) ce. 21). 
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La ant.it.ransf'ormada del primer término ent.re corchet.es de 
la ecuación CS.21) result.a ser: · 

a ¡- _..;;2;,;.'..;;!5..;;9:..;3:..;E"---0-'-5-'--·-w __ e-s. P•E-osL+ 

C l. 5!50E-05 .+ w
2

) 

6;5799E...:03w- e-LwL-

2C3. 94E. 03, .wD -
Ca) 

La. ant.i t.·~ansf'o¡...~~·~~:-.:~,~~i.<.~·egund_~ · t.érlnino; .entre· ·corchet.eS de 
la ecuación CB~ 21) .da .comO-.resul~.:i..dO:·'·· ·~·/,.· ·:\'":~_ 

o[C 3. 33!5E-'05 w\,¡/_4: 55E:.~o~L--¿ ;•3.33!5E_..:05 ·w··· ) ·LwL+ 
1. !550E-0!5''+ w~-· • ·. .• . .. 2C3_:_~14_E 03 .+ wDwi' . 

. '2c~:;~~i::~~5 :w~;ú~·-~~v.: :e·< L.: ./ < Cb) 
La ap1ré2.ci·c::ll-í>!de/:la--:a·nt·.Lt.ra:ns·:ra·r:mad..;._:· ~~~ .. ¿~.plac~·:·sobre el 

tercer termino ent:re_:.·corchete's de -;:1a<-'ecuación:. ca. 21_,_ d3. Como 
resultado: ·.·.··-.· \; •,,,·: .:· ·· 

a (C3.7!52E-08);-C3 .. 752E-08•.'.w. 
2

)..--9.94_E:"_o9+ 'i:7.·391E'-11-e--LWL_) 
w . 1':!550E'-05•,+·w, - WC3.94E-03 wL) -

C 7. 391E-11 -.;.'"".~\)'·. 
wC3. 94E-03 .:f: WL J; 

>:,; 
Ce) 

::_, 

La agrtipac~~Ó~ ~ci'e '1~s· t.é;~n-~-~ de las-sol·uciones Ca);· Cb) y 
Ce) y ·1~ ·:af>liC3:ción. ·de ·-_~n:· .. ·~r:-3.t·a~eiit.o _co~plejo' similar al 
descrito en•"'ei,·.c~·p.ít.ulo .YII~- .. ~ig.'.7··~~-··cCn~duce a-la: e~r.eSión: 

ex 
O'x 

+ 

donde; 

2.7806E--i'o"'.Í:3:ae9E.:03 ·..,•_ 7.391E-1D 2 

.c .. 1+wt.-... 2))· + 

7. 3é748E-06 w 
ce. 22) 

.. , 7:391E-11 J 
!5) .... 

... 
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cosC.so1-.. 2+wt) es la parte real de la expresión , 

ec .. 1- 92•WLI\. cosc .. 1-9z+wt) + tsenc~1-cS1o2+wt), 
resul t.a 'de' aplicar-' l,a soluc,ión c~mpleja de _la 
7.2. 

,. .... '' . 

que 
Fig, 

Al susli t.ui r' '1·aS' 0 ecUac! ones ·ca;' 19):· yi'c8::22)'- .. erí>1a 'e>cpresión 

:~~::;s~:5:::~::e~ ~:.75~sE~OB~ 3'.~. ~~lf;e_~\ ~4E-o 9 ·' ]+ • .. 
,_ . :', -. :~ •' ',' -- ·; , ~?.:'·' \ :.··;.: ~,-" . ; ',.•; , ' 

~·.-,_::-_-.... :'.: :z"··. -.~ .. - :,~-.":·,·. ;z· ~-1'...-_2:>;.. •. · ·: ·. . 
ó'~ [2. 7806E-10' +. C3. 29E-03w - '7. 392!:-11) ) ' · C2.cosC .. í.~o02+wL)) + 

¡:. w2 >• 1. 5500 E:..05] < 1 -' 2 > ,· ... 

C7. 3B74BE-06 W) 

ó. 550É:..05· + w2
) 

3. 752E-OB· 
w· cs. 23) 

ESta últ.ima expresión represent.a i'a-:s~~-uci~~~·"~·(.;~;~Obiema de 
una probet.a cilíndrica del material JJ\Odelado;;,;.= sométida:· al 
esí'uerzo vertical total da.do por la':.- ecuaciónl~ ... ~·~e.-16) ;·~ -Y 
proporciona la det·ormación axial unit.aria._·que-""P~?dt.iée!_"_el _es~.üerzo 
axial aplicado sobre la misma. Néstese:··que ·'l~s·:.".::deforma.cic:ines· 
axiales· resultan ser dependient.es de la. fr'ecuencia-:'de :_aplicación 
y del nivel del esfuerzo. · -:· ,.-- , .. ""' · ..... ,,, · " 

-

Las Figs. 8. 20, B. 21, 8. 22, B. 23;c 8.Z4 y: B~a5 , muest.r.an la 
variación de las deí'ormaciones uni·t.ar_i~s, :~ori. ;-c:e~ \: ~.t.i~E!:mp~ __ y~.;~'las 
gráficas esfuerzo-deformación t.eór~_cas ,--., ob~e~idas · a>partir . -::t_e la 
ecuación ca. 23) , para una pr_obet.a 'del .material: lno.dela:do Sometida 
a un 0sf'uerzo periódico igual 3.: .O'',"=-:.o.·z75 ·!+,-:0.07.5' sen.-·Wt..';= en 
Kg/cm2

, al-aplicar carigas cuyas'.;t~rec~eric_i~s·-f'Ue'r·on::·de:''i 0._2, 0.5 
y 1. O hert.z, respect.ivamente.· , ~. , · 

·Est.os resul_t.ados .y al9unos ·et.ros serán comparados: ·can·· la 
respuesta experiment.aL del · material. obten'ida '' de· pruebas 
dinámiCas_ de_ lat;>orat.·ori6, -er\,'.el capílulo ·rx. 

137 



f 
a e 
~ 

Otl02J 

00022'· 

0·0~21 

OC02 

0001~ 

RESPUESTA Tl!ÓRICA 
!"af,Y, •0.275+0.07'Hn(Vl.1) 1 fuO.I hr. 

... 
Cefo•mo-:.!t,,1.JnnariJ1 

jr;g 112.:i 1 

CURVA ESFUER?O DEFOFU.'IACIÓU TEÓRICA 
Er.l.v ... o .. ::76-t o.nn:11.en(~.1,, 1-=0.1 hz. 

" .. 

o•e<--~~~~~~~~-i-~~~~~-~~~~~~~~~~~~~~ 

CCOl.I 
IOCC,7 CC01il 

Cll!l(lrmnt:·~r1U'1t.tirl.t 

li=·; e:1j 

C0C2.J 



. 
~ 
,¡ 
¡ 
E 

' ~ 

CCC2-

CIOC10 .. 

RESPUESTA Tl!ÓRICA 
E•l.v• u.:i75+u.o7G •u11(W1), f • o.G lu. 

l .... l ..... ... / 

¡ 
i 

1 
l .. 

u ~ 1 ' .... ~ ....... .... .-¡-
r 

r··· . ..... ·1 
1 

! 
2C ,. 

Tle'T!pa(Hg) 

1Fi9 9221 

CURVA ESFUERZO·DEPORM.ACIÓN TEÓRl:A. 
Esl.v:.: 0.275+0.076 aPn{'Nt), r:.. o e hz. 

·f·······l·········l········i··········f··········i·· 
•·············!······ , .. :.. .......................... ¡ .. . 
i j ' ¡ f 
l i . 

. . .. . . ! . 

i 
···~¡ -f!fi 

... ,. 

¡ ... 

I····· ·1· 
. .... L ··-¡-· 

·~ .. ¡jJ.U~ .. u •. n•. ' ,. r· 

a" cco1.: 
~~~~.¡___·~-;.~~-;..~~-i-~--! 

o Qol:? ;J :'~2 e 1.o'c21 
C00~9 t1:it:;1 

::~c.fmt>t'~,U1rrrl.11 

!39 

·' 
.!· ., . 



Rl!SPtJl!STA re6AICA 
E•l.v • o,;:7g"' o.un:..~ntn1), l• 1.o 111, 

aom¡ 1-----;-----,.----+----+-----1-----1 
D ,. 

hm;;i11(ua1 

t!:~ 

CUIWA ESFUER2'0·DEFORMACIÓN YE6!=!!CA 
l!r.1.va u.z7r. ... u.OMb~r.t'1), f= 1.c112. 

~------------·---·~------------~ 
1 j 1 i 

···/ 1 ·0:···r···,· . . .... . ..j. . .. ····· ! . .. 1 ••• ¡ ... . 
···/· L . ! .. . ! ... . 

1 

.. i 
1 

1 
j .. 

¡ 

• ::J 0~·1 O 00 IU 
Cir1'11rr-e:i.inUrifta·1ri 

!i:1¡;a:aj 

140 



C A P Í T U. L O IX 

PROPIEDADES DINÁMICAS . DEL MATERIAL ESTUDIADO 

En ~l :Cap!.·t.J10._-an_t.er!~~ .se_ ~~-~a~le~1Ó:Jun~·_:mc;de1_0:;~~t_emát.ico­
capaz de ~e¡:jrod_Uci r;· :e~_: co_i:t:iP9J'.:_l'3:_m1 en_t.o:~_ de.'~ ~r:i_a:"--Pr:º~~t.~_\ de:· arcilla 
sometida ·-a·. ·/esf'uef._Zo··.';~ vert.~_Cal-_- ,·_.· t._0~3:1--·:··:.e-sl_~t.i~,~~-,>~;· c~Í"\st.~nt.~- y 
unif'or·me _ y-,._~e';_-·P".'·~puSo la:--·_so~_,ucic:?n ·:~·e~i-i~a:,,"a_l/: pr __ obl_e~_'. de·_.-~na 
probeta· cil!ndr.ica:·-del'~ mismo ,>mat.eria:l ','ibajo. ~esf'uerzo '·vertical· 
cíclica.-···-- ·· --~-·--·-:·~}? .. -- ·"'·:··; ·-·,~~::<;<-<:· ,- .. 

del co~~~~tf~~~~f ~,~;;1'Já"ni16~1-'~~ e~~ "s~·k ¡::;d:i" :~~lid~ ~~~~~~~é~ .. 
de labo~a~·or_iC:i' y) se;;,i:::o~párar;_'?".'I -;_10S:>Í"'e'sUl t.adOs · éxp-~ri.mS.~t:aleS: c'oñ 
los -teóric:os.i~,,_:·_.:,> .:_~.'-. -~·~:~L)') :"~:':"· · .- .. '.~.-~< · -·-::~U' ;-,:"' -.,·~.:· 

g.1· PrOC::e.dfmiento,..de,-, prue·ba_ ~~~:;~·- ;~·.;- "':< ~:·,r·_~~::. -
Se i''.,:,·r~~1i'z~·~:~~: }::,~;·-~:s ~<·:-,.pr;J~.b~s ~ c~;~,l¡:~as:· no 

consó11 dad.is'.- s'o.br e--~ i a .. ·ini. s·ma.- Probeta·.·_: 
:·-.:-:---'---:_'. __ ··---'', ·."' 

9.1.1. P;e~~;a~id~: d~l · ~~p~,;Í;;,.,;. . 
::·----= ""---· 

~('. .---~ ~b~-~d·o-;--~d_9:~--i.~~ .-P·r·ob~_ta>,<· _m.f. ~·~.: muestra~__.'. ut i 1 i Za da 
para: la ··o_bt_enciCÍ}--~e1 ·--model'o·.: .. _'.·se··: realizó :'én','·un·:,-t.or-nó· ;·de--·1abrado 
con el uso d~.-- un,"· h_~lo; c?e . acero. _m_uy_., f-ino-·> hurÍ\edeci'dO~; :: con el 

cabece:::~;1~m~~t1~;~:~ ~:,~1~~e:f~r~~a', r:L-~Lg~ \~~; .. 3emm cie 
di ámetr:-0 Pl".ome-di o"'.~y;:gon\ñ\.-dé, al t.ura.·.·-. '· _ :-~-~.- .,:;~::. ·'.·}: ·: :·'._.-:'-.' 

El mor:i~.:~'je";-~n;·_~-·~ '.'.·:~~~:~-~,....··~-ª ~-~~~~:~z~ de- fa f'.o_r~~~- co0nVe~ci"ona1 
recomendada·.para_e116. ,CRer;' _12)·;-: ,. · 

., -,.- . - .:.· -~ 

9.1. 2 Pru~b:a lriaxi~i·;-_C-!clica:·~·: 

No. s'e r~-;iJ..-zó"~;~a·t:~~·~-~.i,-Ón dé1-·: .. mat.e~Í-al.-;)-lo Se,-apl.lcó más 
presión" .co.nfi.rlaOte-=-:que.;::'1·a··· C¡Ue ejer_ce~·e1 tif-~nt.e:::de·:'·agu3. que 
cont.iene la "cámar:_a'·tria:X.ial ·-

Con !Os d~S.-~aJes·._::·de~.-1-~ ~3.l?ez~ .. ~ '1~ ,-~-~se:·, ~-~ l·a probeta 
abiert.os! se· ~plicó sObr·e ésLa un·".esf'uer.Zo".'..vert.ical' cíclico·: 

donde: 

.-.:- .· .. -: ; 
O'x = O'esat. · + .O'o ·:seri · wt.: 

O'ewl = , o.: 275 Kg/crn2 

ao = O. 075 Kgrcin2 
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De est.a manera •. sobre· e1· rsp9cimen ·se ~jarció un esfuerzo 
eslálico conslanle de 0.20 Kg/cm y un esruerzo ciclico que varió 
enlre o. 20 y O. 35 Kg/cm2

; , 

La lect.ura~.·de··1·a ·,·rue-rza:·. aPlicada _,y de los· :de~plazami.ent.os 
del .mat.e_ria~ ~~.oCi'a:~o~· •. ~e.:;ini'c:1ó··al t.iempo en que::se,--;_l~be_ró el 
vást.ago-:, de·;".1a;·.=·cárñ3.r·a y s·e·:··despreéiaron los dat.os d9 los :dos 
pri me_ros:, Ciclos ~-<«-·p~r ·'.<'moSt.rar que el sistema no ·/se-··· había· 
estabilizado. ' · '' 

Con··~J.-"-:-.~~iS'ri\~ :eSruerzo, se ensayó la probet.a a frecu.encias 
desde 0:·2 haSt.'a':,~2.-0:~.her·t.z en int.ervalos de :·0.1 ·-. hert.'z·:.:,x·~ se .. 
efect.uar:on_:'20:1c{c10s ·a: i"i-mfsma;f'recuencia. · : .... ; 

. U~;,. .ve~'}ri'~;.;{~~da )~ primera prueba, se •cl<i~~ar~ó ' la 
probeta·~~- se _.c;t~Jó :·en ::r.eposo ·por· un· lapso. de·-dos hora~.:::~e.Spués 'del 
cual._ ~e;,<:f.epi t._i'ó ~:,-e1 -')~rocedimient.o 'ant.erio(. La;ú:t·e~,~e~.a"'.pr.ueba, 
sef"i.al ada '.; cc::irño; pr u~ba . 3 ,·~se ·~ni ció i nmed.i ata~en~~ ··d.es_i::ués :. d~ haber: 
finalfza·ci.0~:1a lp'rúeba"'2, ·:sin 'dejar. reposar. fa· Probe.t.'a:/:~ -~- - .·· 

La~:-'F1·9s:· ,9,·1·,. ·9.2,: 9~3. ·9,-4,- (9.6 .. ~:;,:;:·~~~~·.~:~~·:/.:_~~~-~¿~~.~· ·1a: 
variaCióO> de --1a'.-·derorm;i"ción uni t.·a'ria:· én·-''el t.iemPo'~·-y_ .. ; las~ .. :cur.yas 
-esru~rzC):.:.der~·rma:c·ión 'de:·.1as>p~~ebas ·c1 ,2, Y.~~3) ,-p·ai:.a~:U'ná fr.ecuenc'i'a 
de o. 5 her~:z_'., t:, ..•. · .. ;; · · . ···· _ , ;: \.C: :: 
9~ 2 canlPa~a~i~~: .. ·: de ·.-,.'i·~-:·_~;· r~~:~:~esta· --t_·~~~·i·c~·:~·--~~~, ·las~~ resultados-· 

exper.imenta1eS ·-· · ' -. · · 

s~ ·~~l~.;l~ ~; ~~r~r'· d:l ~º~;lo U cad: punt.o de· lis /c~f:v~~ .. 
eSruer--zo~-deror maci'ón; - para -c"ad3._. . rr-eC\.1eñ·c·1 a-::~. en\ Cada> -prüe-b3.'. '} .. 'Se 
obtuvo- el error promedio CorreSpondiente ···a·--cada~'frecuencia:·:.en 

cada u:: ::g~
0

:.:~s:::·tra esl~s L~r~s cS~o .. pu~t~s··ai:lados; y 

con 1 í nea 11 ena ,_ el promedio, ~er:er~l ,-·.:del{·~~.r:~r:>"po~.''.<~r.ecUenC-~, a._i,-: De· 
est.a manera • se obt.uvo que. el er:ror: prci:med.io del. ·i:node:l'o .:~s.:·.~e, 
2.6734 X • con una desviación. '7stánd~~,_:de'.:.~.---0:~~2~.'.x".;.:.E~~"·.a2.93 X 
de los valores se encuentran ~:;;:tC~<de(»:v~-~~r:,·p~~med~·o/._Un.-:14 .. 69 X 
a :!:: 2c del valor promedio Y. ut".1--.2:·3~ ·.X:,de;·»l.0~ ?~t.o·s se". ai"ej~n-.más 
de 2c de éste. CEl símbol~," .. C?"_:.:·~,~e.:,ut._i_l~·za_~en -:~s_t.·a ·_o9_asiói:'_' para 
representar a la desviación .están.d3.r, ;·y no' ~""~un_i_esf'_uer.zo) ~·· · 

Lo anterior condujo-a 'co~·~-i~~r;~;.: el .. ~6defo sati~·faCtorio-en 
la predicción de la- re_~puest.a · dinámica· dél material.· bajo las 
condiciones ensayadas. .,. ' , 

,. . .. . " 

La 1 i neal i dad " del'-.-- riladei-~-::.:~~-·.p-er:·mrte: · i-a.-~,;;_ s-uber¡:;oSi_ciórt · Cfe 
estados de esfuerzo que -r_eproduzcan. las· candi ciOnes reales en las 
que se encuent.ra-:el -.~ater~3.l- e~.:el ·d_f=.Pósi.to n"atural y/6 en las 
pruebas dinámicas· co~:'enc'ionales .de .laboratorio, .al modfficar. la 
ecuación CB.23). -Sin embarg·a, est.e.est.udio escapa.al objetivo del 
presente t.rabajo. ' · 
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9. 3 Análisis. de los resultados y determinación de las. propiedades 
dinámicas del material 

En< la·-·pr~,~en!--e: ~ecc16n- , se a~aii~a~án ~·1~:-: t.e~de~-c1·~s .de 
las réspueslas. __ t.eó~~C::~ .y ·_eXJ?er~me.~lal-. d'7 ::~lgunos. pa~_~me_~ros_·._como_ 
son ; el.:-.lrabajo ,~is~erét.ic~ .:;,or :--c::~c~o ;·Y _acumu~ado, ::..la 0 r_elacfón 
de amorli.guamiento'.·y·.é1c•.in6dulo·.me.d.io .. :de_..rigidez ·del ,mat:erial con 
respecto .a _ra: rr·ecuenC.1a ·:y. ·a1: nt.imero- de·.~ciclos·~""'" · · ¡'-

9. 3. 1 Traba]¡; ;jst.;~r~t.¡co. 
·A.Si s-~': ~~-~ !-~~~:: ·~~-~:. · ~-r e:i ,. ericer rada en 

de la· CUrva ·'es:fuerzo-:-deformación ·de 
bajo ·cárg~ ci_cfica·';_' · 

una lazo de· hist.~-resis 
un material ·ensayado 

AL 

E 

Fig. P, e Lo.zo de hi.salO'reS1i..11 

Est.e área, como se mencior\a en el capí lulo III, es una 
medida de la enel"'gía disipada en el _material durante el proceso 
de carga y descarga en una unida~ .de periodo T, y cond1:Jce 
físicament.e a una def'ormación permanent.e, no recuperable del 
mat.erial. 

En la Fig. 9. 9 se muestra como el trabajo hist.erét.ico 
obtenido ·en·. una· f'recuencia ·determinada. disminuye para cada-, 
ciclo-, t.ant.o .. -'- pará'<. e.l modeló como en- el mat.erial real y se 
ma.nt.iene la misrrí2. .. t.enderlcia -en ·todos los ciclos . 

. . ' - _:_ ~ ~ . . ._ . ' . 
El error·_,:ent.r_e,_:·-los r·'7'sult.ados obt.enidos del modelo .y la 

re~puest.a-· e~erime'.llal· diSminuye a medida que el número de ciclos 
aumenta. ' · · 

La- Fig 9.10 representa el trabajo hist.eret.ico del primer 
ciclo con respectc:i a la frecuencia de prueba. Se observa que a 
medida que la f'recuencia aumenta, el trabajo histerélico 
disminuye, sin . embargo~ no se anula. Como se est.udió en el 
capítulo IV, ést.o puede explicarse a partir del modelo teórico 
formado por un sólido de t.res parámetros y un mal.erial de 
Maxwell. 
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Para el sólido de t.res Parámetros, se observa una tendencia 
de aproximación a un ·'!'luido viscoso para frecuencias. alt.as~ 
mientras que el modelo _.de._.Ma~e~l ... se apr_otima _.a. _un· sólido 
elástico para las mismas· condiC?ipne~ •. ~or est.o. ~-~iSmi~uye el 
trabajo hislerét.ico, sin 'embargo; :·.:nunCa_· sEi presentará un 
comportamienlo S:lás~ico; .. ésle ·.·ser~.> _asir:-·l:ót..icO:'.al llegar ~a un 
punto donde la disip'aci6~,:se·'.haga~il!d!S!Pend.ie'nt~ .d,e::.1.~:'.f.recuencia: 

Se observó :q~~ .e1.- __ err;of <~~l )1~.ode!.O~~d.i'S~i .n~y9 :_·a·-:_~edida -~que 
crece la :frecuenCia de,:-pruS.ba·<"'-> , ·· · ' ~- · 

La Fig, .. 9.11 mu~st.~;~·::.:J.-a:·>~l'~~~·>t~~·~~n~ia; anterior .. para· el 
trabajo hist.erét..ico acumurado··en_:}:~.~1 ciclos, cont.ra la frecuencia 
de aplicación· de: la carga~;' 

~:,'"·> . .-:,_, - _.·:_-

9. 3, 2 Rel.ación de amorliguamient.ci 

.. 

E 

Fi.g. o. 12 Relación de c.morli.gua.mienlo 

Se define como relación:· de. ~mort.iguamientro critico ,B. al 
resultado de dividir el t.rabajo hist.er0t.ico 'de un ciclO complet.o 
de carga y descar.ga, entre el área. del· lriá~gulo OABO y 
mul t.i pli car por , 1/C4rr): 

- ·, . " ;. :~ "' 
La Fi,g. 9.1'3 ffiueslra (a:':Variá:."éúÓ;~: de ·la relación ,de 

amort.iguami_.ent.o,_· B, ·con··reSpe'é::t.o al'.·:núrliero de cicl.os.,.para una 
frecuencia de pr-ueba·:·dada. 



AEL.AMORTIQUAMeNTO VS, No, Dt! CICLOS 
F1•eu.t"ICl90.:2her1z. 

10 
No.dliltk:l1n 

- Cur.,,. ító•lra A. Fru1u1No1 l:J P1u1tl 1 No.2 + f'l•lf'tll No.:J 

>AEL. At.ióRr1Gi.i.Ar .. 11ENTo vs:FAEcuENcl.ll 
CICio No. 20 
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Se observa uria tendencia a disminuir con el incremento del 
número de ciclos. Esta. misma .. tendencia se observa en el error del 
modelo. -,. · . - · ·· ~ 

Las Figs.·.9.14 .y 9.15 ·i.ndican que para·un .cic1o det.erminado 
la relac.ión .. d_e .. · ,amo_r,""t..iguamien.t~ ··- d.fs~1n_uy9 _.:.al aumenta~ la 
frecuencia Y.: _~1.;:_e~-r:or:,:.:_~el' ··m?de~_o ,~·pe~man~~e.,-.ca~-~ .. :.con~t~n.te:: a '·lo 
largo de ~oda la curv~;:'. Esta·; pr:ese_i:-it.~~'.i¿na )ey. 4,~-, .V:~~i~_".=_f?n __ que~-~e 
pudo aprox~mar.~ a·;.1.~.: ecu3.Ción:· ··- - - · ' -- ' · · ,, · · 

B ~ 1,-;8~ Í:Óc381~5;1: 
donde; r '~és: 1 a'.'<·r~.-~~~~~~~'e::¡'·.;·. ~--~·~·:~f-~~1'~·6·~~~1'~·~··.;.-:¿~'-:. i'a'.· ~.:~:~-:~-r~ ~-~:·~-P~~·a '.el 
ciclo 20. ·La·. expr_eSión ·;ant.eri:or_-:t.ié.ne.:un ·ract.or · de"·corr-elaci6n· .de 
g9;33 Y.~-. Pará···el''-·,primef.· ,:ciclo,· no se :-:·encOnlró(·.nin'gun·a 
correlación sattsractori.a_; 

9.3.3 Módul.o medio de rigidez·CEe) 

e 

Fig. 9. id Módulo medio do rigidoz., cEo> 

El módulo de rigidez. Ee. en cada ciclo-.fué,calculado como 
el módulo- .secant.e, es decir. como la pendiente de, la rect.a 
secanle_ a _cada· ~azo, de histéresis. 

Se obsérvó que el módulo ,Ee se ·de.ter-(Ora .a ffiedida que 
auménla el ·número de ciclos de prueba, a una frecuencia;dada,como 
s~ mue~t:r~ en~;1a-Fig. 9.17. 

Las.·F1gs: 9.18 y 9.19 exhiben una tendencia al aumenlo -del 
módulo Ee .-a1 fncremenlar~e la frecuencia de carga. 

eslo último es Co esperarse, debido a que mientras mayor 
sea la velocidad de apl1c.J.ción de la carga, la pendie'nt.e· de··.la 
tangente inicial al la.=o de histéres1s tiende a incrementarse. 
como se indicó en el capitulo II CFig. 2.2) siempre que el modelo 
involucre un cuerpo de Kelvin. como en es le caso. Por tant.o, el 
módulo secant.e también tiende a aumentar. 
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La relación enlre el módulo .Ee, más pequeNo, encon~rado·en 

los. result.ados experiment.ales. Y. el: módulo:.E .. 1. est.át.ico,del. 
mat.erial, result.ó·ser de L19 X·y·la relación.entre el módulo 
experimental mayor .. ·:i'· el: módulo ~stálico ·.rué .de ·1. 2.06 X ,donde; 
Eeal. = 161.BZ··Kg/cm, · ·· ·. .. . . . · '.·: · .. 

Pará. ~st:~·::.~~~-~~~~~~o.;\·~.1.1.:·:~~de1ó\ p~:~s·~·~l~_':-. u~>·e~··ror -prome~iO 
de O. 83. ~. _:_cori:· respe:cto 3.·~ros:·resUlta.dos~.'eXper.imentifies» 

9.4 OÚipacidn ;;l.;.\;,~~rgÍa d~¡, ,;;,.~erial ;; ;ar;t.ir de las 
éxpresioneS ._._de_. traba.jo:...~· -: . t>.~-_;; "'--:-,<.:. , 

;(:·: ,, --·:, . '' 

En· ~-1~: -~~3.p!'(ui·o;-:. anL~:r_fór:;,.;_S~ _:_'. ~-b.~Uv1.·er.~.:n'.·-~~.~.~ .. ~~{6n~~ .·.que 
descri_ ben· . l'a ·:·~esi'P.ü9~~a:;:·::d~~'-?>.'R.l·.a;t.~~.i ~l:. :\uli-l~·z.ad.o~::~:~_'. b.~~:jo,:-.: es'fuer~o 
vert.i cal'.' constant.e .:·y: ose! l ato.r.io. · .. Se.'~ haUó <.que·::1a,·deformabilfdad'' 
de fluencia«·.del :'inodelo ·r~presen~3.~i.Y?/·de>·1~ .. :'.···arcil·l'a ''ést;udiada 
est.á· definida 'por;.: · .':..{;·.: ':.''.:: ' .. ···· 

·.Y.· 
-~:l_./ .-..:~:l. ~;-, 
-- e · + · ·l: ·c1 
~~V-."... ~~-~~,_-. 

· ·. <:9.2, 
qo~ 

>.. .= donde; 
;-~~v._ ··/:.. 

Para obtener los términos r~-~l.·2;~. ::rmagi;n~~~'.lc:;,", q¿~_··c~::~~neñ 
0 

a· 
la de!'ormabilidad compleja:; GCWY> del ~Odel~-:···se .. rei::Ur:.~e, 'a ·1a 
ecuación- C5.2). Al sust.iluir ·en·: és~:a.;:-~_a:-.s,ey.presió_n· C9;2:)~ se 
obt.iene: 

~-- . --~~-... -: ... _ ... :.~~;,··;-~.--:' 

G1C w)' cos:~. -, GzC\..t)_ .. sen·; __ wt ,-~-

L! m H~ Jo¿~+T) '.¡. ~ JvCl~D]~..,(~ f~?oCt-t:)~en Wt'dt"-
T-+CO 1 · Í: :;-: ·: -, ,.-.:'- .. ~ .. :.:: ·-. · .. -

'§" fcTJ:"C t..::l').sen,c•'t 'dl '. ) ~.. C9. 3) 

De aplica; ~ropieda'dE>;.i. d~; los li ;,;it'.e~ y pr0o~i~dad~s de la 
i nt.egrA.l a la e.cuaciéJ:n<.c~;"3), ést.·a·: úl lirná ·se. puede· escribir como· 
la suma .. d'?' ~.·".ls ·,~?S .-·.e~p_,r:.e~·~.on~s::_si g~i en"tés .. :. 

·~~ ~~ w) Sen: Wt·. =· .-· 

Lim· {~ :roct+n.··"j~_,-J~-;Jo~\-<·)~~n 'ft.'dt;f 
T .. 00 ·· · ·: . · . ·. 

Gt ._; C ~) cos . ....,{. . ;..: -G·~:}·c ~) s~~'.'.· ...,( = 

1 . · 1 . L' 
Lim { 3 •JvCt+D - 3 wJ_TJvCl-t')sen wt.'dt' ~ 
T·HXl 
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Est.o significa que las componentes de la deformabilidad 
compleja del modelo pueden ser· expresada~ como: 

. (9. 5a) 

(9; 5b) 

donde: 

G•
0 

y Gz
0 

so;,'.1as coR\pºn.~nt.es cje la á;,r~;~~l:>~i¡tXcómpleja 
cor respc::indi ént.éS'.'a.1\ m¡;dei'O :·de:, M3.->:wei i:,-'= ,' dádaS'? pCif./- l'á·s·_:·e>cpr·!3 -:-
si ones C5 .. ~)., . ,. . .;-. ·~· - . . , ·:·:;-·. . ..... · ·: · ;--~~/---·· ··· .. ~ . 

G1 Y. Gz ... _.. ~·~~ ·;! as<:~o·~~ó~~~t"~~---~--~~- /¡·:~- ._-,~~C~~\n~~i ~,i.~i~ .'. ~-~:m·p~ .~Ja.· 
co~ ~e~po~d¡ e~\·e~:·:_'.a·l··<·s~-f~·d~.:>:.~-J-~-~ t.;::_~~--:--Pá'~"árrl~t'~-b~:· -(~l~d~:~ -- ~n-:'.c s~ ·14) 

- ¡_h-¡-

Al sust.ituir C5;B)•y C5.14) ;.,ri.;1f~;;;,;,:;pr~si6;,;,,;,¿g.5a).y'..c9.5b) se 
obt.iene: .-.. . ... ·,;,;_o:: . .,, 

( - : ·" ··:: ._;}~'- ;, ' :, 

-_p-1
0

} :1 q1~- 'P __ ¡~-~2 ~- qo~ 
:3~-- ,-:2 -.- 2. 2 

~~V~?.+, :'~.;/:,w: 
;··.·.•:.·:··.•. ·,~¡é::.qop<)'>I 
S~~ ... .;rj7 ~[. ; V 2 V2 l 

, :\~-~~-~ '!-~v-~.~- . cg;eb:> 

donde T- es el 

Al se o_bt.iene:. 

w 

(9 .. 7) 

donde: 

W t.z:-abajo: y·~st.á:dado.:e~-·Kg/cm2 

CTo: ·.;implit.ud del· esfuerzo. 'en Kg/cm2 

w frecu~nC-~a ·c(r·culá.r , __ ··en rad"."Seg. 
T_. : p_~~ i _~p~ ~-- · ery~-'.--s,~·g '. '.~~- - ~ -.-·-=-

Las uni'dades .-de .. lC!s> p·aráfil~t.-~·os :viscoel.ást.ic.os son las mismas 
utilizadas-en~~ ~.api_t.ulo ~nt..~rior,. 

Est.a ·. ec.uación -'represent.:a , el. t.r3.bajo realizado por· la 
fuerza ·duranle un ·período de' carga y. muest.ra la· cant.idad de 
energía que se_ disipa' en· un ct"clo~ 
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Al susli t.uir en la expresión CS. 7) los parámet.ros 
viscoelásticos del modelo, se llegá·a la ecuación: 

' -

w , •¡3. 7535E-08 , .. T D 'c3soe2.'5 -5240:-385)w l cs. 8 , 
-nc>o ,w , Csen w - ·, ~ 71005: 8 '+ 4577636718 ·w• 

donde:= ;a Fig.' 9.20 -se' puede'' éoncluir',:'.qte '·'esl~ ecuación 
proporciona. ·valores ~de ~·tr·abaJo .. his.te.réli.co :-·muy Cercanos a -los 
valores t.~ór~co.s- P:ara· .·.el .prim_er ciclo '.;-. Est~.-: es-::'de" e·spe_i-a'r.se 
cuando se . trabaja -·Con ·unidades .;·:c_omplelas .de .·,períodO, ·como 'se 
discut.ió eri él capit.ulo'-III. - , 
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CAPfTULO X 

CONCLUSIONES 

En el en!' oque i ni ci al de esta tes! s, se buscó campar ar el 
comportamiento dinámico. de probetas de arcilla, obtenidas ·en···el 
Parque Ramón López Velarde, de la zona del Lago .. del Valle de 
México, con un modelo viscoelást.ico lineal, cuyas- constantes 
viscoelást.icas se obtuvieron de pruebas de control. 

Al conocer las constantes que ident.i fican ·.al'. mat.eri.al, _ 
según cr i t.er i os ~er madi námi camente válidos, s~. . s_:~me_t..16_ ·el 
material a carga_ senoidal controlada·, d_ent.ro _de.Un··.fnt.:er"!'alo,:c .. uy_O··: 
límite superior, no s_obrepasó. _la ,_carga. d_e :.-.>·_pre'co.fis'~lid~ci_ón 
obtenida de: pru~1?as_ .. de cons~lidaciót:' cc::>munes· ~n-._~ot.ecnia:~-.. _Lo_s 
ensayes de· laboratorio Y.' lÓs resultados.i.' .. te6ri.Cos·--obtenidos 
per~ t.en post.ular i'as ·.s~ g~i ent.es conc'l ~~.~-<?.~-~s_.7.:'· · _ ·,- · - ·'.~'.~·-_ -:~·~·> 

;,:> 
l) ·~ La~·:· p~ ~-~ba:s~.:·d·~< ~'~nS0'1 ·1' ~ac1' ~n -. i sOt.~~P1: ~-~~~~-~\-:c;;ámar: a: t.-~ 1 ~~ ~1-.• ' 
baJo esf'u~.r~~S-'·un_i. rOr.~1\~~ .--~~rlst~n-~e·s· -p~r mi.tí er.ó~ .·~er1 ni r, uñ· m·odel o 
capaz de~ re'produéir-'" i·a·.;·r_e~q::iue~t.a?~_de1,.~.-sue10;·baj_o:~~'sa~ COn~i.ci'On~s, 
qu~ r_esul_t.?.: .. iier3:; un.-~: .. Sr?l_.'~_do{/~':'!' ::~t.~~~;·:.;_par.'ám~t.r·o~~-i,; Est.e'·.· modelo 
represe~_t.'a ---·) -~ -~ . ._r"elaCión'-~. :t_ c6nsi:'i lut.i\ra .'.-,. erltre' ·~· 1 aS' · c_OmP~~en.tes" 
vol umétricás-· ;,;,de;:;_--,-1:0S -,::-='t.~'OSor.es+ .. ·de ¡0-(def'or.maCi ~:i_es·~~: ·'t.inft.:arias :.- .. y_· 
esf'Uerzos". · -~-;_/:-e·'._:.\;·:· :~~··:· 'h~º- ,;:~,7 r~- _; .. -~;·,::~ ._::~:,·_-, 

2) .• se ensCar6n espe~i.;;;,;D J~ :riiiii ~n U~so~id~c¡ón 
ani~ot.róp~ca_· .. ~n -cá~~-ª·-~· .. t.r i axi ~!-,_·: co.n. ,esr~erzo _.,ve~:t.i.~~~:·· .. ~_r:iJ ro:~é'.;:y. 
consl'anle_·:·.~n'.·.:e1; ·).ieffipo;-· ·.i::uyoi ·r:~spues~a; cOndt.ijo~¿: a~ '.lai:.inOdei'aci'6n ··_ 
del lei:-is-or' ·general "·:de '.~ef'o~~c1·.ones · unf t.ar i aS: .-.medi"_a:_nt.~; .un·· -m?d~l o' 
de _ Bur_ge~s ·:: _modi C:i.~ad.o:~.-:-, ~e:-: _:c~nco ('par:-~m~.tros .--:-·c'o!11pues~-~ ~::,~o~_: .. _~n 
sól 1 dt?; de . t.r~~ -:p~r:aine_t.r;Os .• i--en~ .. compo.ne:~:te; vol u.m~lr 1 ca:·.;..; . ..¡_. U~ rñod~lo 
de MaxWell •. :en·:conlponent.e> dist.orsional ;, ·.- -- ' : ' ' 

'>'-·-.:~:r----,<_:_:·-- :. "- . :-_ .. _ -:'._:~·· .,_·. ~:??-: :· ... --,<~; 
3) .:E~'·'.·~c;~di'~i~nes de. carg.i axial est"ática ·unif.orñle,;·· c6.n;.t.a~-~e 
en el · t.iempO.(_el\··nlodél'o.· de _cinco parámát.r:-os ·pf7.ese~t.Ó_: · error 
máximo .d,~_:·.q~ zex :c~n·. respect.o. a la respuesta exp_eÍ"im~n~:~1 

4) En.'cO~diCi·o~es ·de carga axial dinámica •.... ei:-.mO~e~'O 'de C1ñco 
parámet.rOs r.epro.dujo- la respuesta del suelo con u.n _ér;r'~r: promediO 
de Z.6734Y. 'y_,:present.ó una desviación est.ándar·~·':·a .. :.:=.·o.625X, 
duranle :42 pru~!:>as Controladas. El 82. 93Y. de. lo.s .. ~rr-orés- 'Promedio 
por frecUencia: se encontró dentro del .int.erva1·0 ::t C;·, el 14. 69Y. 
dentro del inlervalo ::t 20' y un 2. 38"- se al0jó inás de .::t.·2c '.del 
err.or promedio. del' modelo 
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5) Lo 
parámet.ros 
est.át.ica 
est.udiada 
de ensaye 
comúnmente 

ant.erior permit.~ aCirmar que el modelo· de cinco 
encontrado <es capaz de repr~ducir -la, ·respuesta 

y dinámica de:·un especimen: cili:ndrico d.e: la .arcilla 
sometido :··a c.arga a.Xi.ar·:· uni~orr:ne····én.·.la_s_cOndiciones 
analizadas~ ,:~_ent.i:- .. º.- d~ .,lo~ .. : int.er:valOs· de · acept.~ción 
us3.dOsr:·en ~prúébás .cent.roladas , · · · · 

r~,~r:o;:~~it~i~~~'.'~~¡':rt:~;f~¿f ;~-J~H~~t~0;!:=:t: 
dinámi_Cas::..:·d~···:l3.bsii-'.'át._~rit:=>. :C~n.venci~nal.es·~~- --~~:·.:recl.:1.ri::ir:~Jal : ~odelo 
viscoelásli.éo· .. r:·eprese~t.at.1.vo:·~:ESt:_e:'aspéct.ó ·.deb'e·:·s·e~: e's(Gdiado.' con -
mayor ampH t.Ud ·· .'':.': ··· · "· 

;~t.i caE1d:~es~~if:f ad~n~ ~:1:~.~::r:~i ~~.~·;~~ ~~~~u~f·: d~sip~i1~Glh;~~~~· .· 
aument:a'· e1-·: 1'úmero':·;de .;;·ci el os.:.~'de·:: carga.. E(;: mo.d~lo · ·:.-".'i~coel áslico 

~~~~~~~n~::~~:~·:~· .. ¿~~~7~~i_;:;.~~~,~~~;i-~;j,·~q~-=-~~~·~·.~~:~.~~~\:~~~~-~J~~~~ 
de Cfcl os"-' , ·" ... ,_-' - ·,.~-: · ---- · ·,,· - · 

-•'-

. :': .· - ' - ' ., ~ ~ ·;--
: :· ·-;:;;:. '. -.~ .. -,'~ · .. ,,., ~º'-~• \;~:" : • .' .--- -, '.C ', .e;:~.> -_: • ·:-:-::_ :.v·;-' - •" 

B:> La<·~1·S~ pa·~.1·~n: hi~-~,~-r~.lf~.a_'_.-~e en~r1ii a· •. ·c ~3.Ót·o.-.:. en.' eÍ: ~-mat.'er1al 
c~mc::i. en el .m.odel.o~ ·-.di'sminÜye',:a. medida ·_'que la ~r~cue'nC1a ~Urnent.a·~ 
sin· _qu~ se.'_an~le.-::'~1-:::err::or:' de~··_'~odel.c:' dis.minuye ·a1:·~·1_ncr,ement'arse 
i·a rr~Cu~n<?~·~:_:~:· ~ª~. exp~."e~~-~neS_ :: de.:s~rr_c::i11~das. ·_~n :.--.~11.~ -~~P~ ~·u1~-:-:1x_ 
r epr ese0t.7a-n ;~ deb.-i d2.:inen-te- ~la.- d~· si pacr ón" de . ener gi a -me·di da·:-:·. dur-arit.e 
los -·erlsayes.-;. COn!~-la misma· ·aproximació~--que>la·.-·dél-.:imodelo de 
Burgers m~dificado· , . _ . ,,_. .;:'._ · . 

.. , . 
9) ·Los r·esult.ados expei-iméOt."ales. ~uestr'ari ·qu~:"i·á"! relaCiórl de 
amortiguamiento de_. ~a .arcilla ·ensay~~ª-- es· ... :infef..iOr. a.1 -4~·.' del 
amor.liguamie'nto crítico y disminuye "·al aument.ar' el :ni.ímerO de,. 
ciclos· de car_ga y la frecuenéia de pr~eba. Así miSmó el ·err_or: del 
modelo resultó menor a 2.5U, con un error .mínimo igual a_ Q¡38~ 

10) El módulo secante medio de rigidez se degrada en función 
del número de ciclos de carga; se observó que ese módulo se 
incrementa en función de 1 a frecuencia de ensaye. tal como lo 
establece el modelo viscoelást.ico representativo. Esto se debe a 
la baja compresibilidad del liquido intersticial del mat.erial y a 
la baja permeabilidad- del suelo. Esto se puede atribuir al 
comport.amiento del cuerpo de Kelvin involucrado en el modelo de 
Burgers modificado que se utilizó. El error máximo del modelo 
viscoelástico para reproducir el cambio del m6dulo secante medio 
dé rigidez del suelo, fué igual a O. 796~'. 
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11::> Tanto la arcilla como el modelo de '.cinco par:ámetros, 
exhiben deformaciones irrecuperable.s r_nuy p~quef'ías. en condiciones 
de consolidación isolrópica. mient.ras·· que en consolidación 
anisotrópfca, las deforma.ciones._,:irr:e~up~-,rab~.~.s··. ~dqui,eren:.._ val'?~es 
importantes, at.ln a bajos 'ni Veles de :es!'~erz~ .... Se 6b_ser;vó' que.~·1a 
relación entre los esfuerzos·~-:~-principales ··influye '.''de'.!: manera·· 
evident.e en la respuest.a" del :·sue~o,~, al'"·· fgua~: :·~~~·: en-_.1·a ·.resp~e~·~ª 

del modelo · •. .. • T :xi:;(;• •.·.·• • .·. 
12::> Con base en lo's i-esul t..3.d~s>-obl~n.i"d~·s ~:: · se,· J úzg·~> rie·c~sar1'0 · 
cont.inuar con un programa :.;exp"erirñerltaf én.;~:n\uest.r·as·:· de <·otr-Os 
mat.eriales comunes en :·suelos, 'p3.rá· · -'.-óblener·· .. -~.:sU~: ::·.'.m¿,d-elos · 
viscoel.ásticos represent.at1vOs:"• y··: .cOrróbór:-ar ·.1,a:.: aplic3.'Ción de: 
modelos reol 6gicos simples~ .cUyas · r·elaCiones , const.i tuli vas 
permi t.an establecer respuestas teóricas repre"seryt.á.t.i.Vas, dent.ro 
de int.ervalos de acept.aci~n comUnes_. 
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APENDICE A 
ASPECTOS BÁSICOS DE.LA TRANSFORMADA DE LA?LACE 



TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Sea /Ct> una Cunci6n·deCinida. para t~ O .. La inlegral: 

s: e-•'¡ci.Í-dJ = nm s! ~~·'¡ctj dl Cl) 
- b.+'a:<,. 

se llama Tr'!-_ns/or_;ri.da.··-:d~YL~pl~c~· . . ·~e·--:'./·:>': ,·-~i~·~pr-~·::~q~-~ el. limit.e 
ex.isla. . . . ' ; -· :~~--- ·, .. ;. ··: . -,-- ·. '' _, .... ,. __ . •"•:- - .,., __ ... -.. _,-.; ., .: -- :, __ ;·¡. <~·~:r.; -~, 1-:~ ,: ; . -.· ,-;(~:-· : 

Simbóli'c~m_ente,. :·~~l-:·:lr~nsfor:-mada> de:: ~aplac~ d,e~'f se .. denota 
por :e. {/Ct>f y puest.,o:f!úe'e1·.~restÜlado:.depende>de s.'se escribe 
;e {/CU f = F.~Cs). , : '•' ';; .' •,'.' :,.': .. >' .. ·•.;>,¡ .. :::: Ci 

Para una suma:de_funciones-.se_·puede escr:ibir:· 
.. :: .. )/':~:- .:.-.·~:: -·:>'-~:){" ···'-

J: e-~l(tx/~t/+•h)¿A;;d~: "~ifr {ª'(ct~dt ~ ~s: ;~-·~,~C:Ddt. C2) 

cuando ambas '1~te~~~Íe~ converg:i'. '~,} l~; lan~o ~)tine~•que: 
-- - __:' >. ~ '· .-: ;.'.: -;; ,- -~~¡ ;· 

u- ~ ~~ •• 

;e {afeo +MCt>f;=;~~ (rcí';L'.~.·~riYic¡> 
"" '.'-• ..; ' 

'~j~;;+,~GCs> ,(3) 

;: ... _.,.· -, __ ,-

L~> i~te·gr~al-~~-qt::ze~ d~fi·'~·e ·~ ,·1_a>· ~~-ª.~~f'~r~da._ 4e:'.:.=L~P1_3.ce ··no 
converge_-- n'ece~ar:.1:~_me~t.·é·; ·-'.Por :.'e:Je~Plo/-1.;-n~~· ;,:e-~~{r"it r'. ~i· .-_.:e·:·{e"'t. 

2 ~ 
existen .. 'En_ est.e~:-caso~"sólo<se. f'ormulan-:condiciones'" suCicient.es 
que. g.irar:i_t.1ce~ -13.:'.·~x1'st.enc1a·':de.· 2,._~.{fct ... "'.~.: 

-:-'. . ',- :) . :· .. 
Teorema: "· · 

Sea /(t) 'continua· en int.~rvalos paf.~i ,·~.O. Si 

¡¡et>¡ s He"', ; > T · C4) 

para alguna const.ant.e c y T >O, enlences :e ~/(t:J ~ existe para 
s > e . 

Si por ejemplo fes una función creciente, ent..onces la 
la condición l/Ct>I ~Heº', t > T , simplemente expresa que la 
gráfica de f en el intervalo CT,oo) no crece más rápidamente que 
la gr.if'ica de MecL donde c es u a c:onst.ant.e _posit.Lva .. _ 

Se dice que las funciones que t.ienen a ésta fÜnc:ióri 
exponencial como col.a superior para t > T son de orden 
e:-:pcnenci al. 
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Teorema: 
Ca)- :e i1~=1/s 
Cb)- :e (tn~ = n!/Csn•t) n = 1. 2 .• 3 ......... . 

.ie"' ~ = .1/Cs-a) 

is;h i..t ~ = IV. es~+ i..
2

) 

.. •~:::n:,~= ~~r;:;_ .... :;) 
{c~sh.'k.tT ~ s:-: C~ 2 :- ;.;.,•j 

Ce)- :e 
(d)- :e 
Ce)-' ·:e 

Cf)- ·:e 
Cg)- ·::e 

Tr ansfor macia I ~~e!~~ ~~· ~~~l~~~: • • .· ·.·· ·. ·. 
Ai haCe.r uso de iá. ;d~ii'n1ci6n< i~~~grú'CI~; ¡~· .~ransfo~~ada 

de Lapl3;.ce,::.c:fe.u~a'.~!'_urición:·.¡-·:;:o·e'.~'.d_e~e·~.mina 'ot.ra:.~ur:'<?ión ·~ ... ést.o ·es, 
una f'unc.1 ón-_ 'del~_': p~~á~et.:ro i_s ·_de::.1 a' .:_t._r~nsfo~ma~a·. _.:·::. i, _: . ..; . 

Si 3.ho~·a·,;sey·1·nvi_ert:~:~~e1~0:·d~~·ob~en:\a:,-c\--es: decir,_- dada·-J'Cs) se 
desea ·encont.rar:.'._-la·: función /C t), .'-_se ~-dice"',que ·ésta úl t.im.a , es 1 a 
Transformad.el.· irive.rsa '.dé·. 'LO.Plac:e. de F:C s)·,-·Y.: s·e: denota· como . .. ' - , . ., ... - ... , . ' - .· '.'-'~' . 

Teorema: 

, - ·' ~. '; 

(a)- :e-~il/s ~ .:.1 

~=~= ~~;~~fr:Ef'.lE~ =sen ..... t 

Ce)- :e-'is,;c~~+ k.2 ) ~ ., cos i..t 

.Cf)- ;ec.'iWCs~c. k.2 )J;; senh k.t 

Cg):- ::e-,'~s)cs~- i..2 ) f = cosh i..t 

La t.r~~~:~orma:~-~·<: i.';~~-~\ .. ~:;-,,·de. · Laplace es también 
t.ransformac'ión 11-n·e·a.1 -_con.~·-' l~s_: nlismas propfedades que 
t.ransformada·.:--

Fracci."one~<P~r·ci al.~s·:· · 

una 
la 

.. El uso:'de.· 1.3.s -"/racc_io~es· parciales .es __ -mUY -imPOrt.ant.e en la 
búsqueda· de. ias.'_·t.r_ansf'ormadas inversas de Laplace. Aqui: se hará 
un breve repaso·---de.- los'· t.res-·c3.sos básicos -de·~-dicha ____ t.eoría·:-Por- --
ejemplo, los denominadores~de: 
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C b)FC s) 
s + • 

. 's 2 ·;:CS+z:>,11 

:~,s· -.·::2, 
(e) FC s), =--,-,

5
_:
3

_:i:.:.., 

5
- 2..;._ :,.'""",

4
-)'---

,. ::--:, ..... ,. 

contienen , respect.i vamente, ;::.'.'. · , .- ·~. <;:. 

e a).-· S~1-~:~.~-~'¡.l :;.facr~·r~~~ '.iéi'ri~ale~~ 
. Cb:>-" raCt?.ré.s :;.11·ne.a1.e~':.·r.~~é_t'fdos 
CC)-·: un -rac·t.or :cUadrát.iCo:·;'' 

Teorema: \. ·;"?, .(,.._. ;.> >·· .. ·,i,\·"'' <.'-~ :; ___ ·· .~.:'. .. 
Sea ¡c't;:;· ur\3. '.ruri~i'Ó~; ~C::n't1·~:Ua'·-'~·~ ~-·fnt~'rvalos 

de orden. exponencial 'pa~a .. --:t. :·>:-:'T< .::En..t..onées · ·· 
-·-,;,·:."·;' 

ti;,;":~ jJ:ct> ,~ 

, ..... ···'·" 
Propiedades Oper aci·~r'!":'~ ~s.:.: 

Teorema: 
Si a es un número ~-~-~al :--~J"~t'~:~i.~r~'. - entonces 

':e {e~'¡ct>L= FCs - a) 

dist.int.os 

para t. =:::: O y 

donde FCs) =,:e {/CD, f. ,. , ; . . ' .',;:. C' ·., · 
La- forina reciproca:,dél .. t.eClrerna.· .. ant.erio~ puede escribirse 

como: ~- .·. " .. :-'~< . . :.: ; .... 

" a.t. ''~;:·· . . ; .. _. : -1 .:··' .: 

!e.,/CD'=·:e ,.{FCs ~ a:l f 

En ingeniería ~e e~cue~lran'. a ~~nG~oJuncionE.s 'que pueden 
int.errumpi~se. ·.Por. ·-~.Jemp.l_o·, Un·~- ~ue.rza'º~Xt.e_ri~~r- ·.~U-~ .·a-ct.úa :sobr.e 
un sistema .. ffiec:=~ni·c~. ,_6.-. -~n-: ~nl.iiJe¡._ Su~ni.st..r_adO. a_·-· u_n ,·circuito 
pueden ser~ relirados.-."despúé.S'·d.e :ci9rt.O. p0_rf~do'--d~:. tiempO. Es por 
t.ant.o conveniente.; def in! r, -una:.: función especi "al ; llamada. F:unc ión 
Escalón. :-- :· /, - ;_:: .. · <,· : .. -, :.-:. ,_.: 

La .!'unción· uc t-a:>: se d·,;r1·n·e·~~·~~o".:. 

. .. :. . '. -.; . ~ . 
La f~nciÓn-- esc3.lón. ·al. ~-er·;<cótnblnada·· con otras· funciones 

def'inidas. paf.a t ~ O , elimina .Úna part..e d_e sus 'gráficas. 
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Teoremas 
Si a > O , entonces 

' . ; ' : :--~' : : 
f et' . - "-' • 'UCt . -a.) : 

_::{~.' .-.::_~J·::fr. '.';~~: .. :. 
dondé a > O ·.y /et? .~ . :e. { 1:"<•> ~· 

Teore~~ /CU•.: j,)t.)\i.Y' .. ".. :; /'.~ ;(:1':'~"1 >(l): 

cont.!nuas; par~··:. t :/~:~--o~_~:::-Y>'~~_. 01'.'d~-~- ,-~~c:?ne_~c1at. 
continua en r~t:~r~a~c::is_~-~a~·a-: t:·~ .0-,: .. entoné:és, -

:e {f"c.i>~·~ si,FC~) ;~ s;,_,%~~ - ;.n-~;·co> 

donde FCs)' :e ~¡/i>J. ' 
Teorema: ·:~ -·-~:- _' -./('. -:>~~.::;:· 

Sea ·/c-t.> ~"c;-~f;:li'nu~;· 
exponencial·. :Entori-ces\ 

Teore~an jci> y ~cu f~~~iones. continuas 
t ~O y dé.ord_ery exponen~ia~:'.,E_ntonces :·,, 

en 

son !'"unciones 
y si /~CU es 

i"nt.-erValos para 

:e [ f ~ /CT; act ._· .;.; ~; J;,, '~ {f(t)~ :e {ec u(~ FC,s)GCs> 

Transformada. d~ im~ funbfón per1<Ó2ca: 
Si una f'un'ción .perió.dica·-_t..1ene,pei-!6do-,T,:· T > O , ent.onces 

/Ct + T.) =· /Ct.>. · La - t.ransfOr.mada· ·de Laplace. de· "una función 
periódica puede obtene_rse al i nt.egrar sobre un periodo. 
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,Tabla, A-I 
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APÉNDICE B 
RESULTADOS DE LA PRUEBA DE CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL 



R E S U M E N O E PRUEBA 

!...'JGAR: P. R. L. V. TPAMO: '3:5o. - .8.?0m 

St.:>NDEO: SM - 2 PROF. : ___ s_._B_O_m...,..... __ 

MUESTRA: 12 

DESCRI PCI 6N : El material resultó ser una mezcla- de arcilla 

colc-r café claro . de con5:1slenc1a ·muy suave . con li·mo arenoso 

de col~r gris claro. 

P R O P I E D A D E S 

CLAS!FICAC!6N SUCS.: CH· 

O:QNTENI!Xl-DE AGUA INICIAL: 369 Y. 

P.ELACióN.·DE vÁcios ·INI'cIÁi..:_ 9.96. · 

GP.AI:'O DE SÁTÜRACi 6N • : ' 98 Y. 
' " . 

Ll MI TE Ll QUI !Xl: 400 >: . 

CONTEIÚOO DE .. ARENA: . l 5. ~~ 

174 

DENSIDAD DE S6LI!XlS:2.605 . . ----
CONT;· DE AGUA FINALi. 225 Y. 

REL . .-oÉ VAcros F'i:NAÍ..:~ 
: 1 NDI CE ?L"5-rr CO:. . :: 249. g Y. 

Ll}'.I TE PL~ co; 150 ; Y. 

CONTENIOO DE FINOS: 85 Y. 



(ONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL 

.:.NTES: DE LA PRIJEBA: 

·,¿.-- ·-\;-. 

?ese :!e pr~·bet·~,;.>~~~~::~·~-~-'·1~:-~: ?>-. ---,i-,,-=-=------
P<>so d·e los : sol' ,;tas¡· .. ,· '· gr 
A!lura .de--1~.s sol.!.dos-~HS-= ·io:Ws/CA•Ss)= 

24'.' 42 : l . 824 · mm 

W/e = :~::·e·5[ ~ ·-~·3;.:6s * 1-,io 
Sr = S's 9. 96.:.<. -·---~ 
., = ( Hi. '- Hs) /Hs ~. ~.·':. 20 '- ·l. 824 

l. 824 

X _2.65._ 

___ 1_·._·1_3_3 ___ · ~r _:;_~-m9 

DESPUES DE LA.PRUEBA 

e o' N T E N I D o DE A G U A 

\•.ara no '11 tara 1 Wm+t..ara Ws+tara Ww 1 'lis 
' 83 9.63 : 33.93 17.15 16.78' 7.52 
; 8-1 9.27 ' 31. 74 10. ')7 15.67' 6.80 

' se 9. •)3 39.'94 !8. 7'.) 21. 24: 9.67 

Peso de probeta + ar'l!. ! 1 o: 238. 73 gr. 

l :: . 31 7 - l. 824 5.750 
1.824 

l. 289 
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e o N s o L I D A e I o N 

POYECTO: --'p-''""R"":"'L=.·:...V,,_ . .:..· -----

PROF. 

ESF'UER20S, 

;• ·Z .•/ .... 6:00: 
:.,==~).~ ~~"cJ.: ::t. .•.. 66.ir.~=-v~:.;····· º'~~~~z. mm 
!:rt=º· 2 !<g/c~. ::·;'· - .... _:rnm 

Tompor<>!U"' ~i.:5• ~: r .... 
~vmpera~~r~·· m·c ... ~rñ"O.:·~· --------

,_ .;,.,· 

·:o 

UNIDI HENSIONAL 

S:OllDEO: 

8;60m 

DE CARGAS 

SM-2 

TRAMO: 8.50m-S.70m 

To e ·· hO'ra~ ~ ~fe·mp·o ,- L~ mic:-óm.: De.e; .t..ot.. Der. del suelo 
\~ - - . ' ., . - ., mm mm --·mm 

21· 6: 40:- Q,<)0 ,, 5. 450 ·•· ·0.000 
1· .•.•• -----15.• ... '.:·. '5;419 .·. •. 0;009 

•,• 10_· 1 5. 399 '' 
.... ·. 15' -· ·.· 20·. 5.3155 

30'. ., 5.348 · .•. o.oso .. 
21 él: 41 1' 5.318 _____ , 0.110.-,,_,._;., 

21 6:42 z· 5.Z87 1: :---- ¡. _.,.~., 10,.141:·· 

21 6:44 4' 5.Z42 
21 6:50 10' 5.185. •I• .. · ·.• .. 0.243 
21 7:00 20' 5.150 •' '0.278 •'·" 
22 7: 10 30' 5.135 1 •••··• 0.293·. ' 
2Z 7:40 lh 5.105 .• ;·' 0.323 

2h 5.080 
3h 5. 071 
5h 5.0155 
g~. 5.062 

22 8:40 
22 9:40 
~"" ll: 40 

: 24 15:40 

>------1----1---~---'"----------_.--... -.. -~-:-.;-~-~.:..-.--~1· 
¡--""'"-+-:-c,,..-~-+---,:;,,---\--,""""'""',,--;------+---~º~·~3~6~3,__ __ -11. ¡ •...•••. 0;·366"• 

' 23 17: 40 llh 5.0150 ,., o. 368·· 
2! 6:40 24h 5.058 .. l··· 1),370 •· 

i ., ... . ........... ·•. ",' ... ~ 

l ·.' '.-..... 
l ' 

·, .. 
' 

,. ' ... -·-· .~ \' ¡, - .: • 

. 

' . .. ·. 

'1 .. · - ' ., '· .. ,, ,., .. 
1 . '· ', ,, ' ,·.·' 

,' ' ,, :; I·• 
1 1 ' 

' . , .. " .. ', 

: ' 
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e o N s o L I D A e I o N UNIDIMENSIONAL 

!"O'IECTO: ----'!"...;'..;P..o;"..;' L::.:..· V.:..:..· --- ·.::ONDEO: :::M - 2 

MUE:::TRA No.~:_::.:__::· !"P.OF. TP.AMO: 3. 5•)m - 8. 70m 

~~;:;rRO DE CÁRGAS 

To e h·ora ti'erTIPO 
.. 

L~-m! crom. De(. tot. Def. deL .suelo 
. 

mm ... mm mm· 
21 .6:50 o ··5.058: ...•. , ... ... Q,370 

5'. 5.028 .. .. •.. Q,389 
!Oº• 5.021» , .... ·• .. ·· ... ' o .. 396 . ·. 
20'. 4.994· o. 423· . . 
30'. 4.974 , .. .. O; 443 . 

21 6:51 l. 4.957 . ··.· 0.·460 .. 
21 6:52 2' 4.927 . .o. 490 
21 15:54 4' 4.889 0.528 
22 1 7:00 10' 4.837 0.580 

' 
22 7: 10 20' 4.803 0.614 .. 

l 22 7:20 30' 4.787 o. 630 . 
22 7:50 lh 4.742 0.675 . 

23 8:50 2h 4.712 o. 705 
24 9:50 3h 4.697 0.720 
~4 11:50 5h 4.686 o. 731 
24 '15: 50 9h 4.'377 0.740 
23 '19: 50 l3h 4.676 o. 741 
21 5:50 23h 4.676 o. 742 

1 
1 

1 
1 1 .·. 

! 1 

- --o--·-'_-:----·-·--,:: 

. .. I• 
1 .. .. 

: . 
¡. 

1· 
l l ·.· 

1 1 

177 



e o N s o L I o A e I o N 

POYECTO:---~p~·~R~·~·L~·~V-'-'-.-'--~ 

H'JESTRA No. -------"1-"2'---- PP.OF. 

U N I O I M E N S I O N A L 

S:ONDEO: 

8.60m 

91 - 2 

TR~o:· e. 50m - e. 70m 

REGISTRO DE CARGAS 

ESFUERZOS. DEF,OEL.'APARATO 

_o. 4·,·b;;J>cm~ 
?'\.-- 2 ':,,ói.= 
da=º· 2.:kg."cm2 -.t..ó=· 
cri=º· 6. kg/cm -~.ér= 

Tempera.l\.lra. mdxi.ma.: 
T~mperotu.ro. m(;._i.ma.: 

0.033 
0.017 

0.050 

26 e 
22 e 

To e hora :·,t1enlpo L. micróm. Def. t.ot:. De!'. del.suelo 
mm mm mm 

22 1 7:00 o 4.576 - 0.742 
1 -

5'. --10·. 4.605 ·0.795 
. 20'. 4.581 •.•J.819 .. 

30'. 4.554 0.848 
22 7:01 1. 4.525 0.875 
22 7:02 2' 4.470 0.930 
22 ' 7:04 4' 4.430 0.970 
22 7: 10 10' 4.350 1.050 
22 7:20 20' 4.280 1.120 
23 7:30 30' 4.217 1.183 
23 8:00 lh 4.099 1. 301 
23 9:00 2h 4.004 1.398 
23 10: 00 3h 3.964 l.436 
24 12: 00 5h 3.937 1. 453 
25 14: 00 7h 3.932 1.468 

: 23 18: 00 l lh 3.924 l.47B 
22 5:00 23h 3.922 1.478 

-
1 .. 

1 .·· 

: 1 --
1 

!_._-_. 

1 1 .... 
1 .. _ . ·I . 

-

-

1 ·-. . · > ... ·.: - .- . .. 
1 ' -1 1-·· . .. 

1 · .. 
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CONSOLIDACION UN l DI H EN SI O N.A L 

SONDEO: SM - 2 

?P.CF :. ,- __ 8_. _13_0_m __ 

'·.·.·. ·:-;:: 
DE.CARGÁS 

---

To e hora -_-:t..·remPº L. micróm. Der. •-o~. Def. del suelo 

- mm mm mm 
22 13: 10 - o 3.922 1. 4.78 

-
-- 5'. 3.907 l.487 

10'. 3.900 l. 494 
20'. 3.892 l. 502 
30'. 3.882 1. 512 

22 6:11 l. 3.865 l. 529 
22 6: 12 2' 3.844 l. 550 
22 13: 14 4' 3.800 1. 594 
22 6:20 10' 3.718 l.676 
22 6:30 20' 3.1313 1. 781 
22 6:40 30' 3.547 1. 847 
22 7: 10 lh 3.402 l. 992 
23 8: 10 2h 3.184 2. 210 
23 9: 10 3h 3. 031 2. 3133 
24 'l 1: 10 5h 2.864 2.530 
25 ;14: 10 Bh 2.783 2.1511 
2<!. '15: 10 9h 2.725 2. 669 
22 6: 10 24h 2.693 1 2. 701 

1 1 
1 1 

1 
: 

! --- l ,-

-
- -- - -

1 - ---- -:_1._, -: ... -:., 
! -- -- 1 -- --- ------ - . 
! -- 1 - - ---- --- -

l ----
--- - --

: -- ¡- 1 
-

-- -

1 
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e o N s o L I o A e I o N UNIDIMENSIONAL 

?OYECTO:---~p_;_R_.~L_._v_. ___ _ SM - 2 

'12 MUESTRA No.--~-~-- PROF. 

SONDEO: 
.e.6om TRAM~: 8.5om·- e.70m 

,'REGISTRO DE' CARGAS ,, 

ESF'UERZOS . ·~E·;>;~~-:::~~·~~;~·~· 
~:~.~ kk~/~:·: :~;~ 'g:gif: .;; 
ó1'=º· 9 kg/cm :~ ~·, 6 r~.f · ·:;0;061 'mm.·. 

': .. ":.-: .. :··--.--·:·as·¡-~ 
Tomper-:ilura. m'aJ<i.ma:: ZO·.C 
Tempera.tura. mLn\.ma.: :·-------

To e· hora t.iempo "!L.-mic;:-o~: 
·mm . 

21 6:20 o 2.693 
5'. 2. 649' 

Def; lo~. Def. del, suelo 
.·:.mm ,, 

»mm 
' 2.·701. 
,, ,., 2 .. 740 

10'. 2. 645 ··· I' 2.744 _ .. ____ ;-

20'. 2.642 - ' "·" 2.747 
30'. 2. 641 .. ,; ....... 2.·748 . ., 

21 6: 21 1 . 2.637 ' ' •>. 2. 752 
21 6:22 2' 2.629 ' ,,,, ,,,, 2 .. 7150 

21 6:24 4' 2.620 ""º ..... 2.·769 
21 6:30 10' 2. 600' • • .: 1 ¡-. ~ - 2.789 
21 6:40 20' 2.571 .. -~-- .c.·• .... ,,.. 2. 010 .·. 

21 6:50 30' 2.549. -· .. ,, ...... , 2;840 
22 7:20 lh 2. 509' " ····2.880 
23 8:20 2h 2.428 ... , 2. 961 
23 9:20 3h 2,370 ·. ·¡· .. ··· ..... 3.019 
24 11: 20 5h 2.281 . -: ·.·.-·! !. .... •·' 3.108 
34 13:20 7h 2. 212·· •,', - ,. ,,,. , .. " ...... 3.177 
25 1 15: 20 9h 2.121 .. \ ' ' .... 3. 2158 
2'J 3:20 21h 2. 064 .. I··· - ... '.· "· ... ,. 3.325. 
21 6:20 24h 2.038 .. .. ¡ _, ,,,. .. ·'·•3.351 

": ·. ··:·,·--<."' ·. , ... 
,, 1 . ; ., .. "· .......... . .... ,,,,. .... •· ' ' 

.. '·' •. ... 
1 : -';:·.··. ', ... 1 ' . ' 

' 
. . . . ' ,.· '··' 

' •. > "' ... ', ' .· .. , ' ' ' "·' ' 
·. '" .... '·-\. " . .. '· ' .. 

., 
'·' ' ,:l.··--·' ·,-,.·,,,_ 

' .· ... 
'" ' " .. _,.--1·--. . 

' 
'' · .. .. ,. ' ,· " .. ...... .·. .. .. " 
: .· " "' " • .. •' ·' 
: ,, ' .. ·' 1 . ! .; .. , . ,. 

I" 
,' 

1eo 

' 

' 

. 



COHSOLIDACIOH U H I o·¡ HE H SI OH AL 

POYECTO:~~--'p~·~P.~ .. ~L~·~v~·~~~ ·soNDEO: 

PROF .. ' "á.·5om TI!A~~: 9: O::Om - '3: 70m 

REGISTRO, DE CARGAS 

... · . 

To :hOra· 
. 

L~ m.fcróm; Def. tot .. Def .. del :suelo e "::'.t..1.emp~:' 
. ,. ••· O•mm·· mm mm . 

22 ·5: 30 .·· .. o . . 2 .. 039 3.•351 . . . ... 5' • 2.024 3. 362 . 

·. 10' '· 2.016 3.370 .. ·. 
. · 20' '· . - a~ Oll 3. 375 

30'. 2.005 3.·391. . .. 
22 6: 31 1. 1.994 3.392 . .· ... 

22 6:32 2' l. 990 3.406 '',-'._ .· 
22 6:34 4' l. 966 .3. 420 •. •.'.; 

22_ 6: 40 10' l. 951 3. 435. " 
23 6:50 20' l. 997 3. 499 . ·· ..... 
24 7:00 30' 1. 949 3. 537· 
24 7:30 lh 1. 792 3.1504 . ' 

24 8:30 2h 5.300 3.710 .•.• 

24 10: 30 4h 5.229 3. 782 . .. ., 

25 12: 30 6h 5.093 3. 853· .. 
2.l. 113: 30 !Oh 5.043 3.903· 
22 18: 30 12h 4.859 4.077 . . ... 
22 \ 5:30 24h 4.842 4, 104 

. ···•·· . 
1 1 . •'·· 
1 1 ••.' . 

1 ·.··• .. ., ... 
1 :.- .". ·:n.'· -·-.: .. , 

I· ·'·--:-.• o;. -,,• --

-·-1 .... .. . · .. · .. . . . ... . . 
. .. . .. . · •·· 

... ····· ..... 
" .. 

1 . ., . .. 
: 1 

·. 
!8! 



CONSOLI OACI ON 

POYECTO:-----~P~.R_._L_._V_. __ _ 

MUESTRA No. ---
1
-

2
---- PROF. 

UNIDIMENSIONAL 

SONDEO: 
8.60m 

SM - 2 

TRAMO: 8.50m - 8.70m 

REGISTRO DE CARGAS 

ESFUERZOS 

l. O ·kg>c::m 2 

:.:-i=_o. 5 kg/cm~ 
11"'-1. 5 kg/cm cr=----

DEf", DEL APARATO 

61.= 
116= 
6r= 

24· e 
T>tm~~ra.t.ura. mdxi.mo.: c2l C 
Twmpera.tura. m\.ni.ma.: -------

To e· hOra· t.lempo L. micróm. 
mm 

22 -7:00 o 4.842 
-- 5'. ' -

10'. 4.826 

Def.tot. Def.del suelo 
mm 

4.104 

4.107 -
.20·. ' 4.825 
30'. 4. 824 

4.108 . _- -. 
1----+----+--==~-+--,'-,,,:.,.--+------t---,4~.~1~0~9---~1 -

21 7: 01- l. 4. 818 4.115 
21 7:02 2' 4. 812 4.121· 
21 7:04 4• 4. 763 4.170 
21 7:10 10' 4. 613 4.320 
21 7:20 20· 4.433 4.500 
22 7:30 30' 4. 313 4.020 
22 9:00 lh 4.052 4. 881 
23 ' 9:00 2h 3.653 5.280 
23 10: '~º 3h 3.423 5.510 
24 12:00 Sh 1 3.193 5.740 
24 14: 00 7h 1 2.903 6.130 
23 ,17: 00 lOh 1 2. 723 6.210 
22 1Q:30 27. 30h 2.644 6.289 

1 
1 
1 ! ·- ... -
1 1 

1 
1 ._, ·" , ..... 

-

--
- ·-

1 1 --

1 

tez 



e o N s o L I o A e I o N UNIDIMENSIONAL 

PROF'. 

SONDEO: 

8.60m 

REGISTRO·DE .CARGAS 

ESFUERZOS 
·-O~;:;~~'.~-~ ·::.~~~-~~~TO.;, :- . 

. ·. 2 ·,_ 
Oi.=l. 5· kg/cl'.1'

2
:·· 

t:.· -·~. 5 kg/cm 
o~=-2.. O· li::g,l"~m_~-

. ¡ 

To C· . hora 'i ; ~iempo. . . : • > ,. 
23 .•. 10: 35 o 

··· .... . .• 5•.• 
·10. ~ 

.. • .~-~ <-··o.·· ·20·. 
. 30' • 

23 ·10: 36 1. 
23 10: 37 2' 
23 ·10: 39 4' 
23 . ··10: 45 10' 
24 10: 55 20' 
24 11: 05 30' 
24 11: 35 lh 

' 24 12: 35 2h 
1 25 13: 35 3h 
: 25 15: 35 5h 
' 24 17:35 7h 

23 20: 35, lOh 

""' 22:35: 12h 
! 22 24:35¡ 14h 

22 10: 35 24h 

: 

L. m1~r6m. De!'. lol. 
mm mm 

2.644 

2.622 
2.618 
2.6113 
2.608 
2.592 
2.558 
2. 510 
2.448 
2.367 
2.233 
1. 981 
l. 801 
1.569 
1.408 
l. 304 
1. 2E6 
1. 234 
1. 198 1 

1 

1 

.. : 

·.·• 
. 

193 

$! - 2 

TRAMO: 8.50m - 8.60m 

Def. del suelo 
mm ·.··· . 

6.289 . ,• 

6.,299 
6.303 
13.305 
6. 313 
13.329 
6.363 
13. 411 
13.473 
13.554 
6.688 
6.940 
7.120 
7.352 
7.513 
7.617 
7.655 
7.'387 
7,723 

. . . ...•. 
', .. . 

.. · '• ' 

·., ... ... ·. 

,'· ' .. 



e 
,$ 

1 
~ e 
ro '.'2 
~ -~ 

E 
.E o 

0.1~······ 

.0.1 

Cl2· 

0.25 

CONSOLIDACIÓN UNIDIMENSIONAL 
Primer Incremento. Eot.v = 0.20kg/cm2 

. ··---· .. 

·-~ 

:: 
:.: 

0.41 i~:· --11Trt11t--·r- ~!TI 1 ¡ ¡¡ ! ¡ 1 ! !11!1 
'ºº'· 

11.35· 111 

100 10000 
10 1000 100000 

fk•mpo(seg) 
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CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL 

'" 
~H 

e=Hr-Hs 
Vs 

RELACIONES DE VAC!OS 

Ao.- Q;-20· kg."c-~'2 _._:.·01-::-· 

Hr~'H1 - t.H 20 ~ o;.40~ 

_1_9_. _6_·..,,..,·· -,,:""i.,.' ·_: 9-,-2_4_.· ', = ' g. 7 46 

1:; 624 {i' -. ' ':,_. ;./~< _____ :._ _____ -._ __ _;~--·:..; ______ :__· ______ ...::...----------~------..:.;_ _____ ._ _______ _ 
... - .. __ , . z 

0,'40kg,.cm 

,mm 

~1 =: 1).'20 k'~_. .. cm 2
:-:/- :··.:.:,~~--f~:.·:··b·:c'.2o:;kg,..c~ ~:.\:.\:c;:i'.: 

.lH =' 0 .. 750 inm ,. ' Hf~,"fli;>:;: t.'li 20 •:_ 6. 7SO = ' 'l9. 250 

e= Hr .:.Hs =°i9.;~~.·:.t;824·' ·='C:.:·~;5;só· J > 
Vs · 

-,--· .. ,._-_, 

-:~-)- -_. 
. . .. . -----------------------------------------------------------------

t.H = 1.490·11'.lll' 

e = Hi. - Hs· 
Vs 

18. 51 o - i ; 824 
1. 824 

····e.i4s 

Ó'i = 

t.H = 

0.'60 kg."'cm 2 

2;750 mm 

e = Hr - Hs 
Vs 

17. 250 - L824 
l. 824' 

<::"1 = O. 80 kg/cm 2 

3. 400 mm. 

-· . ·-- ---... o:-·.· .. - z·"- . -_:.· .. -
0. 10· kg/cm .·:. .·o/ 

·Hr=::,Hi·"· MI .:.,;3i4oo)., 

e = Hr - Hs 
Vs 

16. 600' -· 1. 824· '".;·: 
l. 824·" 

O'i = 
, 2 ··' 

O. 90 kg/cm · -~"et"'-·.;- a·; iá "kg;Cn\ 2 
- 01: 

t.H = 4.090 

~ =-- Hr - -Hs·­
Vs 

~~,;' ¡¡1 ,_ .!.li 20 .:. 4. 090 

:_: .. ¡ :.024·c ... 7: 720' .. 
l. 824 

19E! 

l ~00 kg/cm z 

15. 91'0 
mm 



CONSOLIDACION UNIDIMENSIONAL 

1\H 

e = .. Hr - H:. 
Vs 

O.t = 

4H = 

l.. 50 .kg ... ~cm z· 

7.683 mm 
!:.O'.·.-,·--,.-~~-,... 

Hf= Hi' _.:. t:.H. "Z-'0---'--0-'-"-

e = Hr· - Hs 
Vs 

12.317 - l.824 
t. a24 

193 

. 13. 71~ 
------mm 

. ,_ 2 
2. 00 kg/cm 

12. 317 
--"-'"'-"'=---mm 



1 r.~~~~~-'-~......:.-;1;-~~......:.-:-;mi;-~......:.~~Jt-~~~-+~~...:....~lº 
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APÉNDICE C 
RESULTADOS DE LA PRUEBA DE CONSOLIDACION ISOTROPICA 

EN CÁMARA TRIAxIAL 



RESUMEN O E P R U E 8 A 

LUGAR: P.R. L. V. -------
SONDEO: SM - 2 PROP.: 8. 60m -------
MUESTRA: 12 

DESCRI PCI 6N El mat.erial resultó ser una mezcla de arcil·la 

color cafe claro . de cons1st.."encia muy suave , con limo arenoso 

de. color gr~s· claro.· 

P R O P I E O A O E S 

CLASI PI CACI 6N · SUCS. ·, ~ 

CONTENIDO DE AGUA INICIAL' 4l3 Y. 

RELACION DE 'vAcÍosfrNICIAL, 9. 963 
, ' ,.- .... :· ··,· .. 

GRADO.DE .SATIJRACI6N ' 100 Y. 

LtMITE;.LtQUIDQ,,~.'400-%. 

CONTENIDO DE ··ARENA:. • 15 % 
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DENSIDAD DE SOLIDOS:2.605 

CONT. DE AGUA PINAL: 230 % 

REL .. DE VACtOS FINAL:6.974 

INDICE PLÁSTICO, 2SO. Yo 
Lt HITE PLAST! co, . 150 ·:-< 

CONTENIDO DE PINOS: 85 % 



DATOS GENERALES 

9.953. 
?.ELACION DE. VA5ros 

CONTENI 00 DE ·AGUA ' : 
. . .·. 915. oe gr. 

PESO DE .LA PROBETA:_ . ---""'-'-~'-""---

DIAMETRO rÑF-EP.ioR 3 : 50 'or~~TRÓ MEDI6 3 : 53 · DIAMETP.O SUP.~ 

::::~:i.:~~~i~rci&LL~~N,i:~~~~~~;~~· ~~so voLUMETP.rco: 1 ·1 33gr/cm• 

PEso oE t:ós'.Soú~s: ' is.:i5as:9;. 
VOLUMEN DE LOS SOLI DOSi . '--'-.:._;;='---""'---

_-·_.' __ ·: :::·(;' 
,_,' 

-- : -, -' ,- .. ,· . 

. DE s)tu E ~ D E . LA PRUEBA 

RELACI6N DE&Ac;¿~ 
·. ..., .. ,.,. ··e2:7ó · ·· 

PESO DE LA PROBETA : .·· ...... gr , .• 
DI.4METRO INF~RIOR . 2 • 7a · ~!AMÉTR~ MEDI¿ 2 ; 72 DUMETP.O SUP; ~ 
DI AME~O PROM~DI ~ ? .. ; 2 ' 783 'cm .. • 

ALTURA: S.l 5 cm <voLOMEN:" VOLUME:ETRICO:. i. 3 o g.r/cm" 

t.:ara no WC->;J 
81 15: es 228 

4 lL65.· 225 
5 Hl.66 251 
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e o Ns o L l D A Cl o N l so T Ro p l e A 

ES'F'UEP.20 -'AXIAL 

J). 20 

To C.,.. hora·_ :üempo:' 
•·· .-;:.;-.. ·!··, .. 

L1·:·-~cr.omJDef. vol De!".· 3:<! .l.l 
-~<·"µ:· ·. - ém3 mm 

H~-b~r'et.a·.~-. 
!:.','e~·; .. -

.6: 40. ; .. ·-.O·.: o:i.ooo 
. ... 5• '. l. 39, ' o.oso 

-10'.,' -•l-.54·- 0.150 
··.-' .. '.·20~,'. ·,, 0.220 

_,,,30'.'-- ' '1. 79-. . - 0.259 
6: 41·"' ,_-, 1•' -- -.-2.06 0.380 
6:42·•, 2'.- . 2.27 ,, 0.470 
6: 44·. ., 4' 2.61 .- 0.620 
15:50-, -10· 3.02 0.800 

' .7: ºº·' ·-20' 3.19 0.870 
7: 10 .. 30' 3.26 ., - o. 908,· 

-•· 7:40 lh" 3.40 . 0;970· '-· 
8: 40 2h 3. 51 ---··-··--. 
9: 40 3h 3.56 ' l. 040.· 

11: 40 5h 3.65 l·. 078 
13: 40 7h 3.70 
16:40 lOh 3.72 
18: 40 12h 3.75 '·• ', .. 1 .. 120 .. · 

6:40 24h 

-~~·-
~-- .-- _,_ 

' '" ... '· ' - ., .. _ - ' -: -,, 1 ' '""- ~ 1 . ---. ''. . -

. ,,,_ , . . '• ·, •·.· .. ... , '·,' . ' ·.' ,-'·' ··. 
··,• ,'! ., 

' ·I _ . 

.. . 



e o N s o L 1 D A CJ o N 1 s o T R o p 1 e A 

ESFUERZO AX! AL . 

. ~:2; 

.· :. 

To e hora ·'~iemPo i H' ... b'líre·ta.~' L>micr·óm Det<: .. ¡ol- oer. axial 
.·.. ·:·:·.;~;·· --en":.;·:· 1·· ::;:~:·u·,.-_ .., ,.._z··cin3 .. ··:nm .. 

6:53 ·.Q .. \·. • 3 .. 77.· ·V-::.: •. ·. •.1.130 .. 

. 20~ -'•· •• 4. 26". :. - .. •·'··· ·l; 347 . •. :·' -·. 

6:57:: '.·•.·4'.·· .·•.5.62 ... ::•-· :L.944· · .. ·.: , 

7:.13 ·l »20' .• :.-· "' •·.··.7 .. 43 .el: 2.739:· ·: 

-:·; ··3.999: .. 
ll: 53 ,, .,.,,5h , .. , .... 1·: 10. 79.- '''· ·-4.220:. .· .. . 

·•. ·•4.320·:. 
16: 53·:- · lOh~ •• · ll. 14 ..... ,.. :· .. ., "4.375 
·6:53•· ...... 24h.-' "11.50:."·· ' ,•:·: 1::4. 531 

·> . ··. , .. . 
.• , ••. : "'i• ,,, ... -··:.· •: ·•· : " ,·:, '· . · .. 

·,; .,,., ... •' :;•: .. 1 --.--- ;. 

.· · . 
... • .. ·:.· 
' ,., 

,. ... 1 1 
·. ····. .. 

. ·,. ... , .. : "i ,· 1 
.. : .·. · I· 

·. ·. 
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e o N s o L 1 D A e 1 o N 1 s o T R ·º p 1 e A 

c1r;~·:g ... ·cm2): __ o_._4_0_. __ 0.60 

7:00. 
5'.' • ..i. 50 1. 4.663 ·,• 

·4.574 i .. 

4.·.740 ... 
4·;'784 

7: 01 .. ,_: 1,~ '.'"' 2. 05 4.907 
5.01·7 

7: 04· i ' 4.'. ···2. 65 ' ' ····- , ... , .. , 5.168 
7:10· ... 10·. ··3.15· ' - 5.389 
7:20. ··. 20'· • .4 .. 13. ··-.,; . 5.821 

6.041 
8: ºº' lh·.•. . ,5_.74.. ..,.,,_ •·· .. · 6.528 

7.356 
10:00·· .... 3h ., .. :• ..• 8.65 7.810 
12:00 •'· ·••5hc · '' ,.9.84 ·' .··. · 8.332 

.· 14: 00 1·.•. "7h:.,• ·10. 63 · 8.681 
8.860 

.• 19: OO.• ·····12h•" .. ,, 11; 1·7• •· 8.917 
5: ºº" 20h ·• , . 11' 7¡,. 9.154 

' ·' ·• l 
.. ,. ¡ ....• , ••.. . . 1··· .. ·.' :• 
' '· i "· ' .. ¡·:·-·:-·: -, ... , "' . 

' ·, ·.•· .... '····· ..... •\ 
'"' ·-·· ... · .-

·. ' .• ,. 1 '., .··· 
,.· '• .. 

. · ' .... _ .. 

. 
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e o N s o L 1 D A e 1 o .N 1 s o T R o p 1 e A 

ESFUERZO AXIAL 

~iCKg/cm2):-º-·-6-º-- L>o<kg/cm
2

) :·--º-· 2-"---

' ' ,'• .. 
To.e -·.~i·,~mP~ '., H~ ~t'~i:~~t..a.J :~; ~~c~Cim ~f.' v~.1.: oer. aXi al 

,1.· 'cin·, .. , ..... ::'·:.~:µ:··>·.:.·cmª .. ;.,, ·:··mm·· 
5:00 

' ', ,, 20'. 1. 30 ' .,., ' 9. 286 ' 
·,. ' 30'. 

,' '5: 01•.· ·'"·1" 1. 50 '·-· •.·.,9.-·375 '::·· 
. 6:02 -- ,··2'. l. 73 .. 
.5:04 ,, 4' l. 96 . .. 9.-575 

·, :5: 10 --1--- 10' 2.28 -
5:20 20' 2.45 9. 790 ·-, -
5:30 30' 2.83 9. 961 
6:00 lh 3.85 • 10. 409 -
7:00 2h 5.87 - 11. 296 , ... , 

'9: 00 4h 7.99 •·12;229 
11: 00 6h 9.23 .. ,.,·.12 . .774 " 
15: 00 lOh 10.18 /13.191· • -
5:00 24h 10.55 "'·" ·13.355 ,•,-,' ', ' 
6.00 25h 10.75 ·13. 445 ,' ,,, .', 

.- .... -"· 

'' ' •'' ., ' 

•' , .. ,,, ',•' · . .- ,.,., ,,, 

----

_, •'. 

,' ¡, .· -- 1-
•·:'. .'' •,' 1 " ' ' ' ' 1 
1 ' ' 1 1- ' ' "'· ', 

•, ,> 
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CONSOLIDACION ISOTROPICA 

ES:FIJE?.20 AXIAL 

l. 00 

:; ,. '··' 
To e horá 1 t.iempo H.buret.a. L.:ffiiC:róm Di'r.;;-01l°':t-a:dal 

'' :·':' : ='cm··. µ ....• cm.,.:;:. · ·mm 
6:25 ·: ','º ,, :1.00.·. 13,:445 ·:·: -

,•, .... 5' .~.'-
,' ".10.•_.~-: ·1.15-· ·13.511 '.:•:·-: 

1-. 20'' 1. 20 ;-·. : -. ·"··· ,, 13.-533 
: ' ... 30•. 1. 25 ,, •·13. 555 '•:>-. -

r---+--,,..,~ ... ~~~~~.+---,-.~~~:-·.-'C:-+-_·-~:~ ... ·-.~70~5"" __ ,+--------+-'.~i"'~~:~~~~~~~·r-;-"•----i-
' .6:29 ':,• :4' -1.60" ,' ·- :•,• "13.·711 

:.6:35 :: 10':.'· ·l·.81 ', ·- ,, ··13.800 
·6:45 :"2Q' ·.2.16· ·.: •13,956 ',·L: 

.6: 55 :, 30' ' 2. 73 ', -14: 207 
7:25: lh : ,.3,93, -1·"=·· ' "14,:732 '·,.,: 
8:25 2h'-' '5.61 :•: '-,;.-· il5.·500 

--- --9:25 '•'·:3h:'.' - ·6.90 .,,, ••,',• ·-:::;, :16.043 
1----+-~1-=-1-:""2"'5o+---,, 5"'h>"--+--.-.~0.-.-4"'3"'"°',-+.,-. ·"""'-.----, --t--,, 1'"'6..-.-7=1"'5+--,.-----11 

13:25 •c.·:7h·,:.· .9;48 :,:· .;:. <17.174 ·'.'. 

"' ,''.·•· >., ._ I::• ,,, .. "'' .::-, ·''"' •1 h"''''· ·:. ' 
'-' ·''· ,·, '" ,, - ·"'· : ,., '.'' ' .. ' ·• ·:··:•·•: 

', ' ·' ,,,. ·::: •'•- :·,·· .,.,.' ,· " ' ' 
' :.:: ,,, :':, . , ,_ ,:,·•.:,"' ::-, . '·,.,:. :,'· ', 

'• •·''" "' ,,.,,,, " .•.. ·. ' .,r_. ': •:.- ': ,, 
•,•' ,..' ''" ,. ' ·:- . _, ;: . 

:.: --·-"' ·':• 

'• .-. ' 
:, - ,' - ,·, ... , 

-- ,, ""·'' 
·: '•"' "'' ,,.,,, :,,., 

· .. ; · .... ·•"I-· ,_. - ' :·',.: .:-' " 
'CC' ;, .. ,. 

',• -.. ··-· : 
: : :, .:,-, ·:· -- ·--- ' 

1 ' '-"· .; ·'•'.· ·-- 1,- ' -._ 

·: 

,'- ', ' ,_,-
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CONSOLIDACION ISOTROPICA 

ESFUERZO, AXI Al; 

'To e -hó.ra:,. t.Ie;rñ'p~~;: i-1.--buZ.:.~t.á·~:I L'; n\i'Cróm 
' ', ,, ''.', ' ' ,,., c:'m·i'' ' '' µ·' ' 
6: 40 •;O,""' ·.o. 90 ,. 

6: 42 •• 2· "' ,,' 1. 40 '·" 
.. 6:44 ,.,,4• ,,•.,.,1.60 ..... 
·6:50 '·,10';, ''••l.90 ,,, 

7:40 .lh, .3.28 
" ,,, 8: 40 • 2h' . 4. 55 •, 

;·9:40 ' 3h ·6.08 
'', 11:.401· '' 5h 5. 18· 

13:40 '7h· 1 7.80 
6:·10 22. 5h 8. 28 
6: 40 24h, 0. 76 
7: 40 25h 9.03 

' "8: 10 25. 5h 9. 25 

,, 

,' 

• ',,,¡ '·' 

,-'-"-"··· 
. ' ', 

·-_,; .. , 
•'' 

203 

O..f.'vol· 
'~. cm3 

'17.530, 
17.575 
17. 596 
l 7. 618 
17. 662 
17. 707 
17. 751 
17. 839 
17. 972 
18.136 
18. 313 
18. 578 
19.136 
19.808 
20.204 
20.567 
20.779 
20. 991) 
21.105 
21.205 

Def. aY.J.al 
mm 



CONSOLIDACION ISOTROPICA 

ESFUEP.ZO. AXIAL 

To C 

-9:20' > .o.·.· 0.90 ..- - ·2!.E051 
--- , ... , lo:.~... o.92 .,_, - 21.215 

8:21'.d••l::,•-•··l••-•1:07· _, ---' __ , 21.280 

8: 24 i •-- ~4':-'.'• ' .. 1. 34 ,,: 21. 400 
', '. 8: .30 .... 1-0:.. ' '_'. --1 . 55 21. 490 

- 8: 50 :- .30!•;,;.· · Z.13- Zl. 744 
.. 9: ZO 1 ,,_ ---lh:c-·, 2. 69.. Zl. 993 

•.ll:ZO .•:3h•F '"'-'.4,18 Z2.649 
.13:20f' '·--·5h: •. -' 5;·09 23.050 
i-15: zo ·-: ·•-7h-": '. 5.-89 23. 399 

, 21: ZO --lZh, - 6. 70 23. 756 
·8:20 --.Z4h··,_., -¡,·6;86 23.826 

' 

' ', " - 1 
: 

.: 

' --
-.. ,. ,- ', 

1---+--.-,-_t-1-.--_-_--.__--!------_-__ , __ ---+----_-+----_-,-!, ,,__-____ ,,_,1: 
-:. , __ , ', 

·----·· 1--' "-"•~-· •''" ---·! , -:-_ .. 

t---+-' __ ,_,_ ___ ---~:-.-,.+:-.·--__ --·:--_'-<'+-:,-.,-.-.. -''.-'t-_--'--,--_-, __ "--1-----.-_---!¡_ 

1 • 
,- '.' 
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CONSOLIDACION ISOTROPICA 

ESFl!E?.ZO AXIAL. 

~1CKg/cm2):~~1-·-6-º~-

1
To e 1 hor'3_· , 1: ~i-::mPi?-: H.· b-Uret.·a._ I L;-~Ci-ón\ 

'cm:: <·1 · 'µ···· :· 

5º.' · ···1.AO'· ·, .. 

•'20'.. •' 1·.90 .. 

8: 47· 1 ··- 2"-' .. ,.: 3. 60 
8:49.• ... , 4.' ,,,.,' 4.08· 

· ... ·. ·.· 8:56 ! ··•10' ,,. ·5.31··.·· 
9. 06 20' 5. 55 
9.15 30' ·8.14 

·.9: 45 lh . 11. 2!0 
10: 45 I• 2h >·•·· ·13.57 

·. 12: 45·, •.• ·· 3h ·HS. 37 
14: 46.. .• 5h ..•. 1. 00 
17:45:. .. Sh ···2.87 

' 21: 45 : .· .. l3h ' 3. 82 

10:45• ... :25h •. ·.:5:50 

'· . . :: .... •···. . "'. . . •.· 

. 2 
a1Clc:g/cm ) : 

2.50 

oer. vÓl • ·cm 
De!". axial 1 

mm, 
23.825 
24.003 
24. 135 
24.223 
24.3561 
24.521 
24.925 
25.182 
25.723 
26.879 
25.958 
28.335 
29.355 
30.590 
31.859 
32.580 
33.098 
33.450 
33.837 

.·.. . . 
···. .., 

·--- ." _.-~,,--- --~--'-'· ·-·--. __ ,::~- ~-.;.d :·-' 

,' .·· .. ; 

·,' 

: . ·-·· ··-· ""i·· _____ ., 

,·· .. ' -- __ <. _-:._,,:,, ___ .,, _:· 

: " 

: . '.'- .. --· ··' ._,., ;_,_.,.: 
' ' ' 

1 1 ·. ':.·I _··--.- ·.·; .. . 

1 '• 
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CONSOLIDACION ISOTROPICA 

RELACIONES 

o. 20 'lcg/cm z 

'" O. 00 lcg/cm8:4z.: ~ú~-1·• ... -•.•0·_07·-·~_2_:~-.··~'---
Vi. - .6.V - :~:;;:.:-·_,::-_· ----,---.cm9 Vr 

e= vr.- v.; 
Vs · 

83.736 --7.d~s = i6.~~i · 
':.7' 066 ·:·""'•·, ... '. ;·... ..' 

__________________________ • __ ..:. ___ º ________________ .:.. _______________ _ 

Vr 
o. 2o·v''kg/~:~·~o:~ _11j4~ ~20~ ~~:le,· g/~'~:o;;a~ ;,,. -º"""-4-'o'-:-""-='----

v'--. - .u. 
'. ' .~-. :-:-.,: . ·"':'. '._!o,~y~- ~- ,:,, .~ .,,-_ ··:--:.-· 

e = vr - Va»:=,:00;·289:-:.7.066» =·:.-'-·, 10;3527: 
Vs: ."- , .. ,;; e· •7;,060·-.: .. •.c .. • ,,_. ,.'•;,> ... , .. , . , .. _,,-, 

- ··--· · ... , , - . - - ' ., __ , .·. ------------------------------------------------------------------

--------------~_:._.;_.;;;~'---:::.:..:...·.:.·.:...:.:.:..::..:: ________ ·:;__~~---.:...--------------------
o; 

6~ icg/~8m4. ·~.~·9<0:911,"-"_._:.;1····3: ·.'º1·521~.- ... ";;;;,,~· 2·········7· 1· ·.•·5···5::~9\.· "' 
• 

0 0. 80 kg/cm z 

vr VL·- .. '1V = <;~-~---------~~~-::(:' -· 
e = vr _ Vs. =· 71·;·650·-·:;7,'055 ;,;:·: :• 9.'ni·::·" · · 

--v-5 -- ·. : ;· :-']'., 066 "''·' . ''.":. ::j.' . 
------------·-'-"..:.-..:.:.:. _ _._:..;,.;.,;__.:.:::_:..:~~---~-~·.:._.:...:.. _ _; __ ,;_~::_ ______ . ___________ _ 

"'' 
1; 001cg/dm2 <~J:,; , O. 25 kg/c.;,• 

Vl _ /;.V ='· 94·, 809 --'21. 030 :" 63. 779 Vr 

Cl'f '="'°"·1.25 kg/cm
2

· 

• cm 
e= vr _v. =63.779:.. 7:066 

--v-
5
-- 7.066 

8.026 
=·~..:;..;-""~----

<:!14 



CONSOLIDACION ISOTROPICA 

RELACIONES DE VACIOS 

O'i 
1. 25 kg/cm: ~· . i.c> .:, 0':'25 , . ·. ¡,; :1 ;·50 kg/cm z 

. 04~009'-·23:710 ···.···=·.i::6:1.':o99 .,, .• 
Vr Vl'-AV' ,;cm,, 

e = Vr - Vs !';,;:Q'g9!.~ ?:o~~ 
Vs ·~~.~156 ·' \' ': ~ ,, _.,,

0

.-•• _____ ..:.:..::.:._:... __ ..; _ _:_...;._:.,. ____ _:~ __ ;;..._· __ ..:,_:...._:..:..~~-~·_;_;,:,. __ -,;_ __ .;_ _______________ _ 
O'i 

Vr 

e = V(.:- Va 
Vs 
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A PE N D J .CE D 
RESULTADOS DE LAS PRUEBAS DE CONSOLIDACION ISOTROPICA EN 

CÁMARA TRI AXIAL 1 , 2 Y 3. A ESFUERZO CONSTANTE 



CONSOLIDACIÓN ISOTRÓPICA 

Prueba No. 

ESFUERZOS I SOTP.óPI COS 

86. OOmrn 

25/.Ju. l i. 0/9.4 : . . ' <: .·:.~·; ;.,,:;::,. 

:ú'.;mpo'.·· -.. ·.-. . ·-· 
Deform. Def. uni ~~;,,;:pee !"echa hora:··.: L:-micróm; 

:-:'."seQ. •µ'·. mm 
2~/0? 6:30 ... o 0.00 o.ºººº º·ººº 0.000000 

···.· ... "º 15.43 o. 0154 1. 79E 4 0.000897 
. ...... •····· :· '"' 17.50 0.0175 2.03E 4 0.001017 

"'·. ~<:[.' ,. ; •: 10 19.50 0.0195 2.27E-4 0.001135 
. ., I•»:•. 15 21.20 0.2120 2. 47E-4 0.001233 .... í "· ~ -·-~; .. :.-~,_-_ -~ _, .. .. 20 23.01 o. 2301 2.68E-4 0.001338 

rL. .. ; ' .. · .. _, 25 24.40 0.2440 2.84E 4 0.001419 
. ":· .. 30 26.00 0.2600 3.02E-4 0.001512 

'6: 31·. 60 35.35 o. 3535 4. llE-4 0.002055 
.. . 6: 32:· 120 48.44 0.4844 5.63E 4 0.002816 

.. ,6:34 "·. 240 72.82 0.7282 8. 47E-4 0.004234 
:. ::6:35 300 80.32 0.8032 9. 34E-4 0.004670 

» :·6:36 360 86.76 0.8676 l. OlE-3 0.005044 
''.' •:15: 37, 420 91.92 0.9192 1. 07E-3 0.005344 

.•. :15:38 480 96.32 0.9632 1.12E-3 0.005600 
·6:39 540 97.11 o. 9711 1.13E-3 0.005646 
.·15: 40 600 102. 40 1. 0240 1.19E-3 0.005953 

. -.6:45 900 109.05 1. 0905 1. 27E-3 0.006340 
. ·6:50 1200 112. ºº 1. 1200 1. 30E-3 o. 006511 

6:55 1500 113. ºº 1.1300 1. 31 E-3 0.006567 
'7:00 1800 113.16 1. 1316 1. 31E-3 0.006579 
. 7:30 3600 113.20 1. 1320 1. 31 E-3 0.006584 
8:00 5400 - - - -
8:30 7200 113. 40 1. 1340 1.32E-3 o. 006591 
9:30 10800 113.42 1. 1342 1. 32E-3 0.006594 

10: 30 14400 113.50 1.1350 1.32E-3 0.006597 
12: 30 21600 113. 52 1.1352 1. 32E-3 0.006600 
13: 30 25200 113.52 1. 1352 1. 32E-3 0.006600 
14: 30 28800 113. 52 1. ! 352 1. 32E-3 0.006600 
15: 30 32400 113.52 1. l 352 l.32E 3 0.006600 
115: 30 36000 113. 52 1. 1352 1. 32E-3 0.006600 

2cs.~07 6:30 86400 113.52 1 .1352 1. 32E-3 0.006600 
8: 30 93600 113.52 1.1352 1. 32E-3 0.006600 

11:30 104400 113.52 1 .1352 1. 32E-3 0.006600 
12:30 108000 113. 52 1.1352 1. 32E-3 0.006600 

219 
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CONSOLIDACIÓN ISOTRÓPICA 

Prueba> No. 2 

ESf'.UERZOS I SOTRóPI COS 
, }. : .• \.:' \ :: 

aoCKg/cmzJ·: .·«· -··~;P~o~et.a_;, ·as.oomm. 

02/Agosalo/!>4 :··· 

02/00 ¡.7:00. o ..... o.oo. 

.... •·7:05o. ,. ··~-.300 ··. 78,91 

. 7: 07 • ! ••• •••••• 420 90. 60 
:7:08•¡,.n. 480 94,80 

:7:10 .. '····· 600 100.70 
' . ···7: 15··· •. , ... , .. 900 '108. 20 

:-7: 20•> ·: 1200 110. 70 

·7:30·: """ 1800 112.09 
•8:00 3600 112.10 
·-9:00· 7200 112.30 

' 10:00 .10000 112.70 
.· 11:00. 14400 113.00 

13:00•.• ·21600 113.10 
14:00 '25200 113.20 
15:00 28800 113.20 
16:00 32400 113.20 
17:00 36000 113.20 

OP/00 7:00 86400 113.20 
9:00 93600 113.20 

12:00 104400 113.20 
13:00 108000 113.20 

-i"'<· 

Deform; 
·mm 

220 

Oef.uni Def.espec 
cm2 /k:g 

0.00000 0.000000 
1.77E-4 0.000883 
2.00E-4 0.001001 
2.23E-4 0.001116 
2.43E-4 0.001213 
2.63E-4 0.001314 
2.80E-4 0.001400 
2.96E-4 0.001481 
4.05E-4 0.002024 
5.6BE-4 0,002841 
8.33E-4 0.004164 
9.17E 4 0.004588 
9.93E-4 0.004966 
1.05E-3 0.005268 
1.lOE-3 0.005512 
1.14E-3 0.005697 
1.17E-3 0.005855 
1.26E-3 0.006289 
1.29E 3 0.006434 
1. 30E-3 O. 006501 
l.30E-3 0.006517 
1.30E-3 0.006518 
1.31E 3 0.006534 
1.31E-3 0.006555 
l.31E-3 0.006570 
1.32E-3 0.006577 
l.32E-3 0.006581 
1. 32E-3 O. 006581 
1. 32E-3 "J. 006581 
l. 32E-3 O. 006581 
l . 32E 3 O. 006581 
l . 32E-3 O. 006581 
l. 32E-3 O. 006581 
l. 32E-3 O. 006581 
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CONSOLIDACIÓN ISOTRÓPICA 

Prueba - No. 3 

ESFUERZOS IS:OTR6PICOS 

aoC Kg/cm2): --º-· -2-;---- 72.00 mm 

2 2/Agos-L o .. ; o, :.- . :;_- ,:,· --

f'echa !·. h~ra _: ·t:c~mpo:: L .. miCróm. Deform. Def. uni De~.espec 
__ - ' Seg:·· - - ¡_, mm cm /Ji::g 

22/0B 7:00 ' --:•:- -0 -.o.oo o.ooo 0.00 º·ºººººº 
I•-- -- ... ,,, .--.- o --- 12.00 0.1200 l. 67E 4 0.008360 

:.~ - --.~-- -- ----·--:c-5 13. 60 0.1360 l.89E 4 0.000947 

' ·-. ·---.- ;.,10 15.20 0.1520 2. llE-4 0.001059 
'1-- , .. ,._ .. - --- ,,., '15 16.60 0.1660 2. 31E-4 o. 001156 

·- ' 
---.. __ , 20 17.90 0.1790 2. 49E 4 0.001245 

-- --- :. ·.-.-.;.--.. ; 25 19. 20 0.1920 2.66E 4 0.001331 
,r, -- ---- 30 20.60 0.2060 2.86E-4 0.001430 

' -7:01-' 60 27.70 0.2770 3.84E 4 0.001921 
. ,_, --7:02' ____ ._,; 120 39.80 0.3980 5.53E 4 o. 002766 
. .7:04-- 240 56.90 0.5690 7.89E 4 0.003948 

-·7:05-. ' 300 62.60 0.6260 8.69E-4 0.004347 
' 7:06· 360 67.80 0.6780 9.42E-4 0.004711 

'•7:07· 420 72.10 0.7210 l. OOE-3 o. 005005 
--7:08' 480 75.20 0.7520 l. 04E-3 0.005225 

' --7:09' -- 540 79.90 0.7990 l.llE-3 0.005549 
-7:10-- --- 600 80.00 0.8000 l.llE-3 o. 005556 
'7:15•· 900 86.70 0.8670 l.20E 3 0.006021 

- ---7:20-- 1200 87.60 0.8760 l. 22E-3 0.006082 
:7:25 1500 89.50 0.8950 l.24E-3 0.006218 
.7:30- 1800 89.60 0.8960 l.24E-3 0.006223 
--8:00 3600 89.70 0.8970 l. 25E-3 0.006228 

' -9:00 7200 89.90 1 0.8990 l. 25E-3 0.006246 
10:00 10800 90.60 0.9060 l.26E-3 0.006293 

•,' 11:00 14400 90.80 0.9080 l.26E-3 0.006306 
' 13: 00 21600 91.00 0.9100 l.26E-3 0.006319 

14:00 25200 91.00 0.9100 l. 26E-3 o. 006319 
15:00 28800 91.00 0.9100 t. 26E-3 o. 006319 

1 16:00 32400 91.00 0.9100 1.26E-3'0.006319 
17:00 36000 91.00 0.9100 1.2!:'.SE 3 0.006319 

23.'0B 7:00 86400 91.00 0.9100 1. 26E-3 0.006319 
9:00 93600 91.00 0.9100 l.26E-3 0.006319 

12: 00 104400 91. 00 0.9100 l. 26E-3 0.006319 
13:00 108000 91.00 0.9100 1.26E-3 0.006319 
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A P É.N D 1 CE E 
RESULTAIXlS·DE LAS PRUEBAS DE.CONSOLIDACI6N ANISOTR6PICA EN 

CÁMARA TRIAXIAL 1 , 2 Y 3 ·A ESFUERZO AXIAL CONSTANTE 



CONSOLIDACIÓN ANISOTRÓPICA 

Prueba No.1 

ESFUERZO AXIAL 

mm 

Z?/JU L ( 0/P4 ., ,', ,'," ' ' hoja. l/2 

fecha hora :tiempo' L: mí'c~Óm-~ ~(~r"1:"' Def; úni Def'.espec 
, '~·seg.'"; •µ;:: ' ·mm cm2 /kg 

2? ..... 0? 6: 35 .. o .o.oo. º·ºººº º·ºººº º·ºººººº ,., .... . .. ""'º •'' 113;· 40 0.1134 1. 32E-3 0.006593 
,; -.- ... :. .,,5 ··114.10· 0.1141 1. 33E-3 0.006634 

·····" ': ':' .·.:.10 '"114.80 0.1148 l.34E-3 0.006673 
'1--.- ·:··,: 1·: ... ,, .. 15 115.30 0.1153 1. 34E-3 0.006706 .... :·.-:~_. -c20 L115;9Q 0.1159 1. 35E-3 o. 006741 

.... ' ' ' '•25 ·116.40 o. 1164 1. 35E-3 0.006768 
-'' .. -. '"···"' 30 116.90 0.1169 1. 36E-3 0.006799 

' 6:36.- -~ ' ' ·.· .. : - 60 120. ºº 0.1200 l.40E-3 0.006982 
•6:37. "'··"" 120 124. 50 0.1245 1. 44E-3 0.007237 
.. 6:39" ~-'·-

, ___ 
240 132. 70 0.1327 1. 54E-3 o. 007715 

•6:40 ·•. 300 135. 20 0.1352 l.57E-3 0.007862 ... -6: 41. '· 360 137.40 0.1374 1.60E-3 0.007989 
·6:42 420 139.20 0.1392 l.62E-3 0.008091 

" , 6:43 480 140. 50 0.1405 1. 63E-3 o. 008171 
' 6:44 540 141. ºº o. 1410 1. 64E-3 0.008197 

, .. 5, 45 600 142. 80 0.1428 1. 66E-3 0.008301 
6:50 900 145. 20 0.1452 1. 69E-3 0.008442 
6:55 1200 146. 40 0.1564 1. 70E-3 o. 008510 

.. 7,00 1500 146. 90 0.1469 1. 71E-3 0.008540 
7:05 1800 147.10 o. 1471 1. 71E-3 0.008555 
7:35 3600 148. 30 0.1483 1. 73E-3 0.008624 
8:05 5400 149. 50 0.1495 1. 74E-3 0.008694 
8:35 7200 150. 70 0.1507 1. 75E-3 0.008763 
9:35 10800 153.10 o. 1531 1. 78E-3 0.008899 

10:35 14400 155. 40 0.1554 1. 81 E-3 0.009035 
12: 35 21600 160. ºº 0.1500 1.86E-3 o. 009305 
13:35 25200 162. 40 0.1624 1. 89E-? 0.009440 
14: 35 28800 164. 80 0.1648 1. 92E-3 0.009581 
15:35 32400 166. 00 o. 1660 1. 93E-3 0.009649 
H1:35 36000 158. 40 o. 1584 '1. 96E-3 0.009788 

ZB/07 6: 35 86400 l 95. 80 0.1958 ll.98E-3 0.011365 
8:35 93600 199. 30 0.1993 2. 32E 3 o.01159u 

11:35 104400 208.10 o. 2081 12.92E-3 o. 012101 
12: 35 108000 209.80 0.2098 2. 44E-3 0.012199! 

226 



CONSOLIDACIÓN ANISOTRÓPICA 

Pr;.Jeba Ho. l 

. ESFUERZO AXIAL 

'86. 00 inm 

h . 
º'" 2/2 

f'echa hora liempo L. micróm. Def'orm. .!Der. uni De,. espec 
µ mm cm /kg 

14:35 115200 214.30 0.2143 2. 49E-3 0.012458 
29/0? 6:35 172800 250.90 0.2509 2.92E-3 0.014590 

10:35 187200 258.00 0.2580 3.00E-3 0.015000 
18:35 216000 279.00 0.27;¡0 3.24E 3 0.016220 

90/07 6:35 259200 306.70 0.3067 3.57E-3 o. 017830 
.. 10:35 273600 317.50 0.3175 3.69E-3 0.018461 

14:35 288000 326.80 0.3268 3.80E-3 0.018998 
9:1./07 6:35 345600 363.70 0.3637 4.23E-3 o. 021148 

18:35 388800 391. 20 0.3912 4.55E-3 0.022743 
0:1./0B 6:35 432000 429.50 0.4295 4.99E-3 0.024969 
02/08 6:35 518400 473.20 0.4732 5.50E-3 o. 027513 

,. 
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CONSOLIDACIÓN ANISOTRÓPICA 

Prueba No. 2 
;.• 

EsFUERZO AXIAL 

0.20' 

o .. /Ago~lo/04 .. :·. 
•. ····:·· ; >' ho'ja. ..... 

fecha ;.hora·¡ ·.•üe;.n;,;;· t·;~·nu:c·re:,~·- Deform . leer .. uni De~._.espec 
' .-·-1_ . .. ;' ·• -·.:;·. µ· •:" ; mm cm /kg 

04/08 6:30 .. ; .o ; 0.00 º·ºººº 0.0000 0.00000 
. . . .. .. o . 113. 70 0.1137 l.32E-3 o. 00661 

...• .•. ; .· 5 114.30 0.1143 l.33E-3 o. 00665 
.· ··-·-- .,. ··-· 10 114. 90 0.1149 l. 34E 3 o. 00668 

. ,· ' .... 15 115. 40 o. 1154 l.34E-3 0.00671 
I·• 20 116. 20 0.1162 1.35E-3 o. 00675 

'.• 25 116. 60 0.1166 l. 36E 3 o. 00678 
·. 30 ll 7.10 o. 1171 l,36E-3 o. 00681 

6:31 130 120. 00 o. 1200 l.40E-3 o. 00698 
6:32 120 125. 00 0.1250 l. 45E 3 o. 00727 
13:34 240 133. 00 0.1330 l. 54E-3 o. 00773 
6:35 300 135.10 o. 1351 l. 57E-3 0.00785 
13:36 360 137. 30 0.1373 1.60E-3 o. 00798 
6:37 420 139.10 0.1391 l.62E-3 0.00809 
6:38 480 140. 50 0.1405 l.63E-3 o. 00817 
6:39 540 141.130 0.1416 l.65E-3 o. 00823 
6: 40 600 144, 30 0.1443 l.68E-3 o. 00839 
6: 45 900 145. 20 0.1452 l.139E-3 o. 00844 
6:50 1200 146.40 0.1464 l.70E-3 o. 00851 
6:55 1500 146. 70 o. 1467 l. 7lE-3 o. 00853 
7:00 1800 147.00 0.1470 11. 7lE-3 o. 00855 
7:30 3600 148. 30 o. l 483 l.73E-3 o. 00862 
8:00 5400 149. 60 o. 1496 l. 74E-3 0.00870 
8:30 7200 150. 70 0.1507 1.75E-3 0.00876 
9:30 10800 153. 30 0.1533 11. 78E-3 o. 00891 

10:30 14400 155. 80 0.1558 \1.81E-3 0.00906 
12: 30 21600 160.40 0.1604 11.87E-3 o. 00933 
13:30 25200 162. 40 : o. 1624 11. 90E-3 0.00944 
14: 30 28800 164. 70 0.1647 11. 92E 3 0.00958 
15: 30 32400 166.20 ' 0.1562 l.93E-3 o. 00966 
16:30 36000 Hi9.70 ' 0.1697 1. 97E 3 o. 00986 

05/00 6:30 86400 209.00 0.2090 2.43E-3 o. 01215 
8:30 93600 210. 40 0.2107 2.45E-3 o. 01223 

11:30 104400 220.70 0.2207 2.57E-3 o. 01283 
12:30 108000 223.50 0.2235 2.60E-3 0.01300 
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CONSOLIDACION A N 1 S O T R. Ó P 1 C A 

Prueba No. 2 

ESFUERZO · "AXIAL 

aoC Kg/cm2) : ___ o_. 2-º-- H. probeta: 86.00 mm 

hoja. .,,. 
!'echa hora tiempo L. micr6m. Deform. Def. uni ~~~~=pee . µ mm 

14:30 115200 227.60 0.2276 2.65E-3 0.01323 
Od/09 6:30 172800 266.80 0.21568 3. lOE 3 o. 01551 

10:30 187200 273.50 0.2735 3.18E-3 0.01590 
. 18:30 216000 292.50 0.2925 3.40E-3 0.01701 

0?/08 6:30 259200 320.90 0.3209 3.73E-3 o. 01866 
10:30 273600 330.80 0.3308 3.85E-3 0.01923 
14:30 288000 338.70 0.3387 3.94E 3 0.01969 

08/0B 6:30 354600 375.10 0.3751 4.315E-3 0.02181 
18:3U 388800 404.70 0.4047 4.71E-3 0.02353 

09/08 15:30 432000 433.10 o. 4331 5.04E 3 o. 02518 
t0/08 6:30 518400 491.20 0.4912 5.71E-3 0.02856 
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CONSOLIDACIÓN ANISOTROPICA 

P:"'ueba· No. 3 

ESFUERZO AXIAL"' 

24/Agoi;t.o/"4 hoja. 1."'2 

f'echa hora··~· -~i.~,~Pc?:: 1 L~ micr'óm. Deform. Def.uni l0e~.espec 
cm /kg µ mm 

24/08 6: 30 o 0.00 o. 0000 0.00000 0.00000 
..... o 94. 40 o. 0944 1.31E 3 0.00655 

5 95.60 0.0956 1.33E 3 0.00664 
10 95.70 0.0957 1.33E-3 0.00665 
15 96.10 o. 0961 l.34E-3 0.00668 
20 96. 20 o. 0962 'l.34E-3 0.00668 

: ' 25 96.90 0.0969 11.35E-3 0.00673 1 

30 97. 40 o. 0974 1.35E-3 0.00676 1 
.6:3l 60 99.80 0.0998 1. 39E 3 0.00693 

6:36 360 113.30 0.1133 1.57E-3 0.00788 
6:37 420 114.80 0.1148 1.59E-31 0.00797 
6:38 480 115.90 0.1159 1.61E-31 0.00805 
6:39 540 117.20 0.1172 1.63E-31 0.00814 
6:40 600 119.70 0.1197 1.66E-31 0.00831 
6:45 900 1 120.50 O.l2C5 l.67E-3 1 0.00837 

8:00, 5400: 123.3(' : 0.1233 ,1.71E 3 1 0.00857 ~ 

8:301 72001 125.20 0.1252 '1.74E 31 0.00869 ' 
1 9: 30 1 10800 1 127.10 O. 1 271 1 .!. • 76E 3 : O. 00883 ~ 

1 10:301 144001 129.10 : 0.1291 1!.79E 3 1 0.00897 1 

12:30 1 216001 133.00 : 0.1330 ~1.85E 3 1 0.00924 : 
1 35. 10 1 , ~7E--::i 1 •). 00938 1 

! ~: ;,)E-2 ! 1.), tJ0950 

1 13: so: 
14• 30 1 

15; 30] 
136. 8 1,) 1:Y. 1368 
138.70 o.1::e7 :i.93E 3: 0.00963 

16:30 1 140. 70 0.1..t.07 1 1.95E-3 1 0.00977 
86400: 163.21) 0.1632 2.27E-3 1 0.01133 1 

8:30 93600 166.00 0.1660 2.31E 3 0.01153 
11:30 104400' 169. 90 0.!699 ,2.36E 3 0.01180 
12: 30, 108000¡ 174.90 0.1749 ;2.43E 3 1 0.01215 
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CONSOLIDACIÓN ANISOTROPICA 

Prueba l~o. 3 

E:S:FUERZO ÁÚÁL 

::roe Y.g ... ·cmz~: -º-· 2_0 __ H. pr.obela: 
72. 00 min 

hoja. 2/2 

fecha hora t.iempo L. micróm. Deform. Def.uni J0ef.espec 
µ mm icm2 /kg 

14:301 115200 176.70 0.1767 2.45E-3' 0.01227 
ZCS/OB 6:30' 172800 210.20 o. 2102 2.92E 31 0.02460 

10: 301 187200 1 218.20 o. 2182 3.03E 31 0.01515 
18:30 216000 234.00 0.2340 3.25E-3' 0.01625 

Z7/0B 6:30 259200 254.80 ' tJ, 2548 1 3.54E 31 0.01770 
10:30 273600 ~~;:~~ 1 g:~~;~ 3.66E-3 0.01829 
14:30 268000 3.75E-3 0.01877 

ZB/00 6:30 345600 302.10 o. 3021 4.20E 3 0.02098 
18:30 368800 327.90 0.3279 4.55E-3 0.02277 

20/0B 6:30 432000 346.50 0.3465 4. 84E-·3 0.02420 
SO/OB 6:30 518400 397.40 ' 0.3974 5.52E-3 0.02760 

' 
' 1 
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1 1 
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' ' ' ' 1 ' ' 
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