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RESUMEN 

Uno de los principales problemas que afectan hoy en día a la humanidad es la contaminación 

atmosférica. En el presente trabajo se presenta el estudio de una fuente de emisión contaminante 

de tipo puntal. 

En el aspecto teórico se desarrolla un modelo tisico matemático con el que se trata de 

representar la dinámica atmosférica y la evolución de un contaminante pasivo emitido desde una 

chimenea. Para ello se considera un modelo deducido de las ecuaciones fundamentales de la 

Mecánica de Fluidos para un flujo incompresible. La turbulencia atmosférica es considerada a 

partir de modelos de turbulencia de primer orden a dos ecuaciones. 

El modelo presentado es resulto en forma bidimensional mediante un método de 

discretización en diferencias finitas, e implementado en un programa de cómputo que permite 

analizar la evolución, en el espacio y en el tiempo, de los contaminantes en la atmósfera. 

El programa de cómputo fue aplicado en la simulación de un jet plano turbulento emitido 

hacia una atmósfera adiabática. y los resultados fueron comparados con diferentes datos 

experimentales encontrados en Ja bibliografia. Los resultados obtenidos con el modelo fueron 

satisfactorios. 
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l. NOTACION 

LETRAS LATINAS 

Aw constante de similaridad para la velocidad vertical 

A" constante de similaridad para la temperatura o concentración 
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Ca concentración de especies de desviación (fracción másica) 

Ea concentración de especies media de desviación (fracción másica) 

ca fluctuación turbulenta de la concentración de especies de desviación 

¿ varianza de la fluctuación de la concentración 
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1
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(~, constante de modclación en la ecuación de viscosidad turbulenta 

(p capacidad calorífica a presión constante 

C/>u capacidad calorífica constante de la atmósfera 

[) coeficiente de difusión de desviación 

ÍJ coeficiente de difusión instantáneo 

4 coeficiente de difusión en la atmósfera en calma 

Da difusividad de a 

D~ diámetro de la salida de la chimenea 
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g1 vector de aceleración de la gravedad 

h entalpía 
H; altura de la chimenea 

k conductividad térmica 

Kc difusividad turbulenta equivalente 
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LE linea de expansión dinámica 
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L, escala típica del movimiento 
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/' presión de desviación 

P presión media de desviación 

p fluctuación turbulenta de la presión 

P término de producción de energía cinética turbulenta 

Pr número de Prandtl 

Pr7 número de Prandtl turbulento 

Q conducción de calor 

R constante de los gases ideales 

R, relación de las escalas de tiempo dinámico y de especies 

lly relación de las éscalas de tiempo dinámico y térmico 

11., constante del aire en la atmósfera 

Ro número de Rosby 

Re número de Reynolds 

Ri número de Richardson 

Se número de Schmidt 

Sc1 número de Schmidt turbulento 

tiempo 

f temperatura instantánea 

T¡, temperatura del estado de referencia 
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T,, temperatura natural o atmosférica 

T desviación de temperatura 

'f temperatura media de desviación 

U velocidad horizontal 
O 1 vector de velocidad instantánea 

U¡ desviación de velocidad con respecto de la atmósfera en calma 

U¡ velocidad media de desviación 

111 fluctuación turbulenta de la velocidad de desviación 

U s velocidad del sonido 

ll;Ca flujo turbulento de especies 

11;11¡ esfue.rzo de Reynolds 

11/J flujo turbulento de calor 

V vector de velocidad en el método de compresibilidad artificial 

W velocidad vertical 
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W; velocidad máxima en la salida de la chimenea 

X; coordenadas cartesianas 

Z0 altura adimensional de identificación de zonas de flujo 
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Á'l'm máxima diferencia de temperatura o concentración con respecto a la atmósfera en reposo 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

La contaminación del Medio, producto. del desarrollo tecnológico, es uno de los principales 

problemas que afectan hoy en dia a la humanidad. En cuanto a la polución del aire se destaca la 

contaminación producida por el tránsito vehicular y las emisiones de chimeneas industriales y de 

Centrales Termoeléctricas (CT's). Hoy en dia se ha puesto de manifiesto un interés particular en 

controlar las emisiones.de dichas fuentes con el objetivo de reducir su impacto al Medio ambiente, 

ya que algunos ecosistemas están siendo afectados seriamente. En lo que a este trabajo se refiere 

se considera el estudio de la contaminación producida por fuentes de tipo puntual (chimeneas) 

hacia la atmósfera, por medio de un modelo fisico-matematico que representa la dinámica de la 

atmósfera y consecuentemente la disipación de los contaminantes en ella 

La mayoria de los fenómenos de polución del aire ocurren en las partes bajas de la atmósfera 

denominada capa limite atmosferica PBL (planetary boundary !ayer). la cual se define como la 

región de la atmósfera que está directamente influenciada por la presencia de la superficie 

terrestre, y responde a fuerzas superficiales con una escala de tiempo de alrededor de una hora o 

menos; las fuerzas incluyen fuerzas de fricción. evaporación y transpiración, transferencia de calor, 
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emisiones contaminantes y modificaciones del flujo inducido por el terreno. A su vez la capa limite 

atmosférica (PBL) se divide verticalmente en 3 subcapas principales (Zanneti, 1990), a saber: 

, La capa más cercana al terreno es la llamada subcapa laminar o de rugosidad, cuya altura es por 

lo general menor a 1 m. En esta capa la turbulencia es intermitente y no está completamente 

desarrollada. En esta capa la viscosidad molecular es importante. 

• La capa superficial SL (surface !ayer) cuya altura· es de 100 a 200m. En esta capa, los flujos de 

momentum y calor se consideran independientes de la altura y las fuerzas debidas a la rotación 

terrestre son por lo general despreciables. 

• La capa de transición TL (transition !ayer) que se encuentra aproximadamente entre 100 m y 2 

Km de altura. El resto del aire en la tropósfera es llamado la atmósfera libre. 

La variación con respecto del tiempo de las propiedades meteorológicas de cada capa afectan 

la dispersión de contaminantes. En las capas superficial y de transición los fenómenos de 

turbulencia prevalecen a los fenómenos moleculares. En la subcapa laminar y en la atmósfera libre 

la turbulencia no esta completamente desarrollada y por lo tanto el movimiento molecular tiene un 

papel importante en la transferencia de masa y energía. La turbulencia tiene una gran capacidad de 

mezclado y su velocidad de difusión es de varios ordenes de magnitud mayor que la del 

movimiento molecular. 

El problema fundamental a resolver por los modelos de contaminación del aire es el de 

predecir la concentración de una o mas especies en ei aire y su evolución en el espacio y en el 

tiempo. El estudio riguroso de este fenómeno implica el conocimiento de una gran cantidad de 

factores, de entre las cuales se destacan: 

• La meteorología local. 

• Condiciones y tipo de las emisiones. 

• La microfísica y la química de la emisión 

• La química atmosforica 

• La capa limite atmosforica 

• La estructura turbulenta del flujo 

• La topografía local 

• etc 

Estos factores, facíles de mencionar. involucran ya el conocimiento y la aplicación de 

disciplinas como la Meteorología. la Qu1mica. la Mecánica de Fluidos, la Termodinámica, la 

Topografía, y otras Así. un modelo "completo" debería ser: 

2 



CAPITUWI 

a) Físicamente realista y exacto. 

b)Universalmente exacto para diferentes: 

Escalas temporales y espaciales. 

Condiciones meteorológicas y topográficas. 

Fuentes de emisión (puntuales, grandes áreas o lineas). 

Especies de contaminantes. 

c) Soportado por datos disponibles. 

d)Fácil de usar y entender. 

e) Fácil de adaptar para ser corrido en cualquier computadora. 

f) Computacionalmente rápido. 

g)Evaluado contra observaciones experimentales. 

h)Completa validez con datos reales (para Jos diferentes casos). 

INTIMODUCC.10N 

Desafortunadamente, tal modelo "completo" no existe porque algunas de sus caracteristicas 

inherentes son mutuamente excluyentes. Esto es porque cada modelo esta comprometido entre 

simplicidad y sofisticación; exactitud y factibilidad. Evidentemente este fenómeno es sumamente 

complejo de estudiar; la mayoria de los estudios de impacto ambiental se limitan a una modelación 

simple con Jos modelos gaussianos estándares, los cuales permiten obtener soluciones rápidas y a 

bajo costo; aunque Jos resultados que se obtienen con estos modelos pueden ser sólo de caracter 

indicativo. 

1.2. IMPORTANCIA DE LOS MODELOS 

Varios paises ha1¡ establecido leyes y regulaciones que pretenden controlar las emisiones 

contaminantes a la atmósfera, así como también se han implementado estándares de la calidad del 

aire y/o de las emisiones. En este sentido los programas de simulación de dispersión de 

contaminantes son una herramienta importante para poder planear las medidas que se tomarán 

para evitar daños importantes al Medio y por lo tanto a la especie humana 

Los modelos de la calidad del aire son una herramienta esencial para muchos estudios de 

contaminación del aire. Los modelos de simulacion de dispersión de contaminantes pueden ser 

utilizados como una herramienta para 

• Establecer legislaciones de control de emisiones contaminantes a la atmósfera, por ejemplo, 

determinar las emisiones máximas permitidas con las que se logra una calidad del aire estándar. 

3 



CAPRUWI INTRODUCCION 

• Evaluación de propuestas de técnicas y estrategias de control de emisiones contaminantes, por 

ejemplo, evaluar el impacto de futuros controles. 

• Seleccionar localizaciones de futuras fuentes contaminantes para minimizar su impacto en el 

Medio. 

• Responsabilizar a los causantes de que se presenten altos niveles de contaminación del aire en 

una zona, por ejemplo, evaluar fuentes presentes y dar su relación con los niveles de 

contaminación registrados. 

• Planear el control de contaminación del aire en accidentes, por ejemplo, definir estrategias de 

intervención inmediata para evitar altos niveles de concentración en una región o evacuar zonas 

donde se puedan presentar niveles peligrosos de contaminación. 

• Demostrar que los estándares de calidad del aire para monóxido de carbono, hidrocarburos no 

quemados, bióxido de nitrógeno y oxidantes fotoquimicos no serán excedidos como resultado 

de nuevas fuentes. 

Los modelos proveen de una importante herramienta para tomar decisiones concernientes a la 

protección ambiental, pero estos no resuelven el problema de la contaminación atmosférica. 

1.3. Los MODELOS EXISTENTES 

Existen varios tipos de modelos c1ue permiten el estudio de la dispersión de contaminantes; 

entre las clasificaciones más importantes de estos modelos se encuentran: 

• Estructura básica del modelo: Deterministico o no-determinístico 

• Tiempo de resolución: A estado estable o dependiente del tiempo 

• Marco o referencia: Euleriano o Lagrangiano 

• Dimensionalidad del dominio computacional: unidimensional, bidimensional, tridimensional o 

multinivel 

• Métodos de solución del modelo: Analíticos o numéricos (varios métodos) 

Con respecto a las características del sistema estudiado· 

• Tamaño del dominio de estudio: local. regional, nacional. global 

• Tiempo simulado: hora. dia, mes. año. década 

Contaminantes de interés: S02• óxidos de nitrógeno. hidrocarburos, partículas de materia, 

oxidantes fotoquimicos. contaminantes secundarios 

4 
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La tabla 1.1 presenta un resumen de las escalas de aplicación, capacidades, datos requeridos 

de entrada y costos de algunos modelos de contaminación del aire deterministicos. 

MODELO ESCALA DE CAPACIDAD DATOS COSTO DE 
APLICACION REOUERIDOS COMPUTO 

Pluma Gaussiana Local, fuentes Limitado Disponibles Bajo 
ountuales fácilmente 

De Caja Urbano Muy limitado Disponibles Bajo 
facilmente 

Euleriano Todas las escalas Completo Posiblemente Puede ser 
dificil considerable 

De trayectoria Urbano, Limitado Disponibles Relativamente 
Lagrangiana regional, bajo 

distancias lar~as 
De trayectoria de Todas las escalas Completo Dificil de Alto 

particulas obtener 
aleatorias 

1"ablu J./ Característic:a.'i Je ulguno.'i modelos Jetermini'itÍCO.'i de polución del aire 

Desde 1955 se han propuesto modelos para determinar la difusión de contaminantes a partir 

de una fuente puntual, una linea fuente o de una superficie fuente. De los métodos más utilizados, 

inclusive hoy en día son los modelos gaussianos que se apoyan en la metodologia de Briggs (1970) 

llamada two-step pl11me-path d!fji1.1·1tm merlmd; y que consiste en un primer tiempo, en calcular la 

altura efectiva que es igual a la altura de .la chimenea más una altura debida a los efectos de 

gravedad y a la cantidad de movimiento inicial del fluido. En un segundo tiempo. se considera una 

fuente puntual en la altura efectiva y se resuelve la ecuación de difusión simplificada, suponiendo 

que las velocidades laterales y verticales son nulas y despreciando el transpone del contaminante 

por las fluctuaciones .de la velocidad, con respecto del transpone convectivo por esta misma 

velocidad. Los modelos que se apoyan en las formulaciones de Briggs son innumerables y algunos 

de los cuales están debidamente validados y son ampliamente recomendados por la EPA 

(Environment Protection Agency) en los Estados Unidos. Una de las principales ventajas que 

ofrecen estos modelos es su adaptabilidad ya que pueden instalarse en computadoras personales 

con un minímo de datos En la práctica generalmente se buscan soluciones 11 urgentes y 
económicas 11 razón por la cual se recurre con frecuencia a estos modelos. Sin embargo, y a pesar 

del desarrollo de estos modelos. los resultados son por lo general de carácter indicativo. 

Otra metodologia füe propuesta por Ching y Shir ( 1970). la cual consiste en estudiar el 

problema bidimensional de la difusión a partir de una fuente lineal de contaminación (calor y 

cantidad de movimiento). en una atmósfera local. Shir introduce coeficientes de viscosidad y de 

5 



CAPITUl..01 INTllOPUCCION 

difusividad turbulentos constantes y uniformes. El sistema de ecuaciones de conservación (no 

lineales) está asociado con una variable que evoluciona con el tiempo; las dos ecuaciones de la 

dinámica son transformadas en una ecuación de evolución de la vorticidad y una ecuación de 

Poisson para la función de corriente. En este método, las condiciones meteorológicas intervienen 

como variables dependientes en el cálculo. Este es uno de los trabajos pioneros en lo que a la 

modelación estadistica de los procesos de dispersión atmosférica se refiere. 

Se han desarrollado métodos más recientes quasi-tridimensionales y que dan el régimen 

permanente del problema a valores iniciales. Suponen que existe una dirección priviligiada del 

flujo, según lo cual las ecuaciones son de tipo parabólico, mientras que en las otras dos 

direcciones, las ecuaciones son de tipo eliptico. Estas formulaciones representan la turbulencia con 

términos de difusión con la introducción de coeficientes de difusión turbulenta. Tal\ (1974) 

desarrolló un modelo suponiendo que el viento en la dirección horizontal no es modificado por la 

torre y el jet. Los coeficientes de difusividad turbulenta son modelados conforme el esquema de 

Gawain y Pritchett ( 1969). Para comparar sus resultados a la medidas del sitio Tal\ estudio la 

evolución del jet hasta 1700 m a partir del punto de emisión. 

Benqué (Benqué et al, 1976) utilizó un método de pasos fraccionarios sobre las variables 

primitivas que resuelve el sistema de ecuaciones por planos sucesivos en una dirección. Si el 

número de Froude es igual a 1, supone que la velocidad longitudinal no es modificada y, mientras 

que el jet sea más influenciado por fuerzas de flotación, esta velocidad es dividida por un 

coeficiente comprendido entre 1 y 1.5. Los coeficientes de difusividad, varían con la altitud según 

la estabilidad de la atmósfera natural y son constantes en el tiempo; los coeficientes son deducidos 

de experimentos en túneles de viento 

Los estudios mencionados anteriormente, permiten estudiar la difusión del contaminante a 

distancias importantes a partir del punto de emisión. El éxito de estos modelos es que permiten 

predecir la contami.rnciún en un tie111po corto de CPU; nll'jor aún, ella. se pueden adaptar 

fácilmente a computadoras pequeñas o personales (PC's) Sin embargo, es!os modelos presentan 

serios inconvenientes Por ejemplo necesitan una hipótesis sobre la intensidad del viento en la 

dirección longitudinal. no permiten la rotación del viento con la altitud, los efectos de la 

turbulencia atmosferica son aproximados o completamente ignorados. al igual que los efectos 

producidos por obstáculos (estelas. remolinos. zonas de alta disipación. etc.). Los mecanismos de 

química atmosférica son por lo general ignorados. Otro inconveniente que presentan es que no son 

aplicables a zonas donde la topografia local es compleja ni a zonas costeras donde la humedad 

relativa es importante y, no consideran la estratificación de la atmosfera 
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La eficiencia de los modelos de turbulencia de orden superior y sus aplicaciones se han ido 

peñeccionando de acuerdo con la evolución de las computadoras. En la década de los 70's una 

amplia gamma de modelos estadísticos de orden superior apareció en la literatura, citemos por 

ejemplo Bradshaw el al ( 1967), Donnalson and Rosembraun ( 1968, 1970), Nee and Kovaznay 

(1961), Daly and Harlow (1970) y Rodi and Spalding (1970). 

A partir de esta década, los modelos han sido impulsados por los trabajos de Launder, Rodi, 

Patankar y Spalding. 

Evidentemente esta generación de modelos abarca los estudios sobre flujos atmosféricos que 

permiten la inclusión de la capa limite atmosférica, el flujo cortante, y en general los mecanismos 

de turbulencia atmosférica; estos modelos pueden tomar en cuenta la estabilidad atmosférica y han 

sido desarrollados por Donalson, Busch, Panofsky, Deardorff, etc. los modelos incluyen la 

dispersión de contaminantes en la atmósfera, activos y pasivos, y para flujos en dos y tres 

dimensiones y bajo condiciones de estabilidad aleatorias. 

1.4. OBJETIVO DEL TRABAJO 

El objetivo principal de este trabajo es el de contribuir con la modelación matemática de la 

dispersión de contaminantes en la atmósfera mediante la elaboración de un modelo fisico

matemático del cual se derivan ecuaciones estadísticas que permiten representar en forma rigurosa 

la dinámica atmosférica. Las ecuaciones fueron introducidas en el programa de computadora 

llamado QUETZALfll que se desarrolla en el HE y que se encuentra actualmente en etapa de 

optimización y aplicación. 

1.5. 0RGANIZACION DEL TRABAJO 

El modelo que en este trabajo se desarrolla, incluye aspectos de los cuales carecen otros 

modelos, principalmente, toma en cuenta los efectos de la turbulencia atmosforica y plantea los 

elementos para la consideración de la química atmosforica. Como todos los modelos de 

turbulencia de orden superior el modelo consume tiempo de cálculo y una carga de memoria 

considerable. Debido a esto. d único inconveniente que presentan estos modelos es quizá la 

dimensión del dominio de estudio 
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Este trabajo esta organizado en tres etapas: El aspecto teonco {Caps. 1-3), el aspecto 

numérico {Cap. 4) y las aplicaciones {Caps. 5 y 6) que tienen como objetivo validar tanto el 

modelo fisico-matemático como el esquema numérico. 

En el presente capítulo 1 se enmarca el problema de la contaminación atmosférica, y la ayuda 

que los modelos de dispersión de contaminantes pueden dar. Así como también, se realiza una 

revisión de los tipos de modelos existentes en la actualidad. 

En le capitulo 2 se introducen las ecuaciones fundamentales de la mecánica de fluidos, a 

saber: la cantidad de movimiento, de la entalpía, la ecuación de conservación de especies, una 

ecuación de estado para los gases perfectos y la ecuación de continuidad. Si bien se parte de estas 

ecuaciones en su forma básica, se consideran también algunas hipótesis simplificatorias: por 

ejemplo, en cuanto a la mícrofisica y química de la emisión y la compresibilidad del flujo. Además 

se toma en cuenta que la atmósfera es de naturaleza turbulenta. Obteniéndose al final del capitulo, 

el modelo fisico-matemático utilizado en este estudio. 

En el capítulo 3 se describen los modelos de turbulencia de orden cero (modelo de viscosidad 

turbulenta y de difusión turbulenta) y los modelos de primer orden (modelo K-&, modelo {j - &9 y 

~ - &el· En los primeros modelos se introducen los conceptos de viscosidad y difusividad 

turbulenta y en los segundos, se desarrollan dos ecuaciones, una de evolución y otra de disipación, 

para la energía cinética de la turbulencia. la varianza de temperatura y la varianza de 

concentración. 

En el capítulo 4 se describe el método numérico de solución del modelo fisico matemático 

desde la discretización de las ecuaciones básicas hasta el método de compresibilidad artificial y su 

convergencia Se describe además el algoritmo del programa QUETZAL/11 y la combinación de 

los parámetros de control <1ue regulan la solución de los diferentes modelos. 

En el capitulo 5 se describen los diferentes tipos de flujos emitidos verticalmente; asi como el 

estudio paramétrico de un flujo atmosférico vertical, y las diferentes zonas que lo conforman y 

parámetros que permiten representarlo 

En el capitulo b se presenta el estudio de un caso simple (jrt plano turbulento), con el objeto 

de validar el modelo En este capitulo se aplica el programa de cómputo QUETZAI.Jll, y se 

presentan los resultados obtenidos de la simulacion comparándose con resultados experimentales 

de diferentes autores 

Al final se presentan las conclusiones obtenidas en este trabajo y las perspectivas de la 

continuación del estudio que como un programa de trabajo se realizará en el IIE. 
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EL MODELO FISICO-MATEMATICO 

2.1. INTRODUCCION 

Las leyes de la dinámica de fluidos están bien establecidas y pueden ser formuladas de varias 

maneras. El caso mas habitual es el de supon~r que el comportamiento de un sistema flsico esta 

completamente determinado por las leyes de conservación. 

El concepto de conservación significa que la variación de una cantidad (intensi.,a) de flujo 

conservada dentro de un volumen dado es debido al efecto total de alguna fuente interna y el flujo 

de camidad que atraviesa la frontera Los flujos y las fuentes son en general, dependientes tanto 

de las coordenadas espacio-tiempo como del movimiento del fluido; los flujos asociados son 

vectores para una cantidad escalar y tensores para una cantidad vectorial. El flujo de una cantidad 

es generado de dos contribuciones: una debido al transporte convectivo del fluido, el cual puede 

incluir o generar el movimiento turbulento. y la otra debida al movimiento molecular. el cual esta 

siempre presente, aun cuando el fluido esta en reposo, y expresa la tendencia de un fluido a llegar 

al equilibrio y la uniformidad. 

El estado de un !luido se considera conocido si, en cualquier instante de tiempo, los campos 

de velocidad y un número minimo de propiedades estáticas (presión. densidad) son conocidos en 

cualquier punto 
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Existen tres leyes fisicas fundamentales que, a excepción de los fenómenos relativistas y 

nucleares, se aplican a todos y cada uno de los flujos, independientemente de la naturaleza del 

fluido que se esté considerando: ley de la conservación de la masa (ecuación de continuidad y 

ecuación de conservación de especies cuando se aplica en un medio no homogéneo). segunda ley 

de Newton (ecuación de momentum) y primera ley de la termodinámica (ecuación de energia). 

2.2. ECUACIONES BASICAS DE LA DINAMICA DE FLUIDOS 

2.2. l. La ecuación de continuidad 

La ley de la conservación de la masa establece que la masa no puede ser creada ni destruida, 

sólo transformada. Aplicando la ley de conservación de la masa a un volumen de control fijo de 

tamaño infinitesimal (fig. 2.1) se tiene la siguiente ecuación de continuidad: 

I pli·dS+_!!_r pdV=O 
r.~ ¡;,J .. 

FLUJO NETO 
DEM.UA 

AC'UMUt.ACIÓN 
nF.MASA 

FÍJI. ]. J. Volumen de control fijo 

(2.1) 

donde p es la densidad del lluido, ti es la velocidad de flujo, 1 es el tiempo, S es la superficie de 

control y V es el volumen de control. 

La forma integral (2.1) es considerada como la formulación básica de la ley de conservación y 

de hecho la expresión válida mas general, debido a que sigue siendo válida en la presencia de 

variaciones discontinuas de las propiedades del fluido. La ley de conservación de la masa es de 

naturaleza cinemática, esto es, independiente de la naturaleza del fluido o de las fuerzas que actúan 

sobre este. No existe flujo difusivo para el transporte de masa, lo cual significa que solamente 

puede ser transportada por convección. 
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Considerado la continuidad de las propiedades del fluido, aplicando el teorema de la 

divergencia de Gauss y asumiendo la forma diferencial equivalente, la ecuación de continuidad 

puede escribirse como: 

t7.ó = -(v.¡,O) 
º' 

(2.2) 

El vector de velocidad másica pO es el flujo de materia y su divergencia representa la 

velocidad total con que disminuye el flujo de materia por unidad de volumen. La ecuación anterior 

expresa que la velocidad ~on que aumenta la densidad en el interior de un elemento pequeño de 

volumen fijo en el espacio, es igual a la velocidad neta de entrada de densidad de flujo de materia 

en el elemento dividida por su volumen. 

2.2.2. Ecuación de conservación de la cantidad de movimiento 

La transferencia de Momentum en un fluido incluye el estudio del movimiento de los fluidos 

así como las fuerzas que producen dicho movimiento. A partir de la segunda ley de Newton del 

movimiento se sabe que la fuerza se relaciona directamente con la rapidez de cambio del momento 

de un sistema. 

La segunda ley de Newton se puede enunciar de la siguiente manera: "La rapidez de cambio 

de Momentum de un sistema es igual a la fuerza neta que actúa sobre el sistema y ocurre en la 

dirección de la fuerza neta''. El enunciado s.e divide en dos partes; la primera, es que esta ley 

pertenece a un sistema especifico y segunda, que consta de dirección y magnitud de manera que es 

una expresión vectorial Aplicando la segunda ley de Newton a un fluido y considerando un 

enfoque de volumen de control. se tiene la expresión para la conservación del Momentum: 

fil:MAl1f 
F"Uf.ll1-\..\ 
f_'"Tf.M.NA.\ 

fl.llJO 
NF.TUll) 

uru1n11t· 
{'4MBIUllf 
MOMt:NTl'M 

a esta relación se le conoce en mecánica de fluidos como el teorema del Momentum. 

(2.3) 

La suma de fuerzas externas son las que se deben al esfuerzo normal (en los que se incluyen 

las fuerzas de presión v una contribución viscosa) y al esfüerzo cortante (fuerzas tangenciales), y 

las fuerzas tales como la gravedad que se ejercen sobre un cuerpo 

Considerado la continuidad de las propiedades del fluido, aplicando el teorema de ta 

divet·gencia de Gauss y sustituyendo la suma de fuerzas por los esfuerzos correspondientes. se 

obtiene la ecuación de momenium en su forma diferencial equivalente. 
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VILOCIDAD DE 
CAMllODf. 
MOMINTUM 

-(V·pÜÜ] 
INCREMD'10 DE 
MllMF.N'TllMPOR 
CONVt:CCIÓN 

-VP 
FllEIUAIDt 
PRESIÓN 

EL r.IODEW ns1co MATEMATICO 

-[v.r) +pg -20plÍ (2.4) 

INClllMr:NTO FUIUADE FllEUADl 
DIMOMIENTUM C:KAVIDAD CORIOLIS 
roR TRAN!lf'ORTE 
VI"-""> 

La cantidad de movimiento que entra y sale del elemento de volumen es función de dos 

mecanismos: por convección, es decir, debido al flujo global del fluido, y por transporte molecular, 

o sea, a causa de los gradientes de velocidad. 

2.2.3. Ley de Newton-Stokes 

La ecuación de momentum (2.4) puede representar el movimiento de todos los fluidos; el 

nivel de aplicación o la generalidad se limita al introducir expresiones aproximadas para el tensor 

de esfuerzos r. 

Para todos los gases que pueden ser tratados como un medio continuo, y para la mayoría de 

los llquidos, se ha observado que el esfuerzo en un punto es linealmente dependiente de la 

velocidad de deformación del fluido (Bird et al, 1987). Un fluido que se comporta de esta manera 

es llamado fluido 11ewtmlia110. La ley de Newton establece que el esfuerzo cortante es 

proporcional al gradiente negativo de la velocidad local, es decir, que va de una región de mayor a 

una de menor velocidad, y se expresa: 

(2.S) 

La constante de proporcionalidad µ en la .ecuación anterior se denomina viscosidad dinámica 

y es la propiedad que presenta un fluido de resistir la rapidez con la que tiene lugar la deformación 

cuando las fuerzas cortantes actuan sobre el fluido. En el tensor de esfuerzos cortantes el 

subíndice i representa la dirección del eje normal al plano de acción del esfuerzo cortante, mientras 

el subindicej representa lit dirección de acción del esfuerzo cortante. 

La relación de Newton para la viscosidad es válida solamente para flujos laminares paralelos. 

Stokes extendió el concepto de viscosidad a los flujos newtonianos tridimensionales y obtuvo la 

siguiente ecuación del tensor de esfuerzos: 

r _ ·('1/i, ''ti,) 0 _,éJO., 
11 - - )1 -,- + -,-· - o,1)1 -,--

f, X¡ «x1 fJXm 
(2.6) 

En esta ecuación e>, es la delta de Kronecker, y µ' es llamado el segundo coeficiente de 

viscosidad 
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2.2.4. Ecuación de la conservación de la enerxi• 

La primera ley de la termodinámica aplicada a un fluido que pasa a través de un elemento 

estacionario de volumen conduce a la ecuación de energía: 

IJpE 
- = -('V·pÜE) -('V·Q) +p(Ü·g) -('V·PÜ) -(v.¡r.üj) ±G (2.7) 

()1 
VELOCIDAD 
DI: GANANCIA 
DIENEaCIA 

l:N'TllADA.DI: 
l:N'EltGIAPOK 
CONVJ:CCIÓN 

t:NlllADADt: 
l:NHClAPOK 
CONDllCCIÓN 

10ALUO 
l'KDDUCIDO 
ro1tt'llaazA.• 
DEGKA.VJ:DAD 

laAIWO 
PAODUCIPO 
ro11.niu1 . .u 
DEPRUIÓN 

donde E representa la energía total definida por: 

E=e+ 0
2 

+energía potencial+ .... 
2 

,.......,º 
r11.ooue1nu 
roani1:az.u 
VlOCOSAS 

fllmJEDE 
INEaclA 

(2.8) 

y e es la energía interna que corresponde a la energía relacionada con los movimientos fonuitos 

de translación e internos de las moléculas, y y,02 es la energía cinética que corresponde a la 

energía relacionada con el movimiento observable del fluido. La energía potencial es incluida en la 

ecuación de energía (2. 7) en forma implícita. 

Considerando que no existe ninguna fuente de energía (G), despreciando las fuerzas de 

Coriolis1 y considerando que la energía total es la suma de la energía interna y la energía cinética, 

se puede escribir entonces la siguiente ecuación para la energía cinética: 

:, (~¡,02) = -( v ·-ii>li21i )-(v. ?O)- f>(-v. 0)-(v ·[r ·O] )-(-r:vO) +¡,(O. g) (2.9) 

INCREMENTO ENTRADA tu: 111.ALUO ('ONVl:ltSJÓN TRABAJO ('ONVEllSIÓN lllA..UO 
DE ENEllGlA F.NERGIA PHODllCUm kt'.VU .. .ieu: PkODllCIOO IHllEVEll.'ilBLE PRODllCIPO 
ctNtTICA f}f:lllOOAI. POll FUEll.1..A~ EN t:NERGIA POlt rutRl.A!i EN ENERGIA l'Oll F\IEIZ.U 

FLll.JOULOBAt PEl'llDIO... tNTEAAA Vl5CO!lk.'i J"ITERNA bl:GRAVEPAD 

o bien la siguiente ecuación para la energía interna o energia calorífica: 

~(pe) 
01 

'-(v.¡,eli) -('V·Q) -f>(v.fi) -(rvO) 
INC'kEMF.Ntn 
ln:t:J!jtll<:IA 
INTEkNA 

t:NtkAllAnr. 
t'.N[fUil,\ 
OUlllOAI. 
t'LllJOGLOBAt 

t:NTKA.OAIU' 
f:Nt'.ltr.IAl'OH 
(.'t1Nn11n·10.., 

Ahora. utilizando la definición de entalpía: 

- ¡; 
h=e+

j> 

AlllrilF.Ntn 
HFVF.k~llU,F:llt: 

l:N~:Kl;IA l'UK 
COMPIU'..'UÓ"" 

Al!lrilf:NTO 
IKkt:Vt:RSIBLE 
OE ENtlmlA l'Ult 
OISIPAC'IÚN VISCOSA 

(2.10) 

(2.11) 

se puede obtener una ecuación de entalpia a panir de la ecuación de energía interna, !a cual es: 

1 L.1s fuerzas de Coriohs S<ln aquellas rclac1om1d;1s con el movimiento de rotación terrestre. 
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~{_aj) + (V· ¡iiii) = 

ª' 
afa 

ª' 
+u(v.J') -(V·Q) -(r:vO) (2.12) 

Esta fonna de la ecuación de energla es ampliamente utilizada ya que a partir de esta ecuación 

se puede obtener una ecuación para calcular perfiles de temperatura. 

2.2.!. Ley de Fourier 

La ley de Fourier de la conducción del calor establece que el flujo de calor por conducción es 

proporcional al gradiente negativo de la temperatura, por lo tanto. el flujo de calor por conducción 

es de una zona de mayor a una zona de menor temperatura. La ley de Fourier para un flujo 

tridimensional es: 

Q=-kV't (2.13) 

donde k es el coeficiente de conductividad térmica, el cual se supone independiente de la 

dirección, cuando se aplica en un medio isotrópico. Este coeficiente es una propiedad de los 

medios conductores de calor y, al igual que la viscosidad dinámica, está en función de la 

temperatura y varia de manera significativa con la presión en el caso de gases a presiones altas 

(Bird, 1987). 

2.2.6. Ecuación de la conservación de especies 

Las ecuaciones anteriores de continuidad, momentum y energia son suficientes cuar.do se 

consideran flujos homogéneos; sin embargo cuando se estudian flujos que transportan varias 

sustancias debe considerarse la ecuación de conservación de especies. Esta ecuación aplicada a un 
elemento diferencial de v~lumen, expresada en tenninos de concentración másica pC

0 
es: 

iJp('u. 
t71 

INrtu:Mr.NlOP.. 
LA<ll~rt'.NlllACIO' 
111:LAD1rcnr .. 

t:NtllAllA r.NTllAllA GENJ'.RAC'IÓN u 
IJ[ 11 POll PUAPARIC'IÓN 
nll't•!IO' llf.flM:lll 
MOl.f.í"l,LAN Rl:l\n·10N OlllMICI\ 

En esta ecuación p representa la densidad de la mezcla dada por: 

y C0 es la fracción masica definida por: 

(2.14) 

(2.15) 
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(2.16) 

La ecuación (2. 14) describe los perfiles de concentración del componente a en una mezcla y 

representa una ecuación de continuidad para la especie a. Existe una ecuación de especies para 

cada una de las especies químicas presentes en el fluido. Sumando las 11 ecuaciones de este tipo se 

obtiene la ecuación de continuidad para la mezcla que es de la misma forma que la ecuación de 

continuidad para un fluido homogéneo, ecuación (2.2). En un problema determinado puede 

reemplazarse cualquiera de las 11 ecuaciones de especies por la ecuación de continuidad para la 

mezcla. En la ecuación (2.14) no se toman en cuenta la difusión térmica, de presión y forzada, ya 

que sus efectos son muy pequeños en comparación con los de la difusión pura debida a gradientes 

de concentración (Welty el al, 1982). 

1.2.7. Ley de Fick 

Cuando un sistema contiene dos o más componentes cuyas concentraciones varían de un 

punto a otro, presenta una tendencia natural a transferir la masa, haciendo mínimas las diferencias 

de concentración dentro del sistema. este transporte molecular de materia es llamado difusión 

ordinaria o difusión molecular. La ley de Fick de la difusión establece que la especie a se difunde 

de una zona de mayor concentración a una zona de menor concentración, y puede expresarse en la 

forma: 

(2.17) 

En ia bibliografia se utilizan distintas formas, matcmaticamente equivalentes. de la ley de Fick. 

La ecuación (2.17) se da en términos de la concentración masica p{'ª' donde e'ª representa la 

fracción másica, p repres~nta la densidad total definida por la suma de las densidades parciales de 

todos los componente>. ce. (2.15 ). y /) es un coeliciente denominado coeficiente de difusión 

molecular. 

2.2.8. Ecuación de estado 

Para poder cerrar un sistema de ecuaciones de dinamica de fluidos es necesario establecer 

relaciones entre las variables termodinamicas ( i'.j1, f',i!,11 ). así como relacionar las propiedades de 

transporte (µ. k) con las variables termodinamicas. Las relaciones de este tipo son conocidas 

como ecuaciones de estado De acuerdo al principio de estado de la termodinamica, el estado 

termodinámico local es fijado por dos variables independientes termodinamicas cualesquiera, 
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siempre que la composición química del fluido no este cambiando debido a difusión o a reacciones 

químicas de velocidad finita. 

En este estudio utilizaremos la ecuación de estado clásica conocida como la ley de los gases 

ideales: 

(2.18) 

en la que j¡ es la constante del gas'. Para un gas perfecto existen también las siguientes relaciones: 

e=Cvi' ÍÍ=Cpt 
Cp 

r=-
c" 

Cv = .!!.._ 
Y-1 

Cp= ril 
r-1 

(2.19) 

donde Cv es el calor especifico a volumen constante, Cp es el calor específico a presión constante 

y y es la relación de calores específicos. Para el aire a condiciones estándar, R = 287 m' / s' ° K y 

r= 1.4. 

2.2.9. Resumen de las ecuaciones instantáneas 

En las secciones previas se han introducido las ecuaciones, y ciertos desarrollos, que permiten 

el estudio de fluidos newtonianos aunado a los conceptos de gases ideales. En esta sección se 

presenta un resumen de dichos conceptos 

Las ecuaciones que se consideran gobiernan el movimiento de un gas peñecto, newtoniano se 

presentan en la tabla 2.1. Estas ecuaciones son escritas en notación diferencial ya que es más 

conveniente para el tipo de solución numérica que se considera, (Cap. 4). La ecuación de la ley de 

Newton, Fourier y de Fick han sido incluidas en las ecuaciones de momentum, energía y 

conservación de especies respectivamente, con el fin de manejar un menor número de ecuaciones. 

:lLa constante del gas es la constante univer&al de los gases ideales entre el peso molecular del gas. 

16 
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l. ECUACIONES INSTANTANEAS 

La ley de los gases perfectos: 

P=pRi' (l.a) 

La ecuación de continuidad: 

a'P a¡,01 (l.b) -+--=O 
Q/ ª"1 

La ecuación de momentum: 

op01 a¡,op, ai' c7 [-(ªº' ºº1) _.ao.,] - 20-o --+---=--+-- 11 --+-- +ó;¡P-- +pg,- P 
Q/ ª"1 CX¡ º"J OX¡ OX¡ ax., 

(l.c) 

La ecuación de Ja energia: 

--+-----+/!-+-- k- +r----' a¡,fi a¡,O;fi ai' - ai• a (- at·) . ao 
o/ éJx_¡ - Q/ J <7x¡ OX¡ Ox¡ y <h_¡ 

(l.d) 

La ecuación de conservación de especies: 

c7(_(') <7 (-<' _ )- iJ (-1)8('ª) R - p u+- p u/1- -- p -- + 
ot ox; . 1 ox1 éJx¡ ª 

(1.e) 

Tahla 2. 1 Ec11ad1Jne.t hú."iic:a.t Je !ti dinámic11 ,fe jluido.1i· 

2.3. HIPOTESIS DE INICIO 

El sistema de ecuaciones (1) es de interacciones sumamente complejas y para resolverlo se 

recurre generalmente al auxilio de ciertas hipótesis simpliticatorias las cuales estan en función del 

tipo de aplicación que se pretende dar. En este caso se considera un flujo que es descargado a la 

atmósfera a partir de una fuente puntual; las hipotesis consideradas son: 

• Se considera un modelo para flujos tipo lloussinesq 

• Se considera una capa limite atmosforica 

• Se considera que el fluido es newtoniano 

17 
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• El fluido se considera incompresible. 

• No se consideran reacciones qulmicas y los efectos fotoquimicos son despreciados. 

• Se considera que el fluido se comporta como un gas ideal. 

• Se considera el número de Rosby suficientemente grande, de tal forma que la aceleración 

complementaria de Coriolis sea despreciable: 

Ro= velocidad característica del fluido _ ~ 
velocidad de rotación de la Tierra OL 

Por ejemplo si L = 500 m, W¡; = 10 mis y n = 7.222XIO" rad/s; Ro"' 277 

Por lo tanto los efectos de la rotación terrestre no son tomados en cuenta. 

• No se consideran topografias locales. 

• No se considera la humedad relativa del aire. 

2.4. SISTEMA DE BousStNESQ 

(2.20) 

Las hipótesis de Boussinesq consisten en suponer que la atmósfera está permanentemente en 

un estado de desviación con respecto a una atmósfera adiabática en reposo; las ecuaciones para el 

movimiento de un fluido dentro de la capa limite atmosférica son deducidas bajo este contexto. 

Las variables termodinámicas del sistema de ecuaciones son consideradas mediante el siguiente 

esquema: 

[> = l'o + }' 
f>=Po+P 
T= 1~+T 
oj =,o+uj 
('a= Cu 0 +Cu 
j1=µ0+11 
¡/ = µ~ +µ· 
k = k0 +k 
¡,¡j = p.,IJo + pfi., + p 0 /J + pD 

(2.21) 

es decir, las variables son descompuestas en el valor del estado de equilibrio atmosférico, 

denotado por el subíndice "O", y un valor de desviación. 

• El estado termodinámico real de la atmósfera es reemplazado por un estado aerostático y 

adiabático. Lo cual implica que: 

+ La variación de la densidad sea pequena· 

18 
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donde p0 es la densidad del estado de referenci . 

• La variación de la temperatura sea despreciable: 

--º <<I 
1
7"-rj 

To 

donde T0 es la temperatura del estado de refer ncia 

• La presión varia en forma despreciable: 

donde P 0 es la presión estática del estado de 1 ferencia 

• El número de Mach (M) del flujo es pequeño: 

MJºI «I 
u, 

donde U,, es la velocidad del sonido en el air (330 mis) 

El~ MODEl.O FlSIC.'O MATEMATICO 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

• El calor generado por esfuerzos viscosos pued • ser despreciado en la ecuación de energía 

termodinámica, ya que este término es del orden '· 

• Las escalas verticales del movimiento son· peq 1eñas comparadas con la escala de la altura 

atmosférica, L0
1: 

L,, = ¡__!_ ºPo ¡-
Po ox:3 

(2.26) 

es decir, que se asume convección superfici l. 

• Si se considera que la región de la atmósfera de nterés es de pequeña extensión comparada con 

la escala atmosférica. entonces. las variaciones 1 n los coeficientes de transporte molecular (}J¡¡. 

k,, /J0) pueden ser despreciadas y considerarse e mo constantes a través de todo el fluido. 

En la aproximación Boussinesq. los flujos sen tratados como incompresibles pero con una 

densidad que depende muchas veces de la temp ratura: la variación de la densidad puede ser 

significativa cuando es multiplicada por la acelera ión de la gravedad. 

3EI espesor de una atmósfera aerost;lt1ca de densidad :onstante es de alrededor de 8 Km (Donalson, 1973). 
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En las siguientes secciones se introduce el sistema de ecuacioner. definido como de 

Boussinesq. 

2.4.1. Ecuación de estado. 

El modelo de turbulencia y de transporte de materia se desarrolla en la capa superficial de la 

atmósfera. Si se considera que la materia a ser transportada no es en concentraciones muy 

elevadas, puede suponerse que no existen efectos directos sobre la constante del aire en la 

atmósfera en la que ocurre el transporte; ésta puede tomarse como constante y designarse como 

R,,. Si además, se expande la ley de los gases ideales (l.a) de acuerdo al esquema (2.21), se obtiene 

una ecuación que representa la ecuación de estado de la atmósfera en reposo: 

Po= lloPo To (2.27) 

y otra ecuación que representa la ecuación de estado de la desviación con respecto a la atmósfera 

en reposo. 

Relacionando estas dos últimas ecuaciones se puede escribir: 

.!._=!_+..E!...+..!!!_ 
111 'f¡, Pu Po To 

considerando las hipótesis de Boussinesq (2.22) y (2.23) la ecuación anterior toma la forma: 

.!._=!...+..E!... 
l{, 1;, Po 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

Además, los cambios' en la presión 1' en un flujo incompresible son del orden de Poli}, así 

que: 

(231) 

Por lo tanto, se pueden despreciar los efectos de los cambios de presión inducido por el 

movimiento sobre la variación de la densidad, lo cual está de acuerdo con la hipótesis (2.25), y de 

donde finalmente se obtiene: 
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(2.32) 

la cual está relacionada con la eliminación del término de trabajo por presión en la ecuación de 

energía. 

2.4.2. Ecuación de continuidad. 

Aplicando la expansión (2.21) a la ecuación de continuidad (l.b) se obtiene: 

ilPo =O 

ª' 
de donde la ecuación de continuidad para el movimiento de desviación resulta: 

op +_!!._(Pu ll j + pl/ ¡)=O 
ll/ llXj 

2.4.3. Ecuación de momentum. 

(2.33) 

(2.34) 

Despreciando las fuerzas de Coriolis y sustituyendo la expansión (2.21) en la ecuación de 

momentum (l.c), puede deducirse la variación de la presión de un fluido en equilibrio aerostático: 

(2.35) 

y la ecuación de momentum para el movimiento de desviación: 

,1¡ J ,~¡ 1 { [ i'p ,, ( l]} (Pu + p)-'-' +'(pu + p)/1 1 -.-.' + //, - + -· Po//1 + pl/1 = 
i?t ¡·~x 

1 
r'"t c?x 

1 

o/' ,, [ )( ,?//, t'Jll ¡) ( , ') iJU.,] ---pK,+-,- (Jlo+J.1 -,-+-,- +8,¡ µo+µ --
Ox, cx1 r.x 1 cx 1 Cxm 

(2.36) 

La ecuación (2.Jli) puede ser simplificada notando que en los dos primeros términos del lado 
izquierdo se pueden despreciar p en comparación con p,,, de acuerdo con la hipótesis (2.22}. De la 

misma manera se puede despreciar ¡1 comparada con ¡1,, y ¡/ comparado con 11:,. Además, el 

término entre llaves i l del lado izquierdo es cero en virtud de la ecuación (2.34), con lo que la 

expresión anterior se reduce a 
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t'JU1 t'JU1 t'JP iJ [ ( t'Jl/1 t'JU ¡ )] iJ • t'JU Po--+poll¡--=---pg¡+-- µ 0 --+-- +-µ0 =m. 
t'Jt t'Jx ¡ t'Jx1 t'Jx ¡ t'Jx¡ t'Jx1 t'Jx1 t'Jx., 

(2.37) 

2.4.4. Ecuación de energia. 

Considerando la capacidad calorífica constante Cp0 , sustituyendo la definición de entalpía 

(d ÍÍ = Cp0 d T). y despreciando el último término de la ecuación de energía (l.d), de acuerdo a 

una hipótesis de Boussinesq; la ecuación de energía puede escribirse como: 

. [¿pi" ¡;pO ;f] o¡; - o¡; o (- aj· ) Cp --+--=-+U·-+- k-
0 i}t OX¡ i}¡ 1 OX¡ OX¡ OX¡ 

(2.38) 

Esta ecuación referida al estado de referencia permite deducir la siguiente expresión: 

(2.39) 

Considerando los conceptos dados por (2.21) la ecuación de energia para el movimiento de 

desviación se escribe como: 

(2.40) 

En esta ecuación. como en la de momcntum. se puede despreciar p comparado con Po en los 

primeros dos términos. y el término entre llaves {} es cero en virtud de la ecuación (2.34). Del 

lado derecho de la ecuación. el término en los primeros corchetes se puede despreciar debido a 

que la atmósfera básica es isoentrópica (Donaldson. 1973 ). es decir: 

(2.41) 
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y, por aproximación de la capa límite utilizada, el término en los segundos corchetes [] es pequeño 

comparado con el segundo tém1ino en el lado izquierdo de la ecuación. Los dos términos en el 

lado derecho que contiene P, llamados: 

iil' iJI' -+lf.
iJt 1 iJx1' 

representan el calentamiento del fluido debido al movimiento y son de orden M2 comparado con 

los otros términos en la ecuación y por lo tanto se pueden despreciar. Finalmente despreciando k 
comparado con k0 en el último término del lado derecho, la ecuación de energia será: 

( , iJT (' ll iJT iJ (k iJT) .PoPo-+ ·PoPo 1--=-- .-o/ iJxj iJxj iJxj 

2.4.5. Ecuación de conservación de especies 

(2.42) 

Si se considera que en la atmósfera de referencia no existen perturbaciones ni contaminación 

alguna, se puede deducir que: 

(2.43) 

Si además, se considera el transporte de .un contaminante inerte, por lo que se elimina el 

término de reacción quimica en la ecuación (l.e), y se sustituye la expansión (2.21) en la ecuación 

de conservación de especies (1 e) y se utiliza el resultado anterior se tiene que: 

iJC,, ( )11 ,,(',, (e· ' )[<!p iJ ( 1 )] Pu-,-+ Po +p .1--+ "º + (a --,+--Poi .i +pUj = 
<~I t7xJ c.f t7:q 

,, ( <1<',, r?C',, rX',, iJC,,) 
-::;--- Pul >u -,- + plJ., -,- + PulJ-,- + pJJ-
o x 1 < x 1 t-x1 ex, iJx1 

(2.44) 

Despreciando p en comparación de p0 • y JJ en comparación de JJ0 , y tomando el término entre 

corchetes igual a cero en virtud de la ecuación (2.34), la ecuación anterior puede ser escrita del 

mismo orden de exactitud que las otras ecuaciones. obteniCndose: 

(2.45) 
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2.4.6, Ecuación de la divergencia de la velocidad 

Combinando las ecuaciones (2.34), (2.42) y (2.32) se puede encontrar una expresión para la 

divergencia del campo de la velocidad. Si la ecuación de la densidad (2.32) se sustituye en la 

ecuación de continuidad (2.34), se puede obtener: 

(2.46) 

Despreciando T comparado con 70 en el tercer ténnino, se puede llegar a la expresión•: 

au 1 ( 01np0 T 01nT0 ) ar ar 
PuTa--+PoTalf1 --+--- =p.-+poU1--

ax1 ax¡ Ta ax¡ ª' ax¡ 
(2.47) 

donde se puede despreciar el término (T/70){01n70/ax¡} comparado con OlnPo/iJ.x1. Si la 

ecuación resultante se compara con la ecuación de energía (2.42). se encuentra que: 

(2.48) 

Esta ecuación establece que debe haber una divergenci~ de velocidad en un punto donde un 

volumen de aire se mueve en la dirección vertical (la direrción del gradiente de p0) así que el aire 

puede expandirse o contraerse al nivel de presión del equilibrio atmosférico. También se establece 

que cualquier elemento atmosférico que garia o pierd,• calor por conducción hacia el aire 

inmediatamente vecino, debera expandirse o contraerse para mantener su presión a la de equilibrio 

atmosférico. 

La ecuación de la divergencia de la velocidad se simplifica considerablemente si se considera 

que la región de la atmÓsfera de interés es de pequeña extensión comparada con la escala 

atmosférica (Donaldson, 1973). Si se analiza el orden de ma¡mitud de la ec. (2.48), tomando la 

escala típica de la atmósfera L0 • definida en la ecuación (2.26 ). y una escala tipica mucho menor 

del movimiento del tluido en cuestión como L,,. la ec. (2 48) puede entonces ser escrita como: 

4Para la oblcnción de la ecuación se utiliza lil regla de dcm:ación del logaritmo natural: ..!!._In v • .!. !!.!. 
J., . .. .. JJt 
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que puede reescribirse en la forma: 

(2.50) 

En general, deberemos tener L0 !J.T/L .• 70 del orden 10 o menor' y, ya que el número de 

Prandtl µ0Cp0 / k0 es del orden de la unidad y k / k0 es pequeño, la ec. (2. 50) resulta: 

au1 = _!!..L.[1-0(.!.<!.)J 
ox1 lu Re 

(2.51) 

A~uí el número de Reynolds Re está definido como p.,11,L,/µ,,. Puede notarse que, a menos 

que la escala en cuestión sea tan pequeña que el Reynolds sea del orden 10, la causa primaria de la 

divergencia del campo de velocidad sera basicamente el gradiente de la densidad en una atmósfera 

sin disturbios, es decir, podemos escribir la ecuación (2.48) como: 

(2.52) 

Por otro lado, en la ecuación de movimiento la divergencia de la velocidad se encuentra en el 

término viscoso, es decir: 

iJ [ (c1U, r7ll1,) ~ • r7l!1 ]- ,; [ (/Jl/, iJl/1 ) " µ~l/1 op,,] -- µo --+-- +u,¡Pu-- --- Jiu -;-1-+-- -u;1--~ 
OX¡ OX¡ OX¡ OX¡ <lx¡ OX¡ (JX¡ Po oxk 

(2.53) 

El orden de la magnitud del término en los corchetes del miembro izquierdo es JJoU 1 / L, 
mientras que en el miembro derecho es del orden de µ0111 / I,, . De donde se puede deducir que el 

efecto de la divergencia de la velocidad en el término viscoso de la ecuación de momentum es 

sumamente pequei\o y que puede despreciarse, de esta forma podemos escribir 

'T ofla es del orden 1 ºKJIOOm ). en general. este estudio se c1111i;uca a flujos allnosféncos con gradientes por 

encima del orden de ltlºK/lllOm 
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(2.54) 

Este resultado implica que para el tipo de flujos que se estudian la divergencia del campo de 

velocidad no contribuye de manera significativa en los diferentes mecanismos de las ecuaciones. El 

resultado dado por (2.54) permite simplificar aún más las ecuaciones descritas en esta sección, 

como se enuncia a continuación: 

2.4. 7. Ecuaciones del movimiento medio de desviación. 

Combinando las ecuaciones (2.35) y (2.41) se tiene: 

(2.55) 

la cual da, si g, = gó,,: 

87¡, g 
-=--=Cte. 
iJx3 Cp0 

(2.56) 

Considerando que la atmósfera de interés (atmósfera natural) es la atmósfera del estado de 

referencia, entonces, se puede cambiar el subíndice "O" por el subindice "N". si además las 

ecuaciones de momentum (2.37). energía (2.42) y especies (2.45) se dividen entre la densidad y se 

introduce en las ecuaciones la viscosidad cinemática vN y la difusividad térmica ªN• definidos por: 

(2.57) 

(2.58) 

y si se considera también la incompresibilidad del flujo dada por la ec. (2.54), se puede obtener el 

siguiente sistema de ecuaciones: 

Para la atmósfera en reposo: 

(2.59) 

(2.60) 
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(2.61) 

Para movimiento de desviación: 

11. SISTEMA DE BOUSSINESQ 

(11.a) 

(11.b) 

(JI.e) 

(11.d) 

(IJ.e) 

Tabla 2.2 Si.flema de ecuaciones de /Joussine.sq 

Este sistema de ecuaciones es universalmente conocido como 11ecuacio11e.\' de Baussinesq 

para 1111 j/1!}0 e.1·trat/(icado" y son las ecuaciones clásicas para flujos atmosféricos . . 
Con frecuencia se considera una simplificación más. En vista del hecho de que el número de 

Prandtl: 

Pr=pCp·k (2.62) 

y el número de Schmidt: 

Sc=p/J p (2.63) 

para el aire son cercanos a 1. y si se supone que estos numeras son. de hecho. iguales a 1. 

entonces las ecuaciones de movimiento son simplificadas significativamente mediante las 

relaciones: 

27 



CAPtrUWl El4 MODEl.O n~nco MATf.MA TICO 

(2.64) 

(2.65) 

2.5. FLUJO TURBULENTO 

El sistema de ecuaciones 11 es aplicable a flujos turbulentos, sin embargo este no puede 

resolverse numéricamente en forma directa ya que las variables que aparecen en ellas son 

cantidades instantáneas cuyas escalas de tiempo y espacio del movimiento son muy pequeñas; 

cualquier aproximación que se considere sobre estas variables involucra una complejidad numérica 

que rebasa las computadoras más potentes de hoy en día. Como ejemplo puede citarse las 

simulaciones directas que consumen una gran cantidad de memoria y tiempos excesivos de CPU, 

en computadoras CRA Y, sólo para resolver casos simples o fenómenos locales, como son estelas 

producidas por un obstáculo, formación de vónices, etc. (Lesieur, 1993). Se considera que se 

requieren por lo menos 1 O puntos de malla para resolver adecuadamente un remolino turbulento. 
para un flujo típico. 1 O' puntos pueden requerirse para resolver solo 1 cm' del campo de flujo. 

En lo que a este trabajo se refiere, y debido a que la capa atmosférica terrestre es de 

naturaleza turbulenta (excepto posiblemente en condiciones muy estables}, se ha optado por una 

descomposición estadística de las variables en analogía con el componamiento espectral de ellas 

en el espacio y en el tiempo. 

Las variables F(x,t) se descomponen entonces en la suma de sus valores medios F(x, 1) y un 

residuof(x,t) llamado fluctuación turbulenta, fig. (2.1 ), tal que: 

F= F+f (2.66) 

donde F es un valor promediado en el tiempo definido como: 

- 1 r'+'u F=-J, Fdt 
'º 1 

(2.67) 

El promedio de F se lleva a cabo en un intervalo de tiempo 10 que es grande con respecto al 

tiempo de oscilación turbulenta, pero pequeño en relación con el tiempo de variación de las 

propiedades de flujo debido a otros factores no turbulentos. La predicción de flujos turbulentos se 

basa únicamente en promedios en el tiempo de propiedades turbulentas. desde que estas varían 
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mucho más gradualmente en el espacio y nu se requiere una malla demasiado fina para la soluci6n 

numérica. 

F 

TIEMPO 

Figura 2.1 Fluctu11cione., de una cantida turbulenta 

Con esta aproximación el sistema de ecs. 11 se transforma en un sistema de ecuaciones 

estadisticas sobre el cual, nuevas aproximaciones serán tomadas. 

2.5.1. Teoremas de Reynolds 

Los postulados introducidos por Reynolds permiten obtener las ecuaciones estadísticas. Estos 

conceptos se aplican sobre las variables fisicas: 

l. Linearidad: 

F+U=F+fJ 

aF=aF' 

ii=a 

(2.68) 

donde F y <i son funciones del espacio y del tiempo. a es una constante cualquiera y la 
tilde sobre las funciones e-) es un operador que indica promedio. 
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2. Conmutatividad con las operaciones de derivación y de integración: 

(2.69) 

dondes representa indiferentemente x1 o l. 

3. Jnvarianza: 

(2.70) 

el último axioma es esencial para desarrollar la teoria, implica en particular las siguientes 

propiedades importantes: 

F=F 
]=(F-F)=O 

F·G=F·G 
F·¡.:=O 

donde/y g son las fluctuaciones turbulentas de las funciones F y G respectivamente. 

(2.71) 

Debe notarse que el promedio de un producto no lineal entre fluctuaciones turbulentas 

(Ji, ¡ 2 ) no necesariamente es cero. 

Tomando las ecuaciones de Boussinesq y siguiendo la tecnica utilizada por Reynolds (1894). 

se desarrollan las ecuaciones para las propiedades medias de una capa limite atmosférica 

turbulenta. Para hacer esto, se expresan las variables físicas como la suma de un valor medio de la 

variable y una fluctuación instJntánea sobre la media, de acuerdo a la ecuación (2.66). 

obteniéndose el siguiente esquema· 

I'= I'+p 

T= T+O 

p= p+p' 

U;= f7¡ +111 

Ca= l'u +ca 

(2.72) 
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2.5.2. Ecuación de continuidad 

Aplicando el esquema (2.72) en la ecuación de continuidad (11.e) se obtiene como resultado: 

a(Uj +11j) 
-~~--o 

oxj 

una vez esta ecuación es promediada y se le aplican los axiomas de Reynolds se obtiene: 

de donde se deduce que: 

La última ecuación implica que: 

una vez que es promediada y se aplican los teoremas de Reynolds, se simplifique a: 

ó{ 11 i q>) --:-a;¡ 
---=rt·--

iJxj 1 iJxj 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) 

donde q> es cualquier fluctuación turbulenta. Esta última ecuación es utilizada en simplificaciones 

posteriores. 

2.5.3. Ecuación para la velocidad 

Aplicando la descomposición de Reynolds a la ecuación de momentum se tiene: 

"'lT¡ +111) (- ) c~ll¡ +11,) 1 r:{P + p) ¡.:, (~ ~ a2(ll¡ +111) 
----+ ll¡+ll¡ ----=-----+- 7 +0¡+ VN 

2 o/ . iJx} Ps (lX¡ TN OX¡ 
(2.78a) 

desarrollando la ecuación anterior se obtiene: 
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( 
oD; 0111 ) (u- oD; c-1 º"' oUi 0r11 ) --+- + ·--+ ·--+11¡--+ll ·-- = 
o/ O/ I OXJ I ox¡ ox¡ I OXJ 

1 ( oP op) g1 (-1. 0,, ( o
2
D; 0

2
111 ) -- -+- +- + ¡+ VN --+--

PN Ox¡ Ox¡ T,, ox~· ox} 

(2.78b) 

A continuación se analizan cada uno de los términos considerando los axiomas de Reynolds: 

• término de razón cambio: 

( ol/1 +011,)=(ºÜ¡ +!!!!J..)=(º"'+ ilii¡)= o[l¡ 
o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ 

(2.79a) 

• término de advección: 

({-.! ol/1 l-l 0111 oU1 0111 )-(l-l <7Ü¡ l-I 0111 oÜ¡ --a,;¡) ---+ ---+11·--+ll·- - ---+ ·-+U·--+U·-
I ox¡ 1 Ox¡ I Ox¡ I Ox¡ 1 Ox¡ 1 Ox¡ 1 Ox¡ 1 Ox¡ 

- ---+" ·--+U·--+U·-- (c=1 al!; cw iJii¡ - affi -a,;;) 
I iJx¡ I Ox¡ I ilx¡ I ilx¡ 

(2.79b} 

-(u au; -a,;;) 
- / <lx¡ +11¡ iJx¡ 

• término de presión: 

(2.79c) 

• término de buoyancy: 

g, (T +o)= g, (f +o)= g, 'l 
1.,. 7_,. 7-" 

(2.79d) 

• término de difusión viscosa. 

(2.79e) 

sustituyendo estos desarrollos en la ecuación original se tiene: 
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ifU (- au -a;;) 1 a-P 'f a2u ~+ U .:::::J.+11¡~ = ---+-g¡ + VN ~ 
at 1 ax¡ ax¡ PN ax1 1¡, ax} 

(2.80) 

reacomodando la ecuación y sustituyendo la ecuación (2. 77) (donde rp = 111) en la ecuación 

anterior, se obtiene: 

a[l¡ u- a[l¡ 1 a? f a2u; ó{u1u1) --+ ¡------+-g¡+VN------
at ax¡ - PN ax1 TN 8xJ a:x ¡ 

(2.81) 

Esta es la ecuación utilizada para el movimiento medio de una capa atmosférica. Se observa 

que a partir del término de advección se ha introducido un esfuerzo efectivo turbulento, llamado 
esfuerzo de Reynolds, el cual es de magnitudp,11111

1
. Cabe mencionar que es justamente la no 

linealidad del término advectivo una de las dificultades más importantes en la Mecánica de 

Fluidos, ella implica, en principio, que las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes impliquen 

desarrollos teóricos y numéricos complicados. 

2.5.4. Ecuación para la temperatura 

Aplicando la descomposición de Reynolds a la ecuación de energia se tiene: 

é{T+o) (- )¿\r+e) a2(r+e) 
---+ lf-+lf. ---=aN----

at ' 1 ax j ax¡ 

desarrollando esta ecuación: 

( iJr ªº) (-ar - ao ar ªº) (ª2r a
28) -+- + IJ.-+lf -+ll-+11·- =aN --+--

{)¡ (J/ 
1 iJx) 

1 
c1x¡ 'ax) 1 ax, ax; ax; 

Promediando cada ténnino y aplicando los teoremas de Reynolds: 

• término de la razón de cambio de temperatura: 

( ;:r + ªº) = ( ,;f +.Jo)= ( ér + ªº) = ar 
r!t iJt cºt iJI iJI o/ at 

• término de advección: 

(2.82a) 

(2.82b) 

(2.83a) 
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(
-ar - ao ar ªº) (-ar - ao ar ~) u,--+u,--+111--+111-- = u1--+u1--+111--+111--

axj iJx¡ OXj iJx¡ iJx¡ iJx¡ iJx¡ iJx¡ 

• ténnino de difusión: 

(
= ar = a7J ar -ae) = u1--+u1--+;;¡--+111--

ox1 iJx¡ iJx¡ iJxj 

(
-ar -a¡¡) = lf.-+11·-

1 iJx¡ ' iJxj 

sustituyendo los ténninos en la ecuación de energía se tiene: 

(2.83b) 

(2.83c) 

(2.84) 

reacomodando Ja ecuación e incluyendo Ja ecuación (2.77) (donde rp = {lJ se obtiene la ecuación 

media de Ja temperatura: 

(2.85) 

donde se introduce un término de turbulencia a partir del temlino de advección, en fonna similar 

que en Ja ecuación de Ja velocidad. 

2.S.S. Ecunclón de concentración de Ja masa del contaminante 

Aplicando la descomposición de Reynolds a Ja ecuación de conservación de especies se tiene: 

(2.86a) 

reacomodando se llega a Ja ecuación· 

e a <'u ¡-¡ (., l u {-! ('a <- u Gt:a 1 a {? Ca 
( 

,-(' 7 · ) ( .,,., 1 . 7(-. ; , ) ( 0 2(' o2 , ) --+-.,- + ,-.,-+ ,-,-+11,-.,-+11,-- = J_,,,, --2-+--,-
i!I <./ <x1 cx1 t-x1 iJx1 iJx

1 
,Jxj· 

(2.86b) 
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Promediando cada término y aplicando los teoremas de Reynolds: 

• término de la razón de cambio: 

( 
oCa +!!:E.)= ( oEa + OCa) = ( oCa +Oca)= oEa 

01 a1 01 a1 a1 01 a1 

• término de advección: 

(
- iJC - oc ilCa ocª) (-1 ilEa -1 OCa ilCa ocª) l/1--ª +l/·--ª +11·--+U·-- = l ·--+( ·--+11·--+U·--

iJxj ' oxj ' oxj ' ilxj ' ilx1 ' oxj ' ox1 ' ilx¡ 

-(l=I iJC0 1=1 Oca - !!J.e. f!:.JL) - ¡--+ ¡--+U· +11¡ 
ilxi ilxj 1 ox¡ ox¡ 

= ·--+ti·--(l-1 ilEa oca) 
' ilxi ' oxi 

• término de difusión molecular: 

sustituyendo los términos en la ecuación de conservación de especies se tiene: 

ac~ (17 Ka ocª)- n a2E0 --+ ¡--+ll¡-- - N--2-
iJt OX; r7xj oxj 

(2.87a) 

(2.88b) 

(2.89c) 

(2.90) 

reacomodando la ecuación y sustituyendo la ecuación (2.77) (donde <p = c0 ) se obtiene la ecuación 

media de la concentración de especies: 

(2.91) 

al igual que en las ecuaciones medias de velocidad y temperatura, se introduce un término 

turbulento, que resulta del término de advección 

2.5.6, Ecuación de la densidad 

Aplicando el esquema (2.72) a la ecuación de estado y aplicando los teoremas de Reynolds se 

obtiene la ecuación: 
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(2.92) 

2.5. 7. Discusión de las ecuaciones medias. 

A partir de la descomposición estadística de Reynolds, aplicada a las ecuaciones de 

Boussinesq, se obtuvo el sistema de ecuaciones de la tabla 2.3. 

111. SISTEMA DE ECUACIONES MEDIAS 

(IJI.a) 

oll, +l-
1 

iJÜ, 1 oP 'f 0 2o; ¿{11;111) 
--= ---+-g, + V.v--2-----

<71 J ox, PN i!x, TN oxi oxi 
(111.b) 

-
,Jf - r''f ,72f r111o -+11--= ª" ____ _ 
C1 'c'Jx1 Cx~ i}x1 

(IIl.c) 

(lll.d) 

(IJJ.e) 

l'uhlu 2.3 .\'i.~temu de ecuucirme.~ media.~ 

Debido a los tensores de segundo orden que aparecen en las ecuaciones medias (111.b), (111.c) 

y (111.d) este sistema de ecuaciones es abierto. Resulta evidente que el procedimiento estadístico 

introduce una pérdida de información que debe de compensarse por las hipótesis que se 

consideran para reproducir el comportamiento turbulento del fluido Debido a la no liberalidad de 

los términos de advección en las ecuaciones de la Mccílnica de Fluidos. todo sistema de 

ecuaciones contiene más incógnitas que ecuaciones En el capítulo siguiente se abundara sobre Ja 

representación de los lensores de Reynolds, deduciendo para ello algunos modelos de turbulencia 
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LOS MODELOS DE TURBULENCIA 

3.1. INTROOUCCION 

En el capitulo anterior se derivaron las ecuaciones estadísticas que permiten el estudio de la 

dispersión de contaminantes en la atmósfera, Ja consideración de este procedimiento introduce 

nuevas incógnitas que es necesario representar de alguna forma. Estas incógnitas son las que 

generan el desarrollo de la modclación matemática de Ja turbulencia en Mecánica de Fluidos, con 

variables aleatorias centradas en un punto 

Particularmente son los términos -;¡;;,, u, 8, 111cª que aparecen en las ecuaciones medias 

(111.b). (lll.c) y (111 d) respectivamente. las que introducen el problema de la cerradura de las 

ecuaciones, las leyes suplementarias llamadas comúnmente "leyes de cerradura" conducen a un 

sistema de ecuaciones que permite ser resucito mediante algún procedimiento numérico. En la 

bibliografia suelen encontrarse tres tipos de modelos, a saber: los modelos algebraicos o modelos 

de orden cero, los modelos de primer orden y modelos de orden superior. 

Los modelos de orden cero y de orden uno consisten en representar los momentos de segundo 

orden por medio de coeficientes turhulentos 1·7, K1 y K,. para las tensiones de Reynolds, el !lujo de 

calor y el flujo de masa respectivamente Si estos coeficientes son representados mediante 

ecuaciones empíricas o ajustados mediante ortimizaciones numéricas o experimentales, se dice 
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que existe una modelación de orden uno. Si los coeficientes son representados mediante una 

ecuación de evolución, que generalmente es la energia cinética de la turbulencia, el modelo se dice 

que es de primer orden y a una ecuación; en otros desarrollos se consideran dos ecuaciones de 

evolución, una para la energia cinética de la turbulencia y otra para su disipación, en este caso se 

dice que se trata de un modelo de turbulencia de primer orden a dos ecuaciones. 

Existen otros métodos conocidos como de "orden superior" desarrollados recientemente, los 

cuales consisten en establecer una ecuación de evolución para los momentos de segundo orden, 

donde los coeficientes equivalentes no intervienen más. Estos métodos son los más prometedores 

ya que permiten representar el comportamiento de un fenómeno fisico qur. evoluciona en el tiempo 

y en el espacio con mayor claridad. Sin embargo, la solución numérica de estas ecuaciones 

requiere de computadoras de gran capacidad, además de un tiempo elevado de CPU y en 

consecuencia un alto costo. 

En este trabajo se incluyen en las ecuaciones los coeficientes ( vr, K r, K e), los cuales son 

evaluados con modelos de "orden cero", es decir como constantes a ser optimizadas dependiendo 

del flujo de que se trate; y se incluyen modelos "de primer orden a dos ecuaciones", para lo cual se 

desarrollan dos ecuaciones de evolución. una relacionada con los mecanismos que contribuyen a la 

creación de la turbulencia" y otra, relacionada con los mecanismos que ''destruyen la turbulencia". 

3.2. MODELOS DE ORDEN CERO 

Estos modelos consisten en evaluar coeficientes de \'iscosidad, conductividad y difusión 
turbulentos equivalentes ( ,,1 , Kr. K,·). los cuales no son una propiedad fisica del fluido, 

contrariamente a la viscosidad molecular \'v. a la conductividad térmica a.,. y a la difusión 

molecular JJ,,., sino mas bien son panimetros que caracteriza!f los efectos de la turbulencia de un 

flujo Evidentemente estos coeficientes no son definidos para !lujos laminares o en ausencia de 

movimiento. En toda generalidad estos coeficientes deberían ser un tensor de cuarto orden; sin 

embargo. dada la complejidad de cálculo que este tensor implicaría. se considera una hipótesis de 

isotropía que permite representar este tensor mediante un escalar (Sini. 1986) en un determinado 

tlujo 

3.2.1. l\lodelo de \'iscosid111l turhulruta .-,. 

Este coeficiente relaciona las tensiones de Re~·nolds u, 11 1 con los gradientes medios de 

velocidad; en otras palabras. el tensor de cantidad de mo\'imiento, por analogía con la ley de 

38 



CAPITUWJ WS MODEl.OS DE TURHULENC.1A 

viscosidad de Newton, puede ligarse al tensor de deformación de velocidades medias 

introduciendo el coeficiente de viscosidad turbulenta equivalente (Boussinesq, 1877). Para un 

modelo de orden cero, esto es: 

(3.1) 

Muchas soluciones se han propuesto para evaluar el coeficiente de viscosidad turbulenta Vr 
(Launder y Spalding. 1972). En general, el análisis dimensional muestra que puede considerarse 

proporcional a una escala de longitud (que puede ser el diámetro de la chimenea de emisión o una 

relación que tome en cuenta la longitud de mezcla) y una escala de velocidad (que puede ser la 

velocidad de emisión máxima o una relación que involucre la energía cinética de la turbulencia). 

Se puede considerar, además, un modelo que tome en cuenta la anisotropia del flujo, lo cual 

implica que deben de definirse tres coeficientes de viscosidad, esto es: 

iJ ( - lljllj) ( ) o2
fT; 

-
0 

. -11;11¡+-
3

- = vnli1181m+ vnli12lhm+ l'TJÓl)ci°Jm -Y---a 
XJ {X( Xm 

(3.2) 

Si se considera la hipótesis de que existe isotropia en los planos horizontales, se puede escribir 

l'n = 1~-2 ; en cuanto al coeficiente 1•n este dependerá de la estratificación, teniendo en cuenta 

además la producción o la destrucción de la energía cinética turbulenta por las fuerzas de 

gravedad. 

El valor de estos coeficientes fueron deducidos de mediciones experimentales para casos 

simples (Gaillard, 1980). Así por ejemplo, pueden considerarse los siguientes valores: 

La representación de las tensiones de Reynolds. para un flujo bidimensional en función de la 

viscosidad turbulenta equivalente puede escribirse como. 

(3.3) 

en el caso de suponer isotropia en todos los planos se puede escribir 

(1 ( -) r7lfi 
- -1111 = \1----
i~x, 1 1 ' iJx, i?x, 

(3.4) 
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3.2.2. Modelos de diíu1ión lurbulenla Kr 

Este modelo esta representado por la ec. (3.23) donde el coeficiente Kr puede calcularse a 
partir del número de Prandtl turbulento definido por: 

Prr =...!!. 
Kr 

(3.5) 

cuyo valor, según la literatura, varia entre 0.5-0.7, para flujos libres. 

Considerando la anisotropia del flujo, el flujo de calor turbulento puede modelarse como: 

a (-.1 aFf 
--

8 
11;0¡=(Kr18r181nr+Kr28128inr+Kn81JÓJm)-

8 8 Xj XI Xm 
(3.6) 

y para un flujo bidimensional: 

,., (-' e (-' ,n· tJ 7" 
-- 11JO¡--- 1110¡=Kri---+Kn---

8x1 8xJ <'ix18x1 <'ixJ OXJ 
(3.7) 

en el caso de considerar isotropia en todos los planos, se tiene: 

(l (-\ . ,17• 
---11;0¡=1\r---

c7x:i. Ox; c1x; 
(3.8) 

donde los valores de los coeficientes K r estan ligados a los valores de los coeficientes Vr por 

medio del número de Prandtl turbulento. 

3.2.3. Modelo de diíusión turbulenta Kc 

En este modelo el coeficiente K,. puede ligarse al coeficiente de difusión turbulenta Vr por 

medio del número de Schmidt turbulento definido por: 

(3.9) 

En forma análoga a (3.6) se puede escribir la ecuación para el flujo de especies: 

(3.10) 

y para un tlujo bidimensional 
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2- 2-
i) {-) iJ (-) , iJ Ca iJ Ca --- 111ca -- 113C:a =Kci---+Kc3---

iJx) 8x1 8x1 8x1 iJx3 iJx) 

en el caso de considerar isotropía en todos los planos, se tiene: 

-~(u;ca)=Kc Jea 
8x3 8x1 8x; 

3.3, MODELOS DE TURBULENCIA DE PRIMER ORDEN 

{3.11) 

{3.12) 

Son los modelos de turbulencia más utilizados para la simulación de flujos turbulentos debido 

a que se adaptan con relativa facilidad a un gran número de flujos. Sin embargo, estos modelos no 

reproducen adecuadamente todos los mecanismos que intervienen en el proceso de 

creación/destrucción de la turbulencia; por ejemplo, no reproduce adecuadamente flujos 

fuertemente disipativos o flujos con una dirección principal, ya que estos modelos consideran una 

isotropia local de la turbulencia. No obstante, pueden representar satisfactoriamente los flujos que 

en este trabajo se consideran. 

3.3.J. Modelo K-& 

De manera clásica las tensiones de Reynolds son esquematizadas por analogia a la expresión 

de esfuerzos moleculares en un flujo laminar (Boussinesq, 1877): 

- ( ,:rr olf; ) 2 -u,u¡= \'T --' ---· --0;.;I\ 
<7x 1 iJx, 3 

(3.13) 

en la que V¡- es el coeficiente de viscosidad turbulenta que, a diferencia de los modelos de orden 

cero, ya no es una constante, sino que evoluciona en el espacio y en el tiempo. 

El modelo de dos ecuaciones •·-¡¡ que se desarrolla surge de la base de representar la 

viscosidad turbulenta equivalente v7 mediante la siguiente expresión· 

' - . ,..,-
1•¡ -- ( )l--;; (3.14) 

donde se considera una ecuación de evolución de la energia cinética de la turbulencia ,. y otra de 
su disipación ,. El coeficiente C ·1, se determina experimentalmente a partir de la hipótesis de 

equilibrio ( producción=disipación ). o puede ser calculado a pan ir de relaciones empíricas 
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destinadas a adaptar el valor de esta constante a cada problema en particular; para lo; flujos en 
atmósfera libre Cp=0.09, sin embargo el valor de este coeficiente no es universal. 

a) Ecuación de la energía cinética de la 111rh11lc11c.:ia 

A partir de la ecuación media de la velocidad puede llegar a obtenerse una ecuación exacta 

para los esfuerzos de Reynolds y a partir de esta puede llegar a obtenerse una expresión exacta de 

la ecuación de evolución de la energia cinética de la turbulencia 1.·= V:z11;11;, en la siguiente forma: 

a.- +rT o•· = 
iJt 1 iJx1 

M.Ui>N nt: ltRMINO In: 
CAMBIO An\'ECCJÓ., 
DE..: 

,. u 
1 tllMINO JI[ PllOnl!C't'IÓN/ 
l'ltOhlll't:IÓ~ llESTRl1CT'JÓ'\i 

PllRFllU!.7..U:l!f. 
ARQlllMEM~'I 

' su1>1rAclti'li 

a ( OK "m"m u,p ) (3 15) +- l'N-----11 --Ó¡ • 
iJx

1 
(7x

1 
2 1 PN !I 

TMANSPOltTE ll ... lJSl\'0: 
\'l!il.U!iO l."ONVtlTl\'D FLVCTllACIONUI 

OEPllESIÓN 

Esta ecuación implica que la velocidad d~ cambio de la energía cinética de la turbulencia (K) 

está balanceada por diferentes procesos fisicos. La energia cinética turbulenta es producida 

principalmente por la interacción de los esfuerzos de Reynolds y los gradientes de velocidad 

media, esto es, por el término (P) en la ec. (3.15), (Rodi, 1982), este término de producción (P) es 

modelado utilizando la ecuación que define el tensor de Reynolds obteniéndose: 

(3.16a) 

En situaciones de flujos con buoyant, la energía cinética turbulenta puede ser producida o 

destruida por un intercambio con la energía potencial del Sistema. este proceso esta representado 

por el término (D) en la ce. (3 .15 ). y puede modelarse utilizando la ecuación de flujo de calor 

turbulento, ec. (3.23), y la definición del n[1mero de Prandll turbulento, que se incluirá 

posteriormente. obteniéndose 

(3.16b) 

Un anidisis de orden de magnitud demuestra que el término de transporte viscoso es 

despreciable a números de Reynolds elevados (Mompean. J 989) El término de difusión 

convectiva y el término de difusión por fluctuaciones de presión pueden ser modelados 

conjuntamente con ayuda de la ley del rrimcr gradiente de la manera siguiente· 

(3.16c) 
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El término de disipación (&) transfiere directamente la energía cinética de la turbulencia en 

energía interna del fluido por acción viscosa y es siempre un término disipativo. Este término es 

calculado por medio de una ecuación de evolución. 

Sustituyendo los términos modelados en la ecuación de K se tiene la ecuación modelada para 
la energía cinética de la turbulencia: 

8K + f]. 8K = p + B + & + _!!_(]i 81<: ) 
81 1 8x1 8x1 aK 8x1 

donde los términos P y B se definen de la siguiente manera: 

P = vr( 8fí, _ 8ff;) 8U, 
8x1 8x1 8x1 

,.,. aT 
B = fJ g.,-p -:0-

rr C/Xm 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

y o, es una constante de modelación, conocida tambien como el número de Prandtl de la energía 

cinética. 

b) Ecuación de la disipación de la e11ergia cinética de la 111rb11le11cia 

La ecuación exacta para la disipación e, puede ser obtenida a partir de la ecuación media de la 

velocidad (Sini, 1986), obteniéndose: 

08 +1/ !!!_=-2v. <Ju¡ '7111 c!u, -21J..~~-2v /Jg· <Ju, ,J(i 
Ct 1 iJx1 "c1x,,, iJxm Ox1 ,\ i?x1t7x1 r,1x,,,Cxm N 

1 Oxm iJxm 
CAMBIO 1tl11ttlMI PKOl!lll'CIÓNl'llK n1:i;;1rAC"IÓN1lEC ft1nt7.A51lEARQlllMf.Df.S 
Dtc l11NVl'..Ctl\11 A<:ITA.l:IÚN 

(3.20) 

rRnnvc·t"ION.lll~~TRl'l'l'ION rnK MnVIMIENlO lt.tEDlfl 

Los términos de producción por agitación y disipación de ¿·son modelados conjuntamente. La 

modelación toma en cuenta la influencia de fuerzas de flotación como función de B (Rodi, 1978), 

por lo tanto: 
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(3.2Ja) 

donde (P) y (B) representan la producción total de la energía cinética de la turbulencia, y fueron 

definidos en las ces. (3 .18) y (3.19). 

A partir de un análisis d~ orden de magnitud (Mompean, 1989) se puede demostrar que a 

grandes números de Reynolds los términos de difusión viscosa y de producción-destrucción por 

movimiento medio, son despreciables en comparación con Jos demás términos. 

Asociando los términos de difusión por agitación y difusión por fluctuaciones de presión, 

estos términos pueden ser modelados utilizando la ley del primer gradiente (Mompean, 1989): 

iJ11. 011 ( o p d11 ¡ ) l'r oc 
lljPN--' --1 +2~·N ---- =----

0Xm Oxm ('JXm iJxm ªe Oxj 
(3.2Jb) 

La ecuación modelada de la disipación de la energía cinética es entonces: 

-+/! --=(' - p +( B -('. -+- ~-(1¿· (1¿· e ( , . ) ¿;! r7 ( 1.,. rh· ) 
iJt .1 r-1x 

1 
¿ 1 ,.... ,,., ¿2 ,,.,_. iJx 

1 
a

1
: t7x

1 

(3.22) 

donde se introducen cuatro constantes de modelación, las cuales son determinadas 

experimentalmente 

e) ( '.011xumtl.!.\' del modelo 11..~-t: 

El número de Prar.dtl de la turbulencia que aparece en la ecuación (3.19) es generalmente 

obtenida por la optimización del decaimiento en la altitud de la temperatura media sobre la 

vertical. Su valor para flujos en atmósfera libre se encuentra en el rango 0.5-0.7. 

CONSTANTES DEL MODELO 1<-& 

<',, -0.0'J para flujos en atmósfera libre. Chen y Rodi (1980) 
a, -1 o recomendado por Launder v Spaldin~ ( 1972) 
Gr;:: 1 J rcc1>mend.1do por Laundcr y Spalding ( 1974) 
<", 1 - 1 44 recomendado por Chcn v Rodi ( 1980) 
(',.,:;::: 1 tJ:! rccc>mendado por Shicstcl ( 1982) 
('¿·, :::_ 0-0 :! cuando B<·o 
e·,., - 1 () cuando ll ·IJ 

l'r,. - U 5 recomendado nor C'hen v Rodi ( 1980) 

Tabla 3. /. ( ·on.litame.\· úe/ modelo e.'ittim/ar IC-E 
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En lo que respecta a los valores de las constantes emplricas introducidas por el modelo, las 

cuales son determinadas experimentalmente, se considerarán los valores de la tabla (3.1 ). 

El valor de las constantes es muy sensible; por ejemplo, una modificación del 5% sobre C,
1 

o 

e,, introducen una variación aproximada sobre la expansión del jet del 20% (Chen y Rodi, 1980). 

3.3.l. Modelo Y.- &11 

El flujo de calor turbulento es calculado a partir de la ecuación: 

- ar 
-11;0=Kr-

ilx; 
(3.23) 

en la que Kr es el coeficiente de difusividad turbulenta equivalente, que caracteriza los efectos de 

la turbulencia sobre los cambios térmicos, siendo calculado a partir de la definición del número de 

Prandtl turbulento, ec.(3.5). La experiencia muestra que Kr al igual que vr son variables en un 

flujo dado y de un flujo a otro. sin embargo el número de Prandtl aparece sensiblemente constante 

en un mismo flujo y varia muy poco de un flujo a otro. En lo que a este trabajo respecta se tomará 

como constante en todo el dominio concernido. 

Por otro lado, para estimar los mecanismos de producción destrucción del campo térmico, en 

analogía con el cuerpo dinámico se desarrollaron las ecuaciones para el cálculo de la varianza de 

temperatura y de su disipación. 

a) /!.C:uación de la varum:a Je temperatura 

La ecuación exacta de la ecuación para la varianza de temperatura,(Sini. 1CJ86), es: 

(J(/i - a(/i r! ( r70
2 

-11)0
2

) 
-af -2a. r-'0 iJO +11 -- -- a,.-- -211/I--et J t!xJ dx

1 
' iJx

1 rx) ·' i'Jx 1 Ox¡ 
(3.24) 

\'l:UlClllAP l'OS\'t:ti;·1i'J ... P1t'11Mri"": r1ton11rr111"" 
111s1r~·1ú:"I tn:t"AMl\10 111111.f.l"l'l.Ak 

El término de difusión por transpone molecular es despreciable a grandes números de 

Reynolds; el término de difusión por conveccion es modelado adaptando la ley del primer 

gradiente simple a correlaciones triples, (Mompean. 1989): 

-¡¡2 v, 27i2 
-11 =---

} ao <"X1 
(3.25a) 

en la que a0 es una constante de modelación 
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El ténnino de producción se mantiene sin modificaciones, mientras que la disipación (co) es 

calculada con una ecuación de evolución, a desarrollarse posteriormente, obteniéndose así, la 

ecuación modelada de la varianza de temperatura: 

ao2 
- a'O'- iJ ( vr ao2 

) - cif --+ll·---- --- -211¡9---2&0 
iJI 1 iJx1 - iJx1 a 0 iJx1 iJx1 

(3.26) 

donde cr0 es una constante de modelación. 

b) Ecuación de la disipación de la varianza de 1empera111ra. 

El ténnino de disipación en la ecuación (3.26) puede ser determinado, ya sea, por una 

ecuación de transpone, o por la relación entre las escalas de tiempo dinámico y térmico. 

El segundo procedimiento para calcular la disipación de la energia cinética de la turbulencia 

toma en cuenta las escalas de tiempo dinámico y térmico. La escala de tiempo dinámico r 

caracteriza la escala de tiempo de la turbulencia dinámica y puede expresarse como (Mompean, 

1989): 

K 
T=

& 
(3.27) 

Por su parte, la escala de tiempo térmico r0 representa la escala caracleristica de las 

fluctuaciones de temperatura y puede expresarse como (Mornpean. 1989): 

(3.28) 

La relación de las escalas de tiempo dinámico y térmico puede considerarse como constante 

(Mompean. l 989) y expresarse corno: 

(3.29) 

Incluyendo las escalas de tiempo en la ecuación anterior y despejando la disipación de la 

varianza de la temperatura. se tiene: 

11 ¿· 
l' ----,,- 2U

0 
k (3.30) 
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El valor del parámetro R0 depende del tipo de flujo que se esté estudiando, para flujos libres 

suele encontrarse en la bibliografia valores entre 0.4-0.5. 

Ahora, si se considera una ecuación de transporte para la disipación de la varianza de la 

temperatura, puede obtenerse una ecuación exacta (Mompean, 1989), en la siguiente forma: 

VELOCUJA.0 CONVlC't'IÓN 
OECA.MllO 

nrt:Nn: WUt rNTr.llACClÓN DE 
TllMIUU'.NCIMJIL\D. DE TEMP, MIEDIA 

flJl:NT! roa lNTUACCIÓN 
fllJCJVACtÓN TU4P..-OllAD. YIEL MlDIA 

-2aN °8 º"j .!.!!._ -2(a, ~)
2 

iJx; iJx; iJx ¡ ' iJx;iJx 1 
l~TUtAl1:º1ÓN F.Nlkf. r.MAn. JH" lllSIPAC"IÓ'li 
fl.llCTl!ACIONl"..'l JUMllllU'.Nl A.\ ~mu:c:tJt.AM 

_ __!_(aN °80 
ex¡ iJx¡ 

PIJlJi'ilÓN 
MOLECULAM 

-11¡&'0) 
Plt11JIÓN 
CON\IECTIVA 

(3.31) 

A partir de un análisis de orden de magnitud (Mompean. 1989), se puede demostrar que a 

grandes números de Reynolds, el segundo de los términos fuente por interacción turbulencia

gradiente de temperatura media, y el término de difusión molecular, pueden ser despreciados en 

comparación con los demás términos de la ecuación 

Para el primero de los términos füente por interacción turbulencia-gradiente de temperatura 

media y el término fuente por interacción fluctuación de temperatura-gradiente de velocidad 

media, Chung y Sung ( 1984) proponen la inclusión de la producción de la energía cinética de la 

turbulencia (P) y un término suplementario de producción de los efectos de flotabilidad (B), asl 

que: 

2 
<70 <711 1 ,;[ 2 <º0 ,111 el!, (' e,, -

0 
/'f' .. ( D) & 11 - a------ a----=-,. =11 --+<i- P+ -

iJx, t}X¡ dx) l 1x¡ iJxl {_,1x, 71 o:? ' Cxj 12 K 
(3.32a) 

El término de difusión convcctiva se modela de la siguiente manera: 

(3.32b) 

El término de interacción entre gradientes de fluctuaciones turbulentas y el de disipación 

molecular pueden ser modelados empleando las escalas de temperatura dinámica y térmica, 

(Newman et al. 1981 ): 
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iJ8 iJU ¡ iJ8 iJ2 8 
( )

2 

-2a------2 a--
iJx1 iJx1 iJx ¡ iJx1 x ¡ 

(3.32c) 

Sustituyendo cada ténnino modelado en la ecuación exacta de la disipación de la varianza de 

la temperatura se obtiene: 

(3.33) 

donde se introducen cinco constantes de modelación. las cuales son determinadas 

experimentalmente. 

c) Co11sta11te., del modelo 82 - & 0 

El valor de las constantes empiricas de modelación se obtienen experimentalmente. En la tabla 

3.1 se encuentran valores recomendados por diferentes autores. El valor de las constantes varia 

ligeramente de un autor a otro y dependen también del tipo de flujo 1, por lo que estas pueden ser 

optimi1.adas. 

CONSTANTES DEL MODELO 8 2 - &0 
a0 =O. 7 recomendado por Spalding ( 1971) 

ª&o= 1.0 valor generalmente utilizado. 

c,
11 

= 1. 96 definido por Newman et al' (1981) 

e,.,., = 0.80 definido por Chung and Sung (1984). 

c,n = 0.80 definido por Nowman et al (1981). 

e,,. =2.o definido por Chung and Sung (1984). 

Prr =0.5-0.7 para tluios libres 

Tabla 3.2. Crm.'ilantes del mm/e/o 0 2 - c 11 

1Los valores de las constantes han sido obtenidos. pnncipalmentc. a p;utir de flujos de upo jcl plano. 
2Newman el al ( l IJK l) realizaron un estudio a partir de medidas c.xpenmcntalcs de procesos de C\-'Olución de 

02 para flujos honlOgCneos con y sin grnd1cntcs de tcmpcralura media. 
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3.3.3. Modelo ~ - &e 

Este modelo es deducido a panir de una estrecha analogía con la ecuación de la temperatura y 

esta representado por la ecuación que define el flujo de masa turbulento: 

-u¡ca= Kc ~Ca 
ox¡ 

en donde Kc es calculado mediante el número de Schmidt turbulento, ec. (3.9). 

(3.34) 

Por otro lado, para estimar los mecanismos de producción destrucción del campo de la 

concentración de la especie a, en analogia con el cuerpo dinámico y térmico se desarrollan las 

ecuaciones para el cálculo de la varianza de la concentración de a y de su disipación. 

a) Ecuación dL• Ja varianza de las e.v1ecie.\· 

La ecuación de la varianza de la concentración de especies ~. en su forma modelada, y en 

analogía con la ecuación de la varianza de temperatura, puede escribirse: 

(3.35) 

en donde ac es una constante de modelación, y &e es la disipación de la varianza de la 

concentración de especies. 

b) Ecuación de Ja dis1pació11 de la mrianza de las especie., 

La disipación de la varianza de la concentración de especies puede calcularse por medio de 

escalas de tiempo o por medio de una ecuación de evolución. 

La ecuación de la disipación de la varianza de la concentración de a a panir de escalas de 

tiempo. por analogía con la temperatura. es: 

(3.36) 

donde /10 es la relación de las escalas de tiempo de concentraciones y dinámico. Considerando la 

analogía de las ecuaciones de la temperatura y concentración. y considerando que ambas 
cantidades son escalares, se puede considerar que el valor de J<c es igual al valor de R,, 
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Por otra parte la ecuación de evolución de la disipación de ¿, en su fonna modelada, y en 

analogla con la ecuación de la disipación de la varianza de la fluctuación de la temperatura (3.33). 

puede escribirse en la forma: 

(3.37) 

donde se introducen cuatro constantes de modelación. 

e) Cnnslall/l!s tle/ moddo ~ - &e 

Las constantes de modelación del modelo ¿ -ce no son encontradas en la literatura y se 

propone, que por la analogía existente entre las ecuaciones de la temperatura y de la concentración 

de a, y considerando que ambas cantidades son escalares inertes, serán utilizas las mismas 

constantes que utiliza el modelo de la temperatura, como se muestra en la tabla 3 .3. 

CONSTANTES DEL MODELO ~ - e, 

a,,= 1.00 

C,., ., =O. 80 

e,,., = 2.00 

Se,.= o.5-0.7 

Tabla 3.3. Con.'ilan/e.t Je/ modelo ~ - &(, 
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CAPITULO 4 

LOS METODOS NUMERICOS DE 
SOLUCION 

EL PROGRAMA QUETZAL/U 

4.1. INTRODUCCION 

Un sislema de ecuaciones como el que se ha oblenido en los capítulos anteriores, tiene que ser 

resuelto, evidentemente, por vía numérica. Para esto, debe elegirse un método de discretización 

del modelo fisico-malemático, el cual involucra dos componentes: la discretizacíón espacial y la 

discretizacíón de ecuaciones. En este trabajo se ha optado por resolver el modelo mediante un 

esquema de diferencias finitas en una malla tipo MAC (fig. 4.1 ). Para lo cual se modificó un 

programa de computadora. llamado QUETZAL/11, el cual permite considerar los modelos de 

turbulencia desarrollados en etapas anleriores, así como la combinación enlre ellos, de acuerdo a 

la definición de los panimetros presentados en la tabla (4.1 ). 

Se considera además, el método de compresibilidad artificial para la solución de la ecuación 

de continuidad. 



Ci\PITl/l,0.f l.OS l\IETOIKlS Nlll\H:RIC.'OS DE SOl.llCION 

Parámetro o 1 
MOL Modelo Vr Modelo K-& 

MTH Modelo Kr Modelo fP - en 

MTC ModeloKc Modelo e~ - &r 

Tabla ./. J /Jeflt1/d1l11 de /tJs pardmctros M/JJ., MTH.)' MTC. 

En este trabajo se ha considerado un dominio bidimensional, Jo que permite simplificar Ja 

solución numérica del modelo matemático, además de disminuir el tiempo de cómputo. 

4.2. DISCRETIZACION ESPACIAL 

La discretización espacial consiste en construir una malla por medio de Ja cual, el dominio 

fisico continuo sea reemplazado por un numero finito de puntos, donde Jos valores numéricos de 

las variables serán determinados. La exactitud de la aproximación numérica depende también del 

tamaño de Ja malla. ya que el error de la simulación numérica tiende a disminuirse cuando el 

tamaño de Ja malla se reduce. y Ja rapidez de esta variación esta caracterizada por el orden de Ja 

discretización numérica de las ecuaciones. La solución numérica depende también del tipo y forma 

de la malla. 

Considerando que Jos dominios de interés en estudios atmosféricos son de grandes 

dimensiones, y ader~as, que alejandose de la chimenea Jos gradientes de las variables son menores, 

se puede utilizar una malla que crezca conforme se aleja de la chimenea, y su geometría dependerá 

del caso de estudio, pudiendose imponer una malla con diferentes zonas, en donde en cada zona la 

malla tenga diferentes incrementos o que crezca uniformemente. 

En este estudio se ha considerado la malla MAC (denominada de esta forma por sus siglas en 

inglés Marker-and-Cell). desarrollada en los Alamos. en la cual los escalares son evaluados en el 

centro de las mallas y las cantidades vectoriales en las caras correspondientes. como se indica en la 

!ig. 4.1 

La fig 4.1 esquematiza la malla MAC' para un dominio bidimensional. que además es 

irregular. es decir, el tamaño de cada celda de la malla puede ser diferente Para obtener Jos 

valores numéricos en todos los puntos ele la malla es necesario considerar una doble malla en un 

dominio de estudio. es decir. una malla de calculo y una de interpolación. En la malla de calculo es 
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en donde se resuelven las ecuaciones discretizadas de Ja variable de interés, y en la malla de 

interpolación se calculan dichas variables por medio de una interpolación lineal. 

' ---t--
1-1 

' ' :q_:,1+1 

---·----W¡,1+1' 

! 
-----t----- - k+J 

l.1+1.1 l 

---·--9J,; ·----- -· k ¡ </}+1,1 

' ' 

---·---- -----~----- -· k-1 ~.l·J: : 

I+/ 

F;gura 4.1 Malla dt! Ji.fcrctización MAC, rprepre.,enta los e.fea/ara 

.il.3. OISCRETIZACION DE ECUACIONES 

El proceso de discretización de ecuaciones consiste en pasar de una función continua a una 

función discreta que resulta en intervalos finitos de tiempo y espacio que permite Ja transformación 

de las ecuaciones diferenciales a operaciones algebraicas que involucran Jos valores de las 

variables en Jos puntos de la malla. 

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) dependiente del tiempo, como es el 

caso, requiere de un esquema de integración en el tiempo. Asl, la derivada temporal se discretiza 

como: 

ihp <p".1-<p" 

~>¡ /'>./ 
(4.1) 

donde <p representa cualquier variable dependiente del tiempo. Con lo cual se obtiene un sistema 

de ecuaciones algebraicas a un nivel de tiempo dado como una función de las variables en un paso 

de tiempo previo. 
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El sistema de ecuaciones del modelo físico-matemático es un sistema parabólico en el tiempo 

e hiperbólico en el espacio; para resolverlo se ha elegido un método de diferencias finitas. El 

esquema general de la solución de las ecuaciones que se ha elegido es el siguiente: 

[ l ll+I [ ]" • [C " Dºfu " ] 11 
'l'jJ = 'P¡J +ul onvecc1on + 1 s1on + ... (4.2) 

en la que (IJ) representan los índices en el espacio y (11) el indice temporal; así, las ecuaciones son 

resueltas de acuerdo a las condiciones establecidas en una etapa de tiempo anterior, 

relacionándose en un proceso de cálculo por el incremento de tiempo dado por ó. I. La estructura 

dada por la ecuación (4.2) es la misma que se considera dentro del programa de cómputo y tiene la 

ventaja de conocer la evolución, en el espacio y en el tiempo, de los diversos mecanismos que 

intervienen en las ecuaciones. 

4.3.1. El método de diferencias finitas 

El método de diferencias finitas se basa en las propiedades de la serie de Taylor cuya 

expresión general es: 

iJrp¡ 1 ( ) 2 8
2

rpl 1 { )" iJ"rpl ( m) rp· ¡=rp·+ó.x·- +-Ax· -- +-Ax· -- + ... +O ó.x· 
J+ 1 1 iJx . 2 1 iJx 2 . 11! 1 iJx 11 . 1 

} } } 

(4.3) 

es decir, que el valor de la función 'PJ+I evaluado en XJ+I puede obtenerse a partir de una 
expansión en el punto x1. La distancia espacial entre x1 y X¡+I es ó.x1 = X¡+1-x1. El término 

O(ó.xf') es el error de truncamiento, y m representa la potencia de Ó.X¡ en el que el error de 

truncamiento tiende a cero. Ahora por ejemplo, si consideramos un error de truncamiento de 

primer orden, O(ó.x1). y despejamos la primera derivada de rp, se obtiene una aproximación de la 

primera derivada de primer orden de la siguiente forma: 

iJrpl ='P1+1-'P1+0(ó.x.) 
l'x 

1 
llx1 

1 (4.4) 

Considerando una malla cualquiera. las fórmulas de diferencias para las derivadas en un punto 

pueden construirse incluyendo cualquier número de puntos adyacentes, y en general el orden de 

aproximación se incrementa con el número y el arreglo de los nodos que se incluyen. En cualquier 

esquema numérico debe considerarse un balance entre el orden de aproximación y el número de 

puntos. 
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En este estudio se calculan las derivadas a panir de un esquema de tres puntos centrales, 

considerando una malla no homogénea como la que se indica en la fig. 4.2. 

z 

' 

·--r:--------
llz,+1! 

! 
j-1,I 

t:,,z1 \ ___ + ___ ¡ _______ _ 
~-6.xl 

-J.,. 1-------1---

! 
j,/ j!J,I 
- j,1-1 -------+--

6. y;,-.J. 
Figura 4.2 Malla no homogénea. 

X 

La primera derivada de una función <p con respecto de x en el punto j, / y en un esquema de 

tres puntos, considerando la malla de la fig. 4.2, puede ser obtenida con una expresión de la forma 

(Hirsch, 1988): 

(4.5) 

Los coeficientes (a,b,c) son encontrados a partir de la expansión de la serie de Taylor de los 

puntos 'fl¡+ I,/• desarrollo a la derecha, y 'fl¡.1,1, desarrollo a la izquierda, alrededor del punto 'P¡, 1: 

º'PI ( tix7 )¡j <pi ( 3i 'fl1·-11='fl1·1-6X1·- + -- --, +O l';.xl·. . . iJx . 2 ax-
;J j,I 

(4.6) 

(4.7) 

en donde se ha considerado el siguiente parámetro geométrico: 

55 



c.unvw .. LOS METODOS NUMERICOS DE SOLUDON 

(4.8) 

multiplicando la ec. (4.7) poro, la ec. (4.6) por h y sumando CVJ¡,1 se obtiene: 

ª'l'J+l.I +brp¡-J,I +crp1,1 =(a +b+c)rpj.1-1>.xiaa1 -b)º"'I +(!>.xJ )(aaJ +b)a2~1 +0(1>.x]) (4.9) 
8x J,I 2 8x JJ 

Comparando la ecuación anterior con la ec. (4.5) se obtienen las condiciones: 

a+b+c=O aa}+h=O (4.10) 

resolviendo este sistema de ecuaciones se encuentran los coeficientes a, b, e: 

(4.11) 

que al sustituirse en la ecuación {4.5) se obtiene la ecuación de la primera derivada en la dirección 

x: 

aq>¡ V'1+1.1+(a]-l)v>1.1-a]v>1-11 ( 2 ) 
- = +Oóx. 
ax j} a¡(a¡ +l)Ax¡ J 

(4.12) 

Siguiendo un procedimiento análogo, se pueden obtener las siguientes derivadas en esquemas 

de diferencias finitas de tres puntos: 

• Primera derivada de rp con respecto a z: 

( a7 - 1 )rp J,I - al V' ¡.1-t arp¡ 
ax J./ 

rp i.l+I + 
(4.13) 

donde: 

(4.14) 

• Segunda derivada de rp con respecto ax: 

(4.15) 

56 



CAPITUW4 IA>S METOf>08 NUMERICOS DE HOLUCION 

• Segunda derivada de 9' con respecto a.:: 

¡j-9'1 _ (9'JJ+1-(a¡+l)9'¡J+a19'¡J-1) 
2 -

2 
( ) 2 iJz JJ a1 a 1+1 !J.:¡ 

(4.16) 

• Derivada cruzada: 

¡j-9'1 1 1 { ( 2 ) 2 ( 2 ) -;-:;;-- = ( + ¡) •· ( l) •- 9' /+IJ+I + a¡ -1 9' ¡+1,1- a¡ 9' j+IJ-1 + aj -1 
vZvX iJ a¡ a¡ ""'I a¡ a¡+ '-"j (4.17) 

[ 9'¡,l+I +(ar - 1)9' j) - af 9'¡¡-1 ]- a}[ 9'¡-IJ+I +( a7 -1)9'¡-IJ - a79' j-IJ-t ]} 

donde se considera un esquema de cinco puntos para poder considerar las dos direcciones, 

fig. 4.2 

Los esquemas antes mencionados han sido optimizados utilizando funciones geométricas 

representando flujos como los que aquí se estudian (Ramírez, 1991 ). 

4.3.2. Ecuación media de la velocidad vertical 

La discretización de la ecuación de velocidad media, ec. (lll.b), en su componente vertical, de 
acuerdo al esquema (4.2), es: 

-,,+1 -,. iJP T-1'.._, [ ( . ) ]" WJ.I = W¡,1+ Al CONVECW1.k -VOM¡.1 ·a;t, -DIFFW1 1.k -g-;¡;--DIFFW21.k 

(4.18) 

donde 

VOM ¡=...!..._ 
/. PN 

y los macrotérminos se definen como: 

• Advección: 

off" -oW 
CONVECW k =-U--W-

'· iJx iJ:: 

(4.19a) 

(4.19b) 
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La ecuación (4.!9b) es la definición de la convección; sin embargo al utilizarla directamente 

introduce problemas de estabilidad numérica, por ello se ha recurrido a la utilización de un 

esquema que permite estabilizar dicho mecanismo; este esquema es presentado a detalle en la 

sección 4.4. En las ecuaciones posteriores se utiliza el mismo esquema para el término de 

convección. 

• Gradiente de presión: 

I

n P" P" éJP = ¡.t+I - iJ-1 

éJz f,I Az¡ 
(4.19c) 

• Difusión molecular: 

( 
a2w a2w a2u) DIFFWI; k = µ0 2--+--+--

, éJ:éJ: éJxéJx éJxiJz 
(4.19d) 

• Difusión turbulenta: 

La difusión turbulenta se evalúa de diferente fom1a según el modelo de turbulencia 

utilizado. 

a) modelo algebraico (MDL=O): b) modelo de primer orden (MDL=l): 

a2W a2W 
DIFFW2;,k = Vr1 éJxéJx + vn éJzéJz (4. 191) 

(4.19e) 

4.3.3, Ecuación media de la velocidad horizontal 

La discretización de la ecuación de velocidad media, ec. (lll. b ), en su componente horizontal, 

de acuerdo al esquema (4.2), es: 

Uj'.i' = Uj'., + "'[ CONVECU •. 1 -VOM,.{ ~~L- DIFFUl;.k J-DJFFU2;.l r 
donde el término VOM fue definido en la ec. (4.19), y los macrotérminos se definen como: 

• Advección: 

(4.20) 
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-ou -off 
CONVECU1.k =-U a;-W a¡ (4.21a) 

• Gradiente de presión: 

I
n P" P" IJP = ¡+1,1- 1-11 

ox JJ Ax¡ 

• Difusión molecular: 

( 
¡;2[! a2U t32W) 

DIFFUl . .k =µ 2--+--+--' oxox o::oz oxoz 

• Difusión turbulenta: 

(4.21b) 

(4.2lc) 

La difusión turbulenta se evalúa de diferente forma según el modelo de turbulencia 

utilizado. 

a) modelo algebraico (MDL=O): b) modelo de primer orden (MDL=O): 

¡;2[1 a2fT 
DIFFU2;,k = Vn oxox + Vn ozo: DIFFU2¡ k = ólm + ólllV . ox oz (4.2le) 

(4.2ld) 

4.3.4. Ecuación de la energla cinética de la turbulencia 

La ecuación de la energía cinética de la turbulencia, ec. (3 .17), es discretizada de acuerdo al 

esquema (4.2): 

K'jj1 = "'Í; + ó 1[ CONVECK1.k + P'/1 + ~',¡ + DISSK1.k + DIFFK1,k r (4.22) 

donde los macrolérminos se definen como: 

• Convección: 

CONVECK1.k =-Uº"- -W º" ox o: (4.23a) 

• Producción: 

a) término de producción: 
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p!' = v [2(ºfi)
2 

+2(éJW)
2 +(ºfi + éJW)

2

] 1.I T¡,1 éJx éJ: éJ: éJx (4.23b) 

b) ténnino de producción o destrucción por fuerzas de flotación: 

(4.23c) 

• Disipación: 

DISSIC;,k = -& (4.23d) 

• Difusión: 

DIFF - Yr¡.I ( o2
K éJ

2
K) 1 (ºV1 éJK éJv, º") IC¡¡ --- --+-- +- ---+~-

' . u" éJx 2 éJ: 2 u" éJx éJx éJz éJ: 
(4.23e) 

4.3.5. Ecuación de la disipación de la energia cinética de la turbulencia 

La ecuación de la disipación de la energia cinética de la turbulencia, ec.(3.22), es discretizada 

de acuerdo al esquema (4.2): 

éjj1 = é}J +ó.1(CONVEC&;,k + PROD&,-J +DISS&;,k +DIFF&¡,k ]" (4.24) 

donde los macrotérminos se definen como: 

• Convección: 

CONVEC&,-,k = -rr ih -W éJc 
ilx éJ: 

(4.25a) 

• Producción: 

PROº ( , éj¡ (r" B" ) &;;.. = &1 ;;- jJ+ j) 
j,/ 

(4.25b) 

• Disipación: 
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DISS& = -C kl 
1,k •2 ,¿_;, (4.2Sc) 

• Difusión: 

(4.25d) 

4.3.6. Ecuación de la temperatura media 

La ecuación de temperatura media, ec. (IIl.c), puede discretizarse de acuerdo al esquema 

( 4 .2), obteniéndose: 

°'1iY1 = 'tj,l + ll 1[ CONVECT;,k + DIFFTl;,.1 - DIFFT2;,.1 r (4.26) 

donde Jos macrotérminos se definen como: 

• Advección: 

(4.27a) 

• Difusión molecular: 

[ 
a2'f a2't] DIFFTI;.; = aN --+--

iJx iJx o: o: (4.27b) 

• Difusión turbulenta: 

La difusión turbulenta se evalua de diferente forma segun el modelo de turbulencia 

utilizado. 

a) modelo algebraico (MTH=O): b) modelo de primer orden (MTH=J): 

DIFFT 
,. a2W ,. a2rT 

2;,k = "n axa;+"n i)ziJ: (4.27c) 
DIFFT2 k = iJ!dJ + iJ»• 8 

l. ex o: (4.27d) 
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4.3.7. Ecumclón de la varianza de temperatura 

La ecuación de la varianza de temperatura, ec. (3.26), es discretizada de acuerdo al esquema 

(4.2): 

o2r+I = B'-1" + at( CONVEC91.k + DIFFB;,k + PROD91.k + DISS01,k f In ¡; 

donde los macrotérminos se definen como: 

• Convección: 

• Difusión: 

• Producción: 

• Disipación: 

-iJB2 -082 
CONVEC91,k = -ll -;¡;--Wa¡ 

[
-iJT -iJ'f] PRODBu. =-2 118-+w(}-

iJr iJz 

DISS81,¡ = -2&"'·' 

4.3.8. Ecuación de la disl11ación de la varianza de tem11eratura 

(4.28) 

(4.29a) 

(4.29b) 

(4.29c) 

(4.29d) 

La ecuación de la disipación de la varianza de temperatura, ec. (3.33), es discretizada de 

acuerdo al esquema (4.2): 

é~;.: = t;1,.1 +tu[ CONVECe,,"' + PRODe t\.t + DIFFe 0,,1 + DISSE 8,.1 r (4.30) 

donde los macrotérminos se definen como: 

• Convección. 
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- oc0 -ilc0 CONVECe~.k =-U a;--W oz (4.3la) 

• Producción: 

41.1 ( ,, ,, ) &0 (- a't - a't) 
PR0De 0,,k =C,72 K'}¡ P¡¡+B¡J -Cc71 {j 118 ox +wB-¡; (4.3lb) 

donde los términos P y B fueron definidos en las ecs. (4.23c) y (4.23d), respectivamente. 

• Difusión: 

(4.31c) 

• Disipación: 

(4.31d) 

4.3.9. Ecuación media de la concentración de especies 

La ecuación media de la concentración de especies, ec. (IIl.d), puede discretizarse de acuerdo 

al esquema (4.2), obteniéndose: 

-11+! -,, [ ]" 
Ca¡,1 = Ca¡.I +61 CONVECC;.t + DIFFCI;.t -DIFFC2;,k 

donde los macrotérminos se definen como: 

• Advección: 

• Difusión molecular: 

• Difusión turbulenta: 

[ ifl(""" iflc] DIFFCI;.k = DN --ª +--ª 
OXflX oz o: 

(4.32) 

(4.33a} 

(4.33b) 

83 



LOS METOIX>S NUMERICOS DE ROLUCION 

La difusión turbulenta se evalúa de diferente forma según el modelo de turbulencia 

utilizado. 

a) modelo algebraico (MTC=O): b) modelo de primer orden (MTC=I): 

DIFFC21 k = éluca + iJwca 
' 8x 8z 

(4.33d) 

u.to. Ecuación de la varianza de concentración 

La ecuación de la varianza de las concentraciones, ec. (3.35), es discretizada de acuerdo al 

esquema ( 4.2): 

-¡n+I ~" <~ =e~ + dt[ CONVECc1 k + DlFFc1.k + PRODc1 k + DlSSe¡.k f 
j,I j,/ • • 

donde los macrotérminos se definen como: 

• Convección: 

• Difusión: 

_,Jc2 -8~ 
CONVECc,.,.¡ =-U .::g:-w 8; 

DIFF _ vr,,, ( 82~ 82~) 1 ( 8vr 8~ 8vr 8"'J.) 
C¡k --- ---+--,- +- --+--+--+~ 

· ac 8x 2 8z • ac 8x 8x 8: 8z 

• Producción: 

PRODc1 k = -2 uca __'.1l'.. + wc a __'.1l'.. [
- 8C - iJC] 

. iJx iJ: 

• Disipación: 

(4.34) 

(4.35a) 

(4.35b) 

(4.JSc) 

(4.35d) 
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4.3.11. Ecuación de la disipación de la varianza de las especies 

La ecuación de la disipación de la varianza de las especies, ec. (3.37), es discretizada de 

acuerdo al esquema (4.2): 

(4.36) 

donde los macrotérminos se definen como: 

• Convección: 

CONVECe = -ü iJc, -W iJ&, 
~-' iJx iJ: 

(4.37a) 

• Producción: 

(4.37b) 

donde los términos P y B fueron definidos en las ecs. (4.23c) y (4.23d), respectivamente. 

• Difusión: 

(4.37c) 

• Disipación: 

(4.37d) 

4.4. EL ESQUEMA DE CDNVECCIDN 

En secciones anteriores se mencionó que debido a la no linearidad del término convectivo en 

las ecuaciones de Navier-Stokcs, se recurria al tratamiento estadístico de las ecuaciones; este 

mismo término representa un problema complejo de resolver numéricamente; para ello se ha 

recurrido a un esquema 11pwi11d (ponderado hacia adelante) desarrollado por Ramirez (1991), el 

cual ha mostrado ser estable en flujos atmosféricos. La metodologia adoptada es la siguiente: sea 
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A una variable cualquiera (W, U, T, K, &, etc.) a ser transportada; entonces el esquema 

convectivo, en la etapa de tiempo 11+ J, tiene la forma siguiente: 

ADVEC(A¡¡) = ADVECX(A¡;)+ ADVECZ(A¡;) (4.38) 

En donde se tiene, para la dirección horizontal: 

ADVECX 
ADVECX(A¡.1)= t.x 1·

1 

¡ + llx¡+l 
(4.39) 

donde: 

ADVECX 1,1 = ( COX 1+1.1-llj+1.1 + COX J-l.I )A1,1-( COX 1+1.1 )A1, v -( COX1-1,1-llj-1,1 )A1-2,1 (4.40) 

en la que: 

(4.41) 

De la misma forma. para la dirección vertical se tiene: 

ADVECZ 
ADVECZ(Af./) = J,I 

f!.z¡ +&1+1 
(4.42) 

ADVECZ¡,1 = (coz¡.1+1-Wj'.1+1 +COZ¡,1-1)A¡J-(COZ¡,/+l)Aj.1+2 -(coz JJ-1-W1'J-1)A¡1-2 (4.43) 

(4.44) 

En estos desarrollos a.A (O:>a.A,; 1) es un parámetro de decentramiento cuyo valor inicial es 

O. 7; este valor se optimiza periódicamente en el curso de la evolución de la solución mediante el 

siguiente procedimiento: 

l. Determinación de la velocidad máxima en todo el dominio: 

(4.45) 

2. Cálculo de un coeficiente a.: 

aA = C.1 • VMAX·fil/M/111¡,. (4.46) 
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en la que CA es un parámetro igual a 0.93, Al el paso de tiempo y M1m1n el valor de la 

malla más pequeña. 

3. Selección del coeficiente alfa: 

(4.47) 

4.5. METODO DE COMPRESIBILIDAD ARTIFICIAL 

Suponiendo que todos los campos son conocidos en el instante t = mil, la resolución de las 

ecuaciones medias de la velocidad, ecs. (4.18) y (4.20), permite obtener en cada nodo del dominio, 

una primera aproximación de la velocidad a la etapa (11+ /). La primera aproximación de la 

velocidad (11+ 1) es representada por las condiciones impuestas en las condiciones iniciales. Luego, 

cuando el campo de velocidades es calculado en todo el dominio, estas velocidades no satisfacen, 

evidentemente, la ecuación de continuidad, ec.(Ill.a), para ello es necesario que en cada paso de 

tiempo, se este verificando dicha ecuación y con este propósito se introduce el método iterativo de 

compresibilidad artificial, desarrollado por Chorin en 1967 (Peyret, 1982). 

Conforme evolucionan en el tiempo, la solución de las ecuaciones deben satisfacer la ecuación 

de continuidad en el dominio; esto implica que para un dominio discretizado esta ecuación deberá 

satisfacerse en cada una de las celdas de cálculo (fig. 4.1 ). Así la ecuación de la divergencia, ec. 

(IIl.a), escrita en una etapa (11+ 1) debe de satisfacer matemáticamente la siguiente relación: 

div v··• =o (4.48) 

Esta condición generalmente no se cumple y es más fuerte al inicio de los cálculos (fig. 4.3); 

por ello, para ajustar la ecuación de continuidad se ha introducido el método de compresibilidad 

artificial. El método de compresibilidad artificial funciona de la siguiente manera: Considérese la 

ecuación de movimiento en la siguiente forrna: 

f1"+I = i7" + f"" + ót[ Otros mecanismos]" (4.49) 

suponiendo que todos los r.ampos son conocidos a la etapa (11+ 1), la solución de la ecuación 

(4.49), permite obtener, en cada nodo del dominio, una primera aproximación de la velocidad a la 

etapa (11+ 1). 
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50 100 150 200 250 300 
n. nUmero de ciclos 

Figura 4.3. Aspecto indicativo de la conver/(encia del método de compresibilidad artificial 

Evidentemente la ecuación de continuidad (4.48) no se verifica en cada célula de cálculo; a 

partir de este campo aproximado, un proceso iterativo permite ajustar conjuntamente J7"+1 y P n+J 

de tal forma que se verifique: 

div17••1 =e-+ o (4.50) 

En efecto, div r••I positiva (negativa) en una célula (1,k), induce la existencia de un flujo de 

masa saliendo (entrando) de la célula, que. se puede, para asegurar la conservación, anular 

disminuyendo (aumentando) artificialmente la presión en la célula considerada. & es una cantidad 

pequeña tendiente a cero. La relación de iteración es de la forma: 

[or••l]1+1 = - " [ . ., ... 1]1 
i.k Pe dtV.Y i,lt (4.51) 

en la que I es el Indice iterativo de la compresibilidad, J /' 1" 1 es la corrección de presión hecha a la 

(/+ 1)-ésima iteración y Pr el parámetro de iteración <Pe> O). 

Este método permite relajar simultáneamente los campos de velocidad y de presión; el 

algoritmo de relajación simultánea es equivalente al algoritmo implícito clásico que consiste en 

resolver la ecuación de Poisson para la presión y llevar ésta a la ecuación (4.49), (Sini, 1986). 

Después de haber impuesto. en el ciclo temporal (11+ J) una corrección de presión 5pl+I en la 

célula (i,k), la conservación de Ja cantidad de movimiento debe de asegurarse, y en consecuencia, 
Jt"+I debe de ser corregida de una Cantidad div r=rt+I 
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Asi, introduciendo la relación Je iteración (4.51) en la ecuación (4.49); pueden obtenerse las 

correcciones de la velocidad: 

ourt = [ urt] 1+
1 
-[ urt] 1 = ~:f 

1 

out'..\~ = [ u;~1~] '+1 
-[ ur_\~k] ' = A~: f 1 

,,,111+1 _[w;•i+ll/+I [w;•+l]l -AtoP¡'.t
1 

UL i,k - i,k - i,k - PN llz 

11+1 [ n+I l /+I [ n+I ] ' Al oP¡'¡1 
0U1,k-1 = Wi.k-1 - Wi,k-1 = PN t:iz 

(4.52) 

El parámetro Pe que aparece en la relación de iteración (4.51) se obtiene después de haber 

corregido el campo de velocidad a la (/+ /)-ésima iteración, con lo cual div V n+I = O; de donde se 

obtiene que: 

P [divV.!-+1]
1 

N 1,k 

2A1(-
1
- + -

1
-) ó,y2 t:iz2 

Comparando la ec. (4.53) con (4.51) se deduce que: 

P 
_ PN 

e - ( ) ) ) 2AI --+-· 
Ax- 2 llz 2 

(4.53) 

(4.54) 

Las correcciones son hechas linea tras línea en la totalidad del dominio. La corrección 

impuesta en una célula afecta las células vecinas. El proceso debe ser reiterado hasta que a la etapa 

(11+ /), la ecuación de continuidad sea verificada, a un valor e~O. en todas las celdas del dominio. 

La convergencia del proceso iterativo puede ser acelerada introduciendo un coeficiente de 

relajación en la ec. (4.53). Este coeficiente, definido como n. debe a fin de conservar la estabilidad 

del esquema, tomar valores en el intervalo: 

O.J,;Q,;J (4.55) 

Conforme evoluciona el tiempo, se requerirán de menos iteraciones en el algoritmo del 

método, como se indica en forma esquemática en la fig. 4.3 
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4.8. ANAUSIS DI! EIQUl!MAI NUMERICOS 

Con el propósito de analizar las propiedades y la validez de un esquema numérico deben de 

verificarse los conceptos de consistencia, estabilidad y convergencia. En la lig. 4.4 se observa la 

relación entre estos tres conceptos. 

CONDJCJON SOOH.E LA ESTRUcnJRA DE LA FORMULACJON NUMERJCA 

ECUACIONES DISCRETIZADAS ...,___. ECUACIONES DIFERENOALES 

CUNDIC'ION SOHRE LA SOLlJCION DEL ESQUEMA NUMERJCCJ 

SOLUCION NllMERJC'A 

C'UNDIC'ION SOBRE LA SOl.l!C'ION DEL ESC.,llfl!.MA NUJ..ffiRJC'O 

SOLllC'l(JN N\flo.fERICA 

Figura 4.4 Relación entre consl.•tencla, e.•tabl/ldad y convergencia. 

4.6.1. Consistencia 

Una representación en diferencias finitas de un sistema de ecuaciones diferenciales se dice 

consistente si se muestra que la diferencia entre el sistema de •!Cuaciones diferenciales y su 

representación en diferencias finitas se desvanece cuando la malla es refinada. Es decir que las 

ecuaciones discretizadas deberán tender a la ecuación diferencial cuando el incremento de solución 

en el tiempo y en el espacio tienden a cero. Por lo tanto. un esquema es consistente si el error de 

truncamiento tiende a cero cuando M y MI tienden a cero, donde 6M se define como: 

(4.56) 

El esquema presentado en diferencias finitas tiene un error de truncamiento de primer orden 

en el tiempo y segundo orden en el espacio, y de acuerdo a los desarrollos en series de Taylor el 

error truncamiento se tiende a cero cuando M y 6/11 tienden a cero, por lo que el sistema 

ecuaciones discretizadas presentado es consistente. 
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4.6.2. E1tabilld1d 

Un esquema numérico estable es aquel para el cual los errores de redondeo de cualquier 

fuente (redondeo, truncamiento, ... ) no se les permite crecer en la secuencia de procedimientos 

numéricos como los procedimientos de cálculo de un paso de tiempo al siguiente. Por lo tanto un 

esquema de diferencias no deberá permitir que los errores crezcan indefinidamente de un paso a 

otro. 

En este trabajo se obtuvo un sistema explicito en el tiempo, con la ventaja de ser un esquema 

sencillo en el que los valores de las variables de interés se obtienen a partir de los valores en una 

etapa de tiempo anterior a partir de ecuaciones algebraicas, pero con la desventaja con relación a 

los esquemas explicitos, que tienen mayores restricciones en cuanto estabilidad, que conduce a una 

limitación en el paso de tiempo M y del paso espacial M1 es por ello que requieren una malla en el 

tiempo y en· el espacio muy fina. 

El requerimiento de estabilidad numérica para la mayoria de los métodos numéricos explícitos 

que resuelven sistemas de ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicos es la llamada condición 

de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy. (Anderson et al, 1984), la cual se puede expresar para 

un flujo bidimensional como: 

(4.57) 

Los mejores resultados para sistemas hiperbólicos utilizando los métodos explicitos más 

comunes son obtenidos con números de Courant ( v= U· 61 / óx) cercanos a la unidad, (Anderson 

et al, 1984). 

4.6.3, Connrgencia 

La convergencia significa que la solución de las ecuaciones en diferencias finitas aproxima la 

solución verdadera de las ecuaciones diferenciales teniendo las mismas ecuaciones inicial y a la 

frontera referida en la malla. Así. la solución numérica deberá aproximar la solución exacta de las 

ecuaciones diferenciales en cualquier punto y en cualquier tiempo cuando 61 y M1 tienden a cero, 

esto es, cuando la malla es refinada. Generalmente se encuentra que un esquema consistente y 

estable es convergente 
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4.7. EL PlllOORAMA QUETZAUll 

Para la solución del sistema de ecuaciones se procedió a la elaboración de un código de 

cálculo, este código llamado QUETZAL/JI, se apoya en la estructura del código QUETZAL 

(Ramlrez, 1991), que sirve a su vez, para el estudio de flujos compresibles a altas temperaturas 

con modelos de turbulencia de segundo orden. A diferencia de este, QUETZAL/JI trata con las 

ecuaciones de movimiento para flujos incompresibles con modelos de turbulencia de orden cero y 

primer orden, y considera además la ecuación de conservación de especies y los modelos de 

turbulencia generados por esta. Ambos programas están escritos en FORTRAN estándar. 

Las ecuaciones y los modelos de turbulencia descritas en las secciones anteriores fueron 

introducidas en QUETZAUIL La relación de las ecuaciones y la estructura del programa 

QUETZAL/11 puede verse en la fig. 4.5, y el algoritmo general del programa se presenta en la fig. 

4.6. 

El PROGRAMA QUETZAi./// 

.--------tM C:oNSúvi!:i¡)¡;i1>1msi ........ ----~ 

'--------ai1:cúÁc1oírnnsú.octi1111-------' 

PRE-PHO<ºf-o,;AOOH POST-PROCESADOR 

• lblOll fftlirnln 

• IHscretluwlón ••I don1h1lu m nludl11 

•Cilnll••ea.m•ll11 

• M•ntjo •• ardil\'01 

• Anilbl1 •• a.1nronm.dón 

• S•lld• Jrini:a 

Figur11 4.5 Relación entre las ecuaciones y estructura Je QUETZAL/ti 
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LECTIJRA DE DA TOS 

•CONDICIONES OEOMETRICAS 
• SELECCION DEL MODELO DE 11JRDULENCIA 
• CONDICIONES DE H!ONTERA 
• CONDICIONES INICIALES 

INICIALIZACION DE CAMl'OS 
CONDICIONES INICIALES 

INICIALIZACION TEMPORAL 
1•0 
n•O 

ALMACENAMINTO DE RESllLTAIXJS: 
' DA TOS DE SIMILARl!lAD 
'MECANISMOS DE ECUACIONES 

INCREMENTO TEMPORAL 
1•1+~1 

n • n+J 

• CONVERGF.NCIA 

Figura 4.6 /)iagrama de flujo general del programa QUETZAL/11 

En la fig. 4. 7 se indica el algoritmo de compresibilidad artificial para la solución de la ecuación 
de continuidad, que debe de verificarse a cada paso de tiempo. 
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CONDICIONES DE FRONTERA PARA U. W 

SI 

CALCULO DE ~lv v(~ 

n;~ = kliv v(~ 

óljJ = /Ja D,,k 

ól~, 1.1 = l·{ólj,1] 

s11.1.1 = r1óij.1] 

óJ~, J./= F(ólj,1] 

óJlj.1.1 = Ffól].1) 

CONDICIONES DE FRONTERA PARA U, W 

: 
1 
1 

! 
j 
¡ 
1 

i 
1 

¡ 
1 

! 
1 

! 

1 -- --- ------ -- - ----- -- -- - --- ---- -- -- - -- - - - - - - ---- -- -- ---------. 

Figu"a 4. 7 Algorilmo Je/ métmlo de comprc.'iibilidad artiflcial 

La fig. 4.8 muestra el algoritmo de solución de los modelos de turbulencia, se observa 

también las posibles combinaciones de estos modelos de acuerdo al valor de los parámetros MDL, 

MTH y MTC dados en la tabla 4.1, como es de esperarse, entre mayor sea el orden de la 
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combinación de Jos modelos de turbulencia, se requerirá de mayor tiempo de cálculo y 

consecuentemente, un costo mayor. 

NO 

No 

SI NO 

SOLUCION DE LA EClJACION IJE e! 

MODELO ALGEBRAICO 
l'ARA VT 

MODELO ALGEBRAICO 
PARAKr 

MOIJELO ALGEBRAICO 
Pl\RAKc 

1 

! 
¡ 

1 

i 
1 

1 
1 

' ' 1 
1 
1 
1 

' ' ' ' 1 
1 
1 

' ' ' - ------- ------- --- -- --- ---- -- - - - - - - - - - - --- -- --- - - --- - - - __________________ 1 

Figura 4. B Esquema tle .volucidn tle ¡,,_.modelo.< tle turbulencia. 
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CAPITULO 5 

ESTUDIO PARAMETRICO DE FLUJOS 
VERTICALES ATMOSFERICOS 

5.1. INTRODUCCION 

Las descargas de chimeneas industriales hacia la atmósfera generalmente forman jets y plumas 

turbulentas; donde los flujos tienen un eje alineado con el vector de gravedad (flujos verticales) y 

su densidad, generalmente, es diferente a la densidad en la atmósfera, así que está sujeto a fuerzas 

de flotación; este tipo de flujos se encuentran alejados de paredes (excepto en el origen) y son 

ge11erados por fuentes puntuales de área finita. En este capitulo se describen estos tipos de flujos, 

a los que se les denominajels .111merKidos, descargados en una atmósfera aerostiltica; enfocándose 

con mayor amplitud el jet plano turbulento, ya que es el más ampliamente estudiado, y por lo tanto 

se encuentra en la bibliografia una mayor cantidad de datos experimentales, los que por medio de 

un amilisis de si111i/it11d, pueden compararse con facilidad con otros resultados experimentales o 

con simulaciones numéricas; además presenta la ventaja de ser bidimensional y presentar un eje de 

simetría, los cual puede ahorrar tiempo de CPU en soluciones numéricas (Cap. 6). 
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5.2. CLASIFICACION DE LOS JETS Y SUS CARACTERISTICAS 

Existen diferentes tipos de flujos los cuales se pueden clasificar de acuerdo a la manera en que 

actúan las fuerzas de flotación (buoyancy). 

Se denomina jet puro, 11011-buoyant jet o simplemente jet al flujo cuya fuente primaria de 

energía cinética y flujo de momentum es una caída de presión a través de un orificio (chimenea). El 

jet puro tiene la misma densidad que la del medio ambiente así que las fuerzas de buoyancy están 

ausentes. 

Un flujo cuya fuente principal de energía cinética y flujo de momenturn son las fuerzas de 

fkitación, se le denomina pluma pura o simplemente pluma. La pluma pura no tiene rnomentum 

inicial y puede ser generada con una fuente de calor tal corno una flama 

Los flujos que se encuentran en la transición desde un jet a una pluma son denominados jet 

porta11te, pluma forzada o buoya/I/ jet. En estos flujos la fuerza de flotación actúa en la misma 

dirección de la velocidad del jet en el origen. Estos flujos tienen un momentum inicial y una 

densidad menor a la del Medio, el cual es el caso más común en una chimenea. En la región 

cercana a la descarga, las fuerzas de rnomentum dominan al flujo así que éste se comporta corno 

un jet; sigue una región intermedia donde la influencia de las fuerzas de momentum iniciales se 

hacen cada vez más pequeñas; y se llega a una región final, donde las fuerzas de buoyancy 

dominan completamente al flujo y éste se comporta como una pluma. En un medio homogéneo en 

calma, todo jet portante eventualmente se transforma en plumas al alejarse del origen, aún cuando 

estos tengan ur. rnomentum inicial importante. 

Cuando las fuerzas de flotación actúan en la dirección opuesta de la velocidad del jet en el 

origen, el flujo es llamado je/ portan/e llCKctlll'o o h11oya111 jet //CKatim. Un buoyant jet negativo se 

crea por In descarga del flujo en la dirección vertical cuya densidad es mayor a la del medio, en 

este caso el jet pierde continuamente momentum debido a las fuerzas negativa de flotación y 

eventualmente cae el flujo. 

El movimiento de los tipos de flujo descritos anteriormente son. en general, gobernados por 

fuerzas de inercia, viscosas y de Arquímedes (buoyancy). El carácter local del flujo es determinado 

por la magnitud de estas füerzas en cada punto, y el carácter global, el cual nos interesa, está 

determinado por la importancia de las fuerzas en la fuente y por las condiciones ambientales. La 

influencia respectiva de las contribuciones inerciales, viscosas y de efectos de flotabilidad están 

caracterizadas por los par8metros descritos a continuación 
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• El número de Reynolds representa la razón entre fuerzas de inercia y fuerzas viscosas, que 

para las condiciones a la salida de la chimenea se escribe: 

Re= fuerzas de inercia _ W,i Di1 
fuerzas viscosas v 

(5.1) 

Este número es de suma importancia para determinar si un flujo es laminar o turbulento. El 

valor crítico en el que un jet es puramente laminar en el aire es de Re = 50 (Sini, 1986). 

• El número de Grashof representa la razón entre las fuerzas de flotación y las fuerzas de 

Arquímedes, y se escribe: 

fuerzas de flotación PK vM Tr 1;) 
Gr= fuerzas viscosas - v 2 (5.2) 

En jets, sólo el número de Reynolds es de influencia, y en plumas, sólo el número de Grashof. 

En jets y plumas turbulentas se tienen números elevados de Reynolds y Grashof respectivamente, 

así que las fuerzas viscosas son despreciable en estos flujos (Chen y Rodi, 1980). Las mismas 

consideraciones son ciertas para jets portantes, en donde estos números indicando cuando el flujo 

es laminar o cuando es turbulento, y si es inicialmente laminar, a que distancia de la fuente se 

espera que ocurra la transición a la turbulencia. 

• El número de Froude densimétrico representa la razón entre las fuerzas de inercia y las fuerzas 

de flotación: 

Fr 
fuerzas de inercia w.,. 2 

fuerzas de flotación - PK D'I'( 7~ - rh) (5.3) 

El número de Froude puede escribirse también de la siguiente forma: 

Re~ 1 
Fr=--=-

Gr Ri 
(5.4) 

donde Ri representa el número de Richardson. El número de Froude es el parámetro más 

importante para jets portantes turbulentos, como puede verse en la tabla (5.1) 
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Fr __. oo 

Fr>O 

Tabla 5.1 Número• de Fraude para los diferentes tipo• dejds. 

• Los número• dr. Pr.ndll y de Schmidt son una característica del fluido y están definidos por 

las siguientes expresiones: 

Pr = 2'. = Cpµ = difusividad de momentum 
k k difusividad térmica 

(5.5) 

Se= 2'._ = ...f!_ = difusividad de momentum 
D pD difusividad molecular 

(5.6) 

5.3. JET PLANO TURBULENTO 

Un jet plano es un jet puro que se encuentra en dos dimensiones e incluye un eje de simetría, 

fig. (5.1 ). Un jet de este tipo llega a ser COfllpletamente turbulento con números de Reynolds 

relativamente pequeilos. el valor crítico en el que un jet plano es puramente laminar es de Re=50 

(Sini, 1986). Un jet plano turbulento está constituido por tres regiones: una región inicial, una 

región de transición y una región de flujo completamente desarrollado. La fig. (5.1) muestra las 

zonas características de un jet plano turbulento simétrico, se pueden observar también los 
parámetros que caracterizan estos flujos, que son principalmente: D; que es el diámetro a la salida 

de la chimenea, zq, que indica el origen ficticio de similitud, :D que es un parámetro adimenslonal 

que sirve para identificar las diferentes zonas del flujo y puede definirse por las siguiente 

expresión: 

(5.7) 

y por último la línea Le llamada línea de expansión, que determina o indica la evolución del flujo. 

DrA 
SAUR 1fSIS 

BE lA 
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NUCLEO 
POTENCIAL 

z 

- z/1)"'30 

REGIONDE 
DESARROLLO 
DEL FLUJO 

ZONA POTENCIAL 

X 

Fi11ura 5. 1 Esquema Je Jefinici,ln Je un je! plano turbulento simt!trko. 

5.3.I. ldeutilicación de las zonas de un jet plano turbulento 

En la región inicial. los bordes de salida de la chimenea generan capas de mezclado 

turbulentas las cuales se extienden hasta alcanzar. sobre su frontera interior. el eje del flujo 

denominado eje de simetría. A partir de este punto. las capas de mezclado se fusionan para formar 
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al jet propiamente dich . La región interna del flujo que separa las dos capas de mezcla en cada 

lado del punto de fusión es, en general, mas o menos turbulento y se le denomina 11úcleo potencial 
(fig. 5.1 ). La velocidad n el núcleo potencial es igual a la velocidad de salida cuando se considera 

una velocidad de salida niforme. La longitud del núcleo potencial depende de la intensidad de la 
turbulencia para la sec ón de salida, esta será del orden de 6D; cuando el nivel de turbulencia es 

muy débil dentro de la gión central de la sección de emisión (Chen y Rodi, 1980). pero puede ser 

significativamente red cido en caso contrario. La longitud del núcleo potencial depende 

igualmente de la geome ria del dispositivo de emisión. 

Se considera que e jet plano turbulento evoluciona linealmente a partir de un origen virtual u 
origen de similitud, fig. (5.1 ), cuya posición vertical z; depende de la longitud del núcleo potencial 

y, por consecuencia, d la geometria y de la intensidad de la turbulencia para la sección de salida. 

En la región inte edia. al final del núcleo potencial, el flujo se ajusta a la presencia de una 

linea de simetría y se d sarrolla hasta que el flujo sea completamente establecido. 

El conjunto de re ultados experimentales obtenidos para el jet plano turbulento muestran que 

a partir de una sección situada en:/ D"' 10-15, el flujo está plenamente desarrollado y evoluciona 

en similitud; región d similitud en la fig. (5.1 ). En esta región los perfiles en similitud de la 

velocidad, temperatur· y concentración evolucionan linealmente. 

5.3.2. Análisis e simililud 

En la región de ·imili111d, una velocidad, ·una temperatura o concentración y una escala de 

longitud son suficient s para representar funciones adimensionales de las cantidades medias como 

funciones de una vari ble geométrica únicamente. 

Si se selecciona, en una determinada altura:, la velocidad máxima' vertical W.,(z) como la 

escala de velocidad la desviación máxima de los escalares t.q¡,,,(z), (donde t.<p representa 
indistintamente la te peratura t.T,,,(z) o la concentración de especies Cm(z) como la escala de 

temperatura o· de c< ncentración, y la distancia entre el eje de simetría donde se encuentra la 

velocidad máxima y ·I punto donde la velocidad vale la mitad de la velocidad máxima, denominada 

semilongitud del jet O(z), como escala de longitud, fig (5.1 ). entonces en la región de similitud 

puede expresarse: 

w( x,z) = iv,,, .r( 11) (5.8) 

1Dnda una atmós Cra en reposo. la simetría \'Crticnl del flujo implica que en el eje vertical de simetria 

(subindíce t) se encuen ran las cantidades medias mílximas (subíndice m). 
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en donde: 

r¡= X¡-Xt 
o (5.9) 

donde x1 representa la posición horizontal en el eje de simetria, y r¡ es llamada variable de 
afinidad; como es de esperarse si o está definida para cuando W=Y>Wm(z), entonces r¡ deberá 

tener un valor máximo de 2. 

De la misma forma la temperatura o la concentración de especies representada por Arp, 

pueden expresarse como: 

donde: 

1/ = X¡-Xt 

"' º"' 
De igual manera las cantidades turbulentas se pueden expresar en la forma: 

11¡11¡ =JV.~J(1¡) 

11¡rp= W.,Arpj( r¡) 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Introduciendo las relaciones anteriores en las ecuaciones medias de continuidad, momentum, 

energía y especies, se obtienen las relaciones de similitud (Chen y Rodi, 1980), donde para un jet 

plano turbulento puede escribirse: 

• Para la velocidad: 

do 
-=Cll!. 
dz 

• Para la temperatura o concentración: 

do"' =cte. 
d: 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 
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Arp., - A .-v. 
Arp~ - 'P"D 

(5.17) 

Las ecuaciones anteriores muestran que la evolución del flujo en la región de similitud es 

lineal (cll:z) oc z), aunque sea diferente la rapidez de evolución para la velocidad o para los 

escalares. Las ecs. (5.15) y (5.17) representan la evolución vertical sobre la linea de simetrla de la 

velocidad y de la temperatura o concentración; en estas ecuaciones Aw y A¡o son constantes 

empíricas dadas en la tabla 5.2. 

Constante Jet Plano Turbulento 
de similitud (Fr.,oo) 

do/dz 0.10 

Aw 2.4 

Bw 62 

do"'/d: 0.14 

Á'I' 2.0 

Brp 35 

Tabla 5.2 Constantes de .<imllaridad de u11 jet planfJ turbulento (C..nen .r Rodi, 1980)'. 

Los perfiles horizontales de velocidad, temperatura o concentración, dentro de la región de 

similitud, son aproximados frecuentemente por perfiles gaussianos, de esta manera, las ecuaciones 

(5.8) y (5.10) se pueden escribir como: 

w ( ') -=erp -Bw11-
W,,, 

(5.18) 

(S.19) 

donde BwY B¡o son constantes empíricas, los valores para un jet plano turbulento se encuentran en 

la tabla 5.2. 

1Los valores de las constantes son validos cuando P,,/P;-1. 
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!l,3.3. Obtención de la linea de espanslón y el origen de similitud 

La linea de expansión LE, esquematizada en la tig. 5.1, y que nos indica la evolución del jet, 

puede obtenerse de la siguiente manera. 

Para cada velocidad máxima (Wm) sobre el eje de simetría, dividida por la velocidad máxima 
de emisión (W;). se calcula la semilongitud del jet (li) para la cual la velocidad vale la mitad de su 

valor sobre el eje. La linea de expansión debe de pasar por cada valor de la semilongitud en la 

zona del flujo desarrollado, ésta se puede calcular de la siguiente manera: 

(5.20) 

donde I representa un subindice espacial en la región de similitud. 

Por otra parte, el origen ficticio de similitud se puede calcular mediante la expresión: 

(5.21) 

Los valores experimentales del origen de similitud, reportados por varios autores, se 

encuentran entre -5 y 5 (Sini, 1986). 

Considerando todas las características de un jet plano turbulento, descritas anteriormente, se 

presenta la siguiente tabla que permite una rápida revisión de tales caracteristicas. 

Caracteristicas de un Jet Similitud para la Similitud para la 

Plano Turbulento velocidad temneratura o concentración 

Evolución del flujo d ó/d: = 0.1 dó'i'/dz~0.14 

Perfiles verticales sobre el eje iv,,, = 2.4:DYi tlrpm -2 o .. -% - . •v 
de simetria W; llrp; 

Perfiles horizontales en una w ( ') 6 
'I' = exp(-351f.,) ! = exp -62 r¡-

determinada altura zv u,,, ll<p., 

Tabla 5.3 Cara,1crl.'ttica."i ele un jet plano turbulento en la rc¡.:ión Je similitud 
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CAPITULO 6 

ESTUDIO DE FLUJOS TURBULENTOS 
EN UNA ATMOSFERA ADIABATICA 

6.1. INTRODUCCION 

En este capítulo se presenta el estudio de un jet plano turbulento emitido hacia una atmósfera 

adiabática. Se define el dominio de estudio y su discrelización; posterionnente se presentan las 

condiciones iniciales, de emisión y a la frontera así como los perfiles naturales de presión y 

temperatura considerados en este estudio. Finalmenle, se presentan los resultados obtenidos tanto 

para los campos dinámicos, ténnicos y de la concentradón de un contaminante pasivo como para 

los mecanismos que intervienen en el transporte del flujo en estudio; los resultados son 

comparados con mediciones experimentales de diferentes autores y con otras simulaciones 

numéricas encontradas en la literatura. El modelo de turbulencia utilizado en la simulación fue el 

modelo K-B. 
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1.2. CASO DE ESTUDIO 

Con el objeto de validar el modelo fisico-matemático desarrollado en capltulos anteriores, se 

simula con el programa QUETZAL/U un jet plano turbulento emitido verticalmente desde una 

fuente puntual, en una atmósfera uniforme y en reposo, como el descrito en la sección 5.3. 

Se considera la emisión desde una chimenea cuyo diámetro es D ¡= 1 m. Las condiciones de 

emisión se encuentran en la tabla 6.1, donde se observa que el número de Reynolds es 

suficientemente elevado para considerar que el flujo es completamente turbulento. En Jos cálculos 

se ha despreciado la influencia de las fuerzas de flotación sobre el campo dinámico, es por ello 

que, aunque el incremento de temperatura en la salida sea de 20°K, el número de Froude se 

considere grande en la tabla 6.1, y por lo tanto el flujo se comporta como un jet puro. 

Ca~ Fr 

5 mis 20 ºK 5% 

1'abla 6.1 Condicione.< de eml.dón 

Los resultados obtenidos de la simulación son comparados con resultados experimentales de 

diferentes autores, a partir del análisis de similaridad descrito en la sección 5.3.2. 

El dominio de estudio, la emisión y los perfiles naturales iniciales son discutidos en las 

siguientes secciones. 

6.2.1. Definición del dominio 

La fig. 6. la muestra un dominio de estudio completo con una fuente de emisión o chimenea; 

en donde las zonas sombreadas representan las fronteras, tanto fisicas (paredes, terreno, ... ), como 

impuestas (fronteras libres). Si se considera el caso de un jet plano turbulento, el cual es simétrico 

con un eje de simetría axial, entonces, el dominio de estudio se puede simplificar considerando 

para el cálculo sólo Ja mitad del dominio, tig. 6.1 b, en donde una de las fronteras representa la 

linea de simetria. En Ja fig. ó. lb se observa también, que la frontera llamada frontera ficticia no se 

encuentra al nivel del piso, sino al nivel de la salida de la chimenea; esto permite reducir aun más el 

dominio, con el consecuente ahorro del tiempo de cómputo. 
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LINEA DE 
SIMETRIA 

PISO CHIMENEA 

~;:,~:•RON-rniA:ÚÍkESUPPlOR.:ct>Nn1c10,.,ü1>1:'NEWMAN :·:;;i,· , .. :,;:' 
h"+T'¡;,;,¡.;;.'F'r"';;¡:--,--,-..,--,---,---"--;·:¡¡"' 

11-l-++-+-+--+-1-+-l--l--+---+----t~¡,i'.1 
~§l:~ 

1-+-Hl-ll-l-+-+-l--+--t-----,f----t-FR-O-NT-E-RA-tjiiR DERECI~ 
C'ONlllCION~Dl NEWMAN 

V/ 

7..0NADE 

EMISIOoN•=!:!:.rL....Jl....J-l-".""----,.l--l.-....L--J---'---:-' 

11 ~AR.E" FICTICIA · · L• I 

(b) 

C'lllMENl-:A 

Ja) J•JMA.\ 

Figura 6.1 /Jominio de e ... tudio: (a) vista general, (h) dominio reducido 

,,, 

La discretización del dominio de estudio es por medio de la malla tipo MAC (sección 4 .2), en 

la forma presentada en la fig. 6.2. La malla mostrada en esta figura es la malla de cálculo; por el 

centro de las celdas de esta malla, pasa una malla fina que representa la malla de interpolación, 
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introducida para aumentar el orden de exactitud de diferentes esquemas de solución numérica 

(sección 4.2). En la dirección :, las celdas de la malla, crecen 10% con respecto con la celda 

inmediata anterior; en la dirección x, se identifican dos secciones: arriba de la chimenea en donde 

la malla de cálculo es uniforme, y después de la chimenea donde las celda crecen 10% con 

respecto con la celda inmediata anterior. La consideración de una malla de este tipo obedece a que 

los gradientes de evolución de las cantidades medias y turbulentas son más fuertes cerca de la 

chimenea, y por lo tanto se requiera una malla más fina, mientras que en las zonas alejadas de la 

fuente los gradientes de las cantidades medias y turbulentas son de menor intensidad y por ello se 

pueden utilizar celdas de mayor tamaño, con lo que se pueden considerar dominios de mayores 

dimensiones con tiempos de cómputo menores. 

5 10 X(m) 

Fi11uru 6.} /llalla de cdlcu/o 
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6.2.2. Perfiles de eml1i6n 

Los perfiles de emisión considerados en este trabajo, para un jet plano turbulento (Ramírez, 

1991 ), para la velocidad y cantidades turbulentas dimimicas se muestran en forma adimensional en 

la fig. 6.3. Los perfiles de emisión (subíndice E) son adimensionalizados con los valores máximos 

de emisión (subindice ¡p). En la fig. 6.3 se muestran también los valores máximos de emisión, 

considerados para este estudio . 

.,, . 
0.1 w,. 5.0 mis 

0.1 EK,. 0.575 -·· º·' ~ .. EPm 0.1325 

--w uu .. 0.1 
--w 

0.1 --- ww6 0.3833 __ .,,, 
vv~ 0.1 

... uw,. 0.2 

0.2 

º' 

" D.2 '·' U XO{llll 

Figura 6.3 Perfiles dindnrico.f adimensionalcs Je emi.dón 

De la misma forma que para la dinámica, en las figs. 6.4 y 6.5 se presentan los perfiles 

adimensionales de la térmica y de especies respectivamente. Los perfiles adimensionales de 

emisión de la temperatura y de la concentración de especies así como de las cantidades turbulentas 

respectivas, son iguales, dado el comportamiento similar de ambos escalares. 
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.... 
º·' T,¡ 20.0ºK 

º·' IT,¡ 0.6 
~, 

0.7 --TT ET,; O.IS 

o.• ~ .. UT.¡ 0.32 

º·' --wr WT,¡ 0.42 .. 
º·' 
u 

O.t 

0.t 02 " 0.5 IDjm) 

Figura 6 . ./ Perjile.v tt!rm/co.v aáimen.donafe.v de emisión 

,,, .. 
º·' c .. o.os 

CC,¡ 0.00IS 

º·' EC; 0.00038 

... UC,¡ O.OOOK 

WC,; U.llOIOS 

... 
º' 

02 " OS IOfml 

Figura 6. J Perjile.v aúimen.'iÍona/es 1/e emi.drJn úel colllaminante pasii•o 
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1.3. CONDICIONES INICIALES 

Las condiciones iniciales se aplican en el inicio del cálculo cuando t=O en todo el dominio de 

estudio. Así. dada una atmósfera en reposo se cumple que en todo el dominio la velocidad sea 

cero: 

Wi.1 =0 (6.1) 

Para la presión y la temperatura se consideran los perfiles naturales de una atmósfera 

aerostática adiabática, definida por las ecuaciones (2.63)·(2.65}, las cuales se pueden reescribir 

para la presión en la forma: 

/ ' ( ) /' iJI',, 
N: = so1.+:· i)z 

y de la ley de los gases peñectos: 

donde: 

1'50¿= presión en el piso (:=O): l'sm,=1 Pa. 

º"=-11.4Pam·1 

oz 
PN"' 0.86 m J Kg -I 

R,\'= constante del aire = 273 J K -I Kg -I 

(6.2) 

(6.3) 

La fig. 6.6 muestra los perfiles naturales de presión y temperatura, calculados con las 

ecuaciones anteriores. para una almósfora aeros1á1ica. 

En este estudio se consideró que inicialmente no se enconlraba en la atmósfera el 

contaminante pasivo, por lo que en t=O la concentración en todo el dominio es nula: 

(6.4) 
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~ 
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TI'( 

.. 
""' 
(a) (b) 

Figura 6. 6 Perfiles naturales de presi<in (a) .I' temperatura (h) en una atmó1fera 
aerostdllca 

Dada una atmósfera en reposo la turbulencia es prácticamente inexistente, los cual es 

inaceptable en la solución numérica. En este trabajo se supone que la atmósfera es homogénea y 

ligeramente turbulenta, entonces se impone como condición inicial en todo el dominio los valores 

minimos de los perfiles de emisión de todas lasántidades turbulentas, (Ramirez, 1991). 

6.4. CONDICIONES DE FRONTERA 

Las condiciones de frontera se introducen en celdas ficticias que se encuentran en los bordes 

del dominio de estudio, representadas con zonas sombreadas en la fig. 6. lb. En las siguientes 

secciones se explicarán las diferentes fronteras que limitan el dominio de cálculo en estudio. 

6.4.1. Condiciones de frontera para la línea de emisión 

La línea de emisión del flujo está dada como una condición de frontera como se muestra en la 

Fig. 6.7. En esta frontera se imponen los perfiles de emisión (sección 6.3.2) denotados por el 

subíndice (E) en cada paso de tiempo. 
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Condiciones de emisión: 

• Velocidad horizontal: 

U{J,KB) = UE{J) = o 
• Velocidad vertical: 

W{J,KB) = WE(J) 

• Temperatura media: 

T(J,KB) = TJ).KB)+TE(J) 

• Concentración media: 
C 0 {J,KB) = CaE{J) 

• Cantidades turbulentas: 

qi{J,KB) = 'i'f.{l) 

Figura 6. 7 Coniliciones de frontera para fa fit1ea donde KB representa el subíndice espacial que 

de emi.,;1;11, define la posición de emisión en la dirección z. 

Las diferentes variables en la linea de emisión están definidas en la dirección horizontal por el 

índice J = JB l , .. .,JB2; en la que JB 1 se encuentra en el centro de la salida de la chimenea y IB2 es 
el límite derecho de la chimenea. La extensión de esta frontera es 0¡2. 

6.4.2. Condiciones de frontera parn la línea de simetría 

Sobre el eje del jet, linea de simetría del flujo, se tienen las condiciones de frontera mostradas 

en la fig. 6. 8. 

w t•.L 

l\¡ 

Figura 6.H Condidonc.t Je frontera para la linea de 

.dmctrla. 

Condiciones en la linea de simetrla: 

• Velocidad horizontal: 

Ur=O 

• Velocidad vertical. y escalares: 

c'Jííll =O 
ex' 

donde la linea de simetria (subindice 

~) esta definida en (4,L). en los 

limites: L = 2. hasta LMAX-2 
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Dada la simetría del flujo, se consideran además de las condiciones en la linea de simetría (~). 

las siguientes condiciones en la frontera de la linea de simetría, definida en la zona obscura de la 

fig. 6.8: 

• Velocidad horizontal: 

• Escalares: 

U( l ,L) = -l /(7,L) 

l/(2,L¡ = -l/(6,L) 

l/(3,L) = -l/(5,L) 

qi(2,L) = qi(6,L) 

qi(3.L) = qi(5.L) 

• Velocidad venical: 

JV(2.L) = W(6,L¡ 

IV(3.L) = W(5.L) 

• Cantidades turbulentas del tipo ;;q,: 
;¡q,(2.L) = -11qi(6.L) 

11qi(3.L) = -11qi(5,L) 

6.4.3. Condiciones límites 1iar11 111 frontern libre s1111erior 

Las condiciones para esta frontera son de tipo Newman. como se muestra en la fig. 6.9. 

'PJ.l.MAJO 
-------0 

Fi1:ura 6. Sol Fromera libre superior. 

Condiciones de Newman: 

Velocidad: 

r
0TT = 0 
('),; 

llW 
-=O 
é: 

Temperatura y concentración media: 

,o[ = O "º{,',, =O 
/'J: iJ: 

• Cantidades turbulentas: 
(l'f' 
-=O 
dx 

Estas condiciones están definidas en los límites 

J~2 .... JMAX 1 en la dirección horizontal y en 

L=LMAX2 .... Ll\IAX en la dirección venical 

(tig. 6 9) 

En la fig. 6 9 todos los escalares (incluyendo la temperatura y la concentración) son 

representados con r/> L>adas la condiciones ele Ncwman. para este caso las condiciones de frontera 

son 
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• Velocidad horizontal: 

U(J,LMAXI) = U(J,LMAX3) 

U(J,LMAX2) = U(l,LMAX3) 

• Temperatura o concentración media: 

(/J(J,LMAX 1 ¡ = (/J(J,LMAX3) 

(/J(J,LMAXI) = (/J(J,LMAX3) 

• Velocidad vertical: 

W(J.LMAX) = W(J,LMAX2) 

W(J.LMAXI) = W(J,LMAX2) 

• Cantidades turbulentas: 

q>(J,LMAX 1) = (/J(J,LMAX3) 

q.>(J,LMAXI) = (/J(J,LMAX3) 

6.4.4. Condiciones límites para la frontera libre derecha. 

Las condiciones para esta frontera son de tipo Newman, como se muestra en la Fig. 6.1 O. 

UMAXo.L \ 

--~----
~C{lJMAXU 

Figur11 6. JO Frontera libre Jcred1a 

Condiciones de Newman 

• Velocidades: 

,~rr = º 
éx 

• Escalares: 

aW =O 
8x 

Los limites de la frontera libre derecha son, en la dirección horizontal: l=JMAX2, ... ,JMAX, y 

en la dirección vertical: L=2 •.... LMAXI (fig. 6.10). Considerando las condiciones de Newman, se 

tienen las siguientes condiciones de la frontera libre derecha: 

• Velocidad horizont.11· 

l/(JMAX.Li = l/(JMAX2.L) 

l/(JMAXl.LI = ll(JMAX2,L) 

• Temperatura o concentradón media 

q>(JMAXI ,LI = l"(JMAX3,L) 

rp(JMAX2.L) = l"(JMAXJ,L) 

Velocidad vertical 

W(JMAXl.L) = W(JMAX3,L) 

lf'(JMAX2.L) = W(JMAX3,L) 

• Cantidades turbulentas: 

l"(JMAXl.LJ = q>(JMAX3,L) 

l"(ll\1AX2.L) = q>(JMAX3,L) 

6.4.5. Condidones de front•rn parn la pared ficticia 

Las condiciones para tsta frontera son de deslizamiento Esta.s condiciones varian de las 

condiciones de Dirichlct para paredes fisicas (Sini. 1986). en que en este caso la velocidad 
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horizontal no es cero en la frontera, lo cual simula una pared en la cual el flujo se desliza (pared 

completamente lisa). En la Fig. 6.11 se muestra esquemáticamente esta frontera. 

•W¡,s 

Figura 6. J 1 Condidone:t Je frontera para /ti 

pared ficticia. 

Condiciones de pared con deslizamiento: 

• Velocidad horizontal: 

8Ü =O 
8z 

Velocidad vertical: 

W=O 

• Temperatura y concentración media: 

8T =O 8f:u =O 
8: 8: 

• Cantidades turbulentas: 

8rp =0 
8: 

Los límites de esta frontera son, en la dirección horizontal: J=JB2+1, .. .,JMAXI, y en la 

dirección vertical: L=l, .. .,3. Dadas las condiciones de la pared con deslizamiento, se consideran 

las siguientes condiciones de frontera: 

• Velocidad horizontal: 

l/(J,3) = ll(J,4) 

U(J,2) = ll(J,4) 

• Temperatura o concentración media· 

rp(J,3) = rp(J,4) 

rp(J,2) = rp(J,4) 

• Velocidad vertical: 

W(J,3) =o 

IV(J,l)=O 

• Cantidades turbulentas: 

rp(J,3) = rp(J,4) 

qi(J,2) = rp(J,4) 
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6.5. PRUEBA DE ESTACIONARIDAD 

La validación del modelo se efectúa por medio de la comparación con datos experimentales 

cuando el flujo se encuentra en estado estacionario. La fig. 6.12 muestra la convergencia de las 

cantidades medias en el cálculo del cual se obtuvieron los mejores resultados. El tiempo simulado 

fue de 60s, con un paso de tiempo de 1 x I0-4; además la corrida se realizó en doble precisión. En 

esta figura se observa que la convergencia es buena. En esta misma figura se presenta una 

ampliación de la convergencia de la concentración la cual presenta oscilaciones de menor 

intensidad que la temperatura y que la velocidad, sin embargo la convergencia de las cantidades 

medias es similar. 

to'' 

to" 

to• 

10• 

O.Ox10' 1.0x105 2.0xlO' 4.0x10' 5.0xlO' 6.0X10' 

No. de 1terac1ones 

Figura 6. J 2 Cun.•u Je t·om•cr1:cni.·ia Je la.'i cantidadt!s medias 

Se practicaron diversas corridas del programa de cómputo con diferentes inlervalos de tiempo 

y se analizaron los resultados en varios tiempos. Se encontró que era necesario un paso de tiempo 
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de 1x1 Q-4 para obtener resultados confiables; se percibió además que a 60s de tiempo simulado el 

flujo estaba completamente establecido en régimen permanente. Una corrida de estas 

caracteristicas ocupa un tiempo de cómputo de aproximadamente 48 hrs. en una computadora 

Workstation, como la que se utilizó en este trabajo. 

Por otra parte, en la fig. 6. 13 se presenta la convergencia del método de compresibilidad 

artificial en donde se muestran mil iteraciones del método en la primera y en la ultima iteración. 

Esta gráfica demuestra como al final del cálculo la ecuación se cumple satisfactoriamente y no se 

requieren más que de algunas iteraciones del método ya que se utiliza un parámetro que permite 

detener este método, el criterio utilizado fue de 10-s. 

Max(Div. U)/At 

10"' t=0.0001 

At=0.0001 

7.5x10·12 .--.,--,-...,.---,-.,.-
1

-r--r-.--,...--,,-,..--.--...-,.-.---.-..,.......,..---,--,-..,.......,..._,_,......., 

1=60 s 
At=0.0001 

7.0x10·

11 

;:~--------------------------J 

6.5x10"" ~~~----"'-1 ~~--"'-~-'---~~-----~.__.._~__.._..__.._~ ...... _. 

o 200 400 600 800 1000 

No. de Iteraciones 

Figura 6.13 C:om•er¡:enda 1/el méwdo Je compre.o;ihilitlad artfficial 

De lo anterior. se considera que se obtuvieron resultados adecuados en régimen permanente. 
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6.6. DISCUSION DE RESULTADOS 

Los resultados obtenidos son comparados con diversos datos experimentales encontrados en 

la literatura, a panir de las variables de similitud. En este trabajo se utilizó el modelo de 

turbulencia de primer orden (sección 3.3). 

Dada la simulación de un jet plano turbulento, el flujo evoluciona en similitud obteniéndose 

las lineas de expansión mostradas en la tig. 6.14. Se observa que el componamiento de las lineas 

de expansión obtenidas es correcto, de acuerdo con la bibliografia. La pendiente dinámica 

experimental es aproximadamente del 10% {Chen y Rodi, 1980) mientras que la obtenida por la 

simulación es de 9%. Chen y Rodi (1980) reponan que para un escalar inene la pendiente de la 

linea de expansión es aproximadamente de 14% y en este caso se obtuvo una pendiente del 13% 

para la ténnica y del 11.5% para las especies; en la literatura suelen encontrarse valores que 

oscilan entre el 12% y el 14% para estas pendientes. 

10 •• 20 ,. 
Figura 6./4 Evolución de la.• //neas de ex¡m11s/ón para los campos de velocidad, 

temperatura y especies. 

30 
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6,6,l. Resultados para el campo dinámico 

Los resultados del campo dinámico fueron obtenidos con el modelo de turbulencia de tipo .:-& 

y utilizando las constantes empíricas del modelo estándar (tabla 3 .1 ). 

a) Velocidad media 

La fig. 6.15 muestra el campo de la velocidad medía vertical en forma de lineas de contorno o 

de isovalores, donde cada linea representa un isovalor de la velocidad vertical'. En la fig. 6.15 se 

muestra como evoluciona espacialmente la velocidad vertical en el dominio de estudio; la forma 

que presenta el jet, observándose los limites del jet en donde la velocidad vertical se anula. 

En la figura 6.16 se muestra el comportamiento de la velocidad horizontal en el dominio de 

estudio, y como cambia la dirección de esta velocidad de cada lado de la linea de simetria. 

En la figura 6.17 se observa el valor del coeficiente de viscosidad turbulenta (ec. 3.14) en 

todo el dominio de estudio, el cual es calculado a partir de la ecuación de la energía cinética de la 

turbulencia y de su disipación. Esta gráfica demuestra que el considerar el coeficiente de 

viscosidad turbulenta como una constante (modelo algebraico) no es del todo correcto, y es por 

esto que el modelo empleado en este trabajo es el modelo K-&. 

La gráfica de vectores en la fig. 6.18 representa los vectores de velocidad, y permite observar 

el comportamiento dinámico del flujo. La fig. 6. l 8(b) es un acercamiento a la sección de emisión, 

donde se observa de manera esquemática que en la salida de la chimenea el perfil de velocidades es 

completamente turbulento, y evoluciona este perfil hasta llegar a un perfil d'' similaridad. 

Las lineas de corriente mos·;radas en la fig. 6.19 muestran la trayectoria que sigue el flujo. En 

la fig. 6. l 9b se presentan las lineas de corriente superpuestas a los isovalores de la velocidad 

vertical; ~n esta gráfica se puede distinguir cuales son los limites del jet. 

1En esta figura, al igual que en figuras posteriores del mismo tipo. se muestra el dominio de estudio completo, 

donde la mitad izquierda fue obtenida de acuerdo a la simctrla del flujo. Además se presenta de manera 

esquemática la ubicación de la chimenea 
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Z(m) 

35 

30 
W(m/s) 

B 4.0566 

25 A 3.4291 

9 2.8016 

8 2.4879 
7 2.1741 

20 6 1.8604 

5 1.5467 
4 1.2329 

15 ~ 3 0.9192 
2 0.6054 

- 1 0.2917 -
10 

5 

o 

X (rri) 

Fig11ra 6.15 Evo/11ción ,¡, la u/oc/dad vertical 
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... 
(a) 

(b) 

Figura 6.20 Perfil tran.<versal de la velocidad media vertkal en la sección rlD;=JO (a), 

balan,·e de lo.t mecanismos (b). 

105 



CAPRUL06 VO'UDIO DE FLUJOfiTURBVLENTOS EN UNA ATMOSFERA ADIAaATICA 
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BHl\ll•l•I IF•db11ry Olltrn•lll •1 •I llllM•r•lll 
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o.2 • 1w 

O.ti 
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.o.u 

·0.1 
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ID .. .. . . 

Figura 6.2/ Perfil axial de la l'elocídad media en el eje de .<imetría (a), balance de los 
mecum\mos (b) 

(a) 

(b) 

En la fig. 6.2C(a) se presenta el perfil transversal de la velocidad venical media en la región de 

similaridad; este perfil es comparado con datos experimentales obtenidos en la bibliografia, 

utilizando las variables del análisis de similitud (Cap. 5). Se observa que el comportamiento es 

adecuado y se ajusta bien con los datos experimentales (12% de error relativo medio). En la fig. 
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6.20(b) se presentan los mecanismos de la ecuación media de la velocidad vertical en la misma 

sección de similaridad. De esta gráfica se observa que la difusión molecular es pequeña en 

comparación con los demás mecanismos y que el término de advección y de difusión turbulenta se 

equilibran; en esta gráfica no se presentan los términos de gravedad y de gradiente de presión, ya 

que estos son de magnitud mayor y salen de la escala de la gráfica, además que sus perfiles son 

planos. En la gráfica de los mecanismos se incluye la diferencial de la velocidad con respecto del 

tiempo, la cual es, como se observa, practicamente cero, lo que concuerda con la prueba de 

estacionaridad. 

La fig. 6.2l(a) muestra el perfil de velocidad vertical sobre el eje de simetría y es comparado 

con datos experimentales; los resultados de la simulación presentan una buena ·aproximación 
(6.5% de error relativo medio), especialmente en la zona de similaridad (a partir de z/DrtO). Los 

mecanismos de la ecuación de velocidad medía sobre el eje de simetria se muestran en la fig. 

6.21(b). 

b) Energía cinética d" la t11rh11/"11cia y s11 disipación 

La evolución espacial de la energía cinética de la turbulencia y de su disipación en todo el 

dominio de estudio son mostradas en la fig. 6.22. en forma de lineas de contorno o isovalores. La 

evolución obtenida por la simulación es correcta. 

La fig. 6.23 presenta la energía cinética de la turbulencia en la región de similitud, la cual 

muestra un nivel aparentemente bajo con respecto de los datos experimentales; esto se debe a que 

en las fuentes experimentales el número Froude isotérmico tiende a la unidad y los efectos de 

buoyancy están relacionados directamente con el campo dinámico produciéndoles una reducción 

en los niveles. La fig. 6.23(b) presenta los mecanismos de la ecuación de la energia cinética de la 

turbulencia en la misma región, donde se ve un buen comportamiento de los mecanismos; y que 

son los mecanismos de producción y de disipación los que más difieren de los puntos 

experimentales. 

El comportamiento de la energía cinética de la turbulencia sobre la linea de simetría es 

mostrado en la fig. 6.24(a), aunque la tendencia es buena se presenta un nivel bajo con respecto a 

los puntos experimentales; esta diferencia se debe a la misma razón explicada anteriormente. La 

fig. 6.24(b) muestra los mecanismos correspondientes los cuales tienen una buena forma. 

La disipación de la energía cinetica de la turbulencia en la región de similitud comparada con 

algunos puntos experimentales se muestra en la fig. 6.25. donde también se encuentran los 

mecanismos de la ecuación correspondiente. Este nivel por debajo de los puntos experimentales 

compensa el bajo nivel de la energía cinética de la turbulencia 
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La evolución sobre la linea de simetría de la disipación de la energia cinética tiene la forma 

mostrada en la fig. 6.26, donde también se muestran sus mecanismos. No se encontraron puntos 

experimentales para un jet plano turbulento, sin embargo esta gráfica muestra un buen 

comportamiento de la disipación de la energía cinética de la turbulencia y de sus mecanismos. 

De las gráficas de la energía cinética de la turbulencia y de su disipación se encuentra que su 

comportamiento es parecido; tanto de las cantidades en si, como de los mecanismos de las 

respectivas ecuaciones. 

c) Tensiones de Rey110/ds 

Las tensiones de Reynolds o correlaciones turbulentas de la dinámica están representadas por 

las figs. 6.27(a-d), en forma de lineas de contorno, donde se observa que para los esfuerzos 

normales iiii, ¡;¡; y ;;;¡;; se obtuvieron comportamientos adecuados conforme a lo esperado; el 

comportamiento del el esfuerzo cortante ;¡;;; se cumple satisfactoriamente, observándose que en la 

linea de simetría su valor es cero. 

En la fig. 6.28 se muestran los perfiles horizontales de las tensiones de Reynolds en la región 

de similitud; el comportamiento de las correlaciones mi y ¡;¡; es similar al de los datos 

experimentales; mientras que las correlaciones "''' y ¡;;;; presentan niveles bajos con respecto de 

los valores experimentales. 

Por su parte, la fig. 6.30 muestra los perfiles verticales de las tensiones de Reynolds sobre la 

linea de simetria. Aquí una vez más se observa que las correlaciones mi y ¡;¡; presentan un 

comportamiento igual al de los datos cxpe1imentales, mientras que la correlación WW" se encuentra 

ligeramente abajo de los datos experimentales. La correlación 1iw no se muestra porque su valor 

sobre el eje de simetría es siempre cero. 

d) Discusión i(Clieral de resultados 

Los resultados obtenidos de las simulaciones, para el campo dinámico, presentan un buen 

comportamiento cuando estas se comparan con diferentes resultados encontrados en la literatura; 

las diferencias que se obtienen son debidas a las diferentes características con que fueron 

realizadas las mediciones experimentales. principalmente el número de Froude isotérmico. 
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6.6.2. Resultados para el campo térmico 

El campo ténnico fue simulado a partir del modelo de turbulencia de tipo (j. - &0, en donde el 

número de Prandtl turbulento fue optimizado numéricamente a un valor de 0.5 y las constantes 

utilizadas fueros las de la tabla 3 .2. El flujo de calor turbulento fue calculado a partir de la ec. 

(3.23); la varianza de la temperatura se calculó con la ecuación de evolución (3.24); y la disipación 

de la varianza de temperatura fue calculada a partir de escalas de tiempo, ec. (3.30). 

En este caso, la temperatura fue transportada como un escalar inerte, y no tuvo influencia 

sobre el campo dinámico. 

En la fig. 6.31 se compara la evolución de la línea de expansión ténnica con datos 

experimentales, obteniéndose una buena aproximación . 

._~~~ ........... ~~ ...... ~~ .................... ~~~ .............. ~~-....~~~~~zJO. 
10 " .. 30 

Figura 6.31 Linea Je evolucidn Je la temperatura 

a) TemperalUra media 

La evolución espacial de la temperamra en todo el dominio de estudio es mostrada en la fig. 

6. 32, en una gráfica de contornos, en la cual se presenta una desviación en el comportamiento 

general de las lineas de contorno cerca de la frontera superior. sin embargo esto no impidió la 

convergencia del método. 
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(a) 

(b) 

Figura 6.JJ Perfil tran.••er.<a/ de la temperatura media en la sección zllJ;=lO (a), balance 

de los mecanismos (b) 
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El perfil horizontal de la temperatura en la región de similitud es comparado con datos 

experimentales (16% de error relativo medio) en la fig. 6.33(a), y se presentan los mecanismos de 

la ecuación de la temperatura media en la misma región en la lig. 6.33(b). Los resultados de la 

simulación en este caso se comportan adecuadamente. 
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La fig. 6.34 muestra el perfil de la temperatura sobre el eje de simetrla (a), asi como los 

mecanismos de la ecuación correspondiente (b ). En cuanto a la evolución axial de la temperatura 

se observa que esta se mantiene ligeramente por encima de los datos experimentales (11% de error 

relativo), y sus mecanismos se comportan de manera análoga a los mecanismos de la velocidad 

vertical media. 

b) Varla11:a de Ja temperatura y su dls/pacló11 

La fig. 6.35 muestra la evolución espacial de la varianza de temperatura (a), y de su disipación 

(b). Como puede verse, estas dos cantidades tienen un buen comportamiento. 

En la fig. 6.36 se presenta el perfil horizontal de la varianza de temperatura en la región de 

similitud (a), asi como los mecanismos de la ecuación correspondiente en la misma región. Se 

observa que el perfil es comparado con datos experimentales, y que su comportamiento difiere a 

cierta distancia del eje de simetria. 

El perfil vertical de la varianza de temperatura sobre el eje de simetria es mostrado en la fig. 

6.37, en donde es comparado con datos experimentales. En la misma figura se presentan los 

mecanismos correspondientes. 

La disipación de la varianza de temperatura en la región de similaridad es mostrada en la fig. 

6.38, y sobre el eje de simetría en la lig. 6.39. No se cuenta con datos experimentales de 

comparación, sin embargo se observa que los perfiles son adecuados. 

c) F/11)0 de calor t11rb11/e11to 

La evolución espacial del flujo de calor turbulento, tanto horizontal como vertical, se muestra 

en la lig. 6.40. Se puede observar que el comportamiento de ambas correlaciones es diferente. El 

comportamiento de ld1 es adecuado, y el comportamiento de w (} es un tanto inadecuado, ya que, 

aparentemente, no se deberian presentar valores negativos dentro del jet. 

La fig. 6.41 muestra los perfiles horizontales de UB (a), y w (} (b), en la región de similitud. Se 

observa que el comportamiento de 11 (} se ajusta a los datos experimentales, y que existe una 

desviación importante de w O con respecto a los datos experimentales, como se había mencionado 

anteriormente. 

El perfil vertical de w (} sobre el eje de simetría es presentado en la lig. 6.42, el cual se 

comporta adecuadamente. 
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d) Disc:tl.\iiJJt ¡.:e11eral de res11/1mJox 

En general el comportamiento del campo térmico es adecuado, excepción hecha para w 8; sin 

embargo es interesante porque sólo se tiene incongruencia en esta cantidad y no se afecta la 

estructura global del campo térmico. Al igual que con Ja velocidad, en este caso Ja temperatura 

media fue la que tuvo el comportamiento más adecuado, en función de Ja comparación con los 

datos experimentales 

Los resultados que más se ajustan con los datos experimentales son los de aquellas cantidades 

que se calculan con una ecuación de evolución 

Cabe mencionar que aunque se presentan resultados de la varianza de temperatura y de su 

disipación, esras cantidades no intervienen en el modelo de turbulencia, ya que el coeficiente de 

difusión turbulento se calcula a partir del numero de Prandtl turbulento. y cuyo valor fue 

optimizado a 0.5 
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6.6.3. Resultados de la concentración de especies 

La simulación de la dispersión de un contaminante pasivo en la atmósfera se realizo con el 

modelo de turbulencia~ - e,, en donde el número de Schmidt turbulento fue de 0.7 y cuyo valor 

fue optimizado numéricamente; las constantes del modelo fueron las consideradas en la tabla 3.3. 

La disipación de la varianza de las especies fue calculada a partir de escalas de tiempo, al igual que 

con la temperatura. 

a) Co11cel//raciá11 media del co11/ami11a111e 

La fig. 6.43 muestra el campo de concentración media de la especie a en todo el dominio de 

estudio. Se observa que al igual que en la temperatura, existe una desviación en la tendencia de las 

lineas de contorno cerca de la frontera superior, aunque el comportamiento en general es el 

esperado. 

El perfil horizontal de la concentración en la región de similaridad es presentado en la fig. 

6.44, este perfil es comparado con un perfil de similaridad (Cap. S ). ya que no se cuenta con datos 

experimentales; el componamiento es adecuado ( 4% de error relativo medio). Además se 

presentan los mecanismos de la ecuación, los cuales tienen la forma esperada. 

En la fig. 6.45 se presenta el perfil de concentración en el eje de simetria, el cual es 

comparado con el perfil de similitud. desde una región donde ZD=IO. El nivel de este perfil es 

ligeramente elevado con respecto del perfil de similitud, sin embargo la forma de los perfiles es la 

misma (11% de error relativo medio). Se presenta también los mecanismos correspondientes, los 

cuales tienen la misma forma que aquellos de la temperatura. 

b) Varianza dt: la c:o11cc!11trac.:iáu del c:rmtami11a11te y su disipacirín 

La evolución espac.ial de la varianza de concentración y de su disipación se esquematizan en la 

fig. 6.46. donde se ohserva un comportamiento adecuado de ambas cantidades. 

En la fig. 6 47 se muestra el perfil horizontal de la varianza de concentraciones (a). en la 

región de flujo completamente desarrollado, junto con los mecanismos correspondientes (b). El 

perfil es comparado con datos experimentales de temperatura, que para el tipo de flujo estudiado 

pueden compararse gracias al antilisis de similitud. 

El perfil vertical de la varianza de concentración es mostrado en la tig 6.48(a) y los 

mecanismos en la lig 6.48(b). Para este perfil tambien se utilizan datos experimentales de 

temperatura como comparación 
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La disipación de la varianza de la temperatura es mostrada en la fig. 6.49 en la región de 

similitud y en la fig. 6.50 en el eje de simetría 
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Fl¡:ura 6.53 Perfil axial tic/flujo tle especies turbulento en el eje tic slmarla 

c) Flt¡jo de masa turbulento 

La evolución espacial en el dominio de estudio del flujo de masa turbulento es mostrado en la 

fig. 6.51. Se observa un componamiento similar al flujo de calor turbulento. 

La fig. 6.52 muestra los perfiles del flujo de masa turbulento en la región de similitud. Al igual 

que para la temperatura, se observa que en esta región el flujo masico turbulento en la dirección 

vertical tiene un nivel muy bajo con respecto a los datos experimentales. 

En la fig. 6.53 se muestra el perfil de wca en el eje de simetrla, el cual presenta un buen 

comportamiento. 

d) Discusión de resultadas 

En general podemos ver que el campo térmico y el de concentración de especies se comporta 

de la misma forma. lo cual es correcto, ya que el considerar un jet plano turbulento conduce a 

tratar la temperatura como a un escalar (especie) inerte. 
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11. PERSPECTIVAS 

Este estudio fue una etapa esencial dentro de un programa de trabajo elaborado en el 

Departamento de Sistemas de Combustión del Instituto de Investigaciones Eléctricas para el 

estudio de Ja dispersión de contaminantes en Ja atmósfera. En este programa no sólo se 

desarrollarán los modelos de dispersión de contaminantes sino que también se evaluará su impacto 

al medio, para lo cual se han ligado las tres partes esenciales: las redes de monitoreo, los modelos 

de dispersión y el impacto al medio ambiente según Ja legislación establecida al respecto. 

El objetivo de este programa de trabajo es el de poder predecir de forma realista Ja dispersión 

de Jos contaminantes en diversas centrales termoeléctricas del pais en donde las emisiones 

producen un impacto considerable en las zonas aledañas, como es el caso de Ja Central 

Termoeléctrica ubicada en Manzanillo. 
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PERSPECl'IVAS 

La etapa siguiente a la de este trabajo es la optimización del programa de cómputo 

QUETZAUU y su aplicación y validación en dominios reales. En este sentido se empiezan a 

obtener resultados en una atmósfera donde se considera un perfil vertical de viento; la siguiente 

figura muestra el campo dinámico de una simulación de este tipo. Puede verse que el modelo es 

capaz de reproducir las corrientes de recirculación que se producen como consecuencia de la 

acción del viento sobre la chimenea de descarga. 

z (rn) 
100 ...... ~ ......... -.~..---,-...,.,i=---.--.,.~..---,-~...--.---,~..,..---.~.....--..-~.--...,... ..... 

60 

50 100 150 

.\'imuludón Je u11t1/uente puntue1/ ,'0nsidercmdo un perfil de viento 

200 
X (rn) 

Los resultados mostrados en la figura anterior se obtuvieron con el mismo modelo de este 

trabajo y solo se modificó el dominio de estudio y la frontera izquierda donde se impuso un perfil 

de viento. 

Posteriormente se prevé la tridimensionalización del programa de computo, la inclusión de los 

términos de reacción química. radiación. evaporación y otros en las ecuaciones correspondientes y 
la opción de simular geometrias complejas. 
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PERSPECTIVAS 

Un modelo como el desarrollado en este trabajo al cual se le incluyen las características 

mencionadas anteriormente puede constituir una herramienta poderosa en el estudio de la 

dispersión de contaminantes. El inconveniente de un modelo de estas características es que 

requiere de equipos de cómputo de gran velocidad (Workstation o CRA Y). Sin embargo, la rápida 

evolución de los equipos de cómputo permite el desarrollo de modelos cada vez más complejos, y 

es por ello que un modelo como el de este trabajo puede convertirse en una herramienta práctica 

en la simulación de dispersión de contaminantes, que a fin de cuentas es el objetivo final de este 

estudio. 
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111. CONCLUSIONES 

El objetivo de este trabajo fue el de contribuir al estudio de dispersión de contaminantes bajo 

un doble aspecto; a saber teórico y numérico. 

En la parte teórica se colaboró con el desarrollo de un modelo fisico matemático que 

representará de forma objetiva la dinámica de la atmósfera y, en particular, aquellos mecanismos 

que influyen directamente en la dispersión de los contaminantes. El modelo desarrollado permite 

representar los tres campos esenciales: el campo dinámico, el campo térmico y la concentración de 

especies. 

En lo que respecta a la parte numérica, se colaboró al desarrollo y a la estructuración de un 

programa de computadora que se desarrolla actualmente en el Instituto de Investigaciones 

Eléctricas. Si bien que algunas hipótesis fueron tomadas sobre las ecuaciones que describen este 

fenómeno los resultados encontrados fueron completamente satisfactorios. 

La contribución de este trabajo es de suma importancia ya que permite analizar la evolución 

en el espacio y en el tiempo de los contaminantes en la atmósfera; la mayoría de los modelos 

existentes en la literatura o en paquetes comerciales. de tipo gaussiano principalmente, carecen de 

esta posibilidad. 

De acuerdo con los resultados obtenidos, el modelo K-& utilizado en este trabajo simula 

adecuadamente las cantidades medias, y aunque existen niveles ligeramente bajos en algunas 

cantidades turbulentas, en general se observa un buen comportamiento, principalmente de aquellas 

cantidades que son calculadas con una ecuación de evolución. 

La variación en el espacio y en el tiempo del coeficiente de viscosidad turbulenta equivalente 

conduce a la utilización de modelos de turbulencia que tomen en cuenta estas variaciones, lo cual 

contradice un poco a la utilización de la teoría K (modelos algebraicos) en donde este coeficiente 

es supuesto constante en el espacio y en el tiempo Así. los modelos de primer orden, como el 

utilizado en este trabajo. se ajusta mejor a los datos experimentales que lo modelos algebraicos. 



CONCLUSIONES 

Los modelos de primer orden permiten además el estudio de flujos con recirculación, problema 

que es de sumo interés ya que puede suceder que debido a este fenómeno los contaminantes 

emitidos de una fuente puedan depositarse instantáneamente y de forma violenta (efecto 

downwash). 

Finalmente, se espera que este trabajo sea de importancia en la elaboración de modelos 

futuros, en donde se puedan incluir aspectos como la química atmosférica; y que la continuación 

de este trabajo conduzca al desarrollo de un modelo confiable y práctico para la simulación de 

dispersión de contaminantes. 
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