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Introducción 

Recientemente en un consi.derable número de publicaciones y libros se ha insistido 

en que el ·álgebra .de Clifford es un poderoso lenguaje para la Física, ya que es la 

estructura ~~tcm~tica n~l~f¡l de :~bjCt'Os·· tales ccini.o: ... vectores; nÓ~cros complejos, 

c~alernos, matrices de Pa~;li, ~;pinorn; de Di~ar., ~i~. Se h~ a~li~ad~ prinéipallllenle 

en dós· campos:MecánicaCl~sica yMe~ánic¡C~ánti~a; 'Reci~nt~rne~le, se luí vis-
.. ,. ' . '·.·: •. _· e:· . ... ,- ..... '.: .••• • •. ·· .. -·-.- .. '"'' _ . ., ·. 

lurnbrado la posibilidad dé ápticar este lenguaje a ¡.,,·:cristalografía geométrica. en 

di111enslones ··~~bi tr~~ii,., p~i~ Eq~~ '.et ~.tgeh.ra..·~~· v.~.do.~~.~~~~i:iº".ªl \~~ a.ih.b~) · pr~-
s!mta muchas limifacionell (unade ellas es la imposibiHd1'd de c1'téulár el producto 

vectorial o cr~·~ ~n m? d~.3 d,i;n:eñsi.~~es(·~ : ,. • .. ) . . . 

L~ opera~iones ccí", ~lgcbrade CHffo~d .en un espacio d~ ~imensió~; ~igamos 3, 

obliga.·~. trab;J ~; .·;()~'.~f ~~~i;ble~:;~~'~¡i~uI~i;_~~~~~~f plo,'. s'ó~".~~~ill~;~d~ h.acer, 

pero el problema. e~ que ~lnúm~ro de opéraciones in~olucr"d."•~~ rnayor' rnie ... tras 

más dl~ensi~~.;;'sea~ ¿ó~'siderÜi,fr . ' ;_ >' · .. >. C ·'· • . X 

arbitr1'ri"(finitá) y que t~O:baje simbólicalll7nt~. Aparte.d~l.proble~a del"lto niímero 

de operacioi{es)~yol~~rad~ ~n ~~te: ~ig-;bra'; la IItm~~d ~~ Ü~ J~~u~¡e ~~ ;,~iciéntc 
desde.el.m.olllentó ~n e¡,;.; permite.·!¡¡ ~anipllta.d6n.de ~ivers~~ obJ~to~'ma.te~íÍiticos · 
(vectores, núi-.:.eros c'ó~~l~Jos:~u.~~e~ri~~. ~t~~)collu~ ~610 ~lgóri~~.;·;()~~ut¡¡cion~l. 

Malhcm~ii~aes. ~~ sisie~a·~~nei~1 ~~ra;hac;:~ ~~te:r;¡¡¡~ .. ~~lll'put~cio~~I. Se 

puede usar coÍnollria sofisticáda ¿alculadora, ~~ro adeÍná.S'de ¡;.g operáciones numéricas . .- . . - , . - " . ' '' - ' ,· ' - .,. . ' ,_.:.. . ... - . ,,,. , ;. ., -.. -.. •".". - . ·.' .. -

puede reatiza:.ºP~raci~i{es.alg~b;aicas· y• .. simbótié:i.ó; con.tienéüria'g~a~. cantidad .de 

f~ncio~e; ;;~J~fi~i;¡:i;~;.~~~'·;~¡;~~J~j;J; ;!tg~.i;i,~iciit¡;;o;;~.cp~cd~·,:n~~j~~~te, 
generar gráfl~os. de ;;.;ucha écill1~i~jid~d,··.s/1iá·J~~ogld~ ~st~ sist~~'ª g~acias. a que 

. ,.-· ·-,. ·: ,, .. , ••· ,, .. _.- '-. ' -·' ,-'-. •,-,· ==···o ,,,-.--:·~:,.!e''·- '¡"o_', .:.;, > -- ' ' 

maneja, con más efic1'~ia., elcátclllo ~imbólico. Exlsten otras siste.~.;s, p~r; ejemplo el 

Ma~le, quctamb.ién tra~~ja~ op~~aciones,al~ebraiéa~, p~;~ l~s cálculos ~imbólicos no 

son tan ~ficlentes como el de)vtaÍh~miztiéa. El é.i.lculo ~ifu-bói\¿o de Math~matica será 

de fundamental importancia paranósostros. 
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El presente trabajo se divide en cuatro capítulos y dos apéndices. En el primero, 

se da una introducción g~neral al álgebra de Cliffor,d de.un.espacio vectorial de di­

mensión. finita. Se introduce el. concepto de multivcctor_y las operaciones' básicas 

de esta álgebra. Se d~scribé, como ~na aplicación p~¿éti;;a, 'c6n10 este lenguaje pro­

duce. expresiones coÜipacia.S 'y ~til~s· ~~,,:~dó ··~~· ro'rn;ul8. la 'geom~tria -analítica (en 

dimensione~ arbit~;iria~l en ~~tº~ tér.riin~s. se d~;~r1-6ii~-también su aplicación ª 1as 

rotacio~~~, ~ro;~ef ~~~~~s· v·~~ii,~~~~~~?á~'. :~~~~¿,~~s:~~~ ~ ~~-~(~·ui~~, ~i~e~·Sión. 
En el segundó 'capítulos~ describe brevemente el ~istcma Mathematica, sus princi-

· .- ·- •e\""-' - .,-, ,,.,•-""- > - ,·• .• - • • ,,-. -,,,, ..• ., 

pios, algima.S de sÚs fÚndones pr.,definidas, su lengu.:j~ de programacii:ín y la sintaxis 

de un paquete. 

EiJ el terc~r ~~pífolo,~~~c~ el ri¿cle~de ~~t~ t~ab~jo/se describen los algoritmos 

que permitirán I~ p~~ir~~ac~n :~~I~ldci~.~p~fr~i~nesqÚ~ rdr~a~_~aJ>aseld iig_elJra 

de Cliffo~d,,,: pa~Úr d~ las" ~;;a.!es'püecl~n g~ne;a;se todas l;,;·deiriás; Se i~cluye adeÍrlás 

una lista ex¡ústiva d~ lasJ~~·ciori~s i~pu~it~s q~e c;;hti~~~ '~1' pa~~~t~. Ést~ ú!Íima 

En él 6iúm~~.:pítú!cise des~~ib~n·cÍ.ivers~ apli~~cici~esÚ álgebra de Cliffoid; 

Esto aden1ás de d.~r ~~'1 n1~~;tra deÍ ~;;d.;~;de e~ta h~~r~~i~~ta'ci<ltelTlática,~o~siste 
en un conjunto de ej~m~los,de lá utilización deipa.qúete. . . . ' ...• 

En el. apéndi~e A< s~ enllsta el ~~quet". (¡u~ he~os de~~:Oinado · Clifford. Fi­

nalmente; en, ~l ~p¿ndiée B, se' incl~y~ la c~pi~ de u~ ~rtÍ~~lb elaborado con los 
- - ••• - ·- • - - ' ·-- - •• • • ·~ - ' - • - • ·' -! • ' -- • • -

resultados de ~ste tr~baj~ en el q~e se d~n d~talles ~ás pr~cisos sobre los algoritmos -

que se desarrollaron. 
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1 El Algebra de Clifford. 

1.1 Introducción y Orígenes del Algebra de Clifford. 

En 1844, !forman Grassmann, desarrnlló la idea de un número dirigi.do. Consta de 

un segmento de recta con ·una magnitud determinada, un sentido y una dirección. La 
magnitud de [a récta es la cantidad de VeCcS que se repit~ uria línel\Jnitaria a [o Íargo 

de ella, el sentido l;; i~dica u~~ flecha en uno de ios~~i;em~'s cl~la';eci~y ladir~cció.n 
está determináda por~¡ Angulo qué se for,;;a entré lá. re~tá y una !Ín;;a: horizÓntal; El 

- . 
Gras~mann prop~ne,.·á1ave~, ün ll'ue~ocoiice¡Íto llai11'1doária·11;7!Jida!,que puéde 

formarse -~ol~~a?d~ ~ri ~~bt;;~;" p Ccl~-.ª~~Í '({~ ~'d~lant~ tod,'\s l~s v¡;i~ble~ i¡ue, rep~e-
senten un v~ctor ~C'rári'· e;~~itas.cn negritas) en d ext;c!l'lo de Ün. vector a y formar un 

paralelogramo ti~~nd~ lí~~~s ~araÍ~l~ (vé;;,.~ Flg. Í).· · .. . . . . 
":-. ,_,, :-:. .'~>~'. ~· -

Este paralclogramo.tiéneÚnse?ti•doe; ~;;ntra.de lasntaneciUas del·
0

reloj, una 

dirección cir~ul~~ y ·~~ ~~d~l~ i~~aCai ¡;e~ ~u~~~ for!TI: sÍ ~ol~~á~os ~riínero al 

vector by ene! ~~t~~áio'd~·l~fl~~h¡•alv;ctó~ sentido ~s•a1·~~ntrá~ia' q\le en Cl 

ejemplo.'anteri·~~· {~é~~e ·F¡-~~ :'.2): - . . . · ·· .:. >:--

A este nu~voobj~to s~le cli6 e.l ~ornbre d~ bivecfor? e,~ictor,elcual tiene dirección 

{circular), s~ntido(af.av6~o ~n c~lltrade {~~ ma¡{~(:ill~ d~lr~loJJ,; m:~gnitud (área). 

El área del paralelogia,;;o, o m;,g~itú'cfd~l IÍivectOr cstií. dada' por: - .. . ·; .. ·' .. . .·:· ., ,• .. 

donde o es al ángulo fo~m~di po~los clos vector~~··-
Un bivector .~e denota como aÍ'I b: A laiipér~CióríA se. le i:ón.oce como producto 

i,,. ; ' ';: .. -:··· ··.:'· '.. "¡!\:: ·,,.-.- :·;·---·.;.':U:'·-.-:',.:,';.,,•_ ·::·,~";<'. ¡·. :' _·¡:·,,,,'\~ : 
exterior. Obsérvese qué -'a/\ bes igual a b/\a lo.que indica ·que el·p~oducto exterior 

nO conmut~: 

El produdo exteri()rde tresvect~~c~ P.ro~11c~ un trivector [21: 2] (~~r Figura 3), 

el den vectores nos dará un n-vector. 



Figura 1: Representación geométrica de un biveclor como un área dirigida 

Figura'.!: Representación geométrica del bh·cctor en >cntido im·rrso al anterior 



Figura ,3: Re¡ire~éntación geométrica de un trivector 

Casi paralelamente, ClilfJrd_~o~~ina estas dos ideas y define un nuevo producto 

de vectores q~e denomln;,: Pr;d~1~to Geométrico a,b y que se define co~o: 
• 1 - ' ' • • • 

iib = a · b + a i\ b. 

donde a· bes el :;r~dució ,;s'~aÚru~~á1'~ue tÍene e(vald/fal lbl cosO. _ 
·. ·'''· .,, ·_, - •••.. '• - . ·.o·,_•,,_; -·• .•..... ·. -·-· 

Al resultado antériof'sc lec~~?cé con ~l nombre de MultitÍect~~., Estosobjdos son 

el estudio pri~cip,,:l d~l Áli~~"ro;á~'biiff,"rJ.,L~~:princlp'~lés ~pera~ici~c-s ,~~C~e ellos 

como: suma;, friultipli~a~io~es, ~f;J~d¿~ é~~~l~r y 'e~t~;Í~r;'8ci~ él objetivo principal -

del p~e~e~t"~ c~~Ít~i~:-__ : :;~:::; _,. - · ·· · ;." __ :,.;f~_?.- .. 

VeamÓ; ~~ ~oc~ [l\:.U. ~n det~ll~ cóni~ sé re3.iiz~'.~~; prÓduct~ geómétrico. Para 

ello, a los v~étcir~~ á y b en R2, lÓs repr~sent¡;~emos en t6rmin~s d~ unO," has~ ~a~ónica 

e 1 = (1,0)y e,~ (0,1): :'.';~)--i~'./ ,:::. _,,-. 
a·= a1e1:+ a2e2, 

--~,;, b,'~/¡\~~. -
entonces 

ab = ajb,e1eí +a1b,e,e,ú ~v:.i.L~ a;b,e,e,. 

Puesto que e 1 ·e,= O y e, A e1 ='~e1 ~ e~,~rit~nccs 

e1e, = e 1 ·e,,+ e 1 i\ e,= O+ e1 i\ e2 = e 1 i\ e21 

e2e1 = e'l'/\ e, = -e¡/\ ~2 = -:-e1e2. 

(!) 

(2) 



e 

b 

Figura 3! l~;prts~iita~ión g~o2éúca de un tri vector 

Casi paralelamente, Cllffo;d coinhina hsta;ao~ ldeas ydefine un nuevo prnducLo 

de vectores q~e d~no~imi. P,'.a.clucto G~o,,;étrico ah y que s~ define como: 

· .. ~•.' ;e~ ~lii~~ · ll+'~¡';'I). , ... 
donde a· bes el product~ ~sclllar,~sual q~e Hene~l valdr lal Jl>J cos9.. .• .' 

el .e:~:~:~·~~::i::~e¡~:Á1}f b~J~f ei¡};j;d~~Ja:rt~:t::2~~~~i~~t:s ~:~;::•e:l:: 
como:' surr{a;,m~ÍiiplÍ~a~i(;n~s'.!>;~du~to~e~¿;,¡1'r'yé~t~~io~;sci~el ~bjetivo principal 

del prese11té ~~pítulo. 
Veam~s Ím p~c~' n:iá~ ~n détalle ~6mo 'se reali~a un pr~ductO geométrico. Para 

ello, a los vecto~~s a ~· b ~n R.2; l~~ r~pies~ntarem~~ 'en t'ér~in~s de hna base canónica 

e1 = (1,0) y~2 "' (O;l):> 
·:_~a· ~:a¡~·/+.-~~e~,­

>1> ·;,• b,~i; b;e;; 
entonces 

ab= a 1 b 1~1~1~a;b,e;~,fi,b,e2e 1 + a~b;e,e2 • 
Puesto que e1 • e2 = Oy~2 :ei ,_;_'~;/e,, ~~tonc~s 

e1e2 =,e1 • .;,'~e,J\e~=~~t/\e2 = e1 lle,. 
e2el = e2 ~ e1·~~.~~~ ~ e2 ·=.-=e~·e2·:· 

(1) 

(2) 



Por otro lado e1 • e1 = 1 y e1 /\e, =O. {pues no generan áreas), por lo que 

(e1)
2 = e 1e 1 = e 1 • e 1 + e1 /\ é, = i +O= 1, 

y lo mismo para e,. Su;Ü~uyend; {2)y 
0

(3) ~r;la e,cu~ción {1). 

ab 

;¡:~:i~Ó~~~~~~f J2h:;: (•·•·)' 
,,;a,bi+ d2b, + (dÍb. '- a,bi)eie2 

6 

(3) 

(4) 

En la ecuación (4) se ~Íi~de obs~rv~rq~ca';¡,;,aibí.f. a2biy qúe a/\ b=(a1b2 -

a2b1)e1e,. .Nótes~ ,que;'~n ~en~ra(dad~ún espacidvecto~ial (J'l2¡ y u~. producto 

como en (4); cualquier ~le!Tl~:nt~quei~ultepucd.i es~~ibirsecomo u~a combinación 

lineal de 

- --· ,._. 

que es la ba.Se de
0 

un nue\'o esp~cio vecf~riai ¡u~;~~ denota por C(R2 ) y.e denomina 
álgebra de Clifford de R'. • · · ' .. . . . . .. ' · ' 

Si se d~s~a con°st~uir C(R3), lo~ ve~tores ~aii6~ico's tend;án'dimensióri de 3 y se 

forma de todas las posibles ~úlll~s y pri:íd~étas d~ lciá el~m~ritoi de l.i: b~e 

'=.· (i, ;·¡, ~~;·~·~:;~~i-~i;·e~~3~ ~:~~3, ~ie2~~) -~-·: 
:---. /:_'.- ---:----··'.: -·~- ·?:.' 

Esta. base contiene"och~ ~lem~11tos: u~ escalar, tres vectores, tres bivectóres y un 

tri vector. 

1.2 

Partiendo de .los r~fült~d~~·~nfo~ior~s;~se presentará una definicióll más general del 

álgebra de Clifford el~ R• [5]. 

Sea. R~ 
0

el .;sp~cl~ ,véctcirl~l Euclidian~ sobre lo'~ números reales, con una. base 

{ ei, e2; .. ., e.} tal q~e 

(e¡ 1 e;)= li¡j. 
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Iutroducircmos en este espacio un producto uv dt~ vcc~on~s c¡ué pcrlcucccn a /l". los 

cuales cumplen con lás propiedades asociativa y <lislribútiva con' respecto a la. adición 

y que satisface la condición 

uv + vu = 2(u 1 v)l, 

donde (u 1 v) es el producto e;~al~r E;1diJia~~ e~R", y 1 es l~ identidad: 

El resultad~ de t~das Ías p~sibh,~ s~m~~; proclucl~sdc los vectores { e1, e., ... , en} 

es llamado Álg~br~ de CÍ;ff~;,/ d~:n~:que s~ denota por C(R"). El producto uv es 

llamado producto geomét;ic1tdb U.Y f. Not~ que en. r,~rticular 

¡ii;¡2 =:1; 

v':: (vJv). 

i>j 

El Álgebr; de Clifford C(R"f es~~¡. sí misma un espacio vectorial de dimensión 

•~º (;) = 2" y co11b1i5e . . . . . 

(1,~i..e,, . .,;e,., e1e2;e1e31 •• ;~';~ •• : ..... ,e1e2 · · ;··~.). 
Un elemento.A q~e p:rt.i~e~~{c(R") seescribe d~ !~forma 

A= ao + a11e1 +· · ·~a:,~J¡ a~;~;~;.¡'.·'. ·+a;,~1~~+· ;. · + ad;ele2 ···e., 

d~nde d ,= 2~ -:(e i = •df~ar~l~do~~~~e;o r~4a~¡.C?ns~~ue;1tcmente el espacio 

vectorial C(R.;) i>hedc dc~co¡;po1í~r;e·en ~ + 1 s~bcs~~~i~s: · · 
j_: .. - •• 

-~(R~) jCoaJCíÉll . 6lC.í (5) 
'-'.·· '·; ·., (;"; ,;o>i-_?.~ 

cada un~ de dirrii.~~Í6n.("):c.· ·· /··,~· ' 
---·----o,----

- ••• •• ·''. '- ~ •1 • 

Los elemént~~ A del <Ílgebrn de CIÍffortl son Úam~dos riiulti~ectórcs; los elementos 
' ,-.. " . .,·,·- -··- .-:,·_·". -... '· ... ·,-· '··. - - ·····- ,_, ··- -

de Cp son llamados P:vei:toreS.· E;¡ partiéular, l~s 0-vect~res son.;¡ú~cros reales y C0 

tiene diinen~i6d Í; C1 ti~~~ ~na báse {~11 e2 1 : .. , e~}, son i:~c~tórcs o simplcménte vec­

tores y con·di~(C1)_~: n._c2··_ti~_nc.uria ~ase {~ 1-~~·~· .. ,-~-~-e 1 en;e1~~, ... ,~:ien,.;.-,en-ien}, 
son bivectores y di~(C,) = (;); Fi~ah1mntc, Cn tiene una base (e 1 ~2 ···e.}, con 



8 

dim(C0 ) = 1, se denominan n-veclores y también son llamados pseudoescalares (!OJ 

y suelen ser denotados por l •• Obsérvese que un n-vector arbitrario An puede ser 

escrito como: 

donde ,\ es un número real. 
' 

En lo su~c~ivo, llri multiv~cl¡;ro un· ~v~Cto.rse denótará solamente éon mayúsculas, 

p~r ejen{pl~ Á, ~iri ni~ún Ú;b d~' B.cl~rn/. Cua!ldo ~ÚticeniC>s 10 nos ~st~;emos re­

firiendo al pse~dóes~alarcléd(R~Í o n'.vector. · . - .,, . ·' -· - . ~-- .· -. . - '" . ' . \. ' ' 

T¡;inandó'en ,·¿¡;.;¡¡tal~ descompo~icitln'd~C(R") en sum~s ele sube~paci¡;s e,, 
O $p.$ n, cl~cl¡;. en{5); ~bdem~s'e~~~a~r' l~ p~;t~d~ g~aclo; d~,un ijuilÚvcctor A 

por medi~ d~ Uri'a proyección <>': C( R") -+ C( R" )~ d~fi~i~ndÓla ~~¡,'¡~·sigue;. Si 
.:>:·• o:-':·.c'. - .~~· ' 

·'A,;AJ-í-Ái{~·:.-:~iii~t. ·····• ,7· ;.J 
.. ': 

con A, E C., entonces (A),;~~~' y deci~o~que.4;.eJ ia"pa;te P-vectori~l de A, y 

que A¡> es de grado; o el gr~do de :;1~ ~s ~JEn ~¡~¡¡¿~lai; (6)es ~quiv~l~nte ~ 
~· ~;.._~·.· ---

(7) 

Si un multivector.tienela forma A = (A)~ par~'~n ent~~,;"~~sltivo T• se dice que A es 

homogéneo de grado r. 

La magnitud o módulo de Á está d~finicla p~r Ía ecuacicln 

IAl:·(x1:)ri';·.·· (8) 

·- -- -: ' ::~- - < : --;: : ~ 
Donde Al se ·denominad reverso de :-4. y 's·e définé como sigúe. Si. A, E C,, entonces 

: .. __ ,-,: 

;Ap ~ V1V2 ... v,,, 

se define al r~uerso de A~·como ' 

1 Observe que_ los l~veclores son v~ctores comunes y serán 
denotados como_ se especificó en un prin~ipio. 
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El reverso es distributivo [l l, 5], por lo que 

De (7) tencinos 

IAI' = (A1A)o= i(A)~l2 +l(A).l2f · .;+l(A)nl
2 = t l(A),1

2
. 

. . _, -, , <· , p=O 
' .''· ·-:: 

Ahora, si el inverso de A exi~~~ [18], est~ ;~rá d~nói~ddpo,r A-1 o 1/ A~ Y se define 

por la ecuación ',4A-1 = ~. Ell páfti~úlir; pá~~ Ún°A;,,;, V1V2 ·;·v., fü inverso estará 

dado por. 

(9) 

~ --
'". • -' 

que es conocida• con ~fn;,~b~e de c~-,,di~ión ,de PWk~~ . 
El prod~~to ~xterio~ (; Ínt~ri~/~:~nidcis ~nla sección ~n.teriorpara veét~res, puede 

generalizarse t~i:;ibi~n ~ ffi~iti~~~tri;es: ,·¡,st~. ~perad~n~ son; imi>orta~tl'S ,porque 

permiten illcrn~~~t~r ~dis~in~i.~ cJ~racl~ d~ ú~'mülti~tict~~. ·Esta es, establecen la 

relación entre todos lo~ sÚbespa~i~~C, ~ido;·ell'(s).· 

Sean A, É c~y B, E e; dci;~~v~cioi~s de grid~ ~ y ;'I respe~tivamc~te, sedefine 

su producto interIÍCl ( e~ii1~rÍcomoi .·· 

... ~· .~ i4 i,~.t·'.~·1 \· (10) 

y su producto exterior ~;,'.r;~' 

(11) 

El productoA,· {~.el términjdc 1nenor gradCl en A¡,B, y A,/\ B, es el térinino de . 

mayor.gr~do. C~nlas tl~fini~ionc~ anteriores, aplicándol~s en multivcctorcs, tenemos 

la siguiente definición: 



Sea A, 8 E C(R") entonces 

A. 8 = Lp,q>O (AJ.; (B),' 

A" B ,,;E,,, (A),A (B),. 

10 

De Acuerdo a (10) y (11),;iprcidúctod~ A/_conunl/-vc~tor, si es i~tcrior reduce el 

grad~ de A,~~·~ ~nid~d~s, si~~ éxte~lor ~Í.tmellt~~l g~a'Úén q unid~des. El producto 

. int~rttO y extern~.~~~o lo?~~~r~d~~~~}'~~;;;~~ta~'cl gr~d~Je lo~~ultiveclores en el 

álgebra de CHffÓrd y cmisÚtuy~n lasoper¡~i~nes l"tsi~a's ~Í.tc rel~cioiian á ia's dlf~rentes 
.. -·,c., "i .. -- - . - .... · ._ ... _ .. _ .-;•. -.,_: -;,.-,, ' - __ ,·.----,-" ' - ,., ' 

subespa~ios de C(l~~) definidos ~n ¡¡ ~x¡Íi~si_cín · (5):f. 

Si ig~al¡mos a (A); ,;;· Íi>y ~·.(n); '= b ~~~ s~'rep~esenta'rón eti l~ é~llacicln (1), 

lógicamente Íos ;tul ti~~~(~;~~ s~n. de giado'i, ~~u~incirino~ p<lr 'et ';e.titad~ en la 

ecuación ( 4) telle~<ls (¡ú~ " . . ,~ ,, · · 

A·B·;,,E (A) 1 :(B) 1 ~{a~)0 '.;,;~:b;)~.~~ 
p,;i>D_-;. -·--" :_:-:--::,. ::-:< 

y 
~- o' 

... 
Por último, el produ~to g~~~ét;ico ~s: / 

,·: 
.-_' 

•·· A~~~·(A~)~+(>B)2 : 
Si rtiultiplicam~s un vectOr v'~ZuJ:~-vecto;A,, podemos escribir que 

v'Á,,,, v.{.{~~ A,, (12) 

relación que nó es ~~lida pa~a d~s ~~~eci~res ~llg~ne~al ¡l 1]. 

Si B, es un p-vecf.or ~~~P~~d~ es~ribirs~;~:~I) ~l proé:lucto exterior de p vectores: 

: ' 

entnces B, se denomina ccimo ~;blade o simpletn~ute bladii' . . 

2 No encontramos una traducción adecuada del térmióo. 11 blade" por lo que preferimos utilizarlo en 
~· . . 
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1.3 Proyecciones, Reflexiones y Rotaciones en R:1• 

Regresemos nUev~mcntc al caso de V(!Ctorrn; t!ll ir que sc,discutió en la sección 1.1. 

En elproducto geométrico de dos.sectores a y b .. sc rnct·,·,;nfra toda la infonnaci<ín 

a cercad~ la.dir~~éiók.c1ri:1~~'.d~·~··,·v~Ctorcs::·s¡' .;le·~~Ompo11·~1~~s a los dos vcctows c'n 
_- .. ..- ·. ·_ .. : ' . ':: :. ... :_- :.· - -~ , ' .. ·- - .-... -. . -. . ' -. ... < . ' : . - . . .. 

su f~rma simét~i~a (parte'escala~) y antisimfülca (parte blveciór) de acuerdo Con su 

,;.....,;· 

Observe, si hacemos la su~a de los d~s pr~d~clo~ ~e (13) obtenemos 

y restando, resulta 

.:>;~~-·1,::: :;-~~::~-._;':J.>:·.·:: '< - ~­
ab + b~ ,;,¡¡.b+aAb+b;ii+b 

~}b'';~:~¡,+~. b- ~Á b 

~2(ll'.b) 
a·b·· ,;,(~b4-bá)/2, 

ab:-ba ,,;~·b+'~i\b-b·a:-bi\~ 
7'.a·b+áAb--,a·b+aAb 

. =;'2(aAb) 

.ai\b ~(a~~bl1)¡2: 
-:ó,'•' 

(13) 

(14) 

(15) 

Los vectores son coH~eales,o par¡lelos; si ~A b = Oy sustituy~~do e~ la ecuación 

(15) obtenemos queab.C:ila =0, entonce5 áb,,;ba: siscinortog~nale~. sabemos 

que a · b = O y ~ustitúyei_~º en (li)oyte~i~~~o ~b :1-}Ía .:'·o{ ~ntonces ab = -b~. 

1.3.1 Proyecciones. : 

Dados dos vector~• a,·. b,~:un: ló po~e~os d;s~o~~oner e~ uri vector paralelo al otro 

y ese mismo en urio or~og<malal .~t~o. P~r ~jempl~;~I vect~r a se ~i1cdedesco\nponer . 
en [11] 

a=au+aJ., (16) 



I~ 

) 

b 

Figura 4: Proyección y rechazo de un vector sobre otro 

donde a11 es paralelo a b y a.1. es ortogonal a b, entonces 

• 
= a.1.. b + 8.1.',\ b,;, aJ.'/\ h; 
= (au +a~): b~ iu · b +~J.'~~ au ·h,= aub= b~ll• 

como se ilustra en la Figura 4. D;,;¡pejando lo~'do~ úlÚ~os resÚltacÍos ~n (17) t~nemos 

:-';_ 

'( 

... ~~·::,.: ·,-: :~-; ; 

' ªJi. ,:,;, .... bb7~ 
aJ.·~~}¡,¡,:J 

¡· .·: ; .. : 

En (18) pu~de haber uria confudónen el p~cidu¿to que ~éb1{ié~HZ,¡i;s~ primero. 

Para evitar é~to ~e ~igue la~ig~le~t~ jer~~q~Ía:· prod~[t6 ext~'rio~/p~~d~<:tÜ esc~lar y 

producto geométrico.~ E~ decir;elpr~ducto geo~étriéo es ~!Jlti~C.é~;eval~ar;e, . 

La ecuaéión (is) ~~s ;hdi ~ar~ c~álq~ie'i ~:h_lide' B~~'ia ~~e \1~ (f 2) ~~ t"í~n~: · . 
. ,,··:::.:·::.:-: .. --."·-- .. ·.--- ··,:·-, 

ªU ~a·BkB'k 1 

En general, para un plan~ definid.o por.;,, ªUY a.1.·(véase F.ig. 5) son vectores. 

p~ralelos y ortogonal~s al pla~o, que reciben los no~brcs de proyección· y recliazo 

reSpcctivamcntc. 
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Figura 5: Proyección y rechazo de un vector sobre un plano 

1.3.2 Reflexiones. 

Una reflexión de un vector (:z:, y, z) sobre el plano :z:y ()bien a lo largo de.l eje z, está 

dada p~; la {ra~~for~~~i6n (9, ~O]: • .. . . 

(20) 

Véase Figura 6. 

En el álgebra de CliffÓrd, se pÚed~ repres~llt~r esta transformación por medio de 

productos geonÍétri~~.s; 'La ;~fl~xión'de un ~ectorx a lo largo de un v~étor u esta 

dada por [2, 11; 12] 

(21) 

Para el ejemplo de la transf~rmación en(2o), s~b~nÍos qúe la solución es que la 

compone~te en z es negativa, para resolverlo . .ie tiene que 

(22) 

u-I _ ze3 =·~ 
z2 z 



z 

y 

X 

Figura 6: Transformación Lineal de un vector en el espacio. 

Siguiendo los pasos de la función (21) y utÚiz~i{do '(22) teri~mos 
--- .-,-.· 

:z:e1 e3 + ye2ea· - z -u-•x 
: . . . ~ xieg y~~. :.:: z2e~: '· ..•.. ·• ... 
_;{-t~;} •:.= . . . . , = xe1 +ye, - ze.; 

·-- _, .. , - · -e:.:.-.z;_o' '· 

que es el resultado esper¡d~. 
En el caso de qu~ eÍ v~C:toru sea unitario, l¡ e~~ación (Ú) se convierte en 

... ,',:. 

'uc~J =: 7"u~u.•' 
"_ .. ·-- ,·. -<-".'->'.):''.·.~''·· ... _:/ 

Si descomponemos a X eri X::, xn + x¡ y 'U~~n~~ (17) ".emos que 

- . - -
uxu = u(x11 + x.1.)ti. 

= u(x1'1 .\: x1Jú 
= u~i1u-!- u~.1.u 

.\\>· >.-. 
=~11-~.1., 

¡.¡ 

(23) 

(24) 

donde se utilizó el he~.ho de que 11u ,; u• ;,,· i'. Cóu est~s resuÍt.ados podemos ver que 
:·<. . .> ·;. :· '·" 

U(x) ='-:;u~u LxJ'.~ x11. (25) 

Véase la Figura 7: Sup~ng~Ín~s q~: a~ora se ~~s prop~;ciéina el pÍ~no de reflexión 
- ·- .'.. •• • • . . . ' - :>- ' •. : .. ·" : .• , -~ , : , • ' , . ·'" ._ :.." . '~ 

por medio dcun 2-blade B,. Par¡¡, p~de~ ~nc~ntrá:r un v~~k,~ n~r;,.al a dicho plano, 
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Figura 7: Reflexión de un vector sobre un plano. 

s61o es cuestión de multiplicarlo por el reverso del pseudoescalar;· de R3 en este caso, 

u= B,IJ 

La operación de d~alidad puedé definirse de una forma-generál 
-º,::-: ... -··< '.·,.' ·, 

,-·< :'· 
",:tJ.~k=~kh. (26) 

donde Bn-k es ~i d~~I d~l k:blade, ~n !le~~ral, el duá.I de urí k-blade_ en R" es un 

(n - k)-blade: P~r~,ri,~est;o ~Jemplo!el p!á~o~o~,el ~!'alse refleja: X es el xy, el cual 

representaremos como el producto de e[e; pá~á. i¡~e el vector u"Sea unitario. Entonces 

ú: = Ba_;~[J;/J ~ e,~;e3.;,e; .~ ~;. 

sutituyéndolo en (25) yh:Ci~~do.oper~dci~e~tn~~,;~que. 
~ __ U(x) 

= '-'e3(.i:e1 +ye2 + zea)e3 

::._(xe 1e~+ y~,e/-; ·z)e3 

,; xe,+ye,..:.: ze:i 

Por último, se nos pueden propor~ionar:los',·ectores que forman el plano por _el cual 

se refleja el vector x. Para ello sólo les apli~amos.'el producto exterior y tendremos 

como resultado a_B2 y realizamos los pasos anteriores. 
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1.3.3 Rotaciones. 

Primero, rccscfibircmos tina forma muy conv<micnlc. rlcl produc:tn geométrico <le 2 

vectores. Se tenía que 

ab =a1b1 + a2b2 + (a1b2-: a2b,Je1e2_ 

==~ 1 b, .+ a~b, + (a1b~ - a,b;)Í., 

donde / 2 = e1e,, que lo p~dcfilos r~presen_l~r d~ l~~ig~ienle forma 

ab · ~ l~Í Jbj éo~-O~I2 J~l lbl:¡~ O --

• = l~l lbÚ~J.'8 f/2 si~'oj·,,;, jaj jbj e''s. 
(2i) 

Ahora, si al v~C:t~~ ré~~ji.',;:~(~·eri "(24) 1~ apli¿~in~~ otr~ reflexi6n a lo largo del 

vector· u~itario v-:-·~e·~drí~~:~~.;-~u~·.~~-·---~_; .. ~. 

(28) 

(29) 

note que atit =; 1 ya q~e ¡~('==,. i. :ve~ii'i'otcuáles el ~fecto que tiene R sobre el 

vector x,••-'Los J.;~t~~es'_ii)i'vform~n uriplano~-el ~ua1·11amaremos·A, entonces al 

descomp~n~r .x ten~fil~ipo~ (19tq~e .- -. -
·.,'-." -;~ _. i-'---.c· . 

-•' ;¡;=;x'. AA-:1 

·-.~J.==~AAA~1 ; 
,. . '·. ·.: ;.-~ ~·: - .. 

Si sumamos xnA c;n su comnutadÓ~en~Ínos qm,:_ 

x11A-t-Axí¡-· =·x·A+A:x 

=/(u/\ v)t (u Av)· i 
"= [x ·(u~~ vu)} (u'v-: vu) ~ x]/2 

. = [x. uv-~· v.u +~v. x-vu. x]/2 

= [x· u~ -x· vu- x· uv+x · vu]/2 =O 

x11A = -Ax11. 

(30) 



Ahora, si se resta de XJ.A con su cot~mulado lctlt'mos 

xvl- .4xJ. = x f\ .4 - A f\ x 

= x f\ (uf\ v) - (uf\ v) f\ x 

=xfluf\·v+uAxf\v 

=xA~flv:._~Auflv=O 

XiA = .4~J.'. 
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(31) 

Puesto que R = uv ·~ u·v-i-uf\V /Rt =v~ = \l.v.::uf\v. Utilizando la ecuación 

(27) y que u, v E C(R2); láS é~~~~iin~~qu~ a~~ba~1os de, pÓ~er qi{edan como 
"' .. ,. ,-_ - ;·, -- ··-.·-,., 1'• 

Í\~,=~u;' = ~J~~\:'12"~i"rio':: ~~1.e:' 
(32) 

()~n lo~ ~c~~lt~do: Óh(~;{ici;;s ~n~ 0(3Ófy (3i ), I~ ecu~dón (29f pue'dc esé~ibi{se como 

R(x) =RtxR 
= (coio :.1,si~o¡(~ll+ xLJ(c~sOf 1;·~ino) ... 
= (cosO ~J2'sii10)xu(cos0f12 ~in'O) ·+(ccisO :__¡, si.nO)xJ.(cos'O+J2 sin O) 

= (xu coso -i.~j¡ ~in ~)C~~º:fh ~in o)+ (~J. c6s 0- /2XJ. si~. O)(~so+ r. ~in O) 

= (xu cosO +ifo/;sinOJ(c~~.Íi +!l~~inO) +(xJ. cosO ~xJ./2~inO)(cosOf /2sin O) 
.: . ·-.·,, ... , .·.· "•'" ,_- ·. · .... ··-.:·-,.--- .. '• '·- ,. ' 

,;,, xu(~osO +J. sin O)(~p~Of/~sin O) .fxJ.(cos~ -/2sirÍO)(cosO+i2 sin O) . 
• ,., - ' • • - ,_ ,., "¡ • - <• .e "-'· . ;:«' '-· ·' • . .. ·.-• '• .. ~. . ,. ,... . ', - ' , ... .,. 

= xJ.+ x11 (co:s20+:12~ill.ioi)/ 
Se utilizó el h'iclío d~'qri~'(cÓ~o+1.~ii;-o)• ;,. cos;,o + /2sin°T10,y /~ = ;_1>Note que 

,, '·. "· ··r' . . ·- . - ... ,. . .· . . . 

la rotación del vcctor:x:s~h~ce ~to i~rg~<icl planÓ Aúnicamcnté, y~· que el ~ector 
rechazad~xJ.~ ~llllis~o p'a~á.x··.~ .. R(lC);}~.r~ta~Í.ón·s~Il~~aO.~ab<l,~obie dos veces 

: ;:~1:~~~~~~!~:;i:z:~:fü:;;~;§t;~;~±:: 
que haceres'di~idir'~I ángulÓ ~u.trc dos [13]~ O s~a .· . 

' R = ~t' ' : I~~· ~· ix~~n r=~1~9(~ 
·~t:~··~i~~~·-.~~:,~. b~:~ ~-;~:·)i:;in: ~· ~'.'~:frl~I~'. 

(33) 

Si 1~. vectore~u yv ~~ se.~nc~~nt:,~n~.11C(R;) y n~ ~onunit~rios, ~I pscudoéscalar 

1, no es válid~ para ~se cas'o'. ¡,~~ ~.~ s~ deo'~ d~ ~·~~r un nÜcvo líivector unitario 
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X 

Figura 8: Rotación de un vector en relación a un plano. 

que se comporte de la misma forma que el pseudoescalar I2, la forma de hacerlo es la 

siguiente. Tomamos el plano A y lo hacemos unitario 

(34) 

donde \ti\= l,A•~::liO ilá~~ul~)ntr,elo~ v~:~~~r~s~.~ ';:Ah.~rabien; para no 

tener ese prÓble~a en'{:Í3): é~cribimbsla.s c'c;1~ci~n~sdc fa,siglli~rit~ r~;fr1a 

.·· itS11Jut:·~~!·:·c·1~::·:2:t;;¡_ ·.·· (35) 

Es muy sencillo enconL~ar. el áng~IO entre lo~ dos v~Úo~~s q~c forman ~¡ pÍano A, .. 

utilizarem.os la dc:finlcló~ ~~ !Il~g'~it~d d~I ~l'~clu~to -~~~;,llli rira ~nc6í1trár•a O. Uti­

lizaremos a los d~s ~ectóres que fon;...:~ a 11;'-c ;~: 
, . · • · ,· --. , ' • .. --, '. ,-, .- -C?"'T-.--·~-:· 

.U'. V= iul lvl C~~O/ . 

Observe que este resultado es válido para dos ved to re": U y vaa4~~ eriun¡t dimensión 

arbitraria n .. ·Pero pari trab~]~r en- C(R;),se p~ed~ res~lve~:un°' ~r~~I~~~ t~niendo. 
como referencia al vect6r nor~al ;.. y ~l · áng~l~>Ó. P~~~. é~t~ ';i6\o ~~c6Üt~iÍ.mos A 

utilizando la o~~ra~ión dual co~ ;epe~tci ~ ~ i s~~tiliia 0

(35), v~ii.~~ ~igiÍra s: AhÓra 

veamos un ejemplo que no~ ayud~r~ ~ compr~nder ll1ejo~ los resultadcis: 
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Sea u = 2e¡,V = 3e2 y X = 2e, + e, - e3, utilizando (35); y con un valor d!! 

8 = ir /2, tenemos 

RlxR = (~osiri4 7 Asinir,/~)~(~~sir/4'+ Asin.-/4) 

. ;':; <-h ,.,.:At,)~(f. ~:A~i> 
Ahora encontramos~l{~lo;'d~( < 

. . l . 

• :,{fi 2:uX\/: 6e1e2 ='.~1 e,; ·· .. , 1.4.1 ·· IU¡\VI···. , .. ,6 

si s~stituímos {38);n {h)y t·~~bi~~i'c\,~~ ~~ed~(,1 p;ciduCto 

('~J.~' )(2~1Ve,.-:~) == ~(2~,+~2 7 e,+2c2-:- e1 fe1~2e3) 
.. ;~·f,(~i·+3~2.-;:e3 fe;e2e3)'. 

}.(~1+3e; -- e~+ ~1~2e3)(1.¡.~~') . ,d t(e1 '+3e.2 _:_e;+ e1e2e3 

Ú : -; i +~2 -)~1 :- e1e2~3 -e ~3) 
· .. '•.· (~ t{=-2é~ ;f4e,:'.. 2~~) .· 

-}~·'.., ; -.--·: . :-.- -' .-. - -

= .:.:e1 + 2é:i·.:.: e3. 

(37) 

{38) 

Como se p.;&i( ob~e~J~r,'elve~t6r;~ sernt6 90 gr~do~. N~te que ~l plano en sí, es el 

plano xy. 
c.::·., 

3;·: 

La interpretación g.;o;n~t~ic8.del produ~to'exte~ior, ha sido explicada en lciS su btemas 

anteriores. in este ~~btema: toutmi~rem~s ?a.ni: describir a: lineas, planos e. hiper-. 

planos de ull~ {.;~nii séd~iÚ~:; f~~Ú ~~ ~Ímll8.~ ;~ dinien~i~~e~ arbitr~ri"8 ... Antes .de 

continuar~ es nec.;a~i.> 'dar un no'mb':;t¡,árá réferirno~ 'a líneas; plano~ e hipérplanos; 
'-·"\.'• '.·- •' "co' ·• • -.'.. -, ·,•. •'"•·.·· •• .-.·,, ·"·-·: •• " 

se u.tmzará el~o;;;bre de'q-pl~n~, d~nd~ ün o-plano. es íln ¡)ílnt~;un i~plano es una 

línea, un 1J-¡ila11oe~h ~la~o,/et~;\~1'.'C Y . . . . . ·. . 
Conside~éinos .. un• s;,bcspá.ciodédim~nsi6n q·d~I esp.acici e~~lidiari.> ·El!'. Sea• 

{e¡' e., .. : 'e.} una base ort~gorial' de. gslc ·s~bci¡;.;¿¡;~ .E:1';tbi~d~ f~rm~<I() .·por el 

producto ge~métrico 'd~ esta b~se es 
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Ahora, un vector x Ell9 puede escribirse comu: 

- . 
donde k, 1 k,, ... ' kq so~ números re!'les. Tomando el producto exterior de X con n. 
tenemos ·que 

x A _B. =;(k;e, + k,e2 +'/. 'i:k.e;) ~(;,,A e2 A: .. /\ eq) :=O, 

"-fr"l!• ,,,;o; 
proporcion~ una ecuáció~ . ~oparamétri¿.'. del ~pl~no <juri pasa por d origen y que 

. estárepr~sentado porelq-blid~B~. 'fa~~un~plan~·~u~·;a~~~cÍ¡~np~nto arbitario 

(39) 

Desde este p1mtod;, vista; un q-pla~o c•s la ~epresentación gemétrka de un q-bladc. 

Bq da la ori~nt~ciclri:del-~pl~n~~ y ios q-~ia~os 'c~n dlr~cciones igual~~ u opuestas sé 

dicen paraielcÍs ~1-úncÍ ~~n' ér¿t.r;;. --

1.4.1 Líneas> 

Una línea p~ed~rnpr~se~tars~ Jo~-d~s tipos de eéuaciones: paramétricas y simétriras. 

Consideremos dcis ~~nt~s p;';, (x1,y1, ;,) y P2 ~'(x.,y2,z2 ), el vect~~ B• en la línea. 

es: 

(40) 

Sea x = (:c,y,z) un punto c~alquiera~ r =;P1 J~ p~Íltofijo.De acuc~do con (39) se 

tiene: 
:··,,, [ .. ··> •· 

-",----.,.= 

'x _; =-(x; x,);, -l-c~--~1)e2'±<=.'- z,ie~. 
Haciendo el producto ~xterior d~ ( 40) y ( 41) eI résultado es 

(x - r)/\ B. • = (~ - zi)(y, --J,¡e;~, ¡ (;- :c1)(~2 - :1)e1e3 

~(y -y;)(x, - 'x;)e1e2 +(y_:: y,)(:, - z1)e2ea 

-(z - z1)(x2 - xi)e1e3 - (z '- z1)(y2 -y1)e2e3 =O. 

(·11) 



lo'actorbmnrlo lal'I e1· im ohticiw 

[(J' - ,., )(!11 - y,) - (!I '-y, )(x, - x,)Je,e, 

+[(.r -,r1 )(=, - =il :- (= - z,)(x, - x,)]e1e:1 

+J(y - y,)(=/-=• l - (= - =• )(¡¡, - y, )Je,e3 =o. - . . . . - . 
Para que la igualdad de ( 42) se cumpla dÓhé suceder que 

De (43) se obtiene 

(x - x,)(y~-;,) ~(¡¡ j y1)tx2 x 1) =o 
(x .,.- x,)(z;-;;;) ~ (z ~-=;)(x, '-: x 1) =O 

(y-' yj)(z, ·~ ;,) ~ (z :.:·z,)(y, .... Yt) =O. 

(;-~d· ·;(y~U~' .. 
, (x2 ...:. xt) '"' (y, '-- yt) '• 

(.r- ?z:i) ,(z...:. z;) 
(x2 -:: xi) = (z2 -, zt)' 

(!/_:y;) :(%- .,i< 
(y,""' y,)= (z; :- z1) · 

~I 

(42) 

(43) 

Los últimos t~es resultado~ ;,o~ pr~poií:iona~ las ecJaciones simétricas de la reda 

[9, 20] 

(44) 

Despejando a las varlables del pu~í;,'~.de (43) y\uÍ.Ítuyendo los resultad~s por (44) 

resulta 

(45) 

Z = ~í .;..~(~i _:;s 
Entonces las ecuacio~es par~mét~icas ~~~··las de ( 45)y .las ecuacione~ simétricas son 

(44). 

En particular, para una ~ect~ en R',; ~on los punt~sf'1 = (~i. y1) y P; = (x,, y,), 

con X= (x,y) y r =Pi, se tien~: 
•. " ,- ., 

B1 ,:, (x2 ~ i1)e1 +(y, _:.y, )~2 (46) 

y 

x - r = (x _; xt)e1 +(y - yt)e., .(47) 



rn1tunccs el procluctC, i:xtcrior de (4i) r.on (46) t>s 

(x - r) A81 = (i- r,)(y2 -yi)e1e2 - (y-y1)(x, - xde1e2 

=_[(x- x,)(yi.-:-Yil.;;. (y -y,)(x, - x1)]e1e2 =O. 

De a<¡uí se 1lcducc que 

y despejando_ a y obtenemos 

.• (y2 :.:.yt) (y, ._y,¡' --··- .,.· 

.r=:(x,::: xt):i:.- (x2::: x,¡"'1 +y,. 
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(48) 

Que es la ecuación de l~ ~cctá. 'rar~'ser i~~i~~~t~da en su forma más conocida 

hacemos: 

(49) 

y 

- b = - (y, - y,) x," + Yi. 
•• (:¡;2-x1), 

(50) 

lo que da el resultad_o esperado. 

i.4.2 Planos. _ _ _ 

Como un~jem;lo, c~~ontraremosla e~uación dcipláno ~uc pasa po~ el punto (2, l, -1) 
---· ·-·- . ·' ,>;.· ,. ' . ' .. . . ,_ . 

y tiene coriÍo vector~ormál a~='.:..~, + ~' + 3é3. Como ~ ~s perpendicular al plano 

deseado, sJ d~ai~d1 bit~etl>r'B, ~ue car'a~tc~il<a ~ste pl~no. P~~ lo ta rito -

· ;, = ü ¿(~~; + ed3e3)(-~;e,e3) 
--- ··-- i • ,;;; é,;;:¡: e1e3::'. 3~1~2; . 

n~x ;;(x~!J~':j'y r ;,-(2~1.;1f l~~em--O'sc<ítle :•· 

:~-- ~(r--~)~;+{v~~)e, 
por lo que nuestra eéuación nos q'u~da com~ 

(X: - rl A B2 -;;, (.Í· ::_ 2)ei~:le3.;;. (y::: 1 )e1e2e3 - (3: + 3ie1CzC3 

-•. ;;;; (.T-·~L 3: -:4)e1~2e3 =o. 

de donde resulta_ -x +y + 3: +·4 ;.., O. 

(51) 

(5'.!) 



1.4.3 Hiperplan.os. 

Para hipcrplanos, har<>n:10s u~i ejemplo 1111mérico· <¡U~ 11ns propurdurw llll !?:plauo cu 

4 dimensiones [15]. 

Encontr8.r la.Ccuación:·dcl 2·pla;10 qtic tiene como nornüd a.v = :~c 1 _- e2.+ ea +:!c1 

y qúe pasa por el punto r = (-1,.-:4. l, I ),,con i::'= (x, y, z, w). 

Observe que hece~¡t_-~¡~-i~s _un' 8 3 ~~'ra :p~d~r¡¡, .. ·~cs6Ivc~, o sea 

.•: ~1:~;.e:r~32~~{1~:1::~, e,e3, 

··~ (~¡l¡~; t{1 +-1)~2+ (: - !)ea+ (w - l)e., 

(x _:~) 11f1.~ ;;'3&:'/a¡e,e~~~ae:- (y+ 4)e,é,eae, 

· f(zL1)~;.;,~;.;, +(2u! -2)e1e2eae4 

,,,.(3~ ~-.'~'.¡. ~ + 2w - 4)e1e2eae• =O, 

por lo tanto la ecuaci.Ín e~ 3x .::,·y+ z •+ 2w- .j =o. 

1.5 RelaciÓD. E~t~~ ~l Producto Vectorial y el Exterior. 

El producto. vect~rfa.1· de:•dos. vect~;es es ~Gci ·Vector ... La caract~rÍstica del vector 
• .-·· •.·· .. o, .• "···: i;;"·. " ·-·. _.· . . ..·-. · •. · ·. 

resultante es ser per;e~cÍÍC:llla~ · ~.I~s•vect~~es~que f~eron operados. N~ se puede 

aplicar it. vector;,. ¡rrllia d~ l~dlrrtcÍ1sión tr~~. En e(álgeb~~ de'Clifford, como hemos 

visto, existe un~ é~u~ciJ~ 11~~¡~~ d~~I (~cr pigid~ '!5};. Jlle ~º~ proporciona un 
objeto perpendicular¡i un ~ac!6\iíil\d~. . .·.··.·. . .. ;: •. 

El produCtó v~ctC>ri~lcÍ~ dcis v~ct~res p~r~l~li,$ ~~ c~ro, l~rnagnitud del vector 
. i ~. , , ·- . ·- ' . . . '· . -· ,- ,. _, . ·-. 

resultante es ·.:.· -: - . :\L 
_:,_~ji, 

donde a y b son los vectores y ó el áug~lo c~tre ellos. 

Sabcmos'~ue el v~~fó~~ =:ax~ es p~r;~~dicula;~l pla~oformado p~r a y b. Por 

otro lado, el bivectorqti~ daracl~;iza ~· ~stc:~la~~ csB2 g ;, /\ ~ y ~n' ,:¡,cl~r'normal 
a este plano est¡{d~do por· ... 

fJ, =(a/\ b)!J; 
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Debemos tener entonces que e= 8., esto es [7, 2) 

ax b =(a/\ b)IJ, 

o bien 

a A b .= /3 a x b. 
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2 El Sistema Mathematica. 

2.1 Introducción y Descripción. 

Mathematica es un sistema general para r.eaHzar operaciones matemáticas [22]: Se 

puede utilizar de tres maneras: . . ,·,·; ·:. :: . .·. 

1) Cálculo numérico. El. pr~gr'.'n!~ Mat~ematic~ da la op~rtunidad de realizar 

cálculos numéricos con una gra.;i P~c~i~f6~-.·:."· · ·:· , _ ·:· .. : ,, , .. 

2) Cálculo simbólico .. : Ei el ~fcig~~,,:,~'.~fothcm~licd se. p~ede realiza~ ~álculos 
simbólicos, como po~ ~jempl~,. 

(a+ b)ªDªªi 3~~·b r~ªb.¡ bª: 
3) Generación de gráficosi Mathcmñtié~:tien~ lai~pa~idad de realizar gráficas de 

funciones determinad~~.,: ' 

Mathe~~Íicaes uripibgr~iJ~ ~ri lengti~j~·áde ~profi~adamente 150,000 líne,,,;, 
e•."· ') • . .'_..,·, ,. '"'"' '··'" • .• ,_,.", • .,_,, '' ·,-• , •• 

El código ·r~eote fué'éscrito e';{uí'i¡;vc~ióii'~s'p~cial ;)¡:¡entada\ óbj~ios .de· e, y. ha 
'¡- - ,~ 

sido compilado en la fo~ma .estándar de c.< 
Math~maticá rep~;sent~ Ü~,; st;;tesi~ de distÍnto~ rcir~ato~ de p.iquetes! · 

. ; -. "··· ' - " •.. • .. ., ,- 7;_··, ., - .- .. '· .... : . . !•) • ~ ' - ¡• .. - • 

• Formas numéricas iiíteractiva.Sde l~~gu~jes'como BASI~, 

• Siste~as numérÍ;,,,~Ínte~~étivos co'~o MathCAD, MATLAB y TK!Solver. 

• Sistemas algebrái~os ~oirio Ma~;~a, i:faple; Reduce', Schoonschip,Scratchpad 

ySMP. . . ~ . ., 

: :::~::~N:l::~tuiie~![;:Ó~:i~~l~::~~~r:~l~u,~jes .como. APL y LISP. 

• Estr~~iuras 'de ¡liogran;a~ió~'~e· l~ngu.aiéS"coi€~ c i .. Pas~~l. ·~ ... 

La base en una s~ión en: Mathe~Ótic1.i'es el Úam~do· k~i'íie~; que contiene una 
'. ·, : ' ,'r :,·'.<:<: ·:-.'·:;:: ···.' 'i~-~~-- :'.~·:\-; .!,·:-_---;:- t-'', ~7, :;_-',', . ...-.¡_ .. ~ / :;.'.~'.- ' .. ;.:;~;e:.:.-./-:':~··'.·': '·...-... .-:· º. ·: 

cantidad extraordin.11.riá dé fun~io~~~ p~edefi~idá~ qu§ayÚda para ~lcálculo Científico. 

La sintaxis para.utilizar est~ ftÍncióries .és; po'r lo general; con la primerl~tra del· 

nombre en ~a.~.c~1l:· E~ la i~t~',;~se'~~n ·~l u~~ario se id~~~iffc~~ las ·~~tr~das y las 

salidas de una dpera~ió~·~or.~edi~ d:~Uq~~t..;. de'~ntr1cla (ln[~Jl y salida ('OuÍ[n]), . 

donde n es la oper¡~ión'n~é~i~a ·~~··l~ se;ión. Úna sesión dura desde que se activa 

hasta que se .des~ctiva elÚrii~L 
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A continuación unos cjc1'nplos de I.as opcrac~or1cs que_. se h,accn en iWall1_~!1wt~rn t!U 

una süsióu tfpica. 

La printt!ra involucra sólo.· cálculos numéricos. Se sOiicita el valor. de la función 
. ;: :-~ .. 

: log(4ir) 

/n[l} ;:,, N[tog[4 Pi JI 

la N es la función que indica. que ~I resultado debe. ser· nurncric(). El .mismo ejemplo 

pero con mayor precisión e~ 

. Out[2] ::; 2.~31~2~24696929079297. 

Los cálculos simbóli~os se reali~á~ de Í~\i~Jie~~efo~ma 
. : : ". : . ' - . -~" 

¡,;¡;\ i=x;~/{x;2-1) 
,. >·:••::•'. '.F· 4:••i:· • 

out[3];,, · x 
2 ·. ·" .,-1.+x .- ~ .. :, - - . -~ :~ ' 

La integral de la funcióri ~nt~rÍci: pu~dc ~bte~erse· así : 

i /n[4] ,::·I~~:gra~e[%, x] 
Ou¡[4]2 ¡¡~+Log[:'-1-!- x) L~g[l + x], 

• . ' .·.3 :·. :·: :·,2 .. ·.·' 2: 

La función"%" se usa pár~d:notar,~l:resült~d~ iri!l1ecli~to anterior, (se pudo haber 
,,_. - ,,-. ,' --; _,_.,.,, .. ,, '-'· . ,-

utilizado la instrucción Out[3]), El seg~ndci'árgumento del.co;,:;andci Integrate indica 

la variabl~ de lnte~~~ci,d~. 
Como. un.ejemplo de Ja capiiciclacfgráfi,ca de Natlie,rnaac_a, se graficarála función 

seno(xy): ... · ..... ·• ..... ,." «·,. ·~·.·:· :e···..:·· :e· .. ··:·· ;:• ........... . 

·. In[5] := Pl~~j~[~i~[x;], {x,o,ii},.{y, o, Pi}] 

0ut(5] =-G~aphic~~ ' \'.. ·· .. ·.··· .. 

La gráfica resultante se prese~ia enÍa flgJia. 9. ·¿Í~ f~~d~n Sfo[x y] hay un espacio 

entre x y y que se interpret~ como u~ piodu~t6. P~ra ~vita~ ~onf1;si~nes, la. manera. 

correcta es: 

Plot3D[Sin[x *y}, {x, O, Pi}, {y, O, Pi}} 
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Figura 9: Gráfica del sin(xy) 

Mathematica permite la definición de funciones propias del usuario que pueden 

utilizarse exclusivamente en una sesión. Por ejemplo, 

In[6] :=.f[n~] ::= Tabl.e[P~ime[i], {i,n}J .• . (53) 

La ftinción f [n_] · ge~era •una• t'abtd de l~s · prfm~r~s h ~r_irli~~'. .·. La: instrucción " : =" 
es conocida con el nolTlbre de. rcgl~'l'etil.Sada; e~ dedr, ~o proparciona~á un valor a 

f [n] hasta que se~~:~~áiuad.;. las f~n~i.l~e~ intd;sec~s de'Math~;,;at/ca Tabl~ [] y 

Prime[] según sc~.elval~r de rÍ. U1fa ~ez dcfinitla.; se pu~dii cm ple~~ ~sí 
- ' -•• , • 1 , __ - .,,_, • '·: • ·,- ' -~·:_"·. , • • :. ·.< ·-. -,; - >.· - ·, 

In[7] ;:: f[101 •·· 
;>; _:- .. -

Oút[7],,;{2;3, 6)1 111 13;171 19;23¡29} 

Si se vuelve a pedí~ el ~al~r d~; [10], lI~ i~~t~~c~;o~c~d~ l~funci6~ serán <?val~adas 
«' · -· "· ··,,· ···.,.-.o'- , ·' ,.,,_ •. _,-l, ,"";>• .. ,,,', , , 

de nuevo, esto quieredecir que f [10] no esuná ;,a.~iable sino i{n~ r~iición que se 

evalua~á cada ~e~qú~·~e invoq~~; §1:té~~in~deÍ;ad~
0

de;~c~od~.üli~ ~~bla.rctmsada 
debe estar e~ úí1a f~rrna rÍo ~~~luada(és dc~ir; debc t~iidr u~. \'alar indefinido que 

A cúal~~i~r r~~ul~ádo, ya
0

s~a 1i~;,,¿rico¡ si~bJli~~ o gráfico, se le puede asignar 

una variable, ~dr ~jem
0

pl~, en forn'i~ co~iparati,'.a 

In[S] := % 

Out[S] = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 .19. 23, 29} 
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fn[9j :=V= f[10] 

Out[9] = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29} 

A las tablas generadas en. las salirlas 7 y 9 se lr.s conoce.•~ con el nombrr. de lisias, que 

se pueden mostrar, insertar o climinár los.datos de cualquier posición. 

ln[IO] :7 %7[[3]] 

ÓJt[uiJ,"'5 ·,· 

· ln[ll]:= v[[3]] 

óJt[ll] = 5 

En la ent~ada·lO la instr,ucción '!%7",;e usa para designar a la salida número 7, y en . . . . ' 

la entrada l l los paréntes.is aiiida-dos[[i]] :s_e usan para mostrar el i-ésimo elemento de 

una lista { ... }, en est~ ;~~o-,-~l · t~ice~ ~lenumto. Como 5 está coÍocado en la terc~ra 
posición de la tabla,:-5 es,el"elemento cxt;aido. -Obsérvese que en la entrada 9 se usó 

una regla normÚ iti qu~ i'mplic.;_ que será evalu~da en el momento de su clefinl~ión. 
En las entiada~-jn[ioJ e J~[ll] vimos cómo mostrar el i-ésimo elemento de una 

lista¡ para insertar datos en una lista se utiliza el coma~do- Ins~rt [], p~r ejcrilplo 

ln[l2) := Insert[v, 10, 5) 

Out[12) = {2, 3, 5, 7, 10, 11, 13, 17, 19,23,29} 

Tambien se pudo haber hecho como 

In[13) := Insert[v, 10, -5] 

Out[13) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 10, 17, 19, 23, 29} 

Observe que cuando la posición donde se debe ·de insertar eldato es un número 

negativo, cuenta desde el final hacia el principio de la lista. El có.mand_o para eliminar 

un elemer¡to de la lista es llamado Drop [], para entenderlo haremos .un ejemplo 

Jn[l4) := Drop[v, {s;s}]. 

Out[l4) = {2,3,S, 7, 13, 17, 19, 23, 2S} 
- -! : . <·.: ',: >. ,, . . . 

Existen otras dos funciones que pueden insertar datos que son Prepend [] y Append [], 

que insertan un elemento al principio y B.Ifin~ldellnaÚs~~~espectivemente. O sea 

ln[l5) :e= Prepend[v, 1) 

Out[l5] = {Ú,3, s, 1; 11,i3, i7, 19, 23, 29} 
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ln[l6] := Append[v, 1j 

Oul[lfi] = (2, 3,s; 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 1} 

Observe que en la; entrad~s i2, 13, 14, 15 y 16; el valor de v no fué modificado, sólo 

se fueron mostrando los resultacl~s .. l'a~a ·que las moclificacioucs se conserven en la 

lista, la variable v debe ig~alars~~ las funden~;, o_~cá v;;, Append[v, 1], y ahora v 

será In lista ;le la ~allda ÍG. 
Nuestrá iuiencióri en ~ta séi:ció~ ¡,¡J ~ólodnr un~

0

in;trocl~2~iónal sistema Math-
. ''· ' - . . 

cmatica, sin pretender ser exhaustivo;/ L.;:_ funéi~ne~ pre~o~~truidas son. muchas y 

una referencia ;;órÍi~leta .;t, p~; ~~~.;cst", ;íii';a.h;~1·¡;2¡~: ;• 
:v;<··i·:-> 

2.2 · ·.El Lengu~je ~e Pr¿i1·aiiiac_iór1 eJi Úaih~°m~Ú~a~ 
--¡;'- _.; ~- '.\'~· :-"·. 

Mathcmatica tiene su· propió lengu~je de programación que describiremos brevemente 
- '· ' '. - .. ,, ..... -·'. ' ,·-. :·-. . .·.. ,_ . .-,-.--.-. -· ,-.,_ . ' 

a continuación.· Es impo;tante' ínenéioná.r prime~~ que c~n el le~g;;aje de Mizthcmat­

ica hay trr.s f~r!Illis dlr~r~n~es d~ prograhí~r. La ~riiti~ra q~·~ arialii~reril<ls ~s Uan{ada ·· 

Juncio~~I [sj;'!'o%:u~sc c~~~Üila'.' r~iició·;;·~u~~orrcij,~Üde di~ect.'a!1'eiÍte ~7uri~ sol~ ins­

truccióri: oiia i<>r~ade p~~g;~~~r~s ¡;·¿;: ~;~c;d¡~¡~~to~'~st~ Ú¡)~ de ~rogram~ción 
se ide~tific~-~~rque ~tili~r I~ i~stf~cci6;!¡.j~iui;,[J; ~sta,Ín~t~u.~ci<Ín nos sirve para 

agrupar un conjunto de in1tr~c~i~nes /gen~rar vari~blcs local~& que serán exclusivas 

del pro~edimient¿~in ~~rafec~~das p~r ~;ri~ble~ ·,,~t~~nas que .~ generan en la s_esión. 

Es muy común utilizar.instnicdónes'de p~ogrania~ión conocidas como for, if then elsc 

[22], etc. Por último ~cr.;fl1~slapi~~;.~r;;aci<Í;¡ i~cu~si~a, ~uc se caiaét~~izapor est.ar · 

définida para un valo~n y terier uri~forÚ!a: de terminar. 
-,;· :.'· : :.',' >- ;·:. . 1·. 

' .,, .;'-::1:, 

2.2.1 Programación Fti;,bi~nál. 

Un ejenlplo de es~e ti~o ~; ;r~~ra~a~ión fué dado en (53) y como podrán ver está 

igualada a una intr~c~ió~ Üa~~d~ Table[]. Otro ejemplo es el definir una fundón 

para el logaritíno de un prbdu~to '. 

log[x-y.J := log[x] + log[y] 
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O bien, definir la regla de la derivada para una variable x• 

d[x-"n-] := n• x"(n- 1) 

-· ~~· ~- ·: 

2.2.2 Programación por·Proc~di"rriientos. 

Para este tipo de progr~mación. 'oesc~ibi;J~oslasinstruccionesbásic.S que inter· 

vienen e~ los procedi·~¡~~tos. ?a.r~ hac~~ ci~los Math~mática iiérie las instrucciones 
·.' , ' ~· :.- . '·.:'«· .. ·.: . ::: ·-.· '·. -. ' .- ... 

Far y Do. La prirnera ti~;é 1á;Ígui~nt~ sintáxis : · 
... ·. -· -· .. ,; ""• ' - - " 

(54) 

La variable empieza :á correr desde inicio y posteriormente ·se incrementa por incre-
- ,- ···- ;- .,.,, ... ·'· -: ... ·' ,, .. ;-· .. , ., -

mento y las instrucci_o~cs ~~ r~ali~.i~ mi~ÍÚils ~i~didió~,s~a ~~rdad~r~: Por ejemplo, 

podemos cr~ar una, funcióll que no~ propor~ione la ;Úrnadesdc.lhásta n, o sea 

Jn(l) ,,_; SUl)latoria(n~) ,;;, Hodule({i,j '=O}, 

For(i = 1, i <=. n, i++,H;, i); 

j] 

Que se puede utilizar así: 

in[2] := su11Íatoria[10] 

Out{2] =SS. 

Aquí se puede ver bien el trabajo de la instrucción Module; es decir, si se iguala una 

variable i al resultado de'~wriatori.a[n] · nose a.itera la funci6n porque la variablej 

interna es exclusiva de lafuncicln y la va.'riable {externa es una v~riable denominada 

Global (se definirá est~ caricep(~ de~pué~), ~~r ~jern'plo 

Jn(3] ·:~ f;; sW.atori~(S] 
o~t[3Í =is . 

La otra instrucción para ~acer~~i~lo~ ~- ió, que tiene como sintaxis' 
. . . - - ' ; . ,. - ' -. . . ~ ·.; . . ; . . ' 

Do [ instru~cioiu•s, ' { v.:riabÍe, iliicio, fin, incre~ento}] (55) 
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donde variab/t! controla el Ciclo¡ inicio e incremento son el inicio y c1 incremento de 

ésta, y fin donde termina el ciclo. Si se.omiten i.nicio e inCremento,.éstos_ tendrán 
. . 

el val~r: · ini~io~ 1 e incremento= 1. 

Para ejemplificar harem~s elmism~ ejém.plo de !B. función swnatoria[nJ 

/n[4J :~ sllnlat~ri~[n~J := Hodule({j = O}, 

o~[j+~i, {i.; nJJi .·_ •· 
j ]' . . ';. . , 

Para la variable j es él misITi6·c~o q~~ e¡· anterior y la va:riable i es exclusiva de Do. 

x~>:; ... ·~::~~-.·~.T-·;:r L e·".- ' : ¡ 

/n[5] := = swnatod.a.[100] 
. · , b~t[s];d sÓ~o C .. 

Por ejemplo , .. 

La variable i no áfectB.al~ fu~~i6!1 su~~t~~ia; qui~re de~ir que no se genera una 

doble variable, i.e.; la .Va:j~ble ¡'e~ '¡,;¡5(~s '~ira'~iri~b-le 'rixtefria ~ Ten Úi[4] es una 

variable locat . L~~. co~tc~io_s d~ !~~. dos vari~bles ·~~ sdn distintos,, é~to es· lo que 

hace qué nosc · cónründan las va~iab!Ci, ~ues· la .~¡qui;; a. inte;pretB..internamente a 

la v~ri~.bÍe i e~ Inl5] -c~~~'.·Gl~.b~/ •iT~riI~~j c~;;,ó GI~,;;¡ 'su~atoi.ia 'D~'i, o se~, es 

; : ln(5] ,;;; Globai•i = 5,;¡,,'a.toria.(100] 
. ' : .. , ... ·. '>. , .~;~ ·. : '.·\: .. · ;":;---:' ·_- __ .: 

Y la función sumatoria se hubiera escrito como ·. ·: 

In(4] := sum3.tori3.(n~J :~ Hbdule[{j;, o}, 

D~[j+ ,,;Gl~~al;s~~~o~i;D~;i, 
. { Global'süin~toria'Oo'~, n} ]¡ 

j 1 
·Es por ello ~ue soll dlstintas;· '' · 

Como m_énei.oll~mos, enun.principio, en Mathemática ~xisten muchas funciones 

predefinidas que realizan ~peraciéine~ matem.iii~as. La funció~ sumatoria[n.J, por 

ejemplo,qu~ ha sido creada, pu~de ser ~ustl~uída por la función interna Sum, cuya 

sintaxis es: 

swit[f 1 { i, imin 1 imax, di} 1 {j/jmin,jmax,dj} 1 ••• ] 
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Se cvaltía la función f con respecto a las variables i y/o j (se puede omitir j), desde 

i = imin, hasta imax con un incr~mento dé di (se puedcri omitir i,,;ii. y di). 

Otro elemento importante en J~ lenguájé ele progr~!l1ación son>las condicionales. 

Mathematica cuenta ~on I~, ConÚtio~, ~~Írn~tr:~. lá prliri~~~ ti.ine' uriá: sintaxis 
·-. (''· ',',.\::' 

··1i[c.én~1dici6D.;·. itlstrUcci~~~S1~ ":i~-~rt.rú¿cion:es2] · 
-·"· ·, .. - ,.-._-- -- ··. -.-,-.· --- --· ._._, ,·,.· .. · .. :,.· --,_, ., 

(56) 

Si el resu.ltadó de ~on~dicld es .~~~d~de;~; se~.ial,iza in~r~i;C:i~~es~, en ~a.So con: 

trario se rcaliZ'a i~sti~cf~i0ne~2·:j>o~.Cj~i~hji~ 

In[6] :;;, r~l~¿J~drad~[x/~ rf[x.< o, 
... ' -·· ;·;;' .·. ·'. ,, ," - -· - . 

Print[Sqrt[~xJ; • 'i;-'] · , 
- - ------- ~,-=-.__ ·-~-'-·· :' .· ._ ;''-· 1 - ' 

.·• '• P,;int [Sqrt [~] L/ 

que sirve para calcularla raíz ciiadiáda'de,un número négaÜvo simplem~nte multi-

plicando el resultad~ ;or i, es de~i~, •.·•. 
- . ~- ... , . ' -- ' - . 

' 'Jn[7] :~ rai~cuidr~da['-9] , .. 
: ... •3¡'" 

--: 

Resultaría difici;~n~~nt~~r ~~nciones q~: no est'.;~ incluidas en· e;· kernel de Mathe­

matica. 

Éxisten otra~ f~rmas de p~ogr~mar~~ii c~~diiio~~. por ~iemplo, uná función que 

nos d~ la raíz cuadrada de u'ií ¡{úfné~o positivo es , 
• • • •v• ·./ '• •••v ,_ ••·•• 

~;.e' •• 

I~[S] :"' r~izcÜO.~r~;~[x.] i= ~qr~[~] /; x >;,,; o 

La condició~ .,, /;" ·.sig~ificaq~r~e' ~efÚza:á{ 0operaci~~. qu~ ~~ encuentra a· su 

izquierda siemp'ré y ~uarido ;~.;, ~~rdader~ la.~oiídic~ión de su defecha: Así.~ pueden 
. - ... ,,. - ,. - - - . -· ,.,.· -·, .. ··-. '.' 

obtener dos salidas, dádo~ número ~~gO.tivo~' y po
0

sitivo~ 
,·.-._-_ ;,; '.,.,· ' '-· 

I n[!Í] ,,,; ~aiz~~~d;~da[14'1] • 

Out[9] = ~2 

In[IO] := rá.izcuadrada[-9] 

Out[IO] = raizcuadrada[-9] 



2.2.3 Programa~ión Recursiva. 

Otra forma de pr~gramar es por Ínc~io di.! los métodos rc<:ursivoS, un ejemplo de ello 

es la: f~nción que geriera: cl
0 

cnéslmo término de Fibonacci: 1, l,2,3,5,8,. . .,(n-2)+(n-l); 
. _.··,: . ' 

o sea 
Jn[ll):=; ~i~~nacci[O] = fibonacci[1] = 1; 

'. fibóri~dci[n~j :~fibonaéci[n - 1] + fibonacci[n - 2] 
Esta función s~ d~ti~~~cuá.1i<l~·¿al~ulá fibonacci[O] o fibonacci[1]. No es J,rny 

eficiente esta formll'y,i Cjue' ¡;a~a: n:= 6, cuando calcula el valor de 4 lo h~ce para 6 y 
:. ,._ . :· :"· ·~'. - .. ; . 

para 5. Hayuna forma.de, ~vitar esa pérdida de doble cálculo y es como.sigue 

/~[Í2] ;= fibonacci[n.] := fibonacci[n] = 
fibonaéci[n- 1] + fibonacci[n - 21 ··· 

No hubo necesidaddédhfinir la forma de término, pues fué definida en Ín[ll]. Ahora 

el valo~de~ para:~:,,, 6 no se éalcularádos veces yaqu~··~ c~n~erva~~~ibo~acci [4]. 

Esta función ~óÍo!Üll!lej0. nú~~c~lls ~nteros, si se pid~ Ull~Úrri~rof;acdon~rio la full~iÓn 
' . . . . " - ' - '. . " - . . - .• ~.. ' ... ) . . ' ' . . - . 

no se detendrá.pu~ ~~nca:ericontrar~ elval~ide O o i.:Enton~es l;;. función más 

eficiente de l~ ser}~.ci~~únier~~ d~ Fib~n~~ci ~.;;~ '· 

· · ·• /~[la];~ útic>na;¿i[ri.Íht~~e~] ;:;; mánacCi[nJ = 

fi¡,~n.acdÍ.[~ .:-'. !.('.¡: f ib~~ic:di¡ll ._. ~]: 

Con esto nos a:seg~r~llloi'que la ~~tr~da ~i~lll~ie ~~rá ~n ltúrriero e~te~o .. · 

2.3 Paquetes. 
• - -.··. •••• - .-·:.. ... :., 1 

Hay dos formas .de crear programas e.n. Mathematica;~µna. de,ella~,~s~conocida como 

cuaderno de trabajo ( Not;b~ok), que· e~ .saívii:do. ~on ext~nsic\ri · ''. •:MA "; .· éonsist~ en 
. .. : .•. - - • ' . . . _,__ -~ " » - ' . . - "'--· ' . ' ,. ". • . -

crear funciones en el edito~,dc Math1Ú11aticá, tatÍlbié~ s~ 1>.llcden gerierar,gráficas, y 

ser salvados con un mismo nÓmbrn. La. ot~aCs ~reandd~n ~r~hi~o ASGÚy ~ •• 1~ii:rlo con 

extención "'.M'!; p~edc,con,t~nerla~ mis~a~fun~ione~ q~~ erff :~,i~:··La. ~if~r~~cia •. 
entre un "'.MA?' y un ,,, •. M;; ~s que el. "•.i\fAnpre~enta la.~funciÓnes~en p'a'ntalla 

y deben de compilarse una por Üna; en un,'.'*.M"'n~ ia:s ~~Í!s~;ítá .i~ p~i!t~lla y se · 

compilan todas ~l mi~mo ticmp~ .. ¡;.,:. gráficas que ~dn s~lvaél~s e~ ü'Íi ,,;,M1\" al ser . .·_ ·. ·. ,_ .. ' . ' -- -



compiladas esas funciones presentan la gráfica en pantalla, en.cambio en un "• .. \.f" las 

funciones que generan gráficas no pueden ser salvadas con valores específicos. En un 

"t.,\fA 11 sC pucélcn hacer escritos con respecto a las funciones y qué es lo que hacen, 

asi corrio el hacer '.presentaCiones, y~ que al ser recuperado el archivo presenta todo en 

pantalla¡ en ~arrihi~ un "*.!vf" 16 único que se puede hacer es poner comentarios entre 

los símbolos (*conleniarió '), pero no son presentados en pantalla. A los archivos con 

exiención· ",*:M1~:~:6ii :~~nO~idos Como Par¡uclcs. 

La estructura de· un Paquete en 'Mathcmatica está definida por los Contextos. 

Existen dos tipo~:de éstos', ·el: Con.texto Global y el Contexto Privado. El Cotexlo 
,'· .. · ' :<. -. '- '_: . ·. ·-.· .. :_:' .:: "_. : -~: . ·_. .-·.- ' . 

Globdl es utilizad~ en'iás sesio;;~s d~ Math~mati~a, indicando que cualquier variable o 
' ··' . - . ' ,,, ' ' -;., 

función qu~ se~ c~~~-¿~:en: ia sc~i-6n:·~~ .. b~-r;~~á st de.finición para cuando sea renovada, 
... - - .> ·! - '·- .. '" 

y si ~s p;;_iecida á.'~ná. ru;;cioñ~ d~ Mdthéiíi~tica ya implícita mar~ará una precaución 
'.:. .. ' ·- '' --- -,:- .·. 

con símbolos parecidtis;. Se p~ed~ ~~r'q~e el Contexto Global es el nivel más cercano .. 

al usuario¡ e5 .. decÍr, lo que se.esc;i,~ ;~'e unGuaderno de Trabajo y en una sesión son 

de Conte;io Óitibal. Con·:r'es~~~t~ al C~ntextó Privado se tiene que todo lo que se 
• " •• "· 1 •'-. • •• ' - - • -

encuentra en'.\¡ ~;'~xcl-;;sivo'd~i'J'~qu
0

eie y-que se crea en memoria las variablés que 

se frabaj~i, en él; d~llp~;~{~~ ;~~rid~ d~ja de trabajar. El Contezto Privado es un 

nivel. que el ~suaii~ ~6 ~Jecl~: ~ccesa;¡ por ejemplo, existe una función en el Contexto 

Priv.~do y' e(us~:~~io~·:_Cscri~~,·una función con el mismo nombre, pero en su sesión, 

no ocurre algún ~~ro;r:por~~e la función en el Contezto Privado es exclusivamente de 
' ,· .. , , .. - ' 

éste, y trabaj~r la f~nción del Gontezto Privado no se afecta por la función que creó 

el usu-ario [17]. 

Se presentará· ,m· esquema de un Paquete y lo analizaremos parte por parte: 

l. Begin Package["Paquetel"'] 
__ . ' . 

2. - Nceds["Paquetc2"'] -

3. Paquetel::usage = "Paquetel.m es un paquete que no hace nada" 

4. Funciónl::úsage = ." Funciónl[n] nci hace midá." 

5. Función2;:usage =:. "Fu~éión2[~,m:l 7] tampoco hace nada" 

6. Begin["'Private"'] 

7. protected = Unprotect[Sin, Cos] 



S. Auxlí.J := Doilo qut• sea] 

U. slat icvnr = O 

10. _PnquCLet~:~adar~-.= ''Prt•ca11ció11, lh_u1mste a 'l' c:Ó11 arg~111c11to '211
' 

11. Fuuclón 11•~-J ,:= n' 

12. l'unción2[n,,mfl i] :~.n n~ ¡¡ n < 5 ll Me•sagcil'aquclcl::badarg, Función2, 

n] 

13. Sin/:. Sin[x{2 :'." '. Cos[x]'2 

14. Prolcct[ Ev~luatchmit~ctcd] ] 
15. End[F 

16. Pr~t~~t[-F~nció~{. F~,;~ión2 J 

1 7. EndPa.ckage[] 

J. Comie~~: ~l,pá~~eie P-i~u~lel' y tlenc

0 

la capacidad de que tcido lci que se 

maneje ~n éi ti~ni~~ C~nt~;1/010/;~1. ~ lll~OOS i¡ú~ se fodiq~e lo contrario. 

2. Utilizac~~ de~t~bs ~~qu~t~s si ~s n~ce~ari~ .. 
3. Esta in~tEuc~ión'dal~ pá~tapa~~quri l'a.quetelseautilizadcienun Coritezto 

Global, así co,[;o pr~pordon¡~ informaCi6n cad;vez que sri r~~uihra. Esta información 

puede ser obtenida: por n;edio de l~furicló~ ?, p~r eJemplo su sintaxis serr'a 

I~[I~]:~ jPaqueiei••··· 

Óut[l5] "' P~qriet~Í..m es un p~qu~te que· (57) 

n·o hace riada·-=· 

5. Hace lci mis.;;o que 4. pero par~ la ~Úncid,n2. 
6. Da comien~ aÍ éoritext~ Privado: •. 

7. DesacÍiv."~!~s p~oteccicine~. d~ Jis friricionés Sin y Cos. para que se puedan 
-~·---:;.,-'-""e--

redefinir en el paquete; ~sto ~s. lás definiCiones de' las funciones que antes el~ ser 

invocado PaqueteÍ so~. r~,i¡ovidas ·~ara q~~ Úbáj~~ con respec¡o a la: definición del 
.·--·. '"·.·· ';. ·. "• :.·''-;;- ,-'"··'·"· . - . , : ... 

paquete .. No solamente sepuede hacer éon Si!l y_ Cos sino.con cualquier función que 

así lo requiera el paquete:.·· 

8. Funciones. auxiliares del pa,quet~. Son_ funciones que d u'suario nunca va a 

poder utilizar. 
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U. Definición de variables locales ( estáticas.). 

10. Control de.salidas de érror por un mal_mancjo d!!f1inciones por parle rfol 

usuario. 

11. D~finición de la Función l. 

12. DefiÍiiciónde la Fúnclón2 /utilización de 'un pa°sibléimensaje de error en la . . ' ' ' . ' ' '' .-. . . ' - ·- ,. . \- ·.- ' ,.. ., . ' . ~ . 

función rvtessag~[]: •.. 

13 ... DefÍni~i6~ de Ia. sa\(da del sítnbb!ci•Sin.que. ge~era' Paq~~i~i da'do su entrada 

Sin[x]'.2. Sófo<~xi;te ~~tad~Íi~icióri,';oi'.i~ ta'llto: ientra'~lra ~~tiene cont;~¡ de . - ' ., - ., . . - -

salid~~ -- .-_~:y. ·:·'.;:· 

14. Vuelve a pro.l~g~_;'.Io~ sÍrnbólos d.;;,prot~gidos pa.ra que vuelva a tener la 

definición quci habíá ~;; ei-cJ~te:Í:to Gt~bril. 

como otras ruri~ion'es crca'das po; él. 

Aho~a',Údthe~ati~~(ikn~Jn ~~bdir~c~~rio llainadoPACKAGES y es en ese sub­

direcl~ri~ do-~de ~~ d~b~~:gÍiirda'r l~s pa~lletes'; /a' i¡u~ al ..;,,: invoca'dos en una sesión 

el luga~ doride Iris busc~ ~l .si~t~ill~ es en ei~ sllbdii~ct~~io:-Supóngam~s que Paquete! 

está en es~ subdii°e~i~;io;°pa;a' i~voca'Jo su sinta~is es·· 

y ahora sí se púedeÍi' utilizarº_ a Función! y a FÍinción2 así como Sin[x] "2. Observe 

que (57) sólo puede s~r ~Úiii~dci desphé~- de haber invocado á ,Paquete!. 
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3 Paquete para Cálculos con Algebra de Clifford. 

3.1 Esquema del Paquete 

Las operaciones básicas de un paquete que reaÍice cálculos en.urÍ.álgebrá de Clifforcl 

son el producto geométrico y el opcrad~~dcgriLdo:.EI ~lgo.r~tm?c¡u;,·~alcula'cl p~imcro 
de ellos esta basado en el siguiente razÓnánii~nto. C~~sid.;iemo~ el álgeb~a de Clifford 

de IV', C(R" ). Como un multivcctorse f~rinbd~;;rríbina-Cib;,~~ Hn.,~Íes de ,,.'blades, el 

producto más simple que P,~~.,~~~~~ali~~r e~cntrc dos bláde~~~ y n,: bo~side~ando 
la base canónica de R"; ~ad~ bládé es un múltiplo de:. 

. (58) 
_·: .· -·; 

dondem¡ (i=l, .. ;~)to~acl 
' ;' --. ~ 

~alo~ el~ 1"';;.o,·¡,~~I~ qu~-~od~~o;establecer un 

isomorfismo.entr~el~~~l~cl~ y .Ía ~neada (,;.;¡ ~;, ... , ,';;~). ·Eí pr~ducl~ ele ~l~rlientos 
de la forma (58) es •.. 

(59) 

donde 

(60) 

Para que el product~ de Á, y B, se~ drii.bi6~ u~ bl~cl~, la suma m; + r; debe hacerse 

módulo 2 [5]. 
··_;,/ .· ,, 

Como un ejeirip1;;; corÍ~id~rcrri'.;, cóhYelprod~~to de los bladcs 

. · ... ·- ~ .- -. .-: ···:·. ~- _-·:' _· ~ .. -.. _ ., - - ' .' 

que, de acue~do con~ ~1-is~~~~~S~~:~~~a_la~~:; é~~~~ ~~~~~~- _,;_~~Se·cOino 

De (59), el prodqcto nos da , 
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haciendo la suma módulo 2 en los exponentes de los vectores canónicos tendremos 

7c ~~e!e!el 

Ú e2eae~. 

Ahora, como cualquier mulli,"ector Ae C(R") ,se puecl~ descomponer en la suma 

de blades: 

(61) 

donde >.; son ésc~láres. Ob~er~~ q~e i.i6 ~s ~n: vector O d~ dimcn~i<Ín n, el producto 

geométrico de dos mJm~~c~?r~s, A} B, se ~ued¿ ~xp;:sar, c~mo: 

~i~(t (AJ;). (t. (B. ););· , , 
t:O ·· J=D - _ 

'."(~0 (>.;m=• ek';'l)(~0 (fJ; m=• e~")} 
= i~O~O ( >.;{ij m,;1 ~tm;+rj).)' ' C 

que involucra sólo productos geométricos de r-bla,des- y donde >.; y {3; son escalares. 

Siguiendo la idea de establecer ~n is'ainorfismo eÜtrc-un r-blade y una encada 

de unos y ceros; ~~oponenios d siguie!lte algo~itrno Jara el ~álculo de un pr~dllcto 
geomét~ico entre mulÚvectores. 

l. S~~nA yB eC{~) do~mlllti~ectores, d~~c¿mp~ller a AyBde la siguiente 

fornla: ;~ ··:'·~ . . ":''.: .· n . -; __ ):'. ..... ~ r .. ~:_(: ;t 

º' Á~'.~<~L~~~:et;·i · .. ··y 

e B =,.¡:; (fJ; m.;. 1 é~'') , · 
_.:.:· . _ .:.~:,~; "; :-~: e':>.'.~ ;.~=O ·, ' .. ___ . .. 

donde m¡ y r j son e~ead~~; ·~, 

(62) 

2. ReaÍizar el produ~t~ géon;étric~ AB quedando 

;A~-jia;~Jc~1 i:~;fJ¡m~1 ~;·•+•,. )-
·-.·- ,::· -·.:- ' -

.- s ~- L1~~<9~~-·i:-;p~iq ·:' ;-_::-. _-,--.. · ~-:(·>.'->·-· . 
donde m;k+r;k ~ (m;k +r;k) Mod 2: 

Veamos un ej~mplo p;~ciso. Se~ A= ad· a2e2e3 y B = b,e, + b2e3 + bae1e2 dos 

multivectores de C(R3), sigui~~d;, el algoritmo te~emos que 
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Paso l. 
1\ = a·, e?egeg + a2eYe~eA y 

B = b1ele~.;g + b2eMe~ + b,eleM. 
- . . .- . ·. - -

Observe que para A sus ,encadas son mu "'.,(O, O,_O) y m 1 = (O, 1, 1) esto es debido a 

(62). 

Paso 2. 

AB · = a1e?~M(b;.;¡.~~eff b;~y~~éf-i',~~¡~~~3J 
+d;éyi!M(biefeM+),eye~e! + b;;efeMl 
= (:.1)0n1bi~i'~~~g+¡.:..1)~albiey~geA ':{¡ _:'í)0a1b3eje~eg, 
+( ~1 )2~2b'1'iile~~i -l- (.: l)ü~,b,~Ye~~g +(e_¡ )3~,b;e¡e~eA 

_'. __ · ,:·:'_·,.;····_:-.. ·-·::_;. _-.:_·_·-_··:·"'-· .. ::_: ···:·· ;"-':.--:-··. _,,_.;.:_· .--

~ a¡ b1 e~ + á~ ~~i+ ~¡b;e;e; + a;b1 'e1 e2e3 + á,b,e2 ,~ a,bje1 e3 

' = n1 b1e1 + a;~.;;+ ~;b;~:Í + ~-;1i,e;e, ,,..,a,b~e(e:l + d,b1 eje,e3, ' 
-.-,o,;_· 

Una vez delÍnid~ el pr~dücto geoniétriéo; ~!siguiente p.;,.o ~onsistc e~ defi~ir el 

El siguiente ~lgoritino'ext;ae la parte d~ grado ~.detm inultiv~t()r M e C(R•), 

esto es, (M),: ·'; [(' 

l., Al mulÚvec\or M~e ¡~'de~~omp~n~ dé l,ifo~~!' (61),:~mo se muestra en (62) 

para A o B. 

2. Sea p; la sunia de las ~.;mpon~ntell de l~s en~ada~ del m~ltivcctor 

.- ' ' 

3. Se comparan todo; li>s pjc.;n'.e1Aa:~ 
4. Tomar todos los r-bl~dc/cofr~~¡ii>hdi~~tes ~ todas las comparaciones en el 

paso 3 que sean iguales á r.'' 

Tomemos como dj~'n(p¡~' ~l si¡Üie~te ~~ltivcct.or, 

0 ~ ª1~1+ a,b, +(¿, -a2b1) e1e2 .. ,. ·. . . 

al que le extraeremos un,el t~~mino d: gr~do 2 

Paso l. 



Paso 2. 

Paso 3. 

Paso 4. 

M = (a1b1 + a,b,) e~e~ + (a1b2 - a2b1) ele~ 

mo = (0,0), m1 = (1, l) 

Po= o+ o= o, p¡ = l+ l = 2 

{M)2 :: (a1b2 - a2b1)e1e2 

40 

Todas las operaciones ~n un' álgebra d~: cÍÚJo;~ están definidás por. medio del 

producto geométrico y el o~eroclor d~ g~~o ( ve;~~pítulo -!), po; I~ que ten~mos ya los 

ingredientes básicos. - •.• 
:-; "-;~ 

--

No d~sc~ibir~il1os los cl~talles cl~lalg~rit~o,>qúe p;~~d~ c6ri~~li~rse en el apéndice 

A. En cámbic>, pór c~~sid~~a~loin~ ~tilf des~ribiienÍ~~ to~.as las fu~ci6~és qúe fueron 

construidas en el~a~~~t~L1oj~e~~b~i~a;me~~~ un~~uía d~_uáuario. · · 

3.2 -Desc~ipcidn d'~ ~~!l.~ri~i~ries 1üii>liáit.~s. 
3.2.1 Co~~nt~riog~i;'~r~Í • 
El paquete fu~ ll~~¡d~ {J'íi~~rd.'~~ una ~~i~n con 'Clifford' los vector~s canónicos 

:,'""'" .. ,. ,--·· 
e; se escribe de ;.'.cuerdo cori 1á; siiitáxis [22]: : 

En seguida most~~mos 3 eje~~;os ele ~ul~Ív~ci~res/su sintaxis correcta 

_a,;,a1!-e[1Jt~2,*.~[2Ji~' c~_.c, 
_'A= a1 •,b{f:a:l. b2+ (~i~ b:i·-- ~2 ~ b1) e[1]~[2] 
.•8;,,, 17'~~¡;1+ ~'.2•~Úl ~[2] ~[5].: 

{63) 

Es necesario r~~al¿~~~~~·eloiden d~ lo~ ~e~t'ore0\:anó~ic()S en una ~esión _en Math­

ematica, es muy \mp'ortánt~.- Yáque ~~ seescdbe clproducto de ln(l] :=' ;.¡2] • e[1], 

automáticamente el editor_ lo pres~nt~rá comoÓut[ÍJ =;.(1] ~[2]; qu~no es correcto, 

pues e1e1 '# e1e2. 
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3.2.2 CrossProduct [v, w] 

Alias: Cp. 

Descripción: Calcula el producto cruz de los .·vectores V y "· 

Argumentos: V y V son vectores: 

Comentarios: Es auxiH~da'por las funciones Dual, Oup y HQ. Esta última determina. 

3.2.3 

Alias: Dp. 

Descripción: Calc~la ~l pr~d~cto punto de los vectores v y 11. 

Argumentos: V y V son' vectores:·• 

Com~ntarios:. Se auxilia de las fu~ciones Ip y HQ. 

3.2.4 

Alias: Ni~gÚM; 

Descripción: Calcula el' dual d~ un .r-blade m que se encuentra en un espacio de 

dim.{nsicln. d, .resüÍtaÍido,un'( d:r):bl~d~. 

Argumentos: m es un blacle de gr~clo r, y d ~~ un entero p~~itivo. 

Comenta~ios: UtiÚz¡I~ funci~nc~·:p, ;~eu~Lalar y Turn que estau contenidas 

en el paq~ete: 

3.2.5 GeometricCÓs [m·, n] 

Alias: GCos. 
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Descripción: Calcula la función Cos [m], donde m es un multivector. El cálculo se 

basa en undesarrollo en serie de. Taylor de la función hasta una potencia n, 

.alrededor del cero. · 

', . .: .. :- ·_. ; 

Argumentos: mes ~n.m~ltive.c,tor y n es un. entero positivo. 

Cometitarios:. Si se or;;it~ n;·~~r' d~fault, s~ ,valor será de 1 o. 

3.2.6 Geo~~tri~Ex~ [m; n] 
.. · ... ·~ ~ 

Alias: GExp.' 

Descripció;;: ~alcula. la~~rieJe potencia de.la fun~ión Exponencial del m~ltivector 
m h~t~ ~n~,p~tellcii.,~, ;,1 ;e~ed~~del p~ll~~ cero .. 

Argu~entos: '!'.es unmul~iv~ct~~ y n es u11. entero. 

se.~mite ni por defáult, su valor será de 10. 

> - : ·-' - -.:._ 

Alias: GP~~~~; ". 

- ~- ' '.-.:.:, . . ~. . . . . -

Descripción·:. Eleva él multivector m a una potencia n. 

Arg~mentos: :~s :~~~ltivectory nes un entero. 

Comentarios: Reali~~el.Pr~d~cto Geom6trico del multivector m, n-veces. 
--

Alias: Gp. 

Descripción: ·Calcula el producto geométrico de los multivectores ml, m2, ... 

Argumentos: ml, m2, ... sori multivectores cualesquiera. 
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Comentarios: Sigue el algoritmo correspondiente al producto geométrico descrito 

en la sección anterior. Está rcspala<la por funciones priya~iis que son: maxdim 

y ntuple. 

3.2.9 GeometricProductSeries [syni_,m; 11] 

Alias: GSeries. 

Descripción: Calcula la serie de potendas de ·la función sym con respecto al _multi­

vector m, hasta una potencia. n. 

Arg1_1mentos: sym es una función definida de Mathemática, m es un multivector y n 

es un entero positivo. 

:: . '.:·-:~. ',:~::;~· . . : - .:- '.. --:~--' _: ' :·. _::\~- . 
Comentarios: sym puede ser cu~J~ui~r fu~~!6n<í.u~ ~e pÚeda,~e~rese~tar en una serie· 

de potencias al rededor' d~l'pu~t~ ~~o'. Y si o;:;;iti;;;os ~l ~al~r de n:, por default, 

su valor será 10. 

3.2.10 

Alias: GSin. 

Descripción: Calcula la se~e de potencia de la función Seno del multivector m hasta 

una potencian, al rededor del puÓto cero: 

Argumentos: mes un ~ultivectci~ y n es un ~~te'ro p~sitivo. 

Comentarios: Si se omiten, por default, su ~alor será de io . 
.. - ' . . - . . -~ 

3.2.11 Geomet,;i~Tan [JIÍ, nJ 

Alias: GTan: 

Descripción: Calcula la _serie de potencia de la fimci6n Tangente del multi-.ector m 

h":"tª. una p~tencia' n, al rededor _del punto cero. 

Argumentos: m es un rriultivector y n es un entero positivo. 



Comentarios: Si se omiten, por default, su valor será de 10. 

3.2.12 Grade[m,r] 

Alias: Ninguno. 

Descripción: Extrae la parte de grado r del mu\tivector m. 

Argument~si ·mes mulÚvector y r e~ un entero mayor o igual a O. 
". ·::·- • ·' < 

Comeniarios: Sigue el ~lgoritrno,~orrespondiente al operador de grado descrito en 

la seccion. arit~rl~~~ S~a~;m~ d~ !~función pri~ada grados. 
.. ·:· 

3.2.13 'Homo~eneo~~Q[b; l'] ,. 

Alias: HQ. 

Descripdón: R.,gr~~~ el ~alar de i~e si el blade es d~ grad;, r y False en caso 

.:···co~:~~~~i-~. _:_~'/ 

Argume~tos: bL u~ bl~de yr ~sun entero n{~yor o igJal a o; 
!;~·-·" >'.·\ ... \:::. >···, 'i.::~"-.. -J-:: · .. :;_:~-·- --.' -. -~ ·-. 

Coment~rios:, Es auxilia.da por la función Grade. Con· esta función se puede saber 

'si un. n{~uivector es; ~ no; homogéneÓ de grado r. 

3.2.14 
,_ .. 

Alias: Ninguno;;; 

Descri¡,<:i6~: 'Eifrra:é la part~vectorid de un cuaterno, q; 

Argumentos: q es··;,¡; cuaterno. 
'e •' ' ' : '• 

Comentarios: Presenta el resu\t~doen forma de un vector .. Es auxiliada por las 

funciones max~im, 'é:~ef y:tr.:;,s'f~~m que so~ 'priv~das. Se tuvo que desproteger 

de su definición original. 



3.2.15 InnerProduct [m! ,m2, •.• ] 

Alias: Ip. -

Descripción: R~aHza el producto interno de los multivcctores m1 ,m2, ••. 

Argum-entos: mi,m2,. ·;;·son mu!Üvectorcs. 
'·. ?.-·-:: './:. :, .. 

Comentarios: _Uti!Íz~ las fun'Cioll~s Gp y Grade. 

3.2.16 Magnii:udéM 

Alias: Ning¡;no. 

Descripción: ~;lcul~la~agnlt~dde un ~ultivector m. 

Argumentos: ;n es uri ni¡;lti~e~to~. 
- '. ~.-'-:,;~_,:"\~·:~ -~~.:·~- ·:'::>: 

Comentariós! ÜÍiliza I~ funcione~ Gp, Turn y Grade. 
'J.:~,.-~·~c 

(:< :·¡~·.'.>,"~~~' .' .:·-­
Argumentos:' ·m es un 'multivector.:-

45 

Comentario:; ¿ au~ili~~a por las f~tJcion~s Gp, Grade y Turn para saber si es 

invé~tible o no. Utiliza l~s fuh~iohe.9 Tu;ll i. M~~llit~de. 
3.2.18 Out_erProduct [m1·,m2 ,_ ••• ] 

Alias: Oup. 

Descripción: Realiza el pr~ducto. ~xterior de los multivectorcs m1 ,m2, ••• 

Argumentos: m_1,_m2 ,-•• ~·son_ multivcctorcs. 

Comentarios; Utiliza las funciones Gp y Grade. 
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3.2.19 Projection[v ,b] 

Alias: Ninguno. 

Descripción: Calc~la .lá. proyección del v.ector v sobre el espacio generado por el 

blade b. 

Argumentos: .v es un vect~r ~ b ~s un'r-blade. 

Comentariol: ¿aux¿dapor las fun~ioncs Gp; Ip y Mvi. 

3.2.20 

. Alias: Ninguno. '. 

Descripción:. d.;;;r~ ~lps~Jdo~~~~lar d~ climen~ión n . 
. · <:·:. ·--'. ·; 

Argum~ntos: n ~ un enter~ posi.tivo'. 

Comentarios: N!nguno. 
- .·.·. . .,:-

3.2.21 Qua.térnionCollju~~te[q] 

Alias: Qc. 
. . . .. ··- . 

Descripción: Calcula el co~jug~do del cuaterno q. 
:"~. . . 

Argumentos: q es un cuat~;rio: . 
,·:; .. :._ >. '_ 

Comentarios: Se auxilia de, la función' Turn y de las funciones privadas transform 

y untransform. 

3.2.22 Qua.ternioninvers~ [q] .· 

Alias: Qi. 

. . 

Descripción: Calcul~ el inverso del cuaterno q. 

Argumentos: q. es un cuat.érno. 

Comentarios: Auxiliada por las funciones .Mvi, transform y untransform. 
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3.2.23 QuaternionMagni tuda [q] 

Alias: Qm: 

Descripción: Calcula mngnit.ud del cuaterno q. 

Argumentos: q es iiíi cuaterno .. 
- ., __ .:· ·.'_" . . ;::---:· .- .. ·,- . 

Comentarios: Auxiliada por la,• funciones Magni tuda; transform y untransform. . :·· ". ~-~:·-·'..: t: <:.. L< .. . ,,_:-··. -· · 
3.2.24 Quate~~ionProd~~t[q1~q2, .. ,l 

Alias:. Qp. 

Descripción: Calcula el p·r~d~'~io.~e,los cuaternos q1, q2, ... 

Argumentos: ~:: q;: ... s~~ cJf teriios 

Comentados:• Es auxiliad~ por las fu~cioncs Gp, tran~fom y untransfom. 

3 .• 2.25 Re [q] 

Alias: Ninguno. 

Descripci6n: Extrae la parte ·real del cuaterno q. 
. .. . .. 
-·- .- .-- ., 

Argumentos: q es un cu.aterno. 
-- - - -- - ·-- - -

Conienta.rios: E~ ~uxiliad¡ ~~~:la,< fu~ciones Grade y transfor. Fue necesario 

desprot~ger a l~ funclón d~ ~ú' defini~lón origlnO:l. . ' ' .. ', ·- ·~ . . . 

Descripción: Calcula la reflexión especular de un vector ·v por el plano forni¡tdo por 

los vectores w y·x. 

Argumentos: v, v, x _son vectores. 
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Comentarios: Las funciones que intervienen son Gp, Oup, Dual y HomogeneousQ. 

Esta última determina 'si las entradas son vectores. 

3.2.27 Rejection[v,b] 
''; ,·. '. 

Ali&S: .Ninguno.• 
. --·::- ';:-:::-·· >':.' . '. -

Descripció~: C~l~u1.: el v~cto'r recházado de un v~ctor V sobre el espacio formado 

Arg~mentos: V e; u~ v~ctcir ;;t; uri'r~blade. 
Comentar:~.,·~. auxili~d~porlasfunci~nes Gp, O~p y Mvi. 

Alias: . Niriguno. -

Descripción:.· Calcula la rot.a~6n de v, por un ángulo th_eta, sobre el plano definido 

pór v flxc 
> ,,.· ' • ,. 

Argumeritosi v;ir,x son vectores y thet~ es~I ángulo.de rotación e!I gradós. 

Comentarios: S~ a~~iU~ Je l~ fun~iones Ip(:i ~; ~eces~rlo), Oup, Gp, Ma~i tuda, 

Turn y HQ: Esta~lti'!la.; p~;~~a~~r si Ias ;nÍrad..;~~~ veciore~.·p~,l~s parámetrns, 

tlietO.septl~de oÍnitiry el¡ng~I~ de rot¡¿ión en est~ casci ese~¡ f~r;;;adci por !Os . 

3.2.29 

Alias: ·Tb. .·,-,,- _. 

. . - . -

Descripción: Transform~ im vector de la forma estándar (lista) a la forma que 

rn~n~Ja el~p~~u'~t~ (63). ·, 
__ .,· - .-~/: .. '.>. ,·~>:<···;·._ -. . '. ' : - .. 

Arg11mentos: :ves tiº vector en forma de lista (forma estándar en Mathematica). 

Comentarios:, Ninguno .. 
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3.2.30 ToVector[v ,d] 

Alias: Tv. 

Descripción: Transformá el .vector de la forma que maneja el paquete a la forma 

estándar; 

Argumentos: v es ·uii·v.ector y á cs. un c'ntero positivo, 

Come~tarios: Es auxlliad~ porÍ~ f~~~iónHQ. El parámetr~ d se puede omitir, y en 

tal. cas~ la· ?ime~si6r(de la lista resultante será la del valor. más grande de los 

3.2.31' 

Alias: ·Ninguno.· 

Descripción: Calcula el reverso del mullivector m. 

Argumentos: m es un multivector. 

Comentarios: Es auxiliada por la función Gp. 
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4 Aplicaciones 

En este capítulo mostraremos la utilidad del álgebra de Clifford para cálculos c¡uc in­

volucran cantidades algebraicas y geométric1is. Como veremos, objetos matemáticos 

tales como vc~tor,cs, ~.~n1cros complejos y cuaternos son sc:Slo casos_ particulares de 

mulliveclores. La exposición se desarrollará a través de aplicaciones ·simples a la 

i:ristalograña: geométrica en dimensiones arbitrarias, que ha cobrado relevancia desde 

la aparición de materiales tales como las estructuras inconmensuradas y los cuasi­

cristales ~uc pueden interpretarse como estructuras periódicas en 4,5_ó- 6 -di~cnsiones 
[14]. Se ~Óstrará también c6mo el cálculo con números co-mplejos y cuaterno_s puede 

hacerse dentro del mismo paquete. 

Debemos mencionar que no es el _objetivo de este capítulo revisar los conceptos 

básicos cÍ~ la-crist~log~añá. así éorÍÍo el cáléulo" con' cuaternos, de tal manera que 

asunlire~~s :~~n co~a·~r~i~~.~~ d'e-~st~-~-~a~~~~~--

4.1 ci:ista10gr~ríi:~ri_n- dimell~ion~s. 
;;·_'::·,·-:_.,', 

4.1.1 Redes e~R~ 

En esta ~ccción:<-¡_~~e~~:~- _~1:~1:1~~~ c~!lcá~l-~s.:··r~l~~-i~nad~s ~on !'cd~s .. Primer·a vcrc_mos 

los casos mis se~~ill~s ~u~'soJ ~
1

n R' y ~n R3 para luego definir a R•. 
, .. j; 

Redes en R' R' d~nota el esp¡¿~ eu~lidiano de 2 dim~nsi~~es. Sea {a, b r E R' 

una base linealmente lnd~~e~dientc~ - [~ Iled Í g¿n~rada pór la b~sc {a, b} está 

definida po~ 
. .,. .... .. . <· _,;· ::·:~· ·. '.. 

L= {PE R'IP.= ~a+kb;h,k E zf 

donde Z es el conjunto_ de todos los <mtcros. 
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Redes en R3 En el espacio euclidiano tridimensional, la Red L está generada por 

la base linealmente independiente {a, b, e} E /l3 se define como 

L.-= {PE R3 jP =ha +kb + lc;h;k;I E z}. 

Redes en R" Similarmente, en un es'llaci~ elldiduiaí10 n-dimcnsional R" la Red /, 

es gene;ada ~dr ¡a,'¡j~~~ {~,',~;, .. :;'~.} ~;R~~es 'defi~ida p~r 

r=t~~~ .. i~'}~,.¡a¡;;;,·~z} 
4.1.2 

Dada. una b~~e-{~í,l2 , .:.,an) ·siendo é~-ta. Ónica, se dice qu~ tiene una. ha.se recíproca 
.· - "· ,. . -_, 

[12, 6] 
. -~-{- 1' 2 "}- _.· 
·-.a ,a t!•·t~._- ' (64) 

(donde los va.lores "l,2,..:;n" de (64) no son exponentes sino índices superlores), que 

es_ lineálmente i~dep~~di~nt; y' c~n la prnpi~dad d~ 

donde la. delta dc' K ronecker: 

ó{={o :: i-:=i 
i #i, 

para cualquier O$ i,·j $ n [4]. 

La. Red generada por'li'bas~'(64)se llairta·Rcd rec(proca de Ly se denota. por 

L". Usando técnicas de álg~~ra déCiifrord: p~ecl~ h~lla.r~e u~a fórirlula. explícita. para 

encontrar la Reclrecíproca i:_d~da.~n~ R~d. L.~J1 ~Ja.l~uÍer_~imensitSE-, ~e la siguiente 
' .. - - ._ .,.,_ ._, . ,- . ,-. -_' -- / -·· , ' ·.- - . ·,;:-- -- ""·; ~, --~ .· -· .. ' - --·,, - . - -

maner~ [11, 5]. 
,-" 

a;(a1 A ... A a.)- =~; ·(~1 /\: .. Ka.) +~1~(~1 11 ••• A~~) 
·::'.' ·,-.:-. 1·- ·.<:·O- .·',·:,,_·,,::.:-·_,,. ·. .: 

= L:?=í (-1)'- (a': a¡)(a1 " ... a; ... " a.) 
= L:?=1 (_:1)1-1 ó{ (~1 A ::.a;.:: A~~) -- . 

= Hlj-I (a1 :,.. ... a;: .. " ~.l, 



<lumle iij quiere decir que el j-é~imo cl<;mc11lo del produclo cxt<~rior :;;e excluye. Por 

lo t.an!o 

a; = (-l);~i (a1 /1 ... ñ; ... /1 a,) (a 1 /1 , .. /1 a,)- 1 

Ejemplo: Encontrar L• ele la Red f; gcucrnda por la ha.<c (~,;a., a3, a4}, clo11clc 

ª' = (1, o, o,o), ª• = (o,r;o;,o); ª';;;(o;~; 1,ojy a., ;= (t, hr.ti [3]. 
Solución: :'..~/-- ' ','. ·~::;~~:· .~~-~·<.:_:, . ., -

/n[IJ ;;,; <<·''Cliffo
0

rd.m" 

Jn[2J := ~1{•,',, efiJ; 
aÍ2 =~[2];. 

a13 = e[3];' 

a14 := 1j2~[1J + i/2-;¡2]+ 1/2e[3J + 1/2e[4]; 
- ,_-_ ' -- -- -; ._ - - . 

In[6] ~= ia¡ =.~vi.[~p[.'.11, a12,a13, a14]] . 

Out[6]= 2e[1]e[2]e[3]e[4] 

In[7] := ¡:z1;,; Gp[dp(ai21a13, ~14],iú]; 
' - - .... ..;~ -·" '-· . .. -~ . -·-·· - - --

' a22:;. -Gp[Op[a'.tÍ,a13, al4], i.a1]; 

a23 O:a~[o~í~li;~1i,~1~];ia1f; 
. a2~ = :::.op(ot[.:i1,.'.12, a13], ia1]; ·' 

In[ll~:=;{a21,:2~;:23,a~4{ ... · .· •. . 

O~t[l l] = {é[;]~ ~[4]; e[2] :::,~[4], ~[~] ~ e[4], 2~[4J) 
Observe que para los r~sul(~do~ ~ 1 ,;;;·~;i, ~2 ~ ~;2; ~~ = ~'.23 y a4 = a24. En forma 

. ln[l2] :=;6~ector[a21]'.· 
Óut[l2];,, {1,~,0)-1¡ •.· 

. ' ' 

In[l3] :=.ToVe~tor[~22] 

ou1[13J = fo, 1, o, -1}' 

In[l4] := ToVector[a23]. 

Out[l4J= {0,0,11 -1) 



ln(l5] := ToVector[a24] 

Out[l5] = {0,0,0,2). 
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Esto es, a 1 = {l,0,0,-1}, a2 = {O,l;0,-1), a3 = {0,0,1,-1) y a4 = {0,0,0,2). 

Puede verificarse fácilmente qu~ a;· a; =:'li{. 
- ' .·' ~·:>·~ ,, . > 

4.1.3 Celdas unid~d y p~imitiva 

Conslderemo~ ~n~ r~T~ ~;~~~~~i¡,~~r ¡labls~ B = {a1::i2; !.:',a.};: el poliedro de 

n dimensiones (quri; geit~~i~iiril~nte,';e de~~¡';,ina~aral~let~j;c;) fo~maclo pÓr B se 

denomina celda unidad de y-En el CaSO ri ;,;,. 2 la'ccldá Únidad es Un pa'raldogramo 

ta1 ~~:u::st~::: i~t::i::~e;~¡~rJJ~ t\!{f ;1~d~ÍtlrJ:en~¡!;:~~~~1~::~~~.~:: 
racionales. En es,t~ ·casó l~'cel~aesÍla~ad~ ~() ~i~mitiva.' ~n el .caso 'usual cuando 

todos los vector~~-d~Í~;ed ¡¡~~~¡'¡ ~o~:~dei~d,;; e~tera's: la ~~t<li ¿. ll~~~cl~ primitiva.· 
, .. _., -·- - =--~- ' L~S· : O•:.,; 

Dada.uria c~ld.allnidad_gen,erada por B; él y~liimén'1,f~ de.~s~a seida puéde calcu: .. 

larse mu/fácilme~te ccííi la ayÚcla del prod~~t~ ~~t~rior: y.~st.a claclo pof 

,··V= l~1A~,f~ .. ~~•I· 
Como un ~jemplo, consideremos la red e~: 6 dimensiones generada por la base 

donde 
a 1 = (-1,-1,0,0,0,0)~ 

a 2 = (1,::...1,Ó,O,Ó,O), . 

ª"=(o, 1, -i; o,o:oi, 
a.=; (O, o; 1, 7 1, O, O), 

ª• ~· (o;o; o, i, ...:1, O), 

Íla = (O, O, O, O, 1; .:_ l) , 

que generan una red cúbica de 6 dimensiones centrada en las caras [14]. El \•olumen 



de la celda unidad de esta base es calculado como sigue: 

In[16] :=al = -e[1]- e[2];. 

a2 = e[1] - e[2J; 

a3 = e[2J- e,[3]; 

a4 = e[3]-" e[4]; 

a5 = é[4J .: e[5]; 

a6 = e[SJ -- ~[sJ; 

ln[22] :'= Ha.g,;itud~(Oup(al, a2, a3, a.Í, a5, a6]J . 

Out[22J =2 
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Con lo que obtenemo~ qu~'el ~dlúrrien de la celda ~nielad el~ una red cúbica de 6 

dimensiones centrada en las c~ras es igual a 2. 

4.1.4 Planos -

La descripción d~ jrplanos en n dime-nsione~ s~ dis~utió en el-ca~ítúfo l. -Mo;¡raremos 

aquí cónio se i~plementan para la dtiscripción de planos e,; red~s ele dilllensión árbi­

traria [5]. 

. ,, ,., ., , ' -

Redes Pianas e Hiperpl~nas - El núJ;,;,,:~ de grados de libe~tad de .;n p-plano en 

un espado ~;~i~e~
1

si~~al ~~tá·~~do po~\ ; · 

. (65) 

Los gradds de li~:rta~de un p-pla~Lri ~n ll~pa~i~ ~-di"!ensi?llal f!Ue contiene a un 

·-._~:··"··.: .- ·;\··::·>_:·\·., _:<~: :~::·.~-~ ,.- ' ':.): .. -.'-~-, >.:~,- - ..... - '._ 
Lineas ~~:R2 ••· Uná RCd en R2

. contiene un 1-plano que pisa por dos puntos. Si 

los puntos de I¡,:: Recl por 'cioiiclé pasa el Í-pl~nd sd~~q r ti~Ídnc~s el 1-pla~o está 

dado por la ecuación 

- (p - q) /\ (q-:- ~);,,o (66) 



donde p es 1111 \'cclo.r fijo, (66) se puede escribir de la forma 

(p- <1) ¡\ ~ = ó 

donde el. vector V tiene coordena,dasc11t1iras con respecto a la base de la Red . 

. - - ., _. . . ··: '· .. '. . :_ -. ' ·- ... ~ ~ . -~- -, ': . . :·_;'. . _·_ ' .,_· -

Planos en R3 Consid~r~'iémo~ et'~~;;·d~Un planci en R 3 • Corno vimos en el 

capítuÍo i, t~'ecuació~.cle ~.~ ;,íin~ ptÍ~de e~c~ibirsc .é;;m~ 
-. ·;·· ·"' ::.-,., .. ·-- ,;.-_, .··. ,.,. ·._· '. 

donde B es un bivector de coórdeóadas .entera_,; forniid~s ·pó~ la base de la Red. 
-:-<_, ~-;:)-_-, ):~:- '/; .'~: ·_:;' /' 

(n-1)-plano eri R" -En ró~~á. anáÍoga a los áiílcriÓres,'se puede decir que el 

( n-;;~:ne:::c~: ~:;~i~t~liilt~!~ ~~~~i~sll~c:S} ' ;~ . .. .. . 

donde Ú es un ( n~l)~vect6r qÜ~·;,si;;. deflnid~ p6~ c6<l;denada;enteras que correspon~ 

den a la .. basc de l~ R~d. }>0 ~s~~n p~nt6 qué p~;ten~~e ~ 1: Red y por la cual .pasa el 

hiperplatio: · 

2) P~ede. describirse p~r l~s inters~cciCl~es ~onlos ~jes coorcfenaclos (índices de 

Mil~e; tit;:~::::~f~;i :: ~f eifü:j1::lr~r;;~¡··<>~iie~: 

p-planos en R".~ Eii't;1 iÍlS~'ti.áii''~eriei'al,'paraun ,,:.plano (p # n - l} en R",· 

tiene l~s ·sig~iént~s ~a~aci'eri~l.ic:,.,;; .· 
l) Los gradó1/dc.lib~rt;d d.ei P-ptaiíó 

f,;;, (n-p)(p+ !) # n 

2) La ecuación del ,,:.plano es 

(P- Po) A M =O 
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donde Po es un punto de la Red y M es un p-vector que está formado por coordenadas 

enteras con respecto a la base de la Red. 

4.2 Números complejos 

En el capítulo 1 me~~i~n:~H~ue~na base del. espacio ~ectorialdel álgebra de Clifford 

de R2 es 

de manera que u~ ~ultivecto~1{i/C{R2)~e:~scribe como .. 

·)A~~+:k;e,h,e, +k3eje,, 

donde k; e R. ·.· p,;~e~68 ·d;;sc~~P~~e~é~ en la ~Ü:~~:de dos in;;:ltivéctores: A = 

A++ A-, donde A+' ch~tiell~ los el.e~elltos d~ g~adopar YA3los de grado impar. 

Es decir,· ·.·c.-~ =-·,;··: 

, . }E . ,2A;;;; k:''.!- A,3~, ~ •. 
::'A.::x;;;.· k;e; +· k,fi;·. 

Observe que F ;;;•(ei°e;j (e~e2) ~·~ (e,~',~2e~);;:·:..:¡ e i 'es par si mismo un generador 
" .·; .-.. ' ' • '-.-. •'"' :. ·.·-,, ,'. ·--<-·,:- .· -- -, "<· .- ... ··. - .. . -· 

de r~tación. C.on ~st~; vemi~q~~ l~ ;ubálgebr~ par de C {R2
) es equivalente al. álgebra 

de los números co~pÍ~jós. 

Vea~os com~ el J~~uet~ perffiite la malli~~lacióÍI de Íl6meros complejo•. 

Ejernploi Priirier;, h~'c~m;,s l~ identific~~iónf= ~1 e2 · . . 

Jn(23] := trans[x~J :~X/. i-:- > e[1Je[2J; 



Como simpl<-' verificación, calcularemos i2 

/n[24] := Gp[trans[i], tr~s[i]] 

Out[24] = -1 

Ahora, definamos dos números complejos v y w 

/n[25] ,:;,, v.=· a+ b i; 

/~[26] :=..·v.~ e+ di; 

r,7 

al realizar el producto entre ellos,' el re~ultado·q;,eda.rá en .términos de e¡e., así que 

el r~ultado lo tenemos que mddifi¿~r ~·~~a que qu~~e en términos de i 

171[~7] := G~[~r~~[J],~fa1s[vJJ / :e[1Je[2]~ > i 
••• - - -- • --,:,.-,,.-.,. _r ·-- •• • ·-

Oüt[27] =ác _:.lid},b ci+a di 

Por último encontr~remos ~l\o~j;,g~do ~~· v 

. /n[2SJ{;;;Turn[trans[v]J /'. e[1]e[2]-> i 
Out[~s{~ ·~··; b,i"; .·. ·· ·· • · ·. 

4.3 Cuaternos 

Retomando el procedimiento s~~ui~o en elcas~ ele lo; números c()mplejos, desarrolla­

remos ahora el álgebra de Cliff()rd. ele Jf de;otada ·~or C(R"). El álgebra de Clilford 

C(R") es un espacio vect~~iald~ dli'iieil;¡.¡r; á,Yti~r;~como base• 

A = ko + k1i~ +'t.~~ +i:~a)i.I!;'.~' +{~1~3 + kse2ea + k7e1 e2ea, 

el cual, pode~o~ ex~resarlo c~mo ;2I~ f A_, d;nde · 
; . :". ::·:~ ' ' ' . : 

A+= ko + k4e1e2 + k;e;ea+ kse2e:i 

A~ =kie:+ k,e,+ kaea + k1e1e2e3. 
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Los elementos de grado par A+ forman u ria subálgebra C+(R3 ) de C(R3 ), equivalente 

al álgebra de los cuaternos. Esto puede verse con facilidad si hacemos las siguientes 

identidades [11] 

i = -e1ea, 

j = eiea, 

k~::-:e1eiz, 
. . . 

las cuales permiten. las siguientes propiedades [l J 

j2 =j2. = k 2 = -1, 

ij = k, ki = j, jk = i, 

ijk= -lj 

(67) 

{68) 

que son las famosas r~la~iOnes de H~ntllton; Óo11 las identidades dadas en (67), un 

elemento de C+(R3) pu.ide ~~cribirs~ c~~o 

Debido. a las propi?da~es (68), fJ. e~ un ~h¡t~~no: · 

Ejemplo: .• El p~qJ~t~ ti~rie f~~cio~e~ .deflriidas para los cuaternos. Primero vere-

mos la~ pr~pi:dad~ 'de\ j y ~ ·> . . . . 
/~¡2!J1 ,,,;Qp[i,i]~; Qp[j,iJ == Qp[k,k] == -1 

Óut[29] :'~ T~~ 

In[30] := Qp[i,j,k] 

'Out[30] = -1 
. .. . 

- J~[3i];= Qp[i, j-J 

0Üt[31] = k 

In[32] := Qp[k,i] 

Out[32] = j 

Jn[33] := Qp[j,k] 

Out[33] = i 



Ahora definimos m1 cuaturno 

/n[:M] := q = a+ b i +e j + d k; 

encontramos su inverso 

In[35] := Qi(q] . 
• á-bi-cj-dk 

Out[3~] =. a2+b2+c2+d2 

la magnitud .del cuaterno 

fo[36] ,;,, Qm[aj 
• 0~1[36}= s~~[a2+b2+c2+d2] 

el conjugado 
In[37] := ~c(q].· 
O~t[37] :Oii:._::b i - e( . .:. d k 

extraemos la parte ~eal --·. 

·a~1¡:ís1=a.··· 

y por último, la. parte imagina.ria. 
" ... :: '.·:·:: 

fn[39) ,;,;; Illl[~ 
Out[39] ; {b, é, d} 

4.4 Rotaciones '' 

Este t~ma .:e vi~ Jm;lia~e~t~ ell\1~apítÜlo I; e.o esta sección veremos cómo utilizar 

el paquete para' e! ~ál~uÍ~ de'U~a.~~~ta~ión; L~ ~ot~ción de un vector x sobre un plano 

caract~riz~do por ~d bi\l~t~r, u 11'v; est¡~acl~ po/ 

donde 

y O es igual al doble del ángulo formado por los ved~res u y v. 
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Ejemplo: Encontrar la rotación del.vector x = (1, 1, 1) en el plano formado por 

los vectores u = e¡ y v = e2 

/~[40] := z = ~[1] + e[2] +~[3]; 

Como los vectores u y V forma~ un ~ngulo ~~ 9Ó·. ento~ces 
ln[4l]:=the.ta"."9ci+~i/1ecii;; ;? ... ··. · 

./n[42Í :=plan~;,; oúp[~[Í.]~~[2JJ{M;nit~de[Oup(e[1],e[211l; 
In[43] ;= ~ = ca~[tlÍeta/2] + p~ái{~;.sin[theta/2]; 

aplicando el producto geon;ét~ic~ ~clecua~~t~~e~os .. 

·· 1n¡44] ,;; Clp[Tu;,;(rÍ;~, r] . 
o;.t¡44J~= :.:~rií·+~ri1 +~1a1 ·· 

Estos pasos son los que sigue lafunci.Í~ hnplí~ita Rotation, teniendo la siguiente 
i::r: 

sintaxis ' · <. :> .,,, 

fo[45] ;~.Rotatión[z;e(1]¡e(2]] · 
Óuí¡4s1'.;. :.'.~[11:+ar~1'+é[3]: 

Ahora, si rotamos el misn;.i JC'ct~r 180~ ~~~r;' ~l ~ismo ¡,iano . 
. . ' . '' .. ,· .... ,"·,., .. 

/n(4~J i= R~tatio~[z, e[1], e[2], 180] 

Out[46] =; '-e[l] '- e(2] +e[3] 
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Conclusiones 

,. ·' ', 

En este trabajo se describe un paquete construido para el sistema Matlicmatica que 

consta de 30 f uri~iones_ h_nplícitas, ,que permiten realizar operari~ries (numéricas y 

simbólicas) en ull álgebra deCliffo~d de un espacio vectorial de dimcnsi,ón arbitraria 

(finita). s~ incl~ye (c~pÍtulo 3) uni de~cripci6n de to_das las funcion~~ impÍicitas y 

(Capítulo 4) ap!Í~acio'ne~ {vectore;; númer~s'~btl1~1~j~;; cJa~~r'nci~ y·. algun~sopera-.. '•·' ,··- , .... _ :. . ,··-..... " ·., .. ·,-'"' .,._, .. , .. _ .... 

dones geométricas, las cuales sÍrvcride ejemplo p~ra la utiUzá.éióri del paquete. El 

Dada la importa~cia qÚe el álge¡,'ra d~,Cliff'?rd ~s.tá tom_a~~o riicientéinentc como 

un_ lenguaje naturai para la' ~ísic!..,i y Ia"\'ers~tilid~d+l sisÍ~~!.. M~'tlifoiatica, el· __ . 

paquete ¡,u;d~. r~ui·t¡~ ~~¡ h~;ri~-~~;~/m'J~Yútil'; ri~il d'¡~zr,r :A~eniás, ~stá 
estructurádo de tál nian;¡.¡ qÜ~ per~ite sú alti~!iaclón y perfe~ci~llámiellto .. •. · 

..- :· '·:: .;.>··_:-_; )~:~'>. :-;: -~¡,:·. -.·:·:;..;- ·: ''<i:.'.:;;:.'. t->_,:···;~,: /:{'~ ,:~:-7_:'.: . >··>:'··,, '.\'f,';::;' :~;.:, ::, '.'.·-':· 

En_ cuanto·a •la eficiencia del•p:ograma podemo~· mencidnarque_.enun.reporte ·. 

:::ª::::¡~l:;¿:e::~t:~-1~t±:i~:ifa!t~f In~~df !!~d!~~ii~t::~t1~~;::: 
Se incluyen los progra~ai'111é~olu~Wiiail 0c!'prÓble~~~~ Íalcli~e~sos~lste~as, in­

cluyendo en Mathematica; En• ün~ co!llp'ú'tador~per~on~l isfi ~.B6Mbz,~l problema 

se resuelve en 0.36s. Si resol~eai~~el¿~obl+a~~and~ díi~(J~d,el~\~m~ode:~mputo 
es de 8.89s. La comparacKí~ no~u~de'se~ di~~~t~~ ~l pr~¡;arri~',pr~~~nta~~ e~ la refe­

rencia [19] está diseñado p~rá ;~sÓl~~r u~ ~robl~~/~spé.~¡f¡¿~· y n~ ~~ecÍ;,'ri obtenerse 
.-- <'· -~ . ··. ·- -- .. -. ·,,_ - ·~- ·. ·." º·- , . . . ·.. - - - - . . 

a partir de él todas las operacioncsdé, un álgc~ra,de Cliffo~cl. N,ucstr~ paq~ete sin 

embargo, es un programa ge'neriil, c()'n élpÓdemos ~cSo(~~~ Ulla gr¡;ri' cantidad de pro-

blemas rela~ion~d;;s~~n ~;t~ .¡~;br~fE;tG~~;~H'd~d:l~~~~~~~;~-.:~~~nt~ en. 

Por otro !ad~, en'!a referencia [i6J se :d~scdbe ~n p;ogr~ma comercial, llamado 

:::;~;¡ª~:; ¡:~e~i\:S~;i1i~~,f t~lrteii:,;:f ;~:i,;~j~f iJ:r::r1:: ::u~t~v~~t::.~ . 

ªP<:>Yáridose en ·un iSÓffioÍ'fiSffio ·para:_¡.epl-CSeniá.r los".'ve~"t-cl'rmi_·CanóOicos en matrices. 
,,., .. ·-···----:· ... -... ,- .,., ·-.] .- ... ,·· 

PÓr otro lado, Clical r~aliza únicame.nté cálcul~s numéricos. En el caso de Clilford, 
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no si• requiere de uua represen Ladón rnátricial y los cálculos pm!<lcn hacerse, adcm~1s, 

simhólicamentc. Ambos iricluycn íuncioncS asociadas ·a multivcctorcs, las cuales se 

puedcu resolver con scri~s de Taylor. ·El '¡lrog~ama Clical esl¡, por Ót~~ lad~-._eníocado 
a problemas d~ lá ecua~ión de Dirac, Elei:t~omág~~ti~ino y Rcl~tividad especlal, lo 

cual no está implc.~~n~ido'f!11 ~~~~l.r~ p~quei¿, ~~n~J~J~bÍíS~~·e~tán e~t¡blccidas y 
( -.~ " - •• ·.·._ ., ·-· ' :- ' • - "• . -· '' ";'-•' ¡·· ""' .. ~- ., _ •. - . - . • '"" ·l 

con una buería~anipula~ión de CH~ord sepue'd:in'c8tablecer.i -> ·.,. 

::~!~~~~¡~J~~~11:~1t~W~1~~~~~:::~'..;: 
:~~;tJ:~~~!~~!Kt~J~~~~~¡f ~e~E~·. 
mejorarlo y aÍnpliarlo ~on el ~bjcUvo pfi~cipaÍ de a~ticul~r ~icál~Ülo c<ln diverso~ 
objetos matemáticos en' tm sólo algoriÍ~o. 
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Apéndice A 

En este apéndice se enlista el paquete ClilTord, desarrollado en esta tesis, para la versión 
2.0 de Mathematica. 

(• Set up the Package Context. •) 

(• :Tille: Clifford Algebra ofa Vector Space. •) 

(• : Summaiy: 
This file contains declarations for calculations with Clifford 
algebra of a n-dimensional vector space. The Euclidean inner 
product is considered to construct the algebra. When loaded, 
vectors (and multivectors) must be given as linear combinations 
ofa canonical (orthonormal basis) that must be denoted by 
e[l],e[2], .. ,e[n]. 

Example: The vector {1,2,0,-1} should be written as 
e[I] + 2 e[2] - e[4]. 
With the exception ofthe function Dual[m,n], it is not 
neccesary to define the dimension of the vector space, tlús 
is calculated automatically by the function maxdim[ ]. •) 

(• :Author: Osear G. Caballero. •) 

(• :References: 1. D. Hestenes, 1987. New Foundations far Classical Mechanics. 
D. Reidel Publislúng Co. Holland 

2. S. Gull, A Lasenby and C. Doran, 1993. ImaginaryNumbers 

are not Real- The Geometric Algebra of Spacetime. Foundations of 
Physics, Vol. 23, No. 9: 1175-1201. •) 

BeginPackage["Clifford' "] 



(• Usage message for the exported function and the Context itself ") 

Clifford::usage = "Clifford.m is a package to resolve operations.with 

Clifford Algebra." 

' ' 

GeometricProduct::usage = "GeometricProduct[ml,in2,: .. ] calculat.es the Geometric 
Product ofmultivectors ml,m2, ... Alias= Gp.": 

;.,.· 

Grade::usage = "Grade[m,r] gives the r-vector pllit'ofthe multiyector m." 

HomogeneousQ::usage = "HomogeneousQ[x,r] gives True ifx is a r-blade and False 

otherwise. Alias = HQ." 

Turn::usage = "Tum[m] gives the Reverse ofthe multivector m." 

Magnitude::usage = "Magnitude[m] calculates the Magnitude ofthe multivector m." 

Dual::usage = "Dual[m,n] calculaies the Dual ofthe multivector mina 
n-dimensional space. • 

InnerProduct::usage = "lnnerProduct[ml,m2, ... ] calculates the lnner Product of 
multivectors ml,m2, ... Alias= Ip." 

OuterProduct::usage = "OuterProduct[ml,m2, ... ] calculates the Outer Product of 
multivectors ml,m2, ... Alias =Oup." 

Rotation::usage = "Rotation[v,w,x,theta] Rotales the vector v by an angle theta 
(in degrees), along the plane defined by w and x. The sense ofthe rotation 
is from w to x. Default value oftheta is the angle between w and x." 

Multivectorlnverse::usage = "Multivectorlnverse[m) gives the inverse ofa 
multivector m if this exist. Alias = Mvi. • 

Retlection::usage = "Reflection[v,w,x] retlects the vector v by the plane 
formed by the vectors w and x." 
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Projection;;usage = "Projection[v,w) calculate the Projection ofthe vector v 
on the subspace defined by the r-blade w." 

( ; . 
Rejection::usage = "Rejection[v,w] calculate the Rejection oft!Íe vector v on 
the subspace defined by the r-blade w." 

ToBasis::usage = "ToBasis[x] Transform the vecior ,Jfr~z( a,b, ... }. to ;he 
::_,_ 

standar form used in this Package: ae[l]+be[2lr: ... ": '. ·. ·": ·~ •·•· 

'. .::_~~ .---::-:-, ., .. :_:.;.'-• 
ToVector::usage ="ToVector[x,n] transform the o-dimensional yect<lr x from 
ae[l ]+be[2]+ ... to the standar Mathematica form ( a,b, ... }; The defaul value of 
n is the highest of ali e[i]'s." 

CrossProduct: :usa ge = "CrossProduct[ u, v] gives the éross Pr~cluct of tÍte 
three-dimensional vectors u and v. Alias= Cp.• 

·.·. ' 

DotProduct::usage = "DotProduct[u,v] gives the lnner Product ofvectors u and v. 
Aliu=Dp.• 

QuatemionProduct::usage = "QuatemionProduct[ql,q2,. .. ] gives the product Óf 
quaternions ql,q2,. .. Alias= Qp." 

Quaternionlnverse::usage = "Quaternionlnverse[q] finds the inverse ofa 
quaternion q. Alias= Qi. • 

QuatemionMagnitude::usage = "QuaternionMagnitude[q] gives the magnitude of 
a quatemion q. Alias= Qm." 

QuaternionConjugate;;usage = "QuaternionConjugate[q] gives the conjugated of a 
quatcmion q. Alias = Qc." 

Pscudoescalar::usagc = "Pseudoscalar[n] gives the o-dimensional pscudoscalar." 

GeometricPower::usage = "GeometricPower[m,n] calculates the Geometic Product of 
a multivector m, n-times. Alias= GPower. • 
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GeometricProductSeriés::usage = "GeometricProductScries[sym,m,n] calculates the 

series ofthe funí:tion sym, o.fa multivectorm. up_to a power n, Default value of 

n is 1 O. Alias = GSerics." 

GeometricExp::usage = "GeometrlcExp[m,n] caléulate~ the serie~ofthc function 

Exp, ofa multivector m up to a powern. D~f~út(~~~e-orh is 1Ó; 

Alias= GExp." 

GeometricSin::usage = "GeometricSin[m,ni·~~c~lri~~t~e·s~e~~ftlle function • 

Sin, ofa multivector m up to a power n. Default vatue ofn is 10. 

Alias = GSin." 

GeometricCos::usage = "GeometricCos[m,n] calculates the series ofthe function 

Cos, of a multivector m up to a power n. Default value of nis 1 O. 

Alias= GCos." 

GeometricTan::usage = "GeometricTan[m,n] calculates the series ofthe function 

Tan, ofa multivector m up to a power n. Default value ofn is 10. 

Alias= GTan." 

(• Alias Section •) 

SPreRead = StringReplace[#, {"Gp"->"GeometricProduct", 

"lp"->"lnnerProduct", 

"Oup" ->"OuterProduct", 

"Mvi 11 ->"Multivectorlnverse", 
11Tb" ->"ToBasis", 
11Tv11->11T0Vector", 
"HQ"->"HomogeneousQ", 
11Cpº->11CrossProduct11

, 

"Dp"->"DotProduct", 
"Qp" ->"QuatemionProduct", 

"Qi11-> 11Quaternionlnverse11
1 

"Qm"->"QuatemionMagnitude", 

"Qc" ->"QuatemionConjugate", 
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11GSeries11->11GeometricProductSeries'1
, 

"GPower"->"GeometricPower", 
"GExp"->"GeomctricExp", 
"GSin"->"GeometricSin", 
11GCos"->11GeometricCos", 
"GTan"->"GeometricTan"} ]& 

Begin["'Private'"] (• Begin the Private Context O) 

(• Unprotect functions Re and lm to define our rules °} 
protected = Unprotect [Re, lm] 

(• Error Messages O) 

Clifford::messagevectors = "'!' function works onlywith vectors." 
Clifford: :messagcblade = •· 1 • has no inverse. • 
Clifford::messagedim = "Three must be the maximum dimension." 

(• Begin Geometric Product Section O) 

GeometricProduct[ml_,m2_,m3_J := GeometricProduct[tmp[ml,m2],m3] /. 
tmp->GeometricProduct 

GeometricProduct[ml_,m2_J := geoprod[Expand[ml],Expand[m2]] // Expand 
geoprod[a_,y_J :=a y/; FreeQ[a,Global'eL?Positive]] 
geoprod[x_,a_J :=ax/; FreeQ[a,Global'eL?Positive]] 
geoprod[x_,y_J := Module[{pl=ntuple[x,Max[maxdim[x],maxdim[y]]], 

m,n,q=l,s,r={},p2=ntuple[y,Max[maxdim[x],maxdim[y]]J}, 

s=Sum[p2[[m]]-pl [[n]], { m,Length[p l ]-1 }, { n,m+ l,Length[p2]} ]; 
r=Mod[p 1 +p2,2]; 
Do[ Iflr[[i]]=l,q •= Global'e[i]],{i,Length[r]} ]; 
(-l)"s•q] 

geoprod[a_ x_,y_J :=a geoprod[x,y] /; FreeQ[a,Global'eL?Positive]] 
geoprod[x_,a_ y_J :=a geoprod[x,y] /; FreeQ[a,Global'eL?Positive]] 
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gcoprod[a_ x_,b_ y_J :=a b geoprod[x,y] /; . 

FreeQ[a,Global' eÜPo~itive]] && FrccQ[b,Global' eL?Positive]] 

geoprod[x_Plus,y_Plus] := Distribute[trrt'p[x,y],Plus] /. tmp->geoprod 

geoprod[x_,y_Plus] := Distribl!te[tmp[x,y],Plus] /. tmp->geoprod 

geoprod[x_Plus,y _J := Distribute[tmp[x,y],Plus] /. tmp->gcoprod 

(* End ofGeometric Product Section •) 

(• Begin Grade Section *) 

Grade[m_,r_?NumberQ] := gradehelp[Expand[m],r) 

grados[a_J :=O/; FreeQ[a,Global' eL?Positive]] 

grados[x_J :=Plus@@ ntuple[x,Max[maxdim[x))) 

grados[a_ x_J := grados[x] /; FreeQ[a,Global'eL?Positive]] 

gradehelp[x_Plus,n_J := Distribute[tmp[x,n],Plus] /. tmp->gradehelp 

gradehelp[x_,n_J := Iflgrados[x]=n,x,O] 
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(• End of Grade Section *) 

(* Begin Inner Product Section *) 

InnerProduct[ml_,m2_,m3_J := InnerProduct[tmp[ml,m2],m3] /. tmp->InnerProduct 

InnerProduct[ml_,m2_J := innprod[Expand[ml],Expand[m2]) // Expand 

innprod[a_,y_J :=O/; FreeQ[a,Global'eL?Positive)J 

innprod[x_,a_J :=O/; FreeQ[a,Global'eL?Positive)J 

innprod[x_,y_J := Module[(p=Plus@@ntuple[x,Max[maxdim[x],maxdim[y))), 

q=Plus@@ntuple[y,Max[maxdim[x],maxdim[y]))}, 

Grade[GeometricProduct[x,y],Abs[p-q]J ) 

innprod[a_ x_,y_J :=a innprod[x,y) /; FreeQ[a,Globat•eL?Positive)J 

innprod[x_,a_ y_J :=a innprod[x,y) /; FreeQ[a,Global'eL?Positive)J 

innprod[a_x_,b_y_J :=a b innprod[x,y] /; 

FreeQ[a,Global'eL?Positive]] && FreeQ[b,Global'eL?Positive]] 

innprod[x_Plus,y_Plus] := Distribute[tmp[x,y],Plus) /. tmp->innprod 

innprod[x_,y_Plus) := Distribute[tmp[x,y],Plus) /. tmp->innprod 

innprod[x_Plus,yj := Distribute[tmp[x,y],Plus) /. tmp->innprod 

(* End oflnner Product Section ') 
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(• Begin Outcr Product Section ") 
OuterProduct[ml_,rr.2_,m3_J := OuterProduct[tmp[ml,m2),m3] /. tmp->OuterProduct 

OuterProduct[ml_,m2_J := outprod[Expand[m l],Expand[m2]] // Expand 

outprod[a_,y_J :=a y/; FreeQ[a,Global'eL?Positive)] 

outprod[x_,a_J :=ax/; FreeQ[a,Global'e[_?Positive]] 
outprod[x_,y_J :=Module[ {p=Plus @@ ntuplc[x,Max[maxdim[x],maxdim[y]]], 

q=Plus @@ntuple[y,Max[maxdim[x],maxdim[y]]]), 

Grade[GeometricProduct[x,y],p+q]] 

outprod[a_x_,y_J :=a outprod[x,y] /; FreeQ[a,Global'eL?Positive)] 

outprod[x_,a_y_J :=a outprod[x,y] /; FreeQ[a,Global'eL?Positive]] 

outprod[a_ x_,b_ y_J :=a b outprod[x,y] /; 

FreeQ[ a, Global' eL?Positive]] && FreeQ[b, Global' eL?Positive]] 

outprod[x_Plus,y_Plus] := Distribute[tmp[x,y],Plus] /. tmp->outprod 

outprod[x_,y_Plus] := Distribute[tmp[x,y],Plus] /. tmp->outprod 

outprod[x_Plus,y_J := Distribute[tmp[x,y],Plus] /. tmp->outprod 

(• End ofOuter Product Section ") 

(• Begin Tum Section ") 

Tum[m_J := backside[Expand[m]] 

backside[a_J :=a/; FreeQ[a,Global'eL?Positive)] 

backside[x_J := x /; Length[x]=I 

backside[x_J := GeometricProduct@@Global'e/@Reverse[maxdim[x]] 

backside[ a_ x _J := a backside[x] /; FreeQ[ a, Global' eL?Positive]] 

backside[x_Plus] := Distribute[tmp[x],Plus) /. tmp->backside 
(• End ofTum Section ") 

(• Pseudoescalar function ") 

Pseudoscalar[x_?Positive] := Apply[Times,Global'e/@Table[i,{i,x)]] 

(• HomogeneousQ function ") 

HomogeneousQ[x_,r_?NumberQ] := SarneQ[Expand[x],Grade[x,r)] 



(• Magnitude function *) 

Magnitude[v_J:= Sqrt[Gradc[GeometricProduct[v,Tum[v)],O]] 

(• Dual function •) 
Dual[v__,x_?Positive] := GeomctrÍcProduct[v,Tum[Pseudoscalar[x)JJ 

(• Begin Rotation function •) 
Rotation[ v __, w __,x __,angle _:Automatic) := Module[ {bivector,r, theta=angle•Pi/ 180}, 

lf[(IHomogeneousQ[v,1)) 11(IHomogeneousQ[w,1])11 (IHomogeneousQ[x,1)), 
Message[Clifford::messagevectors,Rotation]; SFailed, 

bivector-OuterProduct[w,x]; 
If[angle = Automatic, 

theta=InnerProduct[ w,x ]/(Magnitude[ w j •Magnitude[ x ]); 

r-Sqrt[(l +theta)/2]+Sqrt[(l-theta)/2]•bivector1Magnitude[bivector], 
r-Cos[theta/2]+Sin[theta/2]ºbivector/Magnitude[bivector]]; 
GeometricProduct[Tum[r],v,r) ) ) 

(• End ofRotation ") 

(• Begin Multivectorlnverse function ") 
Multivectorlnverse[v_J := If[ 

GeometricProduct[ v,Tum[v))=Grade[GeometricProduct[v,Tum[v]],O], 
Tum[v] I Magnitude[v]"2, 

Message[Clifford::messageblade,v]; SFailed) 
(• End ofMultivectorlnverse *) 

(• Begin Reflection function ") 
Reflection[v__,w__,x_J :=Module[{ u}, 

If[(IHomogeneousQ[v, 1]) 11 (IHomogeneousQ[w, \]) 11(IHomogeneousQ[x,1)), 
Message[Clifford::messagevectors,Reflection]; SFailed, 
u=Dual[OuterProduct[w,x],3]; 
GeometricProduct[-u,v,u]]) 

(• End ofReflection ") 
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(" Projection function *) 

Projection[ v _, w _] := Geom~tricProduct[I nnerProduct[ v, w ],Multivectorlnverse[ w]] 

(" Rejection functl~n•) •. 
Rejection[ v _, w J :·.;; GeometricProduct[ OuterProduct[ v, w], Multivectorlnverse[ w]] 

'::''·\" ., . i ,; •. • 

(• ToBasis functiC>n•). . . 
ToBasis[~)Vé¿t~¡Q] ;,;; S~m(x[[i]]"Global' e[i], (i,Length[x]}] 

(• Begin To Vector function *) 

ToVector[x _,d_:Automatic] := Module[ ( dim=d,aux, v=Expand[x],list=(}}, 

aux=Flatten[maxdim[v]]; 

If{HomogeneousQ[v, 1 ], 

lf[d = Automatic, dim=Max[aux]]; 

list=Table[O, { dim }]; 

Ifll.ength[aux]=l, list[[ aux[[l]] ]]=coef[v], 

Do[list[[ aux([i]] ]]=coef[ li[[i]]]. 

{i,Length[aux]}] ]; 

list, .· 

Message[Clifford::messagevectors,ToVectorl; SFailed 11 
(* End ofToVector *) 

(• Re function *) 

Re[m_J := Module[(ml=transfonn[Expand[m]]},Grade[ml,O]] 

(* Begin CrossProduct function •) 

CrossProduct[u_,v_J := 

Module[ { aux=maxdim[Expand[ u ]],aux 1 =maxdim[Expand[ v]]}, 

If[(Max[aux]<4) && (Max[auxll<4). 

If[HomogeneousQ[u,11 && HomogeneousQ[v,11, 

Dual[OuterProduct[u,vl,3], 

73 



Message[Clifford::messagevectors,CrossProduct];SFailed], 

Mes_sage[Clifford::ínessagedim]; $Failed J J 
(• End of CrossProduct ") 

(• DotProduct fun~tion •) 

DotProduct[ú_.v_J := If{HomogeneousQ[u,l] && HomogeneousQ[v,l], 

InnerProduct[ u, v ], 

Message[Clifford::messagevectors,DotProduct]; $Failed] 

(• Begin Im function •) 

Im[x _J := Module[{I={ O, O, O}, v=transform[Expand[x))}, 
1((3)].;_Coefficient[ v, Global' e[! ]Global' e[2)]; 

1[[2]J=Coefficient[ v, Global· e[! ]Global' e[J )]; 

1(( 1 ]]=-Coefficient[ v, Global' e[2]Global' e[J]]; 

I] 
(• End oflm ") 

(• Begin QuaternionProduct function ") 

QuaternionProduct[x:_ .. ] :=Module[{ aux={x),q=O), 

Do[ p(i]=transform(Expand[aux[(i]]]], {i,Length[aux]} ]; 

q=p[l); 

Do[ q=GeometricProduct[q,p[i+i]J, {i,Length[aux]-1} ]; 

untransform[q] ] 

(• End ofQuaternionProduct ") 

e• Quaternionlnverse function •) 

Quaternionlnverse[q_J := untransform[Multivectorlnverse(transform[Expand[q]]]] 

e• QuaternionMagnitude function •) 

QuatemionMagnitude(q_J := untransform[Magnitude[transform[Expand[q]))] 
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(• QuaternionConjugate function •). 
QuaternionConjugate( qJ := untransfonn[Turn[transform[Expand[ q]]J] 

(• Begin ae.ometric Power Section ") • .. · . , 
GeometricPow~r[m_:.,"rijnleger] :;,.·Multivectorlnversé[GeomefricPower[m,-n]] /; . . .. ;;.· .· > >~<o' 
Geometricr~v:.'~r[rri.:;o] :;,,r · 
GeonietricPo~er[m2n.:'.i~tégerJ := ae¡;irietricPraétu~t(GeomelricPower[m,n-1 ],m] /; 

GeometricExp[m _;n_: 1 O) := GeometricProductSeries(Exp,m,n] 

( • Geometric Sin function •) . . •. . · · 
GeometricSin[m_,n_:IO] := GeometricProduC!Series[Sin,m,n) 

(• Geometric Cos funcÍion •) 
GeometricCos[m_,n_:IO] := Geo;JletricProductSeries[Cos,m,n] 

(• Geometric Tan function •) 
GeometricTan[m_,n_:IO] := GeometricProductSeries[Tan,m,n] 

- --7-, ,.,_-

(• Begin Geometric Product Series function ") 
GeometricProductSeries[sym_Symbol,m_,n_: 10] :=Module[ 

{ s=Series[sym[x], {x,O,n}],res=O,a=I}, . 
Do[If{i !=O, a=GeometricProduct(a,m]]; 

res+= Coefficient[s,x,ij•a, {i,0,n)]; 
res ] /; IntegerQ[n) && Positive[n] 

(• End of Geometric Product Series ") 
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(• Begin maxdim Section *) 

maxdim[a_J :={O)/; FreeQ[a,Global'eL.?Positive)] 

maxdim[x_J := Module[{I,;,{} },lf[LCngth[~]~l.l={x[[J]j}. 
. Do[ l;.Append[l,x[[i, !JJJ, {i,LenSth[x)) ] J; · · 

1) 

maxdim[a_ x_J := maxdiiri[x]/; Fr~eQ[a,GIÓbal:eL?Positive)) 
maxdim[x.)'lu~) := Modulé[{Í;{} i: . .. · 

. Do[ l=App~nd[l:m~dim[ x[[i)) ] ), .· { i, Length[x)} ]; 
lL······ ........ . 

(• End of maxdim Section *) 

(• Begin ntuple function •) 

ntuple[x_,dim _J :=Module[ {bin=Table[O, { dim})), 

lf[Length[x)=l,bin[[ x[[l]) )),;,l, 

Do[ hin[[ x[[i, 1)) ])=1, {i,Length[x)} ] ); 

bin] 

(• End ofntuple •)· 

(• transform function *) . . . . 

transform[x_J := x //. {Global'i ~> ·Global'e[2]Global'e[3), 

Global'j -> Global'e[l)Global'e[3], 

Global'k-> -Global'e[l)Global'e[2)} 

. :· 

(• imtrarisform function •) 

untraÍtsfor'ro[x.J :;,,,_ ~ 11:. {Global' e[2)Global' e[3] ->-Global' i, 

•· ~>Global'e[l]Global'e[3] -> Global'j, 

Global'e[l]Global'e[2] -> -Global'k} 

(• Begin coef Section .•) 

coef[a x_J :,;; a coef[x] /; FreeQ[a,Global'eL_?Positive)) 

. coeflx:J := 1 /; Magnitude[x)=I 

(• End of coef Section º) 
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Protect[Evaluate[protected]] (" Restore protection ofthe functions •¡ 

End[] (" End the Privaie Context *) 

(• Protect ex:~rted syrnbols •¡ 

' . .. -··1'·-· .. : ,' 
Protect[ GeometricProduct; Grade, Tum, Magnitúde,' Dual, lnnerProduct, · 

OuterProduct, Rotation, Multive~io~Inv~r~e; Reflecticin, HomogeneousQ, 

Projection, Rejection, T~Basi~. ToV~~t6r; CrÓssPr~d~ct, DbtProduct, 

QuaternionProduct, Quatemionl~ver;~; ~at~fioriM~gnitUde, . 

QuaternionConjugate, GeometricP"a~er:.~o"lnetrlcProduciseiies,· 
GeometrucExp, GeomeiricSin, GeómetrÍcCos; G.eometricTan ] 

EndPackage[] (• End the Package ConteXt •). 
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Apéndice B 

Abstract 

Clifford Algebra 

O. Caballero and J.L. Aragón' 

Instituto de Física, Universidad Nacional Autónoma de México 
Apartado Postal 20-364 

O 1000 México, Distrito Federal, México 

e-mail: aragon@ifunam.ifüicacu.unam.mx 
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The Clifford algebra of a a-dimensional vector space is introduced. It provides a general 
language comprising vectors, complex numbers and quatemions. Grassmann algebra is 
also naturally contained in a Clifford algebra. The exposition contains the basic ideas 
and describes a package which can be a powerful too! since allows the manipulation of 
ali these mathematical objects. 

• Author to whom correspondence must be addressed. 
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lntroduction 

The set of vectors in R" with the ·standar opcrations ·of nddition. of. vectors and 
multiplication for real num.bers is a vector space,. over the ficld of real numbers, which' 
we denote as v•. It meWls that the.~ddition of.n:tuples ofthdonn (x1;x;,; .. ;x.), Wld 
multiplication by real ntl!Ubers satisfy certain propérties which' are !hose of a vector 
space (LW1g 1969). _ The.c1mo'clic~I b~is of vi is•the .s:t ór n:dimeiisional veétors 

{e1,e2 , ... ,e.} where < e,,e1 :>,'.; SJ'~d <.:..ls a inller:prorlÜct in ¡i•. 'An element v of 

v· is written as a linear combi~ad~~~f thi.s c'imoniCal bnsis; 

,::. ·~··~~~1~>~:~~~~,',~'.-·.:~+:xncn'; ·._, 

it is said therefore thát \he ~-tuple'(;,;;,;:~~.x.r i~ ~e daordin~té Vector of V With 
respect to the CWlonicál basis {e,;c;,;:.,e~}. ··, · '• '. ,·. · •. 

The vector space V" has two operations defi~ed: on it: áddition of. vectors Wld 
muitiplication of vectors by scalars .. -The mU!tiplication by ,vectors between themselves 
is not defined. The algebraic structure which involvesn1Últiplicatioii bétwi:en vectors, is ' 
called W1 algebra. · •., ''· - ··-.. -'; · -----·---- ---- - - -

An algebra A is a vector space over a fiel~F tog~tltei'~tl! a ~~ar}-multiplication ab in 
A such that [Jacobson 1984): -

(a+b)e=;ac+bc .• · .. _ .• ·,,-· ·• 

a(b+c)=áb+ac ' ······­ix{ab) = (tX~)b;;, a(ixb); ~;b,c e A, tX e F. 

In the case of the vect~r sp~ce ~· the Üetd F ls the set of real n~bers. Ali that we 

should need in order to é~nstnlct an algebra from V", would be to define a product ab 

between vectors in V". One particular product in V" CW1 be defined ás foll~ws.· 

Let us co~ide~ Üi~ v~~tor space V" with the inner product <a,b> arid anorthonormal 

basis {e,,e,,.' . .,e.}'.-We construct an algebra form V" by introducing a product ah of 
vectors in V" which satisfies the condition . -

ab+ba=2<a,b>l, (1) 

where l is the identity of the nlgebra. The product so defined is nssociative 

a(bc) = {ab)c, (2) 

ESTA rrs1s 
SALIR DE LA 

NO DEBE 
BiBllOTEGA 
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and we are constructing and algebra A equipped with an identity l. 
-. ' . ; 

With thc vector spacc and thc product (1 ), the. rcsulting algebra of ali possible sums and 

productS of veciors in .v• is'ca!led the Clifford a/gebra of. v• and iii denoted by C(V"). 
Note in particular thal · · 

.. ~~-·~·~ :~~. >­
,e: ;;·1 
e1ej'= -e1e,., {'loj 

The Clifford algebra C(V") is ilself a ~ecioi sp~ce of dimen;ion i(n ') _ 2" , with 
,.. p) 

basis 

: ~-:~~ ,_~2·,~.-:·~~~~;~:~~~ -,·~~~3 , ... ,~-,--~~ ;~.,~:.,~1e 2 ··:~.e~}~ . 

such th~t an elementA bic(J'•) is ~tt~~as 
· Á;;, ii.~a,¡~, +;·,+a~,e~.+11i1é 1e;'+:.':íi;,e;e. +····+a.~1e2 ···e. (3) 

... :~< ·-~-:.>-;.:,·'"~·:. 'C ... 

where d =2" ~ 1 jd t·~(~ r:~r~ú~f ~~be;s ~.~. conséquently, !he vector space 

C(V") ·can be deconiposed in n+ J subspáces as:··, 
··,'.:. '•'···,-:··-'':"'.' 

(4) 

Each subspace is of~i~~~~ii~ · (n) . 
··. ' ' .·.p .. ·· 

The elements A (&\uation 3)ofthe Clifford algebra C(V") are called multivectors, and 
!hose of e,. p-vectors. In particular, 0-vectors are real numbers and dim(C0 ) = 1. C1 

has the ba5is {e,,é~ •... ,e~};so J-vectC>ci aré simply vectors and dim(C1) = n. C2 has the 
basis { e1e,.e1e,. ... ,e,e.} and their elements (2-vectors) are also called bivectors. 
Finally, c. has as basis {e1e2 ···e.} and since dim(C.)=1, the n-vectors of C(V") are 
also referred as pseudoscalars that shall be den oled by J •• 

In what follows, arbitrary multivectors or p-vectors will be denoted by non bold 
uppercase characters without ornamentation such as A. In the particular case of vectors 
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(1-vectors), these will be denoted as· in the vcry beginning, by .. bolded lowcrcase 
characters such as a. I. will be reserved to pseudoscalars or n-vectors of C(V"); 

Bearing in mind !he 'decompo~iti~~ ofthe'yeét~r space C(V") as tl!e direct sum ofd1e 
subspaces C,, O <p ~n,giv~n in (4), llJIY.f11Ulti:v,;c!('.lr A, can be \vritle(1 as . 

(5) 

whcre {A), denotes '!be p-veetor partof /\; IÍrlcl {}is called thc grade operaior: If a 
multiveétór .is such th.~t Á ,;\Á>;. fcir sorne p~sitiv~'integ~r r; then A is .said. to be 
homogeneousofgrarlé r:: ·· ··· .,:.· ~'' ... •: 

:~-> 1:.:: .j;:~:.:; ~~',"'.'" <~\J·,: 

The magnitúde or moli~1us'of~ ;t,.;1tiv~doiA ¡~ ciefineci l>yilte cquation 
_- .. 

~·-,-.:_~: _, . ., __ , ~. - . - - --•'- --

f 1.41; (Á'Á)~·: ' ; 
where • ·denotes !he operation reverse defined a5 :· 

--· . _ .. _. __ - ·--\.!.~ºº'.º•':~- -

The operation reverse is distributive [Hestenes··~d.s~l>c:zyk 1985] so that !he revers~ of 
an arbitrary multivector A can be easily calculated.'·'·· •'•· ,,,: · 

If !he inverse of a multivector A exists, !bis is denoted by A.-1 or 1/A;· áríd is defined by 
!he equation AA-• = 1. . . . . . ; :. < 

Together !he geometric product of multivectors.' tw'o,more b~ié;operations can be 
defmed in a Clifford algebra. For a p-vector A eC,'.~d,a):vectór B eC, !he lnner 
product A· B is defined by '.y. '' ' : '. ·. 

A·B={~AB}¡~,¡i;;,~J~;·~;;,;:~~~ (6) 

Analogously, !he outer produét A11B • (also;caÚéd.Grasslllánn'sexterÍor product) is 
defined by · · · · ., " '-<:.:: -

(7) 
>/¡'.· ":-.<~:- ... ¡... :-;,-.' 

Inner and oúter. producis arisé freq~enÍly in .i;utti~ector cálcÚlations and aremarkable 
propertyhas place wen déaling with vecto'rs .• nairíely tb'at 
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ab=a·b+aAb. (8) 

In this case, the geometric product has as symmctric part the familiar inner (or scalar) 
product a ·b wid as witi symmetric (associativc) part the outcr product a Ah, which is a 
bivector detcrmined by the vectors a wid b. 

Bivectors have an interesting geometric interpretation [Hestenes 1987]. Justas a vector 
describes an oriented line segment, with the direction of the vector represented the 
oriented tine wid thc magnitude of thc vector is cqual to thc length of the segment; so a 
bivector describes Wl oricnted plwie scgment, with the direction of thc bivector 
represented the oricnted plwie wid the magnitude of the bivcctor measuring thc area of 
the plwie segment. Thc same interprctation is extended to high-order terms: a" b" e 
represents an oriented volume, and so on. 

A Package for Clifford algebra calculations 

Ali that we should necd in order to construct a package for multivector calculations, 
would be to define the two basic operations: geometric product and grade operator. In 
the first case, a simple algorithm for the computation of the geometric product between 
multivectors can be deviscd by noticing that a general multivector (3) in C(V") is 
fonncd by a linear combination of terms of the fonn 

(9) 

where m, = 1,0 (1=1, ... ,n). Let us cal! blades to multivectors of the form (9). The 
geometric product of two of these blades is: 

(10) 

where the sum m, + r, is evaluated modulus two, and 

Equation 9 enables us to establish an isomorphism between blades and n-tuples 
(m¡ ,m, , ... ,m.) that can be more easily manipulated as it will be shown. 

Ifwe denote thej-th basis vector e1 as e l:ll, a blade such as e 1e,e4 (e:e~e\e\ using the 
nomenclature of equation 9) is written as 

e [1] e [3] e [4], 
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and can be represcnted simply by ( l, o, l, l) . Care must be takcn in preserving thc 
canonical order ofthe exprcssion, since for instancc e Cll e 131 is a gcomctric product of 
two vectors and e [lle [31,.e [3Je 111. . · · 

Let us consider a Clifford algebm of v•;m. The' •. foll~witig . code 'implements thc 
transfonnation of a blade onto a n-tuple: · · ., ' ~. · 

ntuple[x_J :• Module [ (i-1,bin•Table [Ó;(édl.~}1:, 
J:f [Length[xl .;.1, .bin[ CxC 1111. 11 .i, 

Por[ , i<•Lengtb[xf, :.i++, 
bin[ [ x[ 11;111·1 r:• ·1 

]1 
bin 

1 

The geometric product between two blades (Equation 1 O) can therefore be evaluated 
with help ofthe function geoprod: 

geoprod[x_,y_l :• Module[(pl•ntuple[xl, 
Pl•ntuple[yl,m,n,q•l,s,r•(} }, 
••SWll[p2[[mll•pl[[n]], 

{m,Length[pll-1}, 
{n,m+l,Length[p21} 
11 

r•Mod[pl+p2,211 
For[m•l,m<•Length[r],m++, 

J:f [r [ Cml l ••l,q••• [mi 
1 

11 
(-11•s•q 

This last function evaluates the geometric product of two blades in a Clifford algebra 
C(V"""). One step further consists in to calculate the geometric product oftwo arbitrary 
multivectors as (3). This can be achieved from geoprod by providing the 
transfonnation rules which contains the properties of the geometric product under 
multiplication of blades by real numbers and addition of blades. Here is the behavior 
under scalar multiplication: 

geoprod[• ,x 1 :• ax /1 PreeQ[a,e[ ?Poaitivell 
geoprod[x-,a-1 :• ax /¡ PreeQ[a,e[-?Poaitivell , 
geoprod[a- x-,y 1 :•a geoprod[x,yl -/1 PreeQ[a,e[ ?Po•itivell 
geoprod[x=·•= y=] :• a geoprod[x,yl /1 PreeQ[a,a[::::?Poaitive)) 



84 

geoprod[a:_; x_;,b_; Y .. J :• ab geoprod(x,yl /¡ 
· PreeQ[a,e[?_Poeitivell •• PreeQ[b,e[_?Poeitivell, 

and the distributivity of addition: 

geoprod[x_Plua,y_Plua] :• 
Diatribute[tm[x,yl,Plual /. tm -> geoprod 

gaoprod[x_,y_Plua] :• Diatribute[tm(x,yl,Plua] /, tll -> geoprod 
gaoprod[x_Plua,y_I:• Diatribute[tm[x,yl,Plua] /. tm -> geoprod 

To complete the basic opemtions of a Clifford algebra, it remains to implement the grade 
opemtor. The following auxiliary function calculates the grade of a blade 

gradblade[a l :•O /1 PraaQ[a,e[ ?Positiva]] 
gradblade[x-1 :• Plus 9il ntuplelxl 
gradblade[a- x 1 •• gradblade[xl /1 PreeQ[a,e[_?Poaitiva]I 

Now, grade [x, ni should extrae! the term of grade n ftom the multivector X. Firstly, 
we consider the case when the multivector X is a blade of grade r: (x). =O if f"l'n and 

(x). =X ifr=n. The code reads: 

grada [x_, n_?NumberQJ : • Module C{m•gradblade (xi}, U [m••n,x, DI l 

For a general multivector X we have: 

grade[x Plua,n ?NumberQI :• 
- - Diatribute(tm[x,n],Plual /. tm ->grade 

The functions geoprod and grade enable us to construct all the opemtions which can 
be defined in a Clifford algebra, such as outer product (outprod[v,w, •• l), inner 
product (innprod [v,w, •• 1 ), magnitude (magnitude [v] ), inverse (mvinverae [vi), 
reverse (turn [v] ), dual (dual Cvl ), and many others, ali included in the package 
Clifrord.m. This package works with general multivectors of the form (3), but 
particular cases can help to envisage the power of multivector calculus, as is made 
explicit in what follows. 

Vectors 

Given a Clifford algebm C(V"), n-dimensional vectors are J-vectors and líe in the 
subspace C1• A vector a is therefore 

a=(A),, 
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where A is a general muhivcctor. The inner product defincd in (6) bccomes now thc 
standard "dot product" betwccn vcctors. The. "cross product " .a x b of vector calculus is 
defined only in V' and is closely related to thc o_uter pr~duct of vectors a and h. - The 
vector ax b is perpendicular to a" b .- and with the s~e magnitude I• t.. bl =la x bl. The 
cxplicit algebraic relation between them is [Hesiencs 1987]: -- - - · 

a xb = (-13 )(~,l\b), (11) 

where 13 = e1e2e3 is the pseudoscalar of C(V'). We may_actualty talce this as a 
definition ofthe cross product. 

From (11) it is easy to define the function croaaprod [v, wl , thaL gives the cross 
product between two three dimensional vectors v and w: __ _ 

croHprod[v_,w_I :• geoprod[-e [11 e [21 e [31,outpro~-[~,,;l I :-

The associativity of the geometric product (2) allows algebraic ~p~atlons typkal of 
real numbers that are no possible in the Gibbs' vector algebra since the cross and dot 
products are not generalty associative. For example 

a x(b x e),. (a xb) x c. 

Even more, many products such as a ·(b ·e) are not even defined. With Clifford algebra 
ali products are not only well defined but associative making simpler many algebraic 
manipulations and allowing to define derivatives and integrals jusi as they are defined 
for real functions of real variables, provided that we are careful to maintain the order of 
the factors since geometric product is not commutative. 

One specific example that shows the simplicity of sorne exprcssions if geometric product 

is used, is concerning rotations. Considera vector v in V" which is rotated by an angle a 
in the oriented plane characterised by the bivector a" b. After the rotation, the vector v 
is transformed into v', given by [Hestenes 1987]: 

where 

U= cos(0/2)+
1
• "bl sin(0 / 2). 
a/\b 

(12) 

The direction of the rotation ( clockwise or counterclockwise) is specified by the 
orientation ofthe bivector a Ah. Equation 12 gives the rotated vector v' with no matter 
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the dimension of the space in which it is embedded. No. corresponding simple 
expression exists in vector algebra. 

As a quite simple example, which can be. easily · visúÍllised, eonsider the vector 
v = (1,1,1). to be rotated 90º maintaining invariant the plane .xy. To characterise the 
plane xy, we can use a" b where a= (1,0,0) and b ;· (0, 1,0); in which case we get a 
rotation counterclockwise and is easy to see that v'= (-::1,1,1)} but ifwe use bAa then 
the rotation is clockwise and v' = (1, -1, l). Here is this exarnple solved with Cliflord: 

In[iJ :• << Clifford.m 
In[2]:• v • e[l)+e[2)+e[3)1 
In[3]:• plana• outprod[e[ll,e[2ll/magnitude[outprod[e[ll,e[2lll 
Out [3] • e {l] e (21 

The operator U is now defmed (u+ is the reverse of U): 

ID[4]:• u• Coe[Pi/41 +plana Sin[Pi/411 
In[S]:• vprime • geoprod[turn[ul,geoprod[v,ull 
out[SJ• -e[ll+e[2l+e[3l 

So we get a counterclockwise rotation where the vector v=(l,1,1} becomes 
v'=(-1,1,1). 

Complex numbers 

Let us consider the Clifford algebra of the most simple space that has geometrical 

sttucture: the plane V'. Taking the canonical basis {e1,e2}, a basis for the Clifford 
algebra C(V') is { ,e"e,.e1e2 } anda general multivector A in C(V') has the forro 

We can express A as the sum oftwo multivectors: A= A,+ A .• where A, contain even 
grade elements and A. the odd grade elements. That is 

A=A,+A.; 

A, = k0 + k3e1e,. 
A.=k1e1 +k2e2 • 

We focus our attention into the .vector space formed by linear combinations of even 
multivectors A,. This is itself an algebra so that it is called the even suba/gebra of 
C(V'), denoted by C,(V'). By taking 
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(13) 

an element of c. (V') can be written as· 

z= k0 +k,i. 

Since 12 =(e1e,)(e1e,)=-(e1e2e2e1)=-I, and I is itself a generator of rotations 
[Hestenes 1987], we see that c. (V') is equivalen! ·to lhe.algebra of complex numbers. 

The algebraic operations of complex numbers can · therefore ·'.be ... wo~ked · out with ' 
Cllfrord. In order to gel a more standard notation ~e definefirstly !he furictio~ 

In[&):• trana[x) :• x /. 1 -> a(l)e[:ZJ 

which malees the identification (13). Here we have two complex-nwÍÍbers: 

In[7) :• w • a + b 11 
In[e) :• • • e + d 11 

The product (a + b 11 (e + d 11 becomes 

In(9) :• gaoprod[trana [w), trana [z) J /. a (1) e [2) -> 1 

out (9) • a e - b e + b e i + a d i 

The equivalence between sorne built-in basic operations of complex numbeci in 
Mathemalica and !hose of a Clifford algebra defmed !he package is showIÍ in the 
following table: · · 

Built-in Objets 

Re[zJ 
Im[zJ 
Conjuga te Czl 
Aba[z) 

Cllfford.m Objets 

grade[z,OJ 
geoprod[grade[z,2J,-e[l)e[2)) 
turn[z) 
.. gn1tude [zJ 

The inverse ofthe complex number w can be calculated with mv1nv;,-ra;,: 

In[lOI:• mv1nvarse[trana[wJJ /. e[l]e[2J -> 1 
a'-bi 

out 110¡. ª2 +b2 
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Quaternions 

Following the same lines as in the previous section, we now develop the Clifford algebra 
ofthe three-dimensional space V', equipped with the canonical basis {e1,e,.e,}. The 
Clifford algebra C(V') is an eighth-dimensional vector space and has the basis 
{ ,e,,e,.e,,e1e,.e2e,,e,e,,e1e2e,}. A general multivector A in C(V') is written as 

Which can be also expressed as A = A. + A.. where 

,, A. = k0 + k,e1e2 + k,e,e, + k6e1e3 

, , , A; ='k1e1 +k2e2 +k,e3 +k,e1e2e,. 

The even-grade elelilents Á~ form a subalgebra c.(V') of C(V3),'equivalent to the 
algebra Óf quat~rniorts. This can be seen by making the identifications · 

leading to the famous equations 

i=-e2e,, 

. j=e1e3 , 

k=-e1e,. 

i2 =j2 =k' =-1, 

ijk=-1. 

With the identifications given in (14), an elemcint of c. (V') can be written now as 

which, in view of the properties (15), is a quatemion. 

(14) 

(15) 

The algebra of quatemions is therefore compriscd in the same package. The basic 
operations of Ibis algebra are carricd out by the ftmction already defined, such as 
geoprod, mvinvene, magoitude and lllro. To simplify the operations, we have 
incorporated the definitions (14) and redefined sorne ftmctions to work only with 
quatemions and complex numbers. The new ftmctions begin with the letter q, narnely, 
qprod, qiovene, qmagoltude and qtum. So, for instance the inverse of the quatemion 
q=a+3 i+ 6j-10k is 

In[1l] :a q • a + 3 1 + 6 j • 10 k1 



In[l2]:• qinvaraa(q) 

out [l
2
]. a - J i - 6 j + 10 k 

145 + a2 

Grassmann algebra 
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The outer product (outprod) defined in (7) is assóciative and the identity 1 in a Clifford 
algebra C(V") is also the identity for the outer product. ConsequeiítÍy;,the vector spacc 
v• with the outer product is an algebra of dimension 2•, which is called the Grassmann 

algebra of v•. lt does not depend on the inner product of the vector space, but just on 
the alternantion ofthe outer product. 

Grassmann algebra has relevance in modem theoretical physics [Lasenby, Doran and 
Gull 1993) and has the right structure for the theory of determinants. That the structure 
of this algebra is eontained in Clifford algebra allows to reformulate Grassmann 
calculus [Lasenby et al. 1993), and to give an extensive treatment of determinants 
[Hestenes and Sobczyk 1985], both in terms of Clifford algebra. 

Summary 

We have introduced the Clifford algebra of a vector space and developed a package for 
calculations within this algebra. The relevance of Clifford algebra in physics· and 
mathematics lies in the fact that it provides a complete algebraic expression of geometric 
eoneepts such as directed lines, arcas, volumes, etc. (For this reason, Clifford algebra is 
also referred as Geometric algebra [Hestenes and Sobczyk 1985)). Quantities such as 
vectors, complex numbers, quatemions (and others non discussed here, such as Pauli 
matrices and Dirac spinors [Hestenes, 1971]), are naturally contained in a Clifford 
algebra. lt becomes therefore an eflicicnt mathematical language in a vast domain of 
physics. 

lt should be said that our package Clifford was though for calculations in n-dimensional 
crystallography using Clifford algebra [Gómez, Aragón, Dávila and Terrones, 1993] and 
consequently a coordinate system is intrinsic. This may represen! a limitation since the 
most general formulation of a Clifford algebra is independent of a coordinate system. 
Although, as it was shown in this work, the present state of the package has severa! 
applications and can motívate their improvement to articulate the calculus with diverse 
mathematical objects in the same algorithm. 
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