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INTRODUCCION 

Siempre ha sido interesante el problemá de explicar, aunque sea de forma 
• - ":, • ;_ • ¡e_.-'.;-. ; .. _•·, -·· •• "•-"" ' • 

parcial, la realid.id que ri6s red~~. l.~s•mcide10s estadísticos son un~ importante 
- - .. · -·,- . \,., -·. . . ·. -- -. - . -··· .· .. ''" - - .. . . ·" . - ' -- ' . " ~ _. .:. 

herramienta . que nos permiten '. expresar~ f eri, '. términos '. simbólicos, posibles 
.,e__ ·----:~;·:-:' .. :~?:.·::..-.-.---·:~_:-,:=~?·;.-~" .-.'-:-_~-.··~-_::;-._-.:;::-\-. --~ 0--;-"7" -~-- .,;t:;:;.-~~---,·.>;"'.: !.-· 

relaciones. entre varia,bles~ Üna v~z ~ue se, h.a' pro~Íuesto úllm~del~, 'se requiere 

:~0~:.,::0~:·~~~~¡;~:~~¡~~1o~~i~~~~ri~€~~¡;,t~.1~~:~!!;'z~1m: ·. 
saber qué .ianbuerJo'.es .. Jn .ajuste? .. Uná'forma'd,e íes~6.n'a~·r~···7sta 'pregunt~·es 
utilizando lo .que ~n :~stª'~;ís~'i~~ .-~e·'.66~J~~·2o~~ ~fü~~a~;~~)~o~~ad·d~~AjJste. 

,,-<;:·.·'.:;~.', •."~:~- •:"( ;¿~;~--~~.;·. '.;··.e~{,: ... -;· .. ··~--·;~'.-·· 

Este tipo de pruebas tratan de se(más óbjetivas que üíl'siriiple análisis gráfico, y 
. -; ::::. _ :'): :-- . ;;.~·~~: .;iE.i~:.~;-_ -_;,;::.s·~ < ~:-i-::-_:-- ~~--'.~'.-~~-''·~-:~:;~~'.,.· ~-~»?/·_ ;/:_ ~ ~·~ f'.· ;---;:·: ~-f ,~~~, ~-::.-,~,--~:,._·i.:;0~~ _ · -0 :,:~_·:~ ~:.~~~.:.,:: .. :'.\~> .' -· ·~ 

por lo general requieren del'conocinlien.to~de ~ierta',hS,~rnniie0fa .m.atemática: El . 

evaluar q~é tan ·~~~~~ •:t:sG1!~~·J~,~6~~,~~,~~~~;é'1~:·z~~·l·~:~~~ cJ:1··;ro6~~0 de 
t, • ,.- ' ,; ,·. "- ·--·:-:"---· • '<;~'.-;. ·~-,,· .. :.:.·_:",_ ,_ ~-~_;_ 

construcción de modeJos: En el· Capítúlo1 de este trabajós(éómentá brevernente 
en qué consiste este procesó:·~.~·· "'°' .~ <': ,.,, , , .,.,,. · ·. (~.: 

.::~ 

Existe muctialitSraturá.sC>bre el'.~roblema de·Bonclad i:le·:Ajuste•cuando se 
• '· •'·' -'.··,•--,-·-,-•e • , .. ,.--.--.,. •' • ., "· ·'•·: '.". •.( '· •,-o.' '·-' 

estudian vari~'b1es-~n?i()r~~i~di~ic!G~1. p~~6'1a .~it~a6iÓn.~~. 'íll:á~ .. ~omplicada. 
' •- ,• - ,•' • •·'-O- - ) .• •••• -•--•. •,.' '• ,. '• • , .. ' ;,,_,,. • • ~-· • '' '. ' ','._. •__ - ! •e~ ,--

cuando los mo~e1f~JP~~P~.;~t,~·~i~~c~l,~~r~2.·):p~;i.%4i2~;~:~f{~~J,~.·\2,~· i~te'.t~ab~j~ 
el objetivo es presentar;'enforma.no tanrigurosa, algunos resultados que se cree 

,_~J;: .,.,.,,,- ~-:..";- ~:::~';·:~;;-,·· ··:.~_ 

pueden aportardertaclaridaden,cuantoalust.de •.. algur1~sest13dístlcasde.prueba 

::,c:::::;~:~J,f :rf~'!~.i~;::s;j~~l~1/~i~ill~~f!!,f;~)~1·~~1~l!~~~ ·-·· 
algunas de sus. pr~pi~d~cl~~ yse hace vefqG~e~t~ ~11odelo p~rtene?~ ~ la f~milia 
de los Model~s un'eales G~neralizadosF En ~~t~~ ·términos se , obtienen las 

. " ... ,, 

expresiones adecuadas de los·· . estimado.res: mismas que aplicarán 

posteriormente. 



En el Capítulo 3 se presenta la estadística que nos permitirá realizar las 

pruebas de bondad de ajüste sobre el modelo logístico. Es importante mencionar 

que, en principio, ~I mod~lo pÚede ser cua1qi.l'ie'r~ ele I~ familia de los modelos 
. .- - .. ·.;;· " ... \·'"" ,·. "_-'. .-.. ·,_ ' -

lineales generalizado~; LadistinCióh eñtre íener ;j¿¡¿~:~grüpados y no agrupados 

es crucial, pÚes la ~~tadí~tic~ :de prU,eba u'~ne' ~~~' dis~Ób¡jción diferente en cada 
.. -; :·· < -~:.". :·· .. ~''~--: __ ·-<~--; -···e: -- ('.·-~- _., ::L· .. !-:.·-.~L ·:~~: :\··+.:s·-_./:::;-- ---: 

caso. · ·· .. ' '> · .·.·,· .. < ·. <·........... '') '/ 
La for~a de la;est1dí~tica de pr~eba'q~'1/s~.'va;~ utÍliz~r está basada en el 

_ · __ :___ >(, -~ ~:.' ., '.---~~-_ .. _ (_":_ -->~:-;,-~:-··::tt>'. .. --_~'.-:~,1~; .... 7:.t\:.~;. r::~-:-._~ ::~;·:,·,;: ::~i":· __ <<>--·-~ -: __ > __ 
concepto· de ·divergencia,·yadicionalmente~usa'.pgtencias;enJ~s ~omparaciones 

:ó:·,:~z:,t~~f JZf ;j~~'1·~6!~&~~~~~";~~t~r~~fj¡;[;Ii:~s•• 
;--;:-,.·· 

Dos ejemplos conforman el ca'pitulo •4, Lirio utiliza datos'agrLJpados Yel-otro 
-•'' .. -- ·-···•-<"-- - • - ., ·; '' '••• ' •,, '-'' •-_'._• -__:•' •Ceo:- '7 

. - -··_ ;·_:_; ___ -,0'.~-·. ~·"---- ·'·'.<~_~: .. :~~~:.·:' 
datos no agrupados." . .: ! ....... - . ••. ->· · . . < 

Finalmente,_~s=-·~:.~,.al~~n;~s-~~~C:l~siÓ[1~~··.en •·JR~?~'s~;pl~nt~~n ·algu.nas 

ventajas y·desventajas del usci delaest~?ística· presentada~··.· 
.;·r.'..; - ·-·'-.:~<·. :·:"-:: .· .... ~;" .. ··,·.:~~~,,:. <~, ... 

condiciones que teóricaníeníe deben cumplirse para qúe sea· válida la afirmación 

que se hace en los Teoremas. 



C.!\PÍTULO 1 

EL PROBLEMA DE EVALUACION EN MODELAJE 

El proceso de construcción de un modelo estadístico se puede 

esquematizar como sigue, 

fenómeno real~ identificació~ selección y ajuste 

.i 
evaluación 

-- - . . -

uso del modelo 

En la etapa de identificación se busca definir uria félrnili~·:, de modelos a 
•.. , ·~ ,;:r~ --- .. _,·o_-_ 

partir de un análisis exploraforio d~; la inform~~ióny de Q,~ Ma~~tc) '~decuado de 

los elementos fundamentales del fenóm~no que sepretende modelar.: La segunda 

etapa con~i~t~ ·en .~:1e6don~r,,,.e1·.~~jºh~??~rº·ci·~~tr~:?~,l~~Bi:li~".q~~··. ya•· se 

tiene; es aquí donde se aplican· té~nicasde,estiinacióri. En .l~"sigi.Jiellte etapa se 

adopta una ~·6stu;~;crí{¡¿a :con ~e'~.P~·d~o. á qúé t~n ;~deé:úa~~~¡~t~ el ·~rnide16 
• ____ ...;'.>. '-·"--_• =:=~~"---~·Oo'._._,'<;.•c ·=···. " - ,-__ -,; •"••·,•' •'' •r"",,-',' "• )o:r·.--,•~ ,¡,"'..'·-.•,',•'•'• ;_.:,: {,,,,_',"•_, ,C 

ajustado d~s~·ribf ~i .f~nó;;,:·ri~.,b~j¿; es't~dioYé~tº 91!i~E~·~· .• 10'9r~Jf:.~~iz~~d~;Lna 
evaluación del model? ·~ partir. de la C:uaLno.sólos~ pu~de llegara decirq~é.'éste 
resulta. inade~Üad~)~i~jtambi~~~:2i:~~Fc,u~~.~~:'.7~f;{Á~d~¿;j~¿t~~~:J6~,i;~tb~~~···. 
de evaluación indi~an que e1~6,~e1b llo'es,~~paz de·~~;'1iC:ar signifi.cati 1/á~~nte el 

• • : •• ' -- -, •• - - - • , , - • - ~ • • '.. - • ,_ • ',· •• " , ,; •• " '' > ' 'l ' . . . 

fenómeno de. interés, se ten~:ir¿n que haC:~r 'riiodific~~i~nes ~n las siguientes 

etapas del proceso iterativo ~ntes'deque elmod~lo ~~~da ~e; usado .. 



Las técnicas. de diagnóstico y las pruebas· de· bondad de ajuste son las 

herramientas estadísticas que . nos permiten llevar a cabo el proceso de 

verificación de u6 modelo. 
,- ·, '• 

Con . respecto. ~l · problema· d~ .1~.)::~p~t~~.éción de· modelos McCullagh y 

Nelder ( 1 sfü,j8;~~n ';b'si~Gi~~i~:? ó',, . , . 

''Modellin~in.~ciej~e ~Jm;lRs, i~rll>:~t·/~st, ikart.:Some pricip/es do exist, however 

to guide th~ mdd~;¡~;:A~hrs?fho'&'f¡i·~('/;~;¡iight, ~~i a very helpfu/ principie, is that al/ 
modeÍs''are'wrbng;\sotiie;;th~ugi{'are 'mast usefu/ than ·athers and \Ve should seek 

... ::t .. - -."':>>~- ':'·(:_:'· '.,:; ... , 
tho.se. ~t the saÍile'time':we most recognize. that eternal truth is. not within our grasp. A 
secon/prfn~ipl~; (¡,}hiáh ip~/;~~ ai~~ fci arlisf) is hot to fa// in /ove IVifh one mode/ fo the 

,. . - ·,·.\_ ' ; '-:,,:: . ~ . ' . . ,. -.- ., - . - - ", .-

exclusion o~ alter;natives.ipata willoften po/nt with afmo.si equal e171phasis. at severa/ 
posible ína&e1s:and'iliihm'Póf.t~iii that the stalis11C:ián récognize. an<accept i~!s.' :A 
third prlncipl~ r~com,,;;~ds through cflecks olí tlie' fit ¡;, a ~J'iiei to: tfle data, far 

·-· ,;· - --'··._ .. ·- ' - :. ·. ··' . '• . ;_, .. - .. _ ... ,,__,, .. -

example by iÍsing residuals and oth,er s.tatistics derive.cÚrom the fit, lo 1;01<. ior. oútlying 
observations'and s~ on.; Such diagnostfr:; pr~cedurú'are not.yet iuÍly ;orrnalizecJ,and 

perhaps ne~er ~i// be.· SorTie,'imagihat[~~. i1>, [eq'iii("~~h~fe' in «~rder to. determine · the 
aspects of the mÓdei tlÍat "are móré importan! ánét inost suspeéf .. " . ' ·. ;·,-· ·--·· ....... )., -.......... , ... ,· -· . 

En. este tr~bajo ~os iAter~s~~~n·~liz~/1d qu~:fe ha hecho y lo que se puede 

hacer en la etapa .. de veíiticacióh\j9iun'm6cielo.E~pecificam~nte,. nos avocaremos . . - . -,-.-:,: ... · •" . ': ._:·,~>:~. ·. - '.·:·;:i;,, ·-- - . . ' . . - . 

al problema de eva1úar.e1;ajuste de Un;níódeio dadó; entendienciose con ésto el 

poder realizar una W~\~~~t~i.:¡~Xe·ntrr1;~ l~forrnaci~ri 'que se t~nga ·(gene~al~ente 
datos) y el model'? j:i~opü'esjo. 

_---=-~ :~':;~_:, -,"_-~-

Los métodos>~·e:t.~dístic8s .3~sarrollados para evalu,~r el aj~ste de un 

modelo se ' puederi clasificar corno sigÜe: 1) los que pretender cuantificar 

globalmente el ajust{;,·2),;os\quebu:ba~;aske~tos'e~p~cífJ~;spara ·mejorar el 
• 1 ••• - .- - ' • •• •. •• • • •• ---.. - -,~ , •• , ._ -

ajuste. Tambien se pi.Jede hacer ófra clasificac,iÓn de los métodos.E!stadisticos en 

cuanto a su grado de formalidad. Las téC:nicasquE! se b~san ~n I~ construcción y 



análisis de gráficas se consideran informales, no obstante constituyen un 

elemento importante en el proceso de evaluación de un ájuste. Las· técnicas 

consideradas form~les s~ desarrollan a partk de estimaciones qu~ · n~s permiten 

probar. si el mode.I?· propuest?••se.•aksta·b·i~g·a·16s.~atosonCJ,•·.ya ... sea··~n ·términos 

globales ( ~~nibu~ -t~~i) ~ ~:~.-~s~-~~t~{~'¡~ ~~r~~ífi~Ws;~~ir~.¿ci~nal. test). 

En ra Pi•Ctida; üna 21 q'l. ;~ h~n ~;tiiri~~:,;~,:~m•"º' '"'º'"""dº' 
en un mod:el~;···l~.~t~~a;~~·e :¡v~i~~~i~n ;~ÉJ~i;;'k c~n :1 6~1culo de las medidas 

'.-.,e;; 'i-·" ·:~· .•.• , '"~··' ."1,-. '~':,·~·~;:r'·'; ·":<{.'._. ·'~'..:-;;·~- .~~:e·. 

globales de ajGste. Si éstas: in~ican·'que, ~n féfmlnosjgel1erales, el modelo es 

bueno, se pro~~d~~á·~:1p@ar:ié.cfüc~~·::d~·?ii~.nJ~it.i~F~uyos objetivos son, entre 

otros, identificar datos•atípicos;que, púdieran o. nó'ser influyentes, y determinar, en 
.,, .. ~·· .. ;¡.·. ;: :• .. · -·~:~·: '.i-t -,,, .. _ -«1~ .. --,,. ¡ ~- • 

el caso de ten~r~l1a\v~ri~'b1~'respue~ta;·>~i 1'8 for"1~ fu.ri6ion'a1·. ~ue relaciona. ésta 

última con 1a~~t~·fi;~1-~~~irév;;!!~~~~~s;·1~)~~~r~6i~:}~s,.Gs~a1_q~e· 1.~s técn_i~as de 

diagnóstl~o indlq~;;rl· q~é cC>r;~C:~i~n;;~:-d~ben' ha~er~~.· eón 1ci afal es m'és 'fa~tible 

:::::tl~~~:~ff 1;f~~~~~~~;~~~;;~{~f?~~~H~~z~:·:: 
regresión: Chatfad~e, .~.é3Terit\í ,~é3di (1.!3~8); c'~'?K· ~:~. (~'~s6); 'Cook; ~.R. y 

Weisberg, s. (1ss2)';Dahie1 y V\/óod (1971 ).~énfreotros:). 
:'--,- _,_ ·e,,: :··-· ·, .. -·~\~---.~:::·,_, :'.~i.'. 

e o rilo s~1dÍjo ~n~~;iormeht~ .. ~¡ ~r~s~nÍ~ trab'ajÓp~eténde ~ri'aiizar. lo que se 
. ,::::::¡: .. : -·~ :>:'..~::'--~--.?:·~-: -~::;'._:::,: ~~~-}:,·. --;:-.-:·t. -:;,::V:-:~-;}~:;;~~ '.~:_._/,:-- ~:1:;:·;: -~'~_/;_: _.,. ~-h:;\ _·:·x1.~: -:~r-:;;':._ 1:< ·t· · -.-;~-} ~-:_«~ .;· · -

ha hecho y lo qúe. se puede hacer en la etapa de evaluación de uri modelo, dando 

mayor énfasis• .• al·.~rob'11~~7d~}ch~Ji~~ci'&iÓñ[~·P?i~i~{fa~~¡: y- G~o{ci;'~~;did~s 
-< ··;r: · .. ;·:<,.: <:·-~-}.-., ·->:.W~~;(J:;t:t--.-~;f '.~;-_,._:_,'.·~-~:/.-~::·::·:'_.-::_ ~: .; -.- .· ..... -_·,::;:; __ ·-·._; ::.., . :~ :",,:~ . :: ,- . .· >,.·__ . ,... . ·, ..: .:_:_.. . 

globales de ajuste.<1. En·particular ; se es.ti.Jdiará el .caso; del. modelo logístico, el 
:-<·",. :~~-,_·-- •,;,_>{· 'C -.~-i· ;... <"' ' ',·, ;~'.>'·' ·;.;.'f. 

cual puede ser ser visto como ün caso particular' de los llamados modelos lineales 

generalizados .. Én ... e1 ·pró;;~º: ;a~rt~I() ~e ctefinirá e1 · mocie10···1ogístico . y. se 

mencionarán álgunas de sus características: 

5 



CAPITULO 2 

MODELO LOGISTICO 

2.1 OEFINICION 

El modelo que nos interesa analizar en este trabajo es conocido con el 

nombre de modelo logístico. Este modelo resulta de mucha uiméiad al estudiar el 

comportamiento de u~a variable de respuesta dicotómica'; con respecto a los 
f' .·· - ..-.;:·-, - .. .: :··· 

diferentes valores de· algunas variables explicativas. Cuando estas últimas 

variables están ni~~idás en una escala continua, lo que se tiene es un modelo de 

regresión logístico. 

Para definii' fo~n1al~ente el modelo :ogístico, consideremos a Y, una variable 
'",;-e:', 

aleatoria dicotómiCa fal que P(y=:1) =;e y W1,W2, .. .,W, un conjunto de variables 
' • ••• :· •• _~; 7 .- - ··.o.•. ~· ,:_·;,- . . -· . . ---

explicativas. Como una primera aproximación, podría.sugerirse el modelo lineal 

en donde el valor esper~do'está condicionado a i~s\~1dres de w,.w2,. .. ,w •. las 
: - . ... .,¡·_. ,. ·.::-,_, , • .,-,._, .~?::· ~-, -,-

funciones gJ son coriocidas•cori g0(W1;W.2 ;!/,w,)·=·1,ya0{a1; •• ·.;e>p.i• es' un' conjunto 

de parámetros; usualmente desi:::onoC:idos. SÍ Ja infor~acip'n muestra! consiste de 

n observaciones independientes. el rnodel~ ant¿ri()r sé'f)t~de ~~pr~~ai' como 
• . - - - . • ' - -- - . - __ ,_ . - - _-.:..._!---

it = E(Y) = X é5, 

donde 

6 



y X es la matriz de diseño de dimensión n x p, cuyas columnas corresponden a los 

valores observados de lasvariables 

xf::; g) (WJ.W2·····1/-J.>. 
-·.'' •>·.,.·-. .. . ·, 

j =O, 1·,2, ... ,p-1, 
·e, '., 

El modeló iant~rici?};~. c~;~~t~riz~ prinéipalme~ie por: a) la variable 
' "i-,'~' > ,.;,:;:,· .;•" ;._:;o'·• ':,.., 

respuesta es dicotó~ic~, b) el'vaÍ~rde ii)iene.que re~tringirsepues ::¡ debe de 

estar en el i~ter-Ja1.o\~ •. ~).} c)\exi~te ~ét~ro~~dasÜcidad, pues V(Yi) = :r1 (1-:r1), y 
;'··;'~ ~--;,-_, ·T},-

las :r1 's no tienenp~rqu~ser iguales.· 
.. :':f:: 1;'· -:.:.:·\;~-~-·;· 

Como ·alt~rll~ti~~;~I mÓ6~1C,:: lineal •antes mencionado, el· rnodelo logístico . . ,. - . " " ,. . . -",. . . . ; - , . ' , . /.~- ' . . 

propone que ciert~ fÜndó~'del val~.,. esperado de y es la que se puede expresar 
_'·:..=,_'.. -.:: --,-; 

como un modelo 'lineal;. Él modelo está 'dado por .. 
' . .,.- --~ je_-·· , º· -_ ...:co-- • = 

- -.-- -~' "· -~ .::' ' . > :. -

en donde lag(·) es la función l~gariÍ~o natural. l.a transformat:ión, 11 es conocida 

como /ogit(:r), y es claro que.n transforrnáéJ intervalo (0,1) atado 9?. 

Tl=X¡3, 

donde TJT = (r¡, , r¡2 ,; •• , Tln ) y ¡3T = (¡3~, ¡3 1;;.;,j3p.1). 

;' \ 

Implícitamente, el modelo logístico supone que la probabilidad de "éxito" se 

puede expresar como 



' ' . .. . 

Es evidente que ;i: siempre est~rá en el intervalo (0, 1 ), para todo valor del vector 

de parámetros 13 y del vestor~d~ variables explicativas xT = (Xo,X11····~1>· Al 

considerar un términd d~ ~r~dr definido como la diferencia entre y y su valor 

esperado, se obtiene la e)(presión 

Y= lt + e = ;i:(x) + e , 

en donde 

it=it(X)= .{ } . p-1 

1+exp -f.; p1x1 

El término de error es una variable aleatoria con las siguientes 

características, 

E(e:) = O, V(e:) = it(X) {1 ~it(X)) . ; 

lo cual se puede comprobar fáciimerite aJ d~rse;,cuenta~que el error solamente 
~; ·7 . • ·:., • - . • -

puede tomar uno de dos. posibles valores, · 1-;r(x) y -;;:(x), con. probabilidades 

respectivas dadas por ;(~) y 1 ~;(x). 
; .. · .. · / 

Modelos .alternativos al.· logístico son el probit, log-log, log-log 

complementario y arigular. Cadauno de estos modelos se basa en la siguiente 

transformación de :: = E(Y), 



modelo 

pro bit 

log-log 

log-log 
complementario 

angular 

transformación 

<I>",(;t) 

log{- log(1~it)} =FM"1(n) 

- loaf- fOof7tÚ '== F .::"1fit\ - .. ' -. .. ... ,., ...... 
sen;1 (ii1r2f 

La función <I> es la: distribución acumulada de Llna N(O, 1 li F~ y F m son las 

funciones· de. di~t~ibCci¿~ acumuladas· del ·.·máxi~;.y.clel · rTiín'imo .val~r ~xtremo 
~~.:'.~'.--~~ .. :-.-('_\~-.:::_;-_->: -, -

El uso de !~función' logística. ~t~s.~h.!a.:~~ti~s ventaja~ sobre las otras 

alternativas, t~ntCl aei~1'~1 ~Gntd~~/vista, t~órico corno p'rá~tico. Comparaciones 
1 /·.e· T.~-\~- . .'.:<' .-,··-,--

entre. esto~.mo'delos;se pUeden encontrar en McCullagh y Nelder (1989), Cox 
'.;_.: ~-;':-

(1989), Chambe~s'VC:ox (1967), entre otros. 

2.2 MODELOS LINEALES GENERALIZADOS 

Mucho del trabajo sobre el modelo logístico se ha desarrollado 
- - . --- -

considerando que este modelo pertenece a la clase de los modelos lineales 

generalizados. A ,continuación se describen estos modelos yse plantearán los 
, . . .-,.,~ . ''.:•' . . . ·.. . ' 

supuestos que d~n Íugar al modelo logístico. . .. ,¿-

Consider~:~~~-~un· ~o~jun'fo' Y~ ,Y2 : , •• ,,Y
0

·i de \varlabjes aleatÓrias 

independiente~. s~ri fr~~·las ... el~rn~nto:~.qu~· p~;ri{ite~ de~inir··~··,Jf1 .··n,odelo lineal 

generalizado: el co;,,ooriénte ~leatódo, e(como;~ente; ~istemático y la función. 

Jig§. A continuación se describe c~cla"ú~o de es-t8s elerrie~tbs. •-

9 



Componente aleatorio: la distribución de cada respuesta Y pertenece a la 

familia exponencial, es decir , la función de densidad de Y se puede expresar 

como 

A la constante 4> se. le denOminél parámetro de dispersión, y si éste es 

conocido, e, es el ll~m~do'pa~cirn~t~oc-~a~Ó~/co. No es complicado demostrar 
-· -.·. '· __ ,, __ .· :::··-- .. ,._:. -, __ _ 

que para cada Y1 se curnpt~' lo~iguiente, . 

. ·~1, = E(v;J==·~,(~,) ...... 
' i .:.~ -~-

• Componente. sis-teijiát;C:~: este .componente surge al considerar el llamado 

i= 1,2, ... ,n · 

o bien como 

TJ=Xp· 

en donde X es la matriz formada por las observaciones de las covariables x,,, 

x1 , ••• ,x
0
•1 y pr.=;(f3ó,f3 1, ••• , [3;1) e~ ~l·~~ctor de parámetro~:-

- . ··.·-·., ,'' : ··: 

Función li~a: la rélación .. que se propone entre el valor esperado decada Y y 

el predictor lineal.~ qu~da expresad~ en una funció~ g llamada función liga. 

Sea entor.ces 

D-1 

g(~t 1 ) = g(E(Y¡)) = r¡1 =) 13¡ x,1 • 
J=O 

llJ 



El parámetro canónico 91 depende del valor esperado ~1 1 , pues µ1 = b'(01). Si se 
. .. 

elige la función liga como g(¡11) ::: 01 ! se tiene la llamada liga canónica, y su 

uso tiene la venta]a efe que asegura la existencia de una estadística suficiente 
' . :·-,.·,_ -. ' - .• ' -

al estimar 13. 
c.'" 

La obtención del• rnod~lo .logístico como caso particular de los modelos 

lineales generaliz~do~ ~sin~~~i~ta ~(considerar lo siguiente, 

Y1 ~ bin.~ (m1;it1) 

g(.~_1 1 ) =lag( . ~.l(· ··.)· ',;; log(.~) , , ·. 
·· · m1 - ~1 1 1 ~ :t 1 · 

para todo i=1,2,. ... n. La función liga ~ésulta~er I~ c~Qó~ica, como se hace ver .en 

la parte final de está sécelóí1. ~ C•; ., ; • •LH 
- '. .·''~.> .. -. --- ·::: - ::_; . . 

El· estimador d~ máxirn~ ~~FÓsimilitÚd para ~I V~ct~T. f3 se' púed~ obt~ner ·al 
, - . O<-· • -·-~"'"--:'.;;~~~·-_ _,,_--·· ;· _: ·•-.;-.}'-''º 

aplicar iterativ~menle ~I procedirnieni~ _de r11ínimcís C:uadra~s poriderad6s ... La 

ecuación a resolver es . · 

donde L(j3) es el logaritmo natural de la función de vefosimilltud, es decir, 

La función 11(j3)es el lo.g~ritrno'de.la verosirnilitLJd para j3 habiendo ~bservado y1• 

Como f(y) pertenece a la.familia ~xpone~cial, L(p¡ se puede expre~ar corno 

. !! 



n . n } 
L(¡3) = "5'11(P) = ~{a·1 (tj>) (y1e1-=b(S¡)]+c(y1,$) . - ~ ....... -.: .: ' . 

1 1 ·. . .· 

Por otra parte, aplicando la regla de lacadena; tE)iieinos qUe 

" · .. ," :«·:. ,· ... : ''_ ,·'··: 

pero b'(91) = µ1 y cµ1/ CfJ1 = b'(91) Í, CfJ1 ~b';(e/, asi que 
:·:;>':'·_·, 

.-_. ' ·-,-.- -

BL(j3)··~,~\(J3)•.···~·(····· .. ··.·.) -1(.1-)(·b ... (e)(- ¡- ))-1 
-_-.-. = , · ---- = ·¿_, Y1 - ~L 1 a 'i' 1 cT]1 cµ 1 x 11 , 

cl3 • . <1" .al3. ,_,1 . 

por lo que finalmente 

> - ;- ' ,_.,-. . -. 

(A) 

en donde V=diag{b''(S,)}, C=di~g{Cr¡j!C~11 }. Sise denota con h(l3) a cL(j3)/c¡3 c·i, el 

estimador máximo verosímil de'p está dado por la solución de la ecuación h(f3)=0 . . ·. ~---· - '·,· - . -~·-"' ' .. - .. - ' . . . . . ' 

sugerido la aplicación del.meted.o de Ne\vtOn-Raphson, el cual no.s dice que en la 

(C) 

·:A la iunción h(f3) se le denomina iunción de puntaje (score) 
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en donde 

G(l3) = 13 - J·1(l3) h(j3) (B) 
con J(j3) la matriz Jacobiana cuya entrada (.r,s) es igual a 

o h,(13) = 82 L(j3) 
a 13. ..· ap; cl3~ 

La sustitución de (B) en (C) nos lleva~ la expresión 

. . ·- .. 

. f3Ckl ~ 130.;n ~ J·1(pclc-11rh(13cM>) , (E) 

y al aplicar iterativamente esta relación se obtie.ne la aproximación del estimador 

.máximo verosírriil ·d~ 13.: 

U na modificación al método deserito antériormente, propone. uü1Ízar el• valor 
:..:__:_~-:-, .. - - ;·.::--'"- - -0-':'~"-0-·· < -!~:.~-=------""~·-- -"'-·:-':;-,·;.....~.· ~-,·- -;-; . - --

esperado de lafl1atriz_J. ~n re~lidad, es ~~qil ga~s~ C:úent~. · i;jpartir de(D);•que el 

negativo de este valor esper~a~ es• 1a rnat~i;de i~rórrn~ció~ de Fisher,:·i<P>• esto 

es, . . ' . 
:._ _._·.--' 

i(l3) = - E {J(j3)} . 

El uso de E{J(j3)} en lugar de J(p) pef~ite,expresar la· relación en (E) de la 

siguiente forma 

. - - -

El elemento' (r,s) de la matriz i(l3) e~Íá dado por(verApéndice No.1) 

·.···· .. ' '. j ' .•. ..·· .• ·· < 
a·'(tj>) [b"(8¡)]·'(é'~¡ I é',ll¡}-~ x,. x,, , 

por lo que i(l3) se puede escribir de lá siguiente forma, 

, . 
··' 

(F) 



i(¡3) = a·•(<j>} X (CVC)-1 X , 

de acuerdo a la definición de C y V que se dió en (A). 

La sustitución de i(f3) y de h(l3) en (f:) ~os"dáfinalmente .la siguiente relación de 

recurrencia 

' ' . . ' 

X•(C«·1lV1<·1) Ci'·ll)-1 X pe•>= XT(C<k·l) V<k:.'> ~(k·ll)-1 [)( ~(k·1) ~'C(1<·1) (y - µ<k·ll). (G) 

Esta últi.ma . expre~ión es. I~ ~u~ se~hu~i~ra o:tenidci :1 aplicar mínimos 

cuadrados ponderado~ al 'modelo· 
... 

Z!k·t> = X ¡3!k> + e;(1<·1l · , 

con 

E(e«·t>) =O, . V(e!k"'>) = C!k·t> V!k·ll c1•-1> , 

en donde Z<1<·ti es igual a 

• < • 

Cuando se usa la liga canónica resulta que 81 = g(µ1) = r¡1, de donde 
. . -. - . . . . - . ' . . 

b'.'(e,)iCri1 = ¿~t,\,71i;~Ciir ;~ 
· c~t¡ Gfl1 C.~t":: GfJ 1 ' 

por lo que las ecuaciónes de verosimilitud il~r~~; ' . 

• < ::< .'.:-~-- ., - - . 

Adicionalmente, cuando se usa la lig.a canór:ica, se puede' establecer la existencia 

de una estadística suficiente pa~~ p;a saber, X•y, .. 



Para finalizar esta sección veremos algunos resultados específicos para el 

caso del modelo logístico. 

El rnodel.o. logístico consid7ra que "la variable respuesta Y1 es tal que 

Y1-bin(m1,rr1). e;sia.distrÍbÚción p~rtenece a la familia exponencial definida en (H), 

como pueae ~6~~r-~·~·~l~'~ ai c~nsiderar 
::· :_': ·:·:~ ·:_. . . -. 

4>=1 , a(<j>)=1 \. b(91)=m11og(1+ee1) 1 
. ;"ti 

, 9 1= og-- , 
1-;i:, 

Además, es fácil ver que ~1, = b'(91) = m1 e~ /(1 + e") •. ~ m, rr1; de donde la liga 

canónica esté dad~ por 

1 
.Ll¡ . . 1 . • ;i:, e,,= og-.-- = .. og--:;:--: . · 

rn, - ~1¡ · ... · .. 1- rr 1 

El uso de esta función liga nos lleva a; la~~xpiesiÓn ·más conocida del modelo 
~ --'--º·.~=·- ·---.-~-·"'"-.·:~·;.·. 

logístico, 

Como ya se d.emostró anteriormente, las ecuaciones de verosimilitud son, 

X'(y eµ)= O , 

Finalmente, la relación dada en (E) para la estimación del vector~ seria 

donde 
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W(J3l<·1l) = diag { m, ;;:1 (1 - ;;:1)} , 

y 

eXp.{x T n(1c·1)} 
(k-1) - (k~1) :... . . . 1 ~ 

~1 1 - m, ;i:1 - m, .. . { r <k 1l.} · · 1 t exp x1 13 · 

Sobre . la distribución aei estimador j ~e •·puede . decir que tiene una 

distribución asintótica. n()r~al '. ¡;¡si ~u~. cuand'? ¡¿ muestra es suficientemente 

grande, 

·' E(p) "'¡3/ 
--·- :· ·__:.:·. ·< ·. 

·'';"::'.:_" -·- -

Una discusión forrÍlal •sobre 'tas condi~ioné.~ qge\són .necesarias para· lograr esta 

normalidad asi~t6ti~a i; pJ~d~n ~~r enF~~r~ei~§K~¿¡~~r1ri (1SS~).E~ Íé~mi~os 
- ,._ .·,~.·· ,._ --'o--- .-- -

prácticos, estas có~~i'i;\06~\~se\redÚcen a ;pedir qúe ri :...;. ~ para' datos nó 

agrupados (en.•este c~so 'In, ='i :i=1,2, ... ,n), y para datos agrupactbs, con n y p 

fijos, que cada m1 ~ :O. 

16 



CAPITULO 3 

ESTADISTICA TIPO DIVERGENCIA 

3.1 DATOS AGRUPADOS Y NO AGRUPADOS 

Es muy conveniente que desde este momento se establezca la diferencia 

entre tener datos agrupados o no agrupados, pues según sea el caso, es factible 

aplicar ciertos métodos estadísticos y además, los resultados asintóticos no son 

los mismos. De acuerdo a lo expuesto en el capítulo anterior, el modelo logístico 
·~ .... · ··' . . ' . 

considera como variables respuesta a Y1, Y2 .... , v:, eh db~d~; además de suponer 
)- - -~:~:'.·-~·· :;._:'::· .- ': . ·:. -:, .. '--~-·: ___ .,::~--- .. _: __ ,,:< º\·'·:~---,,~~~-.. -- .:(.::· . .-·.:~>:,;' -: .,· -

independencia/. s~'.ti~r{e que Y1 : biri(m1;it1),. i=:1:2 ... ;~n. -Diremos que los datos !lQ 
,¡.,. '·>:,,;.·,.:··"º·''',· ,., ··.; .. · ·_ · ... -._·-'~·~: ;,_ : .. ,:.·.o':'''·-~~~º>"·'·-· .. -·'., ; 

están agruoadós si·rD¡}j:i~1 .• 2X:'·íl'.'.E~t~ ~!lin\oes·,ro',qüe'ócurre generalmente 
•• ,,,," ;•'.:'.2.::"l~ ·:t:;/~' L,- ~;_:;,;.~ ,'/;:/~":-·~;-;~:;:,,'.~ : • • '::;:--+c.:~~-- .,~(3:~~'.'.;;.f~-:~~<~;,; :·>'::_::~, ~:;-«,'., 

cuando. todas o algúnás de las cavada bles sorí continúas y tambien cuando no se 

tiene el suficie~~e·~¿b~lrp1;·~~~í6~?~?~l~l~'.~~~~~1§~z~rcici-;;-~- co~arl-~bles, como es el 

caso en e~t~di~s cie tip(l (lb~er'l~ciÓ~al. Siencia:'~ elve~tor de covariables, cada 

dato (y;,x~)~ i~1.~~~:;ri.~, btn;jr1¡o~~~~i6n'" ~6 .. ~Jr~pada, . corresponderá a la 

observación de- ~'~ s°"lo.:!eleme~to \(:je .1~ ~6b1~d6ri cÓndfciOnado a un valor 

específico del·veC!oí de cí:ivariables le:/ . > 
- ··- ···-· . ., . '' ; ,,, .. ·' 

Los·dato~e~tá~·a0~Gpado~cu~rÍdo,rn,:;1 parlo ~·~nÓspara alguna i. Esta 

situación puedi~d~~~e·¿~N:in~~o/rf~cfü~·~ci~ ;~~ ~~t~~iéié~~;¡ri~ent~les, pues se 

tiene cantro1•sat:irlli;:1as. cova:~icitíí~s. : ia~~~íén•:sg1·dt'6J~n~~·.·éstasYú1timas ··son 

variables. indicado~~s.laso~\a-d~s,'a: variab~~~ _categ.Ór-ic:,;:·Alt~?~ativ~~ente, se 
--·~- - . ~-,-----~:_.,-;-.o.·,-~~-:-_-.~~-'-~ · .. q-,«· - -- , ,__. ',~¡~:>:-'-:;' .. - .c::,,k'• .. y,_.c.:-·. :;<y/,=.._.c 

puede pensar ·que u.no cuenta' con dat.os·•agrupadtjscuandos~··· tienen re:peticiones 

(mismo valor.cie•x)en Jn'c~~ju~t~-de dalo~ ~'~'d6'~de~o~!ªin~l~;~t~~o;s~ t~niéln 
agrupaciones. T~ó,ricda~e~t~. ·~Gaiidb l~s ·~ava~iables 56n·~o~iin~~s;~s ·im~osible 

. ~ - ,- . - t ._ - ,. ' : -' ~' . ~. ,, - - ~ ,. ' . . - < : ._, ' - ,_ ' - : " • • ••• 

tener repeticiones,• no. 6bstante, la resolución que se utilice en las· observaciones 

puede generar la formación de grupos. 
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Varios de los resultados distribucionales que se presentarán mas adelante 

son de tipo asintótic?, y es conveniente decir q~e en e.st~ sentido se consideran 

dos situaciones, · 

a) cuando el nú'rn~ró '.dé: obserlaciones erí cada grupo e'~ "grande", lo cual se 

b) :::~:: :~':bt~~~~~EJ~=~;·J~Ir~~~tn~~i~J;L,,cados en un "gcan" 
' "'\: "-" ~~ .- . •::: -/-": ·: · ·_ ;,;-~ ::,·;:·:.-··,;::.':.: '--t: ··¡.-~~;~,, n'-!::'.':.·:~·::< :"···-·n··.:<·..: .. ·. 

número de grupos; es, decir; c,úand? N, = ~ mt~ :o y n ~oc. 
' ' '-·········-·~··:<·-········>; .. ::•'••<: 1 ... - ' . 

A los resultados C:on ~I p~j~e~ ti~~ d~Úmit~ lcJs llamaremos m-asintóticos, y a los 
:,";::[--'. --~--·'< -- - -

del segundo tipo n~á~intÓticri~.··.- · 
·o·--'~"·--•-.- •:_e,_,¡·· "-

El análisLs 'de ~{ ~6d:lologístico se facilita si consideramos la siguiente 

tabla de.·contil1gehcici,Úen d~:~d~~·se'prese~tan los valores observados de la 

variable res~ue~ta p~;~ c~da vaÍor del vector 'de covariables x. 
• • ··. ' • . ' ',e_ -·,- ~,' • • - ' • ~. 'e 

. Número de observaciones por grupo y categoría 

x, Xn. 

e, y, ·•·:-Y2'.• 
o_.·_ 

Yn y . . . 
Categoría 

C2 m, . y, m" ·Yo N • y . 

___ m,·•: -- m,, N 

Total de elementos : N = Y"m1·• ' -1 

:rabia 3:1 

Se supondrá un muestreo binomial-producto, es decir, los conteos ·. .·.. .. . . -

v,r=(Y,,m1 -YJ, i=1,2 .. ~c,n, son indep~nc:liente~con Y1 - t:in (m1,::1). Además, la 
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probabilidad en cada celda depende del valor de las covariables, en particular, 

para el modelo logístico el parámetro rr1 está dado por 

7:¡ = [1 + exp(-X¡T fl) 1·1 ' 13 E 9?P, 

3.2 ESTADISTICA TIPO DIVERGENCIA 

La mayoría de las pruebas de bondad de ajuste que se han propuesto en el 

caso de los modelos logísticos, se basan· fundarT1entalmente en el uso de la 

estadística X 2 de Pearson (Pe~rsori, 1só&Fi~he;}.'1¿~4),ci bi~n en el logaritmo de 
. .._ ...... ,--·.·--,..-':" - . ' . ' ', , ···-- . _- .. 

la razón de vercisirr;ilitudé~; G2 :c'b'k~l'}¡h\:di~~A~~)~~ultados más generales, se 
,,.~,,,.. . ::::, ~- í ~ - ·- - ·- ·:-.~:.:,~-/ 

mancion.ará en esta~secci~n: u~a' familiáde·~stadísticas, presentada inicialmente 

::.~::~;:·':.~;~N;~;~~~Jt~,i~~~~a~~~~~~t~fi~[J~[x~: GC:ncepto •• 
:.·.~; ~ ,:'.- - ~· "· ·\.' . ' . -· 

Cressi~ y R~a;~·~rot~n~~.···é~~d ~e~fa~·;d~A;isÚ~pancia• entre valores 

observados, O¡. y valores es~e~~dos, E¡i a'1~7~~I~cit~i¡~¡·F ~~~ ~br, 

en donde los valores esperados· .s~.()bti~n~fr.supof1i:eodo .verdadera la hipótesis 

nula de que la informaciÓ~ tSé g~ner~~~··~~;, ~~h,~'8e;1;·~~ltinomi~I con k posibles 
.: ·' ' .: ·'i :: ,-~: __ - ,_e:-·~-~-';)' ·· .;,'·~::t· · ;:,· ;>._ - ~' ·' :- • 0 •• • 

categorias (eri__e:stet~~b~jó' k;=•2);:1~e~ í.Ú1 vá1orreaf>q~:~··d~fil"lea-cada-elémeríto 
de la familia, . y N es el tamC?ñO total . de la' muéslra. '. f'or, facilidad,: resulta más 

conveniente ~~ltiplic~r~ ik estadi~ti¿; I" por 2N, asi qu~ la familia de esta~ísticas 
que se conside.rará d~ ahora en adelante estar~· dada ,por{ (2N) /: i. ;: !R}, en 

donde, 

l<J 



2 k 

(2N) I' = A.(ft.:+ 1 )~0 1 [(0 1 /E1)' -1] 

Algunas propiedades de esta familia se verán mas adel.ante, por el momento 
: • , . ·.- ·• .... ·.}·e··:.>. '••.': ... •·ce•'· .. ¡, •.:. . 

basta mencionar que cuando 0 1 = E1 ; 1=1,2,i;;¡k;;entonces (2N) 1 =O, .'V A. e 9t, y 

además; para cada) •. E ~' (Í~) · ,,, cr~c~ Si fas :J~to~e~{~bs~rvacl~S. y·. esperados 

discrepan más enfre¡sL.· .. Po~ .. otra parte,:··c~d~~cv~~r ·a~\x define una forma 

específica par~ la estadística, '6omo pÚedeverse':~8~~tin~~C:ión, 
~; ., 

o 

k • 

x2 = I:(O,-:-'E,)2 te, 
1 • .. . 

.k \. ' 

-1 GM2 =2LÉilog(E1 io1 ) 
•.1 .... 

Cuando i. = O y i. = ~1, se utiliza'.el valor límite de. (2N)l . En ambos casos se 

aplica el resultado'log(t) = lim{_ 0 (t" .1)/h. 

basada en la ~~~ó~ de·,,~;d~irniiitJdes. Gr.ise 6onoce como la estadística G~ 
modificada (Kullback, 1~~9),·~~2 ~s !~·estadística x 2 modific~da (Nayrnan, .1949) 

y F~ es la estadí;tica Fr~~man-T~k1y(F;eman-Tukey, 1950). . 
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En general, un mal ajuste se verá reflejado en un valor grande de (2N) 1\ 
pero ¿cómo determina; cuándo un valor de (2N) I' es grande?. Para responder a 

esta pregunta s~rá nec~sario conocer la distribución de (2N) I' bajo Ja hi~ótesis . .,, ... · .· ... . . . . ·-· 

de nulidad. En.~'sté\rábaj6, la hipótesis nula a considerar es)a qJ~ rios.afirma 

que un 'modeÍo ÍCJgfstico esel .J~e~uado' ~~ra explicar;ef ·t:~n'óin~~o '&1j~ e~tudio . 
• , . • ' ' i _,, • :, ' - '-·' ~ .•• 

La obtención de la distribución exacta de (2N) I' es ~~ tr~b~j~ '~u/¿o:~pli;;do, 
' -. ''·--- . - -... '"''"- -- ··--

por 10 que hay que recurrir a resultados asintótico~.;en (1~ 5i9ui~ntJ 's~c~ió~ se 

presentan este tipo de resultados. 

3.3 RESUL TACOS ASINTOTICOS 

En esta sección se presenta la distribuCión asintótica de la estadística 

(2N)I;·. Los supuestos generales que se harán son: 

(a1) 
(a2) 
(a3) 

: -- ,_ 

El tamaño total de la muestra tiende a infinito, es de~ir,,~ -t ce. 

La dimensión del espacio cie'co'lariables,~p.·permar"l~cefij~ .. ·. 
El número de categorías; k,:para la Cari~ble resp~~sta'permanece tiÍo. En 

este c~~c,·k~j.,1'~ª~,as qúe:séespe~iti,9·G~-~ira'.co~a~? ... 

Se considerar~n·~¿~-~aid.s. En\el ·é'ri~e~o·'5e:Lu1izar~~ los ~upU~stos' clásicos 

para celdas fija~. es cié'~ir;~.se~sup~neque:'·· '· 

(b1) El núITlero ~-d~ gruJds •(disti~ní~.s· .• · •. -~alores ····del 'N~ct6r ~e covariables), 

{b2) 

~:r::~~fati~fü~iA~A~;·'.-2'~~.~JiL~;_y-~~6~1~,i~qto._.t~.rnbÍen el•'núm.erO cie 

El núrner; de ~bs~rv~~i~~~s porgrup6tiend~: a infi?ifo, es decir,'m. -. x, 

i = 1,2) .. ,n, ·. l~,c~~I )ii,'pli~~.~%nto ¿on (b1 f, que los vaÍor;:s esp~rados 
tambien ti~nd~~'á i~fi~ito: 

Los resultados m-asi~tótiC:os so~ precisame~te lo~ que se obtienen al suponer 

(a1), {a2), (a3), (b1)V(~'2)'. 
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En el segundo caso a considerar se supone que: 

(c1) El número de grupos, y por Jo tanto _el número de celdas, se incrementa, 

esto es, n ~ :io: 

Los resultados obtenidos bajo los süpuest~s (a1 ), (a2),(a3) y (c1) son los 

denominados n-asintóticos. En ¡~aiidad, (61) es Un sÚpLJ~-~to de ~ispersión, en el 

sentido de que la tabla 3.1 tend~á\l~lor~~-o·b~eíYaci~s c~d:S ~ei mé'Ís pequ~ños. 
-:'.·-···.-, - - . -

3.3.1 RESULTADOS m-AS1Niof1cC>s····· 
'. ~;·;;~ ::, .. ~ -,~-- ·.:·.. ; ' 

/' •·. y . ' 

El resultado que se pres.~nta a co~tjn~aciÓ6 ~·¿e~stra 'cc5111~ reálizar una 

prueba de bondad. de ajuste, a ~~J"t¡/~~·:1a ei~t~dísti~a (2~\ I'. ~I ~odelo.,que s~ 
supone ha generado la, información es el logístico. 

TEOREMA 1 

Sean Y" Y~,. . ., Y;, variables aleatorias independientes tales que Y 1 - bin(m1, ir1), 

i=1, 2, ... ,n.Co~sideremo'~ la hipótesis Ha : IT¡ ~ F(x¡, J3), 'en donde p E mp es un 

vector de paráriiefrds'. X¡ e'\RP
0

es ~1' ~~ctor cib~~rvadode. covarfubles, y. F (X¡, p) es 

una función dada por 

' - -- ,' ·<-:: __ -o·,:< . < < -~-~~-:f~,- :/ '_: -. __ -, ~ : 

Bajo ciertas condiciones,d~ regula;idad, es p6sibÍe asegurar que, cuando Ha es 
:~ ... •: 

verdadera, la estadística (2N) )' 'converge er:i distribuéfón; cu_an_do mh~ :io , 
··-'• ·'~;,_,· · .••.. '-'-' ,, : _ _:__=--:.~c-~-ci,-:=-,·~.-O"--,~'.'·-···-·'-~---'---co--=_oc. _.··-----·-

i=1,2,. . .,n, a una vanable.ale,;;:itori-;; Ji~cuadrada·central .con n - p grados de 

libertad. 

A continuapión se piesEmta un bosquejo de la demostración del Teorema 1. 

Primero se supone que n = 1 y que la hipótesis nula especifica totalmente el valor 



de :t1, asi que la hipótesis H0 es simple. En este caso la tabla 3.1 se reduce a lo 

siguiente, 

Número de observaciones eri el grupo por categorla 

~ ............ ,~'" ... ¡ .... .... -·-r--.-···--
x, 

Categoría 

Total de elementcis': N ; m,: 

Sea UN la variable aleat~;ia: defi~ida como U;1 = N1/2 ((1/N) Y - it0], en 

donde Y y ir
0 

estan dadbs~por: ·· 

7tci--=_(ita,1~n:~ r.·--·" 

y :.0 es el valor dél ~ará~etr; d1 espe¿ifíc~do por la hipótesis n~la (H0: :t1 = n0 ). La 

funció generatriz-dém8~'entos~deÚ~,n-;~¡t),. e;.tá dada.por 

rn~,(t) _= (:.0 e~p{ ~112(i 1 -Fir0)} +(1-~0) exp{ ~in (t2 - t~ir0)}]N ._ 

Al desarrollar :en series la función exponencial, .esta última función se puede 

expresar corno 

(

;¡º con 0 0 = 
0 



El término o(N") converge a cero en probabilidad, asi que cuando N tiende 

a infinito, resulta que 

.A. partir de esto último res•Jlta eviderite qúe cuando N -'t "'• 
' . l ' 

- ' " -

•uN ~U-t-J2(~·1to7t~) 
- • q • • - -, ' ~. :- • ' 

Por otra parte, si rnulti?licamos 0 0•
1
• ¡::ior la ~atriid~ ~o\larianzas de U, se obtiene 

una matriz idémpotente; ~ie~i~nos p~rinité asegúrar(v~r Searle; 1971, p. 57) que 

1a rorma cuacirati~~ü'.00:; u ue~e8i,a~isir;~GciÓnx2c11 • ~n-donde 1os grados de 

libertad es tan ciacJ~s pórelr~ngo_d~b~:i_ 
- , ;-::;:_ ... 

Por lo allteriornicénfe expues.to se Üeneqúe, cuando N ,-)o oo, 
.-.--'. -... _ .... -._. ·."' .·.· ' 

Q 'u{D~;·.u•\ . . d <UX~ D~1 .·U···, •· 2 · 
1 .= N º· r'.i~ ·. o - Zw 

Ahora bien, la forn'la cuadrática Q1 ·= U~ o~i UN resulta""ser la ya conocida 

estadística X2 de PearsorÍ,(Pe~r~cin, 1900) pues .· 

.. - -

x2 = (Y;-N;:~)2 : (N~Y1-:cN(1.,-1to))2 u~ D~1 UN. 
Nit

0 
· · · · · N(1-:- ;t

0
) 

Como se mencionó anterior~ehte, la ~~tadistica X2 ·de Pearson es un caso 
- '- - --,- --'-~= -·--·-·------ - ·------0-0--0~0=:_·':-c~---;c-o-o -

particular de la estadistica (2N) I" cuando i. =J, asi que 

(2N) 11 
- z2 , 

cuando N ---" :r.. 

La gener.alización para toda i. ;: 9i es inmediata si se demuestra que 



(2N) I'· = (2N) 11 + op(1) t. E 91. 

Esto último de deduce al expresar (2N) .1'" en términos de V, = (Y1 - N:r0)/N:r0 Y 

V2= (N - Y1 - N(1 - :r0 )) / N(1 - ;i:0), y aplicar una expansión en series de Taylor a 

(1+V1)'·-
1

, i= 1,2, 

2N I'· --·-2-Y ~· ·-1 +--2-· - N-Y . N-Y, -1 = . ··['·· . )'"· ·] r( )' J 
( ) - A.{t.+1) 1 lN:i:0 ,· .· A.(A.+1)( 1'l .N(1-:t 0 ) 

2N · · .. ·· .·· .· .. ·· · 
=---· :i:0 ((1+(Y1 -Nit0 )/. N;i:0 )'-•

1 ..::1]+ 
A.(A.+1) ••. · ···.· .. ·. . 

+~(1-:to l[(H·(~-Y,-N(1--~o))lN(1~ :taW-1 -1] = 
A.(t..+1) ·• ··· .... · :•.:· : .• :' . 

= . 2N "º(c1·~v,)'· 1 :1·ié· 2
N·(1-:i:al[(1 +v2r·-1 

-1] = 
A(}.-r1) ··:• .·.. . . A(A+1) · 

--- --.o 

= Nit~vr+.t-J(1- ~ollJt+<J~N-~J 
. . . 

. . . ' 

Finalmente, al sustituirV1 y,V2; se UenE3 el resu.ltado deseado, 

·,. . 

(21'1) f = (2Nl 1
1 +.0~(1) • 1. e 9?. 

----~ '. 

(Cuando A.= o o;..= -1; se llega ~I misrnbresultado, solo que hay que calcular el 

límite de (2N) ·1'· cuandb {tiend~·a a;·cuando~tiende.a.-1 respectivamente. El 

resultado.límite qu~se •. Utiliza es: lo~ fo•,; li~h_; 0 (th- 1)/hj: · 
·-··- .: .. ·.· .,.. . .,_. . .· ' 

Se recuerda q..:.:e todo 1·~· ne6ho antério.rmente fué para el caso de tener un 

solo grupo (n :: 
0

1) y ci~·ahip6tesisnula simple. ¿Qué ocurre si h~y mas de un 

grupo?. Asi como lafo;rna'cUadrátic;a 0 1 = U~ 00' Ut, co.nstruíd.a a partir de Y 1 

converge en distribución a una z2P> cuando N = m, :.., :r., lo mismo ocurre con las 



formas cuadráticas Q 2, Q 3 , ••• , Q" correspondientes a Y2 , Y3, ••• , Y". Por ·otra parte, 

en el enunciad.o del Teorema ,1 se dijo que Y1, Y2, ••• , Y" son variables aleatorias 

independientes, asi que cuando m1 :..:..>-:X:, T= 1; 2; ... , n, es posible concluirque 

(2N) 1' = ,~" 0 1, co~verge:~(1distribUción ~ 0aax2<ni·· 

Para terminar coíl'.la demostración de(.Teorérna.J; veamos ahora cuál es ia 
--- . " - .- - --·,,.-- . --- . . . '· . . .-, ,·, .- -.. - ... - .-- .:· · ...... -. ,- -· ... .;, --~ .. ·:· - ,. ..- .... - .. ·-' ' .. . . ·, ' 

distribución asintóÚc~ d~. (2N)' I"•• c~af1ct~ I~ • hipéite~is f1~1a-~ ~s. compuesta y . - . ' -- .··,,::' . ' '_, .- .. -. ' ' ._ .. -. - : ... : . ·'' ' .. ,;· .,, . ' "~ - _, __ ' . - ' ~- ·' - -" - . ' . 

especifica quec~d~ 'prob~~iÍid~d 1it;dep~l1d~·ae1 ~~ét~r.'de'C:o'v'ariable'~ x{y'de un 

vector de parámetros ¡re :9?1>. Lá'hipótesis' nul~ ~\,"·ci6°~~:J~sta; por.que el vector 13 

es desconocid~. ~n ~ste 6~so, el cá1~iJ10 de'I~ ~st~dísúéa x2 reqUiere de la 

estimación de - 13, púes 1os valores ~spiirii~os >se ob~ienerí Guliiando 1as 

probabilidades fr, ~ G(x,T~ ), i.:: ~' 2, ; .. , 11. l..a expresión de la e~tadística X2 es la 

siguiente, 

La comparación que se hace. con est~ X2 entre valores obs~;ados y esperados, 
; :_< .' ~: ·, . 

corresponde a la siguiente tabla,: 

Número d~ observacion~s p~~ grupo /categoría 

Grupos 

x, 

e, 

1 

y, Y2 
Catsgoría 

e, rn, - y, rn, - y, 

Yn y. 

m~ - Y, N - y. 

rn, m, 

Total de elementos : N = ~"m.: -1' 
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Sea ahora u; =jrñ;°((1/m1)Y¡-7r1), endondeíi:t=(it1,1-ii:1) es un 

estimador consistente de 7t1, .i = 1, 2, ... , n. Para obtener la distribución asintótica 

de x2
, es conveniente expresar a esta estadística en términos de una forma 

cuadrática, 

= ±{[·rrn; (_!__vi~ it1)· f Fi.·-. 1 -(-.
1
. Y.1 - 7t1 )] + 

1 . _ m1 · · ;c1 -·: .. - rn1 
. ',' ,, •' ._. 

+[rrn;_(2-crn.1_._:-Y1)'-(1- it 1 >) 1 
•.. ·- ..¡rn;(__!_. _ (rn1 - Y1 )-(1- íi:1 ))]} = rn1 ·- · 1.-;c1 - . m1 · ,. 

n , .. 

= L: u;To¡1u; = u~roÑ1 u~ . 
1 

-. -•'. · ·~- • "T · .- ·T "T .. "T ·. ·- .-
en donde D1 = d1ag{7t¡o 1- 7!1 },>UN.= ( U1 • U2 .... Un ), y DN =; d1ag{D 1,D 2 , .... D" }; 

Sea 7!1.~I r:rd~dero y desconoci~o valor de 7!¡ bajo H0 • Como 7r1 es un 

estirnador_coniistentede yc1*,resulta que .íi:1 = 7t 1~+~P(1),I = .1,2,. .. , n, Y.entonces 

es posible deci.r que 
'· .· . 

:-:2= u~r oÑ; u;, =u~; o:-~ u~-+ op (-1), -
-\.;-_;_ -. -

_:. •' - .. ~ :< . ·:---: ·"--.' ·, -·. : . 

Las condiciones de reg'ula~id~d a las que hace\eferencia el Teorema 1, 
' - .. ' ' ·,.'_ .. _,.,_., -·· - _-,· '-. _.-,., - ' 

permiten tambien,estable~~rqJe, CU~ncl~~i-~ :X:Í, .i _: '1, '2,.:.,n, .LJN• Converge .en 

distribución a una variable aleato,ria ~ormal, ;~es cada .u1• _tambien converge a 
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una distribución normal, y además, la dependencia que existe entre las U¡" 's 

debido a que cada ir, depende de í3 (ir1 = G(x, í3l), va desapareciendo conforme 

cada rn, tiende a infinito; De esto último sé uesprende que 

(2N) 11 ;,,x 2 = urq~ ú~+op(1)~x~.-p>• 

en donde los grados de libertad estan dados por el rango de la matriz D.·1 Var(Uº), 
' ' - . - . . ,,. '- ;~ -

con u· tal que u~ d u· .. 

Finalmente, y corno ya se hizo ver anteriormente, 

(2N) I".::. (2N) (-r op(1) , i.. e _9?, 

asi que (2N) 1" corwerge?en·ciistrlou~iÓ~:a u~axi,::~>·cu~~do m, .~. oo, i = 1, 2,. .. ,n. 

Las colldicion~s de re~ul~·ridad i1~s. que ~E! hace.· ref~rencia;en el Teorema 
=-- ,-.~~ .,,·'¡'\ •' -~ • é • :·.~-~ • ;~ .: -- - :-, r'°''¡• - • -' :-:_ -. • • ~ • _·-~,-~'-::- -• :;,~··:.=-~e:';,~''.'.. ·. "-=-

1 estan enunciadas e'n E!l·.ApéndiceNó."2.,Eiásié::amente; estas é::ondidones piden 
,;_:,, -_,·,~~ -}. ·- '::_¡_, __ -\"." . 

vector de paráin'étrbs;'~,' sea. Úna función suave, 'que sea positiva, y que, en 
•. .... . -.- ' .. ,'. . . ---- ",_\':¡.•·· ·e-··.-. . .. ,, __ 

realidad, el mod~l(J propu'~sto te'nga· p paiámetros y n<J men<J~. • 
·' :- ' : . -- : _-- - .. ~ 

3.3.2 RESUL TACOS n-ASINTOTICOS. 
<<:-. \:~-.::< :·' "< ' -, ' 

Recordemos c¡LJ._eJk~~r~sult~dos n~asintóticos •so~ los• que s~-obtierierl 6a)o 

los supuestos (b1), .(bZ)·y(c1), ·~sp~cificados. a1·<.inicio,..c!e la sécciÓn ... 3.3. 

Básicamente, estos ·supuest~~ se cJ~J:lien ci.Jand¿. al'iílc~ernentar, el ta~año ·total 

de la muestra, N, tain~i~n se i~crern·e~fa< el número· ci'e g~pos, n> perél de tal 

forma que el núme~; de ~bservaci~nes e~ cada ~rJpo, m¡, es rel~fi~amente 
pequeño comparado con N. En esta situaCión, los valores esperados ~ajo H

0 
no 



necesariamente aumentarán conforme se tengan más observaciones. El resultado 

que se tiene en este caso es el siguiente, 

TEOREMA2 
.. ·:,- . ' 

Sean Y,, Y~, ... /~Y"f~ariabl¡s aleatorias in~ependientes tales que Y1 - bin(m1, 7t1), 

i=1, 2, .. .,n. Con~id~r~·~~s la ·hipótesis Ha : 7t1 = F(x,, p), en donde 13 e 9f P es un 

vector de parárh~tr;s/,~, /i;lp ~sel ve~tor observado de cov~rlables, y F(x1, 13) es 

una función d_ad.a por 

Bajo ciertas condiciones de reg~}arjdad, es po~ible .asegurar .que, cuando Ha es 

verdadera, la distribu.ciÓ~ a~i~tóti~~-~;{2Nf I' , cua~d6 N ~ co y n -too, es tal que 

en donde, 

Q(f3) =e;. (p) i"1 (l3) c,(13) , 

, .. ~: ·· .. : ;-.. 
-:. 

siendo i(l3) la matriz de informab,ió~ de F'isher yL(l3) el loga~itmo de la función de 

verosimilitud.· La demost;~;icS~ :d~ ~sÍ~ ;e~;ema eíl tocio ~~talle puede verse en 

Rojek (1989). En el Apéndi~e 3 de e~fe tr~bajo se prese~t~ un esbozo de la 

demostración. 



Las expresiones para la matriz de información i(ti) y para el vector de 

puntajes a L(f3)/8 f3 1 fueron establee.idas en el capítulo anterior, 

La mayoria de los trabajos sobre la distribución: n~asintótica de (2N) ,~ se 
.': • _., • • •"' ''u • • ~·'..; - - - '• .· • - \ • • - ·,' - • '.• ; ', • ' .;;· • ' • :.., .<- • ,;\; - .-- -· •• • 

han restringid~ al· ca'~·o· d~ A;,; 1' (~st~dís~Íeií X2.;d~ PJa:~~ori)'y ··~·,;, O (estadística G2 

'.· ·. ·~. -_:' ; -. <:. ,·: _'_ ::- ~+::;~ --.. ~//,~ _' -~-~-~º:: '.~ _'/"? :-~ . -;~}:· '. ;' ::::'. -~~'._~~; ~:-/-:~~-. :~¡~~-~;-~~--- ;l}~~.:' ) ,\ -~:~{-- ~,:~~::f: ·-·. 1 :·-~: 
de razón de; .. ver,osirnHitudest \Je.r los trabajos~de ;.KOehler < (1986), McCullagh 

'.: '.>~-~; :· .'<,~·!:f:~~~-F:'. :~?~~i~(-;--~~:~/:}.' ;+~<;·~f~,~n~~_c< ;~~i~~~~>.?\t~~·.21'.i-+t::.:~';:,rl;-z'.<1t.tlir.· ~t:~:\::, .i _:·~ ,- -
(1985a, 1986);Dale;(1986).·'N~·fu$'sin~,~asta\1s.s2·qu~!Osi~s y Rojek (Osius y 

Rojek, .19~2) ·~~it~~~n-,'~~ r~~J·;~~~,)'~·;~~/i~ci~·'A:~:~1.0(si];~;:s-1 no se podrían 

manejar valores ·~bs~~adós i~G1'1'~~' á:ceí:d, :~on'icij:iueé:le verse a partir de la 

definición· ele (2N")";~ ~;d¡; e~· ¡~ ~~¿~ión 3 . .2)'. ~decriás;.1a .función· G que aparece 
·. - ·'.. - .,, .... ·: .. ·_., ·,J __ . ·~·;, '· ·- - , .. _, ... ,-,.•·c ... ; '-oe:.~ ,-:' -· ~-" . __ ,._, . , : "·- - '····- "-:;'¿ , • . . 

Ahora se dar~F '1a~ ~xpiksioh~~' a~~cuadas que nos permitirán en la 

práctica evaluar Ú~ y ;),2 : Para 'esto es conveniente reexpresar a la estadística 
V.'• - ·. ' • - -

n 

= )A,_(Y11 m¡;;:1) 
1•1 
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en donde Ekl y Ok1 son los valores esperados y observados respectivamente en la 

categoria k del grupo i, y 

A>.(Y,m7t)=-
2-v[(.:!_)>. -1]+-

2
-(m.,-Y)[( m~Y )>. .,.1] 

· :i..p;+1) mit :i..p.;+1) .· ·· m(1-it) 
. - -.--·- ·-

A continuación se defin13n .algunas . eantidades que ~on de utilidad en 
--

desarrollos posteriores, 
' :··:·.·. 

e, (m;it) ~E { A,'(Y,n{it) } , 
--. . .· --. -,--, -. _._ -~ . . .. r. . -.. :: ~ ; --

h,2 (m,1c) :::V{ A, (Y,mit)}, 

e, (m,it:) ~c6v {Y, A, (Y,mit)} 

El valor esperado, y la tari~riz~'°d~(2N) 1\ necesarios para calcular los 

valores ~1, y cr¡,2 del Teor~ma 2, estan-ci~cicispÓr 
~,:~:. 

- - ',,. ( --; ~: '. ~, '·-

~i, (13) = E{(2N) I~ }=Le~ (m 1, it1) 
. .. .. • . . . ··1=1 . . . .. 

v~(l3) = V{(2N) I'} =±h~(m 1 ,:t 1 ) 
•. ·. ··.,·•·. ·1=1 . 

y el vector C;.(¡3), que aparece' en la rorma.cuadrátiéa de cr,2 es igual a 

. ci.(13) ::x~'diag{ á'(x/~) [it; (1-;1)]} ~.(m, it) , 
·-~- - .:_=ce,";-'_--..::_~-:'---·-'=,--~-=--~"='-- - . 

donde C;,(m.it) esel vector CU~O¿Ompon~nte j és C1, (m1,:t1). 
'. •• ,.' '; ·-~ - - - ~ - ·-' ¿ --· : __ ,. .• ·. . - .• - . . . - - . 

' -.; -.-.; ' -: . 

Es un ejercicio sencillo, pero bastante largo, el ver que para la estadística 
., .'..·'. ·;;,·'; _ .. ·< ' .. ·-· 

X2 de Pearson (~.= 1 Y. se tiene 

e1 (m,..:) =E { A1 (Y,m7t)} = 1 , 

h,: (m,::) =.V { A1 (Y,mit) } = 2 + (;¡:-1 (1-;;:·1) - 6] ! m , 

:: 1 



c, (m,it) = COV {Y, A, (Y,mit)} = 1 - 2:t . 

No obstante, el cálcul_o de e,,, v,.,2 y e,,, para cualquier t..> -1 requerirá, en general, 

de la suma sobre todos ÍOs posiblésvafores de la variable de interés en cada 
- ' l. .• ··- .·:· -:· .-. . ·' .··, -

grupo. El esfuerzo. corripGt~cicínal qJ~ s~ reqÜié~~ para calcular. estas cantidades 
... . . :: .. ~·-- - ·- - ,- . -. ·:;:<. :~:-

se incrementa rapidamente cónforme aumenta el número de' posibles valores para 
- - . ·- -- --- --- - - --. - ,. . - ' '. ,-, . -· - '. . . ',,¡~- -· •' - -_ - ~-- , . -

la variaoie res pues~~ lrt~~~tre<:> rriü111~6mí~1~~r6ci8c16f. 

A continuación s~ pres~~!~ <:ltf~ ~lt~rn~tiv~ p~ra eicálculo. de. rs,,2., la cual 
·-~·;·:~-'.'-_ /.:"¡ ':.;·. :-,;:~t_j - !.'.) ,', <>" ,-- ·. :;· __ ::;-·,: '., ;;'•' . '.·-:' :<.: .:<,-,/:;", -::·: ~ -\ : __ · 

resulta interesante tanto desde el pGnto de vista i préctico como teórico. Se 

recuerda que cri =vi (13) ~ Q(p); en doride} 

. . 

Q(J3) = ci(l3)i"1(J3)cii {B) , 

c1o.(J3) = x~d1cib{C3·(x?J3J ¡~1 (1-;r1 ll} c1o.(m,7t) 

Consideremos la regresión·· lin~áí ~últipl~· con matriz de diseño X y 

respuesta dada por 

se o.btiene la siguiente sum~ d~ C:Uadr~dosci~ ~esiduales (SCR), 
··;-,- . ,.--·· '· : 

SCR(J3) = u,_7(13) [ W(p)~ W(¡3) X i· 1 (J3)~T WU3)
0

] u,.(13) = 

= u,,7(13) W(l3) u,,(¡3) - u,,7(¡3) W(J3) X i·t(l3) XT W(l3) u,,(J3) . 



( W(l3) es fa matriz (CVC)-1 definida en el c~¡:iítulo 2 ). 
. . .. ··:. ' . ' 

A partir de fas expresiones de i.i,_(p) y de W(p), resulta que 

u,_T(¡l) W(¡3) ~¡(p) = 1±~i e,_~ (m¡.¡t1l m¡1. ¡¡;¡1 (1-¡¡;¡1 ) J • 

XT W(f3) u,_(j3);;, xr diag { G'(x1r f3) it¡1 (1:-7t¡1)} c,_(m,7t) = ci.(ll) . 

Entonces, 

de donde 

Sea V,_ la suma 

Cada sumando de.V;. es no negativo ya que 

h,_2 (m,;r) - c,_2 (m,::) m-1 ::·1 (1-it-1 ) =V {A,_ (Y,m;i:)} - COV.2 {Y, A,_ {Y,m:.)} V 1(Y), 
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y siempre se cumple que 

O< COV2{Y;Ad.Y,m:t)} < 1 
- V(Y) V{A, (Y,m1t)} 

Cuando;...= 1 la expresión de V, es muy sencilla, 

3.3.2.1 DISPERSION EXTREMA. 

En la práctica, es común encontrar situaciones . en donde solamente se 

tiene una observación dentro de cada uno de los .grl:lpo~ cl~finic:Íos por .el vect~r de 
- -- ----··--- ·' . "' .. _ .- .-. ,- . 

covariables. En otras palabras, I~ vari~ble ~e~pG~st~. Yj,es t~I qu~\ :... bin(1, 1t1), .: _ . . : .. ,;· - ,•· '.· .. c.' ·',_;_-o·.·:_,__ ;. 

estadística (2N) l\~n'e~te c~so. 

En la sección anterior.se.~stableció ql.Je la varianz~ asintótica de (2N) I>. se 

puede expresé3r como, 

cr,2.= V,. +SCR(l3) . 

Como ya se hizover. anteric:>rmente,V,_ es no negativa para todo valor de A.. 

Cuando m1 .=-1;L::r,;2~>;,i';,;c:;.~~§l~aqueV,, -es igÚaÍ a cero (ver Anexo ~o.4), por 

lo que cr, 2.= SCR(p). Ca suma de cuadrados de residuales, SCR(¡3), se.obtiene al 
• -· ·', - ., <· ' " - - - ' • - '. ...•• " -- •· • ,. - • - . ~· - : . • - •••. ' • - , . ' - ' - ' - . • - - . - " 

considerar un~ ~~gre~ión'line~i c~n 'rn~tri~ d~ di~~ño Xy>~espuest~ U;. fo) dada por 
- -· .· ,, .. '.'; - .. , ' -··-:·. '':.;'.· _ .. ,, ... •' . - ·, -·-· _,_ -- " -- . 

u,,(13) = diag·1{ m; G'(~t 13) ¡'~,_(rii;~). ~~i ql/~ cG~nd~ u;:(l3) ~~'rten;c:r;:aí sube~pacio 
. ' . . ' -· .. - . ' - . : -·~ ,. ,. -.. -- . ' - .. ' ... _,. - ·' ' . - ~' . ·. - . . - . -. 

generado por las columnas de la·matrlz x.' esevid~nte que SC;.{(13) = O. Esto 

último es lo q.ue sucede con el modeló logístico cuan~o i,~ O, ve~~os, 



T d [ • ]-1 G'(x 13) = G'(11) =- 1+exp(-11) = 
d Tl 

- -_. -~ - . . : - ' .. 
y por otra parte (ver Apéndice N6:3), 

, ~r(·.·1):1./(.1 ·):í.] 
u,,(j3)¡=~ ; - 1.:.it . · , 

Para l.= O, u0(13)1 de la siguiente forma, 
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u (fj) =lim u (13) =2 lim[1(~)." -~-1(-1 -)" +1]= 0 1 1.-0 '- 1 1. ... 0 A. it1 !.. A. 1- 7t1 A. 

=2 lim 1[(·.·1····)\~.·~ .. ··J:....··. 2·. ·nm .. ······.·.·.-.
1
.[ ... (-.

1
. · )". -1]= 1. ... 0 ;\. ·lt¡. ·::._ ~~- ,. ... º.>.:\. 1-.lt¡ . . 

= 2·l~log_·l, 1 .'J _ ,;J';; ()~ ·~j ~ ~ r~i~ -•, 'J = -2logit( it
1

) • 

• 1t1 ·.. (1 7t1 ' •• ''t 1t¡ . . 

. : ' 
. . . 

Esto último .nos dice que u0(p) : perter{ece.:al ~ subesp~Cio gen~rado. por las 
_,·- ··_:.-, ·:,,_'.. __ ~ ,-. _· __ · _____ •c~_: ... _ .. ~:::--_::_,··,::-~--~~.-:,-.,_._~,c,--.:;-:--¿----·-;~:,7 .. '----.:-:·: .·~.-r·-:,o.;:·;,C 

column~s de~, y entonces •• r1a2.='SCR(13.)'~0,·.lo·cual .corrobora\la~~firm~ción de 

Mccufla~h (1 sss), ~~~ el~~~~tidJd~:~ú~-la~~st~1i-;u2~':~~;-=·c2N>;¡~ bri ~s ~d.ecuada 
para realizar, una• ér~eba d~ .b~nd~dL§~'.~jüst'~ -~~a~g()¡·~¡-i;·~d~• g~~6fhay: muy 

pocas observa~io~~~. .· · · · - · · --" · 
' ''• 

La prueba de bondad de;ajÚste basad~ eri'el resuJÍadcJ:delTeorema 2, se 
- - - ... ·-· ,-_ - _, . t, . - .. -·- - ' ..• -~· ·-:-. ,. , ., ' . ' ..... _- ; __ ; ('. ' . - . . 

puede ver corno una prueba realizada con una estadística de puntajes, en donde 

se condid~raun mod~1~~~·1a forma 

¡¡: = H,.(xrp) = G(xrp + \11 · h,.(xTj3}} , 

con 

h,_(y) = [ A,.(1, G(y)) : A,.(O, G(y)) ] G(y) [ 1 - G(y)] /. G'(y) , y E 9? . · 

Al probar la hipótesis.nula H0 : 'V= O, y aplicar ~I métOdo de pUntajes, se llega a la 

misma estadística T;.del Teóre~a 2. Esto sugie;e que cua~dCJm1 = 1; i = 1, 2, ... , n, 

la prueba basad~ enT,· se pu~de considerar; mas qu~ ~6mo una prueba de 
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bondad de ajuste global, como una prueba sobre Ja función Jiga propuesta, que en 

este caso es Ja transformación /ogit. 
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CAPÍTULO 4 

APLICACION DE RESULTADOS 

En este capítulo se dan dos ejemplos en los cuales se aplican los 

resultados de los Teoremas 1 y 2. El primer ejemplo es de datos agrupados, y el 

segundo es de datos con extrema dispersión .. En ambos casos se calcula el valor .. · .. -.···. -· 

de Ja estadística de prueba para diferentes valor~s de A.. Los comentarios se 

harán al final de cada uno de los ejemplos. 

4.1 EJEMPLO 1 

Los datos de este ejemplo provienen de un estudio realizado para conocer 

Ja relación entre la edad de las jóvenes' e~ Varsovi~ y la probabilidad de que 

hayan menstruado. Con la variab.le EDAD se,tor111aron 21 grupos:Lamarca de 

clase es el valor qu~ se~ utili~a en el, estudio. La_ variable )~spuesta, . Y, 

corresponde al númer~ el~ muj~res que'dij~~on haberllíen.struad~. 

EDAD•. 

10.83 
11.08 
11.33. 
11.58 
11.83 
12.08 
12.33 
12.58 
12.83 • 
13.08 
13.33 
13.58 
13.83 
14.08 
14.33 .· 
14.58 
14.83 
15.08 
15.33 
15.58 
15.83 

·2 
2. 
5· 

10 
17 

.:15·,: 
29 
39 

. 51·· -· 
. 47 

.67 \ 
. ' 81 

88 
, .7.9 

90 
113 
95 
117 
107 
92 
112 
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120 
90 
88 
105 
111 
100 
93 
100 • 

·---108 

99 
106 
105 

, 117 
98 
97 

120 
102 
122 
111 
94 

114 



La referencia de esta informaciónes Guerrero y Johnson (1982). 

El ajuste del modelo se muest~~ a continu~ción, 
! ---·-\··.- .. _ - - .. - ' 

LOGIT /1 Dependent Variable is Y 
.Date: O.Ú10/95 ,Jime:.15:05 · ·· 
Sample: .1. 2200 : ... , .'. .\ . 
lnclud_~~.º-~:~-~~-~ti.~-~~-::2~qg,<, ·---·~:··-,-~'.;. 
Convergence achi.eyed after 4iterations ' 

•·• Stci: E:'rr~r .·. T-Statistic Prot:i. 

.;, __ ·e: .; 
EDAD: 

EDAD 

10.83 
11.08 
11.33 
11.58 
11.83 
12.08 
12.33 
12.58. 
12.83 
13.08 
13.33 
13.58 
13.83 
14.08 
14.33 
14.58 
14.83 
15.08 
15.33 

''.~-,,~~1.0óooóQ·-~, -~;~~f:oOoóOO -
13.37080 • . 14.30299 

dé la';prObabiliclad de éxitó, ít; 'Y de la variable 

,y m (total) it, ·v 
2 120 0.0325 3.9027 
2 90 0.0474 4.2650 
5 88 0.0686 ' 6.0342 
10 105 0.0982 10.3154 
17 111 ,0.1388 15.4112 
16 100 0:1926, •· •; 19.2630 
29 ·. 93 . > 0.2609 : :, 24.2679: 
39 ~ - ----- ····•·100•' i~ •. ~0.343,2;.f;'• 34.3190 
51 

', 
108.· ··;. ~::;~~ ( 47.0947 

47 . 99 .. 
52.8310 

67. .106 : ' 0.6287 66.6446 
81. 105• •·0.7148' 75.0514 

.88 117, 0.7876 92.1516 
79· ·: 98••: 0.8459 82.8956 
90 97 Ú904 86.3661 
113 120. 0.9232 110.7827 
95 102 0.9468 96.5706 
117 122 0.9634 117.5347 
107 111' - 0.9750 108.2217 
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15.58 
15.83 

92 
112 

94 
1H 

0.9829. 92.3971 
0,9884 112.6791 

La estadística (2N) 1), se evaluó a partir de su expresión, 

;i. (2N) 1' 

-2 17.2734 
-1.8 16.9803 
-1.6 16:7105 
-1.4 '16.4622 
-1.2 16.2339 
·1 · 16,0246 e 

-0,8 ~ 5.83j 9 
-0.6 ... 15.6557 
-o.'4 15.4947 
-0.2 . .15.3478 
o 15.2143 

o .2 .15 .0933 
0.4 14.9842 
0,6 .14.8863 
o.a 14.7990 
1 14;7219 

1.2 '14.6545 
1.4 ·.·• .. 14.5964 
1.6 .· 14:547.1 
LB 14.5064 
2 14:47.40. 

Los valores de la estadí~tíca (2N) I' s~ cámparan con el valor en tablas de 
- . ' /~ ·,,' i' "::· -·~ - ,_ •) ,-_ ' . -· .· . -

una z2(2i-:> cor¡ ~ ·~ p ::J9 grado~· clé'nb'ert~.~~ P~r~"tocib.valor eje xno·se .'réchaz~ 
la hipótesis de que. Jos d~t;i ¡Jerongene}~do~ ~~¡. ~n. ~od~lo logístico. v~iias 

. . . ., . ' ' . . ' , .:__ -- . ~- - .. - - ._ = - - . - < , -

técnicas de diagnóstlco tÜeron apiicad~s~lmis~o conjunto de.datos eñ ~!trabajo 
de Rebeca Aguirre (1991 ), y se corrobora el buen ajuste del modelo. 



4.2 EJEMPLO 2 

Para este ejemplo se utilizó una ~uestra de 79 individuos, y lo que se 

deseaba estudiar era si existía alguna relación entre ciertas propiedades de la 

orina y la formación dei cfistal~s.,l~ inf~r~1'ciÓ~ se obtuvo de Andrews et. al. 
~ • •• ,. -. --·:. • •• ·, :-;:,;/.:;. ~ -"e - -., •• ..... ,_.;:.:·-;· : 

(1985). A continua?ión se pr~se~~~nsolarr1ente los datos de dos variables: la 

variable de respue~'ta, :Y, cµyo ~ai?.'~ e~ de;O si no se encontraron cristales en la 

orina y de 1 si tíabia' cristales; la otra variable es CAL, que representa la 
' ' ·'· .. f 

concentración de calcio en milirrioles por litro. 

y CAL y CAL 

o 2.45 o 5.38 
o 4.49 o 3.53 
o 2.36 o 4.54 
o 2.15 o 3.98 
o 1.16 o 1.02 
o 3.34 o 3.46 
o 1.4 o 1.19 
o 8.48 o 5.64 
o 1.16 o 2.66 :-. 
o 2.21 o 1.22 
o 1.93 o 2.64 
o 1.27 . o 2.31 
o 1.03 o 4.49 
o 1.47 1 6.96 
o 1;53 1 13.00 
o 5.09 1 5.54 
o 1.05 1 6.19 
o 2.03 1 7.31 
o 7.68 1 f4.34 
o 1.45' 1 4.74 .. 
o . 5;15 1 2.50 
o 0.81 1 1.27 
o 1.32 1 4.18 
o 1.55 1 3.10 
o 1.52 1 3.01 
o 0.77 1 6.81 
o 2.17 1 8.28 
o 0.17 1 2.33 
o 0.83 1 7.18 
o 3.04 1 5.67 
o 1.06 1 12.68 
o 3.93 1 8.94 
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y CAL y CAL 

1 3.16 6.63 
1 3.30 8.53 
1 6.99 9.04 
1 0.65 0.58 
1 4.18 7.82 
1 4.45 12.20 
1 0.27 '9.39 
1 7.64 

La variable explicati~a; CAL, es continua, de tal ~uerte que para cada uno 
,•, '·. - . ·- - - - - ' - . . . ' ·· .. ·. - ; . ~ . 

de sus valores sefoímá un grupo eh donde se Uel'le uria sofá observación de fa 
- '• ,. ~· -- '·Y·~-- -· . ·, \' - , . -' . . , ... 

variable respuest,aY'E~t~'e~funa~ituación que en: 1a.prácuca se presenta con 

bastante frecu~f"lci~. ~!'.'13j~~'[~''del ~~d~l~:se}~nt~:a. ~o~tinuación, 
LoGIT 11 D8'jJe'r1Cier1tvélriaiJ1é1s Y · 

~~~~~1'r!~Si1f ~::::~tf~',·•·'.·· 
ConVergenéeachieyed after.,3 ite.rations 

LoglikeÜhoO'ci~ ..... <'.·· '· :.;p:.? .. 5.J3
3
. 6

4
: ... ··.••.•.·.·.~ .. · · 

Obswith Dep~1·'.' ;i ... , . 
obsw11típep~o : ~w. · 

1.cíooOCJo :1. /1 :cioóoóo•.•.• 
X4._13asa1.~,~:~ 6J42s4 t 

0.0001 
0.0001 

El resultado •. delTeo}em~{2''. es· .•. ~.'.•qde'•·iea.pli·c~ •...•. e~· ···~·st~ ca~o.' 'El,. cálculo·. de 

la estadística (2N) J'· es' s~~ej~~t~';, ~~I ~jem~lo á~t~rior, ·1a ún;ca diferencia es 

que ahora m; = ,1, i ,,; 1,.2; : .. /7S. Los ·1alores estimados de .ii:1, necesarios para el 

cálculo de (2N) 1)., .u,:, y cr;.• son 



y CAL ít, 
y CAL it¡ 

o 2.45 0.2630 o 5.38 0,5849 
o 4.49 0.4815 o 3.53 0.3719 
o 2.36 0:2549 o 4.54 0,4873 
o 2.15. 0.2367 o 3.98 0.4223-
o 1.16 '0~1632 o 1.02- 0:1544 
o 3,34 0.3513 o 3.46 0,3643 
o 1.4 . 0.1791 o 1".19'. . .0.1651: 
o 8.48 0.8576 o 5.64 0.6141 
o 1:15 

- -~:~:;~ o 2.'36 0.2825 
o 2.21 o 1.22 : 0.1671 
o 1.93 0.2186 o 2.64 .··0.2807 
o 1.27 .;0.1703. o 2.31 0:2505 
o 1.03 '.0.1550 o 4:49· . .0.4815 
o 1A7 0.1840. 1 6.96 ,_. ;o.7471 
o 1.53 0.1883 •. 1 13.00 0.9804 
o 5.09 0.5516 1 5.54 >.0.6030 
o 1.05 . c0.1563 1 . 6.19·: -o.6732 
o 2.03 .0.2267 - 1 7.31 .... _.· ...... 0.7768 
.o 7;68 - ,0.8055 •-·_ 1 14;34·' '· .,-0.-9895 
o 1.45 . 0.1826 1 4.74 ·0.5107 
o 5.16 .0.5597' 1 2.50 ' 0.2676 
o 0.81 0.1420' .. 1 1;27 ·0.1703 
o 1.32 0.1737 _· 1 4:18 "0:4454 
o 1.55 .. 0.1897 1 3.10 C0.3262 .-
o 1.52 0.1875 1 3.01 0.3170 
o 0,77 0.1397 1 6.81 0.7336 
o 2.17 . 0.2384 1 .8.28 i0.8458 
o 0.17 ... 0.1092 1 2.33..;..; ' .0.2523 
o 0,83 0.1431 ·. 1 7-.18 0.7661 
o 3.04 0.3200 1 ,5.67 .. 0.6175 
o 1.06 0.1569 1 12:68 : 0.9773 
o 3.93 '0.4166 1 8.94c --..• ·o.8820 
1 3.16 ·••0.3324 1 6.63 0.7168 
1 3.30 '0.34.7.1 1 8.53 . ; 0,8605 
1 6.99 '0.7498 1 9.04 0,8868 
1 0.65 ·0.1331 1 0.58 0.1294 
1 4.18 0.4454 1 -7.82 -- -~- - 0.8155 -
1 4.45 o.'4768- 1 . 12.20 0,9718 
1 0.27. 0.1139 1 9.39. 0.9022 
1 7.64 0.8025 

La expresión de µ¡_ es 

ll, =.---)' - -1 ;;:,+ -- -1 (1-;r~ 2 

19 {[e 1 r J [ ( 1 r J } . . i. (i. + 1) ¡;;¡ ;'t¡ . 1 - ;'t¡ ' 
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Como solo hay una observación por grupo, cr,.2 es igual Ja suma de cuadrados de 

residuales de Ja regresión ponderada que tiene, como variable. respuesta, al 

vector u,.,con elemeqto i-ésimo igual a 

2 [( 1 ·)). ···(··· 1 •)).] 
t.p .. +1) it¡ .• - 1-: it¡ .· ' 

Ja matriz de diseño es igual a Ja del modelo logístico, y la matriz de pesos. es 

W =diag { it1 (1- it1 )}. 

A continuación se presenta una. tabla con. todos Jos resultad~s anteriores 

para distintos valores de t.. 

t.. 

-0.8 
-0.6 
-0.4 
-0.2 
0.2 
0.4 
0.6 

0.66 
0.8 
1 

1.2 
1.4 
1.6 
1.8 
2 

(2N) I,; T,. 

275.9363 289.2091 •··. ' 432:945¡ <. -0.6379 

~6~:g:~~ ~~~:~~~~· ·. · 195¿}11;¡~:.· T.:g:~~~~ 
88.8588 92.4692 < .}8_.3250~ >::::.0.4079. 
73.1072 75.5312 ~'79.3154. : -0.2722 

~~:~~~~ ~~:~~~: ·•. . ~1~~~4\33~< . <~:~~~~ 
11.1241 · 72.9336 •. · 128 2177 · -0.1589 
12.1024 74:5151 · 160:0042}· • ~0.1433 
76.8066 ··.8)6.;.7692'2;•¡4,c 241.2551< .. -0.1412 
83.2038 ;:;e;;, 404:8364•'~ : . '-0.1699 
92.3180 .98.7322 ' ' '768.385 ·.· • -0.2314 

104.8061 ·• ,117.9068 , .. '.1670.897'.·. ' .. -0.3205 
121.6161 · é.149.0679,:/ 4177.562;' ; ';o.4247 
144.0794 •2ous15.>': '11910.4· : .-0.5288 

_:_:;,;~~~~e·~_;_-~·:- -~i~,,:~_;;~ 
--~~; -

Al comparar Jos valores de Ja estadística i\.con'Íos cuantiles de una normal 
' . . ·. - '.,, .-; .. - . - ·- "_ .. , ' -"' ¡ . .' _,. ' ~' . -

estándar, es claro que. no· hay'eviden~ia ~~ ¿ontr~ d~I ·¡¡{~delo J~gístico. Al. igual 

que en el ejemplo i, Aguirre,· .R:· (1991). realiza un ,aní:ílisis mUy. completo de 

diagnóstico con ~:stos Q'áto~, y Jl~g~ a Ja conclusiÓn de que no hay ningún tipo de 

problema con el modelo .. 



Como se hizo notar en la sección 3.3.2. El uso de la estadística T4 , cuando 

hay dispe~sión extreima, se puede ver corr10 una prueba sobre. la función liga 

propuesta; eh este ~so' la tránsformadór:i logit. En este éaso, la estadística T4 '·· ,",- . - .. '·> ·. ..·" . . - ._ - - -

coincide con la· est~c:Íística basada en pLlritaj~s. por. lo que si tiene sentido 
,_ -~_¡."' . . . - . : : '., ' ' ,- ·:~-'-. ' , ·- -, -· .. ·. - .. 

rechazar la hipótesis nula si T,. es " pequeña''. Para el ejemplo que nos ocupa 

tampoco hay problema en este sentido. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo se hizo una presentación 'muy general del modelo logístico 

y algunas de sus p:opi9,~a~e~'. ,f:s1e. '~!Jdelo~erte~~ce ·a· una •familia muy 

importante: la familia de los : mqdelosJiríeales >gerleralizados. <Se.··. expusieron 

algunos concept~~r,;urí~amentales'éso?r~f~ff~~··;model6~ .. y .• ~é. obtuv,ieron las 

expresiones cor~~sp6!1~i~~{;sd~I • ~ode'1b'ajll;t~d~.. 
---•,_- ,.::.:-·<-· 

En c~antC>:~1}pr~bi~~a;tJ9·,b~n~a~.'.deTajS·s'fe.:s~•prese~t¿•·1a ~dtadí~tica 
-. '> ;.,.,. - \'."',S."'' .. :·~·;~;\• •:-· ,. ,._•:._,., ; -•",'' 

~:~~:,~u:~t~d':~.~~~;:~~~J·t~~~rtbt~;:~~!!~~f ;~~~~!:";:~ 
·'.. ·;:·:' . ' - ( .: .··l: . . - - - . . ··. ··; ·~:;:_. ' - . . . :;. 

otras estadístic~s' .. c6noddascorno ,cáso;párticular'(valores espécíficO~ de·· i..).La 
. • ... :.· ...; __ ·_->-· ,.~.,-•-·--,~-"=----.~-----.-.!" ·,. <"- -, __ .' ••• :-. '-·--~ ,- •• ·,-·.- •• ••• _.- ·'· •• __ .,._,_ --~ •• 

~ºb~:~i::ne:~/~º~;~T1t~~·r26!~t1\~):1:ir~:it6';~r~:~~s:~u 11:':;t~~:t~~7::~-~~· 
1 ,•" __ -, .:~ .. -;o• .' : C:-- •• :o· - ·~ 

-·"'--"-··· _-

Cuando los'ciaios estan agrÚpados; yse d.1mplen ciertas condiciones límite 
, . · •. ' .. ·' • · e . ·" •, -- · o ' • . · _, . , : • • , ·•. « , • ·' · -- · , - ·'·'' - · ~ ' ' 

sobre el tarriar'íi:i d~ lo~ 9rC~d~. ~sta ¿ltirn~ cli~t;itiucfÓn ~~·u~i:é. 'st lo~d~tos no 

estan agrupados;.coniº .. _suele ocurrir.
2

a.i ;1;ner.covari~bl~s·_.conti.~u~~.· ... la·si,tuación. 

: .. ~::~~:~,~tiYº~r~~rt~1ft~J~~i.~;·i~~~~i~i~~i~~itf ~u::: 
presenta en···e1··.T~orema. 2.·.y ~ue,.;u~···ciad.~ •• ~or .• EajeK• e~ .••. 19S.~, :e¡;. irii~o~ant.e •.en 

:~:.~::rn:J~~~r~~;c~ii~itfu~~;,~;~;,,~~.12iJ1~~:t;~~~~i~~~::~ 
Dejando aparte la difiéultad que repr.esen,ta la.demostración 'dél .'.J"e~rem~, el 

cálculo de µ,; y (s·,,2 ' no e~ 2~rnplÍ~ad_o.;~unqu~ ~i 1~tiin?ss: ~~/~~n~Ício~es para 
'. >.:.. -·.- --:' -. ~ .< - '·t ~:·-,.} _:_;'·:-_ . . ':·-,:·· -:· :.>·-~ ::;-'.·-' ~--- ':.,_,_: ., ·~ ;, '",/.:::·>·-·'. '>\'. :- ·:.:' :;:.:. _..,. t:·; :: :::,'._'."°>'''· ... :r.."...'.~,· «'. 

tener expresiones más se'nCiBas>deivalo.rasintóticode,laesperanzayla varianza 

de (2N)I" , pero g~neralm~nte • ~¡ cor1lprobar que tales c~~di-~i~~e~ se cumplan 
• - ·: .. ~ -, • . . ' . ;·, . '' • " « .• . . --- . ' "' ' - . .. . ,.. •• . , 

resulta una tarea dificil o irnpo;ibi~.; En principio, no se ti~~e un buen ajuste 



cuando el valor de T,. = ((2N)I\ - ~1,.) I O'>-·• es "grande". No obstante, si en cada 

grupo se tiene una sola observación, la est.adística T,. coincide con la que se 

obtiene al. re.ali.zar una ·prueba sobre la bondád de I~ función liga usando la 

función . de · pullta}e. Esto nos. cir6'a ~~e . también puede. t~nerse taita· de ajuste 
• , •••• _, ,. ''• •••• 1 

cuando el valÓrd~T~ ~s ,;pequeño". 

Un problem~ i~~~Aante en el uso de la estadística (2N)I" , es la selección 
. --~·~··;-. ··;. '': .. .. .. . . . .. -·. " - .. -· . 

del valo.r de ~;',A.párte•.cielos.cáso.~ .. t.. •. = :.2,.-1,· .• -o.s;.o,.1,.que .. dan lugar a 

estadísticas .. conocidas/ no seti~n·~•todavía 'un .. criterio ·bien definid~p~ra elegir .et 

valor de t... Cressi~:~~d.~~~d'.(J~~a)·:;ugier~~un~~tor~~ {;jg~~I~ ~;~¡i~u~s•se 
han viste· que ~I ir1~h!~~~~i··1éfaninós · d_e .corrección ª· ta·. esí~~istié:~' 'c2füt'-·~:P~·ra 
que sus momentos sean más párecidos a los de una x2 , 7'.. = 213 dá IÚgar a lás 

- •• & 

los parámetros dél rncídeto se :,puede :realizar• minimizando\ el 'valar·cie .. diC:ha 
..... , - : " ~ ·-- --- .· 

estadística para•algún/..fijo .. Elestimador que.seobtieriees'consistent~-y pe~ lo 
' .: .-.·_·.'· - ,,· ·--.' ,·;-:. -'·e.:,·•·.·-;.:'.<-::_ .: ---- ·o.é'· .-.- o -.:-;·.'· 1 .•.· 1. '>- ---;;_, _,, ___ .. , . 

tanto se puecie emplear ell 81 'reor~rria 2. .·.·· 
.-; -~ '. ,:,j ·,__ ._:. _',;-_ -, ,-._·. ;;· -- .e-'°- -·'-

El estudia¡!~ ~~t~ncia.~e úíla prueb~ el~iu~arn~flfe importánte,. y en este 

::::::. ·¡;.~,!i~t~~?if ;E~tr~"~;~~~i1~~:~~ii:i.2·::0:l:¡t:::::::: 
agrupados, o bien una' n8frnal;pará dato~c¡,~ agr\:ip~cl~s'.. 

Simonoff (1986) sSgier~ estimar ~a: ~ricient~m~~te la. varianza de. (2N)I" 
< ' ·,: ' •• <"' .,_ ·:;··:·:··_ .' '· .· ._>_·-·:-_: -.\.<"•• .'·:~·-; -: .··_, ,.7,- .:· 

utilizando el método dej~ckknife.Este autor: trata b<Íisicamente el caso de tener un 

solo grupo forrnadoporla~covariables ~-una re~~uesta.múlUnoinial. Comenta que 
. . -

se espera lo mismo para el caso de tener un mod.elo lineal generalizad~ . 
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Mucha de Ja información con que se cuenta provi~ne de haber realizado 

una encuesta por mUesteo. Roberts, Rao y Kumar (1987), se preocupan por tener 

en cuanta el diseño de muestreio y de acuerdo a ésto, ajustar las estadísticas x2 y 
Gi , al ajustar un modelo logístico. Este trabajo puede ser Ja base para proponer 

Jos ajustes corresp~n~ient~s~ Ja estadística (2N)I~. 
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A p E N o 1 e E No. 1 

Sea Y1 una variable aleatoria cuya distribución pertenece a la familia 

exponencial, de tal forma que su fur:ición de densidad es de la forma 

f( ·a· .k) {y161'°".b(El1), ( .!.)} 
y1, l•'f = exp . ,a(ij>): -..c y1,'f. • 

Si Y1 es la respuesta de un. rn~d~lo lineal generalizado, con X matriz de 

covariables y función. liga d~da p~r ~ ==' Xp, entonces I~ m~triz de información i(p) 

resulta ser 

i(p) = a·1(tj>) XT (CVC)·1X , 

con 

e = diag {a TJ/a µ1} y V =.diag {b"(91)} • . ... , .. 

La demostración de esta última afirmaéiÓn se prese~ta a
0 

continuación. 

Siendo L(p) el logaritmo· de la función de verosimilitud y J(f3) la matriz 

definida como 

el elemento (r,s) dela matriz i(p) está dada por 

{i(p)} = -E{J(p)} =-E{ ~2 

L~J3)} = 
rs . . . rs . cJ3, c)3, 
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= -a-1
(4>) E±[cv1 - µ,) x1• ~.~. • .(. b. "(e1> 8~1 ). -

1 

+.(b"(e1 ) aai,') x,. ~~ cv1 -µ,>] = 
1~1 ' º'"''.. ¡1, . •. . µ, º'"'' 

Por lo que finalmente, 

i(l3) = a-1(4>) XT (CVC)-1 X . 
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A p E N o 1 e E No. 2 

Las condiciones de regularidad a las que se refiere el Teorema 1 fueron 

establecidas P()r Birch en 1964. Sea cj> * e <1>0 el verdadero y desconocido valor de 

cj> bajo uria hipótesis H0, y sea 9 • e 0 0 e 9tP, p < k-1, tal que 4' ·= f(9*). Las 

condiciones son, 

1. 0· es un puntó intE!dor de 0 0 • 

2. ,,· = f,(9 ~) > o,'i~ 1, 2: .. : ; 'k, asi que el>* es i.Jn punto interior de <l>o. 
- - -.- ;.,-,:::· ;_:,{~· - '· -__ , ~_._,:<. _\ ,_.:: . "-. ' -•. -. 

3. El mapeo f: 0 0 4 Cll0 es tótalínente diferenciable en 9 ,de tal suerte que óf1 I 001 

existe en 9 * y además f(9) s.e ~uE!de aproximar linealmente de la siguiente 

,forma, -- =: --

• • - _:_~: ' • • o ' '·- ' 

f(0) = f(9*)+[~f(8~](~-~nt~C/W~0·11 · 

cuando 9 ~ 9*. 
' --.·-- ·' -

4. La matriz jacobÍana a f (9*)/00.es de rango c;mpleto, siendo éste igual a p. 
' ' ·. ::··_ .. -. ·:::-/· ·< ·--<~--~-- --,'._.~-;-~:~ < .· '., :·~·-_ .. ;·. 

5. El mapeo f-1 : <1>0 ~ 0 0 es continuo en cj> = f(9 ): 

6. El mapeo f: 0 0 ~ Cll0 es co~tin~~ paratodo e* e 0 0 • 
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A P E N O 1 C E No. 3 

En términos de la notación empleada en el Capitulo 3 de este trabajo, las 

condiciones de regl.Jla~idad de Birch más importantes son: 

CR 1) El vecto'r de probabilidades x1, como función del vector 13. tiene primera y 
• • ' : ·~ , •• • ,,. ,~,:--, : ·'.., '·'''' ' : > 

segu~da -ci~~iJad~~ continuas con respecto a 13: . ··>·-· .. - ,-_·:.'--

CR4) p - 13 = [ i(P>t' DI(~) t o;c~·1): D 1(,3) es la derJvada .del ·logaritmo natural de 

Otra condi~ión qÜ~ ~~ debe cumplir> es• sobre· la . varianza cr._ 2, la cual ·establece 

que, 

CV) nlcr;,,.2.<cn .. 

En todo lo sigue de este Ap~ndice se omite el uso de l.., pues su valor 

específico no alter~ lo~re~~ltaclos. 

La demostr~ción dél "f~oré_ma 2_ comienza con la definición de la suma de 

desviacione~ 2(13) = (2N) 1(13) - µ(¡3). Una expansión de primer orden dá lugar a 
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Z(¡3) - Z(fl) = D Z(f3) [ P- Pl + Op(1) 

En la expresión anterior, la derivada [) Z(f}) se puede reemplazar por su valor 

esperado, E{D Z(p)} = -c(f3), ya qúe [)Z(f3) :; "'. c(f3) + OP(n112) ( el vector c(f3) se 

definió al establec~r el· Te~reíl1a 2). · Con ~sto Último y el supuesto CR4, el 

numerador de la estadística Tdel TebrE!iri~;s~·puede representar como 
. ' ,.~,>: :.: :- -~!o;• __ -.--·-::.- . -

(A3.1) 

con 

\ji= Z(p) :<c(p) ( i(p)¡-1 Dl(p) . 

Como Z(p) y Dl(f3) son sumas dé variables aleatorias independientes, al 
",- . ·- ·:._':_ :: _;.~:· -. ·~;_:;:./;_ 

aplicar el Teorema Central de!Umite sei"C>btiene la. normalidad ;asintótica de ljl. 
-- - -- . ,• _.: :-:::~---· .:..'~~ - __ . .,,, ,--;._-_ -::..._· . ' - ,- -- ._: ,__ ~:' - -

Además, E(IJI) =O y V(\jl.)·~ cr2(fü;,, \li(ó)~ Q(p), asi que cunado n--> co, 

(A3.2) 

A partir de (A3.1) y (A3.2), se tiene. lo siguiente, 

Z(p) ~T cr(p) ~ N(O 1) 
cr(f3) ~cr(f3) . ' ' 

confcrme n --> :o. 

El Teorema 2 quedaría dem_cistrado s¡se muestra que cr(P) es un estimador 
.- :- . - ; . - ··._· ·:: ~ ,. __ >· ·: .. ' 

consistente de cr(f3). Despues de obtener algunas propiedades en cuanto.al orden 

de ciertas cantidades, Rojek(19~9) de~IJe~traque<efeC:uv~mente 
[cr(p) I cr(f3)] -4 1 . 
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A p E N o 1 e E No. 4 

En el Capítulo 1 .de este trabajo se expresó la estadística (2N) IA corno la 

suma ,:E0 A,_(Y1, m17t1),' en donde 

Sea VA la suma · 

con 
- ~ .. _ -.-

• cA(rn¡, it1) "." COV{Y,A(Y, rn7t)} . 

En este Apén~ice s~ dernúéstra que i:JaAdc{m1 ~ 1 .' i = 1, 2, ... , n, V A es 
. _ ...... ..__ ,- ·'--·::::;:.·:. ·,, --~.o!_'.o··"''·- ·--~ -- ---"OO.~--, -·=o=-'-·-·;-<''-·, .. ~. - -

igual a cero. ~rim~ro ~~'bar~ula h~2 (1, ~)'. •.. · ..• •·•·••· 
.' ,.~· ,_ 

hA2 (1, 7t) = V{A,_(Y/7t)} = ~{A,_2()', rrm)}-E,2{A,_(Y,im7t)}= 

"E{A'( ,: 1)' y; [@,~rn-: ~'(~~;;((1 ~(; { (~= :r-1r + 

+2 A'<,: 1¡' Y 11-v{l~J';-1fü (~;~)'~ 1 ]}-
--~ o:'._:-._:'•· ... _:, _' :~_;, __ : .. ~:~.;:-,--<--·:·;·o.- -

4 [( 1 );. ' ] [( 1 ·);, . ] . }' +2.2(• ... 2 - -1 .~ -1 ;c(1-:-:t) = 
f. ~- . 1) 7t 1 7t 
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= 
4 [(1):l. -1]

2 

7t(1-7t)+ . 
4 

[(-
1 ):l -1]

2 

(1-7t)(1-(1-7t))-
~ . .2('.+1)2 7t .· ¡,.2(1..+1}2 1-7t 

A • [( 1).:.. ·:] [(··· 1 ... ):.. · '] .. 
-2 . . . -. · ...... -.1. ..-. -. · ... -. 11t(1-:-7t)= A.2(A.+1)2 . 7t ' ·. 17 7t .• ·.· ··.· ... 

' « -· 

":.~~:;~~j[HJ-(,~.J]'.) · (A4.1) 

Ahora se calcula o,,,(1, 7t). · · 

c:.. (1, 7t) = COV{Y, A:.. (Y,7t)} = E{YA:.. (Y;7t)}-E(Y) E{A:.. (Y, 7t)} = 

=---7t(1-7t) .-e- -;-t; -·.-·. º+1 = 2 ··••• [( 1 ),,, .. ·. '···:·(' 1 ·).i. . :'·]. 
1..(1 .. +1)• ......... ·.1t····· ··. 1;:~ .•• 

(A4:2} 

, " ,' . 

A partir de (A4.1} y (A4.2) resulta evidente que V,_ es igual a cero, pues 

cada uno de sus sumandos es igual a cero. 
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