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OBJETIVO:

Representar 12 funcién de distribucion normal de
probabilidades por medio de una serie de potencias.

HIPOTESIS:

St existe una representacion en serie de potencias de
la integral de probabilidades y existe una relacion explicita entre ésta y
la ley de distribucion normal, entonces existe una representacion en
serie de potencias de dicha ley de probabilidades.
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Introduceion

INTRODUCCION

Sa dice, enlre ofras cosas, que la modsma teorfa de probabilidades es muy
abstracta y general para ser tlil. Este fue el grito de batalla que la gente con
sentido préctico fanzé contra la teorfa dal campo de Maxwall. Se responde a
asle argumento sl indicamos las nuevas 6 Inaspemdas aplicaciones abiertas
por la teorla abstracte de los p , 0 al conocimiento nusvo
fundo ofrecido por la taorfa de la fluctuacion que, una vez mas,
desmlenle la Inlu/::IOn y se dinge a una revisién de las aclividades précticas.
De todas maneras, la discusitn es inttil; es facil condenar.

Apenas ayer, las cosas priclicas de hoy fueron flamadas Imprécflcas

ylas leorlas que serén pi fiana serén eliquetada
como juegos Inanlss por ilos hombres pricticos de hoy.
William Feller

En una situacidn practica, un problema matematico se deriva de
un fenémeno fisico o social sobre el cual se han hecho algunas
suposiciones para simplificarlo y, poder asf, representario
mateméticamente. Muchas veces cuando se relajan las suposiciones
se llega a un modelo matemético mas apropiado, pero al mismo
tiempo, mas dificil o imposible de resolver explicitamente. Y como,
generalmente, el problema matematico no resuelve el problema
exactamente, resulta con frecuencia mas apropiado encontrar una
solucién aproximada del modelo.

Las técnicas del andlisis numérico nos permiten aproximar
soluciones de modelos matematicos complicados. Es éste el caso de
la evaluacién de la distribucién normal, en la que se utilizan técnicas
de integracion numérica o, para los mas practicos, tablas publicadas
en las que se muestran algunos de sus valores més significativos.

Este trabajo propone otro método numérico de evaluacién de la
ley de distribucion normal, a la vez que muestra una representacion
tedrica de ésta, en series de potencias.
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La funcién integral de probabilidades es un importante modelo
" de la fisica matematica. E| trabajo mostrara una representacién en
serie de potencias de ésta funcién, después establecera la relacion
que existe entre ésta y la ley de distribucién normal para obtener su
representacidén en serie de potencias. También, propone un
algoritmo para evaluar dicha distribucién por medio de un computador.

En el capitulo | se presentaran al lector los conceptos tedricos
necesarios para entender la tecria posterior. Concretamente, se
recordaran algunos conceptos del céfculo real, la topologia de los
nameros complejos y el formalismo de las funciones analiticas; en
particular se construird la funcion exponencial compleja de manera
que se pueda constatar que tiene esta caracteristica.

Después, en el capitulo I se tratara la funcién integral de
probabilidades. Se presentara, brevemente, la teorla que sustenta la
integral de linea sobre los numeros complejos, para facilitar el
entendimiento de ésta funcion. Ademas, se introducira una importante
implicacion de dicha funcién en la fisica matematica, al exponer la
relacion que existe entre ésta y las integrales de Fresnel.

En el capitulo Il se mostrardn las caracteristicas mas
significativas de la ley normal. También se mencionara al lector el
teorema central de limite que hace de ésta ley una de las mas
importantes de la teoria de probabilidades. Ademds, se incluird en
este capltulo, la relacién que existe entre ésta y la funcidn integral de
probabilidades.

En el capitulo IV se obtendra una seri¢ de potencias que
represente la integral de probabilidades, para derivar de ésta y de su
relacidn con ia ley normal una representacion en serie de potencias de
dicha ley.

Por tltimo, en el capltulo V se mostraran los algoritmos que nos
permitan evaluar aproximadamente la funcién de distribucién normal
por medio de un computador.
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Es importante mencionarle al iector que para leer fluidamente el
trabajo son necesarios conocimientos basicos de calculo y probabili-
dad, asi como del algebra de los niimeros complejos.

En el apéndice A se incluye la fraduccidn, a lenguaje C, de los
algoritmos que se presentaran en el capitulo V, lo cual facilitara al
lector el uso de los resultados alcanzados en este trabajo en
aplicaciones de codmputo, que requieran de la evaluacién directa de la
ley de distribucién normal, en ia estadistica y la probabilidad.

Hi



CAPITULO 1|

CONCEPTOS PRELIMINARES
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Este capitulo tiene por objeto dar al lector una vision general de
los conceptos necesarios para entender la exposicion teérica
posterior. Recordaremos primero, algunos de ellos relativos al calculo
real que utilizaremos para entender Ia integracion de linea compleja.

Después, expondremos la topologla bésica de la variable
compleja, se asumird que el fector conoce el algebra elemental de los
numeros complejos, para llegar a la diferenciacién y la integracion de
linea.

Culminaremos el capitulo con la construccion de la funcién
exponencial compleja que seré base de toda la teoria posterior.

1.1 Formas diferenciales lineales

Recordaremos ciertas ideas del calculo real porque utilizaremos
algunos de sus resultados para definir, posteriormente, la integral de
linea en el plano complejo. Si el lector desea profundizar en el tema
recomendamos referirse al tomo 2 de /ntroduccion al célcufo y al
andlisis matematico de R. Couranty F. John [1].
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Formas diferenciales lineales

" Una forma diferencial lineal, en el plano real, se define por una
expresién como la siguiente

L= A(x,y)dx+ B(x,y)dy.

Esta funcién L de cuatro variables reales x, y,dx y dy es una forma
lineal en las variables diferenciales dx y dy, con coeficientes que
dependen de x y y Una forma diferencial especial, es la diferencial
total de una funcién f en la cual los coeficientes A y B estan dados

por .
4 PG G
Ox oy

Si una forma diferencial L es la diferencial total de una funcién,
se dice que es una forma diferencial exacta o que es integrable. No
toda forma diferencial tiene esta caracteristica; para ello, es necesario
que cumpla con ciertas condiciones de integrabilidad:

Si los coeficientes A y B de la forma diferencial L tienen primeras
derivadas continuas y si L es exacta, entonces se cumple la

condicién
o4 OB

oy Ox

Esta es una consecuencia directa de las reglas para la
intercambiabilidad de las segundas derivadas'’ Sin embargo, no
profundizaremos en esto, pues sélo nos interesa el estudio de las
formas diferenciales totales.

1véase el teorema int biabitidad de las das derivadas, Courant{1], paginas 63 y 114. El

teorema, en resumen, da la siguiente igualdad a—A = ii = _a_?L = ?E-

by o iy o
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Teoria basica de las curvas planas

Nos interesa la integracién a lo largo de curvas planas, por lo
que resulta ldgico pensar en que debemos tener primero, cierto
conocimiento de éstas. Asi pues, mostraremos de forma general, las
caracteristicas de una curva plana.

La descripcion mas directa y flexible de una curva es su
representacion paramétrica. En vez de considerar una de las
coordenadas rectangulares en particular, ¥ o x, como una funcién de
la otra, se considerardn ambas coordenadas x y y, como funciones
de una tercera variable 7, el llamado pardmetro; y el punto con
coordenadas x y y describe entonces la curva conforme ¢ recorre un
cierto intervalo.

La representacion paramétrica define una transformacion de un
intervalo del eje t, en el plano. Esto queda dado mediante una
expresién de la forma

Gx=R,(0), p=2,0)

SiA,y ky son continuas, entonces, puntos arbitrariamente

cercanos sobre el eje t corresponden a puntos arbitrariamente
cercanos de la curva I'. Cuando una curva puede ser expresada de
estd forma, siempre pueden obtenerse ofras representaciones
paramétricas de ella,

Como los puntos del eje ¢ estdn ordenados, debido a que el
campo de los nimeros reales tiene orden, de manera obvia se puede
asignar un orden y sentido a los puntos de I" diciendo simplemente
que el punto en el cual se transforma £, precede al punto de la curva
en que se transforma #,, si t; <t, Con base en ese orden se puede
definir la direccién de una curva. Un arco simple dirigido u orientado,
es aquél en el cual se ha escogido un sentido definido, vy este sentido
se llama entonces el sentido positivo del arco. A la direccién contraria



Conceplos preliminares

se le llama sentido negativo. El sentido positivo queda completamente
especificado si se sabe cual de los puntos extremos del arco sigue al
" ofro. Se denomina punto final del arco al punto extremo que sigue al
otro, de acuerdo al orden establecido, y punto inicial a este Ultimo.

Otra caracteristica importante de las curvas es el nimero de
partes separadas o ramas y el nimero de espiras que ellas tengan.
Nos interesan de forma particular las curvas consistentes de una sola
parte; las curvas conexas. Es conveniente aclarar que una curva
conexa puede intersectarse a sf misma.

Una curva conexa sin intersecciones se denomina simple. Entre
fas curvas simples se distinguen todavia las curvas cerradas, como el
circulo vy la elipse, de las no cerradas como los segmentos de recta y
parabolas.

Integracion de las formas diferenciales exactas

La integral de una forma diferencial lineal L, que es Ia
diferencial total de una funcién f, es igual a la diferencia de los
valores de f en los puntos extremos y no depende de la curva T
que una esos puntos y sobre la cual se integre [, siempre que ésta
esté definida sobre I'; es decir

L
r

tiene el mismo valor para todas las curvas simples dirigidas I" que se
encuentren en el dominio de f y tengan el mismo punto inicial F y el
mismo punto final K
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Para demostrar esta proposicién, supéngase que la curva I” se

refiere a un parametro ¢, donde ¢, corresponde al punto inicial £ y
£, al punto final £ 2 ésto es,

e (s

entonces, por la regla de la cadena de la derivacion, se tiene que

_fL f L =-dt = f(B)~ f(F,) donde se escribe

F(R) = f(x(5),y(%))
para i=0,1.
Lo cual demuestra que bajo las condiciones citadas, la integral
depende de los puntos extremos, dados por £, y # y nodela

trayectoria de la curva sobre la que se integra.

Si A,A,....,P, son puntos scbre el arco I' en el orden
determinado por la orientacién de T, se tiene que

fL=r(B)-F(B)= Z(f( 1)~ f(B))

n—1
= Z Ll:v-o-l L

v=0 Y

2Esto es posible gracias a que Ia representacion parametrica de una curva simple, define una
transformacién 1-1 entre clerto intervalo del eje t y la curva.,

€
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Si se denota al subarco con punto inicial F, y punto final B,
. como I}, se tiene

Pv+
L= L

v+l

Aqui la orientacién de cada curva I', concuerda con la de I. Ello nos
permite pensar, en este caso, en la suma simbdlica de curvas,
=I7+I,,+---+T,,y expresar laintegral L como una suma de
integrales de linea

jF1+--—+Fn L= J.F{L+m+ v[l‘,, L.

De modo semejante, si se intercambian los puntos extremos de
I", y denotamos por —~I" al arco que tiene orientacidn contraria, pero
describe la misma curva que I, entonces?

[ z=-]L

Esto tiene una particular relevancia al considerar arcos cerrados.
Todos los resultados obtenidos en esta seccion seran de extrema
importancia en el capitulo Il en que definiremos la integral de
funciones complejas sobre arcos.

3 'LL = f(B)~f(R) = -[f () - F(B)]= -_[[x,_. Esta propiedad de las integrales

definidas, llamada de reflexién, se establece en el cdlculo de una varable
b

como: Is(x)dr == {s(x)dx .
a b
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1.2 Topologia bésica del plano complejo

Después de haberse recordado algunos conceptos del calculo
real pasemos a la materia que nos ocupa, el plano complejo. En esta
seccion definiremos los conceptos basicos de la topologia de dicho
plano con miras a utilizarlos posteriormente. Se asume que el lector
conoce el dlgebra elemental de los nimeros complejos.

Se le llama entorno de radio €, o simplemente €-entorno, a
todos los puntos z que se encuentran en el interior del clrculo
centrado en z; y con radio €. Esto es, los puntos que satisfacen la
condicion |z—zd < ¢

Se dice que z es un punto de acumulacion de un conjunto S, si
cualquier e-entorno del punto z contiene un niimero infinito de puntos
pertenecientes a S.

Un conjunto S se llama abierto, si para cada uno de sus puntos
existe un g-entorno cuyos puntos todos pertenecen a S.

Un conjunto abierto sera conexo si, y solo si, dos puntos
cualesquiera del mismo pueden unirse mediante una curva continua
perteneciente al conjunto. Un conjunto abierto y conexo se llama
recinto.

Respecto a cualquier conjunto abierto y, en particular a un
recinto S, todos los puntos del plano se dividen en las siguientes tres
categorias:

a) puntos pertenecientes a S; éstos se llaman puntos interiores a S,

b} puntos no pertenecientes a S, que son para S puntos de
acumulacion; éstos se llaman puntos frontera de S,

c) puntos exteriores a 8. Son los puntos que no pertenecena Sy
no son para S puntos de acumulacion.
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Si S es un recinto, la unién de éste y todos sus puntos frontera
_ se llama recinto cerrado o cerradura de S.

Un conjunto G cuyos puntos estan contenidos todos en un cierto
disco |z{< R con centro en el origen de coordenadas se llama
acotado. Llamaremos a un recinto G acotado, simplemente conexo o
multiplemente conexo, segln que su frontera sea un conjunto conexo
o desconexo. Un ejemplo sencillo de un recinto simplemente conexo
es el interior de un circulo, ¥y un ejemplo de un recinto biconexo es
el conjunto de puntos situados entre dos circunferencias concéntricas.

Por (ltimo, consideremos el conjunto total de los numeros
complejos. En este se hacen dos distinciones segiin contengan el
punto del infinito o no, y son llamados respectivamente el plano
complejo extendido y el plano complejo finito. Para conceptualizar el
punto del infinito, denotado por oo, podemos considerar el plano
complejo atravesando el ecuador de una esfera unitaria centrada en el
origen. A cada punto de plano le corresponde exactamente un punto
P sobre la superficie de la esfera. El punto P esta determinado por la
interseccion de la recta que pasa por el punto z del plano y el polo
norte N de la esfera. De igual forma, a cada punto P sobre la
superficie de la esfera, diferente de! polo norte, le corresponde un
punto z en el plano. Haciendo corresponder el punto N de la esfera
con el punto del infinito del plano complejo extendido, obtenemos una
correspondencia biyectiva entre el plano extendido v la esfera. Esta
correspondencia recibe el nombre de proyeccion estereogréfica y la
esfera se denomina esfera de Riemann,
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1.3 Funciones enteras

Las funciones analiticas desempefian un papel fundamental en
la teoria de la variable compleja. Para definirlas debemos hacer una
introduccion a lo que representa una funcién compleja de variable
compleja, y a los conceptos de continuidad y derivada en el plano
complejo, relacionados con ésta.

Funciones complejas de variable compleja

Las funciones del plano complejo se definen de forma similar
que en el calculo real. Sea S un conjunto de nimeros complejos. Una
funcién f definida en S es una regla que asigna a cada z en S un
numero complejo w. El nimero w se llama el valor de f en z y se

denota por f(z); ésto es, w= f(z). El conjunto S se llama dominio
de definicién de f .

De este momento en adelante cuando hablemos de una funcion,
entenderemos que se trata de una funcién compleja de variable
compleja, a menos que se especifique otra cosa.

La derivada en el plano complejo

Al igual que en los nimeros reales podemos definir el limite de
una funcién, y posteriormente se puede establecer el concepto de
continuidad.

Sea f una funcién definida en algun £-entorno del punto Zy»
salvo posiblemente en el mismo z,,. Se dice que el limite de f cuando
z tiende a z;;, es el nlimero W), en simbolos

Lim f(z) = wp,

2—rzy
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si para cada nimero positivo £ existe un niimero positivo d tal que
|£(2) - wy| <€, siempre que, 0<|z—2z|<3.
La afirmacién anterior significa que el punto f(zp) puede
quedar arbitrariamente préximo a w,, siempre que z se encuentre

suficientemente proximo al punto z,. Graficamente ésto se puede
representar como en la figura siguiente

, v
g T ——
o
] x| “

Ahora examinemos el concepto de continuidad de una funcion
compleja de variable compleja. Si el punto de acumulacién z; de un
conjunto infinito S pertenece al conjunto mismo y para una funcién f,
definida en S, se tiene que lim f(2) = f(z,), entonces la funcién f

e

se llama continua en el punto z;. Una funcién que es continua en cada
_punto de un conjunto S, se llama continua en ese conjunto.

Con las bases anteriores podemos definir el concepto de
derivada.

Si f es una funcién compieja de variable compleja, se define la
derivada de f en el punto z; como

1"
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f'(z()) — Zimf(z)_f(ZO)’

zZ—>Zz) zZ—Zy

supuesto que el limite exista. Expresando la variable z en términos de
una nueva variable compleja Az = z -z, y debido a que

f(20+82) = f(20) = [ (2 +2-20) = [ (%) = [(2) — / (20)

podemos reescribir la definicion de derivada como

flzg+A2) = £(2)
) |

/@)= lim

Si existe la derivada en el punto z, se dice que f es
diferenciable en ese punto.

El siguiente teorema+¢ nos ayudara a obtener la derivada de una
funcién compleja de variable compleja f de forma sencilla, al darnos
ademas de la derivada las condiciones necesarias y suficientes para
su existencia.

TEOREMA, Para que una funcién f(z) = u(x,y)+iv(x,y), definida
en un recinto G, sea derivable en un punto z de este recinto como
funcion de variable compleja, es necesario y suficiente que las
funciones u(x,y) y v{x,)) sean diferenciables en este mismo punto
como funciones reales de dos variables reales) y que, ademas, se
cumplan en ese punto las condiciones:

Ou Ov Ou ov
Y = Yy =
ox oy Oy Ox

4La demostracién puede verse en Markushevish(2], paginas 89 y posteriores.

12
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Si se cumplen todas las condiciones del teorema, la derivada f'(z)
~ puede expresarse en cualquiera de las siguientes formas:

ou 6v Gv .Ou _ Ou 6u ov ov
f'(z )——~ ——=——f—= .
Ox "% 8y dy o 6y oy Ox

El teorema anterior nos brinda un método para obtener f'(z) en
términos de funciones reales de dos variables reales, que son, en
cierto modo, mas faciles de manejar. Las condiciones {A} dadas en el
teorema son de fundamental importancia en la teoria de las funciones
anallticas y aplicaciocnes de ésta a problemas de la fisica; y se llaman
igualdades de Cauchy-Riemann.

Funciones enteras

Por ultimo plantearemos el concepte de funcion entera. Una
funcién compleja de variable compleja f es analitica en un punto Zys
si su derivada existe, no sélo en z;, sinc también en cada punto z de
un g-entorno de z,. Nétese que si f es analitica en z;, es también
analitica en cada punto del g-entorno de z;, ya que éste es un
conjunto abierto. Se dice que una funcion f es entera si es analitica
en cada punto del plano complejo finito.

Ahora, podemos hacer otra clasificaciéon de las funciones
complejas de variable compleja con base en el concepto de funcién
entera. Un polinomioc complejo de grado # es una funcién P de ia
forma

P(z)=Y a7
i=0

donde los coeficientes a, i=0,1,2,,,n son nimeros complejos y
a,#0
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Después, se definen las funciones meromorfas como aquellas
funciones que pueden expresarse en forma de una razén de
" funciones enteras. Esta claro que toda funcion entera f es a la vez
una funcién meromorfa, puesto que puede expresarse de la forma
f(2)/1 Naturaimente, o reciproco no es cierto, como lo muestra el
ejemplo de la funcién l/z. Esta funcion es meromorfa pero no es
entera, ya que no esta definida en el punto z = 0. El caso mas simple
de funciones meromorfas son las funciones racionales. Asi se le
Hlama a toda funcion que puede expresarse en la forma

P
[ ==,
Q
donde P y Q son polinomios.

A {as funciones que no son racionales se les llama
trascendentes; es decir, son trascendentes todas aquellas funciones
que NO se pueden expresar como un cociente de polinomios.

1.4 La funcién exponencial compleja.

Quizas la funcidn entera mas utilizada a lo largo de este trabajo
sea la funcion exponencial compleja. Esta seccion estara dedicada a
su estudio y entendimiento.

La funcién exponencial, que es una funcion compleja de variable
compleja, es la funcibn mas simple de las funciones trascendentes
enteras. Se puede exponer simplemente definiéndola, pero para
conacerla rapidamente en casi toda su extensién, construyamosla a
partir de generalizar tas caracteristicas que la definen en los numeros
reales. Las caracteristicas base son:

14



Conceplos preliminaras

1) esta definida univocamente para todos los valores complejos

(finitos) de z, para valores reales de z la funcién toma también
valores reales y, f(1)=e.

2) satisface la igualdad f(z+zy) = f(2)f(z,) para cualesquiera
ZYy Zy

3) esdiferenciable en el punto z =0,

De la condiciones 1)y 2) yde f(z+0)= f(2)=f(2)f(0)
se deduce que f(0)=1

Ahora, como f(z—2)= f(0)= f(2)f(-2) =1, se tiene que
f(2)#0 para todo z en C, pues el conjunto de los numeros
complejos es un campos y por tanto, se cumple que si a,beC y
a-b#0entoncesa#0y b =0,

De las condiciones 2) y 3) obtenemos que para cualquier z, la
expresion

flz+d2)- @) _ f(@)f(82)~ f(2).f(0) _[f(A2)—f(D]f(2)
Az Az Az

tiende a f'(2) = f'(0) f(2) cuando Az — 0 Lo cual significa que f
es diferenciable en todo el plano complejo, pues z no tiene
restricciones, y por tanto es entera y satisface la ecuacién diferencial
f'(@)= f'(0)f(2) En particular con z = x, un niimero real,

F'(x)=f'(0)f(x)

= S0 _ din(f(x))
f(x) dx

5Un campo o cuerpo es una estructura algebraica, Véase Algebra Lineal de Kenett Hoffman{3],
paginas 1 y slguientes. -+

=f'(0)

15
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integrando la Jdltima expresién y considerando que f'(0) es
constante, se tiene que In(f(x)) = f'(0)x+c. Lo cual implica que,

f(X) = ef'(O)x+c

En particular, f(0)=¢" De la condicién inicial f(0)=1 se
deduce que c=0. Asl, f(1)=¢e/® y debido a que f(1)=e, se
tiene que f'(0)=1 Yconello f{(z=x+i0)=¢"

Al sustituir el valor de f'(0) en la expresién general de la
derivada de f', se obtiene la expresion de f', dada por

S'(@=1(0)f(2)=f(2).
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CAPITULO i

LA FUNCION INTEGRAL DE
PROBABILIDADES



La funcibn intogral de probabilidades

La funcién integral de probabilidades es una funcion de amplio
uso en la fisica matematica y en la estadistica. Es utilizada para
obtener valores numeéricos de funciones dificles de manejar
analiticamente, y que bajo cierfos parametros se aproximan a elfla. En
el presente capitulo la definiremos y mostraremos algunas de sus
propiedades y aplicaciones. Trataremos, primero, algunos conceptos
de integracion en el plano complejo.

1.1 integracion sobre curvas en ef plano complejo.

En esta seccién definiremos la integracién sobre una curva en
algiin recinto definido en el plano complejo. Haremos uso
indiscriminado de los conceptos del calculo real repasados en el
capitulo |, sobre todo de curvas en el plano y formas diferenciales
lineales. Es importante mencionar que nos referiremos solo al tipo de
integrales que utilizaremos en el trabajo. Si el lector desea profundizar
en el estudio de la integracién compleja recomendamos lea Variable
Compleja y Aplicaciones de Ruel V. Churchill[4] y Teorfa de las
funciones analiticas de Markushevish[2].



La funcién integral de probabilidades

Integracion sobre curvas en el plano complejo

Sea I''z=A(f), o<t<PB una curva continua. A cada
particion del segmento [a,ﬁ] en segmentos parciales [ot e +1]
k=01,...,n-1; a=oy<a;<--<a,=0 corresponde una
particion de la curva I' en arcos parciales 6, kK =0,1,...,n-1; con
los puntos iniciales z, = A(a,) ¥ los puntos finales z, ., = A{0l,()
El punto final de cada arco, a excepcion del Ultimo, coincide con el
punto inicial del arco que le sigue. Uniendo los puntos 2,2, ,..-,Z,_4
en su orden mediante segmentos rectilineos, obtenemos una

poligonal A Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los
segmentos .

n-1
Entonces, la longitud de la poligonal A es igual a ) |z;,, —z|
Si esta magnitud, independientemente de la particion ,::oonsiderada,
queda acotada,
n-1
2l — 2| < A<oo,
k=0 '

lacurva I se llama rectificable.

Ahora, sea Iiz=A(t), *<t<B una curva rectificable y
J(2) =u(&,n)+iv(&,m), una funcion continua sobre T,

Consideremos, como antes, alguna particién de 1a curva I' en arcos
o, y formemos para la funcién f(z) la suma de Riemann,

n-1
S= 2 fCe)(Zps —2)

k=0



La funclén integral de probabilidades

Cada término de esta suma es el producto del valor f(z) en
cierto Ck del arco o, por los afijos del punto inicial y final de ese arco.
Esto se puede reescribir como,

n-1

S= I;Z_o[u(&k M) + (G, ) [ Ax, +iAy, ]

donde Ax; =xp, — X, ¥ AV; =¥, — Y. Realizando el producto
correspondiente, obtenemos

n-1
S= Eo[u(ak,nk)Axk — V(& s M)AV, ]

n=1

+fl§)[v(§mm)Axk +u(€, :TI/c)A.Vk]

Como las funciones u(x,y) y v(x,y) son continuas, pues f(z)
es continua, y la curva ' es rectificable, las sumas indicadas
tenderan, hacia unos limites determinados al aumentar el nimere de

particiones de la curva mads alla de toda cota. Tenderan precisamente
a

G pde=ve,ndy g

Ji_ v(x,y)dx + u(x,))dy.

El limite de S cuando el numero de particiones crece
indefinidamente se representa por J-l‘ F(2)dz y se denomina integral

de la funcién f(z), tomada a lo largo o sobre de la curva I". Asl,.
pues,
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La funcién integral de probabilidades

n-1
Cen ff@dz= lim Y )z —2)

n—>0 L=

= [u(x, p)dx —v(x,y)dy
T

+i _[v(x, y)dx +u(x,y)dy.
r

Primitivas de una funcion
Si la  representacién paramétrica de I es

F(2)=u(h, (1),A, (1)) + (A (1),1,(2)); a<t<P entonces la
integral definida queda como

fo f@dz = [uCx,y)dx—v(x,y)dy
r

+i I v(x, y)dx +u(x, y)dy
r

B
= {u[xx(t),xy(t)]xx'(t)—v[xx(t),x,(t)]xy'(r) }dt

+fz{v[>»x<r),xy(r>]x;<t>+u[xx(t>,xy(t)]xy'(t)}dr

Por consiguiente, j;_ JS(2)dz tiene una descripcion paramétrica dada
por
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La funci6n Integral de probabilidades

B
[f@dz= [ £OLDN (Dar.
r o

Ahora bien, las integrales _[[,u(x, Ve -v(x,))dy y
L_v(x, y)dx + u(x,y)dy son integrales de funciones reales de dos

variables reales. Si las vemos mas a fondo, son las integrales de dos
formas diferenciales lineales. Mas atn, como vimos en el capitulo |, si
cada una de ellas es la integral de una diferencial exacta al integrarias
en el intervalo [a,B] el resultado no depende de la ruta elegida, sino
Gnicamente de los limites de integracién o y . En este momento se
tienen los elementos para pasar a la definicién de primitivas.

Sea f una funcién analitica en un recinto D, y sup6ngase que
existe una funcién analitica F tal que F'(z) = f(z) en cada punto de
D. Se dice entonces que la funcién F es una primitiva de f en el
recinto D.

A la luz de esta definicion, la integral {2.1} sobre la curva
rectificable I' de la seccién anterior, bajo la condicién de que exista la
primitiva f , Se reescribe como la integral

[/ (@)= Flz(0)] 5 - Fl(®)]- Flz@)]
r

Lo cual nos lleva a que, si 2, es el punto inicialde I' 'y z, su
punto final, el valor de la integral de f sobre la curva es,

[, f@dz = F(z3) - F(z)).

bajo la condicidn de que exista la primitiva de f. En virtud de estos
resultados se puede enunciar el siguiente tearema.

22



La funcién integral de probabilidades

TEOREMA 1. Si f es una funcién continua que tiene una primitiva
F en todos fos puntos de un recinto D, entonces el valor de la
integral de linea de f desde un punto z, en D hasta otro punto z, de
D es independiente de la curva sobre la que se integre, supuesto que
estd quede totalmente contenida en D.

Independencia de la ruta de integracion

Cuando el valor de la integral de linea de una funcién f entre
dos puntos dados de un recinto D, depende tnicamente de los limites
de integracién y no de la curva D sobre la que se integra, decimos que
las integrales de linea de f son independientes de la ruta de
integracion en D.

Sea f una funcién continua ta! que la integral de linea con
limites de integracién en un recinto D es independiente de la ruta de
integracién en D. Si Az es lo suficientemente pequefio, es inmediato
que

z+Az z+Az

F@ =2 1@ =1 Ids—l [ (2)ds

Ademas, si F es la primitiva de [, entonces

z+Az z+Az
Her 821D = +jf(s)al - L +If(z)ds

j f()— f(2)Ps.

EI~
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Pero f es continua en el punto z, por tanto, para cada nimero
positivo €, existe un nimero positivo & tal que [ HOENE (z)]<s
siempre que |[s—z[<8, y de ahl que, si el punto z+Az estd
suficientemente cercano a z de modo que |Az| <8 entonces

z+Az
FERTO ) =, - sk
z+Az
f eds| = Azl €
e Az

Cuando & tiende a cero, § también tiende a cero y con ello
Az — 0. Asl,

l.m[F(z+ Az) — F(z)
Az--)O‘ Az

~/(z)=0

{2.2)

Dado que en la igualdad {2.2} f(z) no depende de Az, podemos
reescribirla como

F(z+Az)— F(2)

z)= [im
f( ) Az—0
Asi que F'(z) = f(z). Este resultado se resume en el siguiente

teorema.

TEOREMA 2. Si las integrales de linea de una funcién f son
independientes de la ruta en un recinto D, entonces f tiene una
primitiva en cada punto de D.
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La funcién Integral de probabilidadas
La integral de linea de funciones analiticas

" Los resultados anteriores son muy importantes gracias a que se
pueden extender a todas las funciones analiticas. Esto es posible
gracias al teorema de Cauchy-Goursat. Este teorema es
extremadamente importante en la teoria de las funciones analiticas y
es bastante complicada su demostracion. Nosotros sélo lo
enunciaremos e interpretaremos!.

TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT. Si una funcién f es analltica en
todo un recinto simplemente conexo D, entonces

[fm=0
I

para toda curva rectificable cerrada simple I, contenida en D.

El teorema simplemente nos dice que si f es analitica en un
recinto simplemente conexo D, al integrarse sobre una curva cerrada
simple definida en D (es decir, una curva que partiendo de un punto
cualquiera del recinto D sigue una ruta dentro de él, y regresa al
mismo punto), entonces el valor de la integral de linea sobre esa
curva es nulo.

Esto se puede extender a curvas cerradas arbitrarias que no
necesariamente sean cerradas simpies, ya que si una curva se corta
con ella un nimero finito de veces, entonces esta formada por un
nimero finito de curvas simples cerradas. Aplicando el mismo nimero
de veces el teorema de Cauchy-Goursat se obtiene el resultado
deseado.

ISi el lector desea conacer su demostracion refiérase a Vaniable compleja y aplicaciones de Ruel V.
Churchilll4], secciones 32 a 36.
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La razén primoicial por la que nos interesa este teorema es que
si dos curvas Iy y T| estdn cada una de ellas en un recinto
simplemente conexo D, y tienen los mismos puntos inicial y final, z, y
z,, respectivamente, entonces [, y —I'| forman juntos una curva
cerrada simple. Puesto que el teorema de Cauchy-Goursat se ha de
cumplir para cualquier curva cerrada simple definida en un recinto
simplemente conexo, se puede escribir

Lof(z)dz+ -[-1] f(2)dz =0, o biencomo, Lof(z)dz = _ﬁ.lf(z)dz,

cuando f es analitica en D. Es decir, los valores de las integrales de
linea desde z; a z; son indeper “entes de la ruta que tomen, siempre
y cuando esos contornos quedet, completamente contenidos en el
recinto simplemente conexo D y que el integrando sea analitico.

Combinando ei tltimo resultado con el teorema 2, y dado que
una funcidén entera es analitica en todo el plano complejo, podemos
decir que toda funcion entera tiene una primitiva.

1.2 La integral de probabilidades

Llegamos pues al momento de definir la funcién integral de
probabilidades. Debe quedarle claro al lector que la funcién que
definiremos no tiene una relacion directa con la probabilidad. Es una
funcién que nos ayuda a resolver problemas de muy distintos tipos.
Por ejemplo, problemas de conduccién del calor, problemas de
optica, ete.

Por integral de probabilidades entenderemos a la funcién
compleja de variable compleja z definida por la integral

Z 2
P(z) = —}7 et at. 2.3)
0
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La funcidn integral de probabilidades

Es claro que W(z) puede ser evaluada a lo largo de una ruta
arbitraria que una al origen con el punto £ =2z, pues la funcién a
integrar es entera.

Del calculo elemental sabemos que la integral {2.3} no se puede
resolver analiticamente. Para resolverla, normalmente se utilizan
métodos del analisis numérico. El objetivo de este trabajo es presentar
una forma numérica alternativa de obtener valores de W(z)

Una forma de hacerlo es obteniendo su representacion en serie
de potencias detivada de la serie de Taylor que aproxima la funcién
exponencial compleja. Este sera nuestro primer método de
evaluacién.

En el capitulo | se construyd la funcidén exponencial compleja
exigiendo que fuese entera. Cuando una funcién es analitica en cierto
recinto D y no todas sus derivadas se anulan en un punto z, de D,
esta funcion puede ser representada por una serie de potencias en
torno al punto z; por medio de una serie de potencias de z—2z; 2, En
vitud de ello y de que la funcion exponencial compleja es entera,
existe una serie de potencias de z—z, convergente en el circulo
K:[z—zo| < A <, que representa la funcién f'(z) = &° y ademés, es
de la forma

f(Z) = ian(z_zo)n, donde @, = L(%)

n=0 n!

Para ahorrarnos célculos hagamos z, = 0, es decir, buscaremos
una aproximacién de f(z) = ¢ en torno al origen. Asi pues, dado que
d"e’/dz" =&’ y que €” =1, Ia funcién exponencial compleja tiene la
siguiente representacion en serie de potencias

2Teorema de Cauchy sobre el desarrolio de una funcién analltica en serie de polencias. Véase
Markushevish[2], pagina 310 y posteriores.
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La funcién integral de probabilidades

w M

f(@)=¢é= % 2.4}
n=Q7*:

Lo cual concuerda perfectamente con su representaciéon en los
numeros reales. Ahora, para continuar ia bisqueda de una serie de
potencias que represente a ¥ (z), evaluemos la serie dada por {2.4}

en —z2. Asl, obtenemos

Fley=cPe i(—zi)" _ i(—l)"zz"

n=0 1 n0 H!

Sustituyendo la serie para f(—z%) en la ecuacion {2.3}, se tiene
que

( l)n 2n
n!

Y@ =7 on 0

Por otro lado, dado que cada término de la serie de potencias
uniformemente convergente que representa f(—z°) es una funcién
continua, el teorema enunciado por Markushevish’ para la integracién
término a término de la serie nos garantiza que la serie resultante
también es convergente. Asi, integrando término a término,
obtenemos una serie de potencias que aproxima ¥'(z) en torno al
origen.

)n 2n (_l)n zZn+1

-1 o0
es ¥@=23 of( =72:ZH=OW'

3yéase la proposicion de Markushevish en teorfa de las funciones analitices 2], capitulo I, paginas
274-275.
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La funcidn inlegral de probabilidades

1.3 Aplicaciones

- La funcién integral de probabilidades puede ser utilizada
basicamente en dos grandes ramas de la matematica aplicada. Una
de ellas se deriva del hecho de que cuando z es un nimero real la
funcién W(z), bajo ciertas condiciones, se comporta igual que la
funcién de distribucion normal de probabilidades. Esta aplicacién la
discutiremos ampliamente en el capitulo . La otra rama de aplicacion
se da en la fisica matematica; por ejemplo, las integrales de Fresnel
pueden ser representadas por la funcion integral de probabilidades vy,
a su vez, éstas integrales son utilizadas para resolver problemas de
optica, conduccién de calor, etct.

Si z es un nlmero complejo cualquiera se definen las integrales
de Fresnel por las expresiones

z L2 z 2
C(z) = _[coszri—dt y S(2)= Isen Lo dt.
0 2 0 2

Como el sen(z) y cos(z) son funciones complejas de variable
compleja enteras, de acuerdo con el teorema 2, las integrales de
Fresnel, que son integrales de linea, son independientes de {a ruta de
integracion al igual que la integral de probabilidades. Asi, la relacién
entre éstas es inmediata.

2

C(z) £iS(z) = Icos > dt +i Isen 7 dt

_tht

= C(z)+zS(z) j exp di. e

4véase Levedev(s), pég’; 21y p"déteﬁéi-es. s
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La funcion integrel de probabilidades

Si u=t\/E entonces t=\/z_u y dt= \/Zdu
2 T i

Asi cuando t=0 y t=z se tiene que u=0 y u= %z

respectivamente, con lo que {2.6} se reescribe como

n
e
C(2)tiS(z) = \/% J' e dy
0

) — [T
_E
C@iS@) =5/~ [ ¢¥du @n
7 0
Ahora, como

1
2 ai
Fi= cos( )+isenET—E) = cosEFisent=g 4.
2 2 gy

finalmente {2.5}, queda como

C(z)xiS(z) =
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La funci6n integral de probabilidades

1 +n FiL
=—Ee 4‘1’(\/%% 4)

Ahora, dado que

C(z) = [C(z) +iS(2)] ; [C(;) —iS(2)]

S(z) = [C@+ iS(Z)]Z_-[C(Z) - iS(Z)]'
A :

tenemos que, las ecuaciones de Fresnel se representan en términos
de la integral de probabilidades, por medio de las siguientes
expresiones '

)

2.9 S(z)—2 J—z[ ‘1’([ _ni)—e_Tﬂ\P(\j%ze%)].

Las expresiones {2.8} y {2.9} nos dan una forma de evaluar
C(z) y 8(2) en términos de la integral de probabilidades por o que si
encontramos un método eficiente de calcular ésta, podremos resolver
las integrales de Fresnel, y con ellas todo problema que se pueda
llevar a alguna expresion en términos de éstas.
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CAPITULO W

LA DISTRIBUCION NORMAL
DE PROBABILIDADES



La distribucién normal de probabilidades

En este capitulo conoceremos la aplicacién de la integral de
probabilidades que ocupa al presente trabajo. Estudiaremos la ley
normal de probabilidades, veremos el porqué es tan importante en la
teoria y, al final, estableceremos su relacién con la integral
mencionada.

Ill.1. La distribucién normal

La distribucién normal o gausiana es quizés la més importante y
la de mayor uso de todas las distribuciones continuas de probabilidad.

La funcidn de distribucién normal de probabilidades

Se dice que una variable aleatoria X se encuentra normalmente
distribuida si su funcion de densidad de probabilidades esta dada por

1 X~ 2
3.1} f(x)=mexl) —15( - ) )

donde —o<x<w, —w<pu<wo y >0
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La distribucién normal de probabitidades

Los parametros de la distribucién normal son (L y ©. Se puede
demostrar que P y o? son respectivamente la media y la varianza de
la ley normal de probabilidades especificada por {3.1}. Esto es, W es

igual a la esperanza de la funcion g(x)=x y o es el segundo
memento central de 1a ley de probabilidades dada por {3.1}.

Ahora, especificada la funcién de densidad de probabilidades
{3.1} queda completamente definida la funcién de distribucién normal
de probabilidades con parametros |4 y & por

1 x _ 2
R s Jonl 370 | Jo

para —0<x < A la cantidad P[X <x]=F(x) se le llama

probabilidad de que el valor observado de la variable aleatoria X sea
menor o igual que x.

Las funciones de densidad y distribuciéon normal estandar
Las funciones ¢(x) y ®(x) que se definen a continuacién
desempefian un papel fundamental en la teoria de probabilidades.

Para cualquier nimero real x, definimos estas funciones como

1,2

{3.3) d(x)=F=e ™",

x X 12
B4 D)= [p(dy=7= [ ap.

Debido a su relacién tan estrecha con la ley normal de
probabilidades, a ¢(x) se le llama funcién de densidad normal
estandar y a (x) funcién de distribucién normal esténdar. Ahora,
conoceremos algunas de sus caracteristicas mas importantes.
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La distribucién normal de probabilidades

La funcién §(x) es par y su grafica es una curva en forma de
_ campana simétrica con respecto al gje y. La grafica de O{x) es una
curva creciente en forma de S.

Ambas funciones son positivas, y ademas se verifica que
E;d)(x)cbc =1, ya que, si se define

© @ |2
I= [o)dy=—= [ dy,

resulta,
Pk oxpf-1 (7 + xzj]dydx =2 ] Jet rarad
0 —c0 00
2 [—exp(-%f")l ]de =3 [0 =1,

como se querfa hacer ver. Ahora, las caracteristicas anteriores son
comunes a toda funcién de densidad, por lo que ¢(x) es una funcidn
de densidad de probabilidades. Mas aun, ¢(x) es la funcién de
densidad normal con parametros u=0yo =1

Una propiedad importante de ®(x) es la siguiente. Si se conoce
®(x) para toda x positva se conoce para toda X, ya que
®(~x) =1-D(x) Demostremos la proposicién anterior.

’ X | 9 0
O(—x) = 7= [e? dv=7=[e 2 gy,
—~0 ~X

El dltimo resultado es posible en virtud de la propiedad de reflexion de
las integrales definidas.
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Ahora bien, como para cualquier funcién continua f(x) se ha

K b
de verificar que 71c_ If&)dx= J'f(x)dx'. y en particular para
ka a
k =~1, se tiene que
o=k Jo

X

4

© _1y2 * ~1,2
- | [ - P

por lo que, efectivamente,
D(—x) =1-D(x). {3.5}

La importancia de la funcion @(x) se debe a que las
probabilidades relativas a fenémenos aleatorios que obedecen a una
ley de probabilidades normal con parametros {L y © se calculan
facilmente, puesto que pueden expresarse en términos de la funcidn
@(x). De manera mas precisa, consideremos una variable ateatoria
Xcuya ley de probabilidades estd especificada por ia funcién de
densidad f(x) dada por {3.1}. Entonces, su funcién de distribucién
de probabilidades esta dada por

1

=1
X e} 2
- 1. 1 fp-p 2 1 -3
Fx) =7 fexp(—a[a ] )dy—ﬁ—; [e¥ dy

= C'D(x - H). (3.6}
(&)

! Vease ia propiedad de dilatacién o contraceién del intevalo de integracién de las integrales
definidas. Apostol(8], paginas 84 y posteriores.
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‘ Por consiguiente, si X es una variable aleatotia que se rige por
una‘ley de probabilidades normal con parametros |1 y ¢, entonces,
para cualesquiera nimeros reales a y b, tales que a <b, se tiene
que

Pla< X £b]=F(b)-F(a)

o222 o)

ll.2. La importancia de la distribucién normal

En esta seccién conoceremos algunas de las razones por las
cuales la ley normal juega un papel muy significativo en la teoria de
probabilidades.

Serialaremos, para empezar, que aun cuando son pocos,
existen fendomenos aleatorios que obedecen de forma precisa la ley
normal. Sin embargo, la importancia de dicha ley radica en el hecho
de que, bajc diferentes condiciones, aproxima bastanie bien a
muchas otras leyes de probabilidad, inclusive leyes discretas. Esto en
gran medida se sustenta en un resultado muy destacado de la teoria
de probabilidades conocido como el teorema central del limite.

El teorema Central del limite

La teorfa que sustenta al teorema central del limite es muy
‘extensa y no es objetivo de este trabajo estudiarla a fondo. Aqui
Unicamente conoceremos una version de amplio uso desde el punto
de vista de las aplicaciones de la teoria de probabilidades. Si el lector
desea profundizar en el estudio del teorema central de! limite para
variables aleatorias independientes refiérase al tratado de B. V.
Gnedenko y A. N. kolmogorov, limit distributions for sums of
independent random variables, Adison-Wisley, Cambridge, Mass.,
1954.
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Teorema central del limite para variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con medias y varianzas finifas. Sea
Xy, X5,.. una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas como una variable aleatoria X, con media
E[X] y desviacién estandar o[ X] finitas. Entonces, la sucesién de
variables aleatorias

_ S, —E[S,]
g [Sy,]

converge en distribucidén cuando n crece mas alla de toda cota a una
variable aleatoria normalmente distribuida con media 0 y varianza 1.

I
, donde S, = X,
k=1

Tal vez aln no se puede vislumbrar la capacidad operativa que
nos brinda el teorema central del limite para resolver problemas reales
utilizando la ley normal. Veremos aqui un problema clasico de
inferencia estadistica en el que se utiliza esta poderosa herramienta
para resolverlo.

La estimacion de la media poblacional

Veamos como la ley normal de probabilidades es utilizada para
resolver problemas de toma de decisiones para medias poblacionales
desconocidas. Decimos que un conjunto de » observaciones
X, Xs,..., X, constituye una muestra aleatoria de una variable
aleatoria X, si X, X,,...,X, son variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas2.

2 La forma de muestreo es esencial para constitulr una muestra aleatoria. Un buen procedimiento
de muestreo es el siguiente:

Se disefla un experimento y se lleva a cabo para oblener la observacién X, Ei
experimento se repite bajo las mismas candiciones proporcionando la observacién X, 5. El proceso
se repite hasta obtener n observaciones X, X;,..., X,

Obsérvese que al realizar ef muestreo de esta forma, cada observacion X, i=1,2,...,n,
es una variable aleatoria cuya distribucién de probabilidad estd idénticamente distribuida a ia
variable aleatoria X que se estudia, puesto que en cada observacién fa poblacién tiene su forma
original. Ademas, el resultado de la i-ésima observacién, no depende de o que ss obtenga en
ninguna otra, por lo que las variables aleatorias son independientes.
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Sea X,X,,...,X, una muestra aleatoria de una variable

1
aleatoria X' y sea M, =— ',:_l X, la media aritmética de la suma de
1 k=

las observaciones, o simplemente, media muestral. Entonces,

ps  E[M,]=L1E[YL X, |=130 ELX,]
=3 2 Bl X]= E[X]
B9 Var[M,,]=anVar[Zz-:le};%ZLIVar[Xk]
= "LZZ',;I Var[ X ] = Var[ X

Utillicemos ahora otro resultado de la teoria de probabilidades
conocido como la desigualdad de Chebyschev. Este dice que para

cualquier variable aletoria Y con funcién de distribucion F(y), con

media m y desviacién estandar o, y cualquier nimero real A2 0 se
cumple que

{3.10} O(h)y=F(m+ho)—- F(m—ho)= 1—21—2—

Observe que {3.10} tiene la importante implicacion de que

P[m—hGSYSm+hG]Zl—i2.
h

Ahora, como P[m~hc<Y<m+hc]|= P[|Y—mi < hc], o
desigualdad de Chebyschev se puede reescribir como

@1y PlY-m<ho|z l—hiz.
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Asf, Q(h) resulta ser la probabilidad de que un valor observado
de Y esté en un intervalo centrado en la media y con longitud de 2/
desviaciones estandar, por lo que, entre mas pequefia sea la varianza
mayor serd la probabilidad de que una observacién sea igual a la
media de Y.

En el caso especifico de la media muestral, segun {3.9},
conforme mayor sea el nimero n de observaciones de la muestra, la
media muestral M,,, mas se parecera a la media E'[X] de la variable
aleatoria X . Este hecho es conacido como la ley de los grandes
numeros.

Ahora bien, M, es también la suma parcial hasta el n-ésimo

X
término de la sucesion {——k—} Asi podemos evaluar
n
aproximadamente la probabilidad, para cualquier intervalo [a,b]
alrededor de la media, fa probabilidad de que la media muestral tenga
un valor observado en ese intervalo; esto es

a< M, <bl= a—E[[%]< M,~E[M] <b‘E{MI]
Plas M, <b]=P o] ~ oM  o[M]
_b___§£‘}\_4’7_:| ) a—E[Mn]

o[M, ] s[M,]

=@

.

puesto que segln el teorema central del limite la media muestral
estara tan préxima a distribuirse como normal estandar en la medida
en que n sea mayor.

Si unimos el resultado anterior con la ley de los grandes
nlimeros encontraremos que la media muestral serda un excelente
estimador de la media desconocida de la variable aleatoria Xen la
medida en que el namero de las observaciones incluidas en la
muestra crezca.
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HII.3. La relacién entre la distribucion normal de
- probabiiidades vy la funcién integral de
probabilidades

En esta seccién daremos un paso importantisimo para la
obtencion de una aproximacion por medio de una serie de potencias
de la distribucion normal de probabilidades al obtener una
representacién de la funcion de distribucion estdndar ®(x) en
términos de la funcién integral de probabilidades W(z).

Recordemos, primero, que ‘W(z) esta definida para todos los
numeros complejos z, y en particular para todo nimero real x, como

X
@10y ¥(x)= % _|'e"t2 dt
0

Por otro lado, D(x) se define para todo ntimero real x como

' Ot 2
D(x) =— le 2 dr.
(x)=—7= |
‘Como ®(x) es una funcién de distribucién se ha de cumplir que

lim ®(x) =1, ademas, su funcién de densidad de probabilidades
X—>o0 .

60 = =e

su méximo. De ésto se deduce que O(0) = %

—x2 YR .
es simétrica con respecto al eje 7, donde alcanza

Supongamos por el momento que x es un nimero real positivo.
Entonces,
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¢ 2 2
®(x) = :/;=n }ert TL—[ fe= Tt + je 2 dt]

—o0 —00 0
x_
.
~pege e a gy e

Mediante {3.5}, es inmediato que
1 ' X
(I)(—X)»=1—'(D(X)=l—5 1+¥ _ﬁ

1 X
==]1- ‘I’(——)} 3.12
2 [ NG 12
Resumiendo {3.10}, {3.11} y {3.12} obtenemos que
%[1-&‘{’(%)] six20
X
1- ‘I’(—) si x<0
7))

D(x)= {3.13}

N =

2



CAPITULO IV

SERIE DE POTENCIAS QUE
APROXIMA A LA DISTRIBUCION
NORMAL DE PROBABILIDADES



Serie de potencias que aproxima a la distribucién normal de pr

En este capitulo obtendremos la representacion en una serie de
potencias de la ley de distribucién normal. Nos valdremos de una
representacion simifar de la integral de probabilidades que sera el
resultado de dar solucidbn a una ecuacién diferencial lineal no
homogénea de primer orden.

V.1 Ecuacion diferencial no homogénea que tiene
como solucion una funcion en términos de la
integral de probabilidades

Sea z un nuamero complejo y establézcase la ecuacidn
diferencial

{4.1} y'—2zy=1

con la condicién inicial ¥(0) = 0.
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Para resolver {4.1) busquemos primero una funcién t(z) tat que
multiplicada por el miembro de la izquierda de la igualdad {4.1} sea
igual a la funcién (ty)'(z) ..

Esto es, buscamos una funcion t(z) tat que

T(y'-2zy) = () {4.2}

Resolvamos {4.2} para (2}, -

y'-2zty = (tp) =

{4.3} =

Muitiplicando por dz a ambos lados de la igualdad {4.3} e
integrando obtenemos

Int(z)= [-2edt=~2%+¢|
y de ahi, es inmediato que

, Sy
4.4} 7{(z) = exp(—z2 +c)= cre

Consideremos las igualdades {4.1}, {4.2} y {4.4} para escriir

2
[y—2zy] (cze y)'- cpe?

IEsto es lo que sugiere el método del factor integrante para resolver ecuaciones diferenciales de
éste tipo.
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_ 22 _ 22
= d(e " y)=ce  dz

.2 oz g2
= e“ y=re “dt+cy

con lo cual,

{4.5} | y(z)= & [Ize—’Zdt + 03]

A fin de plantear p(z) en términos de la integral de
probabilidades consideremos el limite de integracion inferior de la
integral {4.5} igual a cero2. Esto es

2, 2 2
4.6 (2)=€” [ dt +c5e% .
Yy 3

Ahora, como se ha de cumplir que ¥(0)=0, se tiene que
¢; =0, perlo que {4.6} se reescribe como

Vi
@n y(z) = 3 e Y(z)
donde W es la funcion integrai de probabilidades definida por {2.3}. De

ah[ que,

que es finalmente una representacion de la integral de probabilidades
en términos de la solucién de la ecuacion diferencial lineal no
homogénea dada por {4.1}.

2La eleccién del limite inferior en la integral {4.5} es Irelevante, ya que ia diferencia entre

. g2 z _ 2
re Tty ‘[e "dr es una constante que puede sumarse a c.
a
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V.2 Representacioén en serie de potencias de la
. distribucion normal de probabilidad

En esta seccion obtendremos una serie de potencias que
representa la distribucién normal de probabilidades. Para ello nos
valdremos de una representacién similar de la integral de
probabilidades y de la igualdad {3.13}.

Determinacion de la serie de potencias que representa la integral
de probabilidades

Definamos una funcién y(z) como una serie de potencias con
coeficientes desconocidos y forcémosla a que sea solucién de {4.1}
con la condicién inicial ¥(0) = 0.

Asl, sea y(z) =2, a,z* una funcién compleja de variable
compleja, solucién de la ecuacion diferencial ¥'—-2zy =1, con la

condicion 3{0)=0. Para obtener los coeficientes de la serie,
calculemos y'(z):

e dfen w d
y'(2)= E;(Zkzoakz )= Zk:ogakzk

=Y kT =30 (k4 Dayyz”,

con lo que {4.1} se puede reescribir como

y'=2zy = ZZ;O (k+ 1)ak+1zk ~ ZZZ:=0akzk

= Z:=O(k +Dag,,z" - Zj;’:oza,,z"“
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O k o k
= ool tDagz" =2 20512

=ay +Z(]J(°=1[(k + 1)ak+1 —2ak_1]zk =1.

Evidentemente, es cierta la afirmacién si, y sélo si, a; =1y
(k+Da,.,—2a,,=0 para todo entero k=1, con lo que
20,
k+1

a, = , k= ;obien,

ak=3‘%—2—,k22,

Calculemos algunos de estos coeficientes,

pelaom_ 2 o 2 28 2a 20

WSy 1S s T 138 T 7 1.3.5.7°7
a 2a, @ 2a, a,

I i i S e T

con lo que, de manera general, podemos describir a los coeficientes
por las expresiones

_ dg 2P

a Y @pl T -
o P, @k + 1)

para todo namero entero p=0,1,2,..
Una vez determinada la forma de los coeficientes de la serie de

potencias que representa a y(z) de modo que satisfaga {4.1},
podemoas reescribir €sta como
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2k 2kz2k+1

o0

A ko w Z s
y(z)_Zkzoakz _aOZkzoﬂ—i-Zk:O1.3.”(2k+1)

Ahora, determinemos el valor de a,. Para ello, recordemos la
condicién iniciat de {4.1}, y(0) =0, la cual se cumple sdlo si a; = 0;
por lo que, finalmente, y(z) queda como

. 2kZZk+1
we  y@=2, 1-3--Qk+1)

Por otro lado, mediante {4.8} y {4.9} podemos reescribir la
funcidn integral de probabilidades como

i _22 ) —22 © 2k22k+]
¥@) =T y@ =5 Y3 ara )
25k
_2 7 T (2z7) .10}

k=01.3...(2k +1)
que es la primera serie de potencias que buscabamos.
Convergencia de la serie

Al plantearse una serie de potencias siempre se debe hacer
alusién a las condiciones en las que ésta converge.

Un resultado importantisimo del célculo para el analisis de la

convergencia de series es el llamado criterio de 1a razon. El cual dice,
entre otras cosas, que si Zsk es una serie de potencias tal que
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Sp+l
Sy
{4.10} converge, ya que, para todo niimero complejo z

im |2t
H~»00]

<1, entonces la serie converge. Asl la serie dada por

11m| (222)n+1 (222),, | ln|2n+122(n+1)13 (2n+1)|
'm|13 {(2n+3)/ 1-32n+1)| noe| 2Z13--(2n+3) |

2

= lim 2z =0, {411}
n—o0l2n+3

para todo nimero complejo z.
Serie de potencias que aproxima la distribucién normal

Comparemos las dos series de potencias obtenidas en este
trabajo para representar la integral de probabilidades; las dadas en
{2.5} y {4.10}, antes de obtener la representacion consecuente de la
ley de distribucién normal.

Evaluemos el aspecto mas importante para la determinacion de
valores de la serie en computadora: ta rapidez de convergencia de las
series involucradas en ambas representaciones.

Una condicidn necesaria para la convergencia de una serie es
que el x-ésimo término de ésta tienda a cero conforme n— .
Evidentemente si el n-ésimo término de una de las series es mayor
que el de la otra serie, ésta debe converger mas rapidamente. Asi
consideremos el Am-ésimo término de ambas series. El n-ésimo
término de la serie dada por {2.5} es

(_l)n 22n+1

4.13
(2n+ Dn! 13

50



Serie de potencias que aproxima a la ibucién normal de p fiidada

y, el mismo término de la serie dada en {4.10} es

@z2)"

——, {4.14}
1-3--(2n+1)

Como (2n+1)r!<1-3..(2n+1) a partir de n>2, resulta
claro que se cumple la desigualdad

‘(_1)n22n+1|>‘ (222))1 {
] n+Dn! l |I-3-~-(2n+1)l'

para algan n> N(z). De donde se concluye que Ia serie dada por
{4.10} converge con mayor rapidez que la dada en {2.5}.

Asi pues, en virtud de {4.10} y {3.11}, podemos decir que para

todo numero real x la funcién de distribucién de probabilidades normal
estandar tiene la siguiente representacién en serie de potencias.

- -

HR (S et o

:|]’§61-.3'-.’.'(2’?+1)' : Slx.%O._

(I)(x) =4

r

RECSIO)

lo que implica,
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1 x -x? | x2
1o X e ST — X six<o
2 Von XP[ 2 ]k§01-3~--(2n+1)
@15 @(x) =
© 2k

1 x —x2 x
— e — — R six=0.
2 Jﬁexp[ 2 ]501-3---(2“1) !

Esta es la representacion de ®(x) que se planted como objetivo
encontrar en el trabajo. Ahora, s6lo nos resta obtener un algoritmo
para computadora que realice las sumas.
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Calculo de valores numéricos de la
distribucion normal



Célculo de valores numéricos de [a distribucién normal

En el capltulo IV se obtuvo una serie de potencias que
representa de forma exacta a la funcién de distribucion normal
estandar de probabilidades, ®(x). Ademas, en el capitulo I,
establecimos la igualdad {3.6} en la que se expresa la relacién entre
®(x) y la ley normal de probabilidades con media [ y desviacion
estandar ©. Por ilo cual estamos en posibilidad de evaluar,
tedricamente, la probabilidad de que en una observacién de una
variable aleatoria, X, que se rige por la ley normal con pardametros [
y o, tome valores en el intervalo —0 < X < x. Evidentemente, para
efectos practicos la suma involucrada en {4.15} puede ser efectuada
s6lo para un namero N de términos, por lo que P[.X < x] sélo es una
aproximacién. Sin embargo, dicha aproximacién sera mejor si
hacemos N lo suficientemente grande. De ahi que se haga necesaria
la utilizaciéon de una computadora para evaluaria.

En este capitulo mostraremos como utilizar de forma practica los
resultados tedricos obtenidos en este trabajo, a través de algoritmos,
los cuales nos permitirdn implantar dichos resultados en computadora,
independientemente del equipo y lenguaje de cdmputo elegidos para
eilo.

54



Célculo de valores numéricos de la distribucion normat

V.l Algoritmos

" Un algoritmo es un procedimiento que describe, sin ninguna
ambigitedad, una sucesién finita de pasos a realizar en un orden
especlfico para lograr un objetivo,

Como vehiculo para describir algoritmos utilizaremos un
pseudocédigo que especifica primeramente los datos de entrada y la
forma de los datos de salida. Cada pseudocédigo tendrd un nombre
en el que se tratara de aludir €] objetivo del algoritmo.

Los pasos en los algoritmos se han arreglado de tal forma que la
dificultad para traducir un pseudocddigo a cualquier lenguaje de
computo, apropiado para el desarrollo de aplicaciones cientificas, sea
minima.

La semantica del pseudocddigo que utilizaremos para expresar
un algoritmo serd la siguiente:

1) La técnica de ciclaje estara controlada por una condicion; por
ejemplo, Mientras i</ seguirpasos 3a 6
2) Elsimbolo punto (.) denotara la terminacién de un paso.
3) Elsimbolo punto y coma (;) separara instrucciones dentro de un
s6lo paso.
4) la estructuracidn de un grupo de pasos indicara que las
instrucciones contenidas en éf deberan tratarse como una identidad.
5) Para la ejecucion condicional se usaran las construcciones
Usales

Si ... entonces ..,o0, Si .. entonces ...

Sino ...

Una vez que hemos convenido la forma en que se expresaran
los algoritmos, procedemos a desarrollar los que sean necesarios para
mostrar los resultados obtenidos en este trabajo, de modo tal que,
puedan ser traducidos facilmente a un lenguaje de computo.
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V.2 Algoritmo para calcular una aproximacién de la
ley normal

En esta seccidn desarrollaremos los algoritmos que nos
permitan implantar en computadora los resultados obtenidos en el
trabajo.

El primer algoritmo serd aquel que nos permita evaluar, para
cierto numero real x, la probabilidad de que una observacion de una
variable aleatoria X, que se rige por la ley normal con parametros
media 0 y desviacion estandar 1, ocurra en el intervalo —oo < X < x.

Asl pues, desarrollaremos un algoritmo que evalle la expresion
{4.158}. En dicha igualdad hay una serie de potencias, por lo que se
debe de establecer un mecanismo de alto para la suma. La primera
consideracién para detener el algoritmo de suma sera un ndmero
maximo de términos a sumar, que llamaremos MaxSum.

El segundo, lo basaremos en la propia expresion {4.15}, pues
dado que la serie converge, la sucesién {ak} que involucra ésta,
converge a cero. Entonces, necesariamente existe un entero positivo
N, desde el cual la sucesion es uniformemente decreciente; esto es,
ay >dy, >0y, > Asi, si consideramos insignificante la
contrtbucién de los términos a,, cuando k = N y a,, <Tolerancia,
donde Tolerancia es una constante previamente fijada, e} algoritmo
de suma debe detenerse.

Una vez establecido lo anterior, procedamos a escribir el
algoritmo ProbDistNormalStd que evaluarda Ila probabilidad

P[X < x], donde X es una variable aleatoria que se rige por la ley
normal con parametros L =0y & = 1 Evidentemente, sus entradas
deberan ser x, MaxSum y Tolerancia; y la salida debe ser la
probabilidad P[.X < x], que llamaremos simplemente Probabilidad.
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ProbDistNormalStd

Entradas; x, MaxSum y Tolerancia

Salida:

Paso 1.

Paso 2.

Paso 6.

Probabilidad

Hagase
sumando = Suma = numerador = denominador = I,
2
X

= X 2
Constante €.

Mientras Sumando < MaxSum y
(numerador/denominador)<Tolerancia
Haganse los pasos 3a 5

Paso 3. Hagase
numerador = (numerador)(x%);
denominador=(denominador)(2sumando+1).

Paso 4. Hagase

numerador

suma = suma + ——————
denominador

Paso 5. Hagase sumando=sumando+1.

Si x 2 0 hagase Probabilidad=1+(contante) (suma)
si no hagase Probabilidad=2%-(contante) (suma).
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Otro resultado importante que ahora podemos llevar a la
computadora es el calculo de la probabilidad de que una observacion
de la variable aleatoria, X, que se rige por la ley normal con
pardmetros media mu y desviacién estandar sigma, ocurra en el
intervalo —o0 < X < x, que se determiné por la expresién {3.6}. Este
algoritmo se basa en el anterior, ProbDistNormalStd, con lo que el
nuevo algoritmo ProbDistNormal hereda sus entradas y; aunque con
otro significado, su salida.

ProbDistNormal

Entradas: mu, sigma, x, MaxSum y Tolerancia
Salida: Probabilidad

Paso1. Hagase
Nuevalor=(x-mu)/sigma.

Paso 2. Utilice el algoritmo ProbDistNormaiStd con las entradas:
Nuevalor, MaxSum y Tolerancia; y
héagase Probabilidad igual al valor salida de éste.

Otro algoritmo que se desprende del anterior es ProbDistNorint
en el que, bajo las mismas condiciones de ProbDistNormal y en
virtud de {3.7} se calcula la probabilidad P{a < X <b].

E1:3



Célculo de valores numéricos de !a distribucion normal

ProbDistNorint

Entradas: mu, sigma, a, b, MaxSum y Tolerancia
Salida:  Probabilidad

Paso 1.  Utilice el algoritmo ProbDistNormal con entradas:
a, MaxSum y Tolerancia; y hagase Probl igual al valor
salida de éste.

Paso 2.  Utilice el algoritmo ProbDistNormal con entradas:
b, MaxSum y Tolerancia, y hagase Prob2 igual a valor
salida de éste,

Paso 3. Hagase Probabilidad=Prob2-Probl.

Es claro que el algoritmo anterior también nos permite establecer
la probabilidad de que Ia media muestral de una variable aleatoria X,
gue se rige por la ley normal encuentre una ocurrencia en un intervalo
dado y poder estimar asl, la media de una poblacién de estudio. Esto
fue tratado en la seccién 111.2.

Todos los algoritmos presentados en esta secciéon fueron
traducidos a Lenguaje C a manera de funciones en el apéndice A.
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CONCLUSIONES

Casi lodo mundo parece estar de acuerdo en que existen dos tipos de

matemalicas { y por conslguients da matemdaticos): las maf: ticas puras y las aplit
Esta divisi6n da lugar a polémicas mas o menos serias, en {as cuales cada uno
de los bandos trata de demostrar su superioridad moral, infelectusl, social, histérica, efe.
Si ésto se limitara a un juego no serfa importante, pero esie problema puede tener
repercusionss an la direccidn que lome un invesligador, en la relacién entra matematicos de
distintas especialidades y en el aspecio de formacion: orientacion, planes de estudio, elc.
No trataremos hacer agui una defensa de unas o da las olras,
Ssino mosirar que la separacion tiene mucho de ficticia y
que llevada a sus exfremos resulla sumamente negativa.

P "

Lépez de M o

A lo largo de este trabajo se logré obtener una representacion en
serie de potencias que aproxima la ley de distribucién normal de
probabilidades, por lo que se cumplio el objetivo del mismo.

Evidentemente, el resultado obtenido méas aplicable es el
algoritmo que nos permite aproximar valores de la ley normal, el cual
constituye un método del analisis numérico para evaluar dicha ley.
Este algoritmo, de facil traduccion a cualquier lenguaje de computo,
apropiado para aplicaciones cientificas, nos permitié obtener tablas de
la ley en cuestion, con una exactitud por lo menos igual a otras
publicadas sobre &l tema.

El método numérico planteado incrementa el nuimero de
alternativas para el desarrolio de aplicaciones de software estadistico-
probabilistico que involucren la evaluacion de la ley normal. Es decir,
el algoritmo da otra alternativa para la solucién de cualquier problema
que se modele matematicamente por medio de una variable aleatoria
que se rija por la ley normal de probabilidades, ya sea que ésta se
presente en problemas de administracién, economia, ingenierfa, o por
su exactitud, en investigacion cientifica. .



Conclusiones

Por otro lado, se mostré la relacién que existe entre la serie
obtenida y la funci6n integral de probabilidades y, a su vez, la relacién
que existe entre ésta y las integrales de Fresnel, por lo que, mediante
pequefios cambios al método numérico desarrollado para la ley de
distribucién normal se pueden establecer mecanismos de evaluacién
numérica para estas importantes funciones de Ia fisica matematica.
De ésto se puede obtener software de apoyo a [a solucion de
problemas de conduccion de calor, y dptica entre otras.

El trabajo también muestra otro camino para la evaluacién de
ofras leyes de probabilidad ampliando el algoritmo desarrollado, ya
que como se menciond en el capitulo [ll, bajo diversas condiciones la
ley normal se aproxima bastante bien a otras leyes de probabilidad;
inclusive leyes discretas como la Binomial.
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APENDICE A

Trad al je C de los

#include <math.h>

#define c1_SQRTPI  0.564189583547756286948
#define c1_SQRT_2 0.707106781186547524401
double DistNrmStd( double x, long MaxSum, double Tolerancia )

long surmando;
double constante, suma, denominador, numerador;

constante = { x * ¢1_SQRTPI * ¢1_SQRT_2 ) "exp{-(x*x)/2);
suma = numerador = denominader = 1;

en el caf v

I Asqri(Pl) */
I tsqrt(2)

for( sumando=1; ( sumando <= \ m } & ( numeradc i
sumando++)
{ numerador *= ( x*x );
denominador *= ( 2 * sumando + 1 );
suma += { numerador / denominador ); }
if { x>0 ) return (.5 + constante*suma };
alse return ( .5 - constante*suma );

double ProbDistNormal( double mu, double sigma, double x,
long MaxSum, double Tolerancia }
{ retumn DistNrmStd( ( x-mu } / slgma, MaxSum, Tolerancia ); }

5> Tol %

double ProbDistNormallnt{ double mu, double sigma, double a, double b,

long MaxSum, double Tolerancia )
{ return { ProbDistNormal( mu, sigma, b, MaxSum, Tolerancia )
- PrabDistNormal( mu, sigma, a, MaxSum, Tolerancia ) ); }



APENDICE B

Tablas dela distribuclén normmal

Mediante el uso de las funclones presentadas en el apéndice A y la funcién TABLA(), que

se muestra al final de este apéndice, se construyerén [as tablas sigulentes:

B1
B2
B3

B4

B5

B6

B7

Distribucion normal estandar a 4 dlgitos, evaluada de 0 a 3.6 con Incrementos de 0.01;
Distribucién normal estandar a 14 digitos, evaluada de 3.5 a 3.6 con incrementos de 0.01;

Distribucién normal estadndar a 14 digites, evaluada de 3.59 a 3.6 con Incrementos de
0.001;

Distribucion normal estandar a 14 digitos, evaluada de 3.699a 3.6 con incrementos de
0.0001;

Distribucién normal estandar a 14 digitos, evaluada de 3.5899 a 3.6 con incrementos de
0.00001;

Distribucién normal estandar a 14 digitos, evaluada de 3.59989 a 3.6 con incrementos de
0.006001;

Distribucién normal estandar a 14 dlgitos, evaluada de 3.599999 a 3.6 con incrementos de
0.0000001;

s




TABLA

B1

Apéndice B

118027

0.3

0.04:51%

0.05%.

006,

0.07..

0.08 .

0.09.--

0.508

0.512

0.516

0.5199

0.5239

0.5279

0.56319

0.5359

0.5438

0.5478

0.5517

0.5557

0.5596

0.5636

0.5675

0.5714

0.5753

0.5832

0.5871

0.591

0.5048

0.5987

0.6026

0.6064

06103

0.6141

06217

0.6255

0.6293

0.633t

0.6368

0.6406

06443

0.648

0.6517

0.6591

06628

0.6664

067

06736

06772

0.6808

0.6844

0.6879

0.6985

0.7019

0.7054

0.7088

0.7123

0.7157

0.719

0.7224

0.7291

0.7324

0.7357

0.7389

0.7422

0.7454

0.7486

0.7517

0.7549

0.7611

0.7642

0.7673

0.7704

0.7734

07764

0.7794

0.7822

0.7852

0.7939

0.7967

0.7995

0.8023

0.8051

0.8078

0.8106

0.8133

0.5186

0.8212

0.8238

0.8264

0.8289

0.8315

0.834

0.8365

0.8389

0.8438

0.8461

0.8485

0.8508

0.85631

0.8654

0.8577

0.8599

0.8621

0.8665

0.8686

0.8708

0.8729

0.8749

0877

0.879

0.881

0.883

0.88869

0.8888

0.8907

0.8925

0.8944

0.8962

0.898

0.8997

0.9015

0.9049

0.8066

0.9082

0.9099

09118

0.9131

0.9147

0.9162

09177

0.9207

0.9222

0.9236

0.9251

0.9265

0.9279

0.9292

0.9306

0.9318

0.9345

0.9357

0.937

0.9382

0.9394

0.9406

0.9418

0.9429

0.9441

0.9463

0.9474

0.9484

0.9485

0.9505

0.9515

0.8525

0.9535

0.9545

0.9564

0.9573

0.g582

0.9591

0.9598

0.9608

0.9616

0.9625

09633

0.9649

0.9656

0.9664

0.9671

0.9678

0.9686

0.9693

0.9699

0.8706

0.971%

0.9726

0.9732

0.9738

0.9744

0.975

0.9756

0.9761

0.9767

0.9772

0.9778

0.9783

0.9788

0.9793

0.9798

0.9803

0.9808

0.9812

0.9817

0.9821

0.9826

0983

0.9834

0.9838

0.9842

0.9846

0.985

0.9854

0.9857

0.8861

0.9864

0.9868

0.9871

0.9875

0.9878

0.8881

0.9884

0.9887

0.889

0.9893

0.9898

0.9898

0.9901

0.9904

0.8906

0.9908

0.9911

0.9913

0.9916

T EQ E AT

0.9918

0.992

0.9922

0.9925

0.9927

0.8929

0.9931

0.9932

0.9934

0.9936

0.9938

0.994

0.9941

0.9943

0.9945

0.9946

0.9948

0.9949

0.8951

0.9952

0.9953

0.9955

0.9356

0.9957

0.9959

0.996

0.9961

.9962

0.9963

0.9964

0.9965

0.9966

0.8967

0.9968

0.9969

0.997

0.9971

0.9972

0.9973

0.9974

0.9974

0.9975

09976

09977

0.9977

08978

0.9979

0.9979

0.998

0.9981

0.9981

0.9982

0.9882

0.9983

0.9984

0.9984

0.9985

0.9985

0.9986

0.9986

0.9987

0.9987

0.9987

0.9988

0.9988

0.9989

0.9989

0.9989

0.999

0.999

0.999

0.9991

0.9991

0.9991

0.9992

0.9992

0.9992

0.9892

0.8893

0.9993

0.9993

0.9993

0.9994

0.9994

0.9994

0.9994

0.9994

0.9995

0.9985

0.9995

0.9985

0.9895

0.9995

0.9996

0.9996

0.9996

0.9996

0.9996

0.8996

0.8997

0.9997

0.9697

0.9997

0.9997

0.8997

0.9997

0.9397

0.9897

0.9997

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9998

0.9968

%] 0.9598

0.9998

0.9998

0.9999

0.9999

0.9999

0.9999

0.9938

0.5999

0.8998
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Apéndice B

TABLA B3

s <x A, Ei 5 fos -
0.99976737092096 3.580 0.69083466101927
0.99977594665300 3.591 0.99983529418196
0.99978422660070 | 3.592 0,99983592507504
0.89979222016651 3.593 0.99983655370601
0.99979993648399 3.594 0.99983718008236
0.99980738442436 3.595 0.998837680421 156
0.98981457260306 3.596 0.99983842610104
0.99982150938609 3.597 0.99983904575823
0,99982820289625 3.598 0.89983966319051
0.09983466101928 3.599 0.99984027840526
0,99984089140984 3.600 0.99984089140984

TABLA BS
RS R .-
0.89984027840526 3.599%0 0.99984083020863
0.99984033980506 3.50991 0.99884083632974
0.99984040118276 3.58992 0.99984084245063
0.98584046253837 3.59993 0.99984084857130
0.99984052387190 3.50994 0.99984085469176
0.899984058518336 3.59995 0.99984086081193
0.59984064647276 3.59996 0.99984086693200
0.99884070774010 359897 0.99984087305179
0.99984076898538 3.59998 0.99984087917136
0.99984083020863 3.59999 0.999840885298071
0.99984089140984 3.60000 0,99984089140984
TABLA B6 TABLA B7
X P/ : viPk,
3.599990 0.999840885285071 3,.5999990 0.99984089079793
3.599991 0.99984088590263 3.5999991 0.99884089085912
3.598992 0.99984088651455 3.5999992 0.99984089082032
3.599993 0.99984088712647 3,6999993 0,99984089098151
3.5699994 0.99984088773839 3.5989994 0.99984089104270
3.599995 0.99984088835030 3,5999995 0.99984089110389
3.559996 0.99984088896221 3.5999996 0.99984089116508
3.509997 0.99984088957412 3.5999997 0.99984089122627
3.589998 0.99984089018603 3.5999998 0.99984089128746
3.509999 0.98084089079793 3,5999999 0,99984089134865
3.600000 0.99984089140984 3.6000000 0.99984089140984
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TABLA B8

32 A BT P
PR
3,59993350{ 0.99984089134865
3,59939981 0.90984089135477
3.59888882 | 0.99984089136088
3.58839093 | 0.98984089136700
3.58999094 0.98984089137312
3.58050995 | 0.99984089137924
3.59999996 | 0.99984089138536
3.59999997 0.99984088139148
3.69999998 0.98984089139760
3.599999989 | 0.89884089140372
3.60000000 0.89984089140984
FUNCION TABLA()

- Apéndice 8

void tabfa( double mu, double sigma, double inicio, double fin, double incremento, fong MaxSum,
dauble Tolerancia, shart int precisian )

{
FILE *fp;

double numero, prob;

fongi=1;

char numstr{80}.

if { ( fp = fopen( "tabla.txt”"wr+" } } == NULL )

{ puts( "\n No se logro abrir archiva para tabla"};

exit(0); }
fseek( fp,0,0 );

for { numero = inicio, i=0 } numero <= fin ; numeto+=inctemento, H+}
{

prob = ProbDistNormal{ mu,sigma,numero,MaxSum, Tolerancia ),

numsif0}="0"

gevi( prob pracision,numstr §;
fprintf{fp, "\ %s" numstr);
printf{"\n %s",numstr };

}
fclose( fp )i
printf("n"y;
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ETA TESIS Mg DEBE
SAIR
APENDICE C B 1A BIBLIBTECA

Consid 1 de preclsién del método propuesto

En todo proceso numérico que se represente en una computadora s8 incurre en un error. El
método propuesto para calcular la probabilidad P[X < x], donde la varlatle aleatoria X se

distribuye como una normal con parametros u =0 y 0 =1, es exacto cuando el nimero de
iteraciones (sumas de la serie Involucrada) crece mas alla de toda cotal. Sin embargo, para efectos
précticos, el algoritmo deberd parar {a suma que involucra, cuando, segun el algoritmo el numero de
sumas sea mayocr a cierto namere SumMax o el Ulime sumando sea menor @ un valor
predetarminado, que |l Tol ia2. En estas condici se realizaron las tablas del
apéndice B. Las probabilidades obtenidas se presentaron en un maximo de 14 digitos decimales.
Resulla natural la pregunta: ¢la exactitud de las probabilidades es comrecta a 14 digitos?
Puntualicemos los siguientes hechos antes de contestar a dicha pregunta:

1) Los calculos se realizaron en una microcomputadora con pr dor 80486, lo que permite
trabajar con un maximo de 14 digitos de precision. Este dato se obtuvo realizando pruebas, la
precision con que un compilador trabaja numeros coma flotante estd determinada por su
implamentacion y la capacidad de precision del equipo en que se trabaje.

2) tos nimeros 1/\/; ¥ llﬁque son numeros irracionales fueron representados con 21
digitos de precisitn (cortesia de Borland Inc.).

3) Los valores de Tolerancia y MaxSum fueron de 0.0000000000004 y 1000000,
respectivamente. Obsérvese que Tolerancia obligara al algoritmo a parar la suma cuando el &limo

sumando sea menora 110714

Las siguientes tablas, muestran el namero de términos de la suma parcial de la serie que
fueron necesarias para el calculo de P[X < x] y el tlimo término sumado por la computadora,

'S 21 Nﬁm gﬂh 3 Ultl_l;\'lé“sﬂ %

i *W“m adﬁdb’amw i :

0 ] 0

1 0.8413447460685429 14 4.684761317689322e-15
2 0.9772498680518189 21 8.384852568905456e-14
3 0.8986501019683699 31 2.378649999829328e-14
a4 0.8999683287581669 42 4.359868091848713e-14
5 0.9999997133484282 55 8.875100835685222¢-14
6 9 1134124 Fal 6.506548696843623e-14
7 0.9999999999987202 89 8.94884031767805%e-14
8 0.8899998899998994 110 6.747840212289345e-14
9 1 134 3.18805444497507 1e-14
10 ] 160 3.25625698887528%-14
11 1 188 6.958141492627588e-14

1 Vease expresién 4.15 en el capitulo 4.
2 Vease algoritmo ProbDistNormalStd en el capitulo 5.



Apéndice C

3.5993991  10.9998408808591269 37 8.472446808294365e-14
3.5899902  }0.9988408909203201 37 6.472459753203983e-14
3.6899993  10.9998408509815105 37 6.472472698139132e-14
3.5099994  10.999840891042701 37 6.47248564309981e-14

3.58808995  10.9998408911038911 37 6.472498588086019e-14
3.6999996  10.9998408911650813 37 6.4725115330977588-14
3,5999997 10,9998408912262716 37 $.472524478135028e-14
3.5809098  10.999840891287462 37 6.472537423197820e-14
3.5898999 10.9998408913486525 37 6.47255036828615%-14
3.6 0.9998408914098426 37 6.472563313400021e-14

Obsérvese en las tablas que el dltimo sumando es siempre menor a 1-[0_14. La
sucesion invalucrada en la expresion {(4.15} es uniformemente decreciente por lo que el siguiente
término de Ia serie, no sumado, debera ser todavia mas pequefio. Si se pidiese sumar éste término
de la serie a la computadora, lo mas probable es que nc se considere, pues la precision de la
computadora es de sélo 14 digitos.

Otra consideracién importanie es que la computadora siempre obtendra valores de 1 para
la evaluacion de P[X < x], para x >= 9, teniendo que realizar muchas iteraciones para obtener
este resultado. Por lo que, al calcularse en un equipo similar el algoritmo debe considerar esta
condicién para reducir el nitmero de iteraciones a las necesarias para evaluar P{X < x] en 9. De
esa forma, se determina el ni!mero maximo de iteraciones, y por tanto e! tiempo de procesamiento
para la evaluacién de P[X < x].

Al parar el algofitmo sin una cota al errof por truncamiento de la serie introducimos
incertidumbre en la exactitud de! calculo obtenide, sin embargo, bajo las consideraciones
anteriores, las representaciones realizadas en este trabajo deben ser la mayor aproximacion

posible de P[X < x] a 14 digitos de precision en un equipe de cémputo con procesador 80486
utilizando el algoritmo presentado aquf.
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