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INTRODUCCION

A fines del sigh posodo un molemblico Alembn Namado Richord Dedekind ( 1831-1916 )
comenz6 el lrabajo de fundacibn Ibgico y filosofico de ks molembticas. Dedekind prefiib paro
sus fines el uso de ideos obstroctos generoles, su procedimiento se bash sobre ef concepto de
cortoduros,

Desde entonces muchos motemblicos hon fhecho aporlociones o I estructurocisn de los
malemblicos desde distintos punlos de vista, uno de esos punlos de vista ho sido e de ¢l
motemblico nodeamericano Conwoy, quien ho oporlodo yo uno gren cantidod de frobojos sobre
lo teorio de juegos y que sobre esto finea desarrollo una teoria oleinaliva de lo comstruccibn
de Yos nGmeros reoles. Su trabojo ye bo sido reconocido por otios melemdlicos, con esos
boses el presente lrabojo prelende dor uno perspectivo de b forma en que Conwoy hace su
construccibn del campo de nlimeros teoles. Knuth hizb su aporfocibn o lrgvés de su “novelo
didoctico” llomado; " NUMERDS SURREALES", ounque su obra sobo es de corficter divulgolivo do
uno magnifico ideo de lo formo en que consluclivomente creo Conwoy un campo, sin hocer
uno solo demostracibn. Aqui inlentaremos, por el contrario, hocer lodas los respectivas prushos
de codo elemento necesario, para dichg construccion,

Lo conslruceion de Conway retoma lo forma de tos cotoduros de Dedekind pero de ung
manera que ol mismo tiempo lombién refoma lo constiuccibn de los nimeros del célebre
malematico Von Neumann, of comenzar desde el origen mismo que es % nada { ¢l vocio ), y
en formo de conjuntos onidados pora generar, iniciomente, o fodos los nOmeros nalurakes y
cordinoles.

Todo lo anledor Conway o lleva sobre un compo, donde el conoce mejor las cosas, a teorio
de juegos y conslruye uno equivolencio entre fos juegos { usuoles ) y sys jueqos, probands su
equivolencio en ombos senlidos. Lleva luego eslo equivalencia o o consiruccibn de uno



estuctura olgedroica, para fo cuol debe de definic y estructuror operaciones, osdenes y
equivalenciss enire elementos,

Fimolmente Conwoy levo esly estruclura o olro mis complejo ( aqui un onif conmutalivo y
ordenado } con lo previa formulacibn de los juegos como nGmeros, y pora poder aprovechar
lodo ¢f {robojo previo y justificor sin gran problema o viobikdod de esta estruclurg,



CAPITULO I
UMEROS Y JUEGOS

Paro dor nicio of presente lrabajo nos inlroduciremos en el Greo de lrobojo de Conway,
veremos los definiciones de juegos de Conway y iuei:os ( usuoles ), los coracteristicos que
deben de reunir eslos juegos, ka formo en que hobremos de definir los distintos closes de
juegos, fos que posteriormenle nos llevorn o lo descripcion de juegos positivos y negolivos

De principio iniroduciremos el conceplo de juego de Conway por un postulado:

C6 Si x ¢ y son ombos conjunlos de juegos de Conway, entonces el por ordenodo ( «, y )
es tn juego de Conwoy.

Si o partir de esto consideremos fo conslruccibn de un juego de Conway cuakquiero {x .y )
donde los conjuntos dodos r, y necesilon ser constiuidos como conjunlos de juegos de
Conwoy habremos enlonces de comenzor lo construccién de los nGimeros, comenzondo por el
cero o porlir an solo del conjunto vacio ( como en o construccibn de Von Neumonn), donde
ésle habrd de ser considerado como conjunlo de juegos de Conway - yo que ol no conlener
elemenlo (juego) olguno en el se cumple por vacuidod con ser un cenjunlo de los oqui
requeridos,

De lo anlerior se desprende que de acuerdo con el postulado CG, o parejo de conjuntos
(@.2) es un juego de Conway. al slisfacer el postulado arribo mencionado, o este juego de
Conwoy lo habremos de idenlificor como el nbmero cero.

1) 0= (2,2)

De oqui que ¢l nimero cero sea un juego de Conway y § 0 | es un conjunto de juegos de
Conway { conteniendo ol cero Gnicomente ), A porlir de este conjunto de juegos de Conwoy y
con lo ayudo nuevomenle del postulado CG hacemos los siguienles combinaciones de conjunlos
de juegos de Conway : (§ 0}, @) (@ . §0} ) los que por conlruceibn son {ombién




juegos de Conway. Relornando o ki ideo de Von Neumon habremos de oblener los siguientes
conjuntos de juegos de Conway,
) 1=({o} @) =({10t.2)
0= (§1.23u0.0-11,3)
Demostraremos por el método de induccion que os conjuntos arribo mencionodos son juegos
de Conway.
Demostracién;
Yo se ho vislo que ( @, ) es una porejo de conjunios de jueqos de
Conway, asi que el cero es un juego de Conway,
Ahore adoplomos como  hipblesis de induccion que el  nmero
n=(§01,23...0-11, @) es tombién un juego de Conway.
Con lo que nos quedo por demostror que el nGmero
nt1= (§0,4.2..0-10 }, @ ) es un juego de Conway,
Dado que n= ( § 0,1.2,..0-1} . @) es un juego de Conway, entonces ef
conjunlo § 0,1,2..... n-1,a } es tombién un conjunto de juegos de Conway. De
o anterior se desprende que { § 0.1.2..... n} . @) e3 uno parejo de conjuntos
de juegos de Convay, con to que por & postulado €6 (§ 0000}, @)
€3 un nuevo juego de Conway: el juego ntl.

Con lo onterior se ha demoslrado que los nimeros nolurales ( de esta forma construidos) son
juegos de Conway - o ollernativomente que de esto forma se pueden constrult los nimeros
nolurales ~, Pero esto puede ser lievado o una formo un “poco” mas general demostrando
que lodo ordinal puede ser visto como un juego de Conway de ocuerdo con ko construccién
plonleado anleriormente,

3) Todo ordinal es un juego de Conway.



Demostracibn:

Por definicion lenemos que cualquier ordinal o es la representacitn del
conjunto de ordinales ; . il lales que ainguno de estos B; es mayor que .
Asi denlro de lo representacin como juego de Conway el ordinal o es el
juego de Conwoy que esto formodo por el par  ordenodo
oy | B < « Viel } . @ ) donde el conjunlo
§ 8 | B <o vViel | esto formado por los juegos de Conwoy creados
previgmenle, Cumpliendo con el postuldo CG y por fo tanto e3 un juego de
Conway,

Tenemos enlonces que paro demostrar que un conjunto cuolquiera 2 es un juego de Conway,
sblo exisle uno Gnico vie de prueba ulilizable y esta es el postulado CG. Asi que pare que 2
%0 un juego de Conway, 2 debe ser forzosamente un par ordenado (. ) en el cuol ombos
conjunfos x .y deben ser conjuntos de juegos de Conway, Hobremos de llomar seguidamente o
b elementos del conjunto « como los elementos izquierdos de Z y a los elementos del
conjunto y como los elementos derechos de 2. De lo onlerior obtenemos la siguiente
observacitn:

4) Codo juego de Conway es un por de conjuntos. Log elementos izquierdos y derechos de un
juego de Conwoy son ellos mismos juegos de Conway.

De ahora en adelante nuesiro inlerés principal sera sobre un tipo particular de juegos: los
juegos en que intervienen dos personas { jugodores ). A esle lipo de juegos perdenecen
muchos juegos bien conocidos, los cuales se verd posteriormente que son juegos de Conway.
Desde ohoro, cada vez que se haga referencio @ un juego s¢ presupondr que se estd

hablondo de un juego perteneciente o esto clase.




£l Concepto de Juego

Para sotislocer lo necesidod de analizor situaciones ontagbnicas, se han desarrollodo técnicas
moleméticos especiales, que surgen de lo teorio de los juegos. Lo aplicacion de esta teorio
permite elaboror cursos de occibn racionoles pora los bondos opuestos. En ki vida real los
situaciones onlogbnicos son extremodamente complicados y dificles de anafizar, debido o lo
presencia de un gron nimero de foclores concomitontes, Por Io tanto e! anbiisis malemdlico,
de los mismas requiere que se posen por ollo los foclores secundarios, y se construyan
modelos formales simpificados. Tales modelos se llaman juegos,

Antes de enlror en malerio conviene definir olgunos conceplos bésicos. Considerense dos
Jugadores A y 8 o, en general n, con intereses opuestos entre si. Por juego, se enfiende un
curso de eventos que consisten de une sucesibn de acciones por parte de Ay B, o el conjunto
de jugadores implicados. Paro que el juego sea suceptible de ser andlizado matemélicamente,
fombién debe lenerse un sistema de reglos establecidos sin ombigledad, es decir, un sistemo
de condiciones que requlen lo3 occiones permisibles para codo jugador en cado elopa‘ gel
juego, o conlidod de informacién que liene cado bando ocerca del comportamiento del otro, fo
sucesion de jugados { es deck, los decisiones que se tomon en el curso del juego } y lambign
el resullado del juego, que se obliene de lo totolidad de los jugadas reafizodos por cado
bondo, Este resutado { un {iunfo o uno derrolo ) no siempre liene uno representacion
cuonlilotva; pero usuolmente es posible esloblecer alglin lipo de escola con lo cuol puede
tepresentarse el resutado como olgn nGmero definido. Por ejemplo, ea el juego de ojedrez
puede convenirse en contar un triunfo con +1, un empate como 0 y una derota como -1,

Para nueslios fines habremos de considerer solo los juegos entre dos personas, un jugador
izquiesdo L y un jugodor derecho R, Antes de dor inicio 0 un juego se acuerda cuol de fos dos
jugadores habrG de inicior o abrir dicho juego, teas lo cual se efectuaron ollernotivamente fos
movimienlos de codo uno de los jugodores. Los movimientos son fos troslaciones de ung

posicién a olra denlro de reglos fijodos previomente por los parlicipantes. Denolaremos con S



ol conjunto de posiciones, entre el que se hobrb de elegir un elemento distinguido 5o que serd
lo posicion iniciat de dicho juego. Se dan dos relociones binarios de juego, identificados por
— & ~—p , enlre los posibles posiciones de juego. Cuondo et juego ho llegedo o uno
posicibn s, en la cual por ejemplo, es el lurno de mover de L, entonces su movimiento hobrG
de consistir en cambiar de lo posicibn s a 1o posicion o', de existir dicha posicion, to que se
denolo 5 ~—»s". De no existir lol s ( esto es L no puede hacer un movimienlo legal )
entonces L liene perdido el juego, de ocuerdo a los reqlos previomente establecidos, por lo
que entonces R gona el mismo, Anlogomente pore el caso de R,

Ahora nosolros definimos, de ocuerdo o fo onterior que;

)3— s siystlosis—i s 0s—ags.

Un requerimiento que ademds impondremos o un juego es ko siguiente condicion:

Condlcibn de finifez: Mo debe existir ninguno sucesidn infinla de posiciones sg, St Sguum
tales que sg —>8§ —35)~— Do

Lo anterior nos fleva ol hecho de que cualquier juego debe de llegar o su fin despues de un
nfmero finito de movimienlos y de que uno de dos jugadores L o R debe resultor el ganodor.
Lo que ¢liming o posibilidod de que se relore o la posicion iniciol. Asi un juego es definible o
trovés del conjunto de posiciones S, su posicibn inicial 3 y las relociones binarios  antes

mencionados ——3y . ——g . con lo que se forma lo lékado { S, s — —R ).

Ejemplos de Juegos

A continugcibn se dan olgunos ejemplos de juegos bien conacidos, en lo teorio de jnemey: y
que coen dentro de las corocteristicas de juego. aqui mencionados:

o) NIW, La eneodo Ny, Na,.... Ny ) &5 1o posicion sq, donde Me IN, los posiciones aporlir de
aqui son los eneados (ny, iy, .. i ) toles que n; < NV i€l los relociones —» & —g
se dan enlre los posiciones ( By, Nguey By )y { 1)y Mgy W'y ) siempre que oy =0’y poro

lodo i exceplo poro un iy, donde nig >n'.




b} Dominb. Lo posicion inicial so es el conjunto finito de cuodrodos de un loblero
cuodriculodo. Los posiciones son los conjuntos subyocenles de s les relociones
s~ 8 & s—p 5 se don si s puede oblenerse desde s quitondo dos cuodrodos
adyacentes de 3 { En lo préclico eslo se puede hocer cubriendo las parejos de cuodrados con
fichas de doming ),
¢} Los juegos de Conway. x pucde ser visto como un juego normol. Lo posicibn inicial sg s
idenlifica con x mismo, Los posiciones son adembs de o posicién iniciol, los elemenlos de los
partes izquierda y derecha de . luego los elemenlos de los partes izquierdo y derecho de
coda ung de fos enleriores y sl sucesvomente, por fo lanto fodos las posiciones son juegos
de Conwy. Los relociones s —s' & s —gs* se don si 'y sblo si s' es un elemento
izquierdo o derecho respectivomenle de s { que seo elemenlo izquierdo de s significa que
perlenece o lo porle izquierda de s, osi mismo par los elemenlos derechos ). Veamos ohora
que salisface lo condicién de fintez, En coso conlrario exisliria uno  sucesibn  infinita
50 5] —35) —Duwes (n
de posiciones, con Yo que exisliio wng sucesion lombién infindo de conjuntos:
RENEN T (1.
tolg: St s——s'ys= (r,y) enlonces s'er o0 Sey , ser D 3aras; sey
>s3lrylayas (rie)
usando {111 se obtiene un sucesion { | 1) o perlic de { 1), Pero lo existencio de uno
sucesion infinita como ( 11) viola el qrioma_de fupdociSn de 1o teoria de conjunios, que dice:
* Coda conjunlo x » contiene un elemento 2 el cual es ojeno o ¥ | coso que no se

salisface en o exislencio de una sucesién infinita como { 11)),



Un principio de Induceibn pora Juegos
En edto seccion introduciremos un mélodo de pruebo, ef de induccibn motemético. Este es un

recurso exlremadomente valioso en los moteméticas, porque es aplicable o muchos tipos de

- problemas, y pora olgunos es ko mejor solucién,

Dado un juego x= ( S, sp —>(, —g ). Paro cado sy con sy —sg nosolios
podemos osignarle un juego x'= ( S', s —3~—g ) como sigue: s€S' i y 36l si

existe uno codena sg—-.... ——s { incluso cuondo 9= 8 ). Paro s, s'eS' lenemos que

. 5=—'s © 5~ 5. Anblogamente porg s—ap" 5

Codo juego definido de eslo manero ser6 llomodo un juego predecesor de s Mds
especificamente, nosolios podemos decir que un juego es predecesor izquierdo o derecho
seqin se den los relociones sg——»y 8'g § sp—p 3,

Un Principi de Induccin poro kiegos:  Escribimos Pr para decir que ef juego x liene lo
propiedad P,

Principio de Induceisn para Juegos: Si la proposicin Px se sigue como una consecuencio de
b hipSlesis de induccidn, de que se implico Pr paro codo juego predecesor x* de x,
entonces cado juego x liene lo propiedad P.

Demostiacién:

Supongomaos que se Skque Pr de lo hipblesis de induceidn, pero que existe
un juego predecesor x g, el cual no tiene lo propiedad P, enlonces existe un
juego predecesor +'y el cual lompoeo posee o propiedod P, y esle liene o su
vez un predecesor x"g que corece de bo propiedad P y osi, suceswomente, s2
dortn los posiciones sg, $'g, g d¢ b3 juegos rg, ¥ g ¥ "gun QuE
deberbn de salisfacer lo siguiente refocibn:

3 —25'0 —8"0 e

en conlradicibn con lo condicién de finilez poro juegos.



CAPITULO IT

SOBRE LA TEORIA DE JUEGOS

Nosolros demostraremos chora que en coda juego yo sea el jugedor L o el jugador R, en
otros palobros el jugodor que comienza o bien &t olro, pueden forzar su victorio en el juego.
Lo idea de uno estrategio ganodora jueqa un papel decisivo aqui. En porliculor esto idea puede
ser usodo poro definir juegos “positivos” y juegos "negalivos”, Asi en esto forma podremos ver
que todos los nimeros noturales, como os hemos construido, son en esle senlido posilivos.

Un juego se realize medionte jugodos sucesivos; cado jugado es una eleccibn de una de los
ofternotivas posibles especificodos por ks reglos. Una jugado puede ser personal o aleoloria.

Uno jugodo personal es una eleccién y ejecucion conciente, por porte de uno de los
jugodores, en una de tos jugodos que sean posibles en do situacion dodo. Un ejemplo de una
jugoda personal es cualquier jugeda en un juego de ojedrez. Cuondo le corresponde su luino,
e} jugodor hoce uno eleccion concienle de entre los jugodos posidles, dependiendo de lo
posicion de los piezos sobre el lablero.

Uno jugoda oleolorio es lo eleccidbn de una posibilidod de entre un cierlo nGmero de ellos, no

por la decision de un jugodor, sino por el tesultado de algtn evenlo olectorio. Asi para nuestro
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fines este tipo de jugodos quedan descortados pora lo elaboracin o consecucién de uno
eslralegio,

Estrategio qanadoro

€ concepto de estrategio es wno de los idens fundomentales de lo leorio de jueqos,
Supongamos que en una portide jugado de ocuerdo con los reglos del juego x el jugador A es
el que vo o mover { osi A puede ser L o R ). Si no hay posibilidod de moverse paro esle
jugador, entonces el juego se ha terminodo y A ho perdido, pero si A tiene varios opciones
entonces puede escoger enlre varios movimienlos posibles. Uno estrolegio o para Aen v, en
caso de existir, delermingrd sin ambigiiedod el movimiento o reofizor por A en x.

Esle movimienlo predescrito por uno estrolegio dodo puede depender del estodo en que se
encuenlre el juego hasla ese momento,

Diremos que un jugador A tomo parte en x un juego con ko eslrolegio o si o es una
eslrolegio poro A en r y codo movimienlo hecho por A es el descrlo por o respecto ol
jugodor que haya comenzado el juego o parlido.

o es lamada uno estrolegia ganadora para L en el juegox, en el caso en que R hogo el
primer movimianto & y s6l0 si & es una estrotegio pars L en » de lol formo que L gana codo
juego que R comienza, si L adopla lo estrotegio o.

Escribiremos LR paro denolor que L liene uno estrolegio genadota en el juego xcuondo R
comienzo. Definimos L L, Rrl, & RxR anflogomente,

Después usaremos los siquienles lemos:

1) Sea ' un jueqo que es predecesor derecho de x , entonces Rx 'L implica Ry R.

2) SiLr'L poro coda juego ' que es predecesor derecho del juego  entonces Ly R,
Demostracion:

1) Sea o' una eslralegio gonadora pora R en x*, cuando L comienzo. Uno

eslrolegio gonodoro @ pora R en x cuondo R comienza, puede diseharse

11



como sique: R mueve primero poro presentar ung posicion inicial »°, después
R juego de acuerdo con lo estrotegia o, Por hipstesis lo estrateqio gorantiza

st viclori,

2) Una eslrotegia qonodoro para L en » cuando R comienzo, es permitir que
R hoga cuakyuier mivimiento { Si no hoy movimiento pasible pora R entonces |
gono inmediolemente ). Cste movimiento inicial flevo o un juego « ', sv
predecesor derecho de x, en el que L va o mover; Ahor L puede usar uno

eslrotegio gonadora o o cuol, por hipbtesis do LrL .

_Nolese: Que por razones de simelria, codo una de los ofirmaciones onleriores 1) y 2) (y fos

subsecuentes que usen esto terminologia ) tienen uno forma dual vélido.

Si en un juego porticulor ¢l jugodor R comienza, enlonces R & L no pueden tener ambos
estrotegios ganodoros. La siquiente proposicion establece que of menos uno de los jugadores L
o R tiene ung estrolegia gonadora.

Poro cualquier juego x o ofirmacion siguiente es viida:
3 (LrRoReR)y (LrloRel),

Demoslrocion:
(Lo demoslrocion utilizo el principio de induccibn para jusgos) De ko 10
afirmacin enlre paréntesis; Si exisle «°, el cual es predecesor derecho de ¥
y solisface Rx'L,  enlonces por 1) se da RxRy ko ofimacion es cierls. Si

no, R'L es falsa paro cado predecesor derecho x° de r y entonces usando

12



lo hipblesis de induccion de Lr 'L oblenemos Lx R por 2) y de nuevo ko
ofirmacién enlre paréntesis es cierla.

La sequnda ofrmacion enlre parénlesis que aparece en 3) se demuestra de
lo mismo monera que ko onlerior con lo ayudo de los duoles o los

ofirmociones 1) y 2.

Juegos Positivos y Negativos.

Dado que nuestro intencion es la creacion de un modelo con los operaciones ya conocidas, y
sus respectivos propiedodes, ademds de su semejonzo con los recles, es obvio que debemos
juslificar por principio de cuenlas el hecho de que los nimeros noluroles como los hemos
construido oqui deben de ser positivos, Asi o porlir de esle inlerds y de o yo hecho
previomenle debemos dar una definicién de lo que serd pora nosotros un juego positive ( en el
sentido de que por positivo entenderemos que ei niimero o juego es mayor o iguel que cero:
"0s" ),

Si of comienzo de un juego el jugador R no liene movimienlo, entonces L R es Lriviolmente
cierlo. Esto es aplicable o lodos los juegos de Comwoy nombrados con onlerioridod, todos
esos nlmeros son positivos { en el seatido O< ). Eslos ejemplos proveen un motivo poro

introducir uno propiedod “O<" delinido por lo siguiente:
Definicibn: O<rsi y sblo si LxR.
Definicion: x<0 iy s6lo siRxL,

Asi con esto y con 3) los ofitmaciones 1) y 2) pueden ser eeformulados,
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Siguiendo o Conway, oqui usaremos r &, % como variables para tos juegos predecesores
izquierdos y derechos de x. Asi obtenemos:

14 Siun xR<0, entonces O<res falso.

2") Si para lodo +R, rR<D es fobso, enlonces Osr.

Obsenvacién: Para probor 1%) basto suponer que <0y O<r > LrR & R¥RL > RrR b0
que e3 ung contradiccién, Anblogomente poro 2').

Combinando estas dos ofirmaciones obtenemos caracterizaciones induclivos de “0<" & “<0",
4) O<siy sblo si, para lodo #%, no es cierlo xR<h,

5)xr<0 siy s6lo i para todo xL, no es cierto que O<rt,

Una Clasficacién de Juegos

Equivalencia de juegos:

Aplicando la ley distributivo @ 3) {enemos que pora code juego »:

(LrRoReR) & (LrloRrl)= ({LyRoR¥R)&Lrl)o({LrRoRKR)oRYL)

=((rl & LeR) o (Ll & ReR) o ((LxR & RyL) o (R¥R & Rxl)

=(LeR & Lrl)o (LrR & Rxt)o (RR & Lxt) o (RxR & Rel),

Si lo primero ofirmacion enlre parénlesis se do para x entonces L liene una estrotegio

gonadora pora cuolquier jueqo en el que L comienza y tombign una para cuolquier juego en el
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que R inicie el juego, Nosolros diwemos que un lof pertencce o b clase de L Similsmenle un
juego pertenecera o do close de R i la Oifima affmacion anlre paréntesis es sofislechs,

Si 1o tercera ofirmacibn enlre poréntesis se cumple enlonces el jugador que comienza posee
uno estrategic gonodora parg dicho juego. Diremos que un juegs de esta forma pertentee o o
close de F.

Finolmente si ko sequnda ofirmocin se ve cumpiida, el sequndo { ¢ jugodor que no empieza )
liene en esle juego una estrolegio ganodora y le osignamos o esle juego ki close de S,

Clorsmente ningGn jueqo pertenece a dos clases diferentes entre si, con Yo que

6) Codo juego coe denlio de una de los mulvamente exclusivas closes L, R, F o S.
Delinicign: Los juegos que cgen denlro de Jo misma clase se dice que son de iguol volor,

Ejemplos:

Los juegos de domind con posiciones inicicles ., pestenecen o bos clases L,
R. Fy S respeciivomente. Dado D, definido como &l juego de dommb cuya posicibn inicial es ef
cuodrado de nxn,

0g & Dy perentcen o Yo close de S yo que en ombos casos el primer jugodor no puede
hacer jugodo feqol alguno, por ko tanlo el segundo jugador gono.

Dy Dy & Dg perdenecen a ko close de F. En el caso de Dy sblo el primer jugodor puede
mover dejando sin opeién ol sequndo con lo que ¢l gona dicho juego. En Dy por ser un
cuadrado de 3x3, dejo stlo una jugodo posible ol sequndo contendiente y asegura para si dos
més con ko que tombién oqui gono. Para ef coso de Dy haciedo sus movimientos de forma que
seqn lraslaciones de uno jugodo previa, vo dejondo espacios inocupables con lo que reduce bs
posibilidades de accién del oponente y osequrondo siempre una jugoda por lo menps,
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£l juego de Conway 0 = (@, @) definido anteriormente pertenece o la clase de S porque
ninglin jugador en ko posicidn inicial puede hacer una legitima jugoda.
Uno noturaimente podria definir las clases orrtbo mencionados con b ayuda de los relotionss
S0 &20. Ast

a) reS siy soho i s & O<x

r €S entonces por definicién ¢ segundo jugodor { aque! que no empiezo ) liene uno
eslrotegia ganadora en ¢f juegor, asi 3i R comienzo L ganord, eslo, si y 36k si Oy, Ahorg
si | comienzo R tendro una estrotegia ganadoro en x siy sblo sf x<0,

Por fo tonto ¥€8 & r<OD&O<r

b) rel &0<x & no ¥,

£l que x el implica que el jugador izquierdo es el que tiene uno estrategio ganodora poro
esle juego, independientemente de el jugador que haya comenzado dicho juego, o cual da que
si L comienza tenemos entonces Lx L <> O<x. Ahora sf es R el que comienza, tendrbn que
llegar & un momenlo en que R yo no pueda mover y por ko tanlo ganar el juego en curso, o
que es —{Rx L) & r<0 lo que implico que L gono .
—(RrL) es x un juego donde sblo L puede mover lo que por reglo implico que R ho

perdido: Probemoslo por induccibn y que entonces —(Rxl) = LL,
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Supongomos que se ha cumplido hasta tno delerminoda jugoda de manera que R no puede
adoplor una estralegio qanodora en « £ enlonces —(Rx LU} con lo que sin importar que
movimiento hogo R, L puede hacer un movimienlo de monera que R no pueda adoplor una
eslrolegia qonadora en xRl y entonces —(RxRLL) con lo que L liene ganoda ( no perdida ) lo
jugada, y por [o tonto LrRL, Entonces por induccibn sobre los predecesores de x lenemws

que LxL & rs0 o> —(RrL).
¢) reRsiystlosi xs0 & no Osr,

xR entonces R liene uno estrotegio ganadora en » independientemente de quien hayo
comenzado el jueqo, 03i si ea L ef que ha comenzado tendremos R L o que es por definicitn
x<0. Si por el contrario hubiera comenzado R, como ya liens una estrolegio gonadora en r
debe haber un momenlo en & que L yo no puedo hacer movimienlo alquno y por regla
entonces perder, pero el que no puedo hocer movimiento afguna se representa por —(Lx R)
que por definicion es O<r,

Antlogamente o lo anlerior se prueba que —{L ¥R)=RxR.
d) x €F siy stlo sinox<0 & no <,

Que x eF implica entonces que e primer jugador en xes el que poses una estrotegio
ganadora, con lo que sblo se pueden dar los siquientes relociones RxR & L L, pero por o

vislo anleriormente en b) y ¢). lensmos que: RxR= <{LrR) &> 0<x & Lrl==(Ryl)
[=¥¢<i}
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tn particulor 0eS, yo que at no habes ninguna jugoda posible el primer jugador por regla
pierde dicho juego y el segundo conlendiente sole victoriso, y asi en &f senlido de los

gefiniciones tenemos que O<x & x <0, de o cual podemos ahora ofirmar que:

7} 0s0.
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CAPITULO IIT

UN GRUPO PARCIALMENTE OROENADO O JUEGOS EQUIVALENTES

En lo seccion enlerior introducimos los conceptos de jueqos “posilivos” y "negotivos”. En
lugor de escribir x es posilivo, eseribimos:x liene lo propiedod "0<” o "0<"¢ o més
brevemente O<x en lo misma formo pore x negolive escribimos x tiene lo propiedqd "<0",
r"<D" & r<0. Los notociones D<r & r<0 sugieren que + puede ser comparads ¢on 0,
ounque fa propiedod no sea mencionado explicilomente en los definiciones.
£n eslo seceibn inlroduciremos una relocién binaria < enlve juegos y moslroremos que "0<"r
siy sblo sifsr y que x"<0" siy sblo si ¥<D.

Haobrermos de delinir lombién dos operaciones -x & x 4x Enloces inlerprelaremos r <y
como "0<"y-r, donde y-r es lo obreviacion usuol de y +{-r).

Lo relacién < { 'y sus oplicaciones o - y +) son una contribucibn de To leoris de juegos ¢ ko
teoria de Conwoy para nimeros. Esla es lo relocibn que se necesiloba en ung seccibn enerior,
Lo relocion que existe enlre dos juegos rk x cuondo x<y& y<r se don simultoneomente
es uno relocion de equivalencio compatible con <, - y 4. los closes de congruencig
correspondientés conslituyen los elementos de un grupo Abeliano porciaimente ordenada cuyo

elemento cero es fo close de S.

£l Negotivo de un Juego.
Si definimos como positivo tin avance dentro de un juego para uno de los jugadores es obvio

que ot hacer que este mismo jugodor relrocedo, eslo serb una actilud negolivo en su juego.
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Dado que s6lo hoy dos posibles direcciones en el juego, ——»y & ——>g , entonces paro un

jugador:
£l negotivo de un juego
r={S, 8¢, —)

puede ser definido como el juego

1) -1 =(5, 5. —>p. —).

que es el juego derivdo de x por lo transposicibn de los relociones de juego L & R,

Cloromente enemos,
(-x)=x & -D:0,

donde ef juego de Conwoy O debe ser interprelado como el juego con ha Gnico posicitn (@,2)

en ko cuo! ningdn jugador fiene ko opcidn de una jugoda legitime.

2) Si 0sx, enlonces - x <D ( y reciprocomente ).

Demostracion:

Mostraremos que R{-x )L, siL ¥R, Esto se sigue de lo observacién de que

uno estrotegio gonodoro poro L en x, cuondo R hace ef primer
movimiento, es una estrateqis pora R en —x cuando L hace &l primer

movimiento,
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Lo Suma de Dos Juegos

Primero un ejemplo:

X1 puede ser un juego de NI y 3 un juego de domind. Entonices x g+, puede pensorse
como el juego en el cual ¥y y x5 son jugodos simultaneomente, enlendiendo que cuondo es
el lurno de coda oponente, este liene lo  opcibn de mover en x ¢ 0 en x o { pero no en
ambos ),

Lo definicibn generol es; Si

ti= (S5 —g)  (i=02),
enlonces,
1+ xy= (S sp——p )
Donde S = SxS; ¢l conjunto de porejos de posiciones de los juegos g, 7, sq es &l por
(so1 52y
(3137 )~ (', 97).
siy sblo si
{(s1=—0181y 52252) 0 ( 1=y s—125).
{ Lo relacion R es definido de manero ondloga ). Es cloro que:
L N T B A R 1))
Demostracion:
~( x+y) es el negotivo de lo suma de juegos r+y, en donde las relociones
de juego Ly R hon sido combiodos ( o inlerpuestas ) osi s ——ys" enxty
se convierle en 5 —15' en ~(x 4y ) que s (s —p; 311 y 52 = 99)
o (siEsiysy—msz)ommd {s—usiysEsa)o
{s1=5"1 y sp—(g &' ) que es cambior las relaciones de juego tonto en ¥
pora hocerlo -, como en ypora hacerls -y con fo que ~(x 4y} se
conviete en - x+(-y)=-x-y.
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Adembs;

4 0) 0<e~x § x-r<0.
b) Si O<x & Osy, enlonces O<r+p.
¢} SiOsr+y & O<y, entonces O<x,

Demostracion:

a) O<r-r sugiere que L{x-x)R. Si R comienza, L pude gonar el juego x-x
si L copio el movimiento hecho por R en lo olie componente. Lo sequndo

ofirmacibn se sigue por dualidad.

b) Tomando L¥R y LyR. lenemos que mostrar que L(x +)R. Obtenemos uno
estrotegio gonodora paro L en x4y, cuondo R comienzo, por adoptar lo regla
de que L responda o cado movimiento de R con uno en lo misma componente
del juego escogida por R y hociendo lo jugoda requerido por o estrategio

qonadora pare cado componente del juego.

¢) Probaremos que no 0<x &y <0 implican Osx +y . Por el tercer punto de
lo seccibn onterior es suficiente probar que: " Si RxR y RyLl. entonces
R{r+yR ™

R comienza o moverse en lo componente x donde R tiene uno eslralegio
qanadoro. Después ¢l hace su movimiento en el juego en el cual su oponente
ha elegido un movimiento, de ocuerdo con lo eslrolegio gonadora que existe
para R en este juego. Como R tiene ung estralegio gonedoro poro ambos

jueqos, entoces R debe ganar lo suma seqOn lo anterior,
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Juegos lsomorfos

Por isomorfo en molemdlicas enlendemaos, intuiivamente hablando, ko igualdad existenle enire
dos conjuntos bajo b misma estruclura olgebraico, Esto lo verificamos ol hocer uno
comparacion entre ambos conjuntos via una funcién biyectiva, que nos diga i son de igual
cardinolidod y si sus estruclures son idénticos. Esto Gitimo, ol someter o fa estruclura ol
oplicacién de ko funcién y ver si esta preserva o no los operaciones de o estructura sobre lo
que se le ha mapeado.

Lo formulacibn de isomorfismo resullo parlicularmente importante pora el objelivo de nuestro
estudio, yo que ol tener diferentes tipos de juegos: domind, NI y juegos de Conway nos
imporla saber su comportamiento y generolizar este con el fin de levarlo o uno estructuro
olgebroica. Todo eslo seria sumamenle complicodo si nos dedicamos ¢ analizar cada juego,
por ello hemos introducido previamente yo los clases de juegos, de los cuales habremos de
seleccionor solo representontes que sean lo més generales posibles, eslo gracios ol hecho de
que sern isomorfos al resto de sus coelemenlos de clase ( o subclose segtn sea el caso ).

Los isomorfismos odemds nos facilitardn ef andlisis de expresiones yo conocidos como fo es
lo sumo y e! produclo, que ounque bien conocidos, en este conjunto sus propiedodes resulton
no ton féciles de corroborar.

Los isomorfismos para juegos pueden ser definidos en la formo usval.

Es (6cil ver que el juego x+y es isomorfo of juego y+x y que (r+y)t2 es isomorfo ol
ri{y+z)

Demostrocin:

Seo ¢l mopeo.

@: S1x5; —> SpxSy definido por lo reglo de correspondencia,
(r.p)—y. 1)

Donde x= {8y, g1, —p1, —p1 } & 1= Bpsp—r0—m )

Nos soltaremos lo prueba de que @ es biyectva, poro ver que es morfismo:
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O s —5)= [ 5139 ) —o (5152 )]

= (58 y 59757 ) 0 [ 34=8'1 y 57557 )]

= ([ =57y sto15'1 ) o [ sy 5125 )]

= 5381 ) —l 28 )= B( 3 ) — ('),

Lo que prueba el morfismo de @ y que x4+ es isomorfo 0 y4x.
Sea ohoro el mapeo:

W: SyxS7xS3-—» SyxSxSy definido por lo regla de correspondencio.

[(r. NN — [rly.2)]

Anblogomente ol onlerior pora x ¢ y 2= (S3. 503~ 3~—g3 )
De manero onblogo of anterior se prueba que W es tombien un isomorfismo
enlre los juegos (x+yY+z & ¢4(y42).
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CAPITULO IV

Un Orden Porciol de Jueqos

Nuestro lrabajo se he orienlado ol encuentro de uno estructura, si no igual si, muy semejonte
¢ s reales, Eslos Gfimos cuentan con ung coracterislica muy porliculor, que es el orden,
dados dos nimeros podemoas compararios y decir cloromente quien de ellos es mayor o i son
iquales,

Con el fin de llegor 0 olgo semejonle inlroduciremos ung forma de comporacibn o través de
ko siguiente definicién; cuondo hablomos de orden parcial hablomos de una relacibn que
cumple con ser reflexiva, antisimétrica y lransilva,

Definicitn: r<y iy s6lo 5i 0<x-y (donde noturoimente "0<" se enliende en ¢l senlido de lo
propiedod inlroducido en la seccién 4),

Deseamos moslrar que 0<y siy sblo si "0<”y ( lo prueba de que x<0 siy sblo si x"<0"

se prueba similormente ). Tenemos que probor que, paro lo propiedod Os lenemos:
Osy-0siysblosilsy.

Si <y, entonces 0<y -0 sigue de que 0<0 (4.7), ~0=0 (1), y 4b).

Si sy -0 entonces Osy sique de que 0<0, -0=0 y 4c).

< es ung relacion de orden porciol, Lo reflexividod viene de da), yo que Ogx-r & x-r<0
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y solo reslo probor ko transitividod, Supangomos que x<y & y<z |, enlonces:
Osy-r &< z-y.
Os(z-y )M y-r) W)
0 (z-x Y y-y ) { isomorfismo ).
0< 7-x por 4o} & 4c),
y enlonces x<z.
5) 0) S x<y, enlonces - y<-r,
b) Si ¥y, enlonces x+2sy+2.
Demoslrocion:
o) Tomondo r<y, Tenemos entonges Osy—x, Os-r-(-y ) (por
isomorfismo ), con Yo que - ys- .
b) Tomando x<y. Entonces lenemos Dsy-x, Os( y-x)+(2-2) por 4b)
D<(y-2) = {x=2) { por isomorfismo ), y entonces nos quedo x 42542,

6) No {rRsx & rsal),
Demostracion:

Probasemos lo primero afirmagion { lo segundo es duo! ). xR-x R es yn
predecesor derecho del juego x - xR, Por ser O<x-x & ¥ -xsD lenemos
que R{xR- ¥R L, De eslo ae sique que R{ x- xR R, por lo ofirmacin: Dodo
r' un juego que es predecesor derecho de x, enlonces Rrll => Rx Ry
entonces que L{x-rR Ry rR<x son ambas folsos, Mo x<xL se sigue por
duolidad,

En lo seccibn 3 coroclerizomos lo propieded “"<0” inductvomenle, Existe lombién ung

coraclerizacion inducliva para la relocion binario <.



TEOREMA k< 5ty stho si o) no yR<y &) no ysrl,
Demostrocion:

=5} Supongomws x<y. Para probor o) nolemos que ¥<y & yRsx podrio
wplcar  ysy R, por lronstivided, controrio a 6). la afitmacién b) se
prueba pot analogio .
<= Supongomos que nunco s do fa condicibn yR<x y fompoco se da
ysxb pero que sia embaigo r<y s faisa. Entonces nosolros podriomos
tener R{y -2 )R, Asi R lendria una esliotegio gunodows para ef juego y -,
cuando R comienza, Existen dos posibles co3os para ser considerados para et
primer movimienlo becho por R.

i} & hace un movimiento en fa componente . Este movimiento produce yR,
y con esto Ry R-r )i, osi que L{r -y PR, o en olros polabrosy R<x
conlrorio o o hipblesis,

#) R hoce su movinvienls ¢ la componente —x, Este movimiento produce un
predecesor derecho de - x y asi un predecesor izguierdo xL de r. Esto
imphea R{y - r)L y asiL(#L-y)R o en olros polabras, y<rL bo que
conlrodice fo hipblesis,

Kueldod de Juegos

En lo posterior mostroremas que < tiene 1odns fos propiedades que coroclerizo o la relacitn
binoria expresado por“x sy & y<r* como uno relocin de equivslencia compalible con <, -,
+. Sequiremos desde ohero fo siquiente terminologic de Conway y Momaremos a dos juegos
iquales (=) cuondo esla ralacibn se de enire ehos. Podria noterse que hosio ahora ks iquakded
siempre se monejb como un conceplo de identidod I6gica, Porg evilar confusién desde ohorg
hobremos de user ¢l simbolo = para denotar o onlesior, Acordando desde ahora adoplor o
siquiente definicign de igualded.
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fefmeibe: x=y signilico { r<y & y<r ).

Nos ohorroremos los detolles de lo construccion de los closes de equivolencio
correspondientes o eslo definicion de <, - & + paro estas closes y nos conlentoremos con
enuncior ¢l siquiente resultodo.

JEOREMA Los clases de equwalencia formades por juegos guales conformon un grupo
Abeliano parciolmente ordenado respeclo o <, - & + cuyo elemento cero es lo close de S.
Demostracibn:

Observagibn: x<y & rsx', yoy' 2 x'gy’
Pruebo: Como r=x'=> ¥sr' & r'sx, anblogomente poro y==y’. tenemos enlonces,
y'sx, xSy & y<y'con lo que por lronsitividad ¥y
Proboremos primetgmente que dichos closes forman un grupo.
0) ry=yty Seon x=o & yeb de ohi que o<y & x <o, onblogomente
paro ys=b. Enlonces tenemos r +y <o+ y <o+b similarmenle a+bsy 4y, si
lomomos ahorg los closes correspondientes x4 y<o+b & gtb<r 4y con lo
que ry= x4y
b) O+ x=x. Por lo wisto onteriormente bosta probar x <x 40 & r +0<x
entonces, como r<x +0 es 0<{x #0)-x & O<(r-r) &0~y < 0D
y onblogomenle poro r<x 40,
¢)-rm(-x). Como 050 = 0Sr-r = Os-v4x D0s-r-(-¥} >
(-1 )s—x 1quol poto - x<{-r),
d) (r+y)ezme sy +2). En este coso s2 da el mismo ssomordismo que se
dib pota los (uegos cuondo se probd lo asocinividad
e) r+y=y+r Con esto se pruebo lo Abeliomidod det grupo y es o trovés
de un 1somortismo lambién yo dado pora lo mismo propiedod de los juegos.
Yo se ho probodo que esle es un grupo Abeliang, reslo probor que es

parciolmente ordenado. coso que se harb en esle momento.
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04) Reflexividad (x=x). Esto propiedad esto dode por lo afimacién probada
en 40) que nos da x<x y ol oplicarla simélricomente tenemos el resullado
deseado,

0y) Transitividod ( §i x<y & y<z = x<z ). Por lo observacion x<y &
¥Sx',y sy’ = r'sy' que igualmente se vole pora tener y'sz* de 2y
con lo que enfonces tenemos x'sy' & y'<z'y finglmenle oblenemos que
1'$7' & 1<z,

03} Anlisimelrio ( x<y & y<x = x=y ). Hociendo una anclogio o lo
observacion tenemos ' & ymy ' con lo que x'Sy’ & yi<x’, por

definicibn x'=y' osiresulle x=y

Juegos iquoles, resullon también respeclo a lo anterior, de igual valor-en el senlido definido
en Jo seccién 3. Cada una de los closes F, L R o S se divide en closes de juegos iquales.
Todos los juegos de lo close S son iquales a algun olre, pero fas olras closes se dividen en
mas de una close de jueqos iguales ( pora ser precisos en un infintto nomero de clases de
{ofes jueqos ). Por ejemplo; Los jueqos de domind, ¥ con posicién iniciol CI, & y con
posicibn iniciol OO £ esln obviemenle en R, pero no son iguoles. En electo r es
isomorfo o ¥R, Paro ¥R tenemos Uriviaimenle que yR<x, Podemos enlonces deducir '

trivialmente del Teorema de la seccion 4 que x<y es lalso, y por o lanto =y,
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CAPITULOY

JUEGOS Y JUEGOS DE CONWAY

Nosotros vimos en en lo seccién 3 que codo juego de Conwoy ¢ puede ser visto lambién
como un juego. Mbs precisomente mostramos como dado un juego de Conway ¢ podiamos
definirle un juego correspondiente cg, Ahoro nos proponemos mostror que-reciprocamente—g
codo juego » le corresponde un jueqo x¢, que es un juego iqual o r, donde lo polabra
“iguol” estd doda bajo el conceplo definido en lo OMtima seccitn,

Uno podrin denolor como x ¢ o lo forma normol de . Conwoy boso su leorig desde el
principio sobre formas nosmales. Asf liene lo gron venlojo de o simplicidod meolemdlica,
gungue a coslo de lo intuicibn,

Los mapeos ¢ —3cg & x— ¥ preservan las relociones < & = y los operaciones + & -

definidos inicialmenle paro jueqos, paro ser llevadas sobre juegos de Conway.

El Mapeo fundamental

Comenzaremos por repelir lo definicion de cg Yo cual, en principio yo fue dodo en la seccibn
3.2

1) egu{ g e o c—R).

donde los posiciones ¢g son, aparte de lo inicial ¢, los efemenlos izquierdos y derechos de .

los elementos izquierdos y derechos de eslos y asi sucesivomente. El movimiento sc—(s" €5
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vhlido iy sblo si 5, 5* son posiciones de Se y $' es un elemenlo izquierdo de 5. Definimos
iguol se—gs.

Nosolros introducimosx Lr R en lg seccibn 4.2 como vorisbles para los predecesores
izquierdos y derechos de un juego . Usaremos simiarmenle cl, cR como vorigbles paro log

elemenlos izquierdos y derechos respectivamente de un juego de Conway, Es 18cil verificor que;

2) Los voribles cgt coinciden con los variables ¢l y los variobles cg® con los voriobles
ofs.
Demostrocion:
D) egt=f eg b fog' | gy gt @ cecl = ¢'g eclg = egle dlg,
) eg=fetlgi e [ e— ¢ g e ¢"gecgl =» eloeel

£l proceso es el mismo poro probar lo sequndg parte de ko ofirmacion.

Ahoro vomos o osignorle un juego de Conwoy x ¢ o codo juego r . Definimos esto
comespondencio induclivomente sobre lo suposicién de que z ¢ eslé bien definido poro bodos
los 2 predecesores de r.

Como z¢ es el juego corespondiente o un predecesor 2 de x, entonces codo juego 2 ¢
liene un correspondiente z, Yo que de no ser osi existirio un juego Z g lol que no lendrio un
juego correspondiente 2 de x y enlonces tombién habrio de exislir un juego 2 +g predecesor
de z ¢y el cuol lompoco tendrio juego correspondienle entre los predecesores de x y esle o
su vez lendrio un predecesor 7 ¢vg sin lo propiedad ontes mencionodo y osi sucesivamente,
Donde los posiciones ¢g, €'g. € guuiin. 08 105 jUBGOS Z200s 2C0 2 CQurnn
solisfacen los relociones cg —e'g ——¢"g —>..... en contradiccibn con fo establecido en
lo condicibn de findez.

Por ende definimos:
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3 realirich. beRed)

Por induccibn sobre juegos uno puede ver en sequida que x¢ es un juego de Conway { de
manera semejonte o lo aniba probado ), y se sique o partir de lo visto en Jo seccidn 4 que:

4) Los voriobles x ¢L coinciden con los voriables x kg y similomenle los voriobles x (R
coinciden con los variobles ¥R,

5} Pora codo juego de Conwoy copm c.

Paorg probor estas ofirmaciones de manera anblogo o los onteriores necesitamos un pringipio
de induccion paro juegos de Conway también onblogo of que yo tenemos poro juegos, y ef cual
se puedo probar de lo misme manera que el primero.

Un Principlo de Induecibn pora juegos e Conway:

Si del supuesto de induccion de que Pr' se do para cado elemenlo izquierdo o derecho x'
de un juego orbitrario de Conway x, se sique lo consecuencio de induceiba P, entonces cado
juego de Conwoy  tiene lo propiedad P.

Lo onfedor como yo se expuso se pruebo igual que su ontecesor y permile exlender los
demostraciones hechas previomente o los dos Gitimas afirmaciones.

Deducimos de esto que:
to= (Fegich fegel)  pord)

wlicgtt foc®h  por2)
affcl, fckd) { por hipstesis de induccion 3.

B) r=reg poro codo juego x.

Demostracibn:

Proboremos que xS g { o pruebo de que ¥ cg< res onbloge ). Usoremos
lo coraclerzacion inductivo de < dodo yo en lo seccibn 4, junto con 2), 4) y
la hipbtesis de induccibn.

¥Sreg sty sblo sino reghsr & roggno xL.
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siy sblo sino rPegsa & rees 0o rlgg,

siysolo sino *Rsr & roes no regh
donde los Olimas conjunciones son vafidos por lo seccibn 4.

Fxtensisn de los Definiciones de Relaciones y Operaciones Definidos paro Juegos y Juegos de

Conwoy,

Comenzaremos por definir fo relocitn < enlre juegos de Conway c, ¢
N e<e' significo cg<el
Como con k definicion de iquoldod poto juegos escribimos e=¢' $i se don lonfo ¢'<c como
ese’,
Los extenciones de los opercciones ~ & + definidus poro juegos o juegos de Conwoy son
activodas cononicomente por medio de los siguientes definiciones:
8) -om ( ~cg ko
9) epteom ( ciptesg ) oo
Uno lombién puede coraclerizor lo telacibn < y log relociones - & + de lo siguignle forma:
7) ¢ < ¢ cwondo y sblo cuondo;
a) nunca tenemos cPsc y
bY nunco lenemos ¢'scl,
B ~om (§ R, Fel}).
9 eppegm (§ etbep hof et L Fefaep bof eptefi ),
7} se sigue inmediolomenle con lo ayuda de 2) desde lo coraclerizacién de la relacion <
enlre dos juegos.
Pota probor 81}, Por 8) y 3} tenemos:
~ea ({-eelle, f-ecifc )
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deducimos de B) usendo 6) que (—¢)g= -cg con lo que lenemos
-o= (§ (-e)led b (ke t)
y de eslo junlo con 2) y B) resulo
sox (f(=ch b f (R (FREFeLd).
Para poder probar 91). Por 9) y 3) tenemos:
epbem [ (Feit b feRids+ (et leRid ke
de 9) y usondo 6) tenemos igual que en 8)
ertca [ (fetb e+ (Tt b et e
de lo formo de sumo visto en lo Gima seccién tenemos o siguiente: s —s' con 5 & §'
perlenecienles o ( ¢1tey } & { s—aps1" & 555" 0 [ 51=31" & s3—2 52') con 5y,
81'€¢y ¥ 5. '€y con lo que si los vemos como conjuntos resulto lo siguienle:
ettt et
pora el coso de Yo porle izquierdo de lo suma de dos juegos e iguol poro su porle derecho. Lo
anlerior nos do lo expresion deseado de lo suma,
De fo expuesto en lo secci6n anlerior, podemos ahoro deducir el siquienle leorema:
IEOREMA: Los closes de juegos equivalentes de juegos de Conway, iguales, forman un grupo
Abeliano parciolmente ordenodo respecto o los relacibnes <, =y los operaciones - & +.
Demostracion:

En lo presenle seccibn se hon probudo lo equivalencig tanto poro jueqos
como paro juegos de Conway de los relociones <, = y de los operaciones - &
+. Con lo que lo demostracién del presente teorema se ve doda por el foclor
de que el omodo mopeo fundomental respela dichos relociones como se vib
en 7). es lombién biyeclivo como se prob6 en 2), 3), 4) & 5) y por Gitimo
cumple con ser morfismo ol "obrir” o respetar los operociones de juegos sobre

juegos de Conway como se demuestio en las afirmaciones 8) & 9) de esto
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seccibn. N ser ombos conjuntos somordos se extiesds vo esle medo b
estructuro de gnipo Abefiono porcioimente ordenods.

Ejemplos

Habremos de delerminar por medio de ejemplos de juegos de Commoy correspondienls o o
o dos de los juegos de dominb disculidos previomenle of finol de lo geccibe 4. Vimos que Dy,

Dy no lenion ombos predecesor olguno, en olros poiobros Dycediom{@. 2. £ juego de
domint con posicien niciol ] tiene o Dy como un predecesor ingwerdo. pero o lese
predecesor derecho. El juego de Conwoy comespondienle o esle juego de domind es
({0}, & Jm 1, En lg mismg forme vemos que los juegos de domino con posiciones inicioles

y . comesponden respectivomente o los juegos de Conway (2, JO} Yy (-1} . B} ) B
juego de dominb con posicion inicig que liene o Dy como Dmico predecesor derecho,

corresponde ol juego de Conway { [0 . 0} )

m mb
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CAPITULO VI

NUMEROS DE CONWAY

En o seccién 8 discutiremos los posivlodos Dy) o Dy) de lo teorio de Dedekind. £n o fuluro
generoizocibn, oparle del conceplo bisico de relocionor o un nlimero un por de conjuntos,
cuyos elemenlos sean precisomenle nimeros previomenle construidos yo, Gnicomente el
posluiodo Dy ( o su version D3) fue preservodo. Esto en vidud del problema de como podio
ser definida lo relacién <. Este problemo queda ohorg resuetlo. Los nimeros de Conway son,
de ocuerdo con lo formo en que fueron construidos, en cuolquier coso juegos de Conway, y
tenemos fombién de lo secci6n 5.2 uno relocion de orden parciol para juegos de Conway
molwoda por lo teoria de juegos. Abora estamos en posicion de formulor los dos postulodos de
Conmoy Cy) y Co), Cy) generakiza ¢l posiulodo D) de Dedekind mientras que Dy do lo

carocterizocidn inducliv de <.

Los Postulados de Conway 1 & 2

Los nfmeros de Conway, los que desde chora podriomos llamor simplemente nGmeros, serin
inlrodutidos vio los siquienles dos poslulodos. Usoremos 2L & 2R como df principio de fo
seccidn 5, como voriobles para denolor los elementos izquierdos y derechos d_e los pores de
conjunlos respectivomenls, _

C1) Siz=(x.p) donde x & y son ombos conjunlos de nbmeros y 2R<zL nunca se

verifico, enlonces 2 es un almero,
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C9) Poia dos nimeros ¥ & y lo ofirmacin de que r< /&5 equivalente g lo combingcion de
los ofirmaciones, yR<x aunca se verifico y tampoco <L nunco es ciero,

Conway desarrollo su leoria enleromenle sobre lo base de estos dos axiomas, opurle claro de
lo definicidn de los operocones aritmélicas. Asi de eslos postulados se derivon fedos los
propiedades de <, sin lo necesidod de volver o referirnos o lo teorio de jueqos previomenle
establecido en lo seccién 4. Proboremos esto oqui en forma semejonte o lo visla en lo seccion
1 donde definimos los juegos de Conway con oyudo del poslulado CG).

De C1) se sigue que:

1) Cada némero es un por de conjuntos. Los elementos izquierdos y derechos de un nOmero
son ellos mismos ngmeros, Cada ntmero es un juego de Conway.

Si x es un conjunlo de nimeros, enlonces (x , @)y (@, x) son nGmeros ya que lo
teslriccion dada en C1) es satisfecha Iriviolmente, En particular se sique de eslo que:

2) Todo nbmero ordinl es un ngmero,

Lo anlerior e sigue de lo yo probado en Jo seccion 1 junto con 1),

Nosolros repetidomenle habremos de dar pruebas induclivamenle, por fo que formularemos un
principio de induccibn para nimeros correspondiente al formulodo poro juegos de Conway en lo
seccidn5 y pora los jueqos, visto en fo seccidn 2, y que seq més f6eil de probor siguiendo los
mismos posos. En odicion ¢ lo formulacion de un principic para ung propiedod, lombién

formulgremos un principio poro uno relacién dado.

Principip o induceisn para nomeros : ( pora uno propiedod P ) Si de lo hipblesis de
induccibn P, vblido pora codo elemenlo izquierdo o derecho x ' de un nimero r, se sigue lo
validéz de lo propiedad Pr pora coda nimero x. Entonces ceda nlimero x liene lo propieded
P.
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Demostracién:
Supongamos que lo propiedad Px se sigue de lo hipdlesis de induccion paro
Pr 'y que exisle un elemento polbgeno x ¢ lol que no cumple con lo
propieded P, donde r g es un elemenlo izquierdo o derecho de r ', Pero de
exiglir un x o con lol coroclerislico, este debe de lener forzosomenle un
elemento «'g, izquierdo o derecho, el cuol lompoco cumple con o propedod
P. Y esle o su vez debe tener un elemento x " con lo misma restriccion
sobre ko propiedod onles mencionado, y osi sucesomente, ¢creondo de eslo
MOner uno sucesibn xg, *'g, ¥ “gu.... que salislace lo siguienle relacisn:

conjuntos de nimeros en si mismos, esto conlradice el axiomo de fundation
de fo teorio de conjunlos. Asi no puede existii un elemento de los
coracteristicos de r o y de el cumplimienlo de lo ofimocibn como
consecuencia de la hipblesis de induccién se sigue que todos ks x lienen lo
brooiedad arribe mencionada.

Principio de inducein para admeros: { poro uno relocion R ).
Conclusién de induccion: Rry......., xp.

Hipotesis de induccin: Si se comple Rt 'yuwuun ¥ 'n, PR €000 A=000 X '{n X'y, doNde,
pora coda i, x*; es iguol o x; o bien es un elemento izquierdo o derecho de x; y donde, paro
olmenos un i, x'; &s un elemenlo izquierdo o derecho de ;.

Si ( por 1odo ¥ y,.....xp ) 5¢ sigue lo conclusion onles mencionodo o parir de lo hipblesis
orriba expuesto, enlonces lo afirmocién Rx y....... ¥ o resulta ser vélido pora lodos los nimeros
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Demostrociin;

Supongomos que k conclusibn de induccibn R ..., o Se cumple o paris
de lo hipblesis de induccion de que Ry 'y.....x', es vblido. Pero que eriste

ung n-0d0 X ygu.n ¥ oo L0} que no cumple fo relacion R, Enlonces o su vez

elemenlo yo sea izquierdo o derecho de xig y donde por lo menos poro un i,
x"g s un elemento izquierdo o dercho de x g de do) suede que no cumple
con la relocion ontes mencionado, Esta n-ado o su vez conliene una n-odo
¥ "pen X ol que pato codo i, x “p=1r"g o bien es un elemento de lo
porte izquierda o derecho de x';p y donde olmenos pora un i, ¥ “gesde o
formo aontes mencionada, que onflbgomente no cumple con Jo relocisn R.
Siquiendo con esle proceso st cres uno sucesidn infindo  de n-odos
{ representémosios por su elemento inicia! } ¥ jg.x “gux "igu.. plenomente
conlenidos uno en olro, de kb siguiente moner: ..cx g g x g bo cuol
eslo en contradiccion con o referido en ef oxioma de fundocién de ko feorio

de conjuntos.

Propiedodes Elementales de ki Relacién de Orden
Primero usando el principio de induccibn mosiroremos que ia relacibn < ¢s reflexivo, Al mismo

Liempo probaremos dos nuevas ofirmacicnes.

Poro codo nimero .
3 o) No rRer poro cado 1R,
b) No r<rt pora codo L,

¢) xsr,



Demoslracibn;

Probaremos t ofirmacion o) yo que b) resua andlogo. Si lvigramos xRy
entonces por c2), en parliculer, z<x R es folso cuondo Z2 s un elemento
derecho de x. Ahorg bien, xR e3 un elemenlo derecho de x, osi podriomos
tener que noxP<rR contrario o o expuesto.en lo parte ¢) de lo hipblesis de
induccion, con lo cual rR<r,

Pato probor ko ofitmacion ¢) si r<x, entdnces por 7)) de lo seccién 5,
existe unxRsx o un x que e3 menor iguol-o un xL en conlrodiceién o b

expuesto en los incisos o) o b) respectivomente,

Como poro juegos de Conwoy y juegos, ahora introduciremos uno relacién de equivalencio =
pora nGimeros 6 lrovés de lo siguiente definicibn.
Definiebm: =y significo ¥<y & y<r,
De 3) se sique que:
4) Paro codo nfmero ¥, x<r,
Ahoro moslraremos que < es transiliva:
5) Para lodo ntimero x, y, 7 lenemos que: si x<y & y<z, enlonces X<z,
( Cloramente conocemos desde las primeras secciones que esto se gplico cuondo ko relocién
< esto dado conforme o ko definicion de teoria de juegos )
Demostracin:
*  Nosolros usoremos el principio de induccibn pora lo relocion ternario R,
definida por:
Riyz.sedosiyslosi(xsy & ysz o rsz)
ylysz & zsr o ysr)
y(zsr & rsy > 25y).
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Mostroremas que ko conclusibn de induccibn Rz e3 wae consecuencin de lo
Wpblesis de induccion, Sobre fundomeslos de simelrie es saficiente mosirar
que 1<z, 8 xSy & y<z, sque de ln hipblesis de induceite. En eleclo,
suponomos <y & y<z. S 1<z w se compliern, exisliia gor (2) m 2%
ton 2%<r ym rl tol que z<rL Nos reolringienes of primer cow | of
sequndo puede der trolodo de memery simier ). Se sigoe & 2% & 1<y
por lo Wipbleses de indwecidn ( en parlicwlor of teseer Lirnmino de s compacién
defiida ea Ryyz) e 2Psy. De oki e e sigu de 2%<y & y<z ypor o
pimes lémino de lo conpmeibn que 2%z V.,

En esto pruebo de reflexividad y onsiivded a0 hemos hecho we de To reslriceibn dods oo
C1) como fuclor sobre fo formocitn de pares de conunlon. Esle restriceie serd esencinl e b
siguiente.

Definimos x <y de lo manera mis uswol por 7y & 00 y<r (o equivaleniemenle por r
<y & rey)y domomos;

6) Poro coda nomero r, rl<r & r<xf,

Hodo: Nelese que lo ofimocitn comrespondiente paro juegos de Commoy es folo, dodo que s

_ pudiero dox rl<r® sempie, donde estos son juegos de Conmoy r & 2 tokes que 7 o

tonto un elemento izquiecdo como deiecho de .
Demostrocibn:
Prueba inductiva poro ¥ <L,
Nosolros leniamos yo demostrodo &n 3) que no x<rl Con b que sect
suficiente probor que x'<x.Si rlno <x es veidod, serio posble por C2) o
existencio de un xR {0l que rRerl o un UL Lol que rrll, Peso #Rcrl
extd en conlrodiecitn con 1)y de dorse Un L con lol propeded, eslonces
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por do hipblesis de induccibn » <yt y por lo propiedod lronsitvo de <
podriomos tener lombién que r<xl en contradiccién con C2),
Lo segundo ofwmacibn se pruebo de manera andlogo,

Ahorg inlesloremos moslror que los nfmeros son tolomente ordenados o través de lo relocibn
<. ( eslo no es vbiido poro jueqos en generol, Tenemos en elfecto, indicado en la seceibn 3 un
ejemplo de un juego rde lo close F, y poro este jiego no x<0 & no 0<x)
7) Poro cuolesquiero nomeros x,y tenemos 1Sy 0 y<s,
Demostiacion:
Supongomos que no{y<r) y demostraremos enlonces que ¥ <y, Se sique
de y<x, por C2), que existe un Py o que rsyl,
1<1® por 6)y rR<y impheon ¥<y
rsyt & ylsy por B) impicon x<y,

Ejemploy

Hemos visto que lodos los ordinles son nbmema. Si los ordincles son construidos en
sucesion { ver o seccion 1 donde los primeros ordinoles son definidos ) uno ve ensequido que
codo ordinol es dilerente ( esto es m 0 ) de cuolquiera de sus predecesores. Sin emborgo més
que eslo seo verdod codo nbmero ordmol, e3 lombién desiguol o cudlquiera de sus
predecesores, Nosolros nos habremos de conformor con prabor esto pora nlmeros nolurgles n.
Al eslo serd suficiente paro mostrar que se comple que n<nt 1,

o) nsn+1: ysaremos C2);

o) ( n+1 Ysn no puede ser nunco cierlo, porque este no es un elemento derecho de n+ !,
02} Si n#1 fuese < que un o, enlonces por ko definkion de n+1, tol nl podrio ser Lombién

un (n+1) y n1 podrio ser < que un (n+1)L controrio 0 lo expuesto en 3),
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by =(n+ t<n: En visto de o expuesto en C2) &5 suficiente moslror que n< que un (n+1)
pero n es un {nt 1) y a<n por 3),
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CAPITULO VII

EL ANILLO DE LOS NUMERQS DE CORWAY

En lo Gima seccion introducimos los nimeros de Conway, conjuntomente con ko relacién de
orden <, y o de equivolencio =, Ahoro hobremos de dor los definiciones para los operaciones
oritméticos y olgunos ejemplos, y esbozaremos kg propiedades de el campo de log nimeros de
Conway,

Operociones Atméticas pare nlimeros
Estas serdn definidos induclivomente, Como vimos - & + sertn reincorporadas, donde
lendremos que definir toles operociones como pora juegos de Conway ko hicimos en lo seccién
5. Nosolros tomomes finakmenle estos definiciones inductivos de B1) & 81} y volemos o darlas
en forma de dos posluledos C-) & C+) pora nimeros,

C-) Pota codo nGmero x, lenemos
~rs(f AR} L)),

C+) Pota cuaksquiers », y nlimeros, lenemos

riy=(Falty dofragbt dakey fof rigR)

Puede ser mostrodo que los operaciones - & + nunco quedon fuera del dominio de los
nomeros, y que lo relacion de iqualdod definido en do GHimo gseccibn es ung relocibn de
congruencio para estos operaciones,

Dodo que - solo es el cambio de posicion de los conjuntos de nGmeros, eslos siguen

siendo nimeros y por bo tonto - x también lo sigue siendo. En el coso de x4y . bajo lo
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relacidn +, siguen siendo nmeros los uniones de conjunlos de nimeros, que es bo que
conforma ko sumo ¥ osi la suma cumple con el postulodo CG.

Como en lo seccibn gnterior, se definié =y como x<y & y<x, mbs en lo seccion 6 se
vio que —om ( § -cL }, § -cR } ) respecto ol uso de jueqos y juegos de Conway, y of usor ks
induccibn esla sblo nos asequra ko congruencia de kos hipdlesis de induccion. Asi ko conclusion
se sique sobre ko congruencio poa estos ohoto nimeros, En esto mismo formo 3¢ hayo lo
justificocion para ko sumo de dos nimeros.

En cuonlo o fa mulliplicacion, ésto aparenta no ser modeloda para ser manejoda dentro del
dominio de los jueqos y juegos de Conway, Tras algunos dificutades Conway logra hallar ko
siguienle definicibn inductva Ct) de muttiplicocién formulado sobre los onalagias de C-) &
4.

Ct) Porg cuolesquiero x,y nGimeros, lenemos

repm(f rlyryl-xlyliod sRysnR-aRyRY,
} byt ReatyREG rRydayl-aRyLY),

Lo muRiplicacidn no se sole del dominio de los nlimeros por ser formulado indutlvamente
como uniones de conjunlos de sumas y restas de productos de nimeros, definidos previomente
por hipblesis, Lo iqualdad definido en la Ghima seccibn forma uno relacién de congruencio pore
eslos operociones oqui definidos.

Conway muestra que el conjunto de todos bos nfimeros modulo eslo iqualdod constiuyen un
compo ordenado respeclo 6 <, -, + & ¢,

Como yo se probd en secciones onleriores kos nomeros de Conway forman un grupo Abeligno
porciolmenle ordenodo respeclo 0 <, - & +. De ohi que solo probaremos que con lo
operacion dodo por Cr) los nlmeros de Conwoy forman un monoide ¥ ol adjuntarlo con lo
onterior y lo expuesto ol final de lo (ima seccitn tengamos el resullado deseodo.

Los closes de congruencio mbdulo ko igualdad, con la operacion ¢ forman un monoide.
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Demostracin;
a) Que Cr) es uno ey de composicién softa de o expueslo anteriormente.,
b) Que sea osocioliva ae ve del siquiente foctor:
re(pallrtelyezt polye2-rllpez HofrRilyes riye 2 R-riifpez B,
frta{yz)4 I.O(yﬁl)n-xh(ytl)kfutYRO("I)i-XOUOI)L-IRO(/'IN)
con los siguicntes observaciones:
rl(yozdm (xley Joz
re{yszfm reffytz+yzt-ptzQofyRz + 2R yRoRY)
= ()2 +(ay)2t-(y )23 yR)2 42y )R- ()2 R
pero lo onlerior no es gino (xythz yo que ayle(y)ly myRe(y R,
xlolyoz Y frbyt)z4(xty)2t-(elyzBof(rLyR) 2 +(x Ly )2 R-(x Ly Rz R}
como en el anterior, esto es chora (LyLlrz, Todo esto unién;
Ra(y12)m (rPiyhz,
xu(yezfa rolfylztprRepLoRiofyRz 4 prt- gRo1)
= ({12 ()R- (2RO} R 2 4 ()2 L- (0 R)2 G,
pero esto no es olra coso que (xyR)ez, pora o conjugocion de y con r&z.
1Ry 02 Vo {(rRyL) 2 4(xRp )2R-(xRyL) 2RO xRy R) 24 ( Ry )2 L-( xRy RY2YY
y esto es ohoro (xRyRhz,
De todo lo anterior se obliens:
Jrt)z4(y Yz -(r bz iol(nRy)z +{ayR) 2 - (s RyR)z}, que es bo parte izquierdo de
{xeydez. Siquiendo ¢l mismo proceso pora lo parle derecha tenemos que:
xipeslm(xeyhz.
¢) Lo exislencia de un neulro mulliphicativo se da del nomero 1=({0}33) yo que ol mukipheario
por un nimero rsffxUh$rRl) cuokuiero, no bo ofecla;
rotu{frl14 20- rLORfr R14 2~ ¥ RES L1 4 r @- ABJOUY £ RY+ 4 G- 2RO}
=(f rinuieh i@t Rihe(ir o R
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d) Que seo conmuletiva es inmedioto:
(xoy Lmfalptaplontyt] O {aRyrgRarRpREm pletprlyplati o fphy
+pRoyRyR b o (yox ), kuolmente pora las portes derechas con lo cuol quedo probado
que Xeymyex,
e) Lo propiedad distributivo se da de los siguienles observaciones:
( otb Yorm [(fot+bhofo+bttjoRebhufotbRl)]rr
a({lfot+biodo+ b4 x +(o+b)rl-[fol+blfo+ b thsfoRe bjofo+ bRY) x +(a+b) R
[foR+blsto+ bR R,
w(f{jolr +br pfox +bLr{ltortebal-{fotrLabatofortibt il U
{{oRur4barf or +bRx JtarRebrR-[foRrRibrRiUjorReOR AR
s{{lfote +bx +axtiufor +bby +baLf]-(jolr Lebxtiufortebtalilt U
iRy +br +oxBiofor 48R x +brRY]-(foR e RebrRiUfar ReORARIR,
w{j{folr+ort-girlibr -brtiufblrbrl-blalior-arfiu
{lioRx +oxR=oRuRabr~brRhsitRr +brR-tRyRiax -0 xR},
wf{ffolr +ort-glrthoilr +hrl-blr it (o+b) x - rjo
{lioRx +0xR-aRyRRUSHR Y 45 % R-bRARY)+ (04b)(x - 1RY,
w{{flox ¥ ioi(br ¥} (o4b) x4+ x - xL-1R),
peo x-xL-rR=0, con b que quedo:
s(jlor)Lebriufor+(br
s{or+bri,
Se sigue ¢! mismo proceso poro ko parte correspondiente o o derecho y con ello quedo
probodo: {o+b)erm{ar+br).
Con lodo %o vislo onleriormenle se ve que los nGmeros de Conway forman un onifio

conmulolivo, con un orden porciol dodo por ko forma de juegos que tienen los mismos,
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Ejemplos:

Los siquientes ejemplos intentan ilustror lo definido antes, Hobremos de moslrar por induccion
que x+0mr, que r4(-r)=0, 141=2y que (1/2)+(1/2)=1, pora (1/2{{0}i1}).

o) riDmy (y simélricomente 04 xmr)

x+0m (frL40} 42} f rReO} r +2}) +)

= {§ L0k rRe0)
= (JaLhixRY) por hipblesis de induccitn
at,

b) x+{-x)=0 (ogul ¢l signo = no puede ser reemplazado por =, como puede verse, por
ejemplo, ol tomor rmt),

Usando ko definicién de = visto en b seccidn onlerior y restringiéndonos a probar que b
expresion ¥ +(~x Y0 e3 cierlo, £3 cloro que OR<x +(-x ), yo que no eviste un (R, i
existiers un zw (x4{-)} con Osz, enfonces podriomos tener, por C+) zm xl4(~a) 0
2m x+(-x}, En ¢l primer caso O podria ser menor o iqual que xL4(-x), y enlonces por
C2), (wL4{-}® nunco podria ser menor que 0; pero por C+) y €=} lenemos que rla{-x}
esun (xta(-r)R yenvidud de o hipblesis de induccién lendriamos rl4(-r Y<DV,
En ol sequndo coso podria existir un ¥R con 7= x 4(-r Ry 0 podrio ser < +(-x R,
Consecuentemente no exisliia, por C2), (x +(-x R)R<D; y esto en controdiccion con lo
hipblesis de induccion de que existe un rR4(-r FisD,
¢) 141=2
en g sequnda seccion definimos Tm{ {0}, @ ). De eslo se sique que:

THim (JILHJOPHIG, JRUGHARY)  C4)

= ( j0+ti140}, @)
=(f1}.2) o).
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Ahora debemos probor que este nOmero obtenido de lo sumo de uno consigo mismo es, de
ocuerdo con o yo vislo, equivalenle o el nimera dos como lo conocemos, Parg esto haremog
uso del eriterio yo evpuesto en ung seccitn onterior,

o) (@)} 01). Como no exisle un @R, serb suficiente con que mostremos que 2 no
es menor iguol que (31120, o en olros palabras que 2 no < 1. Lo anlerior se sigue de que

1<2 como yo se habia probodt en lo seccibn anterior,
co) (J0.0@)({11.2). Para este coso seré suficiente con mostear que ({1L@) no es

menor que {10,142), esto es, que (J1}@) ne <0 y que (1h@) no <1. Si fuera (1} @)<0
verdadero, {endriomos que 0 no es menor igual a ([1}@)L, fo cual contradiia et hecho de que
D<1, Asi 2 es menor iguol que {§10.2), yo que su porle izquierd no &s mayor o iquel que
todo elemento de el ntmero con ef que lo comparomos.

Con todo lo anlerior se ha demostrodo que: primero (1142 s equivalznte a 2 y sequndo,

que con esto, 141 s iqual o dos,

d) Definimos  (1/2)m({01413).

{172 e3 un aGmeto, de ocuerdo con 1), yo que 1 no es menor igual qué cero, Ahoro se
justificors to notacién ol probor que (1/2)+(1/2)=1,

¢ Os(t/2).

De ucuerdo con o yo expueste e suficiente probor que lo porte derecha de (1/2) no e
menor ugual que cero, pero esto e3 obvio, yo que {1/2)8=1 y uno no es menor igual que
cero,

1) 1 no £{1/2),

£ f6ci ver eslo, yo que 1 eg elemento derecho de (1/2) y 1< con o que {1/2) no pysde
ser mayor que 1.

o) 140/ (07D F 11 1)

Lo que result de C+) junte con o} y To propiedad conmutativo.
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h) (1/2+(1/2)=1,
(/0402 (1040172 I (/208§ 1t/ 0 (/s ) 04)
={ /D1 51/ o) y Prop, conm.
Con o que sblo nos resta probor como con la sumo de 2, que este Offimo nGmero es
equivalente o 1. Sequiremos lo misma t6nice que en ¢).
) ts(§1/28814(1/200). En este coso horemos lo prusba complelo de orden enire dos
nimeros:
Primero. 14(1/2) no es menor iguol que 1, esto se sique fociimente de que 1<1, yo que
por g} 1 es un (14(1/2)}. Asi no puede ser mayor que 1+(1/2).
Sequado. (§t/2841+(8/28) a0 es menor iquat que cere, 1o cual es obvio, yo que 0s(1/2)
como 52 vio en ¢),
By (H72050+(8/D)<t. Con que veomos ogui que 1 no es menor iguol que
(17251401 /20 nos bastord o lo que es lo mismo, yo que (}1/28i14(1/D=(1/2. que
como yo hobiamos probado en f) no es mayor iguol que uno,
Con todo o anterior se ho probodo entonces que eslos dos nbmeros son equivalentes y que
por o tonto {1/2)4(1/2)=1, Lo que hace coherente la notocion empleado para el susodicho
ntmero {1/2}
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CAPITULO VIII
CONCLUSONES

Como se menciond en do seccibn B oqui se diseutian los postulados Dy) o Dy) de Dedekind,
parte fundomenial del proyeclo o desarralior en esle frobajo.
Postulodas de Dedebing
Paro lerminar con kb asperodo en esto tesis hubleramos querido fleger o exlender nuestro
onillo conmulativo y ordenado ¢ un compo y no solo un simple campo sino uno isomorfo o los
seoles. Paro este fin hubiers sido necesorio user el conceplo de cortodura y ver o codo reql
como una cortoduro de Dedekind, lo cual no Serio en esencig muy complicado yo que pora los
nimeros de Conwoy se ust el mismo conceplo, ombos son ung pareja ordenado (x .y ) donde
¥ & y son conjunlos de nfimeros racionoles.
Pora que uno pareja (v, y ) se0 uno cortadura debesd cumplic con log siguienles
requerimienios;
Dy ) Codo nimero rocional estb precisamente en uno de los dos closes (Como los tomo
Conway) x ¢ .
B3) r & y son ombos no vacios.

D3) Codu clemenlo de x s menor que cado elemenlo de
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Dy} x torece de un elemento mbximo,

Con lo anlerior y siguiendo ks posos de Dedekind se habria de Yegor o lo construccibn, por asi
decirlo, de os recles vio teorio de juegos, més lo extencibn del lrabajo hizo este objetivo
demasiodo ambicioso.

Lo anterior solo expreso ung coro de ko moneda, yo que pot el olro lado este trabojo
desarrofiado por Conway obre uno mmensidod de posibilidodes pors lo teorio de juegos ol
dotorkos, por lo menos poro ks del lipp monejodo y expuesto, de una estructure olgebraico
junto con todo lo riquezo de informocian generado yo previemente para esto,

Solo me reslo hocer polente mi admiracibn hocio lo temible capacidod de outoenriquecimiento
que posee W molemblico, ol ver como enlre bress se brindo nuevas y exberonles
aporlociones,

Deseando que ko anterior brinde uno somero perspectiva del trobajo realizado por ks modernos
moteméticos agrodezco lo olencidn prestoda o lo presenle lesis.

Quedo de ustedes Juan Poblo Ormelas Yon,
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