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INI'R.o'D'UCCIÓ:N 

A fines del s~lo posado un mo\emblico Alem!in lomado Richord Dedekind ( 1831-1916 ) 

comenz6 el lrobojo de lundoci61116gico y lilosofico de los molemblicu lledeüid prefiri6 poro 

sus fines el uso de ideos obslrodos oeneroles. 'JU proced"l!l'lienlo 9e bos6 sobre el concepto de 

cortaduras. 

Desde entonces muchos molemblicos han hecho oporlocionH a lo eslrucluroci6n de los 

molem!ilicos desde distintos puntos de visto. uno de esos pun\M de visto ha sido el de el 

molem!ilico norteamericano Conwoy, quien ha aportado yo uno gran con\idod de lrobajM sable 

lo leorio de juegos y que sobre esto rmeo desorrolo uno leorio olemalito de lo construcci6n 

de los n6meros reales. Su \robojo yo ha sido reconocido por olrM mo\em6\icos, con esos 

bases el presente lrobojo pretende dor uno perspectivo de lo formo en que Con1oy hoce su 

cons\rucci6n del campo de nOmeros reales. Knulh hiz6 'JU oporloci6n o través de w "novela 

didoclico" llomodo: " NUllEROS SURRE.Al.ES", aunque su obro solo es de cor6der d'IYulgalito do 

uno magnifico ideo de lo formo en que conslrudi'lomenle creo Conwoy un campo, sin hocer 

uno solo demoslroci6n. Aquí inlenloremos. por el contrario, hacer lodos los respeclitos pruebos 

de codo elemento necesario, poro dicho conslrucci6n. 

lo conslrucci6n de Conwoy retomo lo formo de los cortaduras de lledekind pero de uno 

manero que ol mismo \ielllj)o lomb~n retomo lo conslrucci6n de los nOmeros del célebre 

malemlilico Von Neumann. al comenzar desde el origen mismo que es lo nodo ( el vocio ), y 

en formo de conjuntos anidodos poro generar, iniciolmenle, o lodos los nOmeros nolurales y 

cardinales. 

Todo lo anterior Conwoy lo lleva sobre un campo, donde el conoce mejor los cosas, lo teoría 

de juegos y construye una equi'lalencio entre los juegos ( usuales ) y SJJS juegos, probando su 

equivalencia en ambos sentidos. lleva luego esta equivalencio o lo conslrucci6n de una 



6!rucluro olgebroico. poro lo ·cual debe de definir y estructurar operaciones, ordenes y 

equwolencios entre elemenlM. 

íllOknenle Conwoy lewJ esto estructuro o otro m6! complejo ( oqui un anillo conmutativo y 

ordenodo ) con lo previo lormuloci6n de lo! juegos como nOmero!. y poro pode1 aprovechar 

lodo el lrallajo prellio y j¡stíteor 5in gran problema lo viabifidod de esto estructuro. 
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C.J\PITULO 1 

NUMEROS Y JUEGOS 

Poro dar inicio al presente lrobojo nos inlroduciremos en el Oreo de lrobojo de Conwoy, 

veremos los definiciones de juegos de Conroy y juegos ( usuales ), los coroclerlslicos que 

deben de reunir estos juegos, lo formo en que habremos de definir los distintos clases de 

juegos, los que posteriormente nos llevaron o lo descripción de juegos posijivos y negativos 

De principio introduciremos el concepto de juego de Conroy por un postulado: 

CG Si r e y son ambos con junios de juegos de Conwoy, entonces el por ordenado ( x. y ) 

es un juego de Conwoy. 

Si o partir de esto consideremos lo construcción de un juego de Conroy cuo~uiero ( x ,y) 

donde los conjuntos dados r , y necesijon ser construidos como conjuntos de juegos de 

Conroy habremos entonces de comenzar lo construcción de los nOmeros, comenzando por el 

cero o partir Ion solo del conjunto vocio ( como en lo construcción de Von Neumonn), donde 

éste hobrO de ser considerado como conjunto de juegos de Conwoy - yo que ol no contener 

elemento (juego) alguno en ef se cumple por vacuidad con ser un conjunto de los oqui 

requeridos. 

De lo anterior se desprende que de acuerdo con el postulado CG, lo parejo de conjuntos 

(0,0) es un juego de Conwoy, al satisfacer el postulado arribo mencionado, o este juego de 

Conwoy lo habremos de idenl~icor como el n6mero cero. 

1)D= (0,0) 

De oqui que el n6mero cero seo un juego de Conwoy y 1 O 1 es un conjunto de juegos de 

Conroy ( conteniendo al cero Onicomenle ). A partir de este conjunto de juegos de Conwoy y 

con lo ayudo nuevamente del postulado CG hocemos los siguientes combinaciones de conjuntos 

de juegos de Conroy : ( 1 O ¡, 0 ) ; ( 0 , 1 O 1 ) los que por conlrucci6n son también 



juegos de Conwoy. Retornando o lo ideo de Von Neumon habremos de obtener los siguientes 

conjuntos de juegos de Conwoy. 

2) 1= tl01.0l 2= (11,01. 0) 

n= ( j 1.2.3. ........ n-1 1 . 121 ). 

Demostraremos por el método de inducción que los conjuntos arribo mencionados son juegos 

de Conway. 

Demostración: 

Yo se ha visto que ( 0 ¡¡; ) es uno porejo de conjuntos de juegos de 

Conwoy, así que el cero es un juego de Conwoy. 

Ahora adoptamos como hipótesis de inducción que el nOmero 

n= ( 1 D.1,2.3 ..... n-1 1 , 0 ) es también un juego de Conwoy. 

Con lo que nos quedo por demostrar que el nOmero 

n+1= ( 10,1,2,. ... n-1,n 1. 0) es un juego de Conwoy. 

Dado que n= ( 1 0,1.2, .... n-1 1 , 121) es un juego de Conwoy, entonces el 

conjunto 1 0, 1,2,. .. , n-1,n 1 es también un conjunto de juegos de Conwoy. De 

lo anterior se desprende que ( 1 0, 1,2 ..... ni • 121 ) es uno parejo de conjuntos 

de juegos de Con\oy, con lo que por el postulado CG ( 1 O, 1,2,. ... n 1. 121 ) 

es un nuevo juego de Conwoy: el juego n+ 1. 

Con lo anterior se ha demostrado que los nOmeros naturales ( de esto formo construidos) son 

juegos de Conwoy - o olternolivomente que de esto formo se pueden construir los nümeros 

naturales -. Pero esto puede ser llevado o uno formo un "poco" m6s general demostrando 

que lodo ordinal puede ser vislo como un juego de Conwoy de acuerdo con lo construcción 

planteado onteriormenle. 

3) Todo ordinal es un juego de Conwoy. 
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Demostración: 

Por definición tenemos que cualquier ordinal ex es lo representoci6n del 

conjunto óe ordinales jl¡ • iel lo/es que ninguno de estos jl¡ es mayor que a. 

Así dentro de lo representación como juego de Conwoy el ordinal ex es el 

juego de Conwoy que esto formado por el por ordenado 

(ljl¡ 1 jl¡ < a \fiel 1 . Ci:l ): donde el conjunto 

1 Pi 1 jl¡ < a \fiel 1 esto formado por los juegos de Conroy creados 

previamente. Cumpliendo con el postulado CG y por lo tonto es un juego de 

Conwoy. 

Tenemos entonces que poro demostrar que un conjunto cualquiera 1 es un juego de Conwoy, 

sólo eriste uno único vio de pruebo ulilizoble y esto es el poslulodo CG. Asi que poro que 1 

seo un juego de Conwoy, 1 debe ser forzosamente un por ordenado ( r .f ) en el cual ambos 

conjuntos x .f deben ser conjuntos de juegos de Conroy. Habremos de llamar seguidamente o 

los elementos del conjunto r como los elementos izquierdos de ~ y o los elementos del 

conjunto 1 como los elementos derechos de 1. De lo anterior obtenemos la siguiente 

observación: 

4) Codo juego de Conwoy es un por de conjuntos. Los elementos izquierdos y derechos de un 

juego de Conroy son ellos mismos juegos de Conroy. 

De ahora en adelante nuestro interés principal sera sobre un tipo porticulor de juegos: los 

juegos en que intervienen dos personas ( jugadores ). A este tipo de juegos pertenecen 

muchos juegos bien conocidos, los cuales se vero posteriormente que son juegos de Conroy. 

Desde ohoro. codo vez que se hago referencia o un juego se presupondr6 que se esto 

hablando de un juego perteneciente o esto e/ose. 
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El Concepto de Juego 

Poro sotisfocer lo necesidad de analizar sijuociones ontog6nicos, se han desarrollado técnicos 

molemOticos especiales, que surgen de lo teorio de los juegos. Lo aplicación de esto leorio 

permite elaborar cursos de acción racionales poro los bandos opuestos. En lo vida real los 

situaciones ontogOnicos son extremadamente complicados y dificiles de analizar, debido o lo 

presencio de un gran nOmero de factores concomitantes. Por lo lanlo el anOlisis malemOlico, 

de los mismos requiefe que se posen por atto los factores secundarios, y se construyan 

modelos formoles simpl~icodos. Toles modelos se llaman juegos. 

Antes de entrar en molerio conviene definir o~unos conceptos bOsicos. Considerense dos 

jugadores A y B o, en general n, con intereses opuestos entre si. Por juego, se entiende un 

curso de eventos que consisten de uno sucesión de acciones por porte de A y B. o el conjunto 

de jugadores impíteodos. Poro que el juego seo suceplible de ser onOlizodo motemOticomente, 

también debe tenerse un sistema de regios establecidos sin omb~üedod, es decir, un sistema 

de condiciom que regulen los acciones permisibles poro codo jugador en codo elopo del 

juego, lo contidod de información que tiene codo bando acerco del comportomienlo del otro, lo 

sucesión de jugados ( es decir, los decisiones que se toman en el curso del juego ) y también 

el resultado del juego, que se obtiene de lo totalidad de los jugados reofizodos por codo 

bando. Este resultado ( un triunfo o una derroto ) no siempre tiene uno represenloción 

cuontilotiYo: pero usualmente es posible establecer o~ún tipo de escalo con lo cuol puede 

representarse el resultado como algún número definido. Por ejemplo, en el juego de ajedrez 

puede convenirse en contar un triunfo con + 1, un empale como O y uno derroto como -1. 

Poro nuestros fines habremos de considerar solo los juegos entre dos personas. un jugador 

izquierdo L y un jugador derecho R. Antes de dor inicio o un juego se acuerdo cual de los dos 

jugadores hobrO de iniciar o abrir dicho juego, tras lo cual se efectuaron olternotivomente los 

movimientos de codo uno de los jugadores. Los movimientos son los lroslociones de uno 

pos:ci6n o otro dentro de regios fijados previamente por los participantes. Denotaremos con S 
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al conjunto de posiciones, enlre el que se hobrb de elegir un elemento dislinguido so que serb 

lo posici6n inicio! de dicho juego. Se don dos relaciones binarios de juego, identificados por 

--+L & --+R , enlre los posib~s posiciones de juego. Cuando el juego ha llegado o uno 

posici6n s, en lo cuol por ejemplo, es el turno de mover de l. entonces su movimiento hobr6 

de consislir en cambiar de lo posicibn s o lo posici6n s', de existir dicho posicibn, lo que se 

denolo s --+Ls'. De no exislir lal s' ( eslo es L no puede hacer un movimiento legal ) 

entonces l liene perdido el juego, de acuerdo o los regios previamente establecidas, por lo 

que entonces R gano el mismo. Anblogomenle poro el coso de R. 

Ahoro nosolros definimos, de acuerdo o lo anterior que: 

1) s--+ s' si y s61o si s--.L s' o s~R s'. 

Un requerimienlo que odem/Js impondremos o un juego es lo siguienle condicibn: 

Condicmn de finile1: No debe existir ninguno sucesibn infintto de posiciones so. s1. s2 ..... 

toles que so_.s1 ~s2_. ........ 

Lo anterior nos llevo ol hecho de que cuo~uier juego debe de llegar o su fin despues de un 

nOmero finito de movimientos y de que uno de los jugadores l o R debe resultar el ganador. 

Lo que elimino lo posibilidad de que se retorne o lo posici6n inicio!. Asi un juego es delinible o 

lrovés del conjunto de posiciones S, su posici6n inicio! so y los relaciones binarios antes 

mencionados -.L , -.R , con lo que se formo lo lélrodo ( S, SO· ~L• _.R ), 

Ejemplos de Juegos 

A continuoci6n se don algunos ejemplos de juegos bien conocidos, en lo teorio de jt!JJef, y 

que caen dentro de los coroclerislicos de juego. oqui mencionados: 

o) NIU. Lo eneodo ( N1. N2 ..... , Nm ) es lo posicibn 50, donde N¡e IN, los posiciones oportir de 

oqui son los eneodos (n1. n¡, .... , nm) toles que n¡ :> N¡ V iel. los relaciones _.L & _.R 

se don entre los posiciones ( n1. n¡, .... , nm) y ( n\ n'¡,. ... , n'm) siempre que ni= n'i poro 

lodo i exceplo poro un ~. donde ni() >n'i(). 
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b) Dominó. Lo posición inicial so es el conjunlo finilo de cuadrados de un loblero 

cuodriculodo. los posiciones son los conjuntos subyacentes de so. los relaciones 

s ~l s' & s ~R s' se don si s' puede oblenerse desde s quttondo dos cuadrados 

odyocenles de s ( En lo pr6clico eslo se puede hacer cubriendo los parejos de cuadrados con 

fichas de dominó ). 

c) los juegos de Comroy. r puede ser mio como un juego normol. Lo posición inicial so se 

idenlffico con x m~mo. Los posiciones son odem/Js de lo posición iniciol, los elemenlos de los 

portes izquierdo y derecho de x, luego los elemenlos de los portes izquierdo y derecho de 

codo uno de los onleriores y osl sucesivomenle, por lo lonlo lodos los posiciones son juegos 

de Conwoy. los relaciones s ~L s' & s -.¡¡S' se don si y sólo si s' es un elemenlo 

izquierdo o derecho respeclivomenle de s ( que seo elemenlo izquierdo de s signffico que 

pertenece o lo parte izquierdo de s, así mismo poro los elementos derechos ). Veamos ahora 

que sol~roce lo condición de finttez. En coso contrario e1isliria uno sucesión infintto 

(1). 

de posiciones, con lo que e1~tirío uno sucesión también infintto de conjunlos: 

S@S1.!1Sp..... ( 11 ) . 

.llolu; Si s-.s'ys=(r,y) enlonces s'er os'ey, s'ex ~SH3S'; s'ey 

::) S 31 X .f l J f J s' ( 1 1 1 ), 

usando ( 1 1 1 ) se obtiene un sucesión ( 1 1 ) o partir de ( 1 ). Pero lo e1istencio de uno 

sucesión infinito como ( 11 ) violo el a1jomo de fundoti6n de lo teorio de conjuntos. que dice: 

" Codo conjunlo x '°" contiene un elemento / el cual es ajeno o x [ coso que no se 

solisfoce en lo e1islencio de una sucesión infintto como ( r 1 )J. 

-··. ·-~.,_·,d-··;"-"~·;,,.,,.,,.1.,¡'../i;:,;..¡ •• ~\.,, ... ;\,....,:.._¡..,~.¡.,~:~~-'-·,·"";.;..-, ,_-, 
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Un principio de lnducci6n poro Juegos 

En esto sección introduciremos un método de pruebo. el de inducción motem6lica. Este es un 

' recurso erlremodomente vafioso en las motemóticas. porque es apficoble a muchM tipos de 

problemos. y paro algunos es lo mejor solución. 

Dodo un juego x = ( S, so. ---.L. -R ). Poro cada s'o con so -s·o nosotros 

podemos asignarle un juego x '= ( S'. s'o. -l·-R ) como sH¡ue: seS' si y sólo si 

existe uno cadena s'Q-) ..... -)S (incluso cuando s'o= s ). Poro s. s'eS' tenemos que 

s -L's' (:) s --tts'. An61ogomente poro 5-R· s'. 

Cado juego definido de esto manero ser6 llomodo un juego predecesor de s. llós 

especff~omente, nosotros podemos decir que un juego es predecesor izquierdo o derecho 

segün se den los relaciones so-L s'o 6 so -R s'o. 

Un Pnilcpio de lnduccí6n poro .hegos: Escribimos P x poro decir que el juego x tiene lo 

propiedad P. 

Principio de Inducción poro Juegos: Si la proposici6n P r se sigue como uno consecuencia de 

lo hip6tes¡, de inducci6n, de que se impfico P r poro codo juego predecesor r ' de r , 

entonces codo juego x tiene lo propiedad P. 

Oemoslroci6n: 

Suponga~ que se sH¡ue P x de lo hipótesis de inducci6n, pero que existe 

un juego predecesor ro. el cuol no tiene lo propiedad P, entonces existe un 

juego predecesor x 'o el cual tampoco posee la propiedad P, y este tiene o su 

vez un p1edemor .r "o que carece de le propiedad P y osi, sucesivamente, se 

dor6n los posiciones so. s'o, s"o. ..... de los juegos ro. x 'o. x "o. ..... que 

dcber6n de solisfacer lo sH¡uiente relación: 

so-s·o-s"o-) ......... 

en conlrodición con lo condición de finitez poro juegos .• 
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C.JtPITULO 11 

SOBRE lA TEORíA DE JUEGOS 

Nosotros demostraremos ahora que en codo juego yo seo el jugador L o el jugador R. en 

otros poloblos el jugador que comienzo o bien el otro, pueden lorzor su viclorio en el juego. 

lo ideo de uno eslrolegio ganadora juego un popel decbivo oqui. En porliculor esto ideo puede 

ser usado poro delinir juegos "posílivos" y juegos "negativos". Así en esto forma podremos ver 

que lodos los nfJmeros noturoles, como los hemos construido. son en este sentido positivos. 

Un juego se realiza mediante jugadas sucesivos; cada jugado es uno elecci6n de uno de los 

alternativos posibles espec~icodos por los regios. Uno jugada puede ser personal o oleotoria. 

Uno jugada personal es una elección y ejecución conciente. por porte de uno de los 

jugadores, en uno de los jugados que sean posibles en lo s~uoci6n dada. Un ejemplo de uno 

jugado personal es cualquier jugado en un juego de ajedrez. Cuando le corresponde su lurno. 

el jugador hoce uno elecci6n conciente de entre las jugados posibles, dependiendo de la 

posicibn de los piezas sobre el tablero. 

Uno jugado aleatoria es lo elección de uno posibilidad de entre un cierto número de ellos, no 

por lo decisi6n de un jugador, sino por el resultado de algún evento oleolorio. Asi poro nuestro 
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fines este tipo de jugadas quedan descartadas paro la elaboración o consecución de uno 

estrategia. 

Estrategia ganadora 

El concepto de estrategia es una de las ideos fundamentales de la teoría de juegos. 

Supongamos que en uno partido jugado de acuerdo con las regios del juego r ,el jugador A es 

el Que va o mover ( osi A puede ser l o R ). Si no hoy posibilidad de moverse paro este 

jugador, entonces el juego se ha terminado y A ha perdido. pero si A tiene varios opciones 

entonces puede escO<]er entre varios movimientos posibles. Una estrategia a paro A en r , en 

caso de eiislir, determinorO sin ambigüedad el movimiento o reafizor par A en r. 

Este movimiento predescrilo par uno eslrolegio dado puede depender del estado en que se 

encuentre el juego hasta ese momento. 

Oiremos que un jugador A loma parte en r un juego con la estrategia a si a es uno 

estrategia paro A en r y codo movimiento hecho por A es el descrílo por a respecto ol 

jugador que hoya comenzado el juego o partida. 

a es llamado uno eslrolegio ganadora poro l en el juegox, en el coso en que R haga el 

primer movimiento si y sólo si a es una estrategia poro l en r de tal formo que l gana coda 

juego que R comienza, si l adopta lo eslralegio a. 

Escribiremos Lx R poro denotar que l tiene uno estrategia ganadora en el juego xcuanda R 

comienzo. Definimos lxl. Rxl. & RxR anOlogamente. 

Después usaremos los s~uientes lemas: 

1) Seo x' un juego que es predecesor derecho de x. entonces R r 'l implico R r R. 

2) Si lx'l poro codo juego r' que es predecesor derecho del juego (entonces lxR. 

OemostrociOn: 

1) Seo a' uno estrategia ganadora poro R en x ', cu.ando l comienza. Uno 

estrategia ganadora a poro R en ( cuando R comienzo. puede disenorse 
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como s~ue: R mueve primero poro presenlor uno posición inicial r ·. después 

R juego de acuerdo con lo eslrolegia a'. Por hip61esis lo eslrolegio goronlizo 

su viclorio. 

2) Uno eslrolegia ganadora poro L en x cuando R comienzo. es permrtir que 

R hago cuo~uier mMmienlo ( Si no hoy movimienlo posible poro R enlonces L 

gano inmedialemenle ). Esle movimienlo inicial llevo o un juego x ·• su 

predecesor derecho de x. en el que L va o mover: Ahora l puede usor uno 

eslrolegio ganadora a lo cual, por hipólesis do l x l . 

Jiblm: Que por rozones de simelria, codo uno de los afirmaciones onleriores 1) y 2) (y los 

subsecuenles que usen eslo lerminologio ) lienen uno formo dual vólida. 

Si en un juego porticulor el jugador R comienzo. enlonces R & L no pueden lener ambos 

eslrolegios ganadoras. Lo siguiente proposición esloblece que al menos uno de los jugadores L 

o R liene uno eslrolegio ganadora. 

Poro cuo~uier juego r lo ofirmoci6n s~uienle es vóíido: 

3) (LxR o RxR) y (LxL o RrL). 

Demoslroci6n: 

(Lo demoslroci6n ulilizo el principio de inducción poro juegos) De lo 10 

olirmoci6n enlre porénlesis: Si exisle x '. el cual es predecesor derecho de r 

y solisfoce Rx'l. enlonces por f) se do RxR y lo ofirmoci6n es cierto. Si 

no, R x 'L es falso paro codo predecesor derecho x' de x y enlonces usando 
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lo hipótesis de inducción de l r 'l obtenemos l r R por 2) y de nuevo lo 

ofirmoci6n entre paréntesis es cierto. 

lo segundo afirmación entre paréntesis que aparece en 3) se demuestro de 

lo mismo monero que lo anterior con lo ayudo de los duales o los 

ofirmociones 1) y 2). 

Juegos Posttivos y Negativos. 

Oodo que nuestro intención es lo creación de un modelo con los operaciones ya conocidas. y 

sus respectim propiedades, odem6s de su semejanza con los reales. es obvio que debemos 

justWicor por principio de cuentas el hecho de que los nümeros noluroles como los hemos 

construido oqul deben de ser posttivos. Asi o portir de este interés y de lo yo hecho 

previamente debemos dar uno definición de lo que serb poro nosotros un juego pos~ivo ( en el 

sentido de que por positivo entenderemos que el nürnero o juego es mayor o igual que cero: 

"Os"). 

Si ol comienzo de un juego el jugador R no tiene movimiento. entonces lr R es trivialmente 

cierto. Esto es aplicable o lodos los juegos de Comwoy nombrados con anterioridad, todos 

esos nümeros son positivos ( en ef sentido !k ). Estos ejemplos proveen un motivo poro 

introducir uno propiedad "!k" definido por lo siguiente: 

Definición: !krsi y s61o si LrR. 

Definición: rsO si y s61o si R r L. 

Asl con esto y Loo 3) los ofirmociones 1) y 2) pueden ser reformulodo~. 
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S~uiendo o Conwoy, aquí usaremos r l , /1 como variables poro los juegos predecesores 

izquierdos y derechos de r. Asi obtenernos: 

1') Si un rllsO, enlonces !k.res folso. 

2') Si poro lodo rR, rllsD es fo'5o, entonces Dsr. 

JlhseriQci6n; Poro probar 1') boslo suponer que liso y O!.r :::> LxR & RrRL :::> RrR lo 

que es uno contradicción. AnOlogomenle poro 2'). 

Combinando estos d°' ofirmocianes obtenemos coroclerizociones induclivos de "Os" & "sO". 

4) !kxsi y sOlo si, poro lodo /1. no es cierto rllsO. 

5)rs0 si y sólo si poro lodo rl, no es cierto que Osrl. 

Uno Closifkoci6n de Juegos 

[quivolencia de juegos: 

Aplicondo lo lty distributivo o 3) tenernos que poro codo juego r: 

(LrR o RrR) & (Lll o Rrl)= (( LrR o RrR) &: lrl) o (( lrR o RrR) o Rrl) 

=((lxl & lrR) o (lrl & RrR)) o ((LrR & Rrl) o (RrR & Rxl) 

=(lrR & lrl) o (lrR & Rrl) o (RrR & lrl) o (RrR & Rxl). 

Si lo primero ofirmoción enlre paréntesis se do poro .i: entonces l tiene uno eslrolegio 

gonodoro poro cualquier juego en el que l comienzo y también uno poro cuo~uier juego en el 
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que R inicie el juego. Nosolros áremos que un tal pertenece a lo clase de L Similarrnenle un 

juego pertenecera o lo close de R si lo tiftima aflllll0ci6n entre porénlesis es salisfecila. 

Si la tercera ofirmaci6n entre porénlem se cumple entonces el jugador que comienzo po<Jee 

uno estrategia ganadora paro d"icho jueqo. Direrl105 que un juego de e!lo f01mo peilenKe a la 

close de r. 
rmolmenle si kJ segundo ofirmoci6n se we cumplido, el segundo { d jugador que no empieza ) 

tiene en este jueqo uno estrategia gonod010 y le asignamos o ~e jllego lo clase de S. 

Cloromenle ningún juego pertenece a dos c!M6 Merenles entre si. ron lo qut; 

6) Cado juego cae dentro de uno de los rootuamenle erclusim dMM l. R, r o S. 

~ los juegos que caen dentro de lo misma cklse se dice que 'On de ~ual valor. 

Ejemploi: 

los ju*s de domin6 con posicione9 iniciales pec{enectn a lo! clcM L. 
R. r y S respectivomenle. Dado Dn deímido como el juego de domil6 cuyo posici6n iiiciol es el 

cuadrado de nrn. 

Do & 01 pertenecen a lo close de S ya que en ambos cosos et pliner jugador no puede 

hacer jugado legal o~uno, por lo tenlo el segundo jugador gano. 

Oz, 03 & 04 pertenecen o lo close de F. En el coso de Di s6lo el priner jugador puede 

mover dejando sin opci6n al segundo con lo que él gana dkho juego. En 03 POI ser un 

cuadrado de 3r3, dejo s61o uno jugado posible ol segundo contendiente y oseguro paro si dos 

m6s con lo que lombién aquí geno. Poro el coso de 04 hociedo sus movimientos de formo que 

sean lroslocianes de una jugado previa. va dejando espacios inocupoblu con lo que reduce ~' 

posibilidades de acción del oponente y asegurando siempre uno jugado por lo menos. 
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El juego de Conwoy O = (0 , 0) de/inicio anteriormente pertenece o la clase de S porque 

ningein jugador en lo posici6n inicio! puede hacer una legijimo jugada. 

!Mo naturalmente podrio definir las clases arribo mencionadas con la ayuda de las relaciones 

so &:<!O. Así: 

a) reS sí y '61o ,¡ .rsO & Os.i; 

1 eS entonm por delinici6n el segundo jugador ( oquel que no empiezo ) tiene uno 

e!lrategia ganadora en el juegor, así si R comienzo L ganar6, esto, si y sólo si Os 1. Ahora 

si L comienzo R tendra una estrategia ganodara en 1 si y sólo si rsO. 

Por lo tanta reS <:> UO&Os:r 

b) rel<:>Os:r & no rSO, 

El que x el implica que el jugodar izquierdo es el que tiene uno estrotegia gonadoro poro 

este juego, independientemente de el jugador que hayo comenzada dicha juego, lo cual do que 

si L comienza tenemos entonces lr le> Osr. Ahora si es R el que comienza, tendr6n que 

llegar a un momento en que R ya no pueda mover y por lo tanto ganar el juego en curso. lo 

que es -.(Rrl) <:> rsO lo que implico que l gana 1. 

-.(R x l) es 1 un juega donde sólo l puede mover lo que por regia implica que R ha 

perdido: Probemoslo por inducción y que entonces -.(Rrl) => lrl. 
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Supongamos que se ho cumpíldo hoslo uno delerminodo jugodq de manero que R no puede 

adoptar uno eslrotegio ganadora en x L entonces --,(R x l[) con lo que sin importar que 

movimienlo hago R, l puede hacer un movimienlo de manero que R no puedo adoptar uno 

estrolegio ganadora en x R1. y enlonces --,(R x RlL) con lo que l liene ganado ( no perdido ) lo 

jugado, y por lo lonto lr RlL. Enlonces por inducción sobre los predecesores de x tenemos 

que lxl e:> xsOe:>--,(Rxl). 

e) xeR si y sólo si xsO & no Osx, 

x eR enlonces R tiene uno estrategia ganadora en x independientemenle de quien hoyo 

comenzado el juego, así sí es l el que ha comenzado lendremos R x l lo que es por definición 

x so. SI por el conlrorio hubiero comenzado R, como yo tiene uno eslrolegia ganadora en r 

debe haber un momenlo en el que l yo no puedo hacer ITIO'limíento o~uno y por reglo 

enlonm perder, pero el que no puedo hacer movimiento o~uno !e represento por --,(1.1 R) 

que por definición es Osr. 

An61ogomenle o lo onlerior se pruebo que --,([ xR)=R xR. 

d) x eí Sí.Y sólo si noxsO & no Osr, 

Oue x eí implica entonces que el primer jugador en res el que posee una eslrotegia 

ganadora. con lo que sólo se pueden dar las sNjuienles relaciones RxR & lxl, pero por lo 

visto anleriormente en b) y c). !enemas que: RxR= --,(lrR) o~x & Lrl=--,(Rxl) 

e:>xsO. 

17 



[n por1iculor OeS, ya que al no haber ninguna jugada posible el primer jugador por regla 

pierde dicho juego y el segundo conlendiente sole victorioso, y osi en el sentido de los 

definiciones tenemos que Dsx & xsO, de lo cuol podemos ahora afirmar que: 

7) OsO. 
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C.'APITULO 111 

UN GRUPO PARCIAl.llEMT[ OROENAOO OE JUEGOS EOUIVA!IMT[S 

En lo seccibn onlerior introducimos los conceptos de juegos "posijivos" y "negotivos". En 

lugar de escribir r es positivo, escribimos: r tiene lo propiedad "Os" o "Os" r o m6s 

brevemenle Ol;r en lo mismo formo poro r negativo escribimos r tiene lo propiedqd "sO", 

r "sO" 6 r sO. Los notociones Os r & r so sugieren que r puede ser comparado con O. 

ounque lo propiedad no seo mencionado e1plidomente en los definiciones. 

En esto sección introduciremos uno reloción binario s enlre juegos y mostraremos que "Os" r 

si y s61o si !r.:r y que r "sO" si y s61o si rsO. 

Habremos de definir también dos operaciones - r & 1 +y. [ntoces interpretaremos r sy 

como "Os"y-1, donde y-r es lo abreviación usual de y+(-1). 

Lo relación s ( y sus oplicociones o - y +) son uno conlribuci6n de lo teoría de juegos o lo 

teoría de Conroy poro nfJmeros. Esto es lo reloci6n que se necesaobo en uno sección anterior. 

Lo relación que existe entre dos juegos 1& y. cuando rsy& ys1 se don simult6neomente 

es uno relación de equivalencia compatible con s. - y +. los clases de congruencia 

correspondientes constituyen los elementos de un grupo Abeliono porciolmenle ordenado cuyo 

elemenlo cero es lo cfose de S. 

El Negativo de un Juego. 

Si definimos como posaivo un avance denlro de un juego poro uno de. los jugodores es obvio 

que ul hacer que este mismo jugador retrocedo, esto ser6 uno actitud negativo en su juego. 
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Oodo que sólo hoy dos posibil!s direcciones en el juego, --tL & -R , entonces poro un 

jugador: 

El negativo de un juego 

r=(S. Sl).-tl.-R) 

puede ser definido como el juego 

1) -r=(S, SO·--R·-tl· 

que es el juego derivado de x por lo lronsposici6n de los relaciones de juego l & R. 

Claramente tenemos. 

-(-X)= X & -0=0. 

donde el juego de Conwoy O debe ser in\erpretodo como el juego con lo único posición (0,0) 

en la cual ningún jugador tiene la opción de uno jugado legílimo. 

2) Si Osr, entonces -xsO ( y reciprocomente ). 

Demostroción: 

Mostraremos que R(- x )l. si l r R. Esto se s~ue de la obmvoción de que 

uno estrategia ganadora poro l en x, cuando R hoce el primer 

movimiento, es uno estrategia poro R en - x cuando l hoce el primer 

movimiento. 
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. Lo Sumo de Dos Juegos 

Primero un ejemplo: 
x t puede ser un juego de NIM y 12 un juego de dominó. Entonces 11+12 puede pensarse 

como el juego en el cual 11 y 12 son jugados simulloneomente, entendiendo que cuando es 

el turno de codo oponente, este tiene lo opción de mover en 11 o en 12 ( pero no en 

ambos). 

Lo definki6n general es: Si 

x¡= (S;,so;.--u.--Ri) (i=1,2). 

entonces. 

11 + 12 = (S. 90, --L·--R.l· 

Donde S = S1xS2 el conjunto de parejos de posiciones de los juegos x I• 12 : so es el por 

(so1.so2lY 

si y sólo si 

( s1 --us'1 y s2=s'2) o ( s1=s2 y s2 _.us'2 ). 

( Lo relación R es definido de manero on61ogo ). Es cloro que: 

J) -( x+1)= -X -1 (=-1 +(-1) ). 

Demostroci6n: 

-( x +y) es el negativo de lo sumo de juegos x+ y , en donde los relaciones 

de juego L y R han sido cambiados ( o inlerpueslos ) osi s --L s' en x+ 1 

se convierte en s_.Ls' en -(x+y) que es: (s1-.R1 s'¡ y s2 = s'2) 

o ( s¡= s'1 y s~R2 s'2) cuando ( s,--+u s'1 y s2= s'2 ) o 

(s1=s'1 y s~u s'2 ) que es combior los relaciones de juego lonlo en x 

poro hacerlo -1, como en JPOro hacerlo -y: con lo que -(x+ 1) se 

convierte en -x+(-y)=-x-y. 
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Adem6s: 

4) o) ~x-x y x-gO, 

b) Si ~x & ~y. entonces ~x+y. 

c) Si ~x+ y & ~y. entonces ~x. 

Oemostroci6n: 

o) ~x-x sugiere que L(x-x)R. Si R comienzo. L pude gonor el juego x-x 

si L copio el movimiento hecho por R en lo olro componente. Lo segundo 

olirmoci6n se sigue por dualidad. 

b) Tomando LxR y LyR. lenemos que mostrar que L(x+y)R. Obtenemos uno 

estrategia ganadora poro L en x +y, cuando R comienzo, por odoptor lo reglo 

de que L respondo o codo movimiento de R con uno en lo mismo componente 

del juego escogido por R y haciendo lo jugado requerido por lo estrategia 

ganadora poro codo componente del juego. 

c) Probaremos que no ~x &y~O implican ~x+y. Por el tercer punto de 

lo secci6n anterior es suficiente probar que:" Si RxR y Ryl. entonces 

R(x+y)R ". 

R comienzo o moverse en lo componente x donde R tiene uno eslrolegio 

ganadora. Después él hoce su movimiento en el juego en el cual su oponente 

ha elegido un movimiento. de acuerdo con lo eslrolegio ganadora que eiiste 

poro R en este juego. Como R tiene uno eslrolegio ganadora poro ambos 

juegos, enloces R debe gonor lo sumo segOn lo anterior. 
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Juegos Isomorfos 

Por isomorfo en malem/Jlicas entendemos. intuitivamente hablando, la ~ualdad existente entre 

dos conjuntos bajo la mismo estructuro olgebroico. Esto lo ver~icamos al hacer una 

comporoción entre ombos conjuntos vio uno función b~ectiva, que nos d~a si son de ~ual 

cardinalidod y si sus estructuras son idénticas. Esto Oltimo, al someter a la estructuro o la 

oplicoción de la función y ver si esto preserva o no las operaciones de la estructuro sobre la 

que se le ha mopeodo. 

lo formulación de isomorfismo resulto porliculormenle importante poro el objetivo de nuestro 

estudio, yo que ol tener dderenles tipos de juegos: dominó, NIM y juegos de Conwoy nos 

importa sober su comportamiento y generalizar este con el fin de llevarlo o uno estructuro 

algebraico. lodo eslo serio sumomenle complicado si nos dedicamos o onolizor codo juego, 

por ello hemos introducido previomenle yo los clases de juegos. de los cuales habremos de 

seleccionar solo representantes que sean lo mós generales posibles, esto gracias ol hecho de 

que serón isomorfos ol resto de sus coelementos de clase ( o subclase segOn seo el mo ). 

los isomorfismos odemós nos focifüorón el onólisis de expresiones yo conocidos como lo es 

lo sumo y el producto. que aunque bien conocidos. en este conjunto sus propiedades resultan 

no ton fbciles de corroboror. 

los isomorfismos poro juegos pueden ser definidos en lo formo usual. 

Es fócil ver que el juego r+y es isomorfo ol juego y+r y que (r+y)+l es isomorfo ol 

r+(y+i). 

Demostración: 

Seo el mopeo. 

~ S11S2--+ S21S1 definido por lo reglo de correspondencia. 

(r, y)--+ (y, r). 

Donde r= (S,, so1. --+u. --+Rt ) & y= (S2.so2:~l2.--+R2 ). 

Nos soltaremos lo pruebo de que ll> es b~eclivo. poro ver que es morfismo: 
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q)( s ~Ls')= ll>[( s1.s2) ~L ( s'¡,s'2 )] 

= ll>[( s1~s'1 Y s2=s'2) o ( s1=s'1 y s~s'2 )] 

= [( s2=s'2 y s1-ti_s'1) o ( Sñs'¡ y s1=s'1 )] 

= ( s2. s1 )-...L( s'2.s'1 )= fl>( s l~Lfl>(s' ). 

lo que pruebo el morlismo de ~ y que x + ¡ es isomorl o o ¡ +r . 

Seo ohoro el mopeo: 

'I': S1xS2xS3-... S¡xS2xS3 definido por lo reglo de correspondencio. 

[(x.¡).z)J~ [x,(y,z)]. 

AnOlogomenle ol onlerior poro x ,¡ y z = (SJ 503, -...LJ.-...RJ ). 

De manero onOlogo al onlerior se pruebo que 'I' es lombien un isomorlismo 

entre los juegos (x+¡)+z & t+(y+z). 
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CJtPJTUcO 1\' 

Un Orden Porciol de Juegos 

Nuestro trabajo se ho orientado ol encuenlro de uno eslructuro, si no iguol si, muy semejante 

o los reales. Estos últimos cuenlon con uno corocteristico muy porticulor, que es el orden, 

dados dos nOmeros podemos compororlos y decir claramente quien de ellos es mayor o si son 

~uoles. 

Con el fin de llegar o o~o semejante introduciremos uno formo de comparación o través de 

lo siguiente definición: cuando hablamos de orden porciol hablamos de uno relación que 

cumple con ser reflexivo, onlisimélrico y lrons~ivo. 

~r:s:y si y s61o si Osr-y (donde nolurolmenle "Os" se entiende en el sentido de lo 

propiedad inlroducido en lo mci6n 4). 

Deseamos moslror que Osy si y s61o si "Os"y (lo pruebo de que r:s:O si y s61o si r":s:O" 

se pruebo similormenle ). Tenemos que probor que, poro lo propiedad Os lenemos: 

Osy-0 si y s61o si O:s:y. 

Si Osy, entonces Osy-0 s~ue de que OsO (4.7), -0=0 (1). y 4b). 

Si Osy-0 enlonces Osy sigue de que OsO. -0=0 y 4c). 

:s: es uno relación de orden parcial. Lo reflexividad viene de 4o), ya que Osr-r & r-r:s:O 
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y solo reslo probar lo lronsaivkfod. Supongamos que 1!.f & y!.1 , enlonces: 

O!.y-1 &0!.1-y. 

O!. ( l-y )+( y-1) 4b). 

O!. ( l-1 )+(y-y ) (isomorfismo ). 

O!. l-1 por 4o) & 4c). 
y entonces 1!.l. 

5) o) Si 1!.f, enlonces -y!.-1. 

b) Si 1!.f, enlonces x+1!.y+1. 

Demoslraci6n: 

o) Tomando 1!.f. lenemos enlonm O!.y-1, 0!.-1-(-y) (por 

isomorfismo ), con lo que -y!.- 1. 

b) Tomando x!.y. Entonces lenemos O!.y-1, O!.( y-1)+(1-1) por 4b) 

O!.(y-1)- (1-1) (por isomorfismo), y enlonm nos quedo 1+1!.y+l. 

6) No (111!,1 & 1!.1L). 

Demoslroci6n: 

Probaremos lo primero ofirmoci6n ( lo segundo es dual ). 1 R_ 1 R es un 

predecesor derecho del juego 1 - 1 R. Por ser O!. 1 - 1 & 1 - 1 !.O tenemos 

que R( 1R_1 R )L. De eslo se sigue que R( x - 1 R )R. por lo ofirmoci6n: Dado 

1' un juego que es predecesor derecho de 1, enlonces R1 LL => R1 R: y 

enlences que L( x - x R )R y 111!, x son ambos folm. No x !. r l se sigue por 

dualidad. 

En lo sección 3 coroclerizomos lo propiedad "!.O" inductivomenle. Exisle lombién uno 

coroclerizoci6n induclivo poro lo reloci6n binario !.. 
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.llil!!.EIM:rsy si y sólo si o) no yRsr & b) no ¡~;;xl, 

Demostroción: 

::;)) Supongamos xsy. Paro probar o) notemos que xsy & yRsx pod1i0 

im¡¡licar y sy R , por transaividod, contm1io o 6). la ofiunoción b) se 

prueba por anologlo • 

<=) Supongamos que nunca se do lo condición yRsx y tampoco se do 

y sx l peio que sin embargo 1 sy es fo~. [ntanm nosotros podríamos 

tener R(y- r )R. Asi R tendrlo uno est1oteqio g1modo10 paro el juego y - x. 

cuondo R comienza. Existen dos posibles cam para ser considerados para el 

prime! movimiento hecho por R. 

i) R hace un mo'limiento en lo componente y. [ste movimiento produce yR, 

y con esto R(y ~- r ~. osl que l( x -y R)R, o en olios polob1os f ~ r 

conlro1io o lo hipótesis. 

i) R hace su mo'limiento en lo componente - x . [ste movimiento produce un 

predecesor derecho de -r y osi un predecesor izquierdo rl der. Esto 

•o R(y-r)l y asi l(xLy)R o en otros palobias, ysrL lo que 

contradice lo hip6tesis. 

~uofdod de Jueqoi 

En lo poste1ior mostraremoi que s tiene t• los propiedades Que caracterizo o la relaci6n 

binorio e.presodo pof 1sy 11 ysx" como uno reloci6n de equivalencia compolible con s, -, 

+. Seguirenm desde oholo lo siguiente lerminologlo de Conway y !lomaremos a dos juegos 

iguales ( =) cuando esta relación se de entre ellos. Podría notarse que hasta ahora la igualdad 

siempre se monej6 como un cooceplo de identidad lógico. Poro el'ifor confusión desde ahora 

habremos de usar el símbolo • para denotar lo aoteriol. Acordando desde ohoro adoptar fo 

siguiente definición de igualdad. 
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~ r=y s1gnilico ( rsy & ysr ). 

Nos ohorroremos los detalles de lo construcción de los closes de equivolenc10 

correspondientes o esto definición de s, - 11. + poro estos closes y nos contentaremos con 

enunciar el siguiente resullodo. 

lf.OREMA; los clases de equNolencio formados por juegos iguales conforman un grupo 

Abeliono porc1olmente ordenado 1especto o :!>, - & + cuyo elemento cero es lo clase de 5. 

Demostroc1bn: 

Observocibn· rsy & r=x ', y=y' ::::> x'sy' 

Pruebo: Como x=r' ::::> xsr' & x'sx, onOlogomente poro y=y'. tenemos entonces, 

x'sx, rsy 11. ysy' con lo que por lrons~ividod x'sy'. 

Probaremos primeramente que dichos closes formon un grupo. 

o) r+ y=x +y. 5eon xo:o & y=b de ohi que osx 11. r so, onólogomenle 

poro y =b. Entonces tenemos r+ y so+ y so+b sim1lormenle o+bsx +y. si 

tomamos ohoro los closes correspondientes r+ yso+b 11. o+bsx+ y con lo 

que x+y= r+y 

b) O+x =x. Por lo visto anteriormente bosto probor x sr +O & r +Dsx 

entonces, como xsx+O es OS(r+O)-r oOS(x-x) e:OSx-x e:OSO 

y onOlogomenle poro xs x +O. 

c)-x•(-x). Como OSO::::> OSx-x ::::> Os-x+x =:>OS-x-(-x) ::::> 

(-1)$-x rguol poro -xs(-x). 

d) (r+ y )+z 1t1r+(y + 1 ). En este coso se do el mrsmo 1somorfismo que se 

diO poro los 1uegos cuondo se probó lo osoc1ohv1dod 

e) x+ y• y H Con esto se pruebo lo Abehonrdod del grupo y es o través 

de un 1somorhsmo también yo dodo poro lo mismo propiedad de los 1uegos. 

Yo se ho probado que este es un grupo Abeliono. reslo probor que es 

porcrolmente ordenado. coso que se horO en este momento. 
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01) Reflexividad {x=x ), Esto propiedad est6 dado por lo afirmación probada 

en 4a) que nos da X!!.x y al oplicorla simétricomente tenemos el resullodo 

deseado. 

02) Transnividad (si xs¡ & ¡sz ::::> xsz ), Por la observación x!.¡ & 

xsx', y s¡' ::::> x'sy' que igualmente se vale paro tener y'sz' de zsy 

con lo que entonces tenemos x '!.y' & y 'sz' y linalmenle oblenemos que 

x'sz' & X!!.!, 

03) Antisimetria ( x!.y & y!.x ::::> x =y ). Haciendo una analogía o la 

observación tenemos x ,., ' & y ""Y' con Jo que x 'sy' & y 'sx '. por 

definición x'=¡' osi resollo x=y. 

Juegos iguales, resollan también respecta a lo anterior, de igual valor-en el senlido definido 

en la sección 3. Cada uno de los clases F, L. R o S se divide en clases de juegos iguales. 

Todos los juegos de la clase S son iguales o algun otro, pero los otros closes se dividen en 

mós de una clase de juegos iguales ( poro ser precisos en un infinito nOmero de clases de 

tales juegos ), Por ejemplo: Los juegos de dominó, x con posición inicial o:::t, & y con 

posición inicio! CD CD est6n obviamente en R, pero no son iguales. En efecto x es 

isomorfo a y R. Paro yR tenemos trivialmente que yRsx, Podemos entonces deducir 

trivialmente del Teorema de lo sección 4 que :rsy es falso, y por lo tanto x~¡. 

29 



CJ.tl'ITUJ:.O 'V 

JUEGOS Y JUEGOS OE CONWAY 

Nosotros vimos en en lo sección 3 que codo juego de Conwoy c puede ser visto también 

como un juego. MOs precisomente mostramos como dado un juego de Conwoy c podiomos 

definirle un juego correspondiente ce. Ahora nos proponemos mostrar que-reciprocomente-o 

codo juego r le corresponde un juego x c. que es un juego iguol o r , donde lo polobro 

"igual" esto dado bojo el concepto definido en lo último sección. 

Uno podrio denotar como re o to formo normal de x . Conwoy baso su teorio desde el 

principio sobre formas normoles. Asi tiene lo gran ventojo de lo simplicidad motemOtico, 

aunque o costo de lo intuición. 

los mopeos c ---+ce & x---H e preservan los relaciones ~ & = y los operaciones + & -

definidos inicialmente poro juegos, poro ser llevados sobre juegos de Conway. 

El Mopeo Fundomentol 

Comenzaremos por repetir lo definición de ce lo cual, en principio yo fue dado en lo sección 

3.2. 

1) ce .. ( Se. c, C--L· C--R ). 

donde los posiciones ce son, aporte de lo inicial c, los elementos izquierdos y derechos de c, 

los elementos izquierdos y derechos de estos y osi sucesivamente. El movimiento sc--Ls' es 
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válido si y sólo si s, s' son posiciones de Se y s' es un elemenlo izquierdo de s. Definimos 

iguol~Rs. 

Nosotros inlroducimosr l,r R en lo sección 4.2 como variables poro los predecesores 

izquierdos y derechos de un juego r. Usaremos similarmente el, cR como variables poro los 

elementos izquierdos y derechos respeclivomenle de un juego de Conwoy. Es fácil verificar que: 

2) los voriobles ccl coinciden con los voriobles ele y los voriobles ccR con los variables 

e Re. 

Demoslroción: 

=>) ccl=I ce IL : lec' 1 cc--.l cc'I e:> c'ecl => c'c e ele=> cele ele. 

e: ) clc=I el le: l c" 1 c--.l e" le e:> c"ceccl => clc;cc!f. 

El proceso es el mismo poro probar lo segundo porte de lo afirmación. 

Ahora vamos o asignarle un juego de Conwoy r e o codo juego r . Definimos esto 

correspondencio inductivamente ;obre lo suposición de que le esló bien definido poro lodos 

los l predecesores de r. 

Como le es el juego correspondiente o un predecesor 1 de r , entonces codo juego 1 e 

tiene un correspondiente 1. Yo que de no ser osi exislirio un juego 1 co lol que no tendría un 

juego correspondiente l de r y entonces también hobrio de existir un juego 1 c·o predecesor 

de / co el cual tampoco tendrio juego correspondiente entre los predecesores de r y este o 

su vez tendrio un predecesor / C"O sin lo propiedad antes mencionado y osi sucesivamente. 

Donde los posiciones co. c'o. c"o............... de los juegos 1 CO· 1 c·o. / C"o ......... , 

satisfacen los relaciones co ->c'o ->c"0 ~ ..... en contradicción con lo establecido en 

lo condición de finijez. 

Por ende definimos: 
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3) re- (Irle! , jrRcl). 

Por inducción sobre juegos uno puede ver en seguido que re es un juego de Conwoy ( de 

manero semejante o lo arribo probado ), y se sigue o partir de lo vislo en lo sección 4 que: 

4) los voriobles r c1- coinciden con los variables r le y similormenle los variables r cR 
coinciden con los variables rRc. 

5) Poro codo juego de Conwoy ccc- c. 

Poro probar estos afirmaciones de manero onólogo o los anteriores nemttomos un principio 

de inducción poro juegos de Conwoy también onólogo al que yo tenemos poro juegos. y el cual 

se puedo probar de lo misma manero que el primero. 

/Jn Principio lle /nll11cci6n paro jvegos lle Conwoy: 

Si del supuesto de inducción de que P r' se do poro codo elemento izquierdo o derecho r' 

de un juego arbitrario de Conwoy r, se sigue lo consecuencio de inducción P r, entonces codo 

juego de Conwoy r tiene lo propiedad P. 

lo anterior como ya se expuso se pruebo ~ual que su antecesor y permtte extender los 

demostraciones hechos previamente a los dos últimos afirmaciones. 

Deducimos de esto que: 

cw n cd-c l ' 1 cr!c n por 3) 

• (1 cccll , ) CGCR 1) por 2) 

• O el 1 , ! cR l) ( por hipótesis de inducción ). 

6) r = r ce poro codo juego 1. 

Demostración: 

Probaremos que 1:>rcc (lo pruebo de que rw=ns onólogo ). Usaremos 

lo coroclerizoción inductivo de :s: dado yo en lo seccibn 4, junio con 2), 4) y 

lo hipblesis de inducción. 

rsrcc si y sólo si no 1ccRs1 & 1w: no rl. 
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si y sólo si no .r Rc;cs .r & .r CCS no .r la;, 
si y sólo si no .rR s.r & .rc;cs no .rrr;l. 

donde los O/limos conjunciones son v61idos por lo sección 4. 

btensi6n de los Definiciones de Relociones y Operociones Definidos poro Juegos y Juegos de 

Camroy. 

Comenzaremos por definir lo relación s entre juegos de Conwoy c. c': 

7) c s c' significo ce s: c 'e· 

Como con lo definición de ~uoldod poro juegos escribimos c=c' si se don tonto c'sc como 

~c', 

los erlenc~nes de los operaciones - & + definidos poro juegos o juegos de Conwoy son 

activados cononicomente por medio de los siguientes definiciones: 

8) -e- ( -ce~. 

9) c1+c2" ( c1c+c2G ) C· 

Uno también puede corocterizor lo relación s y los relociones - & + de lo siguiente formo: 

71) c s c' cuondo y s61o cuando: 

o) nunco tenemos c'Rsc y 

b) nunco tenemos c'scl. 

81) -e- ( 1 cRI • 1 el! ). 

91) c¡+c2"' ( 1 c1L+c2 lvl ci+c2L I , 1 c1R+c2 lvl c,+c! 1 ). 
71) se sigue inmediotomente con lo oyudo de 2) desde lo coroclerizoci6n de lo reloci6n s 

entre dos juegos. 

Poro probor 81). Por 8) y 3) tenemos: 

-ea ( 1-ccllc, 1-cclRc) 
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deducimos de 8) usondo 6) que (-ele- -ce con lo que tenemos 

-em ( 1 (-c)clc 1. 1 (-c)cRc 1 ) 
y de esto junio con 2) y 8) resulto 

-e-( 1(-e~1, 1(-c)R¡). ( 1cR1, 1 el!}. 

Paro poder probcr 91). Por 9) y 3) tenemos: 

c1+c2" [ ( 1 c1L 1, 1 c1R l lG + ( 1 c2L I , 1 c2R 1 lG le 
de 9) y usondo 6) tenemos igual que en 8) 

c1+c2'" [ ( l c1L 1, 1c1R1 ) + ( 1 c2L 1, 1c2R1) lec 
de la forma de suma vista en la Oltima sección tenemos lo siguiente: s ->S' con s & s' 

pertenecientes a ( c1+c2) e:>( s1->us1' & s2=s2') o ( s1=s1' & s2->L2 s2') con s1. 

s1'ec1 y s2. s2'ec2 con lo que si los vemos como conjuntos resulta lo siguiente: 

1 c1L+c2 1 u l c1 +c2L 1 

para el caso de lo porte izquierda de la suma de dos juegos e igual para su porte derecha. lo 

anterior nos da la expresión deseado de la sumo. 

De lo expuesto en la sección anterior, podemos ahora deducir el siguiente teorema: 

lIOREMA: los clases de juegos equivalentes de juegos de Conway, iguoles, forman un grupo 

Abeliano parcialmente ordenado respecto a las relaciónes ~ = y los operaciones - & +. 

Demostración: 

En la presente sección se han probado la equivalencia tanto paro juegos 

como paro juegos de Conwoy de las relaciones :s:, = y de las operaciones - & 

+. Con lo que la demostración del presente teorema se ve dada por el factor 

de que el llamado mapeo fundamental respeta dichas relaciones como se vió 

en 7), es también biyeclivo coma se probó en 2), 3), 4) & 5) y por Oltimo 

cumple con ser morfismo al "obrir" o respetar las operaciones de juegos sobre 

juegos de Conway como se demueslra en las alirmaciones 8) & 9) de esto 
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secciOO. ~ Str ambo! conjunlM isonof«K R! ettM l'G este ~ la 

estructuro de grupo Abeiono porWnenle ordellado. 

Habremos de deleminor por medio de ~ de i1lf9I! de C.., ~ a IMO 

o dos de los juegos de domin6 lfnidos 111ewiametie al fllGI de lo wai6e 4. Vinos 111e 1\-1. 

D1 no tenían ombos Pledemol alguno, en olras palabms 1Uw1>1c-{IZl,0).0. [l Íllt90 de 

domin6 con posici6n ilicial 8 tiene a Do como 111 prrdemcr ~. pero no liele 

pred«esor derecho. CI juego de Con1111J cooesponlfirnle a efe Í'* de doril6 es 

( IOI , IZI ). 1. [n lo misma fonna vemos que ro, juegM de dorino con ~ ilicioles 

y , corrts90flden respecl~nle a ro, jcieqos de Conwoy ( 0 • IOI ) y ( H 1 , 11 I ). D 
juego de domin6 con posici6ll iliciol que tiene a D1 como fJllico 111edtmor derecho, 

corr6POllde ol juego de COllllJy ( IOI • IOI ). 

CD, CD B. d3 
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IUlROS DE CIJMAY 

En lo secci6n 8 di!cutilelllM los postulados D1) o D•) de lo leorío de Dedekind. En lo fulura 

get1t1aizoci6n, oporte del concepto bbsico de relocionor o un nlímero un por de conjunlos, 

cu,os elemenlos sean precisomenle nlímeros prM!rnenle conslruidos yo, línicornenle el 

poslublo D3 ( o Sil weisi6n D3) fue preservado. Esto en virtud del problema de como podio 

ser defrida lo reloci6n s. Este problema quedo ohoro resudo. Los nlímeros de Conwoy son, 

de ocuerdo COll lo fOlfllO en que fueron conslruidos. en cuo~uier coso juegos de Conwoy, y 

tenemos lornbién de lo sección 5.2 uno reloción de orden porcíol poro jueqos de Conwoy 

moliliodo PGf lo teoría de juegos. Ahora eslo0109 en posición de formular los dos poslulodos de 

Conroy C1i y C2). C1) qeneroli2o el po'lulodo D1') de Dedekind mienlros que D2) do lo 

coroclerizaci6n induclÍ'iO de s. 

Los Poslulodos de Conwoy 1 & 2 

Los nlímeros de Conwoy, los que desde ahora podríamos llamar simplemenle números, serón 

inlroducidos vio los siquienles dos poslulodos. Usaremos / L & / R como ol principio de lo 

sección 5, como variables poro denolor los elemenlos izquitrdos y derechos de los pares de 

conjunlos respeclivomenle. 

C1) Si / = (1,y) donde 1 & y son ambos conjunlos de números y / lls1 L nunca se 

verifico, enlonces 1 es un nlímero. 
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C2) Poro dos números x & y lo ofirmoción de que xsy es equivolenle o lo combinación de 

los ofirmociones. y~x nunca se verifico y lampoco ysxl nunca es cierto. 

Conwoy desarrollo su leorio enleromenle sobre lo lxlse de eslos dos oxiomos, oporte claro de 

lo definición de los operacones orilmélicos. Asi de eslos poslulodos se derivan lodos los 

propiedades de s, sin la necesidad de volver a referirnos a lo leorio de juegos previomenle 

establecido en lo sección t Prolxlremos esto oqui en formo semejonle o lo visto en lo sección 

1 donde definimos los juegos de Conwoy con ayudo del postulado CG). 

De C1) se sigue que: 

1) Codo número es un por de conjunlos. los elementos izquierdos y derechos de un número 

son ellos mismos números. Cado número es un juego de Conwoy. 

Si x es un conjunto de números, entonces ( x , 0 ) y ( 0 , x ) son n(Jmeros yo que lo 

restricción dodo en C1) es solisfecho triviolmenle. [n particular se sigue de esto que: 

2) Todo número ordinol es un número. 

lo anterior se sigue de lo yo probado en lo sección 1 junio con 1 ). 

Nosotros repetidamente habremos de dor pruebos induclivomenle, por lo que formularemos un 

principio de inducción para números correspondiente al formulodo para juegos de Conwoy en lo 

sección·5 y para los juegos. visto en la sección 2. y que sea m6s f6cil de probar siguiendo los 

mismos pasos. [n adición o lo formulación de un principio paro una propiedad, también 

formuloremos un principio poro una reloción dodo. 

Principio de lnducci6n para números : ( poro uno propiedod P ) Si de lo hipótesis de 

inducción P x, v61ido poro codo elemento izquierdo o derecho x' de un número x, se sigue lo 

volidéz de lo propiedad P x poro codo número x. [ni onces codo nümera x tiene lo propiedad 

P. 
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Oemoslroción: 

Supongomos que lo propiedod P x se s~ue de lo hipótesis de inducción poro 

P x ' y que existe un elemento pol6geno x o lol que no cumple con lo 

propiedod P, donde ro es un elemento izquierdo o derecho de x '. Pero de 

existir un x o con lol coroclerislico, este debe de tener forzosamente un 

elemento x 'I). izquierdo o derecho, el cual tampoco cumple con lo propedod 

P. Y este o su vez debe tener un elemento r "o con lo mismo restricción 

sobre lo propiedad onles mencionado, y osi sucesivamente, creando de esto 

manero uno sucesión X ()o r '°' r "(). ...... que solisfoce lo siguiente reloci6n: 

....... e r "0e r 'oe ro. y dado que los elementos, izquierdos o derechos, son 

conjuntos de números en si mismos, esto contradice el oxiomo de fundación 

de lo leorio de conjuntos. Así no puede existir un elemento de los 

corocler¡,ticos de r o. y de el cumplimiento de lo ofirmoción como 

consecuencia de lo hipótesis de inducción se sigue que lodos los x tienen lo 

propiedad arribo mencionado. 

Principio de inducci6n poro nOmeros: ( poro uno relación R ). 

Conclusión de inducción; Rr1 ........ ,1n. 

Hipolesis de inducción: Si se comple R1'1 ......... ,1'n• poro codo n-odo 1'1, ..... ,r'n· donde, 

poro codo i, r'¡ es iguol o r¡ o bien es un elemento izquierdo o derecho de r¡ y donde, poro 

olmenos un i, r '¡ es un elemento izquierdo o derecho de x ¡. 

Si ( poro lodo r 1, .... ,1 n) se sigue lo conclusión onles mencionado o partir de lo hipótesis 

orribo expuesto, entonces lo ofirmoción R r ¡, ..... , r n resulto ser vólido poro lodos los números 



Oemoslroci6n: 

Supongomos que lo conclusil>n de inducci6n Rx i. ..... ,x n se cumple o poriir 

de lo hipl>lesis de inducción de que Rx ·,, .... ,x 'n es vblido. Pero que existe 

uno n-odo x '°'""'' x n0 lol que no cumple lo relación R. [nlonces o su vez 

debe existir uno n-odo x'10. ...... x'n0 donde poro codo i, xn=x';o o es un 

elemenlo yo $ta izquierdo o derecho de x ¡¡ y donde por lo menos poro un i, 

x ';o es un elemento izquierdo o dercho de x ;o de tol suerte que no cumple 

con lo relación onles mencionado. [slo n-odo o su vez contiene uno n-odo 

x "¡¡. ..... x "¡¡ tol que poro codo i, x "n= x ';o o bien es un elemento de lo 

porte ~quier do o derecho de x '¡¡ y donde olmenos poro un i, x "¡¡ es de lo 

formo onles mencionado, que onOlogomente no cumple con lo relación R. 

Siguiendo con este proceso se creo uno sucesión infin~o de n-odos 

( represenl~moslos por su elemento inicio! ) x ¡¡.x '¡¡.x "¡¡. ..... plenamente 

conlenidos uno en otro, de lo s~uienle manero: ... ex ";ocx '¡¡ex iO lo cual 

eslo en conlrodiccibn con lo referido en el axioma de fundación de lo leorio 

de conjuntos. 

Propiedades ElementolH de lo Relación de Orden 

Primero usando el priclcipio de inducción mostraremos que lo relación s: es reflexivo, Al mismo 

liempo proboremos dos nuevos afirmaciones. 

Poro codo nOmero x. 

3) o) No xllsx poro codo xR, 

b) No xs:xl poro codo rl, 

c) is:x, 



Demostración: 

Probaremos la afirmación o) yo que b) resulto anOloga. Si tuviéramos x ~x 

entonces por c2), en particular, 1 sx R es folsa cuando 1 es un elemento 

derecho de x. Ahora bien, x R es un elemento derecho de x. así podriomos 

tener que nox~xR, conlrorio o lo expuesto en la parte c) de la hip6lesis de 

inducción, con lo cual r~r. 

Poro probar la ofirmación c) si x sx. enl¡inces por 71) de lo sección 5, 

existe unx ~x o un x que es menor igual. o un x L en contradicción o la 

expuesto en los incisos o) o b) respeclivomenle. 

Como poro juegos de Canway y juegos, ahora introduciremos uno relación de equivalencia = 

poro números o través de la s~uienle definici6n. 

JlWniW: X=f s~nifico XSf & fSX, 

De 3) se sigue que: 

4) Poro cado número x, xsx. 

Ahora maslroremas que s es trons~iva: 

5) Poro lodo número x, f, l tenemos que: si xs¡ & ¡s1. entonces xsz. 

( Claramente conocemos desde los primeros secciones que eslo se aplico cuando la relación 

s eslo dada conforme a la definición de leorio de juegos ) 

Demostración: 

'~ Nosotros usaremos el principio de inducción poro lo relación ternario R. 

definida por: 

Rlfl. se do si ys61a si (xs¡ & ys1 => xsz) 

y{ysz & /SX :::) fSX) 

y (zsr & xs¡ => zs¡ ). 
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lloslraremos que la t1lllCVsi6n de induccU R.tp es • ~ill * la 

llip6lesis de ~ Soln rlllldmllM e nm ft 9IÚÍllle ... 

llUe IS./, si IS.y i ys.z, !iglle de la ~. ÍIMCÍll. Ú dedo, 

supollfJOlllOS IS.y l fS.Z. Si IS./ IO !Ir mitiM, ai!liÍll ,ar C2) • zl 

C1111 z's1 y 1111 1L tal q11e zs.1L. llllS ~ 11 ~ ca ( el 

"9llllo IM* "'lnllMo * - ..., i Se tipe • rl.sr 1: rs:¡ 

poi la ltip6lnis de .. ( • --el lelar llnilo ... flllÍlllrÍdl 

defnido e11 R.1p) IJlt z~¡. lle llli41f • 9" de zls.1l1s.z y"' el 

pñner !milo de la cGlljldft tie zls.z v. 

En esta pnda de rellemlad y haa-.. • MlllOS liedlo .. de la reslridl "* a 

CI) C01110 rador m 111 rGllllOCin de pe* Clllljillos. f!ll ~ d ell!lllill 111 la 

siguiente. 

llefllimDs 1(/ de 111lllftfll1116! UMl por IS.Y i llO !S.I (O~ ,ar I 

S.f 1: 1 .. y) y GÍllllllllOS: 

&) Poru cado nOmefo 1, 1~1 1: 1s.1•. 

llllla:. tlMHe que 111 afrmaci6n coae9polldietlle pam juegos de C.., es roho, 6ldo q11e w 

pudie!a dar 11<1• *""'· donde estos 90ll jlegos de c..., I • I tales que I " 

tonto un elemenlo izquierdo com11 deredlo de 1. 

Demoslruci6n: 

~ induclMI pa10 1<1L. 

NMolros teniamos yo demo!lrado en l) que no 1s.1 L. Con lo qiie sei6 

91fme probar que 1~1. Si 1L no s.1 es verdocl, terio ~por C2) la 

eli!tencia de un 1R lol que 1lls.1l o un 111 lol que 1s.1ll, Pero 11fs1l 

'316 en conlradicci6n con C1) y de darse un 1ll. con tal pr~. eftlonces 
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par lo hip61em de ilducci6n x ~ x l y por lo pro¡Jiedod tronsnM! de s 

podrlomos tener tombihl que xsxl en conlrodicci6n con C2). 

Lo st9llflda ofrmoci6n se pruebo de manero onblogo. 

Moro illellsernM mo!fror que los 116mefos son lolaMlente ordenados o trovk de lo reloci6n 

:!O. ( e!lo no et dio paro juego9 en geneiol. Tenemos en efecto, ináicodo en lo secci6n 3 un 

.... de un jJe91 xde lo clase F, y para esle juego no xs:O t no O.S:r) 

7) Poro cuolesqúelo nfJmeros 1,y tenemos xsy o ysr. 

llelno!lroci6n: 

(~ 

~que no(ysx) y demostraremos entonces que xsy. Se sigue 

de ysx, par C2~ que existe un xRs.y o que rsyl, 

xsx• por 6) y xls:y •on xsy 

xsyl l ylsy por 6) ~ xsy. 

Hemos visto que lodos los ordinales son n6me11111. Si los ordinales son construidos en 

sucesi6n ( ver lo secci6n 1 donde los primerM orá11oles son definidos ) uno ve enseguida que 

codo ordinal es d"leienle ( esto es • o ) de cualquiera de sus predecesores. Sin embargo m6s 

que esto seo veidod codo nCimero orálllOI, es tombi~n desigual o cuo~uiero de sus 

predecesores. Nosotros nos habremos de conformar con probar esto paro n6meros naturales n. 

Asl eslo ser6 suficiente poro mostrar que se cumole que ~+ 1. 

o) M:n+ 1: uwremos C2); 

01) ( n+ 1 }Rs.n no puede sei nunco cierto, porque este no es un elemento derecho de n+ 1. 

02) Si n+1 fueses que un nl, entonces por lo definici6n de n+1, tal nl podrio ser tombiln 

un (n+1~ y n+1 podrio m s que un (n+1~ contrario o lo expuesto en 3). 
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b) -.(n+ 1~n): En visto de lo eipueslo en C2) es suficiente moslror que ~ que un (n+ 1)1. 

pero n es un (n+ 1)1. y ~n ¡¡or 3). 
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CJ\PITulO 'VII 

EL ANILLO DE LOS NUMEROS DE COWAY 

En la 61tima w:ci6n inlroducim05 lo9 n6meros de Conwoy, conjuntamente con la relaci6n de 

orden s, y lo de equivolencio =. Ahoro habremos de dar los definiciones poro los operaciones 

orimlticos y o~unos ejemplo9, y esbozaremos los propiedades de el campo de los n6meros de 

Conwoy. 

Operuciones Aritmfticos poro n6meros 

Estos serón definidos inductivamente. Como vimos - &: + serón reincorporados, donde 

tendremos que defmir toles operociones como poro juegos de Conwoy lo hicimos en lo secci6n 

5. Nosotros lomom05 finGlmente estos definiciones inductivos de 81) &: 91) y volvemos o dorios 

en formo de dos postulados C-) &: C+) poro nOmeros. 

C-) Poro codo nOmero x, tenell105 

-x• ( l xR 1.1 xl 1). 

C+) Poro cuolesquiero x, y nOmeros, tenemos 

x+y= ( l xl+y !vi x+ylj. l xR+y !vi x+yRj ). 

Puede ser ll'IMlrodo que m operaciones - &: + nunca quedan fuero del dominio de m 
n6meros. y que lo reloci6n de iguoldod definido en lo 61tima secci6n es uno reloci6n de 

congruencia poro estos operaciones. 

Dodo que - x solo es el combio de posici6n de los conjuntos de nOmeros, estos siguen 

siendo nOmeros y por lo tonto - x también lo s~ue siendo. En el coso de x +y. bojo lo 
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relación +. siguen siendo números los uniones de conjuntos de números. que es lo que 

conformo lo sumo y así lo sumo cumple con el postulado CG. 

Como en lo sección anterior, se definió x=y como xsy & ysx. mh en lo sección 6 se 

vio que -e- ( 1 -el 1 . 1 -cR 1 ) respecto of uso de juegos y juegos de Conway, y ol usar lo 

inducción esto sólo nos aseguro lo congruencia de los hip6les¡, de inducción. Así lo conclusión 

se sigue sobre lo congruencia p<1ro estos ohoro n6meros. En esto mismo fonmo se hoyo lo 

jusfüicoción poro la sumo de dos nOmeros. 

En cuanto o la multípf'icoci6n, ésto aparento no ser modelado poro ser manejado dentro del 

dominio de los juegos y juegos de Conwoy. Tros olgunos dificultades Conway logro hollar lo 

siguiente definición inductivo Ct) de multiplicoción formulado sobre los onologlos de C-) & 

C+). 

C1) Poro cualesquiera x ,y números, tenemos 

XI/• ( 1 xly+ql-.rlyl I u 1 xRy+qR-xRyR 1. 
1 .rly+qR-xlyR 1 u! .rRy+ql-.rRyl 1). 

Lo muftíplicoción no se sale del dominio de los números por ser formulado inductivamente 

como uniones de conjuntos de sumos y restos de productos de números. definidos previamente 

por hipótes¡,, Lo iguoldod definido en la último sección formo uno reloci6n de congruencia poro 

estos operaciones oqui definidos. 

Conwoy muestro que el conjunto de lodos los números m6dulo esto igualdad const~uyen un 

compo ordenado respecto o s, -. + & •. 

Como yo se prob6 en secciones anteriores los nOmeros de Conwoy forman un grupo Abeliono 

parcialmente ordenado respecto a s. - & +. De ohl que solo probaremos que con lo 

operación dado por C•) los números de Conwoy forman un monoide y ol adjuntarlo con lo 

anterior y lo expuesto al final de lo Oltimo sección tengamos el resultado deseado. 

Los clases de congruencia m6dulo lo igualdad, con lo operación • form~n un monoide. 
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Demoslroci6n: 

o) Oue Ct) es uno ley de composición softo de lo expuesto anteriormente. 

b) Oue seo osociotivo se ve del siguiente factor: 

r•(p z).(lxl1(y11 )+ r1(y11 )L-rl1(y11 )LlujrR1(y11 )+ rt(y11 )R-xR1(y1 z 'f-1. 

1 xl.t(y11 )+ r•(y• z )R-xlt(y1 z )Rlul xR1(y1z)+x1(y1 z )l.- xR1(y• z )LI) 

con los siguientes obsemKiones: 

xl1(y11). ( xlty )tz. 

Xt(y•z)l. x•(lylz + yzL-ylzllujyRz+ yzR-yRzRI) 

• l(.ryl)z+(.ry)zL-(.ry)zllul(.ryR)z +(.ry)zR-(.ryR)1 RI 

pero lo anterior no es sino (.ryl)tz yo que .ryle(.ry)L y .ryRe(.ry)R. 

rl1(y11)l. l(xlyl)z +(xly)zl-(xlyL)1Llul(xlyR)1 +(xly)z R-(xlyR)zRI 

como en el anterior, esto es ahora (xlyl)tz. lodo esto uni6n: 

1R1(y11). (1R1y)t1, 

x•(y•z'f. 11(1yl1+yzR-ylzRlul1R1+ yzl-yR¡LI) 

• j(.iyl)z+(.ry)zR-(.ryL)zRlul( .ryR)z +(.ry )1 L-(.ryR)zll. 

pero esto no es otro coso que (.ryR)11, poro lo conjugoci6n de y con x&z. 

X R1(y•1 'f. l(1Ry L)z +(xRy )zR-(xR yl)zRlul(xR yR)z +(xR 1)1 L(1R yR)zll 

y esto es ohoro (xRyR)tz. 

De lodo lo anterior se obtiene: 

l(xly)z+(.ryl)1-(xlyl)1lul(xRy)1+(.ryR)1-(xRyR)d. que es lo porte izquierdo de 

(XI y)• z. Siguiendo el mismo proceso poro la porte delecho lenell109 que: 

x•(y•z). (x•y)11. 

e) Lo erklencio de un neulro muKiplicolivo se do del número 1·(101.0) yo que ol muftiplicorlo 

por un número x.(11Ll.l1R1l cuolquiero. no lo oleclo: 

111.(11L1+ xO-xLOlulxR1+ xl2l-rRl2Jl.lxL1+r0-xl0!0-ilxR1+ xO-rRoll 

•U 1 L10-il01.!l2llvl r Rll•U x Ll.1 x RI). x. 
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d) Que seo conmutotivo es inmedioto: 

{ xty )L. j xLyuyL-rLyt¡ u j rRy+xyR-rRyR!•I ylr+¡rl-ylrl!ulyRx 

+;rR-yRrR I • {y•r)L, ~uolmente poro los portes derechos con lo cual quedo probado 

que 111•1•1. 

e) Lo propiedad distributivo se do de los siguientes observaciones: 

( o+b )tr• [(lol+blvlo+bl!.loR+blvlo+b'lllJ• r 

•!l[lol+blvlo+ bl!J r +(o+ b) x l-[lol+blulo+ bLIJ x llul[loR+blulo+bRIJ r +{o+b) r R_ 

[loR+blulo+bRIJrRI. 

•ll!lolr+brlulor+blrlJ+oxl+brl-[lolrl+brllulor4blrllJI u 

l[loR x +bx lulox +b'l r IJ+o rR+br R-[loR rR+br Rlulor R+bR rRIJI, 

•U!lolr+br+orl!ulor+blr+brLIJ-[lolrl+brllulorl+blxLIJI u 

l[loR x +bx +o xR!ula r +bR x +br RIJ-[loR rR+brR!ulorR+bR rRIJI, 

•!l!lol x +o x L-ol x L+ b r -b x Llulbl x + br L-bl r L+o r -o r Llllu 

l[loRr+orR-oRrR+br-brR!ulb'lr+brR-bRrR+or-orRIJI, 

•U[lolr +orl-ol rllulblr +brLblrllJ+{o+b){ x- xl)lu 

l[loRx+oxR-oRrR!ulh'lx +h R-t>RxRIJ+{o+b){r-rR)j, 

•!!l{ox )Llul{br )LIJ+{o+b){x + x - rl- rR), 

pero x-rl-rR=O. con lo que quedo: 

•U!or)L+bx lulor +{br )ll. 

•{or+br)L. 

Se sigue el mismo proceso poro lo porte correspondiente o lo derecho y con ello quedo 

probado: {o+b)tt•{or+bx ). 

Con todo lo mto anteriormente se ve que los nOmeros de Conroy forman un anillo 

conmutativo. con un orden porciol dado por lo formo de juegos que tienen los mismos. 
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Ejemplos: 

Los siguienles ejemplos inlenlon iluslror lo definido antes. Habremos de moslror por iflducción 

que l+D-1. que r+(-1)=0, 1+1=2 y que (1/2)+(1/2)=1, poro (1/2}.(I0!.111). 

a) rtG-1 ( y simfüicomenle O+x • l) 

l+G- (lxl+Olujx+0l,j1R+O!ujr+01) C+) 

• (11401.11R+OI) 

• (11Ll.l1RI) por hipótesis de inducción 

•l. 

b) x+(-1)=0 (oqul el signo= no puede ser reemplazado por•, como puede verse, por 

ejemplo, ol lomor 1•1). 

Usando lo def .. ici6n de = visto en lo sección anterior y restring,ndonos o probar que lo 

expresión l +(-1 )so es cierto. Es cloro que ~1 +(-1 ), yo que no erisle un ()R, Si 

erisliero un l• (1+(-1))1. con Os¡, entonces podriomos lener, por C+) l• llt(-1) o 

l• rt(-1)1.. En el primer caso D podría ser menor o igual que llt(-1), y enlonm por 

C2), (1lt(-1))R nunca podría ser menor que O; pero por Ct) y C-) lenemos que llt(-1)1. 

es un (1l+(-1))R y en virtud de lo hip61esis de inducci6n tendriamos ll+(-1 )lsDv. 

En el segundo coso podria existir un l R con l • rt(-1 )11 y O podría ser :s:rt (-1 )11. 

Consecuenlemente no exMirio, por C2), (1 t(-1 )R)R:s:O; y eslo en conlrodicci6n con lo 

hi¡¡()lesis de inducci6n de que erisle un lR+(-1 )RsO. 

c) 1+1=2 

en lo segundo sección definimos t.( IOI , 0 ). Oe esto se sigue que: 

1+1• ( jtl+1lul1+tl!, j1R+1!ujt+1RI) C+) 

• ( IO+tlul1+0I • 0 ) 

• (111, 0) o). 
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Ahora debemo9 probar que este nOmero obtenido de i-0 sumo de uno consigo mismo es, de 

acuerdo con lo yo visto. equivolenle o el número dos como lo conocemos. Poro esto haremos 

uso del crtterio yo eipuesto en uno sección anterior. 

c1) (jl!.0)s(j1,0!,0). Como no existe un 0R, ser6 suficiente con que mostremos que 2 no 

es menor iguol que 01!.0~, o en otros polobros que 2 nos 1. lo onteri-Or se sigue de que 

1 <2 como yo se hobio probod6 en lo sección anterior. 

c2) (jo,1¡,0)s(j1¡,0). Poro este coso ser6 sulicienle con mostrar que (!1!.0) no es 

menor que (I0,1!,0), esto ei, que (j1¡,0) no so y Que 011.0) no si. Si fuero (!1!,0)s0 

verdadero, tendriamos que O no es menor iguol o (11!.0~. lo cual controdirio el hecho de que 

Osl. Asi 2 es menor iguol que (11!.0), yo que su porte izquierdo no ei mayor o igual que 

lodo elemento de el número con el que lo comporomos. 

Con todo lo anterior se ha demostrado que: primero (lfl,0) es equivolente o 2 y segundo, 

que con esto, 1+ 1 es igual o dos. 

d) Definimos (1/2).(!0l.lll). 

(1/2) es un número, de ocuerdo con el), ya que 1 no es menor iguol que cero. Ahora se 

justfficor6 lo notación ol probar que (1/2)+(1/2)=1. 

e) Os(l/2). 

De acuerdo con lo yo expuesto es suficiente probar que la porte derecho de (1 /2) no es 

menor uguol que cero, pero esto es obvio, ya que (1/2)11=1 y uno no es menor igual que 

cero. 

f) f no s:(1/2). 

Es fOcil ver esto, yo que 1 es elemento derecho de (1/2) y 1s:I con lo que (1/2) no puede 

m moyor que t. 

g) 1+(1/2). ( l (1/2).1 ! . j t+l I ). 
lo que resulta de C+) junio con o) y lo propiedod conmulolivo. 

ESTA TESIS Mft DEBE 
SALIR DE LA BlBLIQTECA 
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h) (1/2)+(1/2)=1. 

(1/2)+(1/2). (10+(1/2) !vl (1/2)+0 l. j 1+(1/2) !vl (1/2)+1 !) C+) 

•ti (1/2) 1.1 H(1/2) !) o) y Prop. conm. 

Con lo que s61o nos resto probor como con la sumo de 2. que esle Oltimo nOmero es 

equívoltnte o 1. Seguiremos le mismo tónico que en e). 

h1) 1.:(11/2!.jH(1/2)1). [n este co90 horemo1 lo pruebo completo de orden entre do1 

números: 

Primero. 1+(1/2) no es menor íquol que 1, eslo se síque focilmente de que 1~1. yo que 

por g) 1 es un (1+(1/2)~. Asi no puede ser moyor que 1+(1/2). 

Segundo. (ll/2!.llf(1/2)1) no es menor iguol que cero, lo cuol es obl'Í-0, yo que ~(1/2) 

como se vio en e). 

h2} (11/21.j1+(1/2)!)s1. Con que veomos oqui que 1 no es menor igual que 

(j1/2!.11+(1/2)!)l nos boslorb o lo que es lo mismo. yo que (l1/2!.!1+(1/2)!ll=(l/2). que 

como yo hobiomos probado en f) no es mayor Í9UOI que uno. 

Con todo lo anterior se ho probodo entonces que estos dos nOmeros son equívolenles y que 

por lo tonto (1/2)+(1/2)=1, Lo que hoce coherente Jo notación empleado poro el susodicho 

número {1/2). 
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C.'APJTuLO 'VIII 
CONCLUSIONES 

Como se mencionó en lo sección 6 oqui se discutirbn los poslulodos D¡) o 04) de Oedekind, 

parte lundomenlol del proyeclo a desarrollar en este frobajo. 

Postulados de Oedekind 

Poro terminar con lo esperado en esto tesis hubieromog querido llegar o eYlender nmtro 

anillo conmutativo y ordenado o un campo y no solo un simple campo sino uno isomorfo o l-09 

reales. Poro esle fin hubierb sido necesario usar el concepto de cortadura y ver o codo real 

como uno cortadura de Oedekind, lo cual no mio en esencia muy complicado yo que para los 

n6meros de Conroy se us6 el mismo concepto, ambos son uno parejo ordenado ( x ,y) donde 

x e y son conjuntos de n6meros racionales. 

Poro que uno parejo ( x , y ) seo uno cortadura deberb cumpfir con los siguientes 

requerimientos: 

Dt ) Codo n6mero racional estb precisamente en uno de los dos clom (Como los llamo 

Conway) r e y. 

02 ) r e y son ombos no vocios. 

03) Codo elemtnlo de r es menor que codo elemenlo de y. 
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04 ) x corece de un elemento mó1imo. 

Con lo anterior y siguiendo los posos de Dedekind se habrio de llegar o lo construcción, por osi 

decirlo, de los reales vio leorio de juegos, m/Js lo extenci6n del lrobojo hizo este objeti'io 

demosiodo ambicioso. 

Lo anterior solo expreso uno coro de lo monedo, yo que por el otro lodo este lrobojo 

desarrollado por Contlll)' obre uno inmensidad de posibifidades poro lo teorio de juegos al 

dotarlos, por lo menos poro los del tipo monejodo y expuesto, de uno estructuro o~ebroico 

junio con lodo lo riqueza de información generado yo previamente poro esto. 

Solo me resto hacer polenle mi odmiroci6n hacia lo terrible capacidad de ouloenriquecimiento 

que posee lo motemlltico, al ver como entre Oreas se brindo nuevos y e1uberontes 

oporlociones. 

Deseando que lo anterior brinde uno somero perspecti'io del lrobojo reoíizodo por los modernos 

molemllticos agradezco lo atención prestado o lo presente tesis. 

Quedo de ustedes Juan Pablo Ornelos Yon. 
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