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I N T R O O U C I O N. 

El motivo fundamental para la realización de este 
trabajo, ha sido que el alumno del Colegio de Ciencias 

y Humanidades cuente con un materL"ll didáctico, para -

que se auxilie en el conocimiento y preparción de man~ 

ra sencilla e integral de los temas quf' contiene el -

programa actual de Matemáticas lII. 

El desarrollo de este trabajo tiene como base, los 

objetivas que se pretenden alcanza1 en el programa ac

tual de Matemáticas III del Plantel Azcapotzalco del -

Colegio de Ciencias y Humnnidndes, que son : 

- El alumno conocerá, comprenderá y aplicará los e

lementos b5sicos de una Teoría Axiomátlca, toman

do como modelo la Geometría EuclidianJ.. 

- El all1mno aplicar5 los prin~ipios fundamentales -

de la Gcometrí.1 y 'J'rigonomctría en la r~soluci6n 

de determinados probl0.n1<1s. 

Es imporlante para el alum110 el devenir hist5rico -

de la Gcomctrí.:1, porque.• conocc~rri, c6mo esta disciplina 

ha evolucionado íl LraVÍ>R c1el tiempo: Desde la remota 

antiguedad de ll~hilonja, paHílnclo pur la Grecia Clfisic~ 

usí como p) surgimiento ele otras Geometrías y post~ -

riorrncnl'2 1.:l urjyL'n lit• Jn~; Geometrías no euclidiunu.G. 

En la Primer¿¡ Unidad se citan lar; principales co.!l -

tribuciones de ge6mclras y m¡item~licon sobrcsalic11tes, 

utilizando para efecto del ord0n cronológico. 

TamLién se introducn ,~J ('Stt1dio de la Axiomaliz~ 

ci6n de la Grom0lrí;1, co11sidcrando las relaciones 



existentes entre los elementos básicos no definidos 

{punto, recta y plano). Se explica en qué consiste 

una demostración directa, en qué consiste una demo~ 

traci6n indirecta y se presentan algunas demostr~ -

ciones sencillas utilizando como herramientas únic!!_ 

mente los axiomas y definiciones elaboradas de acu

erdo a los elementos básicos no definidos. 

En la Unidad Dos, el estudiante se encontrará 

con los elementos básicos definidos (segmento, áng_!! 

lo y triángulo), clasificación de los ángulos y de 

los triángulos, las demostraciones de los teoremas 

de ángulos y triángulos, asi como las definiciones 

para rectas y puntos notables en un tri5ngulo. 

El contenido de la Unidad Tres, introduce al es

tudiante la idea intuitiva do figuras congruentes, 

tratando esencialmente la congruencia de tri5ngulos, 

lo~ criterios de congruencia (postulados de congrua~ 

cía de triángulos), y demostraciones en las que se ~ 

plicun dichos criterios. Mostrando también, algunas 

aplicaciones sc11cillas de la congruencia de tri§ngu

los. 

En la Unidad Cuatro, sP presentan conslrucciones 

gcom6tricas, las cuales se van desarrollando paso a 

paso, y al final de cada una se justifican con una -

demostraci6n, estableciéndose algunas conclusiones. 

En la Unidad Cinco, se da la idea intuitiva de f.!_ 

guras semejantes, se define formalmente y se trata -

particularmente la Semejanza de Triángulos. 

Se encontr.irft con las demostraciones del teorema 

fundamental de Ja proporcionalidad y su recíproco, -



mostrando algunas de sus aplicaciones. 

A continuaci6n, dado el grado de dificultad en 

sus demostraciones s61o se enuncian los teoremas de 

Semejanza de Triángulos, presentando algunos eje~ -

ples ilustrativos en la aplicaci6n de cada uno de -

dichos teoremas. 

Finalizando la Unidad con las demostraciones -

del Teorema de Pitágoras y su recíproco, considera~ 

do también algunas aplicaciones. 

La última Unidad contiene una stntesis del de

sarrollo hist6rico de la Trigonometrra, sus concep

tos elementales, se citan ejemplos de re5oluci6n de 

Triángulos rectángulos, de resoluci6n de algunos -

problemas prácticos y se concluye ~on las Identida

des Trigonométricas en la cual se ejemplifican alg~ 

nas demostraciones. 

Al término de este trabajo se menciona la bi -
bliografia que se uliliz6 en ~l desarrollo del mis-

oo. 

Pedro Manuel Zerendieta Méndez. 



UNIDAD 1.- EVOLUCION DE LA GEOMETRIA. AXIOMATIZACION. 

l.l. DESARROLLO HISTORICO DE LA GEOMETRIA. 

En tiempos remotos la Geometría fué una disciplina que se 

estudiaba de manera práctica y empírica, es decir su conocimie~ 

to partía limitadamente de las experiencias y observaciones del 

hombre. Los postulados y las demostraciones son muy posterio-

res en el desarrollo histórico, sin embargo, es importante men

cionar, las siguientes etapas históricas y sus principales apo~ 
taciones con que han contribuido en forma decisiva para la evo
luci6n de la Geometría: 

- Los procedimientos empiricos de los antiguos babi

lonios y egipcios. 

- El amor de los griegos al saber por el saber y su 
empleo en las construcciones cl§sicas. 

- La sistematizaci6n de la Geometría hecha por Eucli 
des. 

- La continuaci6n de la obra de Euclides durante la 
edad de oro de Grecia. 

- La contribuci6n de los matem§ticos hindúes, §rabes 
y persas durante la ed~d media eurovea. 

- La introducción de sistemas de coordenadas en el -

siglo XVII, 

- La aplicaci6n del Algebra y tambi6n del C~lculo a 
la Geometria en el siylo XVIII. 

- Reconocimiento de los puntos, rectas y planos como 



elementos no definidos, lo cual da lugar, en el si 
glo XIX, a muchas geometr!as diferentes. 

- Actualmente, el estudio de la Geometr!a es enfoca
do al estudio de sus fundamentos axiom!ticos, as! 

como la generalizaci6n de la misma. 

En cada etapa del desarrollo de la geometr!a encontramos
usos y aplicaciones de la Geometr!a a las Matemáticas de su - -
tiempo. 

Las primeras indicaciones de un sistema de medidas 

parece encontrarse en los antiguos babilonios que 

perfeccionaron la Agrimensura y estudios ;obre lo 

que escribieron en sus tabletas de arcilla, demues 

tra que contaban con m~todos para determinar el 

!rea de varias figuras sencillas,_pµes ya utiliza

ban el producto de la longitud y la anchura para -
obtener la medida de un campo rectangular. 

La mayor parte de los documen~os antiguos demues-

tran que los m~todos y conocimientos acerca de las 

medidas, surgieron a prop6sito de la medida de la 
tierra, la construcci6n de edificios y la astrolo

gía, seudociencia considerada como antecesora a -

la Astronom!a. 

Los babilonios supon!an que la esfera celeste gira 

ba alrededor de la Tierra y que el año constaba de 
360 d!as. Esto los condujo a dividir.la circunfe

rencia en 360 partes y de esa manera se origin6, -

probablemente el actual sistema de medida de &ngu

los basado en lofi grados. 



Los antiguos egipcios nos legaron una considerable 

cantidad de conocimientos de Aritmética, Algebra -
Elemental y sobre medidas, adquiridas de la cons-

trucci6n. 

Las pirámides de Egipto, son una evidencia de la -
ingenier!a remota, que sin duda alguna, requer!a -

del uso de muchos conceptos geométricos. 

La Agrimensura del Valle del Nilo, y el estudio de 

la Astrologia. 

La fama de la sabiduria de los egipcios se cxten-
di6 por todo el mundo civilizado de aquel tiempo,

impresionaban los métodos que empleaban ep la agri 
mensura y el cálculo. Estudiaron estos métodos 

muy cuidadosamente y al-conjunto de ellos le die-

ron el sencillo nombre de Gcometr!a., ·que se deriva 

de "medida de la Tierra". 

Las reglas y f6rmulas de los babilonios y egipcios 
eran resultados empiricos. Cada una de ellas se -

consideraba por s! sola, dado que no exist!a un c2 

nacimiento te6rico geom~trico que pudiese abarcar

las. Estos conceptos permanecen hasta cerca del -

año 600 (A.C.), época en la cual empieza a aparc-

cer la influencia griega. 

Los griegos consideran el estudio de la Geometría como 

una ciencia independiente de su5 aplicaciones' prácticas. Es d~ 

cir, para ellos son primordialmente fundamentales razonamiento

y conocimiento. Ampl!an el campo de lrt Geomctr!a incluyendo,no 

s6lo fórmulas emptricas para áreas y volúmenes, sino además: 



- Representaban números mediante segmentos rectil!
neos. 

- Estudiaban propiedades de los poligonos y de las -

rectas paralelas. 

- Estudiaban propiedades de la circunferencia y 

otras secciones c6nicas. 

- Efectuaban construcciones clásicas con regla y com 
ph. 

- Razones y proporciones deducidas a partir de polí
gonos semejantes. 

Demostraciones de las consecuencias de un conjunto 

de postulados. 

Los eruditos griegos enseñaron la Geometrta en sus escue

las privadas, destacándose entre ellos Tal~s, Pitágoras, Plat6~ 

etc. 

Los hombres de ciencia griegos,·sab!an que la Tierra tie

ne una forma muy parecida a una esfera, y deterrninaron...su tama

ño y forma. Uno de los que dirigieron estos trabajos fué Era

t6stenes. Determin6 la circunferencia y el diámetro de la Tie

rra. con error de muy pocos centenares <le kilómetros. 

De los antiguos griegos que aprendieron de Egipto los co

nociemientos de Geometría, el primero del que so tiene noticias 

fue Tales de Milete. Durante su estancia en Egipto, se intere

só por la Geometría como arte práctica. Al regreso u su ciudad 

natal (Milete), se dcdic6 a la enseñanza de la Geomntr!a y de -

la Astronomia. Se ck~Lc mencionar dentro de sus aportaciones 

que a partir de un probls_•ma prfict] co, establece la Semejanza de 
Triángulos, al calcular la altura de una pir~mide . 

. , 



Pitágoras, fué el primero que investigó sistemáticamente, 

los principios sobre los que se basa la Geometría y aplic6 los 

métodos de la L6gica a su desarrollo sistemático. 

Pitágoras, en su enseñanza de la geometría, descubrió va

rias proposiciones importantes. Al desarrollar sistemáticamen

te la materia, él y sus discípulos dieron las primeras, o por -

lo menos las mús generales de algunas proposiciones que ya se 

conocían. Por lo que respecta al Teorema de Pitágoras: El cu~ 

drado construído con un lado igual al mayor de los lados de un 

triángulo rectángulo, tiene 5rea igual a la suma de las áreas -

de los cuadrados cuyos lados son los otros dos lados {los más -

cortos) del triángulo. Los pitagóricos atribuyeron su descubri 

miento a su maestro, aunque se sabe que e] teorema yn era cono

cidó en la Uabilonia de Jlammurabi, pero la primera demostración 

general puede muy bien haber sido obtenida en la escuela pitag§ 

rica. Además, de la de Pitágoras se conocen otras demostracio

nes de este teorema. 

Otro de los más famosos gc6metr.as gt.lcgus y continuador -

de los pitag6ricos, fué J\rquitas. Fué el primero que ''resolvi6 11 

el famoso problema de determinar gcom~tricamente las dimcnsio-

nes de un cubo que tenga volumen doble de otro cubo dado, cono

cido como la "Duplicación del Cubo". Además se dice que tam- -

bién fué el primero que aplicó los principios de la Geometría a 

la Mec~nica. 

JiipJas de Elías, contemporáneo de Arquitas, fué el prime

ro en resolver problemas teóricos de dividir un ángulo en tres 

partes iguales {"Trisección del Angulo 11
) y el de la 11 Cuadratura 

del Círculo 11
, es decir, encontrar, un cuadradó que tenga la mil! 

rna superficie que un c!rculo dado. 

Dos de los mayores matemfiticos de la edad de oro alejan--



drina y de toda la antiguedad, fueron Euclides, alejandrino de 

ascendencia griega y Arquírnides griego siciliano que estudió y 

trabajó durante algunos años en Alejandría. 

Euclides era profesor de Matem5ticas, en la Universidad -

de Alejandría. Escribi6 un mínimo de diez tratados que cubrían 

la Matemática de su tiempo. Su obra más famosa, Elementos; 

consta de trece libros, en los que expone con elegancia: La Ge2 

metría Plana (libros I - IV); La Teoría de las Proposiciones -

(libros V y VI) ; La Teoría de los Números (libros VII - IX); -

La Teoría de los Incomensurables (libro X); y J,a Geometría de -

los Cuerpos (libros XI - XIII). 

Las proporciones se fundaron sobre los polígonos semejan

tes / la teoría de los nOmeros sobre longitudes de, segmentos de 

rectas y los i11comcnsurables sobre las proporciones y la cons-

trucci6n de segmentos rectilíneos. Los libros sobre Geometría

incluyen casi todos los conceptos que hoy se abordan en un cur

so de Geometría en el bacl1llleri1Lo, Presentan tambi6n, demos

traciones geometrfcus de identidades algebi·áicas y soluciones -

geom~ t r .i cas de ccuac iones tau lo 1 inca les como cuadr~ticas. Los 

Elementos de Euclides constituyen una aportación decisiva a la 

sistematizcH:i611 de la Gcomclrfa, 

El prestigio de Alcja11dría perdur6 por muchos afias des- -

pués de Euclides, y fue allf donde Arqu!midcs estudió e hi1.o -

grandc5 aporl~l!i011~b ct la Gcometrfa, sus estudios m5s notablcs

son los rc1acionados con r~l .5.rc¿i del círculo y el volumen de: -

la esferil, el cj lindro y el cono. También descubrió muchas de 

las propiedades de estas figurus y las relaciones que hay entre 

ellas. Sistcmatiz6 estos conocimientos a la manera de Euclides 

y escribió vario~ libro:. sobre estos temas. Arquí.mides hasta -

donde s.:1bcmos, fué el primero en l.igclr lu GeomctrI:a con proble

mas de tipo físico, 



Debemos también mencionar a los matemáticos griegos que -

sobresalieron por sus contribuciones a la Geometría como son: -

Apolonio de Perga, quien estudió y desarroll6 una rama de geom~ 

tría superior, que se ocupa de las curvas y de las figuras lla

madas secciones cónicas, su obra y sus métodos fueron después -

la base moderna de la Geometrr.a Analf.tica. 

Hiparco de Nicea, a quien se le atribuye la invención de 

la rama de las matemáticas llamada Trigonometría. 

Her6n, perfecciona la Agrimensura, ciencia que rcpresenti! 

ba un avance sobre las sencillas medidas de los antiguos egip-

cios y que estaba basada en la Geometría pura y la Trigonome- -

tría. Fué también un ingeniero notable, inventó la primera má

quina de vapor. 

Ptolomeo, escribió libros sobre proyección ortográfica y 

estercogrfifica, que son los fundJmentos de ·la Geometría descrip_ 

tiva. Aplicó la Geometría y ln Trigonometría a la Astronu·ía.

Escribió una gran obra en trece libros (seC"ciones) de Astr011L)-

mía. Esta obra fue libro de texto en Astronomía y de Gcometri.1 

aplicada hasta los tiempos ele Copérnico en el siglo XVI. En e§_ 

te libro, entre otras much.:is cosas notables, figura el primer -

indicio escrito del uso de los grddos, minutos y segundos para 

la medida de los ángulos y la determinaci6n del valor aproxima

do de la raz6n de la longitud de la circunferencia a su di§me-

tro. 

Pappus, per [eccionó lü Geometría superior, la tcor!a so

bre las secciones cónicas y enunci6 proposiciones que pueden 

considerarse precursoras a los fundamentos del Cálculn !nfinit.!:_ 

simal y la Geometría proyectiva. 

Proclo, cscribi6 una especie de bistoria de la GeomcL1·1.i. 
que contiene un comentario n los Elementos de Euclides aunado a 
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otros comentarios personales interesantes sobre los grandes ge§ 

metras alejandrinos. 

Después de Proclo, la historia de la Universidad y de los 

matemáticos alejandrinos ya no tiene interés desde el punto de 

vista de la Geometrra. 

Durante la edad media en Europa las aportaciones Matemáti 

cas de los griegos son modificadas por los matemáticos de la I~ 

dia, Arabia y Persia. La mayor parte de esta influencia es de 

carácter práctico. Es notable el avance que se hace en nota-

ci6n de números en áreas, volúmenes, construcciones clásicas, -

Astronomía y Trigonomctrra (es decir, la medida de los triángu

los). También, se discute el postulado de las paralelas de Eu

cliQcs. Omtir Khayan, el autor de los Rubaiyat, P.scribe un tra

tado sobre Algebra desde un enfoque geométrico. 

Tanto en M.:ttcmáticas, como en el ar~o, los primeros sig

nos del despertar en Europa provienen de Italia. Se evidencia 

cierta inquietud matcm~tica en Inglaterra y en Francia, aunque 

el progreso es muy lenlo. A finales del siglo XII, Leonardo de 

Pisa (Fibonacci) publica diversos tratados, dando a conocer 

cuestiones sobre notaci6n numérica, Aritmética, Algebra, Geome

tría y Trigonometría. 'I'ras esto, Albcrti y algunos artistas 

italianos dcsarrolla11 ciertos principios de la Geometrla dcs-

cri~tiva y proporcion~n las bases de la Geometría proyectiva. -

Bn !-'rancia se introducen las letras para representar números. -

La actividad se va incrcm~ntando gradualmente y en el siglo 

XVII está en pleno desarrollo. 

Entre lo~ primeros europeos que prestaron atenci6n a los 

fundnmcntns 1ógir"OS <lf' lA Gcomctr]a, m0recc mención el frAncés

Desargues, que gcn0raliz6 las ideas y los m6todos de Euclides -

descubriendo nuevos principios geométricos y ünaliz6 los princ,! 
pies fundam~nta]cs de la antigua Gcomctr{a Euclidiana. Es de -
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esta manera, uno de los fundadores de la Geometría moderna. 

Con la publicaci6n de la Geometr!a del fil6sofo y matemá

tico francés, René Descartes, tuvo la Geometría una evolución -

completamente diferente. Descartes, fué quién demostr6 como es 

posible el estudio de las figuras geométricas y de sus propied~ 

des por medio de ecuaciones algebráicas. Este método es aplicE 

ble no solo a la línea recta y a la circunferencia, sino tam- -

bién a cualquier figura geométrica. Esta Geometría, recibe el 

nombre de Geometría Analítica. 

Al haber logrado Descartes la gran s!ntesis del Algebra -

con la Geometría, otros matemá tices empezaron a aplicar el cál

culo infinitesimal (inventado por Newton y Leibnitz) al estudio 

de las curvas geométricas y después al de las superficies de -

cualquiP.r forma. Esta aplicaci6n motiv6 el origen de la rama -

de la Geometría, actualmente llamada. Geometría Diferencial, la 

cual es considerada la de m§s importancia· én la ciencia moderna. 

En el siglo pasado surgió un idea co1ñpletamente nueva de 

Geometría, que parte de un punto de vista totalmente distinto y 

se conoce como Geometría no Euclidiana. Esta nueva Geometría -

está basada en la sustitución del quinto postulado de Euclides: 

ºsi una recta que incide sobre otras dos forman ángulos inter

nos de un mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas pr_Q 

longadas al infinito se encontrarán del lado en que los dos án

gulos son menores que dos recl0!i". 

En 1830, el malemfitico ruso N. Lobachevski desarroll6 una 

nueva Geometría, basada en el postulad~ de que por un punto da

do puede hacerse pasar un número cualquiera de rectas paralelas 

a la recta dada. Esta Geometría es conocida con el nombre de. -

Geometría Hiperb6lica. En 1832, J. Bolyai matemático hfingaro -

realiz6 el mismo trab,.jo, obteniendo ei mismo resultado. 

12 



Un hecho muy notable acerca de estos dos trabajos, es el 

que sus autores no se conocían y ninguno conocía el trabajo del 

otro. 

En 1854, B. Riemann, matemático alemán desarrol16 todavía 

una Geometría no euclidiana. diferente, basando su desarrollo en 

que todas las rectas deben intersectarse, es decir, niega la 

existencia de paralelas. Yendo más lejos, negó que una recta 

pudiera ser prolongada indef inidamcnte sin volver a sr misma y 

ademá~ cxtendi6 la noción de las dimensiones geométrica de man~ 

ra que pudieran ser incluídas mds de tres. Esta geometría de -

Riemann es llamada Geometría Elíptica. 

La Gcomülría de Riemann, ha sido desarrollada como una 

geometría difcrencittl y h.:1 venido a ser de gran i¡nportancia en 

la Teoría de la Relalividad de Bin::;tei11, en la que el tiempo 

juega el papel de la cuarta. dimensión agregada a las tres del 

espacio cuclidi.:rno. 

Hasta aquI se ha presentado un bosquéjo del desarrollo de 

la Geometría, a través de la historia, para que el alumno tenga 

una mejor visi6n de la importancia que tiene esta rama de las 

Matemáticas. 
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1.2. AXIOMATIZACION. 

Como se ha mencionado en la sección anterior, a partir de 

la época de los griegos, el carácter de la Geometría sufrió un 

cambio importante: de ser un conjunto de resultados empíricos y 
aislados se transforman en una ciencia independiente de sus -

aplicaciones; es decir, se desarrolla sistemfiticamentc usando -

el método deductivo para establecer la validez de las proposi 

cienes geométricas, así como para obtener resultados generales. 

Esta sistematización: 

- Introduce la idea de deducir por medio de razon~ 

miento lógico las proposiciones o propiedades 

geométricas, ligando así unas con otras. 

- Esta deducción debe ser a partir de las propicd~ 

des geométricas que se consideran básicas, a las 

cuales les llamaremos axiomas y que. nos servirán 

como punto de partida en la demostración de 

otras proposiciones gcom6tricas llámadas Teore-

mas, 

1. 2 .1. Axioma. 

Al mencionar lñ p~lnbra axioma, quizá se tome como sin6ni 

mo de postulado, En la antjguedad se distjnguia axioma de pos

tulado. Euclides hacia la distinción entre 11 postulados 11 y 

otros enunciados a los que él les llamaba "no~iones comunes". -

Los postulados de Euclides eran afirmaciones de naturaleza geo

m~trica, tales como: 11 Todos los ángulos rectos son iguales en

tre sí 11
• Euclides consiñerabn las nocioneo comunes como verda

des evidentes por sí mism;is. Por ejemplo, afirma que: 11 Las co-
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sas que son iguales a una misma cosa, son también iguales entre 

sí", o también: 11 El todo es mayor que la parte". Debe observa!_ 

se que en estas afirmaciones no aparecen t~rminos geométricos. 

En la actualidad, la mayor parte de los ge6metras no acon 

tumbran distinguir entre los postulados y las nociones comunes. 

Ambos son enunciados que se suponen verdaderos, sin necesidad -

de prueba, a los que llamamos axiomas. 

l. 2. 2. Teorema. 

Llamaremos Teorema a la proposici6n que se debe demostrar. 

En la demostraci6n de los teoremas se pueden emplear las 

propiedades básicas o sea los axiomas, as! como las propiedades 
demostradas anteriormente, es decir, los .teoremas. Nq es váli

do emplear ninguna otra propiedad de las figuras, aGn cuando p~ 
rezca evidente. 

También, en la demostraci6n de ¡os teoremas se recomienda 

emplear el dibujo para la representaci6n geométrica de todo -

cuanto expresarnos con palabras; las propiedades de las figuras

que evidencia el dibuj~ no pueden ser utilizadas si no podemos 

arg~mentarlas bas~ndose en los uxiomas o en teoremas ya demos
trados. 

El dibujo dcscmpeii.u un papel en la demostraci6n de un teQ 

rema geométrico, ya que es un medio auxiliar para la demostra-

ci6n del teorema, porque ayuda a visualizar las deducciones ob

tenidas en el proceso de dicha dcmostraci6n. 

El enunciado ele un teorema consth comGnmente de dos par

tes (proposiciones). I.a primera trata de la informaci6n dada,-
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ésta proposici6n se llama "hip6tesis del teorema", y la otra es 

lo que debe ser demostrado, esta parte se llama "tesis del teo
rema". 

l.2.3. Elementos Básicos No Definidos. 

En geometr!a trataremos con conceptos tales como punto, -

recta y plano. En principio nos enfrentaremos a situaciones CQ 

mo la siguiente: si se nos pide definir un punto, podemos decir 

que es 11 la intersecci6n de dos rectas distintas". Ahora, si se 

nos pide definir una recta, podemos contestar que es "la inter

secci6n de dos planos 11
, pero probablemente hayamos observado -

que estas dos definiciones no son mutuamente independientes, es 

decir, para definir un elemento, empleamos el otro elemento o -

v.iceversa. 

Por ejemplo, también podemos definir una recta como una -

Hnea que "no tiene partes curvas". Esta definici6n nerá evi

dente, si podemos definir la palabra curva. Sin embargo, si la 

palabra curva se define como lu l!nea· que "no tiene partes rec

tas", entonces no comprendemos la definici6n de recta. Ahora,

si definimos una recta como la línea que se extiende "sin cam-

biar direcci6n, es precl~o comprender la palabra 11 di~ecci6n". 

En geometría nos encontramos con problemas semejantes, PE. 

ra definir un elemento, lo cual implicaría un trabajo exhausto

e interminable. Es por ello que se adopta la posición de consi 

derar algunos térmi.nos como no-definidos. Los elementos que se 

considerarán como no definidos son: "conjuntd", "punto", "rec

ta", 11 plano11 y "estar entra", sus relaciones existentes que

dan determinados por rredio de loa axiomas. 
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l,2.4, Enunciaci6n de Axiomas. 

Enunciaremos el listado de axiomas y definiciones que em
plearemos para demostrar las proposiciones llamadas teoremas, -

pero antes introduciremos algunas notaciones que se utilizarán. 

Un punto se denotar~ con una letra mayúscula del alfabeto 
español. A, B, e, P, Q, etc. 

Una recta se simbolizar4 con una letra 1, o si son va--

rias rectas: 11 , 1 2 , etc., 6 r, s, t. 

También se puede indicar una recta considerando dos pun
tos de ella. Por ejemplo, si A y B son dos puntos de una -
recta, ésta se puede denotar ~·. 

La notaci6n que se utilizará para indicar ·un plano. es n 6 

si son varios planos n1 , n2 , etc., o tambi~n se pueden expre

sar considerando tres puntos que pertenezcan a él. Por ejemplq 
plano ABC; plano PQR , etc. 

Es pertinente asentar que tarnbit1n en algunos casos se re

currirá al lenguaje de los conjuntos. Por ejemplo, cuando un -
punto "pertenece a" una recta. Cuando una recta "esté canten,! 

da" en un plano. La "intersecci6n de 11 rectas"; 11 intersecci6n -

de". planos, etc. 

Ahora si procederemos a enunciar los axiomas: 

Axioma 1.- Para cada.dos puntos distintos, existe una y solo
una recta que contiene a ambos pun·tos. 
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si analizamos lo siguiente: 

a) Existe una recta que contiene a ambos puntos. 

b) Esta recta es anica; es decir, es la Onica -
que contiene a ambos puntos. 

Podemos afirmar que este axioma establece dos cosas, 

en ocasiones llamadas existencia y unicidad. 

Definici6n 1.- Tres 6 m§s puntos son colineales, si -
pertenecen a una misma recta. 

P, Q y R son punteé colineales. 

Axioma 2.- Para cada tres puntos diRtintos no-colinealee, exis

te un plano y solamente uno que contiene a los tres 
puntos. 

,n 

·o 

18 



P, Q y R son puntos no-colineales. P, Q y R 

est~n contenidos en el plano • • 

Definici6n 2.- Cuatro o m&s puntos·son'coplanares, si 

pertenecen a un mismo plano. 

G 

E 

A, n, e y D son puntós coplanares. 

B, o, F y G son puntos coplanares. 
e, o, E y F son puntos coplanares, 

B, F, G y E no son puntos coplanares. 

A, n, e y F no son puntos coplanares. 
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Axioma 3.- Si un plano contiene dos puntos de una recta, enton
ces todos los puntos de la recta son puntos del pla 
no. 

Pcl,Ptrr 

Q t .e J Q t • 

.e e: • 

Axioma 4.- Si dos planos distintos se intersecan, entonces su -

intersccci6n es una y sólo una recta. • 

Los planos son rr 1 y •z 1 
la recta 

•• (\ ., = .e • 

Axioma 5.- Una recta contiene por lo menos dos puntos¡ un plano 
contiene por lo menos tres puntos, no todos colinea

les1 y el espacio contiene por lo menos cuatro pun
tos no todos coplanares. 
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Ahora vernos corno podemos usar estos axiomas para deducir 
algunos teoremas. Estos primeros teoremas establecerán lo que 
a algunos de nosotros parecerá intuitivamente obvio, pero re

cuerden que lo que tratamos de ver es que estos se pueden dedu
cir de los que llamamos Axiomas. 

La demostraci6n de un teorema puede ser directa o indire.s, 

ta. 

1.2.S. Demostraci6n Directa. 

En una demostraci6n directa procedemos paso a paso, em- -
ple'ando la hip6tesis,algunos axiomas y teoremas Previamente de

mostrados y que necesitaremos para llegar a la conclusi6n (te
sis), corno una consecuencia de nuestra cadena de razonamiento. 

1.2.6. Demostración Indirecta. 

La demostraci6n indirecta también llamada demostración 

por contradicci6n o también ppr reducción al absurdo. En ella, 
para probar que una proposición es verdadera, considerando la -
hip6tesis como se indica en el siguiente diagrama: 

/Tesis 

Hipótesis 

"'Teais 

se cumpla. 

no se cumpla. 

Suponiendo la hipótesis y que la tesis no se cumple, exa
minamos las consecuencias de estas suposiciones, si algunas de 
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estas consecuencias contradicen a la hipótesi~ entonces como no 

se puede tener a la hipótesis verdadera y no verdadera al mismo 

tiempo, entonces lo que no se debe cumplir es la no tesis. Por 

lo tanto, la tesis se cumple, ya que es la Onica alternativa. 

1.2.7. Demostraciones de Teoremas. 

Ahora procederemos a demostrar los teoremas siguientes; -

se observar~ que en el primero y el segundo la demostraci6n es 
indirecta y la del tercer teorema será en forma directa. 

Teorema 1.- Si dos rectas distintas en un plano se in 
terscctan, entonces su interscóci6n es -

cuando más un punto. 

Procedemos primero a identificar la hip6tesis y la t~ 

sis del teorema. 

Hip6tesis: Dos rectaH distin
tas se intersectan 

Tesis; La inlersecci6n de las 
rectas es cuando m~s -

un punto. 

Demos traci6n: 

><.t, 

l, 

Supongamos que la intersecci6n de .t1 con t 2 no es 

cuando más un punto. Entonces su intersccci6n contiene dos pu!!. 

tos (o más) , digamos P, O • Esto significa que tenemos dos 

rectas diferentes e 1 y t2' ambas conteniendo a p y a o, -
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pero por el axioma 1 (dos puntos distintos determinan una recta 
Gnica), esto es imposible pues t 1 y t 2 serian la misma rec
ta, lo cual contradice a la hip6tesis. Por lo tanto, la inter

secci6n de t 1 con t
2 

es cuando más un punto. Con esto que-
.da demostrado el teorema. 

Teorema 2. - Si una recta t 'intersecta al plano • y l 
no está contenida en • , entonces la inte~ 
sccci6n es un punto. 

Hip6tesis: t y• se inters~ 
can¡ l no está 
contenida en n . 

Tesis: t (\. ( p} 

Demostraci6n: 

Supongamos que t y • se interseean en dos puntos disti.!)_ 
tos P y Q. Entonces P y Q están ambos en l , y por el axio
ma 1, determinan t, ya que P y Q están ambos en n, por el 

axi'oma 3, t está contenida en n,pcro esto contradice a la hip2 
tesis ( t no está contenida en n}. Por lo tanto, t f1 • contie
ne a lo rnlis un punto. Como l y n se intersecan, entonces la i.!!, 

tersecci6n consta de un s6lo punto. Con lo que queda probado -

el teorema. 

Débcse señalar que las demostraciones de los teoremas 1 y 

2, se efectuaron en forma indirecta o por contradicci6n. Ahora, 

la demostraci6n del siguiente teorema 
1

Aerá en forma directa. 
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Teorema 3.- Si dos rectas distintas se intersectan, -

existe uno y s6lo un plano que contiene a 
ambas rectas. 

Demostraci6n: 

Sean t1 y l.i las dos rectas distintas y P el punto de in
tersecci6n. Por el axioma 5, podernos considerar en t

1 
, un pun 

to O distinto de P y en t 2 un punto R distinto de P. Entonces 
P, O y R son tres puntos no colineales (pues, no pertenecen a -
la misma recta) y, según el axioma 2, hay un plano único que -
los contiene. Ahora bien, P y O pertenecen a dicho plano, y -

por el axioma 3, t 1 está contenida en el plano. Oe la misma -
manera, como P y R están en el plano, t 2 está contenida en el -
plano. Con lo cual queda demostrado que el plano contiene a a~ 
bas rectas. 

La demostraci6n del teorema anteri9r, también se puede -
efectuar, analizándola paso a paso y escribiendo dos columnas.
En la primera escribiremos las afirmaciones que vayamos hacien
do y en la segunda, la justificaci6n de cada afirmaci6n, 

Teorema 3.- Si dos rectas distintas, se intersectan,

existe un plano anico que contiene a ª!!! 

bas rectas. 

Hip6tesis: t 1 y t2 son rec-
tas distintas que 

se intersectan. 

Tesis: Hay un plano úni

co que contiene a 

ambas rectas. 
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Demostración: 

a) t.1 y t.
2 

se intersecan. 

e) Existe en l 1 , O distinto 
de P. 

d) Existe en t.2, R distinto 
de P 

e) P, O y R son no coli
neales. 

f) 'P, O y R determinan un 
plano (plano POR). 

g) l¡ estli contenida en el 
plano POR. 

h) l2 estli contenida en el 
plano POR. 

i) El plano POR contiene a l¡ 
y a .t'.2 • 

25 

Por hipótesis. 

Teorema l. 

Axioma 5. 

Axioma 5. 

Si lo fueran .t'.¡ = .t'.2 • 

Axioma 2t 

Axfoma 3. (P y Ol estlin 
en el plano POR). 

Axioma 3. (P y R) estlin 
en el plano POR) • 

Lo cual prueba el Teore
ma. 



Ejercicio 1.2.1 - Observe la figura e indique cu5les de las si
guientes proposiciones son falsas (F) y cu5-

les son verdaderas (V). 

p 
l 

a) El plano •• intersecta al plano •¡ ~n la recta t.( 

b) El plano .. pasa por la recta l . 

c) El plano ., pasa por ~ 

d) El plano ., -pasa por EF 

e) p & '112 

f) ., {\ ., ~· :; EF 

g) t(\tf= {G) 

h) "' (\ l = {G) 

i) •• (\ Er = Et 

Ejercicio 1.2.2 - Trace las figuras (si es posible), que ilus
tres las situaciones descritas. 

l. - l y ni son dos rectas y l f\m= { P l 
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2.- l y '" son dos rectas, Pc t 
' 

R t l , Scm y ..... .¡ ..... 
RS PR 

3.- r y s son dos rectas y r í\s ~ 

4.- r y son dos rectas y rl) s .¡ ,¡, 

s.- R, s y T son tres puntos y Te 1iiT í\ STi 

6.- r, s son dos rectas, A ,¡, B Y {A,B) C (r () s) 

7 .- colinCales 
~ ..... 

P,Q,R y s son puntos O e PR y Re QS 

a.- P,Q,R,S son puntos colinealcs oc Pit -y Qt PS 

9.- A,B y C son tres puntos no colineales; 11,íl y D 

son tres puntos colineales y 11, C y D son tres 
puntos colineales. 

10 .- l ' m y n son tres rectas y !' c (m (\ n) 11 l. 

11.- •1 y ., son dos planos, 
• l " 

., = Ait 

12 .- ., y ., son dos plll.nos, •1 (\ ., = rf> 

13.- •1 y n, son dos planos y · m y n son dos rectas 

mC.•1, nl\m={P} 

Ejercicio 1.2.3 - Escriba los axiomas completos que justifiquen 
cada una de las proposiciones siguientes: 

1.- Los puntos 11 y B determinan una recta y s6lo una. 

2.- Si los puntos A, D y e, no, son colineales, deteE 

minan un plano. 
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3,- Si los puntos A y B son puntos diferentes en el 

plano n , i\O se encuentra en n • 

4.- Si los puntos A y B son puntos diferentes en el 
plano n , existe un tercer punto que no está en_. 
AB • 

En los ejercicios 5 - 10, trace una figura que r~ 
presente: 

5.- Tres puntos en una recta. 

6.- Tres puntos que no esten en una recta. 

7.- Cuatro puntos, todos en un plano. 

8.- Cuatro puntos, no todos en un plano, 

9.- Dos planos que no se intersecan. 

10.- Una recta y un plano, cuya intersecci6n es una 
recta. 

Clasifique las siguientes proposiciones como fal
sas o verdaderas, 

11.- En un postulado se puede usar un t~rmino no defi
nido. 

12.- Dos planos diferentes se pueden !ntersecar en un 
punto exactamente. 

13.- Un postulado es una propos~ci6n demostrada. 
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14.- Un conjunto de puntos es colineal si hay una rec
ta que contiene a todos. 

15.- Dos rectas cualesquiera determinan un plano exac
tamente. 

16.- Dos rectas distintas que se intersecan determinan 
un punto. 

Ejercicio 

l.-

2.-

3.-

l. 2. 4 

Dados: El punto A en el plano M y ,el punto B 
en el plano M. 

a) ¿Qué se puede concluir de "iiit ? 

b) ¿cufil axioma apoya la deducci6n? 

Dados: Los planos •1 y ., contienen el punto c. 

a) ¿Qué se puede concluir acerca de 
la intersecci6n de •1 y ., ? 

b) ¿cufil axioma apoya la deducci6n? 

Dados: Las rectas l y rn se intersecan. 
to P est§ en ambas. El punto Q 
en ambas. 

a) ¿Qué se puede concluir acerca de 
p y Q 

b) Enunciar el teorema que apoya la 
conclusilin. 
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4.- Datos: P y Q son puntos distintos. La recta t 1 
contiene a P y a Q. La recta t 2 contie-

ne a p y a Q, 

a) ¿Qui\ podemos concluir acerca de 

e, y l2 ? 

b) ¿Qu!l axioma justifica la conclu-
sicSn? 

S.- Datos: t 1 y t2 son dos rectas distintas. t 1 es

tá en el plano E. t
2 

está en el plano F. 

t
1 

y t
2 

se intersecan en el punto P. El 

punto Q, distinto de P, está en t 1 y en 

F. El punto R, distinto de P, está en -

t
2 

y en E, 

a) ¿Qu•~ puede concluirse acerca del 

plano E y del plano F ? 

b) ¿Qu~ axioma o teorema justifica 

la res pues ta? 

6.- La recta t 1 interseca al plano E en P, pero no 

está en E. La recta t 2 está en el plano E, -

pero no contiene al punto P. ¿Ser!\ posible que 

t
1 

interseque a t 2 ? • Explíquese. 

Ejercicio 1.2,S - Exprese cada proposición en la forma si ... , -
entonces,.. (Ver los siguientes ejemplos). 

Ejemplo 1.- Dos circulas con radios iguales, tienen 
áreas iguales. 
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Solución: Si los círculos tienen radios iguales, en
tonces tienen áreas iguales. 

Ejemplo 2.- Todos los lingulos rectos tienen la misma -
medida. 

Solución: Si los ángulos son rectos, entonces tienen 

la misma medida. 

l.- Toda ecuación cuadr5tica tiene dos ratees. 

2.- Cuando a - b es un nGmero positivo, b es menor 
que a 

3.- Cada lingulo externo de un polígono regular de n 
360° lados es -n-

4. - Cada lingulo de un trl~ngulo equfllitero mide GOº. 

5.- X = 20, si X - 8 12 . 

6.- Las diagonales de un rectángulo son iguales. 

7.- La suma de las medidas de los ángulos internos de 
un trillngulo es 180° 

a.- Los 6ngulos en la base de un triángulo isósceles 

son congruentes. 

Ejercicio l. 2. 6 - Indique cuál es la h~p6tesis y cuál la 

en cada proposici6n. (Ver los ejemplos 
guientes). 
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Ejemplo l.- Si Luis va caminando, llegar~ tarde. 

Hip5tesis: Luis se va caminando. 

Tesis: Luis llegar~ tarde. 

Ejemplo 2.- Dos planos se intersecan cuando no son pa
ralelos. 

Hip5tesis: 

Tesis: 

Loa dos planos no son para 
lelos. -

Los planos se intersecan. 

1.- Si Sarnuel es aprobado en ~lgebra, ser~ eligible -
para jugar. 

2.- Dos nOmeros enteros cuya suma es 7 no pueden ser 
ambos pares. 

3.- Dos ~ngulos tienen la misma rned1da si son opues-
tos por el v~rtice. 

4.- El producto de dos nfimcros enteros consecutivos -
es un número entero par, 

5.- El juego ser~ suspendido en caso de que llueva, 

6. - Dos rayos opuestos forman \Jnñ recta, 
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UNIDAD 2,- ELEMENTOS BASICOS DEFINIDOS DE LA GEOMETRIA. 

Aunque "punto", "recta" y ºplano" son considerados como 

términos no definidos, sin embargo, se puede, en función de - -

ellos, definir otros términos básicos como son, segmento, ~ngu

lo, triangulo, etc. 

2, l. SEGMENTO. 

En el lenguaje coman, con frecuencia decirnos que un obje

to se encuentra entre otros dos. Este concepto de "estar en-

tre" es de interés en la geometría euclidiana. Aprovecharemos 

la definici6n de puntos colineales para enunciar.el siguiente -

axioma: 

Axioma 6.- Dados tres puntos colineales, uno de ellos y solamen 

te uno est~ entre los otros dos; 

Esto indl.ca que: si A, B y c. son tres puntos de una -

recta l , entonces ocurre uno y solamente uno de los tres casos 

siguientes: 

a) A est~ entre B y c. 

b) B est~ entre A y C. 

e) e est5 entre A y B. 

Estos tres casos los podemos ilustrar así: 

o(. 
B A C A D 
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Observemos, que para poder hablar de 11 estar entre" es fu.!! 
darnental que los puntos sean colineales. 

Consideremos por ejemplo, si tres puntos están como se 
muestra en la siguiente figura: 

A, •e 

B 

¿cuál de ellos está entre los otros dos?. Sencillamente la pr~ 
gunta no tiene sentido. 

Ahora veamos otro ejemplo, si consideramos tres puntos en 
una circunferencia, como se observa en la 'fi<jura siguiente: 

n 

A 

No seria correcto asegurar que uno de ellos exactamente -
está entre los otros, pues se puede afirmar que A está entre 
B y e, que B estil entre A y e y que e está entre A y & 
es decir, cada uno de ellos está entre los otros dos. En este 
caso podemos imaginar a tres personas Sentadas alrededor de una 
mesa redonda. 
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Lo anterior no ocurre para puntos colineales, as! pues, -

se hablar& de 11 estar entre" solamente cuando los tres puntos -

sean colineales. 

El concepto de "estar entreº nos permitirá definir lo que 

se entiende por segmento (o segmento de recta). 

Definición 1.- Sean A y B dos puntos. El segmento 
AB es el conjunto formado por los -

puntos A y B y todos los puntos que 

están entre A y B • 

'f._ 

~ 
B-

Observando la figura anterior se puede establecer lo si

guiente: 

- Los puntos distintos de A y B, es decir, los que 
están entre A y D se llaman puntos interiores -

de iiii , 

- Los puntos A y B son los extremos de AB 

- Los puntos de la recta 1\0 que no están en el -
segmento son puntos exteriores. 

- En el s!mbolo AB la raya horizontal sobre las -

letras nos auxiliarg para denotar un segmento. 
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2.2. MEDIDA DE UN SEGMENTO. 

Debemos considerar que hay una diferencia entre el segmen 
to AB y la distancia AB. Es decir, son conceptos diferente~ 
porque 1iii es una figura geométrica o sea un conjunto de pun-

tos, mientras que AB es un número que da la distancia entre 

los extremos. 

te: 

Considerando lo anterior, podemos establecer lo siguien--

Definición.- El número AB se llama longitud (o m~ 
dida) del segmento AB • 

También es necesario considerar el siguien€e axioma: 

Axioma 7.- A cada segmento le corresponde "un número real no ne
gativo que se llama su longitud o medida e invers~ 

mente, dado un número real no négativo hay segmentos 

de esa longitud. 

Ahora bien, si B es un punto de un segmento í\C, enton

ces AB + BC = AC 

e 

A esta propiedad se lo conoce como la Propiedad Aditiva -
en los segmentos. También, si B es un punto del segmento AC 
y AB = AC, entonces n es punto medi~ do íiC . 
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2.3. CONGRUENCIA DE SEGMENTOS. 

Comúnmente, cuando nos referirnos a objetos que tienen al

gun/ls características comunes, decimos que son iguales. Por -

ejemplo, al hablar de las ventanas de un edificio, decirnos que 

son iguales. Al hablar de las sillas de un sal6n, afirmamos 

que son iguales. 

En el lenguaje matemático esto no se considera correcto.

Pues, en matemáticas el significado de la expresi6n 11 igual a 11 
-

es "lo mismo que". Por ejemplo, cuando escribimos 2 x 3 = 6 , 

esto quiere ~cir ~ue "2 x 3 11 y son ~l mi~' nGmero. Si 

escribimos PQ = RS, queremos decir que PQ y RS son "la mi!! 

ma" recta. 

Aún cuando las sillas del salón tengan la misma forma,mi!! 

me color, etc., esto no permite decir hablando en lenguaje mat~ 

mático, que son iguales. Tampoco podernos Oecir, en lenguaje m~ 

temático, que las ventanas de cierto edificio son iguales aGn -

cuando tengan la misma forma, el mismo tamáño y otras caracte-

risticas comunes. 

Para evitar algunas confusiones con el uso de la palabra

igual, estableceremos que: En el lenguaje matemfitico "igual a 11
-

significa "el mismo que 11
• 

En Geometria, cuando dos figuras tienen la misma forma y 

el mismo tamaño, decimos que las figuras son congruentes. 

Ahora hablaremos de la congruencia de segmentos. Poste-

riormente, trataremos la congruencia de lingul'os, de triángulos

y de otras figurau geo111Glricas. 

Las siguientes f lguras ilustran ia congruencia de segmen-

tos: 
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A e E 

B D F 

En la primera, los segmentos CP, CQ y CR son segmen

tos. congruentes entres!. En la segunda figura, .los segmentos
AB, CD y EF son segmentos congruentes entre sr. 

El símbolo que utilizaremos para indicar que dos segmen

tos son congruentes es ~ • De esta manera, en el ejemplo an

terior podemos denotar; 

y también que 

Observamos que en la primera fiyurn, los segmentos tie

nen. la misma medida o longitud, y tambi€n se cumple que en la -
otra figura los segmentos tienen la misma longitud o medida. 

Tomando en cuenta esto, podemos establecer la siguiente defini

ci6n. 

Definición 2.- Dos segmentos son congruentes si, y 
s6lo sí, tienen la misma longitud o 

medida. 
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2. 4. RAYOS, (O SEMIRECTAS) , 

Un rayo es una figura que se representa en la siguien 

te forma: 

A B 

La figura indica que el rayo empieza en A, pasa por B -

en la línea recta y sigue indefinidamente en el mismo sentido.

Para representar un rayo,emplearnos una flecha, la cual siempre 

apunta hacia la derecha, º? importando cuál sea el sentido del 

rayo. Observemos las representaciones del rayo AJ.t en el sl-_ 

guiente ejemplo: 

Considerando lo anterior como explicación intuitiva de lo 

que·es un rayo. Podemos establecer la siguiente definición: 

Definición 3.- Sean A y B dos puntos de una recta 
-> t . El rayo AB es el conjunto de 

puntos del segmento AB . unido al -

conjunto de los puntos e para los 

cuales es cierto que n está entre 

A y C. El punto •A se llama extre-
-> 

mo del rayo AB • 
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A B e 

En esta figura se observa también que e es un punto del 

rayo iiii, de esto podemos afirmar que AB = ~ 

Otras propiedades: 

Si A está entre _. -B y e, entonces los rayos AB y AC -
tendrán sentidos opuestos: 

Si A 
opuestos. 

e A D 

está entre - -B y e, entonces AB y AC se 

¿._~~~~~~~~~~ 

B A e 

llaman 

Ejercicio 2.1. Claslfique las siguientes proposiciones corno -

falsas (F) o verdaderas (V). 

1,- Una recta que est& en un plano, lo. interseca. 

2.- Un rayo tiene longitud definida. 

3.- Tres puntos que están en un plano son siempre 
colinealcs. 
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4.- En el espacio hay un número infinito de pla
nos. 

5.- La recta que contiene dos puntos que est~n-
en un plano, esU también en el mismo plano. 

6.- AB y BA son dos maneras diferentes de r~ 
ferirse al mismo segmento. 

- -7.- AB y BI\ son dos maneras diferentes de r~ 
fer irse al mismo rayo. 

8.- Si tres puntos son coplanares, forzosamente 
uno de ellos está situado entre los dos. 

9.- Si tres puntos son colineales, forzosámente 
uno de ellos está entre los otros dos. 

10.- La longitud de un segmento es ·síempre un n~ 
mero positivo. 

Ejercicio 2.2. - Dado: X es el punto medio de Aii 

A X B 

1.- ¿Son A, B y X colineales? 

...... 
2.- ¿Pasa AX por B ? 

3.- ¿Es AX BX ? 

4.- ¿Está A 
-+ 

en el XB 
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- -s.- ¿Representan el mismo rayo XB y BX 

6.- Si AX = 7, encontrar AB • 

7.- Escriba la expresi6n que denote un rayo con su 
punto extremo en X y que pase por A • 

8.- ¿Se podr!a decir que AX + XB = AB ? 

9.- ¿Son los rayos XB y XA rayos opuestos? 

10.- Si AX > XB • ¿Podr!a X ser el punto medio 
de As 

Ejercicio 2.3. - Dado: que 

Y c 
A, B, e, o son puntos colineales 

es punto medio de Ai5 • 

~· ..... ~~---~~__.,...~~~ 
A B c D 

1.- ¿C biseca a Ai5 

2.- ¿Se cumple que AB + BC AC 

3.- ¿Se encuentra c entre A y B 
-+ ..... 

qué? 4.- ¿Son rayos opuestos CA y CD ? ¿Por -s.- Se cumple que ¿C t BD ? 
~ 

('\ 
-> 

6.- ¿Qué es CA BD 

7.- ¿Qué es Aii V iiC 
<---> 

a.~ ¿Pasa BC por A 

9.- ¿Qué es ilii (\ Bo 
10.- ¿Qué es iüi u --+ 

BC ? 
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2. 5. AliGUL9S, 

Figuras como estas son representaciones de ángulos. 

Definici6n 4.- Un ángulo es la uni6n de dos rayos que 
tienen el mismo punto extremo. Los r~ 

yos se llaman lados del ángulo y su 

punto extremo comGn recibe el nombre -

de vértice. 

El srmbolo para denotar un ángulo es < 

- -Si los rayos son AB y AC, entonces el ángulo se indica 

con < BAC 6 con < CAB , como se muestra en la siguiente fi
gura. 

e 

A B 

La letra de enmedjo señala el vértice del ángulo. Los r~ 
yos AC y Ar/ los lados del fogulo. 
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Si consideramos la siguiente figura: 

B 

D 

A e E 

El !ingulo se puede designar por <CAD, < EAB, < BAE, < DAC, 

y as! sucesivament:e, pues es el mismo ángulo. Para abreviar lo 
podemos denotar por < A , 

Se observará que los ángulos son conjuntos'de puntos, por 
lo tanto, es indiferente el orden en que se nombran sua lados. 

LL 
A C A B 

Esta es la forma más sencilla de la definici6n de un !ing~ 

lo,· en nuestro curso de Geometria. Posteriormente, en Trigono

metría la definici6n será en una forma diferente, es decir, im

portará qu€ lado se nombre primero. 

n 

;;. ._,,,, 

'<>º ...,,,, 

Lodo inicial 

A e A e 
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2.6. MEDIDA DE ANGULOS. 

Considerando el circulo como base natural para la medida 

de ángulos, dividiéndolo en 360 partes iguales y a cada una de 

estas 360 partes del circulo se le llama grado. Por consiguien 

te, la unidad de medida de ángulos es la 360-ava parte de un -

circulo o ángulo completo, y se llama grado. 

En la medida de un ángulo, la palabra "grado" se suele d~ 

notar con el s!rnbolo (º). Por ejemplO, "diez grados" se escri
be 10'. 

Para medir fracciones de grados se divide el grado en 60 

partes iguales, cada una de las cuales recibe el nombre de min~ 

to. El miuuto se denota con una comilla ('). Asf, por ejempl~ 

~de grado es 15 minutos y se denota 15'. El minuto también se 

divide en 60 partes iguales, cada una de las cuales se llama -

segundo. El segundo se simboliza ("). Por ejemplo, medio mi

nuto es 30 segundos y se escribe 30". 

De esto, para denotar la medida pe un ángulo, usaremos el 

simbo lo asr: ~ 
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Por ejemplo, "la medida de un .!ingulo < BAC", la podemos -

denotar con J: BAC • 

Del mismo modo que se usa para estimar las medidas de los 

segmentos, la medida aproximada de un ángulo se puede obtener -

con un transportador. 

Enunciaremos ahora, el axioma correspondiente a la medida 

de ángulos: 

Axioma 8.- A cada ángulo le corresponde un namero real desde O 

hasta 360 que se llama su medida. 

2.7. CLASIFICACION DE ANGULOS. 

al Angulo agudo.- Es aquel que mide entre Oº y 90°, 

b) Angulo recto.- Es el ángulo que mide 90°. 

c) llngulo obtuso.- Es el que mide más de 90° y mcnoz 
de 180°. 
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d) Angulo llano o de lados colineales.- Es el que mi
de 180°. 

e) Angulo de una vuelta o perrgono.- Es aquel que mi
de 360°. 

2.8. ANGULOS CONGRUENTES. 

As! como anteriormente analizamos la congruencia de seg

mentos, ahora introduciremos la congruencia de gngulos. 

Desde el punto de vista intuitivo, si se dice que dos án

gulos son congruentes, significa que uno es la copia del otro.

Formalizaremos esta idea en la siguiente definic±6n: 

Definici6n 5.- Dos gngulos son con~~~eQtcs sf, y s6lo 
sr, tienen la misma medida. 

Ahora, enunciaremos el siguiente axioma que nos auxiliará 

en alg~nas demostraciones o resoluci6n de ejercicios. 

llx:ioma 9. - En un < ADD, existe al menos un rayo -OC, tales que: 
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a) }AOC + } COB } AOB Propiedad aditiva para án 
gules. 

b) Si } AOC } COB, OC es una bisectriz. 

2,9, BISECTRIZ DE UN ANGULO, 

-En b) se debe entender que el rayo OC está dividiendo 

al <AOB en dos ángulos con la misma medida, es decir, en dos 

ángulos congruentes. De esto, podemos enunciar la siguiente d~ 

finici6n: 

2 .10. 

-oc. 

-

Definici6n 6. - Bisectriz, es el rayo que di.vide a un 

ángulo en dos ángulos congruentes. 

ANGULOS ADYACENTES. 

Consideremos el j AOC, tales que -+ OB est!i entre ~ 
como se indica en la figura siguiente: 

<c 
/ 

A) o 

08 es lado comGn de los ángulos < AOB y < COB. Tambilín 

OC = Ac o sea M y OC forman 11na recta. 
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Por lo anterior, podemos decir que < AOB y < COB son 1Í.!! 

gules adyacentes. 

Definici6n 7.- Dos ángulos son adyacentes, si tienen 

un lado común y la uni6n de los otros 

dos lados es una recta. 

2.11. ANGULOS SUPLEMENTARIOS Y COMPLEMENTARIOS. 

También se pueden enunciar las siguientes definiciones: 

Definición 8.- Dos ángulos son suplementarios, si la 

suma de sus medidas es 180°. 

Oefinici6n 9.- Dos fingulos son complementarios, si la 

suma de sus medidas es 90°. 

Ahora volvamos a considerar la figura anterior. 

B 

e o A 

} AOB + } BOC }llOC Propiedad aditiva de lingulos. 
Pero } /\OC 180º es un li~gulo llano. 

'1108 + } BOC 180º Propiedad transitiva de la 
igualdad. 

49 



Esto altirno nos permite enunciar el teorema: 

Teorema l.- Si dos ángulos son adyacentes, entonces -
son suplementarios. 

También se puede establecer: 

Teorema 2.- Si dos ángulos adyacentes son congruentes, 
entonces ambos son ángulos rectos, 

B 

e o 

Los ~ngulos < AOB y < COB son adyacentes y < AOB ~ <COB. 

3 AOB + ~COB = 180ª pero < A'JB :!:. <COB 

)COB + } COB = 180° 

2 ) COB • 180° 

) COB = 90' 

.. ) AOB = 90° 

NOTA: Obsérvese en la figur~ c6mo se indica cuando 
se forma un Sngulo recto. 
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2.12. RECTAS PERPENDICULARES, 

En la figura anterior, podemos observar también que al i~ 
--+ +-+ 

tersectarse 08 Y AC forman ángulos rectos. En este caso se 

puede decir que O'ñ "es perpendicular a 11 AC, lo cual se deno

ta QBJ_ AC . Esto Gltimo se puede generalizar para rectas que 

al intersectarse formen ángulos rectos en la aiguiente defini-
ci6n: 

Definici6n 10.- Dos rectas son perpendiculares si y 
s6lo si al intersectarse forman ángu
los rectos. 

A 
D 

B 

c 

Ait es perpendicular a CD , so denota 1 l\Jt l 1:0 . 

2.13. ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE, 

En la siguiente figura: 

D 

B 
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+-+ +--+ 
AB y CD son dos rectas que se intersectan en O. -

Se puede observar que se han formado cuatro ~ngulos 
< AOC, < AOD, < DOB y <BOC. 

En la misma, se puede decir que < AOD y < COB son -
:íngulos opuestos por el v6rtice. También lo son< DOB 

y < AOC. 

Definici6n 11.- Dos 6ngulos son opuestos por el v6rti 
ce, si sus lados forman dos pares de 

rayos opuestos. 

Por Ultimo, enunciaremos el siguiente teorema, que nos -
servir:! en la resoluci6n de algunos ejercicios o bien en algu
nas demostraciones posteriores: 

Teorema 3.- Si dos ~n9uloa son opuestos por el v6rti
ce, entonces son congruentes. 

Demos traci6n: 

lJ } a + } b = 180° 

21 b + } e = 180° 

3) } a + } b } b + } c 

Hipótesis 1 t.1 y t.2 son rectas -
que se inlersectan. 

Tesis: 

Son <S adyacentes. 

Son <a adyacentes. 

Propiedad 
igualdad. 

transitiva de la 
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4) , • } a = } c Elemento inverso aditivo. 

5) Definici6n de congruencia 
de §ngulos. 

De manera an~loga se puede demostrar que < b ~ < d . 

Ejemplos ilustrativos.- Resolveremos algunos ejemplos y -

se efectuar&n algunas demostraciones sencillas: 

1.- Hállese el complemento de 65° 30'. 

Restaremoi; 65° 30 1 de 90°, tomando en cuenta -

que 1° = 60', entonces 90° = 89° 60'. Por lo 

tanto: 

89° 60' 
65° 30' 
24° 30' 

R.- 24° 30' es el complemento de 65° 30'. 

2.- ¿Cuál es el suplemento de 22° 20' 15" ? 

Restaremos 22° 20' 15" de 180° y como 
lº = GO' ; l' :.:. GO" , cnlortces: 

180° = 179° 59' 60 11
• 

Por lo tanto: 

179° 59' 60" 
22° 20' 15 11 

157° 39' 45 11 

R.- 157º 39' 45" es el supl\'mento de 22° 20 1 15", 

53 



3.- Dos ángulos son complementarios, y el uno es cu~ 
tro quintos del otro. Hállense sus medidas. 

Datos: Ecuaci6n: 

A ~ X X + ~ X = 90° 

B 
4 Multiplicando ambos miembros S X 

por 5 : 
A + j B 90° 5x + 4x 450° 

9x 450° 

X = 4 50º 
~ 

.. X = 50° 

R.- ~A 50° y p =~(50°) .. ) B 40° 

4.- Un ángulo mide 20° mr.s qua el cuádr.uplo da su su

plemento. Encuentre la medida -aéi cada uno da 
ellos. 

Datos: Ecuaci6n: 

)A = X X + (4x + 20°) = 100° 

)B 4x + 20º " + 4x + 20° 180° 

~A + j B = 180° 5x + 20º 180° 

5x = 180° - 20' 

5x = 160º 

X = 
160° 
-5-

X = 32º 

R.- ) A = 32° ) B = 4(32°) + 20'º 

)B = 148° 
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5.- Con los datos que se indican en la figura, calcu

lar } POS y } ROS • 

,,_,./ 
o p)" 

} POS 

} ROS 

2x 

3x-5° 

Soluci6n: Como <POS y <ROS son Sngulos ady~ 
centes, entonces: 

} POS + } ROS 

o sea 2x + (3x - 5°) 

2x + 3x - 5º 

Sx - 5º 

Sx 

5x = 

X = 

.. X = 

R.- )POS= 2(37°) 

j ROS = 3 ( 3 7') -5 ° 

180º 

180º 

180 o 

180° 

180º + 5º 

185° 
185º 
-5-

37° 

POS = 74' 
ROS = 106° 

_. 
6.- Dados: A1 1 y OY se intersecan en 01 

} XOB } YO!l 

Demostrar: 

} AOX + }YOB 180° A o B 
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Demostraci6n: 

a) 1 AOX + j XOB = 180° Son <s adyacentes. 

b) Pero ) XOB = ) YOB Dato. 

e) )AOX + ) YOB = 180° 

7.- Dados: Ac .J.. AD 
BC j_ Bo 

) l = ) 2 

Demostrar: ) 3 = ) 4 

Demos traci6n: 

a) 1 + 90' 

b) 2 = 90° 

e) 1 + 12 + 1 4 

di Pero 1 = 

e) 3 = 

'Ac l AD 
iic l Bii 

e 

D 

Propieoad transitiva de 
la igualdad 

Dato. 

8.- Con los datos que "" indican en la figura, cale u-

lar '" ~ BOD y 
Dato!!.!. 

)IWC=1x+ 6' 

) BOC = X 

D 
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Solución: 

j l\OC + jBOC 180' Son <s adyacentes, 

Sustituyendo: 

(~X + 6') + X 180° 

1 X + 6' + X 180' 

Multiplicando ambos miembros por 3 

2x + 18' + 3x 540° 
5x 540' - 18' 

5x = 522° 104' 24' 

X = 522° 51522° 
5 022 

X = 104' 24' 2' 120' 
20 
o 

Como j l\OC = j BOD por ser <s ,opuestos por el véE, 

tice, entonCes: 

j BOD = 1 X + 6' 

Sustituyendo x1 

} BOD = 1 (104' 24') + 6' 

O sea: 

104' 24' 
X 2 

iOa0"4si" 

An§logamente: 

69' 36' 
31208' 48' 

28 + 
1°= 60' 

IQBT 
18 
o 

j BOD e 75' 36' 

j l\OD = j BOC , 
j l\OD = X 

Como x = 104° 24' j l\OD 
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Ejercicio 2.4. 

l.- ¿CuU es la suma de 27° 18' 17 11 y 56° 10' SO" ? 

2.- ¿CuU es el complemento de 73º 42' 52 11 

3.- ¿CuU es el suplemento de 95° 20' 35" 

4.- La tierra da una vuelta alrededor de su eje en 24 

hrs. ¿Cuántos grados describe en una hora? 

5.- Una rueda tiene 18 radios. ¿Cuál es el 5ngulo que 
forman cada dos fadios? 

6.- ¿Cuál es el ángulo que gira el minutero de un re

loj en 35 minutos de tiempo? 

7.- ¿Qué ángulo describe la manecilla de las horas en 

48 minutos de tiempo? 

8.- ¿Qué ángulo gira la manecilla de las horas en un -

d!a? 

9,- ¿Qué ángulo gira la manecilla de las horas en un -

d!a? 

lo.- ¿Qué ángulo, medido en grados, describe el segund~ 

ro do un reloj en un segundo de tiempo? 

Ejercicio 2. 5. 

l. - Dos ángulos son suplementarios y uno es la mitad -

del otro. ¿Cuánto mide cada ángul~? 

2.- Dos lingulos son complcmentar,ios y uno es cinco ve

ces el otro. ¿cunntos grados hay en cada ángulo? 
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3.- Dos ángulos son suplementarios y uno es 40° menor-

que el otro. ¿Cuánto mide cada ángulo? 

4.- Dos ángulos son complementarios y uno es 10° mayor 

que el otro. ¿Cuántos grados hay en cada ángulo? 

5.- La suma del complemento y el suplemento de un cie~ 

to ángulo es 170°. Encuentre la medida de dicho -

ángulo. 

6.- Dos ángulos son complementarios y uno de ellos es 

19° más que el triple del otro ángulo. ¿Cuánto ml 

de cada ángulo? 

7.- El complemento de un cierto ángulo os 22° menor 

que dos veces su suplemento. Encuentre el nGmero
de grados que hay en el ángulo. 

8.- En la figura, 

dos hay en el 

COD ? 

si AB es una recta. ¿Cuántos gra

DOA ? ¿Qu6 clasé do ángulo es 

( 
A 

9.- En la figura, si AB 

DD 

o B 

9 cm. Encontrar AC, CD y 

...2__,., __ 2x ______ Jx _ 

A e D B 
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10.- En la figura, si RS es una recta. ¿cuánto mide 

el < MON ? ·v 
(R 

1o• ___ s_o_•_ 
s" o 

11.- En la figura, EA es una recta; tambi~n CO J_ iiO 
y DO J_ BO , Encuentre la medida en cada ángulo

de la figura. 

~V: 
E O A°> 

12.- En la figura, ¿qué valor do X har!a CA una l!

nea recta? 

13.- En la figura, AD 10 cm. 

dio de AB ? 

4x - 3 

A p 

60 

¿Es P el punto me-

2x + l 
B 



14.- En la figura, si co .l Do • ¿Es DOA una Unea 

recta? 

c 

D A 

15.- En la figura, Aii es una recta. ) BOD : 3x - 5º, 
) DOA : Bx + 20°, AOC = 2x + 9º. lEs CD 

una recta? 

16.- En la figura -AB y 
........ 

inlérsectan o, si CD se en 

) BOD =+ ' ) AOD = X ¿Cufint,o miden los §ngu--

los < AOC y < BOC ? 

17.- Si Aft y ~ se intenectan en O y )AOD = 2X+ 

15° y ) BOD = X ¿CuU es la medida de < AOC 

y de < con ? 
D 

e 
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18 .- Si XIt y 1ift son rectas; E1 biseca a < AOC • -
GBiseca it a < BOD? 

e D 

E F 

A D 

19.- En la siguiente figura, las rectas - Cb AB y se-
intersectan en O, RO biseca al <AOD : so b_! 
seca al <COn Seo X el nGmero de g:ados del 
< AOR • Oé las razones para cada uno de los si--
guientes enunciados, 

A 

e 

s 
B 

D 

a) r.a medida del <ROO es x. 
b) El número ele g>:ados en < DOB es 180 - 2X • 

e) r.n medida del <COD es 2X • 

d) La medida del <SO!! es X • 

e) Hay 180° en el <ROS 

f) El <ROS es un Sngulo recto. 
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20.- En los siguientes ejercicios, dé las razones en C!! 
cada una de las siguientes cuestiones. 

a) ¿Por qué H= ):2? 

b) ¿Por qué ) DBCa)ECB? 

5 c) Si p =) 4, ¿por qué 
e E ) 5 = ) 6 ? 

d) Si liF J_ DE y 

GC J_ DE 

F G ¿Por qué ) 7 = ) 8 
B 

e) Si iiF J_ DE , 

GC J_ DE y 

) 11 = } ,12 ' 
D A e E ¿Por qué }9 = po 

Ejercicio 2.6. 

1.- Dé unn raz6n apropiada para· cada proposici6n acer

ca de la pregunta dada. 

Dados: OC J_ 00 
oA J_ 08 A 

al )COD es un ~ngulo recto. 
o 

b) )1 y )2 son complementarios. 

c) P + P )AOB • 

d) p = p 
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2.- En la figura, Fo interseca a 
.._. 

CG y -EH en A y 

B respectivamente, de tal manera que se cumpla 

que 1 4 = 13 • Demostrar que < 2 y < l son su

.plementarios. 

e 

F 2 3 

A 

G 

3,- Dados: AX .l As 
íiY .l 'Ali 
} ¡ = ) 2 

Demostrar que: )3 

-4.- Dados: Los rayos All y -AE son rayos 

opuestos/ los r~ 
- -> yes DA y BC -

son rayos opu,..i:;
too 1 } l = } 2 • 

Demostrar: }S + ~4 = 180° 

64 

E 

o 

e 



5.- Dado: ! 1 ~ ~ 3 . 

Demostrar: 1 4 + ! 180° 

e 

2 

6. - En la figura DA J_ "Cti y OB J_ 7Y . Prob~r que 

p~p. 
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2.14. ANGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS INTERSECADAS POR UNA 
TRANSVERSAL. 

Una transversal es una recta que interscca a do:;¡ 6 m5s re~ 

tas en puntos diferentes. Usaremos la palabra transversal s6lo 
cuando todas las rectas est~n en el mismo plano. Consideremos

la siguiente figura, en la que t es una transversal de l y m. 

lª) Los 4ngulos: < 3, < 4, < 5 y < 6 son ángulos inte_!: 
nos. 

2ª) Los ángulos: < 1, < 2, < 7 y < 8 son ángulos ex
ternos. 

3ª) Dos tingulos como < l y < S, uno externo y el 
otro interno, pero situados del mismo lado de la -
transversal y con vértices diferentes, se llaman -
ángulos correspondientes. Los otros ángulos co
rrespondientes son: <3 y < 7 ; < 2 y < 6 1 <4 y 

< B • 

4ª1 Dou parca dc.:i ú11gulon inlernos, situados en lados -
opuestos de la transversal y, con vértices diferen
tes, se llaman ángulos alternos interncia. Son lÍ.!! 
gules al ternos internos < 3 y , 6 ; < 4 y <~ • 
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5~) Dos pares de ángulos externos, situados en lados opues

tos de la transversal y con vértices diferentes, se 11~ 

man 5ngulos alternos externos. Por ejemplo: <1 y <8 

<2 y <7. 

2.15.RECTAS PARALELAS. 

Antes de continuar, es conveniente definir el concepto de -

rectas paralelas. 

Definici6n 12.- Dos rectas son paralelas si son coplanares y no 

tienen punto en común. 

Si una recta r.. es paralela a una recta m. Esto se simboli

za t 11 m 

2 .15, J. TEOREMA FUNDAMENTAL DCL PARAJ,F.LISMO. 

Teorema 4. - Si dos rectas son cortaclas por una- transversal y los 

lingu1os alternos internos son congruentes·,. entonces las rectas -

son paralelas .. 

Hipótesis: <a • <b. 

Demostración. 

Dadns las rectos 9.. y m y unu t
0
ransversal t en el mismo 

plano, s;,bcrnos que 9.. y m o se intflrsecan o son paralelas. Su

pongamo!:> que 9.. y rn no son paralelas; es decir, se intersccan 
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en exactamente un punto C. Ello determina un 6 ABC (Fig. 2) 

El <b es entonces un ángulo externo del 6ABC y que es 

mayor que la medida de cualesquiera de los dos ángulos inter-

nos, o sea el < b es mayor que el < BAC. Esto contradice la -

hipótesis inicial ( <a ::r < b). Por lo tanto R. y m no se inter

secan, entonces se demuestra que t. 11 m. 

Puede observarse que la demostración realizada es una d~ 

mostración por contradicción. 

También debemos señalar que esta demostraci6n justificará 

la construcción Geométricü Nª 8 de la Unidad 4. 

Teorema 5. - Si dos rcc tas son cortadas por una transversal de 

tal manera que formen una pareja de ángulos correspondientes -

co'ngruenles, entonces las rectas son paralelas.' 

Jlip6tesis: La8 rectas t. y m cortadas por la transversal t; 

<h:; <f. 

Tesis:t!!m 
t 

Demostración. 

Supongamos que laE rectas no son paralPlñs; l'f. decjr, que 

l. y m se cortan en exactamente un punto G (l'l•J· ;.>1. Entonces • 
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el< b es un ángulo externo del 6BFG. 

Ahora, si el <b es externo, es mayor que el <BFG, o sea, 

el <b es mayor que el <f. Esto contradice a la hip6tesis -

(<b;: <f). Por lo tanto .e. y m no se intersecan, lo cual demues

tra que t 1 lm. 

La geometría euclidiana cuenta con el Axioma, que es una -

réplica del famosos Quinto postulado de Euclides y también se 

le conoce como Axioma de las paralelas: 

Axioma B.- Por un punto dado fuera de una recta hay una y sola

mente una recta paralela a la recta da.dü. 

Este Axioma nos sirve para probar algunos Teoremas. Entre 

los m~s importantes está el recíproco del Teore~a Fundamental -

del Paralelismo: 

Teoremn 6.- Si dos rectas paralelas Ue un mismo plano son inte~ 

secadas por una transversal, entonces los.. ángulos alternos in

ternos son congruentes. 

Hipótesis: t 11 m 

Tesis: <ü= < b 

(\ 

a 

( 1) 
( t) 
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Demostración. 

Cuando una transversal corta dos rectas, los ángulos alteE 

nos internos o son congruentes o no lo son. En este caso supon

gamos que los ángulos alternos internos <C y <f no son congruen 

tes. Trácese una recta diferente de t tal que los §ngulos <C y 

<b si sean congruentes (fig. 2). 

El teorema 4, nos afirma que si <e ~ <b la recta S es -

paralela a la recta m. Entonces, como S 11 m y por hip6tesis 

t JI m existen dos rectas S y i, paralelas a m y que pasan 

por el punto A, lo cual contradice al Axioma de las paralelas. 

Por lo tanto nuestra suposición es falsa y por consecuencia 

<a;;. <b. 

Teorema 7.- Si una recta interscca a dos rectas paralelas de un 

mismo plano, los ángulos correspondientes non congruentes, 

Dato: t 11 m 

Conclusi6n: 

t 

~------r~-------

(l) 

Demostraci6n: 

<e;; < b 

<Cl;; < b 

Por ser ángulos opuestos por el vértice, 

Por ser língulos alternos internos 

Prc1piedad transitJvi1 



'l'eorema 8. - Si una recta interseca a dos rectas paralelas de un 

mismo plano, los &ngulos alternos externos son congruentes. 

La demostraci6n se deja como ejercicio para el estudiante 

Ahora consideremos las rectas paralelas R. y m, interseca-

das por la transversal t. Asignémosle una letra a cada uno de 

los 8 ángulos de la figura formada. 

lll <a; <e, <c;; <g, <b~ <f y'< d:. <h. 

Por ser ángulos correspondientes. 

2• < e • < f y < a ... < e 

Por ser ángulos alternos internos 

3• < a • < h y < )J;:;: < g 

Por ser ángulos alternos externos 

4.51. También se puede afirmar que: < a= < d, < b;;;: <e, 

< e a < h, < f a < g por ser ángulos opuestos por 

el vlirtice. 
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s•) y además que: 

a + f b 180°, f b + f d 

e + ) a 180 °, ) e +) f 

180° r ~ d + fC 180°, 

180°, etc. 

ya que son §ngulos adyacentes (los ángulos adyacen

tes son suplementarios) , 

Ejemplos ilustrativos.- En los casos siguientes, hallar -

x, y Dar el fundamento de cada una de las ecuaciones que se 

obtienen con base al diagrama, 
Soluci6n: 

aJ l 11 m 1•) 3x - 20 2x Por ser <sal 
ternos in te! 

3x - 2x 20 nos. 

.. X = 20 

2•) y + 10, = 2x Son <s corre!! 
pendientes. 

y • ra y + 10 =2 (201 Sustituyendo 

Y. + 10 40 

y 40 - 10 y= 30 

b) Soluci6n: 

!•) 4y + 92º= 180 Son <s colate 
rales in ter:' 

4y JBOº- 92º nos. 

4y 88° .. y = 22° 

2•) X + 2y = 92° Son <s corres 
pondienteo, -

X + 2(22º)=92º Sustituyendo. 
'X + 44°=92º 

X = 92° - 44° X = 46° 
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e) Soluci6n: 

lA) x +y= 150º Son<s alter-

X + 1 

X - 2y 

nos interno~. 
x-2y+l50'=1BOº Son <s colate 

rales inter-= 
nos. 

" + y = 150° 

)( - 2y = 180°-150° 

x+y=l5D' (1) 

" - 2y = 30 o ( 2) 

Resolver el sistema de ecuaciones, multipliquemos la 

(1) por 2 y la ( 2) por 1 • 

Sustituyendo 

73 

2x + 2y 

X - 2y 

3x 

300' 

30° 

330' 

)( = 110° 

x en la ecuaci6n (1) 

110' + y 150° 

y 150° - 110º 

y 40' 



Ejercicio 2.7. Calcule x,y en cada caso. 

AB 11 ~ --. 
11 GF d) m 11 a) CD , CD n 

A B 

m 

X 70° c 
.,'.}~ ..': D 

n 

G 
y 

F 

Aii 11 
_. 

"CEll Gt e) r 11 b) CD ' s 

ll p 

r 

SSº 
A 

c) AB DE, Did CF f) Aii'11D"C 

A B 
50° 

E 

c F 

ll c 
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Ejercicio 2,8. 

a) X , y y t son Hneas rectas. ¿Es x 11 y? 

t 

b) En la siguiente figura, ¿cuáles l!neas son parale
las? 

_s_a_+_3_5_,º~4_a_-_12_º_~~ ¿
1 

~----
Ja+ 8º 

c) En la figura, BCE es una Hnea recta y Oc 11 AB 
Encuentre el valor de X de la siguiente figura y 

1 BCA y ) ECO • 
E 

D----
Jx + 14° 

/\ ¿:jx_..::__~·-------~ B 
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-... _,. 
d) AB y CD son cortadas por la transversal RS, -

como se muestra en la figura. Si < AER = 2x + 16° 

y < DFS = Jx - 31 ° , Calcular X' < CEF y < AEF. 

A B 

E 

e o 

2 , 16, TRIANGULOS, 

Figuras como esta'!< les llamaremos Ti;,i.Sngulos, 

Si A, B y e son tr~s puntos no colineales, entonces -

(l\B U Bc) U CA es el. "triángulo ABC". En lugar de la pala

bra "trHingulo" se utiliza el s!mbolo ¿ I:.o anterior se den.Q 

ta " 6 ABC". Loa puntea A, D y C aon los vl\rticcs del 6 l\DC , 

Los sc~¡mentos AD, BC y CA se llaman lados del tri§ng_!! 

lo. En el 6 /\DC, tenemos los §ngulos <CAB, < ABC y < BCA , o 

s irnplemen te < A , < B y < C • 
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2.17, CLASIFICACION DE TRIANGULOS, 

Los tri§ngulos los podemos clasificar por las longitudes 
de sus lados en equilátero, is6sceles y escaleno. 

Un tri§ngulo es escaleno si y sólo s! no tiene lados 

que sean congruentes. 

Un tri§ngulo es isósceles si y sólo s! tiene dos lados

.congruentes. 

Un tri§ngulo es equil§tero si y sólo s! tiene tres la
dos congruentes. 

~~6 
Escaleno· 6 Isósceles 6 Equilátero. 

Cuando un tri6ngulo es isóscel~s, en él se puede consid~ 

rar lo siguiente: 

a) Al lado de diferente longitud se le llama base del 
tri§ngulo. 

b) A los lados congruentes se le oponen §ngulos con
gruentes. 

e) r,os §ngulos congruentes se les llama :ingulos de la 

base. 

J,os tri5ngulos por la medida de ,sus fingulos se clasifican 

en: acut:inguloa, rectángulos y obtus:ingulos. 
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Un triángulo es acutángulo si y s6lo si tiene sus tres 
ángulos agudos. 

Un triángulo, es un triángulo rect~ngulo si y s6lo si 
tiene un §ngulo recto. 

Un triángulo es obtusángulo si y s6lo si tiene un ángu
lo obtuso. 

~ 
A Acutángulo Rectángulo 

Obtusángulo A Equiángulo 

Un triángulo es equiángulo si y s6lo si tiene sus tres-

5ngUlos congrucntcn. 

En un triángulo rectángulo se considera lo siguiente: 

a) Los lados que forman el lingulo recto reciben el -

nombre de catetos. 

b) El lado opuesto al ángulo rcc
0

to se lluina hipotenusa. 

c) En todo tri5ngulo rectángulo, la hipotenusa es el 
lado mayor. 
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En cada uno de los triángulos siguientes: AC y Bé son 
los catetos y AB es la hipotenusa. 

Consideremos el A ABC 

e 

A B 

Los ángulos < CAB, < ABC y < íll\C 15 simplemente <A, <B 
y .<e son §ngul.os inl~nws del A 1\BC • 

Ahora, si prolongamos el lado Aa como se muestra en la 

figura siguiente, íormamos un fingulo externo < CAD . 

e 

79 ESTA 
SALIR 

B 
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Si hacemos lo mismo, en los lados iiC y iiC, tendremos -

los ángulos externos < ABE y < BCF • 

B 
D A 

E 

Podemos observar que un ángulo externo de un triángulo se 

forma con un lado del triángulo y la prolongaci6n del otro lado. 

Con estos preliminares, procederemos a demostrar los ai

guientes teoremas. 

2 .18. TEOREMAS. DEMOS'fRACIONES, 

En estn sección prcsenl:amos algunas demostraciones relat! 

Vt.tS a los ángulos internos y externos de un triángulo. 

La aceptaci6n del postulado de las parálelas, hace posi-

ble la dcmostraci6n del teorema siguiente: 

Teorema 7. - Lu suma ele las medidas de los ~ngulos in
ternos de un t~i§ngulo es 180° • 
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A~--------_,, B 

Demostraci6n: 

a) A ADC es un trifingulo 
cualesquiera. 

b) Por e trazar 'iüi\I iiii 

e) A } a 

d) D j b 

e) l e = le 

f) }A+}B+ }C=)al jb+ }e 

g) j a + jb + }e " 180° 

h) 180' 

Hip6tesis: El A ABC es un 
triángulo cuale~ 
quiera. 

Tesis: } A+ } B + } C =180° 

a) Hipótesis. 

b) Trazo auxiliar. 

e) Son <s al ternos in ter 
nos. 

d) Sqn .<S· al ternos in ter, 
nos. 

e) Es -el mismo ángulo. 

f) Sumando miembro a 
miembro las igualda-
des. 

g) Forman un ángulo 11.!!_ 
no. 

h) Propiedad transitiva 
ele ]11 igtrnldad. 

Teorema 8.- La medida de cualquiera de 'los ángulos e~ 

ternos de un triángulo es igual a la suma 
de las medidas de los dos ángulos inter-
nos no adyacentes a 61. 
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e 

L. 
Demostración: 

a) ~ X + j DAC 180° 

b)) BAC+ jD+ [C = 180° 

Hipótesis: < >< es un !ngu
lo externo del

A ABC • 

Tesis: ) X = ): B + j C • 

a) Son <s adyacentes. 

b) Teorema anterior. 

e))><+ )BAC=[BAC+ ~B+ )C e) Propiedad.transitiva 
de la igualdad. 

d) • • ) X =) B + ): C d) Propiedad del elcmen 
to ·inVerso aditivo.-

Teorema 9.- La suma de las medidas de los ángulos ex
ternos de un triángulo.es 360° • 

F 

e z 

l< 

E 
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Hip6tesis: < x , < ':i , < z 
son ányulos ex
ternos del h ADC. 

Tesis: ): ." + j y+): z=360º 



Demostracil5n: 

a) ~ X +}BAC = 180° 

b)} y +} ABC 180' 

c) ) z + j ACB 180' 

d) } X + } y + j z + j BAC + 

} ABC + j ACB = 540' 

e) } x + j y+ jz + 180'= 540° 

f) • • j X+ j y+ j Z 360' 

a) Son ángulos adyacen
tes. 

b) La misma raz6n. 

e) Misma raz6n anterior. 

d) Sumando miembro a 
miembro las igualda
des. 

e) Teorema de los &ngu
los internos de un 

f) Propiedad del eleman 
to inversq aditivo.-

Enunciaremos los siguientes corolarios: 

Corolario l.- En un tri~ngulo, sl5lo un ángulo puede -

ser recto o bien obtuso. 

Corolario 2.- Los língulos agudos de un triángulo rec

tángulo son complementarios. 

Las demostraciones de estos corolarios se dejan al estu-

diante como ejercicio. 

Es conveniente aclRrar que un corolario es una proposi- -

ción que surge como consccucucia de otro proposición, en este

caso , de un teorema. 

Ahora, proc.;?derernos a presentar algunos ejemplos en los -

que se aplicarán los teoremas o corolarios antori.ores. 
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a) 

b) 

!> 

Ejemplos ilustrativos,- En los casos siguientes, hallar 

x, y • 

B 

B 

A E 

Solución: 

1a¡ x + w+ 10•=100• I~~ür~; ~~te}~~ 
x + 105º=180° nos de un tri~n 

x =180°-105° gulo. -

X = 75' 

y+ 135º= 180º 

y =lB0º-135º 

y = 45° 

l•) x es 1 extorno 
al A !. 

X = 30º t 40' 

X = 70° 

2•) y es ~ externo 
e de b A!IC • 
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y = css• + 30ºH 40' 

y = as• + 40• 

Y ª 125° 

Teorema del &n 
gulo oxterno.-



el 

e 

~ 
A D ll 

d) D 

A 120º 

F 

Soluci6n: 

1ª) En el A llDC 

2ª) 

X + 65° = 90° 

90° - 65° 

X = 25° 

En el A BCD 

X + y = 90° 

Sustituyendo a 
X ' 

25° + y r:; 90° 

.. y 65° 

Soluci6n1 

1 a l Como o'c ..l íTii 
X = 90° 

Sustituyendo a 
X ' 
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90º+y +120º=360° 

210° + y = 360~ 
y =360°-210° 

y D 150º 

Loa línguloa 
agudos de un A 
rect!ingulo son 
complementa- -
rios. 

La misma raz6n 
anterior. 

'l'eorema de loo 
lingulos exter
nos de \ln triAn 
gulo. -



Ejercicio 2,9.- En los casos siguientes, hallar x, Y 

a) b) c) 

B 

e· 

~ 
A B 

y e 
CD bi soca < e 

d) e) f) 

B A 
A~? 

,. 

~ 92º10 
I 

I 
I 

I 
I o l 52º ·-B C e 

Aii ---> E 
Bo biseca <B CE 
Cii biseca <C 

g) h) B i) 

¿_ n 

A ·,,4 
B e D 

D 
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j) iiii 11 cE, AC=BC k) AB 11 CD 1) Aiillco, ADlliíC 

m) 

A 
E 

!ZJ
A B 

o 

y 
o e 

D 

B A 

n) o) 

B 11 

A 8&1~ 
A e e e e e 

EL A ABC es 
equilli tero, 

El h lll\C es· equi 
latero. b1i bis~ 
< B y C-ó bioc
ca a <C • 
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El A ADC ea equi 
l&tero. 



UNIDAD 3, CONGRUENCIA 

Un concepto común en la vida diaria es el de tamaño y tamaños compnrntivos. 

Frecuentemente hablamos de dos cosaa que tienen el mismo tamaño. En geometría -

se usa la palabra congruente para definir lo que decimos que tienen la "m!Ama -

forma y el mismo tam3ño". Es decir, podemos pensnr que en dos figuras congruen

tes, una fuese un duplicado de la otra. 

La industr!a produce mileo de pllrtes ya sea pnrn recmplnznr o construir ... 

máquina, cada pnrte se hace mediante uno rnnnufncturn de prcci8iÓn poro que tcri. 

go exactamente el mismo tamnño y formn. Por ejemplo, en P.1 cnso de reparar una 

máquina, es importante que las portes de rccmplnzo nccesnrins ajusten exnctnmc!l 

te con las partes or lginalcs. 

En esta unidad cntucHnrcmos ln r,comctrín de lM figuras c¡uc tienen el mi! 

mo tan1niio y lo miAma forma. 

3, l. FIGURAS CONGRUENT!:S 

En le siguiente, fir,urn si se pide al nlumno ~u~ encuentre pares de figu

ras congruentes: 

Ln respuesta C$: hrn p.1rt!Jas ccingruenlcs Ron: (Et) y (r.); (b) y (j); (e) e (i)¡ 

(d) \' (I<); (e) )' (o); (f) y (n); (h) y (J); (m) y (p), 
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Considerando lo anterior, Podemos enunciar la siguiente: 

Definici6n.- Dos figuras son congruentes cuando tienen el mismo ta

maño y la mismn forma 

Las figuras congruentes pueden hacerse coincidir, partes por -

parte. Las partes que coinciden se llaman partes correspondientes. 

Debemos recordar que el símbolo para denotar congruencia es ;; , que 

es la combinación do dos símbolos =, que significa 11 Tcncr el mismo 

tamaño", y"' quo significa "Tener la mit1ma furma 11
• (Este sfmbolo ya 

se utiliz6 anteriormente en la congruencia de segmentos y congruen

cia de lingulos) Por ejemplo, si denotamos 6 ABC ' 6DEF', esto indl.ca 

que 6ABC es congrucn te a ti DEF. 

Ejercicios 3.1. ¿Cuáles de los sigujcntes pares de figurns son con-

gruenler.? (A)Df> lB) 

~ G 
(C) 

~~ 
(O) 

~11 (E)ºº (F) 

vv 
(Gl Cf\) 

ro ºº 
~3 

/\ conUnunci6n, enunciarcmns algunos tcoremaG los cu~ilcs son 

consccucncian directas del sistema dú los números rcules, que nos 

auxiliarfin en lns clemoslrucionco que se realicen posteriormente en 

esta unidad. 

3. 2, TEOREMAS PE CONGRU!;NCIA PARA SEGMl>ljTOS. 

Teorema rc~flc>>dvo.- '1'oUo segmento es congruente a si mismo. 

(> 



Teorema Simlitrico. - Si AB ~ CD , entonces CD ::::. AB 

Ejemplo: 

Teorema transitivo.- Si AB ~ CD , CD::::. EF , enton 

ces i\ii ::::. EF • 

Ejemplo: 

A 
entonces 

D 

3. 3. TEOREMAS DE CONGHUENClA PARA ANGULOS. 

Cii ::::. co 
'CA::::. CB 

Teorema reflexl.vo. • Todo nngulo oo congruenle a 

si mismo. 

Por ejemplo: 
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Teorema sim!!trico.- Si <A~< B, entonces <B ~<A, 

Teorema transitivo.- Si< A:':< B y <B :):. <C, enton 

ces < A~ <e . 

3.4. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS, 

En esta unidad, solo se tratará la congruencia de tri~ng~ 
los, antes de explicar el por qué, observemos lo siguiente1 

Si con cuatro tiras de madera formarnos un cuadrado, usan
do en cada uni6n un tornillo, éste tendd "juego'!, ea decir1 

D 
Si jalamos hacia afuera de dos de sus v!!rtices opuestoa,

el cuadrado se deforma y obtenemos otros cuadriláteros, como se 
muestra a continuaci6n: 

i:1t o o 11:" --- • • • • • 

Lo mismo sucede para una figura de cinco ladea, y lo mis
mo para una de seis lados, etc, 
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En cambio, si con tres tiras de madera construimos un 
tri!lngulo, con las mismas condiciones similares del ejemplo an

terior: 

~w- Á~ 
~~ 

Por m!ls que jalemos hacia afuera el triángulo no puede d_<:!. 

formarse (a no ser que se rompa), 

Esto nos mueotrn que el triángulo es una figura geométri

ca sencilla y además r!gida (no se puede deformar), a diferen-
cia de los pol!gonos de más do tres lados. 

Por lo anterior expuesto y considerando que cualquier po
llgono se puede triangular, solamente se t>atará la congruencia 

de triángulos. 

La congruencia de segmento" y Ú1 congruencia de !lngulos -

son definidos en términos de ous medidas. Podernos decir que -

dos seqmentos son c9E_g_F_1:.1.!:.!!.~tl_'!!1._B_J:Q!!g_i,t_\.!92_~¿Q.!L_~_l!i!l.J?!! Y 

tambi~n que .Q.QJLJD9E.!~S2!!1Ll!.ent!:!..!...fii sus mcdidnz son .. 

.!Jl!l'ales. Ahora ampliaremos estos conceptos de congruencia a f.! 
guras geométricas como son los triángulos. Es decir, cuando 

los triángulos son congruentes, 

Las figuras congruentes, pueden hacers': coinci.dir parte -

por parte. Por ejemplo, consideremos los tri!lngulos A ABC y -

A DEF. 
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C F 

LL 
A B D E 

Si es posible mover los triángulos de manera que los tres 

.vllrtices y los tres lados del 6 ABC ae ajusten exactamente a -
los tres V~rtices y a los tres lados del 6 DEF, los tri§nguloa

son matuamente congru~ntee. Entonces se puede afirmar que --

6 ABC ~ 6 DEF. Debe entenderse que no ea necesario que los

triGngulos se muevan materialmente, sino que el movimiento se -
hace de modo abstracto, es decir mentalmente. 

En la figura anterior, se eRtablcce una correspondencia -

entre los vllrtices l' los lados de los tr i~nguloo. Esta es una 
correspondencia biunrvoca. Lns pnrtes aparcadas se llaman par
tes correspondientes, De esta manera, podemos hablar do lados 

correspondientea y de lingulos correspondientes. Tambiéll se pu~ 
de decir lados hom6logos y §ngulos homl5logos. 

La correspondencia entro los v~rtices se puede expresar -
asl'.: 

C ... ..,.. F 
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Esta se puede simplificar ABC .,._,. DEF, 

La correspondencia entre sus lados es: 

iiii . .-. 1iE 

La correspondencia entre los ángulos es: 

<ll<--><E y ~c..-<F 

Dada una correspondencia AllC _.. DEF entre los vl!rtices

de dos tri!ngulos, si cada par de lados correspondientes son -
congruentes, y si cada. par de ángulos correspondientes son con
gruentes, entonces la correspondencia ABC +--> DEP '·'R una con-
gruencia entre los dos triángulos. 

Definici6n. - Dos triángulos son co~gruenteo, si al º-" 
tablccer una correspondencia biunivoca -
entre los vértices, loB" lados correspon

dientes son congruentes y los ángulos c2 
rrespondientes son, congruentes. 

Si so tiene que h ABC ~ h DEF, se está afirmando que la cg. 

rre~pondencia ABC .-. DEF, es una congruencia. 

C F 

GL 
A B D E 
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Con esto, se cumple lo siguiente: 

AB :':. iIB o sea AB = DE 

Bc :!'. EF o sea BC = EF 

AC :':. DF o oea AC = DF 

y tambilin que: 

<A ~<O o A =): D 

< B ~<B o D =1 E 

<e ~~ < F o e =j !" 

Debe ser evidente que un trUngulo P)lede hacerse coinci

dir consigo mismo, es decir, cada vfirti~e se aparea por si mis
mo. La correspondencia biunívoca en la cual cada v6rtice se -

aparea por st mismo, se le llama cong·ruencia identidad. 

ACB • 

Por lo tanto ABC ..-+ AllC 1 ea un cotigruencia identidad. 

e 

G 
A B 

Sin embargo, podemos emplear la correspondencia ABC<--+ 

95 



Con cata correspondencia, ln figura se hace coincidir con ella misma, pero 

se intercambian los vértices B y C, Esto no se cumple para todos lo9 triángu-

los, es válido solD.mentc cuando el triángulo tiene al menos dos lados con ln -

misma longitud, es decir cuando el triángulo ce isósceles o cqu!Hitcro, 

A 

Ejercicio 3.2. Los triángulos en cada uno di:! los aiguiPntco pores de figuras 

non congruentc9. Escríbanse ln~ congrucncinr. ¡rnra cndn por. 

Por ejemplo, lo primera es AED "--;-~ llEC. 

IA) 

M 
IB) 

s~ 
A E 8 P T U Q 

(C)M~ 
ID) 

Al/!C 

o 
A 

lEl 

~ 
IF) 

D~E 
G K H 

f. 

(Gl 

X~Y 
(11) 

~M 
K 



Ejercicio 3.3.- En cada una de las siguientes flguras usn una regla y un 

transportador para hallar los triángulos que parecen ser 

congruentes. A continuación indique las parejas de lados 

y §ngulos en los triángulos que parecen corresponder en 

una congrucncin, 

.Lh .. lZJ' 
e 

.&. . /\A. 
~ 

En lRs figuras, a veccA CA conveniente indicar congruencia 

ent;e segmentos y ángulos de la siguiente manera: 
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En este caso las marcas indican que: AB = PQ , BC = QR , 

AC PR y )A=)P, jB=)Q, jC=jR 

Por lo tanto, A ABC ~ A PQR • 

3,5. POSTULADOS DE CONGRUENCIAS DE TRIANGULOS. 

En algunos casos, se puede probar la congruencia entre -
los tri!ingulos, sOlo con una informaciOn parcial, para ello an~ 
lizaremos los siguientes criterios de congruencia de tri!ingulo~ 
a los cuales le llamaremos postulitdos de congruencia de triling.;i_ 

los" 

POSTULADO L.A.J,, (lado, ángulo, lado)~ Dos trHngl.llOs 

son congruent"s si dos lados y el ángulo que forman en uno 
son, respectivamente, congruentes a los 'doo lados y el !ing.;i_ 

lo que forman en el otro. 

C R 

l!J 
R A P Q 

Si AB :::, Po , iiC ~ QR 

y <D ~<O , entonces, 

A ABC :l; PQR 

Moutrcu-omou algunos ejemplos en •los que se aplicarti este 
PoRtulado, 
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Ejemplo ilustrativo 1.- En la siguiente figura, y, con la 

informaci6n dada. Demuestre que A l\BD ~ A CBD, 

En la. figura se indica que: 

l\D::, BC 

< llDB ::. CBD 

BD::. DD 

l\DB :):. ~ CBD Postulado L,Jl,L, 

Ejemplo ilustrativo 2.- La bisectriz do un triángulo is6~ 

celes lo divide en dos tri~nguloa congruentes, 

c 

fil 
A D 11 

Demostracl.6n: 

a) xc ::. ac 
b) CD :l: CD 

e) < ACD ~ <BCD 

d) .. h ADC ~ ADDC 

Hiplitesis: El h llDC eo ia6sceles¡ Co 
biseca n < l\CB 

Ter,i~: h 11nc:;. hDDC 

a) llip6tcsis. 

b) Teorema reflexivo de la con 
gruencia de segmentos. 

e) CD Mocea a < l\CD. 

d) Postulado L,l\,L, 
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Ejemplo ilustrativo 3. 

Hip6tesis: AC _l AB 1 DE _l Bo 
Ac ::, DE 1 B es PU!! 
to medio de Ali • 

conclusi6n: < e:':. <E • 

Demostraci6n: 

a) iiC ~ DE 

b) < CAB ~ < EDC 

c) Aii ::. iIB 

d) .. 6 CAB :':. 6 EDB 

o) .. <e ~<E 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

e E 

A B D 

Hip1itcois. 

Son <S rectos, 
DE .l BD. 

puco ACJ_AB y 

lJ ca punto medi.o de iili 

Postulado L.A,L • 

Angulas. hom6logos de tri§ngu-
los congruentes. 

Ejemplo ilustrativo 4.- Con los datos que se indican en -
la figura siguiente, calcule x, y • 

e 

:-\ 
A ...-.-11-~-µ.--t\~a. 

4y 

Jy+ú 

D 

6AED :'<. 6DEC (Postulado L.A.L,) 

Como <A ~. < B , entonces: 

4y ~ X (1) 

También, < D ~ < C : 

Jy + 6 = X - (2) 

Se tiene un sistema de ecuacio
nes lineales: 

, X = 4y (1) 
X - 6 = Jy + G ( 2) 
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Aplicando el método por sustituci6n: 

Sustituy1mdo' "x" de (lJ 

4y - 6 = 3y + 
4y - Jy = 6 + 6 

y = 12 

Sustituyendo •y• en 

X= 4(12) 

X = 48 

Por lo tanto X = 48 

(1): 

en (2): 

y = 12 

Ejercicio 3.4. - Los trilíngulos de cada uno de los siguientes 
problemas cst~n marcados para mostrar los la

dos y los ángulos congruentes. Indique los -
parea de td.lingulos que puede probarse que -
son congruentes, .mediante' el poslulado L./\.Is. 

2 

M. e 
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~T 

R~ 
7 

r<:!s 
p~ 

6 

17T Mu 
e 

Ejercicio 3.5. - Efectúe las siguientes dé1no'straciones1 

1.- Hip5tesis: 

Conclusi5n: l\RSQ ~,A TSQ 

2. - Hip5tesis: < Dl\B :l'. < CBI\ 

El\ :'; BF 

Tesis: A ABE:!:. A Bl\F 

biseca 

R T 

D ____ _,e 

E F 
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3.- Hip6tesis: RS:';.QT . Ps :';.PT 
R 

< RTP :';. <QSP 

Tesis: 6 RTP :';. 6 QSP s 

T 

Q 

4. - Hip6tesis: AC:';.AD 1 OC~ BD 

<a~<-&¡<B~<6 

Conclusi6n: 6 ABC ~ 6ABD A 

5.~ Hip6tesis: F.l 6ABC es isósceles; 

AC :':. iiC ; D el punto 

medio de AC ; E el 

punlo medio de BC , 

Tos is: 6 ACE :':. h BCD 
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6. - Hip6tesis: 6 QRS, con < SQR::. < SRQ ¡ 

T el punto medio de QS¡ 

W el punto medio de RS¡ 

os::. R5. 

Tesis: 6 TQR :!:. 6 WRQ 

Q 

POSTULADO A.L.A. (ángulo, lado, ángulo), 

s 

Si dos 

triángulos tienen dos ángulos y el lado incluido de uno 

congruentes a los dos ángulos y el lado incluido correspo~ 

d
0

ientes del otro, los tri&ngulos son congruentCs. 

e R 

,~. 
< 11 :!:. < P , iiií ~ PQ , < D ~ < Q , .', 6 ADC :\'.. 6 PQR , 

R 

~-------------------------------' 

Se aplicnrá este postulado en cada uno de los siguicn-

tes ejemplos: 

Ejemplo l.- Con la información dada en la figura. De--

muestre que 61\DD::. ~CBD 
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En la figura se tiene que: 
B 

,&, 
<A ;): <e 

As ;): Cs 
<ABO ;): <CBD 

.. llABD ~ óCBD Postulado A.L,A • 
o 

Ejemplo 2.- Si DE J_BD 1 AU J_ BD y e es punto medio 

'de DO , entonces 11 ABC :.\: 11 EDC • 

A 

O ..-----?E Hipótesis: iJElaD 1 ABlBD y C 

es punto medio de UD 

e Tesis: 11 ABC ~ 6 EDC 

D 

Demostración: 

a) < EDC ;); <ABC 

b) OC ;): BC 

c) <ECO :': < 1'\CB 

d) .. A ABC :!:. 6EDC 

a) Son < s rectos, ya que DE l fili 
y AB l ifü. 

b) C • es punto medio de BD , 

c) Son <s opuestos por el v~r

tice. 

d) Postulado A.L.A. 

Ejemplo 3.- Si CD biseca <ACB y CD l Aii. Demuestre 

que AD~ BD • e 

'~" o 
105 



Demostraci6n1 

a) <ACD l <BCD a) CD biseca a < ACB 

b) Cii::. Cii b) Teorema reflexivo de la -
congruencia de segmentos. 

c) <ADC :;_ <BDC c) Son < s rectos , Cii l Aii 

d) A ACD ::_ ABCD d) Postulado A.L.A. 

e) .. AD ::, íffi e) Partes correspondientes -
de triángulos congruentes 
son congruentes, 

Ejemplo 4.- En la figura AADC::. ABEC (Postulado A.L.A.). 

Con los datos que se indican, calcule x, y 

lª) Mi "-· BE , entonces: 
X +.B. Jx 

.-~~.-r~~......,,-;~~..,.B Resolviendo 

e 

X - )X -8 

- 2x -B 

X=~ 
X = 4 

2ª} Como AC ~, BC , entonces: 

3y - 5 = 2y + 
3y - 2y = 7 + 5 

.. y= 12 

Así tenemos que: x = 4 , y = 12 
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Ejercicio 3.6. - Los tri&ngulos de cada uno de los diez pro
blemas siguientes est&n marcados para mostrar 
loa lados y los &ngulos congruentes. Indica 

los pares de tri~ngulos que mediante el post~ 
lado A.L,A,, puede probarse que son congruen 
tes. 

.Lh, 
B 
3 

J;?r 
R S 

5 
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'~" T 
4 

!Sl' 
E , F 
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º\7E 
A~S ·~' 

JO 

s 

b 
RBS 

Ejercicio 3.7. EfectGe las demostraciones de los ejercicios 

siguientes: 

1.- Hip6tesis: vnliIT 1 w1·liIT 

S es punto medio 

de RT , 

< n.sv ~ < 'l.1sw 

Conclusi6n: 6 RSV ~ 6TSW 

2,- Datos: l'Q biseca al < MPN 

PQ j_ MN 

Demuestre que: 6 MQP ~. 6NQP 
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J,- Datos: R, s, T son colineales 

RSW RSV 
w 

RTW RTV 

Demostrar: A STW ~ A STV 

4.- Hipl5tesis: AC ~ iiC 
D es el punto medio de AC 

E es el punto medio 

< AEC ~ <BDC 

Conclusi6n: A AEC ~ A DDC 

A 

5,- Datos: AABC es equilingulo, 

O es el punto medio de AC 

E es el punto medio de iiC 
<ABO :::, < DAE 

Demostrar que: A ABO~ A BJ\E 

109 

A 

e 

B 

e 

B 



6,- Hip5tesis: Ms l SN NGJ. MG N 

ST ;)'. TG 
M 

Tesis: A STM ~ A GTN 

POSTULADO L.L.L. (lado, lado, lado). Si los lados 
de un triángulo son congruentes a los lndos correspondien

tes del otro, los triángulos son congruentes entre si. 

, A ABC ~ APQR, 

Efectuaremos las siguientes demostraciones, aplicando el 

postulado L.L,L. 

Ejemplo ilustrativo 1.- Demuestre que A PQR ~A TSR 
p T 

--1----¿J Q R S 
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En la figura se muestra que: 

PQ ::. Ts 
QR ~ R5 
PR ::. "TR 

PQR ::. 6 TSR Postulado L.L.L. 

Ejemplo ilustrativa· 2. 

T 
Datos: iiT :!'. Ru 

Demostrar que; 

i) 6 RTS ::. 6 RUS 

ii) RS biseca a < TRU 

Demostraci6n i): U 

a) Rf::. iüi 

b) Ts:::. Us 

el ils ::. Rs 

d) .. 6 R1'S :':.ARUS 

Dcmostr<1ción ii): 

e) 6 RTS ~ 11 RUS 

f) < TRS :':. < URS 

g) Rs biseca a 
< TRU 

dato. 

dato. 

teorema reflexivo para segmentos. 

postulado L.L,L • 

por demostraci6n i) , 

ángulos correspondienteo de triáng~ 
los congruentes son congruentes. 

la bisectriz divide un angulo en 
dos ángulos Congruentes. 
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Ejemplo ilustrativo 3,- En la figura, ~AEC ~ dBED (Po.!!. 
tulado L.L.L.), Calcule x, y 

A 

c 

B 

Como -.,,-BD - AC , en toncas 

3y + 2 26, 

3y = 24 

y 24 
=3 

" y 

También, EC ~ ED por lo tanto: 

2x - 33 

2x 38 

" X = 19· 

As!, se ha calculado X = 19 l y = 8 

Ejercicio 3.8, - Efectúe las demostraciones siguientes: 

1.- Hipótesis: JM ~ ¡¡¡:; 
JI. ~KM 

'l1esis: (i) <M~<J.1 
(ii) < LJK ·~ 

(J.U) < LKM ~-
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2.- Datos: AC ~ BC 

Ao :'::. BD 

Demostrar que: 

D 

3.- Hip6tesis: RT :'::. R'"""T' 
Rs ~ R'S' 

TP biseca a Rs 
T'P' biseca a 'R7S1" 
Tesis: i) 6 RPT ~ llR'P'T' 

ii) /J RST ~. /JR'S"T' 
'~~ 

R P S R' P' S' 

4.- Hip6tesis: AE, BD y FG son A 

lineas rectas. ..,.-~~..:...~ 

AC :'::. EC 

OC:): IJC 

Tesis: i) /J ADC ~ /JF.DC 

ii) /J AFC :)'.. hBGC 

5.- llip6tesis• El /JADC es ic6cceles 
con M, N, p 0011 PU!! 
tos medios de AC, BC 
y liii respectivarnen
tC>. 

Tesis: < APM 11. < BPN 
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Ejercicio 3.9. 

1.- En la figura siguiente, AB 
tre que } ACB = } DAC 

CD y } x = } y • Demues-

2,- Demuestre que si en el A GHK , GK = Hk y G, M, H son 
. puntos colineales tal que < GKM ~ < HKM , entonces M es -

el punto medio de Gil • 

Li~ 
G M 11 

3.- Demuestre que si los segmentos iiE y DF se bisecan en -

P, entonces A PDA ;:. APF!l . (Deber1i construirse una figu

ra). 

4.- Datos: Un segmento HS y 
<---> 

opuestos de RS tales que 

Demuestre que } T = } U • 

lcis puntos 

TR = UR ; 
T y U en lados -

TS US . y UR < US, 
(Constrfiyase la figura) , 
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5,- Datos: DG = CH , <D :\: <C 

¡¡¡¡ ..L iiK BH ..L CK 

Demuestre: AD BC 

B 

6.- Datos: Los puntos A, c, D y E estSn alineados con A
<--> 

E - D y A - D - c. B es un punto que no est§ en AC, 
tal que AB = CB, EB DD y AE = CD , 

·Demostrar que: < ABE ~ < DBC. 

7,- En la figura de la derecha, 
si AE = BC 1 AD = BD y 

DE = OC , demostrar que

< E~ <C • 

(Deber§ construJ.rse la f igu
ra), 

8.- En la misma figura, si AE = BC AD BD y < EAD :l:<CB[\ 

demuestre que: < BDE ~ <ADC 

9.- En la figura del problema 7, si AE = BC,. AD = BD y 
<E~ <C • ¿Se podr§ demostrar que ED = CD ? Si se 

puede, h§gase la demostraci6n. Si no se puede, expliquese 
por quli. 
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10,- En la figura del problema 7, si <E ~ < C , ED = CD y -

< BDE ::; <ADC , ¿Se podrá demostrar que AE = BC ? si se 

puede hágase la demostración. Si no se puede, explíquese

por qué. 

11.- Datos: En la figura, ¡¡¡¡ _l_ MK , y B el punto medio do 

MK. Demostrar que: <X:.'-'. <y 

A 

A 
M ll K 

12.- Se sabe que AE biseca a 

Demuestre que: AE .l BK. 
BK en R tal que AB = AK • -

(Constrúyase la figura) • 

13.- En la figura siguiente, CF CM , < 1 ~ < 2 y <J~<4. 

Demuestre que: < 5 ~. <6 

116 



14.- Se sabe que PO y 

puntos colineales y 

RT = OT ; PR j_ Rs 

RS se intersecan, siendo P, T, Q 

R, T, S también colineales tal que -
y So ..l PO • Demuestre que <P ~<S. 

(ConstrGyase la figura) • 

15.- Demuestre que si en la figura PS 
< x ~ <y , entonces SV J_ PQ 

s 

OS , PV OV y 

16, - En la figura siguiente, si AB = CB , < MAE ;: < NCD y 

AE = CD Demuestre que A ABE ~ ACBD . 

D 
E 

M 
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Algunas aplicaciones sencillas de la Congruencia. 

1.- En la figura, AB representa un estanque, el cual no se 

puede medir directamente la longitud de Aii . ¿C6mo deteE 
minar la distancia AB ?. 

A 

e D 

Soluci6n: 

Se clava una estaca en un punto conveniente o, se miden 

las distancias AO y DO, se dirige la visual a lo largo de 

AO y BO y se clavan las estacas e y D, de tal manera 

que Ori C;-, Oo y On ~'Oc y como el < AOB ~- <DOC (ángulos-

opuestos por el vértice) el /\AOB ~, .rnoc (Postulados L.A.L.) .-

Por lo tanto AD ~ CD por ser partes correspondientes de - -

triángulos congruentes. Entonces Ali = CD, de lo cual se pue

de medir Co . 

118 



2.- Supongamos que se desea hallar la distancia desde un punto 
P de la orilla de un lago a un objeto R • 

,,~\ q¡¡¡// ',',,,, 

,\~ .... ~ --- .,/ 
p ' Q 

s 

Desde P se traza PQ de longitud conveniente, y tal -
que desde Q se vea R • Se mira desde P y desde Q a un 
mismo punto R, y se señalan las visuales PR y Qii que fo~ 
man los §ngulos a y b con PO Despu~s se trazan los mi~ 
rnos §ngulos al otro lado de PO , corno se ve en la figura, y 

se prolongan hasta que se corten en S . Podemos afirmar que 

< RPQ = < SPQ = a ' PQ = PO y ( RQP = < SQP = b, por lo tanto el 

ARPO= ASPO !POSTULADO A.L.A.}. También, PS = PR por ser -
lados correspondientes de triángulos congruentes. Entonces -

PS = PR, bastarra con medir PS. 

3.- Se desea calcular la distancia de un punto A de la ori
lla de un ria al punto P que est§ al otro lado del rio. 

Q 
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Desde el punto A directamente opuesto al punto P se 

camina en dirección a y se mide AS ; se toma de manera 

que AB forme un ángulo recto con i\ii . Se coloca una estaca 

en el punto medio M de AB • Se camina en dirección perpc~ 

dicular a M , alejándose de B hasta que se llegue a un -

punto Q , que esté alineado con M y con P , luego se mide 

BQ • Podemos demostrar que• ílQ = AP , 

El <PAM = QBM (son 5ngulos rectos)," PM1\ = <QMB por 

ser ángulos opuestos r:or C'l vértice, y AM = BM , ya que M es 

punlo medio de AB . Por lo tanto i\ P~.A = .. OMB (Postulado /\. 

L.A.). De esto, IJQ AP , ya que son partes correspondicn--

tes de Lri5ngulos conc1rucntes. 

Ejercicio 3. !O. 

l.- Encuentre un método para determinar la distancia de un pun 

to P, situado en tierra firme, ,, un barco s . 

. P.·:.~.\) 1~¡ •11 

. " . ': ' / \ ..... '<, 1 
. . \ r-, /:,. ' 
. ' ' " " 1 1 ''@) 1 1 

..... ' .. \ \ \ 1 s 'i ~ 
.' \ \ • ., J 1 

2.- Se cuenta que una ocasi6n, encontrándose Napolc6n en la r! 

bera de un rto, deseaba saber cuál era la anchura del mis

mo. Uno de sus soldados se colocó de frente ~l río y aju~ 

tó la visera de su gorra hasta lograr que la puntn de é!sta 

quedara en linea recta con uno de sus ojos y In ribera - -

opuesta al río. En seguida dió mctlin vuclt-<1 y localizó el 
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punto en que quedaba en línea recta con la punta de la vi

sera y su ojo. Midió con pasos la distancia a ese punto,

escribió su informe y ganó un ascenso. Trace un diagrama 

para explicar por qué el método utilizado.por el soldado -

es correcto. 

3.- MN representa un espejo visto lateralmente. Para un ob

servador en g, es aparente que un objeto O está: situado 

en 

) 3 

ON ? 

O' 

) l 

detr~s del espejo. 
y OCJT J_ ¡;¡-¡¡ en 

E 

o 
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En fisica se aprende que 

N • ¿Por qué razón O'N = 

M 

F 

' 2 ', 
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UNIDAD 4.- CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS 

Una manera muy importante de "haccr 11 Geometría, consiste en 

utilizar la regla y el compás. Práctica que parece lwber sido o! 

viduda y que tal vez sea cu.usa de el J~cchazo o de la incompren

sión de sus conceptos, 

Dcsd1~ la época de Platón, <d fumoso fi ló:>ofn y ni.1tcm.ítico -

griego (380 a.n.e,), los <JCÓtnetras han di.sl in<Jtliclo la diferencia 

entre un dibujo y un.1 construcción ~¡eoml>tric.i. lln dibujo 1;comé-

trico es una representación en 1i.1pPl, traz¡1d,1 con los instrumen

tos adecuados tales como el transportador, l.:i rcc_¡la '!', la rcC)ln 

qradu.:id.1, y el comp..'is. 'l'eóricdrn1•11l1: 1 1111.1 i:on~trucción qeométrica 

es un dibujo imaqin.irio t!ll 1~1 cu.il loH punto~~ y la:; rcct(ls rcqu.2 

ridns se detPrmilll1n :;olo por rtu'dil} di• dn:-; in:.;tnmH..'nto!; ide.iliza

dos, un compfis y una rt•fJ Ja no qr.ul11dd.1. 

Utiljz.-1remos trnu n!ql.i l i:;.1, dt' t.tl 111,111,,r,1 que .iiin cut.indo -

se puedan truzar rectus no se p11Pd1111 !lll!dir di~>ta.ncias. 'l'~tmbié>n, 

usa.remos un comp.'i.s, con el cu~d Lruz<1n~mn~ ci1-eunfr>rcneitls con 

centro en un punto cualqt1inr,1 y quP pase por tul punto arbitrario, 

pero no podremos medir ringulos, de iqu.:il modo c¡uc tampoco pode-

mas medir distancias. 

Esta fu6 un esquema dcsarrollnclo por los antiguos griegos. 

En esta unidad indicaremos como se efcctfian las cnnstrucciQ 

nes geom6tricas mfis simples las cuales se efectuarán en el plano. 

Estas construcciones pueden servir de base p,1ra llevar a cabo 

construcciones más complicadas. 

Después de realizar cudu. construcción geométrica se justifi 

cará ésta con una demostración. 

122 



4.1.Dado el segmento 7\U , construir sobre la recta 

mento que tenga la misma longitud. 
otro se2 

Considrrcmns e] segmento Ali • Sea i¿ ln recta dnda 
punto de ~ • 

e 

un 

Apoyando el compÍls en el punto A ,\pn~·mHlo "1 c·nmp;Í~ t•11 t' 1 punto C 
trazamos un .1rco que corle en JI. de 1 lr.1;'.;t~•1t1s un .1rcn <·011 la -

ahl"rtur;1 ;rntt·r ior, qut' inten:eque 

A 

B 

Detcnai11,rn;n:: t•I punto D. 
Ohtl'lll'mo!-. e 1 sPgmentl1 Ll'5 - XIT 

f--·-C!+--------+·t 
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4. 2. Dado un ángulo y un rayo, construir otro ángulo que tenga la misma 
medida. 

Consideremos el ángulo con vérti
ce en A. 

Apoyando el compás en A trazamos 
un arco que intersecte a cada lado 
del ángulo. Obtenemos los rayos At 
y lit 

e 

Consideremos el rayo con origen 
en F. 

Apoyando el compás eºn F y con la 
abertura anterior trazamos un arco 
que intcrsectc el rayo. Obtenemos 
el rayo m. 
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Apoyando el compás en G y consi 
derando la abertura de longitud :: 
BC, trazamos otro arco que inter
seque al anterior, Determinamos -
el punto H. 

Trazamos el Fff. Obtenemos el 
< GFH. 
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A continuación justificaremos esta construcción geométrica 

con una demostración. 

4.2.- --> 
Dados:< ABC y el FG. Demuestre que <BAC ><GFll. 

Demostración: 

En el< BAC y el< GFH, trazamos, respectivamente RS y EH 

entonces se tiene que por construcci6n, AR-= FE , AS;; FTI y 

RS •EIT, de lo cual óRAS' ó EFH (Postulado L.L.J,.). Por lo tan-

to <RAS ' < EFll ya que son §ngulos hom6logos. 

Ahora, como ~RAS =~DAC y jEFH =~GFH, por transitivi-

dad ~ DAC = ~GFll, o también < BAC' < GFll, que es la demostaci6n. 
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4 .. 3 Construir en un mismo ángulo dos ángulos que sean congruentes, 

Consideremos el ángulo con vértice Apoyando el compás en A trazamos 
en A. un arco que intersec¡ue a ambos la

dos del ángulo. Determinamos los -
rayos i'it y AL' 

A 

Apoyando el compás en B trazamos 
un arco con la misma abertura ant!!, 
rior, 

127 

Apoyando el compás y
0 

con la misma 
abertura anterior, trnznmos otro 
arco que intcrseque al arco ante
rior, Determinamos D. Trazamos 
Al!: 



A continuación justificaremos la construcción anterior. 

4.3.- Sea ADC un ángulo dado y AD un rayo entre iiií y 

AC. Demuestre que <BAO ' <CAD. 

Demostración: 

En la figura obtenida, trazando iiC y iíii formamos los 

triángulos ó BAO y ó CAD. Ahora, por contrucci6n se sabe que -

iiií • AC , BD o Cií y como AD es un lado coman. Por lo tanto 

BAO• 6 CAD (Postulado L. L.L.). 

En consecuencia. <BAO• <CAD por ser ángulos homólogos. 
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4. 4. Por un punto de una recta dada, trazar una perpendicular a esa recta. 

Sea p un punto en la rcct.1 f Con centro en P, trace una circun 
fcrencia que interscctn a i en Q 
y R. 

( ~ 
<ql 1 IR -7 p ~ 

1 2 

Con centro en Q y luego en n y Se traza 'sir. 
con un radio mayor que j QR, se -
trazan arcos que se intcrscctcn. -
Determinamos s. 

X€. ~1<6 

) J. 
«~I 

'"' 
> 1 ' 1 

~ ? '"" 
,, 

v 
3 4 
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Considerando que P es un punto de una recta t , el enunci!. 

do para la construcción anterior se puede escribir así: 

4.4.- Por un punto de una recta se puede trazar otra recta que -

es perpendicular a la recta dada. 

Demos traciún; 

Demostraremos que <sr' _l_ í'.. Por construcción se tienen que, 

PQ PR , QS - ifS y iiS PS por ~wr un 1.1<10 común. Por lo la!!. 

to, ,\ QPS e,\ RPS (Postulaclo L.1 .. 1 .. ). 

De lo anterior, < QPS 'RPS por SPr c'íngulos hornóloqos y 

por lo tnnto l QPS IRPS = 90° (2. JO. Teorema 2). 

Esto demustrn que <sr _J_ e 
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4. 5 .Por un punto P que no está en la recta t , trazar una perpendicular 
• i • 

ConsJ de remos el punto P y la 
recta 9. • 

·" 

Apoyando el compás primero en A 
y luego en H, y con radio mayor 
que 4 Ali, trazar dos arcos que -
se intersecten 

131 

Apoyando el compás en P, trazamos 
un arco que intersecte a .t , De
tcrmJnnmos los Puntos A y B, 

Tr.17.amos 'rQ 



A continuaci6n y considerando que P es un punto que está 

en la recta dada, enunciaremos de la manera siguiente: 

4. 5.- Por un Punto exterior a una recta se puede trazar una re.e:. 

ta y solamente una que es perpendicular a la recta dada. 

Sabjcndo que P es un punto que no está cm •·., demostrar~ 

mos que 'Ji\)'_J_ r • 

Demostraci6n: 

Por construcci6n se tiene que Pi\ Pu , Ao Bo , y como 

PO es un lado común de los tri ángulos ;\ l'l.PQ y ·. BPQ, entonces 

h l\PQ o /l BPQ (Postulado L. L. L.) • Por con>;ccu<>nci a • llPQ - 'ílPQ 

ya que son ángulos hom6logos, y como también ) l\PQ • l lll'S y 

') BPQ = ~ BPS, entonces < APS::::: o:: BPS, adem5s de que Ps es un lado 

cornGn. Por lo tanto, 1. PSl\oh PSIJ (Postulado L.11.L.) De esto, -

< PSA;- < PSB ya que son ángulos homólogos y ambos ángulos son 

rectos (2.10. Teorema 2). Y, por definici6n de pcrpc11tliculari-

dad, se puede concluir que: .;PQ;.. _l_ ~. 
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4.6.Dado el i\ii, Loc.1lice su punto Medio. 

Dado el XIT. 

Con centro en B y con el miHmo 
rndio trace otro arco que inter
secte al anterior. Determinamos 
los puntos P y Q. 

133 

Con centro en A y radio mayor que 

i AH se traza un 3TCo. 

Trncc "'Plf y M l~fi elº punto medio 
del Xli. 

A 



Ahora se demostrará geométricamente que M es el punto medio 

del llB: 

4.6.- Sea AB un segmento dado. Demuestra que AM - BM. 

Para justificar geométricamente 1,1 construcción geométrica -

anterior, bastar5 demostrar que KM: BM. 

Demostración: 

Por construcción se tiene lJUe KP j\Q , lTI) - BQ , y tam--

bién que Po·: PQ por s<? un lado común de los triángulos ti. 1\PQ y 

~ BPQ, por lo tanto Alll'Q e A llPQ (Postulado L,J,.L,). Ahora, co-

mo XP , üP por ser lados homólogos y . APM : dJPM por ser ángu-

los hom6logos, y adcm5s que PJ:i :: PM, entonces ,\ APM ~ 1'. BPM (PO,!! 

tulado L.l\.L,). 

En consecuencia, Af; :;: BM, por ser lados hom6logos. 
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4. 7 Dado un segmento. Trace su medintriz. 

Sea Ali el segmento dado Con centro en A y r.1clio mayor -
que i Ali se tr.17:.i un .irco 

~ 

~ B ..\ l!> 

/ 
1 2 

Con centro B y el mismo radio ª.!! Trace ln mediatriz ''¡;¡¡-'· 
tcrior trace otro arco que in ter-
seque al anterior. Obtenemos los 
puntos I' y Q. 

X? ,¡¿ 
1 '{' 

A l!> A 14 '!!> 

X('¡ ,/(~ 

3 " ' 
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Por lo anterior ahora demostraremos : .... 
4,7, Dado un segmento AB. Demuestre que PQ l AB 

en su punto medio M. 

Demostración : 

De la demostración 4.6. anterior se tiene que 

~ APM •JI DPM, entonces <AMP•<DMP por ser hom6logos, y 

además por 2.10. teorema 2. ~AMP = 90° = ¡DMP. y, por 

definición de perpendicularidad se puede concluir que: 
<-> -

PQ _!_AD en M. 

En este caso la recta PQ en una rnediatriz. 

También se puede afirm.:ir que cualquier punto de la me

diatriz equidista de los extremos del segmento, 
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4. 8 Sea t 1 una rectü y P un punto que no está en .t¡ • Trazar otrn 

recta l 2 que pase por P y que sea paralela a ¿ 1. 

Sean l una recta y P un punto 
cxtcrio~ a l 1 

... 
Trnzamos PQ 

137 

Sea Q y R dos puntos cualesqui! 
rn de !¡, 

R 

Mediante la construcCfón No. 6 tra 
zamos un iingulo con vértice en P
quc sea congruente al < PQR< D~ter 
minemos el <'QPS. Trazamos H 

t1 



4. g Circunscribir una circunferencia a un triángulo dado. 

Consideremos el t.PQR • 

Repitiendo las instrucciones en 
el lado QI{. Determinamos f. 

2
• 
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Aplicando las instrucciones de la 
construcción No. 6 en el lado 'Ji'Q. 
Determinamos t.

1
• 

Haciendo l('I mi~mo en el lado "P'R, 
Determinamos .f J. Obtenemo~ laR -
mediotrices t 1, .c

2
, t.

3
, 

C es el centro de 111 clrcunferen
cia. 



Antes de continuar, enunciaremos la siguiente definición: 

Definición 4.1.- Dos o mas rectas son concurrentes si tienen 

el mismo punto de intersección. 

Utilizaremos esta definición para el enunciado del teor~ 

ma que justifica la construcción geométrica anterior. 

4.9.- Las mcdiatrices de los lados de un triángulo con concu

rrentes. Su punto de concurrencia equidista de los vértices 

del triángulo. 

Demostración 

Sean r.1 , R.2 Y R.3 las mediatrices de PQ, QR y PR, respcctiv~ 

mente. Si r. 1 y r. 3 fueran paralelas, entoncL·S Po y PR serían -

paralelos, es decir, si .t1 // .e. 3 , e1 l PO,f, 1 J. PR, entonces -
PQ 11 PR, lo cual no es posible ya que PQ i.ntersecta a PR. 
Por lo tanto e. 1 intersecta .e. 3 en un punto c. 

Por construcción de la mcdiatriz, cualquier punto de ella 

equidista de los extremos del segmento, entonces se tiene que 

CP ::::: CO porque C csUi en t 1 • De la misma mnnera CP l:: CR PO!. 

que e está en 1, Por consecuencia, CQ = CR •. 

Por lo tanto, se demuestra que las mcdiatrices son concu

rrentes y su punto de intersección equidista de los v5rtices 

del triángulo. 

Como una consecuencia, del teorema anterior, se tiene lo 
siguientes : 

corolario 4.1.- Tres puntos no colincalcs están en una -

circunferencia y sólo en una 
Definición 4.2.- Mediatriz es la recta perpendicular en -

el punto media de un segmento. 
Definición 4.3.- El punto de intersección de las mediatrl 

ces se llama circuncentro. 
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4.10.Inscribir una circunferencia en un triángulo dado, 

Dado el AABC. 

c. 
A 

Haciendo lo mismo en el < D. 
Determinamos la bisectriz aG 

Mediante la construcción No, 3 tra 
zamos la bisectriz del <A. De ter: 
mimamos la bisectriz 7J': 

Jladendo lo mismo pa~n el <C. 
Determinamos 1;1 bhieclrh ~ 

4 
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Para la demostración geométrica de la construcción ante

rior, enunciaremos el teorema de la siguiente manera : 

4.10.- Las bisectrices de los ángulos de un triángulo son co~ 

currentes en un punto que equidista de los tres lados del 

triángulo. 

Demostración 

En el ~BC~sei! _,. el punto de intersección de las bise~ -

trices AF, DG y Cll de los ángulos A, y C, respectiva

mente. Entonces, I está en el interior del <A y en el inte

rior del <B y, por lo tanto en el interior del< c. 

Ya que cualquier punto de la bisectriz equidista de los 

lados del ángulo, cnloncn:s IP=IQ. De la misma m.incra IP=IR, 

y por transitividad lQ"IR. 

Esto demuestra quf! el punto 1 cquidistu de los lados AB, 
Bc y AC. 

Definición 4.4.- El punto de intersección de las bise~ 

trices se llama Incentro. 
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4 .11.- Construir las alturas del l!.ABC. 

Consideremos el AABC. 

Repitiendo las instrucciones, tr,!!_ 
zamos 1n perpendiculár de n n 
~. Determinamos BE. 

e 

rl 1 

142 

Aplicando lns instrucciones de ln 
construcción No. 5, trazamos una 
perpendicular de A a lre, 
Determinamos AU, 

é 

Une icndo lo mismo, trazamos la pe! 
pendicular do, C ñ AB. 
Determinamos 'Cf. Obtenemos las al
turas Ali, m: y "CT. 



La construcci6n geométrica anterior se puede justifi

car con el teorema : 

4.11.- Las tres alturas de un triángulo son siempre cene~ 

rrentes. 

Demostraci6n 

Para efectuar esta demostraci6n primero trazamos : 

Por cada uno de los vértices una recta paralela al lado o

puesto. Dos cualesquiera de estns rectas no son paralelas 

ya que se intersectan y determinan un trUíngulo, digamos -

ADEF. De esto, los cuadriláteros ABCF, ADBC, BCFA, BCAD, 

ACBD y ACED son paralelogramos, entonces los lados opue! -

tos son congruentes. 

Utilizilndo lo anterior se tiene que: 

DC=AD=AF, AC=DD=BE, 

Por lo tanto: 

La altura iii5 es mediatriz de DF 

La altura DE es mediatriz de DE 
La altura CF es mediatriz de EF 

AB=CF=CE. 

En base al teorema de las mediatrices (4.9.), iiB, DE y 

CF son concurrentes. 

Definici6n 4.5.- Altura de un triángulo es un segmento 

perpendicular desde un vértice del triángulo a la recta -

que contiene al lado opuesto. 

Definición 4.6.- Bl punto de intersección de lns altu

ras de un triángulo se llama ortoccntro. 
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4.12.- Construir las medianas del tiABC. 

Dado el b ABC, 

A 

Aplicando lo mismo para el lado 
BC. Determinamos M21 trazamos 
ilH2. 

Mediante la construcción No. 6, lo 
calizaremos el punto medio de Ali.
Determinamos M1, trazamos LR. 

Repitiendo el procc(.limicnto para el 
lndo AC". Dctcrminnmos M

3
, trazarnos 

BM3, Obtenemos las medianas AH
2

, líH
3 

'CH¡. 

144 



Antes de continuar con la demostración de esta construcción 

geométrica, enunciaremos una definición y un teorema los -

cuales nos auxiliarán en la demostración geométrica que ju~ 

tifica dicha construcción. 

Definición.- Linea media de un triángulo es el seg

mento que une los puntos medios de dos lados. 

Teorema.- La línea media del ~ADC que une los pun -

tos medios de los lados Aii y Bc es paralela al lado AC y es 

igual a la mitad de este lado. 

4.12.- Las medianas de todo triángulo son concurrentes y su 

punto de concurrencia está en cada mediana a dos tercios de 

cada vértice. 

Demostración: 

Sea ABC el tri§ngulo dado y iiM2, BM3 CM1las medianas. 

Demostraremos primero que AM2 y BM3 se cortan. 

Los puntos C y M3 son coplanares recpccto a la recta AM2 • 

Los puntos C y B están en distintos planos. Por consecuen

cia, los puntos D y M3 están en distintos planos. O sea, -

la mediana BM3 corta la recta. AM2 • De la misma manera ded~ 

cimas que la mediana AM2 corta la recta BM3 • Puesto que -

las rectas AM2 y BM3 se cortan en un Gnico punto, este per 

tenece a la mediana AM2 y DM3 , es decir, las medianas se -

cortan en el mismo punto. 

Ahora, tracemos la línea media M2M3 en el 6 ABC y la l! -
nea media A2n2 de los lados Oii y Oii del 6 OAH, ambas son pa

ralelas al lado AB e iguales a la mitad de este lado. De -

aquí resulta que el cuadrilátero M2M3A2B2 es una paralel,2 -
gramo, de esto, M3o = 002; además OB 2 = e 2n por construc

ci6n. Es decir, la mediana M2A divide a la mediana M3B en 

dos tercios a partir del vértice n. La mediana trazada por 

el punto C divide la mediana BM 3 en la misma distancia. 

Por lo tanto, también pasa por el punto o. Queda demostra

do el teorema. 
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Definición 4.7.- Mediana es el segmento trazado de cada vértice 

del triángulo al punto medio del lado opuesto. 

Definición 4.B.- El punto de intersección de las medianas de un 

triángulo se llamo baricentro. 
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UNIDAD 5.- SEMEJANZA 

Intuitivamente, consideramos semejantes dos objetos, "si 

tienen la misma forma aunque no el mismo tamaño". Por ejemplo: 

a) Una fotografía y una reducción o una amplifica

ci6n de ella. La forma se mantiene. 

b} Una polfcula vista en una pantalla de cine y la 

misma, vista en pantalla de televisión. Los 02 
jetos tienen diferente tamaño, pero la misma 

forma. 

e) En la industria automotriz se construyen rnode-

los pequeños de los autom6viles, estos modelos 

corresponder§n, en forma y detalle con el auto

móvil real. 

El concepto de semejanza, tiene diversas aplicaciones, -

una de ellas también es cuando hacemos dibujos a escala, El -

mapa de una ciudad tiene muchas propiedades quo son comparti 

das por ésta. 

a) 
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En las figuran geométricas, se puede afirmar que, todos 

los tri!ngulos equil!teros son semejantes; todos los cuadrados 

son semejantes; todas las circunferencias también lo son; esto 

mismo no lo podemos afirmar para algunas otras figuras geom~-

tricas, es decir, no todos los rectánguloE son semejantes, etc. 

a) 

b) 

D 
el 
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En cada uno de los incisos anteriores se ilustraron fig~ 

ras geométricas semejantes. 

Ahora se ilustran figuras geométricas que no son semejan 
tes: 

a) 

En la correspondencia PQRS .__.... P'O'R'S', los ángulos c_g 

rrespondientes son congruentes, porque todos los fingulos son -

rectos, pero los lados correspondientes no son proporcionales. 

b) En otros cuadriláteros, puede cumplirse la segunda 

condici6n, pero no la primera. 

·.o: Oº' 
S a R S' a R' 

En la correspondencia PQRS <---+ P'Q'R'S', los lados co

rrespondientes son proporcional~s, sin embargo las figuras ti~ 

nen formas diferentes. 
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5. l. Semejanza de Triángulos. 

En esta unidad trataremos únicamente la Semejanza de 

Triángulos, porque los triángulos son figuras geométricas sen
cillas y rigidas, como se ha expuesto anteriormente en Con-

gruencia de Triángulos. Además, que este concepto, aplicando 

la misma idea se puede generalizar para pol!gonos semejantes. 

La idea intuitiva de que dos triángulos son semejantes -

cuando tienen la misma forma, debe precisarse. 

Recordemos que ABC .....-> POR es la correspondencia biunt

voca entre los dos triángulos. 
R 

p 

Asociando a cada ángulo del primer triángulo un ángulo -
del segundo triángulo, 

<A <--> < P • < B <-> < O y <e ..-... < R y también a cada 
lado del primer triángulo el lado correspondiente del segundo: 

Ahora enunciaremos la siguiente definici6n: 

Definici6n.- Dos triángulos son semejantes si existe 
una correspondencia entre ellos, tales 

que los ángulos correspondientes son -
congruentes y los lados correspondien
tes son proporcionales. 
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Si se cumple lo anterior, podemos decir que la correspon 
dencia es una semejanza entre los triángulos. 

Por ejemplo, la correspondencia anterior ABC <-> PQR es 
una semejanza si: 

<A:!. <p , <: B ~ <Q Y 

Ejemplo 1.- Consideremos los dos tri5ngulos siguientes. 

·~ ¿;l 
G JI M 2.5 P 

De acuerdo con la definici6n, para determinar si los dos 

tri~ngulos son semejantes se establece una correspondencia tal 
que los 5ngulos correspondientes sean congruente~ y los lados 
correspondientes sean proporcionales. 

En este caso, la correspondencia es FGH<--> NPM. Pode

mos comprobar (midiendo los ~ngulos de los trifingulos) que -
<F::<N, <G~<P y 

Ahora es conveniente verificar que los lados correspon-

dientes son proporcionales, para ello podemos establecer las -
proporciones: 

FG 
ÑP 

Como FG= 6, Gil 

GH 
p¡.¡ 

Fil 
füj 

5 , Fil = B , NP 

NM = 4 , entonces tenemos que: 
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De lo cual tenemos proporciones: 

+=¿ +=+ y ¿=+ 
En las que se verifica, respectivamente: 

6 X 2.5 

15 
3 X 

15 
6 X 

24 

3 X 

24 

y 

y 

5 X 4 

20 

2.5 X 0 
20 

Por lo tanto, el ~ FGll es semejante al b NPM. Esto se 
puede indicar: ~ FGll "'b NPM • 

Es posible demostrar que en el caso de los triángulos s~ 
mejan tes, si los ángulos de uno de los trifin9ulos son congruen 
tes a los ángulos correspondientes del otro triángulo tmidien
do los ángulos de los triángulos) , los lados correspondientes
estarán en proporción. Inversamente, si se prueba que los 1~ 
dos correpondientes son proporcionales, por consecuencia los 
ángulos correspondientes son congruentes. 

Ejercicio 5.1.- Como en el triángulo anterior. Encuentre una 

correspondencia que sea una semejanza entre -
los triángulos. Indique los ángulos que sean 
congruentes y establezca las proporciones con

venientes. 

al ll p 

D· R 

A 3 C 

Q 
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b) 

c) 

G 

11 

p """'-~R 
12~9 

Q 

B 

¿/ 
F A 2 C 

Ejemplo 2.- El MBC"' APQR , calcular las lc¡ngitudes de -

los lados que faltan. 

A 

B 

e 

,¿==J 
y p 

lª) La correspondencia es: ABC <-> PQR 

2ª) Como los triángulos son semejantes entonces: 

/ID 
Po 

BC 
QR 
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tes. 

RQ • 

JA) AB = 3 BC 4.5 , AC 6 , PQ 4. 5 , QR = X 

y PR y • 

4A) Al sustituir en las proporciones tenemos que: 

5A) Resolviendo: 

3 Ll 3 _6_ 
4.5 X 4.5 y 

X 
(4. 5) e 4. 5! y ( 4. 5) (6) 

3 3 

X = 20j25 y 27. o 
=--3-

.. X 6.75 .. y 

.. Las longitudes son: QR = 6.75 y PR 

Ejemplo 3.- Los triángulos 6QPS y 6RSQ son semejan-

De acuerdo con los datos calcule las longitudes RS 

LsJ PQ RS 

PS RQ 

os 
p s 

Como la correspondencia es: QPS 'f-Jo RSQ , entonces 

QP 
Rs 

PS 
So 
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Entonces, 4 8 6 
Rs -6- Ro 

Resolviendo: 

4 8 
Rs 6 

RS ( 4) (6) 
RQ 

(6) (6) 
8 8 

RS 24 
PQ = 4--8-

.. RS 3 RQ 4.5 

Ejercicio 5.2.- El A ADC "'AA' B' C' , calcule las longitude• 

x, y en cada uno de los siguientes casos: 

a) 
B' 

B 

~ 
A 12 C 

~ 
A' 10 C' 

b) 

A' 

A~ 
C 2 D B' 

9 

y C' 
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Ejercicio 5.3.- Si la corresponden'cia PQR+-+ PST es una semE_ 

janza en los triángulos llPQR y ll PST cale.!! 

le las longitudes de los lados que faltan. 

Q R 

Datos 

QR 5 

PQ = 6 

PR 

PT 

Calcule 

ST 

PS 

SQ 

TR 

Ejercicio 5.4.- En la figura se ilustran tres triángulos que -

son semejantes. 
A 

~ 
AB 25 

BC 20 

AC 15 

ll ACD"' llADC 
h CBD"- hl\BC 

ll ACD"- llCBD 

A O B 

a) Calcule las longitudes CD , AD y DO • 

b) Verifique sus caculos empleando la igu~ldad 
AD + BD = AD • 

Ejericicio 5.5.- En la figura: llADD"- llDOC • Encuentre las mE_ 

didas siguientes: 

113 C...------_,D 
55° 

o 

55° 
A 

35° 
B 
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5.2. Proporcionalidad. 

Consideremos el d PQR en el que As es paralelo a Qií. 
Podemos probar que en la correspondencia PQR - PAB, los án-
qulos correspondientes son congruentes. 

<P :'; 
p 

b <l ~ 

<:2 ~ 

Q R 

<P 

<3 

<4 

Teorema reflexivo de ángu-
los. 

Son ángulos correspondien-
tes entre paralelas. 

Misma razón anterior. 

Teorema 1.- Teorema fundamental de la proporcionali
dad.- Si en el dPQR, se tiene que As 
es paralelo a QR, entonces ~ = ~ • 

llip6tesis: Sean A y B puntos de 
p 

Po Pii, ºrespecti v~ y 

mente, tal que As 11 
QR 

Tesis: PQ PR 
PA Pii 

Q R 

Demostraci6n: 

Primero tracemos íiñ y Qe. En los triángulos ~QAB y 

dPAB, tomemos QA y PA como bases, respectivamente. Enton 
ces estos triángulos tienen la misma altura (la altura trazada 
de B a PQ, es la misma para los dos triángulos). Ahora, -
si dos· triángulos tienen la misma altura, entonces la razón de 

sus !reas es igual a la raz6n de sus bases, es decir: 
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/\rea AQ/IB ~ 
/\rea AP/IB P/I 

(1) 

De la misma manera, en los triángulos A HH/I y A PB/I , -

consideremos a RB y PB como bases, respectivamente. Pues

to que estos triángulos tienen la misma altura, sucede lo ant~ 
rior: 

/\rea ARAB HB 
/\rea A Pl\B Pi3 (2) 

Ahora bien, los triángulos AQl\B y uRl\B tienen la mi~ 
ma base As. Tarnbién tienen la misma altura, pues .AB y QR 
son paralelos. l>or el teorema: 11 Si dos triángulos tienen la -

misma baso y la mismu altura, entonces tienen áreas igua:les 11
• 

/\rea AQl\B = /\rea ARAB (3) 

De las ecuaciones (1), (2) y (3), obtenemos: 

Si sumarnos 

Es decir: 

Q/I RB 
Pi\= Pi3 (4) 

a cada miembro en la ecuaci6n anterior: 

~ 
PI\ 

RB + PB __ P_B_ 

...Eº- = ..R!L 
PI\ PB 

Lo que queríamos demostrar • 
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Aplicaremos este teorema en la resoluci6n de algunos 
ejercicios, pero antes observemos el ejemplo siguiente: 

Ejemplo l. - En el óABC , MN es paralelo a Afi 

B En el MBC se cumple que: 

& al BN AM 
NC Mc 

b) BC AC 
BN liM 

CN NB c M A c) CM ¡;¡¡¡ 

Ahora justificaremos cada una de estas igualdadesi 

a) ~~ = ~ 

Por el teorema anterior: 

BC AC 
-¡;¡¡;=-¡;¡¡; 

Restando en cada miembro 

~g - 1 
AC 

--¡;¡e -

BC - NC AC - MC 
NC MC 

Como BC - NC = BN y AC - MC AM 

BN AM 
-¡:¡¡;=--¡;¡e 

Aplicando el teorema fundamental: 

~g = ~g 
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Intercambiando lugares antecedente y consecuente. 
NC MC 

liC = -XC 

Restando a cada miembro 
NC 1 MC 

liC - -XC - o sea 

NC - BC MC - AC 
BC AC 

Sustituyendo 

- _!!!i_ = - ~ BC AC 

Multiplicando por -1 

_!!!L = __M_ 
BC AC 

Intercambiando lugares antecedente y consecuente. 
BC AC 

8N l\M 

Aplicando el teorema: 

.E...:~ 
NC MC 

Restando 

BC - NC 
NC 

~~ = ~ 

AC - MC 
MC 

Permutando los medios sus lugares 

BN NC 
¡¡¡;¡-=¡;¡e 

Permutando los miembros de la igualdad: 

NC BN 
Me =-¡¡:¡;¡--
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que es lo mismo que: 

_QL = _l!!!..._ 
MC MA 

Ahora, procederemos a demostrar el rectproco del teorema 
fundamental de la proporcionalidad: 

Teorema 2.- Si en el óPQR , As es tal que PQ PR 
Pfi = PB' 

entonces As es paralelo a QR 

P Hipótesis: 

b .. Tesis: 

Q R 

Demostración: 

En el u PQR, A es 

punto entre P y Q, 

D un punto entre P 

R, tal que ~ ~ 

un 
y 

y 

Sea QR' el segmento que pasa por Q y paralelo a AB, 

y que interseca a PR en R' • Ahora, por el teorema ante-
rior: 

2º- PR' 
PA =pa 

Puesto que por hipótesis: 

2º- = -1'.!L 
PA PB 

tenemos que: 

PR' PR 
Pi! =pa 

Entonces PR' PR • 

Por lo tanto R = R' y As 11 QR 
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Ejemplo 2,- Determine si PQ 11 WZ en el 6TWZ, de acueE 
do con los datos indicados. 

Por el Teorema recíproco (de -
z 

& 
T 14 p 7 W 

la proporcionalidad) : · 

Si TZ - TW entonces PQ 11 Wz TQ - TP ' 

Sustituyendo: 

.!1...±...i = .!.LLl 
12 14 

Aplicando la propiedad fundamental de las proporciones: 

18 X 14 

252 

12 X 21 

252 

Esto nos indica que los segmentos correspondientes son -

proporcionales. 

Tambilin: Si 

"PO 11 wz 

TQ = TP , entonces PQ 11 WZ QZ PW 

sustituyendo: 

12 X 7 

84 
6 X 14 

84 

Esto indica que los segmentos correspondientes son pro

porcionales. 

PQ 11 WZ 
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Ejemplo 3.- En la siguiente figura DEJI iiC calcule la 
longitud DC y EB • 

Aplicando el teorema funda

mental de la proporcionali-

dad: Si DE 11 iiC, entonces 
AD AB oc= Eii 

Sustituyendo: x ~4 6 

24x 20(x + 6) 

24x 20x + 120 

24x - 29x 120 

Como DC = X + 6, DC 

entonces EB = 30 • 

4x 120 

X = 1~0 

30 + 6 

X = 30 

oc 36 y EB 

Tambi¡;n se puede resolver, considerando la proporci6n: 

Sustituyendo: 

24 + X + 
20 

20 + X __ 2_0_ 

30 + X 20 + X __ 2_4_ = __ 2_0_ 

24(20 +X) = 20(30 +X) 

480 + 24x 
24x - 20x 

4x 

600 + 20x 
600 - 480 

120 
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Ejercicio 5.6.-

s 

Q 

Ejercicio 5.7.-

4x = 1~0 

X = 30 

.. oc 36 

EB 30 

Determine si 5T 
do con los datos: 

p 

R 

Determine si Mi: 
do con los datos: 

164 

es paralelo a 

PS 

PQ 15 

PT 

PR 10 

es paralelo a 

IJ 

IM 

4.2 

2.6 

Ill 4.6 

IL 2.7 

QR 
' de acue!. 

HJ de acuer-



Ejercicio s.s.- Si los segmentos de la figura, tienen las lon

gitudes indicadas. ¿Será PQ 11 AB ?. Justif! 

quese la respuesta. 

20 

/ 
A 

/:e ~Jo 
P~Q~ 

B 

Ejercicio S.9.- Si los segmentos de la figura, tienen las lon

gitudes indicad,1s. ¿Será Uv 11 RT ? 

TI~ 

~ 
R U S 

9 ---1 

Ejercicio 5.10.- ¿Para cuáles de los siguientes conjuntos de -

longitudes sera FG JI BC ? • 

e a) AB 14 AF 6 AC AG = 

~ 
b) AB 12 FB AC AG 

c) AF = 6 FB 5 AG GC 

d) AC = 21 GC AB = 14 , AF 5 A F B 
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Ejercicio 5.11.- ¿Dada la siguiente figura, con las propieda-

des indicadas, dotermina todos los valores -

de x para los cuales será DE 11 íiii 

e 

x-4 

D 

Ejercicio 5.12 .- En el A ABC , DE es paralelo a Be Con 
los datos especificados, calcular DD y EC 

A 

D e. 

Ejercicio 5.13.- Si MN íiii , encuentre las longitudes AN, -
NC y MC , con los datos en la figura. 

A 

3x 

B e 
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Ejercicio 5.14.- En el AJMK , ~ M ~ HGK x' • 

'~ 
M G K 

a) Si llK = MG MK y JH B ' determ!nese 

b) Si JH = JK 21 y GK 10, determrnese 

c) Si GH HK 2MG y JH = 14, determ!nese 

d) Si KJ 24 HK MK y KG 4 ' determrnese 

5, 3, TEOREMAS FUNDAMEN'rALES DE SEMEJANZA. 

Se enunciarán únicamente los teoremas siguientes, sin 
efectuar la demostraci6n. 

Teorema 3.- (Teorema de Semejanza A.A.A.). Si dos -
triángulos tienen los tres ángulos de 
uno respectivamente congruentes a los 

tres ángulos del otro, los triángulos 

son semejantes, 

e~ 
/\ R S 

R~ 
A B 
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Hip6tesis: h ABC y <IRST, 
con <A~ <R, 

<B~ <S y 
<C ~ <T , 

Tesis: <IABC"' hRST, 

GK. 

MG, 

JK. 

MK, 



Corolario 1 (A.A.). Si dos triángulos tienen dos ángu

los de uno congruentes a dos ángulos del otro, los triángulos

son semejantes. 

Corolario 2. Si dos triángulos rectángulos tienen un an 
gula agudo de uno congruente a un ángulo agudo del otro, son -

semejantes .. 

Ejemplo. En la figura siguiente, AC 11 ii5 Demuestre 

que: c 

l) A ACE "' ABOE 

2) AE • ED ~ CE • EB 

Demostraci6n: 
o 

1) Como iiC 11 ii5 , entonces < A ::t. < B y <e :l:. <O 

pues son ángulos alternos internos, adqmás 

<AEC ~ <BED por ser ángulos opuestos por el 
v6rtice. Por lo tanto A ACE "'ABDE (Teorema A. 

A.A.) 

2) Ya demostrado que AACE" ABDE , por definici6n 

de triángulos semejantes ~~ ~~ , por lo tan

to AE • ED = CE • ED 

Problema ilustrativo,- ¿Cuál es la altura de una torre -

cuya sombra mide 144 m cuando un poste de 5 m proyecta una 

sombra de 12 m ?. 
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c 

Considerando que los rayos del sol son paralelos, enton
ces < Cl\B ::. <RPQ y como <11\BC y ó PQR san triángulos rec--

tángulos, entonces <\ ABC "'óPQR (Corolario 2, anterior). 

la tanta1 
BC AB 

QR PO" 

Sustituyendo: h 144 
5 =12 

12h 720 

h 720 
=12 

.. h 60 m 

Soluci6111 La altura de la torre es 60 m. 

Teorema 4.- (Teorema de Semejanza L.A.L.). Si dos -
pares de lados correspondientes san pro

porcionales y los ángulos comprendiaos -
son congruentes, entonces los triángulos 

son semejantes. 

Por 

·~ 
llip6tesis: <IABC y óDEF 

~EL F 

E~ 

con ~:=~~y 
< 1\ ~ < D • 

Tesis' ,\ADC"' 6 DEF • 

B C 
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Ejemplo.- En la figura de la derecha, con ~ = ~~ 
Demuestre: 

l) A AEB "' ACEO 

2) As 11 Oc 

Demostraci6n: 

1) Como ~~ = ~~ 
qulos opuestos 
A AEB "'óCED • 

'"7' 
o~c 

(hip6tesis) y <AEB:!: <CEO (§n

por el vértice). Por lo tanto -

2) Ya que AAEB "' 6 CEO , entonces <A ~ <C y < B 
~ <D . Ahora, si los Sngulos alternos internos 
son congruentes, las rectas son paralelas. Por 

lo tanto, AB 11 oc • 

Teorema s.- (Teorema de Semejanza L.L.L.). Si los 
lados correspondientes de dos tri§ngulos 
son proporcionales, entonces los tri~ng~ 
los son semejantes. 

Hip6tesis: 

Tesis: AABC "'ADEF • 
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Ejemplo.- Dada la siguiente figura, con las longitudes -
como se indica. Demuéstrese que AC biseca -
al < DAB • 

B 8 

~ 
A 27 O 

Demostraci6n: 

Estableciendo la correspondencia ABC .,.__, ACD , se -

tiene que ~ = ~g • ~g 

Sustituyendo: * = i

8

2 

De lo cual, 

18 
27 

12 X 12 = 18 X 8 

12 X 27 18 X 18 

8 " 27 12 X 18 

144 = 144 

324 = 324 

216 = 216 

Por lo tanto, A ABC "' AACD. Teorema L.L.L. 

• • < BAC ~ <CAD por ser ángulos correspondientes -
de triángulos semejantes. 

biseca al <DAB • 

171 



Teorema 6,- En un triángulo rectángulo cualquiera,la 
altura correspondiente a la hipotenusa -
forma das triángulos rectángulos que son 
semejantes al triángulo dado y semejan 
tes entre sL 

e llip6tesis: llABC, con <ACB 

L como ángulo rcc-
to; C5 l. Ail 

Tesis: bACD "'óABC 
MBC "' <ICBD 

A D B MCD "- <ICBD 

Ejemplo ilustrativo.- En el triángulo siguiente, } l\CB = 

90ª y coj_Ail Si l\C = r52' BC = nT7 y l\B =13. 
Calcule x, y y z , 

e 

.~. 
D 

De (1) 
AC CD = AD 
AB BC Ac 

Sustituyendo: 

Como CD es altura correspon 
diente a la hipotenusa As • -
Entonces: 

A ACD "' ól\BC (l) 

ó CBD "' ól\BC (2) 

Por el Teorema anterior. 

fil = --·- = -"-
13 

Resolviendo• 

152 =--·-
13 liI7 

y 152 -"-
13 ~ 
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13z = rsT • IIT7 13x /52 . m 
13z 152 • 117 l3x 

13z mar 
13z 78 

z = r~ 

z = 

Ahora, de (2)' 

Considerando: 

Se tiene que: 

Por lo tanto: 

CB = ~ 
i\ii BC 

l3x 

X = _g_ 
13 

X = 

/117 = __ Y __ 
13 líiT. 

13y = IIT7 

13y = 117 

y= w 
y = 9 

X = 4 y y 
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Teorema 7.- Se dan un triángulo rectángulo y la altQ 

ra correspondiente a la hipotenusa (ob

serve la figura de abajo) : 

a) La altura es media geométrica(•) de los segmentos 

en los cuales dicha altura divide a la hipotenusa. 

b) Cada cateto es la media geométrica de la hipotenQ 

sa y el segmento de ésta adyacente al cateto. 

A 

Hipótesis: El ~ ABC es un triángulo rectángulo

con ,l: C = 90° y CD es la altura c2 
rrespondiente a la hipotenusa AB . 

Tesis: 

c a) !!.Q = CD o sea (CD) 2= AD• BD 

~ 
CD Bo 

b) 
AD AC o sea (AC) 2= AD•AB AC = AB 

BD BC decir, 
D B y BC = iiii e,s 

(DC) 2 = DO • BA 

Ejemplo. - En el ~ABC , AC J_ BC y C5.l7iii. 

1) Si AD y DB 8 1 

encuentre CD 
c 

~ 
2) Si AD = J y DB = 6, 

encuentre AC 

J) Calcule DB si BC 
y AD = 5 • 

A D n 

(*) Media geométrica, en el término común de una proporción. 
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Soluciones: 

1) Por el teorema anterior, inciso a) 

fil! = fQ 
CD DD 

Sustituyendo: 

.l.. = fQ 
CD B 

(CD) 2 =16 CD CD 

2) Aplicando el teorema anterior, Inciso b) 

.fil!=~ 
AC AD 

Corno AD = 3, DD = 6, entonces AB = 3+6 , AB = 9 

Ahora, sustituyendo: 

.1_ = AC 
AC 9 

(AC) 2 = 27 AC 

3) Consideremos que DB = x • 

AC 5.19 

Corno AB = AD + DB , entonces AB = 5 + x , tene-

mos1 DB = x AB 5+x , BC = 6 y AD = 5 , 

Aplicando el teorema anterior, inciso b) : 

DB = ,!!g 
BC AB 

Sustituyendo: 
2!... = __ 6 __ 
6 5 + X 

x(5+x)=36 

5x + x 2 36 

x2 + 5x - 36 = (Ecuaci6n de 2~ grado), 

Resolviendo por factorización: 

(X + 9) (X - 4) = 0 

175 



Entonces: 

X+ X = -9 

X - - o K = 

De estas dos soluciones, consideraremos x = 4, 

ya que la medida de un segmenta es no negativa. 

Como DB ~ X ºª = 4 

Ejercicio 5.15.- Resuelva los siguientes problemas: 

l.- Una torro AC produce una sombra de 30 m de longitud. Un 
poste de 2.70 mes colocado verticalmente en D, de tal 

forma que la punta de su sombra coincide con la punta de 
la sombra de la torre. Midiendo la distancíu OB, encon
tramos 3.60 m. lDc qué altura es la torre?. 

e 

' E 

2.70 m 

.... 
' 

1-------- 30 m -------< 
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2, - Un asta bandera PQ produce una sombra PS Un hombre -

de l.BO m de estatura está colocado a 5.40 m del asta -

bandera, y su sombra RS es de 2.10 m 

tura del asta bandera?. 

¿Cuál es la a], 

p 

K--5.4 

R 

)~ 

s 

3.- Para hallar la altura de un asta bandera, un muchacho cu
yos ojos se encuentran a 1.65 m del suelo, coloca una vara 

de 3 m de largo elevada en el piso a 15 m d~ distancia del 

asta. Entonces retrocediendo 2.55 m, encuentra que puede 

ver la punta del asta alineada con la punta de la vara. -

¿Cuál es la altura del asta?. 

r~n---- ------
l.65m 

~ 2.55 m !"'-<--- 15 m ----'11 
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4.- Un muchacho observa que la sombra de un árbol tiene 15.68m 

de largo, cuando el de su sombra es de 1.95 rn. Si la alt~ 

ra del muchacho es de 1.73 m. ¿Cuál es la altura del ár

bol?. (Nota: Supóngase que los rayos del sol son parale
los). 

Jf- l. 95 m -lf ~ 15.68 m--'I\ 

Ejercicio 5.16. 

l.- Sea la figura con AD 14, ED 12, DC 15 y EB 4. 

Determinar AC, AE y AB 

e 

14 

A B 

2.- Dada la figura, expresar x en lér1uinos de a, b y e . 

L 

c K 
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3.- Indique si es posible que dos triángulos sean semejantes -

cuando se cumplen las siguientes condiciones: 

a) Dos ángulos de uno de los triángulos tienen medidas 
de 60° y 70°; mientras que dos ángulos del otro -

tienen medidas de 50° y 80°. 

b) Dos ángulos de uno de los triángulos tienen medidas 
de 45° y 75°, mientras que dos ángulos del otro -

tienen medidas de 45° y 60° 

e) Un triángulo tiene un ángulo de medida 40° y dos 
lados cada uno de longitud 5, mientras que el otro 
tiene un ángulo de medida 70° y dos lados cada -
uno de longitud 8 

d) Uno de los triángulos tiene lados con longitudes 5, 

y 9, mientras que el otro tiene un perímetro de 

8 420 000 

4. - En la figura PA, QB y RC son perpendiculares a l\C 

a) Complétese el siguiente enunciado. 
A PAC ..::..A_ 

A ABQ ..::..A_ P 

b) Indique cuál de los si-
guientes enunciados es 

correcto: ~ = !1 o ! = 
" m X 

R 
X 

n 
iñ+ñ y 

el Indique cuál de los si-
guientes enunciados es 
correcto; A m e B n 

]. -::: m o z ~ __ m_ 
y n y ro + n 
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6.- Una persona puede completar un trabajo en 6 horas y otra -

lo puede completar en 3 horas. Si trabajaran juntos, ¿cu.'in 

to tardarían en completar el trabajo?. 

7.- En la figura CD es la altura correspondiente a la hipot~ 

nusa del d ABC 

a) Si r = y s = 9, determinar h. 
b) Si r = 7 y s = 28, determinar h. 

e 

~ 
A D B 

c) Dado que r = 9, s = 3, determinar a 

d) Dado que r = 7, s = 21, determinar b 

a.- En la figura Rs es la altura correspondiente a la hipot.!'. 

nusa PQ del d PQR. 

a) Si m 27 y n = 3, determinar a, p y q 

b) Si m = 24 y n = 6, determinar a, p y q 

c) Si p 15 y n = 9, determinar m y q 

d) Si a = y m = 6, determinar n, p y q 

R 

q p 
a 

m n 
p s Q 
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9.- Sea AB el diámetro de una circunferencia con centro en ~ 

Cri j_Afj Si AD = 3 y BD = 27, encontrar CD. (Suge-
rencia, trazar cuerdas AC y iiC J. 

D o 

5.4. ALGUNAS APLICACIONES DE LA SEMEJANZA. 

Citaremos algunas de las muchas aplicaciones que tienen 

las proporciones y las figuras semejantes. 

l.- Si consideramos un haz de rayos luminosos perpendicul~ 
res a una superficie plana, por ejemplo una pared o 

una pantalla, y se coloca un objeto entre la superfl 
cie tendrá, exactamente, la misma forma que el contor
del objeto, pero será mayor que ese objeto. 

Si se acerca el objeto a la superficie, la sombra se -

hace más pequeña, y si se acerca a la lui, la sombra -

se agranda, aumentando cada parte del contorno en la -

misma proporci6n, permaneciendo la forma (ángulos) - -
igual. Por lo tanto, la sombra es una figura semejan

te al contorno del objeto. 
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2.- Medidas de distancias inaccesibles.- Este es un proble 
ma muy antiguo e importante para los topógrafos. {Ver 
la figura siguiente). 

, , 
, , 

/ 

G 

A ------- B 

" ~-----~-
F ,,,"'..,. 

,,. 
e ,,'.., 
,,. 

E«-----D 

Supongamos que AFBG representa un cerro de forma -

irregular, tal que no se puede medir directamente la -
distancia AB. Consideremos la lrnea i'iB y coloque
mos dos estacas en los puntos O y E. Tales que AB J_ 
AD y iiii J_ DE. Después se dirige una visual a lo lar 
go de EB, y se marca el punto C en el que la visual 
AD. De cato se puede afirmar que '•ll/\C y ADEC son 
rectángulos < /\CB ~ < DEC (son ányulos opuestos por -
el vértice). Por lo tanto, los triángulos son semejan 

tes (Corolario 2, Teorema A.A.A.). Entonces 

AB AC >< DE 
oc 

Como es posible medir AC, DE y oc, entonces pode

mos obtener la longitud de Aii 



3.- El problema anterior también se puede resolver aplica~ 
do en lugar de ángulos, las distancias. 

A 

Desde c se dirigen visuales a A y a B y se miden 

liC y iiC. Después se prolongan estas rectas y se ma!. 
can D y E de manera que 

CA Cll 
CE Cíi 

y, se mide DE. Entonces, 

DE CD 
Aa ñC 

AB BC X DE .. CD 

Los triángulos 6ABC y ADEC son semejantes, pues CQ 

mo se han trazado tienen dos lados correspondientes 
proporcionales: 

CA CB 
CE CD 

y, además <ACB ~ < DCE (son ángulos opuestos por el 
vértice). Entonces, también se verifica que: 
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4.- Medidas de alturas inaccesibles.- La medida de alturas 
inaccesibles es un problema sencillo cuando se aplican 

las propiedades de triángulos rectángulos semejantes.
Se dice que el antiguo matemático Tales, asombró a los 
egipcios, determinando la altura de una de sus mayores 

pirámide sin más que hacer una medida sobre el suelo.
Explicaremos, este método, auxiliándonos de la siguien 
te figura: 

p 

~ 
C A O E B 

PCD representa a la pirámide y AP su altura. Sea -
AB la sombra de la pirámide, en el momento que la so~ 
bra del hombre EF es Eií • En los triángulos rectan 
gulas 6PAB y AFEB, en el instante que ,Ef' = EB, en
tonces también será. PA = AD. (El segmento AD, que -
está dentro de la base de la pirámide, se puede medir 
por ser paralelo al borde exterior de la base). 

5.5. TEOREMA DE PITAGORAS. 

El Teorema de Pitágoras debe ser seguramente el más famg 
so de la geometr{a, Aún cuando casos especiales del teorema -
eran conocidos mucho tiempo antes de Pitágoras, probablemen
te ~l fue el primero en dar una demostración general. Se han 
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dado cientos de pruebas del teorema de Pitágoras. En la si

guiente demostración, usaremos las propiedades de los triángu
los semejantes. 

Teorema 8.- (Teorema de Pitágoras). En todo triángu
lo rectángulo, el cuadrado de la longi

tud de la hipotenuna es igual a la suma 

de los cuadrados de las longitudes de -
los catetos. 

e 

b 
a 

A <----~"~·---~!0c--~y-~ B 

!E--------- e ---~ 

Hip6tesis: El A ABC es triángulo rectfingulo. 
~ C = 90º. Los catetos AC = b ", 
BC = a • Hipotenusa llB e • 
Demostrar: c 2 = b2 + a2 

Demostración: 

1) CD es una altura. 1) Trazo auxiliar. 
2) 6 ACD ""AABC 2) Teorema s. 

6 CBD ""llABC 

3) 
b X 3) Definición de trián-e;=¡; 
~ = "i. gulas semejantes. 
e a 

4) b2 ex 4) Propiedad fundamen--
ª2 cy tal de las proporci~ 

nes . 
5) 

2 • 2, 5) Sumando miembro a b t ex ~ cy 
mieml.Jro las dos 
igualdüúes. 



6) b2 + a 2= c(x +y) 

7) b2 + a 2= c 

8) •• b2 + ª2 

c 

c2 

6) e es factor coman. 

7) X + y • C 

8) Que es la demostra
ci6n. ' 

Ahora procederemos a demostrar el rec1proco del Teo
rema de Pitágoras. 

Teorema 9.- (Rec1proco del Teorema de Pitágoras). 
En un triángulo cuyos lados tienen las -
longitudes a, b y e, si a2 + b2= c2, 
entonces el tri~ngulo es rectSngulo, con 

el ángulo recto opuesto al lado de longi 
tud c. 

Hip6tesis: Sea el A ABC, cuyos lados tienen las lon
gitudes a, b y c, tal que a 2 + b2= c2, 

Construyamos un ángulo recto, Fii y FE -
de longitudes b y a, respectivamente. 

Tesis: El <e es ángulo recto. 

Dernostraci6n: 

1) El A DEF es triángulo 
rectángulo. 

Por construcci6n. 



2) ª2 + b2= (ED) 2 6 Teorema de Pitágoras. 
ED = I a2 + b2 

3) e = ¡ ª2 + b2 ED = e 

4) AABC :\:. ADEF Postulado L.L,L. 

5) ): C = ~ F = 90° Angules homólogos de 
triángulo congruentes. 

Ilustraremos algunos ejemplos en los que se utilizará 
el Teorema de Pitágoras, o bien su recrproco. 

Ejemplo 1.- En cada uno de los siguientes casos, determ! 

ne si el triángulo dado es un triángulo rectángulo o no lo es, 

al 
p 

R 

Q 

Consideremos al lado de ma

yor longitud como la hipot~ 
nusa y a los otros dos como 

los catetos 

Si (PQ) 2 = (QR) 2 + (RP) 2, entonces el A PQR es un triá,!! 
gulo rectángulo (REciproco del Teorema de Pitágoras), 

sustituyendo: 

(13)2 = (5)2 + (12)2 

169 25 + 144 

Esto es verdadero. 

El A PQR es un triángulo rectángulo, 
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b) 

~ 
R IITO s 

De la misma manera que el -

caso anterior, podemos apl! 

car: 

Si (RT) 2 + (TS) 2 

triángulo rectángulo: 

(RS) 2 , entonces: El 6 RST es un 

136 + 34 170 (verdadero). 

El A RST es un 6 rectfogulo. 

Ejemplo 2.- ¿Cuánto mi.de la altura de un triángulo equi

látero, cuya longitud de su lado es 2 ? 

&R Soluci6n: Consideremos que ~ PQR, en 

2 1 el que PQ = QH = RP = 2. -

: 
2 

Tracemos la altura RS. El 

p 
1 

~ 
1 

Q 6 PRS es un rectángulo.-

2 X

R Como se muestra en la otra 

figura. 

Calcularemos x que representa a la 

la altura del triángulo equilátero. 
p l s 

Aplicando el 
x2 + 12 

x2 + 1 
x2 

Teorema 
22 

4 

4 - 1 

de Pitágoras: 
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X = vf3 

r.a alt11ra del triftngulo 
equilátero es 13 . 



Ejemplo 3.- Calcule la longitud de la diagonal de un cu~ 
drado cuyo lado mide m unidades. 

A,.,..__~m~-~a 

m 
, , , 

D m 

m 

e 

Soluci6n: ABCD es un cuadrado. Bi5 
es la diagonal. Los 6ABD y 

BDC son triángulos rectán
gulos. Consideremos el - -

óBDC como se muestra en la 

figura de abajo y calcular~ 

mas BD • 

Aplicando el Teorema de Pi-
Ugoras: 

(BD) 2 m2 + 2 m 

(BD) 2 2m 2 

BD = 1;;;,T 

.. BD = m r2 

Problema. - Se coloca una escalera do 20m de largo contra la p~ 
red de un edificio llegando hasta el marco inferior 
de una ventana situada a 16m del piso. Si la altu
ra de la ventana mide 2,5 m. ¿Qué distancia se ne
cesitaría desplazar el pie do la escalera para que 
~sta alcance el marco superior de la ventana? 

D 
Soluci6n: Supongamos que AB repre-

senta la escalera y Bi5 la 

ventana. Luego E5 la es
calera desplazada, Debernos 

encontrar la distancia AE, 
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lª) Consideremos el A ABC, 1 e = 90°, AB 20 m 

BC = 16. Encontraremos AC • 

2ª) 

Por el Teorema de Pitágoras: 

(AC) 2 + (BC) 2 = (AB) 2 

Sustituyendo: 

(AC) 2 + 16 2 20 2 

(AC) 2 + 256 400 

(AC) 2 400 - 256 

(AC) 2 144 

AC ITIT 

.. AC 12 m 

Ahora consideraremos el A EDC 
ED = 20 m, calcularemos EC. 

Por el Teorema de Pitágoras: 

(EC) 2 + (CD) 2 (ED) 2 

(EC) 2 + lB.5 2 
= 20 2 

(EC) 2 + 342.25 400 

con 

(EC) 2 400 - 342.25 

(EC) 2 57.75 

EC = 157:75 

.. EC ~ 7.599 

CD = 18.5 m, 

3ª) Como AE es la distancia desplazada y AE 
AC - EC, entonces: 

AE = 12 - 7.599 AE = 4.401 m 
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Ejercicio 5 .1 7 

1.- En el t; MNT, 1 MNT = 90º. Calcule: 

a) MT, si MN=l6 y NT=l2 T 

b) NT, si MN=24 y MT=JO ,L:J, e) MN, si MT=ÍJ y NT=S 

d) NT, si MN=IS y MT=l7 

2.- En el sólido rectangular de AB = 6 cm, BC = 3 cm 

y BM = 4 cm. Encontrar las longitudes siguien-
tes: 

a) OD e) NN 

b) CD f) AM 

c) LO g) OB 

d) DB h) LC 

3.- Hallar la longitud del segmento x en cada figE 
ra. Trace una perpendicular si es necesario. 

6 
A 30 B 

:P4, 
LJ16 

A 12 B 

• j ~ 

6I 
R X s 

L 10 K 

{_,. \:. 



Ejercicio 5.18.- Resuelva los siguientes problemas: 

l.- Encuentre la longitud de la diagonal de un re~ 

tángulo cuyas dimensiones son 16 y 20. 

2. - Las diagonales de un rombo son 14 y 4 8. Encuen
tre el perrmetro y el área del rombo. 

3.- Una cuerda está a 12 cm del centro de un drculo 
cuyo radio es 20 cm. Calcule la longitud de la 
cuerda. 

4.- La base de un s6lido rectangular es un cuadrado 
cuyas diagonales miden 6 /2 cm. La altura del 

s61ido es 4 cm. Calcule la medida de la diago-
nal del s61ido. 

s.-

6.-

La arista de un cubo mide t cm. Encuentro la -
longitud de la diagonal. 

Se tiene un triángulo rectángulo de cart6n. 
catetos miden 20 cm y 30 cm. Se recorta un 
drado como se indica en la figura. Encuentre 

cuánto mide el lado del cuadrado resultante. 

r 
30 

l 

Los 

CU1! 

7.- Las bases de un trapezoide son 30 cm y 9 cm y -

los lados no paralelos miden 10 y 17 cm. Encuen 
tre el !rea. (Sugerencia: encu~ntre primero x, 



despu!is h). 

9 

30 ---->il 
a.- En el momento que un aeroplano pasa sobre un pu~ 

ble, un observador situado a 3.5 km, y al mismo
nivel, lanza una visual al aeroplano con un -

tel~metro, y determina que el aeroplano está a -

4.5 km de él en línea recta. ¿A qué altura se -

encuentra el aeroplano sobre el pueblo? 

9.- En el momento en quü un aeroplano pasa a nivel -

de una cima de una montaña de la que se sabe ti~ 

ne 4 200 m de altura. El piloto divisa un obje
tivo distante, y con el tcl6melro determina que 

se encuentra a unos 9 km de distancia ~n l~nea -

recta. Si el objetivo está nl miHmo nivel que -

el pie de la montaña. ¿Qué distancia tendr:i que 
volar el aeroplano hastu encontrarse just;amente

sobre el objetivo, y a la misma altura? 

10.- Dos carros salen de un miemo punto, uno viajando 

a raz6n de 70 km por hora, el otro a razón de. -
60 km por hora. Si uno viaja directamente al E~ 
te y el otro directamente al Sur. ¿Qué tan sepe 
rados están los carros al término de l~ horas? 

º+' s 
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UNIDAD 6.- TRIGONOMETRIA 

6,1, Antecedentes Históricos. 

La Trigonometría en su significado literal de "medida del 

triángulo", es tan antigua como Egipto, aunque desde luego en -

una forma "extraordinariamente" rudimentaria. La Astronorn!a -

griega necesitaba de la Geornetría Esféricn, y esto combinado -

con la reducci6n de las observaciones, requería, a su vez, lo -

que podríamos llamar "c:ilculo de las funciones tri9onometrícas 11
• 

La Matemlítica a través de la historia, hasta los tiempos 

modernos, no pudo ser separada de la /\stronomía. Las necesida

des de la irrigaci6n, de la agriculturu en general, y hasta -

cierto punto de la navcrJaci6n, otorgaron a la A5LronomÍit el pr.! 

rner lugar en la ciencia oriental y helenír;tica, su curso deter

min6 en cierto grado el de la Mntem5tica. 

Para la matemática, tanto de ln antiguedad como en el si
glo XVIII, y los astrónomos babilonios que dedicaron mucho es

fuerzo a su estudio, el movimiento de la luna fue de entre to-

dos los problemas astron6micos el m5s desafiante. 

La contribución griega más antigua a la ~stronomra te6ri

ca fue la 11 Teorr.a Planetaria 11 de Eudoxio, en la cual intent6 e!S 

plicar el movimiento de los planetas (en torno a la Tierra) • 

Esto fue algo nuevo y ttpicamente griego, una explicación 

en vez de una cr6nica de los fenGmenos celestes. 

Eudoxio fue seguido por Aristarcos de Samos (alrededor de 

280 A.C.), el •cop~rnico de la antiguedad", a quien Arqutmedcs 

le atribuy6 la hip6tesis de que el Sol y 110 la 1'ierra, es el -

centro del movimiento planetario. Esta hipGtesis encontr6 po-
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cos adeptos en la antiguedad, aunque la creencia de que la Tie
rra gira alrededor de su propio eje tuvo una amplia aceptaci6n. 

El pequeño exito de la hip6tesis heliocéntrica (que tiene el -
centro del Sol como punto de partida) se debi6 principalmente a 

Hiparco de Nicea, considerado a menudo como el más grande Astr§ 
nomo de la antiguedad. 

Hiparco de Nicea hizo observaciones (161 - 126 A.C.), Una 
pequeña parte de su obra ha llegado a nosotros directamente, la 

principal fuente existe gracias a Claudio Ptolomeo quien vivi6 
tres siglos después. Mucho del contenido de la gran obra de -
Ptolomeo, Almagesto, puede ser atribuido a Hipnrco, especialmen 

te el uso de cfrculos excéntricos y de epiciclos (cfrculo cuyo 

centro, se9Gn la opini6n de los antiguos üstr6nomos, estaban en 

un punto de la circunferencia de otro mayor} para explicar el -

movimiento del Sol, la Luna y los Planetas, as! como el descu .. -

brimiento de la precesión de los Equinoccioa. 

Hiparco fue también quien emple6 sistemáticamente una es

pecie de Trigonometria, y se dice que produjo la, equivalencia 

de una tabla rudimentaria de senos. Se da tambi.&n el crédito -
a Hiparco de un método para determinar la latJ tud y longitud -

por medios astron6micos. 

Ptolomeo en el Siglo II (D.C.), resumi6 en su obra Alma
gesto, las caracter.isticas principales de la Geometría Esféric~ 

e indic6 un método para el cálculo aproximado do lo que vj0n<' a 

ser tabla de senon o SE!micuerdns. La Trigonomctrra de Ptolomco 

basada en la relación fundarnentul entre las cuerdas de un cr.rc,!! 

lo y el ángulo central que ellas subtienden. Ptolomeo usaba -
las cuerdas, la falta de exactitud era inevitable por el método 

geom~trico que necesitaba de interpolaciones en un intervalo d~ 

masiado extenso. De esta manera, la Tr igonometrr.a Plana fue 

tradicionalmente nada más, que un suplemento de cálculo para la 
Tl'iqonometrra Esférica. 



Los hindúes y los árabes perfeccionaron la Trigonometría. 

Una obra hindú de aproximadamente el Siglo IV, avanz6 consider~ 

blemente más allá de la Trigonometría griega, tanto en método -

como en precisión, dando una tabla de senos. Se les considera 

como los precursores de la función Trigonométrica moderna cono
cida como "seno de un ángulo 11

• 

Los árabes adoptaron y desarrollaron la Trigonometría hi!!. 

du. El primer progreso notable se debi6 al Astr6nomo Al Batta

ni (Siglo IX). Si bien en realidad no fue el primero que apli

c6 el álgebra en lugar de la sola Geometría a la Trigonometría, 

fue el primero que dio un gran paso en esta direcci6n. Usó ad~ 

m&s del seno hi11d6, la tangente y la contangcnte. En el siglo 

X se calcularon tablas de estas dos Gltimris, y también hicie-

ron su ap.:irición la secante y la cosecante como razones trigon.,e 

m~tricas, pues no existía todavía el concepto de función. Nada 

de su obra se parece mucho a la Trigonometría actual. 

Se puede citar también: que Abul Wclfa a fines del Siglo 

X, empezó a sistematizar la Trigonometría que so conocia en su 

época y la redujo a un sistema deductivo muy poco s6lido. 

El Astr6nomo persa Nasir Eddin (1201 - 1274), escribi6 el 
primer texto ~rabe de Trigonometría. 

Leonardo de Pisa (Fibonacci), publicó su obra maestra El 

Liber abaci en la que incluye los teoremas de atlición de senos 

y cosenos~ 

La transición de lo particular a lo general se reconoce -

por primera vez inequívocamente en la obra de Vieta (Francisco 

Viete, Frances 1540-1603), que al igual que Fibonacci no tenía 

formaci6n de matemático ni lo era de profesi6n. 

F.l principal progreso df' Vict.a en Trigonometría fue su -
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aplicación sistemática del Algebra. Tanto en Trigonometría pl~ 

na como en la esférica, manej6 libremente las seis funciones -

(seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante), y en 

aquella obtuvo muchas de las identidades fundamentales, algc- -· 

braicamente hablando, 

Con Vieta quedó prácticamente terminada la Trigonometr!a

elemental, excepto en el aspecto de cálculo. El cálculo quedó

muy simplificado con la invención de los logaritmos (1614). 

Vieta amplió las tablas de Rhaeticus (Alemln, 1514-1576), dando 

los valores con siete decimales de las seis funciones para cada 

segundo de arco, en vez de diez segundos como había hecho Rhae

ticus. 

Se suele atribuir a Regiomontano {Alemán, Juan MUller, --

1436-1476), la separación de la Trigonometrfo de la Astronomía. 

En el siglo XVIII surge el matemático Leonhard Euler (SuJ. 

zo, 1707-1783), quizá el matemiltico más productivo de todos los 

tiempos. Euler hizo contribuciones en todo camp,o de la matemá

tica que existía en su época, Publicó sus rcsul tados no sola-

mente en artículos, sino también en un nGmero impresionante dc

grandes libros de texto. En varios campos, la presentaci6n de

Euler ha sido casi definitiva. Un ejemplo es nuestra Trigonorn~ 

tria actual con su concepción de valores trigonométricos como -

razones y su útil notación. 

De esta manera se ha presentado un bosquejo histórico de

tan importan to rama de la Matemática llamada '!'rigonometr!a, la 

cual ser§ estudiada en una forma elemental es esta Unidad. 

197 



6.2. Funciones Trigonométricas. 

Considérese el< l\OB. menor que 90' 

L o 1\ 

_,. 
Por un punto P cualquiera, del lado 
dicular que interseca al lado ca en 

OA, trazamos una perpen-

0 

o A 

PQ El cociente OQ es el número que asociemos al < l\OB. 

Por ejemplo.- Si PQ = 6 l' 00 
ro que asociemos al < AOD es fo 

10, entonces el nfime-

Siguiendo el procedimiünto anterior,considaremos nuevamen. 
te el ángulo inicial < l\OB, Trazamos una perpendicular por el 

punto R del lado "üt, que interseque a OB en S . 

D 

o R 
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Si utilizamos una regla graduada y medimos podemos comprobar 
que: 

PQ RS 
OQ OS 

Si en el mismo < AOB, trazamos perpendiculares por los -puntos G y l! de OB : 

o R 

Se puede comprobar de la misma forma 

GE llF oo OF 
y además tambi~n que: 

.!:Q RS GE 
OQ ;:: os-::=. oo 

11 

anterior que: 

= ll.f 
OF 

En todo lo anterior se puede comprobar que considerando -

el mismo ángulo < AOB en los distintos procedimientos el nGme
ro asociado no varra, es decir, la razón se conserva constante. 

Ahora cambiemos la regla y asociemos al < AOB el cocien-

te OP Do • 

Como OP = 8 y OQ = 10, mediante esta nueva regla al 

< AOB le asociamos el número 
1
8
0 

6 O. 8 . 
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Por Gltimo, si al < AOB le asociamos el cociente ~, cQ 

mo PQ = 6, OP = 8, entonces con esta nueva regla al< AOB le -

asociamos el número i 6 también 0.75 . 

De acuerdo a lo visto anteriormente, se puede decir que a 

cualquier ~ngulo menor de 90° le asociamos, aplicando las tres 
reglas vistas, tres nGmeros. 

Ejemplo: 

Según la primera regla al R, le asociamos 5 rIT ; de 

acuerdo a la segunda regla el número es 

ra el número será % 
6 7'6f""" y por la terce-

Este ejemplo, nos permite introducir algunos nombres y n.Q. 

taciones. Es decir: 

lo.) Al número 5 l6f , que asociamos al < R, según 

la primera regla, lo llamamos seno del 6ngulo

R, y lo denotamos así: 

sen< R = ~5~ o mejor 
IIT 

sen R 5 
161 

2o.) Al número ~ , el cual asociamos al < R, 

por la segunda regla, lo llamarnos Coseno del

< R, y lo denotamos: 

ces R = -
6-161 
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Jo.) Finalmente, al nGmero t que asociamos al < R, 

mediante la tercera regla, lo llamamos tangen

te del < R, y lo expresamos así: 

tan R = Í 

En general, si consideramos un ángulo A, y trazamos una 
perpendicular a uno de los lados del ángulo. 

c a 
AB = c 

BC = a 

AC b 

Tenemos que: sen A = ~ cos A = ~ ; tan A = 'fi a los co
cientes indicados les llamaremos razones trigonom6tricas y las

correspondientes que asocian a cada ángulo {menor dC' 90°} un nQ 

mero real, se les denomina funciones trigonométricas. 

Tornando en cuenta lo anterior, si consideramos el <A del 

triángulo-rectángulo siguiente: 

¿J 
A b C 

Con respecto al < A, BC es el cateto opuesto y su medida es -

a; AC es el cateto adyacente y su medida es b, y AB es la 

hipetenusa cuya medida es c. Podemos afirmar que: 

sen l\ = ~ CDS A = E 
e tan A a 

b 

Esto lo podernos expresar en la siguiente manera: 
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Seno de un §ngulo agudo es la razón constante del cateto

opuesto a la hipotenusa. 

Coseno de un §ngulo agudo es la raz6n constante del cate

to adyacente a la hipotenusa. 

Tangente de un 5ngulo agudo es la razón constante del ca

teto opuesto al cateto adyacente. 

Hemos definido estas funciones trigonométricas, pero pod~ 

mas construir otras, que son las siguientes: 

L? cotangente de un 5ngulo es el recrproco de la tangente 

del mismo ángulo. 

Es decir cot A 

cot A 

_l_ 
a 

b 
, o sen cot A 

La secante de un ángulo es el rectproco del coseno del 

mismo ángulo. 

sec A = co! A 

la cosecante de un ángulo 

gulo. 

ese A= 1 
Sen A 

sec A = ~ , o sea sec A = -6-
c 

es el rec!rpoco del seno del mismo 

ese A _L o sea ese A = ...2..... 
...!!_ 

. a 
e 

á!! 

Estas funciones trigonométricas rectprocas las podemos d~ 

finir en la forma siguiente: 

Cotangente de un ángulo agudo es la ro.z6n constante del -

cateto adyacente al cateto opuesto. 
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Secante de un ángulo agudo es la raz6n constante de la hi 
potenusa al cateto adyacente. 

Cosecante de un ángulo agudo es la raz6n constante de la 

hipotenusa al cateto opuesto. 

Ejemplo 1.- En el tJ.PQR, con las mcdid.:is que se indican,-

obtenga sen P, cos P y tan Q • 

den: 

l•) seno ca teto opuesto 
hipotenusa ~ 

p 10 Q •• sen P : -/o 
2.Q.) coseno 

cos p 

cateto adyacente 
hipotenusa 

6 
10 

) ca teto opuesto 
3ª tangente = cateto adyacente 

tan Q: + 
Ejemplo 2.- Obtenga las razones trigonom~tricas que se Pi 

B 

cos B 

cot A 
sec A 

I•) 
_ cateto adyacente 

coseno - hipotenusa 

129 •• ces B: --6-
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2ª) cotangente cateto adyacente 
cateto opuesto 

f7 
cot A = fil 

/203 .. cot A=~ 

!203 
29 

Nota: En este caso se racionaliz6 el denominador. 

3ª) secante hipotenusa 
cateto adyacente 

sec A= --6-
ff 

Racionalizando el denominador: 

sec A = 
6·ff 617 
17.17=~ 

6 IT --7--.. sec A 

Ejemplo J,- Determínense las razones trigonométricas de.

los ~ngulos. agudos < P y < Q, en el 6 PQR. 

:~ 
R q p 

Soluci6n: 

sen _p__ 
r sen o= _g_ r 

cos p = _g_ cos Q = _p__ 
r r 

tan _E_ tan. Q = -'L 
q p 
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cot p _g_ 
cot Q =-E... p q 

sec p L. sec Q :: _!__ q p 

ese p L. ese Q L. p q 

Ejercicio 6.1.- En cada inciso mida los lados de los trifogulos 

y obtenga las razones trigonométricas que se i.!J: 
dica. 

a) 

e) 
M 

sen Q 

cos Q 

tan Q 

cot M 
sec M 
ese M 

N 
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b) 

d) 

M 

tan p e 

sen p e 

cos p 

m 

ese N 
sec N = 

cot N = 

N 



e) 
f 

f) 
G 11 ·v· li q P r 

Q 
F 

tan G scc Q 

ces 11 ese Q 

sen G cot p = 

Ejercicio 6.2.- Con las medidas de los lados indicadas en cada 
inciso, obtenga las razones trigonométricas que 

se piden: 

a) b) 

,:~ .. A,, 
~~ 

T S G H 

sen s tan 11 = 

coa s sen G 

cot s ces G 

c) ·v· d) 

·~: 5 12 

e N 

tan A cot M = 

cos A= tan M 

sen B coa N 
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e) 

y 

cos X 
cot Y 
tan Y 

X 

f) 
Q 

sen P 
cos p 

tan Q 

p 

Ejercicio 6.3.- En cada tri~ngulo rect&ngulo, indique la fun- -

ci6n trigonométrica correspondiente que se aso
cia al nOmero con respecto al ~ngulo enmarcado. 
(Ver inciso a). 

a) 

B~l 4 

3 ~~-

~ 
C 4 A 

e) 

B 

d) 
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6.3. Cofunciones. 

Se dice que el seno y el coseno son confuciones (no con-

fundir con funciones rec!procas), lo que es lo mismo, el coseno -

es cofunci6n del seno y el seno es cofunci6n del coseno. En 

forma análoga la tangente y la cotangente son cofunciones, y la 

secante y cosecante también zon cofunciones. 

Si <A y <D son ángulos agudos del triángulo rectángulo 

ABC, entonces t A + 
mentarías. Ahora: 

D 

·~ 
C b A 

f B = 90°, 

sen 

cos 

tan 

es decir, 

A = -1L. 
c 

A = __k_ 
c 

A = -ª-b 

De esto se puede observar que: 

Sen A = coa B 1 ces A = sen B 
brnn se puede afirmar que: cot A = tan D 

ese A = sec B 

< /\ y < D son compl~ 

cos B _!!._ 
c 

sen B = __k_ 
c 

cot B 
a 

=b 

tan A ~ cot B y tam-

scc A = ese B y -

Ejemplos.- Se puede comprobar mediante las tablas matemá

ticas (o calculadoras) que: 

a) sen so• = cos 40' pues 50° + 40' = 90' 

b) cos 42'20' tan 47°40' ya que 42'20'+ 47°40' = 90° 

c) cot 10°25' = tan 79°35', pues 10°25'+ 79'35' = 90° 

En general: cualquier funci6n trigonomHrica de un 5ngulo 

agudo es igual a la cofunci6n de su ángulo complementario. 

/\hora bien, podemos calcular todas las funciones trígono-
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métricas de un &ngulo agudo cuando conocemos una de ellas. 

Ejemplo 1.- Si sen A=~ calcule las funciones que 

faltan. 

c=v1B 

L_Ja=5 

Como el seno de un &ngulo agudo es la 
razón del cateto opuesto a la hipote

nusa o sea: 

seno 
A b=? C 

cateto opuesto 
hipotenusa 

Entonces, el cateto opuesto mide 5 y la hipotenusa mide 8. 

Aplicando el Teorema de Pit&goras: 

ª2 + b2 2 
e 

52 + b2 82 

b2 82 - 52 

b2 64 - 25 

b2 39 

Ahora ya se tiene que a = 5 , b 

tonces: 

A 5 cot sen =-¡¡ 

coa A 139 sec =-a-

tan A 5 5 139 ese = /39 139. 139 
5 139 =-3-9-
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.. b = 139 

139 y e = 8 , en--

A 139 --5-

A 8 8 139 
139 =--39--

A =+ 



Ejemplo 2 .- Dada sec A /6, determine las funciones -

restantes: 

Como la secante se define: 

secante 

scc A = fG 

tenusa mide 

te mide 1. 

Por el Teorema de Pittigoras: 

2 + b2 2 a c 

a 2 + 12 ,16 ,2 

li 
2 + 1 

a 2 
6 -

ª2 .. 
Se tiene: a = 15' b 'i 

= ¡;; = 15 .f6 ,!JO 
sen A 

./6 16 16 
-6-

1 1 .f6 .f6 cos A 
.f6 16 16 =6 

tan A - f5 - 1 15 

Ejemplo 3.- Se tiene que cot A 

ciones que faltan, 
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hipotenusa 
'i cateto adyacente 

16 = 1 , entonces la hipo-

f6 y el cateto adyacen-

a = 15 

e =/6. Por lo tanto: 

cot A _L 15 
15 

= -5-

sec A 16 ./6 1 

ese A= 16 rn 
15 

= -5-

calcule las fun-



Por definición de cotangente se tiene que, cateto adyacen 
te = /3 y cateto opuesto = .0. . 

c=v1~=ff 
A~C 

Como c 2 = a2 + b2 (Teorema 

PiUgoras) 

c2 ( ff ) 2 + ( /3 ) 2 

c 2 
2 + 

e= IS 

Por lo tanto, las funciones trigonom~tricas son: 

A 
ff cot A 

13 16 sen 
15 -2-

ff 
A = /3 sec A 

5 = 115 cos 
l'ó ff 3 

tan A 
ff 16 15 ;ro 
13 3 ese A 

ff 

de 

Ejercicio 6.4.- En cada uno de los siguiente incisos se da una 

funci6n trigonométrica, determine las funcionen 

restantes: 

a) COB A 7 
=-ro b) sec A 

e) tan A = __!__ d) ese A 11 
15 2 

e) ese A 13 f) cot A .rro 
12 

g) sen A = /5 h) sen A 13 
lfO 

-2-

i) Si cot A = í entonces sec A= 

j) Si ese A = 5 entonces tan A = 
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6.4. Funciones Trigonométricas de los Angulas de 30°,45º y 60~ 

En la trigonometrra, algunos ángulos merecen particular -

atenci6n, pues están cosiderados como ángulos especiales. En -

este caso los ángulos de 30°, 45° y 60° son considerados asr. 

Procedorcmos a determinar los valores de las funciones -

trigonométricas de cada uno de éstos ángulos (sin uso de tablas 

matemáticas). 

1.- Angules de JOº y 60°. 

Considérese un triángulo equilátero cuyo lado mide 2. 

Trácese la bisectriz por el vértice B. 

B 

A 

Como en el triángulo equilátero la bisectriz es también -

mediana y altura, entonces se tienen los triángulos rectángulos 

A ABO y ACBD de los cuales se consider• el AABD. 

En este triángulo se desconoce la longitud del cateto Bil, 
pero si aplicamos el teorema de Pitágoras: 
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B 
x2 + 12 22 

tJ· x2 + 1 

x2 .. X = 13 
o 

A 1 D 

Ahora ya tenemos las longitudes de los catetos y la hipo
tenusa, entonces el triángulo queda así y las funciones trigon2 
métricas de los ángulos de JOº y 60º son: 

¿jff 
o 

1 

sen JOº l 0.5000 = -2- = sen GOº 
.f3 

0.8660 2 

cos JOº 13 0.8660 GOº l 0.5000 =2= cos 2 

tan JOº _l_ = 0.577 tan GOº n,- l. 7J2 
13 

cot JOº = lf = 13= l.7J2 cot 60° = _!_ 
13 

= 0.577 

sec JOº = _2_ = l.155 sec 60° = 
13 

ese 30° 2 
2 ese 60° =~ = 1.155 = -1- = 

l'.f 

2.- Angulo de 45º. 

Para calcular los valores de las funciones trigonométri-

cas, consideremos un triángulo rectángulo is6scelcc, cuyos cat! 
tos miden 1, y la hipotenusa x • 
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Por el teorema de Pitágoras: 
B 

.zj, x2 12 ~ 12 

x2 

.. X 12 
A 1 e 

Entonces las funciones trigonométricas del §ngulo de 45° 

son: 

sen 45° _!_ o. 7071 cot 45° 1 

.ff 
=1 

cos 45° _!_ o. 7071 sec 45° .ff l.4142 
.ff 

=1 

tan 45° 1 ese 45• .ff l.4142 l =1 

Como estos resultados tienen aplic~ciones con frecuencia
en el curso de trigonometr!a, se recomienda al estudiantü tenor 
los presente: 

30' 45' 60' 

sen 1 _!_ 13 
2 ff 

-2-

cos 13 _!_ l 
-2-

ff 
-2-

tan l 1 13 
13 

cot 13 1 _1_ 

13 

sec _2_ ff 2 
13 -

ese 2 ff ..L 
.ir 
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La expresión sen2A es una forma simplificada de escribir
(sen A) 2 , ya que sen A es simplemente un nGmero, pues el co

ciente de dos longitudes (cateto opuesto/hipotenusa), entonces 

puede hablarse del cuadrado de este número y denotarlo sen2A.

Por ejemplo: 

a) sen 2 45° (sen 45°) 2 ( _l_ ) 2 1 

fi 2 

b) cos 3 30° (cos 30º) 3 ( 13 )3 127 
2 -8-

e) tan4 60° (tan 60°) 4 ( 13 ¡4 = ¡-;¡ = 

Ejemplos ilustrativos.- Calcúlese el valor de cada una de 

las expresiones sin el uso de las tablas matem5ticas ni calcul~ 

dora: 

a) sen2 60° + cos 2 60° 

sen2 60° + cos 2 60° <13 > 2+ c.!¡ 2= l + .! 
2 2 4 .4 .. sen2 60° + cos2 60° = l 

b) 20 sen4 45° - 6 cos2 30° + 3 sen 3 30° 

20sen445º - 6cos230º + 3sen3JOº= 20(_1__¡ 4-6(':'.Í.) 2+3(.!¡ 3 
12 2 2 

= 2o<i> - 6<{1 i J<i> ~ ~ - ~8 + j = i 

e) 3 tan34Sº + 2tan460º - 12sen30° 

3tan345º+2tan460º-12sen30º = 3 (1) 3+2 (/3) 
4-12 <t> 

= 3 + 18 - 6 15 

3tan345º + 2tan4&o 0 
- 12sen30° = 15 
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Ejercicio 6.5.- Calcúlese el valor exacto de cada una de las si 

guientes expresiones. No se utilice calculado

ra ni tablas matemáticas. 

1.-

2.-

3.-

4.-

s.-

6.-

7.-

B.-

9.-

10.-

cos2 45° + sen 245º 

7cos
4

4Sº - st?n 60ºcos30° + tan45º 

6cos 230º + 20sen 445' - 3sen 330º 

5/3 sen60º - 7/2 cos45' + sen 430' 

12sec260º - 16csc43oº + sec30º 

312 cos45° + 16scn630' - 1Bcos60° 

6sen45°cos45º + cos 560º - 3tan45° 

10cos36o 0 
- 4sen530º - sen 245° 

3scn45'cos30º + /6 cos 260º - cos 36oº 

cot30° cos30° 
csc30°-scn30º 

6.5. Resolucion de Triángulos Rectángulos. 

En los siguientes casos, aplicamos las funciones trigono

métricas para calcular la medida de los elementos que falten. -

Debemos recordar que en un tri5ngulo rcct5ngulo los ~ngulos ag~ 

dos son complementarios. 

Ejemplo 1. 

Datos: 

A = 38° 

a = 160 m. 



En este caso, conocemos la medida del <A y la medida del cate 

to a. Esto quiere decir que se desconoce la medida del < B,la 

medida del cateto b y la hipotenusa c. Podemos respresentar 
as!: 

Datos: 

tA 38° 
a = 160 m 

lªJ Calcular t A. 

f A + f B = 90° 

f A + 38° 

A 

A 

2ª) Calcular b: 

90° 

90° - 38° 

52° 

Inc6gnitas: 
fA 

b 

c = 

(los §ngulos agudos de un tri§n
gulo rect~ngulo son complement~ 
rios). 

Relacionando la inc6gnita b, y al cateto conocido a 
con P.l < A, nos conviene aplicar 

Sustituyendo: 

Despejar b: 

Como tan 38° 

tan A = J; 

tan 38° 160 
-b-

b(tan 38°) 160 

b 160 
tññ3ifO 

.7813 b = .~~~3 
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3") Calcular c: 

Relacionemos la inc6gnita e (hipotenusa) y el cateto 
conocido a, con el <A. Esto nos indica que debe-

mas aplicar: 

sen A = .JL. e 
sen 38° = l~O 

c(sen 38°) 

Corno sen 38° .6157 

" 

Ejemplo 2, En la figura 

R 

c = 

e = 

c = 

~ 
P r O 

l") Calcular ~P : 
Corno h + ~O 

Entonces ~P + 
= 90° 

59° 90° 

160 

160 
sen 38º 

160 
-:6I57 

259. e rn 

Datos: 

~o 59° 

r = 65 cm 

h= 90° - 59° 

ip 31° 

-$" 
2") Calcular p : 

Inc6gnitas 
~ p = 

p 

q = 

En el 6PQR, observarnos que la inc6gnita pes el.cat~ 
to adyacente y r (dato) es la hipotenusa, relacio-
nlindolos con el <Q, podernos afirmar que: 
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Sustituyendo: 

o sea 

Como cos 59°=.5150 

JA) Calcular q : 

cos o=E 
r 

coa 59° = --fs--
65(co_s 59º) = p 

p 65(cos 59°) 

p 65(.5150) 

p 33.47 cm 

En el tri~ngulo rect5ngulo, podemos ver que la inc6g

ni ta q es el cateto opuesto y el dato r es la hi
potenusa al relacionarlos con el < Q, tenemos que: 

sen Q g 
r 

sen 59º = -fs-
65(scn 59°)= q 

Como sen 59º=.8572 

Ejemplo 3. En la figura 

p 

LJ· 
M P N 

q 

q 
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65(.8572) 

55. 71 cm 

Datos: 

m = 13 m 
p = 8 m 

Inc6gnitas1 
M 

p 

n = 



1ª) Calcular < M : 

2ª) 

Como en el tri§ngulo rectángulo con respecto al < M,

m es el cateto opuesto, y p es el cateto adyacente, 

Entonces, aplicamos: 

tan M = ....!!L 
n 

tan M = --1j--
tan M = 1.625 

Localicemos 1.625 en la tabla de tangente natural, es 

decir ver a qué ángulo le corresponde este valor, 

.. ~ M = 58° 24' 

Calcular ~p 

Como tP 90° - t M 
tP 90° - 58° 24' 

.. tP 31º 36' 

JA) Calcular n : 

Como la inc6gnita n es la hipotenusa y los datos m 

y p son los catetos del triángulo rectángulo. Apli 

cando el teorema de Pitágoras, tenemos que: 

n2 m2 + P2 

n2 (13)2 + (8)2 

n2 = 169 + 64 

n2 169 + 64 

n2 233 

n = /233 n = 15.264 m 
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Ejercicio 6.6.- Resuelva cada uno de los siguientes triángulos

rectángulos. 

a) ·v· s r 

T 

b) 

e 

6 A B 

c) 
H 

f;1 
G 

d) 
o 

'~ 
R q p 
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Datos 

s 31º 

r = 63 nun 

Datos 

A = 54° 

a = 69 nun 

Datos 

g = 61 nun 
h = 30 nun 

Datos 

Incógnitas 

T 

s = 

t 

Inc6gnitas 

B = 

b 

c = 

Inc6gnitas 

G = 
H 

i = 

Incógnitas 

q 39 m P = 

r = 74 m O = 

p = 



Ejemplificaremos algunos problemas, en los que se aplican 

las funciones trigonométricas: 

Ejemplo l.- Un poste de telégrafos está sujeto al suelo median

te alambres amarrados al poste a una altura de 5.7m 

de la base de este. Determínese la longitud de un 

alambre si éste forma un ángulo de 26°20' con la -

vertical. 

T 
S.7m 

1 

Solución.- Observemos que con respec

to al ángulo de 26°20', se tiene que 

5.7 m es la medida del cateto adya-

cente, y la incógnita x, es la hipot~ 

nusa. Por lo tanto la función trigo

nom6trica es coseno. 

cos 26°20' 

x(cos 26'20') 5.7 

X = 
5.7 

cos 26°20' 

Corno ces 26'20' = .8962 

X = , ~9~2 
X= 6,3 m 

La longitud del alambre es 6.3 m. 

Ejemplo 2.- La velocidad inicial de un proyectil es de 24 m/se~ 

formando un ángulo con la horizontal de .53°. (Cal

cule la componente vertical. 
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24m 

53° 

ly 
1 
1 

Soluci6n.- Considerando que el ángulo 
de referencia mide 53° y la distancia 

alcanzada en un segundo es 24m repre

sentada por la hipotenusa. Se desea 
calcular la componente vertical, en -

este caso la medida del cateto opues

to. Por lo cual debemos aplicar la -
función seno: 

sen 53° = -f;¡-

24 (sen 53°) = y 

y 24 (sen 53°) 
y 24 (. 7986) 

y 19.16 m 

La componente vertical es 19.16 m. 

Indicaci6n. Antes de pasar a los siguient~s ejemplos deb~ 
mos recordar que: Cuando el objeto observado está sobre el pla
no horizontal, el ángulo entre la visual dirigida hacia el obj~ 
to y la horizontal se llama ángulo de elevaci6n; si el objeto -
está bajo el plano horizontal, el ángulo se llama ángulo de de

presi6n. 
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Ejemplo 3.- Desde un faro situado a 23.50 m sobre el nivel del 

agua, el ángulo de depresión de un bote es 23º40' .

¿A qué distancia está el bote del punto situado a -

nivel del agua y directamente bajo el punto de ob-

servaci6n? 

lª) BAC 

Datos: 

Angulo de depresión 

DAB 23°40' 

AC 23.50 

Calcular: BC 

90° - ~ DAB 
BAC 90° - 23°40' 

BAC 66°20' 

2ª) Como AC 23.50 (cateto adyacente) 

BC = X (cateto opuesto) 

Aplicar la función tangente: 

tan 66°20' = ~g 

tan 66°20' = 23~50-

23.50 (tan 66°20') = x 

x = 23.50 (tan 66°20') 

X= 23.50 (2.282) 

X = 53.62 

BC 53. 62 m 
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Ejemplo 4.- Desde un punto a nivel del suelo y a una distancia 

de 45.74 m del pie de un mástil, el ángulo de elev~ 
ci6n del extremo superior del mástil es 31'46'. 
lQué altura tiene el mástil? 

X 

B 

31'46' 

c---45.74 m--- A 

Soluci6n: En la figura se tiene 
que el ángulo de referencia, o -
sea el ángulo de elevaci6n mide 

31'46'. Es conocida también la 
medida del cateto adyacente o -
sea AC = 45.74m. Se trata de -
calcular BC, que es la medida -
del cateto opuesto. 

La funci6n que se debe aplicar es la tangente: 

tan A = ~g 

tan 31'46' = 45\4 
45. 74 (tan 31'46') = x 
x 45.74 (tan 31'46') 
X 45.74 (.6192) 
X 28.32 

BC = 28.32 

La altura del mástil es 28,32 m. 

Ejemplo 5.- Se localiza un asta bandera en la parte superior de 
un edificio de 22 m de alto. Desde la posición de 

un observador cuyos ojos se localizan a 1.65 m so

bre el piso, se observa que el ángulo de elcvación
de la parte superior e inferior del asta sea 47° y 

41°, respectivamente. Encuéntrese la longitud del 
asta bandera. 
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B 

A 

Datos: 

EC = 22 m 

ED = l. 65 m 

f BAO 47° 
f CAD= 41° 

Incógnitas: 

AD = y 

BC = X 

l•) Como EC 22 m y ED = 1.65 m, entonces: 

CD EC-ED' 

CD 22 - 1.65 

CD 20.35 m 

2•¡ En el A ACD: 

f CAD = 41' 1 CD = 20.35 m AD= y 

tan 41' = SQ._ 
AD 

tan 41° =~ y 

tan 41' = 20.35 

y 20. 35 
tan 41 ° 

y = ~~6~~ 
y 23.40 m 

AD 23.40 m 

JA) Ahora, consideremos el A ABO : 

f BAO = 4 7' 1 AD = 2 3. 4 o m y no = 2 o. 3 5 + X 
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tan 47° 

tan 47° 

BD 
= AiJ 

20.35 +X 
23.40 

23. 40 (tan 47º) 
20,35 t X 

20.35 + X 

23.40 (tan 47') 

23.40(tan 47')-20.35 
23.40(1.072)-20.35 

X 

X 

X = 25.08 - 20.35 

X= 4.73 m 

La longitud del asta bandera es 4.73 m. 

Ejercicio 6. 7. - Problemas de aplicación de las funciones trigo
nométricas. 

1.- ¿Cuántos metros debe recorrer un automóvil para ascender 

Sm, si la carretera tiene una inclinaci6n de 10º con res-

pecto a la horizontal? 

2.- En un triángulo equilátero, la altura mide 24 cm. ¿Cuánto
mide cada lado?. 

3.- Un octágono está inscrito en un c!rculo cuyo radio mide 12-
cm. Encuentre el perimetro del octágono. 

4.- Un arquero dispara hacia un blanco situado a 20m, la flecha 
se clava a 12 cm del blanco. ¿Cuál es la medida del ángulo 

de desviación?. 
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s.- Un constructor desea construir una rampa de 8 m 

que se levanta a una altura 1.5 m del suelo. 
ángulo que forma la rampa con la horizontal. 

de largo,
Calcule el 

6.- Se dispara un cohete desde el nivel del mar y sube en un -
ángulo constante de 75° durante 3,300 m. Calcule su alti
tud aproximada al pie más cercano. 

7.- Una escalera de 7 m de largo descansa sobre una pared de -

un edificio, Si el ángulo entre la escalera y el edificio 
es de 22°. ¿Aproximadamente, a qu~ distancia del edificio 

est~ la parte inferior de la escalera?. Si esta distancia 

se incrementa en 1 m. ¿Aproximadamente, qué tanto se mueve 

la parte superior de la escalera hacia abajo de la pared? 

8.- La ciudad de Oslo, Noruega, tiene latitud norte de 60°, -

considerando 6,370 km, como la longitud del radio terres-
tre, encuentre la distancia de Oslo al plano ecuatorial. 

@•'º 
. . 

' 

Nota: Latitud es la distancia de un lugar al ecuador 
de la Tierra. 

9,- La ciudad dE Trinidad, Bclivia, se encuentra en el Hemisf.!)_ 
rio Sur a 1,650 km del plano ecuatorial, tomando como ra-

dio terrestre G,370 km. Encuentr~ la latitud de 'l'rinidad. 

10.- El lingulo que forma una cuerda tensa de una cometa con la 
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horizontal es de 35°. ¿Qué tan alta está la cometa cuando 
la cuerda se ha soltado 50 m? 

ll.- El ángulo de elevación de una escalera apoyada contra una 
pared es de 82°. Encuéntrese la longitud de la escalera -
si su pie está a o.es m de la pared, 

12.- Un observador, desde la azotea de un edificio de 25 m de -
alto desea saber a qué distancia se encuentra una persona, 

si su observación la hace con un ángulo de depresión de --
35º 20'. ¿A qué distancia se encuentra la persona del edi
ficio?, 

13.- Determrnese la altura a que se encuentra un globo directa
mente sobre una siudad A si el ángulo de depresión de la -
ciudad B, situada a 10.25 km de A, es 15º20', 

14.- Un helicóptero vuela a 150 m sobre uno de los extremos de 
un puente que se tiende sobre un rio. El &ngulo de depre
sión del otro extremo del puente visto desde el helicópte
ro es de 32º. ¿Qué longitud tiene el puente?. 

15.- Desde un cerro de 540 m de altura, el §ngulo de depresión
de un punto de la ribera m5s cercana de un rfo es 48°40' y 

el del punto en la ribera opuesta directamente frcnle al -
anterior es 22'20'. ¿Qu~ anchura tiene el rfo?. 

16.- Desde un helicóptero situado sobre la meta a la altura de-
35 m se observa a dos automóviles de carrera con descompo~ 

turas, en una recta formando con el observador 5ngulos de 

depresión de 22°30' y 42°30', respectivamente, ¿Qu6 díft 

tancia de separación tienen entre ellos?. 
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17.- Desde un punto A a 8.20 m del suelo, el ángulo de levación 

a la punta de un edificio es 31°20' y el ángulo de depre

sión a la base del edificio es de 12°50'. Calcule la alt~ 

ra del edificio. 

18.- A medida que un globo se levanta verticalmente, su ángulo

de elevación desde un punto P, en el suelo, situado a 110 

km del punto Q, que está directamente bajo el globo, cam-

bia de 19°20' a 31º50'. Determine qué tan lejos se eleva 

el globo durante ese per.!odo. 

19.- La componente vertical de una fuerza de tensión T, indica

da en la figura es de la misma magnitud del peso suspendí-· 
do. ¿Cuánto pesa éste, si la tensión T es de 150 kg ?. 

20.- Encuentre la tensión T, de los cables que sostienen el - -

cuerpo que pesa 70 kg. Tómese en cuenta que la componente 

vertical en cada una de las fuerzas de tensi6n 'l' es de - -

35 kg. 
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6.6. Identidades Trigonométricas. 

Relaciones entre funciones trigonométricas: 

El AABC, es un triangulo rectángulo. 

B 

ª11ª A~C 
Por el Teorema de Pitágoras se tiene que 

ª2 + b2 = 0 2 

dividiendo entre c 2 

ª2 b2 = __¿_ 
7+7 c 2. 

L+ b2 

c
2 7 

Recordando que: 

sen A=+ y cos A=+ 
Podemos sustituir. 

(sen A) 2 + (cos A) 2 = 1 

sen2 
A + cos2 

A = 1 

Teorema l.- Para todo < A, sen2 A + cos 2 A = 1 , 

Ahora, como tan A= T 
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Dividiendo entre e ambos t!lrminos 

-2..... 
tan A e 

= b 
e 

y como+ = sen A y .JL 
e 

tan A = ~~~ ~ 

Teorema 2.- Para todo < A, tan A 

También se puede probár que: 

~=cota sen A 

de la raz6n 

= cos A 

sen A 
COSA 

Como la cotangente es reciproca de la tangente 

cot A = ta~ A 

Por el teorema 2. se tiene que 

tan A =· · ~~~ ~ 

Sustituyendo en (l} 

ta~ A = se~ A = ~~~ ~ = cot A 
cos Q 

cos A 
SeñA cot A 

Teorema 3.- Para todo < A, cot A = ~~~ ~ 
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En base a las demostraciones de estos teoremas, se puede 
establecer el siguiente tri~ngulo: 

LJ···· 
A cos A 

también se cumple que: 

sec A = co! A y 

En él se podr~ observar que se -

cumplen las relaciones fundamen
tales anteriores: 

sen2A + cos 2A = 1 

tan A = ~~~ ~ 

cot A = ~~~ ~ 

ese A = se~ l\ 

Es decir, estas relaciones pueden quedar expresadas en -

términos de sen A y cos A 

Ahora, considerando sen2 A + cos 2 A 

guiente: 

cos 2 A = l - sen2 A 

cos A = Vi - sen2 A 

1, se tiene los sJ:. 

Anfilogamente y considerando la misma ralaci6n: 

sen2 A = l - cos2 A 

sen A = 11 - cos 2 
A 

Aplicaremos las relaciones fundamentales anteriores en la 

demostraci6n de las siguientes identidades: 

Ejemplo 1.- Demuéstrese que l + tan2A 

Consideremos el teorema 

233 



sen2A + cos2A 

Dividiendo entre cos2 A: 

sen2 A + cos2 A ___ 1 __ 

cos2 A cos2 A - cos2 A 

Como 

:::~: = tan
2

A , y 

= sec 2 
A 

1 

cos 2A 

Ejemplo 2,- Demuestro que tan A + cot A = ese A • sec A. 

Como: tan a sen A 
CoSA y cot A = ~~~ ~ 

y como 

tan A + cot A = ~~~ ~ + ~~~ ~ 

tan A + cct A sen 2A + cos 2A 
cos A sen A 

tan A + Cot A 
cos A sen A 

tan A + cot A 1 1 
CoSA ~ 

co! A = soc A , 

tan A + cot A 

l 
SCrlA ese A 

ese A. scc A 

Ejemplo 3.- Pruebo que 
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Se tiene que tan A ~~~ ~ , sustituyendo en el primer 
miembro de la igualdad: 

cos2
A - sen2

A 

cos2A 

cos2A + sen 2A 
cos2A 

cos2A - sen2A 
cos2A + sen211 

Por lo tanto se prueba que, 

Ejemplo 4.- Demuestre que 

cos2Atcos 2A - sen2A) 

cos2A(cos 2A + sen2A) 

- sen x cos x 
cos x + son x 

Aplicando el principio fundamental de las proporciones, -

se tiene que: 

(l - sen K) (1 + sen x) = cos x • cos x 

... sen x COS X 

COS X + sen x 

Ejemplo 5. - Pruebe que ::~ ~ -
2 6~~c x" tan x - cot x 
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_l_ 
sec x 2cos x =~- 2(~~~ ~) x - 2 cot x SéñX - SeñX sen x sen x cos 

sen2x + cos2x sen2 x + cos 2 
X 

sen x coa x - 2cot x sen x cos x sen x cos x - 2 cot x 

tan x + cot x - 2 cot x tan x - cot x 

sen x sen x tan x - cot x 

Ejercicio 6.6.- Aplique las relaciones fundamentales anteriores 

para demostrar las identidades ttigonométricas

siguicntcs: 

1) sen A cot A cos A 

2) ese A 
SCCi\ cot A 

3) sec A - cos A = tan A sen A 

4) 1 + cot2A = csc2A 

5) sec2A i csc2A = csc2A sec2A 

6) - leos A - sen A) 2 = 2 sen A cos A 

7) ~9~0~ A = ese A + cot A 

8) 
sec A sen A tan A + cot A 
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9) ~+ ~ = l ese x sec x 

10) - sen t cos t 
cos t + sen 

ll) cot " - l cot x l - tan x 

12) tan A= sen A 

1 - sen2A 

13) . 1 + sec x ese x sen x + tan x 

14) + = 2 csc2r - cos r + cos r 

15) 1 + sen X 1 - sen x 
4 tan x sec x 1 - sen X l + sen x 

16) l - tan2A 
= 1 - scn 2A 

~~; 

17) scn 4r - cos 4r 2 cos2r sen r -

18) scc4u - sec2u tan 4u + tan 2u 

l 9) scc2y 2 + tan y (1 -
4 . 4 

sen y) (sec y) 

20) (sec t +tan tl 2 = + sen t 
- sen t 
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