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INTRODUCTION.

El motivo fundamental para la realizacibn de este
trabajo, ha sido que el alumno del Colegio de Ciencias
y Humanidades cuente con un material diddctico, para =
que se auxilie en el conocimiento y preparcitn de mane
ra sencilla e integral de los temas que contiene el --

programa actual de Matemdticas III.

El desarrollo de este trabajo tiene como base, los
objetivos que se pretenden alcanzar en el programa ac-
tual de Matem&ticas III del Plantel Azcapotzalco del -
Colegio de Ciencias y Humanidades, que son :

- El alumno conocer&, comprenderd y aplicard los e-
lementos biisicos de una Teorla Axiomdtica, toman-

do como medelo la Geometria Fuclidiana.

- El alumno aplicard los principios fundamentales -
de la Geometria y Trigonometria en la resolucidn
de determinados problemas.

Bs importante pera el alumno ¢l devenir histérico -
de la Geometria, porque conocerd, c¢bHmo esta disciplina
ha cvolucionado a través del ticempo: Desde la remota
antiguedad de Babilonia, pasando por la Grecia Clasica
asi como el surgimiento de otras Geometrias y poste --

riormente ¢l origen de Jas Geometrias no euclidianas.

En la Primera Unidad se citan las principales con -
tribuciones de gedmetras y matemidticos sobresalientes,

utilizando para efecto del orden cronolégico.

También se introduce el ostudio de la Axiomatiza --

cién de la Geometria, considerando las relaciones --



existentes entre los elementos bidsicos no definidos
{punto, recta y plano). Se explica en qué consiste
una demostracifn directa, en qué consiste una demos
tracidn indirecta y se presentan algunas demostra -
ciones sencillas utilizando como herramientas finica
mente los axiomas y definiciones elaboradas de acu-
erdo a los elementos bisicos no definidos.

En la Unidad Dos, el estudiante se encontrard -—-
con los elementos bésicos definidos (segmento, &ngu
lo y tridnqulo), clasificacién de los &ngulos y de
los tridngulos, las demostraciones de los teoremas
de dngulos y trifingqules, asi como las definiciones
para rectas y puntos notables en un trifngulo.

El contenido de la Unidad Tres, introduce al es-
tudiante la idea intuitiva de figuras congruentes,
tratando esencialmente la congruehéia de tridngulos,
los criterios de congruencia (postulados de congruen
cia de tridngulos), y demostraciones en las que se a
plican dichos criterios. Mostrando también, algunas
aplicaciones sencillas de la congruencia de tridngu-
los.

En la Unidad Cuatro, se presentan construcciones
geométricas, las cuales sc van desarrollando paso a
paso, y al final de cada una se justifican con una -
demostracifn, establecifndose algunas conclusiones.

En la Unidad Cinco, se da la idea intuitiva de fi
guras semejantes, se define formalmente y se trata -
particularmente la Semejanza de Tridngulos,

Se encontrari con las demostraciones del teorema

fundamental de la proporcicnalidad y su reciproco, -

£N)



mostrando algunas de sus aplicaciones.

A continuaci6n, dado el grado de dificultad en
sus demostraciones s8lo se enuncian los teoremas de
Semejanza de Trifngulos, presentando algunos ejem -
plos ilustrativos en la aplicacién de cada uno de -
dichos teoremas.

Finalizando la Unidad con las demostraciones =
del Teorema de Pit&goras y su reciproco, consideran
do también algunas aplicaciones.

La filtima Unidad contiene una sintesis del de=-
sarrollo histérico de la Trigonometria, sus concep-
tos elementales, se citan ejemplos de resolucién de
Trifingulos recténgulos, de resolucifn de algunos --
problemas précticos y se concluye con las Identida-
des Trigonom&tricas en la cual se éjemplifican algu
nas demostraciones.

Al término de este trabajo se menciona la bi -

bliograffa que se utiliz6 en el desarrollo del mis-

mo.

Pedro Manuel Zerendieta Méndez.



UNIDAD 1.- EVOLUCION DE LA GEOMETRIA. AXIOMATIZACION.

1.1. DESARROLLO HISTORICO DE LA GEOMETRIA.

En tlempos remotos la Geometrfa fu€ una disciplina que se
estudiaba de manera préctica y empirica, es decir su conocimien
to partia limitadamente de las experiencias y observaciones del
hombre. Los postulados y las demostraciones son muy posterio--
res en el desarrollo histérico, sin embargo, es importante men-
cionar, las siguientes etapas histSricas y sus principales apor
taciones con que han contribujdo en forma decisiva para la evo-
lucifn de la Geometrfa:

- Los procedimientos empiricos de los antiguos babi-
lonios y egipcios,

- El amor de los griegos al saber por el saber y su
empleo en las construcciones clésicas.

- La sistematizacién de la Geometrfa hecha por Eucli
des.

- La continuacisn de la obra de Euclides durante la
edad de oro de Grecia.

- La contribucifn de los matemiticos hindfes, &rabes
y persas durante la edad media eurcpea.

- La introduccidn de sistemas de coordenadas en el -
siglo XVII.

- La aplicacibn del Algebra y también del Chlculo a
la Geometrfa cn el siglo XVIII.

- Reconocimiento de los puntos, rectas y plancs como



elementos no definidos, lo cual da lugar, en el si
glo XIX, a muchas geometrfas diferentes.

- Actualmente, el estudio de la GeometrIa es enfoca-
do al estudio de sus fundamentos axiom&ticos, asi
como la generalizaci6n de la misma.

En cada etapa del desarrollo de la geometria encontramos=-
usos y aplicaciones de la Geometria a las Matem&ticas de su - -
tiempo.

Las primeras indicaciones de un sistema de medidas
parece encontrarse en los antiguos babilonios que
perfeccionaron la Agrimensura y estudios sobre lo
que escribieron en sus tabletas de arcill;, demues
tra que contaban con m&todos para determinar el -~
&rea de varias figuras sencillas, pues ya utiliza-
ban el producto de la longitud y la anchura para -
obtener la medida de un campo rectangular.

La mayor parte de los documentos antiguos demues--
tran que los métodos y conocimientos acerca de las
medidas, surgieron a propSsito de la medida de 1la
tierra, la construccibn de edificios y la astrolo-
gfa, seudociencia considerada como antecesora a -
la Astronomia.

Los babilonios suponian que la esfera celeste gira
ba alrededor de la Tierra y que el aiio constaba de
© 360 dfas. Esto los condujo a dividir,la circunfe=-
rencia en 360 partes y de esa manera se origin6, -
probablemente el actual sistema de medida de &ngu~

los basado en los grados.



Los antiguos egipcios nos legaron una considerable
cantidad de conocimientos de Aritm&tica, Algebra -
Elemental y sobre medidas, adquiridas de la cons--
truccibn.

Las pirfmides de Egipto, son una evidencia de la -
ingenierfa remota, que sin duda alguna, requerfa -
del uso de muchos conceptos geomtricos.

La Agrimensura del Valle del Nilo, y el estudio de
la Astrologia.

La fama de la sabiduria de los egipcios se exten--
disé por todo el mundo civilizado de aquel tiempo,-
impresionaban los métodos que empleaban en la agri
mensura y el cdlculo. Estudiaron estos métodos -
muy cuidadosamente y al “conjunto de ellos le die--
ron el sencillo nombre de Geometria, gue se deriva
de "medida de la Tierra".

Las reglas y f6rmulas de los babilonios y egipcios
eran resultados empiricos. Cada una de ellas se -
consideraba por si sola, dado que no existfa un co
nocimiento te6rico geométrico que pudiese abarcar-
las. Estos conceptos permanecen hasta cerca del -
afio 600 (A.C.), &poca en la cual empieza a apare--
cer la influencia griega.

Los griegos consideran el estudio de la Geometria como -
una ciencia independiente de sus aplicaciones'précticas. Es de
cir, para ellos son primordialmente fundamentales razonamiento-
y conocimiento. Amplfan el campo de la Geometrfa incluyendo,no
sb6lo f6rmulas empiricas para dreas y volGmenes, sino ademis:



- Representaban nfimeros mediante segmentos rectili-
neos.

- Estudiaban propiedades de los poligonos y de las -
rectas paralelas,

- Estudiaban propiedades de la circunferencia y =~
otras secciones cGnicas.

- Bfectuaban construcciones clisicas con regla y com
pés.

~ Razones y proporciones deducidas a partir de poli-
gonos semejantes.

- Demostraciones de las consecuencias de un conjunto
de postulados.

Los eruditos griegos ensefiaron la Geometrfa en sus escue-~
las privadas, destacdndose entre ellos Tales, Pitdgoras, Platén
ete.

Los hombres de ciencia griegos,-sabfan que la Tierra tie-
ne-una forma muy parecida a una esfera, y determinaron .su tama=-
fio y forma, Uno de los que dirigieron estos trahajos fué Era-
t6stenes, Determind la circunferencia y el diSmetro de la Tie-
rra.con error de muy pocos centenares de kilémetros.

De los antiguos griegos que aprendieron de Egipto los co-
nociemientos de Geometria, el primero del gque se tiene noticias
fue Tales de Mileto. Durante su estancia en Egipto, se intere-
s6 por la Geometrfa como arte prdctica. Al regreso a su ciudad
natal (Mileto), se dedicd a la ensehanza de la Geometria y de -
la Astronomfa. Se debe mencionar dentro de sus aportaciones --
que a partir de un problema prictico, establece la Semejanza de
Triéngulos, al calcular la altura de una pirdmide.



Pitdgoras, fué el primero que investigd sistemdticamente,
los principios sobre los que se basa la Geometrfa y aplicé los
métodos de la LSgica a su desarrollo sistemdtico.

Pitdgoras, en su ensefanza de la geometrfa, descubrid va-
rias proposiciones importantes. Al desarrollar sistemiticamen-
te la materia, €1 y sus discfpulos dieron las primeras, o por -
lo menos las mds generales de algunas proposicicnes que ya se
conccfan. Por lo que respecta al Teorema de PitAgoras: E1 cua
drado construfdo con un lado igual al mayor de los lados de un
tridngulo rectingulo, tiene frea igual a la suma de las freas -
de los cuadrados cuyos lados son los otros dos lados {(los més -
cortos) del trifngulo. Los pitagdricos atribuyeron su descubri
miento a su maestro, aunque se sabe que el teorema ya era cono-
cido en la Babilonia de Hammurabi, pero la primera demostracidn
gencral puede muy bien haber sido obtenida en la escuela pitagd
rica. Ademis, de la de Pitdgoras se conocen otras demostracio-
nes de este teorema.

Otro de los mis famosos gefmetras griegus y continuador =
de los pitagdricos, fué Arquitas. Fué el primero que 'resolvig"
el famoso problema de determinar geométricamente las dimensio--
nes de un cubo que tenga volumen doble de otro cubo dado, cono-
cido como la "Duplicacidn del Cubo". Ademiis se dice que tam=- =
bién fué el primero que aplicS los principios de la Geometria a
la Mecénica.

Hipias de Elias, contempordneo de Arquitas, fué el prime-
ro en resolver problemas tebricos de dividir un &ngulo en tres
partes iguales ("Triseccidn del Angulo"} y el de la "Cuadratura
del Circulo", es decir, encontrar, un cuadrado que tenga la mig
ma superficie que un circule dado.

Dos de los mayores matemdticos de la cdad de oro alejan--



drina y de toda la antigquedad, fueron Euclides, alejandrino de
ascendencia griega y Arquimides griego siciliano que estudid y
trabajd durante algunos afios en Alejandria.

Euclides era profesor de Matemiticas, en la Universidad -
de Alejandria. Escribif un minimo de diez tratados que cubrfan
la Matemdtica de su tiempo. Su obra mds famosa, Elementos; --
consta de trece libros, en los que expone con elegancia: La Geo
metria Plana (libros I - IV}; La Teorfa de las Proposiciones -
{libros V y VI); La Teoria de los Nimeros {libros VII - IX); =
La Teoria de los Incomensurables (libro X); y La Geomctrfa de -
los Cuerpos (libros XI - XIII).

Las proporciones se fundaron sobre los poligonos semejan-
tes, la tecorfa de los nlmeros sobre longitudes de, segmentos de
rectas y los incomensurables sobre las proporciones y la cons--
truccién de seqmentos rectilineos. Los libros sobre Geometrfa-
incluyen casi todos los conceptos que hoy se abordan en un cur-
so de Geometria en el bachillerato., Presentan también, demos~
traciones geomectrfcas de identidades algebfdicas y soluciones -
geomftricas de eccuaciones tanto lincales como cuadrfticas. Los
Elementos de Euwclides constituyen una aportacibn decisiva a 1la
sistematizacion de la Geometrfa.

El prestigic de Alejandria perdurd por muchos afios des- -
pués de Euclides, y fue allf donde Arquimides estudif e hizo --
grandes aportaciones a la Geometria, sus estudios més notables-
son los rclacionados con ¢l drca del circulo y el volumen de: -
la esfera, el cilindro y el cono. También descubrid muchas de
las propiedades de estas figuras y las relaciones que hay entre
ellas. Sistematiz6 estos conocimientos a la manera de Euclides
y escribif varios libros sobre estos temas. Argquimides hasta -
donde sabemos, [ué el primero en ligar la Geometrfa con proble-
mas de tipo fisico.



Debemos tambi&n mencionar a los matemiticos griegos que -~
sobresalieron por sus contribuciones a la Geometria como son: -
Apolonio de Perga, quien estudié y desarrollé una rama de geome
tria superior, que se ocupa de las curvas y de las figuras lla-
madas secciones cbnicas, su obra y sus métodos fueron después ~
la base moderna de la Geometria Analitica.

Hiparco de Nicea, a guien se le atribuye la invencién de

la rama de las matemlticas llamada Trigonometria.

Her6n, perfecciona la Agrimensura, ciencia que representa
ba un avance sobre las sencillas medidas de los antiguos egip--
cios y que estaba basada en la Geometrfa pura y la Trigonome- ~
trfa. Fué también un ingeniero notable, invent6 la primera méa-
quina de vapor.

Ptolomeo, escribib libros sobre proyeccién ortogré&fica y
estercogrifica, que son los fundamentos de la Geometria descrip
tiva. Aplicé la Geometria y la Trigonometria a la Astronoiia.=
Escribif una gran obra en trece libros (secciones) de Astrono--
mia. Esta obra fue libro de texto en Astronomfa y de Geometriu
aplicada hasta los tiempos de Coplrnico en el siglo XVI. En es
te libro, entre otras muchas cosas notables, figura el primer -
indicio escrito del uso de los grados, minutos y segundos para
la medida de los dngulos y la determinacién del valor aproxima-
do de la razbn de la longitud de la circunferencia a su difime--
tro.

Pappus, perfecciond la Geometria superior, la teorfa so-
bre las seceiones cdnicas y enuncif proposiciones que pueden =~
considerarse precursoras a los fundamentos del Cdlculn infinite
simal y la Geometrfa proyectiva.

Proclo, cscribid unu especic de historia de la Geomutiriu.
gue contiene un comentario a los Elementos de Euclides aunado a

10



otros comentarios personales interesantes sobre los grandes geb
metras alejandrinos.

Después de Proclo, la historia de la Universidad y de los
matemiticos alejandrinos ya no tiene interés desde el punto de
vista de la Geometria.

Durante la edad media en Europa las aportaciones Matemdti
cas de los griegos son modificadas por los matemfticos de la In
dia, Arabia y Persia. La mayor parte de esta influencia es de
cardcter prdctico. Es notable el avance que se hace en nota--
cibén de nlmeros en &dreas, vollimenes, construcciones clésicas, =
Astronomfa y Trigonometrfia {es decir, la medida de los trifngu-
los). Tambifn, se discute ¢l postulado de las paralelas de Eu-
clides. Omar Khayan, el autor de los Rubaiyat, escribe un tra-
tado sobre Algebra desde un enfoque geom@trico.

Tanto en Matemdticas, como en el arte, los primeros sig-
nos del despertar en Europa provienen de Italia. Se evidencia
cierta inguietud matenmdtica en Inglaterra y en Francia, aunque
el progreso es muy lento. & finales del siglo XII, Leonardo de
Pisa (Fibonacci) publica diversos tratados, dando a conocer ~--
cuestiones sobre notacidén numérica, Aritmética, Algebra, Geome-
tria y Trigonometrfa. Tras esto, Alberti y algunos artistas -~
italianos desarrollan ciertos principios de la Geometrfa des--
criptiva y proporcionan las bases de la Geometria proyectiva., -
En Francia sc introducen las letras para representar nfineros. -
La actividad se va incrementando gradualmente y en el siqlo --
XVII est8 en pleno desarrollo.

Entre los primeros ecuropeos que prestaron atencién a los
fundamentos l8gicos de la Geometrfa, merece mencién el francés-
Desarques, que goeneralizé las ideas y los métodos de Euclides -~
descubriendo nuevos principios geométricos y analizé los prinei
pios fundamentales de la antigua Geomwetria Euclidiana. Es de -
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esta manera, uno de los fundadores de la Geometria moderna.

Con la publicacifn de la Geometria del fil6sofo y matem&-
tico francés, René Descartes, tuvo la Geometrfa una evolucién -
completamente diferente. Descartes, fué gquién demostré como es
posible el estudio de las figuras geométricas y de sus propieda
des por medio de ecuaciones algebrdicas. Este método es aplica
ble no solo a la linea recta y a la circunferencia, sino tam- -
bi&n a cualquier figura geométrica. Esta Geometrfa, recibe el
nombre de Geometria Analitica.

Al haber logrado Descartes la gran sintesis del Algebra =~
con la Geomctria, otros matemiticos empezaron a aplicar el C&l-
culo infinitesimal (inventado por Newton y Leibnitz) al estudio
de las curvas geométricas y despu@s al de las superficies de --
cualquier forma. Esta aplicacidn motivd el origen de la rama -
de la Geometrfa, actualmente llamada Geometrfia Diferencial, la

cual es considerada la de mis importancia én la ciencia moderna.

En el siglo pasado surgié un idea completamente nueva de
Geometrfa, que parte de un punto de vista totalmente distinto y
se conoce como Geometria no Euclidiana. Esta nueva Geometrfa -
estd basada en la sustitucidn del quinto postulado de Euclides:
"si una recta que incide sobre otras dos forman dngulos inter=-
nos de un mismo lado menores que dos rectos, las dos rectas pro
longadas al infinito se encontrardn del lado en que los dos &n-

gulos son menores que dos rectos".

En 1830, el matemidtico ruso N, Lobachevski desarrolld una
nueva Geometrfa, basada en el postuladb de que por un punto da-
do puede hacerse pasar un niinero cualquiera de rectas paralelas
a la recta dada. Esta Geometrfa es conocida con el nombre de -
Geometrfa Hiperb6lica. En 1832, J. Bolyai matemdtico hfingaro -
realizé el mismo trabi.jo, obtenicndo el mismo resultado.
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Un hecho muy notable acerca de estos dos trabajos, es el
que sus autores no se conocian y ninguno conoeia el trabajo del

otro.

En 1854, B. Riemann, matemdtico alemdn desarrolld todavia
una Geometria no euclidiana diferente, basando su desarrollo en
que todas las rectas deben intersectarse, es decir, niega la
existencia de paralelas. Yendo mis lejos, negd que una recta
pudiera ser prolongada indefinidamente sin volver a sf misma vy
ademds, extendié la nocibn de las dimensiones geométrica de mang
ra que pudieran ser incluidas mds de tres. Esta geometria de =

Riemann es llamada Geometria Eliptica.

La Geometrfa de Riemann, ha sido desarrollada como una -~
geometria diferencial y ha venido a ser de gran importancia en
la Teoria de la Relatividad de Einstein, en la que el tiempo
juega el papel de la cuarta dimensidn agregada a las tres del

espacio cuclidiano.

Hasta aqui sc ha presentado un bosquéjo del desarrollo de
la Geometrfa, a través de la historia, para que el alumno tenga
una mejor visién de la importancia que tiene esta rama de las

Matemdticas.
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1,2. AXIOMATIZACION.

Como se ha mencionado en la seccidén anterior, a partir de
la época de los griegos, el cardcter de la Geometria sufrié un
cambio importante: de ser un conjunto de resultados empiricos y
aislados se transforman en una ciencia independiente de sus -
aplicaciones; es decir, se desarrolla sistemiticamente usando -
el método deductivo para establecer la validez de las proposi
ciones geométricas, asi como para obtener resultados generales.

Esta sistematizacifn:

~ Introduce la idea de deducir por medioc de razona
miento 16gico las proposiciones o propiedades -~

geométricas, ligando as{ unas con otras.

- Esta deduccidn debe ser a partir de las propieda
des geomftricas que se consideran bésicas, a las
cuales les llamaremos axiomas y que- nos servirln
como punto de partida en la demostracifn de -
otras proposiciones geométricas llamadas Teore-

mas.

1.2.1. Axioma.

Al mencionar la palabra axioma, quizd se tome como sinbni
mo de postulado. En la antiguedad se distinguia axioma de pos=-
tulado, Euclides hacfa la distinci6n entre "postulados" y =~ -
otros enunciados a los que &l les llamaba "nociones comunes”. -

" Los postulados de Euclides eran afirmaciones de naturaleza geo-
métrica, tales como: “Todos los dngulos rectos son iguales en=
tre si". E[Euclides consideraba las nociones comunes como verda-

des evidentes por si mismas. Por ejemplo, afirma que: "Las co-
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sas que son iguales a una misma cosa, son tambi&n iguales entre
s{", o tambi&n: "El todo es mayor que la parte". Debe observar
se que en estas afirmaciones no aparecen té&rminos geom&tricos.

. En la actualidad, la mayor parte de los geSmetras no acoh
tumbran distinguir entre los postulados y las nociones comunes.
Ambos son enunciados gue se suponen verdaderos, sin necesidad -
de prueba, a los que llamamos axiomas.

1.2.2, Teorema.
Llamaremos Teorema a la proposicibn que se debe demostrar.

En la demostracifn de los teoremas se pueden emplear las
propiedades b&sicas o sea los axiomas, asf como las propiedades
demostradas anteriormente, es decir, los teoremas. No es v&li-
do emplear ninguna otra propiedad de las figuras, afin cuando pa
rezca evidente.

También, en la demostracidn de los teoremas se recomienda
emplear el dibujo para la representacifn geométrica de todo --
cuanto expresamos con palabras; las propiledades de las figuras-~
que evidencia el dibujo no pueden ser utilizadas si no podemos
argumentarlas basfndose en los axiomas o en teoremas ya demos-
trados.

El dibujo desempena un papel en la demostracién de un teo
rema geométrico, ya que es un medio auxiliar para la demostra--
cibén del teorema, porque ayuda a visualizar las deducciones ob-
tenidas en el proceso de dicha demostracién.

El enunciado de uh teorcma consth comfinmente de dos par-

tes (proposiciones). La primera trata de la informacién dada,-
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ésta proposicifn se llama "hipStesis del teorema", y la otra es
lo que debe ser demostrado, esta parte se llama "tesis del teo-

rema".

1.2.3. Elementos B&sicos No Definidos.

En geometria trataremos con conceptos tales como punto, =~
recta y plano. En principio nos enfrentaremos a situaciones co
mo la siguiente: si se nos pide definir un punto, podemos decir
que es "la interseccibn de dos rectas distintas"., BAhora, si se
nos pide definir una recta, podemos contestar que es "la inter-
seccibn de dos planos", pero probablemente hayamos observado --
que estas dos definiciones no son mutuamente independientes, es
decir, para definir un elemento, empleamos cl otro elemento o -
viceversa.

Por ejemplo, también podemos definir una recta como una ~
linea que "no tiene partes curvas". Esta Qefinicién sers evi-
dente, si podemos definir la palabra curva. B8in embargo, si la
palabra curva se define como la lfnea que "no tiene partes rec-
taé", entonces no comprendemos la definicifn de recta. Ahora,-
si definimos una recta como la linea que sec extiende “"sin cam-~
biar direccién, es preciso comprender la palabra "direccién®.

En geometria nos encontramos con problemas scmejantes, pa
ra definir un elemento, lo cual implicaria un trabajo exhausto-
e interminable. Es por ello que se adopta la posicién de consi
derar algunos términos como no-definidos. Los elementos gue se
considerardn como no definidos son: "conjunte", "punto", '"rec-
ta", "plano"” y ‘"estar entre", sus relaciones existentes que-
dan determinados por medio de los axiomas.
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1,2.4, Enunciacibn de Axiomas.

Enunciaremos el listado de axiomas y definiciones que em-
plearemes para demostrar las proposiciones llamadas teoremas, -
pero antes introduciremos algunas notaciones que se utilizaré&n,

) Un punto se denotard con una letra may@scula del alfabeto
espanol. A, B, C, P, Q, etc.

Una recta se simbolizar& con una letra 1, o si son va--
rias rectas: 11, 12, etc,, 6 r, s, t,.

También se puede indicar una recta considerando dos pun-~
tos de ella. Por ejemplo, si A y B son dos puntos de una -
recta, Gsta se pucde denotar BB .

La notacién que se utilizar§ para indicar-un plano es n &
si son varios planos n, 4 n, , etc., o también se pueden expre-
gar considerandoc tres puntos gue pertenezcan a &l. Por ejemplo
plano ABC; plano PQR , etc.

Es pertinente asentar que tambifn en algunos casos se re-
currir8 al lenguaje de los conjuntos. Por ejemplo, cuando un -
punto "pertenece a" una recta. Cuando una recta "esté conteni
da" en un plano. La "interseccibn de "rectas"; "interseccidn -
de". planos, etc.

ahora si procederemos a enunciar los axiomas:
Axioma 1.~ Para cada, dos puntos distintos, existe una y solo-

una recta que contiene a ambos puntos.

14
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ai analizamos lo sigquiente:
a) Existe una recta que contiene a ambos puntos.

b) Esta recta es f(inica; es decir, es la finica =
que contiene a ambos puntos.

Podemos afirmar que este axioma establece dos cosas,
en ocasiones llamadas existencia y unicidad.

Definicién 1.~ Tres 8 m8s puntos son colineales, si -
pertenecen a una misma recta.

P, Q y R son puntoé colineales.

Axioma 2.- Para cada tres puntos distintos no-colineales, exis-
te un plano y solamente uno que contiene a los tres
puntos.
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P, Q y R son puntos no-colineales. P, Q@ y R
estén contenidos en el plano r .

Definicién 2.~ Cuatro o mis puntos ‘son’ coplanares, si
pertenecen & un mismo plano.

A B
c D
G
£ 2
A, B, C y D son puntds coplanares,
B, D, F y G son puntos coplanares,
C, D, E y F son puntos coplanares,
B, F, G y E no son puntos coplanares.
A, B, C y F no son puntos coplanares.
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Axioma 3.~ 8i un plano contiene dos puntos de una recta, enton-
ces todos los puntos de la recta son puntos del pla
no,

Pel,Pen
Qel , Qe
Lan

Axioma 4.- Si dos planos distintos se intersecan, entonces su -
interseccifn es una y s6lo una recta.

Los planos sonmy yny s
la recta .

'n;[\w;-‘-.&.

Axioma 5.~ Una recta contiene por lo menos dos puntos; un plano
contiene por lo mencs tres puntos, no todos colinea-
les;‘y el espacio contiene por lo menos cuatro pun-
tos no todos coplanares.
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Ahora vemos como podemos usar estos axiomas para deducir
algunos teoremas, Estos primeros teoremas establecerfin lo que
a algunos de nosotros parecerd intuitivamente obvio, pero re-
cuerden que lo gue tratamos de ver es que estos se pueden dedu-
cir de los que llamamos Axiomas.

La demostracién de un teorema puede ser directa o indirec
ta.

1.2.5. Demostracisén Directa.

En una demostracién directa procedemos paso a paso, em- -
pleando la hip6tesis,algunos axiomas y teoremas previamente de-
mostrados y que necesitaremos para llegar a la conclusibn (te-
sis), como una consecuencia de nuestra cadena de razonamiento.

1,2,6. Demestracifn Indirecta.

La demostracibn indirecta también llamada demostracifn =
por contradiccifn o también ppr reduccibn al absurdo. En ella,
para probar que una proposicién es verdadera, considerando la =~
hipStesis como se indica en el siguiente diagrama:

Tesis ge cumpla.
HipStesis

Tesis no se cumpla.

Suponiendo la hipStesis y que la tesis no se cumple, exa~
minamos las consecuencias de estas suposiciones, si algunas de
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estas consecuencias contradicen a la hipStesis, entonces como no
se puede tener a la hip6tesis verdadera y no verdadera al mismo
tiempo, entonces lo que no se debe cumplir es la no tesis. Por
lo tanto, la tesis se cumple, ya que es la finica alternativa.

1.2.7. Demostraciones de Teoremas.

Rhora procederemos a demostrar los teoremas siguientes; -
se observarf que en el primero y el segundo la demostracién es
indirecta y la del tercer teorema serd en forma directa.

Teorema 1.~ Si dos rectas distintas en un plano se in
tersectan, entonces su interscdecibn es -

cuando mis un punto.

Procedemos primero a identificar la hipbtesis y la te
sis del teorema.

Hipbtesis: Dos rectas distin- .
tas se intersectan L

Tesis: La interseccibn dec las
rectas es cuando mfs -

un punto.

Demostracidn:

Supongamos que la interseccifn de Ll con £2 no eg --
cuando mis un punto. Entonces su interseccién conticne dos pun
tos (o més), digamos P, ¢ . Esto significa que tenemos dos ~
rectas diferentes 11 y CZ' ambas conteniendo a P y a Q, -
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pero por el axioma 1 ({dos puntos distintos determinan una recta
finica), esto es imposible pues 2, ¥ & gerfan la misma rec-
ta, lo cual contradice a la hipStesis. Por lo tanto, la inter-
~seceién de £, con t, es cuando mis un punto. Con esto que-
da demostrado el teorema.

Teorema 2.- Si una recta £ ‘intersecta al planow y £
no estd contenida en v , entonces la inter
seccibn es un punto. i

HipStesis: £ y 7se interse
can; £ no estd
contenida en 1,

Tesis: LNt ={p}

Demostracibn:

Supongamos que £ y n se intersecan en dos puntos distin
tos Py Q. Entonces Py Q estan ambos en £, y por el axio-
ma 1, determinan £, ya que P y (0 estin ambos cn 7, por el -~
axioma 3, £ estd contenida en wu,pero esto contradice a la hips
tesis ( £ no estd contenida ens}. Por lo tanto, £Nr contie-
ne a lo mis un punto. Como £ ysse intersecan, entonces la in
terseccifn consta de un s8lo punto. Con lo que queda probado =
el teorema.

Débese seflalar quo las demostraciones de los teoremas 1l y
2, gse efectuaron en forma indirecta o por contradiccifn. Ahora
la demostracifn del siguiente teorema 'sard en forma directa.
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Teorema 3.~ Si dos rectas distintas se intersectan, -
existe uno y s6lo un plano que contiene a

ambas rectas.

Demostracién:

Sean q y 9 las dos rectas distintas y P el punto de in-
terseccifn., Por el axioma 5, podemos considerar en £, , un pun
to ( distinto de P y en LZ un punto R distinto de P, Entonces
P, Q ¥y R son tres puntos no colineales (pues, no pertenecen a ~
la misma recta) y, seglin el axioma 2, hay un plano Ginico que --
los contiene, Ahora bien, P y Q pertenecen a dicho plano, y =
por ¢l axioma 3, £, estd contenida en el plano. be la misma -
manera, como P y R estén en el plano, Cz est8 contenida en el -
plano. Con lo cual queda demostrado que el plano contiene a am
bas rectas,

La demostracifn del teorema anterior, también se puede --
efectuar, analiz8ndola paso a paso y escribiendo dos columnas.-
En la primera escribiremos las afirmaciones que vayamos hacien-
do y en la seqgunda, la justificacifn de cada afirmaci6n.

Teorema 3.- Si dos rectas distintas, se intersectan,-
existe un plano finico que contiene a am
bas rectas.

HipStesis: 2, y tz 80N rec-
tas distintas que
se intersectan.

Tesis: Hay un plano fini=
co que contienc a
ambas rectas.
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a)

b)

c)

aj

e)

£)°

g)

h)

i)

Demostracitn:

Ly lZ se intersecan.

!
4 Ngy=(p)

Existe en l,, Q distinto
de P,

Existe en lz, R distinto
de P.

P, Q y R son no coli-
neales,

P, 0 y R determinan un
plano (plano PQR}.

l, est8 contenida en el
plano PQR.

£ estd contenida en el
plano PQR.

El plano PQR contiene a L’

y a lz.

Por hip&tesis.
Teorema 1,
Axioma 5.

Axioma 5.

5i lo fueran &) =&, ,

Axioma 2¢

Axioma 3. (PyQ) estén
en el plano PQR),

Axioma 3. (P y R) estén
en el plano PQR).

Lo cual prueba el Teore-
ma,



Ejercicio 1.2.1 - Observe la figura e indique cufiles de las si-
guientes proposiciones son falsas (F) y cul~
les son verdaderas (V).

a) E1 plano w intersecta al plano "z en la recta 4.0 )

b) E1 plano w pasa por la recta £ , ()
¢) El plano w, pasa por EF . : )
d) El plano = pasa por EB . ()
e} Pem ()
£) mNm = BF )
9 £ NEF = (6) ()
hy man ¢ = {6} )
iy mNEF= T -

Ejercicio 1.2,2 - Trace las figuras (sl es posible), que ilus~
tres las situaciones descritas.

1.~ £ y m son dos rectas y £/w= (P}
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2~ £ y m son dos rectas, Pe L , Re £, Sem y
R . L e
RS # PR .

il

3~ r y s sgon dos rectas ¥y rNs ¢

4~ r v s sgon dos rectas y rAs ¢ ¢
h L
5~ R, Sy T son tres puntos y Te¢ (RT f\ ST)
6~ r, 8 son dos rectas, A #B y{AB) ¢ (r N 8)
7~ P,Q;R y § son puntos coclinéales Qc?l’l Y R c'(a-S)

8~ P,Q,R,5 son puntos colineales Qe‘ﬁ{ y Qc'P_s’

9- A,By C son tres puntos no colineales; A,B y D
son tres puntos colinealesy A,Cy D son tres
puntos colineales.

10- £, m y n son tres rectasy Pe(mAning -
11~ n; y wu, son dos planos, w; N\ 2 = "8
12~ m1 y ™ son dos planos, W1 N [

13~ m y 7m2 son dos planos y my n son dos rectas
mCi, nAhns={p}

Ejercicio 1.2.3 ~ Escriba los axiomas completos que justifiquen
cada una de las proposiciones siguientes:

1.- Los puntos A y B determinan una recta y s8lo una,

2.- si los puntos A, B Y C, no, son colineales, deter

minan un plano,
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3.-

10.-

11.-

12.~

13.-

Si los puntos Ay B son puntos diferentes en el
plano =, ﬁg se encuentra en 1 .

Si los puntos Ay B son puntos diferentes en el
plano 7 , existe un tercer punto que no estd en-

AB .

En los ejercicios 5 - 10, trace una figura que re
presente:

Tres puntos en una recta.

Tres puntos que no esten en una recta.
Cuatro puntos, todos en un plano.
Cuatro puntos, no todos en un plano.
Dos planos que no se intersecan.

Una recta y un plano, cuya interseccifn es una =~
recta.

Clasifique las siguientes proposiciones como fal-
sas 0 verdaderas.

En un postulado se puede usar un término no defi-
nido.

Dos planos diferentes se pueden intersecar en un
punto exactamente.

Un postulado es una proposicién demostrada.
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Un conjunto de puntos es colineal si hay una rec-
ta que contiene a todos.

Dos rectas cualesquiera determinan un plano exac-
tamente.

Dos rectas distintas que se intersecan determinan
un punto.

Ejercicio 1.2.4

Dados: EL punto A en el plano M y el punto B
en el plano M .

a) ¢Qué se puede concluir de BB 2

b) ¢Cull axioma apoya la deduccibn?

Dados: Los planos w® y 72 contienen el punto C.

a) ¢&¢Qué se puede concluir acerca de
la interseccibn de wn, y w, ?

b) ¢Cull axioma apoya la deduccifdn?

Dados: Las rectas £ y m se intersecan. El pun
tc P estl en ambas. El punto Q estd -
en ambas.

a) ¢Qué se puede concluir acerca de
P y Qv?

b} Enunciar el teorema que apoya la
conclusisn,
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4,~ Datos: Py Q son puntos distintos, La recta l,
' contlene a P y a Q. La recta £2contie-
nea P ya Q.

a) ¢Qué podemos conclulr acerca de

g v 4,7

b) ¢Qué axioma justifica la conclu-
8i6n?

5.~ Datos: tr y %, son dos rectas distintas. ll e~
t4 en el plano E, lz egtd en el plano F.
er y Lz gse intersecan en el punto P. El1
punto Q, distinto de P, estd en £, y en
F. El punto R, distinto de P, estd en =

2 yen E,

2

a} ¢Qué puede concluirse acerca del
plano E y del plano F ?

b} ¢Qué axioma o teorema justifica
la respuesta?

6.~ La recta Z, interseca al plano E en P, pero no
estd en E. La recta ZZ estd en el plano E, -
pero no conltiene al punto P. ¢Ser§ posible que

£, interseque a 22?. Expliquese.

!

Ejercicio 1,2,5 ~ Exprese cada proposicién en la forma si.,., -
entonces,.. [Ver los slgulentes ejemplos).

Ejemplo 1.- Dos ¢irculos con radios iguales, tienen -~
reas iquales.
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Solucibn: Si los circulos tienen radios iguales, en-
tonces tienen dreas iguales.

Ejemplo 2.~ Todos los &ngulos rectos tienen la misma -
medida.

Solucidn: 8i los &ngulos son rectos, entonces tienen
la misma medida.
1.~ Toda ecuacifn cuadritica tiene dos raflces.

2.~ Cuando a - b es un nlmero positivo, b es menor
que a ,

3.~ Cada &ngulo externo de un poligono regular de n
L]
lados es

.

n
4,- Cada &ngulo de un trilingulo equ}latcro mide 60°.
5.- x =20, s8i x-8=12.

6.~ Las diagonales de un rectingulo son iguales,

7.~ La suma de las medidas de los 8ngulos internos de
un trifingulo es 180° .

8.~ Los fngulos en 1a hase de un trifngulo isbsceles
son congruentes,

Ejercicio 1.2.6 - Indique cudl es la hipStesis y cuil la tesis
en cada proposiciSn., {(Ver los ejemplos si--
guientes).
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Ejemplo 1.- Si Luis va caminando, llegard tarde.

HipGtesis: Luis se va caminando.

Tesis: Luis llegard tarde.

Ejemplo 2.- Dos planos se intersecan cuando no son pa-
raleles.

Hip6tesis:t Los dos planos no son para
lelos.

Tesis: Los planos se intersecan.
1,- Si Samuel es aprobado en dlgebra, serd eligible -
para jugar.

2.- Dos nfimeros enteros cuya suma es 7 no pueden ser
ambos pares.

3.- Dos &ngulos tienen la misma medida si son opues=~
tos por el vértice.

4.~ El producto de dos nfimeros enteros consecutivos -
es un nfinero entero par,

5.~ El juego serd suspendido en caso de que llueva,

6.- Dos rayos opuestos forman una recta.
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UNIDAD 2,~ ELEMENTOS BASICOS DEFINIDOS DE LA GEOMETRIA.

Aungue "punto", "recta" y "plano" . son considerados como
términos no definidos, sin embargo, se puede, en funcifn de - -
ellos, definir otros t&rminos bAsicos como son, segmento, dngu-
lo, tridngulo, etc.

2.1, SEGMENTO.

En el lenguaje comGn, con frecuencia decimos que un obje-
to se encuentra entre otros dos. Este concepto de "estar en--
tre" es de inter&s en la geometria euclidiana. Aprovecharemos
la definicifn de puntos colineales para enunciar.el siguiente -
axioma:

Axioma 6.~ Dados tres puntos colineales, uno de ellos y solamen
te uno estd entre los otros dos,

Esto indica que: si A, B y C_ son tres puntos de una -
recta { , entonces ocurre uno y solamente unc de los tres casos
siguientes:

a) A estientre B y C.
b) B estfi entre A y C.

¢} C estd entre A y B.

Estos tres casos los podemos ilustrar asi:

~
~w
r;
3

33



Observemos, gque para poder hablar de "estar entre" es fun
damental que los puntos sean colineales.

Consideremos por ejemplo, si tres puntos estin como se -~
muestra en la siquiente figura:

¢cudl de ellos estd entre log otros dos?. Sencillamente la pre
gunta no tiene sentido.

Ahora veamos otro ejemplo, si consideramos tres puntos en
una circunferencia, como se observa en la figura siquiente:

[

No seria correcto asegurar que uno de ellos exactamente -
~ estd entre los otros, pues se puede afirmar que A estd entre
B y C, que B estfientre Ay C yque C estd entre Ay B
es decir, cada uno de ellos cst8 entre los otros dos. En este

caso podemos imaginar a tres personas blentadas alrededor de una
mesa redonda.
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Lo anterior no ocurre para puntos colineales, asi pues, =~
se hablar& de "estar entre" solamente cuando los tres puntos --
sean colineales.

El concepto de "estar entre" nos permitird definir lo que
se entiende por segmento (o segmento de rectal.

Definicién 1.~ Sean A y B dos puntos. El segmento
AB es el conjunto formado por los -=-
puntos A y B y todos los puntos que
est8n entre Ay B,

Observando la figura anterior se puede establecer lo si-
guiente:

- Los puntos distintos de A y B, es decir, los que
estdn entre A y B se llaman puntos interiores -
de AB ,

- Los puntos A y B son los extremos de AB .

- Los puntos de la recta FE que no estdn en el -
segmento son puntos exteriores.

- En el sfmbolo AB la raya horizontal sobre las -
letras nos auxiliard para denctar un segmento.
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2.2, MEDIDA DE UN SEGMENTO.

Debemos considerar que hay una diferencia entre el segmen
to AB y la distancia AB. Es decir, son conceptos diferentes
porque AB es una figura geométrica o sea un conjunto de pun--
tos, mientras que AB es un niimero que da la distancia entre
los extremos.

Considerando lo anterior, podemos establecer lo siguien~-
te:

befinicién.~ E1 nlimero AB se llama longitud {o me
dida) del segmento AB .

También es necesario considerar el siguienfe axioma:

Axioma 7.= A cada segmento le corresponde un nlmero real no ne-
gativo que se llama su longitud o medida e inversa
mente, dado un nfimero real no negativo hay segmentos
de esa longitud.

Bhora bien, si B es un punto de un segmento AC, enton-
ces AB + BC = AC ,

A esta propiedad se le conoce como la Propiedad Aditiva -
en los segmentos. Tambifn, si B es un punto del segmento ac

¢y AB = AC, entonces B es punto medio de AC .
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2.3, CONGRUENCIA DE SEGMENTOS,

Comfinmente, cuando nos referimos a objetos que tienen al-
gunis caracterfsticas comunes, decimos gque son iguales. Por -
ejemplo, al hablar de las ventanas de un edificio, decimos que
son iguales. Al hablar de las sillas de un salén, afirmamos -
que son iguales,

En el lenguaje matemStico esto no se considera correcto.~

Pues, en matemdticas el significado de la expresifén "igual a" -

es "lo mismo que". Por ejemplo, cuando escribimos 2 x 3 = 6 ,

esto quiere decir que "2 x 3" y 6 son "el mismo" niimero, Si
e, D — . PRSEY

escribimos PQ = RS, queremos decir que PQ y RS son "la mig

ma" recta.

Alin cuando las sillas del sal6n tengan la misma forma,mig
mo color, etc., esto no permite decir hablando en lenguaje mate
mitico, que son iguales., Tampoco podemos decir, en lenguaje ma
temitico, que las ventanas de cierto edificio son iguales aln -
cuando tengan la misma forma, el mismo tamano ¥ otras caracte--

risticas comunes.

Para evitar algunas confusiones con el uso de la palabra-
iqual, establecercmos que: En el lenguaje matemdtico "igual a"~

significa "el mismo que".

En Geometrfa, cuando dos figuras tienen la misma forma vy

el mismo tamaho, decimos que las figuras son congruentes.
Ahora hablaremos de la congruencia de segmentos. Poste-
riormente, trataremos la congruencia de &ngulos, de tridngulos-

y de otras figuras geouélricas.

Las siguientes figuras ilustran 1a congruencia de segmen=
tos:
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En la primera, los segmentos CP, CO y CR son segmen-
tos.congruentes entre sf, En la sequnda figura, .los segmentos-
AB, ©D Yy EF  son segmentos congruentes entre sf,

El simbolo que utilizaremos para indicar que dos segmen-

tos son congruentes es X . De esta manera, en el ejemplo an-
terior podemos denotars
TP X CQX TR y también que AB M CD X EF

Observamos que en la primera [igura, los segmentos tie-
nen, la misma medida o longitud, y también se cumple que en la -
otra figura los segmentos tienen la misma longitud o medida. -~
Tomando en cuenta esto, podemos establecer la siguiente definie
cibn.

Definicién 2,- Dos segmentos son congruentes si, y

86lo si, tienen la misma longitud o
medida.
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2.4. RAYOS. (O SEMIRECTAS).

Un rayo es una figura que se representa en la siguien
te forma:

4

La figura indica que el rayo empieza en A, pasa por B =~
en la linea recta y sique indefinidamente en el mismo sentido,-
Para representar un rayo,empleamos una flecha, la cual siempre
apunta hacia la derecha, no importando cuil sea el sentido del
rayo. Observemos las representaciones del rayo —A—l; en el si
guiente ejemplo:

SN/ e

A

Considerando lo anterior como explicacién intuitiva de lo
que' es un rayo. Podemos establecer la siguiente definicidn:

Definicién 3.~ Sean A y B dos puntos de una recta
£ . El rayo XE ecs el conjunto de
puntos del segmento AB . unido al -
conjunto de los puntos C para los
cuales cs clerto que B estd entre
Ay C. El punto A se 1llama extre-
mo del rayo KE .
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En esta figura se observa también que C es un punto del
rayo BB, de esto podemos afirmar que BB A

Otras propiedades:

— —
Si A est8 entre B y (, entonces los rayos AB y AC -
tendrin sentidos opuestos:

—
Si A estd entre By C, entonces AB y AC se llaman
opuestos.

v

ES

Ejercicio 2.1. Clasifique las siguientes proposiciones como -
falsas (F) o verdaderas (V).

1.~ Una recta gue estd en un plano, lo. interseca. { )

2.~ Un rayo tiene longitud definida. { )

3.~ Tres puntos que estdn en un plano son siempre
colineales, { )
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10.-

En el espacic hay un nfimero infinito de pla-
nos.

La recta que contiene dos puntos que estén-
en un plano, estd también en el mismo plano.

AB y BA son dos maneras diferentes de re
ferirse al mismo segmento.

B d — .
AB y BA son dos maneras diferentes de re
ferirse al mismo rayo.

Si tres puntos son coplanares, forzosamente
uno de ellos estd situado entre los dos,

Si tres puntos son colineales, forzosdmente
uno de ellos est§ entre los otros dos.

La longitud de un segmento es 'siempre un nf
mero positivo.

Ejercicio 2.2. - Dado: X es el punto medio de AB .

e
<

W

A X B
¢Son A, B y X colineales?
>
¢Pasa AX por B ?
¢Es AX = BX ?

—
SEstE A enel XB ?
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— —
5.~ ¢Representan el mismo rayo XB y BX ?
6.- Si AX = 7, encontrar AB .

7.- Escriba la expresifn que denote un rayo con su
punto extremo en X Yy que pase por A .

B.~ ¢Se podria decir que AX + XB = AB ?
9.- ¢Son los rayos XB y XA rayos opuestos?

10.- Si AX > XB . (¢Podria X ser el punto medio
de BB ?

Ejercicio 2,3, - Dado: que A, B, C, D son puntos colineales
y C es punto medio de AD ,

P Xy
~ Id

A B C

=]

1.~ ¢C biseca a &AD ?
2.~ $Se cumple que AB + BC = AC ?

3.~ ¢Se encuentra C entre A B ?

Y
— —
4,- ¢Son rayos opuestos CA y CD ? ¢Por qué?

—
5.~ Se cumple que ¢C ¢ BD ?

— —r
6.~ ¢Qus es CA N BD ?
7.~ ¢Qud es AB U BC ?

<
8.~ ¢Pasa BC por A ?
9.~ ¢Qué es BA M BD ?
10.- ¢Qus es AB U BC ?

42



2.5, AMGULOS.

Figuras como estas son representaciones de dngulos.

befinicién 4.~ Un &ngule es la unién de dos rayos que
tienen el mismo punto extremo. Los ra
yos se llaman lados del &ngulo y su
punto extremo comfin recibe el nombre -
de vértice.

El simbolo para denotar un &ngulo es’< .

Si los rayos son XE y '38, entonces el &ngulo se indica
con <BAC & con <CAB , como se muestra en la siguiente fi=-

gura.
C

v

La letra de enmedio sefiala el vértice del &ngulo. Los ra
yos AC y AD los lados del &ngulo.
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51 consideramos la siguiente figura:

B

v

El &ngulo se puede designar por <CAD, < EAB, < BAE, < DAG

y asf sucesivamente, pues es el mismo &ngulo. Para abreviar lo
podemos denotar por <A .

Se observari que los &ngulos son conjuntos‘de puntos, por
lo tanto, es indiferente el orden en que se nombran sus lados.

7

h 4

Esta es la forma mis sencilla de la definici6n de un &ngu
lo, en nuestro curso de Ceometrfa. Posteriormente, en Trigono-
metria la definicibén ser8 en una forma diferente, es decir, im-
portari qué lado Se nombre primero,

/\?
Lado inicial lado {inal

A c A c

v
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2.6. MEDIDA DE ANGULOS.

Considerando el cfirculo como base natural para la medida
de &ngulos, dividi&ndolo en 360 partes iguales y a cada una de
estas 360 partes del circulo se le llama grado. Por consiguien
te, la unidad de medida de é&ngulos es la 360-ava parte de un -
circulo o &ngulo completo, y se llama grado.

En la medida de un dngulo, la palabra "grado" se suele de
notar con el simbolo (°). Por ejemplo, "diez grados" se escri-
be 10°,

Para medir fracciones de grados se divide el grado en 60
partes iguales, cada una de las cuales recibe ¢l nombre de minun
to. EIl minuto se denota con una comilla ('), Asf, por ejemplo
% de grado es 15 minutos y se denota 15'. El minuto también se
divide en 60 partes iguales, cada una de las cuales se llama -
segundo, El seqgundo se simboliza ("). Por ejemplo, medio mi-
- nuto es 30 segundos y se escribe 30",

De esto, para denotar la medida de un dngulo, usaremos el
simbolo asf: ¥ .
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Por ejemplo, "la medida de un &ngulo < BAC", la podemos -
denotar con } BAC.

Del mismo modo gque se usa para estimar las medidas de los
segmentos, la medida aproximada de un &ngulo se puede obtener -
con un transportador.

Enunciaremos ahora, el axioma correspondiente a la medida
de &ngulos:

Axioma 8.- A cada dngulo le corresponde un nfimero real desde 0
hasta 360 que se llama su medida.

2,7. CLASIFICACION DE ANGULOS.

a) Angulo agudo.-~ Es agquel que mide entre 0° y 90°,
b) Angulc recto.- Es el dngulo que mide 90°,
c) Angulo obtuso.- Es el que mide mis de 90° y menos

de 180°,
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d) Angulo llano o de lados colineales.- Es el que mi-
de 180°.

e) Angulo de una vuelta o perfgono.,~ Es aquel gque mi-
de 360°.

2.8. ANGULOS CONGRUENTES.

Asf como anteriormente analizamos la congruencia de seg-
mentos, ahora introduciremos la congruencia de &ngulos.

Desde el punto de vista intuitivo, si se dice que dos &n-~

gulos son congruentes, significa que uno es la copia del otro.-~
Forfializaremos esta idea en la siguiente definicién:

Definici6n 5.- Dos &ngulos son congruentes sf, y s8lo
sf, tienen la misma medida.

: .
Ahora, enunciaremos el siguiente axioma que nos auxillara
en alqunas demostraciones o resolucifn de ejercicios.

—
Axioma 9.~ En un < ADB, existe al menos un rayo O0C, tales gue:
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a} ¥AOC + 3 COB = J AOB . Propiedad aditiva para dn
gulos.

b) si ¥ AOC = ¥ COB, o€ es una bisectriz.

2.9, BISECTRIZ DE UN ANGULO.

En b) se debe entender que el rayo EC’ estd dividiendo
al <AOB en dos 8ngulos con la misma medida, es decir, en dos
&ngulos congruentes. De esto, podemos enunciar la siguiente de
finicibn:

Definicibén 6.- Biscctriz, es el rayo que divide a un
&ngulo en dos &dngulos congruentes,

2,10. ANGULOS ADYACENTES.

Consideremos el 3 AOC, tales gque OB est§ entre O y -
=
oc, como se indica en la figura sigquiente:

A
v

—_— —
OB es lado comfin de los &ngulos < AOB y < COB. También OA U

—_— .
oc ='A—6 o sea BK y ’0_5 forman una recta.
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Por lo anterior, podemos decir que <AOB y <COB son &n
adyacentes.

Definicibn 7.- Dos &ngulos son adyacentes, si tienen
un lado comfin y la unién de los otros
dos lados es una recta.

ANGULOS SUPLEMENTARIOS Y COMPLEMENTARIOQS.

Tambi&n se pueden enunciar las siguientes definiciones:

Definicidén 8.- Dos &ngulos son suplementarios, si la
suma de sus medidas es 180°.

befinicién 9.- Dos &ngulos son complementarios, si la
suma de sus medidas es 90°.

Ahora volvamos a considerar la figura anterior,

B
[ —>
c Q A
3 AOB + 3 BOC = 3AOC Propiedad aditiva de &ngulos.
Pero 3 AQC = 180° es un dpgulo llano.
3} AOB + 3} BOC = 180° Propiedad transitiva de la =

igualdad.
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Esto Gltimo nos permite enuncliar el teorema:

Teorema 1.~ Si dos &ngulos son adyacentes, entonces ~
son suplementarios,

Tambi&n se puede establecer:

Teorema 2.~ Si dos &ngulos adyacentes son congruentes,
entonces ambos son &ngulos rectos,

N
L

Los dngulos <AOB y <COB son adyacentes y <AOB = <COB.

3 AOB + YCOB = 180° pero < hOB X <COB
JcoB + } COB = 180°
2 } COB = 180°
} COB = 90°
¥ AOB = 80°

NOTA: Obsfrvese en la figura cbmo se indica cuando
se forma un Angulo recto,
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2,12, RECTAS PERPENDICULARES,

En la figqura anterior, podemos observar también que al in
tersectarse 6; Y 7&? forman dngulos rectos. En este caso se
puede decir que OB es perpendicular a" A%, lo cual se deno-
ta 63_L7E?. Esto filtimo se puede gencralizar para rectas gque

al intersectarse formen &ngulos rectos en la siquiente defini--
cién:

Definici6n 10,- Dos rectas son perpendiculares si vy
86lo si al intersectarse forman &ngu~
los rectos,

ﬁ es perpendicular a [95 ; 8Be denota: Y J. tw .

2.13. ANGULOS OPUESTOS PCR EL VERTICE.

En la siguiente figura:
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R >

AB y CD son dos rectas que se intersectan en O. -
Se puede observar que se han formado cuatro fngulos :
< AOC, < AOD, < DOB y <BOC.

En la misma, se puede decir que <AOD y <COB son -
dngulos opuestos por el vértice. También lo son < DOB
y <AoC.

Definicién 11.~ Dos fingulos son ocpuestos por el vérti
ce, s1 sus lados forman dos pares de
rayos opuestos,

Por filtimo, enunciaremos el sigulente teorema, que nos -
servir§ en la resolucibn de algunos ejercicios o bien en algu-
nas demostraciones posteriores:

Teorema 3.~ Si dos dngulos son opucstos por el vérti-
ce, entonces son congruentes,

4
!
Hip&tesis: t, y 22 son rectas -
b que se lntersectan.
S a
d
Tesis: <a = <c.
Demostracifn:
1) ya + 3§ b=180° Son <s adyacentes.
2) yb+3jc=180° Son < adyacentes.

3) a+yb=yb+ye lzropiedad transitiva de la
gualdad.
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4  ya=3c Elemento inverso aditivo.

5) V. o <caw <c Definicifn de congruencla
de 8ngulos.

De manera aniloga se puede demostrar que <b sed .

Ejemplos ilustrativos.- Resolveremos algunos cjemplos y -
se efectuardn algunas demostraciones sencillas:

1.~ H8llese el complemento de 65° 30'.

Restaremos 65° 30' de 90°, tomando en cuenta ~

que 1° = 60', entonces 90° = 89° 60'. Por lo
tanto:
_ 89° 60’
65° 30"
24° 30’

Re=~ 24° 30' es el complemento de 65° 30'.

2,- ¢Cudl es el suplemento ge 22° 20' 15% ?

Restaremos 22° 20' 15" de 180° y como
1 = G0' ; 1' = 0" , entonces:

180° = 175° 59' 60",

Por lo tanto!

179° 59' 60"
o220 20" 15"
157° 39' 45"

R.~ 157° 39' 45" es el suplemento de 22° 20' 15",
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3.~ Dos &ngulos son complementarios, y el uno es cua
tro guintos del otro. Hdllense sus medidas.

Datos: Ecuacibn:
Ya=x x + 4 x=90°
¥y B= % x Multiplicando ambos micmbros
per 5 :

¥} A+ 3B = 90°

5x + 4x = 450°

9x = 450°

450°

¥ = —g—
S ox o= 50°

R~ 3JA=50° y 3B =g(50°) . 3B=40°

4,- Un &dngulo mide 20° méis que el cuddruplo de su su-
plemento. Encuentre la medida dé cada uno de ==

ellos.

Datos: Ecuacidn:

JA = x x + (4x + 20°} =
IB = 4x + 20° X+ dx + 20° =
JA + 3B = 180° 5x + 20° =
S5x =

5x =

X =

X =

R.- ¥ A= 32° ; 3B = 4(32°) + 20°

S 3B = 148°
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5.=- Con los datos que se indican en la figura, calcu=-
lar 3 POS y ¥ ROS .

JPOS = 2x

JROS = 3x-5°

3x - 5° 2x

A
v

Solucién: Como <POS y <ROS son dngulos adya
centes, entonces:

}POS + } ROS = 180°

o sea 2% + (3x=~5°) = 180°
2% + 3x - 5° = 180°
5x = 5° = 180°

5x = 180° + 5°

5% = 185°
x = 185°
5
Sk o= 370
R.-  ¥EPOS = 2(37°) So 3 POS = 74°

JROS = 3(37°}-5° .. } ROS = 106°

—
6.- Dados: AB ' oX y 0¥ se intersecan en Oj
3JXOB = }YOB X

Demostrar:
JAOX + }YOB = 180° L 9 B,
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Demostracibn:
a) 3A0X + }XOB = 180° Son <s adyacentes.

b} Pero 3 XOB = } YOB Dato.
cl v FAOX + ¥ YOB = 180°

Dados: AC L. &D C
B L B
31 = ¥2
bemostrar: ¥3 = ¥ 4 A B
Demos tracifn: D
al 31+ 33 =90° ac 1. o
b) ¥2+ 34 = 90° BC | BD
c) 31+ 33 =32+34 Propiedad transitiva de
la igualdad .
d) Pero 31 = ¥ 2 Dato.

el .. yi= 34

Con los datos que se indican en la figura, calcu-
lar x, 3 BOD y ¥ AOD.
B

Datos:

JaoC = S x + 6°

2
3
3 BOC = x




Solucibn:

} AOC + YBOC = 180° Son «<g adyacentes.
Sustituyendo:
% + 6°) + x = 180°

% x + 6° + x = 180°

Multiplicando ambos miembros por 3 .

2x + 18° + 3x = 54¢°
5% = 540° - 18°

8% = 522° 104° 24"

x = 222° 5{522°

5 022
. = 0 v 2° = 120!
o x = 104° 24 . "2
0

Como }AOC = } BOD por ser <s opuestos por el vér
tice, entonces:
= 2 S
3 BOD = 3 X + 6
Sustituyendo x:

ysop = 2 (104° 241) + 6°

0 sea:
104° 24' 69° 36
% 2 af208° 48" 459° 36
208° 48° 8 + L
1°= 60" 755 367
1087
18
0

B }BOD = 75° 36'

Anilogamente: JAOD = } BOC ,
3A0D = %

Como x = 104° 24' . 3 AOD = 104° 247
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Ejercicio

10.~

Ejercicio

1.-

2.4,

¢Cull es la suma de 27° 18' 17" y 56° 10' 50" ?
Cull es el complemento de 73° 42' 52" ?
¢Cudl es el suplemento de 95° 20' 35" ?

La tlerra da una vuelta alrededor de su eje en 24
hrs, ¢Culintos grados describe en una hora?z

Una rueda tiene 18 radios. ¢Cufl es el dngulo que
forman cada dos fadios?

{Cudl es el dngulo que gira el minutero de un re=
loj} en 35 minutos de tiempo?

¢Qué &ngulo describe la manecilla de las horas en
48 minutos de tiempo?

¢Qué dngulo gira la manecilla de las horas en un -
dfa?

¢Qué fingulo gira la manecilla de las horas en un =~
dfa?

¢Qué &ngulo, medido en grados, describe el segunde
ro de un reloj en un sequndo de tiempo?

2.5,

Dos &ngulos son suplementarios y uno es la mitad -
del otro. ¢Cuinto mide cada dngulo?

Dos &ngulos son complementarjos y uno es cinco ve-
ces el otro, (Cufintos grados hay en cada dngule?



3.~ Dos &ngulos son suplementarios y uno es 40° menor-
que el otro. ¢Cufnto mide cada dngulo?

4.~ Dos &ngulos son complementarios y uno es 10° mayor
que el otro, ¢Culintos grados hay en cada &ngulo?

5.~ La suma del complemento y el suplemento de un cier
to dngulo es 170°. Encuentre la medida de dicho -
&ngulo.

6,~ Dos &ngulos son complementarios y uno de ellos es
19° mis que el triple del otro &ngulo. (Culnto mi
de cada &ngulo?

7.- E1 complemento de un cierto &ngulo es 22° menor =~
que dos veces su suplemento. Encuentre el nimero-
de grados que hay en ¢l dngulo.

8.« En la figura, si AB es una recta, (Culintos gra-
dos hay en el DOA 7 ¢Qué clase de dngulo es =
cob ?

N

9.~ En la figura, si AB = 9 cm. Encontrar AC, CD ¥y
DB .
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RS es una recta. ¢Cudnto mide

10.- En la figura, si
el < MON ?

11.- En la figura, EA es una recta; también ) J. A0
y 1o L BO . Encuentre la medida en cada &ngulo-

de la figura,

p 2
~E 0

12.~ En la figura, ¢qué valor de X harfa CA una 1%-

nea recta?

5x + 12° 2%
< ~
c o] A

"13.- En la'figura, AR = 10 cm. (¢Es P el punto me-

dio de AB ?

x - 3 2% 41
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14.- En la figura, si CO L B0 . ¢Es DOA una ifnea
recta?

15.- En la figura, AR es una recta. ¥BOD = 3x - 5°,
3 DOA = Bx + 20°, ¥ AOC = 2x + 9°, ¢Es CD «~-
una recta?
A

> > .
16.- En la figura AB y €D se intcrsectan en O, si

3 BOD =—-)2(—- ¢ YAOD = X ., ¢Culnto miden los Sngu-~
los <AOC y < BOC ?

B

17.~ 8i ‘XE‘ Yy T8 se intersectan en O y JAQOD = 2X+
15° y 3 BOD = X . ¢CuEl es la medida de < ADC
y de < COB ?

A

<
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18,~ 84 AB y EF son rectas; EF biseca a <AOC . -

“5
¢Biseca EF a <BOD?

AN
y

19.~ En la siguiente figura, las rectas 'ITI_E’ y ‘C_ls se=-
intersectan en 0, RO biseca al <AOD ; S0 bi
geca al <COB . Sea X el nlmero de grados del =
< ADOR . D& las razones para cada uno ée los si--

guientes enunciados.

A

a) La medida del <ROD es X.

b} El nlmero dc grados en <DOB es 180 - 2X .

c} La medida del <COB es 12X,
d) La medida del <SOB es X .
e} Hay 1B0° en el <ROS .

£) Bl <ROS @B un 8ngulo recto,
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20.~ En los siguientes ejercicios, d& las razones en ca

cada una de las siguientes cuestiones.

a)
b)
c}
d)

F G

B
e)
9 10
7 11 12 8
D a [+ E

Ejercicio 2.6,

¢Por qué }l=%2 ?
¢Por qué ¥ DBC =} ECB?

si 33 =3 4, ¢por qué
¥5 =36 7

st ar 1 DE y
oc . DE

¢Por qué 37 = 38 ?

si ar.l bE,
Gc Ll DE y

311 =312,

¢Por qué 39 =310 ?

1.~ DE una razbn apropiada para cada proposicifn acexr-

ca de la pregunta dada.

— -y
pados: oc L op
— —
on 1 ©B

a) 3JCOD es un &ngulo recto.

b) 31 y ¥2 son complementarios.
c) 32 433 = }AOB .
d) 31 =33 .
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2.~ En la figura, FD interseca a CG y EH en A vy
B respectivamente, de tal manera que se cumpla -
que ¥ 4 = ¥3 . Demostrar que <2 y <1l son su-

‘plementarios.
C E
‘F 2/3 4 D
N A BN\ i’
G i
3.~ Dados: E_L‘;E;
37 LB
¥1=32

Demostrar gque: 33 = 34 .

—
4.~ Dados: Los rayos AD ¥y

-—

AE son rayos =« D

opuestos; los ra

— —r

yos BA y BC -

EON Yayos opuns=

tosy ¥1 = 3¥2,. 4_A/1 2\ ¢

Demostrar: 35 + 34 = 180°

64



5.-Dado: } 1 =3 3.

Demostrar: ¥ 4 + } 2 = 180° .
c

—3 — — > .
6.~ En la figura 0A L c0 y o8 L %Y . probar que
J1= 33,
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2.14. ANGULOS FORMADOS POR DOS RECTAS INTERSECADAS POR UNA
TRANSVERSAL.

Una transversal es una recta gque interseca a dos 6 mis rec
tas en puntos diferentes. Usaremos la palabra transversal s6lo
cuando todas las rectas estén en el mismo plano. Consideremos=-
la siguiente figura, en la que t es una transversal de £ y m.

t

W\ =
AN

18) Los &ngulos: <3, <4, <5 y <6 son &ngulos inter
nos. .

28} Los &ngulos: <1, <2, <7 y <8 son &ngulos ex-
ternos.

32) Dos &ngulos como <! y <5, uno externo y el -
otro interno, pero situados del mismo lado de la =
transversal y con vértices diferentes, se llaman -
&ngulos correspondientes. Los otros &8ngulos co-
rrespondientes son:t <3 y <7 ; <2 y <67 <4y

<8 . .

42) Dog paredy de dngulos internos, situados en lados -
opuestos de la transversal y, con vértices diferen-
tes, se llaman &ngulos alternos internos. Son &n
gulos alternos internos <3 y <6 @ <4 y <5 .
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52} Dos pares de Angulos externos, situados en lados opues-
tos de la transversal y con vértices diferentes, se lla
man fngulos alternos externos. Por ejemplo: <1 y <B ;
<2y <7.

2.15.RECTAS PARALELAS.
MAntes de continuar, es conveniente definir el concepto de -

rectas paralelas.

Definiciébn 12.- Dos rectas son paralelas si son coplanares y no

tienen punto en comfin.

§i una recta j es paralela a una recta m. Esto se simboli-

za ¢ |l m

2.15,1. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL PARALELISMO,

Teorema 4.- Si dos rectas son cortadas por una transversal y los
dngulos alternos internos son congruentes, entonces las rectas -

son paralelas.

Hip6tesis: <a = <b.

Tesis: ¢ || m.

()
{2

Demostracisn,

Dadas las rectas §{ y m y una transversal t en el mismo
)
plano, sabemos que % y m O se intersecan o son paralelas. Su-

pongamos que £ y m  no son paralelas; es decir, se intersccan
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en exactamente un punto C. Ello determina un AABC (Fig. 2)

El <b es entonces un dngulo externo del AABC y que es
mayor que la medida de cualesquiera de los dos dngulos inter--
nos, o sea el <b es mayor que el <BAC. Esto contradice la ~
hip8tesis inicial ( <a = <b)., Por lo tanto £ y m no se inter-

secan, entonces se demuestra que & ||m.

Puede observarse que la demostracién realizada es una de
mostracifn por contradiccidn.

Tambi&én debemos sefalar que esta demostracién justificar§
la construccién Geométrica N2 8 de la Unidad 4.

Teorema 5.~ 5i dos rcctas son cortadas por una transversal de
tal manera que formen una pareja de &ngulos correspondientes -
cohgruentes, entonces las rectas son paralelas.

HipStesis: Las rectas 1 y m cortadas por la transversal t;

<bh & <«<f,
Tesis:? || m , +
JRe b » é
m ; Siha7a N
(1) (2)
Demostracifn.

Supongamos que las rectas no son paralelas; cs decir, que

% y m se cortan en exactamente un punto G (Fig. 2. Entonces -

(3]



el < b es un dngulo externo del ABFG.

Ahora, si el <b es externo, es mayor que el <BFG, o sea,
el <b es mayor que el <f. Esto contradice a 1la hipStesis -
{(<b3 <f), Por lo tanto g y m no se intersecan, lo cual demues-

tra que g |{m.

La geometria euclidiana cuenta con el Axioma, que es una -
réplica del famosos Quinto postulado de Euclides y también se
le conoce como Axioma de las paralelas!

Axioma 8.- Por un punto dado fuera de una recta hay una y sola-

mente una recta paralela a la recta dada.

Este Axioma nos sirve para probar algunos Teoremas. Entre
los mis importantes estd el reciproco del Teorema Fundamental -

del Paraleliswo:

Teorema 6.- S5i dos rectas paralelas de un mismo plano son inter
secadas por una transversal, entonces los &ngulos alternos in-

ternos son congruentes.

Hipbtesis: 2 || m

Tesis: <az < b

/ -
1 e A A

F1 i £ —— »
[ ¢
e > L -
() (1)
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Demostracidn.

Cuando una transversal corta dos rectas, los &ngulos alter
nos internos o son congruentes o no lo son. En este caso supon-
gamos que los dngulos alternos internos «c y <f no son congruen
tes. Trédcese una recta diferente de ¢ tal que los &ngulos <c y
<b si sean congruentes (fig. 2).

El teorema 4, nos afirma que si <e¢ = <b la recta 85 es -
paralela a la recta m. Entonces, como S ||m vy por hipbtesis
L || m existen dos rectas S y p, paralelas a m y que pasan -
por el purito A, lo cual contradice al Axioma de las paralelas.
Por lo tanto nuestra suposici6n es falsa y por consecuencia =~

<a = <b,

Teorema 7,- 85i una recta interseca a dos rectas paralelas de un
mismo plano, los &ngulos correspondientes son congruentes,

Dato: ¢ || m
Conclusidn: cas<bh
/ﬂL t
i 2 < 4
£ > A< <
. b >
m 8 i
) ¢ 2)
Demostracifn:
cazc¢cC Por ser &ngulos opuestos por el vértice,
<g= < b Por ser fngulos alternos internos

Josaz< b Propiedad transitiva
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Teorema 8.- Si una recta interseca a dos rectas paralelas de un

mismo plano, los &ngulos alternos externos son congruentes.

La demostracidn se deja como ejercicio para el estudiante

Ahora consideremos las rectas paralelas gy m, interseca--
das por la transversal t. Asignémosle una letra a cada uno de -
los 8 angulos de la figura formada.

n L4

12 <cas<e, <c=<g, <bs <f y '<dsz<h,

Por ser &ngulos correspondientes,
28 < ¢gx<f y <da <e

Por ser &ngulos alternos internos
32 < asc<¢<h y <breg

Por ser &dngulos alternos externos

48 También se puede afirmar que: < az <d, <bs <c,
c<cea<h, «frc<g por ser &ngulos opuestos por
el vértice.
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58} Y ademds que:
}a+ ¥b= 180°,

¥ec+ ¥a=180°,

ya que son

&ngulos adyacentes

¥bh+}d
}e +Yf =

180°,

L}

180°,

tes son suplementarios).

3d + }c =

etc.

180°,

l(los &ngulos adyacen-

Ejemplos ilustrativos.- En los casos siguientes, hallar -

X Y o

Par el fundamento de cada una de las ecuaciones que

obtienen con basc al diagrama.

aj eftm
2
12 ’/;z >
2x
ne 3y - 20 .
Tooy+to
by Lilm
‘ 1
T
E"hy
¢
91’

se

Solucién:
12) 3x -« 20 = 2x  Por ser <sal
« ternos inter
3x - 2x = 20 nos.
Soox =20
28) y + 10 = 2x Son <s corresg
pondientes.
y + 10 =2(20]) Sustituyendo
y + 10 = 40
y=40-10 .. y=30
Solucién:
12} 4y + 92°= 180 Son <s colate
rales inter-
4y = 180°- g2¢ NOS-
4y = 88° Sy o= o220
28) x + 2y = 92° Son <s corres

X + 2(22°)=92°
v X+ 44°=92°
X = 92° - 44°
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c) Solucién;:

18) x +y = 150°

%=2y+150°=180°

Son <s alter-
nos internos.
Son <s colate

rales inter-
nos.

- Xty N x +y = 150°
-ty 150 x -2y= 180°-150°
x +y = 150° (1}
® -2y= 30° (2}

Resolver el gistema de ecuaciones, multipliguemos la

(1) por 2 y la (2) por 1.

2x + 2y = 300°
X - 2y = 3@°

3x = 330°
) 3500 -

X = T— P

-

Sustituyendo a x en la ecuacibn

110° + y = 150°
y = 150°
Loy =400
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Ejercicio 2.7. Calcule x,y en cada caso.

a)ﬁ"as,a;”ci‘ a) nll n
t.
A B

M & rd

X+ y

XN\ 120°%

b aBllco, CEl OF

B D B ¥
40°
55°\ - Xy
A c G

— — —— — o d 2
¢) B | DE, DE| CF £ a |l pc
A B D
50% A
D E
Y 5x+10°

3x+2y 9x+2y\ ¢
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Ejercicio 2.8.

a) x,y y t  son lineas rectas. ¢Es x [l y2
t

Y

2a - 359

b) En la siquiente figura, ¢Jcudles lineas son parale-

las?
. 5a + 35°/:a -12° o,
. « .- / > L,
< Ta~6° >4
< —> £
3a+8° ‘ 3

. ba+12°
~

¢) En la figura, BCE es una linea recta y be || AB .
Encuentre el valor de x de la siguiente figura y
3 BCA y ) ECD .
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— —
@ AB y CD son cortadas por la transversal RS, -
como se muestra en la figura., Si < AER = 2x +16°

y <DFS = 3x - 31° ., Calcular x, <CEF y <AEF.
< A B(
B
< F
< D
s

2,16, TRIANGULOS.

Figuras como estas les llamaremos TyiSngulos.,

/C\ ANDX
A B C B C A

Si A, B y C son tres puntos nc colineales, entonces -
(AB UBC) UCA es el "trifinqulo ABC". En lugar de la pala-
bra "tridngulo" sc utiliza el sfmbolo 4 . Lo anterior se deng
ta " AABC". Los puntos A,B y C son los vértices del a ABC .

Los scqgmentos Xﬁ, BC y CA se llaman lados del tri&ngu
lo. Bn el A RABC, tenemes los Angulos <CAB, <ABC y <BCA , ©
simplemente <A, <B y <C .
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2.17. CLASIFICACION DE TRIANGULOS,

Los tridngulos los podemos clasiflicar por las longitudes
de sus lados en equilétero, is6sceles y escaleno,

Un tridngulo es escaleno si y s6lo sI no tiene lados =~
que sean congruentes.

Un trifingulo es is&sceles si y s6lo sf tiene dos lados-
.congruentes.

Un tridngulo es equildtero si y s6lo sf tiene tres la-
dos congruentes.

4 Escaleno’ 4 Isbésceles & Equildtero

Cuando un trifingulo es isBsceles, en &l ge puede conside
rat lo siguiente:

a) Al lado de diferonte longitud se le llama base del
tridngulo,

b) A los lados congruentes se le oponen &ngulos con=
gruentes.

c) Los &ngulos congruentes se les llama fngulos de la
base. .

Los tridngulos por la medida de sus &ngulos se clasifican
en: acutfingulos, rectiingulos y obtusdngulos.
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Un tridngulo es acuténgulo si y sblo si tiene sus tres
&ngulos agudos.

Un tridngulo, es un trifngulo rectdngulo si y s6lo sf -
tiene un &ngulo recto.

Un trifingulo cs obtusfngulo si y s6lo s{ tiene un &ngu-

lo obtuso.

4 Acutfngulo 4 Rectdngulo

4 Obtus&ngulo 5 Equifngulo

Un trifingulo es equifngulo si y s6lo siI tiene sus tres-
dngulos congruentes.

En un tri&ngulo rectingulo sc considera lo siquiente:

a) Los lados gue forman el &ngulo recto reciben el -

nombre de catetos.

b} El lado opuesto al &ngulo recto se llama hipotenusa,.

En todo tridngulo rectdngulo, la hipotenusa es el
lado mayor.

c
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En cada uno de los triingulos siguientes: AC y BC son -
los catetos y AB es la hipotenusa.

B
c

c A A B

Consideremos el & ABC :

o

A B
Los 8ngulos <CAB, < ABC y <BAC 6 simplemente <A, <B
y <C son fngulos internos del &ABC .

Ahora, si prolongamos el lado BB como se muestra en la
figura siguiente, formamos un &ngulo externo < CAD .

% ESTA TESIS N0 DEBE
SALIR DE LA BIBLIOTECA



si hacemos lo mismo, en los lados BC y AC, tendremos =
los dnqulos externos <ABE y <BCF .

F

Podemos observar que un fingulo externo de un trifngulo sec
forma con un lado del trifnqulo y la proldhgécién del otro lado.

.
Con estos preliminares, procederemos a demostrar los si-
quientes teoremas.

2.18. TEOREMAS. DEMOSTRACIONES.

En esta soccibn presentamos algunas demostraciones relati
vas a los dngulos internos y externos de un trifingulo.

La aceptacifn del postulado de las paralelas, hace posi-=-
ble la demostracibn del teorema siguiente:

Teorema 7.~ La suma de las medidas de los &ngulos in-
ternos de un trifngulo es 180° .
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Demostracidn:

a) A ABC es un tri&ngulo
cualesquiera.

b} Por C trazar TS|l AB
c} yA= }¥a
d) 3 B=3b
e) 3 C= 3¢

£f) 3 A+ 3B+ JC=}at Ibt+ Jc

g) ya+ 3b+ }cr= 180°

h) .. JA +3B +3)C = 180°

es

Hip6tesis: E1 4 ABC un
tridngulo cuales
quiera.

Tesis: ¥ A+ 3 B+ 3C=180°
a) HipGtesis.

b)

c
d)
e)
f

g)

h)

Trazo auxiliar,

Son <s alternos inter
hos.

Sgon <S-alternos inter
nos.

Es €1 mismo &dngulo.

Sumando miembro a -
giembro las igualda-
es.

Forman un &ngulo 1lla
no.

Propiedad transitiva
de la igualdad.

Teorema 8.- La medida de cualquiera de 'los &ngulos ex

ternog de un tridngulo es igual a la suma

de las medidas de los dos &ngulos inter--

nos no adyacentes a &1,
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¢ Hip6tesis:t < x es un &ngu-
lo externo del-
A ABC ,

Tesis: ¥ x=3 B+ 3C.

. X
D A B

Demostracibn:

al ¥ x + 3IBAC = 180° a) Son <s adyacentes.
b) ]BAC+ 3B+ ¥C = 180° b} Teorema anterior.

Propiedad transitiva

C} } X+ yBAC=}BAC+ 3B+ 3C c
de la igualdad.

4 S ¥Ix=3B+ ¥IC dj Propiedad del elemen
to inverso aditivo.

Teorema 9.- La suma de las medidas de los &ngulos ex-
ternos de un tridngulo es 360° ,

HipGtesis: <X , <y , <2
son &ngulos ox-
ternos del 4 ARC.

Tesis: 3 x +3 y+3 2=360°
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Demostracifn:

al§J x +yBAC = 180°

bl ¥ y +} ABC = 180°

180°

c}}¥ z +3ACB

d)3 x +¥y +3 2z +3 BAC +
3 ABC + }ACB = 540°

e) ¥ x+)y+ yz+ 180°=540°

f) 0 ¥ x+3y+ 3z o= 360°

a

b)

c

d

e

£

Son &ngulos adyacen-
tes.

La misma razdn.

Misma razbén anterior.

sumando miembro a -
miembro las igualda-
des.

Teorema de los &ngu-
los interhos de un

Propiedad del elemen
to inversq aditivo,

Enunciaremos los siquientes corolarios:

Corolario 1.~ En un trifingulo, sblo un &ngulo puede -
ser recto o bien obtuso.

Corolario 2.- Los &ngulos agudos de un triféngulo rec-

tdngulo son complementarios

Las demostraciones de estos corolarios se dejan al estu--

diante como ejercicio.

Es conveniente aclarar que un corolario es una proposi- -

cifn que surge como consecuencia de otro proposicifn, en este-

caso , de un teorcma.

Ahora,procederencos a presentar algunos ejemplos en los --

gue se aplicarfin los teoremas o corolarios anteriores.
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a)

b}

Ejemplos ilustrativos,~ En los casos siguientes, hallar
Yy .

70°

35°

18

-

28}

84

X,

Splucibn:

X+ 35°+ 70°=180°
x +105°=180°

gulo
X =180°~105°

.
‘e

x = 75°

¥ +110°+ 25°=186°
y +135°= 180°

y =180°-135°

ooy = 450

Solupibny

% es8 3 externo
al A I.

% = 30° 4 40°
x = 70°

y es } externo
de A ABC ,

y =(55°+30°)+ 40°

y = 85°+40°

.
.

y = 125° °

Teorema de los
ngulos inter-~
nos de un trifn

La misma razdn~
anterior.

Teorema del &n
gulo oxterno.



¢ Solucién:

18} En el A ABC

c x + 65° = 90° Los &ngulos =
agudos de un A
recténguio son
complementa- -

X = 90° - 65° rios.

65° X Sk o= 25°

28} En el 4 BCD

Xty = 90° La misma razbn
anterior,

Sustituyendo a

X .

25°+ y = 90°

Sy = 65°

8olucibn;

12} como DE.L FF
x = 90°

2R

x+y+120°=360° Teorema de los
fingulos exter-
nos de untrifp
gulo,

Sustituyendo a

X o

90°+y +120°=360°

210° + y = 360°

N . y =360°-210°

y = 150°
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Ejercicio 2.9.~ En los casos sigulentes, hallar x, y .

a) b) c)
B
c
50 c
X
3s5° y Y 25°
A D A B ¢
Tb bisoca <C
a ' e) £)
B A B
A A >
x/7 60
4
q° /
92°
IID
D /)
Y ¢
k347 [52° . x .
B_ > —_ — — D 7
BD biseca <B A | ocE ar Il cp
Th biseca <C
9) h) B 1)
AMioe
adl00°
y
x - —
B ¢ D

D
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— =T
4) BBl Ck, ac=BC

e

m)

B
B
Y
A L (o

n)

x) 7B || ©B

D
N

c

o)

1) A | €5, a5l BC

. EL A ABC es
equilftexo,

A
A
y
X
B o B

Bl A ABC ca'equi El1 4 ABC
litero. BD bise  litero.
<B y CH bise-

ca a <C.
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UNIDAD 3. CONGRUENCIA

Un concepte comiin en la vida diaria es el de tamafio y tamafios cemparativos,
Frecuentemente hablamos de dos cosas que tienen el mismo tamafio. En geometria -
se usa la palabra congruente para definir lo que decimos que tfenen la "misma -
forma y el mismo tamafio". Es decir, podemos pensar que en dos figuras congruen-

. tes, una fuese un duplicado de la otra.

La industrfa produce miles de pﬁrtes ya sea para reemplazar o coustruir -
miquina, cada parte se hace mediante una manufactura de precisidn para que ten
ga exactamente el mismo tamafic y forma. Por ejemplo, en el caso de reparar una
miquina, es importante que las partes de reempldzo necesaring ajusten exactamen

te con las partes orlginales.

En esta unidad estudiaremos la geometria de las figuras que tlemen el mis
mo tamaiio y la misma forma.

3.1, FIGURAS CONGRUENTES

En la siguiente, figure si se pide al nlummo que encuentre pares de fipu-

vas congruentes:

La respuesta es: las parejas congruentes son: (a) y ()3 (b) y (3)3 (e} e (1)
(@ vy (k) (&) y (8); () y (m); (W) y (1)5 (w) y (p).
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Considerando lo anterior, Podemos enunciar la siguiente:

pefinicibn.~ Dos figuras son congruentes cuando tienen el mismo ta-
mafio y la misma forma

Las figuras congruentes pueden hacerse coincidir, partes por -
parte. Las partes que coinciden se llaman partes correspondientes.
Debemos recordar gue el sfimbolo para denotar congruencia es z , que
es la combinacidén de dos simbolos =, que significa "Tener el mismo
tamafo®, y v que significa "Tener la wmisma forma®, {Este simbolo ya
se utiliz6 anteriormente en la congruencia de segmentos y congruen-
cia de 8ngulos) Por ejemplo, si denotamos & ABC ® ADEF, esto indica
que AABC es congruente a 4 DBF,

Ejercicios 3.1. ¢Cufles de los siguientes parcs de figuras son con-

gruentes?

A T

(2] (F)

[{}] (H)

LT @9@

A continuacibn, enunciaremos algunos teoremas los culles son

consecuencian directas del sistema de los nlieros reales, gue nos
auxiliarfin en las demostraciones gue s¢ realicen posteriormente en
eata unidad.

3.2. TEOREMAS DE CONGRULNCIA PARA SEGMENTOS.

Teorema reflexivo.- Todo segmento es congrucente a si mismo.

HY



Teorema Simétrico.- S1 BB ~ CD , entonces CD X

Ejemplo:
A B e —
BXCD , CDX AB
c D

Teorema trangitivo.- Si B X CD
ces AB XEF ,

Ejemplo:

3 — — e
A CA X CB CB » CD
entonces CA2TD .,

3.3. TEOREMAS DE CONGRUENCIA PARA ANGULOS,

Teorema reflexivo,~ Todo &ngulo cg cangruenie
81 mismo.

por ejemplo: <A X <A
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Teorema simétrico.- 81 <A X <B, entonces <B X <A.

Teorema transitivo,- S1 <A X<B y <B X<C, enton

ces <AN<C .,

3.4. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

En esta unidad, solo se tratari la congruencia de trifngu
los, antes de explicar el por qué&, observemos lo siguiente:

581 con cuatro tiras de madera formsmos un cuadrado, usan-~
do en cada unién un tornillo, &ste tendrf "juego%, es decir:

 — .
T
| P S——

Si jalamos hacia afuera de dos de sus vértices opuestos,=-
el cuadrade se deforma y obtenemos otros tuadrilSteros, como se
muestra a continuacibn:

Lo mismo sucede para una flgura de cinco lados, y lo mig-
mo para una de seis lados, etc.
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En cambio, si con tres tiras de madera construimos un --
trifingulo, con las mismas condicicnes similares del ejemplo an=-
terior:

Por mis que jalemos hacia afucra el trifngulo no puede de
formarse (a no ser que se rompa),

Esto nos muestra que el trifingulo es una figura geométri-
ca sencilla y ademds rfgida (no se puede deformar), a diferen--
cia de los polfgonos de mis de tres lados,

Por lo anterior expuesto y considerando qgue cualguier po-
1fgono se puede triangular, solamente se tratar& la congruencia
de trifngulos,

La congruencia de segmentos y la congruencia de &ngulos =~
son definidos en términos de sus medidas. Podemos decir que ==~
dos_segmentos son congruentes si sus longitudes son  iguales y

también que dos 8ngulos son _conqruentes si sus medidas  son -

iguales. Ahora ampliaremos estos conceptos de congruencia a fi
guras geométricas como son los trildngulos. Es decir, cuando =
los trifngulos son congruentes,

Las figuras congruentes, pueden hacerse coincidir parte -

por parte. Por ejemplo, consideremos los trifingulos AABC y =
A DEF.
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c F
A B D B
81 es posible mover los trifingulos de manera que los tres
vértices y los tres lados del A ABC sc ajusten exactamente a -
los tres vértices y a los tres lados del A DEF, los trifingulos-
son mfituamente congruentes, Entonces se puede afirmar que =~
A ABC X ADEF. Decbe entenderse que no es necesario que los-

tridngulos se muevan materialmente, sino que el movimiento se -
hace de modo abstracto, es decir mentalmente.

Cc F

En la figura anterior, sc establece una correspondencia -
entre los vértices y los lados de los tridngulos, Esta es una
cofreapondencia bivnfvoca. las partes aparcadas se llaman par-
tes correspondientes. De esta mancra, podemos hablar de lados
correspondientes y de fngulos correspondientes. También se pue
de decir lados homflogos y &ngulos lLomBlogos,

La correspondencia entre los vértices se puede expresar -

Ae> D Be-» E Ce+ F
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Esta se puede simplificar ABC <— DEF,
La correspondencia entre sus lados es:

RB.«> DE , BC e> EF y AC <« DE
La correspondencia entre los &nqulos es:

CAe>r 4D , (B e>»<E v ¢C &> <F

Dada una correspondencia ABC <« DEF entre los vErtices-
de dos trifingulos, si cada par de lados correspondientes son =--
congruentes, y si cada par de 8ngulos correspondientes son con-
gruentes, entonces la lcorrespondencia ABC «> DEF o35 una con=--
gruencia entre los dos tridngulos.

Definicibn.- Dos trifngulos son congruentes, si al eg
tablecer una correspondencia biunivoca -
entre los vfirtices, los” lados correspon-
dientes son congruentes y los &ngulos co
rrespondientes son congruentes.

Si se tieme que A ABC X4 DEF, sc estd afirmando que la co
rrespondencia ABC <+ DEF, es una congruencia.
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Con esto, se cumple lo sigulente:

2B = DE 0 sea AB = DE

BC % EF o sea BC = EF

AC X DF o pea AC = DF
Y también que:

<p MeD [} 3} A=}D

«<B M<F o }B =3B

<C Y<F o JCc=3p

Debe ser evidente que un trifingulo puede hacerse coinci-
dir consigo misme, es decir, cada vEBrtice se aparea por af mis-
mo. La correspondencia biunivoca en la cual cada vértice se =~
aparea por s8I mismo, se le llama congruencia identidad.

Por lo tanto ABC «+ ABC, es un congruencia identidaad.
C

A B

Sin embargo, podemos emplear la correspondencia ABC <
ACHB .
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Con esta correspondencia, la figura se hace coincldir con ella misma, pero

se intercambian los vértices B y C. Esto no se cumple para todes los tridngu--

los, es vAlido solamente cuando el tridngulo tiene al menos dos lades con la

misma longltud, es decir cuando el tridngulo cs 1sBsceles o equilétero,

Ejercicio 3.2, los tridngulos en cada uno de los sigulentes pares de figuras

aon congruentes. Escrfbanse las congruenclas para cada par.

Por ejemplo, lo primera es AED 4~ BEC,

[TV ? [: Y - R
A E [ "PT U O
) P (D)
(c ¢ : ; / DZ c
3
™M A B
0
A
) (1]
] E
[ K H {
[T} z (1
PR s N
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Ejercicio 3,3.~ En cada una de las sigujentes figuras usa una regla y un
transportador para hallar los triingulos que parecen ser
congruentes. A continuvacidn indique las parejas de lados

y #@ngulos en los tridngulos que parecen corresponder en
[
0 c
AZ
]
£ £ €

AtfiiiiiiZ?S;:iETEEXD AZ{{ii:;EESZ;iiTTSSD

E,
- B D

una congruencia.

AAU
F
B

l ;; ;; ’ ’A<§iiiiiij |
A
En las figuras, a veces ca couveniente indicar congruencia

entre segmentos y dngulos de la elguiente manera:

¢
P
k,‘ ¢



En este cago las marcas indiecan que: AB = PQ , BC = QR ,
AC=PR y 3IA=)P, }B=30, )JC=3R .

Por lo tanto, A ABC X APQOR .

3.5. PGSTULADOS DE CONGRUENCIAS DE TRIANGULOS.

En algunos casos, sc puede probar la congruencia entre =~
log trifngulos, s6lo con una informacifn parcial, para ello ana
lizaremos los siguientes criterios de congruencia de trisngulos,
a los cuales le llamaremos postulados de congruencia de tridngu
los. v

POSTULADO L.A.L. (lado, &ngule, lado}. Dos trifingulos
son congruentes sl dos lados y el fngulo que forman en uno
gon, respectivamente, congruentes a los ‘dos lados y ol &ngu
lo que forman en el otro,

si AB LPQ, BC x OR

<B X <Q , entonces,

e

A ABC X PQR .

-

Mostraremos algunos ejemplos en +los que se aplicari este
Postulado.
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Ejemplo ilustrativo 1l.=- En la siguiente figura, ¢, con la
informaci6én dada. Demuestre que A ABD X A CBD.

D C

En la. figura se indica que:
D x BE
< ADB X CBD
BD X BD

S A ADB 2 ACBD Postulado L.A.L.

Ejemplo ilustrativo 2.- La bisectriz de un tridngulo isbs
celes lo divide en dos trifingulos congruentes,

c HipGtesis: El 4 ABC es isbuceles; CD
biseca a < ACB .

Tesis: A ADC X ABDC

A D B
Demostracibn:
a) AC X BC a) Hip6tesis.
b) TD % TD b) Teorema reflexivo de la con
gruencia de segmentos. -
c) < ACD & < BCD e¢) CD biseca a < ACD.
d) .. 4 ADC X ABDC d} Postulado L.A.L.
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Ejempleo ilustrativo 3.

c E
HipGtesis: e l3E, bE L 5b ;
AC L DE ; B es pun
to medio de AD .
Conclusién: < C> <E .
A B D
Demostracidn:
a) AC % DE a) Hipbtesis.
b) <CAB X <EDC b) Son <S_rectos, pues FC1AB y
DE BD.
c} BB : DB c) B es punto medio de AD .
d) .. 4 CAB XAOEDB d) Postulado L.A,L.
e) ). <C X<E e) Angulos homblogos de trifingu-

los congruentes.

-

Ejemplo ilustrativo 4.- Con los datos que sc indican en -
la figura siquiente, calcule x, y .
c

b\ : ARED ™ 4BEC  (Postulado L.A.L.)
“x-ﬁ Como <A % <B , entonces:
4y = x {1}
A 7 \___%3._.“ x B También, <D & <C 3
¥ 3y + 6=x -6 {2
I+ Se ticne un sistema de ecuacio-
Y nes lineales:
, X =4y (1)
- 6=3y +6 {2)
D ——



Aplicando el método por sustitucién:

Sustituyendor "x" de (1) en (2}):

4y - 6 = 3y + 6
4y -3y= 6 + 6
Jooy =12

Sustituyendo "y" en {1):

x = 4(12)
x = 48

Por lo tanto x =48 , y =12 |

Ejercicio 3.4, ~ Los trifingulos de cada uno de los siguientes
problemas estdn marcados para mostrar los la-
dos y los &ngulos congruentes, Indique los -
pares de trifingulos que puede probarse que ==
son congruentes, mediante el postulado L.A.L.

[

/ !; JARa

N

M

R T

£ ; ;
A
C
8 0 2
]

c
£
F
. A d P
D
N ) 4
3
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—8
DS?C E
] P R
A p 6
qQ N
" P
R b
7 8
Ejercicio 3.5. - Efectfie las siguientes demostraciones:

1.- Hipbtesis: Q5L RT ; s biseca
a RT . Q

Conclusibn: ARSQ ¥ a TSQ

R S T
2.~ Hipbtesis: < DAB X <CBA ; D ¢
ER » BF
E F
Tasis: A ABEX A BAF
A B
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3.~ Hip6tesis: RSXQT , PS uP

<RTP X <QSP

Tesis: A RTP Y A QSP

4.~ Hipbtesis: ACMAD ; BEXED

<a Mo cplces

Conclusifn: A ABC % AABD

5.~ Hipbtesis: Fl AABC es isbsceles; c
’ AC2BC ; D el punto
medio de AC ; E el
punto medio de BC .

Tasis: 8 ACE X ABCD
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6.- HipStesis: AQRS, con <SQRX<SRQ ;
T el punto medio de 0S; s
W el punto medio de RS;

QS % RS .

Tesis: A TOR % AWRQ

POSTULADO A.L.A. {&ngulo, lado, &ngulo). Si dos

tri&ngulos tienen dos &ngulos y el lado incluido de uno

congruentes a los dos 8ngulos y el lado incluido correspon

dientes del otro, los trifngulos son congruentés,

C R

¢<AM<P,ABXTQ, <BN<0Q, . AABCY APQR .

Se aplicari oste postulado en cada une de los siguien--

tes ejemplos:

Ejemplo 1.~ Con la informacidn dada en la figura.  De-=-
muestre que AABD X ACBD ,
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En la figura se tiene que:

B
<A X e
AB X CB
<ABD X <CBD -
o AABD X ACBD Postulade A.L,A.
A D [

Ejemplo 2.- si DELB5 ; AB.LB y cC

es punto medio
‘de BD , entonces AABCX AEDC .

D E Hipbtesis: pEL%D ; AB.LBD y €
es punto medio de BD .
e Tesis: A ABC X AEDC
A B
Demostracidn:

a) <EDC & <ABC a) Son <s rectos, ya que DE| BD
y 2B L BD.

b) DC % BC b) € * es punto medio de BD .

€) <ECD & <ACB c) Son <s opuestos por el v&r-
tice.

d) .~ A4ABC X AEDC d) Postulado A.L.A.

Ejemplo 3.~ Si CD

biseca <ACB vy @ | 7B.
que AD X BD .

[

Demuestre
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Demostraciln:

a} <ACD X <BCD a) CD biseca a <ACH .

b) CO ~ CD b) Teorema reflexive de la ~
congruencia de segmentos.

©) <ADC X <BDC ¢) Son <s rectos. Co.l BB .

d) .. & ACD X ABCD d) Postulado A.L.A.

e} .. ADXTED e) Partes correspondientes =

de trifngulos congruentes
son congruentes,

.

Ejemplo 4.~ En la figura & ADC X 4BEC {Postulado A.L.A.).
Con los datos que se indican, calcule x, ¥y . .
12) AD X BE , entonces:

X +.8.= 3x

A_x+8 D E 3% _B Resolviendo
X -3 = -8
-~ 2x = -8
. _ -8
Iy-5 y+7 =2
S x = 4
c

28} Como AC M BC , entonces:
ly -5 =2y + 1
3y ~2y=T7 + 5
Sooy= 12

Asi tenemos que: x =4 , y < 12
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Ejercicio 3.6. - Los triingulos de cada uno de los diez pro-
blemas siguientes estdn marcados para mostrar
los lados y los dngulos congruentes, Indica
los pares de trifingulos gue mediante el postu

lado &.L.A., puede probarse que son congruen
tes.

c

JAVA

2

E
. 0
N
Lléﬁ
c M
4
H G
s
6

D
A{E %a
A
¢
A&}.

. 8 D
3
ZT
R s

5

E



R

7 8

P
T
5
v
M? %N
R s
10
BEjercicio 3.7. - Efectfe las demostraciones de los ejercicios
siquientes:

0 E
c
A 8
C
0
A
B
E
9

1.~ Hipbtesis: VRLEF ; WrlWT

§ es punto medio
de TT .
< RSV & < TSW
Conclusidn: A& RSV X ATSW
A L
L}
s
/1\

2,- Datos: PQ biseca al < MDN

7ol ¥®

Demuestre que: & MQP ¥ ANQP

v Iy
M Q N



3.- batos: R, 8, T son colineales

3 RSW = ¥ RSV "
3 RTW = ¥ RIV
Demostrar: A STW X ASTV
R s
v
4,- HipStesis: AC % BC
D es el punto medio de AC c

E es el punto medio de BC
< AEC X <BDC

Conclusibn: & AEC X 4 BDC

5.~ Datos: AABC es equifngulo,
D &8 el punto medio de
E es el punto medio de
<ABD ¥ <BAE

g al

Demostrar que: A ABDY. ABAE D B
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6.~ HipStesis: ws.l 5§ ; WGl HG

Tesis: A STM X AGTN

3

POSTULADO L,L,L, (lado, lado, lado). Si 1los lades
de un trifngulo son congruentes a los lados correspondien-
tes del otro, los trifngulos son congruentes entre si,

B Q

c ] A

RAEMPg, BCM QR, AC PR .. v AABC Y BPQR.

te

Efectuaremos las siguientes demostraciones, aplicando el
postulado L.L.L.

Ejemplo ilustrativo 1.~ Demuestre que & PQR %, 4 TSR .
P

¢ ' R ' g
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En la figura se muestra gque:

PQ 4TS
OR ¥ RS
PR % TR
« « A PQR XATSR Postulado L.L.L.
Ejemplo ilustrativo 2.
— — _ T
Datos: RT %~ RU ; TS % TUS
Demostrar que:
R
i) & RTS % A RUS 5
ii}) RE biseca a <TRU
Demostraci6n 1): U
a) RT X RU dato. ‘
b) TS % US dato.
¢) RS2 TS teorcua reflexivo para segmentos.
d) . ARTS MARUS  postulado L.L,L,

Demostracitn 1i):
e) ARTS Y ARUS por demostracién i) .

f) <TRSX <URS &ngulos correspondientes de trifngu
los congruentes son congruentes.

g) RS bigeca a la bisectriz divide un &ngulo en --
< TRU dos &ngulos congruentes,
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Ejemplo ilustrativo 3.~ En la figura, OAEC % ABED
tulado L.L.L.). Calcule x , y .
: A

26

F

=
w
W

o

C 2x-5
3y+2

B

Como BD * AC , entonces

3y + 2 = 26
Jy = 24
L2
¥ =3
SNoy=8

También, EC X ED , por lo tanto;

2% -~ 5 =33

Asf, se ha calculado X =19 y=28

Ejercicio 3.8, ~ Efectle las demostraciones siguientes:

t
=

el
=

1,- Hipbtesis: JM
JhL

I

1e
=
X

Tesis: (i) <M2 <L
(ii) <LIK % 7
(1ii) <LKM X ?

(Pog



2.~ Datos: AC & BC

AD & BD

Demostrar que:

@ | A

=

3.~ Hipbtesis: RT L R’ T
-y A

0
RS g'

-]

TP biseca a RS

T'P! biseca a R'S'

Tesis: i) ARPT » AR'P'TD!
ii} ARST Y AR'SYD!

4,- Hip6tesis: AE, BD y FG son j
lineas rectas.
AC
e

e g2
!

Tesis: i) AABC X4
ii} 4 AFC X AEGC

5.~ HipStesis: El aABC es icBsceles
con M, N, P son pun
tos medios de AC, BC
y A®B respectivamen-
te,

Tesis: < APM X < BPN

=)



Ejercicio 3.9.
l.~ En la figura siguiente, AB=CD y ¥x= 3%y . Demues-
tre que- 3 ACB = 3 DAC .

D (o4

%2.~ Demuestre que si en el AGHK , GK = Hk y G, M, H son
, puntos colineales tal que <GKMQ <HKM , entonces M es -
el punto medio de GH .

G M . H

3.,- Demuestre que si los segmentos AE y DF se bisecan en =
P, entonces APDA X APFE . (Deberd construirse una figu-
. ra).

4.~ Datos: Un segmento RS y 1los puntos T y U en lados -
opuestos de ‘RS tales que TR =UR; TG=0US y UR<US,
Demuestre que ¥ T = ¥ U . (Constrfiyase la figura).



5,~ Datos: DG = CH , <D X&<C
ac bk, B | e
Demuestre: AD = BC
D C

A B

6.~ Datos: Los puntos A, C, D y E estln alineados con A-
L yd
E-D y A-D- C. Besun punto que no esti en AC, -
tal que AB = CB, EB = DB y AE = CD ,

‘Demostrar que: < ABE } <DBC. (Deber& construirse la figu~

ra).
7.~ Bn 1la figura de la derecha, )
si AE = BC, AD = BD y A- B
DE = DC , demostrar que-
<EX <C .
E b c

8.~ En la misma figura, si AE = BC , AD = BD y <EAD X<CBDO
demuestre que: <BDE % <ADC .

9.~ En la figura del problema 7, si AE = BC,. AD=BD y -

<EX<C , ¢Se podrf demostrar que ED = CD ? 8i se ~-
puede, h8gase la demostraci6n. Si no se puede, expliquese
por qué,



10.- En la figura del problema 7, si <E %<C, ED=CD y -

<BDE X <ADC .  (Se podri demostrar que BAE = BC ?  Si se
puede higase la demostracifn. Si no se puede, expliquese-
por qué.

— P
11.- Datos: En la figura, AB T ;, Y B el punto medio de

WK . Demostrar que: <x <y .

A

—

12.- Se sabe que AE biseca a BK en R tal que AB = AK ., -
Demuestre que: TE? 1 BK. {Constriyase la figura).

13.- En la figura siguiente, CF =CM , <13

b

<2 y <3 %<4,
Demuestre gque:s < 5% <6 , '

(=]




14,- Se sabe que PQ y RS se intersecan, siendo P, T, Q -

: puntos colineales y R, T, § tambi&n colineales tal que -
Rr=Qr; PRIR® y F0LP9. Demuestre que <P X<S.
{Constrfiyase la figura).

15.- Demuestre que si en la figura PS =QS, PV=QV y =« -
<xX <y , entonces ?\7_]_?6 .

5

16,- En la figura siguiente, si AB = CB , <MAEX <NCD y =~
AE = CD . Demuestre que AABE & ACBD .

D
E
—
&
€5 Ny B [3 N
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Algunas aplicaciones sencillas de la Congruencia.

1.~ En la figura, AB representa un estanque, el cual no se -
puede medir directamente la longitud de AB . ¢Como deter
minar la distancia AB ?, '

A B

4

Solucién;

Se clava una estaca en un punto conveniente O, se miden
las distancias AO y BO, se dirige la visual a lo largo de
A0 y BO vy se clavan las estacas € y D, de tal manera -
que OMY%0D y ©OBXOC ycomoel <AOBY <DOC {&ngulos-
opuestos por el vértice} el AAOB ¥ 4DOC (Postulados L.A.L.).-
Por lo tanto AB ~ CD por ser partes correspondientes de - -
trifingulos congruentes. Entonces AB = CD, de lo cual se pue-
de medir CD .
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2.- Supongamos que se desea hallar la distancia desde un punto
P de la orilla de un lago a un objeto R .

R .17,
WL

~

s

Desde P se traza PQ de longitud conveniente, y tal -
que desde Q se vea R . Se mira desde P y desde Q a un
mismo punto R, y se sefialan las visuales PR y QR gue for
man los &ngulos a y b con PQ . Despuds se trazan los mis
mos &ngulos al otro lado de PQ , como se ve en la figura, y
se prolongan hasta gque se corten en S . Podemos afirmar que
<SRPQ = <SPQ=a, PQ=PQ y <RQP=<SQP= b, por lo tanto el
4 RPQ = ASPQ (POSTULADO A.L.A.). También, PS = PR por ser -
lados correspondientes de trifingulos congruentes. Entonces --
PS = PR, bastarfa con medir BS.

3.- Se desea calcular la distancia de un punto A de la ori-
1la de un rio al punto P que estd al otro lado del rio.

P
T
Mﬂh{’ -— -\-__
e D ————— ”k::_‘
N
P, "f\}“-\_ W IT—— T
o — e
/__/\b} N —_—
e~ N N T T
P < ————
a M B
Q
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Desde el punto A directamente opueste al punto P se
camina en direccién a B y se mide AB ; se toma de manera -

gue AB forme un &ngulo recto con AP . Se coloca una estaca
en el punto medio M de AB , Se camina en direccién perpen
dicular a AB , alejdndose de B hasta que sc llegue a un --

punto Q , que esté alincado con M y con P , luego se mide

BQ . Podemos demostrar que BQ = AP .,

El =“PAM = - QBM (son 5nqulos rectos) , < PMA = <QMB  por -
ser dngulos opuestos por el vértice, y AM = BM , ya que M es
punto medio de A . Por lo tanto A PMA = " QMB (Postulade A.
L.A.). De esto, BQ = AP, ya que son partes correspondien--

tes de tridngulos congruentes.

Ejercicio 3.10.

1.- Encuentre un método para determinar la distancia de un pun
to P, situwado en tierra firme, a un barco 5 .

2,~ 8e cuenta que una ocasifn, encontrfndose Napolen en la ri
bera de un rio, deseaba saber cudl era la anchura del mis-
mo. Uno de sus soldados se colocd de frente al rfo y ajus
t6 la visera de su gorra hasta lograr que la punta de &sta
quedara en linea recta con uno de sus ojos y la ribera - -

opuesta al rfo. En scqguida did media vuelta y localizd el
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punto en gue guedaba en lfnea recta con la punta de la vi-
sera y su ojo. Midid con pasos la distancia a ese punto,-
escribid su informe y gand un ascenso. Trace un diagrama
para explicar por qué el m@todo utilizado por el soldado -
es correcto. '

3.- MN representa un espejo visto lateralmente. Para un  ob-

servador ch E, es aparente que un objeto O estd situado
en O0' detrds del espejo. En fisica se aprende que - -

33 =31 y ©GO0'.LME en N . cPor qué razén O'N =
ON ?
g M
3
F
P
\\
112 '~
~
~
~
.
o e
N
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UNIDAD 4.~ CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

Una manera muy importante de "hacer" Geomctria, consiste en
utilizar la regla y el compds. Prdctica que parcce haber sido ol
vidada y que tal vez sea causa de cl rechaze o de la incompren-—
sidn de sus conceptos,

Desde la &poca de Platdn, el famoso filGsofo y matemdtico -
griego (380 a.n.e.), los gedmetras han distinguido la diferencia
entre un dibujo y una construccién geométrica. Un dibujo geomd--
trico es una representacidn en papel, trazoda con los instrumen-
tos adecuados tales como ¢l transportador, la reqla T, la regla
graduada, ¥ ¢l compds. Tedricamenile, una construccidn geombtrica
es un dibujo imaginario on ¢l cual los puntos y las reetas reque
ridas sc¢ determinan solo por medio de dos instrumentos idealiza-

dos, un compils y una regla no graduada,

Utilizaremos una regla lisa, de tal manera que afin cuando -
se pueden trazar rectas no se pucdan medir distancias, Tambidén,
usaremos un compis, con el cual trazareomos eircunferencias con
centro cn un punto cualquiera y que pase por un punto arbitrario,
pero no podremos medir Angulos, de igual modo que tampoco pode=-

mos medir distancias.
Este fué un esquema desarrollado por los antiquos griegos.

En esta unidad indicaremos como se efectiian las construccip
nes geométricas mis simples las cuales se efectuardn en el plano.
Estas construcciones pueden servir de base para llevar a cabo =~

construcciones mis complicadas.

Despuds de realizar cada construccibn geométrica se justifi

card &sta con una demostracidn.
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4.1.Dado el scygmento AB , construir sobre la recta : otro seqg
mento que tenga la misma longitud.

Consfideremos el segmento AR , Sea ¢ larectadaday € un

punto de ¢

Apoyando el compds en el punto A Apovando ¢l compids en ¢l punto ¢

trazamos un arco que corte en B, de s Lrazamos un areo con la -

abertura anterior, que interseque

Determinamos el punto D.
Obtenemos el segmento UB - AR
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4,2, Dado un &ngulo y un rayo, construir otro dngulo que tenga la misma

medida.

Consideremos el dngulo con vérti-

Consideremos el rayo con origen

un arco que intersecte a cada lado
del dngulo. Obtenemos los rayos A

y &

w

ce en A. en F,
I 3
A ? " —
1 2
Apoyando el compds en A trazamos | Apoyando el compds eén F y con la

abertura anterfor trazamos un arco
que intersecte el rayo. Obtenemos
el rayo FG.
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Apoyando el compds en C y consi
derando la abertura de longitud -
BC, trazamos otro arco que inter-
seque al anterior., Determinamos ~
el punto H.

-

—»
Trazamos el FH, Obtenemos el
< GFH.
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A continuacidn justificaremos esta construccibn geométrica

¢on una demostracidn.
—
4.2.~ Dados:< ABC y el FG. Demuestre que <BAC :=<GFH,

Demostracién:
En el< BAC y el< GFH, trazamos, respectivamente RS y EH
entonces se tiene que por construccién, AR:= FE , AS=FH y

S = Ell, de 1o cual ARAS = A EFH (Postulado L.L.L.). Por lo tan=-

to <RAS = < EFH  ya que son angulos homblogos.

Ahora, como 3IRAS =) BAC y 3} EFB =} GFH, por transitivi--

dad ¥BAC = ¥}GFH, o también < BAC: < GFH, que es la demostacifn.
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4.3 Construir en un mismo &ngulo dos dngulos que sean congruentes,

Consideremos el &ngulo con vértice| Apoyando el compds en A trazamos

en A, un arce que interseque a ambos la-
dos del dngule. Determinamos los -
rayos AP y
(5
5 3y
A 7 A IB 7
1 2

Apoyando el compds en B trazamos Apoyando el compis y' con la misma
un arco con la misma abertura ante | abertura anterlor, trazamos otro
rior. arco que interseque al arco ante=
rior. Determinamos D. Trazamos
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A continuacibn justificaremos la construccidn anterior.

4,3.- Sea ABC un ingulo dado y AD un rayo entre AB y

AC. Demuestre que < BAD = < CAD.

Demostracibn:

En la figura obtenida, trazando DC y DB formamos los
tri&inqulos 4 BAD y A CAD. Ahora, por contruccidn se sabe que -
AB = AC , BD:TD y como AD es un lado comn. Por lo tanto

4 BAD= ACAD ({Postulado L.L.L.).

En consecuencia, <BAD : < CAD por ser &ngulos hom&logos.



4,%Por un punto de una recta dada, trazar una perpendicular a esa recta.

Sea P un punto en la recta & , Con centre en P, trace una circun
ferencia que intersecta a % en Q
y R.
( )]
& 4 I . ] hY
< IP —? Q' 3 R 2
1 2
Con centro en Q y luego en R y| Se traza %7, *
con un radio mayor que QR, se -
trazan arcos que se intersecten, -
Determinamos S,
Xa xe
A 4
&l ; 1 5 ¢ ! | >
&l 1> R & d R
~
3 4




Considerando que P es un punto de una recta ¢, el enuncia

do para la construccifn anterior se puede escribir asi:

4.4,~ Por un punto de una recta se puede trazar otra recta que -

es perpendicular a la recta dada.

Demostracidn;

.
Demostraremos que “5p _J_ . DPor construceidtn se tienen que,

PO = PR,

= RS y DS - PS por ser un lado comin. Por lo tan

2]

to, AQPS = A RPS (Postulado L.L.L.).

De lo anterior, < QPS " < RPS por ser dngulos homdlogos y -

por le tanto 3} QPS = }RPS = 90° (2,10. Teorcma 2).

Esto demustra que SF | ¢ .
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4,.5.Por un punto

P que no estd en la
a 2.

reeta ¢ , trazar una perpendicular

Consideremos el punto
recta 4.

P yla

—

1

Apoyando el compis en P, trazamos

un arco que intersecte a £, De-
terminamos los Puntos A y B,
P

2

Apoyando el compds primero en 4
y luego en &, y con radio mayor
que !
se 1

AB, trazar dos arcos que -
tersecten

Trazamos Tﬁf
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A continuacidn y considerando que P es un punto que estid

en la recta dada, enunciaremos de la manera siguiente:

4.5.- Por un Punto exterior a una recta se puede trazar una rec

ta y solamente una que es perpendicular a la recta dada.

Sabijendo que P es un punto que no estd en «, demostrare

mos que <F5_|_ L.

Demostracién:

Por construccidn se tiene que PAa - PB B 7\73 - BO , Y como
—P‘E) es un lado comfin de leos tridngulos A APQ y " BPQ, entonces
A APQ > A BPQ (Postulado L.L.L.). Por consecuancia « APQ ~ <BPQ
ya que son dngulos homdlogos, y como también ) ARQ = } APS Y
3 BPQ =9 BPS, enhtonces < APS:<BPS, ademis dc que TS es un lado
com@n. Por lo tanto, & PSAsA PSB  (Postulado L.A.L.) De esto, =
< PSA¥ <PSB ya que son dngulos homSlogos y ambos &ngulos son
rectos (2.10. Teorema 2}. Y, por definicidn de perpendiculari--

dad, se puede concluir que: ol .
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4,6.Pado el Wi, localice su punto Medio.

Dado el AB.

>

Con centro en A y radio mayor que
-é Al se traza un arco.

Con centroen B y con el mismo
radlo trace otro arco que inter-
secte al anterior. Determinamos
los puntos Py Q.

Trace *T¢ y M ¢s el punto medie
del JE.




Ahora se demostrard geom&tricamente que M es el punto medio

del AB:

4.0.- Sea AB un segmento dado. Demuestra que ﬁ - BM.

Para justificar geométricamente la construccidn qeométrica -

anterior, bastari demostrar que AM = BM.

Demostracidn:

Por construccién se tiene que KPP = " , BF - BQ, y tam-=
bién que P—Q = PQ por sc¢ un lado comfin de los tridngulos A APQ ¥y
& BPQ, por lo tanto AAPQ: ABPQ (Postulado L.L.L.). Ahora, co-
mo AP: BP por ser lados homdlogos y . APM . «BPM por ser &ngu-
los homdlogos, y ademds que FPM = PM, entonces 4 APM = & BPM (Pos

tulado L.A.L.).

En consecucncia, MN: BH, por scr lados homblogos.
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4.7 Dado un segmento. Trace su mediatriz.

Sea AB el segmento dado Con centro en Ay radio mayor -
que 7 AB  se traza un arco

1 2

Con centro B y el mismo radio an Trace la mediatriz “PQ"
terior trace otro arco que inter-
seque al anterior. Obtenemos los

puntos P y Q.




Por lo anterior ahora demostraremos :
R d ——
4.7, Dado un segmento AB. Demuestre que PQ L AB

en su punto medio M.

Demostracién :

De la demostracién 4.6, anterior se tiene que
A APM zp DPM, entonces <AMPa<BMP por ser homflogos, y
ademis por 2.10. teorema 2. §AMP = 90° = yBMP. y, por
definicién de perpendicularidad sc puede concluir que:

[
PQ L AB en M.
En este caso la recta PQ es una mediatriz,

También se puede afirmar que cualguier punto de la me-
diatriz equidista de los extremos del segmento.



4.8 Sea Ll una recta y P un punto que no estd en gy ¢ Trazar atra

recta L, que pase por P y que sea paralela a C]‘

Sean { una recta 'y P un punto Sea Q y R dos puntos cualesquie
exteriof a 2 ra de -
1 4
P |
.
1 2

w

<>
Trazamos  PQ

Mediante 1a constructién No, 6 tra
zames un dngule con vértice en P
que sea congruente al <PQR. Deter
minemos el 4 <QPS. Trazamos P53




4,9 Clrcunscribir una eircunferencia a un tridngulo dado.

Consideremos el  APQR .

Aplicands las instrucciones de la
construccisn No. 6 en el lado PQ.
Determinamos 21.

2

Repitiendo las instrucciones en
el lado QK. Determinamos £ 2

Haciendo lo mismo en el lado TR,
Determinamos 13. Obtenemos las -
medintrices 49 KZ' 13.

Ces el centro de la circunferenw
cla,
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Antes de continuar, enunciaremos la siguiente definicidn:

Definicifn 4.1.- Dos o mas rectas son concurrentes si tienen
el mismo punto de interseccidn.
Utilizaremos esta definicién para el enunciado del teorg

ma que justifica la construccidn geométrica anterior.

4.9.~- Las mediatrices de los lados de un trifngulo con concu=-
rrentes. Su punto de concurrencia equidista de los vértices
del tridngulo.

Demostracifn :

Sean %3 ,2;y 23 las mediatrices de PO, QR y PR, respectiva
mente. Si g, y #3fueran paralelas, entonces 56 y PR serfan -
paralelos, es decir, si g, “ 2y ¢ 4y l Fb,zll_ PR, entonces -
PQ || PR, lo cual no es posible ya que PQ intersecta a PR.
Por lo tanto ¢, intersecta g; en un punto C.

Por construccifn de la mediatriz, cualquier punto de ella
equidista de los extremos del segmento, entonces se tiene que
CP = CQ porque C estd en g, . De la misma manera CP = CR poxr
que C estd en R . Por consecuencia, CQ = CR.,

Por lo tanto, se demuestra que las mediatrices son concu-
rrentes y su punto de interseccifn equidista de los v&rtices
del trifngulo.

Como una consecuencia, del teorema anterior, se tiene lo
siguientes :

Corolario 4.1.~ Tres puntos no colinecales estdn en una =-
circunferencia y sdlo en una

Definicidn 4.2.- Mediatriz es la recta perpendicular en -~
el punto media de un segmento.

Definicisn 4.3.- El punto de interseccifn de las mediatri
ces se llama circuncentro.
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4.10 Inscribir una circunferencia en un tridingulo dado.

Dado el AABC.

1

Mediante la construccién No, 3 tra
zamos la bisectriz del <A. Deter-
minamos la bigectriz .

Haciendo lo mismo en el < B,
Determinamos la bisectriz Be

llaciendo lo mismo para el <C.
Determinamos La bisectriz T,




Para la demostracibén geométrica de la construccibn ante-

rior, enunciaremos el teorema de la siguiente manera :

4.10.~ Las bisectrices de los dngulos de un trifingulo son con
currentes en un punto que equidista de los tres lados del - -
trifngulo.

Demostracidn :
En el AABC) sec I el punto de interseccidn de las bisec -
~ - - .
trices AF, BG y Cll de los dngulos A, B y C, respectiva-
mente. Entonces, 1 estd en el interior del <A y en el inte=-

rior del «<B y, por lo tanto en el interior del <C.

Ya que cualquier punto de la bisectriz equidista de los
lades del Snqule, entonces IP=IQ. De la misma manera IP=IR,

y por transitividad IQ=IR.

Esto demuestraque el punto I equidista de los lados AB,
BC y AC.

Definici6n 4.4.- El punto de interseccién de las bisec
trices se llama Incentro.
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4,l1l.~ Construir las alturas del aABC.

Consideremos el pABC. Aplicando las instrucclones de la

construceidn No, 5, trazamos una
perpendicular de A a TC.
Determinamos AD,

o

2 <0

1
Haclendo lo mismo, trazamos 1a per

Repitiendo las instrucciones, tra
pendicular da, € 2a AB.

zamos In perpendiculdr de B a
Determinamos TF, Obtenemos las al-

turas A0, BE y CF,

. Determinamos BE.




La construccidn geométrica anterior se puede justifi-
car con el teorema :

4.11.- Las tres alturas de un tridngulo son siempre concu
rrentes.

Demostracidn :

Para efectuar esta demostracibn primero trazamos :
Por cada uno de los vértices una recta paralela al lado o-
puesto. Dos cualesquiera de estas rectas no son paralelas
ya que se intersectan y determinan un tridngulo, digamos -
ADEF. De esto, los cuadril&teros ABCF, ADBC, BCFA, BCAD,
ACBD y ACEB son paralelogramos, entonces los lados opues -
tos son congruentes.

Utilizundo lo anterior se tiene que:
BC=AD=AF, AC=BD=BE, AB=CF=CE.

Par lo tanto:

La altura AD es mediatriz de DF
La altura BE es mediatriz de DE
La altura CF es mediatriz de EF

En base al teorema de las mediatrices (4.9.), AD, BE y
CF son concurrentes.

Definicifn 4.5.- Altura de un trifingulo es un segmento
perpendicular desde un vértice del tridngulo a la recta --
que contiene al lado opuesto.

Definicibn 4.6.- Bl punto de interscccitn de las altu-
ras de un trifngulo se llama ortocentro.
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4.2, Construir las medianas del AABC, -

Dado el dABC. Mediante la construceién No. 6, lo
calizaremos el punto medio de AE.
Determinamos Ml. trazamos THM,

2

Repitiendo el procedimiento para el
lndoe AT, Determinamos M s trazamos
BM;. Obtenemos las mediainas Ay, T

)
T,.

Aplicando lo mismo para el lado
BC. Determinemos Mz, trazamos
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Antes de continuar con la demostracidn de esta construccidn
geom@trica, enunciaremos una definicidn y un teorema los --
cuales nos auxiliar@n en la demostracidn geométrica que jus
tifica dicha construccién.

Definicidn.- Linea media de un tridngulo es el seg-
mento que une los puntos medios de dos lados,

Teorema.~ La linea media del AABC que une los puﬁ -
tos medios de los lados AB y BC es paralela al lado AC y es
igual a la mitad de este lado.

4.12.- Las medianas de todo trifingulec son concurrcntes y su
punto de concurrencia estd en cada mediana a dos tercios de
cada vértice.

Demostracidn:
Sea ABC el tridngulo dado y Xﬁz, Eﬁ3 y Eﬁllas medianas.

Demostraremos primero que AMZ y BM3 se <cortan,

Los puntos C y M3 son coplanares recpecto a la recta AMZ.
Los puntos C y B estdn en distintos planos. Por consecuen-
cia, los puntos B y M3 estdn en distintos plancs. O sea, -
la mediana BMj corta la recta AM,, De la misma manera dedu
cimos que la mediana AM2 corta la recta BM3. Puesto que -~
las rectas AM2 Yy BM3 se cortan en un finico punto, este per
tenece a la mediana AM2 Y EMJ, es decir, las medianas se --
cortan en el mismo punto,

Ahora, tracemos la linea media M,M3 en eld ABC y la 1% -
nea media A,B, de los lados OR y OB dels OAB, ambas son pa-
ralelas al lado AB e iguales a la mitad de este lado. De ~
aquf resulta que el cuadrilitero M,M3A,B, es una paralelo -
gramo, de esto, M30 = 082; ademis OB2 = B2B por construc-
cibén. Es decir, la mediana M2A divide a la mediana M3B en
doa tercios a partir del vértice B. La mediana trazada por
el punto C divide la mediana Eﬁ3 en la misma distancia, --
Por lo tanto, también pasa por el punto 0. Queda demostra-
do el teorema.



Definicidn 4.7.- Mediana es el segmento trazado de cada vértice
del tridngulo al punto medio del lado opuesto.

Definicidn 4.8.- El punto de interseccibn de las medianas de un
tridngulo se llama baricentro.



UNIDAD 5.- SEMEJANZA

Intuitivamente, consideramos semejantes dos objetos, "si
tienen la misma forma aunque no el mismo tamafio”. Por ejemplo:

a) Una fotografifa y una reduccidn o una amplifica-
cifén de ella. La forma se mantiene,

b) Una pelfcula vista en una pantalla de cine y la
misma, vista en pantalla de televisién, Los ob
jetos tienen diferente tamaifio, pero la misma =~-

forma.

¢) En la industria automotriz se construyen mode--
los pequefios de los autombviles, estos modelos
corresponderdn, en forma y detalle con el auto-
mévil real.

Fl concepto de semejanza, tiene diversas aplicaciones, -
una de ellas también es cuando hacemos dibujos a escala, El -
mapa de una ciudad tiene muchas propiedades que son comparti
das por 8sta,

a) b)



En las fiquras geométricas, se puede afirmar que, todos
los trifngulos equil&teros son semejantes; todos los cuadrados
son semejantes; todas las circunferencias tambié&n lo son; esto
mismo no lo podemos afirmar para algunas otras figuras geomé--
tricas, es decir, no todos los rectdingulos son semejantes, etc.

A N/

a)

b)

Oc




En cada uno de los incisos anteriores se ilustraron figu
ras geométricas semejantes.

Ahora se ilustran figuras geomEtricas que no son semejan
tes:

a)

] R Sl RI

En la correspondencia PQRS «—— P'Q'R'S’, los angulos co
rrespondientes son congruentes, porque todos los &ngulos son =
rectos, pero los lados correspondientes no son proporcionales.

b} En otros cuadriliteros, puede cumplirse la sequnda
condicifn, pero no la primera.

P a Q p! a o'
a a a a
s a R s’ a R'

En la correspondencia PQRS «— P'Q'R'S', los lados co-
rrespondientes son proporcionales, sin embargo las figuras tie

nen formas diferentes.



5.1. Semejanza de Tri&ngulos.

En esta unidad trataremos finicamente la Semejanza de -
Trifingulos, porque los triingulos son figuras geométricas sen-
cillas y rfgidas, como se ha expuesto anteriormente en Con--
gruencia de Trifngulos. Ademds, que este concepto, aplicando
la misma idea se puede generalizar para poligonos semejantes.

La idea intuitiva de que dos tridngulos son semejantes -

cuando tienen la misma forma, debe precisarse.

Recordemos que ABC «» POR es la correspondencia biuni-

voca entre los dos trifngulos.

R
[

P Q
Asociando a cada fngulo del primer tri&ingulo un &ngulo -
del segundo trifingulo.
<Ae> <P ;' <Be>»<Q y <Ce><R y también a cada
lado del primer trifingulo el lado correspondiente del segundo:
AB+«>T0 , BC«OR y A& BR
Ahora enunciaremos la siguiente definicién:
Definicibn.- Dos triingulos son semejantes gsi existe
una correspondencia entre ellos, tales
que los dngulos correspondientes son ==

congruentes y los lados correspondien-
tes son proporcionales.
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S8i se cumple lo anterior, podemos decir que la correspon
dencia es una semejanza entre los trifnqulos.

Por ejemplo, la correspondencia anterior ARC <% PQR es
una semejanza si:

SAMSP , <BX<Q y <C X<R y AB _ BC _ AC

Ejemplo 1.- Consideremos los dos trifingulos siguientes.
P

G 5 H M 2.5

De acuerdo con la definlcién, para determinar si los dos
trifingulos son semejantes se establece una correspondencia tal
que los &ngulos correspondientes sean congruenteg y los lados
correspondientes sean proporcionales,

En este caso, la correspondencia es FGH «—> NPM. Pode~
mos comprobar (midiendo los &ngules de los trifingulos) que -
<PXeN , <GM<P y <HX<M,

Ahora es conveniente verificar que los lados correspon--
dientes son proporcionales, para ello podemos establecer las -
proporciones:

EG . G _ FH
NP PM T WM

Como0 FG=6 ,GHE =5, Fiil=8 , NP=3, PM = 2,5, ==
NM = 4 , entonces tenemos gue:
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b, 5 , & . _ 8
7.5 = Y

3
En las que se verifica, respectivamente:

bx 2.5=3x5  6x4=3x8 vy 5x4=2.5%x8
15 15 : 24 = 24 y 20 = 20

n
i

Par lo tanto, el AFGH es semejante al ANPM, Esto se
puede indicar: AFGH “ANPM .

Es posible demostrar que en el caso de los tridngulos se
mejantes, si los &ngulos de uno de los tri&ngulos son congruen
tes a los dngulos correspondientes del otro trifingulo (midien-
do los fngulos de los tridnqulos), los lados correspondientes-
estarfin en proporcidn. Inversamente, si se prueba que los la
dos correpondientes son proporcionales, por consecuencia los
&ngulos correspondientes son congruentes,

Ejercicio 5.1,- Como en el trifngulo anterior. Encuentre una
correspondencia gque sea una semejanza entre =«
los trifngulos. Indique los &ngulas gque sean
congruentes y establezca lag proporciocnes con-
venientes.

a) B P

L
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b)
G
B
7.5
5
6 A
H 3 F A 2 c

)

P 18 R D 2 E
.. 1.5
12\/ N

o
Q

Ejemplo 2.~ E1 8ABCW APQR , calcular las lqngitudes de -
los lados gque faltan.

A
3 0 '
6
B X 4.5
4.3
R
c Y P

12} La correspondencia es: ABC +«s PQR

22) Como los tridngulos son semejantes entonces:

a _ BC | AC

PQ QR PR
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32) AB=3, BC=4.5, AC=6, PQ=4.5, QR= x
y PR=y.

42) Al sustituir en las proporciones tenemos que:

3. 45 _ 6
.5 - x Ty
52) Resolviendo:
3 . A4S P E
7.5 X 75 T Ty
_ _{4.5)(4.5) _ _(4.5) (6}
* 3 Y 3
20.25 __27.0
A y =3
Soooox = 6,75 ey =9

Las longitudes son: QR = 6.75 y PR = 9

Ejemplo 3.~ Los tridngulos 4QPS y ARSQ son semejan-
tes, De acuexrdo con los datos calcule las longitudes RS y -
RQ .

) R PQ = 4 RS =
PS = § RQ =
0s = 6
P s

Como la correspondencia es: (QPS <» RSQ , entonces

gp _ BS _ 08
RS ~ S0 RQ
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4. . 8 . 6
Entonces, RS = 3 = g
Resolviendo:
A4 . 8
RS ~ 6
- _(4) (s) . {6} (6)
RS = 5 e R
_ 24 _ 36
RS = -5 PQ = 5
S. RS = 3 J. RQ = 405

Fjercicio 5.2.- El1 & aBC ~ Aa' B' ¢' , calcule las longitudes
X, y en cada uno de los sigquientes casos:

B|
B
4 5
X 04
A' 10 c!
A 12 (o]

A'
A -
\ 9
3 X
[ 2 B B y c'
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Bjercicio 5.3,- Si la correspondencia PQRe—> PST es una seme
janza en los trifingulos APQR y APST calcy
le las longitudes de los lados que faltan.

P Datos Calcule
QR = 5 ST =
PQ = 6 PS =
s T PR= 7 50 =
PT = 3 TR =
Q R

Ejercicio 5.4.~ En la figura se ilustran tres tridngulos que -

son semcjantes.

A
AB = 25 4 ACD~ AABC
BC = 20 & CBD~ AABC
AC = 15 A ACD~ ACBD
A D B

a) Calcule las longitudes CD , AD y BD .

b) Verifique sus cdculos empleando la igualdad
AD + BD = AB .

Ejericicio 5.5.- En la figura: AROB~ 4DOC . Encuentre las me
didas siguientes:

C 13 D <C =
oD =

AB =

<A0B =




5.2. Proporcionalidad.

Consideremos el APQR en el que AB es paralelo a GOR.
Podemos probar que en la correspondencia PQR < PAB, los &n--
gulos correspendientes son congruentes.

<P & <P Teorema reflexivo de dngu--
P los,
<1 X <3 Son &ngulos correspondien--
tes entre paralelas.
A B
<2% <4 Misma razbn anterior,
Q R

Teorema l.~ Teorema fundamental de la proporcionali-
dad.~ Si en el APQR, se tiene que AB ~

OR Q. PR
es paralelo a 0QR, entonces PACPE

Hipbtesis: Sean A y B puntos de

P = — :
PQ y PR, respectiva
mente, tal que AB ||
A B R

Tesis: PQ _ PR

PA bB
Q R
Demostracitn:

Primero tracemos AR y OB. En los trifingulos AQAB y
APAB, tomemos UA y PA como bases, respectivamente. Enton
ces estos trifdngulos tienen la misma altura (la altura trazada
de B a PQ, es la misma para los dos tridngulos). Ahora, -
st dos tridngulos tienen la misma altura, entonces la razén de
sus Areas es igual a la razén de sus bases, es decir:
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Area  AQAB QA (0
Area A4PAB PA

De la misma manera, en los trifdngulos &4 RBA y 4PBA , -
consideremos a RB y PB como bases, respectivamente. Pues-
to que estos trifingulos tienen la misma altura, sucede lo ante
rior:

Area ARAB | RB 2)
Area APAB re

Ahora bien, los trifingulos AQAB y A4RAB tienen la mig
ma base AB., Tambidn tienen la misma altura, pues AB y QR
son paralelos. Por el teorema: "Si dos tridngulos tienen la -
misma basc y la misma altura, entonces tienen Areas iguales®.

Area 4QAB = Area ARAB (3)

De las ecuaciones (1), (2} y (3}, obtenemos:

on RD \
PR~ PB {4)

8i sumamos 1 a cada miembro en la ecuacidn anterior:

an = RB
BA + 1 7B + 1
Es decir:

QA+ PA _ RB + PR
PA B

Lo ¢ue quexiamos demostrar,



Aplicaremos este teorema en la resolucién de algunos =-
ejercicios, pero antes observemos el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.- En el 8ABC , MN es paralelo a AB .

B En el 4ABC se cumple que:
. BN _ AM
N T T
BC _ AC
b) BN = R
C M AC)QE=£§
C MA

Ahora justificaremos cada una de estas igualdades:

BN AM

NC Mc

a)

Por el teorema anterior:

BC _ _AC
NC Me

Restando 1 en cada miembro
BC _ _AC

L LCER

NC me "1

BC - NC _ _AC - MC
NC MC

Como BC - NC = BN Y AC - MC = AM

. BN _ _aM
* " TNCT T OTHC
BC AC

b} “BN~ =

Aplicando el teorema fundamentals:

BC . _AC
NC MC



c)

Intercambiando lugares antecedente y consecuente,

NC_ _ _MC
BC AC

Restando 1 a cada miembro

NC
Bt 1=he -1 . osea
NC - BC _ _MC - AC
BC AC
Sustituyendo
- BN __ M
BC AC

Multiplicando por -1

BN AaM
BC AC

Intercambiando lugares antecedente y consecuente.

’ BC_ _ _AC
* BN AW
cN__ _NB
] MA

Aplicando el teorema:

BC_ _ _AC
NC MC

Restando 1 :

BC - NC_ _ _AC ~ MC
NC MC
BN M
BN _aM
NC MC

Permutando los medios sus lugares
BN _ _NC

AM MC

Permutando los miembros de la igualdad:

NC_ _ _BN
MC T TAM
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que es lo mismo que:

CN_ _ _NB
MC MA

Ahora, procederemos a demostrar el reciproco del teorema
fundamental de la proporcionalidad:

- si B 2Q _ PR
Teorema 2.- Si en el APQR , AB es tal que PA = PB'
entonces AB es paralelo a OR .
P Hipbtesis: En el A4PQR, A es un

punto entre P y Q, vy
B un punto entre P ¥y

R, tal que PQ _ PR |
A B ! 9 % =B

R’ Tesis: AB || OR

Q R

Demostracifn:

Sea QR' el segmento que pasa por Q y paralelo a &B,
¥y que interseca a PR en R' ., Ahora, por el teorema ante--

rior:
PQ _ _PR'
PA PB

Puesto que por hipbtesis:

PQ . _PR
PA PB

tenemos que:
PR' _ PR

PB PB

Entonces PR' = PR,

Por lo tante R=R' y AB || OR



Ejemplo 2,- Determine si PQ || WZ en el ATWZ, de acuer
do con los datos indicados.

Por el Teorema reciproco (de ~
1 la proporcionalidad):

. Tz _TW SN
Q s ™ = TP ¢ entonces PQ|| Wz

12 Sustituyendo:

12+ 6 _ 14 + 7
12 14

—
=)
[X]
—

I
|

o}
N
]
£S

Aplicando la propiedad fundamental de las proporciones:

18 x 14 = 12 x 21
252 = 252

Esto nos indica que los segmentos correspondientes son =~
proporcionales.

. W)W

Tambign: Si =2 = iE | entonces PO || WI
Qz P
Sustituyendo:
12 _ 14
6 7
12 x 7 =6 x 14
84 = 84

Esto indica que los segmentos correspondientes son pro-~
porcionales.

.. Bg |} wz



Ejemplo 3.- En la siguiente figura BEIIEE 3 calcule 1la
longitud DC y EB. )

Aplicando el teorema funda-
mental de la proporcionali-~-
dad: Si DE| BC, entances

AD _ AB
bC ~ EB °
. 24 _ 20
?ustituyendo. i+ e C %
24x = 20(x + 6)
24x = 20x + 120
24x - 29x = 120
4x = 120
_ 120 . -
x = =7 o x = 30

Como DC = x + 6, DC = 30+ 6 A DC =36 y EB = x,
entonces EB = 30 .

También se puede resolver, considerando la proporcién:

AC _ _AB
AD AE

Sustituyendo:
24 + x + 6 _ 20 + x
20 20

30+ x _ 20 + x
28 20

24(20 + x)} = 20(30 + x)

480 + 24x = 600 + 20x

24x - 20x = 600 - 480
4x = 120
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Ejercicioc 5.6.~ Determine si ST es paralelo a QR , de acuer
do con los datos:

P
Ps = 6
PQ = 15
PT = 4
s 9 PR = 10
Q R

Ejercicio 5.7.- Determine si ML es paralelo a HJ de acuer-
do con los datos:

IJ = 4,2
H J
IM = 2.6
In = 4.6
1 M iL = 2.7
b
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Ejercicio 5.8.=~ Si los segmentos de la figura, tienen las lon-
gitudes indicadas. ¢Serd FPQ || AB ?. Justiff
quese la respuesta. :

C &\\\\\
16 25 30
20
/ / Q\
A B

Ejercicio 5.9.- 5i los segmentos de la figura, tienen las lon-
gitudes indicadas. ¢Ser& UV || RT 2

Ejercicio 5.10.- ¢Para cufles de los siguientes conjuntos de -
longitudes sera TFG || BC ?.

¢ a) AB=14 ,AF=6 ,AC =7, AG= 3

G b) AB=12 ,FB=3 ,AC=8, AG= 6
c)AF=6 ,FB=5,AG=9, GC=8

A \ g d AC=21,60=09,AB=14, AF =5
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Ejercicio 5.11,- ¢Dada la siguiente figura, con las propieda--
des indicadas, determina todos los valores -
de x para los cuales serd DE || RB ?

Ejercicio 5.12.,- En el A4ABC , DE es paraleloa BC . Con -~
los datos especificados, calcular BD y EC .

(W

Ejercicio 5.13.~ Si MN || AB , encuentre las longitudes AN, -
NC y MC , con los datos en la figura.
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Ejercicio 5.14.- En el A4JMK , 3 M = }HGK = x° .

J
H
x° x°
M [ K
a) Si HK=MG, MK =6 vy JH = 8 , determinese
b) SiaH=7 , JdK=21 y GK= 10, determinese
¢} SiGH =7 , HK = 2MG y JH = 14, determinese
d SiKI=24 , HK=MK y KG= 4 , determinese

5.3. TEOREMAS FUNDAMENTALES DE SEMEJANZA.

Se enunciardn finicamente los teorcmas siguientes, sin
efectuar la demostraciGn.

Teorema 3.~ (Teorema de Semejanza A.A.A.}). Si dos -
trifngulos tienen los tres dngulos de =
uno respectivamente congruentes a los --
tres &ngulos del otro, los trifngulos -
son semejantes,

c x HipStesis: AABC y ARST,
con <AQX <R,
<BY<Sy
< A
R S Cx<T .
R! s!' i
Tesis: AABC &~ ARST.
A B
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Corolario 1 (A.A.)}. 8Si dos trifngulos tienen dog dngu-
los de uno congruentes a dos &ngulos del otro, los trifingulos-
son gemejantes.

Corolario 2. 5i dos trifingulos recténgulos tienen un &n
gulo agudo de uno congruente a un fngulo agudo del otro, son -
semejantes. '

Ejemplo. PBn la figura siguiente, AC | BD . Demuestxe
que: ¢
1} & ACE ~ ABDE

2} AE + ED = CE + EB

=]

Demostracibn:

t) Como AC | BD , entonces <A R <B y <C <D
pues son dngulos alternos internos, adgmis =~ -
<AEC X <BED por ser ingules opuestos por el ~-
vértice. Por lo tanto AACE ~ABDE (Teorema A,

AA}
2} Ya demostrado gue AACE~ ABDE , por definicifn
de tridngulos semejantes _C_g_ = -%—g— , por lo tan-

to AE * ED = CE *+ ED .,

Problema flustrativeo.~ ¢Cufl es la altura de una torre -
cuya sombra mide 144 m cuando un poste de 5 m  proyecta una
sombra de 12 m 2.
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I
i .

Tamem——y G}———Hm-——-{

Considerando que los rayos del sol son paralelos, enton-
ces <CAB X <RPQ y como 4ABC y A4PQR son triéngulos rec--
tingulos, entonces & ABC ~ APQR ({Corolario 2, anterior}. Por
lo tantos

_BC _ AR
QR PQ
Sustituyendo: _ho_ 144
5 12
12h =
720
LS ¥

S b o= 60m

Solueisn: La altura de la torre es 60 m.

Teorema 4.~ (Teorema de Semejanza L.A.L.}, 8Si dos -
pares de lados correspondientes son pro-
porcionales y los &ngulos comprendidos -
son congruentes, entonces los trifingulos
son semejantes,

D N

Yipbtesis: 4ABC y ADEF

A AR _ ac
con PE T oF ¥

<A 2<D .
B F
E' ' Tegis: AMABC™ADEF .
B [
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Ejemplo.- En la figura de la derecha, con %E

E_ BB

ED °
Demuestre:
1} AAEB ~ 4CED a B
2) &B || B¢
E
Demostracidn: D c
1) Como -;% =%‘§ {hip6tesis) y <AEBX <«CED {&n~
gulos opuestos por el vértice). Por lo tanto =
4 AEB & ACED .
2} Ya gque AMEB n ACED , entonces <A % <C y <B

% <D , Ahora, si los dngulos alternos internos
son congruentes, 1as rectas son paralelas. Por
lo tanto, AB || DC .

Teorema 5.~ {(Teorema de Semejanza L.L.L.}. 8i los ~

lados correspondientes de dos trifingulos
son proporcionales, entonces les trifnge
los son semejantes.

; jg: AB_ BC _AC
A HipStesis: 5% ° FF © DF

Tesis! ARBC ~ ADEF .,
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Ejemplo.~ Dada la siquiente figura, con las longitudes -
como se indica. Demudstrese que Xe biseca =
al <DAB ,

Demostracibn:

Estableciendo la correspondencia ABC <> ACD , se =~

tiene que % T A0 °
Sustituyendo:
1z _ 8 _ 18
18 12 27

De lo cual,

12 _ 8 B . -
51 12 x 12 = 18 x 8 kS 144 = 144
12 18 _ .

#-3 12 x 27 = 18 x 18 .. 324 = 324
8 _ 18 - . -
R 8y 27 =12 x 18 o 216 = 216

Por lo tanto, 4 ABC * AACD, Teorema L.L.L.

S <BAC X <CAD por ger dngulos correspondientes «
de trifngulos semejantes,

S A biseca al <DAB .,
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Teorema 6.- En un tridngulo rectingulo cualquiera,la
altura correspondiente a la hipotenusa -
forma dos trif&ngulos rect8ngulos que son
semejantes al tridngulo dado y semejan
tes entre sf.

¢ HipStesis: AABC, con <ACB
como &ngulo rec-
to; CD i.EE .
Taegis: AACD ~ AABC
AABC "~ ACBD
A D B 4ACD v ACHED

Ejemplo ilustrativo.~ En el trifingulo siguiente, 3} ACB =
90° y C€BbJ] AB. si AC= /52 , BC= VII7T y AB =13,
Calcule %X, ¥y y 2.

e Como CD es altura correspon
diente a la hipotenusa AB .
Entonces:
AACD ~ AARC {1
’ ACBD ~ aABC (2
X ¥
A ) B Por e}l Teorema anterior.
De (1) :

€ _£o_ BD
AB ~ BC ~ AC

Sustituyendo:
V82 2 %
13 /117 /8T
Resolviendot
BT 2 v /5T _ %
13 AT 13 57
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132 = /52 .« /117 13x = V52 . V52

13z = /52 - 117 13x = ¥52 - 52
13z = /6084 13x = 52
= _ _52
13z = 78 X = -q3
78

Ahora, de (2):

£ _BD €D

AB ~ BC  AC
Considerando:

cs _ BD

AB ~ BC
Se tiene que:

AT I S

13 /117

13y = /117« /117

1y = 117

Por lo tanto:

X =4 , y =9 Y 2=56
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Teorema 7.- Se dan un trifngulo rectingulo y la alty
ra correspondiente a la hipotenusa (ob-
serve la figura de abajo):

a) La altura es media geométrica(‘) de los segmentos
en los cuales dicha altura divide a la hipotenusa.

b) Cada cateto es la media geométrica de la hipotenu
sa y el segmento de &sta adyacente al cateto.

Hip6tesis: El1 A ABC es un trifngulo rectdngulo-
con ¥C=90° y CD es la altura co
rrespondiente a la hipotenusa AB .

Tesis:
' C a) %% = %% o sea (CD)2=AD-BD
by 32 - BC o sea (nc)2=AD-AB
A D B 7Y %g = %% , a8 decir,

(8C)% = gD - BA .

Ejemplo.- En el aaBc , AC.LBE y ©p.LAE.

1) Si ab=2 y DB = 8§,
encuentre CD .

C
2) si AD=3 y DB = 6,
encuentre AC .
3) Calcule DB si BC =6
y AD =5 .
A [3]

(*}) Media peométrica, es el té&rmino comin de una proporcién.
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Soluciones:

1) Por el teorema anterior, inciso a) :
AD _ CD
(&) DB
Sustituyendo:
2 . L
CD 8
c)®=16 , = /Ts oD = 4

2

Aplicando el teorema anterior, Inciso b) :

a _ ac

AC  AB
Como AD = 3, DB = 6, entonces AB=3+6 , AB = 9
Ahora, sustituyendo:

3 _Ac

A9

mC)2 =27, AC= V27 AC = 5.19

3

Consideremos que DB = x .

Como AB = AD + DB , entonces AB = 5 + x , tene~
mosy DB=x , AB=5+x, BC =6 y AD =5 .

Aplicando el tecorema anterior, inciso b) :
DB _ BC
BC AB

Sustituyendo:
X 6

6 5+x
x(5 + x}) = 36
5x+x2=36

x2 + 5%~ 36 =0 {Ecuacisn de 22 grado),

Resolviendo por factorizacidn:
(X +9) (x -4) =0

175



Entonces:
x+9=0 o X = -9

% -4 -0 . x= 4

De estas dos soluciones, consideraremos X = 4,
ya que la medida de un segmento es no negativa.

Como DB = x e DB = 4

Ejercicio 5.15.~ Resuelva los siguientes problemas:

1.~ Una torre AC produce una sombra de 30 m de longitud. Un
poste de 2.70 m es colocado verticalmente en D, de tal --
forma que la punta de su sombra coincide con la punta de
la sombra de la torre, Midiende la distancia DB, encon-~
tramos 3,60 m. ¢De qu& altura es la torre?,

c
~
~
~
s
~
Y
~MNE
\\
-
2,70 m .
-
\\
1 B
. A 3.60m
—

1 It m '



2.~ Un asta bandera PQ produce una sombra PS . Un hombre -
de 1.80 m de estatura esti colocado a 5.40 m del asta -
bandera, y su sombra RS es de 2.10 m. ¢Cu8l es la al
tura del asta bandera?,

&

P

K—

3.- Para hallar la altura de un asta bandera, un muchacho cu-
yos ojos se encuentran a 1.65 m del suelo, coloca una vara
de 3 m de largo elevada en el piso a 15 m de distancia del
asta. Entonces retrocediendo 2.55 m, encuentra que puede
ver la punta del asta alineada con la punta de la vara, ~--
¢Cull es la altura del asta?

-

-
.

-~ D

1.65m
I ! |
ey 2.55 M fe—e 15 @ =]
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4.~ Un muchacho observa que la sombra de un &rbol tiene 15.68m
de largo, cuando el de su sombra es de 1,95 m, Si la altu
ra del muchacho es de 1,73 m . ¢Cufl es la altura del &r-
bol?. {Nota: Supdngase que los rayos del sol son parale-
los).

——u 15.68 m memy

Ejercicio 5.16.

1.- Sea la figura con AD = 14, ED =12, BC = 15 y EB = 4,

bDeterminar AC, AE y AbB,

A

2.~ Dada la fiqura, expresar x en t&rminos de a, b y c .

L
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3.~ Indigue si es posible que dos trifngulos sean semejantes -
cuando se cumplen las siguientes condiciones:

a) Dos ngulos de uno de los tridngulos tienen medidas
de 60° y 70°; mientras gque dos &ngulos del otro -
tienen medidas de 50° y 80°,

b

-~

Dos dngulos de uno de los trifinqulas tienen medidas
de 45° y 75°, mientras que dos angulos del otro -
tienen medidas de 45° y 60° .

c) Un trifingulo tiene un &ngulo de medida 40° y dos
lados cada uno de longitud §, mientras que el otro
tiene un Angulo de medida 70° y dos lados cada -~
uno de longitud 8 .

d} Uno de los tridngulos tiene lados con longitudes 5,
¢ y 9, mientras gue cl otro ticne un perimetrc de
B 420 000 .,

4.~ En la figura PR, QB y RC son perpendiculares a AC .

a) Complétese el siguiente enunciado.
A PAC )
4 ABQ ~ A p
b) Indique cudl de los si-
guientes epunciados es R
correcto: = = 2 g z2. M
n_ . ¥ m x Q
m+n y
c¢) Indique cudl de los si- z
guientes enunciados es
m n
correctot A B ¢
z.m o z__m
Yy n y m+n
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6.- Una persona puede completar un trabajo en 6 horas y otra -

lo puede completar en 3 horas. Si trabajaran juntos,icufn
to tardarian en completar el trabajo?.

En la figqura CD es la altura correspondiente a la hipote
nusa del AABC .

a) 81 r=4 y
b) 8i r =

[}

9, determinar h,
28, determinar h.

il
~
e
]
i

¢} Dado que r = 9, s = 3, determinar a .
d)} Dado que r = 7, s = 21, determinar b .

Fn la figura RS es la altura correspondiente a la hipote
nusa PQ del A4PQR.

a) 81 m=27 y n=3, determinar a, p y q .
b) Si m=24 y n= 6, determinar a, p y g .
¢} S8 p=15 y n=29, determinar m y q .

d) Si a=8 y m= 86, determinar n, p Yy ¢ .




9.~ Sea AB el difmetro de una circunferencia con centro en 0
Co LA . si AD =3 y BD = 27, encontrar CD. - (Suge-
rencia, trazar cuerdas AC y BC ).

5.4, ALGUNAS APLICACIONES DE LA SEMEJANZA.

Citaremos algunas de las muchas aplicaciones que tienen
las proporciones y las figuras semejantes.

l.- 81 consideramos un haz de rayos luminosos perpendicula
res a una superficie plana, por ejemplo una pared o -
una pantalla, y se coloca un objeto entre la superfi
cie tendrad, exactamente, la misma forma que el contor-
del objeto, pero serd mayor que ese objeto.

Si se acerca el objeto a la superficie, la sombra se -
hace mis pequefia, y si se acerca a la luz, la sombra -
se agranda, aumentando cada parte del contorno en la =
misma proporcifn, permaneciendo la forma (dngulos) ~ -
igual. Por lo tanto, la sombra es una figura semejan-
te al contorno del objeto.
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2.~ Medidas de distancias inaccesibles.- Este es un proble
ma muy antiguo e importante para los topSgrafos. (Ver
la figura siguiente). '

Supongamos que AFBG representa un cerro de forma -
irregular, tal que no se puede medir directamente la -
distancia AB., Consideremos la lfnea AB y cologue~
mos dos estacas en los puntos Dy B, Tales que 7B J_
AD y AD_| DE. bpespufs se dirige una visual a lo lap
go de EB, y se marca el punto C en el éue la visual
AD. De esto se puede afirmar gque 4BAC y 4DEC  son
rectiingulos < ACBY <DEC (son &ngulos opuestos por =
el vértice), Por lo tanto, los trifingulos son semejan
tes (Corolario 2, Teorema A.A.A.}). Entonces

AB _ DE
AC — DC
AB = —PC X DE

e

Como es posible medir AC, DE y DC, entonces pode-
mos obtener la longitud de AB .
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3.~ E1 problema anterior también se puede resolver aplican
doc en lugar de dngulos, las distancias.

S

Desde € se dirigen visvales a A y a2 B y se miden
AC y BC. Despuss se prolongan estas rectas y se mar
can D y E de manera gue

ca <
CE (o)
y, se mide DE. Entonces,
DE _ &P
AE ~ BC
. . _BC x DE
o AB = —r

Los trifingulos O8ABC y ADEC son semejantes, pues co
mo se han trazado tienen dos lados correspondientes ==

proporcionales:
e _ g8
CE =~ ©Cb

y, adem8s <ACB % <DCE (son &ngulos opuestos por el
vértice). Entonces, también se verifica que:

DE co

= 2=

AB BC



4.~ Medidas de alturas inaccesibles.~ La medida de alturas
inaccesibles es un problema sencillo cuando se aplican
las propiedades de trifngulos rectfngulos semejantes,-
Se dice gue el antiquo matemfitico Tales, asombrd a los
egipcios, determinando la altura de una de sus mayores
pir&mide sin m8s que hacer una medida sobre el suelo.-
Explicaremos, este m&todo, auxilifndonos de la siguien
te figura:

o

Y S

PCD representa & la pirémide y AP su altura., Sea -
AB la sombra de la pirfmide, en el momento que la som
bra del hombre EF es EB . En los trifingulos rectén
gulos APAB y AFEB, en el instante que E¥ = EB, en~
tonces también seri, PA = AB. (El segmento AD, que -
estd dentro de la base de la pird&mide, se puede medir
por ser paralelo al berde exterior de la bhase).

5.5, TEOREMA DE PITAGORAS.

El Teorema de Pit&goras debe ser seguramente el mds famo
go de la geometrfa. Afin cuando casos especiales del teorema -
eran conocidos mucho tiempe antes de Pitlgoras, probablemen=
te €1 fue el primero en dar una demostracién general. 8e han



dado cientos de pruebas del teorema de PitSgoras. En la

si=-

guiente demostracifn, usaremos las propiedades de los tri&ngu-

los semejantes.

Teorema B.-~

(Teorema de Pitdgoras). En todo trifngu-
1o rectédngulo, el cuadrado de la
tud de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de las longitudes de ~-
los catetos.

longi~

HipStesis: E1 4 ABC

x

c N

es trifinqulo rectdngulo.

3} C=90° Los catetos AC = b°',
BC = a . Hipotenusa AB = ¢ .
Demostrar: c2 = bz + a2 .
Demostracifn:
1) ©D es una altura. 1) Trazo auxiliar,
2) A ACD ~ AABC 2) Teorema 5.
A CBD ~ AABC
3) -éb- % 3} Definicidn de tridn-
a_y gulos semejantes.
c a
4) e = cx 4) Propiedad fundamen--
a® = cy E:;.de las proporcip
%) b2 + azf cx + ¢y 5) Sumando miembio a =~

miembro las dos =
igualdudes.



6) b2 + a2= ci{x + y) 6) C es factor comfin.
7) b2 + a2= c - c 7N x+y=c¢c
. 2 2 _ 2
8) . b +a“=¢ 8} Que es la demostra=-
cibn. '

Ahora procederemos a demostrar el reciproco del Teo-
rema de Pit&goras.

Teorema 9.~ (Reciproco del Teorema de Pitfgoras).
En un tridngulo cuyos lados tienen las -
longitudes a, b y ¢, si az + b2= cz.
entoncas el trifingulo es rectingulo, con

el &ngule recto opuesto al lado de longi

tud c.
B
¢ a
a
F D
[ B A 5

Hipbtesis: Sea el AABC, cuyos lados tienen las lon-
gitudes a, b y ¢, tal que a2 + b2= cz.
Construyamos un &ngulo recto, FD y FE =

de longitudes b y a, respectivamente.

Tesis:s E1 <c es &ngulo recto.

Demostracifn:
1) E1 A DEF es triéngulo por construccidn.
rectéingulo.



2) a? + po= (ED)2 6 Teorema de Pitdgoras.

ED = Va2 4+ p2

3) c= va®+ b2 ED = ¢
4) AABC Y ADEF Postulado L.L.L.
5} ¥Cc =3F = 90° Angulos homSlogos de

trifingulo congruentes.

Ilustraremos algunos ejemplos en los que se utilizar§
el Teorema de Pitdgoras, o bien su reciproco.

Ejemplo 1.- En cada uno de los siguientes casos, determi
ne si el tridngulo dado es un tridngulo rectd@ngulo o no lo es.

a)

R, Consideremos al lado de ma-
yor longitud como la hipote
nusa y a los otros dos como

los catetos

Ssi (PQ)2 = (QR)2 + (RP)Z, entonces el APQR es un tridn
gulo rect8ngulo (REciproco del Teorema de Pitdgoras)

Sustituyendo:
uan? = 52+ an?
169 = 25 + 144

Fsto es verdadero.

oom APQR es un tridngulo recténgulo.
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b}

T
De la misma manera que el -
Y1i3% ',ET caso anterior, podemos apli
car:
R S

Y170

Si (RT)2 + (TS)2 = (RS)2, entonces: El 4 RST es un -~
trifngulo rectdngulo:

{ /13612 + ( 7A0y2 = ( /1702

S 136 + 34 =170 (verdadero) .,

S+ El ARST es un A rectingulo.

Ejemplo 2.~ ¢Cufnto mide la altura de un trifingulo equi-
litero, cuya longitud de su lado es 2 ?

Solucifn: Consideremos que 4 PQR, en
2 2 el que PQ = QR = RP = 2, =~
Tracemos la altura RS. El

p 4 4 PRS es un recténgulo.=-
T s 1 @
R Como se muestra en la otra
figura.
2 x Calcularemes X (que representa a la
la altura del tridngulo equilftero.
P 3 S
Aplicando el Teorema de Pitdgoras:
xz + 12 = 22 x2 =3
x2 +1 =4 Seoox =43
x2 =4-1 S La altura del trifingule - -

equildtero es ¢ 3 .

188



Ejemplo 3.- Calcule la longitud de la diagonal de un cua
drado cuyo lado mide m

Problema. -

unidades.

Solucidn:

ABCD es un cuadrade., BD
es la diagohal. Los aABD y
BDC son tri&ngulos rectdn-
gulos. Consideremos el - -
4BDC como se muestra en la
figura de abajo y calculare
mos BD .

Aplicando el Teorema de Pi=-
tdgoras:

(BD)2 =mé + m2
(80 ? = 2n?
BD = ¥ 2m?

Se coloca una escalera de 20m de largo contra la pa

red de un edificio llegando hasta el marco inferior
de una ventana situada a 16m del piso. S5i la altu-
ra de la ventana mide 2,5 m, (Qué& distancia se ne-

cesitarfa desplazar el pie de la escalera para que

&sta alcance el marco superior de la ventana?

2.5

16

solucibn:
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Supongamos que AB repre=--
senta la escalera y BD la
ventana. Luego ED la es-
calera desplazada. Debemos
encontrar la distancia AE,



18} Consideremos el AABC, 3 c = 90°, AB = 20 m
BC = 16. Encontraremos AC .

Por el Teorema de Pitfgoras:
(a0)? + (30)? = (am?
Sustituyendo:
(ac)? + 162 =
(AC)2 + 256 = 400
(ac)? = 400 - 256

(ac)? = 144
AC

23) Ahora consideraremos el A EDC con CD = 18,5 m,
ED = 20 m, calcularemos EC.

Por el Teorema de Pitdgoras:
gc)? + (cp)? = (Ep)?
()% + 18.52 = 202
{EC)? + 342.25 = 400
(EC)? = 400 - 342.25
gc)? = 57.75
EC =V 57,75

e EC = 7,5%9

32) Como AE es la distancia desplazada y AE =

AC - EC, entonces:
AE = 12 = 7.599 AE = 4,401 m
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Ejercicio 5.17

1.- En el 4 MNT, 3MNT = 90°, Calcule:
a) MT, si MN=l6 y NT=12 T
b) NT, si MN=24 y MT=30
o) MN, si MT=I3 y NT=5
d) NT, si MN=15 y MP=17 N
2.- En el s6lido rectanqular de AB = 6 cm, BC = 3 cm
y BM = 4 cm. Bncontrar las longitudes siguien--
tes:
0 . |
a) op e} NN
!
b) CD f) AM L ! M
gy LR 2
¢) LO g) OB /)D-
d} DB h) LC 4
A B

ra.

o

Hallar la longitud del segmento X en cada figu
Trace una perpendicular si es necesario.

N T
X x 15 15 g
A 30 B p % 5
D
10
Ely c Lo X
16 . 10
h.....
A8 H 16 J



Ejercicio 5.18.-~ Resuelva los siguientes problemas:

1.~ Encuentre la longitud de la diagonal de un recC
tingulo cuyas dimensiones son 16 y 20.

2.~ Las diagonales de un rombo son 14 y 48. Encuen-
tre el perimetro y el Srea del rombo.

3.~ Una cuerda estd a 12 cm del centro de un circulo
cuyo radio es 20 cm., Calcule la longitud de la
cuerda.

4.~ La base de un sélido rectangular es un cuadrado
cuyas diagonales miden 6 Y2 cm. La altura del
s8lido es 4 cm. Calcule la medida de la diago--
nal del s6lido.

5.- La arista de un cubo mide t cm. Encuentre la -
longitud de la diagonal.

6,~ Se tiene un tridngqulo rectfingulo de ca}tﬁn. Los
catetos miden 20 cm y 30 cm. Se recorta un cua
drado come se indica en la figura. Encuentre --
cufinto mide el lado del cuadrado resultante,

30

//

¥ 20 —

7.~ Las bases de un trapezoide son 30 cmy 9 cm y -

los lados no paralelos miden 10 y 17 em. Encuen
tre el &rea. (Sugerencia: encuentre primero x,
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después h).

10/ b 17

k- 30 A

8.~ En el momento que un aeroplano pasa sobre un pug
blo, un observador situado a 3.5 km, y al mismo-
nivel, lanza una visual al aeroplane con un -
telémetro, vy determina que el aeroplano estd a -
4.5 km de &1 en linea recta. A qué altura se =~
encuentra el aeroplano sobre el pueblo?

9,~ En el momento en gue un acroplano pasa a nivel -
de una cima de una montafa de la que se sabe tig
ne 4 200 m de altura. El piloto divisa un obje-
tivo distante, y con el telfmetro determina gque
se encuentra a unos 9 km de distancia en 1fnea -
recta. 8i el objetivo estd al mismo nivel que -
el pie de la montafa. ¢Qué distancia tendrd que
volar el aeroplano hasta encontrarse justamente-
sobre el objetivo, y a la misma altura?

10.~ Dos carros salen de un mismo punto, uno viajando
a razdén de 70 km por hora, el otro a razdn de -
60 km por hora. &i uno viaja Qirectamente al Eg
te y el otro directamente al Sur. laQué tan sepa

rados est8n los carros al té&rmino de 1% horas?
N
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UNIDAD 6.- TRIGONOMETRIA

6.1, Antecedentes HistSricos.

La Trigonometria en su significado literal de "medida del
tridngulo®, es tan antigua como Egipto, aunque desde luego en -
una forma "extraordinariamente" rudimentaria. La Astronomfa -~
griega necesitaba de la Geometrfa Esférica, y esto combinado =
con la reduccifn de las cbservaciones, requeria, a su vez, lo -

que podrfamos llamar "cdlculo de las funciones trigonometrfcas"

La Matemfitica a través de la historia, hasta los tiempos
modernos, no pudo ser separada de la Astronom{a, Las necesida-
des de la irrigaci6n, de la agricultura en general, y hasta -
cierto punto de la navegacibn, otorgaron a la Astronomia el pri
mer lugar en la ciencia oriental y helenistica, su curso deter~
mind en cierto grado el de la Matemitica.

Para la matemitica, tanto de la antiguedad como en el si-
glo XVIII, y los astrdnomos babilonios que dedicaron mucho es-
fuerzo a su estudio, el movimiento de la luna fue de entre to--
dos los problemas astronbmicos el mis desafiante.

La contribueifn griega mis antiqua a la Astronomia teSri-
ca fue la "Teorfa Planetaria" de Eudoxio, en la cual intentG ex
plicar el movimiento de los planetas (en torno a la Tierra).

Esto fue algo nueve y tipicamente griego, una explicacisn
en vez de una crénica de los fenbmenos celestes.

Eudoxio fue sequido por Aristarcos de Samos (alrededor de
280 A.C.), el "Copérnico de la antiguedad", a quien Arquimedes
le atribuy$ la hip6tesis de que el Sol y no la Tierra, es el =~
centro del movimiento planetario. Esta hipltesis encontr6 po-
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cos adeptos en la antiguedad, aunque la creencia de que la Tie-
rra gira alrededor de su propio eje tuvo una amplia aceptacién.
El pequeiio exito de la hipdtesis heliocéntrica (que tiene el -~
centro del Sol como punto de partida) se debi6 principalmente a
Hiparco de Nicea, considerado a menudo como el mis grande Astrd
nomo de la antiguedad.

Hiparco de Nicea hizo observaciones {161 - 126 A.C.). Una
pequeia parte de su obra ha llegado a nosotros directamente, la
principal fuente existe gracias a Claudio Ptolomeo quien vivié
tres siglos despufs. Mucho del contenido de la gran obra de --
Ptolomeo, Almagesto, puede ser atribuido a Hiparco, especialmen
te el uso de circulos excéntricos y de epiciclos (circulo cuyo
centro, segfin la opinibn de los antiquos astrfnomos, estaban en
un punto de la circunferencia de otro mayor} para explicar el -
movimiento del Sol, la Luna y los Planetas, asf como el descu--

brimiento de la precesién de los Equinoccios.

Hiparco fue también gquien empled sistemAticamente una es-
pecie de Trigonometrfa, y se dice gue produjo la equivalencia =
de una tabla rudimentaria de senos. Se da tambifn el crédito -
a Hiparco de un m&todo para determinar la latitud y longitud =--
por medios astronBmicos.

Ptolomeo en el Siglo II (D.C.), resumib en su obra Alma-
gesto, las caracteristicas principales de la Geometria Esférica
e indic8 un método para el cdlculo aproximado de lo que viene a
ser tabla de senos o semicuerdas. La Trigonometria de Ptolemeo
basada en la relacifn fundamental entre las cuerdas de un circy
lo y el &ngulo central gue ellas subtienden. Ptolomeo usaba --
las cuerdas, la falta de exactitud era inevitable por el método
geométrico que necesitaba de interpolaciones en un intervale de
masiado extenso. De esta manera, la Trigonometrfa Plana fue --
tradicionalmente nada més, gue un suplemento de cllcule para la
Trigonometria Esférica.
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Los hindfies y los drabes perfeccionaron la Trigonometrfa.
Una obra hindl de aproximadamente el Siglo IV, avanzd considera
blemente mds alld de la Trigonometrfa griega, tanto en método -~
como en precisidn, dando una tabla de senos. Se les considera
como los precursores de la funcifn Trigonométrica moderna cono-
cida como "seno de un &ngulo".

Los frabes adoptaron y desarrollaron la Trigonometrfa hipn
dG. El primer progreso notable se debid al Astrdnomo Al Batta-
ni (Siglo IX}). Si bien en realidad no fue el primero que apli-
¢§ el &lgebra en lugar de la sola Geometrfa a la Trigonometria,
fue el primero que dio un gran paso en esta direccibn. Usd ade
m&s del scno hindfi, la tangente y la contangente. En el sigle
X se calcularon tablas de cstas dos (iltimas, y tambi&n hicie--
ron su aparicidn la secante y la cosecante como razones trigono
métricas, pues no existia todavia el concepto de funcifn., Nada

de su obra se parece mucho a la Trigonometrfa actual.

Se puede citar tambi&n: que Abul Welfa a fines del Siglo
X, empezd a sistematizar la Trigonometria que se conccia en su
8poca y la redujo a un sistema deductivo muy poco sélido.

El Astrdnomo persa Nasir Eddin {1201 - 1274), escribib el
primer texto drabe de Trigonometria.

Leonardo de Pisa (Fibonacci), publicS su obra maestra El
Liber abaci en la que incluye los teoremas de adicifn de senos
¥y cosenos.

La transicién de lo particular a lo general se reconoce -
por primera vez ineguivocamente en la obra de Vieta (Francisco
Viete, Frances 1540-1603), que al igual que Fibonacci no tenia
formacién de matemfitico ni lo era de profesibn,

Fl1 principal progreso de Vieta en Trigonometria fue su =~
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aplicaci6n sistemitica del Algebra. Tanto en Trigonometria pla
na como en la esférica, manejd libremente las seis funciones --
(seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante), y en
aquella obtuvo muchas de las identidades fundamentales, alge- -
braicamente hablando.

Con Vieta queds précticamente terminada la Trigonometria=-
elemental, exceptc en el aspecto de cdlculo. El cdlculo queds-
muy simplificado con la invencidn de los logaritmos (1614). ==
Vieta ampli6 las tablas de Rhaeticus (Alemdn, 1514-1576), dando
los valores con siete decimales de las seis funciones para cada
segundo de arco, en vez de diez segundos como habfa hecho Rhae=-
ticus.

Se suele atribuir a Regiomontano {Alem&n, Juan Miller, --
1436-1476), la separacién de la Trigonometrfa de la Astronomia.

En el siglo XVIII surge el matemftico Leonhard Euler (Sui
zo, 1707-1783), quiz§ el matemitico mis productivo de todos los
tiempos. Euler hizo contribuciones en todo camppo de la matema-
tica que existfa en su época. Publicsd sus resultados no sola--
mente en articulos, sino también en un nflimero impresionante de-
grandes libros de texto, En varios campos, la presentacién de-
Euler ha sido casi definitiva. Un ejemplo es nuestra Trigonome
trfa actual con su concepeidn de valores trigonométricos como -
razones y su (itil notacibn.

De esta manera se ha presentado un bosquejo histSrico de-
tan importante rama de la Matemftica llamada ‘Irigonometria, la
cual serd estudiada en una forma elemental es esta Unidad.



6.2, Funciones Trigonométricas.

Considérese el < AOB. menor que 90°

o A
—
Por un punto P cualquiera, del lado OA, trazamos una perpen-
dicular que interseca al lado OB en Q

TN
>

] IP A

El cociente g—g es el nlimero gque asoclemos al < AQB,

Por ejemplo.~ Si PQ =6 y 0OQ = 10, entonces el nfime-
ro que asociemos al «< AOB es g -

Siguiendo el procedimicnto anterior,consideremos nuevamen

te el Angulo iniecial < AOB., Trazamos una perpendicular por el

punto R del lado 5‘1'\’, gue interseque a o8 en s .

s B

?
v

0 Pl R A’
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Si utilizamos una regla graduada y medimos podemos comprobar -
ques
PQ RS

aQ - 08

8i en el mismo < ADB, trazamos perpendiculares por los -

—_
puntos G y H de OB : sVr

]

v

Se puede comprobar de la misma forma anterior que:

GE . BF
OE or

y ademds tambi&n que:

En todo lo anterior se puede comprobar que considerando -
el mismo &ngulo < AOB en los distintos procedimientos el nfime~
ro asociadoe no varfa, es decir, la razbn se conscrva constante.

Ahora cambiemos la regla y asociemos al < AOB el cocien-
te op B
oQ °

Q

Q 'F I
Como OP = 8 y O0 = 10, mediante esta nueva regla al =~

< AOB le asociamos el niimero %i [} 0.8
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Por (ltimo, si al < AOB le asociamos el coclente %%, co
mo PQ = 6, OP = 8, entonces con esta nueva regla al < AOB le ~

asociamos el nfimero & & también 0.75

8

De acuerdo a lo visto anteriormente, se puede decir que a
cualquier &nqulo menor de 90° le asociamos, -aplicando las tres
reglas vistas, tres nfimeros.

Ejemplo: //ﬂ

Segfin la primera regla al R, le asociamos ; de =

acuerdo a la segunda regla el nfmerc es 7?%2_ y por la terce- ’

ra el nfimero ser& % .

Este ejemplo, nes permite introducir algunos nombres y no
" taciones. Es decir:

lo.) Al niimero » que asociamos al < R, segfin

5
/61
la primera regla, lo llamamos seno decl &ngulo-
R, y lo denotamos asi:

5 . 5
sen< R = == o mejor sen R = —==—
V61 3 '3
6
20.) Al nGmero el cual asociamos al <R -
il '

por la segunda regla, lo llamamos Coseno del-~
< R, v lo denotamos:

= -5
cos R = 7T
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30.) Finalmente, al nlmero % que asociamos al < R,
mediante la tercera regla, lo llamamos tangen-
te del <R, y lo expresamos asi:

tan R = %

En general, si consideramos un &ngulo A, y trazamos una
perpendicular a uno de les lados del &ngulo.

AB = ¢
BC = a
AC =
¥
a b _a
Tenemos que: sen A = o cos A = c i tan A = 5 2 los co-~

cientes indicados les llamaremos razones trigonométricas y las-
correspondientes que asocian a cada dngulo {menor de 90°) un nf
mero real, se les denomina funciones trigonométricas.,

.
Tomando en cuenta lo anterior, si consideramos ¢l <A del

tridngulo-rectingulo siguiente: B

A b [
Con respecto al <A, BC es el cateto opuesto y su medida es =-

a; AC es el cateto adyacente y su medida es b, y RE es la
hipetenusa cuya medida es c. Podemos afirmar que:

H tan A = %

= b
sen A = P

ol
.

H cos A =

Esto lo podemos expresar en la siguiente manera:
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) Seno de un &ngulo agudo es la razdn constante del cateto-
opuesto a la hipotenusa.

Coseno de un &ngulo agudo es la razén constante del cate-
to adyacente a la hipotenusa.

Tangente de un dngulo agudo es la razdn constante del ca-
teto opuesto al cateto adyacente.

Hemos definido estas funciones trigonomé&tricas, pero pode
mos construir otras, gue son las siguientes:

La cotangente de un &dngulo es el reciproco de la tangente
del mismo dngulo.

. N 1
cot A = Tan A
s _ 3 b
Es decir cot A = 5+ © sea cot A = —
b

La secante de un &ngulo es el reciproco d€l coseno del -~
mismo &ngulo,

1
Cos A !

c

1
sec A = sec A = —p~ ¢ © sea sec A= '

c
la cosecante de un &ngulo es el recirpoco del seno del mismo &n
gulo.

c
, 0 B2a csc A= —
a

H csc A =

o}

Estas funciones trigonom&tricas reclIprocas las podemos de
finir en la forma siquiente:

Cotangente de un &ngulo agudo es la razdn constante del -
cateto adyacente al cateto opuesto.
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Secante de un dngulo agudo es la razdn constante de la hi
potenusa al cateto adyacente.

Cosecante de un &dngulc agudo es la razbn constante de la
hipotenusa al cateto opuesto.

Ejemplo 1.~ En el A PQR, con las medidas que se¢ indican,-
obtenga sen P, cos Py tan Q

R
a _ cateto opuesto
p 8 18} seno hipotenusa
. = 8
P 10 0 woosen BE g
2 . cateto adyacente
28) coseno hipotenusa
. _ _6
oo cos‘P = 37 .

2 . .cateto opuesto
3%) tangente cateto adyacente

o tan Q= —%—

Ejemplo 2.- Obtenga las razones trigonométricas que se pi

den:
¢ AN cos B =
cot A =
oy 5 sec A =
13) . cateto adyacente
coseno hipotenusa
/5
S+ cos B = ~a%?—
B
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Py - cateto adyacente
2%) cotangente cateto opuesto

oot A= ML . YT - V28 _ /7 -/25 /203
29 /25 . /25 Ja 29

. /203

. Cot)\'—‘—29-—

Nota: En este caso se racionalizd el denominadoer.

2 - hipotenusa
3%) secante cateto adyacente
6

T

sec A

[}

Racionalizando el denominador:

sec A = —5 c T _ 6T
/7 -7 T

Ejemplo 3,- Determinense las razones trigonométricas de, -
los &ngulos agudos <P y <Q, en el APQR,

Q
p r
R q P
Soluecidn:
= B = 4o
sen P T sen Q T
= = R
cos P = -—?—- cos Q T
tanP=—§~ t‘.an()=-—pL



cot P = 4. N
[¢] P cot Q q

p = L. e e L
sec a sec Q P
r by

P = — = -
cse D csc Q P

Ejercicio 6.1.~ En cada inciso mida los lados de los tridnguloes
y obtenga las razones trigonom&tricas que se in

dica.
a) b)
0 R
r g9
P
o
P R Q r
sen Q = tan p =
cos Q = sen P o=
tan Q = €cos P =
c) d) g m N
M .
p n p
n
N M
m
P
cot M = cse N =
sec M = sec N =
cs8c M = cot N =



e)

G £ H R 4 P
R g P T
o]
F
tan G = sec Q =
cos H = csc Q =
sen G = cot P =
Ejercicio 6.2.- Con las medidas de los lados indicadas en cada
inciso, obtenga las razones trigonométricas que
se piden:
a) R b) 1
23 25 . 25
15
i 20 35.4
T s G H
sen § = tan H =
cog 8 = sen G =
cot § = cos G =
e} A 13 g 9 M LI,
9
5 12 /130
c N
tan A = cot M =
cos A = tan M =
sen B = cos N =
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e)
Q
/455
43 44
Y
P
48 38
22
X
R
cos X = sen P =
cot ¥ = cos P =
tan Y = tan Q =

Ejercicio 6.3.- En cada trifngulo rect&ngulo, indique la fun- - °
cidn trigonom&trica correspondiente que se aso-
cia al nlimero con respecto al &ngulo enmarcade.
(Ver inciso a).

a) b}

c 18 A
B . 18
3 — %
—_ 3
4 26
3 P
tan A o
c 4 A
B
c) J d)
22 — f—g 7
= 3
H
45
A
I P
B
R



6.3. UCofunciones.

Se dice que el seno y el coseno son confuciones (nho con--
fundir con funciones reciprocas), lo que es lo mismo, el coseno -
es cofuncifin del seno y el seno es cofuncibn del coseno. En --
forma andloga la tangente y la cotangente son cofunciones, y la
secante y cosecante tambifén son cofunciones.

81 <A y <B son dngulos agudos del trifingulo rectdngulo
ABC, entonces kA + {B = 90°, es decir, <A y < B son comple
mentarios. Ahora:

B
sen A = —%* cos B = ~%~
a N cos A = -%— sen B = —%—
tan A = —%— cot B = —%—
c b a

De esto se puede observar que:

Sen A =cog B; cosA=s5enB ; tanA scot B y tam
bifn se puede afirmar que: cot A = tan B ; secA =csc B y -
csc A = sec B .

Ejemplos.~ Se puede comprobar mediante las tablas matemi-
ticas lo calculadoras) que:

a) sen 50° = cog 40° pues 50° + 40° = 90°
b) cos 42°20' = tan 47°40' ya que 42°20'+47°40'= 90°

¢) cot 10°25' = tan 79°35', pues 10%25'+ 79%35'= 90°

En general: cualquier funcidn trigonométrica de un &ngulo
agudo es igual a la cofuncibn de su dngulo complementario.

Ahora bien, podemos calcular todas las funciones trigono-
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métricas de un Sngulo agudo cuando conocemos una de ellas.

Ejemplo 1.- Si sen A = -—g—- , calcule las funciones que -~

faltan,
b Como el seno de un &ngulo agudo es la
c=8 razén del cateto opuesto a la hipote-
a=5 nusa o sea:
. cateto opueste
seno = -
a — c hipotenusa

Entonces, el cateto opuesto mide 5 y la hipotenusa mide 8.

Aplicando el Teorema de Pitfigoras:

az+b2=c2

52 4+ b2 = g°
b? = 8% - 52
b? = 64 - 25

Ahora ya se tiene que a=5,b=/39 y c=18, en-~
tonces: '

senA=—%— cotl\=——"§—5§~
8 /39
coslxm—/:;ai gec A = /‘j% 3939
5 5 /3§ 8
= csCc A & —p—
A= T Vs i 5
.5 49
39



Ejemplo 2,~ Dada

restantes;
B
¢:vV6
a:7
¢ bl A

sec A = /€ , determine las funciones --

Como la secanhte se define:

hipotenusa -
cateto adyacente ' Y

secante =
/e

see A = /6 = -—%—— , entonces la hipo-

tenusa mide /6 y el cateto adyacen-

te mide 1.

Por el Teorema de Pitfgoras:

.:t2+b2=c2

a + 12 = ( /8)?

a2+ =6
2.6-1
2

Se tienes a=/5, b=1 y ¢ =/6. Por lo tanto:

iy 5 /B /30 S
nA=——gs ————r— 5 — cot A = — =
NI T k6 5 S
cos A = i = L BB secI\=—/—§‘—=vr5—

e e - 6 6

_ 5 _ 6 30
tan A = =2 = /5 cscA—J5_=—5—-

. /3
Ejemplo 3.~ Se tiene que coLI\—-J—z:, calcule las fun-

ciones que faltan,



Por definicién de cotangente se tiene que, cateto adyacen
te = /3y cateto opuesto = V2 .

Como cz = az + b2 (Teorema de
Pitégoras)
= /T 2= (/)24 )H?
c2 =2+ 3

2.5 o c= /%

n
[}

Por lo tanto, las funciones trigonométricas son:

senA=-—"§ cotA=£=.‘/__—6__
/5 72
=3 S HR'/ ¢
cos]\-/5. sec A T 3
=25 -5 AT
tan}\—-ﬁ— 3 cscl\—ﬂ.» 2

Ejercicio 6.4.- En cada uno de los siguiente incisos se da una
funcién trigonométrica, determine las funciones

restantes:

a)cosA=-—l— b) sec A = 3
10

c) tanA=-—1—- d)cscl\=-f—;——-
'E

e) csc A = /3 f.)coti‘s=—1-—n

7

g)senA=—E h)senh=[§—
41

i) 8i cot A = % , entonces sec A =

3} Si ecsc A =5 , entonces tan A =



6.4. Funciones Trigonométricas de los Angulos de 30°,45° y 60°

En la trigonometrfa, algunos &ngulos merecen particular -
atencién, pues estdn cosiderados como dngulos especiales. En -
este caso los angulos de 30°, 45° y 60° son considerados asf.

Procederemos a determinar los valores de las funciones --
trigonométricas de cada uno de éstos &dngulos (sin uso de tablas
matemdticas) .

1.~ Angulos de 30° y 60°,

Considérese un trifngulo equil&tero cuyo lado mide 2.

A D [+

Como en el tridngulo equildtero la bisectriz es tambié&n ~
mediana y altura, entonces se tienen los tri&ngulos rectéingulos
4 ABD y 4CBD de los cuales se considera el AABD.

En este tridngulo se desconoce la longitud del cateto BD,
pero 5i aplicamos el teorema de Pitdgoras:
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%2 +12 =22
2/30% x xz +1 =4
%% =3 ox = /3
60° ]
A 1 b

Ahora ya tencmos las longitudes de los catetos y la hipo-
tenusa, entonces el trifngulo queda asf y las funciones trigono
métricas de los dngulos de 30° y 60° son:

sen 30° = —3~ = 0.5000 sen 60° = q- = 0.8660

cos 30° = —"g— = 0.8660 cos 60° = —3- = 05000

tan 30° = —é:- = 0.577 tan 60° = /T = 1,732

cot 30° = '/—i—— = /T = 1,732 cot 60° = 72: = 0,577

sec 30° = —/2: = 1.155 sec 60° = 2

csc 30° = ~2- = 2 csc 60° = -2 = 1,155
3

2,- Angulo de 45°.

Para calcular los valores de las funciones trigonométri--
cas, consideremos un trifingulo rectfngulo isfsceles, cuyos catg
tos miden 1, y la hipotenusa x .



Por el teorema de Pitdgoras:

B
%2 = 1% 412
2
x=v2, 1 x 2
Sox o= /7
A 1 c

Entonces las funciones trigonom&tricas del fngulo de 45°

[:343 11
sen 450 = 7—1_— = 0.7071 cot 450 = oy
)
cos 45° = —J;—_- = 0.7071 sec 450 = ff— = 1.4142
tan 45° = =4~ = 1 csc 45° = if: = 1.4142

Como estos resultados tienen aplicaciones cop frecuencia-
en el curso de trigonometria, se recomienda al estudiante tener
los presente:

30° 45° 50°
1 1 /3
sen 7 e Z
A
R N
/7
tan 2 1 V3
/3
cot 5B 1 Al
3
sec 2 iz 2
3
csC 2 Z 2
73
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La expresién senzA es una forma simplificada de escribir-
(sen A)z, ya que sen A es simplemente un nGmero, pues el co-
ciente de dos longitudes (cateto opuesto/hipotenusa), entonces
puede hablarse del cuadrado de este nfimero y denotarlo senzA.-
Por ejemplo:

2 2 1z 1
a) sen” 45° = (sen 45°)° = ( —— )° = ——
/3 2
b) cos® 30° = (cos 30°)3 = ( i%; )3 = f%;;
) tand 60° = (tan 609)% = ( /3)t = /3t = 9

Ejemplos ilustrativos.- Calcfilese el valor de cada una de
las expresiones sin el uso de las tablas matemdticas ni calcula
doras

a) sen2 60° + cos2 60°

sen? §0° + cos® 60° = /“ ) 2d ) — % =1

S sen2 60° + cos2 60° =1

4 2

b) 20 sen? 45° - § cos? 30° + 3 sen’ 30°

4 2 3

20sen?45° - 6cos?30° + 3sen’300= 2°ﬁ£?’4'6¢%42+3(%)3
7

- L 63 1, .20 18 3 7
2003 -6t 3G =TT rEg
A 205en445° - 6c05230° + 35en330° = —%—

3450 + 2tan?60° - 12sen30°

4

c) 3 tan

3tan>45°+2tan?60°~12s5en30° = 3(1)3+2(J3]4-12(%)

=3 +18 -6 =15

5 3tan345° + 2tan®s° - 12sen30® = 15



Ejercicio 6.5.- Calcflilese el valor exacto de cada una de las si

guientes expresiones. No se utilice caleculado-
ra ni tablas matemfiticas.

coszds° + sen245°

7005445°— sen 60°cos30° + tan4s°®

4450 - 3seni3ge

4

6c05230° + 20sen

5/3 gen60° - 7/7 cos45° + sen 30°

12sec60° ~ 16csc?30° + sec30e
3/7 cosd5° + 16sen®30° - 18cos60°

6send5°cos45° + c05560° - 3tan4s°®

10c05360° - 4sen530° - sen245°

3

35end5°c0s30° + / cos260° - cos 60°

cot30°® cos30°

csc30°-sen30°®

6.5. Resolucion de Tridngules Recténgulos.

En los siguientes casos, aplicamos las funcliones trigono-
métricas para calcular la medida de los elementos que falten. -
Debemos recordar gque en un tridngulo rectingulo les dngulos agu

dos son complementarios.

Ejemplo 1.,
A b C Datos:
¥ A= 38°
a
¢ a = 160 m.
B



En este caso, conocemos la medida del <A y la medida del cate
to a. Esto quiere decir que se desconoce la medida del <B,la
medida del cateto b y la hipotenusa c. Podemos respresentar --
asi:

Datos: IncSgnitas:
FA = 38° A =
a=160m b =

c =

12) calcular fA.

F A+ § B =90° {los &ngulos agudos de un tridn-
gulo rectingulo son complementa
rios).

t A+ 38° = 90°
t A 90° - 38°
} A= 52°

"

28) Calcular b
Relacionando la inc6gnita b, y el cateto conocddo a -~
con el < A, nos conviene aplicar

tan A = %
Sustituyendo:
tan 38° = lgo
Despejar b:
b(tan 38°) = 160
- 160
b = —n 380
_ _ __lac
Como tan 38° = ,7813 b = 7813



38)

12)

28)

Calcular c:

Relacionemos
conocido a, con el <A,

mos aplicar:

a
sen A = —
c

160
c

sen 38° =

c(sen 38°) = 160

160
sen 38°

160
+ 6157

Cc =
Como sen 38° = ,6157 c =

L= 259.8nm

Ejemplo 2, En la figura
R Datos:
kQ = 59°
9 P Y = 65 ¢cm
P r Q

Calcular P :
Como P + kQ = 90°
Entonces kP + 59°¢ = 90°

kp = 90° - 59°

tp = 31°
&

Calcular p :

Esto nos indica que

la inc6gnita c (hipotenusa) y el cateto

debe-~

IncBgnitas
kp =

p =

q=

En el APQR, observamos que la incSgnita p es el.cate

to adyacente y r {dato)

néndolos con el <Q, podemos afirmar que:
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cos Q = E

Sustituyendo: cog 59° = _é%_

65(cos 59°) = p
o sea p = 65(cos 59°)

Como cos 599=.5150 P

65(.5150)

AN p = 33.47 cm

38) cCalcular q :

En el tridngulo rectdngulo, podemos ver que la inc&g-
nita g es el cateto opuesto y el dato r es la hi-
potenusa al relacionarlos con el <, tenemos que:

=9
sen T
.
sen 59° €5
65(sen 59°)= g
Como sen 59°=,8572 g = 65(.8572)
oo g = 55,71 cm
Edemplo 3. En la figura
P Datos: Incbgnitass
m=13m P M=
p=8m i p=
n
m n =
M |3 N
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12)

28)

38)

Calcular <M :

Como en el tridngulo rectdngulo con respecto al < M,~
m es el cateto opuesto, y p es el cateto adyacente,
Entonces, aplicamos:

tan M

It

2]
QL» I

tan ¥ =

tan M = 1,625

Localicemos 1.625 en la tabla de tangente natural, es
decir ver a qué ingqulo le corresponde este valor,

} M = 58° 24¢

Calcular }P @

Como kP = 90° - ¢ M
tP = 90° ~ 58° 24'
So kP = 31° 36’

Calcular n :

Como la incSgnita n es la hipotenusa y los datos m
y p son los catetos del tri&ngulo rectfngulo. Apli
cando el teorema de Pitdgoras, tenemos que:

2 mz + p2

=}
1

=
f

1n? ¢ (a2
169 + 64

3
L}

169 + 64

=
it

233

=
n

n = 7233 n = 15,264 m



Ejercicio 6,6.- Resuelva cada uno de los siguientes trifngulos-
rectlngulos,

a Datos Incbgnitas

1 ET o=

s
L2 7]
n

63 mm 8 =
t =

b} Datos Incbgnitas

kA= 54° kB =

)
R s
SV
T
C
. a= 69 mm b
c
b a
A) c B
H
i g
I
h
G
Q .
R q P

il

n

Datos | Incbgnitas

g =61 mm tF G =
h = 30 mm I H

i=

c)
a) batos IncBgnitas

q=3%m f P
r=M4m t Q
P
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Ejemplificaremos algunos problemas, en los que se aplican
las funciones trigonométricas:

Ejemplo 1.~ Un poste de telégrafos estd sujeto al suelo median~
te alambres amarrados al poste a una altura de 5.7m
de la base de este. Determfnese la longitud de un
alambre si 8ste forma un dngulo de 26°20' con la ~-
vertical.

Solucidn.~ Chservemos gue c¢on respec-

to al &ngulo de 26°20', se tiene que
26920\ x 5.7 m es la medida del cateto adya--
cente, y la incBgnita X, es la hipote
nusa. Por lo tanto la funci8n trigo-
nométrica es coseno.

oot = 27
cog 26°20 m
x{cos 26°20%) = 5.7
- 5.7 .
X = “os 26°20°
Como cos 26°20' = ,B962
- 5.7
x 8962
. X = 6.3 m

La longitud del alambre es 6.3 m.

Ejemplo 2.~ La velocidad inicial de un proyectil es de 24 m/seq
formando un &ngulo cen la horizontal de 53°. {(Cal-
cule la componente vertical,
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Solucidn.- Considerando que el &ngulo
de referencia mide 53° y la distancia
alcanzada en un segundo es 24m repre-
sentada por la hipotenusa. Se desea

1
I
24m ! calcular la componente vertical, en -
Y este caso la medida del cateto opues-
[} P
£ 30 ! to. Por lo cual debemos aplicar la -

funcifn seno:
© =
sen 53 34

24(sen 53°) = y
y = 24 (sen 53°)
y = 24 {.7986)

S y=19.16m

La componente vertical es 19.16 m.

Indicacifn., Antes de pasar a los siguientes ejemplos debe
mos recordar que: Cuando cl objeto observado esé& sobre el pla-
no horizontal, el dngulo entre la visual dirigida hacia el obje
to y la horizontal se llama dngulo de elevacifn; si el objeto =~
estd bajo el plano horizontal, el &ngulo se llama dngulo de de=
presién.

horizontal -

horizontal




Ejemplo 3.- Desde un faro situado a 23.50 m sobre el nivel del
agua, el &ngulo de depresidn de un bote es 23°40'.-
¢A qué distancia estd8 el bote del punto situado a =~
nivel del agua y directamente bajo el punto de ob--

servacidn?

D Datos:

Angulo de depresibn

¥ DAB = 23°40'

AC = 23,50
i Calcular: BC
—— —
B
= 90° - } DAB
= 80° - 23°40'
= §6°20'
2%} Como AC = 23.50 (cateto adyacente}

BC = x (cateto opuesto)

Aplicar la funcisn tangente:

_ _BC
tan 66°20' = e

PR . S
tan 66°20' = 53,50
23,50 (tan 66°20') = x

x = 23.50 {tan 66°20')
x = 23.50 (2.282)

x = 53.62

S BC =53.62m



Ejemplo 4.- Desde un punto a nivel del suelo y a una distancia
de 45,74 m del pie de un mistil, el &ngulo de eleva
cién del extremo superior del mistil es 31°46', --
¢Qué altura tiene el mlstil?

i Solucibn: En la figura se tiene
que el &ngulo de referencia, o -
sea el &ngulo de elevacibn mide
31°46'. Es conocida tambi&n la
medida del cateto adyacente o ~-

, 310460 sea AC = 45.74m, Se trata de -
4

c 45.74 m A

==

calcular BC, que es la medida --

del cateto opuesto.

La funcién gue se debe aplicar es la tangente:

BC

tan A = e

tan 31°46' = 45’_‘7—4—
45.74 (tan 31°46') = x
x = 45.74 (tan 31°46')
X = 45.74 (.6192)

X = 28.32

S BC = 28,32

La altura del méstil es 28,32 m,

Ejemplo 5.- Se localiza un asta bandera en la parte superior de
un edificio de 22m de alto. Desde la posicién de
un observador cuyos ojos se localizan a 1.65m so-
bre el piso, sc observa que el fngulo de elevacifn-
de la parte superior e inferior del asta sea 47° vy
41°, respectivamente. Encuéntrese la longitud del
asta bandera.
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m] Datos: ‘ Incégnitas:

EC =22 m AD =y
o ED = 1.65 m BC = x
¥ BAD = 47°

BB ¥ cap
HH

i
;88

£

[}

41°

12) Como EC =22 m y ED = 1,65 m, entonces:

CD = EC - ED*
CD = 22 - 1.65
S CD =20.35m

22) En el A ACD:
FCAD = 41° ; CD=120.35m; AD=y

tan 41° = 2.

AD
20. 35
t 41° = St
an Y
tan 41° = 20.35%
_ 20,35
Y = tan 41°
20.35
Y L8693
Yy = 23.40m

S AD = 23,40 m

38) Ahora, consideremos el 4 ABD :

FBAD = 47° ; AD = 23.40m y DBD=20,35+x
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BD

tan 47° = 3D
_ 20,35 + x
tan 47° = <5500

23.40(tan 47°) = 20,35 + x
20.35 + x = 23,40 (tan 47°)
x = 23.40(tan 47°)-20,35
X = 23,40(1.072)-20.35
x = 25.08 - 20.35

S x=4.73m

La longitud del asta bandera es 4.73 m.

Ejercicio 6.7.~ Problemas de aplicacifn de las funciones trigo-
nométricas.

1.~ ¢Cufintos metros debe recorrer un autombvil para ascender -
5m, si la carretera tiene una inclinaci6n de 10° con res--
pecto a la horizontal?

2.~ En un trifSngulo equildtero, la altura mide 24 cm. ¢Cufinto-
mide cada lado?.

3.- Un octfgono estd inscrito en un circulo cuyo radio mide 12-
cm. Encuentre el perimetro del octégono.

4.~ Un arquero dispara hacia un blanco situado a 20m, la flecha
se clava a 12 cm del blanco., ¢Cudl es la medida del &ngulo
de desviacidn?.
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5.- Un constructor desea construir una rampa de 8 m de largo,-
que se levanta a una altura 1.5 m del suelo. Calcule el
inqulo que forma la rampa con la horizontal.

6.~ Se dispara un cohete desde el nivel del mar y sube en un -
&ngulo constante de 75° durante 3,300 m. Calcule su alti-
tud aproximada al pie més cercano.

7.= Una escalera de 7 m de largo descansa sobre una pared de =
un edificio. 8Si el dngulo entre la escalera y el edificio
eg de 22°. (¢Aproximadamente, a qué distancia del edificio
estd la parte inferior de la escalera?. §i esta distancia
se incrementa en 1 m. ¢Aproximadamente, qué tanto se mueve

la parte superior de la escalera hacia abajo de la pared?

8.- La ciudad de Oslo, Noruega, tiene latitud norte de 60°, --
considerando 6,370 km, como la longitud del radio terres--
tre, encuentre la distancia de Oslo al plano ecuatorial.

Nota: Latitud es la distancia de un lugar al ecuador
de la Tierra.

9,~ La ciudad de Trinidad, Bclivia, se encuentra en el Hemisfe
rio Sur a 1,650 km del plano ecuatorial, tomando como ra--
dic terrestre 6,370 km. Encuentre la latitud de Trinidad,

16.~- El &ngulo que forma una cuerda tensa de una cometa con la
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11,-

12,~

13.-

14,-

15,-

16.~

horizontal es de 35°, (Qué tan alta estd la cometa cuande
la cuerda se ha soltado 50 m?

El &ngulo de elevacibn de una escalera apoyada contra una
pared es de B2°., Encu&ntrese la longitud de la escalera -
sl su pie estd a 0.85 m de la pared.

Un observador, desde la azotea de up edificio de 25 m de -
alto desea saber a gqué distancia se encuentra una persona,
si su observacién la hace con un dngulo de depresién de --
35°20'. ¢A qué distancia se encuentra la persona del edi-
ficio?,

Determinese la altura & gue se encuentra un globo directa-
mente sobre una siudad A si el &ngulo de depresibn de la -
ciudad B, situada a 10.25 km de A, es 15°20',

Un heliclptero vuela a 150 m sobre uno de los extremos de
un puente que sc tiende sobre wn rSo. El fngulo de depre~
gifn del otro extreme del puente visto desde el helicbpte~
ro es de 32°. ¢Qué longitud tiene el puente?.

Desde un cerro de 540 m de altura, el &nqulo de depresidn-
de un punto de la ribera mfs cercana de un rfo es 48°40' y
el del punto en la ribera opuesta directamente frente al =
anterior es 22°20', ¢Qué anchura tiene el rfo?.

Desde un helicBptero situado sobre la meta a la altura de-
35 m se observa a dos automdviles de carrera con descompos
turas, en una recta formando con el observador 8Sngulos de
depresidn de 22°30' y 42°30', respectivamente., dQué dis
tancia de scparacidn tienen entre ellos?.
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17.- besde un punto A a 8.20 m del suelo, el dngulo de levacibn
a la punta de un edificio es 31°20' y el &ngulo de depre-
sidn a la base del edificio es de 12°50'. Calcule la altu
ra del edificio.

18.~ A medida que un globo se levanta verticalmente, su &ngulo-
de elevacién desde un punto P, en el suelo, situade a 110
km del punto Q, que estd directamente bajo el globo, cam--
bia de 19°20' a 31°50'. Determine qué tan lejos se eleva
el globo durante ese perfodo.

19.- La componente vertical de una fuerza de tensi6n T, indica-
da en la figura es de la misma magnitud del peso suspendi--
do., ¢Culnto pesa éste, si la tensién T es de 150 kg 2.

——-

507

20.~ Encuentre la tensibén T, de los cables que sostienen el - -
cuerpo que pesa 70 kg. T6mese en cuenta que la componente
vertical en cada una de las fuerzas de tensién T es de -~ -
35 kqg.
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6.6, Identidades Trigonométricas.

Relaciones entre funciones trigonométricas:

El  AABC, es un tridngulo rect8@ngulo.

B
c a
A C
Por el Teorema de Pitdgoras se tiene que
a2 + b2 = 02
dividiendo entre c2
az + b2 - c2
o? o? o?
a2 + bz =
c? o?
a2 b .2 _
(Ef+ =1

Recordando que:

S - R
sen A = e b'% cos A S

Podemos sustituir
{sen A)z + {cos A)2 =1

e sen2 A+ cos2 A =1

2

Teorema l.- Para todo < A, sen2 A+cos” A=1.
Ahora, como tan A = —%—
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Dividiendo entre ¢ ambos t8rminos de la razén

tan A =

" . _Een b
Teorema 2.- Para todo < A, tan A o5 A

También se puede probar que:

cos A
son A = ¢ot a

Como la cotangente es reciproca de la tangente

1

S T T

Por ¢l teorema 2. se tienc que

tan A ='4{E¥}-%~
Bustituyendo en {1}
e _s_e_rlz__x_\_ = oA = oot A
cos §
Va ~§§§~%— = got A

_ . Ctos A
Teorema 3.- Para todo <A, cot A= onh
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En base a las demostraciones de estos teoremas, se puede
egtablecer el siguiente trifingulo:

En &)1 se podri observar gue se -
cumplen las relaciones fundamen-
tales anteriores:

1 sen A sen?h + cos®A

=1
.. _sen A
tan A = o5 R
AT cos A = -G08 A
cot A sen A

tambi&n se cumple que:
_ 1 _ 1
sec A = “eos A Yy csc A = “sen A *

£8 decir, estas relaciones pueden quedar expresadas en -
tErmincs de sen A y cos A .

Ahora, considerando sen2 A+ ccsz A =1, se tiene los si

guiente: .

c092 A=1- sen2 A

cos A = V1 - ser‘-2 A

Anfilogamente y considerando la misma relacibn:

sen2 A=1=- cos?‘ A

sen A = Y1 ~ cos:a A

Aplicaremos las relaciones fundamentales anteriores en la
demostracibn de las siguientes identidades:

Ejemplo 1,- Demudstrese que 1 + tanzh = sec21\ .

Consideremos el teorema 1



sen2A + coszA =1

Dividiendo entre cos? A:

sen2 A, c052 A _ 1
2 2 - 2
cos” A cos” A cos A
Como
2 2
_&n_zh_=ta,,2A, 318_%:1 y __1_2_=sec2,,
Cos"A cos A cos"A
tanzA +1-= aec2 A
A 1+ tanzA = seczA

Ejemplo 2,~ Demuestre que tan A + col A = ¢sc A + 8sec A,

R . _sen A . .Cos A
Como: tan a = ot A~ y cot A = Sen A=
. sen A cos A
tan A + cot A = ~oos A —Sen i~
2 2
. . - _sen A 4+ cos”A
tan A + cct A —cos B sen A
_ 1
tanA+c°tA_cosA-scnI\
c A = 1.1
tan A + cot A = oo K sen K
como —-—1-—-accA —-—1———-=cscA
Y cos A ' sen A
tan A + cot A = ¢csc A+« sec A
1 - tanzl\ 2
Ejemplo 3.~ Pruche que B 1 - 2s8en“A
1+ tan™A
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gen A

Se tiene que tan A = sustituyendo en el primer

cos A’
miembro de la igualdad:
i - senzA cos?h - senzA
cosa - cos?a - cos®nicos®a - senZA)
1= senzA coszh + senzn caszﬂ(coszh + senzA)
c052A caszA
2 2 2 2
- coszA = senzn - .CO8A = sen’A .2 oonZa
cos A + senA 1

= {1 - senzh) - senzh =1 - senZA - senZA =1=-2 senZA

1 - tanZA

3 + 1 - Zsenzh.
1+ tan™A

Por lo tanto se prueba que,

. 1 - gen X ' cos_x
Ejemplo 4.~ Demuestre gue Gos X = =17 son %

Aplicando el principio fundamental de las proporciones, -
se tiene que:

{1 - sen %) (1 + sen %) = cos x + cos X

2

1~ senzx = cos ¥

. -~ sen x cos X
v cos X 1 +senx

sec x 2 €8¢ X
sen x sen x

Ejemplo 5.~ Pruebe que = tanx ~ cot X



1

sec x 208 x _ COS X cos X 1
- = 3, - 21 } = - 2 cot x
sen X sen x sen X sen X sen X cos X
2 2 2 2
Sen x + cos"x sen’ x cos” x
R MR, S = + -
sen X cos X Zeot x sen x cos X sen X cos X 2 cot x
Sen X * sen x . COS X * COS X Sen X | €os X
= - = Zmm— 4 -
sen X ' COS X sen X °* COS X Zeot x cos X ' sen X 2Zcot x

= tan x + cot x - 2 cot x = tan x -~ cot X

. sec X 2cos_Xx
o sen X sen x = tan x cot x

Ejercicio 6.8.- Aplique las relaciones fundamentales anteriores

1)
2)

3)
4)
5)
6)

7)

8)

para demostrar las identidades ttigonomE&tricas-
siguientes:

gsen A + cot A = cos A

esc A
sec A

cot A

sec A -~ cos A = tan A + sen A

1+ cotzA = csczA

sec2A 1 csczA = csczx\ . sec2A

1-(cosA-senA)2=ZsenA cos A

sen A _

T~ cos A - ©€sc A + cot A
sec A

tan A + cot A

= sen A
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9)

10)

11)

12}

13)

14)

15)

16)

17)
18)

19)

20)

Sen x . £os_X _

€cs¢C X sec x

l-sent_  _cost
cos t 1 4+ sen t
cot x =1 _
T - tan x = oot X
tan A = —2€0 2
1 - sen2A
-1 + sec x
Sen x + tan ® _ °S¢ ¥
1 1 2
1~-cosr + T+cost 2 esc’r
1 + sen x 1 - sen x _
1 - sen x 17+ sen x 4 tan x sec x .
1~ tan®a 2
T = 1~ 2 sen™A
1 + tan®A

sen4r - COS4I =

2

BGC‘U - sec u =

scczy + tanzy =

(sec t + tan t)2

2 2
sen“r - cos‘r
tandu + tanzu
(1 ~ scn4y)(sec4y)

_ 1+ 8sen t

1 - sen t
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