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Introduccion

Los sistemas dindmicos son procesos que se desarrollan en el tiempo. Como rama de las
matemdlticas tienen su inicio en ¢l trabajo de Isaac Newton, de manera que las ecuaciones
diferenciales llegaron a ser ta mejor forma de describir fenomenos que se desarrollan en el
tiempo.

Durante los siglos XVIIi y XIX sc elaboraron diversos métodos para resolver los sistemas de
ecuaciones difesenciales explicitas. Entre ellos se encuentran las Transformadas de Laplace, El
Método de Euler. soluciones ¢n series de potencias. variacion de parametros, métodos
aluzebraicos lineales. entre otros.

Las técnicas que se utilizaban para resolver las ccuaciones diferenciales solo cran dtiles en
ecuaciones diferenciales lineales. ya que las no lineales implicaban mayor dificultad de
resobver v, mas aun, la mayoria de los procesos {fendmenos) de la naturaleza son por completo
no lincales. lo que implicaba desarrollar mejores métodos que hicieran posible su estudio. Asi,
las f.eves de Newton nos permiten definir las ccuaciones que describen ¢l mavimiento de los
pianctas del  sistema  solar, entre otros  fenomenos fisicos. Por ejemplo. ¢l problema de
los n-cuerpos que genera una ecuacion diferencial, cuva solucion describe ¢l movimiento de
los planctas. las n "masas de puntos”. ¢! movimiento en ¢l cspacio sujeto solo a propia y mutua
atraccion pravitacional. Conociendo la velocidad y posicion inicial de 1as masas v resolviendo
la ecuacion diferencial de Newton. debe ser posible predecir como y donde se moverdn estas
masas., las ceuaciones diferenciales en este caso ya se vuelven muy complicadus cuando hay
tres cuerpos v solo algunas soluciones se conocen.

Aungue las soluciones explicitas de las ecuaciones diferenciales son dificikes de deseribir, han
stdo un acontecimiento histoérico que revotuciono la manera de estudiar sistemas dindmicos.

En 1890 a miz del concurso para resolver el problema de los m-cuerpos y asi probar la
estabilidad Jdel Sistema Solar, Heinri Poincaré realizd una bucna aproximacion y  con
clio modermisd la manera de abordar las ecuaciones diferenciales ordinanas no lineafes.
Ltulize téenicas geométricas y topelogicas para revelar ta estructura global de todas las
soluciones. Poincaré descubrié o que ahora se Hlama caos. Asi la teoria del caos. en realidad
data de sus trabajos.

Las investigaciones de Poincaré fueron mas alla del campo de los sistemas dinamicos. Su
apovo en las enicas geomélricas y topolégicas abrieron por completo un campue amplio de
objctos matemiiticos. Sin embargo nadic pudo continuar con el andlists del comportamiento
cadtico que Poincaré habia aobservado, v asi el desarrollo de los sistemas dindmicos se estanco.
Aungue anteriormente el mismo Newton habia descrito un algoritmo para encontrar los ceros
de un polinomio, algoritmoe que resulta ser hoy en dia un sistema dinamico. Fue hasta 1os afios
1910 a 1925 gue los matemdticos franceses Pierre Fatou y Gaston Jubia trabajaron en ol
comportamicnlo dinamico del método de Newton, y de ahi emergio lo que ahora es el



Conjunto de Julia. Pero desgraciadamente no contaban con el equipo tecnoldgico adecuado v
asi sus investigaciones se detuvicron en los 30's.

Stephen Smale, un matematico norteamericano, reconsiderd ¢l trabajo de Poincaré en los 60's
y demostré mediante un ejemplo, que el comportamicnto cadtico se puede analizar y
comprender en muchos casos. Al mismo tiempo, ¢l meteordlogo Emest N. Lorenz, utilizando
una computadora, descubrié que la ecuacion diferencial mas simple puede exhibir el tipo de
caos que Poincaré observa.

En los 70's ¢l ecologista Robert May encontr6 que el proceso iterativo mds simple produce un
comportamiento cadtico y complejo. Los fisicos Harry Swinney y Jerry Gollub mostearon que
el caos puede observarse en la actualidad en las aplicaciones fisicas, y de manera notable en la
comriente turbulenta de fluido. También se observa en otros sistemas como el movimiento de
un planeta, o el latir del corazon humano los cuales contienen patrones caéticos similares.

Se han desarrollade también otras técnicas para comprender mejor el caos. John
Guckenheimer y Robert F. Williams emplearon la teoria de los atractores extrafios para
explicar el fendmeno que Lorenz observo en la década anterior.

Los matemdticos Waclaw Sierpinski, David Hilbert, George Cantor y Helge von Koch
construyeron los primeros fractales. Muchos consideraron estas formas como "patologicas”,
inmanejables o aun repulsivas, por lo que ¢l Tridngulo de Sierpinski, ¢| Conjunto de Hilbert,
el Conjunto de Cantor y el Copo de Nieve de voen Koch fueron bautizados como los primeros
"monstruos” de las matematicas.

Para ¢l afio de 1975 Benoit B. Mandelbrot cen la ayuda de una computadora investigd los
conjuntos de Julia ¥ con ello dio origen a lo que ahora llamamos «Geometria Fractal». Fl
acuid la palabra «fractab» que quiere decir que "se parte” o "se quiebra” refiriendo con esto
que ¢n una imagen se observan partes con caracteristicas similares al todo. Por ejemplo. en
una roca, en una planta, etc, se puede apreciar que una porcién conserva caracteristicas que se
ven en la roca completa, en la planta, o en el fendmeno u objeto que se esté estudiando.

En nuestro tiempo el desarrollo de la Geomelria Fractal, se ha favorecido por los constantes
avances lecnologicos. Gracias a la velocidad de proceso de la computadora podemos apreciar
la belleza de las grificas fractales y, mas aun, su aplicacion que cs muy importante, Asi, es
posible comprender el comportamiento cadtico de muchos fendmenos, por ejemplo. los
fenémenos de la naturaleza, como son, la evolucién de una poblacién, la estructura y conducta
de un relampago, un sismo, la Huvia, etcétera.

Objetivo

Esta investigacion se llevé a cabo con la finalidad de recoger o compendiar los fundamentos
matematicos basicos de {a lteracidn de Sistemas Dinamicos Complejos. Estas consideraciones
son principalmente la parte medular que ayuda a comprender mejor la Geemetria Fractal. No
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s¢ hace un andlisis riguroso de las caracteristicas de los fractales, es decir, de su dimensién
fraccional, autosimilandad, etc. Sin embargo los conocimicntos que aqui se expenen, incluyen
un tema de gran interés: el Conjunto de Julia, que es la parte centrai de la "nueva geometria”
y a la vez el patrdn que genera gran cantidad de estructuras fractales.

Resumen

En esta tesis expondremos los elementos basicos para entender algunos aspectos de dindmica
discreta. En particular centramos nuestro objetivo para entender la dinamica de las familias del
tipo /. (z)= z*+c donde ze€ es la variable y ce€, una constante. Definiremos lo que sc
entiende por Conjunto de Julia de f; . También estableceremos algunas propiedades basicas
de estos conjuntos conforme ¢ varia dentro del conjunto | c | <2

l.a matematica que se maneja se ha explicado de forma que se entienda claramente por quien
esté interesado en los fractales. De hecho, se requieren conocimientos matemdticos basicos
que cualquier alumno universitario tiene, {de matematicas de sexto semestre en adelanie).

Comenzamos en ¢l capitulo [ con una introduccion a los conceptos basicos de cdleulo, andlisis
y variable compleja que nos seran de utilidad.

En el capitulo Il tratamos los principales aspectos relacionados con la iteracion de sistemas
dindmicos, tales como drbitas y puntos fijos, que son caracteristicas importantes para
comprender mejor los conjuntos de Julia.

En el capitulo 111 hablamos sobre el caos en sisteras dindmicos. Y finalmente, en el capiulo
IV presentamos la teoria bisica de los Conjuntos de Julia. Con esto, podremos entender y
generar la grafica de un fractal.



Capitulo I.
Preliminares

1.1 Limites y funciones

Antes de introducir los conceptos matematicos basicos de este capitulo diremos que una
funcién fes una correspondencia entre nlimeros y que un mapeo es una correspondencia entre
puntos.

Sean X , Y dos conjuntos cualesquiera. Una funcion o transformacion f'de X a Y es una regla
o férmula que asocia a cada punto x de X un punto f(x) de Y. Escribimos f . X—Y para
denotar dicha regla, donde: X se llama ¢l dominio de f v Y ¢l codominio de f- Si A es un
subconjunto de X, escribimos f{A) para la imagen de A, dada por {f (x): x€A}. SiBes un
subconjunto de Y. denotamos f-1 (B) para la imagen inversa o preimagen de B,
es decir el conjunto {xreX: f(x)eB}.

Una funcién f~ XY se dice que es una inyeccién, o una funcicn ano-a-uno si f(x}=f()
siempre que x= y, es decir, diferentes elementos de X son mapeados a diferentes elementos de
Y. La funci6n es una suryeccidn o una funcién sobre si, para todo y en Y hay un elemento
x en X con f{x} v, esdecir, todo elemento de Y es la imagen de todo punto de X.

Una funcidn que es a la vez una inyeccidn y una suryeccion se llama una biyeccidn o
una correspondencia uno-a-uno entre X y Y. 8i f XY ¢s una biyeccién, entonces
podemos definir la funcion inversa ' 1Y — X tomando /' (y)como el imico elemento
de X tal que f(x) = y en esta sitvacidn, tcnemos | " Sfx))=x paraxen Xy f(f" (yy vy
para yenY.

La composicion de funciones f: X > Y v g: Y->Zes la funciéon go f: X o> 7
dada por (g o f)x) = g f{x)) Esla delinicion se extiende naturalmente para definir la
compostcion de un namero finito o infinito de funciones.



Espacio n-dimensional

Sea Vi, el conjunto de todas las #-adas de ndmeros reales, a las que denotaremos por

X=(x],..xphXeR, (1= 1..n)

y los llamaremos vectores, y lienen las propiedades muy estudiadas en |20} y {21].

1.2 Continuidad.

Una funcion f se dice que es conlinua en un punto xg si se satisfacen las tres condiciones
siguientes:

{a) lim f(x) existe

(b) f(xo)existe, y.
(@ lim £(x) = £(x,)

Como se estudia en los cursos de calculo, la igualdad (c) significa que para cada numero £ >o0.
existe 8(e) tal que silx- xgl <& =l f(x) - f(x0)}] <e. Si8(e) no depende de €. es decir f{¢)es
uniformemente continua.

A partir de la definicion anterior, se sigue que la composicion de dos funciones continuas es
continua. Ver [20].

1. 3. Propiedades Geométricas y Topoldgicas de .

Una propiedad geométrica de R” es la nocidn de distancia, que es la siguiente:

Sea x un punto de R®, entonces x = ( xy , X3 5oy Xn ). Si x, y son dos puntos de ’". diremos que
la funcién @: R"x R® >R es una distancia en R” que cumple:

() dx.3)20
(bydixy)=0e>x=y

() d(xy) = diy.x)

{d d i dy.z)2d(x2).



Por ejemplo:

n - 2
d(x,y) -z -y|= ‘fl il
1

i=
Sea ScR” un subconjunto, entonces, definimos ¢l didmetro de § como
didm § = Sup {d{x, y) . x, veS }

Un subconjunto S « R” se dice acofado si didm S < +eo, es decir, S tiene un didmetro finito.

1.3.1. Homeomorfismo

" . n . . .y
Sean X, y Xz subconjuntos de R, y sea f: X,—X;z una funcién, Decimos que la funcién es
un kemeomorfismo si { es uno-a-uno, sobre y continua.

Ejemplo 1.3.1: La funcion Tan x = sen x/cos x es un homeomorfismo entre (-w/2, t 2}y R.

1.3.2. Esfera

La esfera {(#-1) dimensional de radio r y centroen a = { @y , a3, ... &, ). €s ¢l subconjunto de
H1 .
R, definido como

2 2 ~ 2_ .7
i-ar Y Ho-w) Yot (gea ) =,

! . Como cjemplo, S en R?, es ¢t circulo con centro en (0.0, La

¥y la denotamos por S .

ccuacion de la 2-esfera con centro en (1,1,1) y radio r en R'es

G-+ - 1P+ (- 1P =12,

1.3.3. Bola Cerrada

Sea X un subconjunto de R". SiaeX y r>0, entonces el conjunto B{a) = (xeX; d (xu) <r1)s5¢
ilama bola cerrada, con centro a y radio r. De este modo, [a bola cerrada contiene a su

n-l

frontera que es la (n-1) esfera, 87,



1.3.4. Bola abierta

o
Sea X ¢ R". Si aeX y r=>(, entonces el conjunto (xe X; d(x.a)<r) denotado por B, (a) sc llama
bola abierta con centro a y radio r. La bola abierta en R? es un disco, y en R' es un intervalo,
ademas, no contiene a su frontera. Esto se aprecia en la figura 1.1.

Im z

Re z
Figura .1.3.4.1. Bola abiena en el plano complejo €. La bola abiena

en € también se le conoce como disco abierto.

0
De esta forma, la bola abierta B.(a) en R es el intervalo abierlo (@ - r, a+r) con punto central

en a y longitud total 2r. La bola abicrta B, (a) en € es el conjunto {xeC:| z-al <r}.

1.3.5. Convergencia

I s . -
Sea X c R, Sea {x,;} una sucesidn en X. La sucesion v, se dice que es convergente a un

punto x en X, con n—0, si dado £ > 0 existe un entero ny (g) tal que
d (x4, x)<e paratodo n>ny

De esto, escribimos x, > x 0

Lim fx,}=x
f—+m

Si n, no depende de €, esto lo llamamos cenvergencia uniforme.



1.3.6. Puntos limisie

- . . , .0 . }
Sea [x,) una sucesion en un subconjunto X de . Decimos que v os oo e fimite Joo

si exisle una subsucesion { xnk } que comvergea ).

1.3.7. Conjunto Cerrado

Sea X . R El conjunto GCX es cerrado si contiene a todos sus puntos limites.

1.3.8. Conjunto Abierto

Sea X c R™ El conjunto GCX es abierfo si para todo xeG hay algin r>1, tal gue,

]“3r (x}C G.

Ejemplo: 1.3.8.1. El conjunto de puntos z, tal que | 2 <1, es un conjunto abierto ¢n RZ,
Ejemplo 1.3.8.2. Sca ¢l conjunto G = { (x, v)e R%:a<x<b} es abierto cn R

El conjunto vacio @ y R" son considerados (ambos) come abiertos y cerrados. Se puede
mostrar que un conjunte es abierto si y solo si su complemento es cerradv. La unién de una
coleccidn de conjuntos abiertos es abierta, asi como lo es la interseccion de un nbmero finito
de conjuntos abicrtos. La interseccidn de una coleccidén de conjuntos cerrados ¢s cerrada. asi
como [o es la union de un numero finito de conjuntos cerrados.

1.3.9. Vecindad

Un conjunte A se llama una vecindad de un punto a si existe € >0 tal que Be () estd
contenida en A.

1.3.10. Cerradura

La cerradura A de un conjunto A se considera como el conjunto cerrado mds pequefio
conteniendo a A, es decir, A= Au {todos los puntos limites}. A partir de esto se ve claro que
todo conjunto esta contenido en su cerradura.



1.3.11. Interior

L.a unidn de 1odos los conjuntos abiertos contenidos cn A ¢s el interior, int{ A). dc A.

1.3.12. Frontera

Lafrontera, 8A. de A esta dada por 8A= A - int(A).

1.3.13. Conjunto Compacto

Un conjunto A es compacte si cualquier coleccion de conjuntos abiertos, que cubre a A ticne
e - . ‘e . .. 1
una subcoleccion finita la cual también cubre a A. El tcorcma de  Bolzano- Wigisstrass
11 - . .
demuestra que A < B es compacto si y solo si es cerrado y digm A <=,

1.3.14. Conjunto Conexo

Uin subconjunto abierto A de R™ ¢s conexo si no pucde representarse como fa union de dos
conjuntos abiertos, disjunios y vacios. Es decir, no exisien U y V conjunlos abicrtos. tates
gue LoV contengan a AL con ANl y AnV disjuntos y no vacios. Is dear. of conjunto A no
pucde descomponerse en dos conjuntos disjuntos. subconjuntos no vacios v cerrados cn la
topologia del conjunto.

1.3.15. Conjunto Denso

Supéngase que X s un conjunto y Y es un subconjumo de X, Decimos que Y os un conjunto
denso en X si para un punto xe X, hay un punto y en Y arbitrariamente cercano a x.

Owra forma de expresar lo anterior consiste en decir que Y es denso en X si para ve X,
pudemos encontrar una sucestdn de puntos {y,teY que converge a x. Por ¢jemplo. ¢l
subconjunto de los ndmeros racionales son densos en el conjunto de los nimeros reales. Pero.

' Peorcma de Bolzano-Weierstrass. Lin subconjunto compacto infinito $ e, ticne un punto
hmite cn 8.
G



los enteros no son densos en los reales. Otro ejemplo es ¢l intervale abierio (a.b} que es denso
cn cb intervalo cerrado ja,b).

1.4. Nimeros Complejos

Un nitmero complejo z corresponde a un vector en el plano real con coordenadas x y y, donde
x se dice que es la parte real de z(Rez) y y la parte imaginaria (lmz). Escribimos a z
come, z —-x+ iy, donde i =-1. La longitud de dicho vector es

e - yx 2402,

r= =z

y ¢s el valor absoluto o médulo de z. En la figura 1.4.1 se muestra lo anterior.

Imag

2=Xtiy

Real

Figura 1.4.1.. El vector z en ¢l plano complejo.

1.4.1 Suma Compleja

Los mimeros rteales podemos interpretarlos como puntos en una linea. y a los nimeros
complejos los identificamos como puntos en el planc. Entonces z = x+ iy es un vector

z = {x, y) = (parte real, parie imaginaria)

El angulo ¢ entre el eje x y el vector z, medido en sentido contrario a las manecillas del reloj.
es el argumento de z. Esto es

¢ —arpz

A partir de esto, tenemos dos formas de especificar un niumero complejo =; por coordenadas
Cartesianas o utilizando las coordenadas polares, i.e., por su médulo r - | y el argumento d.

1]



Entonces,
X " rcosd

y = rsend.

Por consiguiente,
z =r(cosp + i send).

Para z -~ r (cosd + 1 seng), si el punto z es cero, se pueden utilizar todos los angulos, siz no es
cero, entonces ¢l argumento estd definido solo por enteros multiplos de 2n. Asi, ¢ y ¢+2r
describen lo mismo. Inversamente, tenemos que

padT S

¢ = cos"l(x/r} = cos™l (yir).

1.4.2. Multiplicacion Compleja

Utilizando coordenadas polares podemos presentar la interpretacion geométrica de la
multiplicacién de numeros complejos. Consideremos dos nimeros complejos

TEXTip Yy wEuarIv
Su producto estd dado como

zw = {xu-yv) + i{xv + uy)
Ahora, considerando

x =1cos ¢, y = rsen ¢

u = SCOS W, v = ssen
tenemos

z  r{cos¢ +isend), w = s (cosy +iseny ).



Entonces,
Zw = r cosd- § cosy - rsend-s seny
+1(rcosry seny + scosyrrsend)
= rs(cosdcosy - sendscny)
+ rs(sendcosy + senmypcosi
=rs(cos(¢p+y) +isen(d+y))

Entonces las coordenadas polares del producto son ficiles de obtener. El madulo del producto
es igual al producto del médulo » ¥ 5, y su argumento es simplemente la suma de los
argumentos de los factores, $+ y. Asi,

zw = rsf cos(p + y) + isen(d + ¢} |

En otras palabras, multiplicar dos nimeros complejos significa sumar sus angulos
correspondientes y multiplicar las longitudes de los vectores asociados.

1.4.3. Notacion de Euler

Cercanamente refacionada a la representacion polar esta la notacion de Euler de los nimeros
complejos. En esta notacidon un nimero complejo con médulo | y argumento & puede
escribirse como:

elf = cosd + i send
La representacion polar de un nimero con médulo r y argumento ¢ se expresa como ref®.
Con esta definicion las leyes para la funcién exponencial con exponentes reales son las
mismas para exponentes complejos. Por ejemplo:

ettt B = ot (cosh + i senb),

reld - sefy = rsel (¢ W)

Como se aprecia, el calculo fue el mismo como en el caso de exponentes reales.



Dado lo anterior, podemos escribir a z como = = re! ¢ en donde
=
H b}
= Jcos‘ g+sen ¢g=1

parar=1.

1.4.4. Circulos y angulos
La definteion del circulo con centro en un punto u con radio r es la siguiente:
{a+relt 020 <2n)

El circulo de centro 0 y radio | s¢ llama el circulo unitario. La longitud total del cireulo cs
"
2.

1.4.5. Raices enésimas

La forma polar = = ret0) nos permite demostrar que tode = tiene raices m-ésimas ¢sto cs,
soluciones a la ecuacion z" - £ | con § un nimero complejo y para cada entere positive a.
Consideremos primero las raices de la unidad. Supongames que =% = 1. entonces |2 1, de

modo que z = 10 para 0 cn ¢l intervalo (021 ).

.. P - .
Siw = e 20/0) enionces tlow, L wh i ! son las raices.

1.4.6. Division Compleja
Dividir por un nimero complejo con médulo 7 y argumento ¢ corresponde a redelinir la
escala dada por el factor inverso /¢ y la rotacion de ¢ cs1d dada cn sentido de las mancciilas
del reloj. Asi, en coordenadas polares.

w=rcosd tiseng) / s(cosy tiseny )

= ris (cos(¢ - y) +isen(d -y} ).



1.4.7. La desigualdad del triangulo.

Si z y w son numeros complejos, entonces,
Llz+wl<lzl+lwl,y
2.1z-w|2|z|- wi.

La primera de estas desigualdades se ve en la figura 1.4.7. La segunda es una consccuencia de

la primera, ya que
L I PP PN

Z+w

v

Figura 1.4.7.1. Suma compleja.

1.4.8. 1.a "funcion” Raiz Cuadrada

Dado un numero z ~ x + i y, y caleulando su cuadrado tenemos,
Aerriyy =y vity

y cn su forma polar,
22 =% (cos20 + i sen20)

Ahora, dado = = r (cosB + ) senB). vemos de la seccion 1.4.5 que las dos raices cuadradas de -
son:
+/r (cos 0/2 + i sen 0/2)

Geométricamente, 'z se obtiene sacando la raiz cuadrada de |z| y dividiendo entre 2 el
angulo €. Por cjemplo, sea z =1 + 2, entonces ‘M = /5 . Las raices dos cuadradas de z son:



Jz = V5 (cost +isenl) = 5% (cosOr2 + i send/2),

La otra raiz ¢s el negativo dez .
La figura 1.4.8.1. muestra la operacion de fa raiz cuadrada del ejemplo dado, para 0 = n/ 4.

&2 R
/

-z

Figura 1.4.8.1. Operacion de raiz cuadrada de z = 1 + 2.

Geométricamente, |as raices cuadradas de todos los puntos en una regién dada en el plano
complejo se calculan de la sigutente forma: dividimos entre 2 el angulo polar de todos los
puntos en la region y tomamos 1a raiz cuadrada de su moduio. Esto produce una de 1as raices
cuadradas de la region. La otra raiz es simplemente el negativo de todos estos puntos.

Especificamente, necesitamos saber como calcular la raiz cuadrada de todos los puntos que
estan sobre un circulo en el plano complejo. Hay tres posibilidades diferentes, dependiendo si
¢! origen estd dentro, sobre o fuera de este circulo. Para ilustrar esto, comenzamos con el
circulo de radio r, C(r), centrado en el origen. Se ve claro que la raiz cuadrada de esta region

es el circulo de radio J&(r) , también con centro en el origen.

~,

)

Figura 1.4.8.2. Raiz cuadrada de un circulo que ro contiene al 0.

Para visualizar esto, es til imaginar una particula que viaja en todo el circulo original, con
otro par de particulas trazando simultincamente las rutas de las raices cuadradas. Como la
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particula original hace un circuto completo sobre el circulo. cada una de las raices cuadradas
recorren un semicirculo, ya que dividimos a la mitad el danpulo polar correspondicnte.

Si el origen queda fuera del circulo, entonccs 1a situacion ¢s diferente por completo. El circulo
enlero estd entonces dentro de una cufia centrada cn ¢! origen de la forma 0, S8 <0,
donde 0<|0, 0,|<2n. Como una particula recorre este circulo, las raices cuadradas
correspondientes tienen angulos polares que estdn dentro de la cuiia

y su reflexion pasa por ¢l origen. Como una consecuencia, la raiz cuadrada de este circulo
consiste de dos piezas disjuntas como se muestraen la figura 1.4.8.2.

Ei altimo caso ccurre cuando el origen queda sobre cl circuto. Ein cste caso. la raiz cuadrada es
una curva que se parece a un "8" (figura 1.4.8.3). La rason de esto. es que todos fos puntos en
el circulo tienen exaclamenie dos raices cuadradas. a cxcepeidn del cero. el cual liene solo
una. Como una particula recorre el circulo original. sus raices cuadradas trazan cada uno de
fos 16bulus de 1a figura del "8". encontréandose en el origen. precisamente cuando la particuia

original alcanza ¢l 0.
ﬁ
—
~ o

Figura 1.4.8.3. La figura de la Raiz cuadrada de un circulo
que conliene ai 0 tiene la forma de un "8",

La figura 1.4.83 se entiende mejor consultando el Corodario 4.4.3. 3 a (igura 4.3.4.10 del
capitulo 4.
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La figura 1.4.8.4. muestra las raices cuadradas de algunas otras regiones en el plano.

Raices cuadradas
delaregon 3.

Figura 1.4.8.4. Algunas regiones en € y sus raices cuadradas.

1.5. Calculo de Funciones Complejas.

La derivada de unz funcién compleja la definimos exactamente como en el caso real

fz) - lim 28 = &)
1] FRLEN (z___zu)

Esta definicion tiene una diferencia significante con respecto a las funciones reales. En ef caso
real. solo necesitamos checar el limite /' (xg)} en dos direcciones. cuando x se aproxima 2 x;
por la izquierda y por la derecha. En el caso complejo, debemos checar el limtte en todas las
direcciones posibles que hay en el plano, y estos limites deben ser (todos) los mismos.

Por ejemplo, sea f; (z) :- 4+ ¢, con ¢ compleja. Entonces
jemp pie)

(2 +0)- (5 +0)

['(z5) = lim
e z-z,
2 -
=“m_2 & :lim(2+z")(z_b'°)
P Z—2Z, PR z-z,

=lim(z+z,) = 2z,

y este limite es independiente de como z tiende a zo. De aqui que /(Zp ) existe para cada 7 en

C.



1.6. Funciones Analiticas

Sea € el campo de los nimeros complejos, y sea f : € —-€. Se dice que una funcion fes
analitica en un punto zo, si es diferenciable en una vecindad de =g, es decir que

h'm f(z)__f("zcl)1

R

existe, y en tal caso se denota como } ' (29 ). Ahora consideremos U como un conjunto abierto
conexo contenido en . La transformacién F : U — € es analitica en U si F es analitica en

todo zp €U,

1.7. Funcion Meromorfa

Se dice que la funcién f(z) es una funcion meromorfa si es analitica en © L},

Ejemplo 1.7.1. Fl cociente f (2) / g (2} es una funcién meromorfa. Aqui [ y g son
polinomios.

1.8. Singularidades

Una funcion f(¢) tiene una singularidad en un punto zpsi f{z) no es analitica en z.
Decimos que, f(z) tiene una singularidad aislada en zo si es analitica en una vecindad de =y,
exceptoen zp .

1.9. Propiedades basicas de Mapeos Analiticos

Sea UJ — € abierto y suponga - U] — € un mapeno analitico, entonces

i) F(®@):U > € es analitico. Aqui, F(N) ¢s la n-ésima derivada de F. (Cauchy).
ii ) F(U) es abierta en {, cuando F es no constante.
iii) St U es acotado, entonces F(z) toma su maximo valor en la frontera de U. (Liouville)™.

iv) (Montel) Este teorema se estudiara en detalle en la sceeion 4.2 del capitulo 4.

2 N - . .
Teorema de Liouville. Toda funcion entera acotada es constante. Tengamos en cuenta que una funcion es
entera si s homeomorfa en todo ef plano.




1.9.1. Funcion de Clase Cr

Sea F: R > R una funcién. Decimos que f es de clase CFen un intervalo cerrado I si

F{t)(x) existe y es continua en todo xel , donde f(")(x) es la r-ésima derivada de f. Se dice
que f es una funcion seave si es de clase C1.

1.9.2. Funcion de Clase C© .

La funcidn f(x) es de clase C™ si sus & derivadas parciales existen y son continuas V.

1.9.3. Difeomorfismo

Se dice que F: R%-3 R2es un difeomorfismo si F es una funcién uno-a-uno, sobre C*®, y su
q y ¥

inversa €s también C%°.

1.10 Proyeccion Estereografica

En el plano complejo (coma en ¢l plano real) no es posible representar al © como un punto
(x, 3). Debido a esto, se introduce la csfera, contenida en R3, de radio | y con centro cn ¢l
punto (0.0.0)

I]z + Xzz + x;z =

lo cual nos permite "ver” el punto al infinito y la relacion que tiene con los puntos del plano
complejo. La esfera la denotamos por s? y se le conoce como la Esfera de Riemann.

Para cada punto z = x + i y en el plano complejo existe un punto £ = (x;. x», x1) en la esfera y
viceversa. Véase la figura 1.10.1.



Figura 1.10.1. Proyeccion estereografica en la esfera de Riemann

El polo sur, S, de la esfera "descansa” sobre el plano complejo en el punto (0,0,-1). El polo
norte, N, es el punto al que conocemos como ¢l punto al infinite y corresponde al punto
(0.0,1) ent la esfera. A lo anterior se le conoce vomo Propeccion Estereogrifica y a € w{=}
lo llamamos el plano complejo extendido.

[.a correspondencia uno a uno entre el plano € y $°- {Nlesta definida de la siguiente manera:
consideremos la interseccién del rayo que va del polo nore al punto z = x+ i y en €. La
interseccion de este rayo con la esfera en el punto £ = (x; , x2 , x3) en §2- {N}es lo que define
a la proyeccion estereograficade x + iy a (x; , x2 . x3). Esta transformacion esta dada por

2, .2
. —1
T(x+1y)=(xl!)[2’;{1)= 2: . 22}' = X+.: :
’ 1+ x4y I+ x4y I+ x5 y
o bien,
\ 2Rez 2imz -1
Tix+1y)= 5 — .
1+{z| 1+]|z| 1+{z| (1.10.1)
siendo ta inversa de esta funcidn:
" " x1+ix2
T (§)= T (Xls xz:x3)= ?

si identificamos a ze @ como

Xt
z= —

1-x,



entonces

ad] X,
Yy y=
I—x,

X =

1-x;
Per ejemplo, para ¢l punto (0,0) la transformacion T{0.0) = (0,0,-1). El punto z = (1,0)
corresponde al punto T(1,0) = (1,0, O).

Cuando x + i y tiende a infinito, x2 + y2 crece sin limile, entonces la primera coordenada de T
es el cociente

2x
T+x? 4y’
que ticnde a cero. De mancera similar, la segunda coordenada de T también tiende a 0. Pero la
tercer coordenada tiende a 1, es decir

xz+y2—l_]

v e
Feler T xT  y?

es decir, hacemos x2 + y2 = 1 y vemos que
i H

lim 2,

u

oo U
+

u u

Esto es, el rayo que se forma entre Jos puntos ze € y &€ $* forma un angulo con el plano
complejo, que ird siendo cada vez mayor a medida que z se aleje del origen. lo cual hace que &
se acerque mas y mas al polo norte. Asi, tenemos que el punto £ = (0,0,1) no proviene de
ningun z del plano complejo y se considera como el punto al . Véase la figura 1.10.1.

Teorema 1.10.1. Circulos y rectas en la esfera corresponden a circulos o a rectas en el plano
complejo y viceversa.

Demostracion. Supongamos que en una recia L ¢ € tenemos una sucesion infinita
(zt 2 Z24 azll)

de puntos. Como hemos visto, para cada z;, € @ existe un e S°. Entonces, cada segmento
P P 2 k g

de la recta, que une a estos puntos, se va transformando en un arco en la esfera, en donde cada
arco serd una porcion de un circulo en $2, como se muestra abajo.
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La recta L tiende al o por sus dos puntas, y, bajo la transformacion T en $% se unen en el
punto N=(0,0,1). Y ésta es la razon de que €l circulo que le corresponde en la esfera pase por
¢l infinito.

Ahora, el anilisis matematico a considerar es el siguienie: un circulo en la esiera esta dado por
la interseccion del plane

wP={aixtmn+tan =},
con la esfera
J.’[z +x22+x32 =]

en donde todo punto (x; , x3 , x3 } de este circulo satisface ambas ecuaciones, y ademas el
plano no es tangente a la esfera. De esto tenemos que,

a|2 +022 +ﬂ'a2 =ly O<ag<1.

Es decir, el plano intersectado en S2 esta trasladado del origen una magnitud gy v. ademas al
no ser tangente con s? el valor de o no puede ser 1. Siap =1 el resultado de P §7 serd el
punto (0,0,1) y no una curva en S_Z.

Si{xi.x2,x3)en S’ satisface estas ecuaciones entonces, a partir de (1.10.1) tenemos que la
ecuacion del plano es

alx + a,2y +a,(zz—l) —a,
zZ 4+l zzZ +1 zz +1

y despejando tenemos,
a2yt +y 2oy =ayx2 vy 2+,
Haciendo cdlculos y ordenando términos esta ecuacion queda como:
(1.10.2) (ap-asXx2+32)y-2a,x-2a y+ap +ay = 0.
Si & = ag - a3, entonces
5x2+8y2 2ax-2ay+ay taz =0
Completando los respectivos binormios cuadrados perfectos se obtiene,

(1.10.3) (x-m /)2 - (y-arf5)2 = (1-a2)/ 8

(34
)



Como 0 € ap < 1, (1.10.3) s la ecuacion de un circulo con centroen (&) /8, a2 /8 ). Sid - 0,
1a ecuacion (1.10.2) se reduce a;

(1.10.4) mx+a y=

que es la ecuacién de una linea recta. Inversamente, dada la ecuacion de un circulo o de una

recta hay cuatro constantes g, @, , g2 . a3 que satisfacen 2em?2 a2 =1,0<a< | tal

que {a ecuacion del circulo aparece de la forma (1.10.3) y de la linca recta de la forma
(i.10.4), donde ay = a; .

Asi, circulos ¢n ¢l plano complcjo extendido son de dos tipos: circulos cn € (en ¢l sentido
euclideano) y conjuntos de la forma AU {}, donde A es una linea rectaen €.
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Capitulo I1

Iteracion de Sistemas Dindmicos Complejos

2.1. Definicion de Sistemas Dinamicos

Un sistema dinamico es una transformacion f: X — X donde X es un subconjunto XeR"™ Es un
proceso que se desarrolla o evoluciona en el tiempo. Los Sistemas Dinamicos estan presentes en
todas las ramas de la ciencia. Su propéstto es modelar ¢l comportamiento y los resultados de un
proceso o fendmeno, ademas de ayudar a predecir su conducta futura. Esto dltimo es posible
cuando conocemos totalmente su historia pasada. Pero esta predicibilidad no siempre es posible,
ya que ¢l fendmeno que se esté estudiando puede legar a ser muy complejo de modo que seria
dificil predecir su comportamicento futuro.

Sin embargo, podcmos preguntarnos jen qué consiste tal complejidad que hace predecibles a
unos sistemas v a otros no? Basicamente sc debe a la cantidad de vaniables. Por gjemplo, los
fenémenos metevrologicos, la economia, entre otros, tienen una cantidad grande de variables. Y
en contra parte, aquellos con pocas variables son mas susceptibles de estudiar y, por lo tanto, son
mads faciles de entender. Aunque esto no siempre resulla cierto, ya que hay sistemas muy simples,
de una sola variable. que pueden resultar altamente impredecibles y tener un comportamiento
aleatorio. Y la razdn de esto es que el caos puede penetrar aun en el mas sencillo de los sistemas.

2.2 Iteracion de funciones complejas.

2.2.1 Iteracion

En la matemitica, ¥ en cualquier otra ciencia, sabemos lo importante que resulta utilizar la
informacion que se genera en el tiempo f, u otra unidad de medida, para calcular una salida en el
ticmpo 1+1. En ¢l estudio del crecimiento de una poblacion, los datos recabades hasta el afio #
sirvende base para rcalizar estimaciones en afios posteriores. Utilizando una funcidén, por
gjemplo, [/ a(x) = Ax(1-x), (A es una constante positiva) se lleva a cabo un tipo de anilisis
relacionado con la poblacién en estudio.
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Retroalimentando la informacidn a través de un sistema dindmico se esta realizando la iferacion.
Iteracion cs precisamente repefir un proceso una y otra vez. Dentro de la Dinamica consiste
en iterar una luncion f(z), asi

f2) 2@, 3@, (z)

son las iteradas de f(z). Donde denotamos /1 (z) la n-ésima iterada f(f(~-( f{z)})). Esto es. J7
esigual ala composicion fof of .. of (n veces) de la funcion f. Como ejemplo a

esto ultimo, censidérese [ (2)= 22 + ¢ donde zceC; iterando /2 (2) repetidamente se esta
calculando una composicion de funciones se obtiene

S @= fi@=2+e
2 @=L @)=(Z@+ef+e
@=L (f(f@N=(E+cV+c e

y asi sucesivamente.

2.3. Orbitas

El conjunte de iteradas sucesivas de un punto zp,se llama la drbifa de ese punto. Por
ejemplo. si  f(z) = sen z, con zy =123, tenemos que

S23) =sen{123)= -0.459
S2(123) =sen( f(123)) - - 0.443
L1123y =sen( £2(123)) =-0.429

23y =sen( f1(123))=-0416

7 123)=-0.307
3y =-0302
F2(123)=-0.298

etcétera.



Entonces cada valor que se obtiene al calcular  f f(zg ), n=0, se llama la érbita de zo.
Denotaremos por O(z) la 6rbita del punto z. Se observa gue

fOEN-=0( /@)

2.3.1 Orbitas estables

Cuando cambiamos el valor inicial z y se obtienen drbitas cuyo comportamiento es mas o menos
similar a la érbita de z inicial, decimos que la orbita es estable. Para el caso de f(z) = = las
orbitas de un punto z tal que |zf< 1 tienden a cero, en tanto que las de {z|> 1 tienden a co.

Las orbitas estables s¢ deben considerar "buenas™ ya que si nuestro sistemna dindmico representa
un proceso fisico cuya salida debemos predecir, entonces trabajando en el modelo fisico es
posible incurrir en pequefios errores en las observaciones lo cual conduzea a elegir una nueva
entrada inicial. Si el resultado es una 6rbita estable, entonces las posibilidades son que estos
pequeiios errores no alteraran el comportamiento dltimo de nuestro sistema y, de esta forma. las
predicciones basadas en ¢l modelo son mas o menos exactas.

Otra razon de que las orbitas estables son buenas, sc aprecia al enfrentarse a los errores de
redondeo. Al iterar un sistema dindmico sucesivamente, cada iteracion produce sélo una
aproximacion del valor siguiente, de modo que hay una diferencia pequeia entre un valor v el
otro, asi se va acumulando un error de redondeo, conduciendo a que finalmente se lengan errores
de prediccién, Sin embargo, si el valor wy inicial es una orbita estable, los errores no incurriran en
el modelo dindmico y los cambios pequefios que se genercn en cada etapa de iteracion no
afectaran el comportamiento final de la orbita.

Ef propésito de los sistemas dindmicos es comprender la naturaleza de todas las orbitas las cuales
pueden ser periodicas, eventuaimente periddicas. asintdticas, etc. Generalmente esto ¢s una tarea
imposible.

2.4. Puntos fijos y periodicos

Hay diferentes tipos de 6rbitas en un sistema dinamico. Sin lugar a dudas, el mas importante es el
punto fijo.

Si /(2 } = zy decimos que z es un punto fijo de f,ysi fP(zv) = zy. para un entero p 21.
entonces zges un punte periodico de f. E! minimo entero p, tal que fP(z )~ z. se llama el

periodo de z. Ast, la orbita de un punto fijo es la sucesion constante

Z04 20y 2y -



Un punto fijo jamas cambia Z;/ es un valor que permanece fijo para una funcion f(z). Por ejemplo
los puntos fijos de f(z) = z" son 0 y 1 ya que si hacemos z = f(z) = 2%, entonces z° - z = 0 tienc
como unicas solucionesa 0 y 1.

2.4.1. Clasificacién de puntos fijos

Es importante considerar que para encontrar los puntos fijos de una funcién f(z) debe resolverse
la ecuacién £ (z) = z y las soluciones seran los puntos fijos de f{z). Por ejemplo, si f; (z)=2° + c.
entonces

x4
2

‘2

Proposicion 2.4.1. Sea zp un punto fijo para f.(z). Entonces,
a} Zy es un punto fijo atractor para f;(z) si
0<|f @)l <1
b) zp €5 un punto fijo superatractor de f(z) si
| £ zo)| =0
c) zg es un punte fijo expansive para f.{z) si
| £zt >

d} Zo €5 un punte fijo neutral o indiferente si
AT
donde f;'(zo)denota la derivada de /. {zq).

Demostracion. Haremos la demostracion para las desigualdades en a) y ).

Tomemos el circulo con centro en ¢l origen y de radio 2 con el fin de analizar el comportamiento
de puntos dentro y fuera de €1, Supongamos que lel<2.

27



Ahora, decimos que st un punlo cn la drbita de 2 esta fuera del circulo de radio 2, entonces la
Orbita se va a co. Para checar eslo s010 debemos comprobar si un punto en la Orbita tiene modulo
mayor a 2. Si esto sucede, decimos que z estd en unha orbila expansiva. Si lz1>2 y lel< 2.
entonces

| =12 velz 221 el

eslo se basa en una version de la desipualdad del triangulo, Sin embargo,
l217-| ¢f > =171 =i ={|z| - I)|z|

ya que Iz > ¢l y. por lo tanto. al restar {z]2 a la desigualdad  anterior tenemos que
-lei>-1z]. Ahora

Izl -1>1
ya que |:| > 2. Por lo wanto. podemos eseribir
I I

es decir I - izl -2 para £ > 0, D¢ esta manera, tenemos
el -2l
lo cual se comprucha dando valores a 2y a =, En particular,

WRGIIEREIR

Lste quicre decir que £ (23 esta mas alejado del urigen que 20 kste analisis podemos aplicarlo
Lambién a:

122 = LU )
donde I () ‘ > 2. Entonees. podemos encontrar
br2ol Taccanls a+gy Lol
> eyl
Asi 17 (2) se aleja mas del origen que /(). Siguiendo ¢} mismo analisis, vemos que
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Como £ > 0, entonces (1 + & }> 1. A partit de esto, apreciamos gue
(1 + £ )M —oo cuando n—eo.

De esto, concluimes que | S0 {(z) | 5 esto es, la érhita de z se vaal oM.

Se sigue un esquema similar para demostrar que si | #:z)]< 1, entonces z es un punto fijo
atractor.

Aunque aqui lo hemos demostrado sélo para el caso en que f: (z) = 22 + ¢, este resultado es cierto
para cualquier funcion Jf y cualquier punto fijo z tal que f' (z) = 0.

En este contexto la idea de un punto fijo alractor consiste en que las 6rbitas de un punto fijo zo
tienden a 0 al ser iteradas, es decir, son "atraidas” al valor cero. Por otro lade, un punto fijo
expansive es un valor zg que al ser iterado "escapa” hacia el infinito.

Ejemplo 2.4.1. Sea f; (z) = z* + ¢, supongamos ¢ ~ 0. entonces los puntos fijos de £ (z) son:
fe(@-z=z{z-1)esdecirzg=0;z,= L.
Ahora, evaluamos zo y 2y para investigar qué tipo de punto fijo es cada uno, hacemos lo siguiente:
Jo'(z0 Y = 0y, por lo tanto zp = (} es un punto fijo superatractor,

Se'(z1)= 2 >1,asi, z; = | s un punto fijo expansivo.

2.4.2. Teorema del punto fijo
Supdngase que F: [a,b] —[a,b] es continua. Entonces hay un punto fijo para F en [a,b].
Observaciones.

1. Este teorema afirma la existencia de por lo menos un punto fijo para F en [a,b]. Por gjemplo,
todos los puntos en algin imervalo fa,b] son fijos para la funcién identidad f(z)= =

2. Hay varias hipdtesis importantes en este tcorema. Las dos primeras son la continuidad y el
hecho de que F toma el intervalo {ab] en si mismo. La violacion de cualquiera de éstas puede
producir una funcidn sin puntos fijos.

3. También es importante que el intervalo [ab] sea cerrado. Por ejemplo, f(z)= z? toma valores
dentro de (0,%) y ademas es continuo, pero no hay puntos {ijos aht por ser abierto tal intervale.
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4. Mientras el tcorema de punto fijo afirma la existencia de a! menos un punto fijo,
desaforiunadamente no nos da algin método para encontrar este punto. sin embargo, en la
practica necesitamos saber donde estd ubicado el punto fijo. El simple hecho de conocer que estd
presente en un cierto intervalo basta para nuestros propasitos.

2.4.3. Teorema del punto fijo atractor

Supdngase que zg es un punto fijo atractor para una funcidn compleja £ Entonces hay un disco D
de la forma ]z-zo <& con cenlro en zy en el cual se salisface la siguiente condicion: si

zeD entonces, [ (z)eD y, ademds, f N z)—zo cuando n—co, Para la demostracion, consultar

(1.

2.4.4. Teorema del punto fijo expansivo

Supdngase que zp es un punto fijo expansivo para una funcién compleja £ Entonces hay un disco
D de la forma lz-zo | < & con centro en zo en el cual se cumple la siguiente condicion: si zeD
pero, z#zg enfonces, hay un enlero #>0 al que /0 (2)¢D. Para la demostracion véuse {1].

La combinacidn de los teoremas de punto fijo y de punto fijo expansivo son precisamente la
Justificacion de wutilizar los términos "atractor” y "expansivo” para describir los correspondientes
puntes fijos. En particular nos hablan de los sistemas dinamicos "locales" cercanos a algin

punto fijo zg para el cual If' (zo)l;&].

Una diferencia principal entre los puntos fijos atractores v los puntos fijos expansivos consiste en
que los puntos atractores son "visibles” al graficarlos. mientras que los puntos fijos expansivos
por lo general no lo son. Con frecuencia encontramos un punto fijo atractor, eligiendo una semilla
aleatoria inicial y calculamos sus drbitas numéricamente. Si estas ¢rbitas entran sicmpre en el
intervalo I, alrededor de un punto fijo atractor, entonces podemos saber qué pasara con esta
Srbita. Esta converge necesariamente al punto fijo atractor. Por otro lado, en ¢l caso de un punto
fifo expansivo, la orbita elegida aleatoriamente, debera caer exactamente sobre ¢l punto fijo. para
que podamos verlo graficamente. Es raro que esto ocurra y si la orbita llegara muy cercana al
punto fijo expansivo, el error de redondeo nos lanzara lejos este punto fijo y extenderd una drbita
que se mueve distante.

Punto interior. Entendemos que hay un pequefio disco abierto con cenlro en zp de la
forma {z: | z-2o | < &} que esta contenido totalmente en R.
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2.4.5. Principio del mapeo en la frontera

Supongamos que R es un conjunto cerrado en el plano. Si z; es un punto interior en R,
entonces fc (2o } es un punto interior de la imagen £ (R).

Una forma equivalente de formular este principio es suponer que zp perienece 2 la frontera de
/2 (R). Entonces, las imagenes inversas de zp se encucntran en la frontera de R.

El Principio del Mapeo en ta Frontera es vilido para una funcion compleja que tiene una
derivada compieja en todas direcciones.

Para ver por qué se mantiene valido el Principio del Mapeo en la Frontera introducimos la nocién
de “trozo de cufia” con centro en zp. Supongamos primero que 7 2} y que zp = rg e
Supongamos que 1< s < 12 ¥y 0y < 8p< 0, . Entonces, definimos un trozo de cuiia con centro en zg
como un conjunto de la forma

W={l‘e'ul r1<r<r2,9|<0<92.}

con zoe W. Tal cufia se muestra en la figura 2.4.5.1

1m(z)

8-/, e-0,

(84

Re(z)

Figura 2.4.5.1. Un trozo de cuiia W con centro en zg.
Enel caso especial donde zp = 0, tomamos la cufia de un disco pequeiio centrado en cero. Para
la funcién fi (z)= 2°, las imagenes de cufias siempre serdn cufias bajo Jo. La imagen de la cufia W
bajo fo que se muestra ¢n la figura 2.4.5.1 est dada por

W - el rl<r<n? 20,<0<20,!

La siguiente observacion nos permite ver por qué el Principio del Mapeo en la Frontera se
mantiene para un trozo de cufia que es iterado por f.
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Para 20, f; translforma trozos de cufias en regiones. Estas regiones son cufias que han sido
trasladadas por ¢l nitmero compicjo ¢, ver figura 2,452,

-
TN

' !
/\\ i,

Re(2)

Figura 2.4.5.2. [ wraslada la cufia con centro en 2y a la cufia con centro en [, (zy).

Dado zg dentre de una region R, simplemente elegimos una cuiia lo sulicientemente pequeria con
coniro en Iy gue es1d tolalmente dentro de R Bantonees. la imagen de esty cufia estd dentro de
f. AR}, Laduncion [, (za) osti en el interior de £ (R)

2.5. Punto periodico de periodo n.

A partic de fas ides expuestas anlerformente, extendemos las deliniciones de atraccion y
repulsion a pumos periodicos de periodo a2,

Al izuad gue tos puntes fijos, los puntos [jos periodicos de pertodo a2 lambién se clasilican en
atractores. expansivos v neuvirales o indilerentes. La diferencia es que agqui el cileulo es un poco
mis complicado. Veremos como se obtienen los  puntos Njos de periode n de la funcion
cuadratica f_(2) 2

Definicion. Un punto =, cs un punte periddico de periodo n st [V (20 - 2o AsiL laorbita de oy
es

PN = T A ST T A {Zu ). '---f“-' (Zo)
Ll conjunto de todas las steradas sucesivas de un punto periodico forma una 6rbita periodica. (n
mapee puede tener muchos puntos fjos, por gjemplo. en ¢l mapeo identidad  £(2) - - todos los

puntos son lijos en €.

. S o . N .
Sea 87 ei circulo unitario en el plano complejo. os decir o] Represeriamos un punto en 5!
por su angulo @ medido en rudianes. Entonces un punto estd determinado por un dngulo
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de la forma @ +2kn, para un entero 4. Ahora. sea {0 ) = 20. (Notemos que f(0 -2k ) £(0)).
Ahora,

00 = 209,

asi que O es periodica de periodo nsiy sélo si 206 = 6 +2kn. para k entero. os decir. sioy
solosi 0=2kn /{201 ). donde, 0< k<2M . De esto. los puntos peridicos de periodo n
para f son las {20 -1} raices de la unidad.

Un punto periddico de periodo nes atractor (expansor) si éste ¢s un punto {ijo atractor
(expansor) para /M (z). Lsto establece que las orbitas periddicas de periodo # pueden contencr
algunos puntos que son atractores y algunos que son expansores..

Asi por ejemplo en ¢l mapeo anlerior 8 -28 ... cle.

En la funcion cuadratica f(z) = =° . debemos resolver la ceuacion ™z} = = para encontrar sus
puntos periodicos de periodo a2, la cual ¢s una ecuacion polinomial de grado 2%, Sy utilizamos una
computadora para ¢slo. generariamos errores de redondes que se acumularian, ocasionando asi
que los puntos periodicos no pucdan ser visibles en la computadora. Iremos  ahora moestrando
céino resolver la ceuacion {7(2) - = wtilizando 1a ceuacion de Euler.

La funcion cuadritica es facil de entender ¢n ¢l plane complejo. Asi. definimos o el |
cntonees las orbitas de 5y bajo f(2). esian dadas por

cq - et

AT
e

z, = (2taratey

P¢ esto,se ve que parala orbita de . 1ol Loentonees, 17 = osin o 0 v sz o
entunees /" {2) o Por conscouencia, 70 (g 1 =0 cuando -0, Yit Bietios ~isto como se
obticnen 1os puntos fijos de [ (24 ). ¥ wdemids comwo se evalian para deterninar su
comportamieito. U'n método gue nos ayuda a obtener los punios fijos de periodo # conaisie de lo
siguicnte, Para empezar, debemos resobver la cecuacion

frzy---0.

Dentro de la familia de funciones /() = =7 + ¢ o} caso mas simple. sucede coande ¢ Oy aque
los puntos fijos de peniodo 72 s¢ obticnen de forma muy sencilla segin hemos visto arriba, Por lo
tanto, tos puntos fijos para f4(z) ZFson 0. %y 1.y los puntos (ijes periddicos estin en 87, Pero,
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el problema surge cuando ¢#0 pues es muy complicado seguir el mismo procedimiento que
en ¢ - 0. En tal caso debemos iterar fp (z) un ndmero finito de veces y observar hacia qué punto
tiende /5 () para un z inicial. Luego de hallar los puntos fijos de periodo n también los evaluamos
para conocer si son atractorcs, expansivos o neutrales.

Hasta que no se mencione lo contrario especificamos que para el siguiente andlisis tomamos ¢ =0
en la funcion cuadratica f; (z) =2° + c.

Si queremos obtener los puntos fijos de periodo-2, debemos resolver

fly -z - 0,esdecir, f( f(z))-z=0.
Entonces,
R fo@N-2=7-z

=2 -1)

Para los puntos fijos de periodo-3 debemos resolver

ﬂ,3(z)—z =0,

es decir,

K Sl fa@) -z 82

= 7(:7—1).

Y en general, para los puntos fijos de periodo-» hay que hallar las raices de

n
22 _ zap n

=z(z2 -1}

Para cualquier r>1, tendremos siempre una raiz z; = 0, como puede observarse en el analisis
anterior. Para este ejemplo, hay 271 raices, pues ya se tiene z; = 0. Entonces las raices de
2(211 ). 1, requieren considerar z = ret®, el cual es el circulo con centro en 0 y radio |. E} angulo
es 0 €0 <2=n, y el circulo se dividird en 2" -1 rebanadas, las cuales cormesponden a cada raiz o
punto fijo de periodo n. Como ya vimos, 2" 0 = 0+2kx y
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Ahora si a cada uno de estos puntos los representamos por
1 -
wy=¢'" es decir,

; 2;;']
. My
W= e

Entonces cada uno de estos puntos estan distribuidos sobre el circulo, como se muestra en la
figura 2.5.1, en la que la longitud de arco es 25/ (2"~ 1) entre cada punto.

Figura 2.5.1. Puntos en el circulo unitario con argumento 0 = 2xj / (2*-1).

Como ya se mencioné cada wj es una raiz de z "' =1 en el circulo unitario. Ahora, si elegimos »
tal que

2
2" -1

<(6:-0,)

Entonces debemos garantizar que hay al menos un punto fijo de periodo # con
argumento 2nij/ (2N-1) entre 08; y 0y Es decir, si se considera una vecindad en algan w, se tiene 1a
seguridad que habrd un punto fijo de periodo n, aunque claro. podemos preguntamos, ;la union
de todos los w, nos genera el circulo? Pama esto, supondremos que U = {w)} en el que los angulos
0 son racionales modulo 2n. Ahora, ta unién de todos los w; en realidad no forman por completo
el circulo, ya que O es racional médulo 2.

Por lo tanto
) 1
;L=Ju wE S
Por otra parte, la cerradura de Ul si es igual a §', es decir, U=S". De lo anterior vemos que en
alguna vecindad &> 1/ (2" -1), de un 4ngulo irracional en §' | hay uno o mas w, con 0 racional.

Investigaremos ahora si los puntos fijos de periodo #

| 2
. 2% 1)
Wi=€ """ donde 0 - 2njl (2n-1).
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son puntos {ijos atractores o expansivos. Para esto, simplemente comprobamos si

| /ooy’ I <tol o) >

respectivamente. Entonces, obtenemos la derivada de /7 (2} - 2, es decir, derivamos

fn(z)u - 2022'4 _]

Luego, analizamos z = wyen f" (z) :

lfn(“’:)'|= zn{e'(f-f',']} .

En resumen, tenemos el signiente teorema.

Teorema 2.5.1. El mapeo cuadratico fy(z) = Z es cadtico en el circulo umtario. Si
lz]< l,entonccs|ﬂ;"(z)l—)Ocuandon—)oo_y lﬁ,"(z)|—>aocuandon >0.

El mapeo cuadritico es muy sensitive a condiciones iniciales en el siguiente sentidu. Sea =, un
punto en el circulo unitario. Dada una hola abierta con centro en z; , podemos encontrar siempre
dentro de ella un trozo de cuba de la forma

W= rei® | n<r<ry, donde, <9<9; !

Con 1 < 1 < 3. Este pedazo de cufia se muestra en la figura 2.4.5.1 (pagina 31).

Ahora, ta imagen de W es un nuevo trozo de cufia dado por

FW)={rei® | 2 <r<r? donde20,<6< 20, }
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A parlir de ry < | < lenemos que r.z <ri<l< < t2. Vemos que cada aplicacién de ftiene ¢l
mismo efecto, asi que el tamafio de /™ (W) crece con n. Poco a poco el angulo de /™ (W) flegara
a exceder a 2, asi que, para # lo suficientemente grande, /" (W) es la regidn anular determinada

por

De todo esto vemos que ¢l radio mds interno de f" (W) tiende a cero, mientras que el radio mas
externo tiende a @, Por lo tanto vemos que

Ui =c- o

Esto es, las orbitas de puntos en W alcanzan eventualmente cualquier punto en €, excepto 0 (ver
figura 2.5.3). Esta ¢s la dependencia sensitiva extrema: arbitrariamente cercano a un punto en el
circulo unitario hay un punto cuya Orbita incluye algin otro punto en el plano, con una
excepcion, el origen.

Figura 2.5.3, La funcién f amplifica la cufia ¥ hasta cubrir tode € excepto al cero.

Definicién 2.5.1. La orbita de z bajo festd acotada si existe K tal que | F(z) |< K para toda n.
De otra forma, es no acotada.
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Para la funcion cuadrdtica, la orbita de un punto en el interior y sobre el circulo unilario esta
acotada. Los puntos fuera del circulo unitario tienen orbitas no acotadas.

Definicién 2.5.2. La drbita z bajo f es supersensitiva si una bola abierta B con centro en z tiene
la propiedad de que

U r)
coincide con € menos un punto.

Para la funcidn cuadrada, solo los puntos sobre el circulo unitario tienen Orbitas
supersensitivas. St |zl< 1, podemos elegir unz bola abierta pequeiia con centro en z y que estd
situada por complete dentro del  circulo  unitario. Entonces 1la oOrbita de un punto en
esta bola jamds saldrd del conjunto {z: |z|< t}. Si |z|> i, podemos encontrar de manera
similar una bola abierta pequefia fuera de {z: lzl< 1} cuya drbita permanece fuera de esta
region.

Definicion 2.5.3.Sea € = T u {eo}. Un mapeo de f: €-+C se Hama analitico si f'(z) existe para
todozy ’

) = | e
f() fH

existe. Como ejemplo. tenemos:
D/IE=pa)=an tag 2" +ag.
Df(z)=S8enz, f(z)=Cosz.
3} Series de funciones analiticas s analitica.
4) Producto.
5) Tienen desarrello en series de Taylor en cualquier punto ze €.
6} { fu } que converge uniformemente en compactos. Esto es,

limf, = F

LEE 4]
que cs analitica. [ver 11].
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Capitulo I1I

El caos en sistemas dinamicos

3.1 Introduccion

L.a investigacién matematica del caos tiene sus inicios hacia 1890, cuando Heinri Poincaré
estudid la estabilidad del sistema solar. El se preguntd si los planctas pedrian continuar
indefintdamente en sus orbitas naturales, o si alguno de ellos la abandonaria y se perderta en la
oscuridad, o estrellarse en el sol. Poincaré no encontrd una respuesta y a partir de esto cred un
nuevo método, la geometria de la dindmica. Hoy en dia sus ideas se han desarrollado en upa rama
llamada topologia, la cual es la geometria de las deformaciones continuas. Poincaré fue el
primero en descubrir el caecs en el movimiento orbital de tres cuerpos que ejercen fuerzas
gravitacionales entre si.

En un sistema dingmico se presenlan con {recuencia caracieristicas que alleran su estabihidad. de
modo que si realizamos predicciones por medio de él. la fiabilidad de los cdlculos se vera
limiiada. Por ejemplo, en la prediccion del tiempo meteorologico, los datos coinciden con la
realidad cuando el intervalo de prediccion es corto, por decir. de 1 a 3 dias. Pero, para rangos mas
grandes, ¢l estado real del tiempo difiere del estimado en los calculos y el ntmero de parametros
crece. La razon de esto es que el sistema meteoroldgico tiene un caricter cadtico, es decir sus
patrones de conducta no son constantes sino que cambian a través del tiempo, y ademas. el
sistema no es lineal.

El metcordlogo E. Lorenz llegd a la conclusion de que las predicciones a largo plazo en este
sistema no son posibles debido a su aleatoriedad. Sin embargo, los cientificos buscan
afanosamente modelos mas adecuados, lo cual permita que este tipo de predicciones sean més
exacias y a mayor plazo.

El comportamiento cadtico puede definirse algunas veces por una simple férmula, en otras es
necesarto ir paso a paso en el sistema hasta que ocurra el punto de ruptura que nos lleva del orden
al caos.

El término caos se utiliza con frecuencia para describir el comportamicnto complejo de sistemas
no lineales, y los mapeos complejos se utilizan para describir ciertos aspectos de los sistemnas
dindmicos que tienen un comportamiento irregufar (cadtico).

La rama de las matematicas que estudia los sistemas cadticos es la dindmica no lineal y los
procesos que estudia, ocurren en todas las ramas de la ciencia.



El caos ¢s un término matematico con ¢l cual referimos que un sistema tienc un comporlamiento
inherentemente  impredecible. Por ejemplo, la bolsa de valores, el tiempo metcorologicn. «©
incluso ¢! caos se presenta en aspectos cotidianos de nuestra vida, como ¢l movimiento de las
moléculas del agua hirviendo, ¢! comportamiento del humo del cigarro, ctc.

En un sistema cadtico. et factor que produce esto es lo que sc llama dependencia sensitiva a
condiciones iniciales. Es decir, para cambios insignificantes en los valores de entrada del
sistema, habra cambios muy grandes en el estado final del proceso. Decimos entonces que el
sistema es extremadamente sensitivo a medidas iniciales. Por ejemplo las soluciones de un
sistema cadtico tienden a osciiar o a “vagar” alrededor de la aleatoriedad, en donde no parece
existir ¢l orden. $i tomamos otra solucion cercana a la original, la nueva salida se comportara de
manerz aleatoria. Sin embargo, después de un periodo inicial de simtlaridad, las dos soluciones
seran diferentes entre si.

Un descubrimiento reciente en Dindmica muestra que este tipo de caos también puede presentarse
en sistemas completamente deterministicos, es decir. en los modelos matemdticos que no
permiten algin error en la prediccion de la variable dependiente.

Las soluciones que se obtienen de ellos pueden presentar un caracter totalmente aleatorio.
Inctuso en el mas simpie de los modelos matematicos es posible encontrar un comportamiento
complejo.

Hoy en dia hay cuatro preguntas que los investipadores de la teoria del caos se hacen:
* ;Como detectar la manera en la cual se entra inevitablemente al caos?
* ;Se puede formular este proceso mediante simples términos matematicos?

s ;Qué implicaciones tienen todos estos descubrimientos para el paradigma cientifico
tradicional?

s ;Cdmo se comportan los sistemas naturales en la transicion del orden al caos?

En general. Ja teoria del caos nos permite apreciar que muchos fendmenos fundamentalmente son
impredecibles y que muchos de estos los tuvimos (o tendremos algin dia) bajo nuestro control,
no son simplemente receptivos a un orden racional. Los fenémenos naturales no son los Unicos
que entran en esta categoria, podemos incluir, por ejemplo, las decisiones que se toman en los
negocios v que producen ciertas condiciones que nos lievan inevitablemente al caos.

3.2. Tipos de Complejidad en Sistemas Dindmicos.

El meteordlogo Ernest Lorenz describié la sensitividad en sistemas cadticos. Dando una
desviacion inicial, el sistema cadtico pronto tendra un crror muy grande, en ¢l mismo orden y
magnitud que los valeres reales del sistema.
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El fenémeno de la dependencia sensitiva a condiciones iciales se ha deserito como una
cualidad que definitivamente todo sistema dinamico tiene. Otros sistemnas pueden o no exhibir
sensitividad. Este es ya un gran paso adelante en la comprension del caos.

Los estudios que se han realizado scbre dindmica han sugendo gque hay tres niveles de
complejidad en sistemas "naturales”. La clasificacion es la siguiente:

Simplicidad Organizada. Caracteriza a los sistemas que pueden describirse por un pequefio
nimero de parametros relacionados deterministicamente entre si. Los pardmetros de tales
sistemas no son todos igualmente importantes, y los efectos de algunos de ellos con frecuencia
no son considerados. Los mecanismos newtonianos son ejemplos cldsicos de tales sistemas.

Complejidad Desorganizada. Esla emerge en sistemas caracterizados por un nimero grande de
distintos parametros no deterministicos. Tales sistemas pueden describirse mediante métodos
estadisticos.

Complejidad Organizada. Caracteriza a los sistemas que ticnen un gran nimero de parimetros
deterministicos pero interrelacionados, y todos contribuyen significativamente con el sistema y
por esto deben tomarse muy en cuenta. Este tipo de sistemas se encuentran en la economia y en
sistemas construidos por ¢l hombre.

Sistemas "Naturales"

s““pl‘?‘d’d teracidn

Qrganizada

Complejidad Teotia Nuevos Modelos
Desorganizada delCaos l_ y Descnpriones
Complepdad - Comptensién
Organzada Percepritn de la Complejidad

Figura3 21 Complejidad y Teona delCaos

Nosotros tendemos a actuar en todos los sistemas como cn la primer categoria. Siempre que
reconocemos que no son de este tipo, simplificamos nuestros modelos para hacerios mas
receptivos para nuestros conceptos de simplicidad erganizada

Como lo indica la figura 3.2.1, la teoria del caos nos permite comprender algunas posibilidades
que son inherentes en las otras categorias. Esto sirve solo para comprender mejor la realidad.

Al principio mencionamos la sensitividad en sisternas dindmicos. Ahora tratamos esto de manera
mas formal.
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Definicion 3.2.1. Sea J un subconjunto en R™. Ei mapeo f: J—] tiene dependencia sensitiva a
condiciones iniciales si existe & > 0wl que, para alginxe J y una vecindad N de x. existe
yeN y n20 tal que

b - ol >8

Intuitivamente, un mapco posee dependencia scnsitiva a condiciones iniciales si existen puntos
arbitrariamente cercanos a x los cuales se separan poco a poco de x por al menos & unidades bajo
iteracion de £ Hacemos énfasis en que no todos los puntos cercanos a x necesitan scpararse
eventualmente de x, sine que debe haber al menos uno de tales puntos en toda la vecindad de x. Si
un mapeo tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciates, entonces para todos los propdsitos
practicos, la dindmica del mapeo requiere de célculos en la computadora.

Los pequefios errores de calculo que s introducen  por redondeo, pueden llegar a ser muy
grandes mediante el proceso de iteracion. Los resultados del calculo de una orbita. no logran
exactitud, pueden conducir a una érbita que no se parezca a la orbita real.

Definicion 3.2.2. Sea ] un subconjunto topoldgico en RB, la correspondencia [ @ J—oJ es
topologicamente transitiva si para un par de conjuntos abiertos U,V ¢ J cxiste &>U tal que

TRV,
De manera intuitiva, un mapeco topoldgicamente fransitivo tiene puntos que se mueven
eventualmente bajo iteracion de una vecindad arbitrariamente pequefia a otra. Por consccuencia,

¢l sistema dinamico no puede descomponerse en dos conjuntos abiertos disjuntos los cuales son
invariantes bajo el mapeo.

Ahora, dirigimos nuestra atencion sobre la nocion de un sistema dindmico cadtico.

Hay diversas definiciones de caos en un sistema dindmico. La siguiente, es una definicion
particular que consideramos, ya que se aplica a una gran variedad de ejemplos, y también porque
en muchos casos es facil de verificar.

Definicidn 3.2.3. Sea V un subconjunto de R0 El mapeo f: V-V s¢ dice que es cadtico en V si-
i. / tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales.
2. f es topologicamente transitiva.
3. Los puntes periodicos son densos en V.

Para resumir, un mapeo cadtico tiene tres ingredientes: la  impredecibilidad. la
indecomposibilidad (no puede descomponerse) y un elemento de regularidad.

Ejemplo 3.2.1. Sea el mapeo del circulo f: §! -»S! dado por f (0) = 26 cs cadtico. Como
podemos ver, la distancia angular entre dos puntos es duplicada bajo iteracion de . De agui que
/S es sensitiva a condiciones iniciales. La transitividad topolégica también se sigue de esia
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observacién, donde un pequefio arco en Si es expandido eventualmente por algin k hasta
cubrir todo $! y, en particular, algiin otro arco en S

La densidad de los puntos periddicos se establecio en el capitulo 1. Este mapeo tiene una fuerte
forma de dependencia sensitiva llamada expansividad.

Definicion 3.2.4. El mapeo [ Jol es expansive si existe v>0 lai que para algun x, yel, x# y,
existe n tal que

{rne- monl>y

La expansividad se diferencia de la dependencia transitiva en que todos los puntos cercanos entre
si se separan eventualmente al menos por v.

Estudiaremos la presencia del caos en el sisterna dindmico, tomando /o (2) = 2. Tomemos zeC en
coordenadas polares, y |z| =1, entonces

z=pe'’conp 1.
foe®) € conp=1

Esto significa que el punto con angulo polar 0 es "movido" por fy al punto con angulo 28.

3.3. Caos en la funcién f;(z) = 2%

Recordemos que fp(c ‘") = e '?® Veremos que f restringida al circulo unitario es cadtica

segin definicion 3.2.2). Para comprender el caos en la funcién f5 debemos exhibir las tres
- T p

propiedades de la definicion 3.2.2

1) La dependencia sensitiva a condiciones iniciales es un componente esencial en un sisterna
cadtico. Para ver esto, tomemos dos puntos 8y y 0, en el circulo. muy cercanos entre si.

Supongamos que § es la distancia entre ellos, ta cual se mide a lo largo del circulo. Veamos que
sucede con estos puntos al iterar fy.

Se puede apreciar que [a distancia entre f, (8p ) v /0 (01 ) se duplica (siempre y cuando fo (8¢ ) ¥
Jfo(81 } permanezcan cercanos entre si).

Al iterar de nuevo, la distancia entre fo° {80 ) v /o’ (8 ) se duplica otra vez. Continuando n veces

coit la iteracion , vemos que la distancia entre 5™ (0n ) y o' (61 ) es 218, Asi, las Orbitas de By y 6,
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se separan totalmente y de una forma rapida por ejemplo, en 12 iteracionecs la distancia
entre los dos puntos es 2'2 8 = 40968. Veamos la figura 3.4.1.

28,

49,

Figura 3.4.1. La funcién cuadrética polar duplica distancias en el circulo.

Esto significa que la cercania entre dos puntos, es de poca importancia bajo /3" ya que en pocas
iteraciones se apartaran por completo y de manera exponencial.

Ahora bien, si tomamos una region W alrededor de «S'. 1a cual tiene forma de un trozo de
cuifiy (ver figura 3.4.2) En ésta tendremos todos los nimeros complejos que cumpian lo siguiente:

].91<9<62 Yy
2. <r<n

donde

0, <0<y y
) <l<n.

un(z)
n
AN
L/rs
,'\,\'/
;

B g
7o 1&,}& Re(z)

Figura 3.4.2. Trozo de cuiia alrededor de z.

Notemos gue podemos elegir esta cufia tan pequefia como queramos, para esto, elegimos ry y 12
cercanos a 1 y. 0, y 8, cercanos a 6). A esta cufia la representamos por W.



El hecho de tomar W sin importar qué tan pequefia sea e iterarla bajo fy (z) cs lo que provoca la
aparicién de la sensitividad, ya que las imagenes de f," (W) irdn haciéndose cada vez mas
grandes hasta que poco a poco se encuentran con tedos los puntos en ef plano. con por lo
menos una excepeion. Esto significa que la k-€sima imagen de W se “acercard”™ a algan punio
atractor dentro o fuera del circulo del que inicialmente partio. Ver la figura 3.4.3.

P2 (W)

Figura 3.4.3. Aquir, >0 y now.

Como se ve en la figura anterior, f; (W) hace que W se vuelva cada vez mas grande en cada
iteracion. Fl radio mayor, rz, aumenta hasta el <o, mientras que r, decrece hasta converger a cero.

De manera similat, cada dngulo del trozo de cufia se duplica en cada etapa. De este modo vemos
que no importa lo pequefia que sea W ya que bajo iteracidon se expande hasta alcanzar un punto
en el plano (con el cero como una excepcion).

2} La transitividad topoldgica (definicion 3.2.2):

Un mapeo que es topoldgicamente transitivo tiene puntos que bajo iteracion se mueven (a la
larga) de una vecindad arbitrariamente pequeiia a otra. Por consecuencia, el sistema dindmico no
se puede descomponer en dos conjuntos abiertos disjuntos los cuales son invariantes bajo el

mapeo.

Tengamos en cuenia que si un mapeo tiene una Orbita densa, entonces es topolégicamente
transitiva.
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Demostracion.

1) Los abiertos de §* son

Aﬁn§

y estin generados por D ~ S, donde D son discos abiertos en B2 . Ver la figura 3.4.4.

ApnS

Figura 3.4.4. Los abiertos de S' son generados por DS,

Cada abierto u = DS'.

2) Sin pérdida de genualidad.
Sean u. v dos conjuntos abiertos. tales que

u=DnS' y v=DnS"

46



Y sea D un disco abierto. Ver la figura 3.4.5.

Figura 3.4.5. £l conjunto v estara cubierto por f"(u). Aqui u y v estan dados por DS,

Como explicamos en el caso anterior,
Existe # tal que /" (D)=S', es decir, /" (D) cubrea S'.
=f"(u)>s".
Como /™(u}>S' oV,

Por tanto, tenemos que f"(u) V2. W

3) La densidad de puntos periddicos:

Primero, damos un punto peridédico en un arco de la forma 8, < 8 < 8,. Esto quiere decir que
debemos encontrar un 7y un 0 tal que

J’fun(e"’ )= e'2"el

con@, < 0<0,.

Ahora,
n
8)_ 52"
J, (e®)= et
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Como hemos visto, fu(e'®) = j{,(c” 9+3= 1y Entonces
20 =0+ 2kn
Para k, n enteros. Esto es, 0 debe satisfacer lo siguiente:

_ 2kn

a <
2" -1

donde 0 < k < 2" -1. De esto, los puntos periddicos de periodo # para fson las 2°-1 raices de la
unidad, y los niimeros complejos con argumentos 2km / (2"-1) son distribuidos cn todo ef circulo
con longitud de arco

21{17
2" -1

entre los puntos sucesivos.

Si elegimos n tal que

2
2% o 6,
2% -1

garantizamos que hay al menes un punto con argumento

2an
2" -1

entre By y 0, Este punto es periddico de periodo n. De todo esto se sigue que ¢l conjunto de
puntos periédicos son densos en S, pues f3" expande el arco [6,-0:]<e. r -1 suficientemente.
tal que su imagen cubrea S'.

Para resumir, un sislema caotico tiene tres ingredientes:

- La impredccibilidad,
- La indescomponibilidad, y
- Un elemento de regularidad.

Un sistema dindmico es impredecible debido a la dependencia sensitiva a condiciones iniciales.
No obstante, en el ceniro dec este comportamiento aleatorio tendremos un elemenio de
regularidad, a saber, los puntos periddicos los cuales son densos.

El sistema dinamico es indescompenible si hay una drbita que entra poco a poco a una region
preasignada en el plano, sin importar fo pequefia que esta sea. Asi que, esta Orbita se acerca
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arbitrariamente 2 un punto cualquiera en C, y no podemos separar el sistema dado cn dos
subsistemas separados que se comporten de manera independiente.

E! hecho de que un sistema dindmico no pueda descomponerse en dos subsisiemas (dos

subconjuntos abiertos e invariantes) los cuales no actian bajo f debido a la transitividad
topoldgica).
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Capitulo 4
Conjuntos de Julia

La investigacion en matematica experimental ha abierto la puerta hacia una gran cantidad de
estructuras fractales, imagenes y formas fantasticas que se desarrollan como sistemas
dinamicos complejos. Estos, tienen una estrecha relacién con el orden y el caos, ambos en
coexistencia. Estas cstructuras construidas van mas alla de nuestra imaginacion y en muchas
ocasiones las encontramos al verlas en la vida real, ya que se asemejan a formas v a
comportamientos de fendmenos de la naturaleza. Por ejemplo, la actividad de las hormigas en
los hormigueros, la estructura creada por la caida de un arbol en un bosque, la forma de un
helecho, etc.

La belleza y complejidad de mapeos que representan cdlculos iterativos de Julia ha sido
explorada recientemente gracias a los avances en computaciéon. Benoit B. Mandelbrot ha
extendido la teoria y representacion grafica de la iteracion de funciones como una nueva rama
de las matematicas llamada Geometria Fractal.

Los fractales representan a objetos rugosos o patrones en los que sc obsena la
autosimilaridad, esto es, no importa qué escala se utilice para ver una porcién de la imagen
fractal, pues la parte amplificada se parece al patron original.

Funciones en el plano complejo, tan simples como f; (z) - 2% + ¢ resulta ser un patrén a partir
del cual obtendremos las graficas fractales v la forma que tenga dependera del valor que se le
de al pardmetro c.

Para establecer las propiedades basicas de los conjuntos de Julia tomaremos en cuenta los
conceptos mateméticos de familia normal de funciones analiticas y el teorema de Montel.

De aqui en adelante supondremos que f ¢s analitica.

4.1 Familia Normal

Sea {Fn } una familia de funciones analiticas complejas definidas en un conjunto abierto tle (.,
Con frecuencia, para nuestros propositos, F, serd la n-ésima iterada de un mapeo F, pero por ei
momento adoplaremos un punto de vista mas general.

Definicién 4.1.1. La familia { F, } es una familia normal en U si toda sucesion de las Fy's
tiene una subsucesion, 1a cual cumple cualquiera de tas dos condiciones siguientes:

1. Converge untformemente en subconjuntos compactos cerrados de U, 6 bien

2. Tiende a co en U,
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Por el teorema de Liouville, esto significa que la subsucesion converge a una funcién analitica
acotada o bien a w en cada componente conexo de U. La familia {F, } es normaf en et punto w
de U si hay algin subconjunto abierto V de U que contiene a w, tal que {F, } es una familia
normal en V. Esto equivale a decir que hay una vecindad V de w en Ja que loda sucesion
tomada de {F, } tiene una subsucesion uniformemente convergente en una funcién analitica

acotada 0 a o,

Ejemplo 4.1.1. Sea F(z) = gz con |a | <1ysea el conjunto F, (2) =F"(z) = a" 2, es decir, Ia
n-ésima iterada de F. Entonces {F, } forma una familia nonnal de funciones en un dominio U
c C para todo z en €, en donde F, converge uniformemente a la funcién constante cero, pues
a® tiende a cero cuando n—owo

Ejemplo 4.1.2. Sea F(z) = az con |al>1, entonces Ia familia del ejemplo anterior es normal
en un dominio W que no incluye al cero, pues en W, {F, } se va al o, es decir, cumple la
segunda condici6n de la definicion 4.1.1, Pero la familia no es normal si el dominio incluye
al cero. De hecho, en toda vecindad del cero hay un punto z para el cual [F° (z)[ es
arbitrariamente grande parza algin n, lo cual nos conduce a que una vecindad U cumple que

U Uy = ¢

que por Liouville no puede ser analitica.

Estos ejemplos muestran que los conjuntos de Julia de mapeos de la forma F(z) = az, o de
manera mas general, F(z) = az + b son totalmente simples. Por tanto, este tipo de mapeos los
descartamos y aqui consideraremos los polinomios de grado mayor o igual a 2.

Definicién 4.1.2. La familia {F, } no es normal en z si la familia deja de ser una familia
normal en toda vecindad dc zp.

Proposicién 4.1.1. Sea F analitica y supongase que zp es un punto fijo expansivo para F.
Entonces ta familia de iteradas de F no €s normal en z.

Demestracion.

Supongamos que { F" } es normal en una vecindad de zp. Ya que F " (z9) = 7o para toda n, se
sigue F " (z) no converge a coen U.

De este modo, una sucesion de { F" ) tiene una subsucesién { F° 1t la cual converge
uniformemente a un subconjuntec G de €. De aqui, 1( F"1y’ (zo)| |G (zg )|. Sin
embargo, |( F"1Y (z) | 5. Entonces, esta contradiccion establece el resultado.

Es claro que la proposicion 4.1.1 se extiende para puntos periodicos expansivos. B
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4.2. Teorema de Montel

Teorema 4.2.1. Supongamos que {F.} es una familia de funciones analiticas definida en un
dominio U, Supongamos que existen a.beC,con a#h, tal que Fo(z}#ay b, paratoedany
toda zeU. Entonces, {F, } es una familia normal ¢n U.

Demostracién. Constltese | #H1).

Como consecuencia del teorema anterior tenemos,

Teorema 4.2.2. (Teorema de Montel )

Sea {F, } una familia de funciones analiticas complejas definidas en un dominio abierto L. Si
{F, } es una familia no normal, entonces para todo we(, con a lo mas una excepcion.,
tenemos que F,, (2) -~ w para algiin ze U y n>0.

Este teorema dice que si hay una familia de funciones {F, } acotada uniformemente, entonces
la familia es normal. Tambi¢n afirma que las familias de funciones no normales toman todo
punto excepto, posiblemente, un valor complejo zo. Para la demostracion consuitese [11].

Una de las consecuencias mds importantes de que una familia deje de ser normal en un punto
dado es que la familia de funciones debe tomar virtualmente todo valor en una vecindad del
punto. Este resultado es una variante del Teorema de Montel.

4.3. El Conjunto de Julia.

Definicion 4.3.1. El Conjunto de Julia de una funcion analitica £, J{ /). es ¢l conjunto de
puntos donde la familia de iteradas { /" } es no normal. El Conjunto de Fatou, F{ f). es el
complemento del conjunte de Julia, es decir, los puntos donde la familia de iteradas { /" } es
normal.

Ahora bien, st f{(z}) - anz™+ay.q z™' + ..+ ag es un polinomio, el « es un atractor (comoe

vimos en el capitulo 2, seccién 2.4.1) y tiene su cuenca de atraccién
Al{o) - {ze@ : f" (z) —o0. con n—> o}

La frontera de A{ec) = & A(w0) esta formada por la cerradura de los puntos periddicos
expansivos y por lo tanto, dA(w) = J( ), (ver teorema 4.6.1).
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Por conveniencia de exposicion tomaremos de aqui en adelante a f: @ oL como un
polinomio de grado 22 con coeficientes complejos

JZ)dgtmztar 24 . g
Y escribimos f; (z} para denotar [a funcién £ (z) = 2% + c.
Como vemos, estas funciones analiticas tienen un conjunto de Julia que es un sistema
dindmico cxpansivo bajo iteracion de f y, es el "lugar” en el que toda funcién compleja es
cadtica. Por ejemplo,

parac =0 I(hy=1{z: lz) 1 } es un circulo de radio 1 y con centro ¢n 0,
Para todos los otros valores de ¢, el conjunto de Julia es un conjunto asombrosamente
complicado. De hecho, es un fractal, pues J ( f; ) tiene cambios "draméticos" en su estructura,
al dar diferentes valores a c.

Como pucde verse, para ¢ = 0 e} conjunto de Julia no es un fractal.

Para valores pequefios de ¢ en f; (z) =2 t¢, J(f;) dificre ligeramente de S' pero es una
curva fractal como esti indicado en la figura 4.3.1.

Figura 4.3.1. Para valores de ¢ muy pequefios, J( / ) se parece a un circulo muy
"distorsionado".

El conjunto J{ /) -~ 8A(0) es el objeto central de nuestro interés dentro de la teoria de iteracion
en ¢l plano complejo €.

Junto con A(wo) v dA(0) tenemos un tercer objeto:
K-CT-A(w)={zp e E::fk (z0) esta acolado para toda K.}
A este conjunto se le conoce como el conjunto de Julia tleno, A partir de esto resulta que

K I f )= JA(xm)
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es decir. J( f ) es la frontera entre [as Orbitas cuyo atractor es =y las que permanecen acotadas
cuando & sco.

Entonces el ptano complejo se descompone en dos regiones ¢f conjunte estable. que consiste

del conjunto KuA(w) . J(f ) y ¢l conjunte cadtico, que cs el conjunto de Julia. ¢n honor
al matematico

francés Gaston Julia quien estudi6 por primera vez este conjunto a principios del siglo XX,
(Ver ¢l teorema 4.3.2)
Ahora introduciremos los conceptos bisicos que conforman la teoria de tos conjuntos de Julia:

A ) J( f )= lacerradura {del conjunto de todos los puntos periodicos expansives de f(z) }.
Para la demostracion consultar [6].

B ) Desde el tiempo de Pierre Fatou y G. Julia se ha definido a J{ £ ) como el conjunto de
puntos en el que la familia de iteradas de f(z) dejan de ser normales (ver el teorema 4.3.1).
Proposicion 4.3.1. Sea f un polinomio de grado »# 2. Entonces J( f) = 2.

Demostracion.

SiJ(f) =& todos los puntos son normales con respecto a la familia { /" }. Como » es
atractor, entonces A(e) = . Entonces. no hay puntos fijos. Fste hecho determina el
resultado B

Proposicion 4.3.2. Sea " la n-ésima iterada de £ entonces J{ £y=1 /")

Bemostracion,

J ") - la cerradura {de los puntos periddicos expansivos de ™}
I(t ) = lacerradura {de los puntos periédicos expansivos de [}

1. Para demostrar que J{ 7 3= J(/ ") primero debemos probar que dado un entero p>2
lenemos que

Jr"yel f)

Seaze J(f "), por lo tanto existe m tal que

(I @=zy [ {H™E)y!=1
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Entonces sip = mn
fh =z
Por lo tanto = es periddico para f v puesto que ] (£ =y "> 1. entonces es cxpansivo,
2. Ahora, debemos demostrar que J( f )< J(f" ).
Sea zun punto en J(f ). Entonces, existe p tal que
FPiz)=z entonces [ "P(z) ==z,
y ademas
WARLORES
entonces
L/ ¢zy ] =1
por tanto
zel( f™).
De csto se concluye que J(f ) =J( /" ).

El siguient« teorema muestra que las dos ultimas definiciones de J( f) son equivalentes.

Teorema 4.3.1. J( /)= { z<T ia familia { /" } no es normal en z. 120 §.

Demostracidn. Hemos mencionado que { /" } no es normal en un punto periddico expansivo
(ver proposicion 4,1.1).

Como J{ f) = la cerradura {de los puntos periddicos expansivos} entonces J{ ) esta
contenido en el conjunto de no normalidad.

Debemos demostrar que
LINcif "}y
2002400}

LI c{/ ") Size ) ). porel teorema 4.3.1 2 ¢s no normal.
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Z.Para N fy b4 " ,siozel V f ™ noes normal § hay que probar que para todu seeindad u
de z existe weu que es periddico expansive. Consideremos la drbita de w

fu, M), ), S,

por el teorema de Montel, el limite cubre todo € excepto a lo mas un punto. Por lo tanto.
existe N tal que f™(u)mu=@de hecho. fY(u)>uw Sea b ouna rama del mapeo
inverso f N (u ), esto es,

h:fN(u)—iru.

es una contraceidn y, por lo tanto tiene un punto fijo w, 0 sea fi(w) = w. Tomando imersos
tenemos,

(w)=h '(w)= 7 (w)
por lo que w es un punto periddico. si /# es contraccion £ ¢s expansion®.
A partir del hecho de que J{ /) #@ (proposicion 4.3.1) podemos encontrar un punto periddico
expansivo zg. Por la proposicion 4.3.2 podemos suponer que 2y es un punto fijo para /. Debido
a que el conjunto de puntos periddicos expansivos es invariante bajo /. decimos que £} es un
conjunto perfecto. Esto significa que {corolario):
Corolario 4.3.1. J( /) es completamente invariante, o seaque J( /) = f ! (H /)

Demostracion.

Debemos demostrar que

a i Hcf )
YIS I

IS e £ 1IN

Sea ze)( f) y sea u una vecindad de z, entonces { /™ (u,)} es no normal . v por tanto

{fo f"{u.}}

es no normal.



Por lo tanto

fizye HT)

s f RN

bYJ(f) of (I

Sea wel(f) entonces f(w)eJ( /). Sea V cualquier vecindad de w. Entonces /{V) es vecindad
de f(w). Como

AP

es no normal. Entonces {f"! v ,} es no normal M.
- Fiet

De la demostracidn anterior decimos que si { /" } no es normal en zy , entonces { /" } tampoco
es normal en una imagen inversa de zg, usando el teorema 4.5.1, si zoe J( ), entonces
£V (z0)eJ( ) tambiéa.
A través de esto, entendemos que J{ f ) contiene todas las imagenes hacia adelante. ademds de
las preimagenes de puntos en J. Como consecuencia, el complemento de /) es también
completamente invariante.
Ahora daremos algunas propiedades del conjunto de fulia para mapeos cuadraticos
flz)=z"te
Proposicién 4.3.3. (Criterio de Escape). Sea |¢]>2. Supongamos que |ziz|¢i. Entonces

e (2) 5 =, conn-sx,

Demostracion.

Por la desigualdad del triangulo tenemos,

[22 +el ziz8 | - el
2128 | - |z], yaque Izl 2icl
=lzI(!z1-1)
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Dado que z.»2. hay un & > O tal gue, 'z -1>1+%. Deesto.
120 A1)z

En particular, |22 +¢ >|zi. Aplicando repetidamente ¢l mismo argumento, encontramos gue
@) > (+tiz|

De este modo, la orbita de z tiende a oo W,

De lo anterior notamos que, si 1z[>2, entonces ' f; (0}] - '¢|>2. Entonces. la érbita de 0. ¢l
punto critico, necesariamente escapa al infinito si 1¢l>2.

Proposicion 4.3.4. Sea zpeJ( f). Entonces

T

(2}

[y
Esta proposicion nos da un buen algoritmo para graficar los conjuntos de Julia. Para esto.
simplemente encontramos un punto fijo expansivo para [y calculamos sus preimédgenes.

También podemos utilizar esta idea para describir por completo algunos conjuntos de Julia

Una consecuencia de lo que hemos mencionado es lo siguicnte,

Corolario 4.3.3. J( /) ticne un interior vacio.
Demostracion.

Si J( [} tiene un conjunto abierto U contenido en €1, entonces debido a la invariancia bajo /3
al teorema de Montel J{ £} =€ {un punto a}. Sin embargo, esto no puede ocurrir ya que la
cuenca de atraccién de oo seria un punto.

Hacemos notar que los resultados de esta seccién no son ciertos para las clases mas generales
de mapeos analiticos, tales como mapeos racionales ¢ funciones enieras.

Teorema 4.3.2. f. (z) es cadtica en J( £, ).
Demostracion,

Scau=v,mJunabicrto en J. Tenemos que para f. J: =1 es cadtica. Por la propiedad (B) la
familia de funciones { / " } no s normal en z. 8i zel entonces,

Vi, O STV



no converge (ver figura4.3.2.1). Mas aun,

tim f"(VZ) - € - alo mas un punto

n o

sino seria normal. Consultar [6].

Figura 4.3.2.1. La funcién f " (u) cubre todo J. ¥ /" (v, } cubre todo el
el plano complejo excepto un punto.

Entonces si u < J es un abierto, entonces exisle n tal que /" (u} = J. De esto tenemos que se
cumple que:

(1) fes transitiva en J.

(2) fes sensitiva a condiciones iniciales.

(3) Ver la propiedad (A).

Porlo tanto f; (2) es cadticaen J{ f. )} B

A partir de la teoria expuesta en la seccidn 4.1, tenemos lo siguiente:

Corcloario 4.3.4. Si ze J( f), entonces la familia de iteradas { /"} deja de ser normal en z.

Coroloario 4.3.5. Sea F un mapeo analitico. Sea zp eJ(F) y sea U una vecindad de zy ,
entonces

E(WU)

omite 4 o mucho un punto en C.
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Demostracion.

Si F " (U) omite dos puntos, entonces { F " {debe ser una familia normal en U

De este modo, ¢l peor comportamiento posible de la familia de iteradas de ¥ en una vecindad
de un punto en el conjunto de Julia es que este omite un valor en €. Esto puede ocurrir.
como lo muestra el ejemplo /o (z) = 2°. El conjunto de Julia para este mapeo ¢s ¢l circulo

unitario y, si U es un conjunto abierto el cual se une con S' pero no con el 0, entonces

uFU)=C-{0
n=]
Carolario 4.3.6. Si z, €J{ /), enlonces para toda vecindad U de zp , s¢ cumple que

SO =T-(z) 6 =T

neH

Esto significa gue por muy pequefia que sea la vecindad, ira creciendo (bajo 7. ) hasta que
llegue e! momento en que cubra todo el plane C.

Ejemplo 4.3.2. Sea f(2) = Z.Lla figura 4.3.3 muestra esto que acabamos de mencionar.

Figura 4.3.3. S¢ toma una vecindad muy pequefia de zg «J( /¢ ) y bajo j; (z) obtenemos otra
mucho mayor. Si tomamos una vecindad en el interior del circulo, entonces bajo £, (2) se hard
muy pequefia hasta converger a (.
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4.4. La geometria de los Conjuntos de Julia
de la familia cuadritica z* + c.

Los conjuntos de Julia no son curvas suaves o “lisas™. pues su naturaleza fractal las vuelve
complejas, con formas "rugosas” y "extraias”. Como hemos visto, los conjuntos de Julia se
generan por iteracién de una funcion analitica. En particular si f(z) ~ 2! + ¢ cuyo conjunto d
Julia para c—0 es |zl =1, una curva cerrada con frontera no suave. Este “circulo rugoso”
{figura 4.3.1) limita las cuencas de atraccién de 0 y de =.

Los puntos fijos de f; (z) también se pueden obiener mediante la ecuacion

_1xyl-4c

e
con c<1/4. Esto nos ayuda a obtener los ceros de fo (2} -z=0.

Proposicién 4.4.1. Supongamos que |c|< 174, entonces el conjunto de Julia de £ (z) es una
Curva conexa.

Demostracion. Demostraremos esta proposicidn en dos partes. En la primera probaremos que
las imagenes r', 2, r*... de un circulo 'y bajo fo estin en la cuenca de atraccion del
infimito si [’y estd en esa cuenca y, ademds, veremos el comportamiento de estas curvas en
Al=0).

. . . ~— 42 ]
Por otro lado, consideraremos las preimagenes | ULt de . y probaremos ¢ntonces
que el conjunto de Juliaes I'™* que serd una curva conexa,

Primera parte.

Consideremos 1-4¢ =0 (de o = -2). Come sabemos. para ¢ = Y f; tiene un punto fijo

PN
2

ncutral.
Demostrando cada uno de los siguientes lemas demostraremos esta proposicion.

Lema 1. Si |z | >2. entonces ze A(o0) para todo ¢.

Lema 2. El cero es el unico punto critico de /. v entonces si leb<vw, | o<z para
toda n20.

lema3. Sea Iy = {2| lzf=3 1esta en la cuenca de atraceion del infinito.

Lema 4. o es atractor.

Lema 5. [.a orbita de cero permanece acotada si | el v
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Como ya vimos en los capitulos |y 11, para !j"'(z)g > 1, ze A(w) vy, por lo tanto [, © A(x).

Antes de proceder a probar los lemas tengamos en cucnta la sigusente figura:

Figura 4.4.1. Las imagenes de Iy, bajo /. se cncuentran en A{w).

La primera consideracion de la figura 4.4.1 es que I < I'y , lo cual mostraremos junto con ¢l

lema 1.
Demostracion del Lema 1.

Ellema 1 dice que si | 2] >2. entonces ze A(e0).

Debemos mostrar que si |2{>2. entonces | £ (= e klzi, para k 2 1. Supdngase gue

k=1.001. Tenemos yue |22, lel<w.

P

1.2
i+
Supongamos que 22 +¢ | <k|z|. entonces - »‘ <k.

Aplicando la siguiente regla

|Z| - |W|S |z+ wl Sl:‘ + |w|



tenemos que

Al suponer que z toma el valor 2. y que & = 1.001, obtenemos
2-1/8<k= 1875>k
Por lo tanto,
VE@ > klzl.
Aplicando f; sucesivamente a | S (@ |> kiz], tenemos que
| £2@1> k@) ]> kil
|l Ll
y de esta manera garantizamos que z €A (o). De esto, entendemos que si
FACIESIEIE

entonces f{ o)==l

Demostracion del Lema 2.

Para csta demostracion tengamos en cuenta que para un = dado su drbita es
foy =2 +¢
RA=Frcfre [ L@ e
e drefrel e [ L e
@=L @ e

El cero es el tnico punto critico de f. y entonces l 0 | <2 paratodanz0.
p oY p

Debemos probar que la érbita de 0 sc encuentra en un circulo de radio 2, y por esto, la orbita

de cero no se va al infinito.
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De este modo. la 6rbita para z =~ 0, es
|0!.lc|. |c2 +cl‘ l (c2+c')2 +c|,...

Como |r.| Y, debemos demostrar que £" (0 ) <8, para un & > 0. Con csto demostraremos
quc la érbita de cero es menor a 2.

Supongamos que J¢]< 8, entonces % < 3. Supdngase que £" ( 0 ) < 8, enlonces lenemos que
demostrar que si

S 0) <8,
entonces

|l <s.
En principio, tcnemos que

L eol= Tt oyt rel

Lt conl= LA o +el
Ahora,

Ao vels [y of velsl{ o) |+ let <82+ [el<a.
Tomemos &2 + |¢|<ddela desigualdad anterior, con lo cual encontrarcinos el valor de 8.
Resolviendo 8° -6 + | ¢| = 0, vemos que

t+,h—4|c| 5
_—

1 1fl—4
Paso 1. | £(0)] = {cl <3, es decir, |c|<4+2—lcI

lel=0. De esto vemos que

|
1 s ttyl=dd bl @4.1)

2 2

. Resolviendo 4 | c |= 0, obtenemos
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Paso 2. |1 £ (O +els I £ (o) |+ lelwd+ |e]<s

Iiste satisface la desigualdad (4.4.1) y, por lo tanto, demuestra que la drbita de 0 es menor »
2. es decir se encuentra dentro del circulo de radio 20,

Demostracion del Lema 3.

.a demostracion det lema 3 se deduce de las demostraciones que hemos hecho sobre los
lemas 1 y 2. Esto es, la curva

To = {z: lz{=3 } estd en Afco)m.

Demostracion def Lema 4,
La demostracion del Lema 4 se ve a partir del hecho de que
AN ES S E2

es decir, ]
| £ (2)| 500, cuando n—col.

Demostracidon del Lema S,

L.a demostracidn del Lema 5 se ve también con la demostracion del Lema 2. Uis decir, para
z =0, tenemos que

| 701 < 2, para toda n 20,

Por lo tanto, la érbita de 0 permancce acotadam.

Veamos ahora como se comportan las imagenes de [y en A(o).
Como la curva [y es un circulo de radio 3. tenemos [y que es una curva simple y cerrada.

Supongamos que la curva I'y = f ( [y) ¢s también simple y cerrada, entonces ,}’{-"(['u) =1'es
también simple y cerrada.

Analicemos ahora el comportamiento de la k-ésima imagen de g, Sea 'y una curva en Ayx).
La figura 4.4.2 muestra esta curva.



Figura 4.4.2. Imagenes de [ bajo f.

Sea w un punio en [';. Este punto tiene siempre dos preimagenes ¢r ¥ ¢z en 'y .. La razdn de
esto es que

ZHc=w, (osea f(z) = w.
z=*Jw—c¢

Es decir, para un punto zel, ., hay un punto imagen w, bajo f. (z}, en Iy, Las dos
preimagenes de wson z, =vw-—c y - z;. En particular, f; (0) = ¢ ¢s el {inico punto que ne
tiene dos preimagenes.
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Para yue 1’y sea una curva conexa necesitamos que su preimagen [ no se intersecte a si
misma en algdn punto de ella. Esto es, no debe ocurrir lo que se observa en la figura 4.4.3, en

[

Figura 4.4.3. La curva [y, se intersecta a si misma formando un “lazito”.

Sean ¢y y ¢2 las dos preimagenes en [y de we I'y. Consideremos ¢; el ¥y que
(.f (g1 ))'= 0. Si sucediera que f " (g, ) = 0, estarfamos diciendo que Qe A{w), lo cual no es

cierto, segun el lema 1, ya que la érbita de 0 no esta en la cuenca de atraccion del infinito.

[

Figura 4.4.4. Esta situacion no ocurre.

Luego, existe una vecindad N de ¢, tal que Ny, )=>D(w). Como N(g, }>D(w) debe ser
homeomorfa, la situacién de la figura 4.4.4 no ocurre, Esto es. a vecindad N{g; ) no es

mapeada en la vecindad D(w).
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Silacurva 'y tuviera la forma de la figura 4.4.5
9y _ﬁg])N

rkl

N 92

Figura 4.4.5. Curva no conexa.

y si fo (I ) fuerala curva de la figura 4.4.6

=}

L

Figura 4.4.6. Curva conexa
y supusiéramos que
N(g1), N(g2) =Dow).
estariamos cquivocados, ya que tampoco esto es cierto, Por lo tanto, las curvas
12,0, ...€ A(m)

son curvas simples si [g y T7y son simples.

Scgunda parte

Iin 1a scgunda parte de la demostracion de la proposicion 4.4.1 tomaremos las preimigenes de
[t y veremos que el conjunto de Julia es una curva conexa.

Supongamos que ['p es un circulo muy grande en [a cuenca de atraccion del infinito. Todas las
preimagenes de [p estin contenidas en el interior de 1y . incluso ¢l conjunto de Julia. Bl
proposito de tomar las imdgenes inversas de 1y es “acorralar™ al conjunto de Julia y lucgo
demostrar que J{ /) vs una curva conexa. Esta idea se aprecia en la figura 4.4.7.
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rt =f-1 (rn)

Figura 4.4.7. Lacurva [, € A(e) contienc en su interior a las curvas I, [ incluso al
conjunto de Julia.

Sea Ne A(w) el anillo definido por las curvas Fo, y I

Ay

Figura 4.4.8. Llenamos la regién A, por muchos rayoes perpendiculares a le ya I

Sea ahora A la region entre f" (f;: K I:" y f -2 (Iza )} = I!"2. Entonces I': Ay > Nenla
formaZal.
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Tomemos ahora la sucesion
intTe
int[tc int [
m [ Zem e mbs
D. D, Dy
DD, cD

El limite definido por

D= N D_.

es un conjunto conexo {por topologia) y su frontera es J. que por [o tanto es conexal.

[o.23
Figura 4.4.9. Representacion del limite D _ o, = _(‘\0 D ‘
i -
Ahora veremos que si bet>2 J(f ) es disconexo.

Teorema 4.4.2 Supongamos que lc|>2. Entonces la érbita de 0 escapa a infinito bajo f.
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Demostracién. Restrinjamos ahera nuestra atencion para ¢l caso le1>2. Sea 1) el disco
cerrado

{z: lz]< |c[}
Entonces, ¢l conjunto de Julia lleno de f  estd dado por

Dutf ")
donde £, " (D) es la preimagen de D bajo f.° | esto es,
D) -tz £ (eDy
Esto se sigue va que si z¢ D entonces, existe 420 tal quefc“ ( z)¢D y asi, la 6rbila de z tiende a
infinito por el corolario 4.4.3. De esta manera. para comprender a K; solo necesitamos

entender la interseccidn infinital.

El siguniente corplario es una refinacion del criterio de escape que vimos en la proposicidn
4.3.4 de la seccion 4.3,

Corolario 4.4.2. Supongamos que 12‘ > max { |c| 2 }. Entonces,

lfo@ b= |z,
y asi,
| /() | =0 cuando n—s.

Aqui observamos que si {f;l‘ (z)|> max | |c|._2} para k = 0, entonces podcmos aplicar
este corolario a | #2z)| para encontrar:

Corolarie 4.4.3. Supongamos que para un k20 tenemos | fck (z)| = mz’tx{|c~.2}.
Entonces,

AN SIPAEIE
Asi,

| M ()] > o0, cuando n —» co.
Este corelario nos da un algoritmo para calcular el conjunto de Julia lleno de / para alguna ¢.
Calculamos la dérbita de un punte z que cumpla que I.:: i < | ¢ [ Si para un 5, /" (Z) cac fuera
del circulo de radio mas{ | r 2} garantizamos que [a 6rbita escapa a infinito. A partir, de esto

decimos que z no esta en el conjunto de Julia lleno. Por otro lado, si | A (z)l 110 rebasa esta
fronterz, entonces, por definicion z estd en K.
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Digamos ahora que C denota ¢l circulo de radio l¢! con centro en el origen. Notemos gue C
es la frontera de D, 1.0 primero que tomamos en cuenta s preguntarnos ;qué forma ticne

JHDy?

Scay= {f.;" (z)l [z]=1cl }. es decir, y es la preimagen del circulo Jz1=1¢! concentro en el
origen. Para obtener el conjunto y debemos sustraer ¢ de algin de algin punto w en C. Esto
liene e! efecto de trasladar el circulo € que esta centrado en -¢ y en efecto. pasa a través del

orgen.
e <€ C c c
<

Figura 4.4.16. La preimagen de P2] ~tel tiene ta forma de un 87,

Vemos que ¢l 0 ¢s la dnica preimagen de un punio ¢ en [=1-{cl. mientras que todos los
puntos en [=1=1¢| ticnen dos preimagencs. una pusitiva » la otra negativa.

lintonces, calculamos las raices cuadradas complejas de todos los puntes de este nuevo
circulo, como se explicad en ¢l capitulo 1. 12810 produce una curva cn forma de ~87, como sc ve
en la figura 4.4.10,

Aqui vy estd en el interior del disco 12] <] Ahor. decimos que 1 es precisamente la curva
que tiene forma de ~8”

Notamos que  f, 1y esta wotalmente contenida en ¢! interior de 1) v 1zmbicn vemos que los
puntos dentro de son mapeados al interior de y. Una pregunta que podemoes hacernos cs la
siguiente, ;a donde van los puntos fuera de y (v dentro de v} ! La cespuesta es que estos punteos
son mapeados al exterior del circuto €, es decir. tienden a infinito, De esto, estos puntos estan
en cf comunto estable  Ademas. por el Principio del mapeo en la Irontera, £ YO ) es
precisamente esta ligura del “87 junto con sus dos pétalos interiores. Denotemos a estus dos
pialospor luy [ comose veenlda igura 4.4 11,



Figura 4.4,11, La imagen inversa del circulo C es una curva con forma de “8™.

Notemos que ly y {; estan simétricamente ubicados con respecto al origen y que f; mapea cada
unodeellosen Denlaformalal,

Ahora, elegimos un r <|e| de forma tal que v estd contenida en el interior de! disco 1) dado
por z]<r. La preimagen del disco D. consiste de dos conjuntos simples y concxos. uno en
cada pdtalo del 8™,

®

N

h

\
\ O
N

S

Figura 4.4.12. La preimagen del disco [ son dos curvas. una en cada pétalo del 87

O

Cada uno de eslos discos son mapeados difcomorficamente sobre I=l<r.

Ya’ que freslalen lyy L.y £ ' (C)esta contenida en ¢l interior de P, se sigue gue
£ T C yes un par de curvas pequedias en forma de “87. una contenida en ¢l interior de 1y y ¢l
otro ¢n el interior de [y



O

Figura 4.4.13. fc'2 ( C ) consiste de dos curvas en forma de “8".

Invocando de nuevo el Principio del mapeo en.la frontera, encontramos que j;'z (D) consiste
de dos figuras en forma de “8” junto con sus cuatro pétalos, los que definimos como:

loo={zelo | fe(@) e lo}
n={zelg | i@ e}
Lo={ze l, | i@ ely}
lu=izel | i@ el}

IUO IOI

IlO I“
Figura 4.4.14. Construccion de los , lor . Lo, y de by .
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Continuando de esta manera, vemos que fz " (D) consiste de 2" ' figuras cn forma de 8"
junto con 2" pétalos.

4.4.3. Propiedad de interseccidn de anidamiento, Supongamos que B,,1- 1.2... son intervalos
cerrados no vacios. Supongamos que BBy 5 B, 5., entonces,

-
M B, es no vacio.
[

Para la demostracion, constltese [1].

Definamos ahora lo siguiente:
los, s, =tz €Dz edg L) elg ., (2} el

Para mostrar que I ; s €s un pétalo cerrado que esta contenido en el interior del pétalo
lss, s..- Deesto, el g ¢ forma una interseccicn de anidamiento de conjuntos cerrados. Por
lo tanto,

Ml
xS S

€5 un conjunto no vacio.

Este hecho es andlogo para la Propiedad de interseccion de anidamiento. De esta manera, si
el o
“ nz2o 858,

enionces

1 (2)eD para toda k.

Asi, zeKe.
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Llamamos un componente de K. a una interseccién infinita de figuras en forma de "8y sus
pétalos dada por

Ny s,

uzl

Notamos que dos componentes cualquiera de K, son necesariamente disjuntos.

A la inversa, un 2ze K debe estar en uno de estos componentes. Como consecuencia, podemos
asociar una cadena infinita de ceros y unos a algin z mediante la regla S(z) = S¢S .Sy dada

zenl
s 551 S

Hemos mostrado que hay una correspondencia natural entre puntos en la secuencia en dos
simbolos y los componentes de K.. La idea basica de esto es la siguiente: el conjunto de Julia
completo es una interseccion anidada de curvas en forma de “8" y sus péulos. como se
muestra en la figura 4.4.15.

B8
&9

Figura 4.4.15. El conjunto de Julia es una interseccién anidada de curvas en forma de ~8”
cuando {c{>2.

Aceptando el hecho de que cada componente de K, es un punto cuando {el>2, vemos que el
conjunto de Julia y el conjunto de Julia lieno son idénticos.

La figura 4.4.15 indica que f; también es extremadamente sensitiva a condiciones iniciales en
su conjunto de Julia cuando |c 1 >2. En verdad, dado un ze K, y una pequeiia bola conteniendo
a z en su interior, podemos escoger k grande de manera que el pétalo f conteniendo a z
esti también contenido en esta bola. Pero, entonces f;* mapea este pétalo sobre el disco
entero D, e iteraciones subsecuentes expanden este disco mds alld. Eventualmente un punto en
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ef plano estd situado en la imagen de este pétalo bajo una iterada de £ lo suficientemente
grande. De aqui f ¢s supersensitiva en J..,

Remarcames el hecho de que, cuando ic ' >2, la drbita de cero tiende a infinito.
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4.4.4. Ejemplos y contraejemplos.
Diferentes tipos de comportamientos de Julia.

1 1 . . -
Figura 4.4.4.1. Para ¢ = _%_Ei yC =Ei los conjuntos de Julia de . son una curva

concxa.

Ejemplo 4.4.4.1. Consideremos el caso de un punto periddico atractor. El Conjunto de Julia es
necesariamente muy diferente en este caso. Sea P(z) = 2 -1. Notese que P(0) = -1y P(-1) = 0.
Ya que P(0)" = 0 se sigue que 0 y -1 estdn en una §rbita periddica atractora de periodo 2.

Hay dos puntos fijos expansivos que son:

s 1+ 41-4c

2

Un punto fijo repulsor:

que es el punto en que se divide la cuenca de atraccién de 0 y -1. Podemos mostrar gque hay
dos curvas cerradas simples ¥,y y) en J(P) las cuales rodean a 0 y -1 respectivamente.

. 1-+/5 . . S,
Las curvas yo ¥ Y1 se encuentran en ¢l punto fijo z= —:;r A diferencia de la situacion para

Je la cuenca de atraccion de 0 no es completamente invariante. Una preimagen del interior de
Yo €s 11 ., pero aqui debe haber también otra que rodea a la otra preimagen de 0, es decir, 1.
Esto es, hay una tercer curva cerrada simple en J(P) alrededor de 1 también. Ahora, ! y -i
deben tener un par de preimagenes distintas cada una rodeada por una curva cerrada simple cn
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J(P). Continuando de esta forma, vemos que J(P) debe contener curvas cerradas simples
infinitamente.

Figura 4.4.4.1. El conjunto de Julia de P(z) = 2 -1.
El hecho de que hay infinites componentes conexos en el conjunto estable de P no es una

coincidencia, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 4.4.4.1. Supongamos que P es un polinomio de grado 2. Entonces ¢l conjunto
estable de P consiste de 1, 2, o infinitos componentes conexos.

Para la demostracion consiltese [1] y {18].

Se puede probar (ver [6] ) que existe c¢ real tal que satisface que: el punto critico 0} es
eventualmente periodico. En cste caso, f; ticne puntos periédicos densos (expansivos) en el
intervalo [ -p. p]. es decir es cadticaen [ -p, p].

Ejemplo 4.4.4.2. Consideremos el polinomio f{(z) = 5 + ¢ para c real.
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El valor de ¢ que produce esle fendmeno es ¢ ~ -1.543689 y - p = - 0.83928675. La prifica de
Je se muestra en fa figura 4.4.4.2.
-P Lid ) 1

h

F 3

F 3

Figura 4.4.4.2.

De esto. el intervalo [- p, p] esta contenido en J( [ ). Por invarianza hacia atras, todas las
preimagenes de este intervalo estan también en J( £ ). De hecho, J( f: } es la cerradura de cste
conjunto de intervalos.

Luego, f. tiene un segundo punto fijo expansivo en ¢, y utilizando el analisis grifico, es facil
ver que

[-q. 41 <1 (/)

Ya que ce (- g, ). 1a preimagen de este intervalo consiste de dos intervalos, [- ¢. ¢} en si y un
segundo intervalo localizado simétricamente con centro en O pero en el eje imaginario.

Este intervalo es la preimagen de [- ¢, ¢]. Ahora, la preimagen de este par de intervalos
consiste de cuatro curvas, como se muestra en la figura 4.4.4.3.
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Figura 4.4.4.3. lteracion inversa del intervalo [- 4. ¢].

Estas curvas se intersectan en 0 y en £.' (0). Sigutendo vemos que £.™" ([- ¢, g] ) consiste de
2 " segmentos curvos disjuntos. Estos segmentos se encuentran, uno con otro, en las
preimagenes de 0 y los puntos finales de estos segmentos son preimagenes del punto fijo g.

Por los resultados de la seccion 4.3, J( £ ) es la cerradura de este corjunto de preimagenes.
Note que a diferencia de los ejemplos previos, f ™" ([- ¢, ¢] ) no acota una region en ©

$i1 seguimos iterando hacia atrds sucesivamente las curvas de la figura 4.4.4.3 obtendremos
una dendrita {figura 4.4.4 4).
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Las estructuras como de arbol de
/9.4
"

se lama dendrita. El conjunto de Julia completo de este mapeo se ve en la figura 4.4.4.4,

Figura 4.4.4.4. El conjunto de Julia de f; para ¢ =-1.5 (una dendrita).

Estos ejemplos ilustran 1a dependencia del conjurto de Julia en la drbita del punte critico, al
menos para mapeos cuadriticos. Cuando el punto critico tiende a un punto (jo alractor o a un
punto periédico, el conjunto de Julia es la cerradura de una o muchas curvas cerradas simples.
Y cuando el punto critico es eventualmente periddico, pero no periddico, el conjunto de Julia
es una dendrita como se ve en la figura 4.4.4.4,

Para el polinomio f;(z) = 2* +i, los puntos -1+i y -i estdn en una orbita periddica expansiva de
periodo 2. Note que f* (0) = -1+i. Asi, 0 es eventuaimente periddico de nuevo. El conjunto de
Julia de f; comparte muchas de las propiedades del ejemplo previo. El conjunto de Julia de £
se muestra en la figura 4.4.4.5.

Figura 4.4.4.5. El conjunto de Juliade fj(z} = 24,

La orbita de z bajo f; esta acotada si existe K tal que ]j;" (z) | <K para toda ». De otra forma la
arbita es no acotada.
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Para la familia cuadritica, la 6rbita de un punto en el interior y sobre el circulo unitario esta
acotado.

Como se ha visto, los polinomios cuadraticos exhiben una cantidad enorme de diferentes
fenémenos, puntos fuera del circulo unitario tienen drbitas no acotadas.

Definicién 4.4.4.1. La orbita de z bajo [ es supersensitiva si una bola abierta B con centro en
z tiene la propiedad de que

=
S (B)
a0
serd toda C con la excepcidn de al menos un punto.
Para la funcion cuadratica, sélo puntos en el circulo unitarie tienen orbitas supersensitivas. Si
|z]<1. podemos elegir una pequeifia bola abierta con centro en z que estd completamente
dentro del circulo unitatio. Entonces la 6rbita de un punto en esta bola nunca sale del

conjunto {z: Iz] < 1}. Si |z]>1, podemos encontrar de manera similar una pequefiz bola
abierta de {z: |z] <1 } cuyas orbitas permanecen fuera de esta region.

Definicién 4.4.4.2. El conjunto de Julia lleno de f es el conjunto de puntos cuyas orbitas
estdn acotadas. El conjunte de Juliade £ es la frontera del conjunto de Julia lleno.
Denotamos el conjunto de Julia lieno por K, Para f;(z) = z* hemos mostrado que
Jo= [z |2|=l}
Ahora, denotamos

Ko=fz: |zl<n}

Notemos que K, estd forrnado precisamente de los puntos cuyas orbitas son supersensitivas en
Jo y que fj es cadtica en Jg. Ademas el conjunto K también esta formado de los puntos que
son estables, que estan en las regiones acotadas de Fatou.

4.5. Obteniendo el Conjunto de Julia lleno.

La funcién cuadratica f; () = 2 + ¢ ticne una cantidad enorme de conjuntos de Julia llenos
que son mucho mas interesantes que los que acabamos de describir.
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Veremos ahora el camino a seguir para obtener los conjuntos de Julia llenos. Para esto
retomaremos la definicion de K.

Consideremos una malla rectangular de puntos en una regién del plano complcjo. Para cada
punto en esta malla, calculamos la 6rbita correspondiente y checamos si tiende a infinito o no.
Si {a orbita no escapa, decidimos entonces que el punto original esta en K, y lo graficamos en
color negro. Para decidir si 1a orbita escapa o no, utilizamos ¢l Criterio de Escape (Propesicion
4.3.4 de la seccion 4.3).

4.5.1. Algoritmo para graficar el Conjunto de Julia lieno.

Definir un némero méaximo N de iteraciones. Para cada punto z en la malla, calculamos los N
primeros puntos en la érbita de z. Si I fci (z} | > max { lc ! .2}, para i< N, entonces detenemos
la iteracion y el color del punto z serd blanco. A (z)] < mids | lel ,2} para toda i< N.
entonces el color para el punto z serd negro.

Los puntos de color blanco tienen drbitas que escapan a infinjto, mientras que los puntos
negros permanecen acotados, al menos para las primeras N iteraciones. Asi, los puntos en
color negro dan una aproximacion al conjunto de Julia lieno.

Observaciones.

1. Este algoritmo no estd libre de pruebas, pues puede haber puntos que requieran un nimero
de iteraciones mayor a N para salir de la {rontera max { |c I . 2}. En este caso el algoritmo
grafica en negro estos puntos aunque no estén en K.

2. A pesar de esto, usualmente es mejor establecer ¢l menor nimero de iteraciones cuando
utilicemos este algoritmo. Por lo general, 30 6 60 iteraciones son suficientes para dar una
buena aproximacion de K., excepio en los casos donde K, tiene un punto periodico
indiferente. Para amplificar porciones del conjunto de Julia debemos aumentar el valor de
N.

3. Para definir los colores para los conjunto de Julia completos el algoritmo es diferente. El
cenjunte de Julia lleno se colorea en negro, y los puntos cuyas orbitas escapan. tienen un

color que depende del niimero de iteraciones para que la Grbita rebase max { lel.2y.

Los puntos con orbitas que escapan mas lentamente tienen un color rejo. Los puntos con
orbitas que escapan lentamente son color vieleta. Los colores naranja. amanllo, verde, azul e
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indigo se asignan de acuerdo al namero de iteraciones necesarias para que estas drbitas
escapen.

Observacién 1. Para diferentes valores de ¢, K, adquicre una amplia variedad de formas. A
menudo K, consiste de un gran conjunto conexo en el plano. Algunas de estas regiones se
aprecian en la figura 4.5.1.

(a)c=-!

(b)c=03-04i

Figura 4.5.1. Los conjuntos de lulia llenos para f. ¢=-1,0.3 - 0.4
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(c) c = 0.360284 + 0.100376 i

Wdc=-01+08i

Figura 4.5.1. Los conjuntos de Julia llenos para f:. Con ¢ = 0.360284+0.100376i, -0.1+0.8i.

Estos conjuntos son diferentes por completo de los que encontramos para ¢ = 0 y ¢ = 2. Ahora
la frontera es mucho mas compleja. Si amplificamos una porcion de la frontera de alguna de
fas imdgenes de los conjuntos de Julia ilenos, veremos un patron definitivo de autosimilaridad.

Obscrvacién 2. Los conjuntos de Julia para f; apareccn como conjuntos autosimilares que
son en si fractales (esto es en realidad un teorema).
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Observacién 3. K. consiste de algunos puntos aislados para muchos valores de ¢, como vimos
en e} teorema 4.4.2, esto sucede cuando la orbita O bajo [, tiende a oo . También K, purece
cambiar abruptamente de una picza conexa a muchos puntos aislados y piczas para cicrlos
valores de ¢.

4.6. Los Conjuntos de Julia como un repulsor.

Al calcular los conjuntos de Julia completos, comenzamos siempre definiendo una region
cuadrada en el plano compiejo con centro en el origen, cuyos lados tienen longitud 4. Por el
Criterio de Escape, las drbitas de puntos fuera de esta region escapan cuando ICT‘:'E.

Como ya hemos visto, los conjuntos de Julia muestran ciertas propiedades:

1. Los puntos periddicos expansivos fueron densos en el conjunto de Julia.
2. fc es supersensitiva en algiin punto de J..

Ei hecho de mostrar que un punto periédico expansivo esta en J. nos lleva de alguna mancra a
un segundo algoritmo que calcula la imagen de un conjunto de Julia.

4.7. Estimaciones de Cauchy

Estimaciones de Cauchy. Supongase que P(z)} es un polinomio complejo y que P2y ls M
para todo z en el disco !z - zg1 £ 1. Entonces

M
|P'(zo)| < -

donde M = max { lel ,2}. Para la demostracion ver {6].
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4.8. Algoritmo para calcular el conjunto de Julia de f; (z).

1.Elijaunze T y un punto z5 € J.. Sea U una vecindad de zy. Por la supersensitividad, existe
wel y una iterada & (al que Sy =1z

Esto significa que dado un z en €, podemos encontrar preimdgenes de z bajo 2 para k
grande, arbitrariamente cercana a un punto en J.' .

De este modo, para encontrar puntos en I, elegimos un punto z en € y calculamos sus drbitas
hacia atrds. Cada punto w, excepto c, tienen dos preimagenes bajo f;, €stas son +vw-c.

Asi, para calcular la orbita hacia awrds de w, elegimos arbitranamente una de las dos
preimagenes en cada etapa.

4.9. Algoritmo de iteracion inversa.

1. Tomar un punto z en C.

2. Caicular 10,000 puntos en la érbita inversa de z, eligiendo aleatoriamente una de las dos
posibles preimagenes de f; en cada etapa.

3. Graficar todos los puntos de las primeras 100 iteraciones.

Este algoritmo trabaja bien cuando le]> 2, a diferencia del que vimos para calcular el
conjunto de Julia ileno.

' z=0es la iinica excepcin para f. , el cual se tiene a si mismo como preimagen para fp (2) == De

aqui, el cero no tiene preimagenes bajo f* que estén cercanas a J, .
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Conclusiones

El estudio de la teoria de Sistemas Dinamicos hace mas interesante el analisis de fenémenos
en el medio ambiente. La manera en que la matematica aborda un comportamiento en la
naturaleza genera otra forma de deseribir mejor un fenomeno.

Es importante tener en cuenta que todo en ¢l universo obedece a una ley matematica que de
alguna forma pone una froniera entre lo que llamamos el orden y el comportamientio
dindmico que conocemos como caos.

Dentro de la region del orden, podemos observar cémo se comporta una ecuacion
matemdtica que represente a algun fenémeno, y sera muy senciilo predecir el estado de la
ecuacion, es decir, su valor. Esto serd posible siempre y cuando los célculos se realicen en
la region del orden, pues a medida que nuestro andlisis vaya obteniendo resultados “cerca”
de la frontera entre el orden y el caos, sera impredecibie cada valor.

La ecuacién matemadtica tendréa un comportamiento totalmente aleatorio cuando vaya
entrando a la regién cadtica. De esta forma, serd complicado determinar qué pasara con la
ecuacion en cada punto (valor) que tome dentro de esta region.

Cuando una funcion compleja entra al caos, por lo gencral genera valores que son
“arrojados” a una regidén cercana “alrededor” del infinito. En tal caso podemos entender que
¢l fendmeno que se estd describiendo tiene un comportamiento totalmente fuera de orden.

De esta investigaciin los aspectos importantes a destacar son:

= El andlisis paso a paso de una funcion compleja, desde que entra del orden al caos. O
dicho de otra forma, la iteracion de un sistema dinamico complejo.

= Los ejemplos reales de sistemas dindmicos y su comportamiento cadtico.

= La representacion grafica del orden y del caos.

La Geometria Fractal, como partc de las matematicas cada vez se desarrolla mas. Las
aplicaciones que s¢ le pueden dar, son muy diversas, por ejemplo, la predicciones
meteoroldgicas, la compactacion de imagenes, etc. La Geometria Fractal apoyada en la

computadora, es la herramienta que se adentra en la parte cadtica que se quiere estudiar y
nos muestra el aspecto de un fendmeno que se encuentra en ¢l caos.
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