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Introducción 

Los sistemas dinámicos son procesos que St! Jesarrollan en el tiempo. Como rama de las 
matemáticas tienen su inicio en el trabajo de Isaac Newton. de manera que las ecuaciones 
diferenciales llegaron a ser la mejor fonna de describir fenómenos que se desarrollan en el 
tiempo. 

Durante los siglos XVIII y XIX se elaboraron diversos métodos para resolver los sistemas de 
ecuaciones diferenciales explícitas. Entre ellos se encuentran las Transfonnadas de Laplace, El 
Método de Euler. soluciones en series de potencias. variación de parámetros, métodos 
algebraicos lineales. entre otros. 

Las técnicas que se utilizaban para resolver las ecuaciones diferenciales sólo eran útiles en 
ecuaciones Jitcrcnciales lineales. ya que las no lineales implicaban mayor dificultad de 
resolwr y, mas Clun, la mayoría de los procesos (fenómenos) de la naturaleza son por completo 
no lin~alcs. lo que implicaba desarrollar mejores métodos que hicieran posible su estudio. Asi, 
las Leyes de NC'W1on nos penniten definir las ecuaciones que describen el movimiento de los 
pianelas del sistema solar, entre otros fenómenos físicos. Por ejemplo, el problema de 
los IH;uerpos que genera una ecuación diferencial. cuya solución describe el movimiento de 
los planetas, hL'\ n "masas de puntos". el movimiento en el espacio sujeto sólo a propia y mutua 
atracción gravitacional. Conociendo la vdocidad y posición inicial de las masas :- resolviendo 
la ecuación di fcrcncial de Newton. debe ser posible predecir eómo y dónde se moverán estas 
masas. las ecuaciones dilcrcnciales en este caso ya se vuelven muy complicadas cuando hay 
tres cucrp()~ y sólo algunas soluciones se conocen. 

Aunque la~ soluciones explícita .. de las ecuaciones diferenciales son dillciks de describir. h~1Il 
s'ldo un acontecimiento histórico que revolucionó la manera de estudiar sistcma", dinámicos. 

En I g<)O a raíl'. del concurso para resolver el prohlema de lo~ n-cuerpos y así probar la 
eslahilidad del Sistt..'ma Solar. lIeinri Poincar~ n::ali/o una buena aprllximaciún )' con 
dio modcrnúll la manera dc ahordar las et:uaciollcs diferenciales ordinarias no lineales. 
lfuliI'ú tccnica", gl.'l'll1étricas y topológicas para revelar la estructura glohal de lodas la:-­
soluciones. Poincaré descubrió lo que ahora se llama caos. Así la teoría del cao .... en realidad 
data de sus trah,Üos. 

Las invl.'stigaciollcs de Poincaré fueron mas alla del campo de los sistemas dinamicos. Su 
apoyo en las lecoicas geométricas y topológicas abrieron por completo un c:.impu amplio de 
objetos l11alcmÚLicos. Sin embargo nadie pudo continuar cnn el analisis del comportarnienLo 
caótico que Poincaré había observado. y así el desarrollo de los sistemas dinámicos se estanco. 
Aunque anteriormente el mismo Newton había descrito un algoritmo para encontrar los ceros 
de un pulinomio. algnritmo que rcsulta ser hoy en día un sistema dinámico. Fue hasta los años 
1910 .t lt)25 que lo~ matemúticos frdllccses Pierre Fatúu )' Gaslull Julia. Irall<lj.tfOIl en 1.·1 
comportamiento dinámico del método de Newton. y de ahi emergió lo que ahora es el 



Conjunto de Julia. Pero desgraciadamente no contaban con el equipo tecnológico adecuado y 
así sus investigaciones se detuvieron en los 30's. 

Stephen Smale, un matemático norteamericano, reconsideró el trabajo de Poincaré en los 60's 
y demostró mediante un ejemplo, que el comportamiento caótico se puede analizar y 
comprender en muchos casos. Al mismo tiempo, el meteorólogo Erncst N. Lorenz, utilizando 
una computadora, descubrió que la ecuación diferencial más simple puede exhibir el tipo de 
caos que Poincaré observó. 

En los 70's el ecologista Robert May encontró que el proceso iterativo más simple produce un 
comportamiento caótico y complejo. Los físicos Harry Sv. ifmey y Jerry Gollub mostraron que 
el caos puede observarse en la actualidad en las aplicaciones fisicas. y de manera notable en la 
corriente turbulenta de fluido. También se observa en otros sistema,,> como el movimiento de 
un planeta, o el latir del corazón humano los cuales contienen patrones caóticos similares. 

Se han desarrollado también otras técnicas para comprender mejor el caos. JOM 
Guckenheimer y Robert F. Williams emplearon la teoría de los atractores extraños para 
explicar el fenómeno que Lorenz observó en la década anterior. 

Los matemáticos Waclaw Sierpinski, David Hilbert, George Cantor y Helge von Koch 
construyeron los primeros fmctales. Muchos consideraron estas formas como "patológicas", 
inmanejables o aun repulsivas. por lo que el Triángulo de Sierpinski, el Conjunto de Hilberl, 
el Conjunto de Cantor y el Copo de NieJle de l'(Jn Kocl, fueron bautizados como los primeros 
"monstruos" de las matemáticas. 

Para el año de 1975 Benoit B. Mandclbrot con la ayuda de una computadora investigó los 
conjuntos de Julia y con ello dio origen a lo que ahora llamamos «Geometría Fractal». El 
acuñó la palabra <<[ractal» que quiere decir que "se parte" o "se quiebra" refiriendo con esto 
que en una imagen se observan partes con características similares al todo. Por ejemplo. en 
una roca, en una planta, etc, se puede apreciar que una porción conserva característica,,> que se 
ven en la roca completa, en la planta, o en el fenómeno u objeto que se esté estudiando. 

En nuestro tiempo el desarrollo de la Geometría Fractal, se ha favorecido por los constantes 
avances tecnológicos. Gracias a la velocidad de proceso de la computadora podemos apreciar 
la helleza de las gráficas fractales y, más aun, su aplicación que es muy importante. Así, es 
posible comprender el comportamiento caótico de muchos fenómenos, por ejemplo, los 
fenómenos de la naturaleza, como son, la evolución de una población, la estructura y conducta 
de un relámpago, un sismo, la lluvia, etcétera. 

Objetivo 

Esta investigación se llevó a cabo con la finalidad de recoger o compendiar los fundamentos 
matemáticos básicos de la Iteración de Sistemas Dinámicos Complejos. Estas consideraciones 
son principalmente la parte medular que ayuda a comprender mejor la Geometría Fractal. No 
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se hace un análisis riguroso de la-; caracteríslicas de los fraclales, es decir, de su dimensión 
fraccional, autosimilaridad, etc. Sin embargo los conocimientos que aquí se exponen. incluyen 
un tema de gran interés: el Conjunto de Julia, que es la parte central de la "nueva geometría" 
y a la vez el patrón que genera gran cantidad de estructuras fractales. 

Resumen 

En esta tesis expondremos los elementos básicos para entender algunos aspectos de dinámica 
discreta. En particular centramos nuestro objetivo para entender la dinámica de las familias del 
tipo Á (z)= ¿+c donde ZE e es la variable y CE e, una constante. Definiremos lo que se 
entiende por Conjunto de Julia de Ic. También estableceremos algunas propiedades básica" 
de estos conjuntos confonne C varía dentro del conjunto I C I < 2. 

La matemática que se maneja se ha explicado de fonna que se entienda claramente por quien 
esté interesado en los fractales. De hecho, se requieren conocimientos matemáticos básicos 
que cualquier alumno universitario tiene, (de matemáticas de sexto semestre en adelante). 

~omen7..amos en el capítulo I con una introducción a los conceptos hásicos de cálculo. análisis 
y variable compleja que nos serán de utilidad. 

En el capítulo 11 tratamos los principales aspectos relacionados con la iteración de sistemas 
dinámicos. taJes como órbitas y puntos fijos. que son características importantes para 
comprender mejor los conjuntos de Julia. 

En el capítulo III hablamos sobre el caos en sistemas dinámicos. Y finalmente, en el capítulo 
IV presentamos la teoría básica de los Conjuntos de Julia. Con esto, podremos entender y 
generar la gráfica de un fractal. 
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Capítulo 1. 
Preliminares 

l.l Límites y funciones 

Antes de introducir los conceptos matematicos básicos de este capítulo diremos que una 
función fes una correspondencia entre números y que un mapeo es una correspondencia entre 
puntos. 

Sean X , Y dos conjuntos cualesquiera. Una función o transformación fdc X a Y es una regla 
o fónnul. que asocia a cada punto x de X un punto f (x) de Y. Escribimos f: X-c>Y para 
denotar dicha regla, donde: X se llama el dominio de f y y el codominio de f Si A es un 
subconjunto de X, escribimos f(A) para la imagen de A, dada por (f(x): xEA}. Si B es un 

subconjunto de Y, denotamos f _1 (B) para la iml!gen inversa o preimagen de B, 
es decir el conjunto {xEX:f(x)EB}. 

Una [unción l X~ y se dice que es una inyección, o una función uno-a-uno si f(x).#f(y) 
siempre que x# y, es decir, diferentes elementos de X son mapeados a diferentes elementos de 
y. La función es una suryección o una función sobre si, para todo yen Y hay un elemento 
x en X con f(x) y, es decir, todo elemento de Y es la imagen de todo punto de X, 

Una función que es a la vez una inyección y una suryección se llama una biyecc;ón o 
una correspondencia uno-a-uno entre X y Y. Si l X ---+ Y es una biyección, entonces 
podemos definir la función inversa J'I :Y ~ X tornando J'I (y) corno el único elemento 
de X tal que f(x) ~ y en esta situación, tenemos f '( f(x)) ~o x para x en X y f(/,' (y)) y 
para y en y, 

La composición de funciones f: X ~ Y Y g: Y ----+ Z es la función g o f: X ~ Z 
dau. por (g o f)(x) " g(f(x)). Esla uefinición se exliende n.lumlmente pam definir la 
composición de un ninnero finito o infinito de funciones, 
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Espacio n-dimensional 

Sea V n el conjunto de todas las n-aJas de números reales, a las que denotaremos por 

x ~ (xI, ... ,xn), xiE IR , ( i ~ I, ... ,n) 

y los llamaremos vectores, y tienen las propiedades muy estudiadas en (201 y 1211. 

1.2 Continuidad. 

Una función f se dice que es continua en un punto Xo si se satisfacen las tres condiciones 
siguientes: 

(a) lim [(x) existe 
r ->.lu 

(h) [(xo) existe, y. 

te) Iim[(x) =/(xo) 
..... x" 

Como se estudia en los cursos de cálculo, la igualdad (e) significa que para cada número E >0. 

existe 8(e) tal que si 1 x· xol < 8 =>1 f(x) ·/(xo) 1 < e. Si 8(e) no depende de e, es decir I\ '1 es 
uniformemente continua. 

A partir de la definición anterior. se sigue que la composición de dos funciones continuas es 
continua. Ver [201. 

1. 3. Propiedades Geométricas y Topológicas de IRn • 

Una propiedad geométrica de lRn es la noción de distancia, que es La siguiente: 

Sea x un punto de 1Rn , entonces x = ( x, , X2 , ...• Xn ). Si x, y son dos puntos de IRn , diremos que 
la función d: lRn x IRn ~IR es una distancia en IRn que cumple: 

(a) d(x ,y);' O 

(b)d(x,y) = O <c:>x ~ y 

(e) d (x,y) .• d(y,x) 

(d) d (x,y)" d(y.z);' d (x,z). 

5 



Por ejemplo: 

n 2 [: 
-~--

d(x,y) ,Ix-yl= ,:)x,-v,1 

Sea ScIR
o un subconjunto, entonces, definimos el diámetro de S como 

diám S= Sup (d(x, y): x, yeS} 

Un subconjunto S e !Ro se dice acotado si diám S < +-co, es decir, S tiene un diámetro finito. 

1.3.1. Homeomorfismo 

Sean XI Y X2 subconjuntos de IR
n

, y sea f: X I-+X2 una función. Decimos que la función es 
un homeomot]lSmo si f es uno-a-uno, sobre y continua. 

Ejemplo 1.3.1: La función Tan x = sen x/cos x es un homeomorfismo entre (-rt/2, 7t 2) Y lR 

1.3.2. Esfera 

La esfera (n-I) dimensional de radio r y centro en a = ( al , al , ... ,Un ), es el suhn.:mjunll) de 
IR

n, definido como 

y la denotamos por S~';! •. Como ejemplo, S:(Olen R2, es el circulo con centro ~n (0.01 La 

ecuación de la 2·esfera con centro en (1,1, 1) Y radio r en IR) es 

(x, _1 l' + (x, _ 1 )' + (Xl _ 1)' = r2 

1.3.3. Bola Cerrada 

Sea X un subconjunto de IR
n

. Si aeX y r>O, entonces el conjunto Br<u) = (xeX; d (x,a):; r) se 

llama bola cerrada, con centro a y radio r. De este modo, la bola cerrada contiene a su 
frontera que es la (n-I) esfera, S ~;!l' 
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1.3.4. Bola abierta 

Sea X e n{l. Si aEX y r>O. entonces el conjunto (XEX; d(x,ll)<r) denotado por 8r(3) se llama 
bola abierta con centro a y radio r. La bola abierta en 1R2 es un disco, y en IR t es un intervalo, 
además, no contiene a su frontera. Esto se aprecia en la figura 1.1. 

Imz 

Rez 

Figura .1.3.4.1. Bola abierta en el plano complejo C. La bola abierta 

en e también se le conoce como disco abierto. 

, 
De esta fonna, la bola abierta B,(a) en R es el intervalo abierto (a - r, at-r) con punto central 

en a y longitud total 2r. La bola abierta B,(a) en e es el conjunto (xEC: I z - a I < rl. 

1.3.5. Convergencia 

Sea X e IR
n

. Sea (xn} una sucesión en X. La sucesión ('\·n} se dice que es convergente a un 

punto x en X, con n-.-...:,.oo. si dado E > O existe un entero no (1'.:) tal que 

d (xn ,x) < E para todo n;:::': no 

De esto, escribimos Xn ----» x Ó 

lím {'n}=' 
n-+oo 

Si 110 no depende de &, esto lo llamamos convergencia uniforme. 
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1.3.6. Puntos límite 

Sea 1.\11: una SUL'C~lÓn en un ~uhconjunlo X lh: ":-{fl. Dl.'c¡mos L]\j.: r ~':-, '{l11ll1/j ¡¡milI.' J~' 

si existe una subsurcsión { Xnt ¡ que com..:rgc ay. 

1.3.7. Conjunto Cerrado 

Sea X e IR
n

. El conjunto GcX es cerrado si contiene a todos sus puntos límites. 

1.3.8. Conjunto Abierto 

Sea X e IR
n

. El conjunto GcX es abierto si para todo XEG hay algún r-"'O, tal que, 

" B,(x}c G. 

Ejemplo: 1.3.8.1. El conjunto de puntos z, tal que I zl <1, es un conjunto ahiL"rto en 1R2. 

Ejemplo 1.3.8.2. Sea el conjunto G = { (x, Y)ER2 : a< x < b } es abierto en JR2. 

El conjunto vacío 0 y IR
n son considerados (ambos) corno abiertos y cerrados. Se puede 

mostrar que un conjunto es abierto si y :'.010 si su complemento es cerrauo. La unión ue una 
colección de conjuntos abiertos es abierta, así como lo es la intersección de un número finito 
de conjuntos abiertos. La intersección de una colección de conjuntos cerrados ~s cerrada. así 
como lo es la unión de un número finito de conjuntos cerrados. 

1.3.9. Vecindad 

Un conjunto A se llama una vecindad de un punto a si existe E >0 tal quc BE (a) está 
contenida en A. 

1.3.10. Cerradura 

La cerradura A de un conjunto A se consideíd como el conjunto cerrado más pequeño 
conteniendo a A, es decir, A= Av {todos los puntos límites}. A partir de esto se ve claro que 
todo conjunto está contenido en su cerradura. 
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1.3.11. Interior 

La unión de todos los conjuntos abiertos contenidos en A es el interior. ¡nt(A). de A. 

1.3.12. Frontera 

Lafron/era. liA. de A está dada por liA= A - int(A). 

1.3.13. Conjunto Compacto 

Un conjunto A es compac:lo si cualquier colección de conjuntos abiertos, que cuhre a A tiene 
una suhcolccción finita la cual también cubre a A. El teorema de Bulzano-Wicisstmss' 
tlcmucstr.J que A e IR

n 
es compacto si y solo si es cerrado y diúm A < oo. 

1.3.14. Conjunto Conexo 

Un subconjunto abierto 1\ dc !R
n 

es COllexO si no puede representarse COtllll la unión dc dos 
conjuntos abiertos. disjuntos y vacios. Es decir. no existen LJ y V conjuntos .. thiertos. tales 
yiJe 11vV conlcng¡m a A. con Anll y AnV disjuntos j no vados. Es decir. el conjunto .\ no 
puede dcscomptll1ersc en dos conjuntos disjuntos. subconjuntos no vacíos y cerrados en la 
topología del conjunto. 

1.3.15. Conjunto Denso 

Supóngase que X es un conjunto y Y es un subcunjunto de X. Decimos que Y es un conjunto 
denso en X si para un punto XE X. hay un punlo y en Y arbitrariamente cercano a x. 

Otra fonna de expresar 10 anterior consiste en decir que Y es denso en X si para XE: X. 
podemos cm:ontrar una sucesión de puntos :;'o~EY que converge a x. Por ejemplo. el 
subconjunto de los numeros racionales son densos en el conjunto de los números rcales. Pcm. 

t Teorema de Uolzano-Wderstnlss. Un suoconjunto compacto infinito S E:I{:. ticnc un punto 
IImile en S. 
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los enteros no son densos en los reales. Otro ejemplo es el intervalo abierto (a,h) que es denso 
en el intervalo cerrado ia.hJ. 

1.4. Números Complejos 
Un número complejo z corresponde a un vector en el plano real con coordenadas x y y. donde 
x se dice que es la parte real de z (Rez) y y la parte imaginaria (Irnz). Escnbimos a z 
como, z -- x+ iy, donde ¡2 = ~ l. La longitud de dicho vector es 

y cs el valor absoluto o módulo de z. En la figura IA.I se muestra lo anterior. 

Im.g 

z=xtiy 

Real 

Figura 1.4.1.. El vector z en el plano complejo. 

1.4.1 Suma Compleja 

Los números reales podemos interpretarlos corno puntos en una línea, y a los números 
complejos los identificarnos corno puntos en el plano. Entonces z "-' x+ iy es un vector 

Z e (x. y) ~ (parle real, parte imaginaria) 

El ángulo $ entre el eje x y el vector z, medido en sentido contrario a las manecillas del reloj. 
es el argumento de z. Esto es 

$..:argz. 

A partir de esto, tenemos dos fonnas de especificar un número complejo .::: por coordenadas 
Cartesianas o utilizando las coordenadas polara, i.e., por su módulo r -= I zI y el argumento $. 
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Entonces, 

x - rcosq, 

y ~ "on$. 

Por consiguiente, 

z = r(cos$ + i sen$). 

Para z ,- r (cosep + i sen;). si el punto z es cero, se pueden utilizar todos los ángulos, si z no es 
cero, entonces el argumento está definido sólo por enteros múltiplos de 21t. Así, $ y $+ 21t 
describen lo mismo. Inversamente. tenemos que 

¡" 
r '::"'¡x + y. 

$' cos-I(xlr) = cos- I (ylr). 

1.4.2. Multiplicación Compleja 

Utilizando coordenadas polares podemos presentar la interpretación geométrica de la 
multiplicación de numeros complejos. Consideremos dos numeros complejos 

x+iyyw'.::u+iv 

S u producto está dado como 

zw . (xu-yv) + ¡(xv t uy) 

AJlora, considerando 

x =rcos $. y = rsen $ 

u ~ scos \ji. v == ssen lfI 

tenemos 

z r (cos$ + i sen4», w = s (cos\p + ¡semI' ). 
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Entonces, 

zw "" r cosq,'!i cos4' - rsenq,'s semjJ 

+ i(rt;os+'s sen4' + scus~,·rst:n.p) 

~ rs(cos~OS\jl - scn$scmjl) 

+ rs(sen$cos\jI + sen\jlcos$)i 

~ rs (cos(+ + 'V) + i sen($ + \jI)) 

Entonces las coordenadas polares del producto son taciles de obtener. El módulo del producto 
es igual al producto del módulo r y s. y su argumento es simplemente la suma de los 
argumentos de los factores, $+ 'V. Así, 

ZW •• rs[ cos($ + 'V) + i sen($ + 'V) J 

En otras palabras. multiplicar dos números complejos significa sumar sus ángulos 
correspondientes y multiplicar las longitudes de los vectores asociados. 

1.4.3. Notación de Euler 

Cercanamente relacionada a la representación polar está la notación de Euler de los números 
complejos. En esta notación un número complejo con módulo 1 y argumento .p puede 
escribirse como: 

eir/> o. cos$ + i sen$ 

La representación polar de un número con módulo r y argumento q, se expresa como rei.p. 
Con esta definición las leyes para la función exponencial con exponentes reales son las 
mismas para exponentes complejos. Por ejemplo: 

eU + bi = ea (cosb + i senb), 

Como se aprecia, el cálculo fue el mismo como en el caso de exponentes reales. 



Dado lo anterior. podemos escribir a z como z = re i ~. en donde 

para r = 1. 

1.4.4. Círculos y ángulos 

La definición del círculo con centro en un punto tJ con radio r es la siguiente: 

{u + f(.~iU :0 'f O < 21t~ 

El círculo de centro O y radio 1 se llama el círculo unitario. La longitud total del círculo es 
21tr. 

1.4.5. Raíces enésimas 

l-a fonna polar = = f(.iO n\lS pcmútc demustrar que lodo:: tiene raices n-csimas esto es. 

soluciones a la t!cuación.:11 ~. con ~ un número complejo y para cada entero positivo n. 

Considcremo~ primero las raíces de la unidad. Supong:.!lnos lI.UC .:n 1, entonces 1.:1· l. de 

modo que z :-: e iO para O en el inl!.!rvalo rO.2n ). 

Si w ~ ei (2n/n) t:ntonccs. ~ 1. \l. . u,n-I 1 son la" raíces. 

1.4.6. División Compleja 

Dividir por un númcro complejo con módulo r: () y argumento q, corresponde a redefinir la 
escala dada por el factor inverso 1/," )' la rotación de $ está dada en sentido de las manecillas 
del reloj. Así, en coordenadas polares • 

.:/w = r(cosq, t i scn~) I s(cos \v + i senl¡l). 

"d, ( "05($ • 4/) + i sen($ - 1)/) ). 
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1.4.7. La desigualdad del triángulo. 

Si z y w son números complejos, entonces. 
1.1 z+wl S 1 zl+lwl,y 
2.1 z-wl;, 1 zl-Iwl. 

La primera de estas desigualdades se ve en la figura IA.7. La segunda es una consecuencia de 
la primera, ya 9ue 

Izl ~ 1 z-w+wlsl z-wl+lwl 

Figura 1.4.7.1. Suma compleja. 

1.4.8. La "función" Raíz Cuadrada 

Dado un número z - x + i y, Y calculando su cuadrado tenemos, 

z, ~ (x + ¡y)' ~ (x' ->" ) + i ("-' y) 

y en su fOnTIa polar, 

::2 = r 2 (cos28 + i sen29) 

Ahora, dado:: -= r (cose + j sene). vemos de la sección 1.4.5 que las dos raiees cuadradas de:: 
son: 

± -,r,: (cos 8/2 + ¡sen 0/2) 

Geométricamente,"¡; se obtiene sacando la raíz cuadmda de I z I y dividiendo entre 2 el 

ángulo O. Por ejemplo. sea z = i + 2, entonces M -= J5 . Las raíces dos cuadradas de z son: 
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Fz = .jJ5(cos~ + i sen~) = 5Y. (cos9/2 + i sen9/2). 

La otra raíz es el negativo de ¡; . 
La figura 1 A.8.1. muestra la operación de la raíz cuadrada del ejemplo dado, para O ::.o 1t I 4. 

z 

e/z 

-'" 
Figura 1.4.8.1. Operación de raíz cuadrada de z c- i + 2. 

Geométricamente, las raíces cuadradas de todos los puntos en una región dada en el plano 
compkjo se calculan de la ~¡guiellte forma: dividimus entre 2 el ángulu polar dt! todos los 
puntos en la región y tomamos la raíz cuadrada de su módulo. Esto produce una de las raíces 
cuadradas de la región. La otra raíz es simplemente el negativo de todos estos puntos. 

Espccificamcntc, necesitamos saber cómo calcular la raíz cuadrada de todos los puntos que 
están sobre un CÍrculo en el plano complejo. Hay tres posibilidades diferentes, dependiendo si 
el origen está dentro, sobre o fuera de este círculo. Para ilustrar esto, comenzamos con el 
CÍrculo de radio r, C(r), centrado en el origen. Se ve claro que la raíz cuadrada de esta región 
es el círculo de radio ~C-¡;;, también con centro en el origen. 

Figura 1.4.8.2. Raíz cuadrada de un círculo que no conÜene al O. 

Para visualizar esto, eS útil imaginar una partícula que viaja en todo el circulo original, con 
otro par de partículas trazando simultáneamente las rutas de las raices cuadradas. Como la 
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partícula original hace un círculo completo sobre el círculo. cada una de las raíces cuadradas 
recorren un semicírculo. ya que dividimos a la mitad el ángulo polar correspondiente. 

Si el origen queda fuera del círculo, entonces la situación es dircrente por completo. El circulo 
entero está entonces dentro de una cuña centrada en el origen de la lorma 0 1 S O S 02. 
donde 0< I O2 -ell <2n. Como una partícula recorre este círculo. las raíces cuadmdas 
correspondientes tienen ángulos polares que están dentro de la cuña 

O, ,; O 
2 

y su reflexión pasa por el origen. Como una consecuencia. la raiz cuadrada de este circulo 
consiste de dos pie¡r.as disjuntas como se muestra en la rigura 1.4.8.2. 

El ultimo caso ocurre cuando el origen queda sobre el círculo. En este caso. la raiz cuadrada es 
una curva que se parece a un "8" (figura 1.4.8.3). La ra/.on de esto. es que lOdos los puntos en 
el círculo tienen exactamente dos raíces cuadradas. a excepción del cero. el cual tiene sólo 
una. Como una partícula recorre el circulo original. sus raices cuadradas tr31..an cada uno de 
lo~ lóbulos de la liguru del "S". cncontrándosc en el origen. prcci:-¡alllcn1c cuando la partil:ula 
original alcanL'.a el O. 

Fi~ura 1.4.83. La ¡igura de la Raíl cuatlratl¡,¡ de un circulo 
que conliene al O tiene la forma de un "8", 

I.a tigura 1.4.8.3 se entiende me.ior consultando el ("orlllariu 4.-t.3. j la tigura -t.-t.-t. lO Jel 
l:apílulu 4. 
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La figura 1.4.8.4. muestra las raíces cuadradas de algunas otras regiones en el plano. 

R8.\ces cuadradas 

de laregión S 

2 
z 

Figura 1.4.8.4. Algunas regiones en <C y sus raíces cuadradas. 

1.5. Cálculo de Funciones Complejas. 

La derivada de una función compleja la definimos exactamente como en el caso real 

Esta definición tiene una diferencia significante con respecto a las funciones rcales. En el caso 
real. sólo necesitamos checar el límite f' (xo) en dos direcciones. cuando x se aproxima a XI) 

por la izquierda y por la derecha. En el caso complejo, debemos checar el límite en todas la" 
direcciones posibles que hay en el plano, y estos limites deben ser (todos) los mismos. 

Por ejemplo. sea h (z) 0' i + e, con e compleja. Entonces 

, ( , 
I'(z,) ~ lim (z- +c)- Lo +'1 

:~- Z-Zo 

= Iím ~2 - Zo =: lím i:~()l(z -'::0) 

¡ .. ~" z-zo ''',:", z -zo 

= Iím(z+zo}= 2zo 
: "'.., 

y este límite es independiente de cómo z tiende a Zo. De aquí que [(Zo ) existe para cada Zo en 
0:. 
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1.6. Funciones Analíticas 

Sea <C el campo de los números complejos, y sea f : <C -»<C. Se dice que una función fes 
analítica en un punto Zo. si es difcrenciable en una vecindad de zo. es decir que 

1
, I(z)- I(zo) 
1m • 

:·'U" Z-Zo 

existe. y en tal caso se denota como f ' (zo). Ahora consideremos U como un conjunto abierto 
conexo contenido en <C. La transformación F : U -)o <C es analítica en U si F es analítica en 
todo Zo eH 

1.7. Función Meromorfa 

Se dice que la función fez) es una función meromorfa si es analítica en <L u{oo}. 

Ejemplo L 7.1. El cociente I (z) I g (z) es una función meromorfa. Aquí r y!( son 
polinomios. 

1.8. Singularidades 
Una función fez) tiene una singularidad en un punto Zo si [(z) no es analítica en zu. 
Decimos que, fez) tiene una singularidad aislada en Zo si es analítica en una vecindad de =0. 
excepto en Zo . 

1.9. Propiedades básicas de Mapeos Analíticos 

Sea lJ e ce abierto y suponga F: lJ -» ce un mapeo analítico, entonceS 

i) F(n): II --> <I: es analítico. Aquí, Fin) es la n-ésima derivada de F. (Cauchy). 

ii) F(U) es abierta en (L, cuando F es no constante. 

iii) Si U es acotado, entonces F(z) toma su máximo valor en la frontera de U. (LiouviJle)2. 

iv) (Montcl) Este teorema se estudiará en detalle en la sección 4.2 del capítulo 4. 

2 Teorema de Llou\lille. Toda función entera acotada es constante. Tengamos en cuenta que una función es 
entera si es homeomorfa en todo el plano 
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1.9.1. Función de Clase cr 
Sea F: R ---+- R una función. Decimos que f es de clase cr en un intervalo cerrado I si 

f(r)(x) exisle y es conlinua en lodo XE I , donde f (r)(x) es la r-ésima derivada de f. Se dice 
que f es una función suave si es de clase el, 

1.9.2. Función de Clase Ca) . 

La función f(x) es de clase C:O si sus k derivadas parciales existen y son continuas 'f/k. 

1.9.3. Difeomorfismo 

Se dice que F: 1R2 --)- R2 es un difeomoiftsmo si F es una función UI104a-uoo, sobre y Coo,)' su 

inversa es también Coo. 

1.10 Proyección Estereográfica 

En el plano complejo (como en el plano real) no es posible representar al OC! como un pumo 
(x, y). Debido a esto, se introduce la estera, contenida en lR3, de radio I y con centro en el 
punlo (0,0,0) 

x/ + x/ + x,2 

lo cual nos pennite "ver" el punto al infinito y la relación que tiene con los puntos del plano 
complejo. La esfera la denotamos por S2 y se le conoce como la Esfera de Riemann. 

Para cada punto z -= x + i Y en el plano complejo existe un punto S = (Xi, x]. Xl) en la esfera y 
viceversa. Véase la figura 1.10.1. 
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N 

Figura 1.10.1. Proyección estereográfica en la esfera de Riemann 

El polo sur, S, de la esfera "descansa" sobre el plano complejo en el punto (0,0,-1). El polo 
norte, N, es el punto al que conocemos como el punto al infinito y corresponde al punto 
(0,0,1) en la esfera. A lo anterior se le conoce como Proyección Estereográfica y a <C v!:1)} 
lo llamamos el plano complejo extendido. 

La correspondencia uno a uno entre el plano ce y S2. {N}está definida de la siguiente manera: 
consideremos la intersección del rayo que va del polo norte al punto z "'o x+ i y en <r. La 
intersección de este rayo con la esfera en el punto e; = (XI, X2 , XJ ) en S2 - {N 1 es lo que define 
a la proyección estereográfica de x + i Y a (Xl, Xl , X3 ). Esta lransfonnación está dada por 

o bien, 

T(x+ty)= ( 2Rez 

1+lz1
2 

siendo la inversa de esta función: 

si identificamos a ZE;<C como 

XI + lx2 z:::: --
l-x1 

21mz 

1 +lzl 2 
(1.10.1) 
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entonces 

y 

Por ejemplo, para el punto (0,0) la transfonnación T(O,O) 
corresponde al punto T( 1 ,O) = (1, O, O). 

(0,0,-1). El punto z (1,0) 

Cuando x + i Y tiende a infinito, x2 + y2 crece sin límite, entonces la primera coordenada de T 
es el cociente 

2x 
l+x?+y2' 

que tiende a cero. De manera similar, la segunda coordenada de T también ticnde a O. Pero la 
tercer coordenada tiende a 1, es decir 

, , 1 
1
• x + y -

, 11',11 1 2 
'+I-~~l+x+y 

1. 

es decir, hacemos x2 + y2 = u y vemos que 

u 

lim~- ~ = 1. 
" .. ", 1 u 

+ 
u u 

Esto es, el rayo que se [onna entre los puntos ZE ce y ~E S2 fonna un ángulo con el plano 
complejo, que irá siendo cada vez mayor a medida que z se aleje del origen. lo cual hace que ~ 
se acerque más y más al polo norte. Así. tenemos que el punto ~ = (0,0,1) no proviene de 
ningún z del plano complejo y se considera corno el punto al oo. Véase la figura 1.10.1. 

Teorema 1.10.1. Círculos y rectas en la esfera corresponden a CÍrculos o a rectas en el plano 
complejo y viceversa. 

Demostración. Supongamos que en una recta L e <L tenemos una sucesión infinita 

de puntos. Como hemos visto, para cada Zk E (C existe un ~k E S2. Entonces, cada segmento 

de la recta, que une a estos puntos, se va transfonnando en un arco en la esfera, en donde cada 
arco será una porción de un círculo en S2. como se muestra abajo. 
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La rccta L tiende al 00 por sus dos puntas, y, bajo la transformación T en S2 se unen en el 
punto N '-"(0,0, 1). Y ésta es la nlzón de que el círculo que le corresponde en la esfera pase por 
el infinito. 

Ahora. el análisis matemático a considerar es el siguiente: un círculo en la esfera está dado por 
la intersección del plano 

Xn• P = { al XI + a2 X2 + a) x) = Qo }. 

con la estera 

en donde todo punto (XI , X2 , XJ ) de este círculo satisface ambas ecuaciones, y además el 
plano no es tangente a la esfera. De esto tenemos que. 

al 2 + a2 2 + al 2 = I Y O:$; ao < l. 

Es decir, el plano intersectado en S2 está trasladado del origen una magnitud Qo y. además al 
no ser tangente con S2 el valor de ao no puede ser 1. Si 00 = 1 el resultado de Pn S2 sera el 
punto (0,0,1) y no una curva en S.2. 

Si (XI ,X2 , x] ) en S2 satisface estas ecuaciones entonces. a partir de (1.10.1) tenemos que la 
ecuación del plano es 

Q,2x a22y Q)(zz-I) 
---+--+ =a zz + 1 zz + 1 zz + I o 

y despejando tenernos. 

a, 2x + a, 2 y + a) (x2 + y 2 -1 ) ~ ao (x2 + y 2 + 1). 

Haciendo cálculos y ordenando términos esta ecuación queda como: 

(1.10.2) (ao -a)(x2 + y2) - 2al x - 2a2 y+ ao + a) ,- O. 

Si () = ao - a) , entonces 

Completando los respectivos binomios cuadrados perfectos se obtiene, 

(1.10.3) 
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Como O S; Uo < l. (1.10.3) es la ecuación de un círculo con centro en (al 1& , U2 /i) ). Si 8 ,... 0, 
la ecuación (1.10.2) se reduce a: 

(1.\0.4) al x + 02 Y -= u) 

qUe! es la ecuación de una línea recta Inversamente, dada la ecuación de un círculo o de una 

recta hay cuatro constantes uo, al ,a2" aJ que satisfacen al 2 + a2 2 + a3 2 = 1, ° S; ao < 1 tal 
que la ecuación del círculo aparece de la fonna (1. 10.3) Y de la línea recta de la lonna 
(1.1 0.4). donde (lo ~ 03 •. 

Así. circulos en el plano complejo extendido son de dos tipos: círculos en e (en el sentido 
euclideano) y conjuntos de la fonna Au{oo}, donde A es una línea recta en C. 



Capítulo 11 

Iteración de Sistemas Dinámicos Complejos 

2.1. Definición de Sistemas Dinámicos 

Un sistema dinámico es una transformación f: X --+ X donde X es un subconjunto XEIR
h

. Es un 
proceso que se desarrolla o evoluciona en el tiempo. Los Sistemas Dinámicos están presentes en 
todas las ramas de la ciencia. Su propósito es modelar el comportamiento y los resultados de un 
proceso o fenómeno. además de ayudar a predecir su conducta futura. Esto último es posible 
cuando conocemos totalmente su historia pasada. Pero esta predicibilidad no siempre es posible, 
ya que el fenómeno que se esté estudiando puede llegar a ser muy complejo de modo que sería 
dificil predecir su comportamiento futuro. 

Sin embargo, podemos preguntamos ¿en qué consiste tal complejidad que hace predecibles a 
unos sistemas y a otros no? Básicamente sc debe a la cantidad de variables. Por ejemplo. los 
fenómenos meteorológicos. la economía, entre otros. tienen una cantidad grandc de variables. Y 
en contra parte, aquellos con pocas variables son más susceptibles de estudiar y. por lo tanto, son 
más fáciles ut! t!ntemler. Aun4ut: t!sLo no siemprt! resulta cierto, ya que hay sislt.;ma.s muy simples. 
de una sola variable. que pueden resultar altamente impredecibles y tener un comportamiento 
aleatorio. Y la razón de esto es que el caos puede penetrar aun en el más ~cncillo lit: los sistemas. 

2.2 Iteración de funciones complejas. 

2.2.1 Iteración 

En la matemática, y en cualquier otra ciencia. sabemos lo importante que resulta utilizar la 
infonnación que se genera en el tiempo /, u otra unidad de medida, para calcular una salida en el 
tiempo /+ 1. En el estudio del crecimiento de una población, los datos recabados hasta el año n 
sirven de base para realizar estimaciones en años posteriores. Utilizando una función, por 
ejemplo, f f..<x) "'" :h(l-x), O~ es una constante positiva) se lleva a cabo un tipo de análisis 
relacionado con la población en estudio. 
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Relroalimentando la infonnación a través de un sistema dinámico se está rcali7..ando la iteración. 
Iteración es precisamente repetir un proceso una y otra vez. Dentro de la Dinámica consiste 
en iterar una función f(z). así 

f(z), f2 (z), f3(z), "',fn (z) 

son las iteradas de f(z). Donde denotamosfn (z) la n-ésima iterada fU(---( f(z)))). Esto cs. fn 
es igual a la composición f o f o f ". o f (n veces) de la función r. Como ejemplo a 

esto último, considérese f c(z)= z2 t c, donde Z,CE e; iterando Ic (z) repetidamente ~e está 
calculando una composición de funciones se obtiene 

1< (z)~ I«z)~ z'+c 

1<' (z) ~ 1< (1< (z)) ~ (z' + e)' + e 

1< 3 (z) ~ 1< (1< ( 1< (z))) ~ «z' + e )' + cJ' + c. 

y así sucesivamente. 

2.3. Órbitas 
El conjunto de iteradas sucesivas de un punto zo, se llama la órbita de ese punto. Por 
ejemplo. si fez) = sen Z, con Zo =123, tenemos que 

f(123) ~sen(123)~ -0.459 

f' (123) ~ sen( f(I23)) ~ - 0.443 

f' (123) ~ sen( f' (123)) ~ - 0.429 

I' (123) ~ sen( f' (123)) ~ - 0.416 

f" (123) = - 0.307 

fl9 (123) = - 0.302 

f'°(l23) ~ - 0.298 

etcétera. 
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Entonces cada valor que se obtiene al calcular f I1(zo }, n~O, se llama la órbita de Zrl. 

Denotaremos por O(z) la órbita del punto z. Se observa que 

[(O (z)) -- O ( ¡(z)). 

2.3.1 Órbitas estables 

Cuando cambiamos el valor inicial z y se obtienen órbitas cuyo comportamiento es más O menos 
similar a la órbita de Z inicial, decimos que la órbita es estable. Para el caso de f (z) = =~ las 
órbitas de un punto z tal que I z I < l tienden a cero, en tanto que las de I z I > 1 tienden a oo. 

Las órbitas estables se deben considerar "buenas" ya que si nuestro sistema dinámico representa 
un proceso físico cuya salida debemos predecir, entonces trabajando en el modelo físico es 
posihle incurrir en pequeños errores en lac; observaciones lo cual conduzca a elegir una nueva 
entrada inicial. Si el resultado es una órbita estable. entonces las posibilidades son que e~to<;. 

pequeños errores no alterdrán el comportamiento último de nuestro sistema y, de esta fonna. las 
predicciones hasadac; en el modelo so'n más o menos exacta". 

Otra razón de que las órbitas estables son buenas, se aprecia al enfrentarse a los errores de 
redondeo. Al iterar un sistema dinámico sucesivamente. cada iteración produce sólo una 
aproximación del valor siguiente. de modo que hay una diferencia pequeña entre un valor ~ el 
otro. así se va acumulando un error de redondeo, conduciendo a que finalmente se tengan em.lfes 
de predicción. Sin embargo. si el valor Wo inicial es una órbita estable, los errores no incurrirán en 
el modelo dinámico y los cambios pequeños que sc generen en cada etapa dc iteración no 
afectaran el comportamiento final de la órbita. 

El propósito de los sistemas dinámicos es comprender la naturaleza de todas las órbitas las cuales 
pueden ser periódicas. eventualmente periódicas. asintóticas. etc. Generalmente esto es una tarea 
imposible. 

2.4. Puntos fijos y periódicos 

Hay diferentes tipos de órbitas en un sistema dinámico. Sin lugar a dudas. el más importante eS el 
punto fijo. 

Si .1 (':u ) = ':u decimos que Zu es un punto fijo de f, y si f P (zn ) = Zo • para un entero Jl ? 1. 
entonces Zo es un punto periódico de f. El mínimo entero {J. tal que fP ( .: ) '=' z. se llama el 
periodo de z. Así, la órbita de un punto fijo es la sucesión constante 

Zo.Zo,Zij, ... 
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Un punto fijo jamás cambia 'i es un valor que permanece fijo para una función / (z). Por ejemplo 
los puntos fijos de f(z) ~:I son O y I ya que si hacemos z ~ f(z) ~ l, entonces l - z ~ O tiene 
como únicas soluciones a O y l. 

2.4.1. Clasificación de puntos fijos 

Es importante considerar que para encontrar los puntos fijos de una función I(z) debe resolverse 
la ecuaciónf(z) ~ z y las soluciones serán los puntos lijos de f(:). Por ejemplo, si lo (z)~ z' + c. 
entonces 

Proposición 2.4.1. Seazo un punto fijo para f dz). Entonces. 

a) Zo es un punlofijo atractor para ~ (z) si 

O < I lo ' (zo ) I < I 

b) 20 es unpunlojijo superatractor de fc(z) si 

lfo' (zo) I ~ O 

e) =0 es un punto fijo expansivo para f:: (z) si 

d) ':0 es un punto fijo fleutralo illdiferellte si 

dond<k ' (zo) denota la derivada de 1, (zo ). 

Demostración. Haremos la demostración para las desigualdades en a) y e). 

Tomemos el círculo con centro en el origen y de radio 2 con el tin de anaJi7N el comportamiento 
de puntos dentro y fuera de él. Supongamos que 1 e 1 $ 2. 
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Ahora, dc~imos que si un punto en la úrbita de z esta fuera del circulo de radio 2, entonces la 
órhita se va a oo. Para l'hccar esto sólo debemos comprobar si un punto en la órbita tiene módulo 
mayor a 2. Si esto sucede. decimos que z está en una órbita expansiva. Si I z I >2 Y le 1$ 2. 
entonces 

1 .k (o) 1 ~ 1 o' + el;, 1 z 1 ' -1 e 1_ 

esll1 se basa en una versión de la desigualdad dcltriángulo. Sin embargo, 

1=1'_1 el > 1=1'-1 zl =<lzl-IJI=1 

ya que I z 1 > 1 ,·1 y. por In tanto. al restar \z 12 a la desigualdad anterior tenemos que 

-1 ei>-I=I. Ahora 

1= 1 -1 > 1 

y,¡ que 1.: I > 2. Por lo tanto. podemos escrihir 

i = 1 - 1 1 + :; 

o.!S dl.'cir .:; i:; I -' 2. paw E., ~ O. De esta mancm. tent.'tnos 

lo cual se comprueba dando \alon's a ~) a:;. En particular. 

L:-.to quil!rl! del!ir qw .. ' 1, <:1 l!~til Illas alejado del origl!n t¡Ul! :. 1·.~lC amílisis plldcmos aplicarlo 
tamhicn ,¡; 

f/ (=) ~ f, ( (f. 1:) ). 

donde 1 f~ (:) \ > 1. Entonces. rOlh . .'mo~ I • .'ncontmr 

l ·' , f. (:) I 1 f. ( 11.1:) ) 1> (1 + :;) l. (:) 1 

>(1.:;)'1:1 

¡\..,i. I,! (.:) se aleja mas dd origen qw.' f, (':). Si!!.uicndo d mismo análisis. vemos qUl' 



Como ~ > O, entonces (1 + ~» 1. A partir de esto. apreciamos que 

(1 + ~)n ---too cuando n4OO. 

Oc esto, concluimos que)!cn (z) 1---700 esto es, la órbita de z se va al oo •. 

Se sigue un esquema similar para demostrar que si ¡ Jc'(z) ¡ < 1, entonces z es un punto fijo 
atractor. 

Aunque aquí lo hemos demostrado sólo para el caso en que J~ (z) == ; + e, este resultado es cierto 
para cualquier función f y cualquier punto fuo z tal que f' (z) ~ o. 

En este contexto la idea de un punto fijo atractor consiste en que las órbitas de un punto fijo Zo 

tienden a O al ser iteradas, es decir, son "atraídas" al valor cero. Por otro lado, un punto fijo 
expansivo es un valor Zo que al ser iterado "escapa" ha¡,;ia el infinito. 

Ejemplo 2.4.1. Sea ¡; (z) ~ z' + e, supongamos c-" o. entonces los puntos fijos de lo (z) son: 

Ic (z) - z == z (z - 1) es decir Zo == O; 21 ==' l. 

Ahora, evaluamos Zo y ZI para investigar qué tipo de punto tija es cada uno. hacemos lo siguiente: 

Ic '(zo) =: O y, por lo tanto Zo =. O es un punto fijo superatractor, 

Ic' (ZI )= 2 > 1, así, ZI :::: 1 es un punto fijo expansivo. 

2.4.2. Teorema del punto fijo 

Supóngase que F: [a,b] -->[a,bJ es continua. Entonces hay un punto fijo para F en [a,bJ. 

Observaciones. 

1. Este teorema afinna la existencia de por lo menos un punto fijo para F en [a,bJ. Por ejemplo, 
todos los puntos en algún intervalo [a,b] son fijos para la función identidad I(z) = z. 

2. Hay varias hipótesis importantes en este teorema. Las dos primeras son la continuidad y el 
hecho de que F toma el intervalo [a,b] en sí mismo. La violación de cualquiera de éstas puede 
producir una función sin puntos fijos. 

3. También es importante que el intervalo [a,b] sea cerrado. Por ejemplo,f(z)= z2 toma valores 
dentro de (O.~'Í) y además es continuo, pero no hay puntos fijos ahí por ser abierto tal intervalo. 
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4. Mientras el teorema de punto fijo afirma la existencia de al menos un punto fijo. 
desafortunadamente no nos da algún método para encontrar este punto. sin embargo, en la 
práctica necesitamos saber dónde está ubicado el punto fijo. El simple hecho de conocer que está 
presente en un cierto intervalo basta para nuestros propósitos. 

2.4.3. Teorema del punto fijo atractor 

Supóngase que Zo es un punto fijo atractor para una función compleja .l Entonces hay un disco D 
de la forma 1 Z-Zo 1 < eS con centro en zo en el cual se satisface la siguiente cundición: si 

zeD entonces, fn (z)ED Y. además, f"<z)-Ho cuando n-+ctJ. Para la demostración, consultar 
111· 

2.4.4. Teorema del punto fijo expansivo 

Supóngase que Zo es un punto fijo expansivo para una función compleja f Entonces hay un disco 
O de la forma I Z-Zo I < eS con centro en Zo en el cual se cumple la siguiente condición: si ZE D 

pero, z:;t:zo entonces, hay un entero n>O lal que fO (z)~D. Para la demo~tración véase 111. 

La combinación de los teoremas de punto fijo y de punto fijo expansivo son precisamente la 
justificación de utilizar los términos "atractor" y "expansivo" para describir los correspondientes 
puntos fijos. En particular nos hablan de los sistemas dinámicos "locales" cercanos a algún 
punto fijo Zo para el cual I f' (zo ) I ;t 1. 

Una diferencia principal entre los puntos fijos atractores y los puntos fijos expansivos consiste en 
que los puntos atractores son "visibles" al graficarlos. mientras que los puntos fijos expansivos 
por lo general no lo son. Con frecuencia encontramos un punto fijo atractor, eligiendo una semilla 
aleatoria inicial y calculamos sus órbitas numéricamente. Si estas órbitas entran siempre en el 
intervalo l. alrededor de un punto fijo atractor, entonces podernos saber qué pasará con esta 
órbita. Esta converge necesariamente al punto fijo atractor. Por otro lado, en el caso de un punto 
fijo expansivo. la órbita elegida aleatoriamente, deberá caer exactamente sobre el punto fijo. para 
que podamos verlo gráficamente. Es raro que esto ocurra y si la órbita llegara muy cercana al 
punto fijo expansivo, el error de redondeo nos lanzará lejos este punto fijo y extenderá una órbita 
que se mueve distante. 

Punto interior. Entendemos que hay un pequeño disco abierto con centro en Zo de la 
fonna {z: I Z-Zo I < li} que está contenido totalmente en IR. 
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2.4.5. Principio del mapeo en la frontera 

Supongamos que R es un conjunto cerrado en el plano. Si Zo es un punto interior en R, 
entonces Ic (zo) es un punto interior de la imagen /c (R). 

Una fonna equivalente de fonnular este principio es suponer que Zo pertenece a la frontera de 
Ic (R). Entonces, las imágenes inversas de Zo se encuentran en la frontera de R. 

El Principio del Mapeo en la Frontera es válido para una función compleja que tiene una 
derivada compleja en todas direcciones. 

Para ver por qué se mantiene válido el Principio del Mapeo en la Frontera introducimos la noción 
de '''trozo de cuña" con centro en 20_ Supongamos primero que zo;t{) y que Zo = fO el So. 

Supongamos que r,< fO < rz y e, < 80 < 92 . Entonces, definimos un trozo de cuña con centro en Zo 
como un conjunto de la fonna 

w ~ {,e,ol "<'<" ,e, <o<e,.) 

con ZoEW. Tal cuña se muestra en la figura 2.4.5.1 

un(z) 

---I"'--___ ~(z) 

Figura 2.4.5.1. Un trozo de cuña W con centro en zo. 

En el caso especial donde Zo == O, tomamos la cuña de un disco pequeño centrado en cero. Para 
la funciónlo (z)= i, las imágenes de cuñas siempre serán cuñas bajo [O. La imagen de la cuña W 
baj% que se muestra en la figura 2.4.5.1 está dada por 

Io(W)- {rel9 j ft
2 <r<r/.29 t <8<201} 

La siguiente observación nos permite ver por qué el Principio del Mapeo en la Frontera se 
mantiene para un trozo de cuña que es iterado por fc. 
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Para c;tO. .I~ transfiJnnu trozos dI! cuñas en regiones. Esta. .. reglones son cuñas que han sido 
trasladudas por el numen, complejo c, ver ligurd 2.4.5.2. 

Ro(z) 

Fi~un 2 .... 5.2. I~ traslada la cuña con centro en :n a la cuña cun centro cn f~ (Zn). 

Dado =0 dentro de una regiún R. simplemente elegimos una cuña lo sulicicntctllCnlC pequeña eon 
centro en .:., que c·.tá tlllalmente dentro de R. (·.nlonr.:es. la imagen de csl:.t cuñ:.t est3 dentro de 
f~ (R). La función f~ (':(1) estú en el interior dI! .I~ (R) 

2.5. Punto periódico de periodo n. 

A partir de las ide",> l:\pue!'ot<ls llnlcriormcnt .. ·. C'\lenuellllls hL'" deliniciones dc atracción )' 
repulsión <.l puntos pl.'rJúdi«,,, de periodo n. 

Al igual quc hl!'o punhl'> rilll'>. los PUlll{t!'o fijus pcri<lt1it:os dc periodo n lamnicn se dasilican en 
atractores. e.\pan ... i\\I': !h:utralcs (1 indiferentes. I.u dilácncia es que aqui el calculo .. 's un poco 
má" complicado. \\.'n.'Tlws cúnHl se ohlicl1cn lo ... puntos lijos de periodo n de la funciún 
l:uwJratlt.:a I~ (:1 l'. 

Ucfiniciim. l Jn punto .:,¡..:~ un punto periódico de periodo 11 si / n (':(1) =(1. As;' la orhita de ':0 

I (.:,,). 1: (.:,,). /; (..:" ) . .... t"·; (':41). 

H conjunto de todas las 1I .. 'faUas succsivils de un punto periódico f{)mul una órbitil periódica. {Jn 
mapcn puede tener Illw.:hos puntos fijos. por ejemplo. en el marco identidad f(.:)·',: todos los 
puntos sun fiJOS l.'n Q:. 

s\.!u SI d cin:ulo unitario \.!Il el plano comple.io. es decir l.:! 1. Representamos un punto en SI 

por su angulo O IllcJid{l en mdiancs. Entonccs un runto esta delerminado por un angulo 
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de la fonna O ~ 2k7t. para un entero k. Ahllra. sea t (O ) = 20. (Notemos que /"(0 • ~k7t) / (O )). 
Ahord, 

¡n(o) o 2nO. 

así que O es periódica de periodo n si y sólo si 2" O,:: e +2k7t. pam k entero. c..'S dc..'cir. si y 

sólo si 0= 2kn I ( 2n~-1 ). dunde, 0$ k $ 2n . De csto. los puntos periiH.licos de pt:riodo IJ 

pam f son las en -1 ) mices de la unidad. 

Un punto periódico de periodo n es atractor (c.:xpansor) si éste es un punto lijo atractor 

(expansor) para r n (z). Esto establece que las úrhitas periódicas de periodo n pueden contener 
algunus puntos qm.' 'O<m atraclores y algunos que son l.':\pansores .. 

¡\:sj por ejemplo en d mareo anterior O -+20 ... etc 

En la función cuadrdlica /(:::1 ~ :::2. debemos rcsolvl.'r la ecuación {ni.:) 0:::: para elll:onlriJr sus 
puntos periódicos de periodo n. la cual es una ecum.:iún pulinomial de gmdo ]:11. Si lIlili/lImos lIna 
computadord para eslo. generaríamos errores de rc..'Jondeo que se ¡tcumularían. ocasionando así 
que los puntos periódicos no pucdan ser visihles en la computadora. In .. 'mos ah~lra nlllstranuu 

cómo resolver la cl:uación I n(=) .::: utilizando la cl..:u<lción de Euler. 

La función (..;uadnitiea es facil de entender en el plano complejo. Así. dcfínimos =11 
entonces Ia..'i órhitas de ':0 h;:üo I (:::). estan dadas por 

.JI 

re iO . 

1>C eslll.seve qu~ ram la úrhila de ':0.1:::0;': I.entonl..:es, r~· ~O .. sin ---t f ~ "i ':(1. > I 

I..:ntoJU;t.:~/1l <=) --)o:)'"". Por ¡;unsl..:clU:m:ia. I/n (/n)( .-.(1 ¡;uam.lo n--~JJ. Ya ht.:fllll ... '; ... 10 I.:tllIIll .... 1..' 

ohticnen lo~ puntos tijos dc r <=n l. Y aOcmá. ... eómo "c cvaluan pam Jctcmúnar "U 
ú)lllp(,rtami~lllo. l:n l11~lOJo qUl.' nos ayuda a Ob¡~lh;r 1\ls punl\lS fijos de [l\!ri\ldllll ~\.Il ... i ... IC Jc lo 
siguiente. Par.¡ cmpc/llr. dcbcmo:-. resolvcr la ceuaciún 

(n (o) - o - o. 

l>t:ntro de la familia de funciones IL (z) :- :::~ +- c c1l.:aso más simple .. sut:ede cu: .. iIldt' t" O. ~..l quc 
los puntos lijos de periodo n se ohlienen de l(lOna mu) sencilla según hl.'"mos \ ¡sto arriha. Por 1(1 

tanto. lo~ puntus fijos para f IJ (=) :::~ son O. 'Y:' y l.) lo'i puntos fijos periódicos 1...· .... lan en S '. Pero. 
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el problema surge cuando c:;tO pues es muy complicado seguir el mismo procedimiento que 
en e -~ O. En tal caso dcbt:mos iterar lo (z) un número finito de veces y observar hacia qué punto 
tiende/o (z) para un z inicial. Luego de hallar los puntos fijos de periodo n también los evaluamos 
para conocer si son atractorcs, expansivos o neutrales. 

Hasta que no se mencione lo contrario especificamos que para el siguiente análisis tomamos e := O 
en la función cuadrática Ic (z) := i + c. 

Si queremos obtener los puntos fijos de periodo-2, debemos resolver 

/o 1 (z) - Z 0, es decir, J( J(z)) - z ~ O. 
Entonces, 

Jo ( /o (z)) - F Z4 - Z 

= z(z3_1) 

Para los puntos fijos de periodo-3 debemos resolver 

es decir, 

fa ( /o ( /o (z))) - z' z8-z 

7(z7-1). 

Yen general, para los puntos fijos de periodo-n hay que hallar las raíces de 

Para cualquier n?l, tendremos siempre una raíL ZI O': 0, como puede observarse en el análisis 

anterior. Para este ejemplo, hay 2"-1 raíces. pues ya se tiene ZI --= O. Entonces las raíces de 

z(2~ d -= 1, requieren considerar Z 0= reie, el cual es el círculo con centro en O y radio l. El ángulo 
es O ~ e ~ 21t, Y el CÍrculo se dividirá en 2" -1 rebanadas, las cuales corresponden a cada raíz o 
punto fijo de periodo n. Como ya vimos. 2" O =' O t 2kn Y 
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Ahora si a cada uno de estos puntos los representamos por 

dI d . 
WJ = e es eClr, 

Entonces cada uno de estos puntos están distribuidos sobre el círculo, como se muestra en la 
figura 2.5.1, en la que la longitud de arco es 2nJ (2"-1) entre cada punto. 

Figura 2.5.1. Puntos en el círculo unitario con argumento e = 27tj / (2]-1). 

Como ya se mencionó cada wJ es una raíz de z 11 - I == l en el círculo unitario. Ahora, si elegimos n 
tal que 

7" ---«8,-8, J 
2" -1 

Entonces debemos garantizar que hayal menos un punto fijo de periodo n con 

argumento 27tjl (2"-1) entre 82 y 0 1 Es decir, si se considera una vecindad en algún wJ se tiene la 
seguridad que habrá un punto fijo de periodo n, aunque claro. podemos preguntamos, ¿la unión 
de todos los wJ nos genera el círculo? Para esto, supondremos que U = {wJ } en el que los ángulos 
8 son racionales módulo 21t. Ahora, la unión de todos los «'J en realidad no forman por completo 
el círculo, ya que e es racional módulo 2n. 

Por lo tanto 

Por otra parte, la cerradura de 1 r sí es igual a Si, es decir, U= 51. De lo anterior vemos que en 
alguna vecindad & > 11 (211 -1), de un ángulo irracional en Si, hay uno o más wJ con O racional. 

Investigaremos ahora si los puntos fijos de periodo n 

Ir 2';) 
W. _ e't.211-l 

J - , donde 8 ~ 2njl (2"-1 J. 
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son puntos tijos atractores o expansivos. Para esto, simplemente comprobamos si 

I f" (w, ¡' I < 1 ó I f" (IV,)' I > 1 

respectivamente. Entonces, obtenemos la derivada de In (z) - z, es decir, derivamos 

así, 

1"(.)' = 2'z"-'-1 

Luego, analizamos z =; Wj en In (z)' : 

En resumen, tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 2.5.1. El mapeo cuadrático Jo (z) = .¡ es caótico en el círculo unitario. Si 
I z I < 1, entonces 1 lo ' (z) 1--> O cuando n-->oo. y 110' (z) 1--> 00 cuando n.O. 

El mapeo cuadrático es muy sensitivo a condiciones iniciales en el siguiente sentidll. Sea .:" un 
punto en el círculo unitario. Dada una bola abierta con centro en Zo , podemos cnconlrar siempre 
dentro de ella un trozo de cuña de la foma 

W':o. , re ie I r[ < r < rl, donde el < e < el 

Con r[ < 1 < r2. Este pedazo de cuña se muestra en la figura 2.4.5.1 (página 31). 

Ahora, la imagen de W es un nuevo trozo de cuña dado por 

'0 l' , j(W)"' (re' r, <r<r" donde20,<0< 28, 
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A partir de rl < l < r2 tenemos que rl2 < rl < 1 < r2 < r/. Vemos que cada aplicación de/tiene el 
mismo efecto, así que el tamaño de In (W ) crece con n. Poco a poco el ángulo de In (W) llegará 
a exceder a 21[, así que. para n lo suficientemente grande, In (W) es la región anular determinada 
por 

De todo esto vemos que el radio más interno del" (W) tiende a cero, mientras que el radio más 
externo tiende a oo. Por lo tanto vemos que 

u f"(W) ~ a; • (O} 
" , 

Esto es, las órbitas de puntos en W alcanzan eventualmente cualquier punto en a::: , excepto O (ver 
figura 2.5.3). Esta es la dependencia sensitiva extrema: arbitrariamente cercano a un punto en el 
círculo unitario hay un punto cuya órbita incluye algún otro punto en el plano, con una 
excepción, el origen. 

jn (w) 

/ 
/ 

Figura 2.5.3. La función f amplifica la cuña Whasta cubrir todo a:: excepto al cero. 

Definición 2.5.1. La órbita de z bajo f está acotada si existe K tal que I f n(z) I < K para toda n. 
De otra forma, es no acotada. 
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Para la función cuadrática, la órbita de un punto en el interior y sobre el círculo unitario está 
acotada. Los puntos fuera del círculo unitario tienen órbitas no acotadas. 

Definición 2.5.2. La órbita z bajo f es supersensitiva si una bola abierta B con centro en z tiene 
la propiedad de qut: 

. 
Uj"(B) 
" o 

coincide con tI: menos un punto. 

Para la función cuadrada, sólo los puntos sobre el círculo unitario tienen órbitas 
supcrsensitivas. Si 1 z 1 < 1, podemos elegir una bola abierta pequeña con centro en z y que está 
situada por completo dentro del círculo unitario. Entonces la órbita de un punto en 
esta bola jamás saldrá del conjunto {z: 1 z 1 < I}. Si 1 z I > 1, podemos encontrar de manera 
similar una bola ahierta pequeña fuera de (z: I z 1,; I} cuya órbita permanece fuera de esta 
región. 

Definición 2.5.3. Sea á; =- a; u {oo}. Un mapeo de f: á: ... ~ se llama analítico sif'(z) existe para 
todozy . 

exislC'. Como ejemplo. tenemos: 

1)/(2)== p(z) = (lnZn + (JO· I Zn.1 + Qo. 

2)[(z) = Sen z. [(z) = Cos z. 

3, Series de funciones analíticas es analítica. 

4) Producto. 

5) Tienen desarrollo en series de Taylor en cualquier punto ze: c. 
6) {.h } que converge unifonnemente en compactos. Esto es, 

Iim f = F 
" ... ",' n 

que es analítica. (ver 11]. 
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Capítulo III 

El caos en sistemas dinámicos 

3.1 Introducción 

La investigación matemática del caos tiene sus inicios hacia 1890, cuando Hcinri Poincaré 
estudió la estabilidad del sistema solar. El se preguntó si los planetas podrian continuar 
indefinidamente en sus órbitas naturales, o si alguno de ellos la abandonaría y se perdería en la 
oscuridad. o estrellarse en el sol. Poincaré no encontró una respuesta y a partir de esto creó un 
nuevo método, la geometrÍa de la dinámica. Hoy en día sus ideas Se han desarrollado en una rama 
llamada topología, la cual es la geometría de la,> defonnaciones continuas. Poincaré fue el 
primero en descubrir el caos en el movimiento orbital de tres cuerpos que ejercen fuerzas 
gravitacionales entre sÍ. 

En un ~i~lema dinámico !:it: presenlan cun frecuencia caracleríslil:as 'lUt: alteran su estabilidad, de 
modo que si realizarnos predicciones por medio de él. la fiabilidad de Los cálculos se \erá 
limitada. Por ejemplo. en la predicción del tiempo meteorológico, los datos coinciden con la 
realidad cuando el intervalo de predicción es corto, por decir. de 1 a 3 días. Pero, para rangos más 
grandes, el estado real del tiempo difiere del estimado en los cálculos y el número de parámetros 
crece. La razón de esto es que el sistema meteorológico tiene un carácter caótico, es decir sus 
patrones de conducta no son constantes sino que cambian a través del tiempo. y aderná", el 
sistema no es lineal. 

El rnctcorólogo E. Lorenz llegó a la conclusión de que las predicciones a largo plazo en est!: 
sistema no son posibles debido a su aleatoriedad. Sin embargo, los científicos buscan 
afanosamente modelos más adecuados, lo cual permita que este tipo de predicciones sean más 
exactas y a mayor plazo. 

El comportamiento caótico puede definirse algunas veces por una simple fórmula, en otras es 
necesario ir paso a paso en el sistema hasta que ocurra el punto de ruptura que nos lleva del orden 
al caos. 

El término caos se utiliza con frecuencia para describir el comportamiento complejo de sistemas 
no lineales, y los mapeos complejos se utilizan para describir ciertos ac;pectos de los sistemas 
dinámicos que tienen un comportamiento irregular (caótico). 

La rama de las matemáticas que estudia los sistemas caóticos es la dinámica no lineal) los 
procesos que estudia, ocurren en todas las ramas de la ciencia. 
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El caos es un término matemático con el cual referimos que un sistema tiene un cO!l\portamlclllll 

inherentemente impredecible. Por ejemplo. la bolsa de valores, el ticmpo rnclcorolúgiw. L' 

incluso el caos se presenta en aspectos cotidianos de nuestra vida, como el movimiento de: la~ 
moléculas del agua hirviendo. el comportamiento del humo del cigarro, etc. 

En un sistema caótico, el factor que produce esto es lo que se llama dependencia sensitiva a 
condiciones iniciales. Es decir, para cambios insignificantes en los valores de entrada del 
sistema, habrá cambios muy grandes en el estado final del proceso. Decimos entonces que el 
sistema es extremadamente sensitivo a medidas iniciales. Por ejemplo las soluciones de un 
sistema caótico tienden a oscilar o a "vagar" alrededor de la aleatoriedad, en donde no parece 
existir el orden. Si tomamos otra solución cercana a la original. la nueva salida se comportará de 
manera aleatoria. Sin embargo, después de un periodo inicial de similaridad, las dos soluciones 
serán diferentes entre sí. 

Un descubrimiento reciente en Dinámica muestra que este tipo de caos también puede presentarse 
en sistemas completamente detenninísticos, es decir. en los modelos matemáticos que no 
permiten algún error en la predicción de la variable dependiente. 

Las soluciones que se obtienen de ellos pueden presentar un carácter totalmente aleatorio. 
Incluso en el más simple de los modelos matemáticos es posible encontrar un comportamiento 
complejo. 

Hoy en día hay cuatro preguntas que los investigadores de la teoría del caos se hacen: 

• ¿Cómo detectar la manera en la cual se entra inevitablemente al caos? 

• ¿Se puede fonnular este proceso mediante simples ténninos matemáticos? 

• ¿Qué implicaciones tienen todos estos descubrimientos para el paradigma cicntifico 
tradicional? 

• ¿Cómo se comportan los sistemas naturales en la transición del orden al caos? 

En general. la teoría del caos nos pennite apreciar que muchos fenómenos fundamentalmente ~on 
impredecibles y que muchos de estos los tuvimos (o tendremos algún día) bajo nuestro control, 
no son simplemente receptivos a un orden racional. Los fenómenos naturales no son los únicos 
que entran en esta categoría, podemos incluir, por ejemplo, las decisiones que se toman en los 
negocios y que producen ciertas condiciones que nos llevan inevitablemente al caos. 

3.2. Tipos de Complejidad en Sistemas Dinámicos. 
El meteorólogo Emest Lorenz describió la sensitividad en sistemas caóticos. Dando una 
desviación inicial, el sistema caótico pronto tendrá un error muy grande, en el mismo orden y 
magnitud que los valores reales del sistema. 
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El fenómeno de la dependencia sensitiva a condi..:ionc~ miciales se ha lkscrito como una 
cualidad que definitivamente todo sistema dinámic\l tiene. Otros sistemas pueden o no exhibir 
sensitividad. Este es ya un gran paso adelante en la comprensión del caos. 

Los I!studios qUI! se han realizado sobrl! dinámica han sugerido que hay tres niveles dI! 
complejidad en sistemas "naturales". La clasificación es la siguiente: 

Simplicidad Organizada. Caracteriza a los sistemas que pueden describirse por un pequeño 
número de parámetros relacionados detenninísticamente entre sí. Los parámetros de tajes 
sistemas no son todos igualmente importantes, y los efectos de algunos de ellos con frecuencia 
no son considerados. Los mecanismos newtonianos son ejemplos clásicos de tales sistemas. 

Complejidad Desorganizada. Esta emerge en sistemas camcterizados por un número grande de 
distintos parámetros no determinísticos. Tales sistemas pueden describirse mediante métodos 
estadísticos. 

Complejidad Organizada. Caracteriza a los sistemas que tienen un gran número de parámetros 
determinístlcos pero interrelacionados, y todos contribuyen significativamente con el sistema y 
por esto deben tomarse muy en cuenta. Este tipo de sistemas se encuentran en la economía y en 
sistemas construidos por el hombre. 

Sistemas -Naturales" 

Stmpbetdad 
Organizada 

Complejidad 

Desorganizada 

CompleJ1dad 
Organrzada 

FtgUta32-1 Complejidad yTeoría del Caos 

Nuevos Modelos 
y Descnpciones 

ComprensIón 
de la CompleJidad 

Nosotros tendemos a actuar en todos los sistemas como en la primer categoría. Siempre que 
reconocemos que no son de este tipo, simplificamos nuestros modelos para hacerlos más 
receptivos para nuestros conceptos de simplicidad organizadu 

Como lo indica la figura 3.2.1, la teoría del caos nos permite comprender algunas posibilidades 
que son inherentes en las otras categorías. Esto sirve sólo para comprender mejor la realidad. 

Al principio mencionamos la sensitividad en sistemas dinámicos. Ahora tratamos esto de manera 
más formal. 
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Definición 3.2.1. Sea J un subconjunto en Rn. El mapeo f: J4J tiene dependencia sensitiva a 
condiciones iniciales !'i existe 6 > O tal que, para algún XE J y una vecindad N de x, existe 
yEN y n;>O tal que 

I ¡n (x) - In (y) I >0 

Intuitivamente, un mapco posee dependencia sensitiva a condiciones iniciales si existen puntos 
arbitrdriamente cercanos a x los cuales se separan poco a poco de x por al menos 6 unidades bajo 
iteración de f Hacemos énfasis en que no todos los puntos cercanos a x necesitan separarse 
eventualmente de x, sino que debe haber al menos uno de tales puntos en toda la vecindad de x. Si 
un mapeo tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales, entonces para todos los propósitos 
prácticos, la dinámica del mapeo requiere de cálculos en la computadora. 

Los pequeños errores de cálculo que se introducen por redondeo, pueden llegar a ser muy 
grandes mediante el proceso de iteración. Los resultados del cálculo de una órbita. no logran 
exactitud, pueden conducir a una órbita que no se parezca a la órbita real. 

Definición 3.2.2. Sea J un subconjunto topológico en Rn, la correspondencia f J-+J ~s 

topológicamente transitiva si para un par de conjuntos abiertos U,V e J existe.bO tal que 
¡k(U)rW;<0. 

De manera intuitiva, un mapeo topológicamente transitivo tiene puntos que se muc\ tn 
eventualmente bajo iteración de una vecindad arbitrariamente pequeña a otra. Por consccuen(,.~la. 
el sistema dinámico no puede descomponerse en dos conjuntos abiertos disjuntos los cuales ::.on 
invariantes bajo el mapeo. 

Ahora, dirigimos nuestra atención sobre la noción de un sistema dinámico caótico. 

Hay diversas definiciones de caos en un sistema dinámico. La siguiente, es un3 dcfinici0n 
particular que consideramos. ya que se aplica a una gran variedad de ejemplos, y también porque 
en muchos casos es fácil de verificar. 

Definición 3.2.3. Sea V un subconjunto de R". El mapeo f: V-+ V se dice que es caótico en \' ~i· 

l. I tiene dependencia sensitiva a condiciones iniciales. 

2. f es topológicamentc transitiva. 

3. Los puntos periódicos son densos en V. 

Para resumir, un mapeo caótico tiene tres ingredientes: la impredecibilidad. la 
indel.:omposibilidad (no puede descomponerse) y un elemento de regularidad. 

Ejemplo 3.2.1. Sea el mapeo del circulo j: Si _+SI dado por ¡(O) = 20 es caótico. Como 
podemos ver, la distancia angular entre dos puntos es duplicada bajo iteración de f. De aquí que 
l es sensitiva a condiciones iniciales. La transitividad topológica también se sigue de c~la 
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observación, donde un pequeño arco en S I es expandido eventualmente por algún f k hasta 
cubrir todo S 1 y, en particular, algún otro arco en S l. 

La densidad de los puntos periódicos se estableció en el capítulo 1. Este mapeo tiene una fuerte 
fonna de dependencia sensitiva llamada expansividad. 

Definición 3.2.4. El mapt:u /: J-+J t:s expansivo si existe v>O Lal que pam algún x, yeJ, xi; y, 
existe n tal que 

I Jn (x) - Jn (y) I > v 

La expansividad se diferencia de la dependencia transitiva en que todos los puntos cercanos entre 
sí se separan eventualmente al menos por v. 

Estudiaremos la presencia del caos en el sistema dinámico, tomando /0 (z) "" /. Tomemos ZEC en 
coordenadas polares, y 1 z 1 == 1, entonces 

z == pelO con p -, l. 

y 

Esto significa que el punto con ángulo polar 8 es "movido" por f o al punto con ángulo 28. 

3.3. Caos en la función lo (z) = i. 

Recordemos que lo (e 111 ) 0-_ e I 2 0. Veremos que jr., restringida al círculo unitario es caótica 
(según definición 3.2.2). Para comprender el caos en la función !o debemos exhibir las tres 
propiedades de la definición 3.2.2 

1) La dependenda sensitiva a condiciones iniciales es un componente esencial en un sistema 
caótico. Para ver esto, tomemos dos puntos 80 y 8 1 en el círculo. muy cercanos entre sí. 

Supongamos que o es la distancia entre ellos, la cual se mide a lo largo del círculo. Veamos qué 
sucede con estos puntos al iterar ./ó. 

Se puede apreciar que la distancia entrefo (00 ) y jó (O, ) se duplica (siempre y cuandofo «(Jo) y 
[0(8 1 ) permanezcan cercanos entre sí). 

Al iterar de nuevo, la distancia entref02 (90 ) Y Ji? (0 1 ) se duplica otra vez. Continuando n veces 

con la iteración, vemos que la distancia entrelon (80 »)' [on (8 1 ) es 200. Asi. las órbitas de 90 y el 
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se separan totalmente y de una fonna rápida por ejemplo, en 12 iteraciones la distancia 
entre los dos puntos es 212 6 oo- 40966. Veamos la figura 3.4.1 . 

• e • 

• e, 

Figura 3.4.1. La función cuadrática polar duplica distancia'i en el círculo. 

Esto significa que la cercanía entre dos puntos, es de poca importancia bajo lo" ya que en pocas 
iteraciones se apartarán por completo y de manera exponencial. 

Ahora bien, si tomamos una región W alrededor de ~ E S', la cual tiene fonna de un trozo de 
cuña (ver figura 3.4.2) En ésta tendremos todos los números complejos que cumplan lo siguiente: 

donde 

1. e, < 9 < 9, Y 
2.r,<r<r2 

01 <00 <02 Y 
r, < I ....:: r2_ 

Figura 3.4.2. Trozo de cuña alrededor de Zo. 

Notemos que podemos elegir esta cuña tan pequeña como queramos, para esto, elegimos f, y T2 

cercanos a 1 y, O, Y O2 cercanos a 90. A esta cuña la representamos por W. 

44 



El hecho de tomar W sin importar qué tan pequeña sea e iterarla bajo jo (z) cs lo que provoca la 
aparición de la sensitividad, ya que las imágenes de fi¡n (W) irán haciéndose cada vez mas 
grandl~s hasta que poco a poco se encuentran con todos los puntos en el plano. con por lo 
menos una excepción. Esto significa que la k-ésima imagen de W se "acercará" a algún punto 
atractor dentro o fuera del círculo del que inicialmente partió. Ver la figura 3.4.3. 

Figura 3.4.3. Aquí rl ~O y r1-).oo. 

Como se ve en la figura anterior, lo (W) hace que W se vuelva cada vez más grande en cada 
iteración. El radio mayor. r2, aumenta hasta el ro, mientras que rl decrece ha'ita converger a cero. 

De manera similar. cada ángulo del trozo de cuña se duplica en cada etapa. Dc este modo vemos 
que no importa lo pequeña que sea \V ya que bajo iteración se expande hasta alcanzar un puntl) 
en el plano (con el cero como una excepción). 

2) La transitividad topológica (definición 3.2.2): 

Un mapeo que es topológicamente transitivo tiene puntos que bajo iteración se mueven (a la 
larga) dt: una vecindad arbitrariamente pequeña a otra. Por consecuencia, el sistema dinámico nn 
se puede descomponer en dos conjuntos abiertos disjuntos los cuales son invariantes bajo el 
mapeo. 

Tengamos en cuenta que si un mapeo llene una órbita densa, entonces es topológicamrntt: 
tídllsitiva. 
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Demostración. 

1) Los abiertos de S I son 

y están generados por O n Si, donde D son discos abiertos en iR
2

. Ver la figura 3.4.4. 

s' 

/ 
D 

, 
Figura 3.4.4. Los abiertos de S 1 son A~n S generados por DnS'. 

Cada abierto u =" DnS I . 

2) Sin pérdida de genualidad. 

Sean u. v dos conjuntos abiertos. tales que 

U~D"SI, y V~D"SI 
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y sea O un disco abierto. Ver la figura 3.4.5. 

~ ___ s' 

v 

Figura 3.4.5. El conjunto v estará cubierto por fl! (u). Aquí u y v están dados por DnS l. 

Como explicamos en el caso anterior, 

Existe n tal queJ" (D):::>SI, es decir, J" (D) cubre a Si. 

Como.f"(u ):::> Si:::> V, 

Por tanto, tenemos que .f" (u) nV;t0. • 

3) La densidad de puntos periódicos: 

Primero, damos un punto periódico en un arco de la fonna 0 1 < 9 < 92. Esto quiere decir que 
debemos encontrar un n )' un e tal que 

con 0 1 < 0<02• 

Ahora, 
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Como hemos visto, Io(e'o ) = !o(el
( O+2h¡). Entonces 

Para k, 11 enteros. Esto es, e debe satisfacer lo siguiente: 

9 = 2 k,,-
2" - 1 

donde O :$ k < 2" -l. Dc esto, los puntos periódicos de periodo n para / son las 2"-1 raíces de la 
unidad, y los números complejos con argumentos 21m I (2"-1) son distribuidos en lodo el círculo 
con longitud de arco 

2rr 

2" -1 

entre los puntos sucesivos. 

Si elegimos n tal que 

2rr 
--<9 -9 
2" _} 2 I 

garantizamos que hayal menos un punto con argumento 

2krr 

2" -1 

entre 8 1 Y 02· Este punto es periódico de periodo n. De todo esto se sigue que el conjunto de 
puntos periódicos son densos en Si, pues fon expande el arco I el - e21 < E, r '1 suficientemente. 
tal que su imagen cuhre a SI. 

Para resumir. un sistema caótico tiene tres ingredientes: 

- La impredccibilidad. 
- La indescomponibilidad, y 

- Un elemento de regularidad. 

Un sistema dinámico es impredecible debido a la dependencia sensitiva a condiciones iniciales. 
No obstante. en el centro de este comportamiento aleatorio tendremos un demeDIO de 
regularidad, a saber, los puntos periódicos los cuales Son densos. 

El sistema dinámico es indescomponiblc si hay una órbita que entra poco a poco a una región 
preasignada en el plano, sin importar lo pequeña que esta sea. Así que, esta órbita se acerca 
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arbitrariamente a un punto cualquiera en e, y no podemos separar el sistema dado en dos 
subsistemas separados que se comporten de manera independiente. 

El hecho de que un sistema dinámico no pucda descomponerse en dos subsistemas (dos 
subconjuntos abiertos e invariantes) los cuales no actúan bajo l debido a la transitividad 
topológica). 
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Capítulo 4 
Conjuntos de Julia 

La investigación en matemática experimental ha abierto la puerta hacia una gran cantidad de 
estructuras fractales. imágenes y formas fantásticas que se desarrollan como sistemas 
dinámicos complejos. Estos, tienen una estrecha relación con el orden y el caos, ambos en 
coexistencia. Estas estructuras construidas van más allá de nuestra imaginación y en muchas 
ocasiones las encontramos al verlas en la vida real, ya que se a~emejan a famlas y a 
comportamientos de fenómenos de la naturaleza. Por ejemplo, la actividad de las hormigas en 
los hormigueros, la estructura cre-ada por la caida de un árbol en un bosque. la forma de un 
helecho, etc. 

La belleza y complejidad de mapeos que reprt':sentan cálculos iterativos de Julia ha sido 
explorada recientemente gracias a los a\'ances en computación. Benoit B. Mandelbrot ha 
extendido la teoría y representación gráfica de la iteración de funciones como una nueva rama 
de las matemáticas llamada Geometría FractaL 

Los fractales representan a objetos rugosos o patrones en los que sc obsel\ a la 
autosimilaridad, esto es, no importa qué escala se utilice para ver una porción de la imagen 
fractal, pues la parte amplificada se parece al patrón original. 

Funciones en el plano complejo. tan simples como.fc (z) i + e resulta ser un patrón a partir 
del cual obtendremos las gráficas fractales y la fomla que tenga dependerá dd valor qu~ se le 
de al parámetro c. 

Para establecer las propiedades básicas de los conjuntos de Julia tomaremos en cuenta los 
conceptos matemáticos de familia nonnal de funciones analíticas y el teorema de Montel. 

De aquí en adelante supondremos que J es analítica. 

4.1 Familia Normal 
Sea {Fn} una Ü'unilia de funciones analíticas complejas definidas en un conjunto abierto t lec' 

Con frecuencia, para nuestros propósitos. Fn será la n-ésima iterada de un mapeo F. pero por el 
momento adoptaremos un punto de vista más general. 

Definición 4.1.1. La familia { Fn } es una/ami/ia normal en U si toda sucesión de las Fn's 
tiene una subsuccsión, la cual cumple cualquiera de las dos condiciones siguientes: 

1. Converge uniformemente en subconjuntos compactos cerrados de U. ó bien 
2. Tiende a 00 en lJ. 

so 



Por el teorema de Liouville, esto significa que la subsucesión converge a una función analítica 
acotada o bien a 00 en cada componente conex() de U. La familia {Fn } es normal en el punto w 
de U si hay algún subconjunto abierto V de lr que contiene a w, tal que {rn} es una familia 
nOnTIal en V. Esto equivale a decir que hay una vecindad V de w en la que toda sucesión 
tomada de {Fn } tiene una subsucesión unifonnemente convergente en una función analítica 
acotada o a oo. 

Ejemplo 4.1.1. Sea F(z) = az con la I < l Y sea el conjunto F" (z) = F" (z) = a" z, es decir, la 
n-ésima iterada de F. Entonces {Fn } fonna una familia normal de funciones en un dominio U 
~ e para todo z en 11;, en donde Fn converge unifonnemente a la función constante cero, pues 
a n tiende a cero cuando n---+oo 

Ejemplo 4.1.2. Sea F(z) = az con la I > 1, entonces la familia del ejemplo anterior es nonnal 
en un dominio W que no incluye al cero, pues en W, {Fn } se va al 00, es decir, cwnple la 
segunda condición de la definición 4.1.1. Pero la familia no es nonnal si el dominio incluye 
al cero. De hecho, en toda vecindad del cero hay un punto z para el cual 1 Fn (z) 1 es 
arbitrariamente grande para algún n, lo cual nos conduce a que una vecindad U cumple que 

U F"(U) = o:: 
" , 

que por Liouville no puede ser analítica. 

Estos ejemplos muestran que los conjuntos de Julia de mapeos de la fonna F(z) := az, o de 
manera más general, F(z) ~ az + b son totalmente simples. Por tanto, este tipo de mapeos los 
descartamos y aquí consideraremos los polinomios de grado mayor o igual a 2. 

Definición 4.1.2. La familia {Fn } no es nonnal en =0 si la familia deja de ser una familia 
nonnal en toda vecindad de Zo. 

Proposición 4.1.1. Sea F analítica y supóngase que Zo es un punto ftio expansivo para F. 
Entonces la familia de iteradas de F no es normal en 7{l. 

Demostración. 

Supongamos que { Fn } es normal en una vecindad de 20. Ya que F n (zo) ,o" Zo para toda n, se 
sigue F n (z) no converge a 00 en U. 

De este modo, una sucesión de { Fn } tiene una suhsuccsión { Fn i } la cual converge 

unifoonemenle a un subconjunto G de 0::. De aquí, I ( F" i ) , (zo ) I -> I G' (zo ) l. Sin 

embargo. I ( Fn i )' (zo) 1---+00. Entonces, esta contradicción establece el resultado. 

Es claro que la proposición 4.1.1 se extiende para puntos periódicos expansivos .• 
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4.2. Teorema de Montel 
Teorema 4.2.1. Supongamos que (Fn} es una familia de funciones analíticas definida en un 
dominio U. Supongamos que existen a,htC, con a:j;.h, tal que Fn (z) :t a y h, para toda n y 

todazEU. Entonces. {Fn J es una familia normal en U. 

Demostración. Consúltcsc ( l1J. 

Como consecuencia del teorema anterior tenemos, 

Teorema 4.2.2. (Teorema de Montel ) 

Sea (F, } una familia de funciones analíticas complejas definidas en un dominio abierto l'. Si 
{FI! } es una familia no nonnal. entonCes para todo WEC, con a lo más un3 excepción, 
tenemos que Fn (z) ~- w para algún ZE U y n>O. 

Este teorema dice que si hay una familia de funciones {Fn } acotada unifonncrncnte. cntclOces 

la familia es normal. También atinna que las familias de funciones no normales toman todo 
punto excepto, posiblemente, un valor complejo zo. Para la demostración consúltt!se I t t l. 

Una de las consecuencias más importantes dc que una familia deje de ser nonnal en un punto 
dado es que la familia de funciones debe lomar virtualmente todo valor en una vecindad del 
punto. Este resultado es una variante del Teorema de Montel. 

4.3. El Conjunto de Julia. 
Definición 4.3. t. El Conjunto de Julia de una función analítica f, J( f), es el conjunto de 
puntos donde la familia de iteradas { .f n } es no normal. El Conjunto de Fatou, F( f). es el 
complemento del conjunto de Julia, es decir. los puntos donde la familia de iteradas {lO} es 
normal. 

Ahora bien, si f(z} - Gn Z o + Gn _1 Z n-I + ... + Go es un polinomio. el ro es un atractor (como 
vimos en el capítulo 2, sección 2.4.1) Y tiene su cuenca de atracción 

A(oo) - (ZEa:: J" (z) ->00. con n-> ro} 

La frontera de A(oo) a A(oo) está formada por la cerradura de los puntos periódicos 
expansivos y porlo tanto. aA(oo) - JUl. (ver teorema 4.6.1). 
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Por conveniencia de exposición tomaremos de aquí en adelante a f: a:: ..IX como un 
polinomio de grado n'2.2 con coeficientes complejos 

j (7) '"" (Jo + a, z t a] i + ... + (In Zn. 

y escribimos f.o (z) para denotar la función f.o (z) ~ z' + c. 

Como vemos, estas funciones analíticas tienen un conjunto de Julia que es un sistema 
dinámico expansivo bajo iteración de f y, es el "lugar" en el que toda función compleja es 
caótica. Por ejemplo, 

parac~O J(Jo) ~ { z: I z I I} es un circulo de radio l y con centro en O, 

Para todos los otros valores de e, el conjunto de Julia es un conjunto asombrosamente 
complicado. De hecho, es un fractal, pues J (/c ) tiene cambios "dramáticos" en su estructura, 
al dar diferentes valores a c. 

Como puede verse. para c --' O el conjunto de Julia no es un fractal. 

Para valores pequeños de e en Ic (z) ~ i + e, J([c) difiere ligeramente de S' pero es una 
curva fractal corno está indicado en la figura 4:3.1. 

Figura 4.3.1. Para valores de e muy pequeños, J( f ) se parece a un circulo muy 
"distorsionado". 

El conjunto J([) , aA(oo) es el objeto central de nuestro interés dentro de la teoría de iteración 
en el plano complejo It. 

Junto con A(oo) y aA(oo) tenemos un tercer objeto: 

K .' a:: -A( "') ~ {zo E a::: ¡' (zo) está acotado para toda K.} 

A este conjunto se le conoce como el conjunto de Julia lleno. A partir de esto resulta que 

i'K J(J ) " aA(oo) 
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es decir. J(j ) es la frontera entre la" órbitas cuyo atmclur es XI y la .... 4ue pcnnanl!ccn J.cotada .. 
e uand,) k· -.JoOO. 

Entonccs el plano complejo sr.: descompone en dos regiones el conjunto estable. qur.: consiste 
del conjunto KuA(oo) J(f)) el conjunto ('aót;co, que es el conjunto de Julia. en honor 
al matemático 

fmncó Gaston Julia quien estudió por primera vez este conjunto a principios del siglo xx. 
(Ver el teorema 4.3.2) 

Ahora introduciremos los concl!ptos básicos que conforman la teoria de los conjuntos de Julia: 

A) J( f) == la cerradura {del conjunto de todos los puntos periódicos cxpansi\os de f (=) }. 

Para la demostración consultar 161. 

B) Desde el tiempo de Pierre Fatou y G. Julia se ha definido a J( f ) como el conjunto de 
puntos en el que la familia de iteradas de l (z) dejan de ser normales (ver el teorema 4.3.1). 

Proposición 4.3.1. Sea f un polinomio de grado 11 ~2. Entonces J(/) ~ '2. 

Demostración. 

Si J( f) :- 0 todos los puntos son nomlalcs con respecto a la familia : J 11 :. Como J) es 
atractor, entonces A(O'J) """" IT'. Entonces. no hay puntos fijos. Este hecho d~temlina el 
resultado l. 

Proposición 4.3.2. Sea In la n-esima iterada de r. entl"n(.'es J( ( ) = J{ ¡n ). 

Ocmostrarión 

J(fn )"' la cerradura {de los puntos periódicos expansivos de rn I ~ 
.1( f ) ,--- la cerradura (de los puntos periódicos e'<pansivos de f l 

l. Para demostrar que J( j) J( f " ) primero debemos probar que dado un entero p?:2 
tenemos que 

J( I " ) e J( f ) 

Sea =E J (I n ), por lo lanto existe m tal que 

( r ") m (z) ~ = y I ( f ) "" (z)' ! > 1 
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Entonces si p o- mn 

Por lo tanto = es periódico para .f y puesto que ¡ ( f )p (= )' I > 1, entonces es expansivo. 

2. Ahora. debemos Jemostrar que.l( f ) e J( f" ). 

Sea ; un punto en J(J). Entonces, existe p tal que 

f ' (= ) ~ z. entonces f "P (z ) ~ z. 

y además 

entonces 

Ij"'(zrl > 1 

por tanto 

zE.I(f")· 

De esto se concluye que J(f ) ~ J( f" )_. 

El siguient~ teorema muestra que las dos últimas ddinicioncs de J( f) son equivalentes. 

Teorema 4.3.1. Je f) == {Zc.(C /la familia ¡ In} no es normal en :.112'0}. 

Demostración. Hemos mencionado que {In} no es nonnal en un punto periódico expansivo 
(ver proposición 4.1.1). 

Como J( j) '-'- la cerradura {de los puntos periódicos expansivos} entonces J( .f) está 
contenido en el conjunto de no normalidad. 

Debemos demostrar que 

1.J(f) e {f " l y 

2. J(f)::::> U": 

1. J( f) e {f 11 }. Si =( J( f), por el teorema 4.3.1 z es no normal. 
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2. Para J( I):::J : j n L si =E t : f n: no es nonnal : hay que probar qUl' para todJ \l:cind.1d u 

de = existe WEU que es pl!riódico expansivo, Consideremos la órbita de u' 

por el teorema de Monte!. el límite cubre lodo 1I: excepto a lo mas IIn punto, Por lo tanto. 
existe N tal que iN (u) n u;¡:. 0 de hecho. f" (u):J u. Sea h una ram~ del mapco 

inverso l N (u ), esto es. 

, 
h:f' (u)-> u. 

es una contracción y, por lo tanto tiene un punto fijo w. o sea 17(H') .,- w. TomanJ\\ ill\l'r:-.os 
tenemos, 

(lI')~h '(w)= ('(11') 

por lo que w es un punto periódico. si 17 es contracción rN es expansión •. 

A partir del hecho de que J(f) ... 0 (proposición 4.3.1) podemos encontrar un pun!,) periódico 
expansivo zo, Por la proposición 4.3.2 podemos suponer que Zo es un punto fijo para r. Dc~ido 
a que el conjunto de pUlllOS periódicos expansivos es invariante bajo/. decimos qUl' JI f) C':- un 
conjunto perfecto. Esto significa que (corolario): 

Corolario 4.3.1. J(j) es completamente invariante. o sea que J(I ) "( , (J( I )). 

Demostración. 

Debemos demostrar que 

a) J(f) e j '( J(f)) 
b) J(f):::>J '( J(f)) 

a) .t(j) e J '( J(f» 

Sea zeJ(f) y sea ti una vecindad de z, entonces {In (u I)} es no nonnal . y por tanlO 

(fa !"(u,)} 

es no nonnaL 



Por lo tanto 

(1:)..11 fI 

) 

:' / 1 J( fI 

b) J(/) col 1 (J(J)) 

Sea w€l(f) entonces f(w)d(f). Sea V cualquier vecindad de w. Entonces l(V) es vecindad 
de J(w). Como 

Irl I l· I "V ¡ J 

es no normal. Entonc~s {I"! {IV"., I} es no normal •. 

De la demostración anterior decimos que si LrO} no es nomlal en Zo ,entonces {In} tampoco 
es nonnal en una imagen inversa de zo. usando el teorcma 4.3.1, si znd( f}, entonces 
f 1 (:0 )E Jcn también. 

A través de esto. entendemos que l(f) contiene todas la" imagenes hacia adelante. además de 
las preimágcnes de puntos en l. Como consecuencia, el compl~mcnto de J( f ) es también 
completamente invariante. 

Ahora daremos algunas propiedades del conjunto de Julia para mapeos cuadráticos 
f~ (z) ~ z' +e. 

Proposición 4.3.3. (Criterio de Escape). Sea lel >2. Supongamos que Iz I ~ le l. Entonces 

fn, (z) -) f.. con n +x.. 

Demostración. 

Por la desigualdad del triángulo tencmos, 

li +('1 ~Ii 1- lel 

~I:I(I:I-I) 
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I)ado qUl.' Z >2. ha) un A. > O tal que. !:,-I>l·i .. Dcesto. 

En particular, iz1 -tc > iz!. Aplicando repetidamente el mismo argumento, encontramos 4UC 

1("(z)l> (1+).)'lzl 

De este modo, la órbita de z tiende a co •. 
De lo anterior notamos que, si 1:1>2. entonces I !~ (0)1 'c:1>2. Entonces. la órbita de O. d 
punto crítico, necesariamente escapa al infinito si 1 e 1 >2. 

Proposición 4.3.4. Sea zOEJ(f). Entonces 

ur'(zo) , , 

Esta proposición nos da un buen algoritmo para graficar los conjuntos de Julia. Para esto. 
simplemente encontramos un punto fijo expansivo para f y calculamos sus preimágenes. 
También podemos utilizar esta idea para describir por completo algunos conjuntos de Julia 

Una consecuencia de lo que hemos mencionado es lo siguil.'nte, 

Corolario 4.3.3. J(f) tiene un interior vacío. 

Demostración. 

Si J(f) tiene un conjunto abierto U contenido en el, entonces debido a la imariancia bajl) 1: 
al teorema de Montel J(f) = Q; {un punto a}. Sin embargo. esto no puede ocurrir ya que la 
cuenca de atracción de co sería un punto. 

llacemos notar que los resultados de esta sección no son ciertos para las clases mas generales 
de mapeos analíticos, tales como mapeos racionales o funciones enteras. 

Teorema 4.3.2. !c (z) es caótica en J(f,). 

Demostración. 

Sea u = v I n J un abierto en J. Tenemos que para f. J: j->.1 es caótica. Por la propiedad (B) la 
familia de funciones {f Jl } no es normal en z. Si =EJ entonces, 

v, , f (v, ) .... J' (v , ) .... 



no converge (ver figura 4.3.2.1). Más aun, 

"Ii~ ... fll(Vz} IX - a lo más un punto 

sino seria nonnal. Consultar (61. 

[ 

Figura 4.3.2.1. La función f n (u) cubre todo J. y In (v 7) cubre todo el 
el plano complejo excepto un punto. 

Entonces si u e J es un abierto, entonces existe n tal que fn (u) "" J. De esto tenemos que se 
cumple que: 

(1)/es transitiva en J. 
(2)fes sensiti\-a a condiciones iniciales. 
(3) Ver la propiedad (A). 

Por lo tanto fe (z) es caótica en J( J~ ) •. 

A partir de la teoría expuesta en la sección 4.1, tenemos lo siguiente: 

Coroloario 4.3.4. Si u-J(f), entonces la familia de iteradas Lf": deja de ser nonnal en z. 

Coroloario 4.3.5. Sea F un mapeo analítico. Sea Zo eJ(F} y sea U una vecindad de Zo , 

entonces 

U F"(U) 
" , 

omite a lo mucho un punto en C. 
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Demostración. 

Si F 11 (U) omite dos puntos, entonces ( F n :debc ser una familia llomlal en U. 

De este modo, el peor comportamiento posible de la familia de iteradas de F en una vecindad 
de un punto en el conjunto de Julia es que este omite un valor en (L. Esto puede ocurrir. 
como lo muestra el ejemplo fo (z) :o- i. El conjunto de Julia para este mapco es el circulo 
unitario y, si U es un conjunto abierto el cual se une con SI pero no con el O, entonces 

uF'(UJ ~ <1:-(0) 
n~1 

Corolario 43.6. Si Zu eJ(j), entonces para toda vecindad U de Zo, se cumple que 

. 
uj;(U)~<I:-(;,) ó =/f 
mN 

Esto significa que por muy pequeña que sea la vecindad. irá creciendo (bajo fllt ) hasta que 
llegue el momento en que cubra todo el plano <C. 

Ejemplo 4.3.2. Sea fo (z) =; . La figura 4.3.3 muestra esto que acabamos de mencionar. 

Figura 4.3.3. Se toma una vecindad muy pequeña de Zo f::.J(fc ) y bajo f~ (z) obtenemos otra 
mucho mayor. Si tomamos una vecindad en el interior del circulo. entonces bajo l. (:) se hará 
muy pequeña hasta converger a O. 
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4.4. La geometría de los Conjuntos de Julia 
de la familia cuadrática l + c. 

Los conjuntos de Julia no son curvas suaves o "lisas". pues su nalumleza fractal las vuelve 
complejas, con formas "rugosas" y "extrañas". Como hemos visto. los conjuntos de Julia se 
generan por iteración de una función analítica. En particular si fez) c; i + e cuyo conjunto dl! 
Julia para c---tO es I z l---t 1, una curva cerrada con frontera no suave. Este "círculo rugoso" 
(figura 4.3.1) limita las cuencas de atracción de O y de oo. 

Los puntos fijos de lo: (z) también se pueden obtener mediante la ecuación 

l ± .¡¡-:-;¡;, 
=1.1 =: ------

2c 

con c<I/4. Esto nos ayuda a obtener los ceros de!c (2') - Z = O. 

Proposición 4.4.1. Supongamos que ¡c!< 1/4, entonCes el conjunto de Julia det: (z) es una 
curva cont:xa. 

Demostración. Demostraremos esta proposición en dos paI1t!S. En la primera probaremos que 
las imágenes r[, r 2 

, r 3 
, .•. de un círculo f'o bajo fe están en la cuenca de atracción del 

infinito si 1 'o está en esa cuenca y. además. veremos el comportamiento de estas curvas en 
A(ro). 

Por otro lado. consideraremos las prcimágenes ,-[, r-~ , r-1 
, __ de ro, y probaremos entonces 

que el conjunto de Julia es l· que será una curva conexa. 

Primera parte. 

l ±.JI= 4c 
Consideremos 1-4(' ,,= O (de;: "" . - -- - -- ). Corno sabernos, para c "" Y. Ic tiene un punto fijo 

2 
ncutral. 

Demostrando cada uno de los siguientes lemas demostraremos esta proposición. 

Lema 1. Si I z I >2. entonces ZE A( <Xl) para todo c. 

Lema 2. El cero es el imico punto crítico de fe y cntonces si le I < y~, I r..n ( O ) I < 2 para 
toda n~O. 
Lema 3. Sea ro = 1= I I z I =3 } está en la cuenca de atracción del infinito. 
Lema 4. ro es atractor. 
Lema 5. La órbita de cero permanece acotada si I e I <' 114. 

61 



Como ya vimos en los capitulos l y 11. para !1;'(2): > 1, zEA(co) y, por lo tanto L J e ¡\(:r.:I. 

Antes d~ proc~,'dcr a prohar los lemas lt:ngamos en cucnta la siguiente figura: 

Figura 4.4.1. Las imágenes de ro -' bajo Ic, se encuentran en A(ro). 

La primera consideración de la figura 4.4.1 es que ro e rl , lo cual mostran:mos junto con el 

lema l. 

Demostración del Lema 1. 

El lema 1 dice que si 1 z 1 >2. entonces zEA(oo). 

Debemos mostrar que si 1 Z 1 >2. entonces 1 .h ( Z ) 1 > k 1 z 1, para k ,,1 Supóngase que 
k~ 1.001. Tenemos4ue Izl>2, 1,,1< 'l •. 

I , eJ 
Supongamos que 1 i + c.: I $ k I z 1, entonces I~ z~ ~1:5 k. 

Aplicando la siguiente regla 
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tenemos qu~ 

'1 I Iz --,$k 
41z1 

Al suponer que z toma el valor 2, y que k = 1.00\, obtenemos 

2 - 1/8 < k "" 1.875> k. 

Por lo tanto, 

Aplicando lo sucesivamente a 1 lo (z) 1 > k 1 z 1, tenemos que 

Ir.' (z) 1 > kl lo (z) 1 > kklzl 

1.f;"(z)l>k" Izl 

y de esta manera garantizamos que Z EA (co). De esto, entendemos que:;j 

entonces.f( ro)' r,:::> ro. 

Demostración del Lema 2. 

Para esta demostración tengamos en cuenta que para un = dado su órbita es 

.fe <:) = i + e 

f} (o) = [o' + eJ' + c' [.r. (o)J' + e 

.1;' (=) = I =' + el' + e ¡' + e' [ f/ (z)J' + e 

El cero es el único punto crítico de .f.:. y entonces ! j~n ( O ) I < 2 para toda n "2: o. 

Debemos probar que la órbita de O sc encuentra en un círculo de radio 2, y por esto, la órbita 
de cero no se va al infinito. 
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Dc este modo. la órbita para :z ~. O, es 

lo 1_1 el, le' + el, I (e' + e)' + el, _ 

Como le 1 1,4, debemos demostrar que j;;n ( O ) < D, para un <5 > O. Con esto demostmremos 
que la órbita de cero es menor a 2. 

Supongamos que le 1 < Ú, entonces ~ < D. Supóngase que Ic" ( O ) < D, entonces tenemos que 
demostrar que si 

entonces 

En principio, tenemos que 

Ahora, 

I Jc" ( O) I ~ I [fo" - I ( O )]' e e I 

IR' ,1 (O) I ~ I [ Jc" ( O )]' t e i 

Tomemos 81 + 1 e 1 < D de la desigualdad anterior, con lo cual encontmrcmos el valor de el. 

Resolviendo 82 
- <5 + le 1 = o, vemos que 

1+ JI- 41el 
---->15 

2 

I+JHlci 
Paso 1. I lo ( O ) I ~ le I < 0, es decir, lel < _ Resolviendo 41c I ~ O, obtenemos 

2 
le I ~ 0_ De esto vemos que 

I I+JI-4Ic¡ 
-- < 15 < --'-------'----' 
2 2 

(4.4_1) 
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1:5to satisface la desigualdad (4.4.1) y, por lo tanto, demuestra que la órbita de O \.'~ m¡,;l1l)[ .1 

2, es decir S\! cncu¡,;ntra dentro del circulo de radio 2_. 

Demostración del Lema 3. 

La demostración del kma 3 se deduce de las demostraciones que hemos hecho :;obrl' lo~ 

lemas 1 y 2. Esto es, la curva 

Demostración del Lema 4. 

La demostración del Lema 4 se ve a partir del hecho de que 

es decir, 
1 Jo" (z) 1-->00. cuando n-->oo •. 

Demostración del Lema 5. 

La demostración del Lema 5 se ve también con la demostración del Lema ::!. Es J~cir. para 
z = O. tenernos que 

1 j;" ( O ) I < 2, para toda n ;'0. 

Por lo tanto. la órbita de O pennanece acotada_o 

Veamos ahora cómo se comportan las imágenes de ro en A(co). 

Como la curva ro es un círculo de radio 3. tenemos ro que es una curva simple y cerrada. 

Supongamos que la curva rE ::;: fe ( ro) es también simple y cerrada, entonces /,:"'(r"l = I les 
también simple y cerrada. 

Analicemos ahora el comportamiento de la k-ésima imagen de ro. Sea r k una CUITa en Al=': l. 
La figura 4.4.2 muestra esta curva. 

6, 



o 
Figura 4.4.2. Imágenes de ro bajo fc. 

Sea IV un punto en lk. Este punto tiene sit::mpre dos preimágenes C/r Y q2 en r" _ l. La razón de 
esto es que 

Z2 + e = w, ( o sea .fe (z) :.= W. 

z=±,)w-c 

Es decir, para un punto zerk_l, hay un punto imagen w, bajo f~ (z), en r". Las dos 

preimágenes de w son Zt = Jw - e y - 2r. En pm1icular, j~ (O) = e es el único punto que no 
tiene dos preimágenes. 
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Para que I'~ sea una curva conexa necesitarnos que su prcimagen r~_1 nLl se intersccte a sí 
misma en algún punto de ella. Esto es, no debe ocurrir lo que se observa en la figura 4.4.3. en 
['k_l. 

Figura 4.4.3. La curva f k_J se intersecta a si misma fonnando un ·"Iazito". 

Sean qJ Y q2 las dos preimágencs en 1"_J de WE 1". Consideremos ql Er"_J y que 
(f('1\ ))'" O, Si sucediera que f' ('1\ ) ~ O, estaríamos diciendo que OEA(oo), lo cual no es 
cierto, según el lema 1, ya que la órbita de O no está en la cuenca de atracción del infinito. 

N 

D 

Figura 4.4.4. Esta situación no ocurre. 

Luego. existe una vecindad N de ql tal que N(ql )---+D(w). Como N(ql )---+0(1.1') debe ser 
homeomorfa, la situación de la figura 4.4.4 no ocurre. Esto es. la vecindad N(qJ ) no es 
mapeada en la vecindad D(w). 
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"\¡ la cLIf\"a 1'''.1 tmiera la forma de la figura 4.4.5 

Figura 4.4.5. Curva no conexa. 

y si .k (l·,., ) fuera la curva de la figura 4.4.6 

Figura 4.4.6. Curva conexa 

j' supusiéramos que 

N(q, ), N(q,) --->0(1<'). 

estaríamos equivocados, ya que lampoco esto es cierto. Por lo tanto. las curvas 

son curvas simples si ro y r 1 son simples. 

Segunda parte 

En la segunda parte de la demostración de la proposición 4.4 I tomar~mos las prcimágcncs de 
I'n Y veremos que el conjunto de Julia es una curva conexa. 

Supongamos que ro es un círculo muy grande en la cuenca de atracción del inlinito. Todas las 
preimágenes uc ro están contenidas en el interior de r41 . inclusu d conjunto dt! Julia. El 
propósito de tomar las imágenes inversas de 1"0 es "acorralar" al conjunto de Julia y luego 
demostrar que J(/) es unu curva conexa. Esta idt':a se aprecia en la figura 4.4.7. 
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J(fe) '" 

~~)A' 
/ 
~ 

r-' =¡-' (ro) 

Figura 4.4.7. La curva ro EA(oo) contiene en su interior a las curvas rol, r -2. incluso al 
conjunto de Julia. 

Sea NEA(oo) el ahillo definido por las curvas ro, y r-I, 

A, 
Figura 4.4.8. Llenamos la región Al por muchos rajOS perpendiculares a ro ya f-l, 

SC<:I ahora Al la región entre /,1 (ro) f-l Y f·2 (ro) "" f-2. Entonces F: Al -+ N en la 
fonna2a 1. 
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Tomemos ahora la sucesión 

int ro 

int f-t L int ro 

···c D c D c Do -2 - I 

El límite definido por 

es un conjunto conexo (por topología) y su frontera es le que por lo tanto es conexa_o 

Figura 4.4.9. Representación dellímilc D _ YJ 

Ahora veremos que si ! el> 2 l(!) es disconcxo. 

ro 
n D. 

i O - I 

Teorema 4.4.2 Supongamos que le I >2. Entonces la órbita de O escapa a infinito bajo .~. 
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Demostración. Restrinjamos ahora nuestra atención para el caso Il: I >2. Sea D el cJiSCl..l 

cerrado 

(o: Izl< lel: 
Entonces, el conjunto de Julia lleno de .1 ~ e~tá dado por 

D u l . .. (D) 

donde !c' n (O) es la pn::imagen de D bajo !c n ,esto es, 

.k" (D) (z 1 ti' (z)EDI 

Esto se sigue ya que si z~D entonces, existe leO tal que!cl.. (z)~D y así, la órbita de z tiende a 
infinito por el corolario 4.4.3. De esta manera para comprender a K: sólo necesitamos 
entender la intersección infinita •. 

El siguiente corolario es una refinación del criterio de escape que vimos en la proposióón 
4.3.4 de la sección 4.3. 

Corolario 4.4.2. Supongamos que I z I > máx { 1 el, 2 }. Entonces, 

I/,"(z) 1 >(1+1..)" 1=1. 
y así, 

l!cll (z) 1--)-00 cuando l1--)-ro. 

Aquí observamos que si !!cl.. (z) 1 > máx { le 1.2} para k 2: 0, cntonces podemos aplicar 
este corolario a ! ¡;/ (z)! para encontrar: 

Corolario 4.4.3. Supongamos que para un k;;:.:O tenemos 
Entonces, 

1/0'" (z)I>(1 +1..) 1 /0'(2) l. 

Así, 

I !cll (z) I ~ ro, cuando n ~ oo. 

Este corolario nos da un algoritmo para calcular el conjunto de Julia lleno de I~ para alguna c. 
Calculamos la órbita de un funto z que cumpla que 1 z L; 1 e l. Si para un 11, len (;) cae tuera 
del círculo de radio más { le. 2} garanti7.amos que la órbita escapa a infinito. A partir, de esto 
decimos que z no está en el conjunto de Julia IIcno. Por otro lado. si !lcn 

(z) I 110 rebasa t:sta 
frontem, entonces, por definición z está en Kc. 
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Digamos ahora que e denota el circulo de radio I (' I con centro en el origen. Notemos que e 
es la fronlem de D. Lo primero que tomamos en cuenta es preguntamos ¿qué Comla tiene 
j;"'(D)? 

Sea r = U;-I (z) I I z I = I el}. es decir. r es la prcimagcn del circulo 1: I = le! con centro en el 
origen. Para obtener el conjunlO y debemos sustraer ,. de algun de algun punto wen C. Esto 
tiene el efecto de trasladar el circulo e que está ccntmdo en -L' y en efecto, pasa a tra",cs del 
ongen, 

Figura 4.4.10_ l.a preimagen de i: I -1 e I tiene la forma de un --S". 

Vemos que el O es la lInica preimagen dc un punto e en ¡:: 1 . ! (' 1. micntr,lS que todos los 

puntos en 1=1 = I e I tienen dos preimágenes. una po~iti\a ~ la otra negati'va. 

Entonces. calculamos las mices cuadrada.s complejas de todos los punto-- de este nuc\o 
circulo, como St! explicó l'll d capitulo 1. Esto produce una curva en forma de "8", como se \ e 
en la ligura 4.4.10 

Aquí y está cn el interior del disco 1:: I S le! . Ahora. dCl:imo ... 4lh.: y es prcci ... amcnte la cur\<l 
tlue til'ne 1{.lm13 de "R" 

Notamos que le· 1 
( (' ) está totalmente contemda en el interior de D ~ tamhh.'n \CIllOS que los 

puntos dentro de son mapeados al interior de y. Una prq!Unla l\UC podemt's hacerno ... es la 

slguil'ntc, ¿a dóndl..' \ an JII" puntt1s fuera dI..' y (y dL'ntnl de y) .) 1.;:1 rl'''puL'sta l", que e:-.hl:-' puntos 
son marcados alexlerior dd circulo e, es decir. tiendl'n a inlinito. De e .. to. C"I{IS punlos e"t<Ín 
en el conjunto estahle I\demús. por el Principio {kl nmpL'1l en la fronlt'ra. I~ I ( f) ) e:-. 
precisamente esta ligura dd "8", junto con sus dos petaJos interiores. [)enoh,'11l0S a esto" dos 
petalos por In y 1I cOlno ... e ve en la li;;um -lA 1I 
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c 

-c 

Figura 4.4.11. La imagen inversa del círculo e es una curva con forma de "8". 

Notemos que lu Y f, están simétricamente ubicados con respecto al origen y que .fc mapea cada 
uno de ellos en [) en la forma I a l. 

Ahora. elegimos un r < I e I de forma tal que y está contenida en el interior del disco [) dado 
por I z I:$;r. La prcimagen del disco D. consiste de dos conjuntos simples y conexos. uno en 
cada pétalo del "S", 

~\ 
( X \ © 
~ 

Figura 4"'.12. La prcimav,cn del disc(I () !->on dos cur'vaS. una en cada petalo del "~". 

Cada uno de estos discos ':'011 marcados difcomórficamcntc sobre 1 = I $ r. 

Ya que /~ es I a I en lo y 11 • Y I~ -, ( e ) está contenida en el inlerior de D. se sigue que 
/~ -2 ( e ) es un par de cur\as pcquci'ias en torma de "8", una contenida en el interior de 111 y el 
otro i.:n el interior de I t . 
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Figura 4.4.13 . . fc-1 (e) consiste de dos curvas en fonna de "8". 

Invocando de nuevo el Principio del mapeo cnJa frontera, encontramos que /.:.-2 (O) consiste 
de dos tiguras en fomla de "g" junto con sus cuatro pétalos, los que definimos como: 

loo; (ZE lo I /o(z) E lo} 
1" = (ZE lo I /o(Z) El,} 
110 = (ZE 1, I .fc(z) E lo} 
1" = (ZE 1, I .fc(z) El,} 

Figura 4.4.14. Construcción de 1011 , [01 , [JI) • Y de 1\\ . 
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Continuando de esta manera, vemos que /c- 11 (O) consiste de 2 11 • I figuras en tonna de "8" 
junto con 2 n pétalos. 

4.4.3. Propiedad de intersección de anidamiento. Supongamos que B, ,1 1.2, .. son intervalos 
cerrados no vacíos. Supongamos que DI ::::> 132 .:J .. , entonces, 

n B es no vacío. 
,1 ' 

Para la demostración, consúltese 111_ 

Definamos ahora lo siguiente: 

Para mostrar que i s..-<;, 5. es un pétalo cerrado que está contenido en el interior del pétalo 

[s.,s, 50-" De esto, el IsoS, .s. forma una intersección de anidamiento de conjuntos cerrados. Por 

lo tanto, 

es un conjunto no vacío. 

Este hecho es análogo para la Propiedad de intersección de anidamiento. De esta manera, si 

zerds.s s 
n:?:O •• , .. 

entonces 

jo' (ZlED para toda k. 

Así, zeKc. 



Llamamos un componente de K: a una intersección infinita de figuras en fonna de .. S" ~ sus 
pétalos dada por 

ni",:,> .<; 
,,~Il p, • 

Notamos que dos componentes cualquiera de ICe son necesariamente disjuntos. 

A la inve~ un ze ICe debe estar en uno de estos componentes. Como consecuencia, podemos 
asociar una cadena infinita de ceros y unos a algún z mediante la regla S(z) =:: So SI ... Sn dada 

Z E ~ ls.,s, 5. 

Hemos mostrado que hay una correspondencia natural entre puntos en la secuencia en dos 
símbolos y los componentes de K:. La idea básica de esto es la siguiente: el conjunto de Julia 
completo es una intersección anidada de curvas en ronna de '"8" y sus pétalos. como se 
muestra en la tigura4.4.15. 

Figura 4.4.15. El conjunto de Julia es una intersección anidada de curvas en fonna de "S" 
cuando le I >2. 

Aceptando el hecho de que cada componente de ICe es un punto cuando le I >2, yernos que el 
conjunto de Julia y el conjunto de Julia lleno son idénticos. 

La figura 4.4.15 indica que Ic también es extremadamente sensitiva a condiciones iniciales en 
su conjunto de Julia cuando le I >2. En verdad. dado un zeKc y una pequeña bola conteni~ndo 
a z en su interior, podemos escoger k grande de manera que el pétalo Is,..<;, SI conteniendo a z 

está también contenido en esta bola. Pero, entonces j/ mapea este pétalo sobre el disco 
entero D, e iteraciones subsecuentes expanden este disco más allá. Eventualmente un punto en 
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el plano está situado en la imagen de este pétalo bajo una iterada de fc lo suficientemente 
grande. De aquí .f.. es superscnsitiva en le. 

Remarcamos el hecho de que, cuando 1 el> 2. la órbita de cero tiende a infinito. 
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4.4.4. Ejemplos y contraejemplos. 
Diferentes tipos de comportamientos de Julia. 

Figura 4.4.4.1. Para e = _..!. -~ i Y e = ..!.. i los conjuntos de Julia de f e son una curva 
2 10 2 

conexa. 

Ejemplo 4.4.4.1. Consideremos el caso de un punto periódico alractor. El Conjunto de Julia es 
necesariamente muy diferente en este caso. Sea P(z) = z' -\. Nótese que P(O) = -1 Y P(-I) .- O. 
Ya que P(O)' :=: O se sigue que O y -1 están en una órbita periódica atractora de periodo 2. 

Hay dos puntos fijos expansivos que son: 

z 
1±JI-4c 

2 

Un punto fijo repulsor: 

1- -15 
z=--

2 

que es el punto en que se divide la cuenca de atracción de O y -1. Podemos mostrar que hay 
dos curvas cerradas simples Yo Y "'(1 en J(P) las cuales rodean a O y -1 respC!ctivamente. 

L 1 fi · 1--15 A d' c . dI' '. as curvas Yo Y Yl se encuentran en e punto IJO Z = ---. HerenCia e a sltuaclOn para 
2 

.fc, la cuenca de atracción de O no es completamente invariante. Una preimagcn del interior de 
Yo es 11 , pero aquí debe haber también otra que rodt:a a la otra preimagen d~ 0, es decir, l. 
Esto es, hay una terccr curva cerrada simple en J(P) alrededor de 1 también. Ahora. 1 y -1 
deben tener un par de preimágenes distintas cada una rodeada por una curva cerrada simple en 
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un l[Sl~, ":'~l~:~:Cl 
S~l\l lí \J\ 

J(P). Continuando de esta forma, vemos que J(P) debe contener curvas cerradas simples 
infinitamente. 

Figura 4.4.4.1. El conjunto de Julia de P(z) = z'.1. 

El hecho de 4ue hay infinitos componentes cont:xos en el conjunto estable de P no es una 
coincidencia, tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 4.4.4.1. Supongamos que P es un polinomio de grado 2. Entonces el conjunto 
estable de P consiste de 1, 2, o infinitos componentes conexos. 

Para la demostración eonsúltese [1[ y [18[. 

Se puede probar (ver (61 ) que existe e real tal que satisface que: el punto cnUco () es 
eventualmente periódico. En este caso, /.: tiene puntos periódicos densos (expansivos) en el 
intervalo [ -p. 1'1. es decir es caótica en [ -1', 1']. 

Ejemplo 4.4.4.2. Consideremos el polinomio Ic (z) = i + e para e real. 

79 



El valor de: e que: produce e:ste fenómeno es e ::::; -1.543689 Y - P ::::; - 0.83928675. La gráfica de 
Ic. se muestra en la figura 4.4.4.2. 

/ 

q 

Figura 4.4.4.2. 

De esto. el intervalo [- p, p] está contenido en )(10 ). Por in varianza hacia atrás, todas las 
preimágenes de este intervalo están también en J( Ic ). De hecho, J( j~ ) es la cerradura de este 
conjunto de intervalos. 

Luego, Ic tiene un segundo punto fijo expansivo en q, y utilizando el análisis gráfico, es tacil 
ver que 

[-q. q] e) (j;) 

Ya que CE (- q, q). la preimagen de este intervaLo consiste de dos intervalos. [- q.l/l en sí y un 
segundo intervalo locaLizado simétricamente con centro en O pero en el eje imaginario. 

Este intervalo es la preimagen de [- q, e). Ahora. la preimagen de este par de intervalos 
consiste de cuatro curvas, como se muestra en la figura 4.4.4.3. 
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fc-Z (-q) 

-q q 

Figura 4.4.4.3. Iteración inversa del intervalo [- q. q]. 

Estas curvas se intersectan en O y en ,k-I (O). Siguiendo vemos que Ic -n ([ - q, q] ) consiste de 
2 n segmentos curvos disjuntos. Estos segmentos se encuentran, uno con otro, en las 
preimágenes de O y los puntos finales de estos segmentos son preimágenes del punto fijo q. 

Por los resultados de la sección 4.3. J( Ic ) es la cerradura de este conjunto de preimágenes. 
Note que a diferencia de los ejemplos previos, Ic -n ([ - q, q] ) no acota una región en ([ 

Si seguimos iterando hacia atrás sucesivamente las curvas de la figura 4.4.4.3 obtendremos 
una dendrita (figura 4.4.4.4). 
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Las estructura,> como de árbol de 

" uJ:[-q,q] 
" o 

se llama dendrita. El conjunto de Julia completo d(; este mapeo se ve en la figum 4.4.4.4. 

Figura 4.4.4.4. El conjunto de Julia de lo para e ~ ·1.5 (una dendrita). 

Estos ejemplos ilustran la dependencia del conjunto de Julia en la órbita del punto crítico, al 
menos para mapeos cuadráticos. Cuando d punto crítico tiende a un punto tijo atractor o a un 
punto periódico. el conjunto de Julia es la cerradura de una o muchas curvas cerradas simples. 
y cuando el punto critico es eventualmente periódico. pero no periódico, el conjunto de Julia 
es una dendrita como se ve en la figura 4.4.4.4. 

Para el polinomio fi (z) = l +i, los puntos ~ l +i Y ~i están en una órbita periódica expansiva de 
periodo 2. Note que ¡; (O) = -I+i. Así. O es eventualmente periódico de nuevo. El conjunto de 
Julia de fi comparte muchas de las propiedades del ejemplo previo. El conjunto de Julia de ./; 
se muestra en la figura 4.4.4.5. 

Figura 4.4.4.5. El conjunto de Julia de f, (z) ~ z' +i. 

La órbita de z bajo .fe está acotada si existe K tal que l.rcn (z) I <K para toda n. De otra [onna la 
órbita es no acotada. 
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Para la ramilia cuadrática, la órbita de un punto en el interior y sobre el círculo unitario está 
acotado. 

Como se ha visto, los polinomios cuadráticos exhiben una cantidad enonne de diferentes 
fenómenos, puntos fuera del círculo unitario tienen órbitas no acotadas. 

Definición 4.4.4.1. La órbita de z bajo Ic es supersensitiva si una bola abierta B con centro en 
z tiene la propiedad de que 

u.t;'(B) 

" 
será toda e con la excepción de al menos un punto. 

Para la función cuadrática, sólo puntos en el círculo unitario tienen órbitas supersensitivas. Si 
I z 1<1, podemos elegir una pequeña bola abierta con centro en z que está completamente 
dentro del círculo unitario. Entonces la órbita de un punto en esta bola nunca sale del 
conjunto {z: I z I $ 1}. Si I z I >1, podemos encontrar de manera similar una pequeña bola 
abierta de (z: I z I $"l} cuyas órbitas pennanecen fuera de esta región. 

Definición 4.4.4.2. El conjunto de Julia lleno de .fc es el conjunto de puntos cuyas órbitas 
están acotadas. El conjunto de Julia de Ic es la frontera del conjunto de Julia lleno. 

Denotamos el conjunto de Julia lleno por Kc Para [o(z) ce:: i hemos mostrado que 

, : ,~. 1, I =1' . o \.:.. - I 

Ahora, denotamos 

K,,~ (z: Iz151} 

Notemos que K: está formado precisamente de los puntos cuyas órbitas son supersensitivas en 
Jo Y que 10 es caótica en Jo. Además el conjunto Kc también está formado de los puntos que 
son estables, que están en las regiones acotadas de Fatou. 

4.5. Obteniendo el Conjunto de Julia lleno. 

La función cuadrática Ic (z) ~- l + e tiene una cantidad enorme de conjuntos de Julia llenos 
que son mucho más interesantes que los que acabamos de describir. 
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Veremos ahora el camino a seguir para obtener los conjuntos de Julia llenos. Para esto 
retomaremos la definición de ~. 

Consideremos una malla rectangular de puntos en una región del plano complejo. PanJ. cada 
punto en esta malla, calculamos la órbita correspondiente y chccamos si tiende a infinito o no. 
Si la órbita no escapa, decidimos entonces que el punto original está en Kc. Y lo graficamos en 
color negro. Para decidir si la órbita escapa o no. utilizamos el Criterio de Escape (Proposición 
4.3.4 de la sección 4.3). 

4.5.1. Algoritmo para grafiear el Conjunto de Julia lleno. 

Definir un número máximo N de iteraciones. Para cada punto z en la malla. calculamos los N 
primeros puntos en la órbita de z. Si 1 !ti (z) I > máx { le 1.2}. para i~ N. entonces detenemos 
la itemción y el color del punto z será blanco. Silfo' (z) I ,;; más {I e 1,2} para toda i5 N. 
entonces el color para el punto z será negro. 

Los puntos de color blanco tienen órbitas que escapan a infinito, mientras que los puntos 
negros pennanecen acotados, al menos para las primeras N iteraciones. Así, los puntos en 
color negro dan una aproximación al conjunto de Julia lleno. 

Observaciones. 

l. Este algoritmo no está libre de pruebas. pues puede haber puntos que requieran un número 
de iteraciones mayor a N para salir de la frontenl máx { I e l. 2}. En t:slc caso el algoritmo 
gráfica en negro estos puntos aunque no estén en Kc. 

2. A pesar de esto, usualmente es mejor establecer el menor número de iteraciones cuando 
utilicemos este algoritmo. Por lo general, JO ó 60 iteraciones son suficientes para dar una 
buena aproximación de K. excepto en los casos donde K: tiene un punto periódico 
indiferente. Para amplificar porciones del conjunto de Julia debemos aumentar el valor de 
N. 

3. Para definir los colores para los conjunto de Julia completos el algoritmo es diferente. El 
conjunto de Julia lleno se colorea en nebTfO, Y los puntos cuyas órbitas escapan. tienen un 
color que depende del número de iteraciones para que la órbita rebase máx ~ 1 c.: 1.2}. 

Los puntos con órbitas que escapan más lentamente tienen un color rojo. Los puntos con 
órbitas que escapan lentamente son color violeta. Los colores naranja.. amarillo, verde, azul e 
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índigo se asignan de acuerdo al número de iteraciones necesarias para que estas órbitas 
escapen. 

Observación 1. Para diferentes valores de e, K adquiere una amplia variedad de formas. A 
menudo K: consiste de un gran conjunto conexo en el plano. Algunas de estas regiones se 
aprecian en la figura 4.5.1. 

(b) c ~ 0.3 - 0.4 i 

Figura 4.5.1. Los conjuntos de Julia llenos para ¡;. c= -1, 0.3 - O.4i 
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(e) e ~ 0.360284 + 0.\ 003 76 i 

(d) c ~ - 0.\ + 0.8 i 

Figura 4.5.1. Los conjuntos deJu\i. llenos para lo. Con e ~ 0.360284+0. \ 00376i, -0.\ +O.8i. 

Estos conjuntos son diferentes por completo de los que encontramos para e = O Y e = 2. Ahora 
la frontera es mucho más compleja. Si amplificamos una porción de la frontera de alguna de 
las imágenes de los conjuntos de Julia llenos, veremos un patrón definitivo de autosimilaridad. 

Obscn'sción 2. Los conjuntos de Julia para Ic aparecen como conjuntos autosimilarcs que 
son en sí fractales (esto es en realidad un teorema). 
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Observación 3. Kc consiste de algunos puntos aislados para muchos valores dI! e, como vimos 
en el teorema 4.4.2, esto sucede cuando la órbita 6 bajo f n tiende a ro . También Kl parece 
cambiar abruptamente de una pieza conexa a muchos puntos aislados y piezas para cierLos 
valores de c. 

4.6. Los Conjuntos de Julia como un repulsor. 

Al calcular los conjuntos de Julia completos, comen1...amos siempre definiendo una región 
cuadrada en el plano complejo con centro en el origen, cuyos lados tienen lonJ?itud 4. Por el 
Criterio de Escape. las órbitas de puntos fuera de esta región escapan cuando le 1>2. 

Como ya hemos visto, los conjuntos de Julia muestran ciertas propiedades: 

l. Los puntos periódicos expansivos fueron densos en el conjunto de Julia. 
2.fc es supersensitiva en algún punto de Je• 

El hecho de mostrar que un punto periódico expansivo está en Je nos lleva de alguna manera a 
un segundo algoritmo que calcula la imagen de un conjunto de Julia. 

4.7. Estimaciones de Cauchy 

Estimaciones de Caucby. Supóngase que P(z) es un polinomio complejo y que 1 pez) 15 M 
para todo z en el disco I z - Zo 15 f. Entonces 

M 
Ip'(zo)I<­

r 

donde M = máx { 1 e 1 ,2}. Para la demostración ver 161. 
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4.8. Algoritmo para calcular el conjunto de Julia de Ic (z). 

l. Elija un ZE Q;' y un punto Zo E Je . Sea U una vecindad de Zo_ Por la supersensitividad, existe 

weU y una iterada k lal que .// (w)..;.;: z. 

Esto significa que dado un z en a:;, podemos encontrar preimágenes de z bajo fc't. para k 
grande, arbitrariamente cercana a un punto en le 1 

• 

De este modo, para encontrar puntos en Je , elegimos un punto z en a:: y calculamos sus órbitas 

hacia atrás. Cada punto w, excepto e, tienen dos preirnágenes bajo Ic, éstas son ±.Jw - c. 

Así, para calcular la órbita hacia atrás de w, elegimos arbitrariamente una de la.;; dos 
preimágenes en cada etapa. 

4.9. Algoritmo de iteración inversa. 

l. Tomar un punto z en cr::. 

2. Calcular 10,000 puntos en la órbita inversa de z, eligiendo aleatoriamente una de las dos 
posibles preimágenes de /c en cada etapa. 

3. Graficar todos los puntos de las primeras 100 iteraciones. 

Este algoritmo trabaja bien cuando le I > 2. a diferencia del que vimos para calcular el 
conjunto de Julia lleno. 

I Z = O es la única excepción para Ic • el cual se tiene a sí mismo como preimagen para /o (z) = :'. De 
aquí, el cero no tiene preimágcnes bajo j;/ que estén cercanas a J~ . 
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Conclusiones 

El estudio de la teoría de Sistemas Dinámicos hace más interesante el análisis de fenómenos 
en el medio ambiente. La manera en que la matemática aborda un comportamiento en la 
natur~lcza genera otra fonna de describir mejor un fenómeno. 

Es importante tener en cuenta que todo en el universo obedece a una ley matemática que de 
alguna fonna pone una frontera entre lo que llamamos el orden y el comportamiento 
dinámico que conocemos como caos. 

Dentro de la región del orden, podemos observar cómo se comporta una ecuación 
matemática que represente a algún fenómeno, y será muy sencillo predecir el estado de la 
ecuación, es decir, su valor. Esto será posible siempre y cuando los cálculos se realicen en 
la región del orden, pues a medida que nuestro análisis vaya obteniendo resultados '''cerca'' 
de la frontera entre el orden y el caos, será impredecible cada valor. 

La ecuación matemática tendrá un comportamiento totalmente aleatorio cuando vaya 
entrando a la región caótica. De esta forma, será complicado determinar qué pasará con la 
ecuación en cada punto (valor) que tome dentro de esta región. 

Cuando una función compleja entra al caos, por lo general genera valores que son 
'''arrojados'' a una región cercana ""alrededor" del infinito. En tal caso podemos entender que 
el fenómeno que se está describiendo tiene un comportamiento totalmente fuera de orden. 

De esta investigación los aspectos importantes a destacar son: 

=> El análisis paso a paso de una función compleja, desde que entra del orden al caos. O 
dicho de otra forma, la iteración de un sistema dinámico complejo. 

:::::> Los ejemplos reales de sistemas dinámicos y su comportamiento caótico. 

=> La representación gráfica del orden y del caos. 

La Geometría Fractal, como parte de las matemáticas cada vez se desarrolla más. Las 
aplicaciones que se le pueden dar, son muy diversas, por ejemplo, la predicciones 
meteorológicas, la compactación de imágenes, etc. La Geometría Fractal apoyada en la 
computadora, es la herramienta que se adentra en la parte caótica que se quiere estudiar y 
nos muestra el aspecto de un fenómeno que se encuentra en el caos. 
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