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RESUMEN

Se comprimen por choque sélidos y liquidos con ¢l propésito de oblener informacidn acerca de
la ecuacién de estado. El objetivo central de este trabajo es determinar la forma universal
que toma la ecuacién de estado incompleta de los materiales comprimidos por choque a
presiones muy altas y para valores muy grandes de la compresidén.

Ahora bien, muchos materiales diferentes entre si se comportan de manera similar bajo
compresion por choques fuertes. A partir de la universalidad de la relacién empirica entre

la velocidad de choque U, y la velocidad de particula Up:

U,=A+BU, ,A#0.

y de las ecuaciones de Rankine-Hugoeniot de la conservacién de la masa y del momento se
obtiene una expresién empirica para la presién sobre la Hugoniot, en la cudl se aprecia
claramente que la conducta de la Hugoniot estd dominada por un polo doble.

Para encontrar la ecuacién de estado “universal” antes mencionada, nos valemos de una
ecuacién implicita para la presién sobre la Hugoniot Py, que se obtiene de definir la razén

R como

E-R
(P-P)YV

donde E es la energla interna especifica, P la presion y V el volumen especifico, el acento

R=

circunflejo indica las variables en el cero absoluto.
Al combinar la definicién de R con la ecuacidn de Rankine-Hugoniol para la conservacion

de la energia, se obtiene

L [P~ ) +orPY o8t

o =sraT Vo1
V, M+l

El comportamiento singular de la Py “empirica” se reproduce con esta expresion ter-
p P P

modindmica sélo si su denominador tiene un polo doble en V = Vi. FEsto se logra si
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imponemos constricciones termodindmicas en R que la determinan como funcién de P~1/?
ydeV.

La caracterizacién termodindmica asi obtenida es suficiente para determinar la relacién
funcional de la energia interna especifica como funcién de P~Y/2 y V| esto es, la ecuacidén de
estado incompleta en el régimen asintdtico de la compresién por choques fuertes. La forma
analitica obtenida describe el comportamiento de todos los materiales ensayados y por eso
es llamada universal,

De esta ecuacion de estado y de la identidad termodinidmica fundamental para un cambio
infinitesimal de la energia interna derivamos una expresién para el cambio infinitesimal de
la entropia. El inverso de la temperatura 1/T se introduce como factor integrante de dS,
pero ya que éste no es inico, la ecuacion de estado completa asi obtenida tampoco lo es.

Por ultimo, se encontrd una expresién termodindmica para la constante A de la relacién

lineal.



CAPITULO I
1.1 Introduccién

El estudio de la materia comprimida por ondas de choque muy intensas es importante
en varios campos de la [isica. La investigacién contempordnea de las propiedades de los
materiales y sus ecuaciones de estado en condiciones extremas de presién y temperatura tuvo
un gran auge a partir de la década de los 50, cuando las explosiones nucleares permitieton
el uso sistematico de las ondas de choque de gran intensidad para investigar una amplia
variedad de materiales simples y compuestos [1-5]. Una resefia reciente de los adelantos
en este campo sc encuentra en el articulo de Avrorin et al {5]. La compresién por choques
de gran iniensidad es también importante para entender una gran variedad de fenémenos
astrofisicos como el origen y la evolucién de las supernovas [6]. Asi mismo, se ha demostrado
experimentalmente que en las colisiones nucleares frontales a velocidades ultrarrelativistas
se forman ondas de choque en el interior de fos niclcos atémicos, lo cual ha permitido la
exploracién sistemdtica de las propiedades de la materia nuclear en condiciones extremas
de presién y temperatura [7-9]. El conocimicnto del comportamiento de los sélidos en
condiciones extremés de presion y temperatura es también de gran interés en la geofisica.
Por muchos afios se ha sabido que una gran variedad de materiales distintos se com-
portan de manera semejante bajo el efecto de la compresién por choques fuertes. Cuando
la intensidad del choque es muy grande, eslo es, cuando la velocidad del frente de onda
(velocidad de choque) y la velocidad del material detrds del frente de la onda de choque
(velocidad de particula) son mucho mayores que la velocidad de! sonido, se observa que la
velocidad de choque y la de parlicula obedecen una relacién lineal simple. Esta relacion se
traduce en una relacién funcional entre la presién y el volumen molar del medio chocado.
Aiin cuando la validez universal de esta relacidn ha sido objeto de muchos estudios, el sig-
nificado termodinamico de esta forma de universalidad no ha sido suficientemente aclarado.

En esta tesis se demostrard que la validez de la relacidn lineal universal impone ciertas



constricciones sobre el comportamiento termodindmico que permiten determinar una forma
universal de la ecuacién de estado incompleta (ecuacién de Griineisen) de esos materiales
vélida a presiones muy grandes y para valores muy grandes de la compresién. Esta ecuacién
permite expresar la energla interna por mol en funcién de la presién y el volumen molar.
A partir de aqui se obtienc una expresidn universal para la entropia por mol en funcién
de la presién y el volumen molar, vilida en el régimen de compresién por choques [uertes.
La temperatura absoluta se puede introducir como el inverso del factor integrante de la
entropia, sin embargo, la ecuacidn de estado termodindmica completa que asi se obtiene no
es universal pues el factor integrante no es dnico sino que hay una infinidad de ellos. Asi
se reconcilia la validez universal de la ecuacién de estado incompleta con la multiplicidad
de ccuaciones de estado termodindmicas que describen el comportamiento de los diferentes

sistemas fisicos en estados de equilibrio termodinamico.

1.2 Ondas de Choque

Supongamos que por la accidn de una fuerza externa se propaga una onda de compresién
en un medio que presenta el perfil de la figura (1.1). Aqui, la presién crece de P, a P en un
tiempo muy corto, pero no nulo.

La onda total pucde descomponerse en una superposicién de ondas infinitamente
pequefias, que aparecen sucesivamente en el eje de las abscisas X, Consideremos el ele-
mento de onda cuya presion estd comprendida entre P y P + dP, éste pasa a la abscisa X

con una velocidad ¢ dada por:

aP 1/2



R

PHdP

Figura (1.1)

Esta velocidad es ligeramente superior a la velocidad con la cual pasa el elemento de onda
precedente (esto es, el comprendido entre P y P — dP), ya que la velocidad ¢ es tanto mis
grande cuanto la presién local lo es. De esta forma los elementos de onda de ‘atrds’ van mas
répido que los de ‘adelante’ y tienden a alcanzarlos. Asi pues, el perfil de onda 1‘cpresenta;do
por la figura (1.1) no es estable y la onda se ve ‘forzada’ a adquirir el perfil “cuadrado” de
la figura (1.2):

Este perfil se denomina Onda de Choque, y U, es su velocidad de propagacion, [a. cual es
mayor que la velocidad del sonido en el medio a la presién inicial P,. Es conveniente notar
que una condicién esencial para la formacidn de la onda de choque es que la variacién de la
presion sea rapida. Hemos seleccionado, para presentar la formacion del choque, la presién
como variable fisica que describe la formacién de la onda. De hecho, todas las magnitudes
estan conectadas entre ellas, y un aumento de la presién en un punto provoca un cambio en la
velocidad de la materia en ese punto. El perfil cuadrado de la figura (1.2) representa también
una imagen de la velocidad material en un instante dado. Dado el aspecto esencialmente
dindmico de la onda de choque, se acostumbra caracterizar el fenémeno de choque median-

te la propagacion de una discontinuidad de la velocidad material: Las discontinuidades



de presion, densidad, de temperatura, efc., se corresponden con esta discontinuidad del

movimiento.

rh

%

L

: ‘ : *

Figura (1.2)

Una dltima observacién: la discontinuidad es una representacién puramente matematica
de un cambio muy brusco. En la realidad, el {rente de choque tiene una anchura finita,
o si se prefiere, un tiempo de subida finito, no nulo. Fisicamente, mds vale hablar de un
cambio muy abrupto en la velocidad que de una discontinuidad. Este salto es tanto mas
rapido cuanto su amplitud es mis grande. El {rente de choque tiene una anchura de varios
recorridos libres medios en los gases y de algunas mallas de red cristalina en los sélidos.

Finalicemos con la definicién que da L. D. Landau para las ondas de choque, como
aquellos movimientos de un fluide en donde las variables fisicas sufren discontinuidades, en
las que se satisfacen las leyes de conservacidn de la masa, del momento y de la encrgia [10].
Estas leyes de conservacion se expresan en las ccuaciones de “Rankine-Hugoniot”, y son muy
utiles pues permiten expresar directamente los cambios producidos mediante la compresion
por choque en la presicn, en la densidad y en la energia interna. Podemos concluir que una
onda de choque es una onda de presién caracterizada por un cambio brusco en todas las

variables, y que viaja a una velocidad superior a la del sonido.



1.3 Ecuaciones de Rankine-Hugoniot

La figura (1.3) representa una seccién del frente de una onda de choque plana que viaja
en un medic material infinito. La linea marcada con S representa la seccidn del frente de
la onda de choque: La flecha indica la direccidn de propagacién del frente de la onda. El
medio en €l estado inicial se encuentra a su derecha y el sometido a choque a su izquierda, .
Las variables termodindmicas del material en el estado inicial llevan el subindice cero. Las

variables sin subindice corresponden al medio comprimido por choque.

! Frevle de la onda
e/

/1l \ de chegue .
i
':
P+
(p,P.7) (o, P, To)
SisTema choscade SisTema en asTade inicial
/,' l ()

Figura 1.3

Para choques suficientemente fuertes(U; >> ey U, >> ¢) los efectos de rigidez del medio
no son apreciables, de modo que la propagacién del choque en un sélido sc puede tratar como
si éste fuera un [luido. El movimiento del frente de choque se relaciona con las propiedades
termodindmicas del fluido por medio de las leyes de conservacién de la masa, ¢l momento y
la energia. Sean U, la velocidad de propagacién del frente de choque, p, y p las densidades
por delante y por detras del frente de choque, y Uy, ¥ U, las velocidades de particula por
delante y por detrds del frente de choque. Las ecuaciones de Rankine-Hugoniot [3,11] para la
conservacion de la masa y el momento a través del frente de una onda de choque estacionaria

son



polUs = Upe) = (U3~ Uy) (12)

P — P, =p,(U, ~ Upo)(Up - UPO) (1-3)

respectivamente Estas ecuaciones se combinan con la ecuacién de la conservacién de la

energia para dar la tercera relacion de Rankine-Hugoniot

E~E,= %(vo ~V)(P+P) (1.4)

En esta expresion P,, Py Ey y E son la presion del fluido y la energia interna especifica

enfrente y atrds del frente de choque. También introducimes los volimenes especificos

Vo=1/poy V =1/p.

1.4 El coeficiente I' de Griineisen

Consideremos un sistema con energfa interna total E, presién P, volumen V y temperatura

T. El pardmetro de Griineisen, I', para dicho sistema sc define como [12]:

r=v (gg)v (L5)

I' es una medida del cambio en la presién producido por un cambio en la energia total
del sistema bajo la condicién de volumen constante.

Como se puede observar de la definicién anterior, I' es una cantidad termomecanica, y
es de esperarse que sea de mucha utilidad en problemas de esta naturaleza. Como cjemplos
tenemos los efectos de una onda de choque y la expansién térmica de los sélidos.

Volviendo a la definicion de Iy st V y T son las variables independientes, tenemos que a

volumen constante:

(1-6)



usando la relacién ciclica vemos que:

(gg)v o (%)T (g_;)},' @

y por tanto

&

_ aT ) p

r=-v (@) (ﬂ) (1.8)
aT /p \oP )

Las derivadas involucradas en esta ecuacion se relacionan con cantidades termodinamicas que

se pueden medir ficilmente en experimentos cuasi-estdticos (no de choque) en el laboratorio;

ap = coeficiente de expansion volimetrica = l _6_V
r= ¢ €e expansio “v\er),

P I £’A4
k¢ = compresibilidad isotérmica = ~7 ( 3 P)T .

Cy = calor especifico a volumen constante = Q,E .
ar ),
en términos de ap, Ky y Oy la ecuacidn (1.8) toma la forma:
ro o Vv
xr Cy

I.5 Relacidn entre U, y U,

Las ecuaciones de Rankine-Hugoniot relacionan la velocidad de choque U, con la velocidad
de particula U,; obtengamos ahora una relacién que exprese de manera explicita éstas en
funcién del volumen especifico V' y de la presidn P.

Las ecuaciones de Rankine-Hugoniot (1.2) y (1.3) se pueden escribir como

Conservacién de la masa: poVo = pV.

Conservacion del momento: pULY — pUp Vo = P, — P.

10



Endonde V=U, - U,y Vo =Up, - U..
Las variables correspondientes al estado inicial las distinguiremos mediante el indice eo.. Si
el material chocado estd en reposo entonces U, = 0. Como ademds p = 1/V, tenemos que

(1.2) y (1.3) toman la siguiente forma:

U, U,-U,
A (1.10)
2_U,-U,
P-P= HE_.TU;__ (L11)
Despejando U, de (1.10) obtenemos:
y .
v,=U, [1 - 7,] . (1.12)
de aqui mismo:
U=U S (1.13)
=0 |y .
Si sustituimos (1.13) en (1.11) y despejamos U} obtenemos finalmente:
U, =\/(P. - P)(V = Vi). (1.14)
Ahora sustituyendo el valor de U, (1.12) en (1.11) y despejando U, obtenemos que:
(Po - P)
= [V, et 15
Ua V:) (1 _ v/‘/o) (1 )
1.6 La curva de Hugoniot
Hemos visto que la conservacion de la energia puede escribirse:
E~E,= %(v,,_ V)(P+P) (14).

11



Si en esta ecuaci6n sustituimos la energfa interna £ por su expresién termodindmica, la

ecuacion de estado como funcién de P y V, se obtiene una relacién,

P = Py(V,P,,V,) (1.16)

que es conocida como “Curva de Hugoniot” [11,13]. En la Fig. (1.4) se muestra £ como
funcién de V. La relacién de Hugoniot, Eq. (1.16), define una familia de curvas en el plano

{P, V) dependiente de dos pardmetros: P, y V.

<

Figura 1.4

12



CAPITULO II

En este capitulo 'se estudiara la forma asintética de la curva de la presién en funcién del
volumen molar sobre la Hugoniot para choques fuertes en sélidos y liquidos, asi como las
consecuencias directas de la validez de la relacién lineal empirica que liga la velocidad de
choque U, y la velocidad de particula U,.

Los estudios experimentales de la compresion por choque de muchos materiales han
demostrade que cuando el choque es muy fuerte, esto es, en presiones que oscilan desde
algunas decenas hasta varios miles de kilobars, la relacién entre la velocidad de choque U,
vy la velocidad de particula Uy, (U, >>¢, U, >> ¢, donde c es la velocidad del sonido) es

lineal:

Uy,~A+BU, ,A#0. (2.1)

Esta relacién lineal es vélida para toda clase de materiales sdlidos, liquidos, gascosos,
simples o compuestos, y es por eso llamada universal.

También, se ha encontrado empiricamente que la curva de Hugoniot, en la regién
asintdtica de choques fuertes, tiene la misma forma analitica para muchos materiales, tanto
sélidos como liquidos, independientemente de cuil sea su composicién quimica, de que el
material sea simple o compuesto, de que sea puro o sea una mezcla, e inclusive, indepen-
dientemente de que sufra o no un cambio de fase durante la compresidn. En este capitulo
se demostrard que la validez universal de la forma analitica de la Hugoniot para choques
fuertes es consecuencia de la valides universal de las leyes de conservacion de la masa, del
momento y de la energia y de la validez de una ecuacidn de estado que describa al sistema
antes y después del choque, cuando el nimero de los componentes microscopicos del sis-
tema que determinan la termodinamica del mismo no cambia mucho por efecto del choque.
Esta iltima condicion se expresard suponiéndo que durante el choque una mol del sistema
tiene siempre la misma masa. También se obtendrd la relacidn, ya bien conocida, entre el

coeficiente de U, cn la relacién lincal, a saber B, y cl volumen limite Vf, .

13



II.1 Relacién entre By V[,

Veamos ahora cémo es que la validez universal de (2.1) es una consecuencia directa de
la conservacién de la masa, y en el caso de la materia nuclear, conservacién del nidmero
bariénico, como lo muestra el argumento que sigue. Como puede observarse, la relacién

(1.13) que expresa la conservacién de la masa

1
= 1_v/vo UP)

es exacta para todos los valores de U, y Up. Sin embargo, si hay un limite a la compresién,

U, (1.13)

es decir, que una mol de material no pueda comprimirse mas alld de cierto valor Vi que

llamaremos volumen limite, la relacién (1.13} puede escribirse como:

1 ViV, = ViV,
1=V,  Q-WV/V)a-V/V,)

Si cuando U, y U, crecen indefinidamente y V tiende al volumen limite V7, se obtiene

U _
U,

U, 1
lim = = ——— 2.2'
g;:: v, 1- A (2:2)
por consiguiente Vi, y B estan relacionados por la siguiente ecuacién:
B=—t (23)
A '

El hecho de que exista un limite a la compresion por choque es ya bien conocido. Al
tener en cuenta las ccuaciones de conservacién de Rankine-Hugoniot, la relacién lineal (2.1)
impone la presencia de una singularidad en la curva de presién en funcién del volumen molar
sobre la Hugoniot. La consecuencia fisica de esta singularidad es la existencia de un valor
limite de la compresién por choque. El valor limite del volumen especifico, V1, se relaciona
con el coeficiente B de la relacién lineal y se obtiene explicitamente al despejar Vi, de (2:3):

B+1
V= Vo—p— (2.4)

14



Mds precisamente, si existe un lfmite a la compresién por choque el coeficiente de compre-
sibilidad sobre la Hugoniol tiende a cero cuando V se acerca a Vi, y P a Pp. Lsto es, si se

define el coeficiente de compresibilidad sobre la Hugoniot como

1oV
=7 (5), =

entonces £y tiende a cero cuando la intensidad del choque aumenta.
Ahora veamos como es que la existencia de un valor limite de la compresién por choque
implica un comportamiento lineal entre las velocidades de choque U, y la de particula U, [14].

A partir de las relaciones entre presién, volumen y velocidades podemos obtener que:

(dlnP)— VIve [ -vive) () +1]
dnV )= (1-V/vo) [0 - V/V.) (%) 1)

por consiguiente:

(VVe =) [t = V/Va) () - 1]

Py = (2.6)
Vvl -vive) (%) +1]
como Py, # 0, entonces
Pli{},}L ky = 0. (27)

Vavy

Por otra parte, de la ecuacién (2.6) se sigue que de las ecuaciones de Rankine-Hugoniot, se

lim i[é I =0
e \\d0p)  1-V[V,]

obtiene que

e integrando:

UUp) = A+ —=U, + F(Uy), (2.8)

1- V/V

en donde
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vy
zmm=/ﬂquqa
Up

Ahora bien, si se satisface que FF(U;) = 0, la relacién (2.8) no es més que la relacién
lineal (2.1). Asf que, ya hemos visto como es que la existencia de un limite en la compresi-
bilidad de la materia nos conduce a la relacién lincal entre las velocidades de choque U, y
de particula U, .

Ahora bien, que A # 0 se interpreta en el sentido de que la ecuacidn de estado es de tal
naturaleza que a presiones muy grandes, pero menores que ;el limite fisico de la compresidn,
la conducta de la Hugoniot como funcién del volumen estd dominada por un polo doble,

pues de:

U,=A+BU,

se obtiene que:

(X (1 -V/V)
= (V«’Bz) V|V, - (B-1)/B)* (29)

que es la expresién ‘empirica’ universal para la presién sobre la Hugoniot en funcidn del
volumen.

Cuando la relacién lineal se cumple y la presién sobre la Hugoniot como funcién del
volumen diverge como la suma de potencias inversas de (V — V.), en el limite cuando
V — Vi, es decir, que cuando Py(V) en la regién asintética estd dominada por polos en
V =V, estos sb6lo pueden ser polos simples o polos dobles.

La descripcién anterior es una idealizacién que resulta de suponer que una mol del
sistema tiene la misma masa antes y después del choque. En la naturaleza no hay materiales
que soporten presiones infinitas. Cuando la presidn y la temperatura son suficientemente
grandes, los componentes microscopicos de un sélido o liquido tipicos se disgregan en atomos
jonizados, clectrones y fotones, y se forma un plasma. En este punto, la idealizacion que se

usa en este trabajo deja de ser vilida. En el caso del aluminio metdlico, esto ocurre para
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presiones por encima de 4000 megabars. Tista presién sélo se ha alcanzado recientemente

con explosiones nucleares de la mixima potencia.

I1.2 Ejemplo simple de la derivacion de la Hugoniot.

Ahora se obtendra la curva de Hugoniot en forma analitica y se estudiara la relacién U, =
U,(Up) para un sistema ideal como es el gas ideal o gas perfecto, El propésito de esta seccién
es el de ilustrar las relaciones obtenidas en los parrafos anieriores en algun caso que permite
una solucién del problema en forma explicita y analitica en términos de funciones simples.

Ademés, se pretende conseguir un ejemplo simple que exhiba las caracteristicas princi-
pales del problema y que sugiéra un método para obtener la relacidn entre U, y U, para

choques fuertes en el caso general,

I1.2.1 La Hugoniot del gas ideal

Consideremos el caso de un gas ideal con calor especifico constante. Resulta conveniente
usar este caso para explicar todas las rclaciones basicas que gobiernan los cambios en las
variables a traves de la onda de choque, ya que las ecuaciones de la onda de choque y de la

Hugoniot son particularmente simples.

Energia interna:

Para un gas perfecto la energia estd dada por:

T
E=FE,+n /T Cv(T")dT",

donde £ es la energia interna del sistema, n ¢l nimero de moles, C, el calor especifico a
volumen constante y T es la temperatura absoluta.

Como dijimos que tratariamos con un gas ideal con calor cspecifico constante, entonces:

E=E,+nTCy. (2.10)
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Y la ecuacion de estado estd dada por:

PV =nRT. (2.11)

Como queremos E = E(P,V), despejamos a T' de (2.11), sustituimos en (2.10) y tenemos

que:
PV
=
con Jo que:
PV
E=FE,+ CVT;
pero, para un gas ideal
Cp—Cv = R,
y por lo tanto tenemos finalmente que:
E=B+—1_pV, (2.12)
= ith X

donde la vy = C,/C, y E = E(V,T =0).

La Hugoniot Py = Py(V)

La ecuacién de conservacién de Rankine-Hugoniot nos dice que:
B~ E,= (P, + PV, V). (14)
Donde el subindice “,” representa las condiciones iniciales del choque. De acuerdo
con (2.12):

E=E+——PV, y E,,:ET.,+—1—P.,V,.
-1 y—1
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Sustituyendo E y B, en (1.4)

1 1 1
’Y_:TPH V - ;‘:__]:Po V,= '2"(Po + Pg)(Vo+ V),
y despejando Py en funcién de P, , V, y V obtenemos una expresién para la presién Py

sobre la Hugoniot

pyo p DV (1=1)V

=PV -6 1)

o bien:

(2.14)

Vemos que Py tiene un polo simple, esto es, si ‘l/,; — 3;—}, entonces Py diverge como

¥ _ -1y - {mit
(% — 51)7, lo cual nos dice que el volumen limite es

-1
V, = gfﬁ v, (2.15)
I1.2.2 Relaciones de velocidades: U,, Up y U, = Uy(Uy)

Obtuvimos antes:

2 _ 2 P“'Po) ;
U,—‘é(———%_v- (1.15)

Sustituyendo P por Py cn esta expresién obtenemos;

UZ 2’1 Povo

= — . 2.16
3 '7 + 1 _‘% _ 11_3 ( )
Elevando al cuadrado la Ec. 1.12, que expresa la conservacién de la masa
V 2
Ut = Uf(l - Vj) : (217)
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asi que sustituyendo la U, obtenida anteriormente, tenemos una expresién para U, en funcién

de PyV:

U?= 2 P"V"(l-vvz)z
S

La relacién entre U, y U, se obtiene eliminando V/V, de las expresiones (2.16) y (2.17). Asl
pues, despejamos V/V, de (2.16) : '

(2.18)

“/—1+ 2 PV,
741 41 02

L4
v
y sustituyendo en (2.17), obtenemos:

_ 1_’rPaVo
Pyl vr )

Despejando ahora a U, en funcién de U, de esta dltima expresién, obtenemos una

ecuacion de segundo grado para U,:

v:- g0 -y Ry, =,
cuya solucién es:
1 1\?
U= 1200, + /0, + (li—) vz (2.19)

Considerareinios ahora dos casos limite:

Caso I Cuando la velocidad de particula es muy pequefia (U, << ¢), la compresion es
pequefia y la velocidad de choque tiende a la velocidad del sonido, conforme U, va a cero.
A partir de (2.19) tenemos que:

: 2 Tt 1>2 2 =
Jim oz + (5=) vz = s,
Calculemos ahora la velocidad del sonido en V = V,. Recordemos que la velocidad del

gonido estd dada por:
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La adiabdtica del gas ideal estd dada por:

PVi=k, (k= cte).

Fsto implica que:
y entonces:

evaluando esta tiltima expresién en V = V,, obtenemos finalmente que:

HVo) =7 Fo Ve (2.20)

Asi pues hemos llegado a concluir que en el limite de compresién nula (U, — 0) la

velocidad de choque es igual a la velocidad del sonido en la adiabdtica:

l},i,r_r‘\o Uy=¢ (2.21)

Caso IT Cuando la velocidad de particula es muy grande, U,/U, << ], asi que:

TS 4 \'Ug?
== "[H 1+(7+1) U,

recordemos que si ¥ << |, entonces:

v‘l+:n2z1+-;-mz,
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lo que nos da

y por tanto:

N~/+1r 2 Uga
U, ~ 3 J"+‘y+1UP'

Ahora bien, si U, >> ¢, esto significa que en el limite cuando U, — oo

. ¥+1
U},I_I‘Iloo U, = < Us. (2.22)

Por tanto la relacion asintética es lineal, esto es:

y como en el limite de choques fuertes, U, = A4 BU, (relacién empirica), esto implica que:

Un gas ideal est4 hecho de particulas puntuales que no ocupan volumen, asf que el hecho
de que el gas ideal con Cy constante no se pueda comprimir mds alld del volumen limite
7—1

v,=12v,

741

no se debe a que se haya llegado a un estado en que todas las moléculas estdn “empacadas”
apretadamente, pues en este caso este limite corresponde a un valor nulo del volumen. Lo
que ocurre es que al comprimir el gas sobre la Hugoniot, la energia que se da al sistema va
toda a los grados de libertad traslacionales, es decir, a la energia cinética de las moléculas
y por consiguiente, la temperatura y la presion crecen sin limite, pero el cociente de estas
cantidades tiende a un valor constante, como se ve de la ecuacidn de conservacién de la
masa.

En el caso de un gas real, cuya ecuacidn de estado se pueda expresar en forma aproxi-

mada como la de un gas ideal con un calor especifico Cy que cambia con la temperatura,
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al aumentar la temperatura nuevos grados de libertad participan en el proceso térmico, en-
tonces Oy crece y el cociente _'3_—;% decrece con T, lo que significa simplemente que parte de
la energia que se da al gas al comprimirlo sobre la Hugoniot, se emplea en excitar los grados
de libertad internos de las moléculas y por lo tanto menos energia va a los grados trasla-
cionales, es decir, a energfa cinélica promedio; la presidn entonces crece mds lentamente con
la energia y el volumen limite es por consiguiente menor. No sélo eso, sino que podria darse
el caso de que al aumentar la temperatura y la presién sobre la Hugoniot, la funcién

V 4-1

V, ~+1'
como funcién del volumen, ya no fuese lineal en V/V, y pudiese ir a cero como

(V/V, — V,/V,)%. Este caso corresponde 2 una relacién lineal de la forma:

Uy=A+BU, A#0. (2.1)

Como se explicara mas adelante, esta relacion se cumple para pricticamente todos los
materiales comprimidos por choque, ya sean solidos, liquidos o gases.
La relacién

V -1

v, 0
que es vdlida para el caso del gas ideal y Ia ecuacidn (1.15), sugieren que, en el caso general

en que A # 0, en el limite de choques fuertes se debe estudiar la funcién termodindmica

L-E

En la tabla I se mucstran los valores del volumen limite para gases compuestos de dife-

rentes lipos de moléculas; V,/V, se calculd en la aproximacidn del gas ideal.
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Tabla I

Estructura Cv Cp =Cy+R - % Yé’.
Monoatdmico % R .g R % %
Lineal Rigido iR IR u L
Lineal Vibrante %(Gn - 5)R %(ﬁn -3)R g—:‘;—g— 6?1-7
No Lineal Rigido 3R 4R % 17
No Lineal Vibrante 3n-1)R 3(n~2)R :?(’:.-_21 -6;1:3
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CAPITULO 111

Ahora nos proponemos determinar las constricciones sobre la termodindmica de los sistemas
para que la relacidn lineal entre las velocidades de choque U, y de particula U, sc cumpla
con A diferente de cero. Este es un problema no trivial, ya que no basta que las leyes
de conservacion se cumplan para que A no sea nula. En términos mds concretos, quereros
encontrar las condiciones para que la presion en funcion del volumen molar sobre la Hugoniot
esté dominada por un polo doble cuando la presién es muy grande. Asi mismo, queremos
encontrar expresiones termodindmicas para los coeficientes A y B de la relacion lineal en
términos de cantidades termodindmicas.

Para cumplir con nuestro objetivo, es necesario suponer a lo largo de todo el anélisis que

se hard a continuacién, las siguientes hipdtesis:

1. La relacién lineal entre velocidad de choque y velocidad de particula:
U, ~ A+ BU, representa correclamente la presion sobre la Hugoniot en choques

fuertes. (U, >>¢, U, >>¢).
2. La compresion por choque estd bien descrita con las ecuaciones de Rankine-Hugoniot,

3. El sistema tiene una ecuacién P = P(V,T) de estado que lo describe

IIL1 Seolucidn implicita para Py

Se tomard como estado de referencia el estado a temperatura cero (T' = 0°K). Sean:

E(v|V,) = E(V/V,, T =0) (3.1)

P(V/V,) = P(V/V,,T = 0) (3.2)

que son la energfa interna y la presion a temperatura cero,
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La energia E y la presion P a T' # 0 se obtienen integrdndo la ecuacién de la conservacion

de la energia, y se pueden expresar de la signiente manera:

= B(v/v,) + /0 ! (%)V ar = BV + | “r (Z—TS’)V dr, (3.1

= BV + /OT (g—g) 4T = PVIV) + / (awv) i (32)

|

S ——

R estadode refovencia (¥,,0)

eestado Final (V1)

Definamos ahora la funcién R como la razén:

147 (88 i
vl T(E:F)V‘” _ E-E

1 /T( as - (P-P)V
E/a (c’ﬂf/vo)TdF

R es funcién de Py V. Asi se obtiene la identidad:

R

E(V|V,,T) - E(V}V,,T =0)=R(P - P) V. (3.3)

Se sustituye esta expresion en la ecuacién de Rankine-Hugoniot y se obtiene:

t':)
"‘J)

(Vo= V) (P +Py),

l\DI'—‘

<

R(Py-P\W+E-E,= ?"(Pu +P)(1-V/V,).

Despejando a Py se obtiene:
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Py

L [P (1- %) +oRPY 2R
1 |

T 2R+1 \4 (34)

La expresién anterior es exacta, sin embargo, en la forma en la que se encuentra escrita,
la presién sobre la Hugoniot no es todavia la solucién de nuestro problema, ya que R es
funcién de Py y de V, y por lo tanto la expresién (3.4) es tan solo una solucién implicita de
dicha presién.

Ahora bien, si se conociera R en funcién de Py y V se podria despejar Py para todos
los valores de V, y sc tendria ya la forma cxplicita de Py en funcidn de V en la regién
asintética de choques fuertes. Sin embargo, en lo que sigue se demostrard que adu cuando
no se conozca R de manera explicita, es posible obtener 1a forma explicita de Py(V) en la
regién asintética de choques fuertes. Para lograr ésto se supondra que la relacién lineal entre
velocidad de choque U, y la velocidad de particula U, es vélida y, por lo tanto, la relacién
empirica (2.9) entre P y V que se obtiene de ésta debe ser compatible con (3.4). Esto nos
lleva a establecer tres condiciones que deben cumplir la funcion R y sus derivadas para que
la relacidn lineal se cumpla. La solucidn de dichas condiciones nos generaran condiciones de
consistencia que nos dardn expresiones para las constantes A y B en funcién de cantidades

termodindmicas.

111.2 Condiciones para que Py tenga un polo doble

Como ya vimos en el capitulo anterior, los dalos experimentales obtenidos de la compresion
dindmica de un gran nimero de sistemas fisicos demuestran que en el caso de choques fuertes,

la velocidad de choque y la velocidad de particula satisfacen una relacién lineal

U=A+BU, A#0, U>>>clUy>>¢ (2.1).

Esta relacién es vilida practicamente para todos los materiales, independientemente de

que sean simples o compuestos, e independieniemente de la fase en que se encuentren en el
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estado inicial antes del choque,

Asf pues, la validez universal de la relacién (2.1) con A # 0 significa que en el limite
de presiones muy altas, los materiales para los que se cumple esta condicién tienen un
comportamiento termodinamico parecido cuando son sometidos a grandes presiones, inde-
pendientemente de cual sea la forma especifica de su ecuacién de estado a baja presién y
baja temperatura.

Sin embargo, no basta con que se cumplan las condiciones de conservacion de la masa,
el momento y la energfa, y que el sistema esté en equilibrio termodindmico antes y después
del choque para que A no sea nula. Ya hemos visto que para un gas ideal A = 0. Asi que no
todos los sislemas lienen rigurosamente el mismo comportamiento termodindimico a grandes
presiones,

De acuerdo con lo anterior, los sistemas fisicos se podrian agrupar en grandes clases de
“Universalidad” segiin su comportamicnto bajo compresién por choque. En este trabajo
hemos reconocido dos clases de “Universalidad”, la de los gases ideales con A = 0 y para la
cual Py diverge como (V — V1)1, y la de aquellos materiales para los cuales A # 0y Py
diverge como (V — V)%

Ahora nos proponcmos cstudiar esta segunda clase de materiales en los que Py diverge
como (V — V)72

Supongamos pues, que en la regién asintética de choques fucries la presidn sobre la
Hugoniot tiene una singularidad en Vi, como (V/V, — V1,/V.,)~?, entonces la funcion (3.4)
debe tener una singularidad de la misma naturaleza. Para lograr ésto, examinemos dicha
expresion y comparémosla con la expresion “empirica” de la presién sobre la Hugoniot en
funcién del volumen. Recordemos que la forma empirica de la presion sobre la Hugoniot,

que llamarcmos “Py; empirica” estd dada por la expresion (2.9):

1 1%
A? v Vi B-1
Yy = 2 Vo L _L
1”_%32 vV 5 + P,y donde V. T
(Vz_ﬁ)

Ahora bien, si suponemos que ésta es vilida en el limite cuando V — V7, , ésto nos sugiere
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de manera simple cdmo conseguir que la expresién (3.4) para la presién sobre la Hugoniot

sea singular en V, esto es: suponer que el denominador

v__1_
V, 2R+1’
tiene un cero doble en Vj, esto es si:
Vo1 VY (VL) (V VL)3
v = () ¢ )+ (- (35)
donde
VL)_I 4 (v 1 )
G(v., T2dvi\V, 2R+1/° (39)

Supongamos pues, que R es una funcién regular de V en V7, y que por lo tanto
(V/Vo—1/(2R+1)) puede desarrollarse en una serie de Taylor alrededor de Vi, de la si-

guiente manera:
v 1 Vi 1 2V, dR Vv W
b= (et o ey () 2+
V. 2Ryp+1 Vo 2Rp+1 R+ 1) \aV ), /\V, ¥,
1 & (v 1 V. W\®
LEv 1y (VW -
2dV2\V, 2Ry+1/,\V, Y
donde Ry es la funcién R sobre la Hugoniot y Ry, es Ry en el limite cuando V — V.

La relacién (3.5) si las siguientes dos condiciones son vilidas

Ifm (K - _.._1.._) =10, sobrela Hugoniot 3.8
b AV, R¥1/y 8 ' (34
lim (1 + Vo (.@) ) =0, sobre la Hugoni
i = goniot (3.9)
Pk, (QR+1P\dV/y)y

Antes de ver cudl es el significado real de las condiciones (3.8) y (3.9), es necesario en-
contrar la dependencia funcional que satisface R respecto de Py y de V para que (dR/dV )y,

sea finita en el limite.
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Como ya vimos antes R es una funcién de P y de V, por lo que la derivada de R respecto

de V sobre la Hugoniot estd dada por

(), (&), @), @), &
dR.

Para que (TV)H sea finita en el limite cuando Py — oc y V — Vi, basta con exigirlo de

(%) pY de (%) v (%’;)H, como se sigue de esta ecuacion.
La forma empirica derivada de la relacién lineal, Py = Py(V) nos permite obtener (%)H
en funcién de P:
dP B\*Py - P 1 Py — P,
) =—{2(Py-P (—-) : 2 °
(dv)H (P )\l 1) Vv, Viviwy TV
+(£)2_1__ (E)ZP”‘PW L1 (3.11)
B (V,-W) Al Vo=V, A(V,=-Vi) " 2(V,-Vi) | [ )

A partir de aqui se puede ver que, cuando el volumen V toma valores cercanos a Vi, y
simultaneamente la presidn toma grandes valores, la derivada de la presidn respecto del

volumen a lo largo de la Hugoniot estd dada por
B 1 32 .
-2 (—) e P 3.12
A (‘/o _ ‘/L)I/Z Hi ( )

(dP) N
V) y
ar

Asi pues, la relacion emptrica Py = Py(V) indica que (TV) " empiricamente determi-
. 372
nado, diverge como Py/*.

Por consiguiente, para que (2%) (9C) sea finita en el limite de choques fuertes, (2%
g VPara que (55 ) \av) q 3 )y

debe it como P32 o una potencia mayor de P!/, Se sigue de aqui que:

opP

Esta relacién se cumple cuando P es muy grande y sélo si Ry es funcién de P~/ pues

(-a—l-l-) ~ P2, (3.13)
v

entonces Ry = Ry(P~Y2,V) implica que
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R\ _ [ _OR PRV S Zafa R o
(Fﬁ)v—(ap—lﬂ)v-( aP )——Q'Pv : W) » (314)

A partir de aqui, obtenemos:

Y __1[ 0R ) ,.p dP) QE)
(dv),,‘ z(ap-m)vp (dV v, (3:15)

De este modo, la relacién exacta (3.10) es compatible con la relacidn empirica (3.12), de la

que obtenemos:

I sp(dPY 1 B__1.
Jim {P /(dv) } lim {—2A(Va"VL)1/2 = cte.

V-V, Vv,

Podemos concluir que para que (m)” sea finita en el limite Py — oo, se debe cumplit

que Ry (V) sea una funcidn regular de V y de P~/

Ry(V) = Ru(P2 V). (3.16)

Esta es la “Primera Condicién de Consistencia” que debe cumplir Ry para que la presién
sobre la Hugoniot esté dominada por un polo doble en el régimen asintético.

Ahora bien, una vez que se ha establecido que Ry es funcién de P,}I/ lyV,y Py o oo
cuando V — Vi, sobre la Hugoniot, cs necesario evaluar los limites de las cxpresiones (3.8)
vy {3.9) para encontrar las otras condiciones que constrifien nuestro problema.

La condicidn (3.8) se puede expresar simplemente como;

1

V=V, .
L= YooR, + 1

(3.8)
En esta expresion
Ry= Jm Ry (P77 V).

Ph—ro00

La condicidn (3.8) requiere de un analisis minucioso que se hard a continuacién. Es facil

demostrar:
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(@), 7 (@), G0+ i (rors 1) -gmen. o)

Al tomar el limite cuando Py — 0oy V — Vj,, el primer término de esta.expresion se

hace infinito, sin embargo requerimos que el limite de (%)H cuando V — Vo y P — oo sea
finito, para que las condiciones (3.8) y (3.9) se cumplan.

Examinemos ahora el primer término de la derecha de la Eq. (3.17), Suponiendo que la

relacién (3.5) se cumple, y con ella la (2.9), que es la expresion de la Py empirica, podemos

utilizar la relacién (3.12) para ver que

1dpP _oB_ 1 12 , o
rdv ,® AV, - V)V Prooo

Pyp—-ro00
Por tanto para que el primer término de la derecha de la Eq. (3.16) tenga un limite finito

se debe cumplir que:

lim (l — R) =0, sobre la Hugoniot
Pgace \ T
vavy

Si ademds suponemos que § es finita en el limite cuando V — Vf, entonces:

1

RL:E.

(3.8)

Esta expresién constituye la “Segunda Condicion de Consistencia” y nos permite expresar
el parémetro B de la relacion lineal en funcion de cantidades termodindmicas. Sustituyendo

(3.8) en la ecuacién (2.3) para B que se obtuvo en el capitulo anterior, se obtiene que:

1
B=1+4«—r—.
+ 2R,
Sustituyendo finalmente (3.18) en esta expresidn, obtenemos la expresién termodindmica
para B:
1 24T
B=1+§FL= +2 L, (3'19)
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en la que

! apV
o= g []
Pn—wLo NTCV .
Regresemos ahora al célculo del limite de (%)H cuando P — ooy V — V. Hemos

supuesto antes que Ry es una funcién regular en V' y desarrollamos el denominador

(K - L)
V, 2R+1/’
de la expresién (3.4) en serie de Taylor alrededor de V;,. Ahora, procederemos a desarrollar
la misma R y { en serie de Taylor, Es importante hacer notar que el resultado obtenido en
la “Primera Condicién de Consistencia”, R = R(P~Y2,V), nos sugiére desarrollar a R en
funcion de P/, Asi, obtenemos que ¢l desarrollo de R en funcién de P~'/?, alrededor de

P12 = ¢ est4 dado por:

R=R,(V)+ Ry (V)P 4 Ry(V)P ' 4 Ry(V)P~¥2 4 . (3.20)

El desarrollo de 1/T' se obtiene del desarrollo de R, partiéndo de la siguiente relacién

termodinamica

Asf se obtiene:

]F = Ru(V) + gRu(V)PH2 %Ra(vw-s/2 .. (3.21)

Sustituyendo las expresiones termodindmicas obtenidas para R y % en (3.17) obtenemos

que:

(dR) 1 (‘LP)” (-lRl(V)P"/"’—Ra(V)P'I —-gRs(V)P"‘“—'--)

av), Py\dv],\"2
1 ; 1 1 '
e ([‘a,,+P) S (R1). (3.17)
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Para tomar el limite de esta expresién, es necesario recordar que si la relacién empirica

para Py(V) estd dominada por un polo doble cerca de Vi, la relacién (3.12) se cumple
Entonces tenemos

il B__ 1 -1/2 -1
( dv>,, P; ATV (Ra(V) + 2Ra(V) P + 3Rs(V)P +...)
L
+PV (Ter+ 5) - ®+D).

Ahora tomemos el limite cuando V — V|, y Py — o0, entonces
im (dR) B 1 Ry(V) — 1 [
- ———— RV Ro(V1) +1)
XH—Y; av i A (V Vi )1/2 1

+vi,,[ S (P) Ry i, (—1—)} . 6w

Py—co Py—voo Ptz

Recordemos que en el limite Py oy V =V,

1 _ lim (chv)
Ry =& )

. 2
- (329
En la expresidn {3.23) todavia aparecen dos limites desconocidos que, segiin veremos mas

adelante, es posible evaluar al conocer la forma analitica de la ecuacién de estado

lim <T°"’) _ lim ( 1 ) 1
V=V =LYy VeV (3.24)
P"-‘C:J PKT PH—':O PlC

El cdlculo se hard en ol siguiente capitulo. Sustituyendo el valor de estos limites en (3.21)

tenemos la siguiente relacién

lim (ﬂ) ~B__1 Ry(V, (3.25)
-— =7 L * '
P, A&V ) A, - V) (1)

Ahora bien, a partir de la condicién (3.8) sabemos que:
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lim [RY _ (@Rc+1)* 1 (2+I‘,—,) :
v \dv /), v, 2K \Tp /e

Py—o0

Igualando (3.25) y (3.9) tenemos que:

09)

w0 =5 () (45 -

Sustituyendo los valores ya obtenidos de B y Vf, en esta expresién, tenemos finalmente

Ry(Vy) = \/— V"’*FL. (326)

De aqui obtenemos una expresién termodindmica para el coeficiente A

v, 1%
A=y 2L . .

El significado fisico de esta relacion se aclarard cuando se obtenga una expresién ter-

modindmica para R, (V).
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CAPITULO IV

IV.1 Forma Universal de la Ecuacion de Estado de los Sistemas Comprimidos por

Choques Fuertes.

Recordemos que, en los capitulos anteriores ya hemos visto cémo es que la relacion entre
Ja velocidad de particula U, y la velocidad de choque U, para choques fuertes satisface una
relacion lineal, que es vélida pricticamente para todos los materiales independientemente

de su composiciéon y de la fase en que se encuentren;

U ~A+BU,, U>>c U>>c (2.1)

Por otra parte, la conscrvacién de la masa y la suposicion de que el material esta-en

equilibrio termodindmico antes y después del choque, permiten obtener la relacién:

1
T 1=V,

que es vilida tanto para choques suaves como para choques fuertes. La relacién (1.13) se

U, U, (1.13)

puede escribir de la forma siguiente:

_ 1 ; 1 V-V,
U= 1= V/VOJP+ T=ViJv, Vo-—VUp' (4.1)

En esta expresion V, es el valor del volumen limite correspondiente al limite en que la presion

Py (V) sobre la Hugoniot se hace infinita. Antes se demostré que:

1
T1=-WV

Las ecuaciones de Rankine-Hugoniot (1.2), (1.3) y (1.4), que expresan la conservacién

B (2.3)

de la masa, del momento y de la energia, permiten expresar Uy en funcién de la presién y

la compresién sobre la Hugoniol:

Up= VY2 1-V[V, /P~ P. o (42)
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sustituyendo U, por la expresién (4.2) en la ecuacién (4.1) se obtiene:

5 1 1 V-V -
b=twm bt iy 5

de aqui se sigue que:

v,
A= e Jm (v -ViWP - P, (4.3)

Py—voo

Como ya vimos los materiales cuando son sometidos a altas presiones tienen un compor-
tamiento semejante. Sin embargo, A puede ser igual a cero o diferente de cero. De acuerdo
con lo anterior, los sistemas fisicos bajo compresion por choque se podrian agrupar en dos
grandes clases de “Universalidad”: la de los gases ideales con A = 0 y para la cual Py
diverge como (V — V)71, y la de aquellos materiales (la mayoria) para los cuales A # 0y
Py diverge como (V — Vi )™?

La situacién descrita antes es parecida a la que ocurre en los fenémenos criticos, en
los que se observa que en la vecindad del punto critico un gran nimero de sistemas muy
diferentes entre si tienen un comportamiento lermodindmico parecido. También en este caso
los sistemas fisicos se clasifican en clases de universalidad caracterizadas por los exponen.tes
criticos que dicen ¢émo divergen las compresibilidades, las susceptibilidades, los calores
especificos y otras propiedades mds cuando la temperatura tiende hacia la temperatura
critica 7., . Las ecuaciones de estado de los sistemnas en la misima clase de universalidad, que
lejos del punto critico son diferentes entre si, en el punto crilico se reducen a una misma

forma analitica caracterizada por exponentes criticos.

IV.1.1 Ecuacién de Estado en la forma de Griineisen:

Se demostré también que, cuando A # 0, Py diverge en Vj, como (V — V)2, el cociente R
de la energia interna entre el producto de la presién y el volumen, depende explicitamente

. . -1/2 .
de la presién como funcion de Pp ! y no de Pj; misima, csto es:
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Ry = R(P;(V), V). (3.16)

En este capitulo se demostrard que el conocimiento de la relacién funcional (3.16) es
suficiente para obtener la forma universal de la ecuacién de estado que describe la conducta
termodindmica de los sistemas fisicos comprimidos dindmicamente en el limite de los choques
fuertes.

Con el propésito antes dicho, se supondra que R es una funcién regular de P,']U % en
P;vl/ ? = 0y que R como funcién de V es también regular en V = V;. Entonces se puede

hacer un desarrollo de Taylor de R en potencias de P,;l/ 2

R =R,(V)+R,(V)P; 2 + Ra(V)P' +... (4.4)
donde los coeficientes Ri(V') de este desarrollo son funciones del volumen molar V:

1 OR

En la compresién por choques fuertes el valor del volumen molar difiere poco del valor

limite V7, , lo que sugiére expresar las funciones R;(V) como serics de potencias de (V — V)i

R(V) =R, + R (V-Vo)+R(V -V ) +..., i=0,1,2,3,... (4.6)
de este modo sc obticne :

' n 1
R=Ry, + Ry (V-W) +R0,,-2-(V -~V +...

- i - n - 1
+R1LP111/2 + RILPHl“(V -Vi) + RmPnllz'Z'(V —-Vi)i+...
I n ].
+Ro Pt + Ry PNV - V) + RqLP17l§(V -Vl +.... (4.7)

Si la serie (4.6) se evalia sobre la Hugoniot de un sistema que satisfaga la relacién lineal
/

con A no nula, el factor (V — V1) cs proporcioanal a P,;1 ? y por consiguicnte el término

proporcional a (V - VL)P,}I/Z es proporcional a Pj'. Asi pues, es razonable agrupar los
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términos proporcionales a (V — V)%, (V — V[,)P;;I/ % y Pz con un cocficiente constante y

asi sucesivamente. De este modo se obtiene:

Ry (V = Vi) + Ry P2 = vy P2,

o ]. — -—
Ry 5(V = Vi) + Rip(V = Vi) Py + Rau Pp* = raPi".

Entonces la serie (4.6) evaluada sobre la Hugoniot queda como:

RH(P,;]/Z,V) =r,+ rngw + rzP,}’ +...

Cuando se desca describir la conducta termodindmica de un sistema para valores muy
grandes de la presién y valores finitos del volumen molar cercanos a los que se obtienen en

la compresién por choque, se podré sustituir el desarrollo (4.4) por la forma mds simple:

R,-;(P,;m) =r,+ rlP,';m +rPP 4., (4.8)
sin cometer un error grande, pues los coeficientes de las potencias sucesivas de P};l” % 1o
serin muy diferentes de los que se obtendran de (4.4) cuando (V — V.,) se aproxima por
P,';I/ ? atin si los valores de P y V no estan precisamente en la Hugoniot pero se encuentran
suficientemente cerca.

Sin embargo, en el caso en que el sistema fisico no se comprime por choque, por ¢jemplo
cuando la compresidn es hidrostitica, la relacién funcional entre (V — V1) y la presién que
se usé en el razonamiento anterior ya no sc cumple y la forma simplificada del desarrollo de
R en potencias de P;;'/* de la ecuacidn (4.8) deja de ser valida. En estos casos, la conducta
termodinamica deb sistema comprimido sc deberi describir con la forma funcional de R
mas general tal como se expresa en las ecuaciones (4.4) y (4.6). Volviendo al ejemplo, en
la compresidn hidrostatica, si la temperatura se mantiene constante, la relacién funcional
correcla entre P y V es la que se obtiene de la ecuacién de la isotcrma a la temperatura

correspondiente y no la que se obtiene de la ecuacidn de la Hugoniot.
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Cabe sefialar que la relacién de proporcionalidad entre (V — Vi) y P,;vl/ ? solamente es
vélida en el régimen de choques fuertes donde P es muy grande y (V — V) muy pequefia.
En los choques suaves, es decir cuando Py no es muy grande y (V — V1) no es muy pequeiia,
el producto Py x (V — V) es en general una funcién de V que cambia bastante cuando
V cambia y la forma simplificada del desarrollo de R(P};l/ ?)V) de la ecuacién (4.8) en
potencias de Py deja de ser vélida.

Una vez hechas estas aclaraciones, podemos volver a nuestro argumento anterior. Pode-

. . —1/2 R .
mos obtener un desarrollo en serie de potencias de Py /2 para la energia interna I mediante

la sustitucidn del desarrollo (4.8) en la definicién de R, E = RPV, cuyo resultado es

E =1,PV 4+ 1PV 41,V 47, P~ 12V (4.9)

Puesto que ¢l desrrollo de R en serie de potencias de Py 2 ecuacion (4.8), solo es vélido
para P muy grande, los términos de potencias de P mayores o iguales que la potencia, -1
no contribuyen. Se sigue entonces, que la ecuacion de estado incompleta o ecuacidn de
Griineisen de un sistema fisico en la regién asintética de lo choques fuertes y para el cual

A # 0, tiene la forma Universal:

E = (r,P + 1P 4 1,)V. (4.10)

IV.2 Forma Térmica de la Ecuacién de Estado.

Hemos'encontrado que cuando P — ooy V — V¢

1 -
R: P—'}‘R]P”]/Q‘{‘Rzp};l’*'u.
L

Como nos encontramos en el régimen asintético donde P;; es muy grande, supondremos
. -1/2 ] . . .
que R es funcién solamente de Py / , Ya que los términos sucesivos no contribuyen mucho,

y que tiene la forma simple:
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=1 rph (&.11)
Ty A

con I'r, y Ry constantes. Entonces, la ecuacién de estado de Griineisen £ = RPV toma la

forma:

B= 1,ipv +R, PV, (412)
L

A partir de esta ecuacién se puede obtener la temperatura en funcién de P y V. La

ecuacion de la energia nos dice que:

dE =TdS — P dV, (4.13)

por tanto:

ds = %,—(dE +PaV). (4.13)

Tomando la diferencial de la ecuacidn (4.12):

dE:(-l--f-—l-R, -’ﬂ)wp+(1 +R,P "’Z)Pdv
F[, 2 I“L

y sustituyendo en (4.13’) obtenemos que:
1

i1 -‘/2) ( 1 —1/2) ]
W=7 [(FL BBy T VAP 4 {1+ Ra Py T ) PV (4.14)

# es el factor integrante que hace que el miembro derecho de (4.14) sea una diferencial
exacta. Si cada sumando fuese funcién de P o de V solamente, dS seria una diferencial; por
consiguiente se puede escoger que:

T.—.CPV( +1H R, (4.15)

1'\

con C igual a una constanie. Entonces se obtiene que:
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L (R 1
d§ = = { AL dP+dVY, 116
¢ {(f‘;+ 1+R PPV 10

Es evidente que (4.16) es la diferencial de una funcidn, pues cada sumando es integrable.
Asi pues, {4.15) es una ecuacién de estado “completa” que describe los estados de equilibrio
termodindmico del sistema.

Sin embargo, hay que notar que el factor integrante de la Ec. (4.14) no es dnico, sino
que hay una infinidad de ellos. Cada factor integrante da una ecuacién de estado. Asi pues,
hay una infinidad de ecuaciones de estado “completas” que son compatibles con la misma
forma universal de la ecuacién de estado incompleta (Eq. (4.12). Esta aclaracién despeja el
misterio del comportamiento universal en los choques fuertes: Cada sistema termodindmico
tiene su ecuacién de estado propia, pero la conservacién de la masa, del momento y de la
energia, hacen que la ecuacién de Griineisen que expresa la energia interna en funcién de
P y V tome la misma forma analitica para todos los sistemas en el régimen asinidtico de

choques muy fuertes.

1V.3 Ecuacion de la Entropia en el régimen asintdtico

Hemos encontrado que la ccuacidn {4.16) nos da una expresién para la entropfa de un
sistema chocado, sin embargo se encuentra en su forma diferencial. Si queremos obtener a
la Entropia dc manera explicita simplemente hay que integrar dicha expresion. Para esto,
hay que reducir e} miembro derecho de (4.16) a la difcrencial de una suma, por lo que es

necesario encontrar la antiderivada del primer sumando, esto es:

( +1R1P_u2) 1
(& +1+R1P"")P

Mediante un cambio de variable y reducidén algebraica, se obtiene que

dil =

Pl/'z
dF = dln 1 )
()

42



con lo que llegamos a obtener que:

1 pY/?
a5=71dmn | +dIm v},
(pl/z + T—Ff"‘gRl) rH

finalmente, integrando ambos miembros de la ecuacién anterior tenemos que la entropia

expresada en funcién de P y V estd dada por:

P1/2
In |V —1{}+5.. (4.17)

(P Y24 1+I‘:. R‘) -
Ahora se puede despejar P en funcion de (T, V) de la ecuacién (4.15) y se tiene que:

Q=

T, [T 1/ T 1T .
12 _ L [ ( ) 2 L ,
d \/1+rL ov tilirn/ M) -2 e (4.15)

Sustituyéndola en (4.17) se obtiene entonces una expresién de la entropfa S en funcién

de (T,V):

<\[+n |4 + 1] - %ﬁf‘ZRl)

F+!
(\/1+n [C_V + ;ﬁJrTRz] +3 1+PLR1)

Asi pues, a partir de estas expresiones es posible obtener ya todos los coeficientes ter-

+85, (1.18)

modindmicos, los calores especificos, la energia libre de Helmholtz F(T, V) y todas las otras

funciones termodindmicas.

IV .4 Los coeficientes termodindmicos a,, k1, ¥ £, sobre la Hugoniot.

A partir de la forma universal de la ecuacién de estado del material chocado expresada en :

T =CPV (i

FLHR B, (4.15)
Ly

y de la definicién de los cocficientes termedindmicos es posible obtener expresiones para

dichos cocficientes y calcular de manera explicita los liniles que quedaron ‘pendientes’ del
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capitulo anterior, Asf pues, tenemos que el coeficiente de expansidn volumétrica se define

como

De (4.15) tenemos

V=

CP(&+1+R, ")’

y por consiguiente

(5), - e
OT)p CP(E+1+RiPF?)

Entonces se obtiene

= (z)

sobre la Hugoniot en el limite de choques fuertes. Y por lo tanto

(XpT'-:l.

Ahora calcularemos la compresibilidad isotérmica &y, que se define como:

L __Lfav
Fr=Ty\epr/,’

A partir de (4.14’) obtenemos

ar /. P 2(.{;5+1+R1pl;112)'

y por lo tanto

_l_ R, P,',‘m
2(E+ 1+ R PP

L
P

Ky =
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Entonces obtenemos

1 R, P

Prp=1-— .
T (R 1+ R

Con lo que finalmente

im  pyg =1, (4.20)

P—oo

Por tltimo, tenemos que la compresibilidad adiabatica se define como;

g =L (Y
TRV

Como necesitamos que la entropia sea constante, utilizaremos ahora la expresién de la en-

tropia en su forma diferencial expresada en (4.16):

dS =

' L1 -1/2
=+ Ry P
.1. (FL 2141 H—l/)'z idP-JrldV . (4.16)
ClE +1+R PP TV

Como S = cte tenemos dS = 0. Entonces :

s s ),

S+1+R, )| PV AP

Por lo tanto despejando a «, tenemos finalmente

(F][ + %Rl P,;llz) 1
= |- i | B (4.21)
(& +1+ R P
Asi pues:
1 -1/2
Ph'm 1 = Plfm l:(rb +1 + RlP" )] (4.21)
“e kP Tume | (L 4R, P
Tomando el limite cuando £; — oo, obteneinos
m L _p 41 (4.22)

Poco N,P

45



IV.5 Los Calores Especificos Cp y Cy y la Funcién I'(P) sobre la Hugoniot
Calcularemos ahora €l calor especifico a volumen constante, que se define como:

85 a5\ (0P
=7(5z), - (5), (&),

A partir de la ecuacién de estado (4.15) :

T =CPV (i 14 RIP"”)
Iy

obtenemos que:

(g—ﬁ) _cv( FlagRiBE ),

y como :

entonces:

(7). e
o)y~ OV (& +1+ R P57

Ahora bien, a partir de la ccuacién difercncial de la entropia {4.16) obtenemos que:

85\ _1f (F+3Rari™) 1 (oP\ 1 (ov
OPJy €| (&+1+4RpPy ) PNOP), VAGP, [

entonces :

Susituyendo las expresiones obtenidas para (-5—)‘/ y ('513)\/ en la definicién de Cy obtenemos

finalmente



1
=5

-1/2

& + 1R, Pg ]
—1/2 1"

& +1+1R P

Tomando el limite cuando Py — co se tiene

11

P—oo

Ahora, calcularemos el calor especifico a presién constante, que se define como:

08 oV oP
CP“’-"(ﬁ)P*T(ﬁ%‘)P (%)s'

A partir de la ecuacidn diferencial de la entropia (4.15) obtenemos

) s ) s ony
or)p Cl(E+1+RaPF*)P\OT)p, VO 5[

por .ta,nto :

95y _ 1179V
o), ¢cv\ar),

De la ecuacion de estado (4.14) obtenemos

(57), -7

/p CP(E+1+RiP12)

Sustituyendo las expresiones oblenidas en la definicién de C, tenemos
6oL 1
PTCVOP(E4+14+R P2)

Finalmente, sustituyendo el valor de T' de la ccuacién de estado, obtenemos

1
CP:E.
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IV.8 La Funcién I'(P) sobre la Hugoniot

Recordemos que la ' de Gritneisen se define como:

_Veap
—K,TCV.

(1.9)

Sustituyendo las expresiones obtenidas anteriormente de ap, x5 y Cv representadas en

(4.19), (4.23) y (4.23) respectivamente y realizando las operaciones algebrdicas necesarias,

obtenemos

r(P)

_vee[g+1+RpE”
T | &+imPpY°

Sustituyendo ahora 7' por la ecuacién de estado (4.15) obtenemos finalmente que:

1
110 2 P — (4.26)
(F + RaPi™”)
o bien
L (1,1 -1/2) ‘
N (FL +RaFE"). (4.267)

L . . s L3
Esta es una prediccidn interesante sobre el comportamiento de I en funcién de la presién
en la vecindad o entorno de la Hugoniot. Asi que, si tomamos el limite cuando Py — o0
de esta dltima expresidn, obtenemos un resultado que de antemano sabfamos, pero que sin
embargo refuerza nuestros célculos y teoria :
lim = :
Pymsco [y =TL. (4.27)

Una vez que ya hemos obtenido los calores especificos, podemos conocer la razén v, a saber

G
-

Asi que, sustituyendo las ecuaciones (4.23) y (4.25), tenemos

(4.28)
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(& +1+ 1R
7 = 1 1 P—1/2 (4'28)
(% + 1RP")

Si tomamos el limite cuando Py — oo, obtenemos

= 1 + I‘In (4'30)

lo cual no deberfa sorprendernos ya que, de las relaciones termodindmicas sabemos

’)’—1=Tap1‘,

y como

lim (T ap) =1,

Py—oo
IV.7 La Presidn sobre la Hugoniot

En esta seccidn verificaremos que la icoria desarrollada anteriormente reproduzca correc-
tamente la forma empirica de la presién sobre la Hugoniot en funcién del volumen molar.

Considereimos el caso simplificado en que la ecuacion de estado incompleta toma la forma:

E:%wv+mpmu (4.12)
L
con I'r y R, constantes. La ecuacidn de Rankine-Hugoniot nos dice que:

E-Ey=5(V-V) (P4P.).

Sustituyendo (4.11) en esta ltima ecuacion, se obtiene

LPV AR PV - PV, Ry PV, = & (Vo= V)P + £ (Vi = V) P
I Iy 2

1
2
Y despejando P:
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R, VP (EVo+ (V= V) P+ 2R B,
EV--V) EV=(Vi=V)

Si completamos el cuadrado, tendremos un binomio al cuadrado :

Pt~

iy RV (V- V) {0 V) B BRIV + RV
TV (v - we)

Sacando rafz cuadrada y despejando a P12

pY? = {(lV/E — #‘?) ((1 ¥ z+r;,) B+ 2R, F llzﬂ'h) t+ (Rl [ %)}1/2

( _ _m_) -
Vo 240y,

T, Z)
(R12+r‘1.vo
Yy I\
o 0,

Elevando al cuadrado obtenemos finalmente

pyry = 2 B o ) + @)
n -

(%~ ) -

Wor¥Y_ LN Y_ I 1/2“]'
“(V.,)‘(VQ 2+I‘L)[(l V. 2+PL)P+2R1P TF T,

Como podemos observar, la expresion (4.31) representa a la presién sobre la Hugoniot ya
que solo depende de una variable, a saber, V/V,, Como podemos apreciar, Py (V) diverge

cuando el denominador se hace cero, y esto ocurre cuando V — Vi, ya que entonces:

Ve _ T

V, 2+T;,
Hemos visto que, una ecuacién de estado simple produce un polo doble en la presién sobre
la Hugoniot. Hemos demostrado pues, que la forma asintdtica ‘Universal’ de la ecuacién

de estado (4.12) es condicion necesaria y suliciente para que la relacién U, vs U, sea lineal

cuando Pj; — co.
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IV.8 Férmula termodindmica del coeficiente 4

Nos proponemos ahora encontrar una expresion para el coeficiente A en funcion de cantidades
termodindmicas, lo cual resulta ya francamente sencillo con el conocimiento explicito de la
funcién R que nos conduce a la ecuacién de estado.

Recordemos que la derivada de R respecto de V sobre la Hugoniot estéd dada por:

TR P

Consideremos a R cr su forma simplificada, como en (4.10);

1 -
= —+R,P;", (4.11)
Tr

entonces:

RN _ 1o 9R) _
(ap)v’ gl y (av P‘O'

Para obtener una expresién para A debemos comparar estos resultados con la forma
empirica de la relacién de Py y V. Asi, a partir de la forma empirica de la presién sobre la

Hugoniot, derivada de la rclacidn lineal, Py = Py(V) expresada en (2.9) podemos obtener

dP B 1 3/2
28) ~-2(2) e, 12
(dv),, (%) v (312

sustituyendo las dos relaciones anteriores en (g—{—f)ﬁ tenemos

dR B 1
— ] = --—R,. 32
(dV),, AV, =W, ' (43 )

De las relaciones (3.8') y (3.9°) sabemos

Ve T ay L (2T’
voarn, Y W), T W\ )

Igualando (4.32) con esta dltima expresién y utilizando el valor de B de la relacién (3.18),

obtenemos
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R; = —\/:2- V2ETG, (4.33)
Vi .

Como podemos apreciar esta expresién es exactamente igual a la (3.25) obtenida en el

capitulo anterior. Ahora bien, de {4.5) podemos ver

R
—_a|pr (9 |y
R, = 2[13 (3P>v] i (4.34)

por lo tanto:

2. R
A= 2T% | P32 (-—) ] ,
V24T, L[ apr viv,

L(oRY _(or
2\opP/, \oP/,’

pero como.

finalmente tenemos

2/2V. or
A= ° 12 | pO2 (——) ] . 4.35
ve+Ty L[ op viv, (439)

Esta es la expresion termodindmica para A que se busca.

IV.9 Relacién entre velocidades U, y U,

Calcularemos ahora la relacién asintética entre la velocidad de choque y la velocidad de
particula para aquellos sistemas fisicos cuya conducta a alta presién se pueda describir con

la siguiente ecuacién de estado :

E(P,V) = =PV + R,PAY, .12)
L
es decir
E
R4 — W.
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Recordemos que, a partir de las ecuaciones de Rankine-Hugoniot las velocidades de
choque y de particula se expresan en funcién de la presién y el volumen de la manera

siguiente :

——(P~-PR), {4.36)

v? = v (1 - %) (P-B). (437)

Recordemos también que, B, el coeficiente de U, en la relacién lineal es:

1
B= v 23
De (4.36) y (4.37) tenemos
1
U= U2,
-9
Entonces, sacando raiz cuadrada:
1 1 1
o= g+ (v ) o
es decir
Uy=BU+ (e = —~ U (4.38)
ULV =WV T '

Esta es la relacién buscada. Es interesantc expresar esta relacién en funcién de P~/2

usando {4.37) :

U= BUy+ [ = — V‘/Z(l-—-v—)m(P—P)m (4.39)
* PRAL=VIV, 1=-WV,) Vo v '

A partir de las ecuaciones de Rankine-Hugoniot para la conservacién de la energfa y de la

ecuacion de estado (4.12) se obtiene:
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4 1/2
PVo R, P v

S [ SO R
: FP+R1P =5 (l-y)P+5(-) B

Factorizando {1 — V/V,) en esta tltima expresion y despejando se obtiene que:

L (P-P,)+R, (PV2_pii2 '
(1 - .‘_/.) _r ( ) 1 ( ) (4‘40)

V)T ) PRI,
Tomando el limite cuando P -+ coy V — V.
%3 2
-7) = 5o 141
( Vo/ 24T (441)
Ahora bien, de (4.40) y (4.41) tenemos que:
LRy + (P, + 2+ T )R P2 P12
( t 1 )__P-l/2 "] 1+ (FP 1 L)R ]22 —
1"V/vo 1—VL/Vo 2[FE+R1P_1/2—(T‘IP0+R1P° )P'l]

Ahora sustituimos la expresion (4.42) en (4.39) y obtenemos:

FLRit (P, + (2 + )Ry PY?) Prif2
v, - BU=—vl/2,/1-V Rt (£, + @+ TR, 1)2 =, (443
[—~+RP‘/? (&P, + R P P~ l]

Si tomamos el limite del miembro derecho de {4.43) cuando V — V, y P — co tenemos que;

2
U,~-BU, = —v;/ﬁ'\/l - % 5"251 (444)

Comparando con la relacién empirica entre las velocidades de choque y de particula:

Uy~ A+ BU,

Y utilizando el valor obtenido para (1 — V/V,) en la relacién (4.12), finalmente obtenemos

el resultado buscado:

/2 ‘
A=—V,,‘/2( 2 ) Tig, | (445)



De este resultado se sigue que, st A > 0, R; debe ser negativo. De aqui podemos ver que
A es directamente proporcional 2 Ry, que, como se recordara, esté definido como el cociente
de la energla E al producto de la presién P y el volumen V, siendo de esta manera una
medida de la capacidad del sistema para absorber energia. Por otro lado, el coeficiente A es
una medida practica de la diferencia de las velocidades U, y U, ya que, de acuerdo con La
relacién lineal A = U, — BU,, donde B = (1 ~ V,/V,)™, toma valores cercanos a 1.

¥n el caso del gas ideal
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CAPITULO V
V.I Resultados y conclusiones

El punto inicial de nuestro andlisis es una identidad termodindmica que interpretamos como
una ecuacién implicita para la presién sobre la Hugoniot en (3.3) y que es, desde luego,
exacta. Si pedimos que esta expresion implicita reproduzca el comportamiento de la ecuacién
empirica para Py(V), nos vemos obligados a imponer tres condiciones en la razén R(P, V)
de la energia especifica interna al producto de la presidn y el volumen especifico.

Las condiciones en R para que Py(V') tenga un polo doble en Vj, se satisfacen sélo si
Ry{(P,V), su primera y segunda derivadas respecto a V son finitas y no nulas en V = V,;
y al mismo tiempo, Py (V), su primera y segunda derivadas son singulares en V. Como
R(P, V'} y sus derivadas son funciones de la presién P y sus derivadas, tuvimes que imponer
algunas condicioncs adicionales de autocoﬁsistencia en R que constrifien al problema pl’tra
que los dos requisitos anteriores sean compatibles uno con otro.

Las condiciones de consistencia dan un significado termodindmicamente preciso a la
afirmacion “el comportamiento fisico de los sistemas comprimidos por choques muy fuertes
se caracteriza por que la relacién entre las velocidades de choque y de particula es lineal,
Uy~A+BU, ,A#0"

La caracterizacidn termodinainica asi obtenida es suficiente para determinar la forma
funcional de la enegia interna como funcién de P="/2 y V cn el régimen asintdtico de la
compresion por choques fuertes. A partir de este resultado derivamos la forma universal
a la que se reduce la ccuacién de estado incompleta de un sistema termodindmico cuando
¢s comprimido por choques muy fuertes. De esta ecuacién de estado y de la igualdad ter-
modindmica fundamental para un cambio infinitesimal de la energia interna derivamos una
expresion para el cambio infinitesimal de la entropia. Se introdujo la temperatura a traves
de su definicion termodinamica, esto es, como el inverso del factor integrante de la en-

tropfa en la ecuacidn diferencial de la energia interna, Ya que el factor integrante no es
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tinico, esto significa que la ecuacién de estado completa obtenida de esta manera, tampoco
es dnica. Lste es un resultado muy satisfactorio, pues concilia la necesidad de que cada
sistema fisico tenga una ecuacién de estado propia con el hecho empirico bien conocido, y
ahora tedricamente explicado, de que muchos sisicmas fisicos distintos tengan un compor-
tamiento termodinamice semejante cuando son comprimidos por choques fuertes. En este
trabajo escogimos la forma mds simple que nos permitiéra demostrar que las condiciones de
consistencia se satisfacen. Estos resultados nos llevan a obtener la forma diferencial de la
entropia como funcidn de la presion y el volumen especifico, a partir de la cual la entropia y
los potenciales termodindmicos se pueden oblener mediante integracién. Igualmente se ob-
tuvieron los coeficientes termodinamicos, el calor especifico a volumen constante y la funcién
I' de Griineisen, lo que nos permitié verificar las condiciones de consistencia y comprobar
que el andlisis que hicimos es autoconsistente.

Por iltimo terminamos nuestra descripcién termodindmica de la compresién por choques
fuertes en el régimen asintdtico dando una expresié termodindmica para la constante A que
aparece en la relacién lineal entre la velocidad de choque y la de particula,

Es importante reiterar que la ecuacion de estado completa obtenida en este trabajo no
es Gnica y que puede haber una ‘infinidad’ de ellas que son compatibles con la ecuacién
de estado incompleta. Sin embargo, pensamos que es posible constrefiir alin més nuestro
problema pidiéndo que la ecuacidn completa cumpla condiciones adicionales que garanticen
una descripcion termodinamicamente correcta y fisicamente satisfactoria del sistema. Es-
tas condiciones se podran imponer en los coeficientes termodindmicos, en el parimetro de
Griineisen y en el calor espectfico que nos den lugar a una ecuacidn de estado completa que -
describa un sistema fisico real.

Por 1ltimo, cabe mencionar que en la mayoria de los trabajos acerca de las propiedades
termodinamicas de la compresién por choque, los coeficientes termodinamicos y el pardmetro
de Griineisen estan expresados en funcién de la compresién o alguna otra variable equiva-
lente. En este trabajo podemos dar nuestros resultados en térninos de dos variables, P~1/2

y V, que son las variables naturales en la ‘Hugoniot’.
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