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INTRODUCCION
En la sociedad existen costumbres o conductas que la mayoria de la gente sigue con frecuencia.

Estas conductas se han adoptade porque existen ciertas situaciones que se repilen constaniemente y con el
liempo la sociedad ha aprendido a reaccionar ante éstas y ha obtenido resuliados satisfactorios, de manera que
se ha adoptado una respuesta convencional ante tal situacién. A este tipo de conductas se les denominan
caonvenciones.

La sociedad ha tomade 2 las convenciones como conductas vilidas. gue solas se hacen cumplir y no
necesitan de ser normas legalmente obligatorias para que la mayoria de la gente las siga.

Algunos convenciones pueden ser por ejemplo que la fabricacién de los automéviles en una regién han
adoptade por poner el volante del lado izquierdo y por ello se maneja por la derecha, otros ejemplos son los
comportamientos Lipices de reaccién al panico financiero en una bolsa de valores en un momento determinado,
las relaciones obrero patronales, las relaciones entre una clase social y otra, los roles de parcjas como algunas
aclitudes machistas rambién actitudes politicas en una situacién especifica, etc.

En este trabajo se estudian las convenciones de una manera general y se plantea esta problemdtica desde ¢l
punio de vista de la Teoria de Juegos ya que la sociedad o algunos sectores de ella poeden verse como
Jugadares. las conductas como estrategias y los resultados que la sociedad obtiene como una funcicn de pago.
Una convencién es entonces un equilibrio al que los jugadores han llegado en el juego. Este juego tiene que scr
Jugado repetidamente el ndmero suficiente de veces para que la sociedad tenga las suficientes evaluaciones y
asi pader llegar a una convencién de cémo jugarlo. Pero en un Jjuego los equilibrios no siempre existen v si
existen varios no se puede saber a priori cudl de ellos sers el que la sociedad seleccione como convencion.
Emonces aqui se presentan resuliados de cémo la sociedad puede establecer sus convenciones bajo ciertus
condiciones.

En el capitulo | se establece algo de teoria basica de ta Teoria de Juegos, fa necesaria para estudiar a las
convenciones desde éste punto de vista. En el capitulo 11 se planica formalmente ¢l problema de lus
convenciones como una secuencia de jiegos y se establecen todas la hipdtesis necesarias acerca de como b
sociedad juega el juego, cudl es la forma de registrar los resultados, de qué manera deciden los jugadores las
estrategias a utilizar, qué se considera un equilibrio y una convencién para la sociedad y en que momemio
sociedad ho establecido una convencién. En este capilulo se supone una condicién fuerte al  procese gue
consiste en que los jugadores nunca cometen errores o NUNCa experimentan al momento de decidir entre una
estralegia v ofra. A esta primera dindmica de jugar ¢l juego repetidamente se le llamarg proceso § juego de
adaptacién sin errores. También en este capitulo se muestra mediante un ejemplo que la existencia de
equilibrios en el juego de adaptacidn no es condicidn suficiente para que la sociedad llegue a una convencion.

En el capitulo 111 se muestra que a la dindgmica del proceso de adaptacidn se le puede asociar ana grifica
cuyos vértices representan todas las formas en que la sociedad sc puede comportar en un intervalo de la historia
y las aristas se asocian a las formas en que la sociedad puede ir evolucionando conforme transcurre ¢l tiempo.
Se demuestra un teorema que establece condiciones suficientes sobre un proceso de adaptacién para asepurar
que la sociedad eventualmente Ilegue a una convencicn, a saber que Ia “gréfica de mejores réplicas™ del juego
que se estd repitiendo sea “débilmente aciclica™ y que haya una relacién entre el “tamaiio de la muestra™ y el
de memoria” sulicientemente pequeiia.

En el capitulo 1V se le afiade al proceso de adaptacidn la hipdiesis de qgue fos jugadores a veces cometen
CITOres o experimentan, a este proceso se le Hlama juego 6 proceso de adaptacidn con errores, Ademds se
estudia esta dinimica  mediante 1a construccién de una matriz de Markov y se relacionan algunos conceptos
establecidos en los capitulos anteriores con conceplos de Procesos Estocdsticos. Con ello se demuestra que cste
proceso es irreducible, es decir, la sociedad tiene posibilidad de llegar & cualquier silacion y se pueden
calcular sus probabilidades en cualquier lapso de tiempo incluyendo una distribucion estacionaria lmite oo
imponiando donde se encuentre inicialmente, mis adn, se muestra que ¢l procese de adaplacion con errores se



parece mds al de adaptacién sin errores conforme los errores se vayan haciende mids peguefios y se da una
caracterizacidn de la distribucidn limite. Se hace notar que en el proceso de adaptacién con errores no exisien
convenciones pernianentes a través del tiempo pero algunas pueden repetirse la mayoria de las veces.

En el capitule V se demuesira que el teorema de Freidlin y WeatzeH da una técnica de seleccion del
equilibrio al que la sociedad tiene mis posibilidades de esiablecer a través del tiempao. mediante la construccion
de 2 grificas que se relacionen entre si y encontrando en una de ellas Ta antiarborescencia de rutas mds cortas
sobre todos los vértices que nos dard 'a convencién a la que la sociedad le serd mis factible adoptar cuando la
probabilidad de cometer errores es pequenia. Esto se da porque el proceso de adaptacidn con errores tiene
conectada de alguna manera todas fas posibilidades en que la socicdad se puede comportar en un intervalo de
liempo y asi es posible comparar entre una y otra convencidn las probabilidades que tienen de ser
seleccionadas, contrario al proceso de adaptacidn sin errores cuyas posibilidades de comportamiento pueden
estar desconectadas y no es posible comparar entre una y otra convencion por lo gue la eleccidn estard sujeta a
las condiciones iniciales del proceso de adaptacidn,

Finulmente en el capitulo V1 se trabajan ejemplos de juegos de 2x2 donde se dan alzunas aplicaciones a la
economia y ki politica en donde se muestra que la matriz de pagos es determinanie para que se dé una
convencidn determinada. De hecho se da un algoritmo general para juegos de 2x2 con dos equilibrios de Nash,
el cual es mds corto y que encuentra la convencidén que serd seleccionada por Ja sociedad la mayor parte del
tiempo. También se muestra un ejemplo de un juego 3x3 y dos mids de Juegos con n jupadores.



CAPITULO1

INTRODUCCION A LA TEORIA DE JUEGOS

En este capitulo. el andlisis de 1a teoria de juegos se restringird a los juegos finitos en su forma normal.

Definiciones Rdsicas

Sea F={ 1, 2,....n}el conjumo de jugadores o agentes ; ne Z°
Para cada jugadorie Fsea$§,= 1.2, ... ,m;] el conjunio de estrategias puras del jugadori, i= 1, . . . .n:

conm 2 2. Por notacién se escribird cada estrategia del conjunto §; con ndmerocs enteros,

Un vector de estrategias puras s serd de la forma s = {s.52...5,)dondes;e §,;: es decir, 5 €% umi
estrategia del jugador i.

El conjunto de vectores de estrategias puras § = X ier S 1 €5 entonces el producto cartesiano de los conjuntos de
estrategias puras de cada jugador. A veces el conjunto § se denomina el espacio de estrategias puras def juego.

Para cada vector de esirategias puras s € S y cada jugador i € Isea m;(s) € Hel pago asociado al jugadori.
La coleccién finita de nimeros reales @; (s) define la funcidn de pago del jugador i

LTS Yiel

La combinacién de las funciones de pago de los jugadores definen la funcicn de pago del juego

SR
donde se asigna a cada vector de estrategias s el vector de pagos

sy = (Ms). Aals), . . . L ma(s))

Entonces. en términos de esiralegias puras; un juege en forma normal se define como una triada

G=(1,5n)
donde [ es el conjunto de jugadores, § el espacio de estrategias y = la funcidn de pago.
Especialmente en el caso de tener 2 jugadores se puede denotar la funcién de pago en 2 matrices A, I de niy x m;

donde A = (a w} denotard el pago para el jugador |, n Wh k)parahe S, ,

ke S, yB=(bn)el pago para ¢t
Jugador 2, math, k).

Geometria de las Estraregias Mixias

Una estrategia mixia para el jugador i es una distribucién de probabilidad sobre el conjunto 5 ; de estrategis
puras.

Ademds como el conjunto §; es finito para todos los jugaderes podemos representar cualquier estrategia mixia x,
para el jugador | como un vector en F ™ donde a r-ésima coordenada pertenece a K y es la probabilidad que le
asigna el jugador i a su r-ésima estrategia pura.



El conjunto de estrategias puras a los cuales es asignada una probabilidad positiva para alguna estrategia mixta x,
se denomina como el saporte de x; y se denotard por

C(x)=the §:xp3>0)

Dado que las probabilidades son no negativas ( para X, h = 1 ) y suman 1. el conjunto de vectores de
probabilidad se definird como

A ={xe i Lt Vi = | }
A ; se denomina simplejo unitario,

El conjunto A ; tiene dimension  m; — | ya que cualquier entrada puede escribirse como | menos la suma de las
demds entradas.

Los vértices o esquinas de A ; son [os vectores unitarios en el espacio % . Su notacidn serd e'; que represents la
q p p
estrategia mixta det jugador i que asigna probabilidad 1 a la eswrategia k y cero z las demds estrategias.

El conjunto 4 ; se puede ver como el conjunto de combinaciones convexas de sus vértices: es decir, cada 3 € 4
se puede escribir como

* e - Ul
D Ny i

Si un conjunto X ; € A ; es combinacién convexa de algiin subconjunte propio de estrategias puras, entonces X,
¢ le denomina como una carade A ; .

Se define el interior relativo de A; como
int(A)={x,ed,:ixy,>0.90)

(es relativo porque visto como un subconjunto de S ™ el interior de A ; es vacio, no asf visto como un
subconjunto del hiperplano H; = { x;€ ™ Ypoimi X = | 1

Las estrategias que estin en el interior relativo son llamadas eslrategias inferiores o estrategius completamente
mivias iy asi.sive inf (A )= C(x5)=5;
El conjunto de estrategias no interiores en A; es llamado la frontera de & ; denotado por
bd(A)={xed :xein({Aa,))
eneste caso six; € bd (A} = C(x; ) S §; propiamente.

Un vector de estrategias mixtas es un vector x = [ YR TR
para el jugador i.

.. &, ), donde cada entrada es una estriatepin mixt
El conjunto de vectores de estrategias mixtas es el expacio de estrategias mixias, denotado por

O0=Xy A,

Como cada A; ticne dimensidn o — |, entonces © es un conjunto en A (m = Tiey,, ) y tiene dimension m— .



Un vector x € & ex interior o completamenie mixio si cada entrada x; es interior, es decir
Int (©)=X o, int (A;)

También se puede escribir € (x )= X et C(x;)c Sparael soporte dex € ©,

La fromiert de ©, bd (O }es el conjunto de elementos de © yue no estdn en el interior.

Notacion .- Escribiremos (xr 1 x ;) para un vector ¥ ¢ © donde se especifica que el jugador i estd jugando la
estralegia x ;, mientras que los otros jugadores ¢stdn jugando las estrategias de acuerdo al vectorx € O,

Funciones de Puga de Extrategias Mixtas

Sabemos que cuando los jugadores tienen una esirategia mixta se tiene una probabilidad x;, de que el jugador i
Juegue con Ja estrategia pura 4. Cada Jugador tiene una distribucién de probabilidad que es independiente de las
distribuciones de los otros jugadores. La probabifidad de que un vector de estrategias puras s = (51, 55 ...,5,) €
S sen jugado, dado que cada jugador tiene una estrategia mixta ¥ que todas estas estraiegias forman el
veclor de estrategias x = (x,, Xz, . .., Xx,)es

x(s5)=Tlig, %,

donde cada v ;; es 12 probabilidad que asigna ef jugador i 4 su estrategia s;, dado que se esta jugando

X=(x a0 ... ,0,)

Entonces ¢l vaior esperado de pago para ef Jugador i asaciado al vector de estrategias mixtas

X={x. %5 ...,x)eBes:

ui(x)=zxes .1'(5)-1!.'(5)

el nldmero «,; (x ) serd el pago esperado dadox e ©.

Tenemos que
X )=T i mixleS)xa . .. (1D

¥ que jugar una estrategia pura & es equivalente a jugar la estralegia mixla e L
En otras palabras, el pago u,( x ) se puede calcular como la suma ponderada de los pagos que el jugador i obtiene
cuando el jugador j juega con la estrategia e *;, Las ponderaciones son las probabilidades que el jugador j asigna a la

estrategia pura k en su estrategia mixta X

La ecuacién (l. I} asigna un némero a 1odos ios vectores en 7, no solo a fos elementos de  ©: entonces e
puede extender una funcion u : K™ R que es la funcidn de pago del jugadori.

La funcion de page de las esirategias mixtas serd una funcidn u : ;T SR definida por:
alx)=(uw(x)u{x) . .. u.(x))

Como ahernativa para un juego de estrategias puras G = ( /, S, 1t ) se extiende e} concepto de un juego de
estrategias mixtas como G=(1, @, a )



Relaciones de Dominacicon y Mejores Réplicas

En los juegos en donde los jugadores compiten hay dos tipos de ordenes parciales para los conjuntos de
estrategias de los jugadores.

Pominacidn Débil y Estricia
Una estrategia se dice que domina débilmente a otra si la primera nunca obtiene un pago menor que la segunda
estrategia y que a veces obtiene un pago mayor. Una estrategia se dice no dominada si ninguna estrategia la domina

dédilmente.

Formalmente se dice que y;€ A; domina débilmente a ;;siw, (x1y;)2 u;{xiy,) Vxe O, con desigualdad
esiricta para algunos x € © . Una estrategia x; ¢s no dominada si no existe tal estrategia y,.

Unaestrategia y; € A; domina estrictamente aotrax; € A; siu (x1y,}>u;{x1x)Vxe 8.

Se puede dar el caso en que una estrategia pura sea dominada por una estrategia mixta sin que sea dominada por
ninguna estrategia pura,

Ejemplo 1. 1 : Considérese un juego con matriz de pago para el jugador |

3 0 la tercer estrategia para el jugador |
A= {0 3 no es dominada por ningdn otra.
1 i

Sinembarge siu, (xie’ )= xy( | Y+ (1)=1

y omamos y= (% ¥ 0)e A wdxty)=ulxie Yy +ulxiel)x,

H]

[ Y2 (3)+ Y2 (Qp+ O {1)] gy + | Y2 (O3 Y2 (304 OC1Y] Xz = 312 app+ 312 2y

N >uxle)

Un postulado racional bésico es que los jugadores racionales nunca usan estrategias estrictamente dominadas.

Mejores Réplicas

Una mejor réplica pura para el jugador i en laa estrategia y € © es una estrategia pura 5; € §; . tal que ninguna
otra estrategia pura disponible para ¢l jugador i le da un pago mayor contray € € .

Esto define una correspondencin de mejores  estrategias puras para el jugador i,
Bi: © SP(S))
que mapea cada vector de estrategias mixtas y € © al conjunto
Bityy=(he Situ,(yieyzu(yle') VY kes,)
de mejores réplicas poras para el jugador i dado y.

Como cada estratezia mixta es una combinacidn convexa de estrategias puras y u; (¥ Ly, yes lineal en v,
se Hene que para cualquierye @ . x; €8,y he B,(y):

10



k P
volyte) = L (yiet)ay € 3 mu (yle”)x,
h h
Su{ple’}E omoaa = wilyie’)

Entonces Bi(y)= {he S;iu.(yle”) 2 v {ylxYVax;eh;)

Dada una estrategia y € @, una mejor réplica mixia para el jugador i es una estrategia mixta x; €A, tal que no
hay otra estrategia mixta que le dé al jugador un mejor pago bajo el supuesto que los demds juegan con la estrategia
'\'} .

For linealidad cualquier combinacién convexa de mejores réplicas puras es una mejor réplica mixta.

Entonces se define la correspondencia de mejores réplicas de estrategias mixtas

ﬁl :0—0oP ( A i)

que mapea cada vector de estrategias mixtas en un subconjunto de A ; ; de hecho en alguna cara de A ;; que dada
la estrategia y, es penerada por estrategias puras que son mejeres réplicas.

Bily)={x;ediiu{ylx) 2 uylz;}Vz, € A )
Sloedizan=0.Vhae B(y)) =1xed:C(x;) cfily))
entances como 8 (y ) esunacara: f§,(y)c A,.

La correspondencia combinada de mejores réplicas puras es B : © — P ( §), y se define como el producto
cartesiano de las mejores réplicas de todos los jugadores, es decir

Bly) =X Bi(y)cs
y la correspondencia B 89— P(©)sedefine como
B(y)=Xi Bity)c ®
Equilibrio de Nash

Definicidn.- Sea C un subconjunto de K™

no vacio. Sea f; C —0 P (C) una correspondencia, se dice que x ¢ C
es un punio fijo de £ §i x ef (x).

Teorema de Kakutoni. Sea C un.subconjunto de ™ no vacio. Sea f: C —o P (C) una correspondencia cuya
prifica es cerrada: ¥ x € C, f{x) = @ y es convexo, Entonces f tiene un punio fijo.

La demostracién de este teorema se encuentra en ** Modern Mathematics and Economic Analysis

" (e Bhine
Roberts & Shulze David (1973).

Definicién.- x € © es un equilibrio de Nash si x € B (x ) es decir, x es un punto fijo de §.

Se sigue que si x € © es un equilibrio de Nash, entonces toda estrate

gia pura que se encuentre en el soporte de
cuda componente x; de x es una mejor réplica para x.

5 € C(J,‘)=3’S,'E ,(3,—(.\‘)

Se denotard al Equilibrio de Nash como @8F,

1



Teorema. @™ @

Para demostrar esie resultado es suficiente demostrar que o correspondencia de mejores réplicas 8 tiene al
Menos un puno fijo, es decir que fa correspondencia § cumple con las hipdtesis del worema de Kakutani.

Tenemos que B (x) # @ ya que dada una estrategia x, un jugador siempre tieae sna mejor réplica a esta
estrategia pues el conjunto de estrategias s finito. El producto cartesizno de las mejores réplicas de cada jugador
es Hx).

La imagende f§ es convexa; es decir, dadacte [0 1]yx,x,e Im(B) = B= ax,+ {l-—ayx,e Im(f8).

Demosiracicn.

Tenemos que w0, (x ;3 2 ui(y) Yy ud{x;)2ui(y)Vye® Viel

Entonces w (@)= w;(0x 1+ (I—@)xa)=0 u,(x,) + (I=0) a, {x2) 2 o uwdy) + (1-a) u; (y)
= ui(y)

Vye® Viel
Im ( B) es convexa.
Por dltimo demostraremos que la correspondencia B :©— P(O)tiene una grifica cerrada

Demostracidn.

Sea{(x . ¥ n)) rer~ un2 sucesidn convergente en la grafica de la correspondencia B:9- P(O)
Si{(x 4, ¥ u)] nar converge a(x, y) basta demostrar queye Bix)
Como (x,.y,) pertenece a la grifica de § para toda ne ® 1enemos que

w0,y ) 2 e,z

lim e 1 (x .,Iy",,) Z M e 1t {5, 12;)
¥ COMO 1 ; es continua implica
wilxly') 2 u(xlz;) Yi,ed, Yiel
entences (x, ¥} pertenece a la grifica de 8
la grifica de Bes cerrada
< B tiene up punto fijuo lo cual implica yue @ ™ = @,

El juego de adaplacién que se construird se basa en el Nlamado Juego ficticio, por Jo que damos ensegoida una
breve descripeion de ésie.

12



Jnego Ficticio

Sea G=(1, 8, 7) un juego n personal en su forma estratégica y sea S; el conjunto de estrategias disponibles paru ¢l
jugadori .

Supundremos gue cada jugador tiene una funcién de utilidad 7{ 5 ) para una n-ada de estrategias
S=(5 00 w5 € Xig o Sie

t=1.2.... denota perindos sucesivos de tiempo. El juego G se realiza una vez en cada periodo.

Al inicio det juego, cada agente jugars con una estrategia pura tomada al azar. A partir del segundo periodo los
jugadares tendrdn un eriterio distinto para decidic con que estrategia pura jugardn. Este criterio esta basado en lu
construccion de una estrategia mixia w que se forma a partir de la distribucidn de frecuencias con que fas estrategius

de cada jugador han aparecido conforme se ha Jjugado el juego.

En el periado 1, cada jugador i escoge una estrategia pura que se denotaré por 5; ( 1 ) del conjunio de estrategias
puras §; que sea una mejor réplica pura a ta esirategia mixta w,

A esie proceso se le llama fuego ficticio. Es un Juego que se repite constantemente y en donde los jugadores
basan sus decisiones en toda la informacidn que "la historia” del juego puede apenar para construir una distribucién
de frecuencias.

Es posible estudiar el comportamiento de las decisiones de cada jugador conforme el juego ha sido Jugado un
nimero considerable de veces.

Con el tiempo las expectativas y la forma de jugar de los jugadores pueden converger 4 un equilibrio,
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CAPITULO |}

CONVENCIONES Y SU RELACION CON LA TEORIA DE JUEGOS

Una convencidn es un patrén de conducta supuesto dentro de un grupo social, el cual es costumbre, y que sola
se hace cumplir, Todos concuerdan con ese patrdn de conducta ¥y todos esperan que los demds concuerden ; ademiis.
cada elemento de ese grupo social se conforma con la convencién, siempre y cuando los demds elementos mbién
estén conformes. Tales patrones de conducta pueden ser por ejemplo, cieras costumbres sociales en una comunidad
que sin ser leyes obligatorias son aceptadas y seguidas por todos los miembros de ta comunidad.

Las convenciones no tienen porque ser simétricas, es decir exisien convenciones en que los demds no tienen que
hacer necesariamente lo que uno haga, un ejemplo puede ser una convencion de tipo obrero patronal, En cada tarca
de dichas interacciones asimélricas existe una conducta esperada para cada quien, fa cual es costumbre. Todos 1y
cumplirdn con tal que los demds cumplan Ja conducta que les corresponde. Bajo éstas circunstancias decimos que
la gente sigue una convencidn. Una convenci6n es un equilibrio con en el que todos cuentan. Ademds es posible que
i veces exista mds de un equilibrio.

Existen distintas explicaciones de como la sociedad puede Ilegar a un equilibrio: algunas de ellas se basan en que
algunos equilibrios son “a priori” mads razonables que otros. Otro tipo de explicaciones consideran que los agentes o
etementos def grepo concentran su atencidn en un equilibrio porque puede parecer mis prometedor o destacado que
los demds. Por (ihimo fas més interesantes cuentan con dindmicas ¥ formulan que con ¢l tiempo las expectativas
convergen a un equilibrio conforme se van obleniendo efectos positivos a través de éste.

Si suponemos a los agentes de la problemitica como jugadores; a las distintas formas de actuar como un
conjunto de estrategias; y a los efectos que s¢ obtienen en una manera de COMPOrtirse COMo un pago; entonces. ta
problemdtica o la situacién de estudio puede estudiarse como un Jjuego,

Asi. el estudio de las convenciones puede tratar de explicarse con 1a ayuda de ta Teorfa de Juegos.

Para que un patrén de conducta o una convencidn pueda darse, es necesario que una situacidn se repita

constuntemente. y que los agentes evalien constantemente Ios resultados de las distintas maneris en que hayan
reaccionado ante tal situacisn,

Si las convenciones pueden ser tratadas medianie la Teoria de Juegos, los juegos ficticios son los que parecen ser
los mds indicados para el estudio de estos patrones de canducta: sin embargo. aqui se dard una variacién a los juegos
ficticios. dicha variacidn serdn los Ilamados procesos 4 juegos de adaplacién, que pueden hacer un mejor estudio de
las convenciones.

Lo que se busca con Jos procesos de adaptacidn es tener hipdtesis mds reales de lus que se tienen en el juego
licricio,

Proceso de Adapracion
Sea G = (I, 5. m) un juego n personal, donde:
/ ex el conjunto de n jugadores
S el espacio de estrategias puras (con S el conjunto de estralegias puras disponibles para el jupador i ), y
U La funcion de pago del juego.

Sea N una poblacidn finita de individuos que tieng una particién € de n clases no vacias C #w Co ... C,.
Cada miembro de C; es candidato a jugar como el jugador i en el Juego.

14



Supongamos que Vi je €, x,= m.

Sear =12, que denote periodos sucesivos de tiempo. El juego G es jugado una vez cada periodo. En of
periodo £ un individuo i e C ey escogido af azaricon i=1,..,,n yes asignado para jugar como el jugador i en el
Iuego. Serd convenieme referirnos al papel en el juego como jugador “i” solamente, aungue la identidad individual

cambie de un periodo a otro.

El jugador § escoge una estrategia pura 5; ( 1) del conjunio de estrategias puras 5 ; de acuerdo a una regla gue se
definira,

AsCOy=(s,()sa0th .. 5,{1)) sele Namasd jugada al tiempo 1 .
La historia de las jugadas al tiempo ¢ es una secuencia -
h{)=((1)s(2) ..., 501)) que llamaremos secuencia o historia.

Los jugadores deciden como escoger sus estratcgias de la siguiente manera:

Seank, me Z fijos,talque 1 £k <m.Enel pericdo 7+ 1 (12 m ), cada Jugador 1oma una muesire de k
jugadas escogidas sin reemplazo de las m jugadas mas recientes; es decir, de una secuencia:

BOY=(s(r-m+l L s(-m+2) ..., (1}); h(1)esuna secuencia o historia de ramaiio m.

A m se le lama el tamaito de la memoria o la historia y a k ¢l tamaito de lo muesira |

Sea H |, el conjunto de todas las secuencias de tamafio m; me Zfijo.

Las muestras se toman en forma independiente para los distintos jugadores. También se supone que cada
subconjunto de k antecedenies ticne una probabilidad positiva de ser parte de la informacicn del agente i ; Vi

La iraccién k/m mide que tan completa es la informacién con que cuentan los agentes con relacion a los
antecedentes que sobreviven en el tiempo.

Supongamos que las primeras m jugadas son escogidas al azar; entonces podemos estudiar el procesu de
seleccidn al principio del periodor=m + 1, para alguna secuencia inicial de m jugadas

Bmy={s(1}%s(2)...,s(m)})

Sucesor. Un sucesor de 1a secuencia b e H es cualquier secuencia de jugadas ke H, obtenido de la eliminacion
del elemento que esta mis a b izquierda de k y anadiendo en la derecha un elemento nuevo.

El proceso de adaptacién consiste en moverse de la Secuencia en curso k a un sucesor £° en cada periodn de
acuerdo con la siguiente regla de transicitn ;

Parzcadase S, sea P {51k )la probabilidad de que el agente i escoja 5. Supondremos que V' i, s yh
P (514 ) no depende de 1.

Diremos que la funcién P, { - } es una distribucién de mejores réplicas puras en el seniido que
P (s 1)y>0siy solo si existe una muestra h de amaiio k en donde s sea una mejor réplica pura para el jugador i |
Sis es el elemento que esta m4s a la derecha de A, la probabilidad de moverse de ha h”es :

P ow=Ni=ln Pi(silh)

.. (2.h)
P = 0 sih’noes sucesor de b,
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El proceso P = (I, 5, & m, k ) serd llamado procese 6 juego de adaptacidn con memoria m y muestra de
lamaito k .

Un juego de adaptacién consiste en en juego n personal fijo que es jugado una verz en cada periodo de tiempo
discreto y en donde los jugadores son escogidos al azar de una poblacién grande y finita de individuos.

Cada jugador escoge una estrategia ptima basada en las opiniones acerca del entorne que lo rodea, El jugador o
agente forma sus opiniones en la observacidn con base a lo que otros agentes han hecho en un pasado reciente.
Comeo la recoleccion de informacidn es costosa, se hace Ia hipéitesis de que cada jugador conoce solo una pequedia
parte de ia historia del juego esto es. basa sus acciones en una muestra de juegos hechos en periodos de tiempo
recientes.

Una forma de imaginar e procedimiento de muestreo es que cada jugador “pregunta a sv alrededer™ para
enterarse de cémo fue jugado el juego en periodos recientes. El praceso de preguntar se deticne cuando el Jugador ha
aprendido sobre k diferentes jugadas dentro de los dltimos m periodos (dicho asi, ha alcanzado su capacidad de
retener informacidn o la muestra de k jugadas ha alcanzado sus expeciativas de informacién). Otra forma de
entender ¢l procedimiento de muestrec es que cada agente puede escuchar pasivamente acerca de ciertos
antecedentes y k es el nimero de antecedentes que llaman la atencién de eada jugador.

Las estrategias que los jugadores escogen en el periodo en curso son registradas y el juepo es jugado nuevanente
en el siguiente perioda por otro grupo de n agentes que es tomado de la misma poblacion la cual es fija.

Cuda uno de estos agentes toma una muestra aleatoria de juegos anteriores y reacciona de acuerdo a ella. Las
acciones en periodos  anteriores sirven de informacion para los agenies en periodos posteriores. No es necesario
suponer que cada subconjunto de k antecedentes de los dltimos m tiene igual posibilidad de constituir una
informacién del agente. Por ejemplo, un agente tiene mayor posibilidad de escuchar ncerca de antecedentes
recientes gue de los mis lejanos en el tiempo.

e esta manera, cada vez que un agente juega, tiene que empezar de nuevo a buscar informacién para saber cual
es la situacidn del juego o conflicto.

Se enfatiza que este modelo no tiene nada que ver con el aprendizaje a nivel individual, podemos suponer gue
uni vey que un agente ha tomade parte en ¢l juego, es eliminada fa informacién que tiene sobre el conflicto ¥
entonces el agente puede seguir formando parte del grupo pero sin informacién previa {teniendo €l mismo tamaio
de la muestra y misma funcidn de wiilidad ). Esta suposicién no es necesaria desde el punta de vista matenxitico:
pero sefiala que ignoramos el efecto de aprendizaje a nivel individual.

Por otra lado; Ja particidn C tiene por objeto dividir a ka poblacion en tos distintes roles que se pueden tener en
el juego. (por ejemplo en hombres y mujeres : por edades ; etc.).

Convergencia

Una convencién en tos procesos de adaptacidn se puede interpretar como unz forma comin de jugar el juego; y
como una convencion es un equilibrio, el equilibrio en juegos es la mejor forma de Jugar para cada uno de los
Jugadores. Si el juego es jugado repetidamente por distintos Jugadores que ticnen que aprender en cada ocasion:
/c0mo es que pueden establecerse los equilibrios en los Juegos de adaptacidn?, si es que éstos existen.

Definicidn.- h es una convencién en un juego de adapracidn si P" > 0 inplica h' = h.
Observemos que cuando se juega un Equilibrio de Nash estricto m veces en sucesién. hemos caido en unil
. &
swcesion - que es cquilibrio del sistema, en el sentido de que sepuiremos Jugando el equilibrio de Nash

indefinidamente porque los jugadores responderin dptimamente a una muestra gue solo contiene equilibrios de
Nash. Tal sucesion de Equilibrios de Nash estrictos la Hamaremos una convengicn,
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Si ¢l proceso de adaptacién converge a una convencitn, entonces el Jjuego debe de tener un equilibrio de Nash en
estrulegias puras. La existencia de tal equilibrio no es una condicién suficiente para la convergencia ; considérese et
siguiente ejemplo ;

Ejemplo 2.} :
Seu Iu siguiente, una matriz de pagos de un juego bipersonal :

a b [ d
a 2, 1 0, 0 1, 2 =1, =l
b . 2 2,1 0,0 -1,-1
C 0, 0 1, 2 2,01 -1,-1
d —-1,-1 =1, ~I -1,-1 3, 3

Agui. |a estrategia d es una mejor réplica de si misma, pero no lo es para cualquier mezcla de a. b y ¢, ya que si
tp xn k€ Hotal que xpbrpbn = | oyun Jugador tiene una estrategia mixia {xrxax0,0), se tiene que Ta esperanzu de
pago paru el otro jugador usando la esirategia d es :

(=B)ay+ (=1 )x 4 (=1)a,=(~1 Ylxs+x+x,)= -1

el cual es menor siempre que cualquier pago si se usa una mezcla de a, b 6 ¢ , puesto que sus valores son
mayores ¢ iguales a cero.

Si el estado inicial no involucra la estrategia d, entonces el juego de adaptacién ocurre ciclicamente.

Considere por ejemplo ei caso en que m = 2 y k=1 sean las dos primeras jugadas (a, a) y (a, c). el jugador va a
tomar de muestra una de las dos elecciones del Jugador uno. (ambas son la estrategia a) y reaccionard con ¢ ya que
es el valor mds alo para ¢! jugador dos si el jugador uno juega con la estrategia a. Ahora el jugador wno va a tomgr
de muestra una de las dos elecciones previas que son a 6 ¢ con igual probabilidad (p = ¥4) y reaccionurd jugando o ¢
¢, dependiendo de su muestra ; si tomé como muestra a, entonces €l valor mds alto en la columna de a se obtiene
escogiendo a ; 5i LloMG como muestra a ¢, entonces ef valor més alto de la columna de ¢ es 1omando la estrategia c.

Asf que |2 jugada siguiente serd (a, ) 6 (c, c) con igual probabilidad de ser jugadas. El proceso se mueve de [a
secuencia de jugadas [(a, 2} {a, ¢)} a ]a secuencia {(a, c) (a, c)] con probabilidad % 6 a la secuencia [(a, €} (c. ©)f con
probabilidad 4 .

Lus sccuencias siguientes se repetirin y se ciclard el juego: formaran un ciclo de longitud 6 meiido deniro de un
ciclo mds grande de fongitud 12.

X !

a a 2 a ac c ¢ cc

M ac i I *1 c ¢ c b
I

a c ¢

a a b b

-

b a b b b b b b cb

a a afl b a b b[ b b*
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Cuando el juego se acicta usando respuestas gue son mejores réplicas, se dice que el juego tiene una estruciura
de mejores réplicas ciclica.

En juegos comao en el ejemplo anterior, no necesariamente los juegos de adaptacién convergen. No obsiante. hay
muchos juegos gue no tienen una esiructura de mejores réplicas ciclicas.

Considérese un juego de coordinacidn bipersonal en el que los dos agentes tienen el mismo admero de
estralegias y cada uno prefiere estrictamente jugar su j-€sima estrategiz si y solo si el otro jugador juega su j-ésima
estrategia. para toda j. Claramente no hay un problema ciclico aqui, una vez que uno de ellos escoji una estrategia
pura y el otro responda Gptimamente, entonces habran logrado un equilibric coordinado.

Para tener otro ejemplo, supéngase que los agenles tienen intereses en comdn - para cualesquiera dos n-adas de
estralegias s, y s’ . sea el juego en que todos prefieren s a §* & 1odos prefieren s” a 5. Suponga ademds que no hay
dos n-adas de estrategias que sean equivalentes en pago.

Dada una n-ada de estrategias s, que no sea un equilibrio de Nash. existe un agente i que puede mejorar jugandn
5" en verde 5.

Seas’=(s;' -7 ), si s’ no es un equilibrio de Nash, entonces existe otro agente j que puede mejorar usando 5,
envezdes;’; seas™ = (57" 15’ ;), y asi en cada paso de este proceso de ajuste lo utilidad de cada uno, asi que ef
proceso no puede  ciclarse y debe de terminar en un equilibrio de Nash ; mas ain, este equilibrio debe ser estricio
porque exisie Ja hiptesis de que no hay dos n-adas de estrategias que sean equivalentes en pago y que los jugadores
tienen intereses en coman.

Aqui se ha asumido que los jugadores toman sus decisiones con informacién limitada; es decir, solo se tene
conocimiento acerca de lo que otros agentes han hecho en el pasado mis reciente . El tener un conocimiento de In

historia relativamente corto, hace que los errores de coordinacién sean olvidados eventualmente por la histosia.

El siguiente paso es la obtencidn de condiciones suficientes que nos aseguren cudndo en juego converge a una
convencion.
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CAPITULO 111

PROCESOS DE ADAPTACION CON TEORIA DE GRA FiICAS

A pesar de que existen procesos que no cOnvergen a una convencidn, hay una clase importante de peocesos para
los cuales si hay convergencia. Estos procesos tienen la propiedad de que para cualquier eleccidn  inicial de
estrategias, existe una secuencia de mejores réplicas que conducen a un Equilibrio de Nash de estrategias puras.

Una vez que un equilibrio dado ha sido Jugado las suficientes veces para que sea lo Gnico que cada quien
recuerda, éste equilibrio se convierte en la forma “convencional” de jugar el jucgo.

Un proceso de adaptacion peede ser estudiado desde el punto de vista de la Teoria de Gréficas: asi mismo puede
resultar menos complicado llegar a ciertos resaltados con ayuda de la Teorfa de Redes.

Un proceso de adaptacién P ={1,5. . m .k ). puede verse como vna grifica dirigida T = (V, A) de la siguienie
manera:

V= {heH : h es de lamaiio m) y

A=lae VxV ia=(h k") I’ es sucesor de h, y cada componente del Gliimo elemento de i’ €s una mejor
réplica para alguna muestra de tamafio k de h)

Ademds, si G es un juego n-personal ¢n su forma normal en un espacio finito de estrategias puras X i=tm i
La grdfica= (V, A) de lus mejores réplicas de G es :
V=lsiseS=X..5}y

A={ae VaVia=(55") e sesdistinode s’ ¥ txiste exaclamente un agene i (al que 5;” es una mejor réplica
de s,y s7,=53)

Juego Aciclico. Un juego G es aciclico si su gréfica de mejores réplicas no contiene ciclos dirigidos (circuitos).
Es aciclica débitmente si para cualquier vértice inicial 5 existe alguna ruta a algiin vértice s* de donde no hay aristas
que salgan de €], { s* es un vértice hundido)

Todo nodo que sea un sink de una gréfica de mejores réplicas es claramente un equilibrio de Nash estricto de
estrategias puras. Asi que un juego es débilmente aciclico s ¥ solo si para cada n-ada de csirateias puras existe una

secuencia finita de mejores réplicas para un agenie que en un cierto tiempo termina en un equilibrio de Nash estricto
de estrategias puras.

Demostraremos que los procesos de adaptacién convergen con probabilidad 1. con las hipdtesis de que el
muestreo ¢s suficientemente incompleto ¥ que los jugadores no cometen errores.

Sea G un juego débilmente aciclico n personal, Para cada veclor de estrategias s, sea L(s) la longitud del camino
mis corto en la gréfica de mejores réplicas que hay de s a un equilibrio de Nash estricto ysea Lg = max, L{s).
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Teorema 3.1. Sea G un juego n personat y débilmente aciclico. Sik Sm /(L ¢+ 2 ): entonces ¢l proceso T de
adaptacion asociado al juego converge casi seguramente a uni convencion..

Pemastracidn

Sean k y m fijos tal que k € m/{ Lg+ 2 ) ; demostraremos que existe un entero positive M, y una probabilidad
positiva p, tal que para cualquier secuencia A, ta probabilidad de que el juego de adaptacidn converja en M periodos
& una convencién es por lo menos p donde M y p son independientes de los periodos y de las secuencias. Entonces
la probabilidad de no alcanzar una convencién despugs de por lo menos r - M periodoses alomas (| —p) " elcunl
converge a ¢cero cuando r — oo,

Scuh:(s(l—m+l)....,s(i))unasecuenciaenunperiodo:ém.

En el periodo r +1 hay una probabilidad positiva de que cada uno de los n agentes lome coma muestra s eliimas
kjupadasen h, sean éstas p=(s(t—k+ 1), ....s(t})).

Entoncesh=(s(t-m+1), . .. ,s{1—k+F) ... .5(1})

I < n /I
Seas la n-ada de estrategias con la que los jugadores responden a la muestra .
Entonces la siguiente secuencia serd de |a forma :
R'=(s{t-m+2) ... . s(t—=k+1) ... .5(1t) 5)

También hay una probabilidad positiva de que, de periodos t + 2 a 1 + k inclusive, cada agente escaja la muestra
n cada vez .

Finalmente hay una probabilidad positiva de que si un agente tiene una eleccién de distintas mejores réplicas
para n el agente escogerd la misma mejor réplica k veces en sucesién.

Entonces existe una probabilidad positiva para una sucesidn de tamano k igual a (s,s, . . . ,s)en fos
periados de t + 1 ai + k incluso.

La sucesion complela serd :
CsCi-mak+ ), oL os{i=%k+1) ... s{ihysyg... L5 8)
[ n "

| 4————  memoria 2k-1 ~———»

Nditese que este argumento depende de la memoria de los agentes siendo de por 1o menos 2k—1 ya que de oira
forma no podrian escoger la muestra 7 hasta el periodo 1 + k.

Supongase ahora que s es un equilibrio de Nash. Existe una probabilidad positiva de que, de los periodos 1+k+1 a
1+ m. cada agente tome por muestra s6lo las k ultimas jugadas, en cuyo caso Ja Gnica mejor réplica para cada agente
i es.5. Asi que juegan s por m—k periodos mds.

En exste momento un equilibrio ha sido alcanzado y continuardn Jugando s por el resto del tiempao.

Supongamos en cambio que s no es un equilibrio de Nash. Como G es aciclico, existe un una ruta s
en [ prifica de mejores réplicas tal que s” es un equilibrio de Nash estricto. La primera arista en esa rela es § — 5.

Seaiel indice tal ques’-i=s-iysiesla mejor réplica a s-i .
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Considere el evento en el que el agenie i tosa por muestra ba sucesidn {s, s,.. ...,5) que estaba establecida en los k
periodos y responde jugande s;, mientras gue cada agente j distinto de i toma la muestra 77 = (s(t — k + 1), .., s(),
¢l jugador i responderé por supuesto con s y los demds contestardn con las mismas estrategias de s ya gue cuando
toman por muestra a 7), tas jugadas de s son [ mejores réplicas a 1. Entonces en el periodo t+k+1 se tendr4 la n-ada
de jugadas 5 ',

También se tiene una probabitidad positiva de que este mismo evento ocurra en los periodos 1 + k + 2 a
i+Kk+k=10t+2%k, conando que m = 3 k - 1 {la memoria no es 3k porque sélo se necesita tener la muesira n

completa hasta el periodot + 2 k - |.

Entonces se tiene la sucesidn :

periodos ; t-m+2k+| -kt [ |+k.|+5\'+i 1+2k
(s{t-m+2k+1}....s(t-k+D),...&(1) 5,8...,55 & ,...,s')
i i M1 kveces | | kveces !

2 . - ¥
Lo que se busca es hacer una corrida ahora de 5 * con k periodos v asi hasta st también k veces.

Para poder hacer esto se necesita que el proceso lenga suficiente memoria; es decir, que m sea lo
suficientemnente grande

Si se busca pasar de 5™ a 5™ */ se necesila que los jugadores respondan con la misma esirategia de s excepto en
el jugador que cambie su mejor réplica,

Entonces en cada arista de la gréfica de mejores réplicas 5* — 57 *! se necesita que los jugadores i tome por
muestra :

I) La muestra 11 en caso de que el agenic i no haya cambiado de estrategia en aristas anteriores.

ii) i el agente i cambio de estrategia en lo aristas * — 5 **' con p anterior a n’ tomar4 por muestra (s, . . ., 5*)
de tamafio k donde s * es precisamente la n-ada de estiategias en que este Jugador responde con una mejor réplica
distinta. En case de que este jugador haya cambiado de estralegia varias veces en aristas anteriores a s * — 5 **'
tomrard la muestra en la dltima arista en que bizo ¢l cambio.

P . . . . 1 e i
111) El jugador que cambia de estrategia en la arista s * — £ 7*' tome por muesira las Gltimas k jugadas.

Estos eventos en cada paso s — s #*' ticnen probabilidad positiva de ocurrir. y en caso de darse eventualmenie

setendri una corridades”, ..., 5", k veces en lus periodos det+ kr a t+kr+k=t+k({r+i):
k1), s, 5. ...,5 .. ..,8, ... R A T 7O
k pericdos — %
Ik periodos!
+— 2k periodos ——p
+——————{r+1) k periodos a—
+ rk+2k peringdos —

Ahorasetienequer $ L ;entoncescomo kSm/(Lg+2) =kl ct2k<Em
y rk+2Kk= Lok +2k < mpor lo que el proceso anterior es posible gracias a la hipdiesis.

Se tiene también una probabilidad positiva de que todos los agentes tomen por muestva las dliimas k Jugadas v
sabemes que responderdn con 57, ademds existe una probabilidad positiva de que le hagan desde ¢l periodo 1+k+k+1
hasta t + k r + m es decir por m-k—1 periodos mis y asf completardn una corrida (5%, .., .5 ") de tamadio m.



Entonces se tiene que dada un secuencia inicial h, existe una probabilidad positiva de converger a un equilibrio en
M = k L g+ m periodos (Ja m cuenta a partir de la primera 5™ que aparece y gue tendrin que completarse m, kL .
cuentaa 5,5°,.., 5" que son a lo mas L ¢ y cada una k veces) .

Sea p = min pey P > O se sigue que el proceso converge con al menos p de probabilidad para que se alcance un
equilibrio, Esto complela la demostracidn.

En éste teorema sélo demuestra que las hiptesis son condiciones son suficientes para llegar a una convencidn
cuando Ja sociedad cuenta con equilibrios en ¢l juego sin establecer cudl convencidn sera I elegida, Esio es
consecuencia de 1z estructura del juego de adaptacién que puede observarse en ba grifica de los estados. a saber v
es conexa o no y donde la sociedad flegar4 a una convencién o a otra dependiendo de las condiciones iniciales de la
dindmica: es decir, dependiendo de! vértice en que inicie e} proceso se podrd eslar en una u olra componente Conexa
de la grifica y Hegar a la convencién correspondiente a este componenie.

Ademis no se afirma que Jacotak € m/ (L g+ 2 ) es la mejor posible en todo juego débifmente aciclico. Sin la
muestea incompleta ; sin embargo, el proceso puede no converger a un equilibrio de Nash de estrategias puras. como
se mostrd al final del capitulo 11

Considérese el siguiente ejempio :

Ejemplo 3. }

a b

a 0 |
0 Jz

2 0
b J 1 0

Sea k = m, asi que Jos jugadores tomardn por muestra las mismas m jugadas en cada periodo.

Considere cualquier secuencia inicial de m jugadas en donde los jugadores siempre estdn no coordinados @ esto
s, ambos escogen a 6 ambos escogen b en cada periodo. Sea f la frecuencia relativa en gue han escogido “a™ en la
secuencia.

En el siguiente periodo, el jugador 1 escogerd la estrategia “a” si y solo si

(1-f}-1> r-\lz_

v el segundo jugador hace 1o mismo, asi que en ¢l siguiente periodo vuelven a estar ne coordinados de nuevo,
Como f es racional, la desigualdad es siempre estricta, asi que nunca se considera la igualdad. asi que si s¢ empicza
con una secuencia en perfecta descoordinacién ; los jugadores descoordinardn siempre.

En este caso la distribucion de 1a frecuencia converge & un equilibrio de Nash de estrmegias mixtas del juego en

la que los 2 jugadores toman 1a estrategia ™a™ con probabilidad :

f=1/({1+j2 )queseabtienede (I -f)-1=f_| 2

Mas adelante se demostrard que en los procesos de adaptacidn cuando se converge a un equilibrio, este equilibric
debe corresponder a un equilibrio de Nash de estrategias puras,
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CAPITULO IV

PROCESOS DE ADAPTACION CON PROCESOS ESTOCASTICOS

En la dinimica de un proceso de adaptacion, como la definida en la primera seccién se puede construir una
cadena de Markov de la siguiente manera:

Sea H el conjunto de estados de la cadena de Markov igual al conjunto H = Xi.y » S , de todas las secuencias de
1amaiio m en el juego de adaptacién.

Y sea PP, lafuncién de iransicion de un estado k a otro i’ ; como se definié en (2. .

En la seccién anterior se vio que los juegos débilmente aciclicos, tienen la propiedad de que para cualquier
eleccién inicial de estrategias, existe una secuencia de mejores réplicas que conducen a una convencién que se
compone de una sucesion de Equilibrios de Nash de estrategias puras.

La muestra incompleta de la historia crea una variabilidad estocistica suficiente para evitar que el proceso del
juego se introduzca en ciclos subdptimos .

Una vez que un equilibrio dado ha sido jugado lo suficiente y se convierte en la forma “convencional” de jugar
el juego se ha llegado a un equilibrio; en cadenas de Markov esto equivale a caer en un estado absorbente del
proceso P

Entonces podemos estudiar el proceso de seleccidn ab principio del periodo t = m + | para alguna secuencia
inicial de m jugadas A(m)=(s{1),5(2)....,s(m)).

Empecemos observando que h es un estado absorbente de este proceso si y solo si h consiste en un equilibrio de
Nash estricto de estrategias puras jugado m veces en sucesién.

Supongamosque b ={s ', 57, »§ ™) es un estado absorbente. Para cada agente i, sea s ; una mejor réplica del
Jjugador i para algiin subconjunto de k jugadas lomadasde h yseas=(5,.5,....5,).

Por hipdtesis existe una probabilidad positiva de moversede hah'=(s %, 5", .., 5™ s ) en un periodo. Como h
es absorbente, i1 = f#” y entonces s = 5 7, Comtinuando de esta manera concluimos ques’=s?=. . . =3"=
entonces i = i~ Por construccin, s ; €s una mejor replica para alguna muestra de k elementos de h. Entonces s ; en
una mejor yeplica a s ; para cada i. Debe haber una dnica mejor respuesta a s ;. porque de otre modo el proceso se
moverfa a un sucesor distinto de . Asi que 5 es un equilibrio de Nash esiricto de esirategias puras.

A la inversa, cualquier estado que consista de m repeticiones de un equilibrio de Nash estricto de estrategias
puras s claramente un estado absorbenic. Tal estado es una convencién.

Frocesos de adaptacidn con errores

La suposicion de que los jugadores nunca cometen errores y que sus muestras son lo suficientemente
incompletas es determinante para obtener los resultados del capitulo 111, pero si suponemos gue los jugadores
cometen grrores o experimentan ocasionalmenie entonces podemos decir mas.
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El teorema 3.1 cae en el supueste que, mientras los agentes basan sus decisiones en una informacion limiada,
siempre escogen una mejor réplica en respuesta a la informacidn que lienen. Este supuesto es irreal. Los agenies a
veces comelen errores ; incluso pueden experimentar con respuestas que no son Sptimas. En este caso el proceso
¢stocdsiico no converge a un estado absorbente ya que carece de éstos. Los errores perturban constantemenie ¢l
proceso v lo alejan del equilibrio,

Supondremos que los jugadores ocasionalmente pueden experimentar con diferentes  estrategias, o que
simplemente comelen errores: a este supuesto se le considerard como ruido o perturbacion del proceso sin errores:
esto yuiere decir que el proceso sigue la funcién de transicion de P ” con una probabilidad alta. pero existen ciertis
transiciones que no ecurren via 2 ° con una probabilidad pequena.

Si ademds suponemos qgue todos los errores son posibles y que la probabilidad de cometertos ¢s independiente
del liempo, se mostrard que el proceso con perturbacion tiene una tinica distribucién estacionaria, y asi podremos
estudiar su conducta asintética.

Para periurbar el nuevo proceso supengamos que en cada periodo de tiempo existe una probabilidad pequefia
€&, > 0 de que el jugador i experimente escogiendo una estrategia aleatoriamente de S, ; en ver de optimizar,

basindase en una muestra de tamafio k . El radio A/ A es la probabilidad relativa con que el jugador de tipo i

experimenta con respecto del jugador de tipo j. El factor £ determina una probabilidad con que los jugadores
SXPerimentan en su conjumo.

Para todo i. sea q ;i { s | h ) |a probabilidad condicional de que el jugador i escoja s & S, dado yue el jugador i
cxperimenta y el procese estd en el estado h, donde :

Leuqi(sih)=1,Vi, The H.

Se supone que el evento i experimenta” es independiente del evento *j expertmenta”, Vi #j, ademds g ;(s1h )
es independiente detyq; (slh)»0Vse S,

A priori no sabemos las distribuciones de g = { q ({420} ... ..q ())& la distribucidn relativa de
experimentacidn A = (A . X 2.. .., A, ). Estas dos distribuciones estdn relacionadas de la siguiente manera :

-k es el vecior de distribuciones donde € - A ; es la probabilidad de que el agente i experimente. y
- (1- - A, ) de que no experimente.

En casn de que el agente | experimente y el proceso esté en el estade h, fa probabilidad de que cada estratesia
pura s € S, serd escogida para experimentar esté dada por g (+).

El proceso con perturbacidn puede describirse coma sigue :
Suponga que el proceso estd en el estado h al viempo (.
Sea J un conjunto de jugadores 1< j € n. La probabilidad de gue exactamente los jugadores de J experimenten y
les atros no. esti Jada por
(ﬂjE, £lj)'(nj¢1( I—E')\.i)).

En caser de que experimente un cierto subconjunto J © N se tiene la probabilidad de transicidn para ir de h a b

] )

Qiww=(Tyesy,(s,1h)) (M p;(sjth)) Sih esunsucesorde hy
5 =1{5;, %3, ... s,) es el elemento mas a la

derecha de h',

Q=0 Si h no es sucesor de h'
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En caso de que ningtin agente experimente, Ja probabilidad de transicidn para moverse de ha b’ en un periodo es
Py . definida anteriormente.

Este evento tiene probabilidad Ny, (1-gA ;).
Ll proceso con perturbacign de Markov tiene entonces ln funcién de transicion :
Pl = (Miaa (1-€40) P + Zrrpno € M My ) (M- 2, D Q e . . (4

La probabilidad de pasar del estado h al estado h' es igual a la probabilidad de que ningin jugador experimente
por la prebabilidad de pasar de b a h” en P" mds la suma de las probabilidades de lus distintas formas en que se
puede experimentar y pasarde ha h’.

Definicién. Sea h un sucesor de b en el procese P° y sea s el elemento que estd mis a la derecha de b™. Un error

en Ia transicion b — K es un componente s | de s tal que no es mejor réplica del agente i para ninguna muestra de
tamafio k de h.

Un eror solo puede darse si un Jjugador experimenta, pero una eleccién experimental no tiene que ser
necesariamente un efror , ya que puede (por azar) ser una mejor réplica.

Definicion. Sean h, b € Hen el proceso P si h' es un sucesor de h, se define la resistencia r (h, h’) como el
nimero (otal de errores envueltos en 1a transicion k — h': si I’ no es sucesor de hse definer(h,h’ J=oa

El proceso P ° se Namard procese 6 Juego de adapiacién con memoria m, muestra de tamaiio & ¥ ocon
probabilidad de experimentacién € - ) ; con una distribucién de experimentacion q ; . Nétese que P " es el proceso

definido anteriormente, y nos referimos 2 €) como ¢l praceso sin pertarbacién.

Definicién. Sea P© una cadena de Markov estacionaria en un espacio de estados X finito con perturbaci6n.
Se dice que ¢l proceso P es una Perturbacicn Regular de P si cumple las siguientes condiciones:

VxyeX

i) P* es aperiédico e irreducible ¥ ge (0.a]

iitlim ey P%,,=P",,

iYP* > Oparaalgina £=3r20 3 O<lim cwE P, <o

Observacion - € es un pardmetro que mide el nivel de ruido con € & (0.a] € Fpara algunaae K.

La condicién i) implica que el proceso con perturbacidn tiene una dnica distribucién estacionaria n° para cada
ee (0}

La condicién ii} sefiala que el proceso con perturbacién converge al proceso sin perturbacién cuando el ruido
tignde a cero.

La condicién iii) senata que la transicin x — ¥ . 0 es imposible en el procese con perturbacion ¥ te (0], 0 es
de arden €™ para algiin ndmero real r 2 0 mientras € decrece.

Por vintud de 1) sir =0 entonces

limewe  P5y=limea POy =P",, esfinito y positivo
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Proposicién 4.2, El proceso P* definido en el proceso de adaptacién con errores (4.1} es una perturbacidn
regular.

Demostracion

Seanh, h’e Heon h = h': si P° estd en el estado h al tiempo t . existe una probabilidad positiva de que todos los
Jugadores experimentarén por m periodos en sucesién ; recordando que m es el tamafo de la muestra . existe
entances una probabilidad pesitiva de que ¢l proceso pase del estado h al estado b” al tiempo t + m : por lo tanto ¢
estado h* puede alcanzarse a partir del estado h en un némero finito de transiciones es decir P “ 4, ' ™' > 0 por lo
tanto P © es irreducible.

Es aperiddica porque por lo anterior, el proceso se puede mover del estado h a h’ ¢n exactamente m periodos.
pero también en exaclamente m + + periodos; porque hay una probabitidad positiva en cada periodo de que aparezca
cualyuier n-ada de esirategias, de manera que hay probabilidades positivas en tos periodos de t + 2 hasia t + m + |
para gue se escojan Jas estrategias que forman b

Ya lenemos que P’ ex aperiédico e irreducible ¥ e (O,a).

PD. lim,a PO, =P,

lenemos que

limey P,
. 3 J| 1]
=lim o [(Mizia (€A, NP, + Ejenpen € I (Mics A} (Miea(b-e2 53 Q7,1
: 0 : I3 3
=lim e a{loaO-EA PP o+ Tognseo Eim ea€ (Miey A Mhe,(1-8R)Q 74,
[ LI 13l

=P im0 n (1A )+ E v gee Q ay lim g 87 (M) 2 (Mg y(1-8X 5 1

donde By Moo (160, 1) = 1y lim mae P (Mg ) (M € 120, 11=0

entonces tim ., P, =P " v

AhorasiPf > Oparaalgunae; P.d. Irz0 5 0<lim,_y £, <o

Demostraremos que r=r{x,y).

SiPY,, > Gentonces

0<( (1€, )P ", + Zycnpn e al (M, M) (M ti-ed ) Q7

. - n . . . " .
Las transiciones que son via P " suceden si y solo si no se comete ninglin error en I ransicién x — y: entonces
si PFL, > Oexisten dos casos:

i) P",,)U; entonces
0< Mo (eR NP,y 0=E,vnee (Mg, ) (N, 061,))Q 4,

En este caso no se comete ningiin error 3 entonces

Plo =4 Mhara (16X, 3 )P " ¢ y tomando r = 0 (el cual coincide con el némero de errores) se liene
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lim e €7 Py = b g PPy = lim oo (T (-4 ) )P, = PV, < oo

por lo aato O <lim _ue" P*,, = P"”-:oo

ii)l""3 =0: entonces

0= NanO-ed )P,y 0<Zianmae " (M) (Muler,))Q .,

En esie ¢aso si se cometen errores en la transicion L entonces

Py =Eicnso € N (M 1) ( Mies(1-61;)) Q-

Observemos que P ¥, , es un polinomio en e de grado n, con n < N y sin término independiente cuando
P",, > 0. Entonces podemos escribir:

P(n-= Tictn 278"
con a,e R.Vi=1,n:yconalgunaa;distinta de cero.

Sea k = min [a o). En este caso k es exactamente et minimo namero de errores que se tienen que comeler para
que se dé la transicion x — y.

Emonces dividimos a P, entre €' : y obtendremos un polinomic P con un iérmino independiente igual a a,
entonces

0<limewe™ P, =lim _yP=a,<o=

Porlotano i P, >0paraalgunae; 3r20 -3 0<lim € P e

con r=r(x,y).

Por lo tanto el proceso definido en (4.1) es una perturbacidn regular del proceso sin perturbacion definido en el
juego de adaptacién sin errores (2.1).
Como el proceso P * es ergddico ; es decir. aperiddico e imeducible, resulta que tiene upa Gnica distribucidn

estacionaria 4 ¢ que satisface la ecuacién p P * = Me-

El proceso sin perturbacién por el contrario tienen muchas distribuciones estacionarias.

Observacidn. Se tiene que Tyey = | y ademds
AT o
PI = )=
i e B
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Las emradas dependen de £ ; entonces tiene sentido dar la siguiente definicion ;
Esiabilidad estocdstica . Un estado b € H es estocdsticamente estable relativo al proceso P* si
Bm e oS> 0
El Limite indica que conforme se vaya jugando el juepo; los estados que no son estocdsticamente estables serdn

observados con poca frecuencia en comparacion con los estados que si lo son cuando la probabilidad de error € es

pegueno. En caso de que haya un tinico estado estocisticamente eslable; entonces, €ste se observard casi 1odo el
tiempa,

Ex posible dar una caracterizacion de la distribucién limite, para ello volveremos a la Teorla de Graficas.

Sea L un conjunto finito, cuyos elementos serdn denotados por las letras i, j k, m, n, etc. y sea W un subconjunto
seleccionado de L . Una grifica que consiste de arcos m — n { melAW, nel., nzm ) es llamada una
W - grdfica si satisface las siguientes condiciones :

i) Todo vértice me L\W es vértice inicial de exactameante un arco

2) No hay ciclos cerrados en la grifica.

La condicién 2) puede ser remplazada por la siguiente condicidn

2°) Para cualquier punto me LAW existe una secuencia de urcos que empieza en m y termina en algidn punio n &
w

Denotaremos por G ( W } el conjunto de todas las W-grdficas de L y usaremos la létra g para denotar a las grificas
con vértices en L

Sipy(ije L. j#i) son nimeros cualquiera asociados a la pareja (i, j) ; entonces Tl tn-sneg P mn Serd denotado
por n(g}.

Lema 4.1 Considérese una cadena de Markov en un conjunto finito de estados L y probabilidades de transicién p

¥ tal que 1odo estado puede alcanzarse desde cualquier atro estado en un ndmero finito de transiciones. Entonces la
distribucion estacionaria e 1a cadena es

L Qi) " Qiie L]
donde Q=X jeqpi (g L. (42)
Obsv. Gii} = { Conjunto de todas las antiarboresencias enraizadas en i )
Demasiracid,
Los mimeros Q; son positivos. Es suficiente demostrar que satistacen el sistema de ecuaciones
Q.= Zjel.ple}(iEL)-

yaque se sahe que Ta distribucion estacionaria es la dnica (salvo multiplicaciones por escalares) que resuelve este
sistema. En la i-ésima ccuacion podemos pasar el i-ésimo término del lado derecho al lado izguierda de Ta igualdad

Qi=puQi+...+p,Qi+... +pinQ,

=Qi-Qipa=puQi+... ... +pnQ,
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=2Q.(0-p)=%ump,Q; ¥y como X pu=t
setiene que 1— p; =X .ipa
pur lo que se tiene QiZiipn =%js P Qj. .. (43)
Sustiluvendo (4.2) en (4.3) obienemaos :
Yot M) L pa =Zipy Tpeq ™e) . - . (4.4)
desarrollando el lido izquierdo de (4.4) obtenemos :
z reGh| Tf(_.‘:’) Em P
=i (P 2 pecrn ™g) )
=T P Z et T mosmrer P o)
=Zin T e (N tm—snpeg P oan Pit )

desurrollando el lado derecho de (4.4) se tiene :

Z i L gecyjy Mg} Pj
= E.p. ZFE(;UI (n tm—smpe g P mn) Pij

porlotanto Q=% ;.. Q;p; (ieL),

vague i X e mee Prn) Pie = L jui X geigj) (T an—nieg P oo P

Porque en ambos lados de la igualdad (4.4) se obtuvo la suma r{g} sobre todas las grificas g que satistacen ;

1) En cada grifica existe exactamente un ciclo cerrado y este ciclo contiene €] vértice enraizado(sea i 6 j). ya que
si en cada grifica g (la cual es una antiarborescencia) agregamos unas arista a cada vértice ki (6 k #j ) y como para

cada k existe un solo caminode kai{daj)en & se forma un vinice ciclo que contiene a i (6 aj)
2) Cada vértice me L es el punto inicial de exactamente un arco m—n { n2m, nel)

Por lo tanto si P* es la funcidn de transicidn de cualquier cadena de Markov aperiddica e ireducible definida en el
espacia de estados X.

Y se define para cada ze X el nimero

. P, = z g6Glz) rig)
con P, es positivo.

Entonces si p” es la distribucion estacionaria de P es decir W =P setiene que

wo=(PLIE P00 .. 45)

reX

Lus cudenas de Markov de juegos de adaptacién con errores no Lienen estados absorbentes: pera en cambio, tiencn
una distribucion estacionaria; entonces. hemos obtenido una caracterizacién de esta distribucidn, que describe la
Irecuencia relativa en gue Jos diferentes estados son observados a lo largo del tiempo.
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CAPITULO Y

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS
PROCESQS DE ADAPTACION

E} resultado gue se obtendrd serd en los procesos de adaplacién con errores y se har4 una mejor caraclerizacidn
del comportamiento asintdlico del proceso (4.1) cuando €l factor de experimentacién € se acerca a cero, ulilizando
todos los resultados que hasta ahora se han obtenido. tamo en andlisis de redes como de cadenas de Markow.

Esta caracieizacidn demostrard que el no conocer a priont las distribuciones q y A no tiene mucha importancia.
Si el pardmeiro de experimentaci6n € es pequefio y si fos agenies experimentan independientemente uno del otro
entonces la seleccion del equilibrio es independiente de g y A.

Obtendremoas entonces una teoria de seleccién de equilibrin.

Por hipotesis. el proceso con periurbacion P* es aperiddico e irreducible, asi que tiene una tnica distribucién
estacionaria para cada € > 0; por el contrario, el proceso sin perturbacién tiene muchas distribuciones estacionarias.

Se demostrard que limg_u° = p", donde " es una de las distribuciones estacionarias de P ; es decir, que si la
probabilidad de cometer errores es pequefia, entonces la distribucién estacionaria se concentra alrededor de un
subconjunto particular del conjunto de equilibrios de Nash de estrategias puras.

Para caracterizar la distribucidn limite p°. deberemos definir dos graficas dirigidas:

Definase la siguiente red:

Dada e>0

Seali=(X, A.r)donde:

=[x € X: x es un eslado del proceso PF |
A={uar P >0}
:A = Rl que r{x =y )=r{x. y), oseaigual la resistencia de la wransicién x— ¥

A la grifica G se le llamara Gréfica de Estados del proceso P .

Definicion. Sean X, Xa. ... ... X,  las clases de comunicacion recurrente de P® caructerizadas dentro de la
grifica G como sigue :

1) De cada vértice existe una ruta con resistencia cero para al menos una de las clases X |,

ll) Paru cualesyuiera dos vértices x, y dentro de una misma clase X ;, existe una rua X—) con resistencia cero y
viceversa,

111) Toda arista —ryconxe X;. ye X; ,coni#jliene resistencia positiva.
Para toda 1 2 |, sea 1 la resistencias minima que ay entre todas las rutas que van de X ; a X ;: para este
proposito es suficieme dejar fijos 2 estados, un estado x € X, y otro y € X ; y entonces encontrar l.1 rutit con

resistencia minima entre x e ¥. Esto estd bien definido ya que existe al menos unn ruta entre una y oira clase de
comunicacion recurrente, por virlud de que el proceso P es irreducible coando € > 0 y T nodepende de e
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Ahora definase wna segunda grafica 3 como sigue :

[Los véruices son los indices de las clases de comunicacion recurrente {1.. .. .,)} yparacadapar{1,])existe
unarcade iajconel pesor, .

A la grilica 3 se 1¢ Qamard la grdfica de las clases de comunicacion recurrente del proceso P © o simplemente
las grefiea de fas clases del proceso PE

Generalmeme S ex mucho mds pequeda que G de hecho pucde tener muy poces vértices.

Definiciones:

i-4rbol . Uni-drbol en S es un una antiarborescencia con raiz en i

Para cada vértice i, sea W; el conjunto de todos los i-drboles en S.

Lu resistencia de un i-drbol @ €'Y, es 1a suma de los pesos de sus arcos :
r(‘p):zli.jpew rij ... {5.hH

Un i-drbol indica una forma en que se puede Hegar o H; desde cualquier clase H, distinta de H ; y la resistencia
del i-irbol serd el total de los errores que se cometen para llegar a la clase H ; desde cualquier clase H i

Ef conjunto ¥, es el conjunio de todas las formas posibles en que se puede llegar a la clase H , desde cualguier
clase de comunicaci6n recurrente.

Potencial Estocdstico. El potencial estocdstico de una clase recurrente H i es la resistencia mds pequefia enre
tedas los i-irboles

Yi=mi“ws‘|‘|r((P) ... (5.2)

Calcular v, para un conjunto de pesos r vj = 0 es un problema de caracterizacién de antiarborescencias en
andlisis de redes.: en el cual existen algoritmos muy eficientes; uno de ellos se describe en el Apéndice.

Ndétese que fas cantidides 1 ;; dependen Gnicamente del nimere de errores al hacer las transiciones y no en

probabilidad de los errores cspecificos que se han heche. Entonces ef potencial estocdstico es independiente de Jox
pardmetros Ay g ;.

Con fas definiciones anteriores se puede demosirar el siguiente resultado:

Teorema 5.1( Freidiin y Wemzeil) Sea P " una cadena de Markov estacionaria en un espacio finito de estudos X
con clases de comunicacidn recurreme X |, X 5, ..., X 1

Seu P una perturbacion regular de P, y sea p © la dnica distribucicn estacionaria para cada € positivo.
Entonces ;
4

5i =0 entonces p* converpe a una distribucion estacionaria y" de P

.. . . o . i . . S
i) xes estocdsticamente estable (i, e. p, > 0 ) si y solo si x estd contenide en una de las clases comunicacion
recurrente X jque minimiza ay;.

La demostracidn se dividird en dos lemas : en el primero, se establece i) y se muestra coma carseterizar a los
estados estocdsticamente estables mediante fa resolucion de una serie de probleras de arborescencias en la prifica
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G: en el scgundo lema demostraremos que esta caraclerizacidn se puede reducir a resolver problemas de
arborescencias en la grifica § gue es mucho mds pequena y mas simple.

Se empezard caracterizando los esiados estocdsticamente estables en érminos de la grifica G, cuyo conjunto de
vértices es iodo el espacio de estados X. Para cualquier vértice z € G. un z-drbof T es un drbol expandido en G con
antiraiz en z.

Sea 1, = |z-drbol | z-drbol ¢ G} v definase :

¥r) = min Z orix.y) P )
Teuw fo. ¥lcT

w2) es el porencial de 7.

Lema 5.7 Sea P* una distribucién regular de P” y sea p° su distribucidn estacionaria. Entonces  lim e 1" =p"
existe v ¢ es una distribucidn estacionaria de P'. Mads agn p”, siy solosiy(x)<y(y yparatodoye X .

Dempsiracion

Como el proceso P* es una cadena de Markov aperiédica e irreducible definida en el espacio de estados X : se
puede aplicar €l lema 4.1, entonces a distribucidn estacionaria de P* estd dada por la férmula (4.5) y asi

p, =P, /% P enlaenradaz,
e X

donde P',= T T P,

Tet I vleT

Definase y (2 }comao en (5.3} y sea v* = min, y( z ). Vamos a demostrar que lim (o 5, > O si ysolosiy(z) =

Y=

Tomese un z-drboi T cuya resistencia sea igual a y ( » } es decir T es un drbol que minimiza a

I rtx.v)conTe 1,
Is.yleT

SittTy= I r(x,y)enonces
[xyleT

E‘T n th - (f.n“ft HTP)E-T' FI Pr“ = (SnTI—T Ie” L ru.yp) n Pr“
LaleT I yleT oylet

R X T) - -
= EﬂTr T -t Loriny) [§] P‘,}. = ccl bh o n £ lh.ylpru
In. v)eT In sleT °

emonces €7 1 P, = "7 e NP, L (5.4)

taoaleT 2. ¥leT

ahora si P 'l_v > con(x,y)eT ;entonces por la tercer condicién de regularidad de
P ‘s tiene ;

limeyy e”™YPL >0 Vixy)eT ... {55

SirtT)=y{z}>y* enonces r{T)-vy* >0 ypor(55) y(54)
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).

.y - T) - “Ma. d
hmen €7 11 P, =lim L €7 N g ™Y Py
In x1eT N I= vleT

= lim o™ T lim oy £ P tenemos que
Y

I vle

imen e P50 Yixy)leT y limege" "7 =0 entonces

bm,_a €™ 11 P, =0
|». she T

Sir(T)= y{2)=7y*enemos
lim e € 1 P lim oo™ TR lim g €Y PR
Ix. ¥1eT In. vieT

=1 - 11 lim gy e P, ycomo lim., e ™Y Py>0 Vx,y)eT
b ylet

lenemos que lime,, e N P,>0

Entcnces ;

g €7 P, =limeg €72 N P,

Tetr |uleT

=L limeae™ 0T P,
Tetr InyleT

[H}

Osir(M=ya)>y* VvV Ter, rrereenennn(5.6)

4]
>0sr(T)= yz)=y* paraalginTe T, .cceeec0. (5.7)

entances como |5 = P, /X P, tenemos que
\EX

i g = limy PLIE Po= lim, eTPL/e7E P

LLRY X

lmo €7 P 0 limen eTIP,  y por (5.6) y {5.7) se tiene que
e X

Mot =0 si r(Th= Wz)>y y

limeppy >0 r{Ty= Wuy=y*

Entonces se ha demostrado que lim . plexiste y que su soporte es el conjunto de estados 2 tal que minimizan

Como p* satisface la ecuacién uf P¥ = p° ¥ £ > 0, se tiene por la segunda condicién de ta regulanidad que p 12"
1

=

Entonces p”es una distribucién estacionaria de P . Esto completa la demostracién del lema 5.1.

Como 1 es una distribucion estacionaria de P*; p'=0vz que no es recurrente bajo P,
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Es fécil ver que todos los estados contenidos en una misma clase de comunicacién recurrente tienen el mismo
potencial eslocdstico, porque si tomamos un estado 2 en una clase X j con T el x-drbol en G con potencial Y(x) y ¥
otro estado en X jtambién podemos tomar una ruta con resistencia cero de x a y; la unién de esta ruta y e x-drbol
contiene un y-drbol T' cuya resistencia es menor o igual a T porque s6lo se agregaron aristas con resistencia cero,

Un arsumento simétrico se puede emplear ahora con respecto a x donde T tiene una resisiencia menor o igual a
T 1o que implica que Yx) = ¥Wy).

Ahora se demostrard que el potencial de cada vértice de una clase de comunicacitn recurrente X, es
precisamente la resistencia minima ¥ entre todos los j-drboles en la grafica 5.

Lema 3.2 ¥(x} = y;¢s ¢l potencial estocdstico para tedos los estados x € X
Tomese un estado fijo x; en cada una de las clases X;.
Demostraremos primero que Y x; )<y, paratodai.

Témese una clase fija X; y un j-drbol TTen 3 cuya resistencia ol T1) sea igual 2 ¥ Para toda i # j existe
exactamente una arista (i, j} € T1 que sale del vértice X; € 3. En la grifica G cuyos vértices son los estados.
tomese una ruta Dy de los estados x ;. x - fijos correspondientes a las clases X , X i y cuya resistenciade x , a x
[

Ahora témese un subdrbol T; en G tal que éste expanda a 10dos los vértices de X ;; es decir, para todo vértice en
X jexiste una Gnica ruta a X ;.

Como X ;es una clase de comunicacién recurreme de P, T, puede escogerse de manera que lenga resistencia
1otal cero,

Sea E igual a la unidn de todas las aristas en los drboles T, . ie V(3) v las aristas que conforman todas las rutas
D, en G. ie V() y donde (i, i")e T en S. Por construccidn E contiene al menos unarutade x a x, V xeX . x e X,
Entonces E contiene un subconjunte de aristas que forman un x j- &rbol T en G.

La resistencia 1otal de éste drbol es menor o igual que la suma de las resistencias de las rutas D ¢ Ja cual ex
igual a r (I) entonces o{T) £ r(I)= ¥ y como Y(X,)< r(T) implica que ¥(x,) <y, .

Para demostrar que ¥ (x;) 2 v;tdmese la clase X; fija para el estado x;€ X que se 1omé fijo al inicio, escéjase un
x,-drbol T en G cuya resistencia sea la menor de 1odos los x;-drboles en G cuyo conjunto de véntices es X. Etiquélese

cada uno de tos vértices tijos x; de cada clase X; como “i” ; con referencia a la clase “i" a la cual pertenecen. Estos
vértices serdn llamados vértices especiales.

Una conjuncién en T es cualquier vértice y que tieng al menos 2 aristas entrantes que pertenecen a T. Si la
conjunctdn y no es un vértice especial. mdrquese “i” si existe una ruta en G con resistencia cero de v a cualquier
véntice de X;. Existe 2l menos una clase X, de éstas porque son fas clases recurrentes de P* y si hay varias clases de
és1as ; 1mese cualquiera de ellas como etiqueta.

Cad vértice que se haya m'gl'eudn. o es un vértice especial, 0 una conjuncion, ¢ ambos.
Definanse los predecesores especiales de un estado xe X como los vértices especiales x; que estrictamente
preceden a x en el drbol fijo T, es decir los vértices tales que hay vna nua de x, a x en T y que no exista otro vértice

especial x, en 1a ruta X, - X.

Si x, es un predecesor especial de un vértice x etiguetado con k. entonces la dnica ruta en ¢l drbol T de x; o x
tiene por lo menos una sesistencin de r .. L (58
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Esta prapiedad se cumple porgue : como x es cliquetado puede ser especial o conjuncién (0 ambos). Si es un
véttice especial entonces pertenece a sna clase de recurrencia k porque €sta es 5u etiquela ; entonces la ruta x ;- x en
el mejor de los casos sale de la clase X; y entra a la clase X, sin pasar por oira clase ; en este caso, la resistencia de
esta ruta s 1 En caso de pasar por otra clase, 1a resistencia es mayor a .

En caso de que el vértice especial sea una conjuncién, se sabe que hay una ruta x-x , en G con resistencia cero
del vértice x a la clase X, . ya que k es su etiqueta, Ahora, la uni6n de lasrutas x;-x y x-x, forman una
resistenciz mayor o igual que la resistencia de laruta x ;- x enel drbol T.lacualesry ; (yaquetlaruta 2, - x - %,
no perienece al necesariamente al drbob T ) entonces la resistencia de x -x es mayor o igual ar .

El siguiente paso es ejecutar ciertas operaciones en el drbol T que preservan la propiedad (5.8) en el drbol y que
{rie Como consecuencia una estructura muy parccida a la estructura que tiene un j-4rbol en 3.

Haremos estas operaciones mediante la eliminacion sucesiva de conjunciones que no son vértices especiates.

Supdngase que T contiene una conjuncién y, que no es un vértice especial, y sea k su etiqueta. Se distinguen dos
casos, dependiendo de si el vértice especial x| es o no un predecesor de v en el drbol T.

Caso 1: 81 x . no es un predecesor de y en ¢l drbol T, quitese el subdrbol que consiste de todas las aristas y
vértices que preceden o v y péguense en el 4rbol en el vértice x , como se ve en la siguieme figura :

Coresc \

Existe una ruia de resisiencia ¢ero

~el

Etigueia "k~

I
p—y

Eliqueta =j” . . Clase Xk .7
En T . xj es una antiraiz y

existe una rula x-xj para todo X en X.
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Péguese ¢l subdrbol

Eliguesa k™

Etiqueta "j"

Caso 2 : Si x y es un predecesor de y coriese el subdrbol que consiste de todas las aristas y vértices que preceden
ay {excepto en laruta que va de x | a y y 10dos los predecesores de x ) y péguese este subdrbol en x| como lo
indica la figura :

Cdnese
O
Etiqueta k™
s - J“‘.
) 0O

Existe una ruta de resistencia ccro - Clase Xk E

Etigueta 5™
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Péguese /O

Etiquera "k

Etigueta j"

Estas dos operaciones preservan la propiedad (5.8) ya que si tomo un predecesor especial de un vértice etiquetado
x 1 los Gnicos vértices que cambiaron de predecesores fueron y y x, pero x, tiene la etiqueta “k™ y y también. La
rata - x - v con predecesor x es igual a la ruta x-x, excepto en el timo vértice el cual es x, 6 ¥, pero éslos tienen
etiquela k. entonces la resistencia de x-x, es igual a la resistencia de X-y.

Cadis una de las operaciones anteriores reduce en uno el ndmero de conjunciones que no son vértices especiales,
Entonces repitiendo las operaciones, eventualmente se obtendrd un x-drbol T* en donde cada conjuncion es un
vértice especial, la propiedad (5.8) se cumple y T* tiene la misma resistencia total que T.

Ahora consiniyase un j-drbol I con el conjunto de vértices J={X,, ..X,] como sigue :

Para dos clases de comunicacién recurremie X; | X, péngase el arco (1, i") en I si y solo si x; € X es un predecesor
especial de x;- € X en T*. Por construceion F1 forma un j-drbol puesto que x; € X es sucesor de todos los x; s,

Sea D¥, fa dnica reta en T* de x, a x;- , por la propiedad (5.8) la resistencia de D*;- es al menos r ;- ademds todas
las rutas D%, son disjuntas en aristas puesto que cada conjuncion (que es donde se podrian dar las intersecciones an
vacias de rutas) es un vériice especial.

Como T* comiene fa union de estas rutas D*. la resistencia de T* es al menos

Lovient i - Pero I, ent i €5 1a resistencia de I,

Por o unto Yx)) = r(T*) 2 L penriw =l 2 y;

Esto completa Iz demostracion del lema 5.2 que junio con el lema | demuestra ef teorema 5.1
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Se demostré entonces. que limeay’ = p'. donde 1 es una de las distribuciones estacionarias de P . Entonces tas
perturbaciones seleccionan.entre las clases de comunicacidn recurrente. De hecho, las perturbacicnes normalmente
seleccionan exactamente una de las clases de comunicacidn recurrente de P' . ya que en un problema de
antiarborescencias. es dificil que se presente el caso en gue dos antiarborescencias distinias tengan como peso
minimo ¢l mismo ndmero; y que este mimero sea el minimo que se obtiene de entre 10dos los estados.

La clase seleccionada {o las clases seleccionadas) fueron calculadas encontrando una ruta de menor resistencia
entre una cluse y otra: y entonces la clase seleccionada depende sclamente de las resistencias  r(x, y); esto es.
solamente en &l orden de la magnitud de fas distintas perturbaciones.

Esto es importante para las aplicaciones, donde la mayoria de las veces pucde conocerse la forma de lax
periurbaciones pero no su valor preciso: s decir, s¢ pueden encontrar aplicacicnes en las que dificilmente se

conozean las probabilidades de cometer errores y sélo se tenga informacidn de gue estos errores son posibles de
cometer.

Lo que ¢s importante, es considerar que se tiene una probabilidad pequeda de cometer errores y que todos los
errores son posibles. ademds de que los agentes los cometen independientemente uno del otro.

Con el teorena anterior se puede concluir un resultado particular para los juegos de adaptacion.
Sea P° un Juego de Adaptacién con errores como se definid en (4.1)
Constrivase 1a grifica de los estados H del proceso PE

Sean Hy, Ha. ... ... Hy, las clases de comunicacian recurrente de la grifica de estados del procese de P, Estas
clases son disjuntas y estidn caracterizadas por las tres propiedades siguvientes :

1} De cualyuier estado existe un camino de cero resistencias para al menos una de las ciases H; .
11} En cada clase H ; existe un camino de cero resistencias de cualquier estado a oiro.

Ill) Todo arco gue sale de H ; tiene resistencia positiva,

En la grifica esiamos dividiendo a los estados de H conforme se puede Hegar de un estado a otro sin cometer
errores. en cada una de las transiciones. desde luego existen muchas transiciones de un estado en que se comelen
errores y exto nos dice que para pasar de una clase a otra sobo se hard cometiendo errores. El proceso no se satdri de
una comunicacién recurrente en caso de que nunca se cometan errores en las transiciones. A pesar de que el procese

es irreducible. en realidad no se puede pasar de cierlos estados a otros en un ndmero finito de pasos sin cometer
errures.

En la grifica de estados de PY, los pesos de lus aristas son esencialmente independientes de las distribuciones
particulares g ; v [a probabilidad de error A, .

Ahora, dados dos estados distintos H ; y H ; considérense wdos Jos caminos dirigidos que empiezanen H; y
terminan en H, . Existe al imenos uno. porque el proceso P es irreducible, En todos estos caminos, encuéntrese ¢

que tenga resistencia minima total y dendiese esta rexistencia como r,, Claramente r ;2 0 y se puede calcutar como
un problema de rutas mis cortas,

Ndétese que r,;es imdependiente de gué vértice en que s¢ empieza en H | y en qué vériice se termina en H; . porque
cuilesyuieri dos vértices en ba misma clase son alcanzables entre uno y oiro con resistencia cero.

Constrayase ademds la grifica 3 de las clases de P°.
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Con la construccién de la grifica de estados y la grifica de las clases de P° ., se tiene todas las hip6tesis necesariax
pava aplicar ¢l teorema 5.1 y con ello obtener una caracterizacion de los estados estocisticamente estables def Jueso
deadaptacidn con errores.

Es sencitio ver que ei siguiente teorema es un caso particular del teorema 5.1,

Teorema 5.2 Sea G un juego n-personal en un espacio de estrategias finito. Los estados estocdsticamente estables
del juego de adapiacién P° son los estados contenidos en las clases de comunicacicn recurrente de P* con potencial
estocdstico minimo. Estos estados son independientes de las probabilidades de experimentacidn A; v de las
distribuciones de experimentacién g; mientras estos estados tengan un soporte completo: es decir, mientras A; sca
distinta de cern para toda i, y todas las estrategins de cada jugador tengan probabilidad positiva de ser
experimentadas.

Corolariv 5.1 - $i G es un juego aciclico y k € m/A{ Lg+2), los estados estocisticamente estables del juego de
adaptacion son las convenciones de potencial estocstico minimo.

Lste coralario es una consecuencia directa del teorema 3.1 v 5.2 Ya que el teorenia 5.2 dice Si e—0 entonces u'
converge a una distribucidn estacionaria 1" de P*; es decir, los estados a los gue converge el proceso Py que
tienen potencial estocdstico minimo; el teorema 3.1 dice cuando un juego es acichico y k S m/ (L g+ 2 )t los estados
ulos que converge el proceso P son las convenciones asociadas al juego sin perturbar,

En resumen: podemos enconirar los estados a los que converge el juego de adaptacién cuando el error se acerca u
cero, caleulindolos en tres pasos :

I) Identificar lus clases de comunicacién recurrentes del proceso P? sin errores. Para juegos n-personales ¢n
general  estas clases pueden ser bastante complicadas. Si el juego es débilmente aciclico y la muestra es do
suftcientemente incompleta, el teorema 3.1 nos dice que las clases recurrentes corresponden 1-1 con ¢l equilibrio de
Nash de estrategias puras, el cual es ficil de identificar.

11) Calcular las resistencias minimas para moverse de una clase recurrente a otra, En teoria esto envuelve resolver

una seric de rutas mds cortas, pero en la prictica el cilculo puede a veces hacerse directamente de la matriz de Pagos
del juego.

Construir una digrifica con estas resistencias como pesos. y encontrar la antiarborescencia gue tenga menor peso.
Este identifica la(s) convencidn{es) estocdsticamente mds estable(s), que es dnica exceplo en caso de empates.
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CAPITULO V]

EJEMPLOS Y APLICACIONES

EL CASO DE 2X2
Existen ejemplos que pueden adaptar su problemadtica a juegos de 2x2.

Cualquier situacion en donde estén involucrados dos agentes y tengan algin conflicto de intereses y cada uno de
ellos tenga dos caminos a seguir, la problemdtica puede modelarse con un juego de 2x2.

Por gjemplo :

-2 empresas que estén compitiendo el mercade de algin producto y tienen como opcién pactar entre ellas e
precio de dicho producto o violar lo pactado y hajar los precios.

-En el poder legiskativo de algin pais se puede pensar gue los dos jugadores son la derecha y 1a opesicidn y las
dos estrategias a seguir son la promuigacion o derogacidn de alguna propuesta de ley.

-La politica a seguir entre un sindicato y una empresi, ambas pueden decidir entre una politica agresiva o una
conciliadora.

La lucha de dos clases sociales, donde la ¢lase en el poder tiene como estrategias entre ser una clase opresora o
conciliadora y la otra clase tiene como estrategias Juchar por el poder o someterse a poder de la otra clase,

Cuando se tiene un juego de 2x2, cada jugador o agente tiene dos esirategias puras a seguir. cada estrategia
puede tener dos pagos distintos segin la respuesta del jugador contrarie.

La estrategia que contenga el mayor pago para cada jugador es una estategia gue puede ser escogida cuando el
jugador tiene mayor “ambicién” en la funcién de pago. No obstante. jugar esa estrategia no garantiza obtener el
mayor page, ya que ¢s posible que el otro jugador no jucgue con la estrategia que le dard mayor pago al primero y
pueds Hevar a éste a obtener un pago menor. Esta estraiegia puede verse como una estrategin agresiva puesto que el
Jjugador ambiciona a obtener el mayor pago.

Si la estrategia agresiva no domina estrictamentie a la otra estrategia, quiere decir que jugando con la otra
estrategia se puede oblener un pago mayor o igual que al usar la estrategia agresiva segin Ja respuesta del otro
Jugador. por esto el jugador puede tmbién analizar en qué estrategia se encuentra la minima pérdida, es posible que
para un jugador exista una estrategia que contenga el mayor pago y sambién la mayor pérdida, Si el pago més
pequefio se encuentra en la estrategia agresiva. entonces Ja otra estralegia es la que contiene la pérdida minima,
entonces ambas esirategias son 1omadas en cuenta por ¢l jugador para ser jugadas.

La estrategia gue tigne Ja pérdida minima es menps ambiciosa  y puede ser considerada como solidaria o
conctliudora. Entonces cada jugador puede diferenciar 4 sus estrategias, una como agresiva y fa olra como
conciliadora.

El problema para un jugador es que tigne que escoger entre una estralegia agresivil y una estrategia conciliadora
que ¢5 donde el jugador puede obtener la mayor ganancia y la minia pérdida respectivamente.

En situaciones donde los jugadores pueden Llener una estrategia agresiva y otra conciliadora puede estudiarse
bujo gue condiciones existen equilibrios de Nash. y si los hay céal de ellos serd Fu convencion con potencial

estocistico minimo.

Pueden darse 3 casos en los juegos de 2x2 : No existen equilibrios de Nash en estrutegias puras. hay solo uno o
hay dos equilibrios.
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En el primer caso. el juego puede no ser aciclico

Par ejemplo que un jugador tenga una estrategia agresiva y otra concilizdora no es condicion suficiente pari que
exista un equilibrio de Nash.

Considérese la siguiente matriz de pagos

Ejemplo 6.1

La estrategin agresiva del jugador | es la primer estrategia y 1a segunda estrategia es su estrutegia concilizdora,

o

En general cuando vy < uyy , v < vy . Un< iy ¥y viz< vy el juego no es aciclico.

La grafica de las meyores réplicas es

Por lo gue el juego no es aciclico.

Se puede dar el caso en donde los juegos tienen un solo equilibrio de Nash, ¢n particelar el dilema del prisionero
cuya matriz de pagos es

donde > uy v > vz ¥ Un< iz 6 vaa g vy
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Una problemidtica econdmica que s¢ adapta a esta sitvacién es cuande dos empresas esidn compitiendo en un
mercado, y cuya esirategia conciliadora consiste en vender a un precio pactado entre ellas, y la agresiva consiste en
violar lo paciado y bajar los prectos para apoderarse de 1a mayor parte del mercado.

Dependiendo de la “fuerza™ de cada empresa y de las condiciones del mercado se estarian en distintos casus.

Ejemplo 6.2:
agresiva concibiadora
agresiva i 5
I 0
mnci'lindnm 0 3
5 3

Aqui ambos jugadores son igualmente fuenes porque cuando ambos usan la misma estrategia ambuos obtienen el
mismo pago es decir obtienen los mismos beneficios en ¢l mercado y ambos jugadores estan igualmente propensos a
traicionar el precio paciado cuando se encuentran ambos en estrategias conciliadoras.

E! equilibrio de Nash se da cuando ambos usan sus estrategias agresivas porque una vez que se da esta situacicn
ninguno tendrd intencion de regresar a la estrategia conciliadora ya que saldrian totalmente perjudicados en la
competencia del mercado.

Dependiendo de las condiciones de cada empresa, pueden variar [as condiciones que imperardn en el mercado y
entonces la matriz de pago puede variar. Supongamos que una empresa s méds poderosa econdmicamente que la
wtra y puede obiener mayores beneficios o salir menos afectada conforme se wvsan las diferentes estrategias en el
juego,

Ejemplo 6.3 :
ugresiva conciliadora
agresiva 5 15
2 0
conciliadora 3 9
9 4

Aqui la primer empresa ¢s mids poderosa porque obtiene mayores beneticios en todos los casos, excepto cuanda la
empresa poderosa usa Ia estrategia conciliadora y Ta otra empresa usa la agresiva. la primeru pierde Fa mayoria en el
mercado.

Si tomamos a la poblacion de todas fas empresas que compiten en un mercado y constantemente van cambiando
las dos empresas que son lideres, podemos estudiar el comportamiento de las empresas cuando son una de las dos
wmils competidoras en un momento dado, medianie los resultados que se obtuvieron anteriormente: ¢s decir | verificar
si enisten conductas que se repiten entee las dos empresas lideres o importando que éstas vayan cambiando con el
tiempo. Si suponemos que [as empresas deciden por una estrategia agresiva o conciliadora con una muestra de o




que las olras empresas han hecho en los periodos de tiempo més reciente una vez que ocupan uno de los dos lugares
lideres. podemos saber si se Hegu a una convencién eventualmente.

El teoremi 3.1 nos dice que Jas empresas llegardn a una conducta convencional eventualmente siempre y cuando
las empresas no cometan errores o no experimenten y el tamafio de la muestra sea pequedia en relacién con el
tamafio de la histona, ademds de que e) juego tiene que ser aciclico.

La grifica de fas mejores réplicas asociado al ejemplo 6.3 es :

Se puede nbservar que cs aciclica débilmente y por lo tanto puede aplicarse et teorema 3.1, ademds aqui podemos
saber gue la dnica convencion a la que llegardn tas empresas es que las dos lideres siempre usen sus estrategias
agresivas puesto que es el dnico equilibrio de Nash con que cuenta el juego. Asi las empresas siempre que estén
compitiendo por la mayoria del mercado eventualmente solo usardn la estrategia agresiva y no buscardn pactar el
precio del producto en el mercado con las otras empresas,

Cuando las empresas cometen errores o experimentan pero la probabilidad de experimentar es pequeiia se
observard la convencidn de usar 12 esirategia agresiva casi todo el tiempo por lo que la estrategia de ser solidario no
se dard por las empresas en la mayoria de los casos.

Existen situaciones que podemas modelar con juegos de 2x2 que tienen dos equilibrios de Nash, por ejemplo
cuando en un congreso se quiere aprobar una ley y el congreso estd dividido en dos partes iguales con ideas politicus
diferentes se tiene la problemdtica de decisién en cada una de las partes. Ambas tendencias politicas tienen dos
estrafegias a seguir sean ésias las de aprobar o de no aprobar dicha tey, los dos equilibrios se dan cuando ambas
partes estdn de acuerdo.

En este caso y en otros donde se tengan dos equilibrios de Nash podemos estudiar de manera general cudl de ellos
es el estocdsticamente mds estable cuado el juego se repite y los jugadores cometen errores.

Con ¢hlo podremos saber qué equilibrio se observard casi todo el tiempo.

Sea G un juego maricial de 2x2 con 2 equilibrios de Nash estrictos en esirategias puras, es decir; dade un
equilibrio de Nash se tiene que cada esirategia que pertenezca a éste es la dnica mejor réplica para cada jugador.

Considérese un juego de 2x2 con matriz de pagos M:

v v
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Donde uj >0y . vp>vin , up>up ¥y va> vy,
Esta matriz de pagos tiene dos equilibrios de Nash: (1, 1)y (2.2)

En este caso en que Ja matriz de pagos tiene dos equilibrios de Nash, un jugador puede discriminar entre uno y
otro mediante la medicidn del riesgo 10tal que puede Hegar a tener; ex decir. si Jos equilibrios son : {1, 1}y (2. 2)
al jugador 1 le puede interesar jugar 1a estrategia 2 y que el jugador 2 también asi lo haga, pero si el jugador 2 juega
con lu estrategia | emonces el jugador 1 ha tenido un costo de oportunidad de u y, - u 5, por no haber jugado la
estrategia 1. De igual manera si el jugador | juega con la estrategia 1 y el jugador 2 responde con la estrategia 2, el
Jugador 1 tiene un casto de oportunidad de v 25 - u 45 . El costo de oportunidad 101a) o el riesgo total del jugador 1 es
entonces (U ) -u ) +(Uuxn-uga ),

De igual manera se puede ver gue el costo de oporunidad tota) o el riesgo total del jugador 2 es
(va-vid+vn-vay )

S¢ puede medir el riesgo que tiene cada jugador al intentar llegar a cads equilibrio.
Para ¢l equilibrio (1.1) el riesgo para el jugador 1 es {uzy - u 13}/ {uy) + up -1y - vay}, y para el jugador 2 es
(vz2 - v} £ (v + vaz - va) - via). Bl menor riesgo seri el que delermine de alguna manera si se jugard o no Tu
estrategia |, puesto que Jos jugadores buscan minimizar su costo de oportunidad.
[guakmente para el equilibrio (2,2) el riesgo para el jugador | es (u;, - us} £ (U + up- uxy - upp). v pars el
g P £ Jug LR yp
Jugador 2 es (v - vi2 } (v + vy - vz - vy ). El menor riesgo serd el que determine iguaimente si se jugard o no la
estrategia 2. -
Se han construide los elementos que Hevan a la definicién de dominacién por riesgo. la cual establece una
q pol £
preferencia entre uno y otro equilibrio de Nash de Ta matriz de pagos M. mediante la minimizacién de los costos de
npertunidad de cada jugador.
Definicign, Sean
=i {ury - o} (g +ug Uy Uk (v s v M (v v - viz- vy ) )
Ya= min { (uzr- 0 ) (Upy + uaz Uy - i), {var - v ) F (Vg + Vaz- vay - viad )
Tenemos que U = (u v y) doming por riesgo a V = (v 12,V 1) cuando
Yi>Y2i8i Y, 2 Y2 entonces U donting por riesgo a V en forma déhil.

V domina por riesgo a U cuando v, <Y :51Y <Y1 entonces V domina por riesga a U en forma débil,

Estabilidad Gendrica, Un equilibrio de Nash de estrategias puras es genericamente estable si da convencion
asaciada es estocdsticnmente estable, para oda k ¥ m suficientemente grande. tal que k € m/¢ Lg+2 ).

Teorema 6.1 Seu G un juepo de 2x2 con dos equilibrios de Nash eswrictos en estrategias puras. El equilibrio
genericamente estable es el equilibrio de Nush que domina por riesgo al otro en forma débit.
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Demastracion

Sin pérdida de generalidad y en base a las hipsiesis, ¢l juego se puede escribir de la forma :

jugador 2
Jugador ]

bII blZ

by b2z

El juego tiene como equilibrios de Nash a las estrategias (I, 1) y (2, 2), entonces se tiene que : a5 > a2y . by > bys
an>ia ¥y hyn>bsy.

Ademis, I estructura que necesita el juego para tener dos equilibrios de Nash estrictos es simplemente que los
equilibrios no coincidan ni en renglones ni columnas,

La grifica de mejores réplicas asociada al juego es :

@ el jugador 1

tiene una mejor
réplica

el jugador 2
tiene una mejor
réplica

el jugador | el jugador 2
tiene una mejor tiene una mejor
réplica réplica

Es ¢laro que el juego es aciclico y que Lg=1.

El teorema 3.1 dice gue si se tiene un juego aciclico yk=m/(Lg+ 2), entonces ef juego de adaplacion converge

Casi seguramente a una convencién ; entonces para que ¢l teorema se cumpla es necesario que k € m / ( Le+2)=
mi{l+2=mi/3,

Asi los estados absorbentes serdn h,=( (1. Dol B (L D))y b= ((2.2).02.2),... .{2.2%: cumpliéndose
entonces las hipdtesis del teorema, asi el juego de adaptacién convergerd casi seguramente 1 uno de los dos
equilibrios.



Para determinar cual de los dos equilibrios serd “seleccionado”, serdi necesario calcular el equilibrio
estocdsticamente mis estable; ésto se logra encontrando la ruta de menor resistencia entre las rutas hy—ha y ha—h,
ex decir, de las convenciones h y b, se encuentra cudl de ellas tiene el potencizl estocdstico minimo.

Primero calcularemos la resistencia minima para ir de hy a h; ; de hecho se tomard en cuenta cuando se equivaca
un s6lo jugador para que la resisiencia tenga valor minimo de 1. pues en caso de que ambos jugadores se
equivocaran, la resistencia seria de 2 .Sea h; el estado al tempo t = m 2 para ir de hy 4 h, se requiere que por lo
menos un jugador escoja por error 1a estrategia ndmero 2. Mds atn: el jugador debe de cometer el error de escoger la
estrategia nimero 2, las suficientes veces para que exisia al menos una muestra de tamaio k donde la mejor réplica
del otro jugador sea la estrategia ndmero 2. De oiro modo el proceso no puede encontrarse en el estado absorbente
h'!

Suponga por ejemplo. que el jugador ! escoge por error a estrategia nimero 2 en los pertodos t=m+ a t= m+k’,
donde k'S k. A partir de ahi, el jugador 1 no comete mds errores.

Si el jugador 2 escoge una muestra que incluye estas k™ elecciones de Ja estrategia nimero 2 y k =k’ efecciones de
la estrategia ndmero | hechas por parte del jugador 1: y en base a la definicidn de mejor réplica para el jugador dos.
éste contestard con la estralegia nimero 2 si se cumple:

1y (X / jugador 2 juega 2) 2 iy (X / jugador 2 juega 1) 6.1)

donde X=(1-k'/k. k'/k) que es fa estrategia mixta del jugador 1 que resulta de la muestra tomada por el jugador
2.

La desigualdad (6.1) depende del valor de k™ yaque (6.1) es igual a :
(K7 pbys +(k77k) bay 2 (1-K /Kby (K77 by
@ by - (KR bz +(KTK) by Z by (KK by + (K7/K) by,
& (KY/K) by + (KK by - (KFKY bya - (K/K) Bay 2 by - bya
e (KR)(baa+ by -ba-by)2by - by
= K2k -biz ) (ba+b)-bpa-by) (62)

Si esta desigualdad se cumple. entonces la estrategia 2 estd entre [as mejores réplicas del jugador 2. asi gue este
Jjugador podra escogerla con probabilidad positiva.

Supéngase que (6.2) se cumple y que Ta muestra del jugador 2 incluye 10dos los k™ errores del jugador | en los
periodos de t = m+k'+1 a t = m+k'+k. Dado que m es lo suficientemente grande respecto a k {es suficiente si
m 2 2k). este evento ticne probabilidad posttiva.

Entonces la mejor réplica del jugador 2 serd su estrategia nomero 2 desde el periodo t = m+k™+1 hasia el periodo
t = m+k’+k y ninguna de las elecciones de la estrategia 2 de parte del jugador 2 es error. En el periodo
t=m+k +k+1. ek jugaddor | Giene una probabilidad positiva de tener una muestra que incluya todas las elecciones por
parte del jugador 2 de la esirategia 2; mientras que €ste puede de nuevo tomar la muestra gue incluye todos los
errores del jugador 1. en cuyo case la mejor réplica para ambos jugadores es 1a estrategia 2. En ef siguiente periudo.
existe nuevamenie una probabilidad positiva de que ambos jugadores tengan una muestra gue incluya el soficientc
ndmero de veces lx estrategia nimere 2, para que la mejor réplica de ambos jugadores sea nuevamente la estrategia
nimero 2. Estas condiciones se mantienen hasta el periodo t = m+3k—1. En el periodo t = m+3K fa estrategia nimero
2 ha sido jugmla cf suficienie nimero de veces por ambos jugadores. para gue la dnica muestra que puedan hacer los
Jugadores esté compuesta dnicamente de la estrategin ndmero 2. Esto porgue k £ m/3.
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Entonces el proceso canverge con probabilidad positiva al estado absorbente hs ; en otras palabras, son suficientes
k™ crrores para mover el praceso del estado hy al estado hy dado que & satisface (6.2) y m/ k es lo suficientermente

arunde.

Anilogamente, el proceso converge con probabilidad positiva a hy si el jugador 2 elige la estrategia 2 por error en
k" periodos en donde -

Sea

(KR (k7R a: € (KT Kan+ (k77k) ag,

< ag - KRy an KUK A € ay- (KK ay + (K/k) an
= (KK ay +(kTA) an - (KR oy - (KK) ap € ay - ay
& (KIRY Gagp - apta +an)2a))-ay

e KU 2k (ay -ay)/(ay) + ap- ag - ap)

= in { (@ - an /Gy + g iy -2k (b - bz 3 (b + by - byz- by ) )

Para todo nimero real x, sea [x) el nimero que denota el menor entero mayor o igual a . La resistencia de ir del
estado hy al extado by es [R K]

Un argumento similar puede hacerse en caso de que se quiera calcular el ndmero minime de errores gue se tienen
yue cometer para pasar del estado hy al estado h;. Si suponemos que estamos en el estado h, y el jugador | es quien
se equivoca al jugar usando la estrategia 1, tendrd que cometer este error un nimero k' de veces que sea suficiente
para gue el otro jugador pueda tener una muesira en donde su mejor réplica sea la estrategia 1. Entonces, dada la
esirategia mixta del jugador 1 que se induce de la muestra que contiene todos los errores : la mejor réplica del
jugador 2 serd la estrategiza 1 si s¢ cumple la siguiente desigvaldad :

=]

L=

(1-k* /Kby +(k'7K) by 2 (1-k /Kbyt (k'/k) by

by - (K'/K) by +{k'7K) by 2 baae (K*7K) baa + (k'/K) by,
(k7K bys + (k7k) bas - (k'/k) byy - (k'/Kk) ba 2 bys - by
(k7K (b)), + by - bay - by} 2 by - by,

K2k (bz - by £ (b)) + byz- by, - byy)

Y haciendo ahora la suposicidn de que el jugador 2 es quien se equivoca en un némero k7 de veces: se tiene que.
para que la estrategia mixta que se induce de la muestra que contiene todos los errores del Jugador 2, pueda llevar
Jugador 1 a responder con I estrategia 1, es necesario cumplir con la siguiente desigualdad:

(K /K)ayy +(K77K) ay € ()-k" K)age+ (k1K) a3,

= ap - (KK KUK agy S ap- (K0/K) an + (K7k) ay,

= (KR an + (K7/kR) 2 - (k7K ayr - (K7/K) Ay € ay - ay;

& (KUK (g + 2y iy - agy) Zan-a

= kUzk(am-a2) /(2 + 2 -ay; - ay)
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Sea
Ry=min [ (az-a2)/(a)) + ap-a2-ay) (byy-by) /by +bp-by -bi) }
Emonces, s¢ muestra similarmente que para ir deb estado hy al estado h; es : [R2-k].

Si R>R; . entonces (). 1Y domina por riesgo a (2, 2) en forma débil. ya que significa que es mayor la resisiencia
para pasur de by a hy

Si Rz Ry . entonces (). 1) domina por riesgo a (2. 2) en forma débil. Cuando Ry>R; entonces la dnica convencicn
extocdsticamente estable es (1,1), para valores suficientemente grandes de k y m/ k. Si Ri= R; . entonces h; y s son
ambas convenciones estocdsticamente estables para valores suficientemente grandes de k y m/k. Con ésto se
demuestra e teorema 6.1

Notese que Ta discriminacion del proceso crece con el tamafio de la muestra, porque los jugadores solo pueden
responder a distribuciones de frecuencias que envuelven enteros entre 0 y k. Para & suficientemente grande . el
proceso puede distinguir pequefias diferencias entre las resistencias de los dos equilibrios; es decir. que k sea le
suficientemente grande para distinguir que [R;]2[ R;). Es necesario que ocurran muchos periodos de tiempo para
poder discriminar eatre un equilibro y otro, puesto que el proceso no podrd distinguir entre una y otra convencidn si
no se ha jugado el juego el nimero suficiente de veces y ademds que el tamaiio de la muestra de los jugadores es lo
suficienlemente pequefa con respecto de la historia.

Se ha obtenido entonces una forma de caleular las convenciones estocdsticamente mds estables. pero es importante
notar que dependicndo de los valores de la matriz de pagos se dard un equilibrio u otro. Puede haber un equilibrio
que puede ser mejor para un jugador y otro para ofro, por ejemplo:

Si tomamos el ejemplo de los que forman parte del poder legislativo en un pais en donde las estrategias son
aprobar (conciliatoria) o no aprobar (agresiva)una fey y la funcidn de pago representa el nivel de aceptacion por
parte de los electores 0 gobernados, y suponiendo que los congresistas solo toman sus decisiones mediante este
fuctor, entonces podemos tener en este gjemplo un juego de 2x2 con dos equilibrios de Nash y obiener distintax
situaciones que dependen de la matriz de pago:

Ejemplo 6.4
Moatriz. |
' aprobar no aprobar
aprobar 2 6
10 6
ne aprobar -2 10
-2 2

En esta matriz los equilibrios son (aprobar, aprobar} y (no aprobar, no aprobar), e primero y el segundo equilibrio
le convienen mis al segundo v al primer jugador respectivamente, con igualdad de pagos.

Cuando un jugador no estd en el equilibrio que le es conveniente tiene exactamente Ya misma pérdida que tendria
eb otro en la situacidn comraria: ademids, cuando el juego no estd en ninguno de los equilibrios ambos pierden lo
mismn o ambos gunan lo mismo, En este caso ambos jugadores son igualmente luertes.

En esie caso i estabilidad genérica se calcula de la siguiente forma :

Ry=min { (g - am )}/ (0 + 2p- 1y - a2}, (b - bz )/ (b + by - byz- by ) )
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=min{ (2-G2D/2+10-(-2)-61,(10-6)/(2+10-6-(-2)) }

=min{ () IBL ()Y (B)}=1/2 y

Ry=min { (232~ 2 )2}/ (o) + 0 -ty - ay), (baz - by} / (by, + baz- by - bya) }
=min{ (10- 63/ (24 10-6-(-2)), (2-(-2N/(10+2-(-2)-6) }
=min{ (4}/(8) N/ ()} = 112
Emtonces ambas convenciones son estocdsticamente mds estables y a lo largo del tiempo se dardn de igual maners

una u otra convencién no imporiando el tamafto de la muestra ni de la historia pucsto yue ambos jugadores son
igualmente fuertes y a la larga no habri un dominio sobre el otro.

Podemos supaner ta misma situacién pero ahora con una matriz de pagos como la siguiente:

Matriz 2
aprobar No aprobar
aprobar 5 ]
7 6
No aprobar -2 i2
-5 I

En este cuso el jugador | tiene mayor fuerza puesto que cuando se juega el equilibrio gue convienc mis al sezundo
Jugador el primer jugador puede cambiar de estratregia y asi provacar una pérdida mucho mayor al segundo Jugadeor
yue cuando se estd en la situacién contraria y el segundo jugador es el que cambia de estrategia y provoca una
pérdida al primer jugador.

Si ambos jugadores buscaran el equilibrio que mds les conviene a cada uno se jugaria la estrategin (no aprobar,
aprobar) y aqui €] segundo jugador sale més dafado.

En este caso 1a convencidn asociada se obtiene:

Re=min [ {ay - a3) £ (2 + a32- 331 - 212), (b - bz 3/ {bya 4+ by - byy - by, ) }
=mind 52N/ + 1 -(2)-6),(T-6)/(7+1 S6-(-5)) }
=mmn{ (T AD NN =17 y

Ra=min { (a2 -0 12)/ (2, + 22 -213 - 239), (baz - by} /(b)) + baa- byy - bya) }
=min{ (11-6)/{5+ 11 -(-2) - 6), (1 ST+ -6-(-50)

=min{ (5)/(12), (O)/ (T} = 5/12
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entonces R < Raesto es, cuando k es lo suficientemente grande es posible determinar la desigualdad [kR,) < {kR:l,
entonces (no aprobar, no aprobar) domina estocdsticamente a { aprobar, aprobar) lo que implica que cuando la
muestra es o suficientemente grande y ¢l tamaiio de la historia es grande con respecto de la muestras, la convencidn
(no aprobar, no aprobar) se dard casi tedo el tiempo cuando la probabilidad de cometer errores o experimentar es
pequedia, esta convencidn es la que mds conviene af jugador 1. Esto indica que ha “fuerza™ que tienen los jugadores
en la funcidn de pago es determinante en la seleccydn de las convenciones que son estocdsticamente miis estables, en
otras palabras las sitvaciones que mds se presentardn a jo largo del tiempo y por las cuales la sociedad ha aceptudo
como convencién dependen de 1a influencia con que algiin o algunos sectores de Ia sociedad impongan.

EL CASO DE 3X3

Cuando los agentes tienen 3 6 mds estrategias, no hay una férmula simple andloga a 1a de dominacién por riesgo
que identifique el equilibrio estocasticamente estable. Primero, la ruta de resistencias minima debe calcularse de un
equilibrio a otro. Si la gréifica de las clases de comunicacién recurrente ¢s muy grande debe resolverse un problema
de antiarborescencias para cada equilibrio. Se ilustrara esta problemdtica mediante un ejemplo.

Ejemplo 6.5 :

Supdngase que dos empresas estan evatuande la posibilidad de lanzar al mercado el mismo producto, pero cada
compaiiia ofrecerd tres distintos servicios que dan valor agregado al producto y dependiendo de ello es como se
cstablece una preferencia en el mercado por una compaiiia y otra.

Entonces podemos plantear este problema como un juego de 3x3 donde los jugadores son las
empresas. los servicios son las estrategias y la funcién de pago son las distintas formas en que pueden
obiener beneficios adicionales en el mercado; obteniendo asi una matriz de pagos {Este ejemplo puede
enconrarse en el articulo  “The Evolutons of Conventions” de Foster y Young en la revista
Econometrica (1993)):

cmpresa 2
empresa |
1 2 3

1 6 0 0
6 5 0

2 5 7 5
0 7 5

3 0 5 8
0 5 8




La grdfica de mejores réplicas asociada al juego es :

Los pares (i. i} son equitibrios de Nush estrictos en estrategias puras, i=1. 2, 3.

Sea by que denote fa convencién en donde (i, i} es jugada m veces en sucesién. El Teorema 3.1 seiiala que éstos
son los estados absorbentes del proceso sin perturbacidn cuando se tiene k € m/3 ( Ya que Lg=1 como se observa en
la grfica). Calcularemos entonces la ruta de menores resistencias de una convencidn a otra.

Para calcular la resistencia minima entre un estado y otro se hard un cilculo del minimo mimero de errores que un
jugador tendrd que cometer para que ef otro jugador tenga una probabilidad positiva de tomar una muestra que
contenga todos los errores que se han cometido. Ei calculo de errores se hard encontrando un ndmero k' fal que
haga que ¢! jugador que reacciona ante los errores cambie de estrategia.

Para que un jugador cambie a uma estrategia i, ésta tiene que ser mejor réplica para alguna muestra dada, en exie
¢as0 s¢ considera la muestra que contiene wdos los errores.

Para los fines del cdlculo supondremos que el jugador 2 es |a que comete los errores y que el jugador | es el que
reacciona Gptimamente | puede hacerse esto porque la matriz de pagos es simétrica y hace que no importe qué
jugador comete los errores y qué jugador reacciona.

Si el proceso se encuentra en uno de los tres estados absorbentes del proceso sin perturbacion, y se quiere ver el
ndmere minimo de errores para salir de €l se tienen que calcufar todas las formas posibles de cometer un error que
hardn que el proceso cambie de un estado h; a un estado h j con i), i, j=1. 2, 3. Las formas posibles para salir de un
estado h; 2 un esiado h j son tres

1) Que un jugador cometa los errores jugando con la estrategia j.

il) Que un jugador cometa errores con la tercer estrategia k pero el jugador que reacciona ante los errores wnga
como mejor réplica a la estrategia ).

111) Para pasar dei estado b, al estado h , con el niimero minimo de erreres; sea conveniente pasar primere del
estado I ol tercer estado h .y de ahi al estado h ;.

A Ins transiciones de los  primeros dos incisos se les consideran  trausiciones directas, A la tercer forma de
ransicidn se le lama rransicicn indirecta v es la unién de dos transiciones directas.
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Primero se calcularin los dos némeros correspondientes a los dos primeros incisos y se tomard como k' el
minimo de €stos dos |, éste nimero serd el minimo de errores para pasar de un estado i a otro estade j sin pasar por el
tercera.

Una vez que se tengan todos los k' *s de 10das las transiciones directas de un esiado a otro, se comparard con el
ndmero de ervores de un jugador que se tienen que cometer para hacer la transicidn de forma inderecta, y se tomari
ks resistencia mds pequedia; es decir, el minimo de {k;,, ki, +ky; },  este ndmero es el que indica de todas las formas
posibles de wransici6n, la resistencia minima r ;; para pasar de un estado a otro. Ya que calculados estos mimeros,
existe una probabilidad positiva de que el proceso salga del estado h ;. y caiga en el estado h ; sin mds errores.

Al haber obtenido los r j; s se pueden resolver los problemas de antiarborescencias para cada estado en la grdfica

3 y obtener el estado con potencial estocdstico minimo.

Calcularemos los k  *s en base a la definicion de mejor réplica con indeterminada k™ ( la cual involucra dos
comdiciones que nos dardn dos mimeros como resultado, siendo e mayor de estos dos el que cumpla con ambas
condiciones).Se indicard previamente la transicidn correspundiente de un estado a otro, y cudl de las dos formas de
transicion directa se refiere ; al iérmino det cdlculo de los ndmeros que indican ¢l nimero de los errores en cada una
las transiciones directas, lomaremas como k ; el minima de ambos nimeros.

Calcila de tas transiciones directas.

Usando 1a definicién de mejor réplica y suponiendo que el jugader 1 ha tamado la muestra gue contiene odos tos
k™ errores que el jugador 2 ha cometido; entonces se tendrd que cumplir la siguiente desigualdad :

Transicion de by a h; .

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 2.
Las desizuatdades son :

1" {Con respecto a la estrategia 1)
(1K R+ (W) ap 2 (1-k/k)ay) +(k/R) ap

S (1=K R () + (KK (T) 21 - K7k )6) +{k/K) (0}
=] (k'/K) (7-5+6) 2 6-5
< kzk0m

2%)( con respecto a la estrategia 3)

Ok Raa+ (k%) iy 2 (1K Kagy +(k/K) a5
@ (- K/KR)S) +(KR}(T) 2(1- K'/R) €0) + (kYK) (5)
= (K'/K)(T-5-5)2 -5
= K'=K(5£2)

Entonces i {1/8)k € K'S (5/2) k la estrategia 2 es mejor réplica a la muestra que contiene todos Jos errores. Por lo
tante el nomero de errores k' para pasar de hy a h; en este tipo de transicién es [(1/8)k] .



Tipa de errar del jugador 2: Usando la estrategia 3
Las desigualdades son :

1"} (con respecto a la estrategia 1)
(MR + (KK) ay 2 (- K fK)ay, +(K/K) ap
= (- KR GY+ (KRS 201 - KK )6) +(k'/K) (0)
< (KR (5-546) 2 6-5

@ Kz k{1/6)

2*) con respecto a1 Ja estrategia 3)

CLR7Ran+ (K7&) s 2 (1-KFkpag, +(k"/K) o
= (-KAXS) +(kK)(5) 2(1- k'/K) (0} + (k'/k) (8)
= (KK)(5-5-81 2 -5
= k'=k(5/8)

Entonces si (HO)k € k' (5/8) % la estrategia 2 es mejor réplica a la muestra que contiene 1odos los errores. Por lo
tanto el nimero de errores k' para pasar de h; a h; en esie tipo de transicién es POk .

El minimo de nimero de errores para hacer la transicién directa de h, a hiyes:
min{ [(1/BK], {(1/6)k] )= [(1/8)k] para X suftciememente grande.,

Tremsicicn de hya by .

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 1.
Las desigualdades son :

1*} (Con respecio a la esirategia 2)
(1-K'fR)aga+ (k'R)Y a2 (1- KKy +(k'/KY ay

< (1- KK (0) + (K7k) (6) 21 - k™7 XT) +(k'/K) (5)
o (k'ky(6-5+) 2 7
< kK2 k(T8

2°) con respecto a la estrategia 3)

(K7 K)aga+ (kK ayy 2 (1-R7MKYaas +(K7VR) aq
e (H-KA)) +KK)(6) 2(1- k/K) €5) + (k') (0)
e (KR(6+3) 2 5

e kKsk(51h
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Se necesitan por lo menos [(7/8)k] de errores para que la estrategia | sea mejor réplica a la inuesira que contiene

todos lox errores por esta via para pasar del estado hs al estado b,
Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 3
Las desigualdades son
1} {con respecto a la estrutegia 2)
(LK R+ (KK ay 2 (1- k'/k)ag; +(k'7k) an
< (-K&K) O+ (kRO 200 -k T X&) (D)
e (KRaT-nz7
e k2 k(7/2)
2)( con respecto a ia estrategia 3}
(kR (KK a2 (1-K"k)an +(k'7kY axn
o (=K KDY +HKK) (O) 205- KK (5) + (K7Kk) (8)

= (kK58 2zS

= k'S K (-5 /3) (esto muestra que la estrategia | 20 puede ser mejor replica cuando se cometen errores

usando la estrategia 3)

Por 1o tanto, el minimo de admero de errores para hacer la transicidn directa de hy a by es:

suficientemente grande.
Transicidn de hya hy .

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 3.
Las desigualdades son

1"} {(Con respecto a la estrategia 1)
(LK R (kK agy 2 (0- KKy, +HKk'7K) ags
& (1-K/k) (0 + (k7)) (8) 201 - K7k )6 +(k' &) (D)
=1 (kK/k)(B+6)2 6
e k2 kAl
2 con respecto a la estralegia 2)
(K Ray+ (KK a2 (1K K +(k' k) an
& {L-KTRHOY +(K7K) (B 2(1- K7k (5) + (k'K (5)
e (KV/KY(B+5-5)2 5

= Ksk{58)

[(7/B)k]) con Kk
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Se necesitan por lo menos [(5/8)k] de errores para que Ia estrategia 3 sea mejor réplica a la muestra que contiene
todos tos errores por esta via para pasar del estado b, al estado hy.

Tipo de error def jugadoer 2: Usando 1a estrategia 2 ’
Las desigualdades son :
1*) (con respecto a la estrategia 1)
(1K Ry + (k'YK) a2 (1- K/K)ay, +(k/K) a2
= {1 XK O} + (K 7k (5) 21 - K7k Y(8) +(K'/k) (0)
= (KR (5+0)2 6
& Kz k611
2 con respecto a la estrategia 2)
K7y + (KR a3 2 (1=K K)ayy +HK/K)
< (=K H0Y HK'R) (5) 201- K'/K) (5) + (K/K) (7)
o (kKK (5+5-T) 2 5
= k2 k{53

Se necesitan por lo menos [(5/3)k] de errores para que la estrategia 3 sea mejor réplica a la muestra que contiene
todos Jos errores por esta via para pasar del estado h, al estado hs.

Por lo tanto, el minimo de ndmera de errores para hacer la transicidn direcia de hy a hyes :
min {[{(3/8)k]. [(5/3)k) ) = [(5/8)k] con k suficientemente grande.
Transicion de kya hy .
Tipo de error de! jugador 2: Usando la estralegia 1.
Las desigualdades son :
1*} (Con respecto a la estrategia 3)
(KRt (KR g 2 (- K /Rags +(k 7k a 5
S - KR (0 + (KR (6) 2 (1 - k7K )B) +(k'/X) (D)
=] (K'7k) (B+6) 2 8
= k2 k(47}
2°)( con respecto a la estrotegia 2)

CRTRYaa+ (KR a2 (b-k"an +(k' 7K} as
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=

(L -K7k KO +(K/K) (6) 20)- K7k (5) + (k'/K) (5)
= (KK (6+5-5)2 5

< kK'<k(5/6)

Se necesitan por 1o menos [(5/6)k] de errores pura que la estrategia | sea mejor réplica a la muestra gue conliene
wxdos Jos errores por esta via para pasar del estado h, al estado hy.

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 2
Las desigualdades son :
I*) {con respecto a Ia estrategia 3)
(1K K)ag+ (k' kY aip 2 (- k'/Kay +H{k'/k) an
- KK )+ KK (0) 20 - k& )(E) +HK/K)(5)
= (Kk)(8-5)28
o kK'zZ k(8/3)
2*)¢ con respecto a ka estrategia 2)
(k7K (kK)o 2

2 (1-k7 R +(kT/K) az

& (1-K/k WOy +(k/k) (0 2 (1- K/K) (5) + (k'/K)(T)

= (KR5NHhzs
=

k'S k (-5 /2) (esto muestra que la estrategia 1 no puede ser mejor réplica cuando se cometen errores
usando la estrategia 2)

Por lo tanto, el minimo de ndmero de errores para hacer la wansicidn directa de hy a by es: [(5/6)K] con k
suticieniemente grande.

Transicidn de haa Iz .

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 2.
l.as desigualdades son :

1* } (Con respecto o la esiraregia 3)
(F-k'fk)aast+ (K/kpay 2 (1- k'7Kk)as +{k'/k} apn
e {1-KR (S + (KK () 20 - KRR +HK/K) (5)
< (KK (748-5-5) 2 8-5
= kK2 k((3A5)
2} con respecto a la estrategia 1)

Ok ke (kT ke 2 Ch-k"/K)ags +(K77K) apg
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<= (1-XTRNUS) HERY (T 201 KR (0) + (k1K) (0)
=  (K'K)(7-52-5
= kK2 k{(-5/2)

Se necesitan por lo menos [{3/5)k] de errores para que la estrategia 3 sea mejor réplica 2 Ja muesira que contiene
1odos fos errores por esta via para pasar del estado hy al estado ha.

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia 1

Las desiguatdades son :

17y {con respecto a ta estrategia 3)
(1K kYan+ (K'K) az 2 (1- K'/K)ay +Hk'FK) a,
& (1-KURY(5) + (XRS5 201 - X7k )8 +Hk'/K) ()
< (XK (5-5+8) 2 8-5
< kzk(3M8

2%)( con respecto a la estrategia 1)

(k7 RYaga+ (k"' RYay 2 (1-K7Aags +(k7k) ay
= (T KRB KRS} 2(1- K /&) (0) + (k'/k) (6)
e (K'/K) (5-5+6) 2 -5

e k'=k(516)

Entonces si (3/8)k £ k'< (5/6) k la estrategia 2 es mejor réplica a la muestra que contiene todos los errores. Por lo
tanto el ndmero de errores k™ para pasar de h; a hy en esie tipo de transicién es [(3/8)k] .

Por lu wato, el minimo de ndmero de errores para hacer la transicién directa de h, ahzes:
min {{{3/5)k], [(3/8)k] } = [{3/8)k] con k suficientemente erande.

Transicion de hya Ity .
Tipo de error del jugador 2: Usando Ia estrategia 3.
Las desigualdades son ;
1*) (Con respecto a la estrategia 2)
(XKt (KR a3z 2 (F- k'/K)ags +(k'/K) 2
= (- KR} (5)+(k/K) (8) 2(1 - Kk )Ty +HK'/K) (5)
(=1 (k'/k) (7-5-5)2 7-5

& k2 k(2/45)
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2*)( con respecto a la estrategia 1)

(-k7Ryapa+ (KK ans 2 (1-k7Kag Hk'k) ay,
< (1-K7K)S) +Hk'7K) (8) 2(1- k'7k) (0) + (K"K} (O
< (K'K)Y(B-5y2 -5
< Kz k(-5/3)

Se necesitan por 1o menos {(2/5)k] de errores para que la estrategia 2 sea mejor réplica a la muestra que comtiene
todos [as errores por esta via para pasar del estado hy al estado hy.

Tipo de error del jugador 2: Usando la estrategia |

Las desigualdades son :

1*} (con respecio 2 |a estrategia 2)
(1-K'/K)azs+ (K°/k) a3 2 (1-k*/k)as; +(K'/K) ay
< (1-k/R) (5) + (K/K) (0) 241 - Kk (T) +(k'/k) (5)
< (K/k){7-5-5)2 7-5

= k' k (-2 /3) (esto muestra que fa estrategia 3 no puede ser mejor replica cuando se cometen errores
usundo la estrategia 1)

Emtonces ya no es necesario calcular el ndmero de errores con respecto de la estrategia 1.

Por lo tanto, €l minimo nimero de errores para hacer la iransicidn directa de h; a hy es [(2/5)k] con &k
suficientemente grande.

Se ha calcutado el minimo nimero de errores que tiene que cometer un jugador para pasar de un estado k; a otro
h; en la forma directa.. Ahora podemos comparar este niimero con el ininimo niimero de errores gue un jugador tiene
gue cometer para hacer la misma transicién pero en ta forma indirecta, donde éste es la suma de los dos ndmeros
minimos correspondientes a las transiciones directas que componen a la transicién indirecta.

Los calculos son -

resistencia minima en resistencia minima en resistencia
I transicién directa de : la ransicién indirecta de : minima totat
hy = hy= 178k hy —h; ~3 hy= (21/40+3/8)k=36/40% 118k

h; =h, =78k hy =h; = hy = (2/5+45/6)k=37/30k /8%

hy =>h;=5/8k hy —h; = ha= (1/8+2/5)k=21/40k 21/40k
hy —h, = 5/6k h; —h; —= h, = (3/8+7/8)k=1 1/8k 5/6k

hs = hy=2/5k hy =h; = hy = (7/8+21/40)k=56/40k 245k
hy—shy = 35k hy —h; = hy = (5/6+1/8)k=46/48k 3/8k

Los ndmeros marcados con negritas son aquellos en fos que Ia ransicién indirecta licne resistencia menor que b
wransicion directa, entonces s¢ Loma éste nimero como resistencia minima total de un estado a otro.
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La grifica de resistencias minimas esta dada asi :

®

118k 56k

Bk 2140k

8k @
245k "

Para cada vértice by hay tres antiarborescencias con amtiraiz en h; y el h-drbol de menores resistencias determina
¢l potencial estocdstico de h,.

L3

No serd necesario calcular las antiarborescencias de menor peso con ningudn algoritmo en esta ocasidn, ya que la
erdfica es pequefia y se pueden hacer los célculos de tos pesos de las aristas de la gréfica directamente.

7/8!{ !': 5/6k
@ @ @ @ 2/5k 0

peso=(7/8+3/8)k=1(/8k peso =(7/8+5/6}k=41/24k peso={2/5+3/6)k=37/30k

Loy h;-drboles son los siguientes :

£l de menor peso es el tercer drbol por lo que el potencial estocdstico minimo de hy es 37/30 k.

Los ha-drboles son los siguientes :

2140k 1/8k llSiﬁ‘\S/ﬁk
@ 3/8k @ 3/8k :

peso = (21/40+3/8)k = 1078k peso = (1/8+3/8)k = 112k peso = (1/8+5/6)k = 23/40k
El de menor pese es el segundo drbol por lo que el potencial estocdstico minimo de by es 1/2 k.

Los hy-drboles son los siguientes

7 ~a 140k @ 40k 8k @
SRt

2/5k

peso = (T8+21/400k = 5640k peso = (21/40+2/5)k =3140k peso = (5/40+16/40)k=2 1/40k
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El drbol de menor peso es el tercero, por lo que el potencial estocdstico minimo de by es 21/40 k.

E) drbol de menores resistencias estd enraizado en hy, y tiene una resistencia total de [1/8 K][3/8 k |. Para k
suficientemente grande, &ste es el dmico drbol con resistencia menor, asi que hy es la idnica convencidn
venéricamente estable.

Entonces estas compaiifas se comportardn en el mercado usando su segunda estrategia casi wdo ef liempa cuando
el amaio de 1a muesira es fo suficientemente grande.

EL CASO DEN JUGADORES

Se pueden encontrar aplicaciores en donde se tienen n jugadores. Por ejemplo exisien juegos n-personaies de
coordinacion con dos estrategias cada jugador que resulian interesantes.

Ejemplo 6.6
Supongamos gue existen n grandes capitalistas que tienen grandes inversiones en un pais y que en un momenio
dado tienen que decidir si sacan su capital del pafs o lo dejan allf invertido con la probabilidad de ganar mds pero

arriesgando también una pérdida.

Este ejemplo consiste en un juepo de n jugadores gue consiste en los n grandes capilalistas y cada uno de ellos
tiene dos estrategias a seguir : dejar su capital o sacarlo del pais.

Para fines pricticos, la estrategia | serd Ja estrategia en Ja que el jugador decide sacar su capital y fa estritegia 2
serd en la gue el jugador decide dejar su capital en el pais,

Supdngase cada jugador tiene una funcién de pago como la siguiente

0 s r, = sacar el capital
P (ry = p s rj = dejasucapital en el pafs y la mayoria también deja su capital
q si  r, =dejasu capital en el pafs y la mayoria saca su capital del pais

con p>0 y g<0

En este juego los equilibrios de Nash son {(T.... ,1).(2,....2))

Las coavenciones o equilibrios asociados son las secuencias de veclores formados por la primer estrategias o
formados por la segunda estrategia. Llamaremos h, a la convencidn que siguen los jugadores de sacar su capital del

pads y h i la convencidn que consiste en que todos los jugadores dejan su dinero dentro del pafs.

Se puede entonces examinar cudl es el equilibrio estocdsticamente mis estable dependiendo del valor de p y y
cusnda el 1wmadio de in muestra y de 1a historia cumplen con las hipétesis adecuadas,

Para caleuiar el equilibrio estocasticamente mds estable basta con encontrar el minimo de errores que tiene que
s¢ tienen gque cometer para salir de un equilibrio y llegar al otro.

Por el 1eorema 5.0 se calcularin los errores entre las clases de comunicacion recurrente que en vez de caleular T

antinrborgscencia de peso minimo entre 1edos los vériices ; cuando k € m / ( Lg + 2 ) las ¢lases de comunicacion
recurrente san las convenciones asoctadas al juego.
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Cedleulo de los errores pura pasar de hy a by

Supéngase que el proceso se encuentra en el estado hy al ticmpo 1: para pasar al estado h 3 ex necesario yue Ia
mayoria de fos jugadores cometan el nimero suficiente de errores en el nimero suficiente de periodos para yue
cxistla una muesira que contenga a todos los errares cometidos por la mayorfa de los jugadores y que esta muestra
tenga a la estrategia 2 como mejor réplica para la mayorfa de los jugadores.

Entonces si nos encontramos en ¢l estado h; al tiempo 1, sabemos que existe una probabilidad positiva para que
Ya mayoria (Ja cual es al menos X = [nf2] cuande n es impar & {n/2]+] si n es par) comela ¢l error de jugar con la
estrategia 2 ¥ suceda asi durante k* periodos en 1o1al, También exisie una probabilidad positiva de que un jugador
tome |1 muesira gue contiene @ todos los errores que se han cometido en fos dltimos k' periodos con k'S k, sin
pérdida de generalidad y gracias a que e} juego es simétrico supdngase que son los dltimos A jugadores son los que
cometen 1wdos los errores durante los k' periodos. También existe una probabilidad positiva de que la mayoria de los
Jjugadores tomen esta muestra durante k7 periodos y a panir del periodo t+k’+1 ya no se cometan mids errores y sc
tenga una probabilidad positiva de llegar al otro equilibrio.

Entonces el minimo nidmero de errores que se necesita para pasar de by a by serd Ak’; esto es, gue la mayoria de
lus jugadores (la cual es al menos &) cometan ¢t error de tomar la estrategia incorrecta durante k' periodos seguidos.
Supondremos gue los jugadores que escogen la muestea gue contiene todos los errores son los mismos que Jos
cometen. Entonces Ak™ es el minimo niimero de errores que se necesitan para pasar de hy a h,.

Si un jugador j toma por muestra Jos Ak” errores entonces el jugador j obticne de ki muestra una esiraiegia mixta

x=((L0, .. (10), (1-kVk, kK7k), ... (I-k'/k. k7k))
n—A A

en donde Jay primeras n-A estrategias 10 se han cometido errores y las Gltimas A estrategias contiene tados fos
errores. La estrategia 2 serd mejor réplica si y solo si

uj(xiej')st:,-(xfef}
y como u,—(:iej' )= 0 V jimplica que estamos buscando la k" taf que 0 < u,-(xlef).

2 - .
Tenemos que  wr ;{ x| e;") = Yws X (8) R ; (s) ; pero todas las estrategias $ € S tal que las primeras n—A
coordenadas sean una estrategia que no sea la estrategia pura 1 tienen probabilidad cero es degir n(s)=0.

Entonces Ja esperanza de pago se restringe a todas bas posibles estrategias en donde las primeras n —A estrtegias
tengan como estrategia pura (1,0) .

S8i U es el conjumo de jugadores que se equivocan se liene:

n< u,{xlef):p(k'fk)+q): x(s)njs)+q ¥ x{s)m(s)+ ..+q L x{sym,(s)

lasse § las se § las se S
en donde un en donde dos en donde 10dos
Jjugador de U jugadores de U los jugadores de U
usa | usan | usan |

=pORIR Y QT G (KA R = p (K7 P+ g0 = (k7K * ) = kg palk*)+q

entonces despejando k' se tiene un jugador que 1wma por muesira 1odos bos errores tendri como mejor réplica la
esteteaia dos si se cumple ue

Kokt {(-q/p-g)
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M.

= k'2k(-q/p-q) donde —q/p-q>0

H'l]

es decir se necesita un minimo ndmero de errores igual aA [ k (~q/p-q) para pasa del estado h | al estado hs.

El minimo nimero de errores que se necesitan para pasar del estado h; al esiado h, se calcula de la misma maneru:
es decir. con 1as mismas hipétesis de cémo se equivocan los jugadores y que la mayoria de los jugadores toman fa
muestra que contiene todos los errores. Entonces se tiene:

La estrategia mixta gue se obtiene con todos los errores es

=000 ... {00, (K7, I-k/K), .. . (k7&k,1-k'/k))
n—A A

en donde las primeras n—X estralegias no se han cometido errores y las Gltimas A estrategias contiene 1odos los
errores. La estrategia | serd mejor réplica si y solo si

wilxle?y<u,ixte;")
y como i ;{( X IeJ' )=0 ¥ j implica que estamos buscando Ja k™ tal que & 2 u;(xle ;).
Entonces la esperanza de pago es
02 wi{xte y=q K7k +pT s G (1= (KK M) (KK
=q k7K +p U=(KM* )= kK q-p/k*)+p

entonces despejando k' se tiene un jugador que tloma por muestra todos los errores tendrd como mejor réplica la
estrategia dos si se cumple que

k* 2 k* (-pfg-p)

1

= k 2k {pfpy) donde p/p-q>0

es decir se necesita un minimoe nimero de errores igual a Atk (p/p—q) b

hy.

] para pasa del estado h ; al estado

El equilibrio h ; es el que tiene el potencial estocdstico minimo si

Ak afp=) " > Mk (p/p-g)'*)

[ThN i

= -qf/p—q)"" > p/py}
) -q>p

el equilibrio h ; es el que tiene el potencial estocdstico mimimo si

Ak ulp=¢)" 1< A1k (prp-q)'™*)

[EXS W

«> -qfpq)"" <pfipy)

< -q<p

cs decir el estado que tiene el potencial estocdstico minimo depende solo del valor absoluto de p y g.



Enlonces los inversionistas jugardn la estrategia | la mayoria del tiempo si — q es mayor que p & jugardn la
estrategia 2 la mayor parte del tiempo cuando p es mayor que — q y se cumplen las hipdtesis de que k y m/k son o
suficientemente grandes y la probabilidad de comeler errares €5 pequena..

Ejempto 0.7 ( n jugadores con r+] estrategias cada uno )

Supongamos que un grupe de n personas tienen que decidir por quien votar pars un puesto determinado de entre
r candidatos. se denotard al candidato R como C .

Esta sitwacidn se puede plintear como un juego de n jugadores donde cada jugador tiene [as mismas r estritegias,

La funcion de pago de un jugador puede definirse de la siguiente forma :

0 si ¢; = abstencién o ningdn candidato obtuvo la mayoria
(o) = PR si Gj = Cg y Cgobticne la mayoria
qr si ;= Cy yotro candidato obtiene la mayoria

YiR.j conpr>0 y gg<0

Agui los cquilibrios de Nash son las estrategias en donde todos tos jugadores apoyan a un selo candidato. Sea b,
la convencidn asociada 2l equilibrio de Nash en donde todes apoyan al candidato r. es decir
h, =((C., ..C, }oroue (C, ..C)).

Cuando e tamafio de la muestra k y m/k es lo suficientemente grande podemos calcular los estados con potencial
estocdstico minime mediante Ta resolucitn de la antiarborescencia de pesos minimos ¢n a grifica de las clases de
comunicacion recurrente. Para ello se harin los célculos del minimo de los errores que se tendrin que comeler piri
pasar de un estado a otro.

Se calculard el minimo nimero de errores para pasar de un equilibrio a otro de la siguiente manera

Supdngase que el proceso se encuenira en el estado h , al tiempo t y se quiere calcular el minimo de errores que se
lienen que cometer para pasar al estado h , . Aqui se pueden hacer las mismas hipbiesis que en el ejemplo anterior ;
ex decir, si la mayoria de los jugadores es A, y suponemos que los iltimos A jugadores son los que comelen el erruy
de escoger al candidalo s en vex del candidato r en un nimero k de periodos. El total de errores para pasar del

estado b af estado h, serd de Mk’ errores por lo menos.

Suponiendo que la mayoria de los jugadores toman la muesira

=0 000) (0100, (0,0 -K R L KR LLL0), (0, K L0

L4 ¥ +
enla en la en la
entrada v entradar  entrada s
n — A jugidores A jugadores

donde x contiene todos los errores en e periodo k' +1, es posible llepar al estado h | sin cometer mds errores,
En cl periodo k'+| e} jugador j que 1oma In muestra x responderd con C, en ver, de Cosi:
' )
u (xle;j' )y s uj(xle;")

@ p D CHEMY (= KR g, (KPS p KR 49, Tna CAGAY (1 = kY

6H3



o P = R ) g, A Sp (k) 4, () = (K)Y)

o K (g, —p ) kY +p, Sk UpL - )k ) + g,
= Pr-9.< k* ((p.—q, —q.+p . ¥k*)
o K" (p,q./p. Q.= q.+p,)S K"

Entonces se necesilan Af k A (Pr~G/ps—G:—9q.+p, Merrores pasarde h, ah,.

De igual manera para pasar de h , a h, supdngase que ¢l proceso se encuentra en ¢l estado h | al tiempo Ly se
yuiere calcular ¢l minimo de errores que se tienen que cometer para pasar al estado h . El total de errores para pasar

del estado b, al estado h , serd también de A[K’] errores por lo menos.

Supongamos que la mayoria de los jugadores toman ki muestra

x={(0..,1,.0), .. . (0....},.0), (0,..1-k"fk ... K/k .0 . ... (0,....1-k' 7k, Kk, 00
]
enla enla en la
entrada s entradas entradar
n — A jugadores A jugadores

donde x contiene todos los errores en ¢l periodo k' + 1. es posible Hegur al estado h, sin cometer mis errores.
En el periedo k'+1 el jugador j que toma T muestra x responderd con C, en vez de C, s
uilxle;"y s uj{xte;"}

P, T CHEMN T =AY +q, (KK S p, (KA)Y +g, T s CH KR (=K

< Pl = (k) yaq kP S p L (KN +q (1 - (K'Y
= K* (g -p KM +p, Sk P —q.) /KM g,
< Po=d. £ K P g —a v p YK

< K (pa-qu/pi-qr=a,4p0S K7

Entonces se necesitan A [k (p.—q/p,—q,=q,+p.)' *lerrores pasardeh,ah,.

Entonces de esta manera se puede construir fa gréfica de las clases de comumicacién recurrente donde los vértices
son Ios estados b, y e} peso de una arista b, — h , es el minimo de errores que se tendrdn que cometer para pasar de

un estado a otro : es decir :
feshlk(p—g.dp-g.-q,+p, ' "*)

y entonces encontrar cudl de estas clases tiene la arborescencia de peso minimo.

Se pueden simpliticar los cilculos poniendo como pesos :

fee= (Pr—qdPa-g.—4y.+p.)



enunaaristah, - h .

Selustrard este ejemple con un case particular :

Supdngase que s¢ tiene el mismo juego con 5 candidatos donde ta funcidn de pago para el jugador jes :

{
5
-3
8
— 10
P; (0) = 3
=1
4
-2

\ =5

]
51
s
]
si
s
51
sl
]
81
81

1l

G, = abstencién o ningin candidata obtuvo la mayoria
o; = C, y C, obticre la mayoris

6, = C, y oo candidaio obtiene fa mayoria
a; =Cs y C, obtiene ka mayoria

o ; =C, y otro candidato obtiene la mayoria
¢; = C; y C;obtiene la mayoria

o ; =C, y otro candidato obtiene la mayoria
o; =C, y C, obtiene Ia mayoria

o, = C, yorro candidato obtiene la mayoria
ag; =C4 y Csobiiene la mayorfa

o ; =Cs v otro candidato obtiene la mayoria

Sabemos que los equilibrios de Nash se dan cuando todos los jugadores apoyan a un solo candidato.

Sea h; la convencidn asaciada al equilibrio de Nash en donde todos los jugadores apoyan al candidato i

Calcularemos lus resistencias entre un equilibrio y owro conforme a ta formula que se enconird anteriormente vy
luego resolveremos los problemas de antiarborescencias con el fin de encontrar el equilibrio con potencial

estocidstico minimo.

La resistencia para pasar del h, alestadoh est ;= (p,~qfp.~q,—-q,+p; ).

Entonces tenemos:

M2

(5+10/5+3+8+10)=15/ 26

ray=(B+3/75+3+8+10)=117 26

3= {5+ 1/5343+341)=1/2

ry = (3+375+43+3+1)=1/2

ria=(5+2/5+434+4+2)=11¢2

.,
-~
n

(4+3/5+3+442)=1/ 2

(5+5/5+3+6+5)=10/19

ra=(6+3/5+3+6+5)=4/19

..
-
P
il

.,

-
-
n

(8+1/8+10+3+1)=9/22

(34107 B+10+3+1}=13/722

raa= (B+2/8+104+4442)=5/12

1}

.‘

s

-
1]

(4+10/8+10+4+2)y=T7/12

(R+5/8+10+6+53=13/29
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Ts:= (6+10/8+10+6+5)=16/29
rag=(3+2/3+1+4+2)=1/2
rga= {3+ 13+ t+ 442)=112

ras=(3+5/3+1+ 6+5)=8/15

(6+1/3+1+ 64+5)=71715

g1

(34574424 6+5)=9/17

Fas

rsa=(6+2/4+2+6+5)=8/17 !

Cuando el tamaiio de la muesira k y k / m donde m es ¢l tamaio de la historia son lo suficientemente grandes. la
grifica de las clases de comunicacidn recurrente en este juego es la siguieme:

15/ 26 9722
11726 13/ 22
112
<
@ 11 .t
172

0/ 19 25082 16/ 29\ \ i3/ 29 172

NG

9419 172

S §
w2 \\172 \/ 715/ f8115
'

OF s ®

8717

606



Enwonces se calculan las antiarborescencias de peso minimo en cada vértice y la menor de ellas es ia que indica
cudl es el esiado con potencial estocdstico minimo,

Calculando ¥, con el algoritmo de Dijkstra tenemos:
Inicializacidn de eliguetas:

dih=0. dD=co. d(A)=vo. d{d)= =, ({5)= =
a{2)=12, a3)=3, ad=4. a5)=5

Seap=1

Aclualizacion de etiquetas: T (1) = {2, 3, 4, 5}

d(2)=min {d(2),d(1)+ 11 /26)=11/26 a(2y=1
d3)=min [d3p.d (1} +1/2)=1/2 ady=1
dd)=min {d(4).d )+ 1/2)=112 afd)=1
G5y = min {d(5).d(1)+9/19)=9/19 afs) =1

El minimoes: 9719
d(5)=9/19 cs permanenme a(5)= 1
Seup=35

Actualizacion de etiquetas: ['7(5) = {2, 3, 4)

d(2)=min {11/26,9/19+16/29)=11/26 a(2y=1
d)=min [1/2,9/19+7/15}=1/2 a{d)=1
d@d)=min {1/2.9/19+8/17)=1/2 a(d)=

El minimoes: 1/2

d{4)= 1/2 espermanente a(4)=1{

Seap= 4

Actualizacién de etiquetas: T ™ (4) = 2,3 }

d(2y=min {11/26,1/2+5/12}=11/26 a{2)=1
d3y=min {172, 1/2 +1/2}=1/2 a{3)=1
El minimoes: 1 /2

d(3)= 112 espermanente a(3)= 1!
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Seap= 3

Actualizacion de etiquetas: 177 (31= {2 }

d(2)y=min {1 /26, 1/2+9122}=11126 a(2y=1
d(2)= §/2 espermanente a(2)= 1|

La antizrborescencia es :

®

11726

112

9
G

9719

172

® O

Conpesoyy=11/26+ 17241719+ 1/2=9371494
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Catculando 1: con el algoritmo de Dijkstra tenemos:

Iniciatizacion de etiquetas:

d{2)=0, d(l)=e0, d(3)=o0, d(d)= o, d(5)= =

a(h=1, aN=3 ad=4
Scap=2
Actualizacién de etiquetas: ' "(2) = {1, 3, 4, 5}
d¢ly=min {d(1).d (2)+ 15/26) =15/126
d(3)=min [d(3).d(2)+ 1 3/22)=13/22
d(4)=min {d(4),d (2} +F/E2}=T/12
d (5)=min {d(5),d(2)+ 16/29} =16/29
El minimo es : 16 /29
d(5)=16/29 cspermanente a(5)=2
Seap=35
Actualizacion de etiquetas: T " (5) = {1, 3, 4}
d()=min {I5/26,16/29+10/19}=15/26
d(N=min [13/22,16/29+8/15} =13 22
d@)=min [T/12,16/29+9/11j=7/12
El minimoes: 15/26
d(l}= 15/26 espermanente a(i)=2
Seap= |
Actualizacion de etiquetas: T (1) = (3,4 }
d(3)=min {13/22,15/26+ L/2]=13/22
d@r=mn{7/12,15/26 +1/2}=7712
El minimoes: 7/ 12
d{4y= 7712 es permanente a(4)=2
Seap=4
Actualizacidn de etiquetas; " (4) = {3 )
d3y=min (13/22, 7712+ 172} =13/22

d{3)= 13/22 espermanente a(3}=2

a(Sy=5

a(ly=2
a(3)=2
a(d)=2

a(d)=2

a(ly=2
a(3)=2

a(4)=2

a(=2

a(d)=2

a(dH=2
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La antiarborescencia es :

15/ 26

13/22

7112 1629

Conpesoy, = 15/26+13/22+7/12+16/29 = 11461 /49764
Calculando v, con el algoritmo de Dijksira ienemos:
Inicializacidn de etiguetas:

¢ =0, d()=ee, d(2=, d{@)= e, d(5)= oo
a{l)=1, a2y=2, a(4) =4, H8)=5

Seap=3

Actualizacion de etiquetas: T 7(3) = {1, 2, 4, 5}

d(hy=min {d(1Ld{3y+1/2}=1/2 a(l)=3
d(Zy=min {d(2).d(3)+9/22}=9/22 a()=13
ddr=min {dND.d(3)+1/2)=1/2 w{4)=3
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d{5)=min {d(5). d (H+ 7/ 15)=71715

E! minimo es : 9 /22

d{2)=9/22 es permanente (2} =3
Seap=2

Actualizacion de etiquetus: T"7(2) = [1.4.5)
dly=min {1/2,9/22415/26)=1/2
dd)y=min {1/ 2.9/22+7/12)=142
d(S)=min (7/15,9/22 + 16/29}=7115
Elminimoes:7/15

d{5)=T/15 es permanente a(5)=3
Seap= 5

Actualizacion de etiquetas: T ™ (5) = {1.4)
d(h=min{1/2,7/15+9/ 17)=142
d @) =min {172, 7715 + 10/ 19} =1/2
d(h)= /2 es permanente a(l)=73
Seap= |

Actualizacidn de etiquelas: T (1) = {4}
dd)=min{1/2,1/2 +1/2)=14/2

d(4)= 1/2 esperinanente a(4)=3

a(s)=3

af(hy=3
afdy=3

a(5) =3

a(h=3

a(dy=3

a{(d)=3
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La antiarborescencia es

9122

®)

Conpesoya=9/224+ 1/2+1/2+7/15=6197330
Caleulando ¥y con el algoritmo de Dijkstra tenemos:
Inicializacion de etiquetas:

d@)=0. d{l}= =, d(2)= o d@)= o, d(5)=
a(ly=1, a(2)=12, a(3) =3, asy=35

Seap=4

Actualizacion de etiquetas: T~ (4)={ |, 2. 3, 5}

d(ly=min [dO)Y. d @y +1/72)=1/2 a(by=4
d(Z)y=min [d{2). (4} +5/12)=5712 a(Hy=4
d@r=min (D d B +172} =172 a(3y=4

172

s



dS)=min {d5).d@d)+8/17)=8/17

El minimo es: 57 12

d(2}=5/12 espermanente a(2)=4
Seap=2

Actualizacidn de etiguetas: T 7(2) = {1. 3. )
d(=min{§/2.3/12+15/26}=1142
d3)=min{§i/ 2,5/12+13/22)=1/2
d{3)=min{8/17.5/12+ 16/29)=8/17
El minimoes:8/17

d{5)= 8/17 espermanente 2 (5)=4
Seap= 5

Actuatizacién de etiquetas: T 7 (S5)={1.3 }
d(1)=min {1 /28217 +10/ 19} =1/2
di3)=mn [ I/2.8/17 +8/15}=1/2
d(3)= 1/2 es permanente a(d)=4
Seap=13

Actualizacion de etiquetas: T~ (3= {1 §
d{l}=min {1/2.1/2 +1/2}=112

d(l)= 1/2 cspermanente 2(1)=4

a(5)=4

a(l)=4
a(3)=4

a(3)=4

a(l)=4

a(4y=4

agl)=4
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L amiarborescencia es :

5712

172

)

1/2

8717

Conpesoyy= /2450124 1/2+8/17=385/24
Caleulando ¥ con el algoriuno de Dijkstra tenemos:
Inicislizacion de etiquetas:

d51=0. d{1)= e, d(2)= e, d{3)= o, d(d)= oo
a(l)y=1, a(2) =2, ad) =3, wd)y=4

Seap=35

Actvalizacidn de etiquetas: ' (5y={1.2.3. 4}

d(ly=min {d{1) d 5+ 10419 =10/19 a(ly=5
diDH=min {2 d5Y+ 13729} =13/29 al=5
d (D =min {d3). ¢ (53 +8/15}=8/15 ady=5
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d @y =min {ddL d () +9/ 17 =9/717

El minimoex: 13729

d(2y=13/29 espermancme af(2)=35
Seap=2

Actualizacion de etiquetas: T 7(2) = {1, 3.4}
d(DO=min {1019 13729+ 15726 | = [0 /1Y
d{3y=min [8/ I5. [13/29+13/22} =8/ 15
d{3y=min {9 V7 13129+ T/12)=9/17
El minimoes : 10/ 19

d{h = 10719 es permanente a{!}=35
Seap= 1

Actualizacién de etiquetas: I " (1) = {3, 4§
d{3)=min {8/ 15 10/19+1/ 2} =8/15
d{dy=mmin {9/ 1710/ 19 +1/2)=9717
d(4)= 9/ 17 espermanente a(4)=35
Seap= 4

Actuatizacion de etiquetas: [ 7(3) = [3 ]
d3)=min {B/15. 9717 +1/2}=8/715

d(})= 8715 espermanente a(3}=35

ad)y=3

afly=3
a(d)=35s

a(hy=5

a3 =45

ad)=35

a{M=35
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La antiarborescencia es :

© ®

o 19 13729

O ®

8717
Conpesoye= 103/19 +13/29+ 87415+ 9717 = 286256 / 140505
Ll menor de los pesos en las antiarborescencias es y; por lo tanto cuando k y k / m son lo suficientemente grandes
¢l proceso estard en el equilibrio hy casi 1odo el tiempo.
Es importante notar que hay dos aspectos esencinles que caractertzan a la estubilidad estocisticn |

El primer aspecto es que fa estabilidad estocistica requiere observar todas las transiciones de 1 a j. incluso aquellas
trinsicinnes gue conlemplan ofras estrategias

La segunda distincion es que fa estabilidad estocdstica cae en un criterio global (la resistencis de drboles
expandidos) y peede comparar la estabilidad estocdstica de distintas estrategias. La estabilidad estocdsiica
seleccionn el equilibrio al que el proceso { o la sociedad) le es méds el llegar desde cualguier otro estado,
incluyendo todos los estados gue son equilibrios y los que no 1o son.
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CONCLUSION

En este trabajo se ban mostrado condiciones suficientes sobre Ja manera en que se tiEne que Jugar un juego que
es jupacdo repetidamente por diferentes agentes para que un equilibrio pueda darse. El modelo ex similar al juego
ficticio, en donde las expectativas de los jugadores estin basadas en 1odos los antecedentes. En el juego de
wlapiacion difiere en gue los agentes basan sus decisiones en un conocimiento incompleto del pasado reciente y
ocasionalmente comelen ervores. Estas hipdtesis parecen ser mds reales que la dindmica deterministica del juego
ficticio y asi podemos justificar el medelo con un poco de mds realismo. También se tiene un papel inmporiante
wicnicamente introduciendo un cierto ruido dentro del proceso de ajuste de la dindmica, que también hace mds real
al modelo y cuyo ruide permite que bajo ciertas condiciones los distintos equilibrios que existen ¢n el proceso
pucdan compararse URos con otros para determinar cusl de ellos serd escogido por la sociedad la mayor parte del
fiempo.

Diversas cuestiunes permanecen para ser analizadas. Una cs la sensibilidad del equilibrio scleccionado en la
forma que ¢l modelo lo hace. Hemos mostrado que los equilibrios estocasticainente estables son invariantes con
respecto a las distribuciones de perturbacién siempre y cuando estas distribuciones sean independientes entre los
jugadores, tengan un soparte complelo y sean estacionirias; es decir. no cambien con el tiempo. Ademis mostramos
que para juegos de 22 ios equilibrios estocisticos son independieates de m y k siempre y cuando nv/k vk sean
sulicientemente grandes. No es claro, cudndo este resultado se mantiene para juegos débilmente aciclivos en general.

Una segunda cuestidn es, ;es posible que los equilibrios estocisticamente estables pueden ser caracterizados en
una forma mas pequena?. El método que se describié en el Teorema 3.1 muestra cémo se pueden calcular los
equilibrios estocisticamente mds estables en una amplia clase de modelos dindmicos con penturbaciones. pero no
describe estos equilibrios en términos de una formula simple. Esta no es razén para pensar que tal férmula existe en
el caso general.

Oira cuestién es, ;jcomo cambiarian Jos equilibrios estocasticamente mds estables si a los jugadores se les
permite vn dmbito mayor para tomar decisiones?. Por ejemplo, ;qué sucederia si fos jugadores aprenden mientras
juegan a través del tiempo o hacen inferencia acerca de la regla de decision de otros jugadores. o escogen el tamaiio
Gptimo de la muestra basado en los costos de obiencion de la informacion?. Estas auvevas hipitesis complican
mucho el espacio de estados y ¢l proceso estocdstico. Requieren ademds un mayor conocimiemo por parie de los
agentes. En cualquier evento, si los agentes cometen errores frecuente ¢ independienternente uno del otro, entonces
los estados pueden todavia ser analizados estocasticamente usando las técnicas generales ayui expuestas. Se escogic
deliberadamente ] caso en el que los jugadores no aprenden con el fin de mostrar que la converzencia hacia un
equitibrio puede ocurir sin ningdn conocimiento comin y con séla un minimo grado de racionalidad por parte de
los agentes
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APENDICE
Elementos de la Teoria de Grdficas y Teoria de Redes

Una grdfica es una pareja de conjuntos (X, A]. donde X ¢s un conjunto de puntos Hamados vérrices o nodos y A s
un conjunto de lineas que unen todos v algunos de los vértices. Una grifica se denota con G = | X, A}

Si los elementos de A tienen direccidn, representada con una flecha. se Naman arcos y se dice que 1a grifica es
dirigida u orientada. Si no tienen direccion se llaman aristas y G es no dirigida.

Un arco puede representarse como la pareja (i, j), donde i, j € X son los vértices que unen diche arco, Si a = (i.
€A, ies el vértice o extremo inicial de a y j es el vériice o extremo final de a.

Sea G = [X, A] una grifica dirigida y sea ie X. Se llama sucespr de i a todo vértice je X 1al que existe (i, j JE A,
Se ltama predecesor de i a todo vértice je X tat que existe (j. i) € A. También se definen las funciones
F*.T7: X =p(X) (conjunto potencia de X), donde, paraie X :

F* ={sucesoresde i) ={jeX:(i,)eA] vy
[ ={ predecesores de i} = {ieX :{(j.i)eA}

También puede definirse. 1anto para las gréficas dingidas como no dirigidas, el siguiente concepto. Un vérice j es
vecine de un vértice i st existe la arista (i, j) € A. Si la grifica es dirigida je X es vecino de ie X si j es predecesor o
sucesor de 1. Algunas veces se dice que i y j son adyacenies. Se define la funcién

T X =P(X) como T'(i) = | vecinos de i} paraie X,

Considérese una grifica dirigida G =[X, A). Se definen los siguientes conceptos en etla.

Un camine es una secuencia de arcos en la cual el vérice final de uno es el vértice inicial del que le sigue en
SECUENCI.

Un camino puede representarse con la secuencia de arcos que 1o forman o por la secuencia de vértices extremos de
estos arcos o por la secuencia allernada de vértices y arcos.

Sia;={(i,. i) esel primer arco del camino y a a=(i o 1 gurd €s el Ghimo arco. se dice que ¢l camino es un camino
de g i i Un camino simple es uncamino es aj, 4y, ... . a, tak que aza;sii 2]

Un camino efemenial es un caming iy, iy, - . . . iy (secuencia de vértices) al que ij# i 87§ # k.

Dicho en palabras. un camino simple ¢s un camino cn el cual no se repiten arcos y uno elemental es un caming que
no repite vértices, Obsérvese que tado camino elemental ¢s también simple.

Como ejemplo considérese la sipuiemte grifica.




Puede venficarse ficilmente que T*(3)=1(5,2], ' (=@ - B) =[5, 2,1} yTU' (2 =1{ 1, 3}.

La secuencia as. iy, 1y, 5 ¢s un camino de 5 2 4, Esle camino no ¢s ni simple ni elemental.. El camine a,, as. ag. a5
uges simple v ro elemental. El camino ag , ag , a9 €5 simple y ¢lemental |

Ln seguidu se define un concepto vilide para grificas dirigidas y no dirigidas. Una cadena es una secuencia de

aristas €o arcos) uy. ag, L. ., 3, donde a; estd conectada a a ;, Por un extremo a a ;,, y per el otro. Si la cadena es de
cardinalidad dos. estas dos aristas deben estar conectadas por uno de sus extremos.

BEn Ta grdfica anterior ay, ag, 27 , a5 (6 1, 2, 3, 5, 4) es una cadena que une los vértices 1 y 5. Andlogamente que
coma fueron definidos camino simple y camine elemental se definen cadena simple y cadena elemenal.

Hay algunos caminos y cadenas especiales por lo que reciben un nombre particutar. Un circiito es un camino
G lae ..., 4y donde e vértice final de ag y el inicial de a, coinciden : es decir, un circuito s un camine “cerrado™. En li
arifica anterior i, ag, 83 €5 un circuito, Un circuito simple €5 un circuito con 1odos sus arcos distimos, Un circwite

elemental es un circuito con todos sus vértices, excepto el inicial. distintos. Un ciclo s una cadena i a2

.y dende
= iy En la grifica anterior ay, a, ., 2, €5 un ciclo,

Sea G =[X. A)una grifica dirigida y seat € X.

EY grado exterior de i es el ndmero de arcos que tienen a i como extremo inicial y se denota p*(i}.
El grado interior de i es el mimero de arcos que ticne a i como extremo final y se denota g*(i).

Obsérvese que ¢7(i) es igual a ta cardinalidad de (i) y g (i) es igual a la cardinalidad de T™(i), Ademds. si m es ¢l
nimero de aristas v o es el nidmero de vértices de G, entonces :

Zin g8’ (N =Zisa g ()= m
Ya que una ansta tiene le corresponde solamente un vértice de extremo inicial y un vértice de extremo final.
El grado de ie X, es el ndmero de arcos que tienen a i coma uno de sus extremos. Se denota i)

En grificas no dirigidas se define el grado de te X como fa cardinalidad de (i),

En la grilica amerior se tiene que 2'( 6 )= 0, 27(6)= 3yp(6)= 3,
Existen ciertos subconjuntos de graficas que son de utifidad ¥ que a continuacién se definen.

Sea G = [X, A] una grifica. Una grdfica parcial de G es la grifica G, = [X, A,] . donde AsC Aes decir. s una
arifica constitvida por wodos los vértices y algunas aristas o arcos de G. Una subgrdfica de G es la grifica G, = {X,. A.].
donde X. g X y (i.})e Acsiysolosii,je Xoe(i.j)e A:es decir, ¢s una ardfica gue consta de un subconjunto de los
vértices de G y todas Tas aristas o arcos de G que unen los vértices de ese subconjunto.

La grifica siguiente es una subgrdfica de la grifica (1) :
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La grifica siguiente es un ejemplo de upa grdtica parcial de la gritica (1).

Ao
i a7
qy

Una grafica G = |X. A] es conexa si par tode par de vértices i. j e X existe una cadena que os une.
La grifica (1) es una grifica conexa.

Una red R =[X, A, I] es una grifica [X. A] ponderada; es decir, es una grifica [X.A] con una funcién real f
definida sobre sus arcos o aristas o sobre sus vértices o sobre smbos.

Un drbol es una grifica T = | X, A] conexa y aciclica.

Sea G = [X. A] una grifica no dirigida. Un drbol expandido de G es una grifica parcial - T =[X, A’], de G, que
cs un sirbol.

Ejemplo : Considérese 1a grdfica | ; ta siguienie grafica es un drbol expandido de G

N

Obsérvese que una grifica puede tener varios drboles expandidos.

Considérese una funcidn p que asocia un real a cada arista de una grifica. A este real se le Hama peso de la arista,
La funcién puede representar costos. disiancias, tiempo ete.

El peso de un drbof es 1a suma de los pesos de las anstas que o forman,
Praopiedades de Arboles

Existen distintas definiciones de drboles equivalentes. Con el propdsito de demostrar tales equivalencias se
analizardn ciertas propiedades elementales de las graficas.

Propusicién 1. Sea G = [X, A] una grifica. Supdngase que se agrega la arista a = (x. y) a la grifica G emonees

i E! nidmero de componentes conexas de G disminuye una unidad si los extremos de @ perienecen a doy
componentes conexas distintas. En este caso. Ja arista a no pertenece a ningin ciclo de la grifica o
=X, Aufat].

il. El nimera de componentes conexas de G permanece iguat s los extremaos de a pertenecen a la misma
componente conexa. En este caso, a pertenece 2 un cicto de la grifica G™ = | X, Avjall

B0



Proposicidn 2. Sea G = [X, A] una grifica con n véitices y m aristas.

. 5 Gesconexa enlonces m 2 n-1
k. Siges aciclica entonces m € n-§

Teorema, Sea G =(X, A) una grifica con n véniices. Supdngase que n 2 2. Los postulados siguientes son
equivalentes y caracterizan un drbol ;

a) G esconexa y aciclica.

b) G esaciclica y tiene n —~ | aristas.

¢) G esaciclica y si se agrega una arista se forma exactamente un ciclo,
d) G esconexa y tienen n ~ | aristas.

¢€) G es conexa pero deja de serlo si se elimina una arista.

1} Existe, en G, una dinica cadena entre 1odo par e vértices.

Corolario. Sea G = (X, A) una grifica conexa, entonces G posee un drbol expandido
T=(X.A"). ’

Pefinicidn. Sea G = (X, A) una grifica. Sea x un vértice de G. Se dice que x es un vértice pendiente si su grado cs
unuy.

Proposicion 3. Sea G = (X, A) un drbol con n vértices, donde n 2 2. Entonces G tiene, al menos, dos vértices
pendientes.

Proposicidn 4. Sea G = (X, A) un drbol. Entonces -

a)  5ix esun vértices pendiente de G y a es la dnica arista adyacenie a éf, Ia grifica G = (X—{xl.
A-{a}}es un drbol.

b} Sise agrega un vértice x a G y se conecta a G por medio de una arista, a. a grifica resultante G =
(Xuix}. Au{a}) es un drbol.

Considérese ¢l problema de encontrar el rbol expandido de peso minima en una grifica con una funcién de peso
asociada a sus aristas, Debe notarse que, para que el problema tenga solucidn. [a grifica tiene que ser conexa ; si exto se

satisface. puede garantizarse la existencia de un drbol expandido ¥» por lo tanto, podrd provederse a la bisqueds del
micjor drbol expandido.

Algoriimo de Kruskal

Este es un algoritmoe que determina el drbol expandido de peso minimo en una grifica G conexa con n vértices ¥
m arists,

Descripcién

1} Ordénese el conjunto de aristas de una manera creciente con respecto a la funcidn de peso. Sean
. o, fas aristas ordenadas. Hacer k =j=0yA' =0
2} Hacer ] =j+1. 8i la arista a j no forma un ciclo con las aristas de A* entonces A” = AU
ira 3. Si ta arista a; forma vn ciclo ira 3.
3) Sik=n -1 terminar; la grdfica T = (X. A"} es ¢l drbol expandido de peso minimo de G. Sik<n— |
regrésese a 2.

Ménde allernativo ;

HIE IS

a3 Hacer k = k+ e
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Algoritmo de Prim,
Descripcién

1) Sea xqy cualquier vértice de fa grifica G ; sean <, ={x,} y Ay = @. Hacerk = 0.

k=k+I.
2} Sea C el conjumio de aristas que tienen exactumenie un ¢xtremo en A .. Sea 4, la arista de peso minimo
de y sea x ¢l extremo de a, que no perlenece a x .

3) Hacer X=X, u{x}; A=A U}
4) Sik>n-1erminar. La gralica T o= (X oy. A o1 €5 un drbol expardido de peso minimo de G.
Sea G = (X, A) una gréfica dirigida y seas € X ; entonces 5 se llama rafz de G. si existe un camino de s a x para

lodoxe X.
Una arborescencia en un drbol que tiene una raiz. La siguiente grificu es una arborescencia de raiz 4 :

O—O )

———

Sea G = (X, A) una grifica dirigida. Una arborescencia de G ¢s un drbol expandido de G que tiene un vértice que
es Tany.

Considérese una red R = (X, A, d). Una arborescencia de rutus mis cortas de R es aquelfa arborescencia 1al que la
unica ruta de s a x, para todo x € X, es una ruta mids cortade 5 a x.

Para que exista la arborescencia de rutas méds cortas de rafz s en una red cualquiera R = (X, A. d), ésta deberd
cumplir que :
i} Existen caminos de s ax . para todo x € X. Es decir, que s sea raiz de la red.
it} No existen circuitos negativos en la red R ; ya que de preseniarse és10s, el problema seria no acotado.

Es importanie notar que fa arborescencia de rulas mds cortas es distinta del drbol de peso minimo de vna red ;
puesto que, migntras ¢l segundo conceplo es no orientado, el primero solo es aplicable a redes dirigidas. Adn en el caso
en que la red sea dirigida, un drbol no necesariamente es arborescencia ya que éste puede no tener raiz.

Podria suceder incluso gue un 4rbol de peso minimo resulte ser una arborescencia : sin embargo. de aingin modo
puede garantizarse que ésta sea de rutas mds cortas. Por ejemplo. en la siguiente red :




Un drbol de peso minimo resulta ser

©, i 19)

¢t cual, resulta ser una arborescencia de raiz 1. Sin embargo, la dnica ruta en la arborescencia entre los vértices |y

4 tiene una longitud de 5 unidades y existe otra ruta de longitud menor entre estos dos vértices en la red < en efecta. la
vuta 1.4 tiene una longitud de 4 unidades. Por lo que ta arborescencia no es de rulas mds cortas.

Teorema. Sea G = (X. A) una grifica con n vértices. Supdngase gue n 2 2. Los posiulados siguientes son
equivalenles y caracterizan una arborescencia.

a) G es un drbol y iene un véstice x ) que €s raiz.

b) Para todo vértice x existe un camino dnicode x 4,2 x .

¢} G tiene al vértice x ; que es raiz y 5i se climina una arista entonces x ;ya bo 5 raiz.
d) Gesconexa, g (x4)=0yg (x}= 1, paratodo x distintode x .

e} Gesaciclica, g (xo}=0yg (x) =1, para todo x distimto de x 4.

f) G ticne como raiz a X ,, ¥ es aciclica.

g) G tienc como raiz a X, y tiene o — | aristas.

Es impontanic scialar que ¢! algoritme que se dard para encontrar la arborescencia de rutas mds corlas. tiene la
ventaja de que, ademds de proporcionar la solucidn Gptima cuando existe, detecta cuando €sta no exist¢ ; ya sea dicha
solucién no exista porque s no cs raiz de la red o por la presencia de circuitos negativos. '

Algoritmo de Dijkstra

El propésite del algocitmo cs La obtencion de la arborescencia de rutas mis cortas de raiz s en una red R = (X. A
d) con costos no negatives en los arcos.

Descripcion

1) (Inicializacion de etiquetas). Sea d (s) = 0 y mdrquese csia etiqueia como permanaente. Sea d (x) = oo, para
todo % # s y considérense estas etiquetas como temporales.

Sean a (x) = x (estas etiquetas indicardn ¢l predecesor de 1 en la arborescencia ). Seap=s.

2) (Actualizacién de ctiquetas) Para todo x € T *(p) que 1enga etiqueta temporal, acwalizar etiguetas de
acuerdo a:

d(x)=min{d(x).d(p)+d(p.x)}
si d (x) se modificé, hacer a (x) = p. Sca x* tal que d (x*) = min | d {x) | d(x) es temporal}. Si d (x*} = eo,

terminar. En este caso no existe arborescencia alguna de raiz s. En otro caso, marcar la etiqueta d (x*) como
permanente. Seap = x*.
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3} (i) (Si solo se desea larutade s at). Sip =1, terminar : d (p) es la longitud del camino mis corto.

Si p « tir al paso 2. (i} (Si se desea la arborescencia). Si todos los vértices tienen eliguelas permancntes.
terminar : esta es la longitud del camino deseado y el conjunto de arcos (a (x). x) forman la arborescencia de
caminos més conas. En otro caso ir al paso 2.

{Lus demostraciones y las justificaciones de Jos algositmos pueden encontrarse en Andlisis de Redes por Carmen
Herndnder Avuso, Vinculos matemdticos N° 161, 1996 cuarta edicién pp 5- 48)

Procesas Estacdsticos v Cadenas de Markov

Considérense puntos discretos en el tiempo {& ] para k= 1. 2. .. ..y sea E o la variable aleatoria que
caracteriza el estade o resuliado del sistema en 1, . La familia de variables aleaorias {§ o) forma un proceso
estocislico.

Los estados en el tiempo actualmente representan los resultados {exhaustivos y muuamente excluyentes) del
sistema en ese tiempe. EY mimero de estados puede ser, por consiguiente, finilo o infinito.

Procesos de Markey

Un proceso de Markov es un proceso estocistico para el cual la ocurrencia de un estado futuro depende del estado
inmediatamente anterior y dnicamente de él. Por consiguiente. si <t <. <1, (n=0, L. 2....) representin puslos en
el tiempo, la familia de variables aleatorias (&) es un proceso de Markov s1 posee la propiedad markoviana siguiente :

P(F,k =Xl &m-l = Xl v r E, [ Xn) = P(ém = Xal ‘_;n-l = Xppy)

de & B

pari 1odos Jos valores posibles

La probabilidad p aran = P (G = X0 | §ing = %p4) 5€ conoce como fa probabilidad de transicidn, Representa la
probabilidad condicional de que el sistema esté en x, en i, dado gue estuvo en x,. en 1, . Esi probabilidad también se
conoce coma la probabilidad de transicién de un paso yi que describe el sistema entre 1, en t,. Una probabilidad de
transicién de m pasos . por consigurente se define por

P svem = P(anﬂu = Knsm | E_m. = X}

También s¢ asume yue para cualguier par de estados &, ) y para toda t .
PE=i1&,=])
es independiente del tiempo ; esta hipdtesis nos permite escribir
PE=il E,=])=p, donde p jj es la probabifidad de que el sistena esté en ¢l estado i al

tiempo £, dado que estd en el estado j at iempo -+,

Cadenas de Markov

Sean B Eas ... E; G=0.1.2,...)los resultados (estados) exhaustives y mutsamente excluyentes de un
sistema en cualquier tiempo. Inicialmente, en el tiempo 1, ¢l sistema puede estar en cualquiera de estos estados. Sea a™,
(=0.1,2,...)laprobubilidad absolua de que et sistema exté en el estado E | en b . Suponga ademds. que el sistena

ex mirkoviano.

Definase a
Py= P{Enn: il ‘t:ul—l =]

como ta probabilidad de ransicion de un paso de ir del estado i en o al esiado jen L.y supunga gue estas
probabikidades son estacionarias {(fijas) o traves del iempo.
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Por conmguiente. las probabilidades de transicion del estado E; at E | pueden disponerse de maneras mis
convenepte en forma mairicial como sigue.

PwParPozPuoi-.
PuwpPppPelPn...
P=|pupapnpn...

La mairis P se conoce como una matriz estocistica o matriz homogenea de transicién, porque iodas las
probabilidades de transicidn p ; estdn fijas e independientes del tiempo. Las probabilidades p ; deben satisfacer las
condiciones.

%, py=| paratodai
p,2 0 paratodaiy toda)

La definicion de una cadena de Markov puede darse ahora. Una matriz de transicién I’ junto con las probabilidades
iniciales (u"",) asaciadas a los estados E definen completamenie una cadena de Markov.

Probabilidades absolutas y de transicidn

Dados |:1'"’,] y P de una cadena de Markov, es postble determinar las probabitidades absolutas del sistema después

de un ndmero especificado de transiciones. Sean [a‘"’,— las probabilidades absolutas del sistema después de n

.. -y P 0, B
ransiciones : esle es. en L,. La expresidn general de [a""j}en 1érminos de {a' ’J} y P puede encontrarse como sigue.

() _ ) _ w0y
g =aM g +apys L =1 2% py

También
ilm_. =L oy = L(L a™ Pl Piy= X " (T i Piy)= o Pm k)

) - ..
donde p'! Ly = 2 Pus - Pujes la probabilidad de transicion de dos pasos o de segundo orden : eslo es. lu
probabilidad de pasar del estado k al ) en exactamente dos transiciones.

Dee igval manera, puede encontrarse que
A IRt in-1) — LUl
ah =T a0 p™ e peg) = a™ p™y

donde p™,; s la probabilidad de transicién de n pasos o de n-ésimo orden dada por la formula recursiva

LT

P = P Pm'nik'Pk,
En general, para woda i y 1oda j,

(m)
k

P= Zop"™™ep i~ O<me<n

Estas ecuaciones se conocen comoe las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Los elementos de una mairiz de transicién  mds alta lp™,

matricial. Por consiguiente,

iil pueden obtenerse directamente por multiplicucion
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lp™' = lip i - ip il = P?
0ol = ip il = PP
| Np™ il = lp™= Il il =
y.en general,

™ =p". Pt =pr
Por lo 1anto. si las probabilidades absolutas estin definidas en forma vertorial como
A= a™, o™ a™, L L) emonces
a"\, - a(l]l P n
Clasificacidn de estados en cadenas de Markov

Al usar el andlisis de cadenas de Markov se puede estar interesado en eswdiar € comportamiento del sistema
sabre un corto periodo. En este caso, fas probabilidades absolutas se calculan como se mostrG en la seccién anterior. Un
estudio mds imporiante, sin embargo, involueraria el comportamiento a largo plazo del sistema ; esto es, cuando el
nimero de transiciones ticnde a infinito. En tal caso, el andlisis dado en 1a seccidn anterior es inudecuado y Vega a ser
necesario un procedimiento sistematico que pronostique el comportamiento a targo plaro ded sisierna,

Cadena de Markov irreducible

Una cadena de Markov se dice que es irreducible si cada estado E j puede afcanzarse a partir de otro estado E
después de un niimero finito de transiciones ; esto es. parai =],

pPU>0. parnl€n<es

En este caso, todos fos estados de 1a cadena se comunican.

Conjumto cerrado y estadns absorbentes,

En una cadena de Markov, un conjunto C de estados se dice gue es cerrado si el sistema. una vez que estd en uno
de los estados de C, permanecerd en C indefinidamente. Un ejemplo especial de un conjunto cerrado es un solo estado
Ej con probabilidad de transicién p ;= |. En este caso E.. se llama un estade absorbente.

Todos los estados de una cadena de irreducible deben formar un conjunto cerrado y ningin otro subconjunto
puede ser cerrado. El canjunto cerrado C debe también satisfacer wodas las condiciones de una cadena de Markov y por
lo 1anio puede ser estudiado de una manera independiente.

Tiempos de primer regreso

Una primer definicién importante en la teorfa de cadenas de Markav es ¢l tiempo del primer regreso. Dado que
el sistema estd inicialmente en el esiado E,, puede regresar a E, por primera vez en el n-€simo paso. n = t. El ndmero de
pasos antes de que el proceso regrese a B se llama tiempo del primer regreso.

Sea f'™, Ja probabilidad de que el primer regreso ocurra en el E; n-ésimo paso.
Entonces. dada la matriz de transicién.

P=1I Pi il
puede detgrminarse uni expresion para "™, como sigue
_ b
Pu=tTy

i2;

_pt T
p=17 +

WPa

o bien,
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— ) e (1)
wSP Ty — T py
Porinduccrdn puede comprobarse en general que

n) - (n) cim) An-m)
P“,,-‘-f"u + Zmetiaa i
It cual proporciona la expresién requerida como

§ n:)J’I =p (n)u _ z el ) t'(m]” i:'tn-mlﬁ

La probabilidad de a1 menos un regreso a) estado E, se da entonces como
- - im}
ty=Lmete ™

Por consiguiente, el sistema tiene Ja certeza de regresar a j si I;=1. En este caso, si g j define el tiempo medio
{recurrencia) de regreso,

H n= ):- mel, - m'fm’j.i

5if, < 1. noes seguro que el sistema regresari a E; y. consecuentemente, p p=

Los estados de una cadena de Markov pueden. por consiguiente, clasificarse con base en la definicion del tiempo
del primer regreso como sigue :

. Unestado es transitorio sif ;< | ;estoes. jp = oo,

2. Dados dos estados i, juna ruta de i aj es una secuencia de transicicnes que empiezan en i y lerminan en j.
lal que cualquier transicion en la secuencia tiene probabitidad positiva de ocurrir,

3. Unestado j es aleanzable desde un estado i si existe una reta que vaya de i aj.
4. Sedice que dos estados i, j se comunican si i ¢5 alcanzable desde j y j es alcanzable desde .
5. Unestado i es un estado absorbente sip ;= 1.

6. Un estado es recurrente (persistente) si fi=1.

7. Un esiado recurrente es nulo si p i = 2 ¥ ho nulo sip g < oo (finito)

8. Un estado es periddico con periodo I si es posible un regreso dnicamente en 1, 2t, 31,
significa que p " = 0 toda vez que  no s divisible entre 1.

9. Un estado recurrente es ergédico si es no nulo y aperisdico (no periddico).

..... pasas. Esto

Cadenas de Markov ergddicas

Una cadena de Markov irreducible es ergédica si todos sus estados son ergédicos. En éste caso la disuribucion de
probabilidad absoluta

(H
a(nrza‘ JPn

siempre converge Gnicamente a una distribucién limite cuando n—os, donde la distribucién limite es independieme

de las probabilidades iniciales a ™.

Tevremu. Todas los estados en una cadena de Markov infinita irreducible pueden pertenccer a una, ¥ solo wna .
de lus tres clasey siguiemes - estado transitorio, esiado mde recurrente, o esiido no nulo vecurrente. En cada cuse
todos los estados se comunican si tienen el mismo periodo. Para el caso especiad donde la cadena tenga un mimero
finita de esiados, la cadena no puede cansistir en estados transitorios ni puede comtenier ningin estadeo nulo.

Sea Pk matriz de transicion de una cadena de Markov finita con s estados y ergddica. Emonces existe un vector ot
={m,.nmy, .. )l que
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My, My, ... .M
n,f,....
lim,P'=] . . .

M ,yM,. ... K

recuérdese que el ij elemento de P "es p '™, . El teorema anterior nos dice que para cualyuier esiclo inicial i.
: "
WMy Py = W
Esto significa que después de un largo tiempo, existe una probabilidad m, de que la cadena de Markovse encuentre
en el estado j. independientemente del estado inicial i.
El veclor = = (T , M . . . ., &) es cominmente llamada como la distribucién estacionaria de Tos estados, ©

distribucidn equilibrio, de la cadena de Markov. Para una cadena con marriz de transicién P.

Obsérvese que para una n grande y para toda i,

como p"™"; = (renglon i de P ") - (columna j de P) podemos esceibir
i)""”a,= T e P pge - (D)
Si n es grande, se puede sustituir (1) en (2) dando
=3 T Prg - (3)
En forma matricial (3) se puede escribir como
n= nP...{4)

Desatoriunadamente el sistema de ecuaciones gue estdn involucradas en {4) tiene un ndmero  infinite de
soluciones, porque el rango de la matriz siempre es menaor o igual a s - 1. Para oblener valores daicos en la
distribucién estacionaria de Tos estados, nélese que para cualquier n y para cualquier i

P+ P+ L+ P =1L (5)

Cuando n tiende a infinito en (5) obtenemos

M+ +. .. +o,=1 ... (6)

Y remplazande cualquiera de las ecvaciones de (3) por (6) podemos usar (4} para resoiver el sisiema y encontrar
asi 1a distribucién estactonaria de los estados.

(Las demosiraciones de esta seccitn pueden encontrarse en Markov Processes “charactenizacion and convergence”
de FEither Stewarl, “Srochastic Processes™ de Emanuvel Parzen ¢ “fnrroduccion 1o stochastic processes™ de Hoel Paul
Gerhar)
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