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A EIo.

Por enseñarrne a luchar por mis sueños y por tu inagotable o,n'Lor. Te amo

A Ponchis.

Por tu o,rnor A alegría. Por enseñanne 0, ui,uir Ia uid,a conforme a Io que creol pi.enso y
siento. Te amo.

A Monty.

Por tu peculiar m,ünerl, de conuertir cada momento "catustrófico" en un chi,ste.

A Fauio.

Por creer en mi.

A Caneh.

Por el tiempo en el que fui,ste oasis y espejismo.
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Y que irnporta que e.l utundo diga, con úal que me deje que haga.
Y que al ¡nundo yo sati#aga, no es una ley que me obliga.

Introduccion

La "abducción" es una forma de razonamiento cuya caracterfstica principal es Ia in-
ferencia de premisns a partir de una conclusión dada. Tales raaonamientos pueden ser
encontrados en diversas disciplina.s de estudio, La filosoffa, Iógica, inteligencia artificial y
progra.mación lógica, son sólo algunas de ella^s.

Hablando en el d,mbito lógico, un ra,zona,miento abductivo consiste en inferir una, ex-
plicación a a partir de las premisas a - e y rp. Tal procedimiento es claramente una regla
de inferencia lógica incorrecte, que, sin embargo, rcflcja algunas formas de razonamien-
to corno el diagnóstico y el sentido común, en los que se intenta suponer cuales son las
causa^s que originan un evento dado, Mds formalmente, el razonamiento abductivo es un
procedirniento lógico que consiste en generer una, hipótesis o explicación o que perrnita
explicar un hecho cp, el cual no es consecuencia lógica de ula teorfa adoptada O (véese

lMPesl).
En lo que. se refiere al es[u<lio de la abducción proposicional, se han realizado diversos

trabajos, tanto en la teorfa como en la implementación de procedimientos que encuentren
soluciones a un protrlerna abductivo [A197], [St9t], [MP93], Con respecto a la abducción
de primer orden, el campo de investigación ha sido explorado muy escuetamente, La razón
principal de ello es la indecidibilidad de la lógica de primer orden, yB, que la definición
aceptada de problema abductivo requiere como preruequisito que O * p V O f -rp. De
mfl,nera, que, clado que la consecuencia lógica es indecidible, ni siquiera serfamog cs.ps,ces
de verificar si se cumplen los prerrequisitos recien mencionados) por lo que el problema
resultarfa ser intratable.

Por otro lado, el problema de la indecidibitidad no ha sido un obstáculo para atacar el
problema de consecuencia lógica desde el C,mbito computacional en fragrnerrtos decidibles
de Ia lógica de primer orden (de aquf en adelante EP2). Existen diversos programas de
razorramiento automático, no triviales tanto en su implementación como en sus aplica-
ciones, los cuales cleciden el problema de consecuencia lógica en diversos fragmentos de



Introducción

LP0. Un ejemplo de ello ee OTTER.I
De lo anterior surge la siguiente pregunta;

¿Eristiriin conjuntos d,e fórmulas (teorlas y hechos) de LPU donde sea posible definir y
resoluer el prvblema de Ia abducción?

Adelantando que la respuesta a esta pregunta debería ser afirmativa,, en este trabajo nos
interesa plantear el problema abductivo pensando en conjuntos de fórmula^s con modelos
finitos, de la manera más general posible, eunque pensando en fórmulas pertenecientes a
fragmentos decidibles de LP0.

Urr primer estudio sobre la abducción de primer orden aparece en [MP93]; en este
artículo se ana[zan por vez primera los conceptos involucrados en la atrducción de primer
orden. Ademés se plantea un método teórico para obtener solucione.s, utilizando para ello
las tablas semárrticss de Beth y el cálculo de secuentes,

En [Ne02] y [AN03] se plantea el problema de la abducción de primer orden por medio
de una variación a lan tablas semánticas de Beth, denominada DB-tableaux ([8o84],
[Di93]). Se utiliza una noción restringida de satisfacción referente a dominios finitos in-
troducida en [Negg], para introducir el concepto de problema n-abductiuo a través de
los DB-tableaux. La modificación hecha a los tableaux de Beth permite transforma.r un
tableaux con raJrIaB infinitas a, uno coII r&ma.s acabadas, las cuales proporcionan infor-
mación pa.ra conetruir explicaciones literales a problemas abductivos. El estudio [AN03],
elaborado por Aliseda y Nepomuceno, sobre problemas abductivos de primer orden se
restringe a teorfas satisfactibles en modelos finitos y cuyos enunciados son de la forma
Vr)'ptlt, con ry' un fórmula libre de cuantificadore¡. Ademds, la conclusión debe ser un enun-
ciado sin cuantificadores y las explicaciones que se obtienen mediante los DB-tableaux
son sólo literales,

Inspirados en los srticulos anteriores, en este trabajo noe ocuperemos de analizar el
problema de la abducción en la lógica de primer orden en coqjuntos sencilloe de fórmulas
que tengan la propiedad del modelo finito.2

Para finalizar eeta introducción describimos brevemente el contenido de nuestro traba-
jo, El capítulo dos se ocups, de presentar loe conceptos bó^Bicos de la sintaxis y semáutica
de la lógica de primer orden que utilizaremos a lo largo de mte trabajo. Adcmás, se
realizará un refinamiento a,l concepto de n-eatisfacción y n-consecuencia, con el fin de
caracterizar problemas n-abductivos por medio de estos conceptos.
EI capltulo tres expone ula breve introducción a las tablas eemá.ntica.B de Beth ademds
de presentar un estudio detallado de la correctud de los DE-tableaux, enfantizando la
relación que existe entre ellos y Ia noción de n-corrsecuencia lógica.
El tema de la abducción de primer orden en corljuntos de fórmulas decidibles y satis-
factibles en dominios finitos se aborda en el capftulo cuo,tro, donde ee definen los proble-
mas n-abductivos en términos de Ia noción de n-satisfg,cción. Además se caracterizan las

lVer http: / /uuu-ltrrlx-ncg, E¡l , gov,/AR,/otter
zUna clase X c LP2 tiene Ia propiedarl tlel modelo finito, si para cualquier fórrnula ,p en X que tiene

un modelo tiene un r¡rodelo fluito [BGGOI] (p,2a0)
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soluciones de éstos por rtredio del concepto de la n-consecuencia lógica y se propone una
nrrev& modificación al método de tablas semánticas, Ios ly'-tableaux, con miras a obt+
ner un proccdirniento efectivo para la búsqueda de soluciones a problemas n-abductivos.
Finalrnente se demusstra Ia correctud de los N-tablea,ux con base en Ia noción de n-
eatisfacción,
En el Írltirno capÍtulo presentamos algunas conclusiones, asf como llnea"s abiertas de in-
vestigación a desarrollar en un futuro,
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Aprerlde dal ayer, vive para hoy, espera el ¡nafrana, Lo más im-
porfanüe e6 nunca dejar tle preguntar.

Albert Einstein.

Preliminares: Lógica de primer orden

En este capltulo describiremos la sintaxis y semÁntica del lenguaje de primer orden
que utilizarerllos a lo largo de este tratrajo revisaremos algunas de le.s definiciones de la
lógica de primer orden asÍ como Ios teorema,s que necesita,remos. Además presentaremos un
nuevo concepto de satisfacción restringida, el cual depende de la cardinalidad del dominio
de discurso, Esta noción fue propuesta por Angel Nepomuceno en [Ne99] y es por medio
de ella que podremos abordar el problema de la abducción en la lógica de primer orden.

2,1. Sintarcis

Sea ll un lenguaje formal de primer orden, el cual está clefinido sobre el alfabeto
formaclo por:

r Un conjunto infinito numerable de variablesVar: {sr, rt,...}.

r La-s constantes lógicas: I, T.

r Los operadores o conectivos lógicos: -, A, V. I

r Los cuantificadores: l, V,

r Símbolos auxiliares: (, ), 
","

La signatura del lenguaje está dada por:

I Tomaremoe como hecho que cualquier fórmula puede ser repreeentada por una, fórrnula equil"alente
que sólo contierre estos tres conmtivos lógicoe, apelando a que forman r:-n conjunto de conectivos completo,



Prellminares: Lógica de primer orden

r Un cor{unto no varfo de sfmbolos o letras de predicado subconjunto de Pred :

{Pn I n,m E NI,n } 1}, donde cada n } 1 denota el número de argumentos que
recibe el predicado PA.EI número n se conoce como el [ndice o aridad del símbolo
P^.

r Un conjunto de constantes subconjurrto de Cons: {cr, cz,, . .}

Observemos que el lenguaje no corrtiene igualdad ni sÍmbolos de función. Ademá^s, en
la práctica ue&remoe metavariables P,8,Ii, ... para denotar slmbolos de predicados,

Deflnlción 2.1 (término) Un ténnino del lenguaje E es una uariable o uwr constante.
El conjunto de términos de -ff se denota por TERM PERM : ConslVar).

Deflnición 2.2 (fórmula atómica) Swn Pft un s[mbolo de pred,icado con [ndice n 7 I
Ah,tz,. . . ,tn términos enTERM (no necesariamente distintos), entonces Ph(tr,tz,. . . ,tn)
es una fórmula atómica de E. EI conjunto d,e fórmulas atómicas se denota por ATOM.

Observación 2.1 En lu prd,ctica omitiremos paréntesis y con&s en Jórmulas atómi.cas s,i
tal ornisión no genero, ambigüdades. Por elemplo, Ia fórmula atómi,ca P(n,U) se puede
escribi,r como Fny.

Deflrrición 2.3 (literal) Una liteml es una fónnula atómica o la negac'ión de ésta. De-
cimos que dos literales I y l* son complementarias, en los siguientes H,sos:

.  l :  P \ r ( t r , , . . , f r , )  u  I '  :  - P T ( h , , , , , ú * ) ,  o  b i e n ,

t  |  :  - P f t ( ú r , . . . , t n )  U  I '  :  P L ( h , , . . , ú , , ) .

El conjunto de fórmulas de .ff se define inductivamente de la siguiente ms,nera,,

Deflnición 2.4 (fórmula) EI conjunto de fórmulas de E es el m,ínimo conjunto que
cumple con las siguientes condiciones:

1. Tod,u.s las fórmulas atómicas son fónnulas iJe -9.

2. Si tp es una fónnula de E, entonces -tp EE una fórmula de E.

3.  S ip Ut fs  sonJórmulas d,e- f  ,  entoncespA4) AAVIh sonfórmulas d,e. f f .

4. Si g es una fórmula de -9 A r, es una uariable, entonces 1*p U Vxg son fórmulas
de E.

El conjurrto de fórmulas de -f lo denotaremos como FO&M.

Definición 2.6 (complejidad de una fórmula) La complejidad de una fónnul& I se
define como eI número de conectiuos y cuantificadores que figuran en g.
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2.1 Sintaxis

En cl caso cle las fórmulas que contienen cuantificadores, convenimos que Ia parte de
la fórrnula a la cual afecta el cuantificador es la mínima fórmula a la derecha de éste,
Dicira caracterización es llamsda el alcance del cuantificador v se define formalmente de
la siguiente manera:

Deflnición 2.6 (alcance de un cuantiflcador) Sea p una fórmula d,e E. El alcance
del cuantificador enistencial (uniuersal) en Ia fórmulalng N*p) es la fórmula tp.

Deflnición 2.7 (variable libre y variable ligada) Sennx unauariableytp unafórmu-
la cle E. Una presencia de fr en (p es ligada si, es Ia uariable de un cuantificad,or o figura
dentro del alcance de un cuantificador de r. St, una presencia de r en Ia fónnula tp no
estd ligada, de.c'imos que estd libre en ,p.

A continuación definimos recursivamente el conjunto de variables libres de una fórmula
tp, denotado por VI(g) y el conjunto de subfórmulas de rp, aJ cual denotaremos por Sub(tp).

Deflniclón 2.8 (co4junto de variables llbres) Seatp, rl, U X fórrnulas de.ff, el con-
junto de uariables lil¡res de p es:

1. Si p E ATOA'1, entonces VI(e): {x¡ EVar I r i  f i ,gura en p}.

2. Si p : -$, entonces VI(,p) : VI(rh)

,9 .  s i  e  -  ú  A X,  er¿toncesVI(p) :V¿(r / , )  U U/( ¡ ) .  Andlogamente s ie :  úv X.

4. Si tp : 1n ,h, entonces VI(p) : VI(rl,) \ {"}. And,logamente si e : Yn th.

Deflnlción 2.9 (conjunto de subfórmulas) Sean p, ú A y fónnulas de.9. EI conjun-
to de subfrÍrtnulas de ,p es:

1. Si, cp e ATOM, entr¡nces Sub(,p): {p}

E. si p - -tfi, entonces Sub(,p) : {p} tt Sub(g)

3. si e - ,h AX, entonces Sub(p) : {rp}USub(th)¿Sub(y). Aniílogamente si 9 : 4,V X.

4. si p - 1y tft, entonces Su,L,(g) : {p} U 5'ub(/r). Andlogamente si I : VU út .

Deffnición 2.10 (fórmula cerrada) Una fórmull, (p es cerrada si no contiene uariables
Ii,bres, es decir, siVl(p) : 6. Una fórrnula cerrada también es llamad,a enunciado o
sentencza.

Son justamente las fórmulas cerradas o enunciados en los cuales estamos interesados
para estudiar la abducción. Por este motivo de aqul en adelarrte restringimos las defini-
ciones y resultados a enunciados, excepto que las definiciones o demostraciones se apliquen
indistintamente.

Deflnición 2.11 (sustitución) Sean ,p una fórmula, n una uariable y t un tértnino.
p(tln) reytresentu Ia fónnula obtenida a partir de p aI reemplazar todas las presencias
Iibres de Ia uari,able n por eI término t. Siempre que fr sez,libre (susti.tuible) parat en tp(r)
siempre y cuando se euite Ia captura de uariables libres det entp.
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2,2, Semántica

Como mencionamos anteriormente rtuestro trabajo no esta¡á basado en la semántica
usual de los lenguajes de primer orden. Sin embargo, nuestr& base sigue siendo Ia semá,ntica
tarskiana, por lo que serd, necesario revisar algunos de los conceptos más importantes para
resultados posteriores.

Deflnición 2.I2 (.tr-eetructura\ Una -ff -estru,ctura o -f -interpretación es un par M :
(D,n, donde D es un conjunto no uaclo llamado dominio o universo de M e X es una
función d,enominada función de interpretación defi,nida en las mnstantes y slmbolos de
predicados de E de la siguiente manera:

1. Si c e Cons, entonces I(c) eD,

2. Si Ph E Pred, entonces T(PH t D".

Observaci6n 2.2 Notemos que esta definición de interprutación es ercltlsiua de lenguajes
de primer orden cuyes fórmulas son enunciados, dado que no rnencionamos cómo inter-
pretar a las uariables que figuran libres. EI hecho de ped,ir que la funczón sea inyectiua es
pam euitar que un elemento del domini,o tenga md,s de un nombre, Io cual no restringe Iu
clase de rnod,elos.

Deflnición 2.13 (c-equlvalencia de lf-eetructuras) Sean M: (D,T) U M, : (D,,7)
dos.ff-estracturas U c una constante de.f . Decimos que M A M' sonc-equi,ualentes si
D : Dt y las funciones de interpretación T e Tt difieren a Io md,s en la constante c, esto
es, Z f¡r\{"} . En s[mbolos M :. M'.

Deflniclón 2.14 (satisfacclón) Dada una.ff-estructum M - (D,T) a un enunciado I
de E, Ia relación de M satisJace & g, en slmbolos M= p, se define de acuerd,o con las
sigu'ientes reglas:

1 .  S i t p :  P | k t , c ¡ . . . , c n )  c o n  r ¿  l  1  ,  M =  9  s y s f  ( Z ( " r ) ,  . . . , T ( " " ) )  E I ( p # ) .

2. Si,p : -ú, lú | ,p syss no se cumple que ,lr4 = th, en slmbolos M É rb.

S .  S ip : ' , 1 ,V  X ,  ¡ v |=p  s1ss  M=, , / ,  o  M lX .

4 .  S i , , p : r h  A X ,  M = e  s u s s  M = i l t  U . l v l l X .

5. Siq:f* ' ,1r, M F p sÍss eristeuna.E-estr-uctura Mt : (D',I t),  tal que, M:"
Jv7' donde c es una constante que no fi,gura en e U ¡"1' + rlrGl*).

6. Si g :Y* ,b, M = p syss para cualquier M' : (D',T') tat que M' :" M, donde c
es una constante que no figura en g A ¡v|' F rlr("1").
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zEn adelante abreviaremos la frase "si y sólo si" cort t'ByBB",
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2.2 Semántica

Dado'un conjunto f :  {pt, . . . . ,en} de enunciados de E y una .ff-estractura M :
(D,n. Dec' imos que M sati,sface al siM satisface a cadauna delos enunciados d,el,
es decir, JvI=p¡ pilKrtodaI < i < n. En símbolos (abusando delanotación) Jvllf..

Observación 2.S Cabe hacer notar que cuando hablamos de fórtnulas cemadas las no-
ciones de satisJacción y uerdad son equiualentes.

Deflniclón 2.f 5 (modelo) Dadas unü.ff-estructura M = (D,I) a p un enunci,ado de
E. Decimos que M es un modelo de I si M I p.

Deflnición 2.16 (satisfactibilidad, validez) (Jn enunc'iado p de .f es satisfactible si
g tiene un modelo. Decimos que g es udlido si toda E-estructura JvI : (D,L) es un
modclo de tp.

Deflnición 2.17 (consecuencia lógica) Seanl un conjunto finito de enunciados de -H
U p un enunciad,o de -f . Decimos que p es consecltencia lógica de I si todo mod,elo de I
es mod,elo de g. En s[mbolos, f F p

Proposición 2.1 (principio de refutación) ,9ean I un conjunto finito de enunciados
A e un er¿unciado de .9. f F p syss f U {-p} es no satisfactible.

Demostración.
4) (flsdrapositiva) Supongamos que f U {-p} es satisfactible, entonces existe rna E-
es t ruc tu ra  M:  (D ,Z )  t a lqueM F  f  U { -p } ,  es toes ,  ¡ v l= l y  M l -g .  Como. ,V l  es
un modelo p&ra -rp, entonces y'rl no es un modelo para p, Por lo que I V p.
s) Supongamos que f U {-p} es insatisfectible, esto significa que no existe un modelo
M : (D,7) tal que ,ilrf F f U {-p}. De lo anterior tenernos que pe,rs, toda lf-estructura
Jvl' : (D',T') si Mt I f entonces M' F -e, por lo tanto, M' = p. De donde concluimos
que f I rp.

2.2,L. Interpretaciones de Herbrand

Deffnición 2.18 (universo de Herbrand) 5e¿ | un conjunto f,nito de enunciados de
g. El un'iuerso de Herbrand del son todas las constantes que o,po,recen en los enunciados
de | , denotado por Dr. Si no epürece ninguna constante en los enunciad,os de I entonces
definimos D¡ : {c1}.

Definición 2.19 (interpretacionee de Herbrand) UnainterprntacióndeHerbrandpa-
ra un conjunto fi,nito de enunciados I de -t es una -f -estractum Jl : (?r, 17¿) tal que:

. D:Dr. Es decir elun' iuerso de M es eluni,uerso de Herbrand del.

. Ft&rü cualqui.er c €D¡, Tx(c) : c. Es decir, Ios slmbolos de constante se interprntan
como ellos tnismos.
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2.2.2. Satisfacción restringida

Ya antee habfamos mencionado que presentaríamos conceptos de satisfacción y de
consecuencia lógica restringida. Estos conceptos son relativos a la cardinalidad del universo
de discurso y por lo tanto los llamamos r¿-eatisfa.cción y n-consecuencia lógica,

Deflnlclón 2.20 (n-satisfacción) Sea \0 un enunciado d,e E, decimos que (p es n-
sa t i s fac t i b les ien i s teuna- f -es t rac tu raM: (D , I ) t a lque lD l :TLCoTr ,n lLVMlp .
En símbolos, M ln g.

El siguiente resultado fue publicado en [Ne02], la siguiente demostración detallada es
aportación nuestra.

Teorema 2.1 Si un enunciado p es n-satisfactible, para n j I, entonces g es m-satis-
facti,ble para tod,a m j n.

Demostración. Sean ? un universo de cardinalidad n ) 1 y ¡vI - (D,n una -E-
estructura tal que M +^ p, Sea D* un dominio con lD.l : m 2 n, y D' ! D* tal que
lD'l: n. Sea f , D' -' D una función biyectiva. Definimos la función g i D* + 2, de la
siguiente ma,nera,:

1. Si r € 2/, entoncee g(r): f  (r),

2. g(r): $, en otro caso (donde s eB un elemento distinguido de ?),

Alrora bien, definimos ,/V1' : (D',2-) tal que Z' cumple con la.s siguientes condiciones:
Sea c una constante de E, entonces,

T.(c): d' ED' si Z(c) : g(d, ')

Observación 2.4 Notemos que I(c): 9(2.(c)) para toda c € Cons.

Ademds, dados ("r, .. ., sr) € D*n y Pfi e Pre.d, definimos I,(ph) como:

( r r , . . . , s r )  €  T ' ( P : )  s y * s  ( 9 ( s 1 ) , , . , , g ( . e f t ) )  E T ( p h ) .

Una vez dcfinida lv7' : (D',I.) de la rnanera anterior, podemos demostrar que .rV F' p
syss .M* l^ p.Para realizar eeta demostración antes probaremos el siguiente resultado:

Lema 2.L Sean Jvt - (D,n, M' : (D',T') E-estructuras U c una constl,nte d,e E.
Sean M* : (D',T') V M'* : (D'*,f*) E-estracturas d,efinid,as a partir d,e M U M,,
respectiuamente, con Ia constracción antes descrita. Entonces,
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M:" M' syss Jv7^ :. Jvl'*
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2.2 Semántica

Demostración. Si se cumple M:" M', por definición tenemos que

r(c') :7(c') Para toda c' f c'

Y por la observación 2.4

s(T ("')) : g(f . (c')) para toda c' f c.

Recordemos que Z*(c') e D' e I*(c') € D, ademds de que g ln,: / con / urra función
biyectiva, por lo que,

T(" ' )  :  Í " (c ' )

De lo cual concluimos, M'* :" M'. J
IJrrB. vez demostrado este lema, continuemos con Ia demostración del Teorerna 2.1, la

cual haremos por inducción sobre la construcción de rp,

.  p : P * r ( " r , . . . , c r ) .
M l p  s y s s  ( Z ( " t ) , . . . , 2 ( " r ) )  E T ( P A )

Byss (g(Z-("t)), .  .  . ,  s(T*(cn))) e Z(l*)
syss (Z-( . t ) ,  .  .  . ,2- (c¡ ) )  E T. (PA)
s y s r i  M . + P h G r , . . , , c f r )

r En el caso de los conectivos lógicos, la demostración se sigue de la definición de
satisfacción y de la hipótesis inductiva. Los cssoe mds interes&ntes son cuando el
enunciado es una, cuantificación. Sea p:1ntb.
M + p syss M' = ,l,Gl") para alguna, lvl' : (D,I') tal que M' :" M.
Por lüpótesis incluctiva y por el lema anterior,

M' I ,/,kln) syss ,,Vl'* l rltGl") para algunu M'* :" M*.

Por Io tanto, M- | 1x tlt.
El caso 9:Yr ry' se demuestra de ma,ner', similar.

De Io anterior queda clemostrado que ,,Vl l, ,p syss M* l* e,

2.2,3. ?¿-consecuencia lógica

La noción de n-consecuencia lógica se obtiene de manera inmediata a partir de Ia
noción de n-satisfacciólr de la manera usual,

Deflnición 2.21 (n-consecuencia lógica) Dados un conjunto fini,to de enunciados I
'g uTL erlunci,ado p. Decimos que p es n-consecuecia lógica d,e I si para toda estr-uctura
M : (D,I) con lDl : n, s,i M I l, entonces Jvl I p. En símbolos, f F, p.

Teorema 2.2 Seal un conjunto de enunciados A g un enunciado. f F" p syss f U {-rp}
no es n-satisfactible.

L 1
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Demostración.
+)(Por contradicción) Suponga.mos que f F" F y que f U {-g,} es n-satisfactible, es
decir, existe un modelo M' : (D',7') con lD'l : n tal que,

J "1 'F fu { - rp }

esto es,
M' lnl y M' ln -Q

Pero por hipótesis tenemos que cualquier rnodelo de cardinalidad r¿ de f es modelo de cp,
en particular M'. De donde,

Jv t '=e  y  M '  F -p
Lo cual es absurdo, Por Io tanto, f U {-p} no es n-satisfactible.
<--) Supongs,mos que f U {-p} no es n-satisfactible, por lo tanto, no existe un modelo
de cardinalidad r¿ para f U {-p}. Por otro lado, sea M: (D,Z) tal que .Ár1 F, f , Ahora
bien, dado que p es un enunciado tenemos las siguientes dos opciones:

M = ^ F  y  M l n - P

Pero por hipótesis tenemos que no existe un modelo de cardinalidad n que satisfaga a f
y satisfaga a -p. Por lo tanto, M l* p. 

.r

Corolario 2.1 Seal un conjunto de enunciad,os y g un enunciado.,gi f F, 9, entonces
f F* (p para toda m con L I nx < n.

Demostración. Supongs,mos que f É^ g, entoncee t u 1-o¡ es n¿-satisfffitible y por el
teoremo, 2.1 tendríamos que f U {-rp¡ es r¿-satisfactible, contradiciendo que f l* rp. Por
lo tanto, f F- p pa,ra toda m con 1 ( rn < n. .l
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Lo que sabemos es una goüa de agua;1o que igaorarnos ee el océ¿no

Isaac Newton.

Tablas semánticas

3.1. Introducción

La^s tabla"e semántica,s de Beth fueron concebidas como un procedimiento de decisión
para lesponder si f F p. Este método de demostraciólr por refutación, inherentemente
sernárrtico, pero definido según la sintaxis de las fórmulas, proporciono. un procedimiento
efectivo para decidir la consecuencia lógica en el caso de la lógica proposicional, el cual se
pierde en el caso de la lógica cle primer orden al existir consecuencias válidas que Elenera,n
tablas con r&rns.s infinitas, impidiendo asf la terminación del proceso,

Utra solución a este problema fue presentada por George Boolos ([Bo8+]) y Ernilio
Dfaz ([Di93]) de manera irtdependiente, Tal solución consiste en realizar una rnodificación
a lss tabla,s semánticas de Beth cambiando la regla correspondiente a las fórmulas cu&n-
tificadas existencialmente. Con esta modificación se garantiza la construcción finita de
una refutación, si ésta existe, siempre y cuando el dominio en discurso sea fiDito.
En este capftulo estudiaremos las tablas semó¡rticas de Beth a^sÍ como la modificación de
Dfaz y Boolos y la relación que hay entre Ia noción de n-satiefactibilidad expuesta en el
capftulo anterior y las tablas semd,nticas modificade^s.

3.2. Tablas semánticas para enunciados de -f

Las tublas semd,nticas son un método de demostración por refutación, el cual fue intro.
ducido por Hintikkn en [HiS3] y por Beth en [8e55], quien les dio el nornbre de tableaur.
La idea principal de los tableaux es tratar de construir sistemáticamente un modelo para
una fórmula satisfactible o bien, si lo que se quiere es demostrar una, relación de conss.
cuencia lógica, f F p, El método correiste en intentar construir un contraejemplo para el
conjunto f U {-rp} extendiendo el tableau correspondiente a dicho conjunto,
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Años después, R-aymond Smullyan reinicia las investigaciones realizadas en torno a
las tablas scmd,nticas para estudiar la lógica cldsica a través de los tableaux. Como resul-
tado de su trabajo publica [Sm63], [Sm65],[Sm66] y finalmente en 1968 publica el libro
First-Order trogic [Sm68]. Las contribuciones más relevantes de Smullyan en este traba-
jo fuerorr: Ia estandarización de la sintaxi,s de les tableÉ semántica.s, la introducción de
tablas semd,nticas con signo y sirr signo y la clasificación de fórmulas según su forma, La
clssificación de las fórmulas dada por Smullyan depende del conectivo principal que éstas
tengan, una fórmula compuesta es üsta como la negación de una fórmula, o bien, como
la coqjrurción o disyunción de dos fórmula.s; definiendo con ello subfórmulas de la fórmula
original, lss cuales conforman la principal propiedad del procedimiento de demostración
de los tableaux. Por la razón anterior, Smullyan llama a las tablas semd,nticas, tablas
analltic¿s.

Lu,s tablas analfticas con signo son principalmente utilizades en la lógica de proposi-
ciones mds que etr la lógica de predicadoe, y su nombre es dado por el hecho de que a
cada fórtnula que &parece en el tableau se le asigna una etiquet& pa.ra indicar si la fórmula
es falsa o verdadera. A lo largo de este trabajo utilizaremos la notación propuesta por
Smullyan a.unque las tablas semántica,s que ocupa,remos serd,n sin signo, si una fórmula
a.pe,rece en el tableau asumimos que es verdadera.

3.2.1. Clasificación de los enunciados de primer orden

Los enunciados que no son literales del lenguaje de primer orden -f se clasifican en
cuatro clases dependiendo de su forma. Sea p un enunciado que no es literal de -tr.

1. rp es de tipo a si es la coqjunción de dos enunciados de E, es decir p : 1b A ¡, donde
,/ty X son lla.madas Ias a-subfórmulas de p.

2. rp es de tipo B si es Ia disyunción de dos enunciados de -ff, eoto es, e: rbV¡, donde
,h V X son las B-subfórmulas de g.

3, ,p es de tipo 1 si es la cuantificación universal de una fórmula de E, digamoe rp :
Vzty', con ry' una fórmula de Jl cuya única variable libre es #, por Io tanto, el resu-ltedo
de sustituir las apariciones de Ia variable fr por une constante c en th es un enunciado.
A los enunciados resultado de esta sustitución se Iee denomina 1-subfónnulas de g.

4. p es de tipo 6 ei es la cuantificación exietencial de una fórmula de -ff, ee decir,
g : 1rú tal que ty' es una fórmula de .ff con Vl(r/) : {u}. A los enunciados
resultado de sustituir r por una constante c, tlt(cfu), se les llama p-subfórmulos de
p -

Podemos observar que cualquier enunciado no literal de -# pertenece & uno y sólo uno
de estos cuatro tipos, Si un enurciado no literal tiene como conectivo principal la negación,
entonces podemos dar un enunciado lógicamente equivalente cuyo sfmbolo lógico principal
no see, la negación.
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3.2 Tablas eemánticas para enunciados de E

El método de demostración propuesto por Smr:llyen se ba.sa en la semC,ntica de los
enunciados de .t y en la cla"sificación antes mencionada, La idea es la siguiente:
Scan rp urr enunciado de E v /"1: (D,Z) un modelo de p,

1. Si p: c-1ALt2 es de tipo a, entonces ",1''l debe ser modelo de las dos a-subfórmulas
d t  Y  az -

2. Si tp: {\V Fz es de tipo B, entonces,M debe satisfscer al menos a, una, de la¡ dos
É-subfórmulas fi1 o fi2.

3. Si rp : Vry' es de tipo .y, entonces se cumple que pa,ra toda lf-estructura M, :
(D',T') tal que M' :" lá, M' satisfa,ce a la "y-eutrfórmula ,hGl") donde c es uno,
con8ta,nte que no $,pa,rece en (p.

4. Si rp: -rr/: es de tipo d, errtonces debe existir un& lf-estructura M' : (Dt,T') tal
que ,Arf ' :" M que satisface a la 'y-subfórmula tlt(clr) donde c eB una constante que
no Eparece en (p.

Es justamertte esta idea la que da origen a las reglas de extensión de las tablas semántica.s,
Estas se defincn a contirruación,

3.2.2, Reglas de extensión de las tablas semánticas

La tabla semd,ntica correspondiente a un conjunto finito f de enunciados de Jf puede
ser representada por medio de un árbol que tiene las siguientes propiedades;

a) Cada uno de los nodos está etiquetado con un enunciado de lf.

b) Nos referiremos & una, rama de un tableau como el conjunto de enunciados que
Lpa,recerl en ella, por lo cual las denotaremos con letras griegas mayúsculas al igual
que lo hemos venido haciendo con Ios conjuntos de fórmules. Los nodos de la rama
inicial estd.n etiquetados con los enunciados de f I fi, & este conjunto le llamaremos
conjunto inici,al.

c) Las relaciones de subárbol derecho y subd,rbol izquierdo están dada^s por las siguien-
tes reglas de erpansión: Sea (D una rama del tableau de f y p un enunciado en ü,
extelrdemos la rama ú de acuerdo a lss siguientes reglas:

l. Si cp es de tipo a la regla de erpansión correspondiente es la a-regla, la cual
opera, de Ia siguiente forrna:

t r l A f t t

ft1

&2

La aplicación de esta regla e.grega dos nuevos nodos a la rarna Q, etiquetados
con las a-subfórmules a1 y a2, En sfmbolos: O * ar * ar,

15
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Si rp es de tipo p, la regla correspondiente es la P-regla la cual se define de la
ma,ner& siguiente:

hv frz-F;W

La B-regla s,grege dos nuevss rs,mas, cada una etiquetada con une de las B-
subfórmulas hy Fz.  Enslmbolos:  O+ hyú+fr2.
Si rp es de tipo'y, la regla que se aplicard, wlal-regla, la cual opera, como sigue:

Yn rlt

wrw
e(czlr)

:
p(c" ln)

Esta regla B,grega. tantos nodos como constantes aparecen en la rama O, carla
uno de los cuales está etiquetado con una'y-subfórmula AGtlfr) con q constante
de tD, Es decir, si cr,cz,...,c- (con n > 1) eon la,s constantes que a,pa,recen en
la rama O (en caso de que ninguna constante B,pa,rezc&, n: 1), entonces el
resultado de aplicar la regla 7 es el siguiente: Q + g@1ln) + ,p(c2ln) * . . . -r
p(c" ln) .
Esta regla tiene la peculiaridad de que permanece activa, con lo cual queremos
decir que siempre que una. nueva, constante c eperezca, en O como resultado
de la aplicación de una regla de erqansión, debemos s,gregff un nuevo nodo
etiquetado con la 7-subfórmula correspondiente a c, la cual es p(cln).

4. Si cp es de tipo ó, la regla que debe aplicarse es la d-regla, la cual opere como:

a,r nlt

',ltkl"

La d-regla a.grega un nuevo nodo etiquetado con Ia d-subfórmrrla tlt(clr), donde
c es un& constante que no s,perece anteg en O. La extensión es Ia siguiente:
a + t l t(cln).

La tabla semá.ntica correspondiente a un conjunto f de enunciados de -t no es única,
pues un tableau válido del conjunto f es el que está formado únicamente por los enunciados
de f y también es vÁ,lido cualquier tableau resultante de aplicar una regla de extensión a
cualquiera de los enunciadoe de f, o cualquiera de loe enunciados de un tableau extendido
de f. Formalmente, Ia definición de un tableau válido de f es la siguiente:

Definición 3.1 (tableau de un cor{unto flnito de enunciados de -f) Sea
f : {pt, . . . ,p,.} un conjunto f inito de enunc' iados de.ff,  untableau del, denotado por
7(f), se define corno:

1. Cualquier drbol con una sola rarna cuAos nodos estd,n etiquetados, respectiuamente,
con los enunciados gt,.  . . ,gn ES un tableau d,el.

2.

3.
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3.2 Tablas semánticae para enunciados de .Y

2. Si T1 es un tableau de l, entonces Ia entensión que se obtiene d,espués de aplicarle
alguna de las reglas q, F, "l y 6 tambi,én es un tableau del.

3. Únicamente son tableau^:r d,el aquellos que se obtienen con I y 2.

Los tablear:-x son un método basado en la descomposición de las fórmulas. Si en algún
mometrto cle este proceso de descomposiciórr, llamado extensión de tableaux, B,parece en
una ra,ma, un enunciado (atómico) y su negación, tendremos que el conjunto inicial de
fórmulas no es satisfactible. Lo anterior motiva la siguiente definición y la propiedad
fundamerrtal de les tablas semd,nticas de Beth.

Deflnición 3.2 (tableau cerrado) Sea I un conjunto finito de enunciados de -f y
T(l) un tableau del. Decimos que unü r&m& A d,e T[) es cerrada (atómicamente)
si, ur¿ enunci,ado (atómico) g y su negación aparecen en Q. Un tablenu es cerrado (atómi-
carnente) si, todas las ramo,s que lo forman son cenadas (atómi,camente).

Deflrrición 3.3 (tableau abierto) Una rama fi de un tableau es abierta si no es cer-
rada. Un tal¡Ienu se considera abierto si contiene al rnenos una ran'La abier-ta.

Lema 3.1 ,5e¿ | un conjunto finito de enunciados de -tr yT(l) un tableau del- Para
cualquier rama Q de T(l) tal que ú es cerrada se cumple que es posible constr-uir una
r-&n-La cerr&da atómicamente a par-tir de Q.

Demostración. Sea (D una rama cerrada,, por clefinición fD contiene un enunciado y su
negación, Ilamémosles e y -gt respectivamente. La demostra,ción se hará por inclucción
sobre la complejidacl de cp.

Si cp es una fórmula atómica, se cumple el lema,

Si cp es de tipo (r, p : pt Apz, entonces -p eE de tipo fl, -p : -(pr A pz), Asf que
al aplicar la a-regla a rp obtenemos la siguiente rama

t b + p t + p t

y si después aplicamos Ia p-regla ¿ lp obtenemos dos ra,maa:

0 r : O * p r + g z * - g t

iDz : fD * pr + p2l -pn

Por hipótesis inductiva, es posible constuir a partir de cualquiera de ellas, una ramo,
cerrada atómicamente,

. Si p es tipo B, la demostración es similar al caso anterior.

1 7
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1E Thblas semántica.s

' Si p es t ipo'y,g: Vuty',  entonces -p es t ipo 6,-g:-Yuth. Aplicando primero la
regla d obtenemos las siguiente r&ma,:

e r : f t ¡ - l t ( c l n )

Con c es una constante nueva, en iD. Ahora bien, al aplicar a esta rarna la 7-regla de
ertensión al enunciado p, obtenemos;

rDz :  Or i  t l t (q l r )  + . , ,  + rbG^l  *)  + t l t (c ln)

Donde crt cz, . . . , c* son las constsrtes que aparecfan en (D. Por lo tanto, O2 contiene
un enunciado y su negación, tal enunciado es de menor complejidad que cp. Asf que,
por hipótesis inductiva es posible corrstruir una ra,m& cerrada atómicamente a partir
de iD2.

. Si p es tipo d, la demostración es similar al caso anterior.

De lo anterior, poderrros concluir que siempre que una, r&ma, es cerrada es
cerrarla atónricamente,

El método de tablas semánticas es un método de refutación completo y correcto. Antes
de presentar las demostraciones correspondientes, introducimos la noción de conjunto
descendientemente saturado, el cual será de gran utilidad.

Deflnlción 3.4 (conjunto descendientemente eaturado) ,Sea I un conjunto finito
de enunciados de Ia lógica d,e primer ord,en yDy eI uniuerso de Herbrand, d,el. EI conjunto
I se llarna descendientemente eaturado si cumple con las siguientes reglo^s:

1. Sil contiene un enunciado a, entoncesl contiene las dos a-subfórmulas.

2. Sil contiene un enunciado fi, entoncesl contiene aI menos una de las T-subfórtnu-
Ias.

Si I contiene un enunciado .y : Yn ttt, entonces parl, cada c¿ É. Dr Ia 1-subfórmula
,1,("n1") estd enl.

Si I contiene un enunciado d : lr {, entonces I contienen aI rnenos una 6-
subfónnula rl,Gl") con c ED¡.

De manera similar, definimos w tableau satumdo de un conjunto de enunciados f
como un tableau de f pa,ra el cual ye no es posible realizar ninguna extensión.

Deflnición 3.5 (tableau saturado) Sea T(l) un tablm,u de un conjunto finito de enun-
ciad'os f . y O una, ra,n'10, de T(l). Dwimos que fi es saturada si el conjunto formado por
todas las fórmulas que apz,recen enQ, es un conjunto descendientemente saturado.T(l)
es saturado si cada una de s,ri,rJ rütnoÍt es saturnda.
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3.3 Tablas semánticas modiflcadas (DB-tableaux)

Deflnición 3.6 (corliunto de Hintikka) [/n conjunto de Hintikka (atómico) es un con-
lunto descendientemente saturado eI cual no contiene ningún enunciado (atórni,co) g su
negación.

Lema 3.2 Senl un conjunto de Hintikka, entoncesl tiene unmod,elo de Herbntnd.

Demostración. Defi_nimos una estructura de Herbrand Jl : (Dr,Tñ para f de acuerdo
con las siguientes reglas:

1, Dr: {c I con c es una, constante que figura en f}

Ink) : c¿ pB.rB, todo c¿ E Dr-

T r ( P h ) : { ( c r , . . . , c f r )  € 2 f  l P h ( " r , . . . , c ¡ )  e  f }

IJna vez definida 71: (Dr,Zx) únicamerrte nos falta demostrar que 111 p para toda

e E l, para lo cual proseguiremos por inducción sobre el grado de complejidad de (p que:
Si cp € | entonces 711 p.

EI caso base es obvio. Sea rp : Ph(q,. , . , cr) € l, entonces de la definición de 7l se
sigue directamente que ?l F P*("t, . . ., cfr).

Si rp : d1 A 02 (tipo a) por hipótesis tenemos eu€ a1, a2 € f y como el grado de
complejidad de rr1 y oz es menor que el de a, entonces Tl F ot y H I or.Por lo
t&rrto, JJ I a1 A a2.

Si rp : hv fiz (tipo É), entonces tenemos eue Ér € f o frz €. l. Sin pérdida
de generalidad, suponga,mos eue ,{ir € f, dado que el grado de complejidad de /i1
es menor que el grado de complejidad de p, por hipótesis inductiva tenemos que
Tl | Ét.De lo crral concluimos que ?l I hv fr2.

Si cp : VzTl (tipo 7) se cumple que ,l,knln) € f para toda c¿ € Dr'Y como el
grado de complejidad de los enunciados {(c¿ln) es menor que el de ,p, por hipótesis
inductiva tenemos H l rh("nlr) para toda c¿ EDr.Por lo tanto podemos concluir,
11ÉYr i l . t .

Si rp: lrrl (tipo d) se cumple quethkln) e f para alguna c EDr; ya que que
el grado de complejidad de ,1,("1") eB menor que el de rp, por hipótesis inductiva
tenernos que ?l tsr/,("1"). Por lo tanto, 7711n{.

De lo anterior concluimos que 7f F f.
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3.3. Tablas semánticas modificadas (D B-tableaux)

El método de tablas de Beth para la lógica de prirner orden presenta el defecto de que
la cornbinación de las reglas de extensión ? y á puede genera,r ra,mas infinitas en un é,rbol
aun cuando la fórrnula analizada sea satisfactible en dominios finitos. Vea,rnos el siguiente
ejemplo:
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YnlyPry
I

-yPag
I

I'ab
I

luPAu
I

Pbc
I

fUPcU
I

Pcd

i
Podemos ver que la única rama posible de construir es infinita, aun cuando la fórmula

es satisfactible en un dominio de cardinalidad uno, por lo que el método de tablas de Beth
resulta irrútil en este caso para construir un modelo.

A continuación presentamos una modificación del método de Beth, introducida en
[BoBa] y [Di93]' que resuelve este problema al tra¡rsformar cualquier C¡bol infinito de un
conjunto de fórmulas con modelo finito obtenido con las reglas de Beth en un árbol con
ra,m8s finitas y acabadas, las cuales permiten construir el modelo finito en cuestión.

Deflnición 3.7 (DB-tableaux) Un DB-tableau es un tableau constru,id,o a traués d,e la
a-regla, Ia []-regla y Ia 1-regla, ad,emds de una nueua regla denominad,a Ia 6t-regla cuya
definición es la siguiente:

=TP

M
donde c¡ coTL 1 < i < nL son todas las constantes que ocurren en Ia rarna fi a la cual el
eruunciad,o 1up perÍen{;r;e ! cp¡1 es uno, nueua constante. Los enunciad,os p(c¿f r) son una
|t-subfórmula para cadaL < i < mlL. La mrnaQ se ertiend,e d,e Ia sigu,i"int" jo*o,

Q+p(q ln ) ;  Q+p(c2 ln ) ;  . , . ;  e+e (c , " l r )  ; e  rp@^¡1 l r ) .
La regla d' genera en el ejemplo anterior una, r&rn& abierta y acabada, a saber:

{Y n1y Rny, ay Rc1y,.Rc¡ c1 }
la cual genera un modelo de cerdinalidad uno paravr3SrR.rSr, asaber ({"r},{"r,"r}).

Los siguientes conceptos B,cerce de los DB-tableau eerdn útiles más adelante,

Deflnición 3,8 (peso) Una rama de un DB-tablenu ti,ene pelo n, par(r r¿ ¿ 1, si n es
el núrnero de constantes (no repetidas) que figuran en la mma.

Deflnición 3'9 (rama saturada) Seanl un conjunto f.nito d,e enunciad,os, TpB(l) un
DB-tableau del y Q una rama deTnn(l). Decimos que ú es saturad,a si el conjunto
formado por todas las fónnulas que apolacen en Q es un conjunto d,escend,ientemente
saturad,o.

Observación 3.1 Notemos que cualquier r&Tnl, Q abierta y saturad,a d,e un DB-tableau
de I forma un conjunto de Hintihha.

I
I
t
o
t
I

o
t
t
I
o
t
t
I
o
t
I

t
o
t
I
o
t
t
t
t
o
t
t
I

t



2 1

t
t
t
t
I
t
I
o
o
t
t
o
o
I
t
t
t
I
t
t
t
o
t
t
I

t
I

t
o
t
I
t

3.3 Tablas semánticas modiflcadas (DB-tableaux)

3.3.1. Correctitud de los DB-tableaux

En esta sección presentamos Ia correctitud del método de tablas modificado median-
te la propiedad funclamental de los l)R-tableaux, Aunque estos resultados B,pe,recen en
[Ne99], ese artículo rro contiene demostraciones detalladas, lss cuales presentamos aquf.
Esta aportación nuestra se obtuvo en colaboración directa con el autor de [Ne99].

Lema 3.3 ,Sea I un conjunto finito de enunciados, se curnple que pa,r& cualquier T(l)
eriste T"t(l) tal que 7(f) q 7¿¡(f).

Demostración. (Por inducción sobre la aplicación de las reglas)
EI caso base es obvio, el tableau inicial de f es exactamente el mismo que el DB-tableau
de f.
Sean 7(f ) y Tnn(l) ul tableau y un l).ts-tableau de l, respectivamente, tales que f(f ) q
To"(l).Si 7'(f ) se obtiene a partir de T(f ) utilizando una de las a, B o 'y reglas. Es claro
que esta misma regla puede ser utilizada en T¿s(f) obteniendo la DB-tableau fíru!)
extensión de 7¿¿(f), de tal ma,nere, que 7'(f) E fbEF). El caso interesante ocurre
cuando Ia regla que se emplea para extender el tableau es la d-regla. Sea

f ( f )  :  { 1 1 r t , , , , ,  ó ¿ , , ,  . ,  ó - }

donde fD¿ es la rema que contiene el enunciado p : lr@ sobre el que se aplicard. la d-
regla. Si (Lttüzt...,dn sorr tods*q les constantes que s,perecen en (F¿, entonces el resultado
de diclra extensión es agregarle el nodo ú(a"+tlr) a la rama Q¿, obteniendo con ello el
siguiente tableau;

7 ( f )  :  { Q r , . , , , O ¿  t  Q ( a n ¡ 1 f n ) , . . . , Q * }

Por hipótesis inductiva, tenemoe que existe T"t(l) tal que 7(f) q 7"8(f). Entonces, el
resultado de aplicar la regla 6' u p en el DB-tableau es egregar las ramas

Q¿ -f ú(atlr),  .  .  .  ,  Q¿ + ú(a^ln), o¿ -l  f i(a^¡1ln)

Por lo tanto, si
T " r ( l )  :  { f D r , . , , ,  ü i ,  É - , .  .  . ,  i D o }

con /c ) rn, entonces el resultado de dicha extensión es:

T i r F ) : { r [ r , . . , , ( D ¡ + ó ( a ] l r ) , , , , , ( D ¿ + g ( a " l + ) , f r ¿ * ú ( a n + t l r ) , . , , , { * , , , , , ü n }

De donde es claro que 7'(f) e TinF). -r

Lema 3.4 Sea I un conjunto finito de enunc'iados de -Y. Si eriste un Tnn(l) con ulle
rama abier-ta y saturada de peso n, entonces I tiene un modelo de cardi,nalidad n.

Demoetración. Sea fD una rama abierta y saturada de peso n de TpB(l), tD forma un
conjunto de Hintik}a y por el Lema 3.2 O tiene un modelo de Herbrand Tl : (D+,Tu)
constuido de la sigrriente manera.:

1. D+: {c I con c es un& constaflte que figura en O}
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2. Tn(co) : c¿ pg,rÉ, todo c¿ € Do.

3 .  T 7 ( P H :  { ( c r , , . . , c r )  t _ D E l  P # ( " r , , . . , c ¡ )  e  i [ ]

Como se cumple que, 7l I,p paratoda p e Q y f q O, entonces 7l también es modelo
de f. Obsérvese que l?rl : n pues O es de peso rL,

-1

Deflnición 3.10 (coqiunto de enunciados minimalmente n-satisfactible) (Jn con-
junto finito d'e enunciados f es minimalmente n-satisflactible si I tiene un modelo de
cardinalid,adn y no eúste ningtin modelo del de catd,inalidad menor an.

Lema 3.5 5e¿ | un conjunto finito de enunciados de g. Si I es minimalmente n-
satisfactible (n > l), entonces ex'iste un TpB(l) que cumple con las siguientes condiciones:

1. T"r(l) tiene una rama abier-ta y saturada de peso n.

2. Todas las ramas de peso m, con ffi 1fl, son cerrad,as.

Demostración. (Contrapositiua) Dado que f ee minimalmente n-satisfactible, existe
,tvl * (D,I) tal que lDl : n y M F" L Por otro lado, de la propiedad fundamental
de los tableatxr y el Lema 3.3 se sigue que existe un T¿s(f) con un& rama abierta. Ahora
sólo nos falta demostrar que dicha rama es de peso n. y que todss las ramas de peso menor
son cerradas.

Sea iD una, ra,m& abierta de peso rnfnimo, tD no puede tener peso menor que r¿, ye que
por el Lema 3.4 tendrfamos un modelo de f de menor cardinalidad contradiciendo con
ello que f es minimalmente n-satisfactible.

Por otro lado, si el peso de O fuera m&yor que ?¿ significarfa que todas las ramas de
peso n son cerradas. Para demostrar que esto no puede ocurrir basta con ver que las reglas
son correctas.

Por hipótesis tenemos que ,,Vl F, f, Entoncee, el resultado de aplicar cualquier regla
de extensión e uno de los enunciados de f provoca, que al menos une, rema siga abierta,
yB, que les reglas son correctas y cada aplicación da lugar E nuevas fórmulas satisfactibles
por,Arl, en el caso de las fl y 6' reglos, se egrega,n nuevas ra,rnaa garantizando que al menos
una de ellas permanece abierta. Por lo tanto, no puede ser que todas las ramas de peso n
sean cerrada.s, porque tendrfamos que ,,Vl satisface a doe litera,les complementarias.

De lo anterior, podemos coflcluir que iD es de peeo n, -.1

Teorema 3.1 (propiedad fundamental de las ll8-tableaux) Sea I un conjunto fi,ni-
to de enunciad,os de -9 . I es minimalrnente n-satisfactible si y sólo si eriste un D B -tableau
de I mn uno, rfln'L& Q abierta y saturad,a d,e peso n tal que toda rarna d,e peso nlenor que
n es cenada.

Demostración. La demostración es inmediata de los Lemas 3.4 y 8,5. -l

En la siguiente sccción se preoenta un algoritmo pa,ra, constuir un modelo, dado un
conjunto finito de enunciados en forrna normal prener.
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'l eB un conju-nto eatiufactible syse cualquier 7(I) contiene una rama abierta.
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3.3 Tablas semánticas modiflcadas (DB-tableaux)

3.3.2. Algoritmo p¿rra encontrar un modelo de un conjunto flni-
to de enunciados n-satisfactibles

El algoritmo buscaModelo(t,n) recibe como entra,da un conjunto finito de enunciados
f en forma normal prenex y un número entero positivo n, Si f es minimalmente n¿-
satisfactible, con I 1 m, ( zt, regresa un modelo de cardinalidad rn, En caso contrario,
reporta que no es satisfactible en un modelo de cardinalidad menor o igual a n.

Algoritmo buscaM odeüo(f , n)

1. Si (peso(A) I num4nistenciales(fr) < ") reportamos lo siguiente:

"No eniste un modelo paral de cardinalidad menor o igual a n".

2. En caso contra.rio, realizar los siguientes pasos:

a) ú : c0nstruyeRamaA.9(f,n).

b) Si + I ñ definimos la interpretación de ,,t4 : (D,Z), de acuerdo a las siguientes
reglas:

1) Dr : {c I con c eÉ una, constante que figura en iD}
2) T(c¿) : c¿ Pá.rs, todo c¿ EDr'
3 )  I ( P k ) : { ( c r , . , , , c r )  € D F l P h ( " r , . . . , c ¡ )  e  Q }

c) En caso contrario reportamos que,

T r¿o tiene un modelo de mrd,inalidad menor o igual a n.

La correctitud del algoritmo buscaModelo(f , n) depende directamente del algoritmo
cunslruyeRamaAS(l,n). La entrarla de este algoritmo es exactamente la misrfla que el
algoritmo bus ca M ode.lo(f , n).

El algoritmo construyeRam,aAS(f , n) utiliza una cola de prioridades para, alrnacenar
las ramas abiertas que aúrr lro son saturadas, a la cual llamalernos ABIERTAS, Las ramas
están ordenas de acuerdo con su peso en orden ascendente (la de menor peso está al inicio).
Ademá^s, cada uno de los nodos que forma cada rama tienen una ma,rca, llamada etiqueta,
para indicar si ya fue uti[zado o no. De esta ma,nera,, una, r&ma, es saturada si cada uno
de los nodos etiquetados con un enunciado distinto de una literal ha sido utilizedo.

La idea intuitiva del algoritmo es la siguiente: primero inicializa la cola de prioridades
ABIERTAS con el conjunto incial de fórmulas f, Mientras que no encuerrtr& uno, ra,ma,
abierta y saturada, o bien, ABIERTAS contenga al menos una, rama., el algortimo extrae
una rama, de ABIERTAS y la extiende utilizando las reglas a, "1, fr y d, en este orden.
Dependiendo cle la regla de extensión utilizada y del peso de la rama una, vez realizada
Ia extensión, los pasos a seguir son distintos, En general, cuando una r&ma se cierra o su
peso es ma,yor que n se descarta, Cuando se crean nueva^e r&ma,s por la aplicación de una
de las reglas F o 6,las ra¡rms son introducidas a la cola ABIERTAS, siempre y cuando,
rro se&n cerradas rti saturadas, ni tengan peso ma,yor a n. El algoritmo termina cuando
encuentra una. rama, abierta y saturada de peso tnenor o igual s.n, o bien, cuando rro hay
ninguna rama abierta de peso menor o igual B, r¿, es decir, cuando ABIER?14^9 está vacfa.

23
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Algoritmo canstr uy e Rama A S (1, n)

lnicializar ABIEilTAS con la rama inicial formada por todos los enunciados de f, cada
uno de estos nodos se etiqueta con noUsado.

Mientras que ABIERTAS + fi (i,e,, existe una r&ma, abierta no saturada de peso menor
o igual a n).

( 1) Actua I izar (D : obtenPrimerElemento (A B I E RTA S) .2

(2) Si peso(o) < n

(2,1) Si iD contiene un nodo rp etiquetado como noUsad,o de tipo o, e6to €s, F :
a1 A c2, ejecutar los siguientes pasos:

etiqueta(tp) : u.sad,o
O : Q * a 1 * a 2

b) Si + es abierta y saturada, terminar y regreear rD,
a) Si e es cerrada, ir al pnso (1).
c) En otro c&so, ir al paso (2.1),t

(2,2) Si O contiene un enunciado tipo I (p :Ynrlt).Actualizamoe Q de la siguiente
ma' 'era:  

iD:o t r t (c1 l r )+. , .+  r r '@nr*)

donde c¿ con 1 < i < ,k son las constantes que ocurren en Q.a Se etiqueta como
usado siempre y cuando los otros nodos no literales sean etiquetados como
usados.

a) Si A es abierta y saturada, terminar y regresar O.
b) Si O es cerrada, ir a (1).

c) En caso contrario, etiqueta(lt(c¿lr)): no(Jsado para toda I ( i ( n. Ir
aJ paso (2,1).t

(2.3) Si iD contiene ur enunciado p tipo B (p: hV Fz).

etiqueta(g) : u,sado

Utilizando la B-regla extender el árbol obteniendo doe nuevs.s ra,mas, Or :
Q + É t Y i D r : Q + [ l r .

a) Si alguna de las r&ma^e iD¡ o O2 es abierta y saturada, terminar y regresarla.
b) Si Ol y Q2 son cerrados, ir al paso (1).

?Esta función obtiene el primer elemento de ABIERTAS eliminÁndolo de Ia miema.
3Eeto es porque la regla a no incrementa el peso de Ia rama y ésta era Ia de mayor peso, €ra la primera

de ABIERTAS.
asólo ee agregsn los enunciadoatlt(c;lr) que no aparecfan en O. AdemÁs, no rrrarc&mos el enuncis.do

¿p corrlo noUsad,o ya que ei aparece urra, nueva constante entonces p deberÉ ir¡tanciase con éBtB,
6Q sigue abierta y no B€ modifisq el peso.
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3,3 Tablas semánticas modiflcadas (DB'tableaux)

c) En otro ca.so, suponiendo que é1 es la rama abierta actualiza (D : iDr e
introducir la rama #z a ABIERTAS s\ ésta es abierta. Ir al paso (2.1).

(?.4) Si (D contiene un enunciado rp tipo d (p: =rrl,).

etiqueta(g) : usado

Utilizsldo la á'-regla extender la rama O obteniendo fr * 1 nuevas ramas, si
,k es el número de constantes que ocurren en ilr, iD¿ : É * th@¿lr) para cada
1 < i < / c + 1 . 8

a) Si alguna Q¿ (1 < i < ,t + 1) es abierta y saturada, terminar y regresar tD¿,
c) En cualquier otro cuso, actualiza (D con Ia primer rama fD¿ que sen, abierta.T

Insertar todas las ramas abiertas a ABIERTAS. Ir al paso (2,1),

(3) Si peso(Q) : TL Y Q no es saturada, realizar lo siguiente:

(3.1) Si (D contiene un nodo rp etiquetado como noUsado de tipo cy, esto ES, e :
a1 A e2, ejecutar los siguientes pasos:

etiqueta(P) : usado
Q : i [ * a r * a r

a) Si A es abierta y saturada, termirrar y regresar $,
b) Si + es cerrad&, ir al paso (1).
c) En ca^eo corrtr&rio,

etiqueta(a1) : eti'queta(42) : noUsado

Regresar al paso (3,1),

(3.2) Si 0 contiene un enunciado tipo I (p: Vrrl) etiquetado como noUsado:
eti.queta(P) : usado I

Q : i [  + ú(qlr)+, .  .  + r l , (""1*)
donde c¿ corr I < i < ?? son las constantes que ocurren en fD,

a) Si O es abierta y saturada, terminar y regresar Q.

b) Si A es cerrada, ir a (1),

c) En caso contrario, etiqueta(r/,("n1")): noUsado para toda 1 ( i { n, Ir
al  paso (3.1).n

(3.3) Si iD contiene un enunciado rp tipo fl (p: fuV llz).

etiqueta(p) : usado

ola cortetante ca+r e8 rrueva para O.
TPor lo menoe hay una yE, que iD antee era abierta y la rama Qr+r Be extendio agregando urr enurrciado

insta,nciado coll una, l'ariable rrueva err iD, por lo tanto, no puede cerra¡ Ia rama 0¡r'1.
sDado que no exploraremos raJnas con peeo meyor e ?r, y ys se aplico Ia regla 7 con cada rr-na de lae

const¿ntes que pueden ocu¡rir.
siD eigue abierta y tierre peso r¿,
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28 Tablas semftrticag

Utilizando la p-regla extender el d'rbol obteniendo dos nuevas ra;ma.e, iDr :
Q - l h Y ( D r : ú + P ' '

a) Si alguna de las rarnas iD1 o iD2 es abierta y saturada, terminar y regresarla.
b) Si +r y Q2 son cerradas, ir al paso (1).
c) En otro caso, suportiendo que O1 es la rama abierta actualiza fD : (Dr e

introducir la rama Q2 a ABIERTAS si éeta es abierta. Ir al paso (3.1).

(3.4) Si (D contiene un enunciado rp tipo d (p : lrtlt).

etiqueta(p) : usado

Utilizando la d'-regla exbender la rama Q obteniendo n nuevas r&mas, (04 :
Q + tlt(crln) p*u cada I < i I n.ro

a) Si alguna Q¿ (1 < i < n) es abierta y saturada, termina,r y regresar O¿,
b) Si todas las ramas Q¿ (con I < i < n) son cerr&das, ir al paso (1).
c) En cualquier otro ca,so, actualiza fD con la primer rama fD¿ que sea, abierta

e insertar todas las ramas abiertas a ABIERTA,9, Ir al paso (3.1).

A corrtinuación demostraremoe la correctitud del algoritmo:

Lema 3.6 EI algoritmo construyeRamaAs(l,n) siernpre termina.

Demoetración. Las dos razones por las cua.les el algoritmo construyefuamaAs(l,n)
podría no terminar son las siguientes:

1. a,greger un número infinito de veces ra.mas a ABIERTAS, O bien,

2. procesa.r uno, reme infinita.

Observemos que al inicio del algoritmo ABIERTAS sólo contiene ung, r&ma., a saber
la rama que contiene los emrnciados de f. En el paso (1) eliminamos esta rama de
ABIERTAS almacenandola en Q, quedando ABIERTA,g vacfa. En Ios siguientes pa^sos
se proces& la rama tD, si peso(iD) es menor a n (paso (2)), tenemoe cuatro opciones:

. Si se ejecuta el paso (2.1) se etiqueta el nodo correspondiente como trsado y en el
peor de loe csfios (eo decir, la rama no es cerrsda ni saturada) se agregan dos nuevos
nodos etiquetados a iD, pero con menor complejidad estructural. Ninguna ra.ma eE
agregada a ABIERTAS.

. Si se ejecuta el poso (2.2) el nodo no es marcado como ru¿do & menos que todos
los nodos no literales restsrites estén marcados como usados lo cual significa que el
peso ys, no puede incrementar y ye Be a.gregeron a la rama todas le"$ a-subfórmula
instanciadas con cada una de las constantes de la r&ma,. El peor de los casos, 6urge
cuando el nodo no es etiquetado como usado y se a,grega,n nuevos nodos, pero éstos
tienerr complejidad menor. Ninguna ra.rn& eB insertada a ABIERTAS.
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10No tomamos en cuenta a Ia rama Q + tp(cn¡1f a) ya que tiene peso meyor a n.
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3.3 Tabla.s semánticas modiflcadas (DB-tableaux)

Si se ejecuta el paso (2,3) un nodo es etiquetado como usado. Se creart dos nuevas
ra,mos sinúlflxes a iD cada una de ellae con un nuevo nodo etiquetado como noUsado
pero de menor complejidad. En el peor de los casos, únicamente una. rama. es irt-
sertada a ABIERTAS, pero como ye mencionamos ésta tiene en nodo de la ranra
originial etiquetado como zs¿do y el nuevo nodo recién agregado que está. etiqrre-
tado como noUsado tiene complejiderl e¡tructural rnerror al ahora etiquetado como
usado.

Si se ejecuta el paso (2,3) un nodo ee etiquetado como usado. Este caso es pnre-
cido al anterior, en el peor de los ca^sos, se s,gregen un número finito de ra,ma,s a
ABIERTAS, a lo más n, cada una de ellas con un nodo de menor complejidad es-
tnrctural etiquetado como r¿oUsado mientras que uno de ma,yor complejidad fue
etiquetado como usado.

Cuando peso(ó) es igual a n, los pa,sos a, seguir son similares a los anteriores, salvo
cuando se aplica Ia regla ? (psso (3.2)) pues el rrodo correspondiente eiempre es etiquetado
como zs¿do,

De lo anterior, podemos ver que en cada paso se egregs,n nuevos nodos con complejidad
menor, y se etiqueta un nodo con ms,yor cornplejidad que los agregados como zs¿do. El
único caso en el cual no etiquetamos un nodo de mayor complejidad como zsado es
cuando aplicamos una regla T, pero como el peso máximo de las rBJrIas estd, a,cotado por
n, entorrces, no hay forma de crear una, rama infinita, yB, que significarÍa que ésta tierte
peso infinito (no hay fórmulas con complejidad infinita).

Por otro lado, el número de ramas que se agregen a ABIERTA,S siempre eg finito y con
un nodo de mayor complejidad etiquetado como usado. Ademd^c de que una, vez que una
rama es eliminacla de ABIERTA,9 nunca se vuelve a introducir. Por lo tanto, el algoritmo
termina.

- t .

Lema 3.7 Sea I un conjunto finito de enunciados minimalmente n-satisfacti,ble cuyo
peso es m. Entonces, el número de cuantificadores eristenciales de f debe ser:

1.  tLaaoT'o igual  o ,n-rn s i ,m2L ó s i rn :0 y l  no cont ' ieneningún enunciad,ot ipo
'Y. O

2. al menos fl - !, en cualquier otro caso.

Demostración. Las únicas reglas que incrementan el peso de una rBrrIB, son las reglas 7
(siempre y cuando no B,parezca ninguna constante en la rama) y d'.

Luego errtonces, por cada existencial podernos incrementamos en uno el peso de de
una de la,s rgJrra,s garantizando que esta no es cerreda.

Si peso(f) ) 1 o bien peso(f) : 0 y I no contiene ningún enunciado tipo 1, entonces
la úlrica regla que incrementa el peso de un tableau extendido de f es la d''-regla, Por
lo tanto, si el rrúmero de existenciales que B,parecen en f es ,h corr k < n - tr2, entonces
la rama con ma,yor peso tiene m -l l+ constantes, y esto es menor que r¿. Si existiera una
rama abierta sería posible cormtuir un modelo de cardina.lidad menor a, r7, por el Lema 3,4,
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28 Tablas semdnticae

contradiciendo la minimalidad de la r¿-satisfactibilidad. En caso contra,rio, cuando todas
las ra¡nas son cerradas contradecimos que f sea satisfactible,

En caso de que el peso(f) : 0 y f contenga un enunciado tipo 7, entonces primero
aplicamos la 7-regla incrementando el peso de la rama. Por lo tanto, el peso de esta
extcnsión es 1, lo cual noe lleva al caso anterior, pero el número de existenciales debe ser
almenos n- l existencia.les. r

Lema 3.8 (correctitud del algoritmo) Sea I un conjunto fi,nito de enunciad,os en for
manorrnalprEner. l  es minimalmentem-satisJactible, conI l  m { n siy sólo si eI
algoritmo
construye&arnaAS(l,n) encuentra rrna rama abierta y satumda de peso m.

Demostración.
+) Si I es un conjunto minimalmente rn-satisfactible, entonces debe contener una ra,ma,
0 abierta y saturada de peso Tn pot la propiedad fundamental de las DE-tableaux. Ya
qlre cort'struyeilamaAS(f, n) examina todas las posiblee extensioneg de la rama inicial en
orden escendente de acuerdo al peso (la de peso menor estd, al inicio), en algún punto debe
examinar a fD, finalizando y regresdndola, No puede regres&r una, ra,ma. de menor peso que
?n ya que contradice la hipótesis de que es minimalmente rn-eatisfactible y tampoco puede
suceder que no encuentre ninguna rama de peso fn abierta y saturada. Ya que la,s reglas
son correctns y al menos un& rs,rtrs, de peso m debe ser abierta.
+) El algoritmo canstruyeRamaAS(l,n) extiende las ra¡ne,s en orden a.scendente de
acuerdo al peso yB, que ABIERTAS es un& cola de prioridades, asf que si encuerrtra, una,
rama de pe.so ?? abierta y saturada, es porque ya examinó todas las rama,s de menor peso
que rr¿. Y por el Lema 3.4 es posible cormtruir un modelo de peso rn, demoetrand.o con
ello que f es minimalmente n¿-satisfactible. _l

Teorema 3.2 (Correctitud del algoritmo buscaMod,elo(l,n)) Seal unconjuntofini-
to de enunciados en forrna nortnal prvner. I es minimalmente m-satisfactible, con L I
m 1n si y sólo si eI algoritmo AuscaModelo(l,n) encuentra un modelo d,e card,inalid,ad,
m.

Demostración. El algoritrno explora las ramas en orden ascendente, ye que ABIERTAS
es una, cola de prioridades.
+) Sea f un conjunto rn-satisfactible. Entonces peso(f)+numEristenciales(f) debe ser
m&yor o igual 8, T1,, por el Lema 3.7, por Io tanto, no se cumple la condición del paso I del
algoritmo' Asi es que Ee ejecuta el algoritmo construyeRnmaAs(f , n) con los argumentos
I y n- Y dado que el algoritmo construye&amaAS(l,n) ee correcto es posible construir
urr modelo de cardinalidad menor o igual a rr,.
¡-)' En caso de quebusm,Mod,elo(l,n) devuelva un modelo de cardinalidad rn, entonces
por la correctitud del algoritmo construyefuamaAS(f, n) todas las ramas de menor peso
que rl¿ son cerrada.s. Asf que por la propiedad fundamental de las DB-tableaux; I es un
corrjunto minimalmente rn-satisfactible.
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El fi¡úuro tie¡le ¡nuchos nomb¡es. Para los débiles es lo jnalcan-
zable. Para los teme¡osos Jo desconocido. P¿¡¿ los r¿a]ientes es l¿
oportunidad.

Victor Hugo.

Abducción en lógica de primer orden

En este capftulo estudiaremos la abducción como in-ferencia lógica en conjuntos de
enunciados de LP? que son satisfs,ctibles en modelos finitoe,

La abducción es una forrna de razonamiento lógico que nos permite inferir hipótesis
que expliquen un evento dado. Es decir, la abducción es un proceso lógico que nos permite
explicar un hecho p que no se puede deducir de la teorfa 0 dada.

4,I. Problemas abductivos

Urt "problema abductivo" surge cuando no es posible explicar un evento rp a partir
de una teoría adoptada O, es decir, O F p y e V -p [MP93]. Por lo tanto, es necesario
agreger nuevas premisas a O. Formalmente,

Deflnición 4.1 (problema abductivo) Sea E un conjunto fi,nito de enunciados y tp un
e n u n c ' i a d o e n . f f , t u l e s q u e A É p A g t r - p . P o r t a n t o , s e r e q u i e r e e n p l i c a r a t p . D e c i m o s
entonces que I y p forman un problema abducti.uo, denotado por (8,p).

Una solución a urr problema abductivo es cualquier enunciado o que junto con la
teoría explique el hecho. Notemos que la solución a urr problema abductivo no es única,
El conjunto de todas las posibles soluciones se define formalmente como:

Deflniclón 4.2 (coqiunto eolución) ,Sea (O, p) un problema abductiuo, definimos el
corr,jurr,to solu,ción de (O, p), en slm,bolos 5ol((O, pl), d" Ia sigu'iente n'Ll,nerü:

So l ( ( o ,p ) )  :  { r be  - s  l eu {ú }Fe }
Notemos que el corrjunto anterior contiene a todas las soluciones posibles, incluso a las

"ittdeseables". Por ejemplo, Ias trivialest y lr" inconsistentes con la teorÍa. Es claro que
lsolucionee que contienen a rp.
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30 Abducclón en lógica de primer orden

tales soluciones no aportan información que permita explicar & p, por ello únicamerrte
adoptaremos como eoluciones a aquellas que si lo haga^n.

En [A197] se distinguen cinco tipos de soluciones abductivas, Ias cuales se cla"sifican de
acuerdo con las condiciones que verifican:

r Requerimiento de inferencia. Esta conüción establece que la solución obtenida para
explicar el hecho a partir de cierta teorfa adopteda sea tal, que el hecho sea, con-
secueneia lógica de Ia teorfa y la solución dada. Este requerimiento es el mfnimo
requesito que debe cumplir cualquier solución.

r Consistente. Del hecho que cualquier contradicción implica Iógicamente cualquier
fórmula, todas las soluciones que sean inconsistentes por sf misma^s o inconsistentes
con la teorfa deben ser abandonadas.

r Explicativa. La exigencia de que el hecho no Be& consecuencia lógica de la teoría
no excluye aquellas soluciones que sea,n trivialee, es decir, aquellas que por sf solas
explican el hecho, Eo decir, si a es la explicaciín y g el hecho, entonces, a F p.

r Mfnima. Una solución se coneidera mÍnima si es la menor explicación, es decir,
provee la menor informeción requerida pa.ra explicar el hecho en conjunción con la
teorfa adoptada.

r Preferencial. Una solución ee preferancial si es Ia mejor explicación de acuerdo con
un orden de prioridad dado.

Nosotros únicamente nos enfocaremos en eoluciones que cumplan la.s tres primerae
condiciones, por lo cual defimos una eolución a un problema abductivo de la siguiente
m8,ner8,:

Deflrrición 4.3 (eolución de un problema abductivo) ^9ea (O, p) un problema ab-
ductiuo A a un enunciado de -t;ü es un& solución o erplicación de (Q,p) si, cumple con
Ias siguientes condiciones :

1. rr € ^9ol((O, tr)), es decir, Q u {"} F p.

2. e u {a} es consistente (Q tt {"} * t).

s .  a V p .

Observación 4.1 Notemos que a V -p es conrsecr.,,encia de las condiciones anteriores.
5i a I -(p entonces eu{cv} F -p y por 1eu{a} | tp, entonces OU{cp} es inconsistente
contrudiciendo con ello a P. Por lo tanto, a * -g.

Definimos forma.lmente cuándo una solución es no redundante y cuándo es mJnima.

Deflnición 4.4 (solución no redundant,e) Dailo un problema abd,uctiuo (o,p) u unü
solución a d,el misrno. Decimos que a es no redundante si ninguna subfórmula propia de
a es un(r solución.
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4.2 Problema.B n-abductivoe

Deflnición 4.6 (solución mfnimal) Dadounproblemaabductiuo (O,p) Aunasolución
ü püra éste. Decimos que a es min'irnal si no eriste ninguna solución B de (E,p) tal que
a = P a F É a .

4,2, Problemas n-abductivos

Una vez que Be han definido formalmente un problema abductivo y una solución del
mismo, es claro ver por qué ha sido tsn poco explorado el tema de la abducción de priner
orden, Tanto la definición del problema abductivo como la de la solución se enfrentan
con el problema de indecidibilidad de LP?. No obstante, como ya hemos mencionado
artteriormente, este hecho no ha sido motivo para abandons,r por completo el estudio de
la relación de coneecuencia lógica de enunciados de primer orden.

En esta sccciórr estudiaremos la rroción de problemas n-abductivos, los cuales son
dcfinidos sotlre teorís,s que son satisfactibles en dominios finitos. Además, plantearernos
problemas n-abductivos en térmirtos de una modificación a las tabla^B semd,nticas.

En los trabajos [Ne02] y [AN03] se propone conectar la noción de un problema ab-
ductivo, relativa a dominios de cardinalidad finita con los DB-tableaux. En la siguiente
sección presentamos un breve estudio de este planteamiento.

4.2.L. Problemas n-abductivos y DB-tableaurc

Las siguientes definicioneÉ Bon tomadas literalmente de los trabajos antes citados
[[Ne02], [AN03]1.

Deflnición 4.6 (problema n-abductivo)2 Dado un conjunto fi.nito d,e enunc'iados Q
A un enunci,ado g li,bre de cuantifi,cadores en E, para los cuales eniste un DB-tableau,
Tna(E U {-p}), con unz. rama abierta de peso n, decimos que (O, g)^ representa un
problema n - abd,uctiuo.

La solución a un problema n-abductivo se define a través de los DB-tableaux,

Deflnición 4.7 (soluclón n-abductiva) Dado un problema n-abductiuo (Q,,p)n, con
I 1 n 1 a, d cs un(r solución n-abducti,ua si y sólo si

1. Eri,ste urt DB-tableau de O U {a} U {-p} tal que todas las nrn'r&s de peso nt, (con
I l m 1n) son ceryadas.

2. Eriste un DB-tableau de O u {a} con unü rama abierla y acabadas d,e peso n.

Observemos que tal defuición depende en su totalidad de las DB-tableaux, Por lo tan-
to, si quisiéra.rnos utilizar un método de búsqueda de explicación a problenras n-abductivos
distinto a éste, las definiciones expuestas no podrfan ser utilizadas.

?Versión Aliseda y Nepomuceno.
3La condición de que Ia rarna sea a.caba.da es equivalente a decir que la rama es saturada.
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32 Abducción en lógica de primer orden

Por otra parte, la forma de los enunciados que forman la teoría y el hmho, se restringe
de manera que sólo es posible tratar con problemas n-abductivos cuya solución ses, un&
literal.

4.2.2. Problemas n-abductivos y n-consecuencia lógica

Itrspirados en las definiciones presentadas en la sección anterior, proponemos una ter-
minologfa para explorar el tema de abducción de prirner orden en conjuntos de enunciados
que son satisfactibles en modelos finitos, esta noción es independiente de un método de
decisión.

A continuación pla.rrteamos la definición de problemas n-abductivos para lo cual nos
serviremos de la noción de r¿-satisfactibilidad.

Deflnición 4.8 (problema n-abductivo) Sea Q un conjunto finito de enunciados d,e
.ff minirnalmente n-satisfactible (l < n < u) V p un enuncie,do de -8. Decimos que
(O, p) es un problema n-abd,uctiuo, denotado por (O, p)r,, si uerifica:

g E ' p  A  g É n - P

En contra.ste con la Definición 4.6, la definición que acabamos de introducir no está su-
jeta a un procedimiento específico. Sin embargo, el siguiente reeultado es válido.

Teorema 4.1 Si (O,p), es unprobleman-abd,uctiuo rnn 1( n 1w, entonces eristeun
DB-tableauTor(Q u {-p}) convspondiente aI problerna tal que To"(E U {-p}) contiene
una ranzo, saturada y abierta de peso n.

Demostración. La demostración es directa de la definición de problema n-abductivo y
del principio de refutación para Ia n-consecuencia lógica. r

De manera similar, la solución a un problema n-abductivo se plantea en términos del
concepto de n-consecuencia lógica.

Deflnición 4.9 (solución n-abductiva) ,Sea (o, pln un problema n-abductiuo u a un
enurtciado de .9; ü es una solución n-abductiua de (O, g)n si uerifica:

1. e U {cv} l" e.

2. e U {a} es rninimalmente n-satisfactible (A U {a} Fn LJ.

T '  a t r n Q '

Obserwciün 4.2 Notemos que a nn -F es consecuencia lígica d,e 1 y 2 (ueri,fi,car Ob-
seruación 1.1).

Esta definición no depende de ningún procedirniento de decisión y tampoco restringe la
forma eintdctica que deben tener los enunciados que conforma,n un problema n-abductivo.
EI único prerrequisito que se debe cumplir es que Ia teoría O sea n-satisfactible, Lo cual
es decidible para diversos fragmentos de enunciados de LP2, ver [BGG01].
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4.3 Una nueva extensión de loe tableaux (N,tableaux)

Una vez introducido el concepto de problema n-abductivo surge la siguiente pregunta:
¿existirá un procedimiento mecánico para encontra¡ soluciones a tales problemas?. Dado
qlre en Ia historia de la atiducciórr las tablas semd,nticas han sido de gran utilidad para
erlcontrar soluciones a problemas abductivos; en la siguiente sección proponemoe una,
modificación a los tableaux de Beth po,ra conseguir un procedimiento efectivo para resolver
problemas n-abductivos,

4.3. LJna nueva extensión de los tableaux (lf-tableaux)

En esta sccción presentamos un rcfinamicnto a las tablas eemd,nticss de Beth para
conjrmtos de enunciados minimalmente n-satisfactibles. La modificación que proponemos
estÉ, inspirada en los DB-tableaux que consiste, nuevamente, en una variación a Ia defini-
ción de la d-regla de extensión,

Las itrterpretaciones que se toman en cuenta en el desarrollo de un l{-tableau tienen
como ca,r&cterfstica principal que cada elemento del dominio recibe un nombre único, es
decir, existe una y sólo una constante para cada elemento del dominio, Nos referiremos a,
estas interpretaciones como interpretaciones canónicas.

Deflnición 4.10 (interpretaciones canónicas) Sean E un lenguaje de primer ortlen
y M: (D,I) una'interpretación de-8. M es unainterpretación canón'ica sipara cua-
lesquierac,l  ECons(-tr) y p&r& cualquiera€D, si, I(c):X(c'):  ü entonces c: C. Es
d,eczr', s'i Ia función de i,nterprttación T restringi,d,a a las constantes es inyectiua.

Observemos que dado un conjunto de enunciados f de lf minimalmente rr,-satisfactible
con modelo /vI : (D,Z) siempre es posible realizar una transformación de tal forma que
obtengamos un conjunto de emrnciados minimalmente n-satisfactible f* de un lenguaje
-f* y un lf*-modelo canónico,il' ' lt : (D',U.) tal que "rV I f syss 14'= lt. A esta
transformaciórr le denominamos n-eetandarización.

Deflnición 4.11 (n-estandarización) Sean I un conjunto de enunciad,os de -9 con
m cons tan tes  c1 ,c2 t . . . , c *  A  M :  (D ,T )  un . t -mode lo  de l ,  t a l  que  lD l :  T t r t  D  :

{or, , , . ,anI. Unan-estandarizaciín de (-tr,f , /\4) consta de un lenguaje -f', un conjunto
de enunciados f* del lenguaje E* A un -ff* -modelo M* : (D*,7) tales que:

. . f" t iene n constantes dt,. . . ,dn donde dj e Nj con N¡ : {"0 | T("n) : a¡} si
N¡ I g, en caso contrario (N¡: g) d¡ es una constante nueua.

. M* : (D*,T*\ t londe
I)* :
T* | pre¿(s) :

T'(d¡) :

l" : {p* | p e f} donde g* se define recursiuamente d,e Ia siguiente n"Lanera:

t  P ( t1 , .  .  .  ,  ú , , ) *  :  P (ú i ,  . .  . ,  ¿ ; ) .
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(-p). : -e'

(p n rlt). : g* Al/)*

(pV r l t ) .  :  g 'V 'ú*

(V*p)- :Ysp*

/ l - r . \ t  -  = ñ , ^ t
\ reYt  

-  JeYr

En el coso de los términos:

a ,¿t : fr con r unü uariable.

I c* : d,¡ siI(c) : ar.

Teorema 4.2 Sea p un enunciado de g, M: (D,T) una ff-interprctación y
(8",g*,M*) unan-estandarización de (-f ,F,M). Entonces, MF (p s¡ss JuI* |  p..

Demostración. Inducción eobre o.

El teorema anterior nos permite suponer de ahora en adelante que todos los modelos
son canónicos. Ademds, a,l considerar ult modelo de tamaño n podemos suponer que el
lenguaje subyacente tiene r¿ constantes, les cuales denotefl a cada uno de los elementos
del dominio, Por lo tanto, de aquf en adelante cada vez que hablemos de un rnoclelo
supondremos que se trata de un modelo canónico y que el número de corrstantee del
lenguaje ee igual a la cardinalidad del dominio,

Deflnición 4'12 (N-tableau) ^9e¿ f un conjunto finito d,e enunciad,os de E minimal-
mente n-satisfactible, conn conocida y r < n < u. Un N-tablenu del, denotado por
T¡v(f), es un tableau constraido por med,io de las a, F U 1 reglos d,efinidas anteriormente
y uno, nueau, regla 6¡¡, Ia cual opem de Ia siguiente forrna:

3*p
p(q/ r )1 .  .  . lpk" l * )

dond'e q (L 5 i < n) son lus n constantes d,el lenguaje.Y. A los enunciad,os rp(c¿lr)
0 < i 1n) se les denomina |¡¡-subfónnulas de)rp.

Observación 4.3 Es triuial uerificar que esta nueuo, rzgla d,e ertensión es cor-recta Aü que
por hipótesis tenemos que eI conjunto d,e enunciados f es minimalmente n-satisfactible.
Asl, I tiene un modelo cnnónico M : (D,x) de mrdinalidadn, por Io tanto, M = g(cilr)
pa raa lguna l< i<n ,puesMin te rp re tancons tan tesycadaunad ,ée l l asnombraüuno
y sólo uno de los objetos del uniuersoD.

La,s definiciones correspondientes a. un& rama abier-ta, cerrada y saturada sorr exactg.
mente las mismns que en loe DB-tableaux.

Obeervación 4.4 Noternos que cualquier r0,n1& ú abieria y satumda de un N -tableau d,e
f, ZN(f), Jorma un conjunto d,e Hintikka.
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4.3 Una nueva extensión de los tableaux (.nú-tableaux)

En el caso de los N-tableaux sf tiene sentido hablar de un N-tatrleau saturado, yE que
a diferencia de los DB-tableaux los N-tableaux no tienen rs,mo¡ infinitas, La razón de ello
es que Ia d.¿y-regla cle extensión siempre abre el miemo número de ramas, pues el número
de constantes es fijo desde el inicio de la construcción. Asf, no nos enfrentamos corr el
problema de introclucir nuevas constantes cada vez que un enunciado tipo d es rrtilizedo
para extender el ly'-tableau, provocando con ello que tengamos que instenciar aquellos
enunciados tipo 7 que eparezcan en la rama con la nuev& constante, pudiendo ca€r en un
proceso infinito.

Deflnición 4.13 (N-tableau saturado) Un N-tableau de un conjunto finito de enun-
ciad,os I mi'nimalmente n-satisJactible de .f es saturado si todas s,u,s ran'ro,s son saturadas
(abiertas o cerradas).

4.3.I-. Correctitud de las l/-tableaux

Al igual que los ,l)B-tableaux los N-tableaux también pueden ser utilizados pa,ra en-
contrar modelos para conjuntos de enunciados minimalmente n-satisfactibles. Aunque en
el caso particula'r de los .¡/-tableaux es prerrequisito conocer el valor de n, ya que es una,
condición necesaria para aplicar la d,y-regla de extensión.

Lema 4.I Sea I un conjunto finito de enunciados d,e E minimalmente n-satisfuctible.
.9i 7N(f) es un N-tableau saturado del con una rtrn'La saturad,a y abier-ta Q de peso n.
Entonces, e.s posi,ble constrair un modelo del de card,inalidadn a parti,r de E.

Demoetración. Sea iD una rama abierta y saturada de peso r¿ de f,v(f). f[¡ forma un
conjunto de Hintikks, y por el Lema 3.2 podemos a^segurer que ó tiene un rnodelo de
Herbrancl 11: (D*,I7¿) de cardinalidad n, es decir, Tl=" (pi pa,ratodo rpa enunciado de
iD, en particular para aquellos que están en f. Por lo tanto, ?l es un modelo de f.

--1

Lema 4.2 Sea I un conjunto finito de enunciados de -9. Si I es minimalmente n-
satisfactible, entonces cualquier f,v(f) saturado cumple con las siguientes condiciones:

1. Todas las rurnas de peso nL, con I 1m < n, son cemadas.

2. Z¡o(f) tiene una rama abierta de peso n.

Demoetración. Sea f utr conjunto finito de enunciados minimalrnente n-satisfactible.
Sea 7¡¿(f) un .lú-tableau saturado. Supongamos que Tr(f) contiene un& rB,mB, abierta y
saturada de peso m (1 < Tn < n).Por el Lema 4.1, es posible conetuir un modelo de
cardinalidad nt,, contradiciendo con ello que f es minima.lmente r¿-satisfa.ctible, Por lo
tanto, se curnple la primera condición, todas las ramas de peso menor a, n son cerradas,

Ahora supongemos que Zr(f) no contiene ninguna rama de peso n abierta. Por
hipótesis sabemos que existe una estructura canónica M : (D,Z) tal que l2l : n y
M l" f, daclo que el resultado de aplica.r cualquiera de las reglas de extensión de los
N-tableaux a un conjunto de enunciados satisfactibles, provoc& que al menos una de las
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ra,mas perilIeJrezc& abiertaa agregándose nuevos enunciadoe que son satiefs,ctibles por ,r\4.
Por lo tanto, no puede ocurrir que todas las ramas sea,n cerradas,b así que al menos una,
rarna de peso n debe estar abierta. .l

Teorema 4.3 Un conjunto finito de enunciados I es minimalmente n-satisfactible si y
sólo si eriste un T¡¡(l) saturado con unl, ruma abierta y saturada de peso n y todas las
r&mas de peso nlenor a, n son cen'adas.

Demostraclón. La demostración de este teoremn es inmediata del Lema 4.2 v la obser-
vación 4,4.

4,4, Problemars r¿-abductivos y .A{-tableaux

En esta sección caracterizaremos Ias l{-tablea,ux como un procedimiento efectivo para
buscar soluciones a problemas r¿-abductivos.

Teorema 4.4 Si (O, p)" es un problema n-abductiuo mn | 1n 1w, entonces eriste un
N -tableau, T,v(O U {-p}), satumdo que contiene unl, rama abierl,a de peso n.

Demostración. Por definición de (O,,p),, tenemos que O É" p y que O es un conjunto
minimalmente n-satiefsÉtible, por lo tanto, por el principio de refutación tenemos que O U
{-rp} es un conjunto minimalmente n-satisfactible, así que por el Teorema 4,3, cualquier
N-tableau, fiv(O U {-p}), satur¿do tiene una rama abierta de peso n. .r

Teorema 4.5 Sw (O, p)" un problema n-abducti,ao U a un énunci,ado en E, e es una
soluciónn-abductiua de (O, g)" si y sóIo si se cumplen las si,guientes condiciones:

1. Cualquier N-tableau satumdo de Q¿ {-p} U {a} es cer"rad,o, es decir, todas su,s
r&rn&s son cenados.

P. Cualquier N -tableau saturado de O u {a} tiene aI rnenos uwr ro,Tna de peso n abierta
y cualquier rama de peso n'r, con I 1ffi t h, es cemadu.

3. Cualquier N-tableau saturado de {a} U {-p} tiene al tnenos una ro,ma abierta de
peso nx, con L 1m ! n, y todas las t:u;mas de menor peso son cerradas.

Demostración.

1. Por definición de solución r¿-abductiva tenemos que O u {"} l* rp esto ocurre syss
el conjunto O U {a} U {-p} no ee minimalmente n-satisfactible. Por el Teorema 4.3,
eeto ee cumple syss cualquier 7,y(O U {-p} U {"}) saturado es cerrado.

2. Por definición, O u {a} es minimalmente n-satisfactible, nuevamente eeto ocurre
syss cualquier T¡y(O U {"}) satursdo contiene una ra,ma. de peso n abierta y todas
las ramas de menor peso son cerradas, Teorema 4.3.

aConsecuencla de la correctitud de las reglas de extensión.
óNotemoe que ninguna rama trene peBo mayor a r? pues el número r¡rficimo de constente que iutrodu-

jimos es fljo (").
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4.4 Problemas n-abductivos y N-tableaux

3. Por definición de solución n-abductiva tenemos que o Én g, esto ocurre syss
{"} U {-rp} es n-satisfactible. Sea m con L t m { n tal que {rv} U {-p} es mini-
malmente rn-satisfactible, el TeoremÉ, 2.1 ga.rantiza que tal rn existe, Por lo tunto,
todo N-tableau saturado de {e} u {-p} contiene una, ra,ma, abierta de peso rn.

Ahora bien, sea 7r({"} u {-p}) un .fü-tableau saturado con una, rama, abierta de
peso rrl') coII rn mfnima, entonces {"} U {-rp} es un conjunto minimalmente m-
satisf¿ctible, por el Teorema 4.3. Dado que ?? eE mayor que rr¿, entonces {a} u {-cp}
es un corrjurrto n-satisfactible, de donde es consecuencia que a*n e.

Como ya mencionarnos anteriormente, las N-tablea,ux son un primer prototipo de pro-
cedimiento efectivo para resolver un problema n-abductivo (O, p)*, El proceso consiste en
construir un N-tableau saturado de O U {g} V tratar de cerrarlo, pa.ra lo cual es necesario
obtener el conjunto cerradura de cada una de la^s ramas abiertas,

Deflrrición 4.14 (coqiunto cerradura) Sea ú unü rarna de un N-tableau o d,e un
D B -tableau, y Lit(ú) el conjunto de literales que a,paT-ecen en Q . El conlunto cercadura de
ú, denotado por CC(Q), se define como el conjunto formado por cada una de las literales
complementaria q,ue constituyen Lit(ü).

Una vez definido forrnalmente el conjunto cerradura, un proceso pa.ro. encontrar solu-
ciones a un problema n-abductivo (O, p), a partir de un l/-tableau saturado de O U {-rp}
cuya,s rs,mas abiertas son (D1, -. . , Qk, es el siguiente:

1. Para cada rama (D¿, con 1 { i < k, se obtiene CC(Oc).

2. Si la intersección de todos los CC(O¡), cdn 1 < i < fr, es distinta del vacfo, errtonces,
verificar si alguna de las literales es une, solución n-abductiva. En tal ca,so, terminar,

3. En caso de no encont&r soluciones literales, verificar si existerr soluciones conjunti-
vas, las cuales se forman a patir de la corfunción de literales pertenecientes a los
conjuntos cerradura. Verificar si tal conjunción es una solución n-abductiva.

Observemos el siguiente hecho, si alguna solución es una. conjunción de Ia forma:

e \ r l r )  Ap (c2 ln )  4 . . .  A  p (c " l n )

Entonces la solución r¿-abductiva es equivalente con el enunciadoYro.

Ejemplo 4.I Sea 6: {Vr!e(Q* -, Pnz), )zQz,Yr(Qr - -Pnr)} unateorlami,ni-
nmlrnente 4-sati,sfactible y eI hecho p:\UPaA. Encontrar una solución po,rü el problema
U-abductiuo, (e , p)r.

Solución. Construyamos el N-tableau correspondiente a O U {-p}.
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Yni,z(Qn -+ P*z)
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Yu-Paa
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-Paa
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Qa -,-Ps,s

-z(Qa --+ Paz)

Qa --+ Pab

I
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=z(Qb -- Pbz)
I
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-Qa Paa -Qa Pab
i r i r

6 e A -Pab -Qb

./
Qa --+ Paa

/ \
Qa --+ Pab

/ \

-Pbb

@ -Qo -Paa

Qb --+ Pbb
/ \

-Qb Pbb

¡ i
/ 1 \  / ñ \
t r t  l ¿ l

Antes de continuar con la construcción del N-tableau, queremos hacer notar que todas
Ias ramas de peso 1 ge cerraron aplicando únicamente las reglas de extensión a enurciadoe
de O. Extenderemos el árbol a profundidad de izquierda a derecha. Ademds, utilizaremos
los sfmbolos 6 y O para representar que une rama ha sido cerrada o, saturada y abierta,
respectivamente.

F(1 )
Qb --+ Pba

-8b
I

Pba -8b
I

Pba A
I
a

6 -Qa Pgo A -Qa Pqb
I

O r A O z €

De la extensión de la rama (1) obtenemos dos r&rnas abiertas y saturadas (Or y Oz),
y el conjunto de literales de cada una de ellas es el mismo. A saber,

{- P aa, Qb, - P ab, - Pbb, -Q a, Pba}

Ahora trieu, el resultado de extender la rama (2) del .lú-tableau inicial, es el siguiente:
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Qb --+ Pba Qb - Pbb

Qa, -+ Ps¿ Qa --+ Pab -Qb Pbb

-qid -rbo -qd -pbo 
¿ J

i t \ i ¡ \
@ -Qa Paa A -8a Pgb

i t i l
O s e e + @

De donde obtenemos nuevamente dos ramas abierta"s y saturadas (Os V O¿) , tales que
el conjunto de literales es exactamente el mismo que en las rarnas abiertas y saturadas
obtenidas cle (1). Por lo tanto, el conjunto de cierre de cada una de ellas es el mismo, a
saber;

{P aa, -Qb, P ab, Pbb, Q a,, - Pba}

Ahora sólo nos falta verificar cuáles de ellas eon soluciones al problema (O, p),, Ni
Pab ni Paa pueden ser explicaciones yfl, que son soluciones triviale.s. Pero cualquiera cle
las literales -Qb y Qa son soluciones a (O, p)". Ademds, por el hecho de que tenemos Pb¿
y lrbb etr el conjunto cerredura y el problema as Z-abductivo, entonces tsrnbién podemos
construir la eolución Yxl'br.

Ejemplo 4.2 Dad,a la teoría g : {Vr!y (Pr ---, QA ¡ Rnü, 1u(Qr A -Pr), 3r(Pr A
Qn), i,r(Pn n-Qr)Vr-RnnI, la cual es minimalmente S-satisfactible, y el hecho p:
Qc A Pc. Encuentra una solución po,ra eI problema ?-abductiuo (O, p)r.

Solución. La parte inicial del N-tableau saturado de O U {-p} es la siguiente:

Y n ) y ( P n * Q u A t u u )

lr(Pnn -Qo)

=r(Pin 8r)
h(Qr'¡ -r*¡

Y*-lPss
' (Qc,A Pc)

1 y ( P c - Q u A R c y )

-h.u
-8c -fc

: :
i i

(1) (2)

Obeervación 4.5 Notemos que cualquier entensión que realicemos sobre el N-tableau
debe ser utili,zando la 6¡¡-regla. Esto implica que deberemos abrir tres ramasr uno, por
cada elemento del domini,o. En cambio, con los DB-tableau el resultado d,e aplicar Ia 6'-
regla abre sólo dos rz,rnas: una con Ia constante c y otra con una nueaa constartte. Lo



pb--+ ea n n{ pu -. du^ ftbb}} -n qc A Rbc
/ \

-fb Q,o

i 
RF"

( 1 1 1 )  
i

(1 ,1 .2 )
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n
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anterior prouon, la pé,rdida de infortnación en Ia busqued,a de una solución a problemas
n-abducti,uos si, el prvcedi,miento se realiza con DB-tableatn y por eso hemos propuesto los
N-tableatm.

Advirtiendo que de aquf en adelante podaremos aquellas r&ma,s cuyos enunciados que
la¡ conforrno,rr BeBn los mismoe, unicamente escribiremoe una. de ellas. El resultado es
claramente el mismo; para resaltar aquellas ra,ma,s que podaremos utiliza¡emos el slmbolo

[, Prosiguiendo con la extensión de la rama (1) obtenemos:
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(1)+
Pb  ̂ QbPa AQa

I
Pa
I

/af
- P a A Q a  - P b A Q b  - P c A Q c  - P a A Q a  - P b A q b  - P c A Q c

I
Pb
I

nh
F\"\

Pc AQc

l"
I

Qc
I

6-+"
Qa

-fa
8b

t l
É -Raa

I
-Rffi

:

I
( 1 .1 )

-bo
I

Qa
I

-Raa
I

-Rbb

I
(  1 ,2 )

/ \-1" atu
6 *r'

= y ( P b - Q u A R A u )

I
-Pc

d"
Á

I
-Pc

d"
Á

I
-Pb

I
Qb
I

@

Primero extenderemos la rama abierta (1.1).

- /(r t ' t ) \
PaA-Qa  Pbn-Qb  PcA-Qc

l* iu l"
-üo -bu -b,

Á Á 1y(Pa -teu A Ray)

Pa --+ eo ¡ # po -, $un.R¿óh¿ - ec A Rac
, / \-,1" Q,o

É *f"
e

/ \
-Pa 8c

l 1
A RP"

I
e

-í: 
\"

h "|u"
6

Qb
I

Rbb
Ie
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Extendiendo Ias dos ra,rnas que aún continúan abiertas, obtenemos:

( 1 . 1 , 1 )
I

1y(Pc ---+ 8A A Rcy)

6 ) ¡ ,  r  r  r r O1r.r.r.r¡

Por lo tanto, de la rama (1,1.1) obtenemoe dos rama,s abiertas y saturada.s: O(r.l,l,r) y
O1r.r.r.r), las cuales tienen los siguientes conjuntos de literales:

Li l .(o1r.r.r.r l)  :  {-Q", Pa, Qa, -Pb, Qb,
Lit(Ofr.r r,r l)  :  {-8", Pa, Qa, -Pb, Qb,

( 1 . 1 . 2 )
I

ly(Pc --+ 8U A Hcy)
| ----

Pc - Qa A Rca Pc -, Qb n Rcb Pi -n Qc A Rcc

c --+ ea n # p" -- flun,Rcb]c - ec A Rcc
_ /  \ _  /  \  /  \-Fc Qa -1'c 8b -/ic Qc
Á ^'fo Á "¡ Á ft¡"

orr . r . r . l  On i  r  r i  ó

Pc, Rca, Rnbl¡
Pc, Rcb, Rab\

-l \. -{ },& ^f" É "fu
Oqr.r.r,r¡ Oqr.r.e,z¡

La extensión de (1,1,2) rcsultó exacta.mente igual, con la única diferencia que en todas
las subramas cie (1.1.2) aparece Ia literal ftba, El conjunto de literales de las ra,mas abierte.s
y saturadas O1r.r.z.r¡ y O(r.r,z.r) son:

Iiú(Ofr.r,z r)) : {-8" Pa, Qa, -Pb, Qb, Pc, Rba, Rca, Rab}
Lit(OOt.zt) : {-8", Pa, Qa, -Pb, Qb, Pc, Rba, Rcb, Rab}

Ahora regresemos a extender la rama abierta (l.Z).
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¿-¿(1'2)-
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Dado que únicamente nos falta extender el 7-enunciado Vr-y(Pr -+ QU A Rny) en lss
ra,mas (1.2.1) y (1.2.2), el resto de la extensión de tales rama"s es exactamente igual, Por
lo tanto, únicamente lo realizaremos una, vez.

(1 .2 . r ) ( ( r .2 .2)

3 y ( P c * Q u A f t c y )

Pc + go n n{ Pc --+ü¿ n n"i}" - ecA rtcc

t r l
-8a -8b -Qc

Á Á =y@b--'ea^Rbu)
-FF | 

-\_"-ko "{oI* "-lio'{i" "-k*{;*
r r r r 5 , * | o "

1 y ( P a - Q u A R a y )  e  e
Pa - eo n n{ po -, $un noa} - ec A Rac

/ \ ,/ \-1" 8b -fa A,"
E Rgb E Rs*; A

I
(1 ,2 ,2 )

, / \ / \-fl" Q,o -f' 8b
e ^ f " É R f
o1r.z.r.r¡/o(r.r.2.r) O(r,zr,r)/oo,z.z.z)

-rl b.
i nLo

r r l r r  Á

/ \
-Pc 8c

Á d""
Ie

De Io anterior, concluimos que la rama (1.2) tiene cuatro ra.ma,s abiertas y saturadas
O1r.r.r.r¡, O1r.r.r.e¡, O1r.r,r,r¡ y O(r,z,z,z). Cuyos conjuntos de literales son los siguientes:

Liú(Otr , r . r , r ) )
triú(Otr.r.r.rl)
tr iú(Otr,r,s,rt)
Lit(QO.z.z.zl)

{-Qc, Pb,

{-Qc, Pb,

{-Qc, Pb,

{-Qc, Pb,

Qb, -Pa, Qa,
Qb, -Pa, Qa,
Qb, -Pa, Qa,
Qb, -Pa, Qa,

Pc, Rcaj
Pc, Rcbl¡
Pc, Rab, Rcal¡
Pc, Rab, Rcb\

Una vez completa la extensión de la rama (1), seguimoe con Ia extensión que dejamos
pendiente de la rama (2).
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I
Q,o

PaA-Qa  Pb  A-Qb  PcA-Qc
I

Pa
I

-80,
I

€

I
Pb
-{,

-FQ,b\
PaA-Qa PbA-Qb PcA-Qc

lo
I

-Qq

i
(2.2)

(2)=-

P b  ̂ Q b P c A Q c

Pc

Qc

e

P a  A Q a

l*

Fc
I

-Qc
I
a

I
Pb
I

-Qb
I

6

I
Pc
I

-Qc
I

@

Fu
I

-Qb

I
(2 .1 )

Extendiendo la rama (2.1)

,-F 
(?'t)-----

- P n A Q a  - P b A Q b  - P c A Q c

-Fo -'pu -b"
d" du d,
t t l

@  e  ) y ( P a * Q a A R a y )

Pa --+ ga n n{ ro -- fiun rR¿b\Fa - qc A Rac
-rl b" -rl bu -pl \0.

I r, 
¿ R'flb Á R'p"e ^ l ' l

@ @ ;

Continuamos con la exteneión de la única reme que perma,nece abierta de (2.1).

:
I '

-y(Pa--- QA A Ray)
-F¿ | 

-+\--

Pa --+ Qa A Raa Pa - Qb n Rab Pa --+ Qc A Rac
/ \

-Pa 8a

Á io.
I

6

-P

¿

/ \ / \" 8,u -la A,"
*fu a ^f"
É 1y(Pc - Qu A Rcy)

Pc --+ ea n # p" -, fiun ,tcó]c - ec A Rcc
, / \ . / \ . / \-fc Q,o -1" Qb -f " A,"

o1z,r r¡ or I of h ftr'
O1r.r , r ¡  e A
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Por lo tanto, la.s únicas ra,ma,s abiertas y saturadas de la rama (2.1) son O(z.r.r) V
O(r r.z) y los conjuntos de literales sorr:

I i¿(Otz.r.r l)  :  {-Pc, Pa, Qa, Pb, -Qb, Qc,
l,iú(Otz.r,zl) : {-Pc, Pa, Qa, Pb, -Qb, Qc,

Por último, extendemoe la rama (2.2).

( , ) , ) \
¿-F 

tí '" ' --

- P a A Q a  - P b A q b  - P c A Q c

t
t
t
t
t
t
I

o
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t
I
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Raclr
Rac, Rca]¡

-bo -bu
d" do

/ \-fó Q,o
e ^1"

a

-lb b"
l 1a ^P"

l y ( P a - Q u A R a y )

I
-Pc

I
Qc

Á fu@b *'eu ̂  RUu)
Pb --+ Qa n n{ pu-- du^ ftáb}} - qc A Rbc

/ \-fb atuÉ T '
Pa --+ qo n n{ po -, ,)un ¡¿o¿} - Oc A Rac

/ \
-Pa 8a

A d".
I

6

-ll \, -ll \"
& Rpb 6 Rg,

i
I

(2 .2 .1 )
i
I

( , )  i , ) \

Pa¡a Ias dos ramas que permarrecen abiertas O1r.r.r¡ y O1r,z.z¡, únicamente falta aplicar
la 7-regla al enunciado Vnly(Pr --+ 8A n Rna) utilizando la constante c. Asf, la extensión
de ambas ra,mae utilipando la 1-regla es idéntica para ambas ra,ma.s.

(2 .2 . r )1Q.2.2)
)y(Pc -'ea A Rw)

Pc --+ go n # r" -- [uA Ec¿>c - ecA .Rcc

t l
o1r.r .r . r¡ /O(z.z.z.L) R4

-Pc
I

L)IQ

{ -qo

r E R i b
e O1r.r.r.r¡/O (2.2,2.2)

, / \-f" Qb
/ \-f" 4,"

h T c

Por lo tanto, las literales de la.s subramas abiertas y saturadas de la rama (2.2) son:

Liú(O1z.z,r.r¡)
Lit(Qp:.t.zl)
Lit(ee.z.z: l)
Lit(Qe.z.z.zt)

Pa, -Qa, Qc, Rbc,
Pa, -Qa, Qc, Rbc,
Pa, -Qa, Qc, Rbc,
Pa, -Qa, Qc, Hbc,

{-Pc,
{-Pc,
{-Pc,
{-Pc,

Pb, Qb,
Pb, Qb,
Pb, Qb,
Pb, Qb,

Rab,!
Rab, Rchj
Rac, \
Rcb, \
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4.4 Problemaa n-abductivos y N-tableaux

IJna vez que hemos dado un N-tableau saturado para el problema 3-abductivo (O, p),
planteado en el Ejemplo 2. Únicamente nos falta encontrar una solución a partir cle los
conjuntos de cierre de las re.ma*s abiertas y saturadas. Los listamos a continuación:

CC(O1r r r.r¡) : {Q", -Pa, -Qa, Pb, -Qb, -Pc, -Rcü, -ftaó}
CC(Otl r, l ,zl) :  {Q", -Po, -Qa, Pb, -Qb, -P¿, -Rcb, -RabI
CC(O1rr.z.r¡) :  {Qc-Pa, -Qa, Pb, -Qb, -Pc, -Rba, -Rca, -RabI
CC(otr r.z.zl) : {Qc, -Pa, -Qa, Pb, -Qb,, -P¿, -Rba, -Rcb, -Rab]¡
CC(Ofr z.r.r l)  :  {8", -Pb, -Qb, Pa, -Qa, -Pc, -nca}
CC(Otr z r.zl) :  {Qc, -Pb, -Qb, Pa, -Qa, -p¿, -Ecb}
CC(Otr.r.r.rl) : {Q", -Pb, -Qb, Pa, -Qo,, -p¿, -Rab, -Rca}
CC(Otr.z.r.rl) : {Qc, -Pb, -Qb, Pa, -Qa, -Pc, -Rab, -^Rcó}
CC(O1r.r.r1) : {Pc, -po,, -Qa, -Pb, Qb, -Qc, Rac}
CC(O1z.r.r¡) : {l'c, -Pa, -Qa, -Pl¡, Qb, -Qc, -Rac -Rca}
CC(Otz z.r.rl) : {Pc, -¡'6, -Qb, -Pa, Qu,, -Qc, -Rbc, -1t¿ó}
CC(Otzz.r,ll) : {Pc, -p6, -Qb, -Pa,, Qa, -Q", -Rbc, -Rab, -RcbI
CC(o(zz.r.r l)  :  {Pc, -Pb, -Qb, -Pa, Qa, -Qr, -Rbc, -Rac)
C1(Qp.z.z.zl) : {Pc, -Pb, -Qb, -Pa, Qa, -Qc, -Rbc, -RcbI

La intersección de estos conjuntos es vacÍa, De lo que concluimos que no hay soluciones
que sea,n literales. Es necesario constuir explicacionee conjuntivas.

Utilizando el procedimiento antes propuesto, es poeible congtruir les siguientes expli-
caciones:

,Qb  A-Pa
.Qa A-Pb

Cabe clestaca,r que podemos encontrar muches mds, pero éstas tienen Ia propiedad de ser
minimales.

tln inconveniente que presenta este método de búsqueda de explicaciones es que como
prerrequisito es necesario conocer la cardirralidad del modelo de Herbralrd que satisface
la teorfa O. Ademds, en términos cornputacionales, tal proceümiento es muy costoso. El
primer protrlerna puede ser solucionado fé,cilmente al existir programss que construyen de
rlrs,ner& autómatica modelos finitos para conjuntos de enunciados de LP?. En cuanto al
segundo probletna, se puede tratar de desa,rrollar heurfsticas de búsqueda, cle tal forma
que se restrinja la exteruión cornpleta del d,rbol.

46



o
t
t
o
t
o
t
t
o
t
t
t
t
t
o
t
o
I
o
o
t
t
t
t
I
o
o
o
I
o
t
I

I,¿¡ dificultados aumenúan confo¡rne se aproxima uno al fin,

Goethe.

Conclusiones

El problema de abducción en Ia Iógica de primer orden podrÍa considerarse coilro
imposible de tratar. La razón principal de tal aseveración se encuentra en la clefinición
misrna del problema abductivo (O,p), la cual requiere que O U {-p} sea satisfactible o
equivalentemente que O p p, relación indecidible en LPU. Sin embargo, la indecidibili-
dad cle la lógica de primer orden no ha sido un obstáculo para estudia-r el problema de
consecuencia lógica desde el punto de vista algorltmico, con lo cual se han descubierto
diversos fragrnentos de LP? que tienen un problema de decisión de consecuencia lógica
decidible (véase [BGG01]). Por otra parte los É,vances en velocidad y capacidad de cálculo
que proporcionan las computadoras de nuestros dfas han llevado a un florecimiento del
razonamiento automd,tico mediartte la implementación de diversos asistentes basados no
sólo en lógica de prirner orden sino en lógica de orden superior (Orren e Islnnlln por
rnencionar un ps,r de ejemplos).

De asta m&nera,, en nuestra, opinión, el problema de la indecidibi[dad no debe Ber un
impedimento pa.ra plantear e intentar resolver problemas abductivos en LP?. Aún más,
sabierrclo que existen diversos fragmentos decidibles de LP0 que tienen la propiedad de
modelo finito, es decir, el hecho de que tengan un modelo implica que tierren un modelo
finito, Una breve dascripción de tales fragmentos se presenta en la siguiente sección,

Por todo lo anterior y basarlos en [Ne02] y [AN03] enunciamos el problema de ab-
ducción en lógica cle primer orden de manera que tenga sentido en aquellos fragmentos
decidibles de LPO con la propiedad del modelo finito. Para realizar este planteamiento
hemos propuesto un refi.namiento a las nociones tradicionales de eatisfncción y consecuen-
cia lógica, a las cuales denominamos n-satisfacción y r¿-consecuencia lógica, y& que son
relatives a dominios con cierta cardinalidad finita n.

Enfocándonos en conjuntos de enunciados de LP? satisfactibles en modelos finitos,
utilizamos el método de refutación conocido como DB-tableaurc, introducido de m&nera
independiente en [BoBa] y [Di93], como un& herramienta mecd,nica para decidir si un
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conjunto de enunciados es n-satisfactible para n j L Con este objetivo propusimos el
algoritmo bu,scaM od,elo(f , n).

Además demostramos algunas propiedades intereeantes de la relación existente entre
la noción de r¿-satisfactibilidad y los DB-tableaux. El resultado más de¡tacado es la
propiedad fundamental de los DB-tableaux: "Un conjunto de enunciados I de .ff es
minimalmente n-satisfactible syss eriste un TpB(l) con un& rama abierta d,e peso n y
cualqu'ier rama de peso nzenor es cenu,d,a". Para la demostración de este teorema hemos
corrtado con la colaboración del autor de [Ne02]. Este artfculo contiene un resr:-ltado
análogo al nuestro, B,unque con ciertas diferencias esenciales como el hecho de que nosotros
usa,mog modelos de cardinalidad mfnima.

Con respecto a la abducción, cara,cterizamos este tipo de razonamiento en conjun-
tos de enunciados de LPO decidibles y con modelos flnitos a traves de la noción de n-
satisfactibilidad; definimos qué es un problema n-abductivo por medio de la n-consecuencia
lógica. Una versión de ello se encuentra en [Ne02], donde se utilizan los D,ts-tableaux como
procedimiento mecd,nico pere obtener explicaciones a problemas n-abductivos siempre y
cuando el problema (O, p)" cumpla con las siguientes condiciones: tanto rp como a (la
explicación) deben ser liters,lee. En contraste nuestra propuesta no requiere de tales restric-
ciones, ademds de que nosotroe definimos la noción de r¿-consecuencia lógica de manera
detallada.

Influenciadoe nuevs,mente por [Ne02] proponemos un& modificación al método de
tablas semánticas de Beth con miras a obtener un procedimiento efectivo que nos permita
encontrar soluciones a problemas n-abductivos. Realizamos un cambio a la definición de
la d-regla de extensión de las tablas de Beth, obteniendo une. nueva regla de extensión
para los enunciados tipo d a la que llamamos d¡y-regla. Esta regla también depende de
la cardinalidad del dominio. A los tableaux corrstruidos a través de esta nuev& regla de
extensión y las reglas ü, fl y 7 usuales los denominamos ¡ú-tableaux. Al igual que para los
DB-tableaux demostramos también la completud y correctud de los N-tableaux, la cual
estd, en función de la noción de r¿-satisfactibilidad.

Desde el punto de vista teórico el trabajo que hemos realizado hasta este punto pre-
senta varias limitacionee, como el hecho de que trabajamos con conjuntos de emrnciadoe
satisfactibles en modelos finitos, Io cual podrÍa llevar a la conclusión de que el uso de
enunciadoe de LPU es una, simple abreviatura para disyunciones y conjunciones finitas,
Sirr embargo, recordemos que desde el punto de vieta computacional, finito dista mucho
de ser sinónimo de pequeño o manejable. Ademós, en este Émbito la gran mayoría de
problemas solubles estd,n definidoe en modelos finitoe.

Otro inconveniente podrfa ser que el procedimierrto que proponemos pere encontra,r
una explicación a un problema r¿-abductivo (O, rp)r, tiene como prerrequisito conocer la
ca¡dinalidad del modelo de Herbrand mfnimo de O. Dicho problema encuentra soluciones
en Ia rama del razonamiento automÁtico conocida como corretrucción automÉtica de m+
delos. En los casos sencillos bastaró, solicitar a algún constructor automático de modelos,
como MACEI, la búsqueda de modelos finitoe de Herbrand para O.

Finalmente queremoe reseltar que la terminologfa expuesta a lo largo de este trabajo, la
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5.1 trYagmentos decidiblee de LP?

cual se sirve de todo el poder expresivo de la lógica de primer orden, abre una nueva, puerta
para explorar el problema de abducción en (fragmentos de) LP?, como analizaremos en
la siguiente sección.

5.1. Fragmentos decidibles de LP?

En esta sección describimos algunos fragmentos dela LP? que son clecidibles y además
goza,rt de la propiedad del modelo finito, Nos basamos totalmente en [BGG01] y fijamos
nuestra atención en aquellos conjuntos de enunciados de LP0 en forma normal prenex,
Io cual no es restricción alguna puesto que existe un algoritmo simple pa.ra transformar
cualquier enunciado de LPU en dicha forma normal,
Tales fragrnentos se caracterizan poniendo restricciorres a la forma de los prefijoe de cuan-
tificadores ylo al lenguaje.
Entenderemos por prefrjo aquellas cadenss formadas en el alfabeto {V,3}, Para represen-
tar prefijos utilizaremos expresiones regulares. Una se¿uencia de índice es una, función

.f , Nt* --+ NI U {r,.'},

Deflnición 5.L Para cualqui,er conjunto de prffios II y cualesquiera dos secuencias de
lnd,ice p u f . [II, p, "f] ( respectiuamente ln,p, fl:) denota a Ia colección de todos los enun-
ciados p en forma normal prener d,e LP? sin igualdad (respectiua,rnente, con i,guald,ad),
tales rlue:

. El prffio de p pertenece aIL

. EI número de símbolos de predicad,o de índice n que figuran en (p es n'Lenor o igual
que p(n) .

. El, número de slrnbolos de función de [ndice n que fi,guran en g es m,enor o iguul que
f  ( n \ .

t tp TLo tier¿e símbolos de proposición (es decir, símbolos d,e prdicad,o d,e índice cero),
ercepto las constantes lógi,casT A I y tampoco tiene slmbolos de constante (es decir,
símbolos de funci,ón d,e lnd,ice cero).

Una vez preserrtada la notación anterior, listamos las cla"ses de enunciados en forma
rrornrÉ,I prenex de LP9 que cumplen con la propiedad de modelo finito y son decidibles:

[f*V*, all, (0)]: (Ramsey 1930)

[].Wf-, aJl, (0)] (Godel 1932, Kalmd,r 1933, Schütte 1934)

[all, (ar), (c,.,)] (Ldb 1967, Gurevich 1969)

[-*V]*, aII,aIIl (Maslov-Orevkov 1g72, Gurevich 1g73)

11^,aII,aIIl: (Gurevich 1976)
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Conclusionee

donde la sucesión p (respectivamente /) denotada all representa a la secuencia. cons-
tante u;, es decir, en los enunciados de diches clases el número de efmbolos de predicado
(respectivamente de función) es ilimitado.

Para un estudio profundo con respecto al problema de Ia decieión véase [BGG01].

5.2. Thabajo relacionado

En esta eección mencionamos brevemente algunas investigaciones relacionadas con
nuestro trabajo,

5.2.1. Abducción en LP0 por medio de tableaux

Mayer y Pirri [MP93] presentan un modelo para calcular abduccion tanto en lógica
de proposiciones como en lógica de primer orden. En el caso de LPU tratan con probl+
mas abductivos mediante skolemización en reversa,, unificación y un procedimiento al cual
nombran "herbrandización dinámica" de fórmulas. Para dar una idea de como gener&n
explicaciones, mencionamos los siguientes pasos, (1) se construyen los "conjuntos cerrados
mJnimos", (2) se buscan soluciones abductivas que sen,n literales las cuales cierren todas
las ramas correspondientes a Ios conjuntoe anteriores y (3) se eliminan soluciones incon-
sistentes.
Se presentan dos métodos pa,ra formelizar el razonamiento abductivo: uno de ellos utiliza
tablas semánticas de Beth y el otro un cálculo de secuentes y Be muestra la relación que
existe entre estos dos métodos. Mds aún, se propone una extonsión a la lógica de primer
ordert, la cual probablemente es el estudio más significativo realizado hasta ese momento
en abducción de LP0, pues va, más alld, del maxco usual de resolución.
Un punto importante de [MP93] es que muestra claramente el contraste que existe entre
la abducción proposicional y Ia abducción de primer orden. Mientras que la primera es
fácil de calcular, aún considerando explicaciones mfnima^s, la segunda es inherentemente
indecidible,

6.2.2. Abducción en LP? a través de DB-tableaux

Err [Ne02] se presenta por vez prirnera una noción de satisfactibilidad y consecuencia
Iógica restringida a coqjuntos de enunciados con modelos finitos. Además, en [AN03]
se aborda Ia abducción de primer orden para clases de enunciados de la forma YrAytp,
con (p una fórmula libre de cuantificadores. En ambos trabajos se define urr problema
n-abductivo por medio de los DB-tableaux. Cabe mencionar que [AN03] se encuentra
aún en fase de revisión por pa.rte de los autores.

5.3. Trabajo futuro
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Para terminar nuestro trabajo mencionamos algunas lineas futuras de investigaciórr:
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5.3 Trabajo futuro

Estudiar qué otras propiedades de interés cumplen la noción de n-satisfactibilida"d
así como la relación de n-consecuerrcia lógica.

Desarrollar heurfsticas que permita,n encontrar soluciones a problemas n-abductivos
a través l/-tableaux o DB-tableaux, de tal forma que sea posible implementar los
resultados expuestos aquí con un costo razonable (no exponencial) en cuanto B.
tiempo y espacio.

Explorar los fragmentos de enunciados decidibles de LP? con la propiedad de m+
delo finito descritos en la Sccción 5.1, con el propósito de encontrar algoritmos o
heurísticas ba-sadlss en la fornra que tienen los enunciados que conformarr un proble-
rna n-abductivo.
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