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Y que importa que el mundo diga, con tal que me deje que haga.
Y que al mundo yo satisfaga, no es una ley que me obliga.

Introduccion

La “abduccién” es una forma de razonamiento cuya caracterfstica principal es la in-
ferencia de premisas a partir de una conclusién dada. Tales razonamientos pueden ser
encontrados en diversas disciplinas de estudio. La filosoffa, 16gica, inteligencia artificial y
programacion logica, son sélo algunas de ellas.

Hablando en el 4mbito l6gico, un razonamiento abductivo consiste en inferir una ex-
plicacidn « a partir de las premisas & — ¢ y . Tal procedimiento es claramente una regla
de inferencia légica incorrecta que, sin embargo, reflcja algunas formas de razonamien-
to como el diagndstico y el sentido comin, en los que se intenta suponer cuales son las
causas que originan un evento dado. Més formalmente, el razonamiento abductivo es un
procedimiento l6gico que consiste en generar una hipétesis o explicacién « que permita
explicar un hecho ¢, el cual no es consecuencia légica de una teorfa adoptada © (véase
[MP93]).

En lo que se refiere al estudio de la abduccién proposicional, se han realizado diversos
trabajos, tanto en la teorfa como en la implementacién de procedimientos que encuentren
soluciones a un problema abductivo [A197], [St91], [MP93]. Con respecto a la abduccién
de primer orden, el campo de investigacién ha sido explorado muy escuetamente. La razén
principal de ello es la indecidibilidad de la 16gica de primer orden, ya que la definicién
aceptada de problema abductivo requiere como prerrequisito que © = ¢ y © = —p. De
manera que, dado que la consecuencia légica es indecidible, ni siquiera serfamos capaces
de verificar si se cumplen los prerrequisitos recien mencionados, por lo que el problema
resultaria ser intratable.

Por otro lado, el problema de la indecidibilidad no ha sido un obstéculo para atacar el
problema de consecuencia légica desde el &mbito computacional en fragmentos decidibles
de la légica de primer orden (de aqui en adelante LPQ). Existen diversos programas de
razonamiento automéatico, no triviales tanto en su implementacién como en sus aplica-
ciones, los cuales deciden el problema de consecuencia légica en diversos fragmentos de



2 Introduccién

LPO. Un ejemplo de ello es OTTER.!
De lo anterior surge la siguiente pregunta:

$Emistirdn conjuntos de férmulas (teorias y hechos) de LPO donde sea posible definir y
resolver el problema de la abduccién?

Adelantando que la respuesta a esta pregunta deberia ser afirmativa, en este trabajo nos
interesa plantear el problema abductivo pensando en conjuntos de férmulas con modelos
finitos, de la manera més general posible, aunque pensando en férmulas pertenecientes a
fragmentos decidibles de LPO.

Un primer estudio sobre la abduccién de primer orden aparece en [MP93]; en este
articulo se analizan por vez primera los conceptos involucrados en la abduccién de primer
orden. Ademés se plantea un método tedrico para obtener soluciones, utilizando para ello
las tablas seménticas de Beth y el célculo de secuentes.

En [Ne02] y [ANO03] se plantea el problema de la abduccién de primer orden por medio
de una variacién a las tablas semdnticas de Beth, denominada D B-tableaux ([Bo84],
[Di93]). Se utiliza una nocién restringida de satisfaccién referente a dominios finitos in-
troducida en [Ne99|, para introducir el concepto de problema n-abductivo a través de
los 1) B-tableaux. La modificacién hecha a los tableaux de Beth permite transformar un
tableaux con ramas infinitas a uno con ramas acabadas, las cuales proporcionan infor-
macién para construir explicaciones literales a problemas abductivos. El estudio [AN03],
elaborado por Aliseda y Nepomuceno, sobre problemas abductivos de primer orden se
restringe a teorfas satisfactibles en modelos finitos y cuyos enunciados son de la forma
VaIyi, con 9 un férmula libre de cuantificadores. Ademés, la conclusién debe ser un enun-
ciado sin cuantificadores y las explicaciones que se obtienen mediante los D B-tableaux
son s6lo literales.

Inspirados en los articulos anteriores, en este trabajo nos ocuparemos de analizar el
problema de la abduccién en la l6gica de primer orden en conjuntos sencillos de férmulas
que tengan la propiedad del modelo finito.2

Para finalizar esta introduccién describimos brevemente el contenido de nuestro traba-
jo. El capitulo dos se ocupa de presentar los conceptos bésicos de la sintaxis y seméntica
de la légica de primer orden que utilizaremos a lo largo de este trabajo. Ademés, se
realizaréd un refinamiento al concepto de n-satisfaccién y n-consecuencia, con el fin de
caracterizar problemas n-abductivos por medio de estos conceptos. .

El capftulo tres expone una breve introduccién s las tablas seménticas de Beth ademés
de presentar un estudio detallado de la correctud de los DB-tableaux, enfantizando la
relacién que existe entre ellos y la nocién de n-consecuencia 16gica.

El tema de la abduccién de primer orden en conjuntos de férmulas decidibles y satis-
factibles en dominios finitos se aborda en el capftulo cuatro, donde se definen los proble-
mas n-abductivos en términos de la nocién de n-satisfaccién. Ademaés se caracterizan las

'Ver http://www-unix.mcs.anl.gov/AR/otter
2Una clase X C LPO tiene la propiedad del modelo finito, si para cualquier férmula ¢ en X que tiene
un modelo tiene un modelo fluito [BGGO1] (p.240)



soluciones de éstos por medio del concepto de la n-consecuencia lgica y se propone una
nueva modificacién al método de tablas seménticas, los N-tableaux, con miras a obte-
ner un procedimiento efectivo para la bisqueda de soluciones a problemas n-abductivos.
Finalmente se demuestra la correctud de los N-tableaux con base en la nocién de n-
gatisfaccién.

En el dltimo capitulo presentamos algunas conclusiones, asf como lineas abiertas de in-
vegtigacién a desarrollar en un futuro.



Aprende del ayer, vive para hoy, espera el mafiana. Lo més im-
portante es nunca dejar de preguntar.

Albert Einstein.

Preliminares: Légica de primer orden

En este capitulo describiremos la sintaxis y seméntica del lenguaje de primer orden
que utilizaremos a lo largo de este trabajo revisaremos algunas de las definiciones de la
légica de primer orden asi como los teoremas que necesitaremos. Adem4s presentaremos un
nuevo concepto de satisfaccidn restringida, el cual depende de la cardinalidad del dominio
de discurso. Esta nocién fue propuesta por Angel Nepomuceno en [Ne99] y es por medio
de ella que podremos abordar el problema de la abduccién en la légica de primer orden.

2.1. Sintaxis

Sea Z un lenguaje formal de primer orden, el cual estd definido sobre el alfabeto
formado por:

e Un conjunto infinito numerable de variables Var = {z;,z,,...}.
¢ Las constantes logicas: 1, T.

e Los operadores o conectivos légicos: -, A, V. !

Los cuantificadores: 3, V.

Simbolos auxiliares: (, ), “”

La signatura del lenguaje esté dada por:

'Tomaremos como hecho que cualquier férmula puede ser representada por una férmula equivalente
que sdlo contiene estos tres conectivos légicos, apelando a que forman un conjunto de conectivos completo,
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e Un conjunto no vacfo de sfmbolos o letras de predicado subconjunto de Pred =
{P% | n,m € N,n > 1}, donde cada n > 1 denota el nimero de argumentos que
recibe el predicado P;:.. El niimero n se conoce como el fndice o aridad del simbolo
P

¢ Un conjunto de constantes subconjunto de Cons = {cy, ¢y, ...}

Observemos que el lenguaje no contiene igualdad ni simbolos de funcién. Ademés, en
la, préctica usaremos metavariables P, @, R, ... para denotar simbolos de predicados.

Definicién 2.1 (término) Un término del lenguaje £ es una variable o una constante.
El conjunto de términos de £ se denota por TERM (TERM = Cons U Var).

Definicién 2.2 (férmula atémica) Sean P un simbolo de predicado con indice n > 1
yti,ta, ..., tn términos en TERM (mo necesariamente distintos), entonces Pp(ty, t, .. ., ts)
es unag formula atémica de £. El conjunto de férmulas atémicas se denota por ATOM.

Observacion 2.1 En la prdactica omitiremos paréntesis y comas en férmulas atémicas si
tal omisién no genera ambigiedades. Por ejemplo, la formula atémica P(z,y) se puede
escribir como Pxy.

Definicién 2.3 (literal) Una literal es una férmula atémica o la negacién de ésta. De-
cimos que dos literales | y I* son complementarias, en los siguientes casos:

w l=PR(ty,...,tp) y 1" =—P2(ts,...,t,), o bien,
n = ﬁPg(tl,...,tn) Y I* = Pg(tl,...,tn).
El conjunto de férmulas de .# se define inductivamente de la siguiente manera.

Definicién 2.4 (férmula) El conjunto de formulas de & es el minimo conjunto que
cumple con las siguientes condiciones:

1. Todas las férmulas atémicas son férmulas de &.
2. Si es una formula de £, entonces -~ es una férmula de .
3. Si y son férmulas de £, entonces ¢ A y ¢ VU son férmulas de Z.

4. Sty es una formula de £ y x es una variable, entonces Iz y Vo son formulas
de £ .

El conjunto de férmulas de ¥ lo denotaremos como FORM.

Definicién 2.5 (complejidad de una férmula) La complejidad de una formula © se
define como el nimero de conectivos y cuantificadores que figuran en @.
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En el caso de las férmulas que contienen cuantificadores, convenimos que la parte de
la férmula a la cual afecta el cuantificador es la minima férmula a la derecha de éste.
Dicha caracterizacién es llamada el alcance del cuantificador y se define formalmente de
la siguiente manera:

Definicién 2.6 (alcance de un cuantificador) Sea ¢ una férmula de .Z. El alcance
del cuantificador existencial (universal) en la férmula Izp (Vo) es la férmula .

Definicién 2.7 (variable libre y variable ligada) Sean z una variable y ¢ una férmu-
lo de .Z. Una presencia de x en ¢ es ligada si es la variable de un cuantificador o figura
dentro del alcance de un cuantificador de x. Si una presencia de z en la férmula ¢ no
estd ligada, decimos que estd libre en ¢.

A continuacién definimos recursivamente el conjunto de variables libres de una férmula
¢, denotado por VI(y) y el conjunto de subférmulas de ¢, al cual denotaremos por Sub(yp).

Definicién 2.8 (conjunto de variables libres) Sea o, ¥ y x fdrmulas de .2, el con-
junto de variables libres de ¢ es:

1. Sty € ATOM, entonces VI(p) = {z; € Var | z; figura en ¢}.

2. Si@ =, entonces VI(p) = VI(y)

3. st =1 Ax, entonces VI(p) = VI(y) UVI(x). Andlogamente si o =1 V x.
4. Sty =3z, entonces VI(p) = VI) \ {z}. Andlogamente si o = Vz 1.

Definicién 2.9 (conjunto de subférmulas) Sean ¢, ¥ y x férmulas de #. El conjun-
to de subformulas de ¢ es:

1. Sipe ATOM, entonces Sub(p) = {¢}

2. st =, entonces Sub(p) = {p} U Sub(¢)

3. 8 =YAx, entonces Sub(p) = {@}USub(y)USub(x). Andlogamente si p = YV x.
4. st =3y, entonces Sub(p) = {¢} U Sub(v). Andlogamente si p = Vy 1.

Definicién 2.10 (férmula cerrada) Una formula ¢ es cerrada si no contiene variables
libres, es decir, si VI(p) = &. Una férmula cerrada también es llamada enunciado o
sentencia.

Son justamente las férmulas cerradas o enunciados en los cuales estamos interesados
para estudiar la abduccién. Por este motivo de aquf en adelante restringimos las defini-
ciones y resultados a enunciados, excepto que las definiciones o demostraciones se apliquen
indistintamente.

Deflnicion 2.11 (sustitucién) Sean ¢ una férmula, x una variable y t un término.
w(t/x) representa la formula obtenida a partir de ¢ al reemplazar todas las presencias
libres de la variable x por el término t. Siempre que x sea libre (sustituible) para t en p(x)
siempre y cuando se evite la captura de variables libres de t en .
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2.2, Semantica

Como mencionamos anteriormente nuestro trabajo no estard basado en la seméntica
usual de los lenguajes de primer orden. Sin embargo, nuestra base sigue siendo la seméntica,
tarskiana, por lo que seré necesario revisar algunos de los conceptos més importantes para
resultados posteriores.

Definicién 2.12 (#-estructura) Una #-estructura o ¥ -interpretacion es un par M =
(D,I), donde D es un conjunto no vacto llamado dominio o universo de M e I es una
Juncién denominada funcidn de interpretacion definida en las constantes y stmbolos de
predicados de & de la siguiente manera:

1. Sic € Cons, entonces I(c) € D,

2. Si P} € Pred, entonces I(Pl) C D™,

Observacién 2.2 Notemos que esta definicidn de interpretacidn es exclusiva de lenguajes
de primer orden cuyas formulas son enunciados, dado que no mencionamos cémo inter-
pretar a las variables que figuran libres. El hecho de pedir que la funcidn sea inyectiva es
para evitar que un elemento del dominio tenga mds de un nombre, lo cual no restringe la
clase de modelos.

Definicién 2.13 (c-equivalencia de .#-estructuras) Sean M = (D, I) y M' = (D', T')
dos Z’-estructuras y ¢ una constante de .. Decimos que M y M' son c-equivalentes si

D =T y las funciones de interpretacion I e I’ difieren a lo mds en la constante c, esto
es, T [s\{e}=T' [s\{c}- En stmbolos M =, M'.

Definicién 2.14 (satisfaccién) Dada una Z-estructura M = (D,I) y un enunciado ¢
de 2, la relacion de M satisface a ¢, en stmbolos M |= ¢, se define de acuerdo con las
siquientes reglas:

1. Sig=Pui(ci,ca...,cn) conn 21, Mo syss? (I(ch),..., Z(cn)) € Z(PL).
2. Sip =, M ¢ syss no se cumple que M =), en stmbolos M £ 1.

3. Sip=yVx, MEpsyss MEY o MEx.

4. Sig=yvAx, MEyosyss My y M E x.

5. Sip=3dz P, Mk ¢ syss eziste una L-estructura M’ = (D', T'), tal que, M =,
M’ donde ¢ es una constante que no figura en o y M’ = (c/z).

6. Sip=Vry, My syss para cualquier M' = (D', T') tal que M’ =, M, donde ¢
es una constante que no figura en ¢ y M’ |= ¢(c/x).

2En adelante abreviaremos la frase “si y sélo si” con “gyss”.
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Dado un conjunto I' = {¢),...,¢n} de enunciados de & y una & -estructura M =
(D,I). Decimos que M satisface a T' si M satisface a cada una de los enunciados de T,
es decir, M |= @; para toda 1 < i < n. En simbolos (abusando de la notacién) M =T.

Observacién 2.3 Cabe hacer notar que cuando hablamos de férmulas cerradas las no-
ciones de satisfaccion y verdad son equivalentes.

Definicién 2.15 (modelo) Dadas una & -estructura M = (D,I) y ¢ un enunciado de
Z. Decimos que M es un modelo de ¢ st M |= .

Definicién 2.16 (satisfactibilidad, validez) Un enunciado ¢ de ¥ es satisfactible si
@ tiene un modelo. Decimos que @ es vdlido si toda £ -estructura M = (D,TI) es un
modelo de .

Definicién 2.17 (consecuencia 1égica) SeanT' un conjunto finito de enunciados de ¥
y ¢ un enunciado de . Decimos que ¢ es consecuencia ldgica de T' si todo modelo de T
es modelo de . En stmbolos, T = ¢.

Proposicién 2.1 (principio de refutacién) Sean T un conjunto finito de enunciados
y @ un enunciado de . T = ¢ syss I'U {~p} es no satisfactible.

Demostracion.

=) (Contrapositiva) Supongamos que I'U {—y} es satisfactible, entonces existe una .%-
estructura M = (D,T) tal que M =T U {—¢}, estoes, M ET'y M = —p. Como M es
un modelo para —, entonces M no es un modelo para ¢. Por lo que I' j= ¢.

<=) Supongamos que I' U {—¢} es insatisfactible, esto significa que no existe un modelo
M = (D,T) tal que M |=T"U{—p}. De lo anterior tenemos que para toda #-estructura
M' = (D', T") si M’ =T entonces M’ = =y, por lo tanto, M’ = . De donde concluimos
que I' = . -

2.2.1. Interpretaciones de Herbrand

Definicién 2.18 (universo de Herbrand) Sea T' un conjunto finito de enunciados de
Z. El universo de Herbrand de I’ son todas las constantes que aparecen en los enunciados
de I, denotado por Dr. Si no aparece ninguna constante en los enunciados de I entonces
definimos Dr = {c;}.

Definicién 2.19 (interpretaciones de Herbrand) Una interpretacién de Herbrand pa-
ra un conjunto finito de enunciados I' de & es una L -estructura H = (D, Iy) tal que:

w D = Dr. Es decir el universo de M es el universo de Herbrand de T.

» para cualquier ¢ € Dr, Iy(c) = c. Es decir, los stmbolos de constante se interpretan
como ellos mismos.
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2.2,2. Satisfaccién restringida

Ya antes habfamos mencionado que presentariamos conceptos de satisfaccién y de
consecuencia légica restringida. Estos conceptos son relativos a la cardinalidad del universo
de discurso y por lo tanto los llamamos n-satisfaccién y n-consecuencia légica.

Definicién 2.20 (n-satisfaccién) Sea ¢ un enunciado de &, decimos que ¢ es n-
satisfactible si existe una £ -estructura M = (D,I) tal que |D|=n conn>1y Mk .
En simbolos, M =, ¢.

El siguiente resultado fue publicado en [Ne02], la siguiente demostracién detallada es
aportacién nuestra.

Teorema 2.1 S5i un enunciado @ es n-satisfactible, para n > 1, entonces ¢ es m-satis-
factible para toda m > n.

Demostracién. Sean D un universo de cardinalidad n > 1 y M = (D,I) una .%-
estructura tal que M =, ¢. Sea D* un dominio con [D*| = m > n, y D' C D* tal que
|D’| = n. Sea f : D' — D una funcién biyectiva. Definimos la funcién g : D* — D, de la
siguiente manera;

1. Sir €7D, entonces g(r) = f(r),
2. g(r) = s, en otro caso (donde s es un elemento distinguido de D).

Ahora, bien, definimos M* = (D*, T*) tal que I* cumple con las siguientes condiciones:
Sea c una constante de .#, entonces,

T')=d €D siI(c) = g(d)
Observacién 2.4 Notemos que I(c) = g(I*(c)) para toda ¢ € Cons.
Ademés, dados (sy,...,8;) € D* y Pt € Pred, definimos Z*(P*) como:

(‘913 .- '13k) € I*(P‘r‘:) 8yss (g(sl)) v ’g(sk)) € I(P11k1)

Una vez definida M* = (D*,I*) de la manera anterior, podemos demostrar que M =, ¢
syss M* =, . Para realizar este. demostracién antes probaremos el siguiente resultado:

Lema 2.1 Sean M = (D, I), M' = (D', T') ¥-estructuras y ¢ una constante de 2.
Sean M* = (D*,I*) y M™ = (D™ T*) L-estructuras definidas a partir de M y M,
respectivamente, con la construccion antes descrita. Entonces,

M =, M syss M* =, M™
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Demostracién. Si se cumple M =, M’ por definicién tenemos que
I(c) = T'(c) para toda ¢ # c.
Y por la observacién 2.4
g(T*(c')) = g(T*(¢)) para toda ¢ +# c.

Recordemos que Z*(c') € D' e I*(c') € D, ademés de que ¢ [pr= f con f una funcién
biyectiva, por lo que,

() = T*(d)

. !
De lo cual concluimos, M™ =, M*, N
Una vez demostrado este lema, continuemos con la demostracién del Teorema 2.1, la
cual haremos por induccién sobre la construccién de .

o w=DPk(c),..., ).
MEy syss (I(c),...,Z(cx)) € T(PF)
svss (g(T"(e1))r- . 9(T*(c) € T(PE)
syss  (Z*(c1),...,T*(ck)) € T*(PF)
svss M* = Ph(cr, ..o cx)

o En el caso de los conectivos 16gicos, la demostracién se sigue de la definicién de
satisfacciéon y de la hipétesis inductiva. Los casos més interesantes son cuando el
enunciado es una cuantificacién. Sea ¢ = Jrip.

M = ¢ syss M’ k= 9(c/z) para alguna M’ = (T’,T") tal que M' =, M.
Por hipétesis inductiva y por el lema anterior,

M’ = ¢(c/x) syss M™* |= 9(c/z) para alguna M™* =, M*.

Por lo tanto, M* = 3x 1.
El caso ¢ = Vr 1 se demuestra de manera similar.

De lo anterior queda demostrado que M =, ¢ syss M* &, . 4

2.2.3. n-consecuencia légica

La nocién de n-consecuencia légica se obtiene de manera inmediata a partir de la
nocién de n-satisfaccién de la manera usual.

Definicién 2.21 (n-consecuencia légica) Dados un conjunto finito de enunciados T

y un enunciado ¢. Decimos que @ es n-consecuecia légica de T’ si para toda estructura
M= (D,I) con |D| =n, si M =T, entonces M |= p. En simbolos, I |=,, ¢.

Teorema 2.2 Sea T un conjunto de enunciados y ¢ un enunciado. T =, ¢ syss TU{—p}
no es n-satisfactible.
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Demostracién.
== )(Por contradiccién) Supongamos que I' =, ¢ y que I'U {—p} es n-satisfactible, es
decir, existe un modelo M’ = (D', I’) con |D’| = n tal que,

M =T U {~¢}

esto es,
M Fnl y M Eq g

Pero por hipétesis tenemos que cualquier modelo de cardinalidad n de ' es modelo de ¢,
en particular M’. De donde,
MEpy ME-p
Lo cual es absurdo. Por lo tanto, I' U {~} no es n-satisfactible.
<=) Supongamos que I' U {—¢} no es n-satisfactible, por lo tanto, no existe un modelo

de cardinalidad n para I' U {—«p}. Por otro lado, sea M = (D, T) tal que M |=, I'. Ahora
bien, dado que ¢ es un enunciado tenemos las siguientes dos opciones:

MErp y M-

Pero por hipétesis tenemos que no existe un modelo de cardinalidad n que satisfaga a I’
y satisfaga a —yp. Por lo tanto, M =, ¢.
4

Corolario 2.1 Sea ' un conjunto de enunciados y ¢ un enunciado. SiT' |=, ¢, entonces
I' Em ¢ para toda m con 1 < m < n.

Demostracién. Supongamos que I' |-, ¢, entonces I' U {—p} es m-satisfactible y por el
teorema 2.1 tendriamos que I' U {—¢} es n-satisfactible, contradiciendo que I' =, ¢. Por
lo tanto, I' = @ para toda m con 1 < m < n. .



Lo que sabemos es una gota de agua; lo que ignoramos es el océano.
Isaac Newton.

Tablas semanticas

3.1. Introduccion

Las tablas seménticas de Beth fueron concebidas como un procedimiento de decisién
para responder si I' = ¢. Este método de demostracién por refutacién, inherentemente
seméntico, pero definido segin la sintaxis de las férmulas, proporciona un procedimiento
efectivo para decidir la consecuencia légica en el caso de la 16gica proposicional, el cual se
pierde en el caso de la légica de primer orden al existir consecuencias vélidas que generan
tablas con ramas infinitas, impidiendo asf la terminacién del proceso.

Una solucién a este problema fue presentada por George Boolos ([Bo84]) y Emilio
Dfaz ([Di93]) de manera independiente. Tal solucién consiste en realizar una modificacién
a las tablas seménticas de Beth cambiando la regla correspondiente a las férmulas cuan-
tificadas existencialmente. Con esta modificacién se garantiza la construccién finite de
una refutacién, si ésta existe, siempre y cuando el dominio en discurso sea finito.

En este capitulo estudiaremos las tablas seménticas de Beth asi como la modificacién de
Diaz y Boolos y la relacién que hay entre la nocién de n-satisfactibilidad expuesta en el
capftulo anterior y las tablas seménticas modificadas.

3.2. Tablas semanticas para enunciados de .¥

Las tablas semdnticas son un método de demostracién por refutacién, el cual fue intro-
ducido por Hintikka en [Hi53] y por Beth en [Be55], quien les dio el nombre de tableaux.
La idea principal de los tableaux es tratar de construir sistematicamente un modelo para
una férmula satisfactible o bien, si lo que se quiere es demostrar una relacién de conse-
cuencia logica, I' |= ¢. El método consiste en intentar construir un contraejemplo para el
conjunto I' U {—¢} extendiendo el tableau correspondiente a dicho conjunto.
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Aflos después, Raymond Smullyan reinicia las investigaciones realizadas en torno a
las tablas scménticas para estudiar la 1égica cldsica a través de los tableaux. Como resul-
tado de su trabajo publica [Sm63], [Sm65],[Sm66] y finalmente en 1968 publica el libro
Fiirst-Order Logic [Sm68). Las contribuciones més relevantes de Smullyan en este traba-
jo fueron: la estandarizacién de la sintaxis de las tablas seménticas, la introduccién de
tablas seménticas con signo y sin signo y la clasificacién de férmulas segtin su forma. La
clasificacién de las férmulas dada por Smullyan depende del conectivo principal que éstas
tengan, una férmula compuesta es vista como la negacién de una férmula, o bien, como
la, conjuncién o disyuncién de dos férmulas; definiendo con ello subférmulas de la férmula
original, las cuales conforman la principal propiedad del procedimiento de demostracién
de los tableaux. Por la razén anterior, Smullyan llama a las tablas seménticas, tablas
analtticas.

Las tablas analfticas con signo son principalmente utilizadas en la légica de proposi-
ciones més que en la légica de predicados, y su nombre es dado por el hecho de que a
cada férmula que aparece en el tableau se le asigna una etiqueta para indicar si la férmula
es falsa o verdadera. A lo largo de este trabajo utilizaremos la notacién propuesta por
Smullyan sunque las tablas seménticas que ocuparemos serén sin signo, si una férmula
aparece en el tableau asumimos que es verdadera.

3.2.1. Clasificacion de los enunciados de primer orden

Los enunciados que no son literales del lenguaje de primer orden % se clasifican en
cuatro clases dependiendo de su forma. Sea ¢ un enunciado que no es literal de .%.

1. es de tipo « si es la conjuncién de dos enunciados de %, es decir ¢ = 1 A x, donde
Yy x son llamadas las a-subférmulas de ¢.

2. yesde tipo G si es la disyuncién de dos enunciados de .#, esto es, ¢ = 1V y, donde
¥y x son las B-subférmulas de ¢.

3. es de tipo vy si es la cuantificacién universal de una férmula de .#, digamos ¢ =
Vz1), con 1) una férmula de % cuya tnica variable libre es z, por lo tanto, el resultado
de sustituir las apariciones de la variable z por una constante c en 1 es un enunciado.
A los enunciados resultado de esta sustitucién se les denomina v-subférmulas de .

4. ¢ es de fipo ¢ si es la cuantificacién existencial de una férmula de %, es decir,
¢ = dxtp tal que ¥ es una férmula de . con VIi(y) = {z}. A los enunciados
resultado de sustituir z por una constante c, ¥(c/z), se les llama S-subférmulas de
p.

Podemos observar que cualquier enunciado no literal de .% pertenece a uno y sélo uno
de estos cuatro tipos. Si un enunciado no literal tiene como conectivo principal la negacién,
entonces podemos dar un enunciado légicamente equivalente cuyo sfmbolo 16gico principal
no sea la negacion.
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El método de demostracién propuesto por Smullyan se basa en la seméntica de los
enunciados de .Z y en la clasificacién antes mencionada. La idea es la siguiente:
Sean ¢ un enunciado de .Z y M = (D, T) un modelo de .

1.

Si ¢ = a1 A az es de tipo «, entonces M debe ser modelo de las dos a-subférmulas
Q1 Yy Qa.

Sig =1V P, es de tipo 3, entonces M debe satisfacer al menos a una de las dos
(-subférmulas 31 o f,.

Si ¢ = Vzy es de tipo v, entonces se cumple que para toda Z-estructura M’ =
(D', 1) tal que M’ =, M, M' satisface a la y-subférmula 1(c/x) donde c es una
constante que no aparece en (.

Si ¢ = dryp es de tipo J, entonces debe existir una Z-estructura M’ = (D', T') tal
que M’ =, M que satisface a la y-subférmula 1/(c/x) donde ¢ es una constante que
no aparece en @,

Es justamente esta idea la que da origen a las reglas de extensién de las tablas seménticas.
Estas se definen a continuacion.

3.2.2. Reglas de extensién de las tablas semanticas

La tabla seméntica correspondiente & un conjunto finito I' de enunciados de % puede
ser representada por medio de un drbol que tiene las siguientes propiedades:

2)
b)

Cada uno de los nodos esté etiquetado con un enunciado de .

Nos referiremos a una rama de un tableau como el conjunto de enunciados que
aparecen en ella, por lo cual las denotaremos con letras griegas mayusculas al igual
que lo hemos venido haciendo con los conjuntos de férmulas. Los nodos de la rama
inicial estdn etiquetados con los enunciados de I' # @, a este conjunto le llamaremos
conjunto inicial,

Las relaciones de subérbol derecho y subdrbol izquierdo estdn dadas por las siguien-
tes reglas de expansién: Sea ¢ una rama del tableau de I' y ¢ un enunciado en ¥,
extendemos la rama ¢ de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Si ¢ es de tipo « la regla de expansién correspondiente es la a-regla, la cual
opera de la siguiente forma.:
ay A\
491
Q2

La aplicacién de esta regla agrega dos nuevos nodos a la rama P, etiquetados
con las a-subférmulas o; y ag. En sfmbolos: ® + a; + as.
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2. Si y es de tipo (3, la regla correspondiente es la 3-regla la cual se define de la
manera. siguiente:
BV B
B | Bz

La f(-regla agrega dos nuevas ramas, cada una etiquetada con una de las 3-
subférmulas 3, y 8;. En sfmbolos: @ + 81 y @ + .

3. Sip esde tipo v, la regla que se aplicard es la, v-regla, la cual opera como sigue:

Yz
o(ci/x)

plca/)

o(en/)

Esta regla agrega tantos nodos como constantes aparecen en la rama ®, cads
uno de los cuales esté etiquetado con una y-subférmula ¢(c;/x) con c¢; constante
de ®. Es decir, si ¢1,¢z,...,¢, (con n > 1) son las constantes que aparecen en
la rama @ (en caso de que ninguna constante aparezca, n = 1), entonces el
resultado de aplicar la regle. v es el siguiente: ® + @(c1/z) + @(cz/x) + ... +
o(ca/).

Esta regla tiene la peculiaridad de que permanece activa, con lo cual queremos
decir que siempre que una nueva constante ¢ aparezca en ® como resultado
de la aplicacién de una regla de expansién, debemos agregar un nuevo nodo
etiquetado con la y-subférmula correspondiente & c, la cual es p(c/x).

4. Si ¢ es de tipo 4, la regla que debe aplicarse es la §-regla, la cual opera como:

dz v
W(c/x)

La d-regla agrega un nuevo nodo etiquetado con la §-subférmula 1)(c/z), donde
¢ es una constante que no aparece antes en ®. La extensién es la siguiente:

® + Y(c/z).

La tabla seméntica correspondiente a un conjunto I' de enunciados de - no es tnica,
pues un tableau vélido del conjunto I es el que estd formado tinicamente por los enunciados
de I' y también es vélido cualquier tableau resultante de aplicar una regla de extensién &
cualquiera de los enunciados de T, o cualquiera de los enunciados de un tableau extendido
de I'. Formalmente, la definicién de un tableau vélido de T es la siguiente:

Definicién 3.1 (tableau de un conjunto finito de enunciados de %) Sea

I'={v1,..., 0} un conjunto finito de enunciados de ., un tableau de T', denotado por
T(T), se define como:

1. Cualguier drbol con una sola rama cuyos nodos estdn etiquetados, respectivamente,
con los enunciados @1, ...,pn €8 un tableau de T,
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2. SiTy es un tableau de T, entonces la extensién que se obtiene después de aplicarle
alguna de las reglas «, 3, v y § también es un tableau de T.

9. Unicamente son tableauz de T aquellos que se obtienen con 1 y 2.

Los tableaux son un método basado en la descomposicién de las férmulas. Si en algin
momento de este proceso de descomposicién, llamado extensién de tableaux, aparece en
una rama un enunciado (atémico) y su negacién, tendremos que el conjunto inicial de
térmulas no es satisfactible. Lo anterior motiva la siguiente definicién y la propiedad
fundamental de las tablas semdnticas de Beth.

Definicién 3.2 (tableau cerrado) Sea T' un conjunto finito de enunciados de &£ y
T(I') un tableau de I'. Decimos que una rama ® de TT') es cerrada (atémicamente)
st un enunciado (atdmico) ¢ y su negacidon aparecen en ®. Un tableau es cerrado (atémi-
camente) si todas las ramas que lo forman son cerradas (atémicamente).

Definicién 3.3 (tableau abierto) Una rama ¢ de un tableau es abierta si no es cer-
rada. Un tableau se considera abierto si contiene al menos una rama abierta.

Lema 3.1 Sea I' un conjunto finito de enunciados de £ y T(I') un tableau de T'. Para
cualquier rama ® de T(I') tal que ® es cerrada se cumple que es posible construir una
rama cerrada atomicamente a partir de .

Demostracién. Sea ¢ una rama cerrada, por definicién ¢ contiene un enunciado y su
negacion, llamémosles ¢ y —yp, respectivamente. La demostracién se haré por induccién
sobre la complejidad de ¢.

s Si ¢ es una férmula atémica, se cumple el lema.

= Si @ es de tipo a, ¢ = ¢ A 2, entonces ~y es de tipo J, @ = (w1 A wy). Asf que
al aplicar la a-regla a ¢ obtenemos la siguiente ramea

P+ o1+ @2

y s8i después aplicamos la (3-regla a - obtenemos dos ramas:
Py =P+ 1+ 92+
Dy =@ + 1 + 2 + o

Por hipétesis inductiva, es posible constuir a partir de cualquiera de ellas, una rama
cerrada atémicamente,

= Si w es tipo 3, la demostracion es similar al caso anterior.
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= Si p es tipo v, ¢ = Vz1), entonces —y es tipo &, - = V1. Aplicando primero la
regla ¢ obtenemos las siguiente rama:

@1 =2+ (/)

Con c es una constante nueva en ®. Ahora bien, al aplicar a esta rama la v-regla de
extensién al enunciado ¢, obtenemos:

Gy = @1+ 9(ci/x) + ..+ Y(em/z) + ¥(c/z)

Donde ¢;, ¢y, . . ., cm, s0n las constantes que aparecfan en ®. Por lo tanto, ®, contiene
un enunciado y su negacién, tal enunciado es de menor complejidad que . Asf que,

por hipétesis inductiva es posible construir una rama cerrada atémicamente a partir
de ‘I’g.

= Si o es tipo §, la demostracién es similar al caso anterior.

De lo anterior, podemos concluir que siempre que una rama es cerrada es posible
cerrarla atémicamente, -

El método de tablas seménticas es un método de refutacién completo y correcto. Antes
de presentar las demostraciones correspondientes, introducimos la nocién de conjunto
descendientemente saturado, el cual serd de gran utilidad.

Definicién 3.4 (conjunto descendientemente saturado) Sea T' un conjunto finito
de enunciados de la l6gica de primer orden y Dr el universo de Herbrand de T. El conjunto
' se llama descendientemente saturado si cumple con las siguientes reglas:

1. S5iT contiene un enunciado o, entonces T' contiene las dos a-subférmulas.

2. SiT contiene un enunciado 3, entonces I' contiene al menos una de las S-subférmu-
las.

8. SiT contiene un enunciado v = Vz ¢, entonces para cada c; € Dy la v-subférmula
Y(ci/z) estd en T,

4. Si I contiene un enunciado § = Iz 1), entonces I' contienen al menos una §-
subférmula ¢(c/x) con c € Dr.

De manera similar, definimos un tableau saturado de un conjunto de enunciados T
como un tableau de I" para el cual ya no es posible realizar ninguna extensién.

Definicién 3.5 (tableau saturado) Sea T (T') un tableau de un conjunto finito de enun-
ciados I'. 'Y @ una rama de T(I"). Decimos que ® es saturada si el conjunto formado por
todas las férmulas que aparecen en ®, es un conjunto descendientemente saturado. T (T)
es saturado si cada una de sus ramas es saturada.
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Definicién 3.6 (conjunto de Hintikka) Un conjunto de Hintikka (atémico) es un con-
junto descendientemente saturado el cual no contiene ningin enunciado (atémico) y su
negacion.

Lema 3.2 Sea I' un conjunto de Hintikka, entonces I' tiene un modelo de Herbrand.

Demostracién. Definimos una estructura de Herbrand H = (Dr, I3;) para I' de acuerdo
con las siguientes reglas:

1. Dr ={c| con ces una constante que figura en I'}
2. Ty(c;) = ¢; para todo ¢; € Dr.
3. IH(Pnk’L):{(Clv"'ack)GD{c‘l‘P'rz(cla"wck)EF}

Una vez definida H == (Dr, I3) tnicamente nos falta demostrar que H = ¢ para toda
@ €I, para lo cual proseguiremos por induccién sobre el grado de complejidad de ¢ que:
Si ¢ € I' entonces H | .

El caso base es obvio. Sea ¢ = P¥(cy,...,c;) € T, entonces de la definicién de H se
sigue directamente que H = PX(cy, ..., k).

¢ Si ¢ = o Aag (tipo @) por hipétesis tenemos que ay,ag € I' y como el grado de
complejidad de «; y az es menor que el de «, entonces H = a; y H E ;. Por lo
tanto, H E a1 A .

e Siw = [V [ (tipo F), entonces tenemos que f; € I' o f» € I'. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que §; € I', dado que el grado de complejidad de [,
es menor que el grado de complejidad de ¢, por hipétesis inductiva tenemos que
H = (4. De lo cual concluimos que H = g V fa.

o Si ¢ = Vayp (tipo 7) se cumple que ¥(c;/x) € T para toda ¢; € Dr. Y como el
grado de complejidad de los enunciados 1(c;/z) es menor que el de ¢, por hip6tesis
inductiva tenemos H = ¢(c;/x) para toda ¢; € Dr. Por lo tanto podemos concluir,

H = V.

o Si ¢ = Ty (tipo &) se cumple que ¥(c/z) € T para alguna ¢ € Dr; ya que que
el grado de complejidad de 1(c/x) es menor que el de ¢, por hipétesis inductiva
tenemos que H k= ¢¥(c/x). Por lo tanto, H = Juip.

De lo anterior concluimos que H =T .

3.3. Tablas semdnticas modificadas (D B-tableaux)

El método de tablas de Beth para la l4gica de primer orden presenta el defecto de que
la. combinacién de las reglas de extensién « y  puede generar ramas infinitas en un arbol
aun cuando la férmula analizada sea satisfactible en dominios finitos. Veamos el siguiente
ejemplo:
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Vz3yPry
EIyIIJay
l’:ab
JyPby
Plbc

I
JyPcy
|
Pcd

Podemos ver que la tnica rama posible de construir es infinita, aun cuando la férmula
es satisfactible en un dominio de cardinalidad uno, por lo que el método de tablas de Beth
resulta indtil en este caso para construir un modelo.

A continuacién presentamos una modificacién del método de Beth, introducida en
[Bo84] y [Di93], que resuelve este problema al transformar cualquier rbol infinito de un
conjunto de férmulas con modelo finito obtenido con las reglas de Beth en un &rbol con
ramas finitas y acabadas, las cuales permiten construir el modelo finito en cuestién.

Definicién 3.7 (DB-tableaux) Un DB-tableau es un tableau construido a través de la

a-regla, la B-regla y la v-regla, ademds de una nueve regla denominada la &' -regla cuya
definicion es la siguiente:
Jz
wlcr/z)] .. . lo(ems1/x)
donde ¢; con 1 < i < m son todas las constantes que ocurren en la rama @ a lo cual el
enunciado 3xyp pertenece y cpy1 €8 una nueve constante. Los enunciados w(ci/x) son una
8'-subférmula para cada 1 < i <m + 1. La rama @ se extiende de la siguiente forma:

®+ola/z); +elc/z); . .5 +(em/z) P+ @(Cmer/).
La regla ¢’ genera en el ejemplo anterior una rama abierta y acabada, a saber:
{VzdyRzy, IyRcry, Reye}

la cual genera un modelo de cardinalidad uno para Vz3yRzy, a saber ({¢1}, {c1, c1}).

Los siguientes conceptos acerca de los DB-tableau serdn ttiles més adelante.

Definicién 3.8 (peso) Una rama de un D B-tableau tiene peson, paran > 1, sin es
el nidmero de constantes (no repetidas) que figuran en la rama.

Definicién 3.9 (rama saturada) Sean I' un conjunto finito de enunciados, Tpg(I') un
DB-tableau de I' y ® una rama de Tpp(T'). Decimos que @ es saturada si el conjunto

formado por todas las férmulas que aparecen en ® es un conjunto descendientemente
saturado.

Observacién 3.1 Notemos que cualquier rama ® abierta y saturada de un DB-tableau
de I' forma un conjunto de Hintikka.
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3.3.1. Correctitud de los DB-tableaux

En esta seccién presentamos la correctitud del método de tablas modificado median-
te la propiedad fundamental de los 1D B-tableaux. Aunque estos resultados aparecen en
[Ne99], ese articulo no contiene demostraciones detalladas, las cuales presentamos aquf.
Esta aportacién nuestra se obtuvo en colaboracién directa con el autor de [Ne99].

Lema 3.3 Sea I' un conjunto finito de enunciados, se cumple que para cualquier T(T')
existe Tpp (L") tal que T(T') C Tpp(Tl).

Demostracién. (Por induccién sobre la aplicacién de las reglas)

El caso base es obvio, el tableau inicial de I" es exactamente el mismo que el D B-tableau
de I.

Sean T (I') y Tpg(T') un tableau y un D B-tableau de I', respectivamente, tales que 7 (I') C
Tpp(T). Si T'(T') se obtiene a partir de T(I") utilizando una de las «, 4 o «y reglas. Es claro
que esta misma regla puede ser utilizada en Tpp(T") obteniendo la DB-tableau T} g(I")
extension de Tpp(T’), de tal manera que T'(I") C Tpg(I"). El caso interesante ocurre
cuando la regla que se emplea para extender el tableau es la d-regla. Sea

T(P)z{q)l)"':@i,"'a@m}

donde ®; es la rama que contiene el enunciado ¢ = 3¢ sobre el que se aplicard la 6-
regla. Si a1, ay,...,a, son todas las constantes que aparecen en ®;, entonces el resultado
de dicha extensién es agregarle el nodo ¢(an+1/7) & la rama ®;, obteniendo con ello el
siguiente tableau:

TI(F) = {‘I’]_, Tt 1(1)73 + ¢(an+1/m)a R CI)m}

Por hip6tesis inductiva, tenemos que existe Tpp(I') tal que 7(I') € Tpp(l'). Entonces, el
resultado de aplicar la regla ¢’ a ¢ en el DB-tableau es agregar las ramas

®; + ¢(ar/x), . .., @i + ¢(an/T), Yi + ¢(An41/7)

Por lo tanto, si
Tos(T) = {®1,..., B, B, ..., B}

con k > m, entonces el resultado de dicha extensién es:
EB(F) = {q)la R (I)’i + gb(a]/x), ey (I)‘i + ¢(an/x)’ (I)i + ¢(an+1/x), s )(I)‘m’ RN (I)k}
De donde es claro que T'(T") € T/ 5(T). | 4

Lema 3.4 Sea I' un conjunto finito de enunciados de ¥. Si existe un Tpg(l') con una
rama abierta y saturada de peso n, entonces I' tiene un modelo de cardinalidad n.

Demostracién. Sea ® una rama abierta y saturada de peso n de 7pp(l'). ¢ forma un
conjunto de Hintikka y por el Lema 3.2 & tiene un modelo de Herbrand H = (D, Zy)
constuido de la siguiente manera:

1. Dg ={c| con c es una constante que figura en ¢}
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2. TIy(c;) = ¢; para todo ¢; € Dg.
3. IH(PTI;) = {(cl,...,ck) ED@, | P#l(cl,...,Ck) E‘I’}

Como se cumple que, H |= ¢ paratoda ¢ € & yI' C @, entonces H también es modelo
de I'. Obsérvese que |Dg| = n pues & es de peso n.
_|

Definjcién 3.10 (conjunto de enunciados minimalmente n-satisfactible) Un con-
Junto finito de enunciados I' es minimalmente n-satisfactible si I’ tiene un modelo de
cardinalidad n y no existe ningin modelo de T' de cardinalidad menor a n.

Lema 3.5 Sea ' un conjunto finito de enunciados de . Si I' es minimalmente n-
satisfactible (n > 1), entonces existe un Tpg(L') que cumple con las siquientes condiciones:

1. Tpp(l') tiene una rama abierta y saturada de peso n.

2. Todas las ramas de peso m, con m < n, son cerradas.

Demostracion. (Contrapositiva) Dado que I' es minimalmente n-satisfactible, existe
M = (D,T) tal que [D| =n y M [, I. Por otro lado, de la propiedad fundamental
de los tableaux! y el Lema 3.3 se sigue que existe un 7; ps(I') con una rama abierta. Ahora
s6lo nos falta demostrar que dicha rama es de peso n y que todas las ramas de peso menor
son cerradas.

Sea @ una rama abierta de peso mfnimo, $ no puede tener peso menor que n, ya que
por el Lema 3.4 tendrfamos un modelo de T' de menor cardinalidad contradiciendo con
ello que I' es minimalmente n-satisfactible.

Por otro lado, si el peso de ¢ fuera mayor que n significarfa que todas las ramas de
peso n son cerradas. Para demostrar que esto no puede ocurrir basta con ver que las reglas
gon correctas.

Por hipétesis tenemos que M |=,, I'. Entonces, el resultado de aplicar cualquier regla
de extensién a uno de los enunciados de I" provoca que al menos uns rama siga abierta,
ya que las reglas son correctas y cada aplicacién da lugar a nuevas férmulas satisfactibles
por M, en el caso de las [ y &’ reglas, se agregan nuevas ramas garantizando que al menos
una de ellas permanece abierta. Por lo tanto, no puede ser que todas las ramas de peso n
sean cerradas, porque tendrfamos que M satisface a dos literales complementarias.

De lo anterior, podemos concluir que ® es de peso n. 4

Teorema 3.1 (propiedad fundamental de las 1) B-tableaux) SeaT un conjunto fini-
to de enunciados de . T' es minimalmente n-satisfactible si y s6lo si existe un D B-tableau
de I' con una rama @ abierta y saturada de peso n tal que toda rama de peso menor que
n es cerrada.

Demostracién. La demostracion es inmediata de los Lemas 3.4 y 3.5. .

En la siguiente seccién se presenta un algoritmo para constuir un modelo, dado un
conjunto finito de enunciados en forma normal prenez.

T es un conjunto satisfactible syss cualquier 7° (T') contiene una rama abierta.
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3.3.2. Algoritmo para encontrar un modelo de un conjunto fini-
to de enunciados n-satisfactibles

El algoritmo buscaM odelo(I", n) recibe como entrada un conjunto finito de enunciados
I' en forma normal prenex y un ndmero entero positivo n. Si I' es minimalmente m-
satisfactible, con 1 £ m < n, regresa un modelo de cardinalidad m. En caso contrario,
reporta que no es satisfactible en un modelo de cardinalidad menor o igual a n.

Algoritmo buscaModelo(T', n)

1. Si (peso(®) + numBzistenciales(®) < n) reportamos lo siguiente:
“No existe un modelo para T' de cardinalidad menor o igual a n”.

2. En caso contrario, realizar los siguientes pasos:

a) & = construyeRamaAS(T,n).

b) Si® # & definimos la interpretacién de M = (D, I), de acuerdo a las siguientes
reglas:

1) Dr={c| con ces una constante que figura en 9}

2) I(c;) = ¢; para todo ¢; € Dr.

3) I(Pnﬁ):{(clv"'!ck)EDI}'C‘|P#1(CI!"')CIV)€¢}
c) En caso contrario reportamos que,

I' no tiene un modelo de cardinalidad menor o igual a n.

La correctitud del algoritmo buscaModelo(T',n) depende directamente del algoritmo
construyeRamaAS(T',n). La entrada de este algoritmo es exactamente la misma que el
algoritmo buscaModelo(I',n).

El algoritmo construye RamaAS(T, n) utiliza una cola de prioridades para almacenar
las ramas abiertas que ain no son saturadas, a la cual llamaremos ABIERTAS. Las ramas
estdn ordenas de acuerdo con su peso en orden ascendente (la de menor peso esté al inicio).
Ademés, cada uno de los nodos que forma cada rama tienen una marca llamada etiqueta,
para indicar si ya fue utilizado o no. De esta manera, una rams es saturada si cada uno
de los nodos etiquetados con un enunciado distinto de una literal ha sido utilizado.

La idea intuitiva del algoritmo es la siguiente: primero inicializa la cola de prioridades
ABIERTAS con el conjunto incial de férmulas I'. Mientras que no encuentra una rama
abierta y saturada, o bien, ABIFRTAS contenga al menos una rama, el algortimo extrae
una rama de ABIERTAS y la extiende utilizando las reglas «, v, 8 y &, en este orden.
Dependiendo de la regla de extensién utilizada y del peso de la rama una vez realizada
la extensién, los pasos a seguir son distintos. En general, cuando una rama se cierra o su
peso es mayor que n se descarta. Cuando se crean nuevas ramas por la aplicacién de una
de las reglas 3 o 4, las ramas son introducidas a la cola ABIERTAS, siempre y cuando,
no sean cerradas ni saturadas, ni tengan peso mayor a n. El algoritmo termina cuando
encuentra una rama abierta y saturada de peso menor o igual a n, o bien, cuando no hay
ninguna rama abierta de peso menor o igual a n, es decir, cunando ABIFRTAS est4 vacia.
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Algoritmo construyeRamaAS(T, n)

Inicializar ABIFRTAS con la rama inicial formada por todos los enunciados de I, cada
uno de estos nodos se etiqueta con noUsado.

Mientras que ABIERTAS # @ (i.e., existe una rama abierta no saturada de peso menor
o igual a n).

(1) Actualizar ® = obtenPrimerElemento(ABIERTAS).?
(2) Sipeso(®) <n

(2.1) Si ® contiene un nodo ¢ etiquetado como noUsado de tipo «, esto es, ¢ =
a1 A\ g, ejecutar los siguientes pasos:

etiqueta(yp) = usado
=P+ 0y +ay
b) Si ® es abierta y saturada, terminar y regresar .
a) Si @ es cerrada, ir al paso (1).
¢) En otro caso, ir al paso (2.1).3

(2.2) Si @ contiene un enunciado tipo ¥ (¢ = Vz1)). Actualizamos ® de la siguiente
manera;

b =2+ y(c/z)+... + (/)

donde ¢; con 1 < i < k son las constantes que ocurren en ®.4 Se etiqueta como
usado siempre y cuando los otros nodos no literales sean etiquetados como
usados.

a) Si ® es abierta y saturada, terminar y regresar .
b) Si & es cerrada, ir a (1).

¢) En caso contrario, etiqueta(1(c;/x)) = noUsado psra toda 1 < i < n. Ir
al paso (2.1).5

(2.3) Si & contiene un enunciado ¢ tipo 3 (¢ = B1 V Ba).
etiqueta(y) = usado

Utilizando la f-regla extender el drbol obteniendo dos nuevas ramas, ®; =
S+ 0y Dy =0+ 0.

a) Sialguna de lag ramas ®; o @, es abierta y saturada, terminar y regresarla.
b) Si ®; y ¥, son cerradas, ir al paso (1).

?Esta funcién obtiene el primer elemento de ABIERTAS eliminéndolo de la misma.

3Esto es porque la regla o no incrementa el peso de la rama y ésta era la de mayor peso, era la primera
de ABIERTAS.

4S6lo se agregan los enunciados %(c;/z) que no aparecian en ®. Ademds, no marcamos el enunciado
 como nolUsado ya que si aparece une nueva constante entonces ¢ deberd instanciase con ésta.

5@ sigue abierta y no se modifico el peso.
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¢) En otro caso, suponiendo que ®; es la rama abierts actualiza & = &, e
introducir la rama ®; a ABIERTAS si ésta es abierta. Ir al paso (2.1).

(2.4) Si @ contiene un enunciado ¢ tipo § (p = Jzy)).
etiqueta(yp) = usado

Utilizando la ¢’-regla extender la rama & obteniendo k 4 1 nuevas ramas, si

k es el numero de constantes que ocurren en &, ®;, = ® + 1(c;/x) para cada
1<i<k+18

a) Si alguna ®; (1 <i < k+ 1) es abierta y saturada, terminar y regresar ®;.
¢) En cualquier otro caso, actualiza ® con la primer rama ®; que sea abierta.”
Insertar todas las ramas abiertas & ABIFRTAS. Ir al paso (2.1).
(3) Si peso(®) =n y ® no es saturada, realizar lo siguiente:

(3.1) Si ¢ contiene un nodo ¢ etiquetado como noUsado de tipo «, esto es, ¢ =
a1 A\ ag, ejecutar los siguientes pasos:

etiqueta(p) = usado
P=0+a; +an

a) Si ® es abierta y saturada, terminar y regresar .
b) Si & es cerrada, ir al paso (1).
¢) En caso contrario,

etiqueta(an) = etiqueta(ag) = noUsado

Regresar al paso (3.1).

(3.2) Si ® contiene un enunciado tipo v (¢ = Vzv) etiquetado como noUsado:
etiqueta(p) = usado ®

O =0+ yY(er/x)+ ... +Y(ca/x)

donde ¢; con 1 < ¢ < n son las constantes que ocurren en .

a) Si ® es abierta y saturada, terminar y regresar ®.
b) Si ® es cerrada, ir a (1),

c¢) En caso contrario, etiqueta(y(c;/x)) = noUsado para toda 1 < i < n. Ir
al paso (3.1).°

(3.3) Si @ contiene un enunciado ¢ tipo 8 (v = 1 V Ba).

etiqueta(yp) = usado

8.4 constante Cr1 es nueva para P.
"Por lo menos hay una ya que ® antes era abierta y la rama ®1.1 se extendio agregando un enurnciado
ingtanciado con une variable nueva en ®, por lo tanto, no puede cerrar la rama ®p, .

#Dado que no exploraremos ramas con peso mayor a n, y ya se aplico la regla 4 con cada una de las
constantes que pueden ocurrir.

90 sigue abierta y tiene peso n.
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Utilizando la §-regla extender el drbol obteniendo dos nuevas ramas, &, =
P+01y Pr=2+ e
a) Sialguna de las ramas ®; 0 ¥, es abierta y saturada, terminar y regresarla.
b) Si ®; y ®2 son cerradas, ir al paso (1).
¢) En otro caso, suponiendo que ®; es la rama abierta actualiza ® = & e
introducir la rama ®, 8 ABIERTAS si ésta es abierta. Ir al paso (3.1).

(3.4) Si ® contiene un enunciado ¢ tipo & (¢ = Izy).
etiqueta(yp) = usado

Utilizando la ¢’-regla extender la rama ® obteniendo n nuevas ramas, ®; =
® + 9(c;/x) paracadal <i<nt0

a) Si alguna ®; (1 <14 < n) es abierta y saturada, terminar y regresar ®;.
b) Si todas las ramas ®; (con 1 < i < n) son cerradas, ir al paso (1).

c) En cualquier otro caso, actualiza ® con la primer ramea ®; que sea abierta
e insertar todas las ramas abiertas a ABIERTAS. Ir al paso (3.1).

A continuacién demostraremos la correctitud del algoritmo:

Lema 3.6 El algoritmo construyeRamaAS(T',n) siempre termina.

Demostracién. Las dos razones por las cuales el algoritmo construyeRamaAS(T,n)
podria no terminar son las siguientes:

1. agregar un mimero infinito de veces ramas a ABIERTAS. O bien,
2. procesar uns rama infinita.

Observemos que al inicio del algoritmo ABIERTAS sélo contiene una rama, a saber
la rama que contiene los enunciados de I'. En el paso (1) eliminamos esta rama de
ABIERTAS almacenandola en ®, quedando ABIERTAS vacfa. En los siguientes pasos
se procesa la rama ¢, si peso(®) es menor a n (paso (2)), tenemos cuatro opciones:

= Si se ejecuta el paso (2.1) se etiqueta el nodo correspondiente como usado y en el
peor de los casos (es decir, la rama no es cerrada ni saturada) se agregan dos nuevos

nodos etiquetados a ®, pero con menor complejidad estructural. Ninguna rama es
agregada a ABIERTAS.

= Si se ejecuta el paso (2.2) el nodo no es marcado como usado a menos que todos
los nodos no literales restantes estén marcados como usados lo cual significa que el
peso ya no puede incrementar y ya se agregaron a la rama todas las a-subférmula
instanciadas con cada una de las constantes de la rama. El peor de los casos, surge
cuando el nodo no es etiquetado como usado y se agregan nuevos nodos, pero éstos
tienen complejidad menor. Ninguna rama es insertada a ABIERTAS.

'No tomamos en cuenta a la rama @ + (cy41/) ya que tiene peso mayor a n.
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» Si se ejecuta el paso (2.3) un nodo es etiquetado como usado. Se crean dos nuevas
ramas similares a ® cada una de ellas con un nuevo nodo etiquetado como noUsado
pero de menor complejidad. En el peor de los casos, inicamente una rams es in-
sertada a ABIERTAS, pero como ya mencionamos ésta tiene en nodo de la rama
originial etiquetado como usado y el nuevo nodo recién agregado que esté etique-
tado como noUsado tiene complejidad estructural menor al ahora etiquetado como
usado.

» S5i se ejecuta el paso (2.3) un nodo es etiquetado como usado. Este caso es pare-
cido al anterior, en el peor de los casos, se agregan un nimero finito de ramas a
ABIERTAS, a lo més n, cada una de ellas con un nodo de menor complejidad es-
tructural etiquetado como noUsado mientras que uno de mayor complejidad fue
etiquetado como usado.

Cuando peso(®) es igual a n, los pasos a seguir son similares a los anteriores, salvo
cuando se aplica la regla v (paso (3.2)) pues el nodo correspondiente siempre es etiquetado
como usado.

De lo anterior, podemos ver que en cada paso se agregan nuevos nodos con complejidad
menor, y se etiqueta un nodo con mayor complejidad que los agregados como usado. El
unico caso en el cual no etiquetamos un nodo de mayor complejidad como usado es
cuando aplicamos una regla +y, pero como el peso méximo de las ramas estd acotado por
n, entonces, no hay forma de crear una rama infinita, ya que significaria que ésta tiene
peso infinito (no hay férmulas con complejidad infinita).

Por otro lado, el nimero de ramas que se agregan a ABIERTAS siempre es finito y con
un nodo de mayor complejidad etiquetado como usado. Ademés de que una vez que una
rama es eliminada de ABIERTAS nunca se vuelve a introducir. Por lo tanto, el algoritmo
termina.

-

Lema 3.7 Sea ' un conjunto finito de enunciados minimalmente n-satisfactible cuyo
peso es m. Entonces, el nimero de cuantificadores ezistenciales de I' debe ser:

1. mayor oigualan—m sim > 136 sim=0yT no contiene ningin enunciado tipo
7, 0

2. al menosn — 1, en cualquier otro caso.

Demostracién. Las unicas reglas que incrementan el peso de una rama son las reglas
(siempre y cuando no aparezca ninguna constante en la rama) y ¢,

Luego entonces, por cada existencial podemos incrementamos en uno el peso de de
una de las ramas garantizando que esta no es cerrada.

Si peso(T') 2 1 o bien peso(I') = 0 y T no contiene ningtn enunciado tipo <, entonces
la. Gnica regla que incrementa el peso de un tablesu extendido de T' es la §’-regla. Por
lo tanto, si el nimero de existenciales que aparecen en I' es k con k < n — m, entonces
la rama con mayor peso tiene m + k constantes, y esto es menor que n. 5i existiera una
rama abierta seria posible constuir un modelo de cardinalidad menor a n por el Lema 3.4,
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contradiciendo la minimalidad de la n-satisfactibilidad. En caso contrario, cuando todas
las ramas son cerradas contradecimos que I' sea satisfactible.

En caso de que el peso(I') = 0 y T’ contenga un enunciado tipo -y, entonces primero
aplicamos la +-regla incrementando el peso de la rama. Por lo tanto, el peso de esta
extension es 1, lo cual nos lleva al caso anterior, pero el nimero de existenciales debe ser
al menos n — 1 existenciales. -

Lema 3.8 (correctitud del algoritmo) SeaT un conjunto finito de enunciados en for-
ma normal prenex. T' es minimalmente m-satisfactible, con 1 < m < n si y sdlo si el
algoritmo

construyeRamaAS(I',n) encuentra una rama abierta y saturada de peso m.

Demostracién.

=) SiI" es un conjunto minimalmente m-satisfactible, entonces debe contener una rama
® abierta y saturada de peso m por la propiedad fundamental de las D) B-tableaux. Ya
que construyeRamaAS(T', n) examina todas las posibles extensiones de la rama inicial en
orden ascendente de acuerdo al peso (la de peso menor esté, al inicio), en algin punto debe
examinar a ®, finalizando y regresdndola. No puede regresar una rama de menor peso que
m ya que contradice la hipétesis de que es minimalmente m-satisfactible y tampoco puede
suceder que no encuentre ninguna rama de peso m abierta y saturada. Ya que lag reglas
son correctas y al menos una rama de peso m debe ser abierta.

=) El algoritmo construyeRamaAS(I',n) extiende las ramas en orden ascendente de
acuerdo al peso ya que ABIERTAS es una cola de prioridades, asf que si encuentra una
rama de peso m abierta y saturada, es porque ya examiné todas las ramas de menor peso
que m. Y por el Lema 3.4 es posible construir un modelo de peso m, demostrando con
ello que I' es minimalmente m-satisfactible. .

Teorema 3.2 (Correctitud del algoritmo buscaModelo(T',n)) SeaT un conjunto fini-
to de enunciados en forma normal prenez. I' es minimalmente m-satisfactible, con 1 <

m < n siy sélo si el algoritmo buscaModelo(T',n) encuentra un modelo de cardinalidad
m.

Demostracién. El algoritmo explora las ramas en orden ascendente, ya que ABIFRTAS
es una cola de prioridades.

=) Sea I' un conjunto m-satisfactible. Entonces peso(I') +numEzistenciales(I") debe ser
mayor o igual & n, por el Lema 3.7, por lo tanto, no se cumple la condicién del paso 1 del
algoritmo. Asi es que se ejecuta el algoritmo construyeRamaAS (T, n) con los argumentos
I'y n.'Y dado que el algoritmo construyeRamaAS(I',n) es correcto es posible construir
un modelo de cardinalidad menor o igual a n.

<=). En caso de que buscaModelo(I', n) devuelva un modelo de cardinalidad m, entonces
por la correctitud del algoritmo construyeRamaAS(T, n) todas las ramas de menor peso
que m son cerradas. Asf que por la propiedad fundamental de las D B-tableaux; I' es un
conjunto minimalmente m-satisfactible.



El futuro tiene muchos nombres. Para los débiles es lo inalcan-

zable. Para los temerosos lo desconocido. Para los valientes eg la
oportunidad.

Victor Hugo.

Abduccion en légica de primer orden

En este capftulo estudiaremos la abduccién como inferencia légica en conjuntos de
enunciados de LPO que son satisfactibles en modelos finitos.

La abduccién es una forma de razonamiento 1égico que nos permite inferir hipdtesis
que expliquen un evento dado. Es decir, la abduccién es un proceso légico que nos permite
explicar un hecho ¢ que no se puede deducir de la teorfa © dada.

4.1. Problemas abductivos

Un “problema abductivo” surge cuando no es posible explicar un evento ¢ a partir
p

de una teoria adoptada ©, es decir, © & ¢ y © = ~¢ [MP93]. Por lo tanto, es necesario
agregar nuevas premisas a . Formalmente,

Definicion 4.1 (problema abductivo) Sea © un conjunto finito de enunciados y ¢ un
enunciado en .2, tales que © = ¢ y O [ —. Por tanto, se requiere explicar a ¢. Decimos
entonces que © y ¢ forman un problema abductivo, denotado por (8, ).

Una solucién a un problema abductivo es cualquier enunciado & que junto con la
teoria explique el hecho. Notemos que la solucién s un problema abductivo no es inica.
El conjunto de todas las posibles soluciones se define formalmente como:

Deflnicién 4.2 (conjunto solucién) Sea (8, ) un problema abductivo, definimos el
congunto solucion de (O, p), en stmbolos Sol((0, ¢)), de la siguiente manera:

Sol((8,¢)) = {Y € Z |OU{Y} |= v}

Notemos que el conjunto anterior contiene a todas las soluciones posibles, incluso a las
“indeseables”. Por ejemplo, las triviales! y las inconsistentes con la teoris. Es claro que

1Soluciones que contienen a ¢.
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tales soluciones no aportan informacién que permita explicar a ¢, por ello Unicamente
adoptaremos como soluciones a aquellas que si lo hagan.

En [Al97] se distinguen cinco tipos de soluciones abductivas, las cuales se clasifican de
acuerdo con las condiciones que verifican:

Requerimiento de inferencia. Esta condicién establece que la solucién obtenida para
explicar el hecho a partir de cierta teorfa adoptads sea tal, que el hecho sea con-
secuencia légica de la teorfa y la solucién dada. Este requerimiento es el minimo
requesito que debe cumplir cualquier solucién.

Consistente. Del hecho que cualquier contradiccién implica légicamente cualquier
férmula, todas las soluciones que sean inconsistentes por sf mismas o inconsistentes
con la teoria deben ser abandonadas. '

Explicativa. La exigencia de que el hecho no sea consecuencia légica de la teoria
no excluye aquellas soluciones que sean triviales, es decir, aquellas que por sf solas
explican el hecho. Es decir, si o es la explicacién y ¢ el hecho, entonces, a f& .

Mfnima. Una solucién se considera minima si es la menor explicacién, es decir,
provee la menor informacién requerida para explicar el hecho en conjuncién con la
teorfa adoptada.

Preferencial. Una solucién es preferancial si es la mejor explicacién de acuerdo con
un orden de prioridad dado.

Nosotros tunicamente nos enfocaremos en soluciones que cumplan las tres primeras
condiciones, por lo cual defimos una solucién a un problema abductivo de la siguiente
manera;

Definicién 4.3 (solucién de un problema abductivo) Sea (8,¢) un problema ab-
ductivo y a un enunciado de 2; o es una solucidn o ezplicacion de (8, ) si cumple con
las siguientes condiciones:

1.
2.
3.

a € Sol((©, ), es decir, OU {a} | .
O U {a} es consistente (© U {a} = L).
a b,

Observacién 4.1 Notemos que a = —p es consecuencia de las condiciones anteriores.

Sia = entonces OU{a} =~y y por 1 8U{a} k= ¢, entonces OU{p} es inconsistente
contradiciendo con ello a 2. Por lo tanto, o [ —¢.

Definimos formalmente cuéndo una solucién es no redundante y cudndo es minima.

Definicién 4.4 (solucién no redundante) Dado un problema abductivo (O, @) y una
solucion o del mismo. Decimos que o es no redundante si ninguna subférmula propia de
@ es una solucion.
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Definicién 4.5 (solucién minimal) Dado un problema abductivo (0, ¢) y una solucidn
« para éste. Decimos que o es minimal 81 no existe ninguna solucidén 8 de (8, ¢) tal que

aEBylKa

4.2. Problemas n-abductivos

Una vez que se han definido formalmente un problema abductivo y una solucién del
mismo, es claro ver por qué ha sido tan poco explorado el tema de la abduccién de primer
orden. Tanto la definicién del problems abductivo como la de la solucién se enfrentan
con el problema de indecidibilidad de LPQ. No obstante, como ya hemos mencionado
anteriormente, este hecho no ha sido motivo para abandonar por completo el estudio de
la relacién de consecuencia légica de enunciados de primer orden.

En esta scccién estudiaremos la nocién de problemas n-abductivos, los cuales son
definidos sobre teorias que son satisfactibles en dominios finitos. Ademé4s, plantearemos
problemas n-abductivos en términos de una modificacién a las tablas semédnticas.

En los trabajos [Ne02] y [AN03] se propone conectar la nocién de un problema ab-
ductivo, relativa a dominios de cardinalidad finita con los D B-tableaux. En la siguiente
seccién presentamos un breve estudio de este planteamiento.

4.2.1. Problemas n-abductivos y DB-tableaux

Las siguientes definiciones son tomadas literalmente de los trabajos antes citados
[[Ne02], [ANO3]].

Definicién 4.6 (problema n-abductivo)? Dado un conjunto finito de enunciados ©
y un enunciado @ libre de cuantificadores en &£, para los cuales existe un D B-tableau,
Tpp(© U {—p}), con una rama abierta de peso n, decimos que (©, ), representa un
problema n-abductivo.

La solucién a un problema n-abductivo se define a través de los D B-tableaux.

Definicién 4.7 (solucién n-abductiva) Dado un problema n-abductivo (8, ¢),, con
1 <n <w, o es una solucién n-abductiva si y sélo si

1. Emste un DB-tableau de © U {a} U {—¢} tal que todas las ramas de peso m (con
1 <m < n) son cerradas.

2. Eriste un DB-tableau de © U {a} con una rama abierta y acabada® de peso n.

Observemos que tal definicién depende en su totalidad de las D B-tableaux. Por lo tan-
to, si quisiéramos utilizar un método de busqueda de explicacién a problemas n-sbductivos
distinto a éste, las definiciones expuestas no podrian ser utilizadas.

?Versién Aliseda y Nepomuceno.
3La condicién de que la rama sea acabada es equivalente a decir que la rama es saturada.
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Por otra parte, la forma de los enunciados que forman la teoria y el hecho, se restringe
de manera que s6lo es posible tratar con problemas n-abductivos cuya solucién sea una
literal.

4.2.2. Problemas n-abductivos y n-consecuencia lgica

Inspirados en las definiciones presentadas en la seccién anterior, proponemos una ter-
minologia para explorar el tema de abduccién de primer orden en conjuntos de enunciados
que son satisfactibles en modelos finitos, esta nocién es independiente de un método de
decisién.

A continuacién planteamos la definicién de problemas n-abductivos para lo cual nos
serviremos de la nocién de n-satisfactibilidad.

Definicién 4.8 (problema n-abductivo) Sea © un conjunto finito de enunciados de
Z minimalmente n-satisfactible (1 < n < w) y ¢ un enunciado de ¥. Decimos que
(8, ) es un problema n-abductivo, denotado por (O, ), si verifica:

OFne y 8y

En contraste con la Definicién 4.6, la definicién que acabamos de introducir no est4 su-
jeta a un procedimiento especifico. Sin embargo, el siguiente resultado es v4lido.

Teorema 4.1 Si (8, ), es un problema n-abductivo con 1 < n < w, entonces existe un
D B-tableau Tpp(© U {—¢}) correspondiente al problema tal que Tpp(© U {—p}) contiene
una rama saturada y abierta de peso n.

Demostracién. La demostracién es directa de la definicién de problema n-abductivo y
del principio de refutacién para la n-consecuencia légica. -

De manera similar, la solucién a un problema n-abductivo se plantea en términos del
concepto de n-consecuencia légica.

Definicién 4.9 (solucién n-abductiva) Sea (0, ), un problema n-abductivo y o un
enunciado de .Z; o es una solucion n-abductiva de (8, ), si verifica:

1. 8u{a} Fne.
2. ©U{a} es minimalmente n-satisfactible O U {a} Fr L).

3. alE, e

Observacién 4.2 Notemos que o =, —p es consecuencia l6gica de 1 y 2 (verificar Ob-
servacion 4.1). .

Esta definicién no depende de ningiin procedimiento de decisién y tampoco restringe la
forma, sintéctica que deben tener los enunciados que conforman un problema n-abductivo.
El tnico prerrequisito que se debe cumplir es que la teoria O sea n-satisfactible. Lo cual
es decidible para diversos fragmentos de enunciados de LPO, ver [BGGO1].
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Una vez introducido el concepto de problema n-abductivo surge la siguiente pregunta:
jexistird un procedimiento mecénico para encontrar soluciones a tales problemas?. Dado
que en la historia de la abduccién las tablas seménticas han sido de gran utilidad para
encontrar soluciones a problemas abductivos; en la siguiente seccién proponemos una
modificacién a los tableaux de Beth para conseguir un procedimiento efectivo para resolver
problemas n-abductivos.

4.3. Una nueva extensién de los tableaux (N-tableaux)

En esta seccién presentamos un refinamiento a las tablas seménticas de Beth para
conjuntos de enunciados minimalmente n-satisfactibles. La modificacién que proponemos
estd inspirada en los D B-tableaux que consiste, nuevamente, en una variacién a la defini-
cién de la d-regla de extensién.

Las interpretaciones que se toman en cuenta en el desarrollo de un N-tableau tienen
como caracterfstica principal que cada elemento del dominio recibe un nombre tnico, es
decir, existe una y sélo una constante para cada elemento del dominio. Nos referiremos a
estas interpretaciones como interpretaciones candénicas.

Definicién 4.10 (interpretaciones candnicas) Sean & un lenguaje de primer orden
y M = (D,TI) una interpretacién de . M es una interpretacién candnica si para cua-
lesquiera ¢, € Cons(%) y para cualgquier a € D, siI(c) =I(c') = a entonces c=¢. Es
decir, si la funcion de interpretacién I restringide a las constantes es inyectiva.

Observemos que dado un conjunto de enunciados I' de .% minimalmente n-satisfactible
con modelo M = (D, T) siempre es posible realizar una transformacién de tal forma que
obtengamos un conjunto de enunciados minimalmente n-satisfactible I'* de un lenguaje
Z* y un #*-modelo canénico M* = (D*,I*) tal que M = T syss M* = T"*. A esta
transformacién le denominamos n-estandarizacién.

Definicién 4.11 (n-estandarizacién) Sean I' un conjunto de enunciados de & con
m constantes ¢1,¢y,...,cm Yy M = (D,I) un ¥ -modelo de T, tal que |D| = n, D =
{a1,...,an}. Una n-estandarizacién de (£, T', M) consta de un lenguaje £*, un conjunto
de enunciados I'* del lenguaje £* y un £*-modelo M* = (D*,I*) tales que:

» Z* tiene n constantes di,...,dn donde d; € N; con N; = {c; | I(¢;) = a;} si
N; # @, en caso contrario (N;j = @) d; es una constante nueva.

» M* = (D*,I*) donde

D = D
I Tpreqery = T
I*(dy) = a

s T* = {p*| p € '} donde ¢* se define recursivamente de la siguiente manera:

o P(ty,... ta)" = P{5,... 1),
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o (mp)* = —p*
(pAY) =" Ay*
o (pVy)=9¢" vy
(Vzp)" = Vap*
(Fzp)* = Jzp*

En el caso de los términos:

e " =1 con x una variable.

o " =d; siI(c) = aj;.

Teorema 4.2 Sea ¢ un enunciado de £, M = (D,I) una & -interpretacién y
(L%, %, M*) una n-estandarizacién de (&, o, M). Entonces, M = ¢ syss M* |= ¢".

Demostracién. Induccién sobre . -

El teorema anterior nos permite suponer de ahora en adelante que todos los modelos
son candnicos. Adem4s, al considerar un modelo de tamafio n podemos suponer que el
lenguaje subyacente tiene n constantes, las cuales denotan a cada uno de los elementos
del dominio. Por lo tanto, de aquf en adelante cada vez que hablemos de un modelo
supondremos que se trata de un modelo canénico y que el ndmero de constantes del
lenguaje es igual a la cardinalidad del dominio.

Definicién 4.12 (N-tableau) Sea I’ un conjunto finito de enunciados de ¥ minimal-
mente n-satisfactible, con n conocida y 1 < n < w. Un N-tableau de T', denotado por
Tn(T), es un tableau construido por medio de las o, B y v reglas definidas anteriormente
y una nueva regla Oy, la cual opera de la siguiente forma:

dxy
elci/z)|. .. |‘P(Cn/x)

donde c; (1 < i < n) son las n constantes del lenguaje &£. A los enunciados o(c;/x)
(1 < i< n) se les denomina dn-subférmulas de Jzp.

Observacién 4.3 Es trivial verificar que esta nueva regla de extension es correcta ya que
por hipdtesis tenemos que el conjunto de enunciados I' es minimalmente n-satisfactible.
Asi, ' tiene un modelo candnico M = (D, T) de cardinalidadn, por lo tanto, M = o(c;/ )
para alguna 1 < i < n, pues M interpreta n constantes y cada una de ellas nombra a uno
y s6lo uno de los objetos del universo D.

Las definiciones correspondientes a una rama abierta, cerrada y saturada son exacta-
mente las mismas que en los D B-tableaux.

Observacién 4.4 Notemos que cualquier rama ® abierta y saturada de un N-tableau de
I', Iy(I'), forma un conjunto de Hintikka.
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En el caso de los N-tableaux sf tiene sentido hablar de un N-tableau saturado, ya que
a diferencia de los D B-tableaux los N-tableaux no tienen ramas infinitas. La razén de ello
es que la dy-regla de extension siempre abre el mismo nimero de ramas, pues el nimero
de constantes es fijo desde el inicio de la construccién. Asf, no nos enfrentamos con el
problema de introducir nuevas constantes cada vez que un enunciado tipo § es utilizado
para extender el N-tableau, provocando con ello que tengamos que instanciar aquellos
enunciados tipo vy que aparezcan en la rama con la nueva constante, pudiendo caer en un
proceso infinito.

Definicién 4.13 (N-tableau saturado) Un N-tableau de un conjunto finito de enun-
ciados [I' minimalmente n-satisfactible de & es saturado si todas sus ramas son saturadas
(abiertas o cerradas).

4.3.1. Correctitud de las N-tableaux

Al igual que los 1) B-tableaux los N-tableaux también pueden ser utilizados para en-
contrar modelos para conjuntos de enunciados minimalmente n-satisfactibles. Aunque en
el caso particular de los N-tableaux es prerrequisito conocer el valor de n, ya que es una
condicién necesaria para aplicar la éy-regla de extensién,

Lema 4.1 Sea I' un conjunto finito de enunciados de ¥ minimalmente n-satisfactible.
Si In(T') es un N-tableau saturado de T' con una rama saturada y abierta ® de peso n.
Entonces, es posible construir un modelo de T de cardinalidad n a partir de ®.

Demostracién. Sea ® una rama abierta y saturada de peso n de 7Zn(T'). ¢ forma un
conjunto de Hintikka y por el Lema 3.2 podemos asegurar que ¢ tiene un modelo de
Herbrand H = (Dg,I) de cardinalidad n, es decir, H }=, ¢; para todo ¢; enunciado de
®, en particular para aquellos que estdn en I'. Por lo tanto, H es un modelo de T.

y

Lema 4.2 Sea I' un conjunto finito de enunciados de . Si T' es minimalmente n-
satisfactible, entonces cualquier Ty(T') saturado cumple con las siguientes condiciones:

1. Todas las ramas de peso m, con 1 < m < n, son cerradas.
2. Tn(T) tiene una rama abierta de peso n.

Demostraciéon. Sea I' un conjunto finito de enunciados minimalmente n-satisfactible.
Sea Ty(I') un N-tableau saturado. Supongamos que Tx(I') contiene una rama abierta y
saturada de peso m (1 < m < n). Por el Lema 4.1, es posible constuir un modelo de
cardinalidad m, contradiciendo con ello que I es minimalmente n-satisfactible. Por lo
tanto, se cumple la primera condicién, todas las ramas de peso menor a n son cerradas.
Ahora supongamos que 7n(I') no contiene ninguns rama de peso n abierta. Por
hipdtesis sabemos que existe una estructura candénica M = (D,I) tal que [D| = n y
M k=, T', dado que el resultado de aplicar cualquiera de las reglas de extensién de los
N-tableaux a un conjunto de enunciados satisfactibles, provoca que al menos una de las
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ramas permanezca abierta® agregdndose nuevos enunciados que son satisfactibles por M.
Por lo tanto, no puede ocurrir que todas las ramas sean cerradas,® asi que al menos una
rame, de peso n debe estar abierta. 4

Teorema 4.3 Un conjunto finito de enunciados I' es minimalmente n-satisfactible si y
s6lo si existe un Ty(T') saturado con una rama abierta y saturada de peso n y todas las
ramas de peso menor a n son cerradas.

Demostracién. La demostracién de este teorema es inmediata del Lema 4.2 y la obser-
vacién 4.4,

4.4. Problemas n-abductivos y N-tableaux

En esta seccién caracterizaremos las N-tableaux como un procedimiento efectivo para
buscar soluciones a problemas n-abductivos.

Teorema 4.4 Si (8, ), es un problema n-abductivo con 1 < n < w, entonces existe un
N-tableau, Tn(© U {—p}), saturado que contiene una rama abierta de peso n.

Demostracién. Por definicién de (6, ), tenemos que 6 f, ¢ y que © es un conjunto
minimalmente n-satisfactible, por lo tanto, por el principio de refutacién tenemos que G U
{~¢} es un conjunto minimalmente n-satisfactible, asi que por el Teorema 4.3, cualquier
N-tableau, Ty (6 U {~¢}), saturado tiene una rama abierta de peso n. 4

Teorema 4.5 Sea (8, ), un problema n-abductivo y a un enunciado en &, o es una
solucidn n-abductiva de (8, @), si y sélo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Cualgquier N-tableau saturado de © U {—p} U {a} es cerrado, es decir, todas sus
ramas son cerradas.

2. Cualguier N-tableau saturado de ©U{a} tiene al menos una rama de peso n abierta
Yy cualquier rama de peso m, con 1 < m < n, es cerrada.

3. Cualgquier N-tableau saturado de {a} U {—¢} tiene al menos una rama abierta de
pesom, con 1 < m < n, y todas las ramas de menor peso son cerradas.

Demostracién.

1. Por definicién de solucién n-abductiva tenemos que 8 U {a} |, ¢ esto ocurre syss
el conjunto © U {a} U{—¢} no es minimalmente n-satisfactible. Por el Teorema 4.3,
esto se cumple syss cualquier Ty (0 U {—¢} U {a}) saturado es cerrado.

2. Por definicién, 8 U {a} es minimalmente n-satisfactible, nuevamente esto ocurre
syss cualquier 7y (O U {a}) saturado contiene una rama de peso n abierta y todas
las ramas de menor peso son cerradas, Teorema 4.3.

4Consecuencia de la correctitud de las reglas de extensién.
SNotemos que ninguna rama tiene peso mayor a n pues €l numero maximo de constante gue introdu-
jimos es fijo (n).
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Por definicién de solucién n-abductiva tenemos que o F, ¢, esto ocurre syss
{a} U {—} es n-satisfactible. Sea m con 1 < m < n tal que {a} U {~¢} es mini-
malmente m-satisfactible, el Teorema 2.1 garantiza que tal m existe. Por lo tanto,
todo N-tableau saturado de {a} U {—} contiene una rama abierts de peso m.

Ahora bien, sea Ty({a} U {—¢}) un N-tableau saturado con una rama abierta de
peso m, con m minima, entonces {a} U {—¢} es un conjunto minimalmente m-
satisfactible, por el Teorema 4.3. Dado que n es mayor que m, entonces {a} U {-y}
es un conjunto n-satisfactible, de donde es consecuencia que «a &, ¢.

4

Como ya mencionamos anteriormente, las N-tableaux son un primer prototipo de pro-

cedimiento efectivo para resolver un problema n-abductivo (8, ¢),. El proceso consiste en
construir un /V-tableau saturado de @ U{¢} y tratar de cerrarlo, para lo cual es necesario
obtener el conjunto cerradura de cada una de las ramas abiertas.

Definicién 4.14 (conjunto cerradura) Sea ® una rama de un N-tableau o de un

D B-tableau, y Lit(®) el conjunto de literales que aparecen en ®. El conjunto cerradura de
®, denotado por CC(®), se define como el conjunto formado por cada una de las literales
complementaria que constituyen Lit(P).

Una vez definido formalmente el conjunto cerradura, un proceso para encontrar solu-

ciones a un problema n-abductivo (8, ¢), a partir de un N-tableau saturado de © U {—p}

cuyas ramas abiertas son @y, ..., $, es el siguiente:
1. Para cada rama ®;, con 1 <1 < k, se obtiene CC(®;).
2. Sila interseccién de todos los CC(®y), con 1 < i < k, es distinta del vacfo, entonces,
verificar si alguna de las literales es una solucién n-abductiva. En tal caso, terminar.
3. En caso de no encontar soluciones literales, verificar si existen soluciones conjunti-

vas, las cuales se forman a patir de la conjuncién de literales pertenecientes a los
conjuntos cerradura. Verificar si tal conjuncién es una solucién n-abductiva.

Observemos el siguiente hecho, si alguna solucién es una conjuncién de la forma.:

wlci/z) Aplea/) A ... A p(en/)

Entonces la solucién n-abductiva es equivalente con el enunciado Vzp.

Ejemplo 4.1 Sea © = {Vx32(Qz — Pzz), 32Qz, Vz(Qz — —-Pzxz)} una teorfa mini-
malmente 2-satisfactible y el hecho ¢ = JyPay. Encontrar una solucidn para el problema
2-abductivo, (8, ).

Solucién. Construyamos el N-tableau correspondiente a 8 U {—=p}.
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Vz32(Qz — Pxz)
Ellez
Ve (Qz 4 -Pzx)
Vy—:Pay
~Paa
Qa —>I—|Paa

32(Qa L Paz)

a b
-Qa —Paa 32(Qb — Pbz)
| 7 ™~ |
® Qa— Paa Qa — Pab Qb — —Pbb
Q/ \P Q/ \Pab IIDab
—Qa aa  —Qa -
: | é Fl’ b Qb/ N Pbb
& ® —Fa - -
| 7N

® ® —Qa ~Paa

Antes de continuar con la construccién del N-tableau, queremos hacer notar que todas
las ramas de peso 1 se cerraron aplicando Gnicamente las reglas de extensién a enunciados
de 8. Extenderemos el drbol a profundidad de izquierds a derecha. Ademés, utilizaremos
los sfimbolos ® y ® para representar que una rama ha sido cerrada o, saturada y abierta,
respectivamente.

W
Qb — Pba Qb — Pbb
T s AN
QQa — Paa Qa — Pab Qb Pbb
Qb/ \Pba Qb/ \Pb QIE) Ql?.)
- = 1
| 7N I VAN
® Qa Pfla ® Qa Plab
| |
(OF] ® ®2 ®

De la extensién de la rama (1) obtenemos dos ramas abiertas y saturadas (©; y ®3),
y el conjunto de literales de cada una de ellas es el mismo. A saber,

{—Paa, Qb,—Pab, ~Pbb, ~Qa, Pba}

Ahora bien, el resultado de extender la rama (2) del N-tableau inicial, es el siguiente:
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O
Qb — Pba Qb — Pbb
N

— e Ve
Qa — Paa Qa — Pab -Qb  Pbb
e ~ - ~ I |
—Qb Pbq -Qb Pba ® ®
I 7N I 7N
® ~Qa Plaa ® —Qa Plab
| |
OF) ® O] @

De donde obtenemos nuevamente dos ramas abiertas y saturadas (@3 y @) , tales que
el conjunto de literales es exactamente el mismo que en las ramas abiertas y saturadas
obtenidas de (1). Por lo tanto, €l conjunto de cierre de cada una de ellas es el mismo, a
saber:

{Paa,—~Qb, Pab, Pbb, Qa, - Pba}

Ahora sélo nos falta verificar cudles de ellas son soluciones al problema (6, ©)n. Ni
Pab ni Paa pueden ser explicaciones ya que son soluciones triviales. Pero cualquiera de
las literales Qb y (QQa son soluciones a (8, ©),. Ademés, por el hecho de que tenemos Pba
y I’bb en el conjunto cerradura y el problema es 2-abductivo, entonces también podemos
construir la solucién Vz/’bz.

Ejemplo 4.2 Dada la teoria © = {Vr3y(Pz — Qy A Rzy), 3z(Qz A —~Px), Iz(Pz A
Qz), 3z(Pz A ~Qz) Vz—Rxz}, la cual es minimalmente 3-satisfactible, y el hecho ¢ =
®c A Pc. Encuentra una solucion para el problema 3-abductivo (8, ¢)3.

Solucién. La parte inicial del N-tableau saturado de © U {—y} es la siguiente:

Vz3y(Pz — Qy A Rzy)
z(Pzx A -Qz)
Hx(Pa:' A Q)
r(Qx |/\ - Pz)
‘v’z—n:R:cm
—(Qc A Pc)
Fy(Pc — Qu A Rey)
~Ree

VAN
—|QC “'PC

COREN¢)

Observacién 4.5 Notemos que cualquier extensién que realicemos sobre el N-tableau
debe ser utilizando la dn-regla. Esto implica que deberemos abrir tres ramas, una por
cada elemento del dominio. En cambio, con los DB-tableau el resultado de aplicar la 6'-
regla abre sdlo dos ramas: una con la constante ¢ y otra con una nueve constante. Lo
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anterior provoca la pérdida de informacion en la bisqueda de una solucion a problemas
n-abductivos si el procedimiento se realiza con D B-tableaux y por eso hemos propuesto los
N-tableauz.

Advirtiendo que de aquf en adelante podaremos aquellas ramas cuyos enunciados que
las conforman sean los mismos, unicamente escribiremos una de ellas. El resultado es
claramente el mismo; para resaltar aquellas ramas que podaremos utilizaremos el simbolo
h. Prosiguiendo con la extensién de la rama (1) obtenemos:

- 1)\
wb /\ Qb PeA Qe
' P
”"‘ y 4
Qa b c
-PaAQa -Pb I/\ Qb -Pc I/\ Qc —Pan Qa/ﬂPb l/\Qb\—|PC A Qc Glb

~ba s jc ~ba s ~Pe

Qa Qb ¢ Qa Qb dc
é ﬁiaa é ﬁ}?aa é Q!Z)
~Rbb ~Rbb
a'n (1!2)

Primero extenderemos la rama abierta (1.1).
(L)
Pan—-Qa  PbA-Qb c A\ —=Qc
|
B ;

| |
®#j}_/_(Pa — Quy A Ra‘g')‘*--..._
Pa — Qa A Raa Pa—»db/\Rab Pa — Qc A Rac

—J’g \Qa —nf —nPg \Qc
sza ® Rlab ® szc
® Jy(Pb — Qy A Rby)
Pb— Qa/ R Pb— db ARby Pb— > Qe Rbe
—|f’b Qa ﬁfb Qb —‘1|5’b C%c
i Rpa |bb il Rlbc
(1.1.1) ® ®

(1.1.2)
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Extendiendo las dos ramas que aiin contintian abiertas, obtenemos:

(1.1.1)
|
Jy(Pc — Qy A Rey)
--‘_\‘_‘“
Pc—»Qa/\REz’/Pc—rdb/\Rcb Pc — Qc A Rec

VAN VAN /N
—ic Qa —l—)’c Qb ml”c Qc
| | |
Rlca Rlcb ® Ree
®(1.1.1.1) ®@.1.1.2)

Por lo tanto, de la rama (1.1.1) obtenemos dos ramas abiertas y saturadas: Qaiin Y
®@.1.1.2), las cuales tienen los siguientes conjuntos de literales:

Lil{®@u111) = {~Qc¢, Pa, Qa, =Pb, Qb, Pc, Rca, Rab}
Lit(®aa112) = {-Qc, Pa, Qa, =Pb, Qb, Pc, Rcb, Rab}

(1.1.2)
|
Jy(Pc — Qy A Rey)
""\‘_‘-‘-‘-‘-
Pe— QaAFoa  Pc—QbARch Pe— QcA Rec

SN\ VRN /7 N\
-Pc  Qa -Pe @b —l’c Qe
I I [
Rf:a Rlcb Rec
®.1.21) ©Oa.1.22)

La extensién de (1.1.2) result6 exactamente igual, con la tnica diferencia que en todas
las subramas de (1.1.2) aparece la literal Rba. El conjunto de literales de las ramas abiertas
y saturadas ©.1.21) Y ©.1.2.2) son:

Lit(®aa21) = {—~Qc Pa, Qa, ~Pb, Qb, Pc, Rba, Rca, Rab}
Lit(@(l_l_zlg)) = {"QC, Pa, Qa, _|Pb, Qb, PC, Rba, RCb, Rab}

Ahora regresemos a extender la rama abierta (1.2).
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(1.2)
PaA—-Qa  Pb /\I ﬂQb\Pc A =Qc
a Plb Ic
—v(!Qa = —|Qc
® &  3y(Pb— QuA Riy)
Pb— Qa Hba  Pb —»/c;}b AR Pb = Qe Rbe
—|1“b Qa -Pb le ﬁfb Qc
® Rlbb
dy(Pa — Qy A Ray) ® ®
-l-l""-"-.-'-' _“‘-“\hﬁ
Pa — Qa A Raa Pa—»éb/\Rab Pa — Qc A Rac
VAN VAN VAN
-Paq Qla *dra Qb —‘fa Qlc
|
| Raa h Rab h Rac
(1.2.1) g

Dado que tnicamente nos falta extender el y-enunciado Vz3y(Pr — Qy A Rxy) en las
ramas (1.2.1) y (1.2.2), el resto de la extensién de tales ramas es exactamente igual. Por
lo tanto, inicamente lo realizaremos una vez.

(12.1)/(1.2.2)
3y(Pc — Qy A Rey)
.--""""-————F
Pc— Qa A Rea Pc—réb/\Rcﬁ’c—ch/\Rcc
/N VAN VAN
-ﬂf'c Qla -ﬂgc Q|b —T’c
® Rfa R|cb ®
Oa.2.11)/Ca221) ®a.212)/0@.222)

De lo anterior, concluimos que la rama (1.2) tiene cuatro ramas abiertas y saturadas
O@211), @aa12), Qu.221) Y ®a.222). Cuyos conjuntos de literales son los siguientes:

L’lt(@(lgll)) = {"QC, Pb, Qb, —|Pa, Qa, PC, RCG}
Lit(®(1_2_1_2)) = {—|QC, Pb, Qb, -1Pa, QCL, PC, Rcb}
Lit(®a221) = {—Qc, Pb, @b, ~Pa, Qa, Pc, Rab, Rca}
Lit(@(l_z_z_z)) = {—|QC, Pb, Qb, —1Pa, QCL, PC, Rab, Rcb}

Unea vez completa la extensién de la rama (1), seguimos con la extension que dejamos
pendiente de la rama (2).
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bAQb PenQc
IJa _Fl’b Plc:
| é ‘
/Q'a\P e lb\P Qe
Pa /\I -Qa  Pb /\I —Qb c /\I -Q@c PaA-Qa Pb /\I -Qb c A Q¢ QLD
Pa Pb Pc a Pb }40
—ba —né)b ﬂbc —|C!2a —|C|2b Q¢
& | ® i &
(21) (22)

Extendiendo la rama (2.1).

(
/
—“PaANQa -PbAQD “Pe A Qc

—*a —g;)b -wéPc

2.
!
A

Qla |c
® ®  Jy(Pa-— QyA ng_/_)\‘_“
.--"'"""d-'#
Pa — Qa A Raa Pa—rdb/\Rab Pa — Qc A Rac
SN PN VAN
—Ta Qla ﬁfa le -Pa Qlc
® Raa ® erb Rac
® N

Continuamos con la extensién de la tGnica rama que permanece abierta de (2.1).

i
Jy(Pa — Qy A Ray)
..--—"""'# -‘h-h"""---..
Pa — Qa A Raa Pa—réb/\Rab Pa — Qc A Rac

VAN SN VAN
—|13a Qa -Pa le -Pa  (Qc
I I
® R@ga Rlab ® szc
® Jy(Pc— Qy A Rc‘y\)-_‘&
Pe— QahHea  Pe— QbARch Pt — Qe Rec
7N VAN VAN
ﬁfc Qla —|1|3’c le -ﬂch QIC

©O@11y  Rca b Rlcb f Rlcc
OTCRB)! @ ®
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Por lo tanto, las unicas ramas abiertas y saturadas de la rama (2.1) son Q@11 Y
©(2.1.2) Y los conjuntos de literales somu:

Lit(®@11)) = {=Pe, Pa, Qa, Pb, -Qb, Qc, Rac}
Lit(®@12) = {—Pc, Pa, Qa, Pb, -Qb, Qc, Rac, Rca}

Por dltimo, extendemos la rama (2.2).

(2.2)
-PaAQa  -Pb ’/\ Qb -PcAQc
-J:’a —JIJb ﬂ]ljc
Qla db dc
Qg é Fy(Pb —~ Qy A Rby)

Pb — Qa/\R'b'/Pb—> QbARbb\b—» Qe Rbe
—|13b Qtja ﬁgf Qb —Tb Qc

Rbb
® Fy(Pa — Qy A Ray)
Pa— QaA Raa  Pa— (QbARab  Pa— QcA Rac
7N 7N 7N
—|13a Qa -Pq le —|1|3a Qlc
® Raa Rab ® Rac

i I
(2.2.1) (2.2.2)

Para las dos ramas que permanecen abiertas ©(2.2.1) ¥ ®(2.2.2), Unicamente falta aplicar
la y-regla al enunciado Yz3y(Pz — Qu A Rzy) utilizando la constante c. Asf, la extensién
de ambas ramas utilizando la y-regla es idéntica pars ambas ramas.

(2.2.1)/(2.2.2)
[
Jy(Pc — Qy A Rey)
"‘-u-._\-.-
Pe— QanFea  Pc— QbAReh  Pe— QcA Ree

-~ ™~ 7N\ VAN
_|}|DC Qa —vf’c le ﬁf’c Qlc
|
O@211)/O@221 R i Rlcb h Ree
® ®@212)/0@222)

Por lo tanto, las literales de las subramas abiertas y saturadas de la rama (2.2) son:

Lit(®@211)) = {-Pe, Pb, Qb, Pa, ~Qa, Qc, Rbc, Rab,}

L’Lt(O(gglg)) = {-Pc, Pb, Qb, Pa, ~Qa, Qc, Rbc, Rab, Rcb}

Lit(®@221)) = {—Pec, Pb, @b, Pa, -Qa, Qc, Rbc, Rac, }
(

Lit(®@222) = {-Pc, Pb, Qb, Pa, -Qa, Qc, Rbc, Rcb, }
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Una vez que hemos dado un N-tableau saturado para el problema 3-abductivo (8, )3
planteado en el Ejemplo 2. Unicamente nos falta encontrar una solucién a partir de los
conjuntos de cierre de las ramas abiertas y saturadas. Los listamos & continuacién:

CC(O(],],L])) = {QC, _LPCb, _1Q(1, Pb, _|Qb, “TPC, _|RCCZ, "lRab}
CC(®ua1z) = {Qc, —Pa, =Qa, Pb, ~Qb, ~Pc, -Rcb, —Rab}
CC’(O(LLM)) = {Qc—-Pa, ~Qa, Pb, =Qb, ~Pc, —Rba, ~Rca, —Rab}
(@(1'1‘2.2)) = {QC, _|PCL, _lQa, Pb, —|Qb, "1PC, —|Rba, _‘lRCb, _lRab}
CC(®a211) = {Qc, ~Pb, -Qb, Pa, ~Qa, =Pc, ~Rca}
CC(®(1.2.1.2)) = {QC, _|Pb, _|Qb, Pa, —|QCL, “'PC, _'RCb}
CC(@(]__Q_Q.]_)) = {QC, _\Pb, _|Qb, P(l, ﬁ62(1,, _‘PC, ‘WRClb, _|RCG}
CC(@(LQ_Q,Q)) = {QC, - Pb, —|Qb, Pa, —Qa, —Pec, - Rab, —|Rcb}
CC(®@1y) = {Pe, =Pa, -Qa, -Pb, Qb, -Qc, Rac}
CC(('“)(glz)) = {]JC, —1Pa,, —|Qa, —|Pb, Qb, —lQC, —Rac —|Rca}
CC(®@211) = {Pc, ~Pb, ~Qb, —Pa, Qa, =Qc, —~Rbc, ~Rab}

)
00(6(2212)) = {PC, “'Pb, _|Qb, —|Pa, Qa, _'QC, ﬁRbC, _|R(1b, _'RCb}
CC(®@221)) = {Pc, ~Pb, -Qb, —Pa, Qa, ~Qc, —Rbc, —Rac }
CC(®@222) = {Pc, =Pb, -Qb, —=Pa, Qa, ~Qc, —~Rbc, ~Rcb }

La interseccién de estos conjuntos es vacia. De lo que concluimos que no hay soluciones
que sean literales. Fis necesario constuir explicaciones conjuntivas.
Utilizando el procedimiento antes propuesto, es posible construir las siguientes expli-

caciones:
-Qb A = Pa
—Qa N -Pb

Cabe destacar que podemos encontrar muchas més, pero éstas tienen la propiedad de ser
minimales.

Un inconveniente que presenta este método de buisqueda de explicaciones es que como
prerrequisito es necesario conocer la cardinalidad del modelo de Herbrand que satisface
la teorfa ©. Ademés, en términos computacionales, tal procedimiento es muy costoso. El
primer problema puede ser solucionado fécilmente al existir programas que construyen de
manera autématica modelos finitos para conjuntos de enunciados de LP®. En cuanto al
segundo problema, se puede tratar de desarrollar heuristicas de bisqueda, de tal forma
que Se restrinja la extensién completa del drbol.



Las dificultades aumentan conforme se aproxima uno al fin.
Goethe.

Conclusiones

El problema de abduccién en la logica de primer orden podria considerarse como
imposible de tratar. La razén principal de tal aseveracién se encuentra en la definicién
misma del problema abductivo (8, ), la cual requiere que © U {—} sea satisfactible o
equivalentemente que © j= ¢, relacién indecidible en LPQO. Sin embargo, la indecidibili-
dad de la légica de primer orden no ha sido un obstdculo para estudiar el problema de
consecuencia légica desde el punto de vista algorftmico, con lo cual se han descubierto
diversos fragmentos de LPO que tienen un problema de decisién de consecuencia légica
decidible (véase [BGGO1]). Por otra parte los avances en velocidad y capacidad de célculo
que proporcionan las computadoras de nuestros dfas han llevado a un florecimiento del
razonamiento automatico mediante la implementacion de diversos asistentes basados no
sélo en légica de primer orden sino en légica de orden superior (OTTER e ISABELLE por
mencionar un par de ejemplos).

De esta manera, en nuestra opinién, el problema de la indecidibilidad no debe ser un
impedimento para plantear e intentar resolver problemas abductivos en LPQ. Alin més,
sabiendo que existen diversos fragmentos decidibles de LPO que tienen la propiedad de
modelo finito, es decir, el hecho de que tengan un modelo implica que tienen un modelo
finito. Una breve descripcién de tales fragmentos se presenta en la siguiente seccién.

Por todo lo anterior y basados en [Ne02] y [ANO03] enunciamos el problema de ab-
duccién en légica de primer orden de manera que tenga sentido en aquellos fragmentos
decidibles de LPO con la propiedad del modelo finito. Para realizar este planteamiento
hemos propuesto un refinamiento a las nociones tradicionales de satisfaccién y consecuen-
cia logica, a las cuales denominamos n-satisfaccién y n-consecuencia légica, ya que son
relativas a dominios con cierta cardinalidad finita n.

Enfocéndonos en conjuntos de enunciados de LPQ satisfactibles en modelos finitos,
utilizamos el método de refutacién conocido como D B-tableaux, introducido de manera
independiente en [Bo84] y [Di93], como una herramienta mecénice para decidir si un
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conjunto de enunciados es n-satisfactible para n > 1. Con este objetivo propusimos el
algoritmo buscaModelo(T", n).

Ademé4s demostramos algunas propiedades interesantes de la relacién existente entre
la nocién de n-satisfactibilidad y los DB-tableaux. El resultado més destacado es la
propiedad fundamental de los DB-tableaux: “Un conjunto de enunciados T' de & es
minimalmente n-satisfactible syss existe un Tpg(l') con una rama abierta de peso n y
cualquier Tama de peso menor es cerrada”. Para la demostracién de este teorema hemos
contado con la colaboracién del autor de [Ne02]. Este artfculo contiene un resultado
analogo al nuestro, aunque con ciertas diferencias esenciales como el hecho de que nosotros
usamos modelos de cardinalidad minima.

Con respecto a la abduccién, caracterizamos este tipo de razonamiento en conjun-
tos de enunciados de LPO decidibles y con modelos finitos a través de la nocién de n-
satisfactibilidad; definimos qué es un problema n-abductivo por medio de la n-consecuencia
16gica. Una versién de ello se encuentra en [Ne02], donde se utilizan los 1) B-tableaux como
procedimiento mecénico para obtener explicaciones a problemas n-abductivos siempre y
cuando el problema (8, ), cumpla con las siguientes condiciones: tanto ¢ como « (la
explicacién) deben ser literales. En contraste nuestra propuesta no requiere de tales restric-
ciones, ademés de que nosotros definimos la nocién de n-consecuencia légica de maners
detallada.

Influenciados nuevamente por [Ne02| proponemos una modificacién al método de
tablas seménticas de Beth con miras a obtener un procedimiento efectivo que nos permita
encontrar soluciones a problemas n-abductivos. Realizamos un cambio a la definicién de
la d-regla de extensién de las tablas de Beth, obteniendo una nueva regla de extensién
para los enunciados tipo d & la que llamamos §y-regla. Esta regla también depende de
la cardinalidad del dominio. A los tableaux construidos a través de esta nueva regla de
extensién y las reglas a, 4y v usuales los denominamos N-tableaux. Al igual que para los
D B-tableaux demostramos tembién la completud y correctud de los N-tableaux, la cual
estd en funcién de la nocién de n-satisfactibilidad.

Desde el punto de vista tedrico el trabajo que hemos reslizado hasta este punto pre-
senta varias limitaciones, como el hecho de que trabajamos con conjuntos de enunciados
satisfactibles en modelos finitos, lo cual podria llevar a la conclusién de que el uso de
enunciados de LPO es una simple abreviatura para disyunciones y conjunciones finitas.
Sin embargo, recordemos que desde el punto de vista computacional, finito dista mucho
de ser sinénimo de pequefio o manejable. Ademsés, en este 4mbito la gran mayoria de
problemas solubles estdn definidos en modelos finitos.

Otro inconveniente podrfa ser que el procedimiento que proponemos para encontrar
una explicacién & un problema n-abductivo (8, ¢),, tiene como prerrequisito conocer la
cardinalidad del modelo de Herbrand mfnimo de 6. Dicho problema encuentra soluciones
en la rama del razonamiento automético conocida como construccién automética de mo-
delos. En los casos sencillos bastar4 solicitar a algin constructor automético de modelos,
como MACE!, la bisqueda de modelos finitos de Herbrand para 6.

Finalmente queremos resaltar que la terminologia expuesta & lo largo de este trabajo, la

1Ver http://www-unix.mcs.anl.gov/AR/nace2
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cual se sirve de todo el poder expresivo de la l6gica de primer orden, abre una nueva. puerta
para explorar el problema de abduccién en (fragmentos de) LPO, como analizaremos en
la siguiente seccion.

5.1. Fragmentos decidibles de LPO

En esta seccién describimos algunos fragmentos de la LPO que son decidibles y ademés
gozan de la propiedad del modelo finito. Nos basamos totalmente en [BGGO01] y fijamos
nuestra atencién en aquellos conjuntos de enunciados de LPQO en forma normal prenex,
lo cual no es restriccién alguna puesto que existe un algoritmo simple para transformar
cualquier enunciado de LPO en dicha forma normal.

Tales fragmentos se caracterizan poniendo restricciones a la forma de los prefijos de cuan-
tificadores y/o al lenguaje.

Entenderemos por prefijo aquellas cadenas formadas en el alfabeto {V, 3}. Para represen-
tar prefijos utilizaremos expresiones regulares. Una secuencia de indice es una funcién

f: Nt 2 NU{w},

Definicién 5.1 Pare cualquier conjunto de prefijos Il y cualesquiera dos secuencias de
indicep y f. (I, p, f] ( respectivamente [I1, p, f]-) denota a la coleccién de todos los enun-
ciados ¢ en forma normal prenex de LPO sin igualdad (respectivamente, con igualdad),
tales que:

» FEl prefijo de ¢ pertenece a II.

s El nuimero de simbolos de predicado de indice n que figuran en ¢ es menor o igual
que p(n).

» El niimero de simbolos de funcion de fndice n que figuran en o es menor o igual que

f(n).

» ¢ no tiene simbolos de proposicién (es decir, simbolos de predicado de indice cero),
excepto las constantes légicas T y L y tampoco tiene stmbolos de constante (es decir,
stmbolos de funcién de tndice cero).

Una vez presentada la notacién anterior, listamos las clases de enunciados en forma
normal prenex de LPO que cumplen con la propiedad de modelo finito y son decidibles:

[3*V*,all, (0)]= (Ramsey 1930)

[3V2T all, (0)] (Godel 1932, Kalmér 1933, Schiitte 1934)
[all, (w), (w)] (L6b 1967, Gurevich 1969)
[3*V3*,all,all]  (Maslov-Orevkov 1972, Gurevich 1973)
[3*, all, all]- (Gurevich 1976)

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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donde la sucesién p (respectivamente f) denotada all representa a la secuencia cons-
tante w, es decir, en los enunciados de dichas clases el nimero de simbolos de predicado
(respectivamente de funcién) es ilimitado.

Para un estudio profundo con respecto al problema de la decisién véase [BGGO1].

5.2, Trabajo relacionado

En esta seccién mencionamos brevemente algunas investigaciones relacionadas con
nuestro trabajo.

5.2.1. Abduccién en LPQO por medio de tableaux

Mayer y Pirri [MP93] presentan un modelo para calcular abduccion tanto en l6gica
de proposiciones como en 16gica de primer orden. En el caso de LPO tratan con proble-
mas abductivos mediante skolemizacién en reversa, unificacién y un procedimiento al cual
nombran “herbrandizacién dindmica” de férmulas. Para dar una idea de como generan
explicaciones, mencionamos los siguientes pasos. (1) se construyen los “conjuntos cerrados
mfnimos”, (2) se buscan soluciones abductivas que sean literales las cuales cierren todas
las ramas correspondientes a los conjuntos anteriores y (3) se eliminan soluciones incon-
sistentes.

Se presentan dos métodos para formalizar el razonamiento abductivo: uno de ellos utiliza
tablas semdanticas de Beth y el otro un célculo de secuentes y se muestra la relacién que
existe entre estos dos métodos. Més atin, se propone una extensién a la légica de primer
orden, la cual probablemente es el estudio més significativo reslizado hasta ese momento
en abduccién de LPQO, pues va més all4 del marco usual de resolucién.

Un punto importante de [MP93] es que muestra claramente el contraste que existe entre
la abduccién proposicional y la abduccién de primer orden. Mientras que la primera es
facil de calcular, atin considerando explicaciones minimas, la segunda es inherentemente
indecidible.

5.2.2. Abduccién en LPQ a través de DB-tableaux

En [Ne02] se presenta por vez primera una nocién de satisfactibilidad y consecuencia
l6gica restringida a conjuntos de enunciados con modelos finitos. Ademds, en [ANO3]
se aborda la abduccién de primer orden para clases de enunciados de la forma VzIye,
con ¢ una férmula libre de cuantificadores. En ambos trabajos se define un problema
n-abductivo por medio de los DB-tableaux. Cabe mencionar que [AN03] se encuentra
aln en fase de revisién por parte de los autores.

5.3. Trabajo futuro

Para terminar nuestro trabajo mencionamos algunas lineas futuras de investigacién:
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» Bstudiar qué otras propiedades de interés cumplen la nocién de n-satisfactibilidad
asi como la relacién de n-consecuencia 16gica.

» Desarrollar heurfsticas que permitan encontrar soluciones a problemas n-abductivos
a través N-tableaux o DB-tableaux, de tal forma que sea posible implementar los
resultados expuestos aqui con un costo razonable (no exponencial) en cuanto a
tiempo y espacio.

» Explorar los fragmentos de enunciados decidibles de LP® con la propiedad de mo-
delo finito descritos en la Seccién 5.1, con el propdsito de encontrar algoritmos o
heuristicas basadas en la forma que tienen los enunciados que conforman un proble-
ma n-abductivo.
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