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1. INTRODUCCION,

El concepteo de nficleo de una digridfica fue introducido éor John
Von Neumann y Oskar Morgenstern [18] en 1953 como herramienta
de inter€s en la Teoria de Juegos.
Demostraren que toda digréfica finita sin ciclos posee un nficleo
Gnico. Posteriormente y ya con un enfogue puramente gréfico,
Richardson [34], [15]I, [161 investigd diversas clases de digréa-
ficas gue poseen nficlec. En particular encontrd los siguientes
resﬁltadas:

i} Las digrdficas bipartitas (finitas ¢ infinitas) tienen nfi-
cleo,
ii) Las dig;éficas finitas sin ciclos impares tienen nficleo.
La demostraci8n original del Teorema de Richardson ii) es bastan
te complicada; en el afio 1271 Victor Neumann Lara [12] introdujo
el concepto de seminficleo que permitid una nueva demostracién ml
che mis simple.
En 1275 Romanowicz, Zbigniew [17] demostrd que una digrdfica en
1a cual cada ciclo impar no sim@trico tiene una diagonal sim&tri
ca gue es imparmente aciclica, tiene nficleo.
En 1976 H. Meyniel conjeturd gue una digridfica en la cual cada
ciclo impar posee dos pseudodiagonales es R-digrédfica. Durahte
los afios 1979, 1980 y 1981 P. Duchet y H. Mayniel {21, {3], [4]

investigaron diversas clases de digrdficas que son Rwdigréficas'

analizando algunos casos particulares de la conjetura de H. Meyniel



¥ en particular encontraron los siguientes resultados:

8i todo ciclo impar de D posee dos cuerdas cortas cruzadas

(es decir de la forma ka’xk+2l v (xk+1,xk+31 para un ciclo
{xi,xz,...,prI, entonces D e R-digrffica.

Si todo ciclo impar de D de longitud * 5 posee dos cuerdas
cortas no cruzadas entonces D es R-digr&fica.

Si tode ciclo de D posee uﬁa flecha simétrica, entonces D es
R-digrafica.

8i todo ciclo impar de D posee dos flechas simé€tricas, enton-
ces D es R-digrifica,

En el presente trahajo, en el capitulo 2 se demuestra que si to
do ciclo impar de D posee dos cuerdas cortas (es decir de la
forma (xk,xk+21 v {xj,xj+2} para un ciclo (xl,...,xp) Ve

b no contiepe trfangulos dirigidos, entonces D es R-digré-
fica. También se dan algurnas condiciones sobre las diagonales
de los ciclos impares de D, gque son suficientes para gue D
sea R-digrdfica, En el capitulo 3 se demuestra que no es posi
ble caracterizar a las R:-digrﬁficas por medio de Subdigr&ficas
inducidas prohibidas ya gue toda R-digr&fica tiene una copia
isomorfa que es subdigrdfica inducida de alguna R'- digrdfica.
En el capitulo 4 se dan algunas constrxucciones gue estfn cercana
nente relacionadas con la conjetura de H., Meyniel y alguhas ex-
tensiones tambiZn relacionadas con la conjetura., En el capitulo
5 se demuestra gue existen R ~digrificas y R~ digrdficas de

nmero dicromitico dade v cuello 4,
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1,1 CONCEPTOS PRELIMINARES,

Una digrddica o grdfica dénigida D es un par (V,F) donde
V es un conjunte no vacfo y F un suhconjunto de V' gue no
contiene pares de la forma tv,v]. Los elementos de V  son
los vErtices de D y los de F, {Las ffechas,

81 £ = (v, ,v,] €F diremos que £ va de v, & Vv, ¥y que

v, ¥ Vv, son los punics lenminafes de £, diremos que v,

es el punte feaminal dinicial de £ y v, es el punte Leaminal
§€natf de £, cuando no haya ambigiiedad dengtarenos también
£=v,v,. 8i ademds v,€5,5V y v, €Eg8,5V, se dird que £
vade v, a 85,, de S, a v, yde 8, a §,. Cuando
(vz,#ll € F diremos que £ = (v,,v,} es una {fecha siméirica
de D,

En general se denotard por V(D) ‘{o simplemente por V, si no
hay awbigfiedad] al conjunto de vértices de la digrdfica D ¥
por £(D} (6 F} al de sus flechas.

Sea u € V(D), denotaremos por I‘E(u) al conjunto de los vE€r-
tices terminales finales de las flechas que tienen & u como
vértice terminal inicial y Sg(u) denotard la cardinalidad de
Ig(u) es decir ﬁgtu} = {I;(u)|, fg(u} denotard al coanjunto
de los vErtices terminales iniciales de flechas con vértice ter
minal final u y & (u) = [P (w].

Denotaremos por Fﬁ{Dl al conjunto de flechas de D con vértice

terminal inicial u vy F;(D) al conjunto de flechas de D con
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vértice terminal final u,

Sea H una Eigrafica; diremos gue K es ung subddigrdfica de
D cuando V (#) SV(D) y F(H) C F(Pl. Sea V, CV, V, # ¢;
la subdighdfica D, de D Jinducida pon VO se'define como si
gue: V(Dol =V, ¥ F(Dol = F(D) N V; y se denota por D_ =
= D[V, ]- Se dird que D, es una subdigndfica plena ¢ Aindicuda
de D si es la subdigréfica de D inducida por V(Do). Una sub-
dignddiea generadona es una subdigrifica de D <uyo conjunto de vértices es V(D).
Sean §, CV(p), 8§, CV(D); 8, #¢ y S, # ¢; denotaremos por
D{S,, §,] =2 la subdigréfica de D cuyoc conjunto de vértices es
8, V8,, vy cuyas flechas son las §,8,-flechas de D.

La parte asim€trica de D, gque se denotar8d asim(D} & asimD,
ez la gubdigrifica generadora de D cuyas flechas son las fle-
chas de D que no gon simétricas, es decir sus flechas son las
flechas asim@tricas de D, y sim(D) & simD es la subdigri
fica generadora de D cuyas flechas son las flechas sim8tricas
de D.

Un conjunte I C V(P} es independiente si F(DI[I]) = ¢. Dadas
dos digréficas D y H denctaremos DUH £a unidn de D vy
ﬁ que es la digréfica definida come sigue;

F{puH) = P(p) UFHE) y VDUH) = v(D} U V(H),

8i DO es una subdigrifica de D, una flecha de D gue no es
flecha de D, es una psepdodiagonal de D, siempre que ambos
puntos terminales de la flecha sean v8rtices de Do. Si

f= (v,,v] con v, € 5, C V(Dol, v, € g, E_V(DO) es una

pseudodiagonal, se 4ird que £ es una v,8,-pseudodiagonal de



DQ,

una §,v,-pseudodiagonal de D, 8 una §,8, -pseudodiago~
"nal de Dc’ .

éea £ = (v,,v,} una pseudodiagonal de D , se dirf que £

es una diagonal de D, cuande (v,,v ) & F(D_1.

Un camine es una sucesifn Cvo,vl,...,vnl de v8rtices tal gue
(Vi-1'vi1 EF para i€ {1,2,...,n} si Ve = Vi el camino se
lamard camin¢ cerrado, DLa Longitud del camino es n y si

C = Cvo,vl,...,vnl es un camino denotamos su lengitud por L(C);
ast g(C) = n,

Una frayecloria es un camino en el cual ningfin vértice se repite,
una trayvectoria (u==uo,u1,...,un==v) se dice gue conecta o une
Uy v 'y la llamameos una uv-trayectoria.

Un cfeldo es un camino cerradc (vo,vl,...,vnl tal que cuando
i# 0,n se tiene que v; # vy Ppara toda i # .

Diremos que un ciclo es un cicﬁo'impak si su longitud es impar
y un ¢iclo es .un cdedy par cunando su longitud es par,

Sea D una digrffica, congideramos en V(D) la siguiente
rélacién binaria ~; u,v € V{D}] u ~v si ¥ sBlo si existe
una uv-travectoria en D vy una vyu-trayectoria en D; -~ es
una relacian.de equivalencia en V{D); las clases de equivalen-
cia son las componended 5uenzemenze.caﬂexaé de D & componentes
fuertes de D; gi D tiene una Unica componente fuerte se dira
que D es jueatemente conexd.

Se dird gue D es cenexa si dados u,v € VI{D} eXiste una

uv-trayectoria o una yu-trayectoria.



Una grdfica G consiste de un conjunto finito no vacie V = V{G)
de p puntos (o v@rtices) junto cin un conjunto X de g ‘pares
no ordenados de distintos puntos de V.

Cada par x = {u,v} de puntos tal que x € X es una ardsia de
G.

La gadfdlea subygacente de una digrifica D es la grédfica que se
obtiene de D reemplazando cada flecha de D por una arista.

El cuello de una digrndfica D es el cuelle de la grédfica sub-
yvacente de D vy es la minima longitud de un ciclo en tal grédfica.
Un punte de cornte de una digrndfica D es un punto de corte de
la grifica subyacente de BD.

Un blogue de una digrdfica D es un hlogue de la grédfica subya
cente de D,

Un corte £ineal de una digré&fica D es un conjunte A € F(D)

tal gue D-A no es conexa.

Un conte Lineal fuente de una digrdfica D es un conjunto

A CF(D} tal que D-A no es fuertemente ceonexa,

De acuerde a la definicidn de digrdfica tenemos que dados dos
v8rtices u,v de la digrfifica a lo mis existe una uv-flecha.

8i ahora aceptamos la posibilidad de tener m&s de una uv-flecha
pero s&le un nlmero finito de wuv-flechas, el resultado es llama
4o una mulfildigrdiica, si existen dos o mis uv-flechas estas
son llamadas flechas miltiples.

8i D es una multidigr8fica vy a C F(D) diremoé que existe

uy € A cuando alguna uy-flecha estf en A y denotaremes uvgaAa

cuando ninguna uv-flecha estd en A.



"5i D es una digréfica o multidigr&fica, el nfimero cromdtico

de D, denotada X(D] es el nfimerc cromitico de la grifica sub
yvacente de D, que es el mfnimo nfimerc de colores necesarig
para coloreaf los v8rtices de la griafica o multigrdfica de tal
manera gque cualesguiera dos vértices adyacentes tengan asignado
distinto color,

Para conceptos generales no definidos agquf ver [1].

1.2 . COMCEPTOS Y RESULTADOS FUNDAMENTALES.

befinicién 1.,2.1. ({(Von Neumann y Mowgenstem( 18]).
Sea D una digrifica S CV, S es un wicleo de D si se sa-

tisfacen las dos siguientes propiedades:

(a} S es independiente

{h] Para doto x € V-§ existe una flecha de x a 8§,

E]l resto de los conceptos y teoremas presentados en esta seccifn

fueron obtenidos por Vigtor Neumann Lara [12].

Definicifn 1.2.2.
Sea D una digr&fica. Diremos que 8§ CV es un semfntefeo de

D si las dos siguientes condiciones se cumplen:

(2) S es independiente

{b) Paraz cada flecha f que va de § a x (en virtud de 1la
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condicidn anterior x € V-S) existe una flecha f' que va

de % a 8.

Claramente ¢ es un seminficleo de D.

Teo?ema 1.2.1.

Sea 8§ un seminficlec e la digrifica D.

B = {vEV-5 | No exigte flecha de v a S}, ¥ S' un semintd-
clec de la subdigrifica B de D inducida pﬁé B. Entonces

§U35' es seminficlec de P.

Y come consecuencia del Teorema 1.2.1 tenemosi

Teorema 1.2.2. ;
Sea & un seminficleo de una digr&fica D.

B = {vEV-S | Ho existe flecha de ¥ & 8}, y N' nficleo de
1z subdigrfifica B de D inducida por B. ‘Entonces S UN'

es nfcleo de D.

Definicidn 1.2.3.
Diremos gueé D es R-digadfica si toda subdigrdfica inducida

de D posee un seminficleo no trivial (es decir no vacio).

Ohservacifin 1.2.1.
Es claro gque si D es R-digréfica v D, es subdigréfica indu

cida de D, entonces Dy tambi&n es R-digrédfica.
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Teorema l.2.3.

Toda R-digrifica posee al menos un nficleo.

l.3 RESULTADOS PRELIMINARES.

Los resultados pregentados en esta seccifn fueron obtenidos por

Victor Neumanh y Hortensia Galeana S&nchez.

Definicifn 1.3.1 [8].

Una digrdfica D es R - digréfica si D no tiene nficleo y para
cada u £ V(D), D-u es R-digréfica.

Notamos que si D no es R-digr&fica, entonces D contiene unha

R™ subdigréfica inducida

Teorema 1.3.1 {[7] ver tambiZn [10])}.
Si D, ¥ D, son subdigréfica inducidas de D tales gue
D=D UD,, D, ND,={u} , entonces D es R—digr&fica si vy

g6lo si D, y D, son BR-digzdficas.

Corolario 1.3.1.

D es PR-digr&fica si y s6lo si todo blogue de D es R-digrdfi

ca.

Corolazrio 1.3.2.

Si D es R-digridfica, D no tiene puntos de corte.
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como una consecuencia inmediata de los Corolarios 1.3.1 y 1.3.2

tenemos:

Teorema 1;3.2.
Sea 'A un &rbol, para cada £ = w,w, €F(A}) sean Yy una Ai-
gréfica tal gque WL'W'zEV('YfI' vf'yf)_ Nvi{a} = {w,,w,} y las di

grificas C’yfwva)}_ son ajenas dos a dos para £ € FP{A). 1La

. . - 9] _as . . ‘
digrdfica D tSry T 85 R digréfica si y sdlo si para cada
f €r{p), 7vy; es R-digréfica.

Demostracidn

S8e sigue del Teorema 1,3.1 procediendo por induccifn sobre

via) .
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2,1 INTRODUCCILOW,

En este capitulo se demuestra que una digrifica D sin trifngu-
los dirigidos tal gue todos sus ciclos impares C = (1,2,,..,
2n+l,1l) poseen dos cuerdas cortas (esto significa gue existen
dos flechas de la forma (q,q+2) y (g',9'+2]) es una R-Aigrd
fica. Tambign se dan algunas condiciones més generales sobre
las pseudodiagonales de ciclos impares en una digrdfica gue son
suficientes para gue una digrifica sea R~digrdfica. Ademis

se di& una condici6én sobre el nGmeroc de cicles impares ajenos en
vértices de D, gque es suficiente para que una digrdfica sea

R~digrdfica.

Sea C= (1,2,...,m,1} un ciclo de D, dJdenotaremos por LI(C)

su longitud.

1) para I £ 4, 1,3 € v(C) denotamos {i,C,j) 1la ij-trayec-
toria dirigida contenida en C y denotamos £(i,C,Jj) su longi-
tud. Tomaremos (i,C,i) = (i) y 4£{(i,Cc,i) = 0.

2) £ = (i,j] € (F(D) ~FIC)) es una diagonal d¢ €, si y s8lo

si 4 # 3, 1,3 €Ev(c) v £(i,C,j} = longitud (£} < £{(C) -~ 1.

3} £ = (i,j) € (P(D) -F(C)) es una pieudediagonal de C, si y

s6lo si i # 3j, i,e€ev(c) y £&(i,c.jl < £({c) - 1.

Denotaremos:

P{C) = {£€FPD) | £ es una pseudodiagonal de C}.
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4) Una cuenda conta de C es una pseudodiagonal de C de lon

gitud dos.
~5) Denotaremos:

£(C) = {z€V(C) | existe (w,z) una pseudodiagonal de C}.

i(e) {2 €v(c) | existe (z,w) una pseudodiagonal de C}.

6} Para C un ciclo impar (e.d. £{C)=2n+l=m) y para
i= t(C) denotamos
Fi(C) = {(i+2k, i+2k+1) | 0 €k <n} (notacidén médulo m)

denotamnos

1 U 1
F {C) vt (C) FV(C) *
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2.2 CONCERPTOS ¥ RESULTADOS PRELIEINARES.

En egta seccifin se establecen algunos resultados que fueron de
moestrados por Victor Neumann Lara y Hortensia Galeana Sanchez
en [ 8] y que serfn Gitiles para el desarrolle del presente capf-

tulo,

Teorema 2.2.1.
Sean D una digrd3fica, si existe T € v(Dl tal gque F{C} = F (C)
para cada ciclo impar C de D eon V(C}NT # ¢, entonces D

es R-digrédfica si y s8lo s1 D~T es R-digrifica,

Ohservacifin 2.2.1,

8i €= (1,2,...,2n+1,1) es un ciclo impar de una digréfica D
y tle) = {i,,....,i,} & <i, <...<i., entonces F(C) = F’ (C)
si y s6lo si al mencs una de las dos siguientes condiciones se

satisface.

i) 30 T lj-+l para alglin € {1,2,...,k}

) =1 mod, 2. (Notacifn médulo k)

13) elig,Crii,, ) s G,ci )

j+1
Ohservacidn 2.2.2.
gi C=(1,2,...,2n+1,1}) es un ciclo impar de una digrdfica
D y i,j € t(C} (sin pé€xrdida de.generalidad podemos suponer
i=1, y 4 =2k <2n).

Entonces F}(C) UFL(C) = F(2k,C, 1) U {{2¢-1,2¢) 1<t<k}.
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2,3 UN TEQREMA ACERCA DE UNA CONJETURA

DE H. MEYNIEL S0BRE R-DIGRAFICAS.

En 1976 H. Meyniel conjeturd gue una digr8fica en la cual cada
cicle impar posee dos psendodiagonales es una B-digrédfica, en

esta seccidn se demuestra un casc particular de tal conjetura.

Denotarem os por Q la clase de las digrdficas D gue satisfa-

cen las siguientes propiedades;
¢.1 D no contiene trifngulos dirigidos

0.2 Tedos los ciclos impares de D posegen dos cuerdas cortas.

Tecorema 2.3.1.

81 ¢ es un ciclo impar en una digr8fica D de la clase Q,
entonces existe un conjunteo de diagonales de C en D, (gue de
notaremos dD(_Cll, dD(C) ={u,,videaos (_un,vn) in=2} tal gue

nooa
F(C) =Y Fyy (c).

Demostracidn
Procederemos por induceidn sobre L(C), donde C es un ciclo im

par de una digrifica D perteneciente a la clase Q.

cuande £(C} = 5, consideramos f y g dos cuerdas cortas de
C, se sigue de ¢.1 y la Observacién-2.2.1 gue dD(C) ={f, g}

satisface las propiedades reguezidas.
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Supongamos gue hemos demostrado la existencia de 4,,(C’} para
todos losg ciclos impares C' de alguna digrdfica D’ pertenewx

ciente a la clase 0Q, cuando 2(C'} < m = 2n+l,

Sea C= (1,2,3,4,...,2n+1,1}) un cicleo impar de alguna digrafi
ca D gue pertenece a la clase @, con L{C) = Zn+l = m, de=~

mostraremos gue existe dD(CJ.

Denctaremos por E = {wEV(C) | existe (v,w) cuerda corta de C}
A es una xy-trayectoria digirida impar }
»

v a = min. 2(a)
contenida en € y con V(a) NE = {x,y} J

Analizamos ahora algunos casos;:

caso 1 a=1
Considerando A = {x,yv} tal gue £(A} = a = 1, tenemes f una
cuerda corta de C con terminal £inal x y tenemos g una

cuerda corta de € c¢on terminal final ¥ ; se sigue de la Ob-

sarvacidn 2.2.1 qué podemos tomar dj(C} = {£,9l.

Caso 2 a= 3
gin pérdida de genheralidad podemos supeoner gue a = f(A) donde
A= (1,2,3,4), asi a, = {2n,1) y 4, = {2,4) son diagonales

de C; por la Cbservacifn 2.2.2 tenemos gue Fi(C)kJFi(C) =

= F(C) - (2,3].

Nota 1. WN&tese gque por la Ohservacién 2,2.1 podemos suponer que
para todo i € {2}uU{2t+l]1 <t <n}, i no es punto terminal

final de alguna diagonal de €. Ya gue si tal diagonal £ existe,
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entonces podemos tomar dD(CJ = {4a,,4,,£f}.
Ahora consideramos el ciclo impar

¢ = (1,2,4,5,6,...,2n,1), para £ = (z,w) E dD(C') tal que
(L,2) € F&(C') tenemos w € {1,2} V {2¢+1 |2 < t < n-1}, se si
gue de la Nota 1 que podemos suponer w=1 y por Q.1

5 € z € 2n-1 y entonces definjmos: r=min.{z|5 Sz <2n-1 ¥

(z,1) es diagonal de €'}, ahora analizamos los dos posibles casos.

Caso 2.,a £(r,Cc',l) es par.

En este caso £(r,C,1) es impar y asi r = 2 + 1 para alguflin
2 < j € n-l; considerando el cicle impar " = (1,C,r) ¥ (r,1}
vemos gue, para f"={u,v) € dD(C") tal gque (2,3) € F;(C") te

nemos gure v € {2} U{2t+1}|1 € t £ j}, y se sigue de la Nota 1

que podemos tomar dD(C] = {a,,d,,£"}.

Caso 2.b £(r,C',l) es impar.

En este caso r =2j para alglin 3 < j < n-1l, considerande el
ciclo impar ¢ = {(r,1,2,4,5,6,...,r-1,1) vemos que para

£ = {u,v) € dD(C") tal gque ({1,2) € Fé(c") tenemos gue

v € {1,2}U{2t+1}|2 < t < §-1}; si wv=1, entonces obtenemos
una contradiccidn a la definicifn de r asf se sigue de la Nota

1 que podemos tomar 4, (C} = {4,,4,.£"}.

Casc E a=5
Sin pérdida de generalidad podemos suponer gue a = £{A) donde
A= (1,2,3,4,5,6}), asi d, = (2n,1) y &, = (4,6) son diagona

les de C; por la Cbservacifn 2.2.2 tenemos gue
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F(C) UFJ(C) = F(C) - {(2,3),(4,5)},

Nota 2. Notese gue en vista de la Ohservacibn 2.2.1, podemos
suponer gue para todo 1 € {2}LJ{2t+1| 2<t<n} i noes pun
to terminal'final de alguna diagonal d=2 €. Ya gue si una tal

diagonal £ existe, podemos tomar dD(Cl = {d,,4,,f}.

Nota 3. Podemos suponer gque el punto 4 de € ne es un punto
terminal final de alguna diagonal de C. Porgue de otro modo
existe kK € V(C) tal gque (k,4) es una diagonal de C y para
todo 1 & (V(4,C,k]¥-{5}) (i, & F(D), claramente por 0.1

k& {2,3,5,6,7}, v analizamos ahora los dos posibles casos:

Caso 3.a L(k,C,4) es par.

En este caso k = 2s+l. para alguna 4 <s € n; considerando el
ciclo impar C' = (k,4,6,7,8,...,k} vemos gque para £'= {u,v} €
& dD(é') tal que (k,4) € F_(C') tenemos gue

v e {4}lJ{2t+1l 3<t=<s}l; si v=4, entonces obtenemos una
contradiccién a la definicién de k, asf que se sigue de la

Nota 2 que podemos tomar deC) = {d,,q,,£'}.

Caso 3.b £(k,C,4) es impar.
En este caso k € {1}V {2t |4 <t < n}, considerando el ciclo
impar C' = {4,C,k) U(k,4), tenemos para f's (u,v) EdC(C')

con (4,5} € F;(C'J los siguientes dos casos:

i) k = 1, en este caso tenemos

v € {4} U{2§+1 |2 < j < n).
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i1 k = 2t, en este caso tenemos

v € {4lufz4+1 ] 2 € j < g-1},

51 w=4 obtendriamos una contradiccitn a la definicifn de k.

Asi, en vista de la Nota 2 podemos tomar 4 (C) = {d,.d,,f'}].

Asi la Nota 3 gueda probada,

Nota 4. Podemos suponer gue el vértice 3 de C neo es un punto
terminal final de alguna diagonal de C.

De otro modo definimos;

k = min. {i€v{c) | {i,3) es una diagonal de C}.

Claramente por (.1 7 =k < 2ntl, analizamos ahera les dos posi

bles casos:

Caso 3.4 £1(k,C,3) es parg.

Consideramos el ciclo impar C' = {k,3,4,¢,7,...,k=1,k) vy and-~
logamente el Caso 3.a vemos gue en vista de las Notas 2 y 3 para
£ = {i,j) € 45(C")  tal que (3,4) € Fé(C') podemos tomar

dp(c) = {d,,d,,£'}.

Caso 3.4 4£{k,C,3) es impar,

Considerando el ciclo impar ¢' = (3,C,k) U (k,3}), anidlogamente
al Caso 3.k vemos que para £' = (u,v) &€ dD(C') tal gue
(k,3) € Fé(C'], podemos tomar 6DLC) = {dl,dz,f'h Asi la Nota

4 queda demostrada;

Sea D' = DlwvI(C) - {2,331V (1,4).
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Nota 5. Podemos suponer que D' no tiene trifipgyles dirigidos.
De otra forma; un trifingulo dirigido de D' es de ia forma

ct = (1,4,p,1), entonces &= (1,2,3,4,p,1) es un ciclo impar

de D; y por la Mota 2 y Q.2 podemos suponer p # 5 y tambign

P = 2y para algfin 3 €< r < n; se sigue de ¢.2, y de las

Notas 2, 3 v 4 que (3,p) € F(Dl. Considerando el ciclo impar
¢ = {p,C,3] U{3,p} vemos que para F£" = {u,v)} € dD(C") tal .
gue (2,3] € F;(C"l tenemos gue v € {2,3} U{25+l ir <3 <n},

se sigue de la Nota 2 gue podemos tomar dD{C) = {d,,8,,f"}.

Nota 6. Podemos suponer que todo ciclo impar de D' tiene dos

cuerdas cortas en DY,

Sea H = (l,4,i;,i5,.+.,1) un ciclo impar de D' tal gue

{1,4) € P(H), congideramos

G = (1,2,3,4,1;,3p,4..,1) y demostraremos gue las dos cuerdas
cortas de G en D son dos cuerdas cortas de H en D', para
esto, en vista de la definicifn de a vy de las Notas 2, 3 vy 4
es suficiente demostrar gue el vértice 3 de &G no es punto
terminal inicial de una cuerda corta de G, §Supongamos gue

{3,1) € F(0), entonces por 0.1, la Nota 5, la definjcidn de a

y la Nota 2, podemos suponer gue i, = 25 para alguna 3<s<n-l,
Considerando el cicle impar &' = (i,,C,3) VY (3,i,) vemos gue para
g' = (u,v) € dD(G'l tal que (2,3} € Fé(G'} tenemos gue,

v € {2,3}U{2t+l | s = £ < n}, se sigue de las Notas 2 y 4 que
podemos tomar dD(C) = {d,,d,,g"}.  AsI la Nota 6 ¢gueda demostra

da.
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¥a gque D' es una digrifica de la clase @ (Notas 5 v 6) ¥
c' = {4,C, 1) Y (l,4) es un ecicle impar de D' wcon £(C') <m,
entonces existe g' = {u,v) € dD.(C') tal que (4,5) € Fé(C'];
asi que v € {4}V {2t+1| 2 € £ € n} v de las Notas 2 v 3 se

s;gue gque podemos tomar d (C) = {a,,d,,9'1.

Cago 4 a=7; a = 2q+l, 3 <gqg < n-l,
Sin pé&rdida de generalidad podemos suponer que a= £(A) donde
A= (1,2,3,4,5,6,...,a,atl); asi 4, = (2n,1) y 4, = {a~k,a+l)}

son diagonales de C.

Hota 7. Por la Observacifn 2.2.1 podemos suponer gque para todo
i€ {2}u{2e+l | g = £ < n} i no es punto terminal final de
‘alguna diagonal de C; ya gque si £ es unra tal diagonal, en-

tonces podamos tomar dD(C)_ ={a,d,f5L
Ahora consideremos:

D' = D[V{C) - {ieV(C] | 3 €1 < a-3}] U (2,a~-2).

Nota 8. Podemos suponer gque D' no tiene trifngulos dirigides,
Ya gue 8i €' fuera un trifngulo dirigide de D', entonces, de
0.1 y la Nota 7, deberiamos tener ¢C' = {2,a-2,1,2) Y entonces
por la definicifn de a, las dos cuerdas cortas del ciclo impar
c' = (1,C,a-2) v (a-2,1] son &' = {(a-3,1) y 4} = (a<2,2),

Asi, de la Observacidn 2.2.1 se sigue gue podemos tomax dC(C} =

= (a1, a3}

Nota 9. Podemos suponer que cada ciclo impar de D' posag dos

cuerdas cortas en D',
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‘Sea H'= {Z,a-z,il,iz,...,ir,zl un ciclo impar de D' tal que
(2,a-2) € F{H'), consideramcs
2), probaremos gue las dos

H = (2,3,4,5,...,&-2,i1,i eayl

2f" rf
cuerdaé cortas de H en D también son cuerdas cortas de HE'
en D'. Para demostrar esto, en vista de gque ir= 1 (Nota 7},
la definicifdn de a y la Wota 7; es suficiente demostrar gue
a~-3 no es punto terminal inicial de una cuerda corta de H.
Supongamos gue (a~3,i1) € F(D}, por la YNota 7 y la definicifn
de a, podemos suponer gue i, = 2s para algutin g+l < s < n,

E(a—B,C,i]) es par, por lo tanto G = (il,C,a—Z)lJ(a_E,il) es

un cicleo impar de D con £(G} < m.

Nota 9.a. Podemos suponer gue para todo, 1i€i2s|1l<s <qg} 1
no es punto terminal final de alguna diagonal de C. ¥Ya gue

si £ es una tal diagonal, podemos tomar dp(C) = {4 ,d ,£}jud (G).

Ahora; notemos que si no existe f = (z,a-2) € dD(G), antonces

se sigue dg la Observacifn 2.2.1 gue podemos tomar dD(C)==dD(G}.
Supongamos ahora que sxiste £ = (z,a-2) € dD(G}.

En vigta de las Qbservacicnes 2.2.1 y 2.2.2 tenemos gue entonces

F(c) - {a-l,a} C Fi(CIur! (C)U Fl{(C). También tenemos
ati

U
{u,viedy (G}
gue existe k € v{(C)}, tal gue (k,a-2} es una diagonal de ¢,
pero para todo i € (V(a-2,C,k) - {k,a-2,a-1}), {(i,a-2) & F(D);

ahora analizamos los dos posibles casos:

Caso 4.a f{k,C,a-2) es par.
En este case Kk € {2t+}1 |0 €t € g-3}u{2¢' |gq+2 € £ € n},

considerando el ciclo impar de D,

TESTS CON
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B = (k,a-2,a-1,a+1l} U {a+1,C,k} vemos gue para £=(u,v) € dD(B)
tal gue (a-2,a-1) € Fé (B) tenemos gue V€ {a-1l,a-2} U{r]r = 0 mdd 2
vy 2€r<k-1}U{r'|zr' 2 1méd 2 y at2<r'<m; si

v = a-2, obtenemos una éontz-adiccién a la definicifn de k3

asi se sigue de las Notas 7, %9.a y la Cbkservacifn 2.2.1 que

podemos tomar d,(C) = {d .d, SLrua (e,

Caso 4.b £Z(k,C,a-2) es impar.

En este caso k€ ({2t+1l | g+l € £t < n}U{2¢' | 1<t € g-2}, consgi-
derando el cicle impar B' = {(a-2,C,k) UV (k,a-2) vemos gue para
ft = {(u',v'] € dD(,B'} tal que {a-1l,a) € F‘;‘(B') tenemos que

veEfa-ll Uz | =z 0mbd2 y 2<z<klU{z']lz'=1lmsda2 vy

in

a < z' <m}l. Y en vista de las Notas 7 y 2.a podemos tomar

dy(C) = {4,.4,,£'}Yd,(G). BAsi la Nota 9 queda demostrada.

Ahora bien, ya que D' es una digrafica de la clase @ (Notas
8y 9 y €' = {2,a~2}VUi{a~2,C,2] es un ciclo impar de D'
{con Z{C') < m). Existe g' = (u,v) € d,,(c'}) tal que

{2,a-2) & F;(,C'); y asi tenemos vE{2,a-2}U{2t+l | g €t < n};
y de la Nota 7 se sigue que podemos suponer v=a-2. Tambié&n
existe g® = (z,w) € 4,,{C") tal que (a-—l,aJEF;J{C'J, asi

w € {a-1,2} U {2t+l | g < t = n}, por la Nota 7 podemos suponer
que w=a-l., Entonces se sigue de la Observacidn 2.2.1 gue
podemos tomar dD('C) = {gi,g?}. BAsi, el Teorema 2.3.1 gueda:

demostrado.

Teorema 2.3.2.

Sea D una digr&fica, si existe T & v{p) tal que
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[ z estf en algufin ciclo impar C de D 1
e .
1 z € V(D) con VIC} NT # ¢ r
J

pertenece a la clase 0. Entonces D es R-digrifica si y sdlo si
D-T es R-digrifica. "

Se sigue directamente de los Teoremas 2,2.1 v 2.3.1.

Corolario 2.3.1

i D es una digrifica de la clase ¢, entonces D es una

r~digr&fica.

El Corolaric 2.3.1 es up €aso particular de la interesante coh

jetura propuesta por H. Meyniel a cerca de 1a cual se trabajar

m&s en el Capitulo 4.
Conjetura 2.3.1 (#. Meyniel 1976)
gea D una digrifica, si todo ciclo impar de D posee dos

pseudodiagonales entonces D es wna R-digrifica,
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2.4 ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE

UNA DIGRAFICA SEA R-DIGRAFICA.

En esta seccidn se dan algunas condiciones sobre las pseudodia
gonales de los ciclos impares de una digrdfica, gque son sufi-
cientes para gue una digrafica sea R-digféfica.‘ También se da
una condicidn soﬁre el ntmero de cicleos impares ajenés en vér-
tices de D, gue es suficiente para gue una digrifica sea

R-digrdfica.

Consideremos una digrffica D, C = {(1,2,...,2n+k,1l] un ciclo
impar de D ¥y Te = (3,4+2,...,3+r) (notacidn méculo 2n+1)
una trayectoria dirigida de méxima longitud contenida en

C - (£(C) Yi(Cl). Cuando 2 = &{T;) < £(C) - 2 definimos

DIC,Tn) y CI(T,) como sigue:

C

Caso a £(T.) es par.

=)
L

81 (j,j+r+l) € F(D) entonces DI(C,T.) =

C(TCJ = (J+r+l,C, ) VY (G, jrr+l).

Si (j,j+tr+l) &€ r(D) entonces DI(C,7,) = D U(j,3+r+l) vy

ClT.) = (F+r+l,C,3) U (4,3+r+1)-

Caso b £(T.} es impar.

|
[w]
e

si  {j+1,j+tr+l) € F(D} entonces D{C,TC)
C{Tal = (J+r+1l,C,5+1) Y (3+1, j+r+l).
8i {j+1l,3+r+l) € F(D) entonces D(C,TC) =D U{j+1,34r+l) v

C(TC] = (j+r+l,C,44+1) V (§+1,j+r+l).
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Teorema 2.4.1
Sea D una digrifica, si € es un ciclo impar de D con
2S5 YTl € £{C) -2 entonces F(C) = F'(C) siy sblo si

1 "
F(C(TL)) = FHC(T).

Demostracidn

Sea C= (1,2,...,2n+1,1] unh ciclo impar y supongamos gue

Te = (3,341,...,3+x} ({notagisn mbédulo 2n+l), asi que
C(F) = (jl,jz,...,j25+1,j1) donde j, =3 cuando r es par
y J1 = j+1 cuande r es impax, J, = jbr+l, 3, = j+r+2

2 33

etc.; claramente J1 & t(C(T,}), asi:

i) ji_’3i+16t(C(TC“ si y sdle si j:“_1 = ji+1 con
ji’ji+1 € t(C) y notacidn m&duloc 2n+l.

ii} Existen j,

; € t(C(To) para 1€ {x/k.t,s} con

lit

£ (jx’C(TCJ’jk.)‘ E‘Cjt,c('{‘cl,js) =1 @mdd. 2} si y s8lo si
existen Jj, € t(C) para i€ f{,k,t,s} con U3 Crdyd =
= £(ﬁjt.C,jS) =1 (méda. 2).

AsT el Teorema 2,4.1 se sigee directamente de la Observacidn

2.2.1

De manera aniloga se demuestra el siguiente

Teorema 2.4.2.

Sea € un cicleo impar de una digrafica D, si existe
£f = (u,v) € P{C} +tal gue 2(u,C,v) es impar vy {u,v} &
& t{{v,C,u) WEf}, entonces F(C} = F {1 sl y sdlo si

Fl{v,C,u} UE} = F1{(v,C,u) UL},
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Teorema 2.4.3
Sea D una digr&fica tal gue para cada ciclo impar
¢c= (1,2,...,20+1,1}; P(C) = {(u(j),v(3)) |1 < j<k} satisfa-

ce las dos siguientes propiedades:

(3.1) w{l) < ... <wik), %k =2

1Y

(3.2) u(§) € (vli), C,v{i+l)) implica que £(v(i),C,u(3))
= £u(j),Cc,v(3)) [mbd. 2}, donde v{k+l) = v{1l}.

Entonces T (C) =_F1(£)_ para cada cicleo impar ¢ de D.

Demostracifn
Hacemos una demostracidn por induccién scbre £(C), C un cicle

impar de D.

Cuanda 2(C} = 3, claramente la hipbtesis 3.1 implica la con-

dicién i) de la Ohservacidn 2.2.1.

Supongamos que hemos demostrado gue para cualguier ciclo impar

C' de D con £(C'] < 2n-1 tenemos F(C') = Fl(C').

Sea C= (1,2,.,.,2n+1) .un ¢iclo impar de D con

P{C) = {(u(3),v(j)) {1 <3 <k}; considerando

£ = (ul{r+l),v{r+1)) & P{C) tal que £&{vi{r),C,v{r+l) es impar
tenemos gque u=u{r+l) € {v(s),C,vi{s+l) para algin ' <s < k,

por 3.2 tenemos gue. 2{(v{s),C,u} = £{u,C,v(r+1)} (m&d. 2).

i fu,C,v(r+l) = 2 (md6d. 2), entonces u g t{C); en otro

caso u = v{i) para algn 1 <1 <k asf gue ue {v{i),C, vli+l))
y por lo tanto L(v(i},C,u) # £{u,C;vi{x+1)) (méd. 2) lo cual
contradice 3.2. 2si gque cuandeo £ (u,C,vi{r+l)) = 1 {(méd. 2)

Ju,v(r+l)} € £(C)}, vy considerando C' = (v(x+l},C,u) U £, en
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en vista del Teorema 2.4.2 y la hipbtesis inductiva tenemos que

FiC) = F {Q).

Por lo tanto podemos suponer £ (u,C,v(r+l))= 0 (m5d3.2), asf
z(v(sl,c,ui = 0 (m8d. 2] lo cval impliea por 3.2 que

u € (v(r},c,v(x+l}, entonces = # vr,v{r) €{vls),C,vir+l) ¥y
,KCV(si,C,v(ril es impar por 3.2; asi; el Teorema 2.4.3 se si

gue de las Observaciones 2.2.1 y 2.2.2.

Diremos gue un ciclo impar C de una digrifica D tiene 1la
propiedad DO si.para cada £ = {(u,v) € P(C) c¢on £{u,C,v)
impar, tenemos u,v € t{u,C,vIVEf) y diremos gque una digri-
fica D tiene la propiedad D, cuando cada ciclo impar de

D tiene la propiedad D,.

Teorema 2.4.4.

Sea D una digrifica que tiene la propiedad D, 8i para cada
eiclo impar C = (1,2,...,2n+l1,1} de D existe B(D) # ¢
B(Cl = {(u(i),v(41) |1 < 3j <k} € P{C) con las dos siguientes

propiedades:
(4.1) w{1} < ... <v{k), k=2.

(4,2) si £(u(jr,c,vi{i)} es par y ul(jl € (v(s),C,v{stl)

entonces L{v(s),C,u(j)} es par.

Entonces F£(C) = F(C) para cada cicle impar de D.
La demostracién es esencialmente la misma gue la del Tecrema

RIS GOy
&W DE ORIGEN




- 28 -

2.4.3, considerando que por el Teorema 2.4.2, la propiedad
D, ¥ la hipbtegis de induecidn podemos suponer gue

£€u(r+l),v{r+l)) es par.

Teorema 2.4.5.

Sea D una digréfica gue tiene la propiedad Dy- 5i para

cada ciclo impar C = (1,2,...(2n+1,1) de D existe B,(C) # ¢
B (C) = {(£(3),g(f)) [ 1< j <Kk} Cp(C)xP(C) con las dos

siguientes propiedades:

{v{j),2(3})

%

{(5.1) £(3)

It

(wijl, v}, gij)
v(l} < ... <wik), %k =2

(5.2) =z(j) & Viv(d),c,v(i+l]) — {v(3+1)}) 13 <k

donde vi{k+1l] = w(l}.

Entonces para cada ciclo impar C de D, F{€) = Fl(C),

Demostracidn
Hacemos la demostracidn por induccidn scbre £{(C), € cicleo
impar de D. Cuando £(C) = 3, claramente la hipStesis

(5.1} implica la propiedad (i) de la Observacidn 2.32.1.

"Supongamos que hemos demostrado gue para cualguier ciclo impar

C' d D eon £(C'] € 2Zn-1 tenemos que F{C') = F {C').

Sea C = (1,2,...,2n+1)] un ciclo impar de D con J{{(C) =2n+l,
considerameos 1 < s <k tal que £(v(s),C,v(st+l}) es impar.
Analizamos los dos posibles cases, si £(v(s),C,z(s)) es impar,

consideramos C"= {z(s),C,v{s))iVg(s) y ya que D tiene la
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propiedad DO, se sigue de la hipbtesis inductiva y del Teore
ma 2.4.2 gue F{C) = FIO). si Llvis),C,zle)) es par, se si
gue de (5.2) que z(s) £ (v(s),C,vis+l))} y £((v(s+1),C,z(s)))
eg impar y asi, por las Ohservaciones 2.2.1 y 2.2.2, tenemos

gque F(C) = F' (C}.

De manera completamente anfiloga, considerando 1 =<s <k tal
gque £{v(s-1),C,v(s)l]l es impar y analizando las dos posibles

paridades de ﬂll(‘,’sl,&v(ﬁ)_) se demnestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.6.

Bea D wuna digrifica gue tiene la propiedad Do. Si para cada
cicle impar C = (1,2,...,2n+1,1) de D existe B*(C) # ¢

B (C) = {(g(i,£(H | 1<3<x} c P(CY x P(C) .que tiene las

dos dos siguientes propiedades:

(6.1) g{jl
vl < ... < vk, k= 2.

(z{3),ufly, £} = (i), vii))

(6.27 u{jj & WG-1),C,v(§)) ~ {v(3-1}}) donde  v(0) =v(k}.

Entonces F(Cl = F' (C) pétra cada ¢iclo impar de D.

Teorema 2.4.7
Sea D una digrdfica gue tiene la propiedad D,. 8i para cada
cicle impar C de D existe B’ (¢} = (uo.ul,uz,ua) una trayec

toria dirigida de D con las dos siguientes propiedades:

(7.1) (_ui,uiﬂle P{C) para cada 1i€{0,1,2}.
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7.2y plu,,Cru,l = £{C)-k, vy ffu,,C,u;l = 2{C} - k, con

1 <k,;+k, € £(Ch,

Entonces F(C) = F!(C) para cada ciclo impar C de D.

Demostracidn

Hacemos la demostracidn por induccidn sobre f(C), C cicle
impar de D. Cuando £{C) = 3 ya que C tiene tres pseudodia
gonales, claramente se satisface la propiedad (i) de la Obser

vacidn 2.2.1,

Supongames que hemos demostrado gue para cada ciclo impar C°

de D con £{C'] < 2n-1, ¥F(C'} = F{C').

Sea C un ciclo impar de D con £(C) = 2Zn+l, podemos su-~
poner k, =z k, =1 (méd. 2], ya que de otro modo ki =0

{(mbd. 2) para algin i € {1,2} vy entonces, considerando
(ui+l,c,ui) ¥ (ui,ui+ll se sigue de (7.2), la hip6tesis induc
tiva y el Teorema 2.4.2 gue .F(Ci = Fl(C) . MAs afin tenemos
que U, ¢ (uz,c,ull vya que u,&€ (uz,cfull implica gue

k, +k, 2&{cL+1. asi, {L(u,,C,u,) E_ﬁ(nz;c,uz} = 1 (mdd. 2).

hsi; el Teorema 2.4.7 se sigte de las Observaciones 2,2.1 y

2.2.2.

Teorema 2.4.8 [8].
S8ea D una R?-digréfica, entonces cada z € V(D) estd en
al menos Aszii-l ciclos impares de D, donde ﬂb(z) = max.

{6;(‘21, 57 (21},
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Teorema 2.4.9

Sea D una digrﬁfica. Si existe T C V(D) tal gue para cada
subdigrafica inducida fuertemente conexa H de D con
EHNT# ¢ tenemos c.i. () - ec.i.d. {H)+ 1 < A(H}, entonces
D es una R-digréfica si y sBlo si P-~T es una R-digréfica.
c.i.(H) = al Nimero de ciclos impares de H.

c.i.d. (H) = Namero de ciclos impares puntualmente ajenos dos
a dos de H.
A(r) = mdx, {4 (z) |z € viml

Demostracién

Si D no es R-digréfica entonces existe una subdigrifica indu
cida H de D gue es R- digrifica, por lo tantc H es flerte
mente conexa [91 y HONT ¥ ¢, ahora consideramos =z € V(i)
tal que AH) = AH(ZOA, claramente Z esti en a 1lo mas
(c.i. (H) - ec.i.d. {(H} + 1} ciclos impares de H, asi obtene-

mos una contradiccidn al Teorema 2.4.8.

El reciproco as obvio.

Usando el Teorema 2.2.1 y algunos de los teoremas probados en
esta seccidn, obtenemos condiciones suficientes para gue una

digrafica sea R-digrafica.
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2.5 UN CONTRAEJEMPLO A UNA CONJETURA DE H. MEYNIEL

SOBRE R-DIGRAFICAS.

La construccifn presentada en esta seccifn fue publicada en

1982 [6].

Conjetura 2.5.1 (H. Meyniel 1978)
Sez D una 6igréfica; gi todo ciclo impar de D posee dos

pseudcdiagonales, entonces D ez R-digrifica.
Claramente el siguiente tecorema resuelye la Conjetura 2.5.1.

Teorema 2.5.1.
Para todo K = 2, k €N, existe una digréafica sin nficleo

tal gue todo ciclo impar tiene al menos %k pseudodiagonales.

Demostracidn

En la demostracidn todas las sumas son tomadas mddule 8k + 4.

Sea D una digrifica con V(D} = {0,1,..., 8k+ 3} como conjun
to de vértices y con flechas {i,i+l), (io+zi,4k+2+iol para
todo 0 €1 <k y para todo i € {0,2Kk+1,4k+2,6k+3 )

Sea C = (0,1,...,8+3) el ciclo generador de D; es ficil

ver que los ciclos impares de D son:

(4k+2+i ,C, 1 _+21) U (L +2i,4k+2+1 ) para todo 0 €£i<k y
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para todo i € {0,2k+1,2k+2,6k+3},

Claramente el ciclo impar

(4k+2+1 ,C,4 +2i) Y (i,%21,4k+2+1))

tiene las diagonales (4k+2+io+2j,i01 para todo '@ € j < k.

D no tiene nficleo; ya gue de otro modo, si N es un nficleo de

D. Entonces
Q€N = {(4k+2FN,2k+1EN, 6k+3N), 6k+3FEN v 4k+2 N = 2k+2 EN.

Asi, 0 €N = (2k+18N,2k+2¢#N v 6k+3#N). Esto es imposible,
v concluimos gque 0 § N, Similarmente, podemos demeostrar que
2k+1 € N, 4k+2 EN y 6k+3 FN. También € €N y 4dk4+2 EN™
= 2k & N. Asg®, obtenemos 2k £ N; 2K+l €N vy 4k+2 €W, lo

cual también es imposible.

Concluimos gque D no tiene nicleo.

Mis aln, es fécil ver que D es R-digrédfica y gue D-(0,1)

es R-digrdfica.
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3.1 INTRODUCCION.

El trabajo presentado en este capitulo fue hecho en colabora-

cidn con Victor Neumann Lara.

Er este capitulo se demuestra gue cualguier R-digrffica se pue
de extender a una R~ digrifica. Como una consequencia se de~
muestra gue existen R- digr&ficas orientadas con nfimero dicro-

mético arbitrariamente grande.

Durante la demostracifin se desarrolla un método general gue
permite lz construccidn de una gran variedad de R- digraficas

y R —grificas orisntadas.

bhora presento algunas definicicones y algunos resultados pre-
vios.

Una digréfica D es llamada quasi R-digz&fica si toda subdi-
grifica inducida propia de D tiene nficleo, por lo tanto, una
quasi R~digrdfica D es una BR~digrdfica o una R~ digrafica
dependiendo de que D tenga nficlec o no.

Denotaremos por C = E;le,ja,...,jk) a la digrafica definida

como sSigue:

v{C) {0,1,...,n-1},

1

r{C)

{uv | veu = jS (mdd., n), s=1,2,...,k}.

Una funcidn f£: V(D) =+ V(D') se dice gue es un RomomohfLame
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{resp: v-homomorjisme} de D en D' si y s6lo si uv € F(D)
implica que f{u)f{v) € F(D'} (resp: flul = f£{v} ©&

flu)f(v) € F{D"}].
8i D y D' son digrdficas isomorfas escribimos D = D'.

Durante el presente capitulo usaremos los siguientes resultados
que fueron demostrados en [ 9] por Victor Neumann Lara y Hortnesia
Galeana.

Teorema 3.1.1.

Sea D wuna digr&fica, suponiende gue V(D} tiene una parti-
eign {V,,V,} tal gue toda V,V,-flecha en D es simétrica

y blv,;I v Dlv,] son R-digréficas. Entonces D es una

R~digréfica.

Teorama 3.1,2,
Si D eg una Rf-digréfica entonces no existe una particidn
{v,,¥v,} de v(D) tal gue D{V,,V,] C sim(D); es decir

Asim(D) es fuertemente conexza.

Teorewa 3.1,3.
gi 2 <r <‘[%], entonces C = 8£(lii?:i3r~--rir) es una
R-digrafica § una R-digrdfica de acuerdo a que n = 0 (mdd. rti}

& n £ 0 (mdd. r+l).

Corolaric 3.1.1.

E’n{l',:_rz,...,i [g:{] es R=-digrafica para n > 4.



- 36 -

Sea D una digrifica, si £ = uv € P(D}, D(f/Pnl denotars
cualquier digrdfica D' tal que D' = {D-f) VP (u,v] donde
Pn(u,v) es una uv-trayectoria dirigida de longitud n tal que

V(PnCn,vIFWDI = {u,v}.

Teorema 3.1.4.

fo/$2k+11 tiene nficles =i y s8lo si D tiene nficleo.

Tecrema 3.1.5.

Suponiendo que D-f es una R-digrdfica. Entonces D(f/P, )
es una R-digréfica (resp: R- digrifical si y sblo si D es

una R-digréfica {resp: R~ digréfical.

Teorena 3.1.5.

Sean ¢ # F, € F{D) y D' una digrifica obtenida a partir

de D reemplazando céda uv € F, por una uv~trayectoria di
rigida P{u,v]l de longitud impar y tal gque V(DNDP{u,vl) =

= {u,v} y v(E,v)NPet,v)} = {u,vin{fu,v'} siempre que
uv # u'v', uv,u'v’ € Fo' Vsupongamos ademds que D-F' es

una R-digrdfica siempre que ¢ ¥ F' C F,. Entonces D' es una
R-digrdfica {(resp: R- digxdfica) si y s6lo si D es una

R-digrifica (resp: R=- digrdfica).
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3.2 CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES.

Em esta seccifn se establecen algunos resultados auxiliares y
se introducen las ﬁzndigréficas.y las §3~digréficas gue son
digréficas gue tienen un comportanmiento similiaxr al de 32 v
ﬁa respectivamente con respecto a nficleos independientes m&du

lo el par de puntos extremos.

Definicidn 3.2.1
Si D es upa digrdfica v N,Q € V(Dl; se dice que N es nfi
cleo independiente mBdulo Q@ (n.i. mdd. Q} de D si v sblo

si
i] N es independiente.

$i} Para todo w € w1 N Qc existe alguna wiN-flecha.

Lema 3.2.1.

Sea @: D - Do un homomoxrfisme suprayectivo en vértices v en

C

-1
C C .
flechas, No v(DOL, M 8 (No} tal qget

i) o o= N

ii] Para cualesguiera uo'WO'u tales gque u, e Nc'

< -1 B -1,
e
uw, € FD_[N_,N 1 v u€ Mng (u l existe w @ w,) tal

gue uw = F(D].

Entonces

; " . -1 X
N es nficleo de D_ si y sblo si 8 (M) esun n.i.
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mod (B"(NDG) -¥) de bB.

Demostracion
Ya que # s un nomomorfismo suprayectivo en flechas, tenemos

, , . - . -1 . .
que N es independiente si y sdlo si & (N } es independien

te.

Supongamos primero gue NO es nficleo de Do Yy sea

wef @ m)cn e 37y -m) = M, denotemos U, = f(u),
; S

come No es nficleo de Do’ existe w.o NO tal gque

c .. - ~1
u v, € FDOINO 8,1y por (ii) tenemos gue existe w €8  (w,)

tal que uw € FP, asi que uw € FD[M,B_l(NO)}. Se sigue

c
o

-1

gue @ (ND} esg n.i. med 0 Sy -M).

Supongamos ahora gue O"J(No) es yn n.i. mod (9m1(Néﬁ--MJ.

81 u_ €& N
(o) o

aw € FDIM,6 Y ()], Claramente u ?{(w) € FD (N ,N_]. Enton-
o o oo o

tomamos 1 € (3—1(u0)ﬂ M), sabemos que existe

ces N_ es un nficlec de D .
[#] <}

Definicion 2.2.2.

Sea &: D Dc an homomorfismo suprayective en vértices y en

fiechas, diremos gque 0 satisface la p;op{edad cabrtente p.c.

& que tiene la propiedad del cubrimiento si  m, e, e V(o) vy

w € 7Bl tales gque &{u) =u, ¥ UV, = F(Do) existe

w & V(D) tal que 6(w) =w, v uw € F{D).

Eorolarig_B.E.l.

Sea N c V(DO). Si ¢: DDy satisface la propiedad cubriente

“TESIS CON_
FALLA DE ORIGEN.
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-1
entonces N es nficleo de o, siy s8lo =i @& (Nol es un

nficleo de Do.

Demostracifn

Tomamos M =67 (Noc)_ y aplicamos el Lema 3.2.1.

Definicidn 3.2.3.
Una digrdfica 2-punteada (d.d.p.) es una terna ordenada
{(W;w, ,w,) donde W es una digrdfica y (w,,w,) es un par

ordenado de distintos vértices de W.

Dos digrdficas 2-punteadas T; = (W iw, W) ¥ Tp = (Wyiw,,%,)
son isomorfas (I, =T,] si existe un isomorfismo de W, en
W, gquemanda a w y w, en w, ¥y W, respectivamente.

2

Si Ty = (Wiiwi,wi)l y T) = (Wliw],w) son digrificas dos
punteadas tales que V() NVI) = gt = {w}, la concateaa
edifn Ti*T} de T] y T) es por definicidn T'= (WiUW3;w],w}).
8i T& = (W1;%J'wm} ¥y T,= (WzFWu'Wz) son cualesquiera “d.
d.p., la concatenacién T,°T, de T, y T, es por defini-
¢idn, la 4d.d.p. T' = T;eT; ohtenida como se ha descrito a
partir de cualquier par de d.d.p. 7! 2T, y T; &7T,. Note

se que T T, estd definida salvo por isomorfismo.

pefinfeidn 3.2.4,

: >
Una d.d.p. (Wiw,,w,} serd llamada una P,-digrd{ica si satis
face las propiedades propiedades P,.i, Bi.il y ﬁ:.iii-

—

P,.i. Existen nficleos independientes mbdulo (w,,w,} de
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D, N' i=0,1 tales que fw ,w,} C ¥°, {w) yw, } c mhC.

ﬁz.ii. i ¥ eg n.i. mod {WE'WE} de W entonces W satis
face las siguientes tres propiedades:

a} w, € N implica w; € H.

bl 81 w, ¥ y no hay w,N flecha entonces w, € N.

¢)  8i W, & N y existe Wleflecha entonces W, & N, vy no
existe WZN-flecha.

Pr.iii. No existe una R- digrdfica D gue contenga subdigrai-
flcas inducidaz D' y D" y vértices w] 'y w] y gue satis-
faga las siguientes dos propiedades:
al D'u D" =D; v(DINVD") = {wj,wk;

viD'} # {wi,wi}, V") # {w],wli.
b} (D':wl,w)) = (W',w],w]} donde W' es una subdigréfica
inducida propia de W gque contiene a W] ¥ Wji.
Nbtese que cualquier copia isomorfa de una gs—digrafica tambidn

es una §3~digr&fica.

Ejemplos gg‘ﬁa%digréficas.

E.1. (B,;0,2,] es una B,-digréfica; de hecho las B ~digrdfi-
-

cas estln definidaz de tal manera que generalizan a (P;;0,2)

manteniendo el comportamiento de Cﬁs:d,Z) con respecto a n.i.

mod {0,2} (y la propiedad B,.iii.)

E.2. (B, . .70,2m) es una FP,-digrifica.
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E.3., Sea 1 éhij <n-1, j=1l,...,8. Agregando a ?n el con

junto de flechas {uv|v-u=i. para alguna 3j} obtenemos una

J
digrafica gque se denotard por 3n(i1,iz,...,is}q

La d.4d.p. (ﬁntl,iz,i3,...,1(h—211; 0,n=1} es unha ﬁsvdigrén
fica. (Para demostrar gue satisface §3.ii(c1 nétese que

0 g N y existe oN-flecha implica gue ({n-2) €N y la propie

dad 33.iii se sigue directamente del Tecorema 3.1.2.

Una variedad grande de ejemplos de ﬁa—digréficas se puede cong

truir usando las notas 3.2.1 y 3.2.2.

Nota 3.2.1.

La concatenacidn de dos §3—diqrﬁficas tanbi&n es una ﬁa—digré

fica.

Nota 3.2.2.
bada una digréfica D vy v € V(DL en [4] se definid la digra-

fica oi{D,v) como sigue:

V(a(D,v) = (VD)={v U {v ,v", v}

Fla(D,v)) =RD-{vii V{izv |zv € 7D} Uivie { vz € PD}
uiv Ve, vy,

.
Ahora, sea (Wiw,,w,) cualquier P,~digrdfica. si w # w ,

-
w # w, entonces (al(W,w); w, ,w,) también es una P,-digrdfica,

- —
(alW,w ); w,w,} v (a{d, w,); wl,W:1 son P, -digrificas,



- 42 -

?2— digréficag

Definicidn 3.2.6,
Una d.d.p. 0w, ,w,] se dice que es una ;z—dﬁgndﬁﬁaa siem=-

e

—_
Pre que satisface las propiedades P -i,E.ii ¥y Pi.iid

N .
P;.i. BExisten nficleos independientes mSdulo {w,,w;}, N
para I =1,2,3, tales que w,;¢ Nl, w, € N; w; ¢ Nz,

w, € N2; wy,w, & N,

> .

?,.ii. Todo n.i. mbd {w,,w,} N de W satisface las si-

guientas tres propiedades.
a) Si w;, € N entonces wy; g N y no existen w:N-flechas.
b} 5i w, € N y existe alguna w N-flecha entonces w, £ N.

¢} 8i w, €N y no existen w,N-flechas entonces w, E N y

no existen w,N-flechas.

. - N g . - -]
Es clarxo que copias isomorfas de una szdlgraflca tambi&n scon

32vdigréficas.

-+
Ejemplos de P,-digrificas.

E.1. (ﬁ;m: d, 2m-1l] es una gzwdigréfica, en particular
CEZ:Q,lI es una gavdigréfica. En realidad las gzvdigréficas
son ternas gque tienen el mismo comportamiento gque (32;0,11 con
respecto a hﬁcloés independientes de la digrifica bdsica mbdulo

los puntes distinguidos.
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E.2 Usando la nota 3.2.4 podemos construir una variedad grande

-
de P,~digrificas.

Nota 3.2.4.

La concatenacidn de dos ?z—digr&ficas s 1na 33~digr§fica.

-
i T, vy T, son d.d.p. muna de las cuales es una P,~digré-
fica y la otra una ?a—digréfica, entonces T, T, ¢ Tzo‘TJ

= y . - ]
son P,-digréaficas.

Para finalizar egta seccidn damos algunas propiedades importan—

-
tes de las P,-digrificas.

Sea D una digrifica, uv e F{H) vy Tuv = (ﬂﬁv; a,v) cual-
quier Ez—digréfica que satisface V(D) N Wﬁv = {u,v}. Tomando
D (uvITuVI = (D-uv) u Tuv tenemos gue los teoremas, Teorena

3.1.4, Teorema 3.1.5 y el Teorema 3.1.6 se pueden generalizar

de la siguiente manera:

Teorema 3.2.1.

D(uvauvI tiene nficleo ¢i y sblec si D tiene niicleo.

Teorema 3.2.2,
Suponiendo gue D-uv es una R-digrifica. Entonces D(uv]Tuv}
es una R-digrdfica (resp: R - digrdfica) si v s8lo si D es

R-digréfica (resp: R - digréfica).
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Teorema 3.2,3.
Sea ¢ #£ F, C F(Pl y D' una digréfica ohtenida de D reempla

2 r
zando cada uvﬁFo por Wuv donde CWuV; u,v]l es una Pr-digrd

fica que es R-digrifica y tal gue V(Dﬂl'luvl = {u,v} y LU

n Wu'v'

suponiendo que D-F' es una Redigrdfica siempre que ¢ # F'CF,.

= {u,v} N {u',v'} siempre gque uv # u'v', uv,u'v’ € F -

Entonces D' es una R~digrdfica (resp: R~digrdfica) si y sélo

si D es una B-digri&fica {resp: R-digr&fical.
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3.3. 4~SISTEMAS Y 5-EXTENSIONMES DE R-DICRAFICAS A R — DIGRAFICAS

éo"SISTEMAS ¥ AO—CONSTRUCCIONES.

Definicidn 3.3.1.
Una cuaterna Sb = (DO,U,j+,j_1 serd llamada un 4O~sistema
si D, €s una digrifica, UC V(DO) vy Jpx U, -U ¥

. .
Uy V(DO) son

j_: U_ - U son biyeccionss tales gque U,

conjuntes ajenos dos a dos.

! -
Si u e U escribiremos u, oy u e lugar de i (uy v

j (u) respectivamente.

Si 8, = (DO,U,j+.j_l es un Aomsistema, denotaremos por
s,08,) a la digrifica definida como sigue:
= -Gyulr UU |
Vis (8,0} = V(D -U)UT, U
Fi {8 ) = FD[V(DOI—U] U{zu_ | zu € FD, 2 € U, u € U} ¥

U {uzfuz € FD, 2§ U, u€ U}ki{u;u:] u',u" € U, u'u'srpl.

N&tese gue 40(801 estl definida salvo por isomorfismo.

Tambi&n definimos p.: V{4 (8 )] = V(D ) de la siguiente manera:

[v(D) - U = identidad, p lU = 3, ., p lU_= J_.

Pq

Claramente p , es un homomorfismo de 4 {5)) a D que es

suprayectivo en fledhas y en vdrtices.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN,
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4 ~SISTEMAS.

Definjeidn 3.3.2.
Un js-sistema eg una cuatexna CSO,B,U+,UEI donde
1) 5, = CDO,U,j_,]+l es un 4§ -sistema y u_ v
son digridficas tales que V({_) =10U_, VW, I =1

iy g = )

lyey ©S una familia de 33nalgraflcas

81.2 = {.BuFu___ru_’_i-

El js-sistema serf llamado piopic siempre que V(Bulr\V(AO(So))

= {u_,u.}.

Definicidn 3.3.3.

si 8 = (8 08U, U} es un s-sistema propio, entonces las

digrdficas 4(S) y 4,(5] ectdn definidos como sigue:

5(8) = ¢Ofso)_uuguauu TV

= i ] 1)
4, (8) z,o(.SDJ_u uEUBu'

Notese gque si F(u ) = F(u_) =4 entonces s(8) = 5 (5).

También definimos p: V(3(8)) - V(D I de la siguiente wmanera:

plVi (800 = py ¥y plV(B) = u para todo u €& U.

# es un v=homomorfismo de 5(S} =obre DQ‘

P

Claramente



-~ 47 -

Nota 3.3.1.

N&tese que 5 (SI ¥y 53@31 estén definidas salvo por isomorfisz
mo. Es conveniente extender el significado de 45(S) y 51{51
para cualguier g-sistema 8. En el caso general 5 (8} 'y

s 1(8) estin definidas salvo por isomorfismo como 4 (8') ¥y
51{5') respectivamente donde §' es cualguier js-sistema propio
obtenido de § reemplazando cada Bh por una copia isomorfa de
Bu_

Teorema 3.3. 1.

Sea S5 = (5_,%u,,u_) un s-sistema propio donde S§_ = (D_,U,j .3 .
Suponiendo que j+ v j_ son homomorfismos de L, ¥y U_ so-

iu_,u,)  satisfa

bre DO[Ul respectivamente y gque cada By = (Bu

ce las condiciones gs.i'y %amii de la gefinicifn 3.2.4.

Entonces &(5) tiene nficleo si y sSlo si D, tiene nfcleoc.

Demostracidn

Sea y : V{éa{soli = V(D )l como se definid en la definicibn
Yo

3.3.1.

i) Supongames primerc gue o, tiene nlicles, y sea NO un

-
nlicleo de Dyr ¥a que cada g = {Bu;u_.u+l satisface P;.i1

tomamos para cada u € U un nficleo independiente mddulo
fu_,u,} Nu de 1?3‘.u gue gque satisfaga {u_,u+} < Nu si

] . c >
ue Noﬁ U y {uw ,ulcW¥N ~ si ue N, N U, ademds por P,.ii

podemos suponer que N = es n.i. nsd 1u+} de B, ¥ usando



la hipStesis de que j_ ¥y j+_ son homomarfismos es f3cil ver

que N = pgltNolu g, s nfcleo de s (S).

ii) Supongamos ahora gue 5(8) tiene nicleo y sea N un nii-
cleo de 5(S1, claramente N,= Nr\v(Bul es un n.i.

mod {u_,u+} de Bu' Ahora demostramos gue {u_,u+} cC Nu

& f{u_,u} c NJ: . Por la propisdad P,.ii de la definicién
3.2.4. tenemos que si u_ € Nu entonces u, & Nu. Supongamos

ahora que u_ é‘Nu, tomamos w € N tal que u_w € Fal(8) vy

analizamos los dos posibles casos.

m

ii. 1}y 8i w V[Bu) entonces N, es un n.i. mod {u } de

e
a ¥ por P_.1ii u, & Nu y no existe uNu-flecha.

uf 3

ii.2} si w # V(B i entonces por la construccidn de 44{8)
tenemos gue w e U_ vy uj (w) € PLDD[U]). Por lo tanto

vw e FI4{8)1] y se sigue que u_ ¢ N - Asi hemos demostrado
- N c
que  {u_,u } < Nu_ & fu_,u,i < Nu .

Obviamente N, = NnV(s (5,1} ez un n.i. mwmod U v U  de

AO(SD) y demostraremos gue ademis N, es un n.i.

med U N N©  de ao(sol. Supongamos gue uw, € U N° y toma

mes we N tal gue W 2 F(4(8)), es suficiente demostrar

ahora que existe alguna flecha en 4 (5] de u, a N,. Como

u, = NC

] - [=d
+ y hemos demostrado gue {u,,u_} CMN & {u, ,u_r € N,

-
se sigue que u_ Z Nu Yy por P,.ii tenemos gque w £ Bu.
8i w e U entonces j (u )j, {w) € F(D,[Ul) y por lo tanto

. =1
u, i (g (el & F(é‘G{SO)) con . (3, w) €N, pues w € N,,
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Se sigue gque N, es un n.i. mod U_n Nf de Aotsoi.

Ahora; claramente N = pgl()oO(NII). Tonando M==Nf"(u_r’N?1
y Nj = p N ). Yaque para cada ue€ U, {u,ucN 5

c T _ma e _ -1, ¢
fu_su,} o Ny, M) =p "l M) =p W) y MCH =p "(NT").

Aplicando el Lema 3.2.1 concluiimes gque N_  es nfcleoc de D.

Teorema 3.3.2.
sea § = (S.,8,u,,0_) wun s-sistema propic, §_ = (D ,U,j, .3 }.
Suponiendo gue cada gu es una Pswdigréfica tal gue Bu es

R-digrdfica, y, ¥y _ son R-digr&ficas y i, ¥ 3 son

homomoxfismes de (0, y U_ en D_[U] tales gue
L3, ) < osim (o[, J_() € sim (D TULY.

il) si wwl e FlU) y w,w, £ F(lU,) entonces j+(w£) #

£ 3_(w .

- 1

Entonces 4{8) es una guasi R-digrafica siempre gue D, sea

una guasi R-digr&fica.

Demostracidn

Supongamcs qgue el teorema es falso v sea H una R - digrifica
tal que H & s (S).

Sea p: V(s(811 -~ ViR } el v-homomorfismo de 4(8) sobre

D, definido en 3.3.3. Tomamos ahora H' = DG[pLV(H)}] y de-

finimes Py V{H} - V(H'] por pH(z} = plz) para cada

z2 e V(H}. Veremos gque el v-homomocrfismo By satisface
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w

W, 6 V(B )} si w €T

w si w & U.

Por la construccidn de 4(S) p&l(w) = w cuande w £ U.

- _ -1 r .
gi w _E U, tomamos H = p, (w} N V(B ). Claramente H_ # 6.
Supongamos gue B # V(BW), {w_1, {w+}. Observamos que w, € H

va que H es R-digrdfica y por lo tante es conéxa y sin puntos
de corte (Teorema 3.1.2 y Tecrema 1.3.1) similarmente se demueg
tra gue w_ € H. Ahora bien, {w+,w_} g H, es imposible por la
propiedad ;aﬂiii, y por otra parte si Hw = {w+,w_} se sigue
de la hipdtesis (ii) gue d;(w_} =0 & dg{w+1 = 0 1le cual no
es posible ya gue H es una R- digrdfica y por lo tanto es fuer

temente conexa (Teorema 3.1.2.).

Definimos H!, H;, Hé cU y W' como sigue:

H' = {u € v(1') NU | pfi"(u! = {u_I}
-1

B = {u € v(H") NU ey (= {ud}

HY = {u € v(r') OU | p;(u) = v(B,)}

W' o= v{H'] - (H] VEH] UH.

Claramente H', H| ¥ Hé son ajenos dos a dos y HlkJH;lJHé =

= V(H'} NU.

Las dos siguientes propiedades se siguen directamente de las hipd

tesis.

1) H'#H']

It

LU fpg iRy = u [pn D).

- o2 1 = -1 1 e 1 -1 P
ii} H [H]] = 3+CU+IpH (H 1) = U+[}9H (al.

~ TESIS CON
{FALLA DE ORIGEN
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Probaremos algunas otras propiedades gque serdn fitiles para el

resto de la demostracién.

iii) H'[HL, V(E') -HL] ©j (u) C sim(DiUl}.

Demostramos sclamente la primera contensidn ya gue la segunda es
hipStesis.

Sea zw < F(H'[H',Vv(H")-E']), como Py es un v-homomor £ismo
' . -1
suprayectivo en vértices y flechas tenemos gue existe w'e © oy (w)
tal gque z w' € F(H} ya gue adenmis p;J(z} = {z_ }. ahora, como

HC* 4(8) v por la definicidn de 5(S} tenemos gue w' € u .,

asi que w = j {w') por lo que zw& F{j_ (U )}.
iv) HU[VIE') - V{H'), v{a;)] C i) c sim{DQ[Ul).

Sea zw €& F{R'[V{E") -V(ﬁ;}, V(H;)]), comoe  p, €8 un  V-HOmo-
morfisme suprayective en"vértices v en flechas 9 como pﬁ {w] =

= {w ) ewiste z' € p%l(zj tal que z'w, € F(H), como H C* 4(s)
y por la definicidn de 4(&) tenemos gue z' € U, y por lo tan-

to  zw E P(j+(U+)1, la otra contensidn es hipdtesis.
v F{fH', VH') - H']) C F(sim{H'}).

Sea wz € FUI'{H',V(A')-H']), por iii) uz & Flsim(D [U]))};

esto implica que =z € U - B! y asi que p%l(z) # {zm}. Mas
-1, ‘ -1 - . R

atn  py° (2} # {z+} porque p.°(z) = {z+} implieca gue

u 2+E F(d} por ser Py un v~homomorfismo suprayectivo en ver

tices y en flehecas, pero esto contradice el hecho de que por la

contruccidn de 4(3) u z+ # F(s(81)., Poxr lo tanto p%l(z} =

= V(E,], z+u € F(H} y =zu € F(H') ya gue z,u_ € Fis{8)).
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vi) F(H'[V(H'}_-V{_H._:_l,ﬂ_;_l)_ C Fisim(H')).

Sea zw € F{H*[V(}L');«VCH;J,,H“},_ por iv] zw € Flsim{D [U]1));
esto implica que z&€U-H, y asl que pélizl # {z+}. Tambidn
tenemos que p&l(zi # {z_} porque pgl(zl = {z_} implica gue
z“w+€ F(H] lo cual es imposible por la defininicifn de s(S5).
asi que pHI{ZI = V(B,), woz €EFMH y wz&F(H')] yaqgue
w,z € Fls(5)).

y Asi tenemeos la siguiente propiedad.

vii] H'[HéUW‘I = DO[H:;'UW'].

ahora observamos gque:

a) La propiedad i} y la hipdtesis gue (. es R-digréfica impli
can gque H' es R-digrdfica.

b} La propiedad vii) y la hipbtesis D, es R-digrafica impli-
can que (H'-H)[H{UW'] es R-digrifica.

¢) La propiedad v) vy las observaciones a)} vy k) muestran
que la descomposicibn LH:,H&*JW‘] de H'-H] satisface las
hip&tesis del Teorema 3.1.1. y por lo tanto H%-H+ as una
BR~digrafica.

d} La propiedad ii) y la hipdtesis (I, es R-digrifica implican
que H: es R-digrédfica.

g) La propiedad vi) y el hecho demostrado en ¢) de que H'-HE]
es una R-digrdfica muestran gque (H'-H},H]) es una descomposi-

cibn de H' que satisface las hipStesis del Teorema 3.1.1.
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As? concluimos gue H' es una R-digr&fica.
dhora bien, ya que:

~ ! c= poy : o
H= A(H,q;,B]Hé,U+[j+ will, u 3] @111, aplicando el Teore
ma 3.3.1 concluimos gue H tiene nficleo lo cual contradice la

supcsicién de que H es R- digrdfica.

Teorema 3.3.3.
Con las mismas nipftesis del Teorema 2.3.2, 4{S) es una R~ di-
gréfica (resp. R-digr&fica) si y s6lo si Dy es una R~ digréfica

(resp. R-digréfica)l.

Demostracibn

En vista de los Teoremas 3.3.1 v 3.3.2 es suficiente demostrar
que si 4{S) es una guasi Rwdigféfica, entonces D, es una
gquasi R-digrdfica.  Supongamos gque esto es false y sea H' ;* D,

una R-digré&fica.
Claramente tenemos:
pTl(HY) = s(a',V(H') NU,8|VIHY N, U 05 @y nol,
u L3 v nml.
es subdigrdfica inducida de 4{5) v por lo tanto es una R-digré-

fica y por el Teorema 3.3.1, se sigue gue H' es una R-digrdfica.
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3.4 EXTENSIONES DE R-DIGRAFICAS A R- DIGRAFICAS.

En esta seccidn aplicamos los resultados de la seccifin 3 para

establecer el resultadc mis importante de este capituloe.

Teorema 3.4.1.
Toda R-digréfica (resp: R-grafica orientada} es una subdigrdfica

inducida de una R-digrd&fica (resp: R - gridfica orientada}.

Demostracidn

Sea ¢ una R-digrafieca é-!ada y sea D, una R~ digfafica tal que
exigte un conjunte U* C VCDOJ gque satisface las condiciones
jut] = |vie)| ¥ simDO[U'} es completa. Sea U C v(D} una
transversal de F{,si.m(,DOJ_ que contiene a U' (se puede tomar
por ejemplo D = E)zm{ﬁl.-f_Z,...,i'_m)_, m =]V |, U=V(D,),

Ut = {0,2,...,28~2}, agui notamos q-ue. D, es una R~ digrdfica

por el Coreclaric 3.1.1.]).

Teomamos ahora u+ y U_ de manera que o = UJ/{U'] v

Flu,) = FULIUL, FU) =9 y sea B, cualguier Eg-digréfica
{poxr ejemplo f;ai. Qbtenemos asi un s-~sistema propic 8.

Por ¢l Teorema 3.2.3., 4(8} es una R~ digrifica (resp: R- grafi

ca orientada) y claramente o = s(s) [U}].

Corolario 3.4,1.

Existe un nfimero infinito de R- digrificas (resp: R- gr&ficas
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orientadas) que contienen a una R-digrifica (resp: R-grifica

orientada) dada.

Recordamos que el nfmero dicromiiico dk(DI de una digrifica

D fue definido er [13] (ver también [5]] e independientemente

en [11] como el minimo nfimero de subdigrificas inducidas aciclicas en el
que D puede ser particionada. wNbtese que 4, (D) = X(b}. En

{9] fue demostrado lo siguiente:

Teorema 3.4.2
Existen R-gr&ficas orientadas con nlimero dicromitico arbitraria-

mente grande.

Como una consecuencia directa de los Teoremas 3.4.1 y 3.4.2, ob

tenemos

Teorema 3.4.,3
Existen R - graficas orientadas con nfmero dicromitice arbitraria-

mente grande.
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4.1 INTRODUCCION.

El trabajo presentado en este capitulo fue hecho en colaboracidn

con Victor Neumann Lara.

En este capitulo se expone un m&tode para extender una R-digri-
ficz a nna R- digré&fica; partiendc de una R~meldigrifica; este
né&todo nos pérmite encontrar una amplia variedad de R - digrdficas
en las qgue cada ciclo impar tiene al menos k pseudodiagonales,
donde k es un natural dado. La existencia de estas R~ Gigra-
ficas resuelve la conjetura de H. Meyniel y abarca como un caso
particu;ar a la primera construccidn de este tipo expuesta en

[e].
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4,2 t-SISTEMAS y #~CONSTRUCCIONES.

*,~ SISTEMAS Y ta—CONSTRUCCIONES.

Definicién 4.2.1.

Sean D una multidigrifica v u & v(D}; una particidn de

+ . - o 1 m{u)~1 5
Fu = Fu(DILJFu{DI, Wu=={u_,u_,...,u_ poud serd llamada una

t-particibn en u si se satisfacen las dos siguientes condiciones:

(1} uf ¢ F,(D) para cada i€{0,1,...,m{a)-1}.

+
(2) u, ¢ F (D).

Notese gue de la Definicifn 4.2.1 se sigue gue F;(Dl =u,.

si 7, ©s una t-particidn en u; se define §ﬁ como sigue:
- -0 =1 ~m(u}=-1 = - =i i
R (G, } donde w, = (w,u)) y u_=(u,u))

para cada i € {0,1,...,m{u)-1},

Definicifn 4.2.2.

Una terna t, = (DO,U,AJ serd llamada un Io—sistema 51 satisface

las dos siguientes condiciones:

{1} D, es una multidigrdfica, U - V(DO)

(2) A= (A es una familia de Arboles con corralz tales que

ut u€U
—y =1 -mi{n)~1 -~ - .
via,l = u”,4 ,...,u ) ,u+} = ® donde ¥  es una t-parti-

: =
cibn en w y u, es la corraiz de Ay ¥ IV(Au)I 2.

Para u €U yv f &€ Fu denotaremos ru(f} al elemento de L
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al que pertenece £,

Si t_ = (DD,U,AI eg un to—sistema, denotaremos por totto)

Q
a la digr&fica definida como sigue:

V(to(tol) = (V(DOI-UIU ugU V(Au).
Fg (t ) = {f*leF(DQ)}.

donde si £ = wz & F(Dol se define

f*

de la siguiente manera:

f si w,z € (.V(DOI—UI.

wm (f) si we (VfDol-UI v =zEU.

4

Tambi&n definimos ¢ : V(Iotto)l - V(Dol

o
te:

[z
p (2] =<
u si =z € V{Au)

Por construccion WO es un homomorfismo

il—SISTEMAS Y £,-CONSTRUCCICNES.

Definicidn 4.2.3.

Un % -sistema es una pareja (&, ,7}

z si w&€U y

z € (V(.Dol - U},

w ;;TE) sl w,z € U.

de la manera siguien

si =z € (VCDOJ -U}.

doﬁde
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i3 to = [DO,U,Al es un t0—31stema.

i} v = (TuJuEU es una familia de funciones 7, sujetas a

las condiciones siguientes:

(1) v, asocia a cada f = ww,€ F{A } una digrdfica 7y ; tal

‘gque W,V

7Y, € Tug

(2) Viy g nva) = {wy,w}; las digréficas (v .~ L V(a))

so ajenas dos a dog para u € U, f € ?(Au).

Notese gue ya que A N A =¢ para u #u se tiene
1, u, ! 2

e si once N = ra cualesgui
q si wu, # u, ent 5 Tuaf: Tuzfz ¢ pa sguiera

£, € Fia, 00 £, € FOA D

Definiecidn 4.2.4.

51 0t = (to,w) es un { ~sistema, entonces la digréifica

£, () estd definida como sigue:
= )
tl(tli Io(to)u £EF () Y,
uels
Tambi&n definimos ¥ : V(Z,(t,}) > V(D } por
[z si z € (vipg) - v

¥ (21 = <
: u si z €7
uf”’

Por construccidn ¥, es un v-homomorfismo gue satisface

vl 15 () = g

8i D es una multidigrdfica y A,T S VI(D); diremos gue T
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es A-homogépeo si T C A 6 T g (V(D)-Al.

Lema 4.2.1.

Sea E un drbol con corraiz e, ., |V(El} =2 vy (Wf.ufavf.f,f=

= ugv. € F{(E) wuna familia de digrdficas dos punteadas gue sa=~

-
tisfacen P, .ii y tales que (Wf-{uf,vf})fW(Wf;-{uf.;vf.}) =¢
para £ # £', Entonces para todo nficlec independiente mbdulo
u . ;

{e,; ae feF (B) We . N : V(E} es N-homogéneo. 5i ademas
c w®C Y s -

V(E) N entonces en f&F (B) Wf no existen eDN flechas.

Demostracifn

Haremos la demostracién por inducci®n sobre [V(E)

.

.
5i [v(E}| = 2, el resultado es consecuencia directa de P,.ii.
Supongamos gque [V(E)] > 2 y sean, f£' = UgrVer € F(E) tal
que. 8(ug, ) =0, N un nficleo independiente mddulo {e }
U = - : .
de feF(B) Wf vy Eo B Uge. o Claramente se tiene:
U - . . - ' I 5
{1) N n fEF(EcL Wf es nucleo_lndependlente médulo le i Veul
U
de fEF(E ) Wf .
o
(2 ®n We, es nlicleo independiente médulo ({v.,!}
-
de Wf, ; ¥ por P,.ii {uf,,vf,} es
N-homogé&neo.
81 Vel = € & {uf,,vf,} C N, se sigue de (1} gque
Nn Y W. es un nicleo independiente mbdulo {e,} de

fEF(Eo) £
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U . . . . .
fEF(EOI Wf . por hipStesis de induccidn se tiene que V(ED)

es N-homogdneo y por (2} V(E) es N-homogéneo. Ademés si
-
V(E} ¢ Nc, entonces, Ver = €, ¥ POr P;.ii mno existen flechas

U .
feF (E) Wf de e, 2 .

en
—
5i UgrsVer © K° Yy Ve # e, entonces por Pa.ii no exXiste

vf,(Wf,rﬁN[-flecha en W vy va que ¥ es nlcleo independiente

f‘
= U
médulo  {e,} de fep (B) W usande (1} se concluye gue

W es nficleo independiente mddule e da

\ U
8]
N eer(e,) Mt o

U A . . .
fEF(EDJ Wf . Usando la hipétesis de induccibn tenemos gue
V(E]] es N-homogéneo y como V(E,) C 8 no existen e, N-fle

v X c :
chas en £eF (B, ) We , se sigue que V(E} C N~ y no existen

- U

eON flechas en £EF(R) Wf.

Teorema 4.2.1,

Sea t = (DO,U,A,TI un f,-sistema. B5i D, tiene nficleo vy

para toda uze U y £ =ww, € F(Au}, (yuf,wl,wz) es una di-
g -

griafica dos punteada que satigface las propiedades P.iy P,.dd

entonces D = Il(tll tiene nficleo.

Demostracibn.
Sea N, un nficleo de D, ¥ consideramos ei homomorfismo
Vgt V(zO(DO,U,ALI + Dy- Claramente w;l(Nol = N' es un nficleo
independiente médulo w2y (V(Aul-{u+}1 de to((DO,U,A)) v
-

i -
V(Aul es N'-homogdnec para cada v € U, Por Pa,i Yy P,.ii

podemos considerar para ue U y £ = ww, € FQA ), N;f para



- 2 -

i = 0,1 un nficleo independiente mddnlo {w,} de Yuf tal
) 1
que ww, € Ngf & w v, & N . dependiendo de que u & N

v por lo tanto LAPLAES N & u¢g No v por lo tanto W, W, & N'.

. 7 . = f e} ] 1
Es ffAcil ver que: N = N' U ééﬁnu Nog Y Exeno Ve O anficleo

£EF (Ay) £SF (Ay)
de x£,(t).
Teorema 4.2.2.
Sea t, = (DO,U,A,T) un £, ,-sistema, supongamos gque D = £, (t}

tiene nficlec y gue para todo u &€ U y £ = ww, € F(Aul,
(7uf,wl,w21 es una d.d.p. gue satisface la propiedad ga.ii.

Entonces Do tiene nficleo.

Demostracifin.

Sea N un nficleo de D, por el Lema 4.2.1, VLAul es N-homo
géneo para cada u £ U, Sea N' = NrﬁV(LOLDO,U,A)l: N, = wO{N').
Se tiene que w;l(No! = N' por la K-homogeneidad de V(Au) ¥
N' es n.i. wod Yo (V(a))-{u;}) de D. Tomando

M= (Wi} -ty . {a )" N'® claramente se satisfacen las
hipﬁtesis-del Lema 3.2.1, por lo gue se tiene que No es niicleo
de D,

Si T es un Srbol con corraiz, una seccidn inicial 5 de T

es un subconjunto d¢ V(T), S C VI(T) tal que si s € 8, w€&€ T

vy existe upa ws-trayectoria en T entonces w € 5. Claramente

¢$ es una seceidn inicial de cualguier Arbol con corraliz.
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Teorema 4.2.3.

SBea t, = (DO.U,A,TI un  t -sistema tal que para toda u € U
- o

y f£=ww, ¢ FCAu). (Tuf,wl,wzl es una P ,-digrdfica, Yuf

es R~digradfica y para toda familia no trivial g = (Su)uEU

donde §  es una seccibn inicial de A, , la digrdfica

D {fer(D)| en t, D, UA) £ incide en s,} es

o T udu
R-digréfica. Si toda subdigrifica inducida propia de D, tiene
nficlec entonces toda subdigrdfica inducida propia de D = , (£

tiene nficleo.

DemoégEaciQE
Supongamos que el teorema es false y sea H una R- subdigrifica

inducida propia de D.

Primerc demostraremos que H N D[ggétA y Virgeld = D[%gg[A _e fﬂ?ufﬂ
u U u

para cada u € U y donde 8 = (5, cv(Au)-»V(HjluEU , €s una

familia tal que S, ©s una seccidn inicial de BA,.

i L/ = pr.\M -
Sea .u e Uy. 81 HN D[EGF(Aul V(yuf)] D[feF(Au}{Tuf)] enton
ces &, = ¢ satisface las propiedades requeridas. B5i

f=ww, € F(A,) tal que HN DV (v gl g DIVl ghi-

Sea Azi = A, [{ZGEV{AU)] existe alguna zw -trayectoria en
211y 5, =unD[ L) viy )] demostramos primero gue
1 W, £eF (AW ) uf’’f P
" = ¢ vya que si K # ¢ entonces
W) Wi
H = H[V(H) - V(HW L1 es R-digrdfica, como Yy ©S R-digrafica
1

para cada £ € F(Au), se sigue gue H N T,r ©8 R-digréfica y
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como AEI es un &8rhol, usando el Teorema 1.3.2 se tiene gue
H, es Re-digrdfica v como H es R~digrédfica, H, # ¢, ade
1
-
mis por la construccidn de &, (t;} y va que por P, .iii tenemos
que Hr?D[VGyufil = {wl,wz} se sigue que no existen H, H,-flechas
1
en H vy susando el Teorema 3.1.1 se concluye que H es R-digr&a-

fica lo ecual contradice la definicifn de H. Asi gue H = 9 v
1
; L
COmo HJ\D{V(yufll c {wi,wz} se tiene gue H C leEFQ\;ﬁﬁ)V(jufl]
v esto se tiene para cada £ € FCAul tal que H N D[V (7uf1] g
G DIV ). Bsi que HODIAL .\ VO 1 =Dl o) vl
u 1 n :
. = gl 2 1 . -~
para § =5, L 8X 81 = {w& V() | para £ = wz € Fea),
. 2 W .
HODIV(y I g DIVir 0 y s = u‘EJS{l V(A]). Claramente &

es una seccidn iniecial de A,-

Consideremos ahora el v-homomorfismo ¢1: D > D, que es supra

yective en v&rtices y en flechas y sean H_ = wi(H) Y

u, = UFNV(HOL; claramente H = tl(Ho'Uo'(Au"SuluEU’To}’
Yo = Vg FA,-S, L.

Demostraremes ahora gque H, tiene nficleo.

si Sy = ¢ para toda u € U. Entonces come H es gubdigrffica
inducida propia de D se sigue gue existe

z & (V(D) — V(.'ruf),} N{y{D) -v(H)) vy por lo tanto

[
u€u fEF(Aul
H, es5 una subdigri&fica inducida propia de D, ¥ por hipétesis

Ho tiene niicleo.

Si S, #¢ vparaalgin u €U, sea U'= h:EIJfSu # ¢} entonces
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- . - . - u - T
H, es subdigrafica inducida de o, ‘ueU‘{fE:P(Dol | en
2,(D,.U,B) f incide en 'Su} ¥ por hipdtesis se tisne que

H, tiene nlicleo.
Ahora bien; ga gue H_ tiene nlcleo y H= tl(Ho,UO,(Au—SukEib,%Q
se sigue del Teorema 4.2.1 gus H tiere nliclec lo cual contra-

dice que H es R-digr&fica.

Teorema 4.2.4.

Sea t, = (DO,U,A,v) un tl-sistema tal gque para toda uw € U
Yy £f=ww, & F(Au); (Tuf'W;'Wz) es una §3~digréfica. §i
toda subdigrdfica inducida propica de D = £,(t,) tiene nficleo,

entonces toda suvbdigrificea inducida propia de D, tiene nficleo.

Demostracidn,

Supongames gue toda subdigrifica inducida propia de D es R-di
grifica y sea DS una subdigrdfica inducida propia de D,-

Sea D' = Y1 (D)) = L4050, (A,) ey ey') donde U' = UNV(DY)

y 7! =TlugUF(Aul' D' tiene nficlec por ser una subdigrifica indu
cida propia de D y por el Tecrema 4.2.2 se sigue que Dé

tiene nficleo.

Luego toda subdigréfica inducida propia de b, tiene nficleo.

Teorema 4.2.5

Sea &, = (DO,U,A,T} un  f,-sistema tal que para toda u € U

y £=ww, & F(AUJ; (vuf,wl,wzj es una P,-digrdfica, L

TESIS CON
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es R-digréfica y para toda familia no trivial § = (Sulueu
donde §, ©s una seccidn inicial de L la digrafica

. u s ed ' —
D, = ey {fe€ FCDO[| en 16CDO,U,A1 f incide en Su} es R
digrafica. Entonces £,(t,) es R-digrdfica (resp: R:-digrﬁfi

ca) si y sdlo si D, es R-digrdfica (resp: R - digrafica) -

Demostracibn.
Se sigue directamente de los Teoremas 4.2,1., 4.2.2., 4.2.3. vy

4.2.4.
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4.3 % ,~CONSTRUCCIONES Y LA CONJETURA DE H. MEYNIEL.

En esta seccidn se demuestra algunos teoremas que nos dan un
método para realizar de manera sencilla algunas f-construcciones
y se obtiene una clase amplia de R~ digrdficas gue estin cer-

canamente relacionadas con la conjetura de H. Meyniel.

Sean Do una multidigrafica, U C V(DD},<CP un orden total
en {V{f} = {u ,u}|existe £ = uwu, € Flsim® 1}, ¥y

<*1%2  yn orden total en ({f€ F(p,) | £ es una u u ~flecha}.

Construimos un orden total en {{v{f), £} | fEF(sim(lDo)} n

al F; (Do)} gque denotaremos <, para cada u € U de la siguien
te manera: (v(f),f) < (v(g),g) si y sblo si v(f) <P vig) &
vCE] = vig) = {v,,q,} y f£<"1"2g,

Denotaremos por P = {u_{£) |u_(£} = {f}, £E€ F(simtDo)) N

nF 0 1] u® < Flasim(p)} nE, (DL

1

_ ot
u, = Fufnoi.
A; denotard a la u?u+-trayectoria.

(u?,u (£,0, u_t£,),...,u (£.),u]) definida por

{(v(E1) )] < {vlfa), 2l < o Cvtfr),frl ;

{fl,. - f} o= P(Eim(Do) 1 ﬂFu(DOI.

)

< _ r
AT = (AU'UEU'
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Teorema 4.3.1. o

5i Db, es una multiplicacifén que es una cuasi R-digréfica, en-

tonces el zo—sistema to = (DO,U,A<) definido al principio de
esta seccidn satisface que para toda familia no triwvial

. - . . . <
g8 = (SuluEU de secciones iniciales Su de Au,

{D

-y y inci =
o " ueplf® FCD01| en t (t ) £ incide en & }) D,(8) es

R-digrafica.

Demostracidn.
Supongamos gque el teorema es falso y sea Dp una Rt-subdigrém

fica inducida de Do{Si.
Ya que DO(Sl es subdigrdfica propia de Dy s Dp no @s sub-

digrafica inducida de D,. Sea Vp = VLDP).

Si f es una uv-flecha que esti en F (DO[Vp]-F{Dp)), enton

ces SV noe es trivial y por lo tanto vf r\F(Dp) = ¢. Ya que

Dp es R-digrdfica; por el Teorema 3.1.2 existe alguna

wv~flecha en FﬂDp} tal gue no existe vw-flecha en Dp v
Como VS al F(Dp) = ¢, Wy & F(sim(Doll. Ademas si existe
Zw € F(Dp) tal que wz £ F(Dpl vy wz € F(DO}, entonces

5, # ¢ y como SZ es seccidn inicial de A; se sigue que

zf n F(Dp) = ¢, Vv como Dp es Rt-digréfica existe

Xz € F(Dpi tal que zx ¢ FtDpj Yy X € F(DO). Esto demuestra
que en DL = Asim(i%) ﬂsim(Do}, 5;, {(z}) #0 dimplica gue

555 {2} # 0 y demis existe w & V?DA) tal que 6;b tw) # 0.

Se sigue gue Dé contiene algin ciclo dirigido
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c = (wo'fo'w1'f1"'"Wn'fn’wolf Ya gue < P &g in orden . total
en (v(f] | f e sim[Dcl} ¥y C¢ D; , se sigue gue para algfn
ieq{0,1,...,n} {wi_l,wi}‘(p {wi'wi+1} (los indices son toma

dos mb6dulo n+ 1J.

Ahora bien, por la construccidn, tenemos gue A;i Liw; (g} |g

es una wi+1wi—flecha}1 es una subtrayectoria de la subtrayec-
3 < +
toria de Ay con extremos wi i ) ¥y owy. Como £, € FLC]
se sigue que LA Cfi_ll & Sw. ¥ per lo tanto tenemos gue
. - . )

{w, {1 |g es una wi+1wi—flecha}rwswi = ¢ vy por lo tantc como
fi € ( existe alguna wi+lwi—flecha en DD{S) y tambi&n tene
mos £, una w;w.  -flecha en D,(8). Como D, es una subdi-

grédfica inducida de DD{SI y f; ¢ F(Dpl se sigue que existe
alguna wi+1wi-flecha en Dp. Luego fi = F(51m(Dp1], lo que
contradice que fi € FLD;).

Diremos que una digrifica D satisface la kedsima conrdecedn de
Meyndief si cada ciclo impar de D posee al menos k~pseudodiago-

nales y escribiremos, D satisface M(k).

5i Do es una digrifica, se denotari por Dém]

fica obtenida dando a cada flecha simétrica de D, multiplicidad

a la muitidigrg
m.

Lema 4.3.1.

Sea D, una digrafiea tal gue tode cicle peosee una pseudodiago-

(m)

nal simétrica. S§i ¢t., = (DO

4 P V(Dol, A<,Tl es un £ ~sistema



tal gue Tuf satisface M(k) para cada u € V(DO), fE-F(A;),

entonces Dém]t = t,(t,)] satisface MCk}.

Demostracidn

8i C es un ciclo en Démjt tal gue wltcl tiene mis de

un punto, entonces claramente (' = ¥, (C} es una ciclo dirigi

[— . . . . .
do C (Wo,wl,...,wn,wol entonces si f_.wiwj e F(51m(D0})

es una pseudodiagonal de €', es ficil ver gue w:’{ £ ) son

m pseudodiagonales de C.
De manera aniloga se demuestrz el siguiente

Lema 4.3.2.

Sea D, una digradfica tal que cada ciclo impar posee una

()

S VD) AT, Y)Y es un

pseudodiagonal simétyica. Si t, = (D
zl-sistema tal gue para cada u € V(Dol, f=w,w, € F{A;) se

tiene que vy . satisface Mk} y toda w,w,-trayectoria

en 7v,f ©°F de longitud paxr, entonces Dém)t satisface MI(X},

"Teorema 4.3.2.

Se= D una R- digrdfica tal que todo ciclo posee una pseudo-

diagonal sim&trica. 85i t, = (Dém),V(DOL,A<,7) es un ¢ -sis
tema tal que para cada 1 g VCDO} y £ = w,w, & F(AS),

e
ly gr¥Wirwy) es P,-digrifica, Yue @S R-digréfica v satisfa-

D{mJt

ce M(k) entonces = £,(t,) es una R-digrafica que

satisface M(k)

TESIS CON
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Demostracidn

Se sigue directamente de los Teoremas 4.3.1, 4.2.5. y el Lema

4.3.1.

Teorema 4.3.3.

Sea D0 una R:-digréfica tal gque todo ciélo impar posee una

pseudodiagonal sim&trica. &1 ¢, = (Dém},VLDO],A<,7) es un

¢1—sistema tal gque paxra cada ue V(Do} y fe FLAG],

Qyuf’wirwzl es una fgv«digréfica, Yae ©S una R-digréfica gue

satisface M(k) vy teda wlwz—trayectoria en v ¢ tiene longi-
(m) £

tud par, entonces Do = #,(t,] es una R-digrdfica que ga-

tisface M({k].

Demostracidn

Se sigue directamente de los Teoremas 4.3.1, 4.2.5 y el Lema

4.3.2.

Corolario 4.3.1.

Para cada nlmerc natural k existe D una R- digrdfica en

la cual cada ciclo impar tiene Lk diagonales.

Demostracidn
Aplicando la construccidn descrita en &sta seccidn para el caso,

7uf una trayectoria de longitud par,

N
b, = Cn(l,jﬁ,...,+r) donde n £ 0 med r+1l, U= V(DO).



4.4 x-~SISTEMAS Y -EXTENSIONES.

BEn esta seccifn se expone un método para extender una R-digrifi-
¢z a una R - digrdfica, este mdtodo estd basado en las t,-cons-
trucciones y £ -construcciones y generaliza parcialmente al

expuesto en el capitulo 3.

Definicidén 4.4.1.

Sea t_ = (DO,U,Al un zo—sistema, denotaremos por i{to) a la

digrifica definida como sigue:

]

vitleh) LACHR LIS S

Flet,)) F(to(toll Uwy|yz €F(a,), wz€ F(simDo[U] 1}

{z,y | ywePln ), wze F{g8imD funl.

Tambi&n definimos @5t V(t(tol) - V(DO) haciendo o = 4 Y
denotamosg Dg = @O(z(tolJ.

. t
Claramente tg = (Dg,U,At) es un f_ -sistema y zo(tc} = ttto)

donde Aj = Au para cada u €U v la correspondiente t-parti
cidn en u estd dada por wf = [{f EF(Df)ﬁ en tlt,) f incide

en x}|x e V{Aul}.

pefinicién 4.4.2,
gea t, = {D,,/U,Ay} un £ -sistema, entonces la digrafica

#(t;) esti definida como sigue:

_ 1
ey = tle) £F K, Tus
=
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También definimos ¢;: V{&{t;)) - V(DO) haciendo ¥; =1y;.

Claramente t’lt = (D'g,U,Ar’,'Y) es un ¢, -sistema y £t} = £ (t’f).

Definicifin 4.4.3.
Un #£-sistema es una pareja t = (t ,U,) donde ¢, = (_DO,U,A,'yl
es vn ¢, -sistema, U, es una digrifica tal gque V(U,) €

U, ={u € V@A) ueU, ylafoncién j,: V(U] ¥ U defini

da por j+ (_u+1 = u es un homomorfismo tal gque J, (U ) ¢ sim Do[ uj .
g5i t = (DO,U,A,’Y,U+)) es un f-gistema, denotaremos por t(t}
a ia digrdfica definida por z(t} = #£(t,) V U, donde

tl = (DOrUrAIT) -

Tambidn definimos . v{£{x)) - V{Do) haciende ¢ = yn.

Claramente 2(t)] = ft]("i:fl Wou, .

Taorema 4.4.1.

Sea t = [DO,U,A,'y, i) an f-sistema. 8i D, tiene nficleo
ypara toda uw €U y £ =ww, SF(AY, (’Yuf,wl,wzl es una digri
fica dos punteada gue satisface las propiedades ga.i v f;s.ii

entonces D = £(t} tiene nficleo.

Demostracidn
Ya hemos observado que #(t)} = £,{¢;) U U, donde

t’tm (_‘D(;t,U,A’t,'y]'_ s un f,-sistema. Ya gue Do tiene niiclec

1

se sigue que Dc';t tiene nficlec y por el Teorema 4.2.1 tenemos

que ,tl(‘t;t)' tiene nficleo; sea N un nficleo de .tl(tif}, clara

. M U = .
mente para cada u €U, N fGF{Au}. Yuf Nu es un nficieo
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: : - =3 | [}
independiente mdédulo {au} de fEF(Au) 7uf donde a, @s la

corraiz de Au’ se sigue del Lema 4.2.1 que V(Au) es Nuuhomé

géneo y por lo tanto V[Au! eg WN-homogéneo.

51 uw,w F(U,}, por la definicidn de £(t) existen u' € U(Au},

+94
w' & V(A ) tales gue u'u, € F{Au), w'w, EF(a ),
u+w' = F{tl(tf)) y w.ou' € F(tl{tf 1), por lo tantoe al menos

una de las dos siguientes contensiones se cumple V(& } ¢ x°

6' V(AW) c . asi que N también es nficlec de f(t).

Teorema 4.4.2.

Sea t = (DO,U,A,T,U+} un J{-sistema, supongamos gue D = T(t)
tiene nlcleo y que para todo u €U y £ =wweE FIA D,
(Tuf,wl,wz) es una d.d.p. que satisface la propiedad ﬁz.ii.

Entonces D, tiene nficleo.

-nn Y -
Sea N un nficleo de D v sea Nu N fEF(Au) Tuf s Clara
mente W~ es un nficleo independiente mddulo {ai} de
¥, 3 s
fEF(Aul Yuf donde a, es la corraiz de Au, usande Lemma
4.2.1 tenemos que V(A,) es N-homogéneo.

5 uw, € F(u,J tal que u, g N v w, € N, por la definicifn

de 1(t) existen w' € V(A }, w'E€ V(A&) tales gue u'u €
eFa,), ww, €F@A), ww' €FE)) y wou' € FlO)) vy

= T ; -
como V(Aw} CW-oy £(k) =4 (7} VU, se sigue gque N es nQ-
cleo de tlttfl y ge sigue del Teorema 4.2.2. gue Dé tiene

niiclec vy per lo tanto by tiene ntoleo.
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Teorema 4.4.3.
Sea t = (DO,U,A,T,UJ un f-sistema tal gue para toda u € U
- - 0

y f=ww & F(AuJ, (Tuf,wl,wz) es una P,-digrédfica, Y of
es R-digrdfica y para toda familia no trivial 5 = (Su)UGU
donde Su es una seccidn inicial de Au’ lz digréfica.

F

. -
R-digrifica. Si toda subdigrifica inducida propia de DO tiene

r iz z ..
D {f e F(DO){ en ZO(DD,U,A ) £ incide en Su}, es
nficles entonces toda subdigrédfica inducida propia de D = #(t)

tiene nicleo.

Demostracibn

Supongamos que el Teorema es falso y sea H una R- subdirifi-
ca inducida propia de D. De manera completamente anfiloga a
como se hizo en la demostracisn del Teorema 4.2.3 se demuestra

que para cada u € U H M D[%éF(Au) Vir,ell = D[}g%(A _g Vil
_ . u Tu

= ; - i f ili
donde (Su VLAul VCH)}uEU es una familia tal que Su es

una geccidn inicial de Au‘

Consideramos ahora el v-homomorfismo y: V(D) - V(Do) que es

suprayectivo en vErtices v en flechas y sean

_ _ o _ . -
B = wiH), U, = UﬂV(_HDJ, u; = U+[{u+EU+ | u & UO}], clara

— - . c = U _
mente H = ,t(I-Io_.UO, U‘n su}ueuévo,u+), donde Y_ =7 luEUOF (Au 5

Demostraremos gue H_ tiene nicleo.

. + -1 _ i + w
i} Sea H = Ho[{ZEKJOI ¢ (g} = {z+ﬂi, Ho o U, 'por lo

+ :
tanto Ho eg R-digrifica.

. + o+ , )
ii) F{HO[HD——HO,HOI) ¢ Fisim Ho).
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. Sea wz e F{Ho) tal que w ¢ H;, z &€ H:, va que ¥ es
v-homomorfisme suprayective en vErtices y flechas existe
e F(H), por la definicién de D

-1 .
W' e ¢ (w) tal que w'z+

. + -
se sigue que W' =w,_ y como W § B, existe w, € A, tal

que wow, & F(AW) y z.we F(H), luego wz € F(simfio).

hhora analizasmos los dos posibles casos:

caso a) 8i Hg # ¢, entonces Hé = H—{zeviH |¢(z)e H:}
es R-digr&fieca y ya gue
H' = H -H, (A_-S ) + * 4°"y . dona

o o o a Tulue (U -H ) Torts i onde

' = _ o, _ @ Oy -1 +
v TIULE{JO_H; F(a,-S.) vy 47 =uJfved)y -vie m))l.

. +
Se migue del Teorema 4.4.2 que HO - Ho' tiene nicleo, sea W,

nicleo de HovH; por ii) tenemos que N es seminfeleo noe trivial

de Ho, por i) existe N, un nliclec de

+
%Hzeva}en H, no existe zN,- flecha}], vy entonces
por el Teorema 1.2.2, se sigue gque M, uMN, es nficlec de

H .
Q

Caso b) 8i H  =¢ entontes para todo u & U, existe
ute A, tal que u'u, € F(Au] ¥y por la construccidn de D

tenemos gue H, tiene nficleo si y sbélo si

¢l(tliﬂg;U,(Aﬁ“Su)uEU,vo)} = ¢, (H-FWU_)) tiene nBicleo, donde

Hg = Dg {V(Hol]. Por otra parte, H- F(u+) eg subdigréfica

inducida propia r](t ) gue por el Teorema 4.2.3 tiene nfcleg,
1

vy por el Teorema 4.2.2 se sigue gque v (H-F{U,}) tiene nficlec

y por lo tante Hj tiene nfclec.
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. _ - o
Ya que H, tiene nficlec y H = £(H_,U,, (3, Su)ueuo’ Yo U
se sigue del Teorema 4.4.1 que H +iene nficlec lo gue contra-

dice que H es R- digréfica.

Teorema 4.4.4.

sea t = (0,U,27,0) un £-sistema tal que para toda ueU
y £ =ww, = F{Au); (Tuf,wl,wzl es una ga—digréfica. Si
toda subdigrifica inducida propia de D = #f{t) tiene niicleo,

.entonces toda subdigrifica inducida propia de Dy tiene nfcleo,

Demostracidn.

Supongamos gue toda subdigrdfica inducida propia de D es R-di
grifica v zea Dé una subdigrdfica inducida propia de Do'

sea D' = ¢ (D)) = ADL,U', (A ) ey 7' U] donde U' =
Unvm, vt =My PGy U7 = U IVET WD) 0o
D' tiene nlicleo por ser una subdigridfica inducida propia de
D ¥y por el Teorema 4.4.2 se sigue gue Dé tiene nflcleo.

Luege toda subdigr&fica inducida propia de D0 tiene nieleo.

Toexema 4.4.5.

Sea t = (DO,U,A,7,U+1 un f-sistema tal gque para toda u e U
-

y f=wmw, € F(Au):(yuf,wl,wz) es una P -digrafica, Yus

es R-digréfica v para toda familia no trivial 8 = (Su)ueu

donde & es una seccidn inicial de A la digréafica

£ 1 ks ks
- \ o N
o, {fe_F(Do}l en L {D_,¥,A") f incide en S} es

R-digrdfiea. Entonces 1(t)] es R-~digrifieca (resp: R-digrifica)

THSiS CoN
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si y s8lo si D, es R-digrdfica {resp: R—- digrifica).

Demostracidn.
Se sigue directamente de los Teozemas 4.4.1, 4.4.2 ,4.4.3 v

4.4.4.

Nota 4.4.1
Bea t = (_DO,U,A,T,U+1 un f-sistema, t= (_DO,IJ,AI denotamos

por zé(tl a la digrifica definida como sigue:
V(té(t)} =V£to(to} ).

Fley () = Pz (e )1 Y {wyy | vz, € Fa,), w,z € Flu )}

U &
{z,y I yq € F(A,), w 2 € Flu }}.
Tambi&n denotaremos por wé = wo: V(téLt}l - V(Dol ¥ Dgr =
£ t! ! :
= ' 1 - = -
@D(to(tll. Claramente to (Do , U,A% 1 es to gistema

! 1
v zottéFI = zé(t) donde Aﬁ = A, para cada u €U y la co-

rrespondiente t-particién en 1 esti dada por:

ﬂﬁt = {{fEEF(Dg’l | en Zé(tl f incide en x}|x € VA )}
o ‘ ) s aes _ )
£1(t,) denotard a la digrafica #,(t)= 2] (tlv fEF{Au)7uf .Y
usy
£'(t) denotard a la digrifica

AR CHREIE SN 03 VIR

Los Teoremas 4.4.3%, 4.4.2, 4.4.2, 4.4.4 v 4.4.5 son validos si

en los enunciados se sustituven los £(t) por t'(t),

? ] ]
Dg por Dg ¥ tO(Di,U,Azl por IOCDg ,U,At ) v las demostra

ciones son completanente anflogas.
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Para finalizar esta seccidn se did un m&todo para realizar de
manera sencilla f-extensiones gue son diferentes a las s—exten-
siones expuestas en el capitulo 3 y se obtiene asi una clase

amplia de R- digrdficas.

Lemma 4.4.1.

sea D = C (1,+2,%3,...,45), U=V(D,), para ue U
to= {uu u (6) [u_(£) = (£}, £¢€ FleimD)n F (D)} s

una t-particifin en u, donde u? = Flasim D} riF;(DO) v

+ o ) i
u, = Fu(DOJ, A, denctarsd a la u_u+—txayectoxla
{uflu_(fll,u'{le,...,u_{fr),u+1 donde
{f1ffz""rfr} = F{sim Dq) n Fu(Dol.

Para toda familiaz no trivial S = (SuluEU donde Su es una

sececidn inieial de Br la digrdfica

- nt _- S ko x o
DO(S) = D if EF(DOI[ en zO(DO,U,A ) £ incide en Su}

es R-digrifica.

Demostracidn
Supongamos que el Lema es falso y sea H una R~ subdigrafica
inducida de DO{S), para alguna 8§ = Lsu)uEU familia no tri-

vial Aonde Su es una seceidn inicial de Au.

+ +

sea # =Hl{z ev(® |s, =&, - {z }}, como rt) = g, H
es R-digrafica v por la definicifin de Dg

HH[V(H)-—H+,H+]) = ¢ y por el Teorema 3.1.2 se sigue gue

H = é. Sean u,v €V(H), entonces [V(a)| >2 y lvia )= 2,



- 80 -

luego en ¥ '{(H) existen u_(£.}, v_(£) tales que
o .
. 1
u_(£ Ju, € Fea ). v_(Ev, € FA,), uv_(£) € F¢0 (7) vy
v,u {£) €F ¢;1CH1 por lo tanto uv € F(sim H}. Por lo
tante H es subdigriafica indicuda de Do-A, donde ¢ # A <

¢ Flasim DOI v DO-A es R-digr&fica por el Teorema 3.1.2.



5.1 INTRODUCCION.

El trabajoc expuesto en este capitule fue hecho en colaboracidn

con Victor Neumann Lara.

En [ 3] fue demostrado peor Victor Neumann Lara y Hortensia

Galeana S8nchez gue existen R - digrificas con nfimero dicromiti
co dado, en la construccidn gue ahl se da se obtienen digrdficas
con cuello 3, en este capitulo se desarrolla un m&todo para cons

truix R - digréficas con nfimero dicromitice dado y cuelle 4.

El nfimero dicromitico dk(Dl de D fue definido por Victor
Neumann Lara en [13] e independientemente por H. Meyniel en {11}
come el minime nimero de ceolores necesarios para colorear los
vErtices de D de tal manera gque las clases cromiticas inducen

subdigréficas aciclicas de D. Claramente d, (D) & X{(D).

El nimero dicromdtico es una generalizacidn del nlmero cromfti-
co, en partiecular los dos nlimeros coinciden para digréficas simé

tricas.
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5.2 R-DIGRAFICAS Y Rt-DIGkAFICAS DE NUMERGC

DICROMATICO DADO Y CUELLO 4.

Definigcion 5.2.1.

Sean B una digréfica y § = (Lav,Ivl)_VEv(Bl una familia de

i i [ = A
digrdficas donde ¢ # I, ¢ Vin,) ¥ a, N o, = ¢ para cada

u,v € V(B), wu # v. Denotaremos por o({(B,8) a la digridfica de

finida como sigue:

Vo (B, 81) = Mgy Vieyt
Flo{B,§} = vLéJv(_B)_ Fla,) Y {xy [x€I , ye I ,uv e F(B}}.

Teorema 5.2.1.

Sean B una digrificay § = (j“v’lvllvev(Bl una familia de di

gréaficas donde ¢ & IV [=f vcavl ¥y a,n e, =¢ para cada
u,v € V(B], u#v. Si B es R-digrafica y para cada

v e V(B) o, es R-digrifica, entonces a(B,§) es R-digrifica.

Demostracidn

i) ¢(B,§] tiene nfcleo.
Hacemos la demostracidn de i) por induccién sobre |V(B)]|.

si {¥v(B)| = 1 se sigue directamente de las hipStesis, supenga-
mos gque si |V(B')] <n y se satisfacen las hipbtesis del Teore

ma 5.2.1 entonces o(B',§ tiene nficleo y sea B con {V(Bj[ = n.

$i para alguna u € V(B) existe N, niicleo de oy tal gue
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N NI o= ¢, entonces N Y N, es nficleo de 0(B,§) donde

N es nficleo de o(B-{ul, (ax'lx)mECv(B)v{u}L)‘

Si para toda u € V(B}] y todo nficleo Nu de L Nu il I, £ ¢,

entonces para N un nficleo de B tenemos que  MoN = es niicleo

de o(B,8).
Asi, en cualquier'caao ¢{B,8§} tiene nfcleo.

Ahora, supongamos que 0(B,§) no es R-digréfica y sea H una

R - subdigrifica inducida de ¢ (B,8), denotamos por

By = Bl{uev(B) ]uuf"H # 611, entonces por la construccifn de
¢(B,8) v por.el Teorena 3.1.2 se sigue gue para cada u € V(BAJ,
I, DH#F$, sea Hu = o N H para cada u € V(BH). Claramente
H= G(BHFCHU’Iur\HuluEV(BHi} donde B, H_ . u€U ez R-digrafica
Asi, por lo que se demostrd en i) tenemos gque H tiene nficleo

lo cual es imposible pues H es R~ 3digrdfica.

Lena 5.2.1.
8i B es una digrafica de cuello & 4 vy dkCBl = n y para

cada v € V(B), u% es una digrifica de cuello 2 4, dk(av) =n
y tal que I, ¢ V(avl es independiente con la propiedad de que
toda necoloracidn de oy, deja al menos dos colores en Iv'
Entonces D = Q(B'(hv'lﬁlvevta)l es una digrifica de cuello = 4

v dk(Dl = n+1,

Denostracidn.

Primerc demostramos gue dk(D] > n.

S8i D admite una n—coloracidn ésta induce una n~coloracidn en
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¢, para cada ueV(B), fijamos alguno de los colores de la

n-coloracidn digamos el color ¢ ya gue I no es momocrond

ll‘
tica, se sigue que en I, existe algln color distinto de c i
Yy esto para cada u &€ V(B]; sea W, un punte de Iu que tie

ne color distinto de ¢ por lo tanto D[{w |ueV(B}}] es

17
isomorfa a B v admite una {n-1l)-coloracidn, lo gue contradi-

ce gue dk{Bi = n.

Damog una {n+l)-coloracidn de D . de la siguiente manerasz

: . — aoid xtendemo LJ -
consideramos una n-coloracidn de B v extendemos a VIV (B) IV
asignando a cada vértice de Iv el color de v; en cada ay,
damos una (n+l)-coloracidn manteniendo en IV el color antes

asignado.

¥a gue I es independiente; se sigue directamente de las hipd

tesis que el cueliode D es = 4,

Lema 5.2.2,

Si D es una digrifica con dk(Dl =n y cuéllo 4 y L una
digxafica bipartita, L con dkCLI = 2 entonces existe una di
gr&fica D' de cuello ?.4 con dkLD') = n y ©on un indepen-
diente I' ¢ V{(D") ‘tal que para toda n-coloracidn de D',

I' tiene véErtices de al menos dos colores y D' contiene a

D vy a L como subdigrdficas inducidas.

Demostracidn.
Sea LO,L la biparticidn de L; para cada u £ V(D} sea

L, una digrifica iscomorfa a L y denotamos; Li a la imagen
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- . o 1 N N 1
isomorfa de L ¥ Lu a la imagen isomorfa de L', hacemos

D' = g(D, (,Lu,Lﬁluech)I.

Ya gque Lz es independiente se sigue‘que cuello de D' > 4,
claramente D es subdigr&fica inducida de D' vy por lo tanto
4 (D'} > n; una n-coloracidn de D' se obtiene a partir de

. a . : a
una n~coloracidn de D agignando a cada vértice en L, el

color de u y dando a L; algGn color distinto del asignado

o
a Lu'
o . .
C%ﬁramente, podemos suponer gue JEE Lu puede incluirse en

una clase cromdtica de alguna n-coloracitn de D, vya que de
otro medo hacemos I' = JE& 'LE. Ahora cbseryamos gue en

toda n-coloracidén de D, dado cualquier color oy debe existir
algfin LE gue ha sido coloreado integramente de coleor i, vya
que de otro modo podria tomarse en cada Lﬁ un yértice Wy,

de color distinto al color cyr obteniendo asi

D = D' [{wu juev{pl i, B isomorfa a D y (n-1)-celoreada
lo cual es imposible.

1
Consideramos ahora I' = &EQCD) L., para una n-coloracidn de

u
D tenemos gue si en I' existe algfin vértice de color cj
entonces como exXiste algfin u € V(D! tal que Lg estd integra-
mente coloreado de colorx cj, se sigue que en L; algtin vérti
ce tiene color distinto de ¢y ¥ por lo tanto _en I' hay
vértices de al mencs dos colores.

Teorema 5.2.2.

Para cada nimere natural n existe alguna R-~digrdfica D, tal
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que 4 (D)} =n y cuello de D, & 4.

Demogtracidn.
Claramente Dy = T,, D, = C, satisfacen las propiedades xe-
queridag v para n @ 3 sge construye Dn inductivamente usando el

Teorema 5.2.1l y los Lemas 5.2.1 y 5.2.2.

Teorema 5.2.3.
Para cada nfmero natural n existe alguna R- digréifica H,

tal que & (E ) =n y cuello de H, = 4.

Demostracidn

5>
Sean D = C, (1,42,...,+m}, donde iV(Dn)[ <m

. = o - = .
B= (B, =Pslygy U= {0,2,...,2m-2}, b, =p y F) = d;
entonces tenemos gue A(DO,U,B,U+,uﬁ1 = H, satisface las pro-

piedades pedidas.
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