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1. INTRODUCCIÓN,

El concepto de núcleo de una digráfica fue introducido por Jpíin

Von Neumann y Oskar Morgenstern [181 en 1953 como nerramienta

de interés en la Teoría de Juegos.

Demostraron que toda digrSfica finita sin ciclos posee un núcleo

único. Posteriormente y ya con un enfoque puramente gráfico,

Richardson [14], [151, [16 3 investigó diversas clases de digrá-^

ficas que poseen nücleo. En particular encontró los siguientes

resultados;

il Las digráficas bipartitas (finitas Q infinitas) tienen nú-

cleo.

ii) Las digráficas finitas sin ciclos impares tienen núcleo.

La demostración original del Teorema de Richardson ii) es bastan

te complicada? en e.1 año 1971 Víctor Neumann Lara [12] introdujo

el concepto de seminúcleo que permitió una nueva demostración mu

cho más simple.

En 1975 Romanowi.cz, Zfciqniew [17] demostró que una digráfica en

la cual cada ciclo impar no simétrico tiene una diagonal simétri

ca que es imparmente acíclica, tiene núcleo.

En 1976 H. Meyniel conjeturó que una digrSfica en la cual cada

ciclo impar posee dos pseudodiagonales es R^igráfica. Durante

los años 1979, 1980 y 1981 P. Duchet y H. Mayniel. [2 ], [ 3 ], [ 4 ]

investigaron diversas clases de digrSficas que son R-digráficas,

analizando algunos casos particulares de la conjetura de H. Meyniel
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y en particular encontraron, los siguientes resultados;

Si todo ciclo impar de D posee dos cuerdas cortas cruzadas

Ces decir de la forma (xk,x + ) y ^xk+i /Xkf 3*- P a r a u" ciclo

ÍXj,x2,...,x IX, entonces D es Radigráfica.

Si todo ciclo impar de D de longitud > 5 posee dos cuerdas

cortas no cruzadas entonces D es Radigráfica.

Si todo ciclo de D posee una flecha simétrica, entonces D es

Radigráfica.

Si todo ciclo impar de D posee dos flechas simétricas, enton-

ces D es R-digráfica.

En el presente trabajo, en el capítulo 2 se demuestra que si to

do ciclo impar de D posee dos cuerdas cortas (es decir de la

forma t^f3^,^)- Y ^j'^j+z* para un ciclo (.x](...,x) y

D no contiene triángulos dirigidos, entonces D es R-digrá-

fica. También se dan algunas condiciones sobre las diagonales

de los ciclos impaces de D, que son suficientes para que D

sea R-digrá,fica, En el capítulo 3 se demuestra que no es posi_

ble caracterizar a las R - digráficas por medio de Subdigráficas

inducidas prohibidas ya que toda R-digráfica tiene una copia

isomorfa que es subdigráfica inducida de alguna Radigráfica.

En el capítulo 4 se dan algunas construcciones que están cercana*

mente relacionadas con la conjetura de K. Meynlel y algunas ex-

tensiones también relacionadas con la conjetura. En el capítulo

5 se demuestra que existen R-digrSficas y Radigráficas de

número dicromático dado y cuello 4,
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1,1 CONCEPTOS

Una cUgfi&fi'Cca. o gA&$£ca d£Ju.g¿da. D es un par Cy,Fi donde

V es un conjunto no vacío y F un subconjunto de V2 que no

contiene pares de la forma (v,v), Los elementos de V son

los vértices de D y los de F, ta& $£zch.a£,

Si f ~ Cvlfv25 G F diremos que f va de Vj a vz y que

vi v V2 s o n ^os puntos £2,im¿viaZe,¿> de f, diremos que va

es el punte tzfimtndt ¿n-ícíaZ de f y v2 es el punto £&sim¿na¿

£¿na.Z de fr cuando no haya ambigüedad denotaremos también

f = ylv2. S'i además v ^ s ^ v y v a
G S 2 C v , se dirá que f

va de v1 a S2, de S1 a v2 y de Si a S2. Cuando

í-v2'v15 e F diremos que f = Cvj,V2) es una ¿-fec/ia á-cmé^^ciz

de D.

En general se denotara por V(D) Co simplemente por V, si no

hay arnbigüedadl al conjunto de vértices de la digráfica D y

por f(D) (.5 Fl al de sus flechas.

Sea u e VCDl, denotaremos por r
D(^J al. conjunto de los vér-

tices terminales finales de las flechas que tienen a u como

vértice terminal inicial y 5_(u) denotará la cardinalidad de

rj(u) es decir S^Cu) = ir^(u)| , r^(u) denotará al conjunto

de los vértices terminales iniciales de flechas con vértice ter

minal final u y 5^(u) = [r~(u)|.

Denotaremos por EVO^Í al conjunto de flechas de D con vértice

terminal inicial u y FI"CD) al conjunto de flechas de D con
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vértice terminal final u.

Sea H una djgráf icaj> diremos que H es una ¿üuhd¿QAá£-ica. de

D cuando V (HJ £ V(pl y F(H) C F(D}. Sea VQ c V, V Q ¿ 0;

la ici6d-£;3/E.<íjí̂.ca D_ de, D Inducida poK V se define como sio o

gue; V(D I = VQ y F(Do) = F(D) n V* y se denota por DQ =

= D [V ] - Se dirá que D es una &u.íid<¿gfi$,&¿o,a. pte,n& o ¿nd¿cada

de D si es la subdigráfica de D inducida por V(D ). Una ¿ub-

d/gfiá&ica. QWQAadotui es una subdigráfica de D cuyo conjunto de vértices es V{¡3

Sean Sj c VÍX»), S2 £ VCDJ? Sx J¿ ̂  y S2 ?í ̂ ; denotaremos por

DfSi* $2 ] a la subdigráfica de D cuyo conjunto de vértices es

51 U S£/ y cuyas flechas son las S^j-flechas de D,

La parte asimétrica de D, que se denotará asim(.D) 5 asiitiD,

es la subdigrafica generadoia de D cuyas flechas son las fle-

chas de D que no son simétricas, es decir sus flechas son las

flechas asimétricas de D, y sim(D) ó simD es la subdigrá^

fica generadora de D cuyas flechas son las flechas simétricas

ae D.

ün conjunto I C V(D) es independiente si F(.D[ll) = 0. Dadas

dos digrSficas 0 y H denotaremos D U H ¿a an¿6n de D y

H que es la digráfica definida como sigue;

F(DUH) = PÜDl UF{R1 y VCDUHJ ~ VÍD) U V(H) ,

Si D es una subdigiáfica de D, una flecha de P que no es

flecha de D es una picudo diagonal de D siempre que ambos

puntos terminales de la flecha sean vértices de D . Si

f = Oj,V2J- con Vi £ Sj C V(D 1, v2 S s2 C vCD ) es una

pseudodiagonal, se dirá que f es una v1S2^-pseudodiagonal de
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una S1v2-pseu4Qdi,agona3, de D Q Ó una

nal de D ,o

Sea f = (VjfVgl una pseudodiagonal de D , se dirá1 que £

es una dXagonal. dz DQ cuando ^z,v1) & F®I.

Dn cajn-tno es una sucesión Cv ,v, ,,,.-v 1 de vértices tal que

Cv. ,v.) €. P para i e {l,2,.,-,n} si v « v el camino se

lamazá camino ctAfiado, La longitud del camino es n y si

C =* Cv 7vi,- •. ,vnl es un camino denotamos su longitud por £CC);

así ¿id = n.

Una tfiaye, ato fila es un camino en el cual ningün vértice se repite,

una trayectoria tu = u fU]f,.,,u =vl se dice que conecta o une

u y v y la llamamos una uv-trayectoiia.

Un ciclo es un camino cerrado Cv,v2,,.,,v\ tal que cuando

i ?£ Q,n se tiene que v ¿ ¿ v- para toda i ?í j,

Diremos que un ciclo es un ciclo impaK si su longitud es impar

y un ciclo es un ciclo pati cuando su longitud es pax.

Sea D una digráfica, consideramos en V(Di la siguiente

relación binaria ~ ; u,v e V(DJ u ~ v si. y s81o si existe

una uv--trayectoria en D y una vu-trayectoria en D; ~ es

una relación de equivalencia en VfDj; las clases de equivalen-

cia son las compon<in.tz% ¿tizfttzm&nte. conzxa& de D 6 componentes

fuertes de D,- si D tiene una ünica componente fuerte se dirá

q u e D e s ̂ u,<Lh.,ttra<¿Yitz conexa..

Se dirá que D es conexa si dados u,v € VCDl existe una

uv-trayectoria Q una vu-^-trayectoria.
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Una gi&i¿ca G consiste de un conjunto finito no vacio V = v(Gl

de p puntos ío vértices) junto cin un conjunto X de q pares

no ordenados de distintos puntos de V.

Cada par x = {u,v} de puntos tal que x £ x es una afu-Ata de

G.

La QK&^Zca. ¿»u.bifa.C-<ín¿z de una digráfica D es ia gráfica que se

obtiene de D reemplazando cada flecha de D por una arista.

El cuitto de. una d¿gn&{¡¿ca, D es el cuello de la gráfica sub-

yacente de D y es la mínima longitud de un ciclo en tal gráfica.

Un punto d& conté, dz ana d¿Qfid^¿c.a. D es un punto de corte de

la grSfica subyacente de D.

Un bloque, de. un.& d£.giá&¿ca D es un bloque de la gráfica subya.

cente de D.

ün coftte. ilntal de una digráfica D es un conjunto A C F(D)

tal que D - A no es conexa.

ün o.OK.tz l¿n&a.¿ ¿ue/cts de una digráfica D es un conjunto

^ £ F(DÍ tai que p-A no es fuertemente conexa.

De acuerdo a la definición de digráfica tenemos que dados dos

vértices u,v de la digrSfica a lo más existe una uv-flecha.

Si ahora aceptamos la posibilidad de tener más de una uv-flecha

pero sólo un numero finito de uv-flechas, el resultado es llama

do una {nuZt-CdigfLd^-Cca, si existen dos o más uv-flech.as estas

son llamadas flechas múltiples.

Si D es una multidigráfica y A C F(D) diremos que existe

uvS A cuando alguna uv-flecha está en A y denotaremos uv£A

cuando ninguna uv-flecha está en A*



— 7 —

Si D es una di.grS.fica o multidigrSfica, el numero cromático

de D, denotado K(t>\ es el numero cromático de la gráfica sub_

yacente de D, que es el mínimo numero de colores necesario

para colorear los vértices de la gráfica o multigráfica de tal

manera que cualesquiera dos vértices adyacentes tengan asignado

distinto color,

Paia conceptos generales no definidos aquí.ver [1],

1.2 CONCEPTOS y RESULTADOS FUNDAMENTALES.

Definición 1.2.1. ÍVon Neumann y Morgenstem[ 18] 1.

Sea D una digráfica S C V, S es un nád&o de D si se sa-

tisfacen las dos siguientes propiedades.;

(a) s es independiente

(bj Para doto x e V - S existe una flecha de x a s«

El resto de los conceptos y teoremas presentados en esta sección

fueron obtenidos por Victor Neumann Lara [12].

Definición 1.2.2.

Sea D una digráfica. Diremos que S C v es un &ZmJÍ.vi<Ítlzo de

D si las dos siguientes condiciones se cumplen:

fa) S es independiente

(b) Para cada flecha f que va de S a x (en virtud de la



condición anterior x £ V-S) existe una flecha f que va

de x a S.

Claramente 0 es- un seminücleo de D,

Teorema 1.2.1.

Sea S un seminúcleo de la digráfica D.

B = {ve V-S j No existe flecha de v a S}, f S' un seminú-

cleo de la subdigríifica B de D inducida j?or B. Entonces

SUS' es seminücleo de JD.

Y como consecuencia del Teorema 1.2.1 tenemos;

Teorema 1.2.2. <

Sea. S un, seminflcle.o de una digráfica D.

B = {vSV-S | No existe flecha de v a S}, y N' nücleo de

la subdigráfica R de D inducida por B, Entonces S U N 1

es nGcleo de D,

Definición 1,2.3.

Diremos que D es wR-d¿g^S.^¿ca si toda subdigráfica inducida

de D posee un seminücleo no trivial Ces decir no vacío).

ObservaciSn 1.2.1.

Es claio que si D es R-digiáfica y D es subdigráfica indu

cida de D, entonces D también es R-digrSfica*



Teorema 1.2.3.

Toda R-digrSfica posee al menos un núcleo.

1.3 RESULTADOS PRELIMINARES.

Los resultados presentados en esta secci6n fueron obtenidos por

Victor Neumann y Hortensia Galeana Sánchez.

Definición 1,3.1 [ 8],

Una digráfica D es R- digráfica si D no tiene núcleo y para

cada u e VCDÍ, D-u es E-digráfica*

Notamos que si D na es R-digrSfica, entonces D contiene una

R- sufadigrSfica inducida

Teorema 1.3.1 {[7] ver también [10]).

Si D1 y D2 son subdigráfica inducidas de D tales que

D = D, UD 2, Dj H D2 = fu} , entonces D es R-digrSfica si y

sólo si D: y D2 son R-digráficas.

Corolario 1.3.1.

D es R-digráfica si y sólo si todo bloque de D es R-digráfi

ca.

Corolario 1.3.2.

Si D es R- digráfica, D no tiene puntos de corte.
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como una consecuencia inmediata de los Corolarios 1,3.1 y 1.3.2

tenemos:

Teorema 1.3.2.

Sea A un árbol, para cada f = w w ep(Al sean Tf una d i -

gráfica tal que w ^ w ^ V t ^ l , v^yf^- °v(Ai = íwlfw2> y las di_

gráficas C7,-VÍA}} son ajenas dos a dos para f S FÍA). La

digráfica D = ¿̂i, fa\ f•?
 e s R-digráfica si y sólo si para cada

f S FÍA), 7 f es R-digráfica.

Demostraci6n

Ss sigue del Teorema 1,3.1 procediendo por inducción sobre

VCA) .



- 11 -

2.1 INTRODUCCIÓN,

En este capítulo se demuestra que una digra"fiea D sin

los dirigidos tal que todos sus ciclos impares C - (l,2/t..,

2n+l,l) poseen dos cuerdas cortas Cesto significa que existen

dos flechas de la forma Cq/g+2) y Cq',q'+2}1 es una R-r-digrá

fica. También, se dan algunas condiciones más generales sobre

las pseudodiagonales de ciclos impares en una digráfica que son

suficientes para que una digráfica sea R-digrSfica. Además

se dá una condición sobre el numero de ciclos impares ajenos en

vértices de D, que es suficiente para que una digráfica sea

R-digrá£±ca.

Sea C = (1,2,—,m,l} un ciclo de D, denotaremos por £(C)

su longitud.

15 para i ^ j, i,j S V(C) denotadnos UrC,jl la ij-trayec-

toria dirigida contenida en C y denotamos £Ci,C,.j) su longi-

tud. Tomaremos Q,C,i) = (i) y £(i,C,i) = 0,

2} f = fi,jl e CFÍ.D) "Fícii es. una diagonal de Cf si y sólo

si i / .j, i,j e vCc) y ¿Ci#c,jl = longitud Cf) < KO -? 1.

3) f = Ci,jl S (PCD). -P(O) es una pte-udocUagonaZ de C, si y

sólo si i / j, i, j € VCC) y ¿arC,3\ < £CCJ - 1.

Denotaremos:

P(C) = {f^FCD). [ f es una pseudodiagonal de O ,
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4) una, cabida, coaita de C es una pseudodiagonal de G de Ion

gi tud dos.

5) Denotaremos:

t(C) = {z^VlCl | existe (w,z) una pseudodiagonal de C K

i(C) = {z^vCC) | existe (z,w) una pseudodiagonal de C}.

6) Para C un ciclo impar (e.d. ¿(C) = 2n+l= m) y para

i6 tCC) denotamos

FÍ(C) = í(i+2k, i+2k+l) | 0 < k < n} (notación módulo m) y

denotamos
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2.2 CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES,

En esta sección se establecen algunos resultados que fueron de_

moestrados por Víctor Neumann Lara y Hortensia Galeana Sánchez

en [ 8] y que serán ütiles para el desarrollo del presente capí-

tulo.

Teorema 2.2.1.

Sean D una d ig rSf i ca , s i e x i s t e T c vCDl t a l que F(C)=FJ(C)

para cada c i c l o irtipar C de D con V(C) OT ^ 0, entonces D

es R-digráf ica s i y sólo s i D - T es R-digráf ica ,

Observación 2.2.1.

Si C = (1,2,... , 2n-s-l,l) es un ciclo impar de una digráfica D

y t(C) = {ij,...,! } ia <ia <... < i k , entonces F(Cl = F (C)

si y sólo si al menos una de las dos siguientes condiciones se

satisface.

i) i.+i = i + 1 para algún j e {1,2,... ,k}

ii.) £(i.,C,i. ). = (.i ,C,i ) = 1 mod, 2. (Notación módulo k)

Observación 2.2.2.

Si C = (1,2,.,.,2n+l,1} es un ciclo impar de una digráfica

D y i/j e t(.Cl (sin pérdida de generalidad podemos suponer

i = 1, y j = 2K < 2n).

Entonces FJÍO. UPWc) = F{2k,C, U U { (2t-l,2tl K t < k } .
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2.3 UN TEOREMA ACERCA DE UNA CONJETURA

DE H. MEYNIEL SOBRE R-DIGRAFICAS.

En 1976 H. Meyniel conjeturé que una digrSfica en la cual cada

ciclo impar posee dos pseudodiagonales es una Radigráfica, en

esta sección se demuestra un caso particular de tal conjetura.

Denotarem os por Q la clase de las digráficas D que satisfa-

cen las siguientes propiedades;

Q.l D no contiene triángulos dirigidos

Q.2 Todos los ciclos impares de D poseen dos cuerdas cortas.

Teorema 2.3.1.

Si C es un ciclo impar en una digráfica D de la clase Q,

entonces existe un conjunto de diagonales de C en D, (que &e_

notaremos d (.Cl) , dc/c> ={(u 1,v 1), '^Un'Vn* í n ^ 2 ̂  tal que

P(C) =.U F ^ C O .

Demostración

Procederemos por inducción sobre t(C), donde C es un ciclo im

par de una digráfica. D perteneciente a la clase Q.

Cuando £(CJ = 5, consideramos f y g dos cuerdas cortas de

C, se sigue de Q.l y la Observación-2.2.1 que d
D(C) = { f,g}

satisface la,s propiedades requeridas.



Supongamos que fiemos demostrado la existencia de dDftC'i para

todos los ciclos impares C de alguna digrSfica D' pertene^

ciente a la clase Q, cuando £(C*) < m ~ 2n+l.

a = min.

Sea C = ti, 2,3,4,.,. ,2n+l,l) un ciclo impar de alguna ^

ca D que pertenece a la clase Q, con ¿ÍC). = 2n+l = m, de-

mostraremos que existe d (C) .

Denotaremos por E = {w£V{C) | existe Cv,w} cuerda corta de C}

A es una xy-trayectoria digirida impar j
>

contenida en C y con V(A) HE = íx,y}

Analizamos ahora algunos casos;

Caso 1 a = 1

Considerando A = (x,y) tal que £(A} = a ^ 1, tenemos f una

cuerda corta de C con terminal final x y tenemos g una

cuerda corta de C con terminal final y ; se sigue de la Ob-

servación 2-2.1 que podemos tomar ^n^c* = ^'5^-

Caso 2 a = 3

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a = itA) donde

A = (1,2,3,41, así &1 = C2n,l) y dl = (.2,43 son diagonales

de C; por la Observación 2.2.2 tenemos que FJ (C) UF^(C) =

= F(C) - {2,31.

Nota 1. Mótese que por la Observación 2,2.1 podemos suponer que

para todo i e {2} U{2t+l [ 1 < t < n}, i no es punto terminal

final de alguna diagonal de C. Ya que si tal diagonal f existe.
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entonces podemos tomar d_(CJ = {d,,d2,fK

Ahora consideramos el ciclo impar

C1 = (1,2,4,5,6, .. .,211,1) , para f = (z,w) e dD (C •) tal que

(1,2) e F1 (C1) tenemos w € {1,2} U Í2t+1 I 2 < t < n-l}, se si

gue de la Nota 1 que podemos suponer w = l y por Q.l

5 < z < 2n~l y entonces definimos: r = min.{z | 5 < z ^ 2n-l y

(z,l) es diagonal de C 1}, ahora analizamos los dos posibles casos,

Caso 2.a ¿(r,C',l) es par.

En este caso £(r,C,l) es impar y así r = 2j + 1 para alguun

2 < j < n-l? considerando el ciclo impar C" = (l,C,r) U (r,l)

vemos que, para f" = (u,v) € d (C") tal que (2,3) £ F*{C") te_

nemos que v S {2}U{2t+l}jl < t < j}, y se sigue de la Nota 1

que podemos tomar 3n(C) = {dj,d2,£"K

Caso 2.b £(rFC',l) es impar.

En este caso r =2j para algún 3 < j < n-l, considerando el

ciclo impar C" = {x,1,2,4,5,6,...,r-l,r) vemos que para

f" = (u,v) e d (C") tal que (1,2) e F'(C") tenemos que

v e {1,2} U {2t+l} ¡2 < t < j-1}; si v=l, entonces obtenernos

una contradicción a la definición de r así se sigue de la Nota

1 que podemos tomar dn(C) = {d ,da,f"}.

Caso 3 a = 5

Sin perdida de generalidad podemos suponer que a = ¿(A) donde

A = (1,2,3,4,5,6), así da = (2n,l) y d2 = (4,6) son diagona

les de C; por la Observación 2,2..2 tenemos que
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FJ(C) UF*(C) = F(C) - {(2,3), (4,5)}.

Nota 2. Nótese que en vista de la Observación 2.2,1, podemos

suponer que para todo i G {2} U {2t+l ¡ 2 < t < n} i no es puri

to terminal final de alguna diagonal de C. Xa que si una tal

diagonal f existe, podemos tomar d (C] = {dlfd2#f}.

Nota 3. Podemos suponer que el punto 4 de C no es un punto

terminal final de alguna diagonal de C. Porque de otro modo

existe fc 6 V(cl tal que (k,4) es una diagonal de C y para

todo i € (V(4,C,k) - {5}) (i,4)£ F(p), claramente por Q.l

k <? {2,3,5,6,7}, y analizamos ahora los dos posibles casos:

Caso 3.a £(k,C,4) es pai.

En este caso k = 2s-H para alguna 4 < s <. n; considerando el

ciclo impai C = (k,4,6,7,8, ,k) vemos que para £'= (u,v) G

€ d (C) tal que (k,4) e F^(C') tenemos que

v £ {4}U{2t+l j 3 < t < s}; si v = 4, entonces obtenemos una

contradicción a la definición de k, así que se sigue de la

Nota 2 que podemos tomar ^ n (
c ' = {d i,d 2,f}.

Caso 3.b ¿(k,C,4) es impar.

En este caso k G {1}U{2t j 4 < t < n}, considerando el ciclo

impar C = (4,C,Jc) U(k,4), tenemos para f'= íu,v) Gd CC)

con (4,5) G F i(C) los siguientes dos casos:

i) k = 1, en este caso tenemos

v £ {4} U{2j + 1 I 2 < j < n } .
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ii) k = 2t, en este caso tenemos

v € {4} U{2j+1 ¡ 2 < j < t-l>.

Si v = 4 obtendríamos una contradicción a la definición de k.

Así, en vista de la Nota 2 podemos tomar ^ní
c) = íd1,dJ,f'}.

Así la Nota 3 queda probada,

Nota 4. Podemos suponer que el vértice 3 3e C no es un punto

terminal final de alguna diagonal de C.

De otio modo definirnos;

Je = min. {i€V(C) ! (i,3} es una diagonal de C).

Claramente por Q.l 7 < k < 2ntl, analizamos ahora los dos posi

bles casos:

Caso 3. d £(k,C,3). es par.

Consideramos el ciclo impar C = ík,3,4/6^77...#k-l,k) y aná-

logamente el Caso 3.a vemos que en vista de las Notas 2 y 3 para

f = (i,j) € dQ(C') tal que (3,4) S FÍ(C') podemos tomar

dDCCl = ídIl(32,f'}.

Caso 3•d £{k,C,3) es impar.

Considerando el ciclo impar C = (3,C,k) U (k,3), análogamente

al Caso 3.b vemos que para £' = (u,v) G d (C) tal que

(k,3) E F ^ O F podemos tomar <*D(.C) = {d1,d2,f}. Así la Nota

4 queda d e m o s t r a d a :

Sea D' = DlV(C) - {2 ,3}] U (1 ,4 ) .
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Nota 5. Podemos suponer que D1 no tiene triángulos dirigidos.

De otra forma? un triangulo dirigido de D' es de la forma

C = Cl,4,p,l}, entonces G = (lf2,3,4,p,H e& un ciclo impar

de D; y por la Nota 2 y Q,2 podemos suponer p / 5 y también

p = 2r para algün 3 < r < n; se sigue de Q.2f y de las

Notas 2, 3 y 4 que C3,p) £ F CD}. Considerando el ciclo impar

C" = tp,C,3I U (3,p) vertios que para £" = Cu,vi € dDC.C") tal

que C2,3J 6 F1CC'l tenemos que v S {2,3) U{2j + l | r < j < n},

se sigue de la Nota 2 que podemos tomar d (C) = {dj,(32,f"}.

Nota 6. Podemos suponer que todo ciclo impar de D1 tiene dos

cuerdas cortas en Df•

Sea H - (1, 4,^ ,i2 ,., ,, 1) un ciclo impar de Dp tal que

(1,4). £ F(IT), consideramos

G = (1,2,3, 4,i, ,i2 ,, .. ,1) y demostraremos que las dos. cuerdas

cortas de G en D son dos cuerdas cortas de H en D1, para

esto, en vista de la definiciSn de a y de las Notas 2, 3 y 4

es suficiente demostrar que el vértice 3 de G no es punto

terminal inicial de una cuerda corta de G, Supongamos que

{.3,1,) £ F{D), entonces por 0,1/ la Nota 5, la definición de a

y la Nota 2, podemos suponer que ij = 2s para alguna 3<s<n~l.

Considerando el ciclo impar G' = (iirC,3) U (3,ij) vemos que para

q' = (u,vl e d tG'). tal que (2,3) e P^(G') tenemos que,

v S {2,3}U{2t+l | s < t < n}, se sigue de las Notas 2 y 4 que

podemos tomar d_C.C) = {d1/d2,g'}1 Así la Nota 6 queda demostra

da.
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Ya que D' es una digráfica de la clase Q (Notas 5 y 6) y

C = (4fC,l) U (1,4) es un ciclo impar de D* con £[C) < m,

entonces existe g' = Cu,v) £ dD,CC') tal que (4,53 e F^ÍC'J;

así que v e {4} U{2t+l | 2 < t < n} y de las Notas 2 y 3 se

sigue que podemos tomar 3n(C) = {á1,á2,g*}.

Caso 4 a>7; a = 2q+l, 3 < q < n-1.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a= £(A) donde

A = (1,2,3,4,5,6, .-.,a,a+1) ; así d: = í.2n,l) y d2 =s Ca~l,a+1>

son diagonales de c.

Nota _]_. Por la Observación 2,2.1 podemos suponer que para todo

i € {2} U(2t+l ( q < t < n} i no es punto terminal final de

alguna diagonal de C; ya que si f es una tal diagonal, en-

tonces podemos toinar <3DCc) = ídlfd2,f}.

Ahora consideremos:

D1 = D[V(C) - {X€V(CJ [ 3 < i < a-3}] U (2,a--2) .

Nota 8. Podemos suponer que D' no tiene triángulos dirigidos.

Ya que si C fuera un triángulo dirigido de E>'7 entonces, de

Q.l y la Nota 7, deberíamos tener C = {2,a-2,l/2í y entonces

por la definición de a, las dos cuerdas cortas del ciclo impar

C" = (l,C,a-2) u Ca-2,1I son d1; = (a-3,1). y d̂ 1 = í.a^2,2).

A,sí, de la Observación 2.2.1 se sigue que podenjos, tomai d (C) "

Nota 9. Podemos, suponer que cada, ciclo impar, de D1 pos^e dos

cuerdas cortas- en D'.
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Sea H' = (2,a-2/i1,i2,...,i ,2) un ciclo impar de D' tal que

(2,a-2) e FÍH'), consideramos

H = (2,3,4,5,...,a-2,i ,i ,...,i ,2), probaremos que las dos

cuerdas cortas de H en D también son cuerdas cortas de H1

en D'. Para demostrar esto, en vista de que i = 1 (Nota 7),

la definici5n de a y la Nota 7; es suficiente demostrar que

a - 3 no es punto terminal inicial de una cuerda corta de H.

Supongamos que Ca-3,i ) £ F{D), por la Nota 7 y la definición

de a, podemos suponer que il = 2s para alguún q+1 < s < n,

•£(a-3,C,i ) es par, por lo tanto G = Uj,C,a-2) U (a-2,i1) es

un ciclo impar de D con £(G} < m.

Nota 9.a. Podemos suponer que para todo. i£{2s | 1 < s < q} i

no es punto terminal final de alguna diagonal de C, Ya que

si f es una tal diagonal, podemos tomar d
D(

c) = (& r& rf}Ud^(G)

Ahora; notemos que si no existe f = (z,a-2) 6 d_fG), entonces

se sigue de la ObservaciSn 2.2.1 que podemos tomar ^D(^) = d (G).

Supongamos ahora que existe f = (z,a-2) £ d (G).

En vista de las Observaciones 2.2.1 y 2.2.2 tenemos que entonces

F(C) - (a-l,a) CFjtC). UP1 (C)U, .4 ,., F1 (C) , También tenemos

que existe k. e V(.C)., tal que (k,a-2) es una diagonal de C,

pero para todo i e (Vta-2,C,k) - {k,a-2/a-l>), ti,a-2) ¿ F(D);

ahora analizamos los dos posibles casos:

Caso 4._a £(k,C,a-2). es par.

En este caso k G {2t+l j 0 < t < q-3} U {2f | q+2 < t' < n},

considerando el ciclo impar de D,
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B = ( k r a - 2 , a - l , a + l ) U (a+l,C,k) vemos que para f= Cu,v) e dD(B)

t a l que (a-2,a-1) € P1 (B) tenemos que v£ {a-1,a-2} Ufrj r = 0 mód 2

y 2 < r < k ~ l } U { r r j r 1 a l mód 2 y a*2 < r 1 < m}; s i

v = a -2 , obtenemos una cont rad icc ión a la de£ini.ci6n de k;

a s í se sigue de l a s Notas 7, 9.a y la Observación 2 . 2 . 1 que

podemos tomar d (Cj = {d t , d 2 ,£} Ud CG).

Caso 4.b £(k ,C,a-2) es impar.

En este caso ke{2t+l | q+1 < t < n} U{2t' ] 1<t 1 < q-2}, consi-

derando el ciclo impar E1 = (a-2,C,k) U (Je, a-21 vemos que para

f = (u',v'l £ d_(.BM tal que (a-l,a) e F\(B') tenemos que

ve {a-1} U { z | z E 0 mód 2 y 2 < z < k } U { z ' j z' E 1 m6d 2 y

a < z' < m}. Y en vista de las Notas 7 y 9.a podemos tomar

d_(CI = {d, ,d,,f'} Ud_(G). Así la Nota 9 queda demostrada.

Ahora bien, ya que D' es una digráfica de la clase Q (Notas

3 y 9) y C = (2,a-2) U(a-2,0,2) es un ciclo impar da D'

(con ¿(C'\ <m\. Existe g1 = fu,v) £ dn'^C'^ t a l q u e

(2,a-2) e F1 tC ) ; y así tenemos v£ {2, a-2} U {2t+l | q < t < n};

y de la Nota 7 se sigue que podemos suponer v = a-2. También

existe <3Z = (z^wl e dD,ÍC) tal que (a-l,a) e F1 ÍC ), así

w £ {a-1,2} U{2t+l | q < t < n}, por la Nota 7 podemos suponer

que w=a-l. Entonces se sigue de la Observación 2.2.1 que

podemos tomar ^tCJ = íg1»^2^- Asi, el Teorema 2.3.1 queda1

demostrado.

Teorema 2.3.2.

Sea D una digrSfica, si existe T 9 V(D) tal que
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2 está en alguün ciclo impar C de D j

<¡ z e v(D3 con vcc) n T

pertenece a la clase Q. Entonces D es Radigráfica si y sSlo si

D-T es R-digrafica.

Se sigue directamente de los Teoremas 2.2.1. y 2.3.1.

Corolario 2.3.1

s i D es una digráfica de la clase Q, entonces D es una

R-digráfica.

,1 Corolario 2.3.1 es un caso particular de la interesante con

jetur. propuesta por H. Meyniel a cerca de la cual se trabajara

más en el Capítulo 4.

Conjetura 2.3.1 (H. Meyniel 19 76)

Sea D una áigráfica, si todo ciclo impar de D posee dos

pseudodiagonales entonces D es una R-digráfica.

FALLA di 0SG1
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2.4 ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES PARA QUE

UNA DIGRAFICA SEA R-DIGRAFICA.

En esta sección se dan algunas condiciones sohíe las pseudodia

gonales de los ciclos impares de una digráfica, que son sufi-

cientes para que una digráfica sea R-digráfica. . Tasnbién se dá

una condición sobre el número de ciclos impares ajenos en vér-

tices de D, que es suficiente para que una digráfica sea

R-digráfica.

Consideremos una di gráfica D# C =? (1,2,..., 2n+l,ll un ciclo

impar de D y T c = (j , j+1,. . ., j+r). (notación módulo 2n+U

una tiayectoria dirigida de máxima longitud contenida en

C - CtCC) U i(Cl). Cuando 2 <£(TC1 <£(C) - 2 definimos

D'(CJTC) y C£TC) como sigue:

Caso a £(T-,) es par.

Si í.j,j+r + l) G FCD) entonces D(.C,TC) ~ D y

C(TC) = Cj+r+l,C,j) U (j,jfr+U.

Si (3,3 + r+ll é FíDl entonces D{C,T ) = D

C(.TC) =

Caso b £íTr í e s impar.

Si (j + 1, j+r+l). £ FCD) entonces DÍC,TC) = D y

Si (j+1,j+r+11 í£ F(D) entonces DCC,T ) = D UÍj + l , j+r+l) y

CÍTC) = (j+r+l,C# j+D U (j+1, j+r+U .
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Teorema 2.4.1

Sea D una digráfica, si C es un ciclo impar de D con

2 < ¿CSCÍ < £(.C) - 2 entonces F(CJ = FTCC) si y s61o si

FCC(TC)) = F'íCCT^).

Demostración

Sea C = (1,2,... ,2n+l,H un ciclo impar y supongamos que

T
c - íj#J+1»•.•,j+rí (notación módulo 2n+l), así que

C(.TC) = (jx , j2 f . . . , j l s + 1 ,j3) donde j 2 = j cuando r es par

cuando r es impai, jz = j+r+1, j3 = j+r+2

e t c . ; claramente ji 4. tCCCT-,}), a s í :

i) JA, j i + 1 S t(CCTcl) s i y sGlo s i j ¿ f i = j±+l con

j-'j+t € t ("C) y notación mfidulo 2n+l.

i i ) Existen ji e tCC(Tc)3 para i e { i / I c . t ^} con

í fJ r ,CÍTcl,Dkl s ¿CJ t^C(Tcl,Jsl = 1 CmÓd. 21 si y sólo si

existen j . £ tCO para i € {r,k,t,s> con £(Jr»C,jfc3 =

a -£{.:L#c,j ) = i (moa. 2) .
v* S

Así el Teorema 2,4.1 se sigue directamente de la Observación

2.2.1

DG manera análoga se demuestra el siguiente

Teorema 2.4.2.

Sea C un ciclo impar de una digráfica D, si existe

f = Cu,vi € p(C) tal que ¿(u,C,v) es impar y {u,v} %

£ t((v,C,u) Uf), entonces F(.C) = TlÍC\ si., y sólo si

P((v,Cfu) Uf) = p'dv^-u) Uf}.
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Teorema 2.4.3

Sea D una digráfica tal que para cada ciclo impar

C = (l/2,...,2n+l,l).; P(C) = ÍCu(j),v(j)) | l < j < k > satisfa-

ce las dos siguientes propiedades:

(3.1) víl) < ... < vGO, k > 2

(3.2) uíj) e (víil, Cvíi+Dl implica que £(v(i) ,c,u (j)) H

= £<u(.j),C,v(jn Cm6d. 21, donde v(k+l) = vCU.

Entonces FÍ.CJ = F1 (£). para cada ciclo impar C de D.

Demostración

Hacemos una demostración por inducción sobre £(C), C un ciclo

impar de D-

Cuando £(Cl = 3, claramente la hipótesis 3.1 implica la con-

dición i) de la Observación 2.2.1.

Supongamos que hemos demostrado que para cualquier ciclo impar

C de D con £CCfl. < 2n-l tenemos F(.C') = F H O -

Sea C = (1, 2, .. ., 2n+l). un ciclo impar de D con

P(C) = { (u( j) ,v(j)). [ 1 < j < k}; considerando

£ = Cu(r+1) ,v(.r+l) ) e p(.C) tal que ¿(v{r) ,C,v(.r+l) es impar

tenemos que u = uír+lí e (v(.s)/C/vís+l) para algün I < s < k,

por 3.2 tenernos que ¿ív(sl,C,u) ». £(u,C,v(£+l) } (mód. 2).

Si £(u,C,v(r+l)_ =. 1 (m6d. 2), entonces u £ t(.C); en otro

caso u = v(i). para algün 1 < i < k así que u e (v(i)/C, víi-f-1))

y por lo tanto £(v{.il ,C,u) é £t.u,c;v{r+l|l Cmfid. 2) lo cual

contradice 3.2. Así que cuando I (_u,C, ví.r+1))_ = 1 {mód. 2)

fu,vír+ll} £ t(.C), y considerando C = (vtr+l),C,u) u f, en
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en vista del Teorema 2.4.2 y la hipótesis inductiva tenemos que

FÍO = F'íC).

Por lo tanto podemos suponer £ (u,C,vtr+U) = .0 (m6d«2), así

l(y(.$l,C,\il == a (mód. 21 lo cual implica por 3.2 que

u £ (yCí:IrCfvCr+n# entonces s ?¿ r,vür) € CvCs) ,c,v(r+l) y

Z. CvCs) . ,C,v(r). í. es impar por 3,2; asi; el Teorema 2.4.3 se sî

gue de las OSservaciones. 2.2.1 y 2.2.2.

Diremos que un ciclo impar C de una digrSfica D tiene la

propiedad DQ si para cada f = {u,v) e PCC) con £(u,C,v)

impar, tenemos: u,v ¿ tCu,C,v}Ufl y diremos que una digrá-

fica D tiene la propiedad D cuando cada ciclo impar de

D tiene la propiedad D .

Taorema 2.4.4.

Sea D una digráfica que tiene la propiedad D . Si para cada

ciclo impar C = Ll,2, ,2n+l,l} de D existe B(.CJ. ¿ $

BCCI - { (ufj) ,v( jt). [ 1 < j < k} Q Píe) con las dos siguientes

propiedades;

(.4.11 vUi < ... < vCk), k > 2.

C4,2í. Sí -e(u(jl,C,v(3))_ es par y u(jl e CvCsJ^C,vCs+1)

entonces £Cvís) ,CruCjil es par.

Entonces f(C) = F1 (Cl para cada ciclo impar de D.

La demostración es esencialmente la misma que la del Teorema
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2.4.3, considerando que por el Teorema 2.4.2, la propiedad

D y la hipótesis de inducción podemos suponer que

£(u(r+l),vfr+l)l es par.

Teorema 2.4.5.

Sea D una digrafica que tiene la propiedad D . Si para

cada ciclo impar C = ("1,2,. .. ,2n+l, 1) de D existe & (Cj

B1 (£}_ = { Cf Cj).,g(j)). [ 1 < j < k} c P{C) x PCC) con las dos

siguientes propiedades*

Í 5 . 1 )

v ( l ) < . . . < v ( k ) , k > 2

( 5 . 2 ) z ( j ) . £ C V ( v ( j ) , C , v ( j + l ] ) - í v C j + l ) } } i < j < k

d o n d e v : ( J c + l ) = v ( J U -

Entonces para cada ciclo impar C de D, F(.C) = F CC) .

Demostraci6n

Hacemos la demostración por inducción sobre £(C), C ciclo

impar de D. Cuando I Í.C) = 3, claramente la hipótesis

C5.1) implica la propiedad (i) de la Observación 2.2.1.

Supongamos que hemos demostrado que para cualquier ciclo impar

C1 de D con l(C'). < 2n-X tenemos que p(c'l = F1 (.C).

Sea C = O/2,. *. 12n+l) un ciclo impar de D con Z{C) = 2n+l,

consideramos 1 < s; < k tal que t [vtsi ,C,v(s+i) > es impar.

Analizamos los. dos posib.les casos, si £(vCs) , C, a t.s) 1 es impar,

consideramos C" = (z (s) ,C,v(s)) ug(s) y ya que D tiene la
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propiedad D , se sigue de Xa hipótesis inductiva y del Teore

ma 2.4.2 que FCcí = F1 CO . Si I (v(s) ,C,z(s) 1 es par, se &i_

gue de C5.2) que zCs) £ (v(s) ,C,vís+l) ) y I ( (v(s+l) f C, z (s)))

es impar y así, por las Observaciones 2.2*1 y 2.2.2, tenemos

que F(C1 = F1 (jcl.

De manera conjpletausente análoga, considerando 1 < s < k tal

que £CvCs-l].,C,v(sXÍ es impar y analizando las dos posibles

paridades de £{uCsí ,C,vCs.}) se demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.4.6.

Sea D una digríifica. que t i e n e l a propiedad D . Si para cada

c i c l o impar C = {X,2,... ,2^+1,1.) de D e x i s t e BZ(.C) / 0

Ba CCi -= { Cg í j ^ f (j) I 1 < j < k> c P(C) x P(C) que t i ene l a s

dos dos s igu i en t e s propiedades:

C6.1) gíj). » í z í j b u í j l ) . , f ( j ) = ( u ( j ) , v í j j )

vCD. < . . . < vQc}, k > 2.

C6.2J u í j í s' CV(;vCj-ll,C,vCj}). - fvtj-11}) donde v (0 )=vCk) .

Entonces F(Ci = F1 (_C) para cada c i c l o impar de D.

Teorema 2 .4 .7

Sea D una digráfica que tiene la propiedad DQ. Si para cada

ciclo impar C de D existe B3 {.O. = (u ,Uj ̂ û  ,u3 ) una trayec

toria diiigida de D con las dos siguientes propiedades:

(7.1) (u-íU.le P(C) para cada ie{0,l,2}.
1 1"H
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.(7.21 ¿Cu^CUgl = KO-kj y £(u2,C,u3) = £lc) - k2 con

1 < k1+k2 < ¿C.C1.

Entonces FCCI = F1 (C\ para cada ciclo impar C de D.

Demostración

Hacemos la demostración por inducción sobre líe) r C ciclo

impar de D. Cuando £.(C) = 3 ya que C tiene tres pseudodia

gonales, claramente se satisface la propiedad ti) de la Obser_

vación 2 .2 .1 .

Supongamos: que hemos demostrado que para cada ciclo impar C

de D con itC'l < 2n-l, F(C'l = F 1 ^ ' ) . -

Sea C un ciclo impar de D con £(_C) = 2n+l, podemos su-

poner kj = k2 = 1 Cm6d, 21, ya que de otro modo k. = 0

Cmód. 2), para algún i € {1,2} y entonces, considerando

Cu,, ,C,u.) U Cu.,u. } se sigue de (7.2)r la hipótesis induc

tiva y el Teoreir,a 2.4.2 que FCC) = F1 ÍC) . Más aún tenemos

que u3 é Cu2,CfUjl. ya que u3 e C.u2'
C'ua^ implica que

kj + k 2 > £ C C i + l. Así, £Cu3,C,ua) =. ¿ C U S Í C ^ J ) = 1 (m6d. 2).

Asi; el Teorema 2.4.7 se sigue de las Observaciones 2.2.1 y

2.2.2.

Teorema 2.4.8 [8],

Sea D una Radigráfica, entonces cada z £ V(D) está en

a l menos ^C2) + *• ciclos impares de D, donde \¡(z) = máx.

{S+izl, S~tzJ.}.
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Teorema 2.4.9

Sea D una digráfica. Si existe T £ V(.D) tal que para cada

subdigráfica inducida fuertemente conexa H de D con

H O T ¿ <¡> tenemos c.i. CH) - c.i.d. (H) +1 < A(.H), entonces

D es una R-digráfica si y sólo si D - T es una R-digrSfica.

c.i.Cfi) = al Número de cíelos impares de H.

c.i.d. (H) = Numero de ciclos impares puntualícente ajenos dos

a dos de H.

A(H) = máx. U (z) ! z € V(H) }.a

Perno s tr a ci 6n

Si D no es R-digráfica entonces existe una subdigráfica indu

cida H de D que es R~- digráfica, por lo tanto H es fúerte_

mente conexa [ 9Í y H ^ T jé 0, ahora consideramos z G V(H)

tal que ¿(H)_ = ^ H f
z
o K claramente 2 está en a lo más

Ce.i. (H) -c.i.d. {H} + 1) ciclos impares de H, asi obtene-

mos una contradicción al Teorema 2.4.8.

El recíproco es obvio.

Usando el Teorema 2.2.1 y algunos de los teoremas probados en

esta sección, obtenemos condiciones suficientes para que una

digráfica sea R-digráfica.



- 32 -

2.5 DN COETTRAEJEMPLO A UNA CONJETURA DS H. MEYNIEL

SOBRE R-DIGRAFICAS.

La construcción presentada en esta sección fue publicada en

1982 [6] .

Conjetura 2.5.1 f£. Meyniel 19761

Sea D una digráfica; si todo ciclo impar de D posee dos

pseudodiagonales, entonces D es R-digrSfica.

Claramente el siguiente teorema resuelve la Conjetura 2.5.1.

Teorema 2.5.1.

Para todo Je > 2, k € ffl, existe una digráfica sin nüeleo

tal que todo ciclo impar tiene al menos k pseudodiagonales.

Demostración

Sn la demostración todas las sumas son tornadas módulo 8k + 4.

Sea D una digráfica con Vf_D)_ = (0,1,..., Sk. •+ 3 > como conjun

to de vértices y con flechas (i,i+.l), (i +2i, 4k+2+i } para

todo Q < í < k y para todo i S {Q, 2k+l, 4k+216k+3 }.

Sea C = tO.,1, .. . , 8fc+3) el ciclo generador de D; es fácil

ver que los ciclos impares de D son:

(4k+2+i ,C,i +2i)_ U ti +2i,4k+2+i ) para todo 0 < i < k y
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para todo i £ {0,2k+l,3k+2,6k+3h

Claramente el ciclo impar

<4k+2+i ,C,i +2ÍJ. U Q +2i,4k+2+i 1
O O O O

tiene las diagonales C.4k+2+i +2j,i ) para todo 0 < j < k.

D no tiene núcleo; ya que de otro modo, si N es un núcleo de

D. Entonces

Q e N => C4k+2?N,2k+l?N,6k+3N3 , 6k+3^N y 4k+2 ̂ N -

Así, 0 e N =* (.2k+10S,2k+2gEN y 6k+3í3sE). Esto es imposible,

y concluimos que 0. ¥• KE. Similarmente, podemos demostrar que

2k+l f, N, 4kf2 ^ N y 6k+3 f. N. También 0 £ N y 4k+2 ^ N

"* 2k ^ N. Así, o&.tenemos 2k ¿ N, 2k+l 0 N y 4k+2 ^ N, lo

cual también es. imposible.

Concluimos que D no tiene núcleo.

Más aún, e$" fácil yer que D es R- digráfica y que D-ÍO,1)

es R-digráfica.



3.1 INTRODUCCIÓN.

El trabajo presentado en este capítulo fue hecho en colabora-

ción con Víctor Neumann Lara.

En este capítulo se demuestra que cualquier R-digráfica se pue_

de extender a una R-digráfica. Como una consequencia se de-

muestra que existen R̂ - digráficas orientadas con nfimero dicro-

mático arbitrariamente grande»

Durante la demostración se desarrolla un método general que

permite la construcción de una gran variedad de R- digráficas

y R —gráficas orientadas.

Aflora presento algunas definiciones y algunos resultados pre-

vios.

una digráfica D as llamada quasi R--digráfica si toda subdi-

grSfica inducida propia de D tiene núcleo, por lo tanto, una

quasi R-digráfica D es una R-digráfica o una R-digráfica

dependiendo de que D tenga núcleo o no.

Denotaremos por c = C Cj 1, j 2 , -. . , j , ) a la digráfica definida

como sigue:

VÍCl = {0,l,...,n-l},

FÍ'Ci = {uv | v-u =. j Crnód. n)., s = 1 ,2 , . . . ,k} .

Una función f: V(D) ->-VCD') se d ice que es un
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{resp: v-homomQti&i&mo). de D en D' si y sólo si uv e F(D)

implica que fCulff.vl £ FCD') (resp: ftul = f(v) 5

f(u}f(v) e FtD'lí.

Si D y D' son digráficas isomorfas escribimos D ̂  D1.

Durante el presente capítulo usaremos los siguientes resultados

que fueron demostrados en [9] por Víctor Neuraann Lara y Hortnesia

Galeana.

Teorema 3.1.1.

Sea D una digráfica, suponiendo que V(X>) tiene una parti-

ciSn {Vj,V2} tal que toda VjV2-flecha en D es simétrica

y D[V1] y D[V2] son R-digráficas. Entonces D es una

R-digráfica.

Teorema 3-1,2.

Si D es una R-digráfica entonces no existe una partición

{Vj,V2} de V(D1 t a l que D[VJ,V23 C siiutDl; es decir

Asirní.DÍ es fuertemente conexa.

Teorema 3.1.3.

Si 2 < r <[§•]/ entonces C = 1* (l,+2,+3, > . . ,+x) es una

R-digrSfica 6 una R"̂ - digráfica de acuerdo a que n a 0 (mód. r+1)

6 n £ 0 Craód. r+1]..

Corolario 3.1.1.

C i l ,+2 , . , . ,+ ^ es R - digráfica para n > 4.
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Sea D una digráfica, si f = uv £ F(I>1, D(£/P 1 denotará

cualquier digráfica D* tal que D' = ÍD-£\ U B (u,v). donde

P (u,v). es una uv-trayectoiia dirigida de longitud n tal que

= íu,v).

Teorema 3.1.4.

D{'f/Pak+1)_ tiene núcleo si y sólo si D tiene núcleo.

Teorema 3.1.5.

Suponiendo que D - f es una R-digráfica. Entonces

es una Radigráfica (resp; R~- digrSfical si y sólo si D es

una Radigráfica (xesp: R~- digrSfica) .

Teoreíaa 3.1.6.

Sean í / F c F(J))_ y D1 una digráfica obtenida a partir

de D reemplazando cada uv G F poi una uv-trayectoria di_

rigida P{_u,vl de longitud impar y tal que V(DnpCu,vl). =

= (u,v) y V(B(u,v) n P C U ' . V ) ) = íu,v} n {u' ,v' > siempre que

uv / u'v', uv/u'v' £ F . Supongamos además que D-Fr es

una R-digráfica siempre que 0 f¿ F1 <= p Entonces D' es una

R-digráfica (resp: R"^ digrafica} si y sólo si D es una

R-digrSfica (resp: R~- digrafica) .
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3.2 CONCEPTOS Y RESULTADOS PRELIMINARES.

Em esta sección se establecen algunos resultados auxiliares y

se introducen las i?2-digr£f icas y las P3-digrSficas que son

digráficas que tienen un comportamiento similiar al de P2 y

P íespectivamente con respecto a núcleos independientes módi

lo el par de puntos extremos.

Definición 3.2.1

Si D es una digráfica y N,Q C VtDl ; se dice que N es nü

cleo independiente módulo Q tn.i. rriód. Ql de D si y s6lo

si

x)_ N es independiente,

iij. Para todo w e N c n Q C existe alguna wN-flecha.

Lema 3.2.1.

Sea 8 : D •* D un homomorf israo supiayec t ivo en v é r t i c e s y en

f l echas , NQC VCDQJ, M C 8~: (X¡°\ t a l que:

iil Para cualesquiera U
0 '

W
O Í

U tales que u S N .

uowo S ^ o ^ o ' ^ Y u e M n í " 1 ^ 1 existe w e ^~1CwQ) tal

que uw 6 FCPJL-

Entonces

N es núcleo de D si y sólo si 8~ (N ) es un n , i*o o J o
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mod (9~ (No
C) -M) de D.

Demostración

Ya que 0 es un homomorfismo suprayectivo en flechas, tenemos

que N es independiente si y s51o si í ~* (NQ) es independien
^ o

te.

Supongamos primero que NQ es núcleo de D Q y sea

u £ [ (O
1 (No

C)-Mf] = M, denotemos UQ = 0(u> ,

como NQ es nüeleo de D Q / existe w Q
NQ tal que

u w e FD ÍN C ,H 1 y por (ii) tenemos que existe w S 0 (wQ)
o o o o o

tal que uw € FD, asi que uw S PDJM^"1 (NQ) ] - Se sigue

que f>~: (N ) es n.i. mod (0"1 (No
C )-M) .

— 1 C

Supongamos aho ra que 0" 3 {No> e s un n . i . m o d t e Í N o > - M ) .

Si u e NQ
C tomamos u e (d*1 C U Q ) O H) , sabemos que e x i s t e

uw 6 FDfM,í>- J ÍN o ) ] . C la ramen te u¿> (w) S F D O [ N Q
C , N Q ] . E n t o n -

ces N es un nüeleo de D -
o *-'

Definición 3 .2 .2 .

Sea 8: D •+ D un homomorfismo suprayectivo en vértices y en

flechas, diremos que B satisface la pKop¿ida.d cabiente

6 que tiene la propiedad del

U6VID1 tales que 5(u) = U

6 que tiene la propiedad del cubrimiento si u
o'

w
o
 e V C Do

Q y u o w o £ F ( D Q ) existe

w e V(D) tal que 0 C.w) = W Q y uw e F{D) .

Corolar io 3 .2 .1

Sea WQ C V(DO) Si 6t D •* D s a t i s f a c e la propiedad cubriente
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entonces N es nücleo de D s i y sólo s i B~ (N ) es un

núcleo de D .o

Demostración

Tomamos M = 0~ (_H 1 y aplicamos el Lema 3.2.1,

Definición .3.2.3.

Una digráfica 2-punteada (.d.d.p.) es una terna ordenada

(W;Wj,w2) donde W es una digráfica y Cwj ,w21 es un par

ordenado de dis t intos vértices de W.

Dos digráficas: 2-punteadas Tj - ^ i ' ^ í i ' ^ 5 y T2 = CW^-v^,^)

son isoroorfas CT1^T2I s i existe un isomorfismo de Wj en

W2 que manda a vn y wE en w21 y W& respectivamente.

Si TJ = ÜffJ¡\̂ fwj¿l y T¿ = (WJ;^{,^) son digráficas dos

punteadas ta les que V(H|)nV(H¿l = (™¿} = i*£ >> 1* cortea-tena

cÁón T{°T¿ de TJ y T̂  es por definición T'= (WjuW^j^J,^

Si Tj = (W1;wu,w12) y T2= CW2;wa,n^) son cualesquiera d.

d.p. , la concatenación Tj°T2 de T1 y T2 es por defini-

ción, la d.d.p. T' = T'«*T* obtenida como se ha descrito a

pa r t i r de cualquier par de d.d.p. TJ ^ T1 y T̂  ss T 2 . Note

se que TJ-'TJ está definida salvo por isomorfismo.

Pe.fi'n£di'6n 3.2.4,

Una d.d.p. (W;vrx,w2) será llamada una P3-d¿gfL&£¿ca. s i satis_

fa,ce. las propiedades Propiedades f3.i, ^ 3 . ü y ? 3 . i i i .

P*3.i. Existen núcleos independientes módulo ÍW!,w2} de
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D, N x i = Q,l tales que íw1 ,w2 } C N°, {v± ,v.2 } c (Í311°'.

P3.ii. Si N es- n.i. mod {w ,w } de W entonces N satis

face las siguientes tres propiedades;

a) Wj e N implica w 2 £ N.

bí. Si. w ^ N y no Hay w1K flecha entonces w 2 e N.

c) Si w Sí N y existe w K-f lecha entonces w O í Y no

existe w E-flecha.

P 3 . Ü 1 . No existe una R-cligráfica D que contenga subdigrá-

ficas inducidas D' y D" y vértices w' y w' y que satis-

faga las siguientes dos propiedades:

a) D1 u D" = D; V(D']nV(D"] = fwj,w¿};

VtD') f£ íw;,w¿}, V(D") ?í {wj,w¿h

b) (D';w¡,w¿) = (W',wJ,w^) donde w1 es una subdigráfica

inducida propia de W que contiene a wj y wj•

NStese que cualquier copia isomorfa de una P3-digráfica también

es una P3-digráfica,

Ejemplos de p --digráficas.*
— . 3

E.l. (P3;0,2,) es una P3-digráfica; de hecho las P3-digrSfi-

cas están definidas de tal manera que generalizan a CP3;Q,2)

manteniendo el comportamiento de CP3;Of2) con respecto a n.i.

mod {0,2} (y la propiedad P3.iii.l

E.2. ^ 2 m + 1'
c i' 2 r a^ e s u n a Pj-digrá£ica.
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E.3. Sea i < i . < n-1 , j = 1 , . . . , s . Agregando a ? e l con

junto de flechas {uvjv-u^i. para alguna j} obtenemos una

digráfica que se denotará por PnCij fij # - • . #i_J..

La d.d.p. CPMCl/+2,+3,.. . ,+ (n-21];; Q,rv*lí es una P ^digrá--

fica. (Para demostrar que satisface P3.iiCcI nótese que

0 & K y eKiste oN-flecha implica que Cn.-2) ^K y la propie

dad P j . i í i se sigue directamente del. Teorema 3.1.2.

Una variedad grande de ejemplos de P3-digráficas se puede cons

truir usando las notas 3.2.1 y 3.2.2.

Nota 3.2.2.

La concatenación de dos P3-digrSficas también es una P3-digrá

fica.

Nota 3.2.2.

Dada una digráfica D y v e VCPl en [4] se definió la digrá-

fica aí.D,v). como sigue;

F(a(D,v) } = F(D-fv}} U {zv' | zv £ PD} U {v+z | vz

U{v"v°rv°v
+}.

Ahora, sea £W;wi,vr2) cualquier P 3 - d i g r á f i c a . Si w 4 w.

w ^ w2 entonces (afW,wl; w1#w2) también es una P 3 -d ig ra f i

/Wj) ; WjfWj) y (aCW, w2} ; w2 ,w¿ 1 son P 3 -d ig rá f i c a s .
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P - digrafleas

Definición 3.2.6.

Una d.d.p. OS:w ,w I se dice que es una P2-d-¿gJtá^¿d siem-

pre que satisface las propiedades P .i,F.ii y P3.iii

P2.i. Existen núcleos independientes módulo ÍWj,w2}, N

para i ~ 1,2,3, tales que vrl £_ N , w2 £ N; «j. £ N ,
3

P2.ii. Todo n.i. mód Íw1,w2) N de W satisface las si-

guientes tres propiedades.

&\ Si w-¡ e N entonces w2 ¿ K y no existen W2N-flechas.

b) Si w1 SÉ N y existe alguna w1N-flecha entonces w2 ¿ N.

c) Sí w, jí N y no existen WjN-flechas entonces w2 ^ N y

no existen w2N-flechas.

Es claro que copias isomerías de una P2-digrSfica también son

Ejemplos de P2-rdigráficas.

E.l. íí ; O., 2nji-ll es una p2-digráfica, en particular
- * • - > • • * .

{J"2;Q,1); es una P2-digrSfica. En realidad las p2-digraficas

son. ternas que tienen el mismo comportamiento que (P2;Q,U con

respecto a húcloes independientes de la digráfica báaica módulo

los. puntos distinguidos.
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E.2 Osando la nota 3.2.4 podemos construir una variedad grande

de P2-digráficas.

Nota 3.2.4.

La concatenación de dos Pa-digráficas es una P3-digráfica.

Si T1 y T2 son d.d.p. una de las cuales es una

ra una P3-digráfica, entonces T ^ T2 yfica y la otra una P3-digráfica, entonces T ^ T2 y T <= T

son Pz-digráficas.

Para finalizar esta sección damos algunas propiedades importan

tes de las Ps-digráficas.

Sea D una digráfica, uv e FCP1 y T = C-Wuv? ury\ cual-

quier P,-digráfica que satisface V(D). n W = {u,v}. Tomando

' UV

D Cuv¡T ) = Í.D-uv) u T tenemos que los teoremas. Teorema

3.1.4, Teorema 3.1.5 y el Teorema 3.1.6 se pueden generalizar

de la siguiente manera;

Teorema 3.2.1.

D(uvjT ) tiene núcleo si y solo si D tiene nücleo.

Teorema 3.2.2.

Suponiendo que D-uv es una R-¿Ügráfica. Entonces D(.uv|T )

es una R-digráfica (resp: R - digráfica) si y sólo si D es

R-digráfica (resp: R - digráfica).
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Teorema 3.2,3.

Sea 0 ¿ P c FCDÍ y D' una digráfica obtenida de D reempla

zando cada uv *= F por Sf donde tWuv
; u»vl e s u n a P2-digrá

fica que es R-digráfica y tal que V(Dnw I = {u,y} y W u v n

n w = {u,v} n {u',v'} siempre que uv 4 u'y1, uv,u'v" € p ,

Suponiendo que D-F' es una Radigráfica siempre que 0 ^ F' QF .

Entonces D1 es una R-digrá£ica Creap; Radigráfica 1. si y sólo

si D es una R-digráfica fresp; R~~ digráfical.



3.3. ¿-SISTEMAS Y ¿-EXTENSIONES DE R-DIGRAFICAS A R - DIGR&FICAS

•5 -SISTEMAS Y & -CONSTRUCCIONES,
o o

Definición 3.3.1.

Una cuaterna S = CD -U,j ,j_l será llamada un i -sistema

si D es una digráfica, U c V(D ) y j + ; U+ •+ U y

j : U -> U son biyecciones tales que' U , U_ y V CD ) son

conjuntos ajenos dos a dos.

i
Si u e ü escribiremos u y u sin lugar de j (u) y

j_ (u)_ respectivamente.

Si S = (D ,D,j ij 1 es un ¿ -sistema, denotaremos por

¿ (S ) a la diqráfica definida como sigue;
o o ' J

v u (s )) = vfD -Ü} U U, U U .o o o + -

Fá (S ) = FD[V(D 1-ü] U{zu I zu £ FD, z f U, u G u} U
o o o - •

u {u+s j uz € FD, z f? U, u G U} u {u_^u^ I u ' , u "

Nótese que i {S \ e s t á def inida sa lvo por isomorfismo.^ o o

También definimos p • V(¿ (S )) ~* VCD ) de l a s igu i en t e manera:

po |víD} - u = iden t idad , P Q U+ = j pQ |u_ = j _

Claramente p es un homomorfismo de i ÍS ) a D que es' o o o o

suprayectivo en flechas y en vértices.
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¿-SISTEMAS.

Definición 3 .3 .2 .

Un ¿-s is tema es una cuaterna G3 ,&,U,iU L donde

o + ~

i ) s = (X> , u , j / j+) . es un -5 -s is tema y tí y

son d ig r á f i ca s t a l e s que VCü_l = U , Vtü I = U
i i ) $ = C'6 í. p [ , es una familia de P - d ig r á f i c a s

El ¿ -s i s tema sexá llamado p-top^o siempre que VCB i n V U Í.S ))

Definiciñn 3 . 3 . 3 ,

Si S = (S ,g ,ü , /U ) es un ¿-sis tema propio , entonces l a s
O "T" """

digráficas ¿ CS). y ¿¡CS) están definidos como sigae;

Nótese que s i FCU ).. = F (ii ) =* entonces ¿CS1 = Í 3 ÍS) .

También definimos pt VCá CSJ 1 -> V(DQI de la s igu ien te manera:

p|V(,¿ (S II - p y p¡VCB 1 ~ u para todo u e u. Claramente

p es un v-hoiaomorfisino de ¿CS). sobre Dü,
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Nota 3.3.1.

Nótese que ¿- CST y s CSX están definidas salvo por isomorfis_

mo. Es conveniente extender el significado de A CSl y & (_S\

para cualquier ¿—sistema S. En el caso general & CS) y

á X(.S) están definidas salvo por isomorfismo como A (S'i y

A CS'J respectivamente donde S' es cualquier ¿-sistema propio

obtenido de S reemplazando cada B por una copia isomorfa de

B .u

Teorema 3.3.1.

Sea S = CS , 3, U.,U 1 un ¿-sistema propio donde S = (D,U,j, ,j )o + — o o T —

Suponiendo que i, y j son homomorfismos de ü y Ü so-

bre D [U] respectivamente y que cada j3.. = (B ;u ,u,) satisfa

ce las condiciones P .i y P3-ii de la definición 3.2.4.

Entonces ¿c{'S) tiene núcleo si y sólo si D tiene núcleo.

Demostración

Sea ^ : V{¿ {5 I) -* VCJD ) como se definió en la definición
o 'o o o

3.3.. 1.

i) Supongamos primero que D tiene núcleo, y sea N un

núcleo de D , ya que cada Q = CB ;u ,u ) satisface P3.i

tonjaiuos para cada u e ü un núcleo independiente módulo

{u_,u } H de B. que que satisfaga {u^,u+} C N si

u e N ° U y {u_,u } c N.c si u G KJ^ n u, además por P 3 . ü

podemos suponer que H es n.i. raód fu+} de B y, y usando
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la hipCtesis. de que- j y j son homorriarf isroos es fácil ver

que K = p 1 fN Iu ^ N es nücleo de ¿(SI.J ' o " o ueu u

ii) Supongamos ahora que ¿CS) tiene núcleo y sea N un nú-

cleo de ¿(SJ_, claramente N = NOV(B 1 es un n.i.

mod {u ,u } de B_. Ahora demostramos que {u ,u } C N

ó {u ,u ) c N c . Poi la propiedad P,.ii de la definición*- + u

3.2.4. tenemos que si u 6 N entonces u e N ̂  Supongamos

ahora que u_ é N , tomamos w £ N tal que u_w e F¿(S) y

analizamos los dos posibles casos.

11.1) Si w G v(B ) entonces N es un n.i. rood í"+} de

S1]f y por ^s-i^ u
+ €

 N y no existe uN -fleoha.

11.2) Si w ^ V('B I entonces por la construcción de ¿> {$)

tenemos que w e U y uj (w) s F CD f UI í • p ° r lo tanto
— r — o

u w e F (ÍÍ.S1J. y se sigue que u eá N . Asi hemos demostrado

que {u_,u+} c N u ó {u_,u+} c K° .

Obviamente N, = Nnv(4 (5 1) es un n.i. mod U u ü, de
i O O +

i (S ) y demostraremos que además N ¡̂ es un n.i.

mod U_ n Nc de i_(S 1. Supongamos que u € ü r, N C y toma_

mos w € N tal que u w £ FUCS)), es suficiente demostrar
ahora que existe alguna flecha en ¿ (S ) de u a N.. ComoJ o o + :

u € N y hemos demostrado que íu ,u } C N 6 {u,,u } c N

se sigue que u S

Si w s U entonces j Cu lj (w) e P(D ¡ül) y por lo tanto

u
+Jl

1U+{wl); e F U O ( S O J ) con jI^j+Cw) e N, pues w e
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son

Se s i g u e que. N2 e s un n , i . mod U_ n Na de ¿ LS I .

Ahora; c l a r a m e n t e N^ = p ^ 1 C p til X I I . Tomando M= Nf - CU_ n N°

y N s p (Jl 1 . Ya que p a r a cada u e U , {u , u } c N 5

{u_ ,u f } C Hf, N l = pl1 CPOC:N2).) = P ; J mo). y M C < = p; 1 CNQ
C

Aplicando el Lema 3.2.1 concluiimos que N es nücleo de D .

Teorema 3.3,2.

Sea S = (S ,3 ,ü . rU í u n i - s i s t ema propio , S = (X> . U f j , , j )

Suponiendo que cada $ s s una P - d i g r á f i c a t a l que B es

R-digráf ica , u y u son E-digráf icas y j y j _

homomorf ismos de (j, y (J en D [ U] t a l e s que

i ) i.(li.) c sim {D\V\), j LU J c sim CD J U].).

i i í Si w,wj e FÍ.ü_l y w2w¿ e F(.U+). entonces J+C-Wj

Entonces ¿ (S)_ es una quasi R-digráf ica siempre que D sea

una quasi R-digráfica.

Demostración

Supongamos que el teorema es falso y sea H una R-digráfica

tal que H £* ACSJ..

Sea P : V(¿CSJ1 ~> V{D J e l v-h.omomorfisrao de ¿CSl s o b r e1 o

D d e f i n i d o en 3 . 3 . 3 . Tomamos a h o r a H1 = D [p(.V(.K))l y d e -

f in imos p-. V(B1 -* V ( ü ' l p o r P K Í Z ) = p ( z ) p a r a cada

z e V(Hl . Veremos que e l v-homomorfisrao pv s a t i s f a c e
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(w) = <
w si w £ U.

Por la construcción de ¿ÍS) «„ (w) = w cuando w ^ U.
ri

Si w e U, tomamos H = p^fw) n VÍ.B ). Claramente Hw s¿ £.

Supongamos que HT ^ V(E } , {w }, {w >. Observamos que w+ £ H

ya que H es E"̂ - digzáfica y por lo tanto es conexa y sin puntos

de corte (Teorema 3.1.2 y Teorema 1.3.1) similarmente se deinueŝ

tra que w € H. Ahora bien, {w ,w_} C H es imposible por la

propiedad P3..iii, y por otra parte si H = {w ,w_} se sigue

= 0 ó d~í.w,3 = 0 lo cual no
ri +

de la hipótesis (ii) que dn(

es posible ya que H es una R~- digráfica y por lo tanto es fuer

temente conexa (Teorema 3.1.2.).

Definimos Ĥ _, H', H' cO y W como sigue:

H! = {u £ V(H') n p'^ (u) = íu_}>

H| = {u S V(H' u \ p~ (u). = £u+}>

{u € V(H') dü í pj¡1(u) = V(Bul }

W1 = V(H') - (H( UH" UH1] .- + o

Claramente H1 , H| y II' son ajenos dos a dos y tT U H_J_ U H¿ =

= V(H') no.

Las dos siguientes propiedades se siguen directamente de las hipó

tesis.

i] H'tH'J = j (.ÜÍp^íH1)]) = U
— — — ti —

— n

ii) H'[Hp = j
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Probaremos algunas otras propiedades que serán útiles para el

resto de la demostración.

iii) H'[ H!, V(H'} -n'J C j_ ( u_) C simtDoEU]).

Demostramos solamente la piimera contensión ya que la segunda es

hipótesis.

Sea zw € F(H'[ HJ ,V(H' )-H'] ) , como p es un v-homomorfisino

suprayectivo en vértices y flechas tenemos que existe w'epj, (w)

tal que z w1 £ F{H) ya que además p ~J tz} = { z__ } . Ahora, como

H C * ¿(S) y por la definición de ¿(S) tenemos que w' e Ü_ ,

así que w = j (w1) por lo que zw G F(j (Ü )).

iv) H'[ V(H') - V<H¿) , V<H¿)J Cj +(ü +) C simtDQ[ Ul ) .

Sea zw 6 FfH'[v(H') -V(H'), V(H')]), como p.T es un v-momo-
+ + ' ti

morfisrno suprayectivo en vértices y en flechas y como p H (w) =

= (w } existe z' S p (z) tal que z'w ^ F ( H ) , como H C*

y por la definición de 4(.S) tenemos que z' € U+ y por lo tan-

to zw G F(j (ÍJ )1, la otra contensión es hipótesis.

vi F(IÍ'¡H', VHM-H'Jl C F(síra(H'n.

Sea uz e Ftll'f H' ,V(H' )-H¿J ) , por iii). uz G F (sim (DQf ü] ) );

esto implica que z £ U - tf' y así que P^íz) / {2 K Más

aún pH
a Cs) 5¿ {z í porque p"! (.2) = {z > implica que

u 2 G F(HÍ por sex p., un v-horoomorfisrao suprayectivo en vir
•̂  + íi —

tices y en flehcas, pero esto contiadice el hecho de que por la

contruccifin de 6(3) u z ^ FU (Si), Poi lo tanto p"1 (2) =

= V(B2), z u 6 F(H.) y zu € F(H') ya que z+u € F(¿{.S)}.
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vi) FGtl[V(H'i-V(HJ_l,H.Ml C PCsimCH1)}.

Sea zw e F(H'[vOi1 í*-vOiJ_J.,ir 1), por ivl zw e y

esto implica que z £ ü - H ' y así que p í.zl ¿ íz.í- También

tenemos que p»1 (zl 4 {z } porque pZ1 tzl = {z } Implica que

2 w e F(H} lo cual es imposible por la defininición de ¿(SI.

Así que o^tz). = V ( B ), w 2 <E F(H} y wz e F(fí') ya que

ts)l.

y Así tenemos la siguiente propiedad,

vü) H'[H¿UW'J = D [a^UM1]-

Ahora ohservaraos que;

a) La propiedad i) y la hipótesis que Cl_ as R-digráfica i

can que H' es R-digráfica.

b) La propiedad vii) y la hipñtesis D es R-digrafica impli-

can que ÍH'-H') [H'UK1] es R-digráfica.
*r O

c) La propiedad v) y las observaciones a) y b) muestran

que la descomposición {.H',H.' U w ) de H' --H' satisface las

hipótesis del Teorema 3.1.1. y por lo tanto H'~-H+ es una

R-digráfica.

á\ La propiedad iil y la hipStesis ü+ es R-digr^fica implican

que H' es R-digráfica*

e). La propiedad vi}, y el hecho demostrado en o) de que H.'-H_J.

es una R-digráfica muestran que CH'-H|,H|) es una descomposi-

ción de H.1 que satisface las hipótesis del Teorema 3.1.1.
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Así concluimos que H' es una R-digráfica.

Ahora bien, ya quei

H = & (tt,B\8\K',UJ j^CHll], U í j"1CE'111, aplicando el Teore-

ma 3.3.1 concluimos que H tiene nücleo lo cual contradice la

suposición de que H es R~- digiáfica.

Teorema 3.3,3.

Con las mismas hipótesis del Teorema 3.3.2, i(S) es una R - di-

giáfica (resp. R-digiáfica) si y sólo si D es una R-digráfica

(resp. R-digráfica).

Demostración

En vista de- los Teoremas 3.3.1 y 3.3.2 es suficiente demostrar

que si 4Í"S) es una quasi R-digráfica, entonces D es una

quasi R-digráfica. Supongamos que esto es falso y sea H' C D

una R-digráfica.

Claramente tenemos;

p~1(HM = i{H

es subdigrSfica inducida de & ÍS) y por lo tanto es una R-digrá-

fica y por el Teorema 3.3.1, se sigue que H' es una R-digráfica.
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3.4 EXTENSIONES DE RADIGRÁFICAS A R - DIGR&FICAS.

En esta sección aplicamos los resultados de la secciSn 3 para

establecer al resultado más importante de este capítulo.

Teorema 3.4.3..

Toda R-di, gráfica Cresp: R-gráfica orientada} es una subdigráfica

inducida de una Radigráfica (resp: R*^-gráfica orientada).

Demostración

Sea. a una R-digráfica dada y sea D una R~-dig£afica tal que

existe un conjunto U* C VC.D ) que satisface las condiciones

U1 | = | V Caí | y siiD [U1] es completa. Sea ü C v(Dj una

transversal de F(jsira(.D ) que contiene a U' (se puede tomar

por ejemplo DQ = ̂ zm(l,±2, . .. , +»n) , m >|V(a)|f U = VCDO1,

U' = {Q, 2, . . -, 2m-2 }, aquí notamos que D es una Radigráfica

por el Corolario 3.1.1.3.

Tomamos ahora U y U_ de manera que a = U [IV] y

FCÜ ). = P C J U J O ' H , FÍ_Ü 1 * 0 y sea 8,, cualquier P3-digráfica
_L U

Cpor ejemplo P3I. Obtenemos así un ¿-sistema propio S.

Por él Teorema 3.3.3., á C5}_ es una R - digiáfica Cxesp; R-gráfi_

ca orientadaj y claramente a — ¿CSI [U'J .

Corolario 3.4.1.

Existe un numero infinito de K - digrSf icas Cresp: R- gráficas
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orientadasl. que contienen a una R-digráfica Creap; R-^gráfica

orientada) dada.

Recordamos que el número dicromático d. CD1 de una digráfica

D fue definido en [13] tver también I 5]1 e independientemente

en [31] como el mínimo número de suhdigrSficas inducidas acíclicas en el

que D puede ser particionada. Nótese que d. CD). > X(D). En

[9] fue demostrado lo siguiente;

Teorema 3,4.2

Existen R-grSficas orientadas con número dicromático arbitraria-

mente grande.

Corno una consecuencia directa de los Teoremas 3.4.1 y 3.4.2, ob

tenemos

Teorema 3.4.3

Existen R~- gráficas orientadas con número dicromático arbitraria-

mente grande.
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4.1 INTRODUCCIÓN.

El trabajo presentado en este capítulo fue hecho en colaboración

con Víctor Neumann Lara.

En este capítulo se expone un método para extender una Radigrá-

fica a una Radigráfica; partiendo de una R - muldigráfica; este

Biétodo nos permite encontrar- una amplia variedad de R~- digráficas

en las que cada ciclo impar tiene al menos k pseudodiagonales,

donde k es un natural dado. La existencia de estas Radigrá-

ficas resuelve la conjetura de H. Meyniel y abarca como un caso

particular a la primera construcción de este tipo expuesta en

íer.
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4.2 t-SISTEMAS y ¿-CONSTRUCCIONES.

t - SISTEMAS Y .^-CONSTRUCCIONES.

Definición 4 .2 .1 .

Sean D una multidigráfica y u e VCP1; una par t ic ión de

F = F CDÍ UF~{DÍ, ir = íu , u _ , . . . , u , u . l será llamada una

t -par t ic iSn en u s i se sat isfacen las dos siguientes condiciones.

{.U u^ c F~CD) para cada ie { 0 , 1 , . . . , mCul - 1 } .

(2) u c F+CD) .

Nótese que de Ja Definición 4.2 .1 se sigue que F {X>1 = u+.

Si ir es una t -pa r t i c ión en u; se define ir como sigue;

% = iü°'*l u^ t u } ~\u + } donde a+ = (u,u+) y 5^* Cu,u^)

para cada i e {0,1, . . . ,mCu)-1}.

Definición 4.2.2.

Una terna t = {D ,U,A) será llamada un •£ -sistema si satisface

las dos siguientes condiciones;

(1). D es una multidigráfica, U c V(D J

C2). A = (A lnen
 e s u n a familia de árboles con corraíz tales que

V(ÜU1 = íü^/ü^, . . . , ü ^ t u ) ~ 1 , ú + } = Í?U donde «• es una t - p a r t i -

ción en u y u es la corraiz de A , y |V(A }1 ^ 2.

Para u e U y f e F denotaremos ^^f-f) a l elemento de n
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al que pertenece f.

Si t = ÍD ,ü,Al es un t -sistema, denotaremos por t (t }o o o o o

a la digráfica definida como sigue:

VU o(t Q)) = <V<Do

F(ío(tol = íf*|f ep(Dol}.

donde si f = wz € F(JD 1 se define f* de la siguiente manera;

f* = <

f si w,z e ÍVCDO1 -Ul.

w ir (f) si w

W 7T (.f) SÍ W, Z

ül y

- U)

También definimos $ : V(í ft 11 ~* V(D } de la manera siguien

te:

\Z SI Z

u si z € V{AU)

Por construcción i// es un homomorfismoo

^-SISTEMAS Y -tj-CONSTRUCCIONES.

Definición 4 . 2 . 3 .

Un -f^-sisteraa es una pareja ít ,7l donde
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i) t = (D ,Ü,A\ es un t -sistema.

ü) 7 = (7 ) „ es una familia de funciones y sujetas a

las condiciones siguientes:

(1) 7 u asocia a cada f = w ^ e F ( A
U *

 u n a digráfica 7 _ tal

que wlfw2 £ 7 u f.

(2) V(7uf)^V(Au) = {w 1 / W 2}; las digráficas (7uf

so ajenas dos a dos para u € u, f € F(A ).

Nótese que ya que A ri A = <p para u ¿ u se tiene
Uj Uj ] 2

que si u, ^ ua entonces y _ n 7 = ^ para cualesquiera

fx e F(Au ]., f2 e F(A U 1.2

Definición 4.2.4.

Si tj = {t ,7) es un íj-sisteraa, entonces la digráfica

í,{t3) está definida como sigue;

También definimos IÍ'J: Vtíjítj}) -* V(.D ) por

[z si z € (VCD_1 - ü)

u si z e 7 u f.

Por construcción ^1 es un v-homomorfismo que satisface

Si D es una inultidigráfica y A,T C V(D); diremos que T
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es A-homogéneo s i T Q A 5 T e CV(D).-Ai.

Lema 4 . 2 . 1 .

Sea E un árbol con corraiz e , ¡VCElj > 2 y CWf,u ,v ) , f =

= u_v_ G FCEJ una familia de digráficas, dos punteadas que sa-
->

t isfacen P . i i y t a les que CW_ - {u-, v-}) n Cw_, - {u- , , v- , }) = <f,

para £ ¿ f". Entonces para todo nüeleo independiente módulo

{eQ} de fi^pfpi Wf ' K '* VCE) es N-homogéneo. Si ademásC I I
V(E) £. N entonces en f=FfE\ Wf "° existen fi H-£lechas.

DemostraciSn

Haremos la demostración por inducción sobre |v(J31|.

- * •

Si |VCE}| = 2, el resultado es consecuencia directa de P3.ii

Supongaioos que ¡ V (E). | > 2 y sean, f = u£1v£, e FtE) tal

que 6~Cuf,). = Q , N un nüeleo independiente módulo {e }

de f¿pfj¡] Wf Y En = S ~ u f - * Claramente se tiene;

(.11 N n f¿L/E } W£ es núcleo independiente módulo íe , vf f >

(21 H n W es nüeleo independiente módulo {v,,}

de w , , y por P3.ii {ufl,vff} es

N-homogéneo.

Si v_, = e ó {u,,/V ) C N , se sigue de (.1) que

n J¿-n/r* \ WJ= es un nücleo independiente módulo {e } de
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fí=FfE ) Mf ' ^ O r k i p ^ t e s i s d e inducción se t i ene que VCE )

es N-homogéneo y por C2} V(E) es EJ-homogéneo. Además s i

c **
VCE) c N , entonces v f , = e y por P 3 . i i no ex i s t en f lechas
S n W d e e a N

c ~*
Si u f t / v - , c N y v_, ? e . entonces por P . í i no e x i s t e

v_f (W , n Ní-flecha en W , y ya que H es nücleo independiente

módulo í e
o } d e f¿píEl Wf u s a n d o C-1' s e concluye que

N n f^pfF ) ^f e s n i ^ c l e o independiente módulo e de
y W . Usando la hipótesis de induccifin tenemos que

° • c
V{E } es N-fíomogé'neo y como V(Ertl c N no existen e N-fle

1 í C

chas en ^¿yrp \ ̂  > s e sigue que V(EÍ C N y no existen

eoN-flechas en f U ( E ) W f.

Teorema 4.2.1.

Sea t = (_D ,Ü,h,yl un ^-sistema. Si D tiene núcleo y

para toda-' u e u y f = w,w2 e FCAyl, t-T-nf '
wi 'W2) e s u n a ̂ i"

gráfica dos punteada que satisface las propiedades P -i y P,.ii

entonces D = £1(.t ). tiene núcleo.

Demostración.

Sea NQ un núcleo de DQ y consideramos el horeomorfismo

^o: ví-ío^
D
o'

U'Ai-i "* Do- Claramente >̂ x (1ST 1 = N1 es un núcleo

independiente módulo y.. {Vt& ) - {u~}J de t C (D ,U,A)) y

V(A J es N'-homogéneo para cada u e U. Por t"3,i y P 3-ü

podemos considerar para u e U y f = w w e FÍA 1, N 1
f para
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i = Ú,l un núcleo independiente módulo í«2} de y - tal

que w w € H0,. 6 w ,w £ N _ dependiendo de que u s N
^ 12 uf if z uf ^ oo

y por lo tanto w . w e N ' 3 u ¿ N y por lo tanto w,rw, £ N
1

Es fácil ver que: N = N1 u UL T T N _ u y.,.-.,,,, N _ es núcleo^ ueNnu uf usN^nü uf
fGFCAv,) f€FtAuÍ

de tj CtT i.

Teorema 4.2.2.

Sea t = CD ,U,A,7) un íj-sistema, supongamos que D = -tjCtj)

tiene núcleo y que para todo u e U y f = w^z s FCA.̂ !/

ÍO'-.f fWj ,w2í. es una d.d.p. que satisface la propiedad P3.ii.

Entonces D tiene núcleo,o

Demostración.

Sea N un núcleo de D, por el Lema 4.2.1, VÍA I es N-homo_

géneo para cada u E 0. Sea N1 = S n v W (D ,ü,AJl; K Q = t(i (K
1).

Se. tiene que t//*" QST 5 = N* por la N-homogeneidad de V(A ) y

K1 es n.i. mod U (V(A ] - {Uj}) de D. Tomando

M = ( (VCD } - ü) u u {u, }) n N'C claramente se satisfacen las
O ' UcU +•

hipótesis del Lema 3.2.1, poi lo que se tiene que N es núcleo

de DO.

Si T es un árbol con corraíz, una sección inicial S de T

es un subconjunto de VCT), S £ V(T) tal que si s s S, w € T

y existe una ws-trayectoria en T entonces w e s. Claramente

<t> es una sección inicial de cualquier árbol con corráis.
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Teorema 4.2.3.

Sea t1 = (D ,Ü,A,7l un t -sistema tal que para toda u e U

y f = w3w2 £ FO^)» fTuf/Wifw2í es una P3-digráfica, y^£

es R-digráfica y para toda familia no trivial s = (s

donde S es una sección inicial de A , la digráfica

Do " u^ü {f eFCDo
)l en ^o^o'0'^ f i n c i d e en S

U
J e s

R-digráfica. Si toda suhdigráfica inducida propia de D tiene

núcleo entonces toda subdigiáfica inducida propia de D = í](t1)

tiene núcleo.

Perno s fcraci 6n

Supongamos que el teorema es falso y sea H una R"̂ - subdigráfica

inducida propia de D.

Primero demostraremos que H n D f ^ ^ } Vtyufll = D[ ̂  (A _£ jV

para cada u € u y donde S = ÍS u=V(A u) - V(H] 1 e ü , es una

familia tal que S es una sección inicial de A .

Sea u e ü . Si H n D ^ Vtruf)J » D [ ¿ J ^ ^ , ] enton-

ees Su = 0 satisface las propiedades requeridas. Si

f = w^j 6 FCAU) ta l que H n D[V(.7uf}] ^ D[VÍYuf)i .

Sea A * = A [ {2€V(A.). | existe alguna zw -trayectoria en

A, }] y Ii = HnD[ U V(T J-)] I demostramos primero aue
u w i feFCAJ^ 1 u f

H = 0 ya que si H ^ 0 entonces
W i W ]

H = H[V(H) - V{H )J es R-digráfica, como T , es R-digráfica

para cada f e FÍA^), se sigue que H n 7 es R-digráfica y
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H es R-digráfica y como Eí es R - d ig rá f i ca , H, ¿ 0, ade

como AWl es un Srhol , usando e l Teorema 1.3.2 se t i ene que

más por l a construcción de í-jCtj}. y ya que por P 3 . i i i tenemos

que HODfVCT f l l £ {w ,w } se sigue que no ex is ten H H2-f lechas

en H y susando e l Teorema 3 .1 .1 se concluye que H. es R-digrS-

f ica lo cual contradice l a def in ic ión de E» Así que H = <t> y

como H.nDfVf7ufil £ { w ^ w j se t i ene que R C D[ ^ ^ W( }V(.7uf 11

y e s t o se t i e n e para cada f € F t ^ l t a l que H n D[V CTuf)J ^

A S Í q u e H O D [ U m ^ VC7U£M = D [ f V F C A _ v VC7uf}3

para S = S1 u sz S1 = {w e VÍA 1 1 para f = wz e FCA ). ,^ u u u u ^ u | i r u
Rn D [V(7 u f I I ^ D[V(7ufIl y S^ = ^ V(AJJ) . Claramente Su

es una sección i n i c i a l de A .

Consideremos ahora e l v-~homomorfisino $> ; D -*• D que es supra

yect ivo en v é r t i c e s y en f lechas y sean H = ^ Oí) y

UQ = ÜOVCHOI; claramente H = tx tHo ,üo f tAu-S

Demostraremos ahora que H t i ene núcleo.

Si S = $ para toda u £ U. Entonces como H es subdigxfifica

inducida propia da D se sigue que e x i s t e

z e (VCD). ^ ^ f g ( A j V(.7u fn
 n CVCD) -V(.HÍ) y por lo tanto

H es una suhdigráf ica inducida propia de DQ y por h ipó te s i s

H t i s n e núcleo,o

Si S T¿0 para algfin u S U, sea U' = íu £ U | Su ?f 0} entonces
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H Q es subdigráfica inducida de D - . uD,{f eF(i ) | en

•*o^Do'Ü'A^ f i n c i d e en Su} y por hipótesis se tiane que

H tiene núcleo.

Ahora bien; ya que H tiene núcleo y H = £ (H , U , (A -s ) -vi

o 2 i o o' u u'usuo'
7oJ

se sigue del Teorema 4.2.1 que H tiene núcleo lo cual contra-

dice que H es R~- digráfica.

Teorema 4.2.4.

Sea t̂  = (DO,U,A,T} un ^-sistema tal que para toda u e ü

y f = w2w2 e F(AU ) ; Í7uf/w1,w2) es una P3-digráfica. si

toda subdigráfica inducida propica de D = ^ { . t ^ tiene núcleo,

entonces toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo.

Demostración.

supongamos que toda subdigrSfica inducida propia de D es R-di

giáfica y sea D¿ una subdigráfica inducida propia de D .

Sea D1 = ̂ ríD¿J = t^ (D¿, ü' , (Aj u£ü, , y • } donde U1 = ur>V(D¿)

y t' = y\ ̂ ^ CAul, D' tiene núcleo por ser una subdigráfica indu

cida propia de D y por el Teorema 4.2.2 se sigue que D'

tiene núcleo.

Luego toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo.

Teorema 4.2.5

Sea tj = (Do,U,A,7) un íj-sistema tal que para toda u e

f = wxwa e F(Au); (7u£íw,fw;) "es una P3-digráfica, 7
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es R-digráfica y para toda familia no trivial S = ts ).

donde S es una sección inicial de A , la digráfica

Do " u<=ü íf e F C D o I ' &n ^o^o'"'^ f i n c i d e e n S
U
J e s R"

digráfica. Entonces 11Ct^l es R-digráfica Cresp: R - digráfi

ca) si y s61o si D es R-digrSfica Ci'esp; R-digráfica).

Demostración.

Se sigue directamente de los Teoremas 4.2.1., 4.2.2., 4.2.3. y

4.2.4.
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4.3 t1-CONSTRUCCIONES Y LA CONJETURA DE H. ME^NIEL.

En esta sección se demuestra algunos teoremas que nos dan un

método para realizar de manera sencilla algunas ¿-construcciones

y se obtiene una clase amplia de R- digráficas que están cer-

canamente relacionadas con la conjetura de H. Meyniel.

Sean D una multidigráfica, U C V(X> ) , < ^ un orden total

en {V(f). = £uifu2} | existe f =* u¡u2 £ Ftsim(I>o} ) }, y

< U l U 2 un orden total en {f£F(D 1 ¡ f es una u^-flecha}*

Construimos un orden total en {ív(_£)rf) j f e F(sim(.D )) n

n F~ C.D )} que denotaremos <, para cada u e U de la siguien

te manera: '(.v(Jl,fl < CvCgKg) si y sólo si vtf) <^ v(g) 6

vCfl = vCg) = {u^u,} y f < U l U 2g.

Denotaremos por P = {"__(£) f u^Ul = {f}, £ € F(sim(X>o)) n

n •?"(!> U u° - FCasimCPoU nP~(í»ol.

A^ denotazá a la u_u -trayectoria.

(u°,u_ (.f j}, u_ (.f2) ,.. . /u_(frl ,u 1 definida por

,f2I < ... < CvCfr),frl ;

A < =



- 68 -

Teorema. 4.3.1. <•

Si D es una multiplicación que es una cuasi E-digráfica, en-

tonces el t -sistema t = C.D ,U,A ) definido al principio de

esta secciSn satisface que para toda familia no trivial

S = (S
U)-U(EU

 d e secciones iniciales S de A ,

{Do " ueuíf e F a V I en •to(to'! f incide en

R-digráfica.

Peniostraci6n.

Supongamos que el teorema es falso y sea D~ una R- subdigrá-

fica inducida de D (S).

Ya que D
o(Sl es subdigráfica propia de D , D no es sub-

digráfica inducida de D . Sea V = VÍD ).

o p p
Si f es una uv-f lecha que e s t á en F CD r VpJ - F (X>p)) , enton

o —

ees S no es trivial y por lo tanto v nF(.D ) = f Ya que

D es R-digráfica; por el Teorema 3.1.2 existe alguna

wv-flecha en F(_D ) tal que no existe vw-flecha en D y
como v n F(D ) = 4>, wv e P(sirn(.D \\, Además si existep o

zw e F(t> ) tal que wz ^ F CD 1 y WE e p(D }, entonces

S ?* 4> Y como S es sección inicial de A se sigue que

z n F(D ) = 4>, y como D es R~- digráfica existe~ p p

xz e F(D ) tal que zx ^ F(D ) y zx s F C.D ). Esto demuestrap - j p j o

que en D' = AsimíD. } n sim(X> } , 6 , Cz) ?í 0 implica que

_ " +
S , {,z) ^ 0 y demás existe w € V(D' ) tal que §„, (w) j¿ 0.

Se sigue que D' contiene algún ciclo dirigido
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C = (w ,£ ,w ,f ,...,w ' f
n '

w
o l -

 Y a <3ue < es un orden total

en {vffj I f s SÍIDCD 1} y C C DT , se sigue que para algúno — p

i € {0,1,...,n} {w._ ,w.} < {w.,w. } (.los. índices son toma

dos módulo n+lj.

Añora bien, por la construcción, tenemos, que A^ [ {w. Cg) j g

es una w.+1w.-flecha}] es una subtrayectoria de la subtrayec-

toria de A< con extremos w. tí. ). y w. . Como f. e F(.C)
Wi 1_ l — l J 1 1^1

se sigue que w. Cí._ 1 ̂  S y por lo tanto tenemos que

£w. {gl | g es una w. w.-f lecha} o S = <t> y por lo tanto como

f. e C existe alguna w. , w.-flecha en D {_S) y también teñe
i i+i i o J —

IDOS f. una w.w. -flecha en D (.S)_. Como D. es una subdi-

gráfica inducida de D fSJ_ y f- s Ü̂-'.J s e sig u e que existe

contradice que f. € F(D')

alguna w, , w.-flecha en D . Luego f. e Ftsim(.D 1) , lo que
i+ii P i P ^

Diremos que una digráfica D satisface la k--í¿<fna condición cía

Mei/fue-í si cada ciclo impar de D posee al menos k-pseudodiago-

nales y escribiremos, D satisface

Si D es una digráfica, se denotará por D a la multidigrá

fica obtenida dando a cada flecha simétrica de D multiplicidad

Lema 4.3.1.

Sea D una digráfica tal que todo ciclo posee una pseudodiago-

nal simétrica. Si t2 = GD" , V(.DO1, A ,j\. es un ¿j-sistema
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tal que y _ satisface M(X) para cada u e V(D }, fSF(ñ <),

entonces D^mJ = £., (t ¡1 satisface MC-k) -

Demostración

Si C es un ciclo en D
o tal que \¡/ CC> tiene más de

un punto, entonces claramente C' = ^1 (_C) es una ciclo dirigí^

do C = (wo,wlf. . . ,wn,wo). entonces si f = w^w . £ F(sim(D ))

es una pseudodiagonal de C , es fácil ver que i//"1 { f ) son

rn pseudoctiagonales de C.

De manera análoga se demuestra el siguiente

Lema 4.3.2.

Sea D una digráfica tal que cada ciclo impar posee una

pseudodiagonal simétrica- Si ta = CD ,V{Xi ),A<,7l es un

¿j-sistema tal que para cada u e v(D 1, f = w1wJ e F(A
<) se

tiene que y satisface Mtk). y toda WjW2-trayectoria

en 7 _ es de longitud par, entonces D satisface M(k).ui o

Teorema 4.3.2.

Sea D una R- digráfica tal que todo ciclo posee una pseudo-

diagonai simétrica. Si tj = Cp ,V{'D )_,A<,7) es un f -sis

tema tal que para cada u g v("D } y f = w^-j e F(A<) r

(7uf'
w
:/

w
2í es Pj-digráfica, 7)jf es R-digrafica j satisfa-

ce MQO entonces D m ) = t,(tj) es una Radigráfica que

satisface M O O
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Demostiación

Se sigue directamente de los Teoremas 4.3.1, 4.2.5. y el Lema

4.3.1.

Teorema 4.3.3.

Sea D una R"̂ - digráfica tal que todo ciclo impar posee una

pseudodiagonal simétrica. Si t: = (D ,V(.D ) ,1^ ,y) es un

í -sistema tal que para cada u s V(.D ) y f e F tA ) ,

(.7 f:#w1#w2) es una E' -digráfica, 7 - es una R-digráfica que

satisface M(k) y toda w w -trayectoria en 7 f tiene longi-

tud pai, entonces D = tii^il es una Radigráfica que sa-

tisface MOcí-

Demostración

Se sigue directamente de los Teoremas 4.3.1, 4.2.5 y el Lema

4.3.2.

Corolario 4.3.1.

Para cada numero natural k existe D, una R*̂  digráfica en

la cual cada ciclo impar tiene k diagonales.

Demostración

Aplicando la construcción descrita en ésta sección para el caso,

y f una trayectoria de longitud par,

DQ = c (l,+2f.. -,+r) donde n é 0 mod r + 1, u= VÍD ) .
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4.4 ¿-SISTEMAS Y ¿-EXTENSIONES.

En esta secciñn se expone un método para extender una R-digráfi-

ca a una R-digráfica, este método está basado en las £ -cons-

trucciones y íj-constiucciones y generaliza parcialmente al

expuesto en el capítulo 3.

Definición 4.4.1.

Sea t = {D ,U,A}_ un £ -sistema, denotaremos por í{t ) a la

digráfica definida como sigue:

FU(tol) = F(¿oCtol) u { w + y | y z + Z

íz
+y | YW^Ft^} , wz 6 F(SiraDo [U]) }.

También definimos <p ; V(í(t )} -* V(D } haciendo <s = $ y
o " o • o o o J

denotamos D* - ¡p i£(t 3).o ro o

Claramente t* = (D^U^A1*) es un t -sistema y £ {t } = tit )o o o o o o

donde A^ ^ A para cada u £ U y la correspondiente t-parti^

ción en u esté" dada por ir = {{f G F ( D )| en £{t ) f incid

en x} j x e VtAu) }.

Definición 4.4.2.

Sea t : = (D ,Ü,A,7) un £x -sistema, entonces la digráfica

¿(t ) está definida como sigue:

í(tj) = ttto) U p 7uf.

ueu
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También definimos ipl : Vttitj)) -> V(D ) haciendo y^ =)

Claramente tf = (£¿,0^,7) es un tx -sistema y t ttj ) = ¿x (tf)

Definicifin 4.4.3.

Un ¿-sistema es una pareja t = Ct1,Ü+). donde t1 = (P ,D,A,7)

es un ¿ j - s i s t ema , U+ es una digráfica t a l que VCÜ
+). £

C U+ = {u+ e VCAU).| U e Ü } , y la función j + : V(.U+) "* D defini-

da por j Cu }_ = u es un íiomomorfismo t a l que jj.CU.1 c sim D [ U] ,

Si t = CDo,U,A,7,u )1 es un ¿-sistema, denotaremos por í(.t)

a la d igráf ica definida poi ¿ t t j = ¿(..t,l u U / donde

t j = (DOÍU,A,7).

También definimos <í>; V(ÍCt)l -»• V(p ) haciendo f = i>¡.

Claramente ¿('ti = ¿ Ct ' l u U .

Teorema 4 . 4 . 1 .

Sea t = (D ,U#A, 7/ U+). un -í-sistema. Si D tiene núcleo

y para toda u e U y f = w jW 2 e FCA U), ^7uf,w1,wz) es una digrá

fica dos punteada que satisface las propiedades P3.i y P 3 . Ü

entonces D = ti'tl tiene núcleo.

Peino s t r ac i6n

Ya hemos ooservado que ¿( t} = t1d1)_ \J U+ donde

t , a [D ,ü,A ,-yl e s un í j - s i s t ema . Ya que D t i e n e núcleo

se s igue que D t i e n e núcleo y por e l Teorema 4 . 2 , 1 tenemos

que ¿jC.tj) t i e n e núcleo; sea N un núcleo de - í i t t i ) , clara_

mente para cada u e U, N" f̂e4>/a 1 7 f = ^n e s u n n u c ^ e o
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independiente módulo {a } de j=W¿./ft \ "f f donde a° es la

corraiz de A , se sigue del Lema 4.2.1 que V(A ) es N -homou y ^ u u —

géneo y por lo tanto V(A ) es N-homogéneo.

Si U W + £ F ( U + ) , por la definición de ¿(£) existen u'

w1 € VfA } tales que u'u^ e F{A ) , w'wL e F (A ) ,

u w1 e Fíí^tj!) y w u1 € F(tl(tl )), por lo tanto al menos

una de las dos siguientes contensiones se cumple V{A ) c

6 V(A ) c N • Así que N también es núcleo de -tít).

Teorema 4.4.2.

Sea t = (D ,U,A,T,U+) un -t-sistema, supongamos que D = í(t)

tiene núcleo y que para todo u £ U y f = w w £ F(A ),

(.7n.pí
w i»w2} es una d.d.p. que satisface la propiedad P3.ii.

Entonces D tiene núcleo.

Demostración

Sea N un núcleo de D y sea N =N^ Wpf& ) y f > clara-

mente N es un núcleo independiente módulo {a } de

(•> \ y f donde a es la corráis de A , usando Leraraa

4.2.1 tenemos, que V(XJ es N-hómogéneo.J

Si u
+
w
+
 e F(ü

+Í tal que u+ 4 N y w ^ W, por la definición

de ¿(t) existen w' e v(A }, w
l e v(A ) tales que u'u e

u w +
EF(A u), w'w+ SF(A W), u+w' SFCíCt)) y w+u • € p{.f(t)) y

como VÍA
WJ £

 N " Y *(t) = í L(.t j} u ü+ se sigue que N es nú-

cleo de íjlt,). y se sigue del Teorema 4.2.2, que D tiene

núcleo y por lo tanto D tiene núcleo.
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Teorema 4 .4 .3 .

Sea t = (D ,Ü,A,T,U+,} un ¿-sistema t a l que para toda u e u

y f = WjWg £F(A u ) , (7uf/Wi,w2) es una P3 -digraf ica, y f

es R-digráfica y para toda familia no t r i v i a l S = (S )

donde S es una sección i n i c i a l de A , la digráfica.

D^ - {f e FÍD*) I en £ (D^UjA*) f incide en S }, eso o ' o o • u

R-digráfica. Si toda subdigráfica inducida propia de D tiene

núcleo entonces toda subdigráfica inducida propia de D = í ( t )

t iene núcleo.

Perno s trac i5n

Supongamos que el Teorema es falso y sea H una R - subdiráfi-

ca inducida propia de D. De manera completamente análoga a

como se hizo en la demostración del Teorema 4.2.3 se demuestra

que para cada u € U H n D t ^ ^ vC7uf>] = D[ V ¿

donde (S = VÍA 1 - VCH) ] es una familia tal que S es

una sección inicial de A •

Consideramos ahora el v-homomorrismo ifi; V(D) -> V(D ) que es

suprayectivo en vértices y en flechas y sean

H Q = *><H), UQ = unv(H o), U° = ü+[ í u + e u + | u £ U Q } ] ; clara-

mente H =¿ÍH o,ü o r(A u-S u) u e ü (7 o (ü +°) f donde JQ = y\^ F (Au-

o oo
Demostraremos que H t i e n e n ú c l e o .

i). Sea H^ = H Q [ { z e u o J <¿~: Cz) = íz+}}] ; H* c_* U+ por l o

tanto H es R-digráfica.

i i ) FÍHÍH -HÍ,H"Í1) c F ( s io o o o ™~
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Sea wz s FÍ^Q) t a l 3 u e w ^ H , z e H , ya que # es

v-homomorfismo suprayectivo en vértices y flechas existe

W e <£ (w) tal que w'z e F(H), por la definición de D

se sigue que w* = w+ y como w ^ H existe wx e A^ tal

que WjW+ e
 F^A

WJ y z
+
w e F(H), luego wz e Ff.siroH ).

Ahora analizamos los dos posibles casos:

caso a) Si H* ?í *, entonces H¿ = H-{zeV(Hl |^C2)sH+

es R-digiáfica y ya que

? CH+) ) J .

Se sigue del Teoiema 4.4.2 que HQ - H Q, tiene núcleo, sea N :

núcleo de H
O"H O por ii) tenemos que Kj es seminücleo no trivial

de H , por i), existe N un nücleo de

H {{ zsV(H') | en H no existe zN1 - flecha }] , y entonces

por el Teorema 1.2.2, se sigue que Kx u N2 es núcleo de

H .
o

Caso b) Si H =0 entonces para todo u e U existe

u'eA tal que u'u G F (A ) y por la construcción de D

tenemos que H tiene núcleo si y sólo si.

* /•£ jtH^U, Üv£-Su)ueU,7o>> = fllB-F(.U+)). tiene núcleo, donde

H^ = D* ¡VÍH )]. Por otra parte, H-F(.u+) es subdígráfica

inducida propia £ (t ) que por el Teoiema 4.2.3 tiene núcleo,

y por el Teorema 4.2.2 se sigue que <p (H-F(lí+)) tiene núcleo

y por lo tanto H tiene núcleo.
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Ya que HQ t i ene núcleo y H = Í(H ,U , < V S u J ueü ' V U + >
o

se sigue del Teorema 4.4.1 que H tiene núcleo lo que contra-

dice que H es R~- ctigráf ica.

Teorema 4.4.4.

Sea t = (P ,U,A,Y,U+) un ¿-sistema tal que para toda u e U

y f = WjW2 e F[A ); {7 f,wx ,w2 ) es una p -digráfica. Si

toda subdigráfica inducida propia de D = -t(.t). tiene núcleo,

entonces toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo.

Demostración.

Supongamos que toda subdigráfica inducida propia de D es R-di_

gráfica y sea D' una subdigráfica inducida propia de D .

Sea D' = VT
1 (D¿1 = tíD^,ü', CAulueu ,T'»CJ;) donde U1 =

y = y \uVy, P(AUI y u; =

D1 tiene núcleo por ser una subdigráfica inducida propia de

D y por el Teorema 4.4.2 se sigue que D' tiene núcleo.

Luego toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo.

Toerema 4.4.5.

Sea t = C.D ,U,A,7,Ü ). un -f-sistema tal que para toda u e U

y f = WJWJ e FÍAyJí (í^fíW^Wj) es una P 3~digráf ica, 7

es R-di gráfica y para toda familia no trivial S = (.S }

donde S es una secci&n inicial de A , la digráfica

D^ ~ {f eFtD*) ] en t ÍD*, U, A"*") f incide en S } es

R-digráfica. Entonces í(t) es R-digráfica (resp: Radigráfica)
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si y sólo si D es R-digráfica (resp: R~- digráfica).

Demostración.

Se sigue directamente de los Teoremas 4.4.1, 4.4.2 .4.4.3 y

4.4.4.

Mota 4.4.1

Sea t = Í.D ,U/ñ,7,U 1 un ¿-sistema, t = ÜD ,U,Al denotamos

por £l CtJ a la digráfica definida como sigue;

VU¿(t))=vC£oUo>l.

También denotaremos por ^' = ^ : Vüí'tt}}. -* VCD 1 y D"~ =

= íMí'(t)). Claramente t1*' = CJD̂ ', U,A^'l es t -sistemao o o o o

y ¿ tt*I = í'Ct) donde A^ = A^ para cada u e U y la co-

irtíspondiente t-partici5n en ü está dada por;

,,._-_,_ ). I en £' (fcj f incide en x} |x s VCA ).}.

-t!Ct.) denotará a la digráfica .#,(t) = t' Ctlu }rL,, .7,,- - Y

uSU
í' (jtj denotará a la digráfica

¿f CtJ = t[itl u u+.

Los Teoremas 4.4.1, 4.4.2, 4.4.2, 4.4.4 y 4.4.5 son válidos si

en los enunciados se sustituyen los -tCt) por t' (.ti ,

D por D y t Ü3 ,U,A ) por -C CD ,U,A ). y las demostra
o 0 0 0 00 —

ciones son completamente análogas.
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Para finalizar esta sección se dá un método para realizar de

manera sencilla .i-extensiones que son diferentes a las í-exten-

siones expuestas en el capítulo 3 y se obtiene así una clase

amplia de Radigráficas.

Leinma 4.4.1.

Sea D = C* Cl, + 2 , + 3 , . . - ,+r ) , U = VÜ>O1, para u e ti

íru = íu°,u+,u_C.f) |u_C.f) = {£}, f € F(s imD o ln F " (D ) } és

una t - p a i t i c i ó n en u, donde u° = F(asim D i n F
u * D o ^ y

u, = P-(D ) , A denotará a la u u , - t r a y e c t o r i a+ u o ' u - + - 1

<u°,u (f.}(u íf.) u CfJ,u.l donde

= F ( s i m Do )

Para toda familia no trivial S = (su^ueu donde S es una

secciSn inicial de A , la digráfica

DQ(S) = D£ - í£GF(jD*lI en t {J>^,ü,At) f incide en Su}

es R-digráfica.

Demostracifin

Supongamos que el Lema es falso y sea H una R""~ subdigráfica

inducida de D (S) # para alguna S = (.S ) g u familia no tri-

vial donde S es una sección inicial de A .

Sea H+ = Hf íz € V(H) |S = A - {z+}}] f como F(.H+) = ^, H+

es R-digráfica y por la definición de D_

FÍH[V(H) -H+,H+]) w 0 y por el Teorema 3.1.2 se sigue que

H+ = 0. Sean u,v £V(H), entonces ¡VCA } | > 2 y JV(A )| > 2,
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_ 1

luego en V (.Hl existen u (fí, v (f ) tales que

u - t f n } u + € F f A u 1 ' V-C fm5 v+ £ F C A v í f u + v - í f m ) S F*o {H) y

— i
v , u (£) S F ^ CK). p o r l o t a n t o uv e FCSÍIÜ H) . Por l o
T *•" n o
tanto ff es su&digráfica indicuda de D - Af donde 0 ̂  A c

o •*"

ĉ  PCasim D i y D -A es R-digráfica por el Teorema 3.1.2.
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5.1 INTRODUCCIÓN.

El trabajo expuesto en este capítulo fue hecho en colaboración

con Víctor Neumann Lara.

En [ 8] fue demostrado por Víctor Neumann Lara y Hortensia

Galeana Sánchez que existen R- digráficas con número dicromáti

co dado, en la construcción que ahí se da se obtienen digráficas

con cuello 3, en este capítulo se desarrolla un método para cons_

truir R- digráficas con numero dicromático dado y cuello 4.

El número dicromático d, (X>1 de D fue definido por Víctor

Neumann Lara en [13] e independientemente por H. Meyniel en [11]

como el mínimo numero de colores necesarios para colorear los

vértices de D de tal manera que las clases cromáticas inducen

subdigráficas acíclicas de D. Claramente 3,(.D)i > X(D).

El número dicromático es una generalización del número cromáti-

co, en particular los dos números, coinciden para digráficas simé

tricas.
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5.2 R-DIGRAFICAS Y RADIGRÁFICAS DE NUMERO

DICROMÁTICO DADO Y CUELLO 4.

Definición 5.2.1.

Sean B una digráfica y § = tCa »I 1).,^^,,! una familia de

d ig rá f i cas donde ^ / I y c V(.av). y ct ° av = 0 para cada

u ,v G V(B), u j¿ v. Denotaremos, por a ÍB, §) a la d ig rá f ica de

f in ida como s igue :

^ VCavi.

F(.cr{B,§} = } ¿ m FCav) u {xy | x e l u ; y e l y 3 uv

Teorema 5.2.1.

Sean B una digrafica y § = í.(.ay,Iv) )yeV(B)
 u n a familia de di_

gráficas donde 0 ^ I r c VCci I y a,, n a_T = 0 para cada
y "~* V ti V

u,v e V(EJ, u 4 v. Si B- es R-digráfica y para cada

v e V(B) a es R-digráfica, entonces a (B., §1 es R-digráfica.

Demostración

i) <?(B,§I tiene, núcleo.

Hacemos la demostración de i), por inducción sobre |VtB) |.

Si JV(B) | = 1 se sigue directaioente- de las hipótesis, suponga-

mos que si |VCB'). | ̂ n y se satisfacen las hipótesis del Teore

ma 5.2.1 entonces oCB',§) tiene núcleo y sea E con |V(B)

Si para alguna u e V(B). existe N u núcleo de au tal que
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N n I = 0 , entonces N u N es núcleo de o (B,§) donde

N es nücleo de <rCB-{u>, f a ^ I ^

Si para toda u ^ V(B¡ y todo núcleo N de a , N n I / 0,

de aCB,§).

Así, en cualquier caso ff(B,§i tiene nücleo.

Ahora, supongamos que cr(B,§). no es R-digráfica y sea H una

R~-subdigráfica inducida de <r(B,§)., denotamos por

B^ = B [ ( U É V ( B ) 1 a n H i- 4>}\ , entonces por la construcción de
ri U

o(B,§) y por el Teorema 3.1.2 se sigue que para cada u € V(B__}f
H

I n H jí 4>, sea K = a n H para cada u e V^E
H) • Claramente

H = at B
H'f-V

Iü n Hu 1uev(B \]- d o n d e EH' Hu 7 u £ U eé Radigráfica
H

Así, por lo que se demostró en i). tenemos que H tiene núcleo

lo cual es imposible pues H es R*̂- digráfica.

Lema 5.2.1.

Si B es una digráfica de cuello ^ 4 y d. (E). = n y para

cada v e V(B), a es una digráfica de cuello > 4, d. t.cf ) = n

y tal que I c Vía 1 es independiente con la propiedad de qus

toda n-*-coloración de CÍ deja al menos dos colores en I .

Entonces D = a CB., Ga ,r 1 v e V ( B \ 1
 e s u n a digráfica de cuello > 4

Demostración.

Primero demostramos que t̂í-Ó) > n.

Si D admite una n-coloración ésta induce una n-coloraci5n en
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au para cada ueV(B), fijamos alguno de los colores de la

n-coloraci6n digamos el color c , ya que I no es momocromá

tica, se sigue que en I existe algún color distinto de c ;

y esto para cada u G VCB)? sea w,, un punto de I,, que tie

ne color distinto de Cj, por lo tanto D[{w |uev(fi))] es

isomorfa a B y admite una {.n-l)-coloración, lo que contradi-

ce que d, (B). = n.

Damos una ín+1)-coloración de D de la siguiente manera;

consideramos una n-coloración de B y extendemos a í

asignando a cada vértice de I el color de v? en cada a

damos una (n+1)-coloración manteniendo en I el color antes

asignado.

Ya que I es independiente; se sigue directamente de las hipó

tesis que el cuello de D es > 4.

Lema 5.2.2.

Si D es una digráfica con d {£>). = n y cuello > 4 y L una

digiáfica bipartita, L con d, CL) = 2 entonces existe una di

gráfica D1 de cuello > 4 con d. CD'l = n y con un indepen-

diente I' c VÍ.D1) tal que para toda n-coloración de D',

I! tiene vértices de al menos dos colores y D' contiene a

D y a L como subdigráficas inducidas.

Demostración.

Sea L ,L la bipartición de L; para cada u s V{D) sea

L una digráfica isomorfa a L y denotamos; L a la imagen
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isomorfa de L y L a la imagen isoraorfa de L , hacemos

D' = o(D, (L ,L

Ya que L es independiente se sigue que cuello de D* > 4,

claramente D es subdigrSfica inducida de D' y por lo tanto

d, (D1) > n; una n-coloración de D' se obtiene a partir de

una n^-coloraciñn de D asignando a cada vértice en L el

color de u y dando a LJ algún color distinto del asignado

a L°.

Claramente, podemos suponer que W L puede incluirse en
jifif Ufe I U

una clase cromática de alguna n-coloraci6n de D, ya que de

otro modo hacemos I1 = W T L . Ahora observamos que en

toda n--coloraci6n de D, dado cualquier color c. debe existir

algún L que ha sido coloreado integramente de color i, ya

que de otio modo podría tomarse en cada L un vértice w

de color distinto al color c., obteniendo así

D = D1 £ {w j ueVCD}}], D isomorfa a D y (n-1)-coloreada

lo cual es imposible.

Consideramos ahora I' = ,í¿?rrví L , para una n-coloraci6n de

D tenemos que si en I1 existe algún vértice de color c,

entonces como existe algún u ̂  V{"Dl tal que L está íntegra

mente coloreado de color c , se sigue que en L algün

ce tiene color distinto de c. y por lo tanto en I' hay

vértices de al menos dos colores.

Teorema 5.2.2.

Para cada numero natural n existe alguna R-digráfica D tal



- 86 -

que ^i-íDní = n y cuello de D > 4.

Demostración.

Claramente Dj = T, , D2 = C^ satisfacen las propiedades re-

queridas y para n > 3 se construye D inductivamente usando el

Teorema 5.2.1 y los Lemas 5.2.1 y 5.2.2.

Teorema 5.2.3.

Para cada numero natural n existe alguna R~- digráfica H

tal que «3. (.H ) = n y cuello de H. > 4.

Demostración

Sean D = C Cl,+2, ... ,+ml f donde |vCD ) | < m

& = (pu = P 3l u e u U = ÍQ,2 2ID-2), U+ = Dn y F(ü_) = <!>;

entonces tenemos que ¿(i) ,D,B, U ,U 1 = H satisface las pro-
O T -" ft

piedades pedidas.
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