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INTRODUCCION

Uno de los fenfmenos meteocroltgicos de mayor importan-—
¢ia que existen dentro de la escala sinéptica son log hura-
canes, ya gue pueden traer grandes beneficios para la agri-
cultura ¥ a la energla eléctrica debido a la precipitacién
que producen pero también pueden producir dafios considera-
bles, sobre tods cuando penetran a tiefra en lugares densa
mente poblado=s., Tom&ndoge en consideracién lo anterior, esg
necesario conocer y estudiar los factoreg que afectan el mo
vimiento de estos meteoroé, va gque a medida ¢ue se vaya co~
nociendo mejor el comportamiento de este fenémeno,.en esa
medida seri posible hacer un prondstico cada vez mejor de
gu trayectoria, o bien disminuir su fuerza destructora de
acuerdo a la hipdtesis del provecto Stormfury.

Algunas de las causas gue pueden afectar la trayectoria
de un vortice atmosférico son la variacién del parémetro de
Corioiis, gu interaccién con los continentes o con otros
sistemas sin6pticos, la tempefatura del océano, etc, Adem
(1956) hace un estudio analitico de los efectos producidos
por la variacién del parémetro de Coriolis sobre un vortice
iﬁmerso en una atmdsfera barotrdfpica ¥ en reposo. Siguiendo

la misma técnica, Adem y Lezama (1960} hacen un estudio del



movimiento de in vortice inmerso en una corriente uniforme.
Rac (1959) estudia los efectos de la fricecién, debida a los
continentes, scbre el movimiento de un vortice.
| La interaccién de un par de vériceg ha sido estudiada

por varios autores. Fujiwhara {1923) llev6 a cabo experimen
tos de laboratorio con pares de vdrticesz obteniendo resultp
- dos interesantes concernientes a la interaccién de sistemas
binarios de vértices. Encontrd que cuando un par de vwbrti-
.ces ciclénicos se acoplan, se produce un efecto de rotacidn
de uno con respecto al otro y una tendencia de atraccibn en
tre ellos.

En la_atmésfera se presentan algunas ocasicnes una si-
tuacién aniloga a la esgtudiada por Fujiwﬁara en el laborato
rio, cuando dos ciclones tropicales se encuentran suficien—
temente cercanos para dque exista interaceidn mutua. Varios
de estos casos han sido reportados, siendo uno de los mas
recientes el de los ciclones Gwen vy Hycint, reportado ﬁor
Pikes (1977). Cuando se presenta esta intéraccién, el efec
to fujiWhara hace més dificil el pronéstice de la trayecto-
ria de los huracanes; esta dificultad se hace evidente al
comparar el error medio en el prondstico a 24 horas de los
huracanes bajo el efecto Fujiwhara, en el periodo de 1959 a

1967, con el error medio anual en el prondstico a 24 horas



para todos los huracanes ocurridos en este mismo periodo
(ver tabla 1}.

Es evidente que el error medio en el pronbstico para
los casos binarios es significativamente mavor gue el error
medioc anual para todos los ciclones, aun cuando en el cAlcu-~
1o de este Gltimo también estan considerados los cagos bi-

narios

afos DE oCyU NUMERO DE ERROR MEDIO ERROR MEDIO
RRENCIA DE SISTEMAS ANUAL EN PARA SISTE-
SISTEMAS BI BINARIOS PRONOSTICO MAS RINARIOS
NARIOS A 24 HRS. A 24 HRS.
1960-1962 139.2 159.2
12c4-1967 15 Millas Millas
N&uticas Niuticas

TABLA 1

Haurwitz (1951) calculd la velocidad angular de rota-
cién de pares de ciclones tropicales en interaccién mutua,
suponiendo vdrtices Rankine v utilizando el anflisgis de dig
tribucién de la presifin, Brand {(1969) también considers
vértices Rankine para calcular la velocidad de rotacién,pe
ro supuso gue el movimiento de.cada vortice es debido a la
componente tangencial en su centro del campe de velocidad

del wértice contraparte. En este misme trabajo, Brand eg-



pecula que la tendencia de atraccidn detectada por Fuji-
whara y observada en los casos atmogsféricos, es debida a
la convergencia del viento hacia el centro de los vdrti-
ces.

En el presente trabaio se hace un anilisis de la inter
acciftn de dos vbrtices ciclénicos utilizdndose un modelo bz
rotrdpico. BSe emplea primero un modelo no divergente v deg
pués un modelo divergente con el fin de aislar el efecto Qe
la convergencia del viento, sobre la interaccién del par de
vértices.

Este trabajo estd dividido en 5 capitulos. En el ca-
pitule 1 se hace un estudio de los principales tipos de mp
vimiento ondulatorio que pueden presentarse en la atmbsfera
v se digcute el problema del filtrado de 1aé ondas mas ra--
pidas. El capitulo 2 esté dedicado al anélisis de escala
de las ecuaciones que rigen el comportamiento de la atmbs-
fera con el fin de poder hacer una simplificacibén de ellas.
En el capitulo 3 se deducen las ecuaciones del modelo no
divergente y se discuten las implicaciones de las hipfte-
gsis bajo las cuales se llega a estas ecuacicnes. En este
mismo capitulo se hace un corto anfilisis de los métodos nu
méricos utilizadoz para resolver este modelo, En el capi-

tulo 4 se presenta el modelo divergente y se hace un anélji



sis de las hipdtesis de éste comparadas con aguellas del mo
delo no divergente. Se hace también una breve discusién sgp
bre el método numérico utilizado en. este estudio. ,
Pinalmente, en el capitule 5 se presentan y discuten
los resultados, proporcionéndose las conclusiones que eﬁé—

nan de las investigacidn realizada.



I.-ANALISIS DEL MOVIMIENTO ONDULATORIOC EW LA ATMOSFERA Y EL

PROBLEMA DEL FILTRADO.

Cuando en un fluido se produce una perturbacidn, ésta
puede propagarse a través del fluido como un movimiento on-
dulatorio. Siendo la atmdsfera uﬁ fluido, se producen en
ella movimientos ondulatorios cuyo expectro va desde las ré
pidas cndas de sonido con longitud de onda relativamente
corta, hasta las ondes sinépticas o de Rosby con longitud
de onda bastante mayor que la del sonido ¥ con una veloci-
dad de propagacitn mucho menoi. Estas Gltimas son las de
mas interés meteorolégico ya que son las causantes de las
condiciones del tiempo a gran escala. Sin embargo, en la
solucién de las ecuaciones gue gobiernan el movimiento de
la atmbsfera van incluidos todos los tipos de onda v por o
tanto la pafte de la solucién de interds meteorolbgico puede
perderse debido 2 la amplificacién de las ondas mis répidas
durante el proceso de resolucibdn de las ecuaciones por mé-
todos numér;cos, por la llamada inestabilidad computacional.

Por lo tanto es conveniente en algunog cagos introducir
restricciones en el compoxtamieﬁto de la atmbésfera de tal
forma que se remuevan los mecanismos fisicos responsables

de la existencia de ondas que en un dado caso no sean de in~



terés meteoroldgico. Considérese como ejemplo el caso de
las ondas de sonido; se sabe gue &stas se producen debido
a la compresidén v expansidn adiabitica del aife, por lo qgue
si se considera una atmSsfera incompresible, entonces no
—puede existir este tipo de ondas. Sin embargo, esta res-
triceién es demasiado radical en el modelaje de la atmbsfe-
ra, por lo que se hace necesario buscar otro mecanismo para
filtrar las ondas de sonido. Egto hace necesario hacer un
anflisig de los difezéntes tipos de ondas que pueden pre-

sentarse en la atndsfera.

1.1 Ondas de Sonido.
La ecuacidn de movimiento para un fluido ideal esté

dada por (Symon K.R., 1963)

3V | - -
v A

?VP’:F 1.1

.donde ¥ es el vector velocidad, P es la densidad, p la
presién y E es una fuerza de cuerpc por unidad de masa
{(fuerza externa) y ¥ el operador tridimensional en coorde-
nadas cartesianas. Considérese ahora un fluido inicialmepn
te en reposo, con densidad £ v presién p , Y Ezo., scbre el
cual se produce una peguefiz perturbacitn de tal manera que

la densidad, presién y velocidad son ahora dadas por:
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donde las perturbaciones ¢', p' ¥ %' son suficientemente pe

quefias- para gue sus productos y cuadrados puedan ser degpre
ciados.

Bajo las hipbtesis anteriores,

las ecuacidn (l.1) se
convierte en:

29 o 1.3
. 3t - gV
la conservacidn de la masa estd dada por la ecuacibdn
de continuidad

Substituyéndose (1.2), esta ecuacién gqueda de la siguiente
forma

ap' . PP
“"“"“‘at - fOV\-’ "V'v?a
v suponiéndose gue £ es uniforme, se convierte en
' op' . =
SEeT RV

1.4
Por otra parte, se define el médu;o de Bulds como me-

nos la razén entre el incremento de presitn &p vy el cam
bio en el wvolumen

av por unidad de volumen, es decir

- A 1
o de otra forma ‘

AV . Ak

vV© B



La densidad f es definida como la masa por unidad de

wvolimenes, es decir

P:-—-\;—

donde M es la masa contenida en el woldmen V
81 se supone que no hay pérdida ni ganancia de masa en
el Sistema considerado, entonces
- I 1.
AP Mgy ~ )
lo cual puede escribirse como
- -V
Af M VW F &V

v si ge considera gue AVL< W entonces

A% - _ &V .
bl -.od 1.7

comparindose {(l.6) v (l.7), se cbtiene que

ap . be
o - 1.8

=]

Para el caso considerado 4¢:¢', Ap: p' por lo gue 1.8 se trang

forma en

y derivandose con respecto a t se obtiene

fo 20" . 22!
B D oE 1.9

por lo que, sugtituyéndose (1.9) en (l.3), se obtiene la

siguiente ecuaciodn

e’

3 T-BY-V 1.10

Se ge toma la divergencia de la ecuacidn (1.3) y. la

ecugcién {1,110} se deriva con regspecto al tiempo, y' enton-



lo.

ces se elimina la divergencia de vﬂse llega a la ecuacién
g:_‘!: p}zvap.
gque es la ecuacifn de una onda con velocidad de fase dada
por
<= -l.ll
Puegto que las ondas de sonido se producen c¢on gran ra-—
pidez, entonces pueden ser consideradas como un proceso adia
batico, por lo ¢gque eni{l.l4) debers usarse el mddulo de Bulks
éaiabético, el cual puede deducirse de la siguienfe ménera.
Supbngase que los incrementos en presgién, densidad y
volumen son infinitesimales,_entonces la ecuacidn (1.8) que
| da como

d7 . dp ’
5% 1.12

Por otra parte de la la. Ley de la termodinédmica, se
tiene gue para un procesc adiabético

cpn:—é} 1.13

donde Cpes la capacidad calorifica a presitn congtante. De
la ecuaci6én de estado para un gas ideal ge tiene que‘T:P[fz

de donde

4T JE“(_&—?E - Pé—L)

v por lo tanto (1.13) se trangforma en
Spysr | &Py - dp
2 (F -~ p=h) = S
lo que puede reescribirge como

d4f . Cp-R &P
¥ - ip 4



1.

v como Cp~R = ¢y, donde ¢, es la capacidad calorifica a vo-

lumen constante, se tiens finalmente gue

éPf.: j_: 1.14

donde 3‘:—2—3
De las ecuaciones (1.12) v (1.14) se llega a la conclu-
sién de que para procesos adiabgticos B=APy, por lo tanto,
ia velocidad de fase de las ondag de sonido es dada por
[}
c :‘I—E?-E-
o bien aplicandose la ecuacién.de estado
e zJ¥RTI 1.15
Para €l aire, a una temperatura de 0° C, la ecuacitn
{1.15) da una velocidad de fasze de aproximadamente 330 m/seq,
l§ gue estd de acuerdo con las cbservaciones experimentales.
De lo anterior se concluye gue las ondas de sonido deben
su existencia a cambios en la presidn, debidos a la compre-
8ifn y descompresibn adiabética, por leo gue, si el fluido

e incompresible, no pueden existir este tipo de ondas.

1.2 Ondas.superficiales de Gravedad.

Considérese la superficie libre de un fluido con movi~
miento ondulatorio bajo la aceidn de la fuerza gravitacional,
Si se supone ﬁovimiento golamente en el plano X-Y, donde X

es el eje horizonal v ¥ el vertical, la altura de la super-



Li

ficie, en un instante t , estari dada por:

Y{(x,t) 2 H+ a sen(mx-nt) l.16
donde H eg la altura del nivel medio de la supexficie del
fluido y.N = a sen(mx-nt) es la altura de la onda sﬁbre el

nivel medio(fig. 1.1}

Fig. 1.1 Movimiento ondulatorio de la superficie 1i-
bre de un fluido.

La ecuacitén {(1.16) representa una onda desplaz&ndose
en direccibén ¥, con una velocidad de fase ¢=n/m, longitud
de onda L = 27/ y un periodo T = 2T/n. Esta ecuacibén pug
de expresarse comd ¥-¥-H = O y; puesto que la superficie'se
mueve con el fluido, entonces d(Y-N-H}/4t = 0 y, por lo tan

to, en la superficie se cumple:

2N N -
e TY IR -

donde sz -3{ Yy v= %—; son las componentes de la velocidad en
direccifn horizontal y vertical respectivamente,

Si se supone que las perturbaciones scbxe el fluido, ini-
cialmente en reposo, son suficientemente pequefias de tal

forma gque sus productos puedan ser despreciados, se obtienes

1.17



b3

Considerandose un fluido incompresible e irrotaciocnal,
existe una funcidn corriente ¥ y una funcidn potencial de

velocidad @ ., tales que

2. | 29 :
.V‘ax =5y 1.18
.20

2

por lo que la ecuacidn (1.17) se convierte en

2N . ..?i.i’_ : i.19

-

st T ¥

gue es la condicidn cinemdtica de superficie para este ti-

Uz~

o
it =

po de ondas.
De la ecuacién {1.12) y de la definicién de N, se tie-
ne gque, en la superficie del fluido
W: _f-na cos(my—ndldx + <
es decir
Wz K sen{msz - nt} + C
donde se ve gue, en la superficié del fluido Y debe ser
proporcional a sen(mx-nt).
5i Y v t$ son la funcidn corriente y el potencial de
velocidad, en un movimiento bidimensional, se define él =le
tencial complejo del movimiento por
WIerAY
de tal forma que,-%ii:uaiv es llamada la velocidad compleja.
Por otra parte, dade un‘nﬁmero camplejo =z = x+iy, se tiene

que



cog(mz-nt) = cos(mx—nt)cosh(my);isen(mx—nt)senh(my) 1.20
Por lo tanto considerindose que Y debe ser proporcional 3
sen(mx-nt), en base a {1.20} y a la definicién de potencial
complejo, se puede propeoner un potencial complejo de la
foxmé
) = boos(mz-nt) 1.21
donde b debe ser de tal forma gue se cumpla la condicién ci-
nemética de superficie
De (1.201, (1.21} v la definicién de potencial complejo,
se tiene que ¥ = -b seph(my)sen(mx-nt) y, por lo tanto., en la
superficie se tendri gue
o= —5senh{ml4)sen(mx~nt) 1.22
donde se ha considerado que debido a que la amplitud de las.
ondas e8 peduefia, comparada con la profundidad del fluidp,
en la superficie se tiene v = H como buena aproximacién.
Aplicéndose la condicién dada por (l.1%en (1.22), se
cbtiene que b = (anymsenh(mh) y, por lo tanto, el potencial -
compleio en la superficie estard dado por: .
w = ac coth{mB)cos {mx-nt)-acsen{mx-nt)

donde ¢ = n es la wvelacidad de fase
m

Por lo tanto, el potencial complejo v la funcién corrien

te estaran dados por



& ; accoth {mH)} cos (mx-nt )
. 1.23
Y= —acgen (mx-nt )

Con el fin de obtener una condicifn dinfmica de super-
ficie, considérese la ecuacién de movimiento para un fluido
ideal, ecunacién {(1.1}. Esta ecuacidn puede reescribirse de
la siguiente forma “

§%+;v{ﬁi‘)-v;vxv +-‘§-vp:?- 1.24
donde (Vi es el médulo o magnitud del vector velocidad.

Para un fluido barotrépico, irrotacional y bkajo la ac-
ciftn de fuerzas externas conservativas, se tiene que la pre
gién p es sdlo funcién de ia densidad ¢ v. por lo tanto, S‘—‘\}E
existe; también se tiene gue YxV-o v F:-vit , donde [l es

el potencial del campo de fuerza conservativo. Bajo estas

circunstancias (l1.24}) gueda:

'V P )
2y - v+ a5 91) 1.25

pero como el flujo es irrotacional, existe el potencial de
veloecidad ¢ , tal que V:-Y¢ v, por lo tanto, (L.25) se
transforma en
dp Lol 280 .
V(§ o v g3 ze

o en otra forma

4 -
j?’? LU A :i-—%’- = C(t) 1.26

donde C(i) es funcidn sdlo del tiempo.

Para el caso de un fluido incompresible j-é?ﬂ: 3 Y. por



lo tanto, la ecuacién (1.26) =2 convierte en

I
Frar 4l0-48:

ademés, si ¥ es s6lo la fuerza gravitacional, se tiene que

C(t)

St-gh , dotde h es la altura media desde algGn nivel hori-
zontal arbitrario. La ecuacifn antericr se puede escribir
como
£ rahr 51~ g{ > ) 1.27
En el caso consideraﬁo de las ondas en una superficie
libre, se puede despreciar %1vl2 . Y2 que se ha supuesto
que las perturbaciones son pequeilas y, entonces, {1.27) gque
da como
Pz 2 (2% -Na) + )
donde N es la altura de las.ondas gsobre el nivel medio del
fluido.
Qonsidérése la presién en un punto en la parte interior

de la frontera superior del fluido, la presién seré

Ed
Bz 5(2% ~Na)+cs)

A

En un punto en la partée exterior, la presidén es:

b = ?Lai ~N3)+ cw

-]

Degpreciéndoge la tensidn superficial en la interfase,

&— ﬂ es cero, por lo que

(#: - %) (3% - Na) o
de donde se cbtiene que:

Ng = —?%_}: ‘ 1.29



/.

lo cual es la condicidn dinamica para la superficie,
Conbin&ndose {1.12) y (1.28), s¢ obtiene gue

g2V - 2%

28 T 27
y substituyéndose W y ¢ de (1.23), se tiene:

2

e c* :-—%tanh(m )

pero como L = 2Tr/m, entonces, m = __2__:'_1__1_' v
L
- —g—%tanh(ﬁ%ﬁ-) 1.29
donde 1L es la longitud de la onda y H es la profundidad
media del fluido.

Para ondas suficientemente cortas, como para que L << H,
se tiene gque tanh ( “Jl_J ~1 v ¢ J%%A . Por otra parte,
para ondas largas,tqnhfﬂﬁiw2““ , entonces, ¢ J3HI

Hasta ahora se ha considerado movimiento del flﬁido en
un marco de referenciﬁ inercial, sin embargo, esto no es vi-
lido en la atmdsfera para movimiento a gran escala, pues en
egte caso debe considerarse el movimiento de rotacibn de la
tierra sobre su propio eje. Este nuevo factor trae ¢omo con
secuencia un nuevo modo de oscilacién, como ge verd més ade-

lante.

1.3 Ondas de Rossby.

Considérese una atmbsfera incompresible, de tal manera



la.

¢que no puedan existir ondas de sonide. Suponiendo movimien—
to Gnicamente en la horizontal, es decir, que no exista mo-
vimiento wvertical, no pueden producirse ondas de gravedad.
8i se considera, ademfs, que el fluido es homogéneo en la
horizontal, entonces -g%: 2-;-f--_:o v por lo tanto las ecua-

ciones de movimiento son:

-3-9-+u"—‘1+v-3-- fv;»—ﬁ(-;l)-'o 1,30
-é-—+u-l’- —-);+{’u+h,( )*0 1.31

donde £:2.nseng es llamado parémetro de Coriolis, ¢ es la
latitud yv 4t la wvelocidad angular de la tierra.
La ecuacidtn de continuidad, bajo la hip6tesis de incom

presibilidad, dueda como

1) av ..
it 0 .
% +BY 1.32

Derivéndose (1.31) con respecto a x y resténdole la

derivada con respecto a vy de (1.30)}, se cbtiene:

-4
__+u§_§ A.'-:,,u?.__f“_wiﬁ 1(Fep)(2% +-3—‘f-)::o 1.33
donde B_,T;-Q_ es la componente vertical de la vorticidad.

Puesto que f depende sdlo de la latitud vy, puesto que, el

eje X es en direccibdn latitudinal, se tiene que gi o

Aplicéndoge esto Gltimo v la condicifn dada por (1.32), la
ecuacién (1.33) gueda de la siguiente forma

ff-:-q”;-v +@Y= o0 1.34

donde g:-ié



Si se supone gue existe uniformidad en direceidn v, es

decir, que la velocidad no cambia en esta direccifn, enton-

U - BV L . r lo tanto,
ces 3y~ av - ° ¥, PO .
2 2
2 2oy, - 1.
ax3ﬁ+ubxz +pvzo 35

De la ecuaeién (1.32) y de la condicidn de que géfo.

se tiene que %%,:0 v, por lo tanto, &4 serd 2 1o mis fun-
¢idén del tiempo. Consideréndose una corriente basica cons-
tante‘u:lJ y suponiéndose gz=cte,la ecuacidn (1.35) es li-
neal v tiene solucidn periddica de la forma

v :Aéuc(x-cﬂ
donde 4 es el nimero de onda y ces la velocidad de pro-
pagacibdn.

Sustituyéndose esta solucién en {135) se tiene gue
c = U --5%; . 1.36

que es la velocidad caracteristica de propagacibdn dg este

nuevo tipo de ondas, llamadas ondas de Rossby © Sindpticas.

1.4 Problema de filtrado.

En la atmdsfera no se presentan los diferentes tipos de.
ondas de una manera aislada, siro que, éstas aparecen mezcla-
das. Las ondas de sonido vy de gravedad tienen amplitudes pe
quefias comparadas con las de Rossby: por ejemplo, la ampli=

tud en la presidn de las ondas de Rosshy es de alrededor de
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20 milibarios, mientras que, las de gravedad y de sonido no
exceden a 1 milibario. BEsto hace pensar gue como componentes
de un patrdn de presibn atmosférica, las ondas de sonido v
de gravedad son desprecisbles, Por otra parte, la velocidad
de propagacién de las ondas de Rossby es pequefia (alrededor
deilo m/seg) comparada con la de las_ondas de sonido v gra-
vedad, cuya velocidad de propagacidn es del orden de lO2 m/
seg. Esto es un gran inconveniente cuando se trata de re-
solver las ecuaciones por método de diferencias finitas,
pues si no se cumplen ciertas condiciones wmatemiticas, se
puede producir una amplificacién excesiva de las ondas ré-
pidas, lo cual puede hacer gue se pierda aguella parte de la
solucibén de interés meteoroiégico. Esto puede vefse al con
siderar.los esquemas de diferencias finitas utilizados para
resolver los diferentes tipos de movimiento ondulatorio.
Considérese primero las ondas de sonido. Con el fin
de simplificar el anilisis, se supondrid solamente propaga-
cibn en direccidn X. Con esto, la ecuacidn de onda dada por

{(L.11} se transforma en
2

¥y 2 2P
= C 1.37
YL

en donde se han suprimido las primas en las perturbaciones

Sin consideray, en este momento, problemas de frontexa,

es decir, supeoniéndose un dominio infinito, la resolucidn de
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{1.37) es un rroblema de condiciones iniciales, siendo la so
lucién determinada por valores iniciales de ¥ v gg- . Para
construir un esquema de diferencias finitas para la ecuacién
(1.37), se supondrd que xzna%y t:zmat , de manera gue el va

ior de p en el punto (n,m) de la rejilla, denotado por p(n,m},

serd Ppnax , mavy)
Consider@ndose diferencias finitas centradas, la deri-

vada de p respecto de X en el punto (nax , Mat) serd

aproximado por

p{m %‘JV"}“ P("""&";W’)
AX

¥ siguiéndose el mismo procedimiento
3B 4 _
2 2BV i fm)- SN -2 m)
(8 ge)nm =551 _

(g%ﬂhm):

ax
por lo gue se tiene

2%p w Pingi, m)=2p 0, m) + -1, ) 1.38
(axa)(")m}" (Ax)g -
v de manera semeijante
2%p - Plntl, Wl -2p{n,m)+p ln-l,m)
(“‘““”z).(h o) 7 B4 (A;}z : 1.39

Sustituyéndose (1.38) v (1.39) en (1.37)}, se obtiene el es-—

guena de diferencias finitas

plnmei) = 2 PInym) + e, met) — o2 ping,mi-zppm)rifu-umm), o, o
{ae)? (ax)? '

Suponiéndose conocidos los valores iniciales de p y de 2F
es posible, mediante una extrapolacidn lineal, cbtener p(n',i)
y, después, aplicando repetitivamente {1.40), obtener

P(n,2) P(n,3), etc.
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Para conocer algunaé de las propiedades generalesg de la
ecuacién (1.40), no e necesario llevar a cabo el procedimien
to descrito en el pérrafo anterior., En lugar de ello, supon-
gase que-la ecuacién #.40) tiene soluciones de forma semejan-
te a2 las que posee la ecuacibn diferencial (1.37), esto es

plam) = A gNAX-mat ) 1.41
donde 4 es un nﬁméro de onds real ¥y x es la frecuencia,
la cual puede ser compleja.

Sustituyéndose (1.41) en (1.40), se encuentra que

G4t 5 4 g RAEL —‘ﬁif(é"‘“fgz £ &7
_f.ﬂ;;:iéridose uso de la relacién AL cosgﬁ;;isen(a) v de que
Sehg{%ﬂ: cosfa)-1 se gbtiene gue

sen {——A——) (CM‘ 5en2 Mj
de dm;xde, despejando a K, se tiene sus posibles valores
- +_zarcsen(‘:“f 59“/‘(24") 1.42

A%
v, Por lo tanto, las soluciones de (1.40) son
' I’;"a(h,m) - Aéxzmz\téi{nnwxwk’r"‘ﬂ“ 1.43
donde K.: Ke + 2k, e &zJy-1
De (1.43) se puede ver que si x;¥o una de las solucip
nes es amplificada al aumentar el tiempo. Esta amplificacidn,

que ocurre al resolver la ecuacién diferencial por una apro—.

ximacién de diferencias finitas, es lo que se llama inesta-
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bilidad computacional. Por supuesto, esto se puede evitar si
K; =0 es decir, 81 K es real, por lo que la condicidn de
estabilidad es que (1.42) tenga solucidn real, para lo ¢ual,
es guficiente que
Lat o 4 1.44
ax
Haciéndose un anadlisis semejante para el caso de las
ondas de gravedad, se obhtiene gue la condicién de estabilidad
es la misma dada por (1.44),
Para el caszso de laz ondas de Rosdby, la ecugeidn (1.35)
prede simplificarse suponiéndose que tiene soluciones de la
K (X t) sty

forma: yv- A€ ; En cuyo caso,axa_-ftv ’ y'por lo tanto,

(1.35) puede escribirse como

2% a5 - L4
S5k zo 1-45
donde ¥=-2Y v ”U"'}%

Si se utiliza un esguema de diferencias finitas delantadas
para las derivadas cemporales y centradas parz lag espaciales,
se obtiene el siguiente esquema de diferencias finitas para

la ecuacién (1.45):

X wman) = Tn, m)e 2‘;:(;(1114;,»1)-- Zln-t,m} 1.46

Nuevamente, gupdngase gue (1.46) tiene solucitn del ti-

po (1.41}, es decir

AlMAY M} w Al k)

yinwizAé 1.47



Al ser sustituida (1.47) en (1.46) se obtiene el siguiente
regultado
AkDE —AHAK .
cnt AMEAZ A _
é -1+ 255 ( e ) -
por lo que, suponiéndose K= Ketik, ¥ haciéndose uso de la

férmula de Euler, la ecuacidn anterior se transforma en

~KiAL . .
[ex cos (K At) - 1] +-_;.[e" sen(x.-m}qu‘“sew(ﬁmx)]
de donde

LY,
e ¢os (KA} = 4

EMAtEEH(krﬂé}:‘»-%%}(sew;{gx}
Elevandose al cuadrado y sumandose las dos Gltimas ecuacio-
nes, se obtiene:
EZK “i +(°4ﬂ$ahfﬂnﬁ

donde se puede wver que K. serd siempre diferente de cero,
mas aun, puesto que el segundo mierbro es siempre ﬁayor que
1., entonces, K;<o Yy, por lo tanto la solucibén (1.47) siem-
pre serg& amplificada al transcurrir el tiempo y, por con-
giguiente, el esquema de diferencias fiﬁitas adelantadas en
el tiempo es incdnaicionalmente inestable, para resolver
ondas de Rossby. Puesto gque las ecuaciones hidrodindmicas
para la atm&sfera aceptan como solucidn ondas de Rossby, sé

concluye que éstas no pueden ser resueltas con diferenciaé

finitas adelantadas en el tiempo.

Considérese ahora un esquema de diferencias finitas



centradas en el tiempo y en el espacioc. El esguema para la
ecuacién (1.45) es dado por:

E—%-t [;(wu,ﬂ - ;(m-t,n)]-l-i%i

Consider&ndoge una solucidén igual a (1.47) v sustituyén-

[E(mne) - T{mm-y]zo

dolz en esta Gltima ecuacidn, se tiene gue

sen(xat)+ SBtsen(Max) o
de donde

Kz- -ﬁ:_qwszn %ksen(ﬁmxﬂ
poi‘ lo que K seri real si -‘%}4_“;1 v, por con_s:iguiente, las
solucicnes dadas por este esquema de diferencias finitas no
seran amplificadas y, por lo tanto, bajo esta condiciéln se-
r4 un esguema estable.

Se ha visto, entonces, gue la condicién.de egtabilidad
computacional para resolver ondas de sonido, de gravedad v
de Rossby por el método de diferencias finitas es gue

55‘17*. < 1.49

En vista de lo anterior, si las ecuaciones hidroding-
" micas se resuelven en su forma original, entonceg, para un
tamafio de rejilia de. por ejemplo 400 km, At deberd ser del
orden de 10 minutos, con el fin de que se cumpla {1.49).
Por otra parte, si de alguna manera se eliminan las ondas
de sonido y gravitacionales, gue como ya se dijo al prin-

cipio de esta secciém, no son de importancia meteoroldgica,



el paso de tiempo gue puede usarsé es del orden de 2 horas
v, de esta forma, el proceso de computacibn serf mis corto
v. por lo tanto, més econdmico.

La eliminacién de cierto tipo de ondas es lo que =e
conoce como "Filtrado" y es llevado a cabo modificando las
ecunaciones. Para poder determinar gue tipc de modificacio-
nes © restricciones deben imponerse en las ecuzciones, para
filtrar las ondas que no son de interés, es necesario anali-
zar la forma como estas ondas se producen en la atmdsfera.
Por ejemplo, para el caso de las cndas de sonido, yva se ha
establecido que €stas se producen por compresidn y descom-
presibn adiabatica, por lo gue la hipbétesis de incompresi-
kilidad las elimina. Sin embargo, para las ondas gravita-
cionales, no es tan fAcil determinar cual es la condicién
para su filtrado y, por otra parte, es posfble la existen-
cia de una condicién para la eliminacifén de lag ondas de sg
nide no tan drastica como la incompresibilidad, por lo cual
se hace necesario un anélisis méAs a fondo.

Para una atmésfera seca, las ecuaciones que rigen gu
comportamiento son: la ecuacidn de conservacidn de momen—
to, la ecuacibn de conservacidn de energia o ecuacién tex
modinémica, la.ecuacién de conservacién de masa o ecuacidn

de continuidad v la ecuacidn de estado. Consideradndose una



atmésfera seca, adiabitica v libre de friecién, estas ecua-

ciones son:

’j‘fi"*"‘%{‘“” -0 1.50 A
%—%-&x-ﬁwfu:o 1.50 B
Wil qg zo 1.50 ¢
24k L ppas - o 1.50 D
« PV~ 9% 2 0 1.50 E

Fo = RT 1.50 F

donde u,v v w son las componentes del vector wvelocidad,
o -;3- eg el volumen especifico, p es la presién, § el
parémetro de Coriolis v g la fuerza gravitacional. En la
ecluacidn termodinédmica se ha eliminado la temperatura median-
te la ecuacién de estado, por lo gque, las primeras cinco ecug
ciones forman un sistema cerrédo, de cineco ecuaciones con
cinco incégnitas: s , y,w,«y p . ESe es un sistema de ecua
ciones diferenciales parciales no lineales, para las cuales
la teoria matemdtica es amun muy limitada, por lo gue, para
resolverlas analiticamente es necesario simplificarlas. Es-
to Gltimo se hace aplicando el mé&todo de pertubaciones:
Supdngase que cada variable dependiente se puede egcri-

bir como la suma de una parte estacionaria mis una pequefia

perturbacidn, es decir
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uix,v, 1,8 = Uy, 22+ w05, v, 2, 1)
v(.*, Y, 2,8z V(K,V,‘z)+ vix,y,2,t)
w (%,y,2,8) 2 WXy, 20+ W%, Y, 2, t)
P (¥, Y,z,82 Py, 2+ P(x,Y,2,t)

ot (XY, 2,8} S (x,y,z)+ < (%Y 2,%)

Susgtituyéndose esto ﬁ_ltimo en el sistema de ecuaciones
{1.50 A-E); suponiéndogse que los campos no perturbados cum-
pPlen con las ecuacidnes v que las perturbacicnes son lo su-
ficientemente pegueiias para despreciar productog de ellas,

se cbtienen las ecuaciones para las perturbaciones.

4 +U—"—‘=‘~'+V-g-§‘,-‘+wi-+u'é-+v‘5u +wdds

QK ERA
+o<ﬁ‘—f- +af.’ap -fv'z oo 1.51 &
dv! 'aV

.——4U V-I'V +w£-;‘— + U 5% +V‘%—,~;+W"§¥'¢'
4&«”—’-% at.'-"—f--i- fu =0 1.51 B

¢ W fBW raw

+Ua‘;’+v W—ﬁ‘»ui-i-u 4 wgtr

.22 ‘2P -
32 + o 3z 0 1.51 ¢

62(-3—%’-:— é_p'r*va wap+udap+v|£+w¢39)+

! ‘ . ‘
3P (254U 3% VIS «HA] U222 w 220y
«'(U-‘3-3+ -——-+w— )-#-J*P'(Uiia-vié - é.:"s.) -0 1,51 D

& (5% +ﬂ* ) ( V8% *Vay*w%a

+u'3—-—+v 33‘ ) ~0 L.51 B
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Con el fin de hacer més simple el anidlisis congidérese
que hay movimiento sbélo en el plano X-Z y que existe unifor-
midad de los campos en direccién Y. Supbngase también gue
U es .constante, V=Wz=0, que los campos no perturbados
estén en balance hidrostéticoly que la tierra no tiene ro-

tacién. Bajo estas hipdtesis, las ecuaciones (1.51) se trang

forman en

%s.; J,Ug%‘ “‘g—;:": & 1.5z

a(i’?+U‘3—‘:~') g2k 9‘.5‘!—0 1.52 B

a( +U§—E !NF—“i) rP( %-‘i-'-:-w'-a%):o l.52 ¢
2(f4s 20y a(d2 g2t w22 Y20 Ls2D

donde a = o gi las perturbaciones son hidrostaticas v a =1
en cagso contrarior d = o si el fluido es incompresible vy

= 1 si es compresible.

Suponiéndose que las ecuaciones tengan solucién armbéni-

ca ¢on amplitud constante, es decir
ilax+kz- vi)

uwz E e

laxdkz- vt

Nz v
b L(RX""K:_
PG E
, k‘le&(axq.h:'z“({'f)
ol =

donde A vy ik son ndmeros de onda en direccidn X y E respec-
tivamente v & es la frecuencia, entonces, sustituyéndose en

"{1.51)}, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas, te-



niéndose como incégnitas a las amplitude E, F, G v H
(AU~ ©QE+=2 3G =0

i L K 9 4 -
ia{aU-v)F + A&KG- ZH o

(p,.sa_g.‘:_g);: + ix{aU-v)G+ 2PR(aU~¢)H Z 0

¥l
O

AARE 4 (Aack-dgg‘-)f: - xd{au- tr}l-—l
Multiplicandose por ~i lag 3 gltimas ecuaciones, el sistema
queda de la siguiente forma
(AU~ ¢)E+®26 0
alav-v)F+ ixk 6 - L Hozo
a{g-POL2)F + 5 (AU~ 0} 6+ PH{(AU - ¢)F 20
AxE 4=k +;a§§.)1=-a(au—w)1—4 z0
Este es un sis.tema homogéneo, por lo ¢gue, tendri solucidn no
trivial si v 26lo gi el determinante de la matriz de coefi-

cientes es cero, es decir

AU- ¢ (o} &2 o
) a@u-«¢) =K "‘;' o
0 (8- pp2E)  HU-v)  PFROU-v) )
A RK-ﬁ-d%% o d(~v)

Desarrollandose el determinante, dividiéndose entre & y po-
niéndose =P = RT , se obtiene

d 4 2 2 q Foe
ad(Ay-v} - [RT (< Ta)+ qax(d-1) ¢ 42 S5~ (AU-¢)"-

~q2( 4 ~PRTL 222

Los términos gue involucran a g en el término cuadratico de
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{1.53) pneden ser despreciados, ya que, mientras gue €l or-—
den de magnitud de g es de 103, el de RT es de 108. Con es-
te ajuste (1.53) queda entonces como

2
ad (V- ¢)* - RT K (k%4 @2TNAV- )~ g7 (3-#RT £3T)z0  1.54

La temperatura potencial & es definida por la siguiente re-

lacibn
'Cp! R

(3" £,
(=] = 1ovo
de donde, al derivar con respecto a z, se obtiene, después

de hacer simplificaciones, gque

LeT _L2e . RY 1.55
T2z @317 FH

en donde se ha supuesto que 25 - . 4
; . az o
Por otra parte, de la ecuacién de estado., se tiene que
x 282, p2s - 27
* 52+ Py °R3

por lo ¢ue al dividir entre P ge obtiene

LaT - 2P 2 1.56
For- Pz * =57

8i se sustituye (1.56) en (.55} v se despelja el témmino
de la temperaturaz potencial, ésta gqueda de la siguiente for-

ma, después de hacer algunas gimplificaciones

-1 28 - By L 2
eaz"ap( p) o 2L 1.57

Pero como R = Cp - CV, entonces, utilizdndose esto vy

multiplicé&ndose por #rT en (1.57},
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se cbtiene que

_ BT 28 _ ,_ Rprr 22
& 22 " 2 32

Sustituyéndose esto Gltimo en la ecuacién (1.54) se lle-
ga a la siguiente expresién

Z 2
a.a(m-xr)‘*-;zrr(u%af){au-v)+3-'3*-g~‘-'-‘1‘§-§: o 1.58

En esta expresién, Gnicamente el 4ltimo término invelu-
cra a g, por lo que, si este términc es eliminado, se anula
la posibilidad de existencia de ondas gravitacionales. Cﬁn'
esta restriccifn y supcniéndose ademfs que |J2 &, la ecuacién
(1.58) se transforma en

ad*-RTHK*+ad" )z 0 1.59

81 se pone a = d = 1, es decir, si se supone compresi-
bilidad v perturbaciones no hidrostéticas, ge obtiene que

i - prT
PEE % L
oMo = = ? entonces
Y Tett ¢
2 .
e =z PRT
lo cuwal corresponde a ondas de sonido con velocidad de prb-
pagacidn (gq?T)”z , relativa a la corriente uniforme con ve-
locidad 11 .
Anteriormente vy se habia establecido gque la hipStesis de

incompresibilidad elimina las ondas de gonido, egsto se com-

prueba al hacer d = ¢ en la ecuacién (1.59). De la misma



ecuacitn (1.59) se puede ver gue existe otra opcién para eli
minar las ondas de sonido; en efeéto, si en {(1.59) se hace’
a=o, entoncés no aparecen ondas de sonido, por lo que, se
concluye que la.hipétesis de eguilibrio hidrostatico elimina
ondas de sonido que tengan componente vertical de propagacidn.

En parrafos. anteriores se establecid gue cuando no exis-
te movimiento vertical, no pueden producirse ondas gravita-
cionales. Esta restriccifn es muy dréstica al modelar la at
mésfera con fines meteorclégicos, pues en este caso el movi-
miento vertical es de gran importancia, por lo gue, es conve-~
niente tener otra forma de filtrar las ondas gravitacionales.

Para poder determinar otra opcifn para el filtrado Ae
las ondas gravitacionales, se considerdra un modelo gue ad-
mita ondas de Rosshy y de gravedad, con el fin de poder de-
terminar de”que otra forma es posible filtrar estas dltimas,
reteniéndose a lag ondas de Rosghby que, como ya se ha dicho,
gon de gran importancia en la evolucidén de los fendmenos me;
teoroldgicos a gran escala.

Considérese una aﬁmésfera homogénea, incompresible, li-
bre dé friceidén v en equilibrio hidrostatico. Las ecuacio-

neg de movimiento para tal atmbsfera son:

2y au 2U 2l 2F _
e PUSKTVYEY TV fvHd &=z 0 1.60 &



2Y LY L2 L2 2k .
at"'uax{'vay*“u*“”*""ﬁ"o 1.60 B
«2£ 449 zo0 1.60 ¢

De 15 condicifn de incompresikbilidad, se tiene que

:‘:=0 v, por lo tanto, la ecuacidn de continuidad es da-
da por
2y 2v o 2w
ax*ay*az“o 1.61

Esta dltima ecuacidn ﬁunto con lés ecuaciones (1.60 a-
¢), forman un conjunte de cuatro ecuaciones con cuatro in-
chgnitas u,v,w y P

Puesto que la atmbsfera es homogénea, o no depende de
las coordenadas espaciales v por lo tanto, de (1.60C) ge

tiene gue

'SE('g'E):‘g;(" ‘1‘}!’?0 . 1.62 &
2 1295y )= 1.62 B

de donde se concluye gue el gradiente horizontal de presién
es independiente de la altura.

8i ge derivan las ecuacioneg de movimiento horizontal
{(1.60 A=~B) éon respecto a %, entonces, debido a (1.62 B~-B)
se puede ver cue gi el campo de velocidad horizontal es ini
cialmente independiente de la altura, también lo seri la

aceleracién, lo cual a su vez implica ¢ue la welocidad ho-



rizontal permaneceri, en todo tiempo, independiente de la
altura.

.?or lo anterior, si en este modelo se supone que inicia;
mente la velocidad horizontal no depende de la altura, los
términos de adveccién vertical en (1.60 A-B) son cerxo.

Debido a la ﬁomogeneidad de la atmbsfera, la ecuacidn
hidrostgtica es ficilmente integrada en la vertical, dando
por resultado que

pr-din-z)
ol .
en donde h es la altura de la superficie libre, la cual
existe debido a la hipdtesis de incompresibilidad

De la tGltima ecuacidén se deduce cgue

W 2E = g2k

2X 2 X
2E . o PR
ol L, L1
5y - 9By

por lo que las ecuaciones (1.60 A-B) pueden reescribirsge
de la siguiente forma,después de hacer cero los términos

de adwveceidn vertical

du 2u su ah -
ST P UL vy F‘v-\-qax o 1.3 A
Y L ydY Y pueqdh - 1.63
M+L.|”+\.r_w+i +3ay‘° .63 B

Dehido a qgue la velocidad horizontal no depende de 1la
altura, entonces, la divergencia horizontal tanmbién serid in-

dependiente de la altura, por lo gque, la ecuacidn de conti-



nuidad (1.61) puede ser ficilmente intégrada en la wvertiecal,
dando por resultado gue

wh_wo:h(_:_?i.a..ﬂl’_)h l.64

donde W, es la welocidad vertical en la frontera superior

v W, en la inferior.

Suponiéndose el terreno plane, la welocidad vertical de-

be ser cero en la frontera inferior, es decir, W,zo0 . La ve-
locidad vertical en la frontera superior debe ger igual a

la razén de cambio de la altura de la superficie libre, es-

. dh
to es, w, =532

aplicéndoge esto Gltimo en la ecuacidn (l.64), észsta se

convierte en

JC-LYSR I L A
di - h{ax * by) L-85

5i a; sistema de ecuaciones, (1.63 A-B) yv ( 1.685), se
le aplica la técnica de perturbaciones, se cbtiene un siste-
ma casi-lineal, ya que £ es funcién de y, por lo que el
anlisis se hace complicado. Por otra parte, si se conside-
ra un valor promedic de { , el problema se hace lineal pero
ge omiten log efectos de la variacién Qel parémetro de Co-
riolis. Esta situacidn puede subsanarse si en lugar de la
ecuacidn f1.63 B) ge utiliza la ecuacidn de vorticidad, ob-

tenida al derivar (1,63 B) con respecto a X y restarle (1.63

a)



dexrivada con respecto a y. Haciendo esto se obtiene el si-

guiente sgistema de ecuaciones

24 2y, .é__ 1.
5i Y tvS £v+g ) . l.66 A

-g—%+u_$+v—~+@v+(§+fj(a J+(3‘+$ -};a" - 1.66 B

i;-‘}+ual’+v‘;‘;+h(%— -a-;) o 1.66 ¢

Con e) fin de poder obtener una solucidn analitica al
gsistema {1.66), éste se linealiza aplicéndose el método de
perturbaciones. Para esto, se supone una corriente béasica
constante L/ uniforme en la direccifn y. Haciéndose uzUau’

‘

vzv vy h:l-!%h' v sustituyéndoge en (1.66), se obtienen las

ecuacicnes para las perturbaciones

D{“S':L-! )u-Fv +g—a——- o 1.67 A

22y 28 gy

(H+U”)h+wv +REE Z 0 1.67 B
2.\ gt (e Y

(-%HJ;;;;)? spv'+fEroo 1.67 ¢

‘ ’ .
L 2y ~ ‘ : .
donde rZ 5y G- -%‘& vy D vale cezo si y se considera
geostrdfico, e igual a uno en c¢aso contrario.

Al aplicar el método de perturbaciones, se supone que

los campos no perturbados cumplen las ecuaciocnes, por lo gue,

en el estado no perturbado la ecuacién (1.60 B) seré:
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VN g2V 22X tUeq 2H -,
st FUS VS ERPY
pero como ehn este caso se supone gue V = O, entonces FL):uggéé
lo cual se puede gustituir en la ecuacidén {(1.65 B)
Suponiéndose a F vy  como constantes, se puede consi-

derar que existen soluciones armdénicas para las ecuaciones

{1.67) del tipo

L(KX = )

u'= Ae
A{eX — ¢ ¢)
vi-g e ¥ 1.68

W - C éa{kx« i)
donde K es un nimero de onda.en direccién X,y v esla frecuen
cia,
Sustituyéndose estas soluciones en el gistema (1.67), se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebfaicas
DIXU-v)AA-FfB +gaxl 0O

ixua~ £l g (Uk-Jac o 1.69

tl

LR A 4B -KUK-V]B 20

Para gue puedan existir soluciones armdnicas del tipo
(1.68), el sistema {1.69) debe tener solucidn no trivial v,
para ello, el determinante de la matriz de coeficientes de

(1.69} debe ser cero, es decir
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ID{KU-v)i -f gax
i AKH --%l S (Uk-ek| o

Ltk Bt (U~ ) o
Desarrolléndose el determinante, se cbhtiene la ecuacién gque
determina las frecuencias permisibles, ésta es:
DR{UK- v)g- Dic(Ux - ¢)+ ¥2K(U1< -¢) - gK?H.ﬁ + .
+ 9QK’H(Uk- )~ fk?U -0 e
pero como = --CK—- , donde ¢ es la velocidad de propagacidn de
onda, ento:nces Uk-4 :K(U-c). por lo que, si la ecuacibn (1.70)

-

es dividida entre kg, €sta se convierte en:
2 2 2
pal- - DrU-cY+ £ (V- e} qHp+quitu-<} -F U = ©

la cual puede ser factorizada de la siguiente manera:

{6 - (U-<} [p(u- e qHl+ J:‘2[(44'---0.) -U] o 1.71

Con el fin de cbtener valores aproximados de las raices
de esta ecuacidn, supbngase gue la rapidez de propagacién de
las ondas ez mucho mayor que j1as 'ondas de Rossb.y, eg decir,
que 1c[>>\U - %l . Puesto que U es del mismo orden e
magnitud de las ondas de Rossby, se tiene también gue
Con estas aproximaciones, se concluye quelﬁH(lkq(U"‘-ﬂka'C\W’\Ul
lo que, aplicandose a la ecuacién (1,71) da la siguiente aprox

imacidn:
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" [o{U- ef-qH] + I" 2o

cuya solucién con D = 1 es:
2

¢z L) : gH - #%h
Al comparar este resultado con la ecuacidn (1.29), se conclu-
ve que egtas dog ralices corregponden a ondas de gravedad en
un £luido, donde la profundidad del mismo eg comparable a la
longitud de la onda. El témino _{; es el efecto de la rota
cibn terrestre.

La otra rafiz de la ecuacidn (l.71) puede calcularse si
en ésta ge hace D = O, con lo cual se obtiene

K {U-c)qH-paH + £ U-)-FUz o

cuya raiz es .
c-U- 3+¥U/3H
) K+§%/ 9

que es aproximadamente la velocidad de Rossby, modificada por
ios efectos gravitacionales.

De todo el an&lisis anterior se concluye gue. las ondas
gravitaciopales se filtran si D = 0, lo que equivale a consi-

derar la aproximacidn geostré&fica.
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II.— ANALISI3 DE ESCALAS

En las ecuaciones gue rigen el comporﬁamiento de la
atmbsfera aparecen términos éon distintos drdenes de magni-
tud, por lo gue es posible, dependiendo de la escala del fe-
némeno, despreciar algunos de ellos en comparacidn con los
otros. Un analisis de escala de las ecuaciones, hace posi-
ble determinar cualeg de los términos pueden ser despreciados

¥ cuales no.

2.l Las ecuacionas para la Atmdsfera.
Consideridndose movimiento adiabdtico v sin friccidn,
el gistema de ecuaciones gue gobiernan el movimiento de una

atmdsfera seca, es el siguiente

d Vv - . 2.1z
avs .
s +2ﬂxv5_.o<§;_73}o+9
Ldge 2.1B
f 4t 7 Vs'vs

AT _ g 3e - 2.1c
CPat " Fat - °

pe = RT 2.1D
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en donde:

E;= vecter velocidad tridimensional
£ = velocidad angular de la Tiexrzra
ot = Volumen especifico del aire

P = Presidn atmosférica

§ = gk = Fuerza gravitacional

7z -—g-xi +%3 -4—%2’32

£ = Densidad del aire

Cp= Capacidad calorifi&a a presidn constante
R = Constante especifica del aire
T = Temperatura del aire_

La primera ecuacidn es la 2a. Ley de Newton aplicada
a la atmbsfera, la segunda es la ecuacién de conservacidn
de masa o ecuacién de continuidad, la tercera, la ecuacidn
termodindmica, es una ecuacién de conservacidn de enexgia V4
finalmente, la ecuacidn de estado para un gas ideal.

La ecuacidn vectorizl de movimiento puede descomponer
se en tres ecuaciones escalares, dos de movimiento horizon-

tal vy una de movimiento wertical.

2.2 Escalamiento de las variables espaciales y temporales.

Con el fin de llevar a cabo el andlisis dimensional de



las ecuaciones, se consideran valores caracteristicos de las
diferentes variables fisicas que intervienen en el problema.
La escala de longitud horizontal sexrd representada por L;

H representa la altura caracteristica de la atmdsfera; D Ila
escala vertical del fendmeno estudiado, V ¥y W las escalas
de las velocidades horizontal y vertical respectivamente.

Para la variable temporal se utilizari el periode advec
tive L/V.

8i x, ¥ , 2 son las coordenadas espaciales, u, vy W
las componentes de la velocidad y t el tiempo, entonces,
utilizédndose las escalas caracteristicas se puede escribir
Xx =Lx* , y=Ly', 2 =Dz', u=vu', v=vw , w=ww g
t =(L/V)t', donde las variables primadas son adimensionales,
con un orden de magnitud alrededer de la unidad.

Puesto que leos movimientos de la atmbsfera a escala
sindptica siguen esencialmente la forma de la Tierra, es
conveniente exXpresar las ecuaciones de movimiento en coorde-
nadas esféricas con el fin de amalizaxr la magnitud de los

términos que aparecen debido a la curvatura de la Tierra.

2.3 La aproximacidén hidrostatica.
considérese la ecuacidn de movimiento vertical en coor

denadas esféricas, dada por Helton (1972)



1,z
dw | ey _zﬂuc.os¢+c}+a<ie-':o 2.2

S r 2z
donde ¥ es la distancia radial desde el centro de la Tierra
vy ¢ es la latitud.
Introduciendo las variables adimensionales en la
ecuacidn (2.1} se obtiene
d
d

2
YW dw' MYy vy - ' 2k -
T at T(U+VJ Vi +geeisZo

El oxden de magnitud del primer término es el de VZJ

y para movimientos a escala sindptica, se tiene que W « V
poxr lo gue VW < 12 . El orden de magnitud de v y L

L L
para movimientos a escala sindptica son, Va. 10 m/seg vy

L~ 10% m. por lo gque VW/L < 10™4.

El segundo término de (2.2) es del orden de Vz/r' ’
y come v - 6 % 10 m, entonces Vz/r < 10'4

El parametro de Coriclis es del orden de 1072 seg‘l
para latitudes medias, por lo gue el orden de magnitud del
tercer téxmino es de 1073,

El anflisgis de los tres primeros términocs de (2.2)
hace ver ¢ue son al menos cuatro drdenes de magnitud menores
que g ~~ 10, por lo qué pued'en ser despreciados en compara-

cifn con éste. Esto guiere decir gue, para movimientos at-

mosféricos a escala sindptica, se puede considerar un -
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balance entre la fuerza de gravedad y la fuerza debida al
gradiente vertical de presién, es decir, un balance hidrosti
tico. DLa ecuacidn de movimiento vertical se reduce entonces

a
9P _ _
37 £qg

donde  p - ~L-
o

2.4 Escalamiento de las variables termodindmicas.

Con el fin de encontrar una relacidn entre la altura
caracteristica de la atmésfera H y los valores de las  ~
variables termodinimicas, considérese la ecuacidén hidrostéti
¢ca integrada en la vertical. TUtilizandose la ecuacidn de
estado, la ecuacidn hidrostitica puede escribirse de la si-

guiente forma

2P o 4 P
2z =~ 1RT
vy por lo tanto
P Z
i‘f:_%.é.é_ 2.3
P RT
F -]

en donde P es la presidn al nivel del mar (z=0) ¥ p es

la presién a una altura =z scbre el nivel medio del mar,



con el fin de simplificar la integracién de (2.3}, con
gidérese gue la atmbsfera estd a una temperatura T constan-
te en la vertical (por ejemplo la temperatura promedio en la

vertical) . Con esta suposicidn se obtiene de (2.3) que

-2z
bz Pe RT 2.4
8i se define la escala para la altura de la atmdsfera,
como la altura a la cual la presidn es P/e (aproximadamen—

te 35% de la presién al nivel del mar}, entonces

RT
Bz — 2.5
9

Considerdndose la temperatura T como escala caracte-
ristica para la temperatura T vy para la temperatura poten-—
cial & , la presién promedic P para escalar la presién p

v F para la densidad, se puede escribir gue

T=TT 2.6A
o= F o ' 2.68
FzFF 2.6C
p - F g 2.6D

endonde T', &, ¥ . ¥ ¢ son variables adimensionales

con un corden de wagnitud alrededor de la unidad.
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Supdngase ahora una atmdsfera standard , en donde los
valores de las variables termodin&micas dependen fnicamente

de la altura, es decir

k= r;.(z) | 2.7a
T 2 T (z) 2.7B
8,- g,lz) 2.7C
g 2 f.(z}) 2.7D

Las variables termodinfmicas para una atmésfera real
pueden, entonces, ser descritas como la suma de los valores
standard mas una perturbacién, que dependerd de la pozicidn

y del tiewpo.

F ﬁ(.z)-!- aAplx,y,z, ) 2.82
T zTe+ Ap(x,y,2,%) 2.8B
&z ola+a6(x,y,2z,t) 2.8c

£ IoG@+APY,Z,1) 2.8D



H

o (2) + Avtix, v,z 2]

en donde o

L
£
De las ecuaciones (2.6} y {2.8)

+ AP

)
o 5T
T" - Ts_(_z) - _%_I
T T
i &;(2) Ag
I = =
® = T F
e B ar
13 L4
ot » o ZalE) o Aec
o< .

v por lo tanto, sustituyéndose en (2.6}

Pz Pl @+ s¢)

T=T(1,G+ §T')

o T (O, + $9')
¢ 2 P(5@+ 59
oz ) (2)4 S ')
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.8E

se tiene gue

"~ TESH CON
FALLA DE ORIGEN

.9A

-9B

.9c

.99

.9E
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en donde F;'Cz} - réé,il v sp'= Ap /P - De manera
b

semejante se definen T; 6_: ?s’ o(; $T1! e’ S ?!

v Joc’. . Obviamente Ps, T, 8. ?; y  son adi-
mensionales, con un orden de magnitud alrededor de la unidad,
mientras que JSp ST o $¢' Y $ec’ son también |
adimensionales, de un crden de ﬁagnitud menor q;ue la unidad.
Supbngase gque las variables T, P v ¢ se selec-
cio.nan de tal manera gue cumplan la ecuacidn de estado, es

decix, P = P#RT . Utilizandose esto ¥ la ecuacidn (2.3) ,
se tiene gue $= PlgH Y &=z gH/F , por lo que,
el conjuntc de ecuacicnes (2.9) puede reescribirse de la

siguiente manera

PIP(pzl+ $p') 2-10a
T =T(T,@ + §17) - 2.108
&= T(o@+ S8 2.10c
:’_—é_ ’(z) 4 gg’ 2.10D
¢ %(S’s ) _
o T e tz) + So') 2.10m
F

Utiliz&ndose esto tltimo en la definicibn de tempera-

tura potencial, se obtiene

TSR CON
JALLA D& ORIGEN |
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, ' , , P Rjc,
B + 80 (T, +4T'} [W{QTL'E}*T

y para la atmbésfera estandard, en donde las perturbaciones
son cero, se tiene

Ricp -Ricp
' P -t ot
6, = (?) T, B 2.11
De manera semejante, se puede demostrar gue para la

atmbsfera estandard, se cumplen las siguientes relaciones

i ! 1

- ! . - B . '
A B AL Ry 2.12

o [y

[P

Emplefndose las ecuacinnes (2.10), la ecuacidén de esta
do puede escribirge de la siguiente forma

Ple+sp) BL(x + 8x) 2 RT(T, + 8T)

Utilizéndoge (2.11) ¥ {(2.12), desprecifindose producto

de perturbaciones y dividiéndose entxe :x;ins' , 88 llega a

oo’ sk’ _ 4T 2.13

2.5 La aproximacidén geostrdfica.
Desarrollindose el segundo témino en el primer mienbro

de la ecuacién de movimiento, se tiene que

20XV, = (2w cose—2viL send)i+ (2unsendf+[-2ultcos Y

" TESIS CON
PALLA DE ORIGEN
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en donde el tirminc 2wJllecosd puade ser despreciado en

comparacién con los demds, por lo que, se puede escribir
2R xV, - fR 2V ~2uncosek

donde + =2 .1 geng¢ 1 V es el vector velocidad horizon

tal. Con esto Ultime, la ecuacidn de movimiento horizontal

es
d{] A~ -
-d—t+$kxv* LV
--...a.....A i/\
en donde 7V = bx}'l'ay“

introduciéndose variables adimensionales en la ecuacidn

de movimiento horizontal, é&sta puede escribirse de la siguien

te forma
..12 é.?.r.‘.v.;'ﬁx'\"/'-_..i.ﬂl; “"v'{p'_Q.ép") 2.14
-odi - S 5

en donde tz ~';,— 4
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Para latitudes medias, ¢ es del orden de 10_4, por
lo gue, en el primer miembro de (2.14) se tiene gque. para -
movimientos a escala sindptica, el primer términoc es un crden
de magnitud mencr que el segundo, por lo gue, en primera apro
ximacidn, la aceleracién puede ser despreciada obteniéndose

de esta manera la llamada aproximacidn geogtrédfica

ER AV 2 ~oxUP 2.15

2.6 Magnitud de las perturbaciones en las variables de
estado.

Puesto que g depende s8blo de z entonces

V(e +8p') = V'Sp' . Bnplicéndose esto y divi-

diéndoge entre EV en la ecuacidn (2.14), ésta queda como

v o odv’
F L di *

' _ 8H [ @
Ewxy'= -?:?-vaép 2.16

9
4-:.11-3-,

en donde § es un promedio del pardmetro de Coriolis.
Intrcduciéndose el nfimero de Rosshby, gue es la razdn

entre aceleracidn y fuerza de Coriolis, y el niimero de

Froude, qgue es la razdn entre aceleracién y fuerza de grave

dad, la ecuacidn (2.16) puede ser reescrita en la siguiente

forma
Av' L B e HEBeggisp!
Ro_‘la,iuv_pp Vér 2.17
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en donde 7, = X es el nimerc de Rosshy y F =
fL 40
es el nimero de Froude.
I e s -1
Para movimiento a escala sindptica, R, ~ 10 . por

lo que, el primer miembro de (2.17) es del orden de la unidad

¥ por lo tanto también el segundo, es deciy

HBe oty §p mut 2.18
Puesto que «' y ¢ son del orden de magnitud de
de {2.18) =se concluye gue

DFE 2.19

dp'ns om

H Ry

la unidad, entonces,

Introduciéndose variables adimensionales en la ecuacidn

hidrostitica se cbtiene

x})
8 |
t4
+
u]'wl

aH (0(54-69()(

L 5¥

la coordena-

r

en donde, para el caso de la perturbacidn Sp

da vertical se escala con la altura caracteristica del siste

ma D, en lugar de la altura de la tropdsfera.

Utilizandose la tercera relacidn de (2.12) y haciéndose

simplificaciones, la ecuacidn anterior toma la forma

S’ H T f a;p'
L LN o . s
D( 4 ® ) dz’

r
xy




El orden de maghitud del sequndo término es ¢l de

_“5 Sp' por lo gue, de {2.19) se tiene que

St F
i —_— 2.20
<! ¥R,

Puesto que pot = 1, entoneces, aplicéndose (2.10) y

despreciidndose el producto de perturbaciones se llega a

E’s'ot; + fsléot'-b a) §¢'z 1
Puesto gue &' v ‘x; son del orden de la un?dad,

entonces

s o5y [ 7RSS CON
‘ FALLA DE ORIGEN

1~

¥ por lo tanto de (2.20) se tiene gue

48 F 2.21
Tt ——— *
L Re

Empledndose (2.19) y (2.20) en (2.13) se obtiene gue

<l

D
+ 2
W

& o

2|m

ST
TS

y como % < 1 entonces

i -
ST L E 2.22
Ts R,

Introduciéndose (2.10) en la definicién de temperatura

potencial, ésta se puede escribir de la giguiente forma

| ‘«-R ’f‘CP

[

— — \ Rlep rRICe
Tiel+é0'): T(T5+éT)(-f-) ".p (1428

i

s
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Considerdndose la serie binomial para el fltimo factor

del segqundo miembro de la {iltima ecuacidn, se cobtiene

: 2
(1+«§——)pr - re__a (-R/cp)f‘ﬁfcp‘i)( ')+ o
T e o py 2! r,
!
¥ como .él‘,’. << 1 , los términos de grado mayor o igual a

-
dos se pueden despreciar, guedando

.(r + ér’)-R/c.-l %‘% | . TESXS CQ‘N
por lo que ?ALLA DE GRK%EE

. Rlee ~Riew o Rlee Ricp
B, + 86 :[Ts{-z;;) e F&T (-% g TG _%AI;L’_)

§

Sustituyéndose ¢ de la ecuacién (2.11), efectudndose
el producto v despreciindose el produgto de perturbacionss

en esta filtima ecuacién, se tiene finalmente que

4

._'5_‘2-=‘>_ _R s 2.23
& = T, e by

De las ecuaciones (2.19), (2.22) y (2.23) se tiene que

so £ R F D
_— LT L
&l e Re Cp tt Ry

y como R g v % 1, entonces

IIU

a4~
o

2.24

|
¢
Al

o
(2o
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2.7 La velocidad vertical.
Si en la Temperatura potencial se toma el logaritmo ¥

se deriva con respecto al tiempo, se obtiene gue

B
g =

EADEE SIS

A

A
P
i en la ecuacidén anterior se multiplica poxr CpT ¥

se sustituye RT de la ecuacifén de estado, entonces
P

d - JT
Trline)z Sy — =53

v por lo tanto la ecuacidén termodindmica, para movimiento
adiabdtico puede escribirse de la forxma siguiente
Filtne)zo

o bien,degarrollindose la derivada material
2 = ) -
(25 +V-Ulne+wis(inelzo 2.25

en donde V es el vector velocidad horizontal.
Utilizédndose la forma de la temperatura potencial dada
en {2.9) y tomindose en consideracidn que &, es funcidn

sblo de z, el primer término de (2.25) queda como sigue

0'

2 = &'
(aﬁ VV)LHS'_,_, %(_a"?*'V‘V)LH(l-F-‘S'é—;)

pero como

Lo{i + ;_ée_;_’) T Ln (1) + éegs» '2(—%95)2+-;L—5—6—r)5+--»--



entonces, desprecindose términos de grade mayor o igual
a dos, se tiene que
$e'

3 - Vs — '
_(b +VF)lne - —(—;—-V'V)?s,

y de la relacidén (2.24), se concluye gue

(+rVv)ine L E | 2.26

Tratidndose de manera similar, el segundo término de

(2.25) toma la siguiente forma

QJIQ_,

d 150
S{Lne)s w <3 (lnes)+ -g-é-?(_a_)

Congidérese el parimetro de estabilidad basado en la
. - g
atmbsfera estandard: 0z DE(L" 9;) . Con ésto y con la

ecuacién anterior, se obtiene que

w——L We oW 2.27
pltee) Vot e

Puesto que en la ecuacidn (2.25) el segundc mienbro es |,

cero, entonces de (2.26) v (2.27) se sigue gue

<

Por otra parte se tiene gue, para movimiento a escala

-E- ~ 100 v que, para la atmdsfera estan-
o
daxd, @, ~, T

sindptica,

, por lo gue WE‘ > ol Bl y por lo
o R,
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tanto

5 de donde se obtiene gue
o

¥y F D - 2.29
Wy w e
En el sistema de coordenadas ( %, v, p, t) la "veloci-

dad wvertical" w» es definida pox

. dp
Wz TIF

Desarrollandose la derivada material y utilizédndose la

aproximacidn hidrostitica. w puede ser expresada de la

gi-
guiente forma

""’:_a_t—'" V'VP"Q.?W

Emplesndoge variables adimensionales en ésta Gltima -

ecuacidn, se tiene que

- B & 1 r - P 1 Pw i f
w _l{.t:':[ai, (R4 80 + V.V (R + sp)] - EE(8 + 52¢7)

v puesto que tﬂ es funcidn edlo de z entonces

- VNP D T 5 ' .
9% I T(w"’\f‘? )éP‘—%iw-(f“i'&f)

Utilizéndose log resultados dadosg en (2.19) ¥ (2.29), se

cbtiene el orden de magnitud de los términos de la Gltima

ecuacién, esto es
VEDF DVEE
W N~ AR, Lo H R,
¥ como o, v 100

. ehtonces el segundo término es de un

orden de magnitud mayor gue el primerc por lo gue puede uti-
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lizarse como un factor de escala para w ., es decir

- VFDF .
T LG R,
3

donde - w es5 una variable adimensional., con wn orxden de mag

nitud alrededor de la unidad.

2.8 La divergencia del viento.

Helmhotz ha demostrado, que todo wector puede expresarse
como la suma de una parte no.divexgente vy una parte errota-
cional, por lo gue el vector velocidad 3 puede expresarse

de la siguiente forma

v~ Y 2,31
v,vq,n»vx | ,

en donde V'VW:O Yy Yiw")'IVI
En el sistema (%, v, p, t), la ecuacién de continuidad
gqueda en la forma
AR :--%%?
donde las derivadas en el operador ¢ son a p constante.
Empleindose (2.31), esta Gltima ecuacidn puede escribirse

Cono

V-V, - —-~‘;‘;f 2.32

Si se introducen variables adimensionales v se utiliza
el resultado de (2.320) en (2.32), la ecuacidn de continuidad

puede expresarse de la siguiente forma



en donde Vﬁ = V*V# .

Considerindose log ordenes de magnitud, se tiene que

DVF ¢ F 2.33

La W
Vx HO R, ~ TR,

- -1 -
vy como F o~ 10 3 . Oy 10 Y R,"~ Id' entonces
-1 oo
Ve = 10 v, en donde Vv es la escala caracteristica de
la velocidad de viento. De este dltimo resultado, se tiene

gue la parte divergente del viento es al menos un orden de

magnitud menor gue la parte no divergente.

2.9 1a ecuacidn de vorticidad.

8i se considera una atmésfera en equilibrio hidrosti-
.tico v se desprecia la fuerza de fxiceidn, lag ecuaciocnes de
movimiento en un sistema de coordenadas (%, vy, 2z, t). son

dadas pozx

du ab

4t Fv - ax

av - _ - ar

SEEofu-xgy
oP . _

Dﬂ'.-s—z— - G

En un sistema de coordenadas (%, v, p.t), las ecuacicnes
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de movimiento pueden escribirse, de acuerdo a Holton (1872),

de la siguiente forma

'.3.1;";;\;__;’_‘} 2.33a
_-g-‘!E:-Fu--g% 2.33B
2% . . RI : 2.33¢
2p P
encilondea%__== _a__*_+u_é._+v_a_—+w_§_r,

es llamado el geopotencial y las derivadas espaciales y velo
cidades son calculadas sc;bre superficies isobaricas.

8i a la derivada con respecto a x de (2.33B) se le -
resta la derivada con respecto a y de (2.3‘3Ai, se obtiene

la ecuacién de vorticidad

2% ox oF 2y L oovy o 2F
-5-;+u-—-+v +{;+{-)(M+ay)+wap+
2w Y aw U - 2.34
M TET 2 TR 3
L v du ' i .
donde &= 3% " 5y es la componente vertical de la vor
ticidad.

En forma vectorial esta ecuacién puede expresarse como

sigue
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i

?_E VT (F £+ (T}, T+ w-j—% -'i«{aa—vaﬂw): o 2.35

La variacién del parémetrc de Coricolis, dada por (3=-%§,-—

puede expresarse en términos del radio de la Tiexrra. Puesto

- . 2F 20
gue f 2 f1 seng¢g . entonces gz >0 27 » pero como
2¢ _ l , se tiene gue
2Y 3
- 280 cosd
- a

Con esto Gltimo vy aplicindose los resultados obtenidos
anteriormente en el andlisis de escalas, es posibie hacer un
andlisis de los Srdenes de magnitud de los términos de la -
ecuacién de vorticidad. Para hacer estoc Gltimo, se.presenta
engeguida una lista de los diferentes términos con sugs dSrde-
nes de magnitud expresadcs en funcidn de las escalas caracte

risticas de las varxiables,

0 v

ST

-— - — V2 c
V'Vg_(V¢+V11'V§ ’L}'—L? (l""&'_:"nb)

v.vf.:‘a(v¢+vl)m_2_={%‘3ﬂv(]+.ﬁ. )

(E+F)VVE B+R) 7T~ (e B) % 2



-

2% DFVe v 11;; FE e W2FE
_ re—" T e ——
“or LU, HR, bL’\JLzHGLRo‘”?U;Ra

Para el caso particular de movimiento a escala sindpti-
ca en latitudes medias, se tiene que L ~v l()6 , Ve 10,
F no 10™3 PR ¢ AN 10_1, Ry ~w l()_l, a o 10?',

2ncosdh ~y Fo 1074, por lo que, para este caso

%{ ~ 1ol | 2.36A
V. V% Ao 16'° (!-I-IO—[; 2.36B
V-VE Ao 15"’(: +18") 2.36C
(3+£)9:V ~u 16"+ 167 2.36D
wi—i— ~ 10" ' 2.36E
E.(%Yﬁ.wi) ~ 16" > 1‘5'2 2.36F

Es inmediato gue los dos filtimos términos, el de ad-

‘veccidn vertical de vorticidad y el de inclinacién pueden



despreciarse ya gue son al menos un orden de magnitud menor
que los anteriores. En los términos de adveccién horizontal
(2.36B) (2.36C), la advec¢ién por la parte divergente del
viento es un orden de magnitud menor que la correspendiente
a la parte no divergente, por lo que puede despreciarse. -
Finalmente, en el término de la divergencia puede despreciar
se el producto de ella por la vorticidad relativa.

Con todas las aproximaciones anterioxes, la ecuacidén de

vorticidad, en latitudes medias., gqueda de la siguiente forma

—S-E--I-Vq,'V(;'i'-F)"‘"FV‘V; g o’ 2.37.



ITII. MODELQ NO DIVERGENTE

3.1 Ecuaciones del modelo.
Considérese una atmdsfera sin friccidn, incompresible y
en balance hidrostitico. Bajo estas condiciones, las -

ecuaciones de movimiento son

2u u

U au -1

Rl el Ly Y L ow2s .= 3.1a
at+ua¥ Yoy Yoz Fv o+ ?ax - °

av 2V v 3v 1L
“_+u“+vw+wu+¥u+?-»-y—_o 3.1

az

Por la hipdtesis de incompresibilidad, la ecuacidén de

continuidad es dada por

2y LY 2N oo 3.2

2% DY )
Tomandose la dexivada de (3.1B) con respecto a x y
restandole la derivada de {3.1A) con respecto a vy, se obtiene
la ecuacién de vorticidad en un sigtema de coordenadas (x,y

z, t)



dt = 3x " oy a¥ 2z 3Y 22/
1L (if.é_e_.a_f.’a_e_) 3.3
P2 ¥y Y ¥¥

81 se svpone una atmdésfera barotrdpica, la densidad es

funcidén sdlc de la presidn: £ f(p) vy por lo tanto

- 2P a2 28 afg . 2802P 8 oGP 4, 2P0V 28
ve = aw"'*’ay"";;:" ap(aK**.aY"d-az }‘ apvP

Esto Gltimo significa que ¥¢ ¥ OJp son paralelos y
por lo tanto, las superficies de presifn y densidad constante
son paralelas.

El filtimo t&rmino de la ecuacidn de vorticidad (3.3) se

puede escribir de la siguiente forma

L

F

W
-
¥
T

|
l
|

-~-§ =¥ (Vexap)

2

~ |

¥

LY
®
~
T

por lo gue, para una atmdsfera barotrdpica, este término es
cero en vista del paralelismo de VP y P .
8i se hace la hipdtesis de no divergencia horizontal,

entonces, de (3.2) se tiene gue

oW o _(2u  2¢ - 3.4
I i |

v por lo tanto w = constante en la vertical. Por otra parte,

si se supone una superficie inferior plana, se tiehe gue w=0
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en £ = 0, por lo gue, la hipdtesis de no divergencia horizon
tal, hace gque w = 0 en cualguier punto.
Por todo lo anterior, las hipdtesis de barotropia y no

divergencia, reducen la ecuacidn de vorticidad a la forma

G+ ) =o

Puesto gue el movimiento es no divergente se puede in-

troduciy la funcidn corriente ¥ , tal que

L ~.2¥
u:z Y vz 5 3.6

con lo que automiticamente se cumple la condieidn de no divex

gencia (3.4) y la vorticidad puede expresarse de la forma

siguiente

. Y P d 7
S T o

Sustituyéndose (3.6) v (3.7) en la ecuacidn (3.5), se

obtiene la ecuacidén de prondstico para el modele barotrdpico

no divergente, siendo ésta:

2

Vl,u*: F(xJY) 3.8

donde  F(x,y): J'(V’W, vI-8Y, J—(Vglf', W)= %(VZLP)X—
“B (Vi) o A BR Y B

2k
ar 2Y
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P

La eéuacién (3.8) puede ser resuelta para ¥, si se
conoce inicialmente la funcidn corriente W . Una vez re-
suelta {3.8), la tendencia de la funcidn corriente W; se
usa para obtener I para un tiempo 4t posterior methﬂiante.
una aproximacidén lineal.

Las hipdtesis utilizadas en este modelo, filtran las
ondas répidas de sonido y gravitaciocnales. La condicién de
incompresibilidad o la suposicidén hidrostdtica filtran las
ondas de sonido, como ya se hizo notar en el Capitulo I. En
este modelo no pueden existir ondas de gravedad ya gue no se

permite movimiento vertical.

3.2 La funcidn corriente inicial.

Considérese una funcidn corriente dada por

' 2 2 _ %
Pz s q;[}_.ﬁtﬁglféi;ﬁl_] 3.9

donde 4 =1 ei (x - xl)2 + (y - yl)z‘g xoz ¥y Ccero en
caso contrario. Esta funcidn corriente representa un vlrtice
de radico I,, con su centro en el punto (xi. yl). Este tipo
de funcidn corriente es semejante a la utilizada por Adem

(1956) .
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Las componentes del vector velocidad son dadas por

aY V= oY

U=~ oy 2%

por lo gue paxa (3.9} se tiene gue

uz A(Y~%) 3-10n
Vo-A(x -¥%) . 3.10B
donde A = A(x.Y)} = 9:13.[‘. C22AN + (Y y,) _J * . por lo

que la funcidén A es del mismo signo gue el parametro ¥, .
Para ¥, negativa se tiene gue U es negativa cuando ¥ ¥
. positiva cuando ¥ < yj7 por su parte v es positiva si
X > %1 Y negativa si x < xl.. De lo anterior, se tiene
gue la funcién‘(3.9) representa un vortice, con circulacidn
ciclénica cua.nd.o Ypo< 0  y anticiclénica cuande Y, > ©

El vector r' que va del centro del vértice a un

punto cualguiera ( x, y)} dentro del mismo es dado por
o (e -x)2+ly-v)} 3.11

51 se toma el preducte escalar de este vector con el vector
velocidad se obtiene Vaer =0, lo que significa gue la
velocidad es perpendiculaxr al radic de curvatura y por lo

tanto tangenciazl. Tomdndose las componentes de la velocidad
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dadas en (3.10), la magnitud del wvector velocidad, ¢ sea la
rapidez, es

v: A , 3.12

donde r' es la magnitud del vector ' . Por otra parte si
{3.11) se sustituye en (3.9), la funcidn corriente puede

expresarse como
PO
vz [1-4) ]
L
La derivada de Y respecto de x’' es entonces

dy LA e 53,0
ar - - nz['—ihg)zjr 3.13

De acuerdc a la definicidén de la funcién A y a las ex
presioneg (3.12) ¥ (3.13), se concluye gure, para un vdrtice

ciclénico

Tomdndose la derivada de V c¢on respecto a r' e
igualdndola a cero se puede obtener el radic de mixima velo-

cidad tangencial, esto es
z .2 2z a2 3
244 W, {i- [r')_] (a!r‘} )_ B%D_ () J=o
Y;z rot .(-02. Ynz rﬁz

de donde despejando a r' se cbtiene r'::J?H 0
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Resumiendo, se tiene gue la funcidn corriente dada por
{3.9) representé, para Y < o , un vértice ciclénico de -
radico 1o ., centrado en ( x, ,. ¥, ) ¥ con una velocidad
mixima a una distancia del centro igual a ngqﬁ, . Los
datos, de entrada necesarios para iniciar una funeidn corriente
de este tipo son las coordenadas del centro, el radio L ¥

la velocidad méxima. Utilizindose la ecuacidén {3.13), el pari

metro W

'’ se expresa, en funcidn de x, y de la velocidad

maxima, de la siguiente forma

Y -0 525 1§ Viay 3.14

rara el estudio de la interaccidn de dos vértices cicld
nicos, la funcidn corriente inicial se obtieéne como la super-
posicidn de dos funciones corriente del tipo dado por (3.9).

Con esto la funcién corriente inicial es dada por

Wix, ¥)z & Wix,y) + &, W (0Y) 3.15

' 2
en donde & =1 si (x-x)° + (v -yp? 2 r,2, cero en

caso contrario y las Y. son dadas por
2 2_4
- iy Y-
W0y [ el onl

La expresidn (3.15) representa un par de vdrtices ci-

cléonicos (con W <o )de igual intensidad y tamafio con una disg
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z 2.2
tancia entre sus centros D= [( XY= XY+ {Y,~Y) ]

Los vértices estardn en interaccidn cuando D < 2r,.

3.3 Solucién numérica del modelo.

La ecuacidn (3.8). es una ecnacidn de Poisson en
Yy puede resolverse analiticamente bajo ciertas restricciones;
por ejemplo, Adem (1956), da una solucidn de esta ecuacidn,
supcniendo gque F (%, y) se puede escribir como una suma ae
términos de la forma G(r) sen (n&@ ) vy H(r) cos (n@ ), donde
n es un enterce y {(r, & )} son coordenadas polares., En con-
diciones generales, &sta ecuacidn no puede resolverse por mé-
todos analiticos, por lo que, es necesarioc aplicar métodos -
numéricos de golucidn.

Considérese una malla o rejilla de tal forma que cada
punto { %, v} 82 la malla es dado por { L. A%, J O v) donde
i=0,1, ..... N ¥ i=0,1, 2, ..... M. En estas coh-
dicionés el nimerc de puntos de la malla ez ( N + 1) (M + 1)
83 A es una funcidn definida en una regidn dentro de la
malla v (X, y) es un punto en ésta, el valor de A, en este
.puntp, es A{x.,y) =A(L &b =% 7 & y) para valores dados de

i v 9. cCon el fin de simplificar la notacidn, se expresa

A(i bx, J & ¥) por Az, ;-
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Para resolver la ecuacidn (3.8), utilizéndose diferen-
cias finitas, las derivadas que aparecen en ella se reempla-
zan por formas adecuadas de diferencias finitas. Los opera-

dores de diferencias finitas utilizados en este casoc se defi

nen a continuacidn

DA L ALk, T A= 316
(axl;,}_j - d A
(ﬁﬂ) RYPRLS SRV PR lak 3.168
2YL ] - d

donde d = AXxX = Av. Las derivadas de orden superiof se
obtienen por aplicaciones sucesivas de los operadores dados
en {3.16). cCuando al aplicar estos operadores se necesita

el valor de la funcién en un punto intermedic entre dos puntos
de la malla, éste se obtiene por i.nter@olacién Por medio de

los siguientes operadores.

e ™
-1
-
_
g
—
1i

(A;+'—l YA 12.35)/2 3.17a
(Ey)gj :(A‘:?:‘*"i AL i-4)/2 3.178

AplicAndogse los operadores definidos en (3.16) ¥ (3.17)

al operador VZW . éste estard dado por

(vzq)) ~ q”i-i-'L:l {'LP—',:I'{.%_.H-“H{;,J“F +,LH'~1J‘ 3.18
=

“'JJ -4
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Para cbtener el esguema de diferencias finitas para la
fundidén F, gue aparece en (3.8), se resscribe F de la si-

guiente forma

v aplicéndose (3.16) y {3.17) se cbtiene

Fas g [(Fens i Yo i) (V)5 (s Hieic)
| (vszJL-:,J - Hﬁl*';JH b %"'JJ'F')(VQ?)AJH + (qﬁ“;i‘f“ %-“:-"“)

(v?q));,.,a—:] - 2%‘(%-&53 - \ﬁ-",ﬁl) ' 3-19

El esguema de diferencias finitas para la ecuacidén (3.3) sera

entonces

W), = 6 3.20

2 2 - 42
donde v oz d vA,j ¥ GA.,J"' d F..;.‘.J

I
La ecuacién de diferencias finitas (3.20) deberid cumplir

se solamehte en puntos interiores de la malla, ya que, en los

puntos frontera no es posible aplicarla. Aplicandose (3.20)
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en cada unoc de los puntos interiores, se cobtiene un conjunto
de (W -~ 1) (M - 1) ecuaciones v =i se supone gue los valores
de -lPt ett los puntos frontera son conocidos, se tendran

(¥ - 1) (M ~ 1) incognitas, gue son los valores de Y, en
cada punto interior de la malla. Por lo anterior, la solu—
cién de (3.20) puede considerarse como la solucidn de un sig
tema de ecuaciones simultdneas. Sin embargo, (3.8) no se re
suelve en esta forma yva gue el nfimerc de puntos en una malla
con fines meteoroldgicos, puede llegar a ser del orden de
103, por lo que, el sistema de ecuaciones simulténeas a resol
ver resulta demasiado grande.

Existe otro método péra resolver ecuadiones del tipo
dado §or (3.20). Este métods es llamado método de Relaxacién
consiste en dar un valor estimado ¢ simplemente estimado -
inicial como solucién (no importa que tan malo sea) y despuds
se va mejorando por aproximaciones sucesivas. ILa descfipcién
de.este método se presenta én los parrafos sigulentes.

Supbfngase que en cada punto de la malla se considera un
valor arbitrario de W¢ como posible solucién de (3.20).
Este primer estimado de la solucién se denota por {qk):ﬂ 2
donde el super indice indica el orden de la estimacidn. En
general (‘#})i}s no cumplird la ecuacidn (3.20), por

lo que, al substituirse en ésta, se obtiene
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e

s
(¥ ‘{’:);,3 2 Gy + R, 3.21

donde R, i es llamadc ‘“residual" y d& una medida de la
diferencia entre el estimado de la solucidn y la solucidn
misma. Asi, en este caso, un valor grande de R;.'j indica
gue el estimado inicial es malo, mientras que R'.I?_.j Pequefic
indica gue el estimado inicial ge acerca a la solucidn, Si
R;_'j fuera cero en todos los puntos entonces, (W:J;Jg
seria la solucidn de (3.20).

Aplicandose la definicién de ¥ y haciéndose a VY, ¢

gon el fin de simplificay la notacién, la ecuacidn (3.21) se

puede escribir asi

CLoC 3.22
(DH" J+ d)'l" -‘-:-‘+‘+ d)* = 4'@,&;3 - Gl- J+RJ-N 3

supbngage ahora que, sin cambiar nada en los puntos adyacen-
. . i
tes, en el punto (i, j) se hace un nuevo estimado q>i,.i R

de tal forma gue se cumpla (3.20) en dicho punto, es decir
o ®
cb.i.-rl,.i + a)i-l,i ¥ ¢4,,;+| + q).-.s | ﬂ"q)a..! G* 3-23

De (3.22) y (3.23) se cbserva gque el 'nuevo estimado
. .
¢, | debers ser

- o
Q52 By Ry, 3.24



donde 72,5 = (V07),: - G

Haciéndose esto en cada punto interior de la malla,
sin utilizar los nuevos estimados que posiblemeate se hayan
hecheo en'puntos adyacentes a un punto dado, se obtiene una
nueva estimacidn G& de la solucién de (3:20). Por supuesto
que al sustituir este nueve estimado en (3.20), los resi-
q.uales no serdn cerc en todos y cada uno de los puntos de la
malla, pueé como se puede ver de (3.23}), Ri,j es cero en el
punto (i j) pero utilizandose a los estimados iniciale; enh

. . : i
los puntos adyacentes. Al sustituir el nuevo estimado @

en (3.20) se oktiene _
2.4 B 1
(V@)Aﬂ 5 G+ Ry

o ) 4
j es el nuevo residual correspondiente a ¢§j
‘ Vi,

donde R;
El proceso puede repetirse una y otra vez para obtener nuevos
estimados de la solucidn hasta que el residual, en todos v
cada uneoe de los puntos, sSea menor gue un'valor‘prescrito,
dependiendo de la exactitud deseada. Mis adelante se demos-
trarsd que el método es convergente, es decir, que en cada
nueva estimacidén el error gometido va giendo menor. La £5r-

mula (3.24) puede ser generalizada parxa obtener el estimadoe

de orden m + 1 en forma recursiva, esto es



CD._M_-H - d)m + _;TRM 3.25

Ayt Ayl )4
L 2 4m
donde R - ) = Ga;
nde E.ﬂ-‘]j - (V (D ‘Al G}'J"

La férmula (3.25) puede generalizarse gi se supone que
la diferencia entre un nuevo estimado y el precedente es pro
porcional al residwal de este filtimo, es decir

okt " wi : )
- T = 3.26
cD,q,a Qv ER :

donde o es el factor de proporcionalidad.

Con el fin de llevar a cabo la demostracidn de conver-

gencia del método, despéiese a G;” de la ecuacidén (3.20)
i
¥ sustitfiyase en la expresidén para el residual R,.Jj ; el

resultado es
Ryy = (¥ (9"},

o bien, notdndose que { ®™~ ¢ ) es precisamente el error

wt . : o
£ en la emesima aAproximaclion

R:s - (WQEM)L 3.27

yi

Por ctra parte, si se resta CbiJ] en anbos miembros

de (3.26) se obtiene
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im | v

:E.-+3~R;"

L Al 4- 1l

y sustituyéndose (3.27} en ésta Gltima

g e e (v,
Las condiciones a la frontera de la funcidn error £
es gque £, 20 para i-= 0, 1i=N,3=0 v j=M
va que en estos puntos los valores de ¢  son prescritos y
mantenidos constantes.
comc la funcidn error tiene el mismo dominio que ¢ ,
es decir el rectangulo [0, ﬁ o x] Eb, M A ¥] . entonces

es posible representar la Funcidn error en un punto (L ,d)

‘de la malla como una serie discreta de Fourier de la forma

lM;

M- - . .
7 0 2 ) sen(PELE) sen(Sh)
p= ¥

Considérese ahora una componente del espectro de la

funcidn error, esto es

7, = K™ sen(ELE) sen(28)
pl

8i se aplica el operador ?z utilizindose esta Gltima expre

sién, se tiene

(VQ E"").‘J:l -2 6;:1 (C.OS—bﬁ-‘! + (__Ds%‘z _,2)
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¢ bien usdndose la identidad trigonométrica

. 2
I1-2sen (2

cos ({% +4§})

se puede escribirx

(v‘s"‘)é (T4 E (serd EE v sen SL

sustituyéndose esta (Gltima expresién en la ecuacidén (3.28) y

[y ]
dividiéndose todo entre £ se tiene gue
Em-“
LT ST 1-o¢(sen “"+sen l’—&)
wt M
£

de donde se ocbserva gue la condicidén de convergencia es
|1~ (sen"EL 4 sen" 2L < g
2N 2™

Puede nétarse gue para el caso particular en que « = 1,
esto siempre se cumple, va gue 0 < senz i" + sen :i! rayl
debido a que l< pae N vy 1l<qg < M.

El proceso de relajacidn descrito anteriormente se
dice simultéﬁeo, va que los residuales, y por lo tanto las -
nuevas aproximaciones se hacen todos utilizédndose el estimado
anterior en todos y cada unoc de los puﬁtos de la malla, por
lo gque pueden ser calculados en forma simulténea.

" Existe una variante de este proceso en la ¢ue log resi

duales se calculan utilizéndose las nuevas aproximaciones

hechas en puntos anteriores de la malla. Por ejemple, para
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calcular el resgidual Rzzj , se utilizan los valores de
calculados previamente en los puntos (i -1, 3) v (i, 3§ - 1).

La fdrmula para el residual se transforma en

w1 w1 wi w4 w41 "M

Rau' @ + P L (N ) -4@. . - G:

Ly FRRTY -1y A it £ Ayl

Por la forma como se sigue este proceso es llamade "Relajacidn
secuencial”.

Una vez calculada Y, en cada punto de la malla, median-
te el proceso descrito anteriormente, se pronostica la funceidn
-corriente para un tiempo At posterior, mediante una extrapo-
lacidn lineal. Para ello se aproxima Y, por diferencias

finitas adelantadas, es decirx

- Ylttaf) - Wi(t)
LP* - At

de donde se obtiene
W(t+at)s Yit)+at Y,

con esta nueva funcidn corriente se resuelve nueva-
mente la ecuacidn (3.8) para obtener la tendencia de W
con la que sé calecula una nueva funcidn corriente por extra-
polacidn lineal., E1 procesd se repite una y otra vez hasta
obtener el.pronéstico deseado. La aproximacién por diferen

cias finitas adelantadas en el tiempo se utiliza Onicamente
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en el primer paso de tiempo; para pasos de tiempo posteriocres

se usan diferencias finitas centradas, esto es

e Wit tat)-YE-at)
LI 2 AL

de donde se obtiene

W(t+at): Yit-at)+28t Y,
La condicidén de frontera utilizada para resolver la
ecuacién (3.8) es, en este caso, gue ql sea constante, es

decir iP,k = 0.




IV.-EL MODELO DIVERGENTE.
4.1l.-Ecuaciones del modelo.

Considérese una atmbsfera homogénea, incompresible, Li-
bre de friceién v en equilibrio hidrostético.. Las ecuacio-

nes de movimiento son

24 L% 24 ou Sh - 4,
p + U PR TR v {‘v+qax_o 12
A1 ¥ 2Y u+ qéh - 4 4,1 B
az‘+uax+vay+waz+F 955

opP -

& - 4.

«Sz*+q9T 0 1c

en donde se ha utilizado el resultado del capitulo I de gue
cxa_”:ta Ix Y aP by <3 donde h es la a];tu;’:'a de la
superficie libre,que existe debido a la hipbdtesis de incom-
presibilidad, | |

Si se supone que, inicialmente,-el campo horizontal de
velocidad es independiente de la altura, entonces asfi perma-

necerd como ya fue demostrade en el capitulo I. Las ecua-

ciones de movimiento se transforman, bajo esta hipbtesis en

U L Y QU 2h _ 4.2 A
at*uax*va FV*—QN..O
ov oV 2V u+géh-o 4.2 B
7Y x+vay+$ q”‘

O‘.ﬂ-l'q :O 4.20



Por la condicidn de incompresibilidad el término ;%

es cero en la ecuacidn de continuidad, por lo gque

au v a“'_ 4,3
bx+aY+ -9

Puesto que el campo horizontal de velocidad es indepen-
diente de Z, entonces (4.3) es ficilmente integrada en la
vertical, de Z = 0 a Z = h, cbtieniéndose

Wy =W, TN (5% + $F) 4.4

donde W, ¥ W, son la velocidad vertical en 2 = h v 2 = O
respectivamente.

Por condiciones de frontera, la componente de la velo-
cidad normal a una superficie rigida es cerec, por 1o gque =i
se supone una superficie inferior plana y horizontal, enton-
ces W, o Para la frontera superior, la velocidad wverti-
cal deberf ser la veloeidad con gue se mueva verticalmente
la superficie libre, es decir, W, debe ser la razbn de

canmbio de h con respecto al tiempo, esto es

 dh 4.5

Wa = &t

Sustituyéndose (4,5) en (4.4) vy aplicéndose la férmula

para la derivada de un producto, se tiene que

oh _ _ oluh)  Sluh) 4.6
ot = ox 2y T
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Si se multiplica (4.2 A) por h v se le suma la ecuacidn

{4.6) multiplicada por u , se obtiene

athu) . _ athuu) _ slhval h ‘
at =~ 2% Y gh%{"' fvh 4.7

De manera semejante,para la ecuacidn (4.2 B} se cbtiene

olav) - _plauv)  d(hvv) sk p
hylo- 2 T 9hss fuh 4.8

Las ecuwaciones (4.6), (4.7) v (4.8} son las ecuaciones
de prondstico para el modelo divergente. Las variables a
pronosticar son la altura de la superficie libre y el pro-
ducto de ésta por las componentes de ia velocidad horizontal,

Como. puede verse del capitulo I (ecuaciones (1.63) v
(1.65)),este modelo admite ondas de Rossby v ondas de gra-
vedad modificadas por la rotacidn de la tierra (ondas iner-

ciales de gravedad) cuya velocidad de propagacifn es del or

- den de 107 m/sed. En comparacidn con el modelo no divergen—

te, el paso de tiempo utilizado para extrapclar los campos
a pronosticar, debe ser bastante mis peguefic con el fin de

gque se cumpla la condicidn de estabilidad computacional.

4.2.~Inicializacidn del Modelo.
Para poder calcular las tendencias de los campos a pro—
nosticar, mediante las ecuaciones (4.6-8), es necesaric cong

cer inicialmente el campo de velocidad vy el campo de altura



Para el campo inicial de velocidad se utiliza el mismo que
para el modelo no divergente, &l cual puede ser obtenido di-
lrectamente de la funcibn corriente. Para chbtener el campo
de altura correspondiente, se resuelve la ecwacifn de balan
ce (Haltiner 1972) por el método de relajacidn. Esta ecua-

c¢ién es dada por
gvih = FUl[Hz( )4—13‘!”,,

Esta ecuacidén implieca un balance entre la componente rota-
cional del viento y el campo geopotencial.
Para el parémetro de Coriolis, se supone una variacién

lineal con respecto g la latitud de la siguiente forma

t(rlzfo+gy
donde §,: 5x16% seq’ ¥y Bzrrxis? o' seq’

4.3.~ Solucién‘Numérica del Modelo Divergente,

Uno de los problemas que se presentan al utilizar las
ecnaciones primitivas en el modelaje de la atmdsfera, es
que, como existe més de una variable dependiente, al ser
éstas representadas en forma digcreta gobre ung malla de
puntos, con el fin de resolver las ecuaciones pot el méto-
do de diferencias finitas, pueden existir dos o més solucig
nes separadas e independientes.gue pueden ser divergentesg

una de la otra.
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Considérese el caso de ondas de gravedad propagéandose

en una gola direccidén. Las ecuaciones que gobiernan su pro

pagacidén son

AU . o dh

2t - ENY2 4.9 A
eh . u

3E° H_'c')X‘ 4.9 B

donde g ¥y H son constantes.
Puesto gue estas ecuaciones son lineales, es posible
considerar soluciones correspondientes a una sola componen-—

te del espectro, esto es, soluciones de la forma

iex - vt} .
u:s AEL( 4,10 A
A{Kx - E)
niage 4,10 B

las que =zl ser sustituidas en las ecuaciones (4.9), da por
regultado un gistema de dos ecuaciones homogéneas, tenién-

dose como incdgnitas las amplitudes A y B, esto es
~¢A+TgKB IO
HKkKA - ¥VB-o

La condicifn para que este sistema tenga solucidn no tri-
vial ez gue el determinante de la matriz de coeficientes
sea cern., De esta condicién se obtiene la ecuacidn gue de-

termina las frecuencias permisibles




g8.

v?-gqpuxizo
vy puesto que ¢=-cek ., entonces

¢z ¥ [§HI . 4,11

lo gue demuestra gque el gistema de ecunaciones (4.9) tiene
- como solucién ondas de gravedad propagéndose, con rapidez
JgH) . en ambas direcciones del eje X. Esta rapidez de
propagacién no depende del ntimero de onda y por lo tanto no
existe la dispersidn de las ondas.
Unilizé&ndose diferenciasg finitas centradas para las

derivadas espaciales, el esquema para el sistema (4.9) es

..Q.E) Z -9 LYETRLYSIN 4,12 A
2t iy 240% :

(_Qb.} =y HMpatT Uy 4.12 B
bdtlg _ 2 8%

Sustituyéndose soluciones andlogas a (4.10} en (4.12),

se obtiene lo siguiente

ileROx - i) 4Ka¥ kX (KRAK =V ¥)
- A€ =.q © z“;;’ e

L (BrAY- vE] ikax AKX liweay -t}
&t T Y

-

...VB

Utiliz&ndose la fb6rmula de Euler, se tiene que

LKGE =LkAN
e - -

25en(x4x) ¥, por lo tanto, las ecuaciones anterio-
res se simplifican dando por resultado el siguiente sistema

de ecuaciones homogéneas.



_UA+q§%£ﬁﬂB:o

j senixax) a - B

Ax ©

el cual tendri solucidn diferente de la trivial si su deter-—

minante es cero. Esto lleva a la ecuacién de frecuencia
2 n?(kax)
v H 5e K4 o
K {ox)?
de donde se obtiene la velocidad de propagacidn de las on-
das permitidas por el sistema de ecuaciones de diferencias

finitas (4.12). S5i se representa esta wvelocidad por C*,

entonces

c* = ¢ Senlwax) 4.13
K a¥%

donde C = J{gHl es la velocidad fisica de propagacidn, y
C* puede ser llamada veiocidad computacional. .

El significado de (4.13) es que la diseretizacién espa-
cial de las variables, trae como resultado un error en lalvg
locidad de propagacidén de las ondas.

Este.error €5 mayor entre.més grande sea el nimero de
onda, en efecto, cuande Kax tiende 2 cero C* tiende a
C v a medida gque Kox crece C* es cada vez menor que C y
se hace cero cuando l(ﬂk:TT . Por otra parte, puesto que
ghora la velocidad de propagacién de las ondas si depende

del nimerc de onda se produce la dispersién de las mismas.
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Esfa dispersidn es de origeﬁ computacional, pues se dehe a -
lz discretizacién espacial de las variables.

Considérese una distribucidén de las varizbles U vy h
sobre una malla de longitud L con distancia entre puntos
igual a ax , tal como lo muestra la figura‘4.l

u,h u,h u,h u,h u,h u,h u,h

-

1--2 1-1 i i+1 1+2

Fig. 4.1 Distribucién de las variables dependien~
tes sobre una malla con egpaciamiento en
tre puntos igual a AOX,

Si N es el nGmero de intervalos de la malla, esta
definida en puntos discretos x = $Ax con { =0, 1, 2,
«essN. Se tienen entonces N + 1 valores de U , dados por

Uy = U(rax)
Ia funcibén Yy puede ser representada por una serie de

Fourier de la forma
- 2Tnx ZTNAX
Uz S+ z(ahcos-—r_. + by senme_.)

peroc puesto que soléﬁgnte se tiene J + 1 valores de W ,
entonces, aplicéndose la serie para cada uno de estos.valo~
res se tendrén Gnicamente N + 1 ecuaciones, por lo gue es
posgible calcular solamente N + 1 coeficientes a . bn dis-
tintos. Se se consideran finicamente los términos en la se-
rie de Fourier correspondiente a las longitudes de onda més

largas, estos N + 1 coeficientes corresponden a valores de



n=1, 2, 3, «e. ¥. De estas componentes, la de longitud de
2

onda més corta corresponde a n = N, con longitud de onda
2

L =2L, v como N = L/AX, entcnces la longitud de onda mas

n N ’

corta que es posible resolver ez 2AX, gue corresponde a un
ndmero de onda méximo k= Ti/a%

La malla mostrada en la figura 4.1 puede representarse

como la superposicidén de dos mallas como las de la siguien-

te figqura
A u h u h u h u
B h u h u h u h

1-2 1-1 1 1+1 . 1+2

Fig, 4.2 bDesdoblamiento de la malla de

la Fig. 4.1 en dos mallas ele
mentales.

Como puede notafse, la aplicacién del esguema de diferen
cias finitas definido en (4.12) scbre la malla de la figura
4,1 es equivalente a aplicar este esquema separadamente en
las mallas A v B de la figura 4.2. Esto significa que al
utilizar una malla como la de la figura 4.1 para resolver
las ecuaciones (4.9), se cbtendrén dos soluciones separadas

e independientes, totalmente desacopladas una de la otra.

Por lo tanto, es mis conveniente obtener s6lo una de estas
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soluciones utilizandose una de las mallas de la figura 4.2,

Este tipo de malla es llamado "escalonada"

Por otra parte, puesto gue ahora la misma variable apa-

rece en puntos separados por una distancia

24X, la longi-

tud de onds més corta permisible es 4 AX, gue corresponde a

un nimero de onda maximo K== 7T/2AaX , es decir, se han eli-

minado los nGmeros de onda tales gue KAX > .'g.. ., que de

acuerdo a la ecuacidn (4.13) son las ondas gue producen ma-

yor error en la velocidad de fase.

Se analizar& ahora el caso bidimensional.

Las ecuacio-—

nes gue gobiernan la propagacién de ondas de gravedad en dos

dimensiones son

Se consideran soluciones

unidimensional, es decir

~ g2k 4,14 A
2x
—g2h 4.14 B
qby
~H[2Y 4 2V
H(“-»ay) 4.14 ¢

del mismo tipo que para el caso

LK+ Ay -vi)

u=- Ae

viBe

wo (¢

4,15 A
-yt
a{kx+ 1y V,) 4.15 B
. -yt
lkx +ly-vil 4.15 ©



donde K vy 1 son nimeros de onda en direccidn X & ¥ respecti-
vamente v 4 es la frecuencia. Al sustituir éstas en (4.14),
se obtiene la ecuacidn de frecuencias permisibles
¢ gH (k2%
Y ¢omo va: cz(Kiff) , entonces, C = JEEY que es la misma
velocidad de propagacidén que para el caso unidimensional.
Considérese una distribucidén espacial de las variables

schre una malla como la mostrada en la siguiente figura

u,v,h u,v,h u,v,h u,v,h u,v,h
u,v,h u,v.h u,v,h u,v,h u,v.h
u,v.h u, v, h u,v,h u,v.h u,v,h
u,v,.h u,v,h u,v,h u,v,h a,v;h
u,v,h w,v.h  u,v,h u,v,h u,v,h

Fig. 4.3 Malla con todas las variables definidas
en cada punto.
Este arreglo puede dbtenerse como la superposicién de
dos mallas "escalonadas”, como las mostradas en la siguien-

te figura.



u,v h u,v h u, v

h u,v h u,v h
A
u,v h u,v h u,v
h u,v h u,v h
h u, v h u,v h
u,v h u,v h O,V
B
h u,v h u,v h
a,v h u,v h u,v

Fig. 4.4 Desdoblariento de la malla de la figura 4.2
en dos mallas escalonadas,

Haciéndose un anflisis similar él del caso unidimensgio-
nal, pero utilizéndose series de Fourier dcbles para repre-
sentar las funciones, se pueden encontrar los nimerog de on
da permisgibles. 8Si se supone que la distancia entre puntos

eg 4 en anbas direcciones, las regicnes de nimeros de onda



pexmisibles por las mallas de las figuras 4.3 v 4.4, se re-

pregentan en la figura gque sigue.

Tl

Kot s ]

P

Fig. 4.5 MNimercos de onda permitides por : (a2} malla
de la figura 4.3, (b) mallas de la figura
4.4.

Como puede verse de la figura, la malla escalonada re-
duce la regién de nimeros de_onda pernisibles a la mitad,
elimindndose los‘nﬁmeros de onda grandes, gue son ios gue
producen mayor error en la velocidad de fase, como se ve-
rd en seguida.

Con el uso de diferencias finitas centradas para las
derivadas espaciales, las ecuaciones de diferencias finitas

correspondientes a las ecuaciones diferenciales (4.14) son:

(22) ': _ hh#hi"hk-'si_ | 4.16 A

(_@_v] - -q hidsr i, it 4,16 B
F 2d



(2{"_ - <H bawid = oty & Ui st “HL S0 4,16 €
ot i) 24

La aplicacién de este esguema sobre una malla como la
de la figura 4.3, es equivalente a aplicar este esguema se-
paradamente en las mallas 3 vy B de la figura 4.4. Nuevamen-
te se tiene el problema de la separacién de solucicnes como
en el caso unidimensional

Sugtituyéndose soluciones semejantes a las de {4.15)
en las ecuaciones (4.16) se gbtiene la ecuacibn de frecuen-

cias permitidas, esta es

P - gu_Sen’{ikd) + sen’(ld) : TESIS CGN |
vy como ¢z &/ k%e £Y) . entonzes FALLA DE ORZGEN '

sert{xd) + sen*(4d) )"‘"’ : 4.17
(xd)® + (2412

¢ - c(

donde C = + JgH! es, nuevamente la velocidad fisica de pro-
pagacién de las ondas gravitacionales. Se tiene nuevamente
gue la discretizacién espacial de las wvariables produce un
erraren la velocidad de fase, siendo este mayor para nfime-
ros de onda grandes.

En la figura 4.6 se muestran isolineas de C*/C, en la
regidn de nlimeros de onda pexmitidos por la malla no escalo-
nada. Solamente se fresanta la mitad de la regidn, pues ex-
iste simetria con respecto a la linea K = 1, Entre més pe-

quefia es la razén C*/C mayor es el error en la velocidad de
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fase. La malla escalonada admite solamente la parte inferior
de la regifn mostrada y, por lo tanto, con este tipo de ma-
1la &2 eliminan los nlmeros de onda que produceﬁ un mayor
error en la velocidad de fase. Ademés el tiempo de computa

cién se reduce a la mitad

TESIS COR
. ALLA DE QRIGEN

v

Kd

Fig. 4.6 Velocidad relativa de fase para ondas de
gravedad cuando las derivadas espaciales
son aproximadas por diferencias finitas
centradas.

Por todo lo anterior, resulta maAs conveniente la utili-

zacién de mallas escalonadas para resolver, por el método de

diferencias finitas, modelos de ecuaciones primitivas. En



la solucién de las ecuaciones del modelo presentade en la pri
mera seccidén de este capitulo, se utiliza una malla escalona-
da semejante a las de la figura 4.4, con la diferencia gue eg

td girada un angulo de 45¢ (Fig. 4.7)

h h h h h
u,v u,v u,v U,

h h h h h
u,v u,v u,v u,v

h h | h '13 h

Fig, 4.7 Malla escalonada para la solucifén del
modelo divergente.

El esquema de diferencias finitas para las ecuaciones

(4.6-7-8) es el siguiente

al::H D-n (U )& (Wn Uy) "'FT:+ fyh+  4.1BA
+ K { (uh), o+ (uh)w)
2{whl XY
a-tl:“h( “‘V) (VWY Y}Y —‘Fum-
4,18 B
+ K ( (va)”+(w)”
T ~—x
%% 2-(hu ),4"' (v )Y 4.18 ¢

donde el dltimo término de las ecuacicnes (4.18 A y B) &s un

término de difusién el cual se incluye con el fin de evitar



l1a acumulacidén de energia en la regidn de onda corta, debi-
da a la inestabilidad computacional no lineal.

Los operadores para derivadas v promedios que aparecen
en (4.18), son définidos en un punto (i,j) de la siguiente

manera.

Ky = {dfu'/z,b - Oci--'/z,.i )/AX

>y = (O{i,\i{-‘{z - o(i.,'.lu‘/z )/A\/
—x

- (o(,u‘fz,.i + O‘i-'lzjll )/2
w2 (ot i v, V[ 2

- Ay i+ Ay3='f2
cx\"s-:. (O{r)s

"

== (@)

donde r v s pueden ser ¥ o X y donde

0(";}‘.5 = OC(A-AX y JAY)
Para las derivadas temporales se utilizan diferencias
finitas centradas "Lempfrog", excepto para el primer paso

de tiempo, para el que se emplean diferencias finitas ade-

lantadas.
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V.-RESULTADOS ¥ CONCLUSIONES.

5.1.-Resultados.

Con el modelo no divergente, se hicieron experimentos
utilizando vérticeg con un radio de 600 kms v una velocidad
méxima de 30 m/beé (108 km/hr). La distancia entre puntos
de la malla utilizada fue de 60 km v el paso de tiempo de
media hora.

Con el fin de calcular la velocidad de rotacién de un
vbértice con respecto al otro, en funcidén de la distancia de
separacifn entre ellos, se hicieron prondsticos de 12 horas
con diferentes valores para la distancia de separacién, Los
resultados se comparan en la figura 5.1 con los resultaaos
obtenidos por Brand (1970) de la obgervacidn de 22 casog de
pares binarios. BEn la figura 5.2 se presenta el perfil de
la velocidad tangencial de los vdrtices utilizados en este
trabajo (linea a rayas), comparado con el perfil de wveloci-
dad tangencial promedio, obtenido por Hughes (1952) de un
conjunto de huracanes (linea punteada).

Para distancias grandes (mayores a 500 km aproximada-
mente), la velocidad de rotacidn calculada es menor que 15
Qbsezvada; Egto es debido a gue la welocidad tangencial ob

servada es mayor que la tebrica. Para distancias m@s cortas
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la velocidad calcuiada eg mayor cque la observada, por lo que,
la velocidad de rotacidn calculada se espera que sea mayor que
la obserxvada. En efecto, como puede verse de la figura 5.1,
agi sucede, aunque no en la proporcifn esperada. Esto puede
deberse a que en el caso real, la porcibén de un vdrtice inmer
so en el campo de velocidades del otro, es mayor que para el
caso tedrico, en donde la regién de interaceién es mis peque-
fia debido a ¢ue el campo de velocidad disminuye a cero més
rapidamente.

Se hicieron dos prondsticos a 40 hrs, uno ¢con g o
(fig. 5.4), yel otrocon § = 1.7 % 10_13 p— seg-l(fig_
5.5). El resultado, en cuanto al efecto Fujiwhara de rota-
-cién, ez el mismo en ambos casos; la diferencia es que para

G %o » el virtice que se mueve hacia el norte tiende a
debilitarse al disminuir la vorticidad relativa £ debido
a la conservacién de la vorticidad total ¥ + & Puede ch
servarse también ¢ue la distancia entre los vortices ha au-
mentadc; un resultade contrario a lo observado en la reali-
dad.

Con el modelo divergente se hizo un prondstico a 12 ho-
ras. La caracteristica de los vOrtices v de la malla fue la
misma que para el casc no-divergente. EL paso de tiempo em-

pleado fue de 90 segundos. En la figura 5.6 se presenta el
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campo de alturz inicial. En esta figura se ha graficado la
diferencia entre la altura calculada de la ecuacidn de balan
ce v la altura constante prescrita en la frontera gque fue de
5000 metros. La figura 5.7 es el prondstico a 12 horas con
el modelo divergente. Se puede observar, nuevamente, el efeg
to de rotacidén de un vOrtice con respecto al otro, pero tam-
bién puede observarse que la distancia entre los vdrtices ha
disminuido. Este resultado estid més acorde con lo observado
en la naturaleza, en donde dos vbrtices ciclénicos en intex-
accidn tienden a atraerge e incluso pueden llegar a organi-
zarse en un solo sistema como ya ha sido reportade por va-

rios autores.

.512 Conelusiones.

De los resultados obtenidos y de las chservaciones he-
chas, es claroc gque la velocidad de rotacidn de un vértice
con respecto al otro depende de la distancia de separacidn
entre ellos, asi como de la distribucifn de la velocidad
tangencial. Esta velocidad de rotacién podria, probable-
mente, ser calculada de una manera mas exacta si se consi-
deran vdrtices con un perfil de welocidad tangencial méas
real, por ejemplo ; donde K es una constante y

‘r es la distancia radial.
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La conclusidn mas importante que se puede obtener, al
comparar los resultados del medelo no divergente con log del
divergente, es que el efecto de atraccidén de uno con respec-
to al otro puede deberse, entre otras cosas, a la convergen-—
cia del viento hacia el centro de los wédrticesa., Esta posibi

l1idad ha sido apuntada por Brand (1970).
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Fig. 5.3.-Funcién corriente inicial: dos vértices de 600
ki de radio y velocidad maxima de 30 m seg—l oop
una distancia entre centros de 900 kms.
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Fig. 5.4,- Funcién corriente pronosticada 40 horas despuds
con el modelo no-divergente, con g = O
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Fig. 5.5.- Pronéstico a 40 horas 93 el modelo ng divergente
tomando @ = 1,7 x 07 seg ~ cm” :
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Fig., 5.6.~Campo inicial de altura para el modelo divergente '



5,7.-Pronb6stico a 12 h
divergente.

oras del campo de altura con el modelo
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