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INTRODUCCIÓN

Uno de los fenómenos meteorológicos de mayor importan-

cia que existen dentro de la escala sinóptica son los hura-

canes, ya que pueden traer grandes beneficios para la agri-

cultura y a la energía eléctrica debido a la precipitación

que producen pero también pueden producir daños considera-

bles, sobre todo cuando penetran a tierra en lugares densji

mente poblados. Tomándose en consideración lo anterior, es

necesario conocer y estudiar los factores que afectan el mp_

vimiento de estos meteoros, ya que a medida que se vaya co-

nociendo mejor el comportamiento de este fenómeno, en esa

medida será posible hacer un pronóstico cada vez mejor de

su trayectoria, o bien disminuir su fuerza destructora de

acuerdo a la hipótesis del proyecto Stormfury.

Algunas de las causas que pueden afectar la trayectoria

de un vórtice atmosférico son la variación del parámetro de

Coriolis, su interacción con los continentes o con otros

sistemas sinópticos, la temperatura del océano, etc. Adem

(1956) hace un estudio analítico de los efectos producidos

por la variación del parámetro de Coriolis sobre un vórtice

inmerso en una atmósfera barotrópica y en reposo. Siguiendo

la misma técnica, Adem y Lezama (1960) hacen un estudio del
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movimiento de jn vórtice inmerso en una corriente uniforme.

Rao (1959) estudia los efectos de la fricción, debida a los

continentes, sobre el movimiento de un vórtice.

La interacción de un par de vórices ha sido estudiada

por varios autores. Fujiwhara (1923) llevó a cabo experimeri

tos de laboratorio con pares de vórtices obteniendo resulta

dos interesantes concernientes a la interacción de sistemas

binarios de vórtices. Encontró que cuando un par de vórti-

ces ciclónicos se acoplan, se produce un efecto de rotación

<3e uno con respecto ai otro y una tendencia de atracción en

tre ellos..

En la atmósfera se presentan algunas ocasiones una si-

tuación análoga a la estudiada por Fujiwhara en el laborato,

rio, cuando dos ciclones tropicales se encuentran suficien-

temente cercanos para que exista interacción mutua. Varios

de estos casos han sido reportados, siendo uno de los más

recientes el de los ciclones Gwen y Hycint, reportado por

Pikes (1977). Cuando se presenta esta interacción, el efec_

to Fujiwhara hace más difícil el pronóstico de la trayecto-

ria de los huracanes; esta dificultad se hace evidente al

comparar el error medio en el pronóstico a 24 horas de los

huracanes bajo el efecto Fujiwhara, en el periodo de 1959 a

1967, con el error medio anual en el pronóstico a 24 horas
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para todos los huracanes ocurridos en este mismo periodo

(ver tabla 1)•

Es evidente que el error medio en el pronóstico para

los casos binarios es significativamente mayor que el error

medio anual para todos los ciclones,aun cuando en el cálcu-

lo de este último también están considerados los casos bi-

narios

ANOS DE OCU
RKENCIA DE
SISTEMAS Bl
NARIOS

1960-1962

1964-1967

NUMERO DE
SISTEMAS
BINARIOS

15

ERROR MEDIO
ANUAL EN
PRONOSTICO
A 24 HRS.

139.2

Millas
Náuticas

ERROR MEDIO
PARA SISTE- ¡
MAS BINARIOS
A 24 HRS.

: i

159.2 i

Millas
Náuticas J

TABLA 1

Haurwitz (1951) calculó la velocidad angular de rota-

ción de pares de ciclones tropicales en interacción mutua,

suponiendo vórtices Rankine y utilizando el análisis de dis.

tribución de la presión. Brand (1969) también consideró

vórtices Rankine para calcular la velocidad de rotación,pe

ro supuso que el movimiento de cada vórtice es debido a la

componente tangencial en su centro del campo de velocidad

del vórtice contraparte. En este mismo trabajo, Brand es-
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pGcula que la tendencia de atracción detectada por Fuji-

whara y observada en los casos atmosféricos, es debida a

la convergencia del viento hacia el centro de los vórti-

ces.

En el presente trabajo se hace un análisis de la intej:

acción de dos vórtices ciclónicos utilizándose un modelo ba.

rotrópico. Se emplea primero un modelo no divergente y des.

pues un modelo divergente con el fin de aislar el efecto de

la convergencia del viento, sobre la interacción del par de

vórtices.

Este trabajo est'á dividido en 5 capítulos. En el ca-

pitulo 1 se hace un estudio de los principales tipos de mo

vimiento ondulatorio que pueden presentarse en la atmósfera

y se discute el problema del filtrado de las ondas más rá-

pidas. El capitulo 2 está dedicado al análisis de escala

de las ecuaciones que rigen el comportamiento de la atmós-

fera con el fin de poder hacer una simplificación de ellas.

En el capítulo 3 se deducen las ecuaciones del modelo no

divergente y se discuten las implicaciones de las hipóte-

sis bajo las cuales se llega a estas ecuaciones- En este

mismo capítulo se hace un corto análisis de los métodos nu.

maricos utilizados para resolver este modelo. En el capí-

tulo 4 se presenta el modelo divergente y se hace un análi



sis de las hipótesis de éste comparadas con aquellas del mo_

délo no divergente. Se hace también una breve discusión sp_

bre el método numérico utilizado en este estudio.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan y discuten

los resultados, proporcionándose las conclusiones que ema-

nan de las investigación realizada.



I.-ABMiISIS DEL MOVIMIENTO ONDULATORIO EN LA ATMOSFERA Y EL

PROBLEMA DEL FILTRADO.

Cuando en un fluido se produce una perturbación, ésta

puede propagarse a través del fluido como un movimiento on-

dulatorio. Siendo la atmósfera un fluido, se producen en

ella movimientos ondulatorios cuyo expectro va desde las rá.

pidas ondas de sonido con longitud de onda relativamente

corta, hasta las ondas sinópticas o de Rosby con longitud

de onda bastante mayor que la del sonido y con una veloci-

dad de propagación mucho menor. Estas últimas son las de

más interés meteorológico ya que son las causantes de las

condiciones del tiempo a gran escala. Sin embargo, en la

solución de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de

la atmósfera van incluidos todos los tipos de onda y por lo

tanto la parte de la solución de interés meteorológico puede

perderse debido a la amplificación de las ondas más rápidas

durante el proceso de resolución de las ecuaciones por mé-

todos numéricos, por la llamada inestabilidad computacional.

Por lo tanto es conveniente en algunos casos introducir

restricciones en el comportamiento de la atmósfera de tal

forma que se remuevan los mecanismos físicos responsables

de la existencia de ondas que en un dado caso no sean de in~



teres meteorológico. Considérese como ejemplo el caso de

las ondas de sonido; se sabe que éstas se producen debido

a la compresión y expansión adiabática del aire, por lo que

si se considera una atmósfera incompresible, entonces no

puede existir este tipo de ondas. Sin embargo, esta res-

tricción es demasiado radical en el modelaje de la atmósfe-

ra, por lo que se hace necesario buscar otro mecanismo para

filtrar las ondas de sonido. Esto hace necesario hacer un

análisis de los diferentes tipos de ondas que pueden pre-

sentarse en la atmósfera.

1.1 Ondas de Sonido-

La ecuación de movimiento para un fluido ideal está

dada por (Symon K.R., 1963)

4T+ v ?v * 'VP;F 1.1

donde v es el vector velocidad/ P es la densidad, p la

presión y ? es una fuerza de cuerpo por unidad de masa

(fuerza externa) y t7 el operador tridimensional en coorde-

nadas cartesianas. Considérese ahora un fluido iniciaimen

te en reposo, con densidad & y presión po , y fzot sobre el

cual se produce una pequeña perturbación de tal manera que

la densidad, presión y velocidad son ahora dadas por:



Y » r . 1.2
P - f% + P

v : ó + 5 '

donde las perturbaciones ?' , p' y v' son suficientemente pe_

quenas-, para que sus productos y cuadrados puedan ser despre

ciados.

Bajo las hipótesis anteriores, las ecuación (1.1) se

convierte en:

la conservación de la masa está dada por la ecuación

de continuidad

Substituyéndose (1.2), esta ecuación queda de la siguiente

forma

y suponiéndose que fo es uniforme, se convierte en

Por otra parte, se define el módulo de Bulds como me

nos la razón entre el incremento de presión &ip y el c'am

bio en el volumen &v por unidad de volumen, es decir

o de otra forma



La densidad 9 es definida como la masa por unidad de

volúmenes, es decir

P- Ü

donde M es la masa contenida en el volumen V

Si se supone que no hay pérdida ni ganancia de masa en

el sistema considerado, entonces

lo cual puede escribirse como

y si se considera que A V « \/ entonces

Aí - -AVp- - v

comparándose (1.6) y (1-7), se obtiene que

ÜP - A*

1.7

1.8
P &

Para el caso considerado £>?= ?', Ap= f>' por lo que (L.EJ se trans,

forrea en

y derivándose con respecto a t se obtiene

por lo que, sustituyéndose (1.9) en (1.5), se obtiene la

siguiente ecuación

4 T - -&V-V' 1-10

Se se toma la divergencia de la ecuación (1.3) y la

ecuación (1.10) se deriva con respecto al tiempo, y enton-
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ees se elimina la divergencia de V fse llega a la ecuación

A l - & T72b'

que es la ecuación de una onda con velocidad de fase dada

por

C - ~T- 1.11

Puesto que las ondas de sonido se producen con gran ra-

pidez, entonces pueden ser consideradas como un proceso adia

bático, por lo que en(1.14) deberá usarse el módulo de Bulks

adiabático, el cual puede deducirse de la siguiente manera-

Supóngase que los incrementos en presión, densidad y

volumen son infinitesimales, entonces la ecuación (1.8) que.

da como

Por otra parte de la la. Ley de la termodinámica» se

tiene que para un proceso adiabático

cP JT : ̂ - 1.13

donde Cpes la capacidad calorífica a presión constante. De

la ecuación de estado para un gas ideal se tiene que T= p/fR

de donde

y por lo tanto (1.13) se transforma en

ce* á
i? \ p

lo que puede reescribirse como

Cp I»
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y como Cp-f% = Cv , donde cv es la capacidad calorífica a vo-

lumen constante* se tiene finalmente que

¿t - át- 1 14

donde J*r —-zr
Cv

De las ecuaciones (1.12) y (1.14) se llega a la conclu-

sión de que para procesos adiabáticos 6=^Py, por lo tanto,

la velocidad de fase de las ondas de sonido es dada por

c- 13?

o bien aplicándose la ecuación de estado

c =,1)«RT1 1.15

Para el aire, a una temperatura de 0o C# la ecuación

(1.15) da una velocidad de fase de aproximadamente 330 m/seg,

lo que está de acuerdo con las observaciones experimentales.

De lo anterior se concluye que las ondas de sonido deben

su existencia a cambios en la presión, debidos a la compre-

sión y descompresión adiabática, por lo que, si el fluido

es incompresible, no pueden existir este tipo de ondas.

1.2 Ondas Superficiales de Gravedad.

Considérese la superficie libre de un fluido con movi-

miento ondulatorio bajo la acción de la fuerza gravitacional.

Si se supone movimiento solamente en el plano X-Y, donde X

es el eje horizonal y Y"el vertical, la altura de la super-



ficie, en un instante t , estará dada por:

y(»íí-t) = H + as*nOmx-n-t) 1.16

donde H es la altura del nivel medio de la superficie del

fluido y ti = a sen(mx-nt) es la altura de la onda sobre el

nivel medio(fig. 1.1)

Fig. 1.1 Movimiento ondulatorio de la superficie li-
bre de un fluido.

La ecuación (1.16) representa una onda desplazándose

en dirección X, con una velocidad de fase c=n/m, longitud

de onda L = 2*TT/m y un periodo T = 27Vn. Esta ecuación pue,

de expresarse como Y-N-H = O y, puesto que la superficie se

mueve con el fluido, entonces d(Y-N-H)/dt = O y, por lo tan.

to, en la superficie se cumple:

donde JX" - y v;ií son las componentes de la velocidad en

dirección horizontal y vertical respectivamente.

Si se supone que las perturbaciones sobre el fluido, ini-

cialmente en reposo, son suficientemente pequeñas de tal

forma que sus productos puedan ser despreciados, se obtiene:

1O17



Considerándose un fluido incompresible e irrotacional,

existe una función corriente y y una función potencial de

velocidad $ , tales que

por lo que la ecuación (1.17) se convierte en

iü - lüL 1 19

que es la condición cinemática de superficie para este ti-

po de ondas.

De la ecuación (1.19) y de la definición de N, se tie-

ne que, en la superficie del fluido

es decir

donde se ve que, en la superficie del fluido if debe ser

proporcional a sen(mx-nt).

Si y y $ son la función corriente y el potencial de

velocidad, en un movimiento Tridimensional, se define el po-

tencial complejo del movimiento por

OJ - $ -i* Á. 4>

de tal forma que,-^:utiv es llamada la velocidad compleja.

Por otra parte, dado un número complejo z = x+iy, se tiene

que



eos (mz-nt) = eos (mx-nt)cosh{my)-isen(mx-nt) senh{my) 1. 20

Por lo tanto considerándose que tf debe ser proporcional a

senfmx-nt), en base a {1.20) y a la definición de potencial

complejo, se puede proponer un potencial complejo de la

forma

uJ> = bcos(mz-nt) 1.21

donde b debe ser de tal forma que se cumpla la condición ci-

nemática de superficie

De {1.201,(1.21} y la definición de potencial complejo,

se tiene que ty = -b senil (my) sen (mx-nt) y, por lo tanto, en la

superficie se tendrá que

y = -bsenh(m H)aen(mx-nt) 1.22

donde se ha considerado que debido a que la amplitud de las .

ondas es pequeña» comparada con la profundidad del fluido,

en la superficie se tiene y = H como buena aproximación.

Aplicándose la condición dada por (1.19)en (1.22), se

obtiene que b = (anymsenh(mh) y, por lo tanto, el potencial •

complejo en la superficie estará dado por:

uj = ac coth(mH)cos{mx-nt)-aesen(mx-nt)

donde c = n es la velocidad de fase
m

Por lo tanto, el potencial complejo y la función corriejn

te estarán dados por



<P = accoth{mH)cos(mx-nt)
1.23

<4> = -aesen(rox-nt)

Con el fin de obtener una condición dinámica de super-

ficie, considérese la ecuación de movimiento para un fluido

ideal, ecuación (l.lí. Esta ecuación puede reescrlbirse de

la siguiente forma

- V * ? > V +-jrtfp::F 1.24

donde (7l es el módulo o magnitud del vector velocidad.

Para un fluido barotrópico, irrotacional y bajo la ac-

ción de fuerzas externas conservativas, se tiene que la pre

sión p es sólo función de la densidad P y, por lo tanto,

existe; también se tiene que vx\/=o y Fi-V-TL , donde SL es

el potencial del campo de fuerza conservativo. Bajo estas

circunstancias (1.24) queda:

pero como el flujo es irrotacional, existe el potencial de

velocidad 0 > t a * l3ue V-~Vft Y> P o r l o tanto, (1.25) se

transforma en

o en otra forma

j* T* .Jt» +* ~o*jY| "" Z[" i," — C Vv 1 .26

donde c(i) es función sólo del tiempo.

Para el caso de un fluido incompresible í4r*r-j£-Y# P° r
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lo tanto, la ecuación (1.26) se convierte en

+ J 1 + i ) V J | |
además, si F es s61o la fuerza gravifcacional, se tiene que

_fl_=.qh , donde h es la altura media desde algún nivel hori

zontal arbitrario. La ecuación anterior se puede escribir

como

En el caso considerado de las ondas en una superficie

libre, se puede despreciar ~\\/\ > ya que se ha supuesto

que las perturbaciones son pequeñas y, entonces, (1.27) que.

da como

donde N es la altura de las ondas sobre el nivel medio del

fluido.

Considérese la presión en un punto en la parte interior

de la frontera superior del fluido, la presión será

En un punto en la parte exterior, la presión es:

ci»

Despreciándose la tensión superficial en la interfase,

p. - p es cero, por lo que

de donde se obtiene que:

N9 = -H-
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lo cual es la condición dinámica para la superficie.

Combinándose (1.19) y (1.28), se obtiene que

y substituyéndose q; y <£ de (1.23), se tiene:

pero como L = 2 TT/m, entonces, m = 2TT y
L

donde X¡ es la longitud de la onda y H es la profundidad

inedia del fluido.

Para ondas suficientemente cortas, como para que L << H,

se tiene que tanh ( 2^H) ~ 1 y e íí^4^i • P o r otra parte,

para ondas largas, tonhf2^)^•2-^™ Y» entonces, C

Hasta ahora se ha considerado movimiento del fluido en

un marco de referencia inercial, sin embargo, esto no es vá-

lido en la atmósfera para movimiento a gran escala, pues en

este caso debe considerarse el movimiento de rotación de la

tierra sobre su propio eje. Este nuevo factor trae como con.

secuencia un nuevo modo de oscilación, como se verá más ade-

lante.

.1.3 Ondas de Rossby.

Considérese una atmósfera incompresible, de tal manera
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que no puedan existir ondas de sonido. Suponiendo movimien-

to únicamente en la horizontal, es decir, que no exista mo-

vimiento vertical/ no pueden producirse ondas de gravedad.

Si se considera, además, que el fluido es homogéneo en la

horizontal, entonces -¿£- ~~-~ o y por lo tanto las ecua-

ciones de movimiento son:

donde f*2Asetr$ es llamado parámetro de Coriolis, <$ es la

latitud y -A. la velocidad angular de la tierra.

La ecuación de continuidad, bajo la hipótesis de incom

presibilidad, queda como

¿S+í^-O 1.32

Derivándose (1.31) con respecto a x y restándole la

derivada con respecto a y de (1.30), se obtiene:

o 1.33

donde 5~.£í-éii es la componente vertical de la vorticidad.

Puesto que f depende sólo de la latitud y, puesto que, el

eje X es en dirección latitudinal, se tiene que —. i o

Aplicándose esto último y la condición dada por (1.32), la

ecuación (1.33) queda de la siguiente forma

JiE. + aJUs. i. y.^^ + - o 1 34

donde



Si se supone que existe uniformidad en dirección y, es

decir, que la velocidad no cambia en esta dirección, enton-

ces -£^ - — ; o y, P° r lo tanto,
3 Y ?y

De la ecuación (1.32) y de la condición de que |̂ :'c ,
0 7

se tiene que Q± ;; o y> Por 1° tanto, AX será a lo más fun-

ción del tiempo. Considerándose una corriente básica cons-

tante u=U y suponiéndose (%=cteJla ecuación (1.35) es li-

neal y tiene solución periódica de la forma

y z A e

donde /i es el número de onda y ces la velocidad de pro-

pagación.

Sustituyéndose esta solución en (135) se tiene que

c r U 5? 1-36

que es la velocidad característica de propagación da este

nuevo tipo de ondas, llamadas ondas de Rossby o Sinópticas.

1.4 Problema de filtrado.

En la atmósfera no se presentan los diferentes tipos de

ondas de una manera aislada, siró que, éstas aparecen mezcla-

das. Las ondas de sonido y de gravedad tienen amplitudes pe,

quenas comparadas con las de Rossbyj por ejemplo, la ampli-

tud en la presión de las ondas de Rossby es de alrededor de
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20 milibarios, mientras que, las de gravedad y de sonido no

exceden a 1 milibario. Esto hace pensar que como componentes

de un patrón de presión atmosférica, las ondas de sonido y

de gravedad son despreciables. Por otra parte, la velocidad

de propagación de las ondas de Rossby es pequeña {alrededor

de 10 m/seg) comparada con la de las ondas de sonido y gra-

vedad, cuya velocidad de propagación es del orden de 10 m/

seg. Esto es un gran inconveniente cuando se trata de re-

solver las ecuaciones por método de diferencias finitas,

pues si no se cumplen ciertas condiciones matemáticas, se

puede producir una amplificación excesiva de las ondas rá-

pidas, lo cual puede hacer qpe se pierda aquella parte de la

solución de interés meteorológico. Esto puede verse al con_

siderar los esquemas de diferencias finitas utilizados para

resolver los diferentes tipos de movimiento ondulatorio.

Considérese primero las ondas de sonido. Con el fin

de simplificar el análisis, se supondrá solamente propaga-

ción en dirección X. Con esto, la ecuación de onda dada por

(1.11) se transforma en

£t - C 2 ^ 1.37

en donde se han suprimido las primas en las perturbaciones

Sin considerar, en este momento, problemas de frontera,

es decir, suppniéndose un dominio infinito, la resolución de
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(1.37) es un j:roblema de condiciones iniciales, siendo la s.p_

lución determinada por valores iniciales de p y 4£ . Para
o*

construir un esquema de diferencias finitas para la ecuación

(1.37), se supondrá que x:nwy t : m i t , de manera que el ya

lor de )? en el punto (n,m) de la reji l la, denotado por p(n,m),

será p(nAX ¡ m&Y)

Considerándose diferencias finitas centradas, la deri-

vada de p respecto de X en el punto (n¿i> > tna*) será

aproximado por

^ X ; v ' A*

y siguiéndose el mismo procedimiento

por lo que se tiene

y de manera semejante

Sustituyéndose (1.38) y (1.39) en (1.37), se obtiene el es-

quema de diferencias finitas

- a

Suponiéndose conocidos los valores iniciales de p y de

es posible, mediante una extrapolación lineal, obtener ¡s^3

y, después, aplicando repetitivamente (1.40), obtener

P(n,2) P(n,3), etc.
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Para conocer algunas de las propiedades generales de la

ecuación (1.40), no es necesario llevar a cabo el procedimien

to descrito en el párrafo anterior. En lugar de ello, supón-

gase que la ecuación ÍL.40) tiene soluciones de forma semejan-

te a las que posee la ecuación diferencial (1.37), esto es

t5(WjW):A e 1.41

donde Ai es un número de onda real y * es la frecuencia,

la cual puede ser compleja»

Sustituyéndose (1.41) en (1.40), se encuentra que

y haciéndose uso de la relación e A a; costar ¿sen (a) y <3e que

^ ; costa)-1 se obtiene que

de donde, despejando a K, se tiene sus posibles valores

1.42

y, por lo tanto, las soluciones de (1.40) son

P n.m : A e e 1.43

donde KtK^+i-K^ e ¿-: ̂ H

De (1.43) se puede ver que si KA ̂  o una de las solucití

nes es amplificada al aumentar el tiempo. Esta amplificación,

que ocurre al resolver la ecuación diferencial por una apro-

ximación de diferencias finitas, es lo que se llama inesta-
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bilidad computacional. Por1 supuesto, esto se puede evitar si

K;;0 es decir, si K es real, por lo que la condición de

estabilidad es que (1.42) tenga solución real, para lo cual,

es suficiente que

CA.t <. i 1.44

Haciéndose un análisis semejante para el caso de las

ondas de gravedad, se obtiene que la condición de estabilidad

es la misma dada por (1.44).

Para el caso de las ondas de Rossby, la ecuación (1.35)

puede simplificarse suponiéndose que tiene soluciones de la

forma: vzhe , en cuyo caso, * \z-s< v > Y P°r lo tanto,

(1.35) puede escribirse como

donde £

Si se utiliza un esquema de diferencias finitas delantadas

para las derivadas cemporales y centradas para las espaciales,

se obtiene el siguiente esquema de diferencias finitas para

la ecuación (1.45):

,f)¡(vi+ifm)~ £(vt-¡jl*ij 1.46

Nuevamente, supóngase que (1.46) tiene solución del ti-

po (1.41)/ es decir
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AL ser sustituida (1.47) en (1.46) se obtiene el siguiente

resultado

por lo que, suponiéndose. |< r Jĉ -f̂ k". y haciéndose uso de la

fórmula de Euler, la ecuación anterior se transforma en

de donde

e COS («,.£*) ~ ±

Elevándose al cuadrado y sumándose las dos últimas ecuacio

nes, se obtiene:

donde se puede ver que W¿ será siempre diferente de cero,

más aun, puesto que el segundo miembio es siempre mayor que

1, entonces, i<¿<o y, por lo tanto la solución (1.47) siem-

pre será amplificada al transcurrir el tiempo y, por con-

siguiente, el esquema de diferencias finitas adelantadas en

el tiempo es incóndicionalmente inestable, para resolver

ondas de Rossby. Puesto que las ecuaciones hidrodinámicas

para la atmósfera aceptan como solución ondas de Rossby, se

concluye que éstas no pueden ser resueltas con diferencias

finitas adelantadas en el tiempo.

Considérese ahora un esquema de diferencias finitas
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ecuación (1.45) es dado por:

Considerándose una solución igual a (1.47) y sustituyén-

dola en esta última ecuación, se tiene que

de donde

por lo que K será real si c^»^í Y» P°r consiguiente, las

soluciones dadas por este esquema de diferencias finitas no

serán amplificadas y, por lo tanto, bajo esta condición se-

rá un esquema estable.

Se ha visto, entonces, qué la condición de estabilidad

computacional para resolver ondas de sonido, de gravedad y

de Rossby por el método de diferencias finitas es que

c^ ¿< 4 1 49

En vista de lo anterior, si las ecuaciones hidrodiná-

micas se resuelven en su forma original* entonces, para un

tamaño de rejilla de por ejemplo 400 km, &t deberá ser del

orden de 10 minutos, con el fin de que se cumpla (1.49).

Por otra parte, si de alguna manera se eliminan las ondas

de sonido y gravitacionales, que como ya se dijo al prin-

cipio de esta sección, no son de importancia meteorológica.
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y, de esta forma, el proceso de computación será más corto

y, por lo tanto, más económico.

La eliminación de cierto tipo de ondas es lo que se

conoce como "Filtrado" y es llevado a cabo modificando las

ecuaciones. Para poder determinar que tipo de modificacio-

nes o restricciones deben imponerse en las ecuaciones, para

filtrar las ondas que no son de interés, es necesario anali-

zar la forma como estas ondas se producen en la atmósfera.

Por ejemplo, para el caso de las ondas de sonido, ya se ha

establecido que éstas se producen por compresión y descom-

presión adiabática, por lo que la hipótesis de incompresi-

bilidad las elimina. Sin embargo, para las ondas gravita-

cionales, no es tan fácil determinar cual es la condición

para su filtrado y, por otra parte, es posible la existen-

cia de una condición para la eliminación de las ondas de SCÍ

nido no tan drástica como la incompresibilidad, por lo cual

se hace necesario un análisis más a fondo.

Para una atmósfera seca, las ecuaciones que rigen su

comportamiento son: la ecuación de conservación de momen-

to, la ecuación de conservación de energía o ecuación te_r

modinámica, la ecuación de conservación de masa o ecuación

de continuidad y la ecuación de estado. Considerándose una
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atmósfera seca, adiabática y libre de fricción, estas ecua-

ciones son:

~ ° 1.50 B

~° i-so c
z ° 1-50 D

oí tf.tf- ^ = 0 1.50 E

P». ~ R T 1.50 P

donde u,v y w son las componentes del vector velocidad,

OÍ r. •— es el volumen específico, p es la presión, f el

parámetro de Coriolis y g la fuerza gravitacional. En la

ecuación termodinámica se lia eliminado la temperatura median-

te la ecuación de estado, por lo que, las primeras cinco ecua,

ciones forman un sistema cerrado, de cinco ecuaciones con

cinco incógnitas: ju , y * w , <* y j* . Ese es un sistema de ecua.

ciones diferenciales parciales no lineales, para las cuales

la teoría matemática es aun muy limitada, por lo que, para

resolverlas analíticamente es necesario simplificarlas. Es-

to ultimo se hace aplicando el método de pertubaciones:

Supóngase que cada variable dependiente se puede escri-

bir como la suma de una parte estacionaria más una pequeña

perturbación, es decir
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oi (X, y, z , t ] : ^ (x, y, z)¥ *< 'i*, ̂  2, ¿)

Sustituyéndose esto último en el sistema de ecuaciones

{1.50 A-E); suponiéndose que los campos no perturbados cum-

plen con las ecuaciones y que las perturbaciones son lo su-

ficientemente pequeñas para despreciar productos de ellas,

se obtienen las ecuaciones para las perturbaciones.

+ 5 -|v';o 1.51 A

' ' i £ + fu' - O 1.51 B

1.51 C

rr * W T^: í - O J-.51 D

Ty
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Con el fin de hacer reas simple el análisis considérese

que hay movimiento sólo en el plano X-Z y que existe unifor-

midad de los campos en dirección Y. Supóngase también que

U es constante* \/- \fj ~ O , que los campos no perturbados

están en balance hidrostático y que la tierra no tiene ro-

tación. Bajo estas hipótesis, las ecuaciones (1.51) se trans

forman en

3 <g+V&- *i?)+ *P(#+U# + «'¿? V: o 1-52 c

donde a = o si las perturbaciones son hidrostáticas y a = 1

en caso contrario: d = o si el fluido es incompresible y

d = 1 si es compresible.

Suponiéndose que las ecuaciones tengan solución armóni-

ca con amplitud constante, es decir

¿(*X + KZ - Vi)

« - £ e

w': P Í **

donde 3i y K son números de onda en dirección X y Z respec-

tivamente y V es la frecuencia, entonces, sustituyéndose en

(1.51), se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas, te-
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niéndose como incógnitas a las amplitude E, F, G y H

Í K 6 - 4-H zo
o

JL A« f + (A«fcK-eláj£.\p - Á£Í(^U - V }H - O

Multiplicándose por -i las 3 últimas ecuaciones, el sistema

queda de la siguiente forma

( A U - tf) E + **• ̂  (S - O

Este es un sistema homogéneo, por lo que, tendrá solución no

trivial si y sólo si el determinante de la matriz de coefi-

cientes es cero, es decir

• \f o «f 2 O

o a(aU- v) Si K ^J3

— o

Desarrollándose el determinante, dividiéndose entre Si y po-

niéndose 5tP z R T , se obtiene

ad(;x(j-v)+- [RTMK**a**)+ Q*K(^-0 *• ¿%l*^](au-vf-
11 3 * 1.53

Los términos que involucran a g en el término cuadrático de
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(1.53) pueden ser despreciados, ya que, mientras que el or-

den de magnitud de g es de 10 , el de RT es de 10°. Con es-

te ajuste (1.53) queda entonces como

La temperatura potencial & es definida por la siguiente re-

lación

I &¡ ' IODO

de donde, al derivar con respecto a z, se obtiene, después

de hacer simplificaciones, que

1.55

en donde se ha supuesto que -¿£ - - -9-

Por otra parte, de la ecuación de estado, se tiene que

por lo que a l d iv id i r entre SfcP se obtiene
1 ^T - ' .*?,?. + _í_ ^ 1 56
T 3Z " ? 32 S» ^ T

Si se sustituye (1.56) en (L.55) y se despeja el término

de la temperatura potencial, ésta queda de la siguiente for-

ma, después de hacer algunas simplificaciones

Pero como R = Cp - Cv, entonces, utilizándose esto y

multiplicándose por ¿»RT en (1,57),
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se obtiene que

Sustituyéndose esto último en la ecuación (1.54)se lle-

ga a la siguiente expresión

1-58

En esta expresión, únicamente el último término involu-

cra a g, por lo que, si este término es eliminado, se anula

la posibilidad de existencia de ondas gravitacionales. Con

esta restricción y suponiéndose además que [)so , la ecuación

(1.58) se transforma en

{*^}r o 1.59

Si se pone a = d = 1, es decir, si se supone compresi-

bilidad y perturbaciones no hidrostáticas, se obtiene que

y como -••,v' v x c
? # entonces

lo cual corresponde a ondas de sonido con velocidad de pro-

pagación ( )"|?T) * relativa a la corriente uniforme con ve-

locidad U -

Anteriormente y se había establecido que la hipótesis de

incompresibilidad elimina las ondas de sonido, esto se com-

prueba al hacer d = o en la ecuación (1.59). De la misma
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ecuación (1.59) se puede ver que existe otra opción para eli

minar las ondas de sonido; en efecto, si en (1.59) se hace

a = o, entonces no aparecen ondas de sonido, por lo que, se

concluye que la hipótesis de equilibrio hidrostático elimina

ondas de sonido que tengan componente vertical de propagación.

En párrafos anteriores se estableció que cuando no exis-

te movimiento vertical, no pueden producirse ondas gravita-

cionales. Esta restricción es muy drástica al modelar la at.

mósfera con fines meteorológicos, pues en este caso el movi-

miento vertical es de gran importancia, por lo que, es conve-

niente tener otra forma de filtrar las ondas gravitacionales.

Para poder determinar otra opción para el filtrado de

las ondas gravitacionales, se considerará un modelo que ad-

mita ondas de Rossby y de gravedad, con el fin de poder de-

terminar de que otra forma es posible filtrar estas últimas,

reteniéndose a las ondas de Rossby que, como ya se ha dicho,

son de gran importancia en la evolución de los fenómenos me-

teorológicos a gran escala.

Considérese una atmósfera homogénea, incompresible, li-

bre de fricción y en equilibrio hidrostático. Las ecuacio-

nes de movimiento para tal atmósfera son:
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lí. -o 1-60 B
3 y

4 ̂  " ° 1-60 c

De la condición de incompresibilidad, se tiene que

do*

d*=ñ Y' Por •"•° "tanto, la ecuación de continuidad es da-

da por

Esta última ecuación junto con las ecuaciones (1-60 A-

C), forman un conjunto de cuatro ecuaciones con cuatro in-

cógnitas JUJ v, w Y p

Puesto que la atmósfera es homogénea, c* no depende de

las coordenadas espaciales y por lo tanto, de (1.60C) se

tiene que

:4J-A^o 1.62 B

de donde se concluye que el gradiente horizontal de presión

es independiente de la altura.

Si se derivan las ecuaciones de movimiento horizontal

{1.60 A-B) con respecto a Z, entonces, debido a (1.62 A-B)

se puede ver que si el campo de velocidad horizontal es ini

cialmente independiente de la altura, también lo será la

aceleración, lo cual a su vez implica que la velocidad ho-
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rizontal permanecerá, en todo tiempo, independiente de la

altura.

Por lo anterior, si en este modelo se supone que inicial,

mente la velocidad horizontal no depende de la altura, los

términos de advección vertical en (1.60 A-E) son cero.

Debido a la homogeneidad de la atmósfera, la ecuación

hidrostática es fácilmente integrada en la vertical, dando

por resultado que

i»:«l(h- z)

en donde h es la altura de la superficie libre, la cual

existe debido a la hipótesis de incompresibilidad

De la última ecuación se deduce que

»)í ^ b X

oí ¿JL - a -Si»

por lo que las ecuaciones (1.60 A-B) pueden reescribirse

ele la siguiente forma, después de hacer cero los términos

de advección vertical

a* »x »y * vx

&L + U&L + . v ¿ ? + f u + i ! ^ - O 1 .63 B
a* t* »y J sy

Debido a que la velocidad horizontal no depende de la

altura, entonces, la divergencia horizontal también será in-

dependiente de la altura, por lo que, la ecuación de conti-
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nuidad (1.61) puede ser fácilmente integrada en la vertical,

dando por resultado que

, - W ~ •— I •—— *• *2-l h 1.64

donde w. es la velocidad vertical en la frontera superior

y vJ0 en la inferior.

Suponiéndose el terreno plano, la velocidad vertical de-

be ser cero en la frontera inferior, es decir, W &=D . La ve-

locidad vertical en la frontera superior debe ser igual a

la razón de cambio de la altura de la superficie libre, es-

to es, Wh = ~

Aplicándose esto último en la ecuación (1.64), ésta se

convierte en

Si al sistema de ecuaciones, (1.63 A-B) y ( 1.65), se

le aplica la técnica de per-turbaciones, se obtiene un siste-

ma casi-lineal, ya que P es función de y, por lo que el

an.Iisis se hace complicado. Por otra parte, si se conside-

ra un valor promedio de f , el problema se hace lineal pero

se omiten los efectos de la variación del parámetro de Co-

riolis. Esta situación puede subsanarse si en lugar de la

ecuación (1.63 B) se utiliza la ecuación de vorticidad, ob-

tenida al derivar (1.63 B) con respecto a X y restarle (1.63 A)
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derivada con respecto a y. Haciendo esto se obtiene el si

guiente sistema de ecuaciones

|5+ua+v |i+h(|h+ |i),o 1.66. C

Con el fin de poder obtener una solución analítica al

sistema (1.66), éste se linealiza aplicándose el método de

perturbaciones. Para esto, se supone una corriente básica

constante U uniforme en la dirección y. Haciéndose u;U-*"

V-v' y h-l-Uh y sustituyéndose en (1.66), se obtienen las

ecuaciones para las perturbaciones

1 - 6 7 C

donde ?z ¿X- , & r -̂-£- y D vale cero si v se considera

geostrófico, e igual a uno en caso contrario.

Al aplicar el método de perturbaciones, se supone que

los campos no perturbados cumplen las ecuaciones, por lo que,

en el estado no perturbado la ecuación (1.60 B) será:
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pero como en este caso se supone que V = 0, entonces fU- ~tify

lo cual se puede sustituir en la ecuación (1.65 B)

Suponiéndose a f y (i como constantes, se puede consi-

derar que existen soluciones armónicas para las ecuaciones

(1.67) del tipo

, A.(KX- \ft)

o ~ A e
( " " 4 1 1.68

donde k es un número de onda en dirección x,y v es la frecuen

cia.

Sustituyéndose estas soluciones en el sistema (1.67), se

obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas

/.KC - o

V)AC - O 1.69

i f k A +£$ - K (_U K - v)] B - 0

Para que puedan existir soluciones armónicas del tipo

(1.68), el sistema (1.69) debe tener solución no trivial y,

para ello, el determinante de la matriz de coeficientes de

(1.69) debe ser cero, es decir
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... f

x. KH

i -f k »̂-1< (UK- V) O

Desarrollándose el determinante, se obtiene la ecuación que

determina las frecuencias permisibles, ésta es:

K- V) -

H( Ü K -

H(5 +

'ü - o
1.70

pero como i/z -—• , donde c es la velocidad de propagación de

onda, entonces Uic-t/~K{u-c)f P ° r 1° ̂ e' si I a ecuación (1.70)

9

es dividida entre K , ésta se convierte en:

la cual puede ser factorizada de la siguiente manera:

2(U)][(Uf SO-l<2(U-c)][D(U~cf- 1.71

Con el fin de obtener valores aproximados de las raíces

de esta ecuación, supóngase que la rapidez de propagación de

las ondas es mucho mayor que las ondas de Rossby, es decir,

que |c | >> \ II - -i— I . Puesto que U es del mismo orden de

magnitud de las ondas de Rossby, se tiene también que

Con estas aproximaciones, se concluye que|(3j «[^(u-c)! y {[)• c|»\\j¡

lo que, aplicándose a la ecuación (1.71) da la siguiente aproic

imación:
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cuya solución con P = 1 es:

Al comparar este resultado con la ecuación (1.29), se conclu-

ye que estas dos raices corresponden a ondas de gravedad en

un fluido, donde la profundidad del mismo es comparable a la

longitud de la onda. El término ~~ es el efecto de la rota

K2 *~

ción terrestre.

La otra raíz de la ecuación (1.71) puede calcularse si

en ésta se hace D = 0, con lo cual se obtiene

cuya raíz es

,.,, P + -i*'

que es aproximadamente la velocidad de Rossby, modificada por

los efectos gravitacionales.

De todo el análisis anterior se concluye que las ondas

gravitacionales se filtran si D = 0, lo que equivale a consi-

derar la aproximación geostrófica.



II.- ANÁLISIS DE ESCALAS

En las ecuaciones que rigen el comportamiento de la

atmósfera aparecen términos con distintos órdenes de magni-

tud, por lo que es posible, dependiendo de la escala del fe-

nómeno, despreciar algunos de ellos en comparación con los

otros. Un análisis de escala de las ecuaciones, hace posi-

ble determinar cuales de los términos pueden ser despreciados

y cuales no.

2.1 Las ecuaciones para la Atmósfera.

Considerándose movimiento adiabático y sin fricción,

el sistema de ecuaciones que gobiernan el movimiento de una

atmósfera seca, es el siguiente

AÍL+2 nx\/5Zo<X75P +g 2.1A

1 ^J3. - _ r? . w 2 .IB

:RT 2 -ID



en donde:

l/j= vector velocidad tridimensional

SI = Velocidad angular de la Tierra

<x = volumen específico del aire

p = Presión atmosférica

g = ^ £ = Fuerza gravitacional

? = Densidad del aire

Cp= Capacidad calorífica a presión constante

R = Constante específica del aire

T = Temperatura del aire

La primera ecuación es la 2a. Ley de Newton aplicada

a la atmósfera, la segunda es la ecuación de conservación

de masa o ecuación de continuidad, la tercera, la ecuación

termodinámica, es una ecuación de conservación de energía y

finalmente, la ecuación de estado para un gas ideal.

La ecuación vectorial de movimiento puede descomponer;

se en ties ecuaciones escalares, dos de movimiento horizon-

tal y «na de movimiento vertical.

2.2 Escalamiento de las variables espaciales y temporales.

Con el fin de llevar a cabo el análisis dimensional de
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las ecuaciones/ se consideran valores característicos de las

diferentes variables físicas que intervienen en el problema.

La escala de longitud horizontal será representada por L;

H representa la altura característica de la atmósfera; D la

escala vertical del fenómeno estudiado, V y W las escalas

de las velocidades horizontal y vertical respectivamente.

Para la variable temporal se utilizará el período advec_

tivo L/V.

Si x, y , z son las coordenadas espaciales, u, v y w

las componentes de la velocidad y t el tiempo, entonces,

utilizándose las escalas características se puede escribir

x — LK' , y = Ly', z =Dz', u = Vu', v = w ' , w = íflw' y

t =(L/V)t', donde las variables primadas son adimensionales,

con un orden de magnitud alrededor de la unidad.

Puesto que los movimientos de la atmósfera a escala

sinóptica siguen esencialmente la forma de la Tierra, es

conveniente expresar las ecuaciones de movimiento en coorde-

nadas esféricas con el fin de analizar la magnitud de los

términos que aparecen debido a la curvatura de la Tierra.

2.3 La aproximación hidrostática.

Considérese la ecuación de movimiento vertical en coojc

denadas esféricas, dada por Holton {1972}
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donde r es la distancia radial desde el centro de la Tierra

y $ es la latitud.

Introduciendo las variables adiraensional.es en la

ecuación (2.1> se obtiene

El orden de magnitud del primer término es el de —.—

y para movimientos a escala sinóptica, se tiene que VJ < V

2
por lo que VW -• V . El orden de magnitud de V y L

L L
para movimientos a escala sinóptica son, v ̂  10 m/seg y

L ^ 10 6 m. por lo que VW/L < 10~4.

El segundo término de (2.2) es del orden de V / y >

y como r ^. 6 x 10 m, entonces V /f < 10

El parámetro de coriolis es del orden de 10"'* seg"̂ -

para latitudes medias, por lo que el orden de magnitud del

tercer termino es de 10

El análisis de los tres primeros términos de (2.2)

nace ver que son al menos cuatro órdenes de magnitud menores

que «g ̂  10, por lo que pueden ser despreciados en compara-

ción con éste. Esto quiere decir que, para movimientos at-

mosféricos a escala sinóptica, se puede considerar un
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balance entre la fuerza de gravedad y la fuerza debida al

gradiente vertical de presión, es decir, un balance hidrostá

tico. La ecuación de movimiento vertical se reduce entonces

donde P z ~L
3 9*.

2.4 Escalamiento de las variables termodinámicas.

Con el fin de encontrar una relación entre la altura

característica de la atmósfera H y los valores de las

variables termodinámicas, considérese la ecuación hidrostáti,

ca integrada en la vertical. Utilizándose la ecuación de

estado, la ecuación hidrostática puede escribirse de la si-

guiente forma

AZ - g F
¿>Z ~ ^ RT

y por lo tanto

P 2
r.. r.

2.3

en donde P es la presión al nivel del mar (z = 0) y p es

la presión a una altura z sobre el nivel medio del mar.
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Con el fin de simplificar la integración de (2.3), con

sidérese que la atmósfera está a una temperatura T constan-

te en la vertical (por ejemplo la temperatura promedio en la

vertical). Con esta suposición se obtiene de (2.3) que

-•3£
p: P e R T 2.4

Si se define la escala para la altura de la atmosfera,

como la altura a la cual la presión es P/e (aproximadamen-

te 35% de la presión al nivel del mar), entonces

H" -51 2.5
*3

Considerándose la temperatura T como escala caracte-

rística para la temperatura T y para la temperatura poten-

cial & , la presión promedio P para escalar la presión lp

y f para la densidad, se puede escribir que

T^ T T1 2.6A

© = T ©' 2.6B

f>:"Fp' 2.6C

p r f ?' 2. 6D

en donde T', ©' , p' . y ?' son variables adimensionales

con un orden de magnitud alrededor de la unidad.



Supóngase ahora una atmósfera standard , en donde Los

valores de las variables termodinámicas dependen únicamente

de la altura, es decir

% = I? (O 2.7A

Ts - T SU) 2.7B

6 S: 0s(zj 2.7C

% I f, (2 ) 2 . 7D

Las variables termodinámicas para una atmósfera real

pueden, entonces, ser descritas como la suma de los valores

standard más una perturbación, que dependerá de la posición

y del tiempo.

|° (2)+ Apix^jZ,*) 2.8A

T Z TSU)+ APtx.Y, z,-t ) 2.8B

& r ^Uí-iAOÍXyy.z^ ) 2.8c

f r faC^)+¿f{)fJy/zíí) 2.8D



r aí.(l) +

en donde

De las ecuaciones (2 .6) y (2 .8) se tiene que

T'- 3kíí>+.AL
1 ' T T

© -
r -r

2.8E

y por lo tanto, sustituyéndose en (2.6}

2-9A

Tr 2 .9B

6 r 2.9C

+ 2.9D

2.9E



en donde '̂(2) ~ -̂ 4=̂ - y í p r A|o/p - De manera

semejante se definen T<! ©^ ?s' «Ĉ  ¿ 7 ' ¿©' tí f'?s
y ¿OÍ' . Obviamente p' f' £* ?' y ocf son adi-

mensionales, con un orden de magnitud alrededor de la unidad,

mientras que ¿p' <J T <$©' ¿?' Y ĉ̂ r' son también

adimensionales, de un orden de magnitud menor que la unidad.

Supóngase que las variables T , P y f se selec-

cionan de tal manera que cumplan la ecuación de estado, es

decir, P = ?RT . Utilizándose esto y la ecuación (2.5) ,

se tiene que J - 'p j qy y o c - ^ H / ^ • P o r l o <Iue'

el conjunto de ecuaciones (2.9) puede reescribirse de la

siguiente manera

p r£(ps'(i) +$*>') 2.10A

T - T(Ts't2) 4- 4f') 2.10B

€> r T(©s í z ) + ^&l) 2-10c

2.10D

2.10E

Utilizándose esto último en la definición de tempera-

tura potencial, se obtiene



y para la atmósfera estandard, en donde las perturbaciones

son cero, se tiene

X H 2-11

De manera semejante, se puede demostrar que para la

atmósfera estandard, se cumplen las siguientes relaciones

^ oí S •* * o 2
í

Empleándose las ecuacinnes (2.10), la ecuación de esta^

do puede escribirse de la siguiente forma

Utilizándose (2 .11) y (2 .12), despreciándose producto

de perturbaciones y dividiéndose entre oti, (»' , se llega a

¿lo¿' , 4P' - ¿ T ' 2 13

2.5 La aproximación geostrófica.

Desarrollándose el segundo término en el primer miembro

de la ecuación de movimiento, se tiene que

2 SI K Vj Z [2 W..R tos*-2 Vil. SCHÍPJA + (2oJl£en $)•?+ (-2U Jico 5 *}'¿

TES!



en donde el tlrmino 2 wJl«s4 puede ser despreciado en

comparación con los demás, por lo que, se puede escribir

donde í = 2 A sen $ y v es el vector velocidad horisori

t a l . Con esto último, la ecuación de movimiento horizontal

e s

en donde V = y- X +• ~~ J

Introduciéndose variables adimensionales en la ecuación

de movimiento horizontal, ésta puede escribirse de la siguien.

te forma

f i Ti' 6 H f ' r - r ' / ^ ' . t . ' X O 1 A
K x S/ ~ — — « y / p + ¿ p' ) ¿ .±*í

p l - s

en donde -t - ~~ -t'

v - v^r

V z X - _L [ A.



_4
Para latitudes medias, £ es del orden de 10 , por

lo que, en el primer miembro de (2 .14) se tiene que, para

movimientos a escala sinóptica, el primer término es un orden

de magnitud menor que el segundo, por lo que, en primera apro

ximación, la aceleración puede ser despreciada obteniéndose

de esta manera la llamada aproximación geostrófica

fíx v : - OÍ 7p 2.15

2.6 Magnitud de las perturbaciones en las variables de
estado.

puesto que p1 depende sólo de z entonces

V'í^' + ̂ P'J — V'óp' - Aplicándose esto y divi-

diéndose entre -f V en la ecuación (2.14), ésta queda como

X ¿v'-t.^-fcKV1:: -S4J, «'V'ép' 2.16

en donde f es un promedio del parámetro de coriolis.

Introduciéndose el número de Rossby, que es la razón

entre aceleración y fuerza de Coriolis, y el número de

Froude, que es la razón entre aceleración y fuerza de grave

dad, la ecuación (2.16) puede ser reescrita en la siguiente

forma

*,,^+fí«v';-***«'V'sr1 2.17
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en donde f?n ~ —~ es el número de Rossby y F =

es el número de Froude.

-1
Para movimiento a escala sinóptica, R ^ 10 , por

lo que, el primer miembro de (2.17) es del orden de la unidad

y por lo tanto también el segundo, es decir

Ü.-G& «'v'á p1 ̂  i 2.18

Puesto que <*' y 7' son del orden de magnitud de

la unidad, entonces, de (2.18) se concluye que

t „,/ , D P o 1 q

¿ p ^ _ _ ^ 2.19

Introduciéndose variables adimensionales en la ecuación

hidrostática se obtiene

en donde, para el caso de la perturbación áp' , la coordena-

da vertical se escala con la altura característica del siste_

raa D, en lugar de la altura de la troposfera.

Utilizándose la tercera relación de (2.12) y haciéndose

simplificaciones, la ecuación anterior toma la forma
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El orden de magnitud del segundo término es el de

— <£fe>' por lo que, de (2.19) se tiene que
D

2.20

Puesto que £>cc = 1, entonces, aplicándose (2.10) y

despreciándose el producto de perturbaciones se llega a

Puesto que f' y OÍ' son del orden de la unidad,

entonces

y por lo tanto de (2.20) se tiene que

2.21

Empleándose (2.19) y (2.20) en (2.13) se obtiene que

Ts' ̂  Ro
 N «.

y como JL < i entonces

2 .22

introduciéndose (2.10) en la definición de temperatura

potencial, ésta se puede escribir de la siguiente forma
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Considerándose la serie binomial para el último factor

del segundo miembro de la última ecuación, se obtiene

K
y como ¿£ << 1 » los términos de grado mayor o igual a

dos se pueden despreciar, quedando

K
por lo que

Sustituyéndose ©' de la ecuación (2 -11), efectuándose

el producto y despreciándose el producto de perturbaciones

en esta última ecuación, se tiene finalmente que

2.23
©¿ T¡ CP

De las ecuaciones (2.19), (2.22) y (2-23) se tiene que

©: *
*

y como .-£. <
C H

, entonces

2.24
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2.7 La velocidad vertical.

Si en la Temperatura potencial se toma el logaritmo y

se deriva con respecto al tiempo, se obtiene que

Si en la ecuación anterior se multiplica por cpT y

se sustituye RT de la ecuación de estado, entonces
P

y por lo tanto la ecuación termodinámica, para movimiento

adiabático puede escribirse de la forma siguiente

4t(Lne)-°
o bien,desarrollándose la derivada material

(f¿ *- V'V)L«e + w^(L»e):o 2.25

en donde v es el vector velocidad horizontal.

Utilizándose la forma de la temperatura potencial dada

en (2.9) y tomándose en consideración que ©s es función

sólo de z, el primer término de (2.25) queda como sigue

pero como
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entonces/ despreciándose términos de grado mayor o igual

a dos, se tiene que

y de la relación (2 .24}, se concluye que

2 " 2 6

Tratándose de manera s imilar , e l segundo término de

(2.25) toma la s iguiente forma

Considérese e l parámetro de es tab i l idad basado en la

atmósfera estandard: $• = p i - h n £>") . con ésto y con la

ecuación an te r io r , se obtiene que

4- ^ - ^ - 2.27
3Z v ' " O O l?0

Puesto que en la ecuación (2 .25) e l segundo miembro es /

cero, entonces de (2.26) y (2.27) se sigue que

VJJE ^ o 2.28
p r?o

Por o t ra pa r t e se t i ene que, para movimiento a escala

sinóptica, —- s\j \o y que, para la atmósfera es tan-

dard, (J- ry, jo"1 , por lo. que W°V. y Ai¿JL y por lo
•* D O ( 3 -
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tanto -¥— •%, ̂  °*. de donde se obtiene que

En el sistema de coordenadas ( x, y, p, t) la "veloci-

dad vertical" u-> es definida por

Desarrollándose la derivada material y utilizándose la

aproximación hidrostática, uü puede ser expresada de la si-

guiente forma

UJ z -||-4- V'VP -gpw

Enpleándose variables adimensionales en ésta ultima

ecuación, se tiene que

y puesto que j=¿ es función sólo de z entonces

Utilizándose los resultados dados en (2.19) y (2.29), se

obtiene el orden de magnitud de los términos de la última

ecuación, esto es

W U LHR, LT4H»,

y como 0", v lo" , entonces el segundo término es de un

orden de magnitud mayor que el primero por lo que puede uti
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lizarse como un factor de escala para ijj , es decir

donde UJ' es una variable adimensional, con un orden de mag

nitud alrededor de la unidad.

2.8 La divergencia del viento.

Helmhotz ha demostrado, que todo vector puede expresarse

como la suma de una parte no divergente y una parte errota-

cional, por lo que el vector velocidad V puede expresarse

de la siguiente forma

V= % + % 2-31

en donde 7 - y r o Y V X V̂

En el sistema (x, y, p, t), la ecuación de continuidad

queda en la forma

donde las derivadas en el operador V son a p constante.

Empleándose (2.31), esta última ecuación puede escribirse

como

7-V-^ 2.32

Si se introducen variables adimensionales y se utiliza

el resultado de (2.30) en (2.32), la ecuación de continuidad

puede expresarse de la siguiente forma
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en donde v^ = V^V' .

Considerándose los ordenes de magnitud, se tiene que

V* ^ -^Xí < V_L 2.33
7 HOiRo "* OÍR»

y como p --o. 10~ , ov.'v̂  ÍCT y Re ̂  to" entonces

V-. ^ 10~ V, en donde V es la escala característica de

la velocidad de viento. De este último resultado, se tiene

que la parte divergente del viento es al menos un orden de

magnitud menor que la parte no divergente.

2.9 La ecuación de vorti.ciclad.

Si se considera una atmósfera en equilibrio hidrostá-

tico y se desprecia la fuerza de fricción, las ecuaciones de

movimiento en un sistema de coordenadas (x, y, z, t), son

dadas por

=

En un sistema de coordenadas (x, y, p,t), las ecuaciones
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de movimiento pueden escribirse, de acuerdo a Holton (1972),

de la siguiente forma

Jü - f v - -̂ -*. 2.33A
d-t ¿ix

*^z_fu_^®. 2.33B
dt ' ¿y

— - - -££ 2 .33C

en donde _ d _ = . _ á _ . - £ - + y ^ ^
dt ¿* &x *y *P

es llamado el geopotencial y las derivadas espaciales y velo_

cidades son calculadas sobre superficies isobáricas.

Si a la derivada con respecto a x de (2-33B) se le -

resta la derivada con respecto a y de (2 .33A), se obtiene

la ecuación de vorticidad

donde £ ~ ̂ C — Aíl es la condónente vertical de la vor

ticidad.

En forma vectorial esta ecuación puede expresarse como

sigue



6 2 .

2 - 3 5

La variación del parámetro de Coriolis, dada por í3--§y-

puede expresarse en términos del radio de la Tierra. Puesto

que f = 2 SI sen ^ , entonces (5 r. ~r ~~ , pero como

•£$- = 1_ , se tiene que

«, _ 2 Sh eos 4>
P- 1

Con esto último y aplicándose los resultados obtenidos

anteriormente en el análisis de escalas, es posible hacer un

análisis de los órdenes de magnitud de los términos de la

ecuación de vorticidad. Para hacer esto último, se presenta

enseguida una lista de los diferentes términos con sus órde-

nes de magnitud expresados en función de las escalas caracte

rísticas de las variables.

)



63

Para el caso particular de movimiento a escala sinópti

ca en latitudes medias, se tiene que L '-«w 10 , V -̂-̂  10,

F *^ 10"3 , 0^ -^ 10"1, SQ ^ 10"1, a 'X^ 107 ,

2 -O- eos $ **v f O-» 10 , por lo que, para este caso

-í-í- *\s i o 2.36A

Vy 'u lo'O(n.|o*') 2.36B

V ' Vi 'V, ló'°(l + £0"') 2.36C

2.36D

A^. H^, lo"'" 2.36E

-ti - 1 2

10 -i- 10 2.36F

Es inmediato que los dos últimos términos, el de ad-

vección vertical de verticidad y el de inclinación pueden
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despreciarse ya que son al menos un orden de magnitud menor

que Los anteriores. En los términos de advección horizontal

(2.36B) (2-36C), la advección por la parte divergente del

viento es un orden de magnitud menor que la correspondiente

a la parte no divergente, por lo que puede despreciarse.

Finalmente, en el término de la divergencia puede despreciar

se el producto de ella por la vorticidad relativa.

Con todas las aproximaciones anteriores, la ecuación de

vorticidad, en latitudes medias, queda de la siguiente forma

| | + V V(£ + í)4-fV- ̂  = O 2.37



III. MODELO NO DIVERGENTE

3-1 Ecuaciones del modelo.

Considérese una atmósfera sin fricción, incompresible y

en balance hidrostático. Bajo estas condiciones, las

ecuaciones de movimiento son

^ 4 f q : Ü 3.1C

Por la hipótesis de incompresibilidad, la ecuación de

continuidad es dada por

3/ ñz "

Tomándose la derivada de (3-lB) con respecto a x y

restándole la derivada de (3.1A) con respecto a y, se obtiene

la ecuación de vorticidad en un sistema de coordenadas (x,y

z, t)
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3.3

Si se supone una atmósfera barotrópica, la densidad es

función sólo de la presión: f i f (p) y por lo tanto

v r «v *¥J az ¿p^s^ ¿Y

Esto último significa que Vf y ¿J p son paralelos y

por lo tanto, las superficies de presión y densidad constante

son paralelas.

El último término de la ecuación de vorticidad (3-3) se

puede escribir de la siguiente forma

por lo que, para una atmósfera barotrópica, este término es

cero en vista del paralelismo de VF y Vp

Si. se hace la hipótesis de no divergencia horizontal,

entonces, de (3.2) se tiene que

-o 3-4

y por lo tanto w = constante en la vertical. Por otra paite,

si se supone una superficie inferior plana, se tiene que v;=0
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en z = O, por lo que, la hipótesis de no divergencia horizon

tal/ hace que w = 0 en cualquier punto.

Por todo lo anterior, las hipótesis de barotropia y no

divergencia, reducen la ecuación de verticidad a la forma

Puesto que el movimiento es no divergente se puede in-

troducir la función corriente V , tal que

con lo que automáticamente se cumple la condición de no diver_

gencia (3-4) y la voiticidad puede expresarse de la forma

siguiente

£± + L 3.7

Sustituyéndose (3.6) y (3.7) en la ecuación (3-5), se

obtiene la ecuación de pronóstico para el modelo barotrópico

no divergente, siendo ésta:

Vay - FU.y) 3.8

donde FO;y)r J [v\ y) - (3 l^ , T(vV, *f) = % (V V ) -



La ecuación (3-8) puede ser resuelta para ^ si se

conoce inicialmente la función corriente ^ . Una vez re-

suelta (3.8), la tendencia de la función corriente Wt se

usa para obtener t/' para un tiempo At posterior mediante

una aproximación lineal.

Las hipótesis utilizadas en este modelo, filtran las

ondas rápidas de sonido y gravitacionales. La condición de

incompresibilidad o la suposición hidrostática filtran las

ondas de sonido, como ya se hizo notar en el Capítulo I. En

este modelo no pueden existir ondas de gravedad ya que no se

permite movimiento vertical.

3-2 La función corriente inicial.

Considérese una función corriente dada por

3.9

2 2 2

donde é = 1 si (x - X]_) + (y - y^) < rQ y cero en

caso contrario. Esta función corriente representa un vórtice

de radio ro, con su centro en el punto (K1, y ). Este tipo

de función corriente es semejante a la utilizada por Adem

(1956) .



Las componentes del vector velocidad son dadas por

por lo que para (3.9) se tiene que

u : A (y ~ y,) 3.10A

V r-A (x - x.) 3.10B

1 z A-

donde A = A(x.Y) = ? ™ H-I*'^ +W-y'L3 , por lo

que la función A es del mismo signo que el parámetro % .

Para % negativa se tiene que U es negativa cuando y1< y

positiva cuando y < yi" por su parte v es positiva si

x > xi Y negativa si x < xj. De lo anterior, se tiene

que la función (3.9) representa un vórtice, con circulación

ciclónica cuando VD < O y anticiclónica cuando If̂  > O

El vector r' que va del centro del vórtice a un

punto cualquiera ( xf y) dentro del mismo es dado por

F' = (x -x,)A 4-í.y -y,)í 3.ii

Si se toma el producto escalar de este vector con el vector

velocidad se obtiene V • r' = 0, lo que significa que la

velocidad es perpendicular al radio de curvatura y por lo

tanto tangencial. Tomándose las componentes de la velocidad



dadas en (3.10), la magnitud del vector velocidad, o sea la

rapidez, es

V: A2 r' 3-12

donde r' es la magnitud del vector r' . por otra parte si

(3.11) se sustituye en (3-9), la función corriente puede

expresarse como

La derivada de ty respecto de r' es entonces

r' 3.13

De acuerdo a la definición de la función A y a las eic

presiones (3.12) y (3.13), se concluye que, para un vórtice

ciclónico

v - K 1

Tomándose la derivada de V con respecto a r1 e

igualándola a cero se puede obtener el radio de máxima velo-

cidad tangencial, esto es

7 2 i 2

de donde despejando a r' se obtiene Y"'Z \



Resumiendo, se tiene que la función corriente dada por

(3-9) representa, para 4^ < o , un vórtice ciclónico de

radio ro / centrado en ( x, , yl ) y con una velocidad

máxima a una distancia del centro igual a \J~fr\rt> • L o s

datos, de entrada necesarios para iniciar una función corriente

de este tipo son las coordenadas del centro, el radio r y

la velocidad máxima. Utilizándose la ecuación (3.13), el para

metro ^ se expresa, en función de ro y de la velocidad

máxima, de la siguiente forma

%Z-O S25 r0 V w a x 3-14

para el estudio de la interacción de dos vórtices cicló̂

nicos, la función corriente inicial se obtiene como la super-

posición de dos funciones corriente del tipo dado por (3.9) .

Con esto la función corriente inicial es dada por

en donde <á¿ = 1 si (x - x-) + (y - y-) £ ro , cero en

caso contrario y las W' son dadas por

La expresión (3-15) representa un par de vórtices ci-

clónicos (con %< o ) de igual intensidad y tamaño con una dis



[ y.-)í,) + (y -yi I

Los vórtices estarán en interacción cuando D < 2ro.

3.3 Solución numérica del modelo.

La ecuación (3.8), es una ecuación de Poisson en

y puede resolverse analíticamente bajo ciertas restricciones;

por ejemplo, Adem (1956), da una solución de esta ecuación,

suponiendo que F (x, y) se puede escribir como una suma de

términos de la forma G(r) sen (n ̂  ) y H(r) eos (n & ), donde

n es un entero y {r, © ) son coordenadas polares. En con-

diciones generales, ésta ecuación no puede resolverse por mé-

todos analíticos, por lo que, es necesario aplicar métodos -

numéricos de solución.

Considérese una malla o rejilla de tal forma que cada

punto ( x, y) de la malla es dado por ( i A x, j £> y) dpnde

i 58 0, 1, N y j = 0, 1, 2, M. En estas con-

diciones el número de puntos de la malla es ( N + 1) (M + 1)

Si A es una función definida en una región dentro de la

malla y (x, y) es un punto en ésta, el valor de A, en este

punto, es A(x , y) = A(i £> x, j ¿\ y) para valores dados de

i y j- Con el fin de simplificar la notación, se expresa

A (i A x, i A y) por A-; , 4 .



Para resolver la ecuación (3-8), utilizándose diferen-

cias finitas, las derivadas que aparecen en ella se reempla-

zan por formas adecuadas de diferencias finitas. Los opera-

dores de diferencias finitas utilizados en este caso se clefa

nen a continuación

¿ á

donde d = z\x = A Y- Las derivadas de orden superior se

obtienen por aplicaciones sucesivas de los operadores dados

en (3.16). Cuando al aplicar estos operadores se necesita

el valor de la función en un punto intermedio entre dos puntos

de la mallra, éste se obtiene por interpolación por medio de

los siguientes operadores.

^ 0 / 3-»*

Aplicándose los operadores definidos en (3.1.6) y (3.17)

al operador \7 ^ > éste estará dado por

r t% 3.18
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Para obtener el esquema de diferencias finitas para la

fundión F, que aparece en (3*8), se reescribe F de la si-

guiente forma

y aplicándose (3.16) y (.3-17) se obtiene

A'J " 4^1^ '¿+t

El esquema de diferencias finitas para la ecuación (3.3) será

entonces

donde tlj = ja^i

La ecuación de diferencias finitas (3-20) deberá cumplir

se solamente en puntos interiores de la malla, ya que, en los

puntos frontera no es posible aplicarla. Aplicándose (3.20)
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en cada uno de los puntos interiores, se obtiene un conjunto

de (er - 1) (M - 1) ecuaciones y si se supone que los valores

de ^ en los puntos frontera son conocidos, se tendrán

{N - 1) (M - 1 ) incógnitas, que son los valores de ty>t en

cada punto interior de la malla. Por lo anterior, la solu-

ción de (3.20) puede considerarse como la solución de un sis.

tema de ecuaciones simultáneas. Sin embargo, (3.8) no se re_

suelve en esta forma ya que el número de puntos en una malla

con fines meteorológicos, puede llegar a ser del orden de

3
10 , por lo que, el sistema de ecuaciones simultáneas a reso^

ver resulta demasiado grande.

Existe otro método para resolver ecuaciones del tipo

dado por (3.20) . Este método es llamado método de Relaxación

consiste en dar un valor estimado o simplemente estimado

inicial como solución (no importa que tan malo sea) y después

se va mejorando por aproximaciones sucesivas. La descripción

de este método se presenta én los párrafos siguientes.

Supóngase que en cada punto de la malla se considera un

valor arbitrario de 4^ como posible solución de (3-20) .

Este primer estimado de la solución se denota por (4^)' • )

donde el super índice indica el orden dé la estimación. En

general ( 4^ )¿ - no cumplirá la ecuación (3.20), por

lo que, al substituirse en ésta, se obtiene



lio

3-21

donde R? j es llamado "residual" y dá una medida de la

diferencia e'ntre el estimado de la solución y la solución

misma. Así, en este caso, un valor grande de R¿#J indica

que el estimado inicial es malo, mientras que RJ -I pequeño

indica que el estimado inicial se acerca a la solución, si

R̂  -; fuera cero en todos los puntos entonces, y^t J* j

sería la solución de (3.20) .

Aplicándose la definición de ^ y haciéndose a y = <$>

con el fin de simplificar la notación, la ecuación (3.21) se

puede escribir asi

3.22

Supóngase ahora que, sin cambiar nada en los puntos adyacen-

tes, en el punto (i, j) se hace un nuevo estimado <j>¿ j '

de tal forma que se cumpla (3.20) en dicho punto, es decir

3.23

De (3.22) y (3.23) se observa que el nuevo estimado

deberá ser£¿ j

. 4-i- R° 3.24



donde R* - - ( ̂ (tf). . - G¡ j

Haciéndose esto en cada punto interior de la malla,

sin utilizar los nuevos estimados que posiblemente se hayan

hecho en puntos adyacentes a un punto dado, se obtiene una

nueva estimación <J> de la solución de (3.20). Por supuesto

que al sustituir este nuevo estimado en (3-20), los resi-

duales no serán cero en todos y cada uno de los puntos de la

malla, pues como se puede ver de (3.23), Rj_#j es cero en el

punto (i j) pero utilizándose a los estimados iniciales en

los puntos adyacentes. Al sustituir el nuevo estimado <í>

en (3.20) se obtiene

donde R. • es el nuevo residual correspondiente a <$>•- ¡

El proceso puede repetirse una y otra vez para obtener nuevos

estimados de la solución hasta que el residual, en todos y

cada uno de los puntos, sea menor que un valor prescrito,

dependiendo de la exactitud deseada. Más adelante se demos-

trará que el método es convergente, es decir, que en cada

nueva estimación el error cometido va siendo menor. La fór-

mula (3.24) puede ser generalizada para obtener el estimado

de orden m + 1 en forma recursiva, esto es
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donde

La fórmula (3.25) puede generalizarse si se supone que

la diferencia entre un nuevo estimado y el precedente es pro

porcional al residual de este último, es decir

* +. 3.26

donde o< es el factor de proporcionalidad.

Con' el fin de llevar a cabo la demostración de conver-

gencia del método, despéjese a î-.j de la ecuación (3.20)

y sustxtuyase en la expresión para el residual fy j ; el

resultado es

o bien, notándose que { (J)*"- 0 ) es precisamente el error

£ en la emesima aproximación

3.27

Por otra parte, si se resta <t>j. j en ambos miembros

de (3.26) se obtiene



y sustituyéndose (3.27) en ésta última

Las condiciones a la frontera de la función error S.

es que £; j - o para i = O , i = N , j = O y j = M

ya que en estos puntos los valores de <P son prescritos y

mantenidos constantes.

Corno la función error tiene el mismo dominio que <J> ,

es decir el rectángulo fo, N £s.xj To» M ü yj entonces

es posible representar la función error en un punto (.Xjj)

de la malla como una serie discreta de Fourier de la forma

Considérese ahora una componente del espectro de la

función error, esto es

Si se aplica el operador ^ 2 utilizándose esta última expre

sión, se tiene



o bien usándose la identidad trigonométrica

se puede escribir

sustituyéndose esta última expresión en la ecuación (3.28) y

dividiéndose todo entre £A ¡ se tiene que

wt+l

de donde se observa que la condición de convergencia es

Puede notarse que para el caso particular en que o< = 1,

esto siempre se cumple, ya que 0 < sen -i^t + sen -~£ < 2

debido a que l < p < N y l < q < M .

El proceso de relajación descrito anteriormente se

dice simultáneo, ya que los residuales, y por lo tanto las -

nuevas aproximaciones se hacen todos utilizándose el estimado

anterior en todos y cada uno de los puntos de la malla, por

lo que pueden ser calculados en forma simultánea.

Existe una variante de este proceso en la que los resi,

duales se calculan utilizándose las nuevas aproximaciones

hechas en puntos anteriores de la malla. Por ejemplo, para



calcular el residual R: •. , se utilizan los valores de

calculados previamente en los puntos (i - 1, j) y (i, j - 1).

La fórmula para el residual se transforma en

Por la forma como se sigue este proceso es llamado "Relajación

secuencial".

Una vez calculada tf, en cada punto de la malla, median-

te el proceso descrito anteriormente, se pronostica la función

corriente para un tiempo At posterior, mediante una extrapo-

lación lineal. Para ello se aproxima t^ por diferencias

finitas adelantadas, es decir

de donde se obtiene

Con esta nueva función corriente se resuelve nueva-

mente la ecuación (3.8) para obtener la tendencia de ^

con la que se calcula una nueva función corriente por extra-

polación lineal. El proceso se repite una y otra vez hasta

obtener el pronóstico deseado. La aproximación por diferen

cias finitas adelantadas en el tiempo se utiliza únicamente
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en el primer paso de tiempo; para pasos de tiernpo posteriores

se usan diferencias finitas centradas, esto es

t~ -2. A *

de donde se obtiene

La condición de frontera utilizada para resolver la

ecuación (3.8) es, en este caso, que ty sea constante, es

decir l̂ x = 0 .



IV.-EL MODELO DIVERGENTE.

4.1.-Ecuaciones del modelo.

Considérese una atmósfera homogénea, incompresible, li-

bre de fricción y en equilibrio hidrostático. Las ecuacio-

nes de movimiento son

oí'4r+ •?" O 4.1 C

en donde se ha utilizado el resultado del capítulo I de que

or-^ ~ t\ é— y otÉJZ - A™-" donde h es la altura de la

superficie libre,que existe debido a la hipótesis de incom-

presibilidad.

Si se supone que, inicialmente, el campo horizontal de

velocidad es independiente de la altura, entonces así perma-

necerá como ya fue demostrado en el capítulo I. Las ecua-

ciones de movimiento se transforman, bajo esta hipótesis en

L̂i ^u . ¿)u _ c w +. ¿i ̂ ,̂ — f* 4.2A

c< ̂  4- tx z O 4.2 C
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Por la condición de incompresibilidad el término g-̂-

es cero en la ecuación de continuidad, por lo que
éa + ¿* + ¿w - o 4.3
¿>x ay az

Puesto que el campo horizontal de velocidad es indepen-

diente de Z, entonces (4.3) es fácilmente integrada en la

vertical, de 2 = O a Z = h, obtieniéndose

W k - W . r - h ( # « . # ) 4.4

donde Wh y Wo son la velocidad vertical e n Z = h y Z = O

respectivamente.

Por condiciones de frontera, la componente de la velo-

cidad normal a una superficie rígida es cero, por lo que si

se supone una superficie inferior plana y horizontal, enton-

ces wo 3 o Para la frontera superior, la velocidad verti-

cal deberá ser la velocidad con que se mueva verticalmente

la superficie libre, es decir, W^ debe ser la razón de

cambio de h con respecto al tiempo, esto es

Sustituyéndose (4.5) en (4.4) y aplicándose la fórmula

para la derivada de un producto, se tiene que

¿l"hl 4 6
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Si se multiplica (4.2 A) por h y se le suma la ecuación

(4.6) multiplicada por u , se obtiene

f. vh 4.7

De manera semejante,para la ecuación (4.2 B) se obtiene

aé ¿x ¿y J ay r

Las ecuaciones (4.6), (4.7) y (4.8) son las ecuaciones

de pronóstico para el modelo divergente. Las variables a

pronosticar son la altura de la superficie libre y el pro-

ducto de ésta por las componentes de la velocidad horizontal.

Como, puede verse del capítulo X (ecuaciones (1.63) y

(1.65)),este modelo admite ondas de Rossby y ondas de gra-

vedad modificadas por la rotación de la tierra (ondas iner-

ciales de gravedad) cuya velocidad de propagación es del qr

den de 10^ m/seg. En comparación con el modelo no divergen-

te, el paso de tiempo utilizado para extrapolar los campos

a pronosticar, debe ser bastante más pequeño con el fin de

que se cumpla la condición de estabilidad computacional*

4.2.-Inicializ;ación del Modelo.

Para poder calcular las tendencias de los campos a pro-

nosticar, mediante las ecuaciones (4.6-8), es necesario conp,

cer inicialmente el campo de velocidad y el campo de altura
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Para el campo inicial de velocidad se utiliza el mismo que

para el modelo no divergente, el cual puede ser obtenido di-

rectamente de la función corriente* Para obtener el campo

de altura correspondiente, se resuelve la ecuación de balan,

ce (Haltiner 1972) por el método de relajación. Esta ecua-

ción es dada por

9v3h: f?V2(4;Ay-O^4x
Esta ecuación implica un balance entre la componente rota-

cional del viento y el campo geopotencial.

Para el parámetro de Coriolis, se supone una variación

lineal con respecto a la latitud de la siguiente forma

i (y) = h + ?Y
d o n d e | e ; S J Í I O ' * s c j " / $z ¡ ,? x i o i 3 c w 1 x

4.3.- Solución Numérica del Modelo Divergente.

Uno de los problemas que se presentan al utilizar las

ecuaciones primitivas en el modelaje de la atmósfera, es

que, como existe más de una variable dependiente, al ser

éstas representadas en forma discreta sobre una malla de

puntos, con el fin de resolver las ecuaciones por el méto-

do de diferencias finitas, pueden existir dos o más solucio,

nes separadas e independientes que pueden ser divergentes

una de la otra.
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Considérese el caso de ondas de gravedad propagándose

en una sola dirección. Las ecuaciones que gobiernan su pro

pagación son

-^ Z-H-4^ 4.9 B

donde g y H son constantes.

Puesto que estas ecuaciones son lineales, es posible

considerar soluciones correspondientes a una sola componen

te del espectro, esto es, soluciones de la forma

u : /le 4.io A

XÍKX - Vi)

Vi : © e 4.10 B

las que al ser sustituidas en las ecuaciones (4.9), da por

resultado un sistema de dos ecuaciones homogéneas, tenién-

dose como incógnitas las amplitudes A y B, esto es

- V A + g K 6 - O

K K A - V5--Ü

La condición para que este sistema tenga solución no tri-

vial es que el determinante de la matriz de coeficientes

sea cero. De esta condición se obtiene la ecuación que de-

termina las frecuencias permisibles
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</2 ~<3 HK2 = o

y puesto que (/• - ex t entonces

c : t s/T^n 4.11

lo que demuestra que el sistema de ecuaciones (4,9) tiene

como solución ondas de gravedad propagándose, con rapidez

J'g f-T) , en arribas direcciones del eje X. Esta rapidez de

propagación no depende del número de onda y por lo tanto no

existe la dispersión de las ondas.

Unilizándose diferencias finitas centradas para las

derivadas espaciales, el esquema para el sistema (4.9) es

(A0\ - . « hj + r *U-t 4.12 A

M r u - j 4 1 2 B

Sustituyéndose soluciones análogas a (4.10) en (4.12),

se obtiene lo siguiente

Utilizándose la fórmula de Euler, se tiene que

í e*A*z 2sew(i<Ax) Y» por lo tanto, las ecuaciones anterio-

res se simplifican dando por resultado el siguiente sistema

de ecuaciones homogéneas.
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el cual tendrá solución diferente de la trivial si su deter-

minante es cero- Esto lleva a la ecuación de frecuencia

de donde se obtiene la velocidad de propagación de las on-

das permitidas por el sistema de ecuaciones de diferencias

finitas (4.12). Si se representa esta velocidad por C*,

entonces

C*- C ^nt-K£í^ 4.13
k. CLY

donde C = \IgHl es la velocidad física de propagación, y

C* puede ser llamada velocidad computacional.

El significado de (4.13) es que la discretización espa-

cial de las variables, trae como resultado un error en la ye

locidad de propagación de las ondas.

Este error es mayor entre más grande sea el número de

onda, en efecto, cuando K&x tiende a cero C* tiende a

C y a medida que K&X crece c* es cada vez menor que C y

se hace cero cuando küx^n . Por otra parte, puesto que

ahora la velocidad de propagación de las ondas si depende

del número de onda se produce la dispersión de las mismas.
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Esta dispersión es de origen computacional, pues se debe a

la discretización espacial de las variables.

Considérese una distribución de las variables U y h

sobre una malla de longitud L con distancia entre puntos

igual a ¿vx * tal como lo muestra la figura 4.1

u,h u,h u,h u,h u,h u,h u,h

1-2 1-1 1 1+1 1+2

Fig. 4.1 Distribución de las variables dependien-
tes sobre una malla con espaciamiento eri
tre puntos igual a

Si N es el número de intervalos de la malla, está

definida en puntos discretos x z ÜA* con J. =0, 1, 2,

...,N. Se tienen entonces N + 1 valores de O , dados por

La función u puede ser representada por una serie de

Fourier de la forma

U(x)- if + ̂ (a.t«^|ü + bn«e»3a¿Ü5
pero puesto que solamente se tiene J + 1 valores de u ,

entonces, aplicándose la serie para cada uno de estos valo-

res se tendrán únicamente W + 1 ecuaciones, por lo que es

posible calcular solamente N + 1 coeficientes a , b dis-

tintos. Se se consideran únicamente los términos en la se-

rie de Fourier correspondiente a las longitudes de onda más

largas, estos K + 1 coeficientes corresponden a valores de



n = 1, 2, 3, ••. M. De estas componentes, la de longitud de
2

onda más corta corresponde a n = 2J, con longitud de onda
2

h = ZLj y como N = L/AX, entonces la longitud de onda más
n N

corta que es posible resolver es 2AX, que corresponde a un

número de onda máximo K - TT/¿ÍX

La malla mostrada en la figura 4.1 puede representarse

como la superposición de dos mallas como las de la siguien-

te figura

A u h u h u h u

B h u h u ' h u ' h

1-2 1-1 1 1+1 1+2

Fig. 4.2 Desdoblamiento de la malla de
la Fig. 4.1 en dos mallas ele.

mentales.

Como puede notarse, la aplicación del esquema de difereri

cias finitas definido en (4.12) sobre la malla de la figura

4.1 es equivalente a aplicar este esquema separadamente en

las mallas A y E de la figura 4.2. Esto significa que al

utilizar una malla como la de la figura 4.1 para resolver

las ecuaciones (4.9), se obtendrán dos soluciones separadas

e independientes, totalmente desacopladas una de la otra.

Por lo tanto, es más conveniente obtener sólo una de estas



soluciones utilizándose una de las mallas de la figura 4.2.

Este tipo de malla es llamado "escalonada"

Por otra parte, puesto que ahora la misma variable apa-

rece en puntos separados por una distancia 2 &X, la longi-

tud de onda más corta permisible es 4 AX, que corresponde a

un número de onda máximo Kt TT/ZAX , es decir, se han eli-

minado los números de onda tales que KAX > — / que de

acuerdo a la ecuación (4.13) son las ondas que producen ma-

yor error en la velocidad de fase.

Se analizará ahora el caso bidimensional. Las ecuacio-

nes que gobiernan la propagación de ondas de gravedad en dos

dimensiones son

--s 4.14 A

IX - -a-*h. 4.14 B
a ^ ay

-Éil - -H ( 4 ^ •+• ̂ M 4.14 C

Se consideran soluciones del mismo tipo que para el caso

unidimensional, es decir

Jt. ÍK* +• X y - vi)

V Z B € 4.15 B

V, T. C e ¿ í « * * ^ - ^
J 4.15 C



donde K y 1 son números de onda en dirección X e Y respecti-

vamente y </ es la frecuencia. Al sustituir éstas en (4.14),

se obtiene la ecuación de frecuencias permisibles

Y como (/ar c'íK̂ -tJi ) > entonces» C = 4gH\ que es la misma

velocidad de propagación que para el caso unidimensional.

Considérese una distribución espacial de las variables

sobre una malla como la mostrada en la siguiente figura

u,v,h u, v,h u, v,h u,v,h u, v,!!

u,v,h u,v,h u,v,h u,v,h u,v,h
* • * • •

u,v#h u,v,h u,vfh u,v,h u,v,h
» * • • •

u,v,h UíVjh u,v,h u,v,li u,v,h
• . • . •

u,v,h u,v,h u,v,li UjV,!! u,v,h

Fig. 4.3 Malla con todas las variables definidas
en cada punto.

Este arreglo puede obtenerse como la superposición de

dos mallas "escalonadas", como las mostradas en la siguien-

te figura.



U/V h u,v h u,v
* * # 4 •

h u,v h u,v h

u,v h u,v h u,v

h u,v h u,v h

h u,v h u,v h

u,v h u,v h u,v
• • * * *

h u,v h u, v h

u, v h u*v h u,v

Fig. 4.4 Desdoblamiento de la malla de la figura 4.2
en dos mallas escalonadas.

Haciéndose un análisis similar al del caso unidimensio-

nal, pero utilizándose series de Fourier dobles para repre-

sentar las funciones, se pueden encontrar los números de on.

da permisibles. Si se supone que la distancia entre puntos

es d en ambas direcciones, las regiones de números de onda



permisibles por las mallas de las figuras 4.3 y 4.4, se re-

presentan en la figura que sigue.

Fig. 4.5 Números de onda permitidos por : (a) malla
de la figura 4.3, (b) mallas de la figura
4.4.

Como puede verse de la figura, la malla escalonada re-

duce la región de números de onda permisibles a la mitad,

eliminándose los números de onda grandes, que son los que

producen mayor error en la velocidad de fase, como se ve-

rá en seguida.

Con el uso de diferencias finitas centradas para las

derivadas espaciales, las ecuaciones de diferencias finitas

correspondientes a las ecuaciones diferenciales (4.14) son:

~' i ¡ 4.16 A

/i_v\ 4.16 B



4 16 C

La aplicación de este esquema sobre una malla como la

de la figura 4.3, es equivalente a aplicar este esquema se-

paradamente en las mallas A y B de la figura 4.4. Nuevamen-

te se tiene el problema de la separación de soluciones como

en el caso unidimensional

Sustituyéndose soluciones semejantes a las de (4.15)

en las ecuaciones (4.16) se obtiene la ecuación de frecuen-

cias permitidas, esta es

y como <szz cz/C K2+ J?) » entonces

donde C = + J$H\ es, nuevamente la velocidad física de pro

pagación de las ondas gravitacionales. Se tiene nuevamente

que la discretización espacial de las variables produce un

erraren la velocidad de fase, siendo este mayor para núme-

ros de onda grandes.

En la figura 4.6 se muestran isolineas de C*/C, en la

región de números de onda permitidos por la malla no escalo

nada. Solamente se presenta la mitad de la región, pues ex

iste simetría con respecto a la línea K = 1. Entre más pe-

queña es la razón C*/C mayor es el error en la velocidad de



fase. La malla escalonada admite solamente la parte inferior

de la región mostrada y, por lo tanto, con este tipo de ma-

lla se eliminan los números de onda que producen un mayor

error en la velocidad de fase. Además el tiempo de computa.

ción se reduce a la mitad

Fig. 4.6 Velocidad relativa de fase para ondas de
gravedad cuando las derivadas espaciales
son aproximadas por diferencias finitas
centradas.

Por todo lo anterior, resulta más conveniente la utili-

zación de mallas escalonadas para resolver, por el método de

diferencias finitas, modelos de ecuaciones primitivas. En



la solución de las ecuaciones del modelo presentado en la pri_

mera sección de este capítulo, se utiliza una malla escalona-

da semejante a las de la figura 4.4, con la diferencia que ess

tá girada un ángulo de 45° {Fig. 4.7)

h h h h h

u,v u,v u,v u,v

• * • *

h h h h h
. . . . . .

U,V U,V U, V U, V

íi h h h h

Fig, 4.7 Malla escalonada para la solución del
modelo divergente.

El esquema de diferencias finitas para las ecuaciones

(4.6-7-8) es el siguiente

X ) - . ( ^ Y U y ) - ? h l í ) ' h ^ í ^ + 4.18 A

- fuW-t-

4.18 B

=-(híy)r C^)Y 4.18 C

donde el último término de las ecuaciones (4.18 A y B) es un

término de difusión el cual se incluye con el fin de evitar



la acumulación de energía en la región de onda corta, debi-

da a la inestabilidad computacional no lineal.

Los operadores para derivadas y promedios que aparecen

en (4.18), son definidos en un punto (i,j) de la siguiente

manera.

donde r y s pueden ser Y o X y donde

Para las derivadas temporales se utilizan diferencias

finitas centradas "Leapfrog", excepto para el primer paso

de tiempo, para el que se emplean diferencias finitas ade-

lantadas.
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V.-RESULTADOS Y CONCLUSIONES.

5.1.-Resultados.

Con el modelo no divergente, se hicieron experimentos

utilizando vórtices con un radio de 600 taris y una velocidad

máxima de 30 m/seg (108 tan/lir). La distancia entre puntos

de la malla utilizada fue de 60 km y el paso de tiempo de

media hora.

Con el fin de calcular la velocidad de rotación de un

vórtice con respecto al otro, en función de la distancia de

separación entre ellos, se hicieron pronósticos de 12 horas

con diferentes valores para la distancia de separación. Los

resultados se comparan en la figura 5.1 con los resultados

obtenidos por Erand (1970) de la observación de 22 casos de

pares binarios. En la figura 5.2 se presenta el perfil de

la velocidad tangencial de los vórtices utilizados en este

trabajo (linea a rayas), comparado con el perfil de veloci-

dad tangencial promedio, obtenido por Hughes (1952) de un

conjunto de huracanes (línea punteada).

Para distancias grandes (mayores a 500 ]an aproximada-

mente)/ la velocidad de rotación calculada es menor que la

observada. Esto es debido a que la -velocidad tangencial ob

servada es mayor que la teórica. Para distancias más cortas
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la velocidad calculada es mayor que la observada, por lo que,

la velocidad de rotación calculada se espera que sea mayor que

la observada. En efecto, como puede verse de la figura 5.1,

asi sucede, aunque no en la proporción esperada. Esto puede

deberse a que en el caso real, la porción de un vórtice inme.r

so en el campo de velocidades del otro, es mayor que para el

caso teórico, en donde la región de interacción es más peque-

ña debido a que el campo de velocidad disminuye a cero más

rápidamente.

Se hicieron dos pronósticos a 40 hrs, uno con £ - o

-13 -1 -1
(fig. 5.4), y el otro con £ = 1.7 x 10 cm seg (fig.

5.5). El resultado, en cuanto al efecto Fujiwhara de rota-

ción, es el. mismo en arribos casos; la diferencia es que para

(i •# o r el vórtice que se mueve hacia el norte tiende a

debilitarse al disminuir la vorticidad relativa £ debido

a la conservación de la vorticidad total 5 + •£• Puede ob

servarse también que la distancia entre los vórtices ha au-

mentado; un resultado contrario a lo observado en la reali-

dad.

Con el modelo divergente se hizo un pronóstico a 12 ho-

ras. La característica de los vórtices y de la malla fue la

misma que para el caso no-divergente. El paso de tiempo em-

pleado fue de 90 segundos. En la figura 5.6 se presenta el



campo de alturs inicial. En esta figura se ha graficado la

diferencia entre la altura calculada de la ecuación de balan.

ce y la altura constante prescrita en la frontera que fue de

5OOO metros. La figura 5.7 es el pronóstico a 12 horas con

el modelo divergente. Se puede observar, nuevamente, el efec_

to de rotación de un vórtice con respecto al otro, pero tam-

bién puede observarse que la distancia entre los vórtices ha

disminuido. Este resultado está más acorde con lo observado

en la naturaleza* en donde dos vórtices ciclónicos en inter-

acción tienden a atraerse e incluso pueden llegar a organi-

zarse en un solo sistema como ya ha sido reportado por va-

rios autores.

5.2 Conclusiones.

De los resultados obtenidos y de las observaciones he-

chas, es claro que la velocidad de rotación de un vórtice

con respecto al otro depende de la distancia de separación

entre ellos, así como de la distribución de la velocidad

tangencial. Esta velocidad de rotación podría, probable-

mente, ser calculada de una manera más exacta si se consi-

deran vórtices con un perfil de velocidad tangencial más

real, por ejemplo , donde K es una constante y

r es la distancia radial.



La conclusión más importante que se puede obtener, al

comparar los resultados del modelo no divergente con los del

divergente, es que el efecto de atracción de uno con respec-

to al otro puede deberse, entre otras cosas, a la convergen-

cia del viento hacia el centro de los vórtices. Esta posibi

lidad ha sido apuntada por Brand (1970).
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Figura 5.1.-Velocidad de rotación contra distancia de separa-
ción entre vórtices- Línea a rayas: calculada.
Línea punteada: observada.
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Fig. 5.3.-Función corriente inicial: dos vórtices de 600
km de radio y velocidad máxima de 30 m seg-1 con
una distancia entre centros de 900 kms.
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Fig. 5.4.- Función corriente pronosticada 40 horas después
con el modelo no-divergente, con £ = O
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Fig. 5.5.- Pronóstico a 40 horas con el modelo no divergente
tomando £ = 1.7 x 10"1 seg"1 can"1



Fig. 5.6.-Campo inicial de altura para el modelo divergente



5,7.-Pronóstico a 12 horas del campo de altura con el modelo
divergente.
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