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‘nimero de personas debilita el espiritu filosbfico

de un puebloe v conduce a su empobrecimiento espiri-

tual.
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minase, en tantas partes como fuera posible y como

se requiriese, para su mejor resolucidn.
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cada cual debe seguir para guiar acertadamgnte su razdnr,

sino sclamente el de mostrar de gue manera he tratado de

guiar 1z mia",

Discurse del método.

4 Mo alcanzaris el pails de las ideas !
Me es conocida la orilla.
Quien no cree en conguistar las islas

puede echar el ancla.

Goethe.



INTRODUCCION

La investigacidén cientifica, con los esfuerzos co
manes, dg varios paises de latitudes medias,.E. U., U.R.-
5.8. por ejemple, ha creado una estructura £fisico ~ mate-
mitica adecﬁada para el flujo atmosférico que prodomina so
bre dichas latitudes. Esta estructura no puede ser aplica
da, en todo el espectro de espacio y tiempe, al flujo at--
mosférico de latitudes bajas, pues existen diferencias fi-
sicas entre ambos flujos; por ejemplo: contenido del wvapor
de agua, estructura tridimensiona}l del canmps de vientos,—
variacifn del par@metro de coriolis, niimero de ondas, el -~
tiempo de vida de una "accifn de bloqueamiento", el cual -
es m&s largo en latitudes altag que en latitudes bajas, --

etc.

Para realizar prondstico numéricc en México, palis
en el cual predomina un flujo atmosférico de latitudes ba=~
jas gue "interacciona" con el flujo de 1ati£udes mediag ==
(ap&ndice D), es necesario adaptar una dinfmica atmosféri-
ca apropiada gue permita el disefio de meodelos ffsicos - ma

temfticos consistentes.

Para efectuar dicha adaptacién, entre otras cosas,



se debe hacer un anflisis de la teotria hidrodindmica para-

el prondstico numérico a corto plazo de latitudes medias.

Considerandoc gue la integracidn numérica de las -~

ecuaciones atmosféricas como un problema de valor inicial-

es la hase principal para la prediccidn de perturbaciones-—

de escala sinfptica para perfodos entre 12 horas v tal vez

3 y 4 dias y, ademis, para algunas escalas mis pequefias y-

periodos mucho més larges, se tienen problemas en comin -

pues las fuentes de error en tal prediccidn son una conse-

cuencia de:

aj

k)

c}

aj

e)

"Huecos" y errores én los datos log cuales ha

cen el estado inicial.

Limitaciones en los esquemas de andlisis-ini-
cializacién los cuales son aplicados a los da

tos.

Errores de truncacidn en losz esquemas de inte

gracién numérica.

Representacifn incompleta de log procesos fi-

sicos complicados al modelar en la atmbsfera-

Y,

Limitaciones impuestas por la predictibilidad

de la atmGsfera.
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En este trabajo se presentan algunos experimentos
numéricos de dicho andlisis, en su primera etapa, con mbdg
los "filtrados"” de Area'limitada y se analiza un modelo de

ecuaciones primitivas.

No se trata de diseflar de un solo golpe un siste-
ma de la naturaleza atmosférica para latitudes bajas, sino
de considerar problemas particulares e ix formulando hips-
tesis lSgicas. Pues la funcidn esencial de una hipStesis-
consiste en la gufa gue ofrece a las nuevas observaciones-—
¥ experimentos numéricos, por medio de la cual nuestra con
jetura és o confirmada, o refutada, o modificada, por me--
dioc de la cual - en pocas palabras - se ensancha nuestra -
experiencia, en particular los conceptos obtenidos por abs

traccifin matemdtica.

La tesis s¢ presenta a tyavéds de siete capitulos.

En el capitulo I, se analiza el espectro de espa-~
cio~tiempo de los fenfSmenos atmosférices y se selecciona -

la escala espacial y temporal para este trabajo.

En el capitulo II, sin guerer sliminar para siem-
pré los problemas de fundamentacidén — pues los fundamen--
tos Gltimos vy el sentido dltimo de las matemfticas permane
cen como problema aﬁierto, y comc la verdadera legalidad -~

de la naturaleza, de acuerdo c¢on el principio de continui-
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dad‘de Leibniz, encuentra su expresidn en leyes de accidn-
préxima, gue cenectan s8lo los valores de las cantidades -
fisicas para puntos vecinos del espacio-tiempo, asi las re
laciones bdsicas de la geometria deban tratar solo con pun
tos adyacentes infinitamente cercancs ~— gSe analizan los-~

principios fundamentales en coordenadas generalizadas.

En el capitulo III, se aplica un anflisis de esca
ia a las ecuacicones de movimiento, vorticidad y de diver--

gencia.

En el capifulo IV, se pfesentan dos modelos fil--
trados de un s6lo parimetro ( altura geopotencial) para la
superficie isobédyica de 500 mb. se comparan las propieda--
des de descripeidn espectrél de ambos modelos. Ademds, pa
ra investigar la posibilidad de usar modelos no-filtrados~
se presenta un modelo de ecuaciones una atmdsfera barotré-

pica.

En el capitulo V, se presentan 3 métodos numEri--
cos de integracibn y se analizan someramente su procedi--—
miento, méritos y desventajas de cada uno de ellos. Se se

lecciona el método discreto para efectuar la integracidn.

En el capitulo VI, se presénta la discusidén de --

los experimentos numéricos.
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Finalmente en el capitulo VII, se plantean nuevos

experimentos numéricos de acuerdo con los resultados.

Ademds, se anexan seis apéndices gue complementan
el contenido del trabajé v lo hacen mis sencillo vy accesi=-
ble, pues este trabajc ha sido escrito con el anhelo ds -~

gue lleguen los alumnos a encontrar utilidad en &1.
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Espectro de los proceses atmosféricos.

Los campes de los elementos metecroldgicos-la

velocidad del wmovimiento del aire, temperatura, presidn,

humedad, etc.- fluctfian con el tiempo. Sus oscilaciones

tienen componentes con periodos que comprenden desde una

fraccidén de un segundc hasta cientes de afios,

El espectro completo de esos pericdos de osci-

lacidn puede ser dividido en seis intervalos principales.

1)

2}

Oscilaciones micrometeorolégicas, con pericdos comprepn,
diendo desde una fraccidén de un segundo a un minuto.
Le corresponde una escala horizontal de T ==  600m.
Los contribuidores principales §ﬂﬂj&é Eurbulencia, -
ondas acilsticas y ondas gravitacionales de corto —
periodo.

Oscilaciones mesometeorolégiﬁas, con periodos compren
diendo desde un minuto a una hora. Que corresponde a
una escala espacial del orden de la profundidad efec-
tiva de la aimésfera, l0km. Ias tormentas y ondas -
gravitacionales con amplitudes grandes son ejemplos

caracteristicos de estas oscilaciones.
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3) Oscilaciocnes sindpticas, con periodos comprendidos deg
de algunas horas a varios dias.
Se determinardn las escalas del éspacio vy tiempo de -~
estas oscilacicnes.
Se vealizard con mis detalle, va qué es la escala de
interés para este trabajo.
Lz masa, M, de la atmdsfera es 5-3”02'3. La enexr
gia cJ:.nética ‘total, E , de su movimiento tiene una mag
nitud del orden de Mai Joules. La energis cinética
por unidad de masa, E/M, es del oxden de /&Q;Tkg“is
(107;? .seg"i)& ; por lo tanto (= /0 m sefgl es consi,
derada come la rapidez tipica del movimiento del aire
en procesos de escala sindptica.

De acuerde con OBUKHOV, la longitud de la esca-
la tipica para los procesos s:_i.népticos es del orden de -
L =§. donde C es lz rapidez del sonido y -)f= 2 een &
es gl parémetfo de Coriclis (W =7. 124 x,{,"s'm%','"" es la -
velocidad angular de rotacién de la tierra,‘y & ez la =~
latitud miz W2 ); en latitudes medias L = 3 % 15" Ko
con lo cual se obtiene wn periodeo de ¢ = L/~ 3“'°§”J;

alrxededor de ocho dias.
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4) Oscilaciones Globales, con periodos comprendidos desde
semanas a meses, Estas éon de ¢gran interés para los -
problemas d? prediccién del tiempo a largo plazo.

5) Oscilaciones estacionales, son las oscilaciones con un
periocdo de un afio y sus armdnicos.

6) Oscilaciones interanuales, con pericdes del orden de -
varios afios. El espectro de esas variaciones no esti
estudiado completamente. Pero puede considerarse las
oscilaciones de 26 meses en la estratdsfera ecuatorial,
observadas por varios cientificos, y también la hipd-
tesis de gque el ciclo de 11 afios de la actividad solar
gue se manifiegta en la circulacidn general de la -
atmbsfera.

Puesto que el tiempe tipico para la disipacidn
de la energia cinéticz de los procesos sinfpticos es de -
una semana, la ¢lasificacién atteriozr puede dividirse en -
procescos a corto plazo v largo plazo.

Asi, en los prondsticos de corto-plazo compren-—
deran procesos con perfiodos menores a una semana y los -~
pronbésticos a largo plazo comprenderén procesos con perio-
dos mayores gque una semana.

Entonces en la teoria del prcﬁéstico a corte-pla

zo se pueden ignorar fuentes y sumideros de energias; esto

TESE COR
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es, se puede usar la aproximacidn adiabitica. Obviamente
en la teoria del pronéstico a largo-plazeo se deben consi-
derar los efectos no adiabaticos, es decir, las fuentes y

sumidercs de calor en la atmbsfera asi como la interaccidn

Atmdsfera-Océanc.
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Ecuaciones fundamentales en coordenadas geheralizadas.

Introduccidn

Las bases Fisicas estdn en los principios de con-
servacidn de Momentum, masa, vy energia, esos principios fup
damentales estan expresados matemiticamente por las - -
ecuaciones de movimiento de Newton para un medio continuo ,
ia ecuacidn de continuidad (para la conservacidn de la masal,

y la ecuacién de energia termodinimica.

II.1 DNotacidn vectorial

Se comenzari con las ecuaciones fundamentalesg en
netacidn vectorial.

Las scuaciones de movimiento referidas a un marco

rotando con la superficie de la Tierra:

N _
3‘%+ 2 &L - W2 (RR) = - VP -wg* (TT-1)

el primer término es la aceleracidn relativa del viento, -
el segundo término la aceleracién de Coxioclis, con £t =
vector de la velocidad angular de La Tierra, el tercer tér-
mino la aceleracidén debida a la fuerza centrifuga, con R =
distancia desde el eje de rotacifn de la Tierra al punto

de referencia, =l cuarto término es la fuerza debida a las

_ TESIS CON
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LS

variaciones espaciales de la presidn atmosférica v Jf—“
representa el potencial de atraccidn terrestre. 1% es
el operador tridimensional {gradiente).

Ecuacién de continunidad

148, oy —o (Tx-2)

R J7

Lz ecuacidén adiabitica

. k
28 _ 5. (% (T1-3)
I =0 ®‘(‘{=‘ T
La ecnacidén de estado
P=PRT (TI-4)

En estas relaciones se ha despreciado toda clase =
de fuentes de calor y fuentes de momentum debidas a fuerzas
de friccidn externas e/c internas.

"Para dar solucidn a las ecuaciones fundamentales

(rr-1), (¥I-2} v {II-3) numéricamente:

a} Es necesario pasar de la forma vectorial a la
forma escalar, ya Que en vista de la capaci--
dad actual de las computadoras, para excluir
al menos la propagacidn vertical de las ondas
de sonido al usar la ecuacidn hidrostidtica en

vez de la componente vertical de las ecuaciones



de movimien%é, hechc que serd analizado mis
adelante.

b) Es dessable simplificar las métricas y trans-
formar las ecuaciones en un sistema de coorég
nadas cartesianas especialmente limitado en -
el cuél la orografia terrestre coincide con un
nivel de coordenada vertical constante genera-—
lizada, asi come para asegurar una estructura
simple de malla y un espaciamiento eguidistan-—
te conveniénte de un niimero limitado de puntos

de la reja.

Para satisfacer estas condiciones se hard por me-

dio del uso de una notacién Lagrangiana completanente equi~
valente a la gotacién vectorial, ademids de tener ciertas -
ventajas sobre la notacidn vectorial, comc se hard notar en

el momgnto adecuado.

I1.2 Notacidén Lagrangiana

La derivacién de las ecuaciones Lagrandianas —_—
estd en el apéndice A.
Con referencia a un caso especial, con cocrdena-

das espaciales

q; = fh ? -E, 7 %a

[ WSS CON |
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v con velocidades generalizadas

d% _ & -4 & 4
Ek:ﬁ}{_ .19
Entonces las ecuaciones fundamentales dadas por

(£1-1), (TI-2) v {II-3) pueden ser ascritas:

Ecuaciones de movimiento

d T, « . . (II-5)
J{[‘aih("'f )J“Ba(“j AR SLE |
Ecuacidn de continuidad
- : (11-6)
& Selep) + Sh=o |
Bcuacidn adiabatica
J@ - _ (E1-7)
J;. Q
con
d D +9
5= -1,;3#& | (T1-8)
dir y =
k=300 = 2 (g ) {(T1-9)

es la energia cinética expresada en términos de 3!‘ ; fik 7
a .

1) --:!'Q;X;?)%:(‘.I =I-a3 i‘kkl (rT-10)

b j .

En las expresiones anteriores debe consideraxse:
l.- Por convencidn tensorial se debe sumar scbre términos

Y

gue incluysn el mismo indice doble de 1 a 3, es decir

3

ai i géﬁ + *agti& L2, 9,



Qa

v 3& son considerados como variables independientes.

-

2o~ &
3.- @& * el potencial de atraceidn depende solamente de -
las coordenadas espaciales 4& perd ne de las ék "
Por lo tanto se puede reemplazar en la ecuacidn -
(11-5) :
STReam] b 3 (3K)
A ‘ <dt k

4.~ Para especificar las ecuaciones ezscalares fundamentales -
en algln sistema de coordenadas, se necesita solamente eg
pecificar la forma métrica (v fz en tér‘rﬁinos de qu y/o
la energia cinética K en términos de e ik )

5.- Con referencia a &l warco xelativo de la tierra rotando,
en la ecuacién (II-9) las velocidades ik deben ser -
expresadas en el marco relativo y en movimiento.

6.~ Para cénvertir de un sistema coordenado a otro, se nece-
sita solamente transformar la energia cinética K, en vez

~ de el conjunto completo de ecuaciones.
Las ecuaciones (II-5) vy (II-6) serdn referidas a -
las coordenadas esféricas:
3k=‘f’,‘t’,\r‘ 1 9}k=‘l’,‘!‘3,‘:'
a} Formas métricas
La métrica del sistema de coordenadas considerado
estd definida por la forma del elemento de traygctoria ejn‘,

en coordenadas esféricas

(dw)* = (vempay Y+ (vdp) "+ @Y* (r1-11)



)

De (II-1l) se deriva
1} La energia c¢inética, referida a2l movimiento

absolutc Yi_ ’ P, A

=%[(““P"’\ (w)»e-(»—):! (IT~12)

ﬂ.-lfl,

-_-‘.
K"a,

donde % es la velocidad angular absoluta.
2) La energia cinética, referida al movimiento
relativa ¥, 50" v

k=3 [rmetp (Fra) e vip? s ¥2]

- 2 “2 el -
=a[rien’y (¥ r24n)+ vz.;p"?+\—’]+,‘:~r“eaa.‘fmz“- (11-13)
con ¥ = ¥+ 0, % es la velocidad angu~

lar relativa.

3) La funcién de Lagrange

—

K- @*= [\"‘m? (¢ 22¢) + vREF 02 ]§ (11-14)

con
§ j —_ J \-Ze“ '10 ..SZ_ (11-15)

como geopotencial o potencial gravitacional -
apatrente = suma del potenc\ial de atraccidn v el

potencial centrifugo.

1o



4} La forma D,
7.
Kk O O

¥
'z K\‘" [ QK o _\-,eme(lp
20K
4 13

o D= e coslra {IT-16)
¥ notando, que la derivada total con respecto
al tiempo esti definida por

= + Y +§D s - (11-17)

._.ﬁ \F 'Y t + ¥ .

b} Ecuaciones fundamentales

Sustituyendo la funcidn Lagrangiana X - jg * (Ir-14)
en la ecuacidn general Lagrangiana (II-5) y considerando -

¥, ¢n = las ecuaciones de wmovimiento en coordenadas

esféricas resultan

Al vretp (v ra) = -1 Du b2 E (r1-16)
F(0) t oy empvr (¥ie229) = 4t - 2 F (II-19)
(x1-20)

FE)-vuty (67422 ¥) - Pt =it 2B

Sustituyende D, de (IL-16), en la ecuacidén general
Lagrangiana (YI-6) se cbtiene la ecuacidn de continuidad
en coordenadas esféricas

E‘;’_;‘“%‘“ :TLE (Q""@mf) + Oy v “'“.ap P42 oo {11-21)
[ )



Simplificaciones meteoroldgicas

En esta parte se efectuarén algunas modificaciones
a las ecuéciones fundamentales, usualmente aplicadas para =
simplificar y facilitar los procedimientos numéricos pero -
no afectan sustancialmente el fendmeno meteoroldgico de sus .
soluciones,

i) Simplificaciones métricas

Para simplificar las ecuaciones y resolviendo
los piocedimientos numéricos, algunos de los términos encon
trados en las ecuaciones fundamentales, referidas enh coorde
nadas esféricas, son usualmente despreciados.

Para ser consistentes métricamente se justificard
esta aproximacidn por una modificacidn simple en la métrica
¥+ por lo tanto, es preferible derivar las consecuencias -
con el uso de la forma Lagrangiana de las ecuaciones funda-
mentales.

El espesor de la atmdsfera de interés meteorold-
gico es pequefio comparado con el radio de la Tierra. Bsto
justifica la hipdtesis, gue en la forma métrica qgwael -
radio puede ser considerado constante, cuandoc no es dife--
renciado. Esta hipdtesis define una nueva métrica consis~
tente, donde el regimen atmosférico en los niveles de coor

denada vertical v constante tiene la miswma curvatura -



independiente de la coordenada variable v .
o= A, Sy :é"" ’ (TI-22}
Como una consecuencia de (II-22) se obtiene, en =

vez de las relaciones (II-11) a (TI-15)

Elemente de trayectoria

()= (aemp v ) (ade) e (d)* (11-23)

Energia cinética

Q'i'- . referida a el marco relative

g
K=13

f“\

K-~[&zm‘¢(w+ L&- ety - ‘1

. . tn 2 (IT-24)
A[a,cm_tf( +2WJL)+al¢¢+‘;i+%4.‘m?.§l.

Funcidn de Lagrange

K - j*gilkz‘m‘;a(v?%e pa)d &7 ¢ s #]- F (IT-25)

con
* | % S . . ’ .
_QT-—-_E " d eoaep 27 como geopotencial o potencial
gravitacional aparente.

La forma D

a - _ ¥ =z ez :
) hbﬂikkl*a ey D=a e (TX-26)

Sustituyendo la funcidn Lagrangiana (II-25) en la

ecunacidn Lagrangiana de movimiento {II-5) y considerando

=¥, ¢,r ,izgz,y‘a,;:



se cbtienen las ecuaciones de movimiento en coordenadas es-

féricas observando, sin embargo, la métrica simplificada

qi[amqp +_p_}]=-_:> $ - B.‘,i _ (IT~27)
;i{[a‘s?j + myeaétfaz (¢ 20 lif): %%?—%é (11-28)
-;1‘%. [+] = - %Qﬁ -3 (1T-29)

con
3_2'3{4. ‘."'a\y “'SO‘%*'\""@«— (T1-30)

v componentes del viento

. . . {I5-21}
A=Al Y | U=ap | W=v
se transforman las ecuacicnes en
. (I1-32)
&t 7 U—':Lw-(f ‘FV = - ——-- P o2 9,0
(acny & tonlp
» {11~33)
P. A
E%{ 7éuf’ %L.-: — -ﬂ"— ?P - _2:73?_§
| (I1-34)

ol
= ﬁ-a# ~>. &

Sustituyendo la forma D, (II-26), en la ecuacidn
Lagrangiana de continuidad {II-g) se obtiene la ecuacidn de
continuidad en coordenadas esféricas simplificadas métrica-
mente

4 d (E’eaa.tp) + o, (,('14."3??; + DY =0

Remp T



la cual con (II-30) y (II-31) puede ser transformada en
R T % VI SIS
En las ecuaciones (II-32) a (1I-35) se cbserva, -
que debido al uso de uwna métrica simplificada (IL-23) los -
términos usualmente despreciados son automdticamente omiti-
dos, v que Y ha sido reemplazado pbr el radio constante a,

cuande ne es diferenciado.

ii) Simplificaciones potenciales

Para aplicaciones atmosféricas, el sistema de
coordenadas més adecuado debe ser un sistema ortogonal, -
donde la coordenada "Vertical" sigue las lineas de fuerza de
la resultante de las fuerzas de atraccién y centrifuga. En
este sistema

a) Las superficies de coordenadas verticales cong

tantes coincidirin con superficies de poten-—-

cial gravitacional aparente constante jf o con

la superficie libre de la tierra, consistiendo,

por ejemple de agua, encontradas cuando sola-

mente las fuerzas de atraccidn y centrifuga -

estdn presentes.
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b) El geopotencial § no dependerd de las coorde
nadas "horizontales".

Ya que el gecide, es decir la superficie de &
constante, puede ser aproximado por una esfera, y para -
simplificar ademds las ecuaciones, se supondri gque el geopo
tencial § depende solamente de la coordenada vertical, y
no transformard las ecuaciones a coordenadas elipticas o -

geoidales, sino que retendri el sicstema esférico

’a,fj =“Z~)%, ¢ =p o QF=o0 {11-36)

con 'as representando élgfm incremente horizontal.

Ademas, se considerard la extencidn vertical de la
capa atmosférica tal que sea suficientemente pequeiia para -
justificar la hipdtesis, j' sea una funcién lineal de la -

coordenada vertical en el Zrea de interés meteoroldgico:

D& =7

donde g = aceleracidn aparente de la gravedad.

{(TL~37)

iii)} Simplificacién hidrostiatica
Para evitar pascs de tiempo,no econdnicos -
para procedimientos de solucidn numérica, se eliminardn las
ondas <_‘1e gonide propagandese verticalmente suponiendo wn -
equilibrio hidrostatico para todos los tiempos

o= - .% P-D. & (11-38)
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o considerando (IL-37)
| 1
O = —--§«?-
3 §
Esta ecuacidén hidrostitica reemplaza la componente

vertical de las ecuacicnes de movimiento (II-34) y resulta -

‘por despreciar éjf comparado con uno de los términcs de -
At

{Ix-38).
Considerando todas las simplificaciones hechas se

reesoribird el conjunto completo de ecuaciones resultando

Las ecuaciones de movimiento, resultantes de (XI-32), (IXI-33)

y (I1-34) con (IX-36), (X1-37) y (II-38), componentes horizon

tales
= T - -3 3% :
S - b g = v = g Y (11-39)
do | W 4 {I1-20)
R A i o
Componente vertical, la ecuacidn hidrostitica )
A D }\a ' {11-41)
0= - = WY -
3 i

La ecuacién de continuidad {II-35)

td
T3t ? + mpl ¢+ (U"mP\l 3w =0 (17-42)
La ecuacidén adiabética A
40 _, w1-e3
it
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La ecuacidn de estado

+$ - PRT (11-44)

gque permanece inalteraple por las simplificaciones realizadas.

Con - . R
i:b%\»ya? +(,a'€~)¢+\-'®v .

. (IT~-45)
= AT S TERer Y

~=Q ey y Cees , wev (11-46)

/
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Zndlisis de escala

.Un andlisis de escala provee un método sisteméﬁico
de comparar las magnitudes de los diferentes términos conte-
nidos en las ecuacicnes hidfodinémicas gue gobiernan los mo-
vimientos atmosféricos., Esta teoria, junto con 1lpz conside-
raciones energéticas, permite ei disefic de modelos fisicp—
matemiticos consistentes, para el anflisis dindmico y predig
cién numérica del tiempoc.

1) BEBcuaciones de movimiento: Para comparar las magnitudes
de los términos en las ecuaciones (II-39) y (II-40), =
primero se notarid gue el desarrollo de las derivadas -
totales de Ay v como sumas de sus variacionés par
ciales dan origen a términos cuyas dimensiones y magni-
tudes son de 2 V%/L, donde V¥ es una rapidez caracteris
tica del ﬁientcrhorizontal y L es la distancia carac-
teristica entre un méximo v un minimo del campe de velg
cidad. Tales términos serdn comparados con IAV'ﬁ;‘Q$4L
v el 7éur;ﬂ/éb , cuyas magnitudes son de lﬁﬁ e
Asi, puesto gue la mitad de la longitud de onda carac-
teristica de las perturbaciones del tiempo a gran esca-
la es del orden de 10° Em, vy el radio de la Tierra es

. _ o
del oxden de 6 x 103 Km, términos de magnitud de 2U’/£
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son un orden de magnitud mis grande gue aguellos cuya

magnitud es V/Z_ . Términos del orden de 2 V'D"/j_ serin
. compérados también con 4&% v U'”I/A , cuyas magni-
tudes son de VW/g“ . donde W es.una rapidez vertical
-‘_k_";_aglracter.{stica. Ahora, la rapidez caracteristica del -
ﬁi_ento horizontal estd en el rango de 103 a 104 cm/ sag,
mientras la magnitud caracteristica de la rapidez verti
cal asociada con las perturbaciones de gran escala estéd
en el rango de 1 a 10 cm/seg. Asf, términos del tamafio
de 2 ‘/a/l_ son aproximad_amente cuatre Sxdenes de magni-
tud mis grandes que aguellos cuyo tamafio es va’/a.. -
Con buena aproximacidn, por lo tanto, se puede omitir
de las ecuaciones (IT-39} y {II-40)} aguellos términos
gue contienen productos de componentes de velocidad, -

asi que esas ecuaciones toman la forma

dis . Op - -
-d_% -‘;U' = eam¢: D‘!’? : (Irr-1)
EPI e fme s ___ P (111-2)
considerando la componente vertg_cal
3 = - (II1-3)
-Q- g\'? = g

Esta es la forma aproximada. de las ecuaciones de -
movimiento gue es generalmente empleada en el anflisis de -

problemas metecreldgicoes.



Considerando gque las variaciones en las direc-
ciones de los ejes coordenados son despreciables, entonces
es posible combinar las ecuaciones (ITII-1) y (IXI-2} en una

ecuacién vectorial de movimiento horizontal

% + Refw % b =0 (I11-4)

donde W es la proyeccidn del vector velocidad scbre una sy
perficie “"horizontal”, g es un vector unitario dirigido -
verticalmente hacia arriba v ¥ ez el operador gradiente

horizontal en coordenadas esféricas.

Ahora se estimarin las hagnitudes del piimer y se-
gundo términos de la ecuacidn (III-4). Ellos son del orden
de 2 Vj&_ vy SV » respectivamente. Si V' es tomado como
103 cn/seg, el primerc de ellos es del orden de 10-2 cm seg‘z,
mientras el dltimo es del orden de lb“l cm seg_z . &in -
embarge tales estimgciones crudas ciertamente no muestran -
gue la aceleracidn horizontal del aire sea despreciablg, -
ellas muestran gue hay una "tendgncia" para que exista un

Lalance entre las fuerzas de coriolis y la del gradiente de

presidn horizontal. Aproximadamente, entonces

Ve fp” é, V# | (T11-5)

Esta relacidén se conoce como viento geostréfico.

Que muestra que el viento tiende a soplar paralelo a las

“TESTS CON
FALLA DE ORIGEN
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ischaras an superficies de altura constante, Y que su ra-

Pidez es dproximadamente praporcional al gradiente horizon-

tal de presidn.

2)

?f_;i.. v a : - —‘3% -
+ W L(ﬁ/.p)vj.,. oo ‘%_%’ + e R

Ecuaciones de vorticidad ¥ divergencia. Para Propdsi--
tos de anflisis dindmico ¥ prediceidn numérica del -
tiempo resulta ventajoso reemplazar 1z ecuacidn vecto-
rial de movimiento horizontal (IXI-4) por dos ecuaciones
escalares, las ectaciones de vorticidad y de divergen~
cia,

Para obtener la brimera, se aplica el operador ﬂ-ﬁ§%

a la evwacidén (I1I-4) modificada ligeramente, suponien-
do gue la presidn es determinada hidrostiticamente ¥ -

considerando la fuerza de friceidn, es decir

4w .
JE~%E-fw.®m (1T1-6)

se obtiene

%%; +-m/wq3( f+§) +ca'%r§ == (¢4 f) = .
{I11-~7}

B (Wa B +komzer

La ecuacidn de divergencia se obtiena aplicands el ope-

—

rador W a la ecuwacidn (I11-6), resultando

(11715}
3t

g - () e

" TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




donde ®= V'V.
- Se analizari la ecuacidn de vorticidad.
Un teorema de Helmohltz permite la particidn del
viento en una parte rotacional y otra divergente, esto es,

V=W + N

Yt B Wo=RxPy % = {111-9)

donde y’ ‘representa la funcién corriente para la componente
de la velocidad rotacicnal y X es la funcidn velocidad po-
tencial para la componente divergente.

Entonces la ecuwacidn de continuidad se puede escri

bir como
=Ty =~ % (XII-10)
Con lo cual la ecuacidn de vorticidad se transfor-
ma en
%_:h (V.,,+n§,)-ll7§’476(u;,+u; +w_?_5_§ + (TIT-11)
(F+)y + - 7o x F (v + ) =

(£IT~12)

L2

vE . y? 1 1
— [ ¥ S \ P Vv e — \f"l
F R s} + \ e )X |4 ; + A
L Fad ( 'R: El ( ) o ( R R.\ ?i ]?‘ L:L
. 'tl;lkh) esrocii.(.
- Re= se Richavdson

v o5yt 4y

Y] I EE 14 4

L ; — — [4 wwe—— = O
( )ﬁ’;ﬁ’g i L A ( & Ry ) Ry = nimers de R"“l’}’

Donde se ha consgsiderado gue la divergencia del -
viento geostrdfico tradicional

-1 {ITI-13)

v (£'hxwg )= py e

TESES GON
FALLA DE ORIGEN
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tiene la misma magnitud gue la divergencia actual, pero -
debe ser de signo opuesto.

Aqui el orden de magnitud de los términes involu-
crando &) han sido tomados considerando ?N tﬁ'qmﬁ_l —~
208, L!rvif}'g v (E:: R, YLN wt para movimientcs de gran
escala.

Prosiguiendo con el m&todo que se le aplicdé z ia
ecuacidn (IIT-42), es evidente gue el término E-ww x~%%
e el menos importante, Como una segqunda aproximacidn, tar
fminos del orden va/,ﬁ}?‘- R pueden sexr omitidos. Una ter—
vera aproximacidn serid que la zdveccidn del parimetro de -
Corieclis con el viento divergente, puede ser omitido puesto
que es mis pequefic gque el términe de divergencia, al menos
para longitudes de onda tipicas de la escala sindptica, se

obtiene

'%% + BT )+ § ¥, =o (IT1-14)

8in e'mbargé para mantener la constriccidém integral
sobre la vorticidad global, un valor medio de ‘; debe ser -
usado en el término de la divergencia, ademids, reemplazando
Wy YL”‘ “%_‘i‘@ de la ecuacidn de continuidad (;II“.)lO)

se cbtiene la forma casi-geostrdfica

=% ., v, 7 ( §+ -F,’) - Faw (II1-15)

>t 2p
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Como una aproximacidn final el téxmino de la diver

gencia es omitido, reduciéndose {(III-15) a la ecuacidn de

vorticidad barotrdpica

'%.’E + % - (f+d) =0 (I11-16)

Un andlisis similar para la ecuacién de divergen-

cia (TIT1-8), muestra gue

2% g+ 0 DS P Pw R
at-&-V 5+ P+§ ’af:-'??*'
P - AT(#,v) + P28 =0 (ITX-17)
Ayt A v _£_lff+-‘—-f+_‘_vz+,,;‘w
AR RAE TReR O @AYE T RR® L” (111-18)
wiv 4yt Ly o
a @ TAp =°
Los términcs predominantes son %f’f y W&  segui
dos poxr /ﬁ/-l. V' q’_(u}\r) . Notando que la posicidn divergen-

te del vientc e= un orden de magnitud menor gque la parte rotg

cional, entonces se debe considerar la componente rotacional

del- viento, V.—.‘l\z Xy ,» en los dos dltimos términos, con lo

que se obtiene

Vg -fwy - oy P 12 (‘wn 2 gx‘f 93;":_ =0 (ITI-19)

El uszo de esta aproximacidn implica un balance con

TESE CON |
| FALLA DE ORIGEN
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tinueo entre la componente xotacicnal del viento y el campo
geopotencial,
Cmitiendo los dos fGltimos términos no lineales de

{(I11-12) se obtiene la llamada ecuacidn de balance lineal
v ($wy) -2 F —p {(L11-20)

Finalmente un .valor constante del pariametro de -
Coriolis en (ITI-20) da la aproximacién casi-geostréfica
I wiy- w2d =0 (IEI-21)
la cual forxma una pareja consistente con la ecuacidn de vorti,

cidad geostréfica {III-15).
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CAPITULO IV

Modelaje del flujo atmosférice

Los modelos, filtrados vy de ecuaciones primitivas,
¢que se desarrollarin en este capitulo se obtendrin para una
atmbsfera barotrdpica.

1) Modelos filtrados.

En una atmésfera barctrdpica la densidad es
una funcidn solo de la presidn; por lo tanto las superficies
de densidad temperatura, y presidn todas coinciden. Ademas,
con barotropia, todas las superficies de presidn son parale-
las; entonces solamente un nivel necesita ser‘pronosficado.
En ia practica la ecuacidn de vorticidad barotrépica-ha sido
aplicada al nivel de 500 ub,

a} Modelo barotrépico eguivalente.

Para derivar la ecuacidn de prediccidn ,
se consideraxi la forma aproximada de la ecuacidn de vorti-
cidad

‘,‘g)__i?+_y.w(‘f+;) =¥ %&; (Tv-1)

donde ¥V v f son evaluados geostrbficamente o con una fun-
cién de corriente,
Se supondrd que la direccidn del viento es constan-

te en la vertical; sin embargo, la rapidez podrd cambiar. -

| TESIS CON
EALLA DE ORIGEN




Con lo cual el viento podrd expresarse en la forma

V= APV {1v-2)

donde Ales una funcidn empirica de la presidn y la baria -
sobre la velocidad representa la integral mediz con respec-
to a la presidn, eéto es
IS SR
(7)) = Y g ¢ Ydp (Tv-3)
[ "“’-“'O
8i el operador barra es aplicade a (IV-=2), el ze-
- sultado es W= AN . De 1o cual se deduce gque & = 1.
Datos climatoldgices indican que en promedio, en latitudes -
medias, A es menor que 1 desde la superficie hasta cerca del
nivel de 600 mb: A es aproximadamente 1 en 600 mb, ¥ enton-
ces continfia incrementdndose con la altura en la tropbsfera.

De (IV-2) es evidente que la vorticidad es
‘f - A(H r%” (3Vmd)

La gustitucidn de {IV-2) v (IV-4) en (IV-1}) y -

aplicando el operador barra (IV-3} se obtiene

XL V? sV =9 (1V-5)

donde J; representa la "velocidad vertical” en la fryontera
mis baja 4; . Bn la frontera superior (-#30) 03 es igual

a cero,

23
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Desarrollando gl d§ en términos de de-
rivadas parciales, se encuentra
23 ,v.vrd cw2E
= .
dw= =t =P
Bhora sustituvendo la relacidn hidrostitica y despejando )

c._')gQL'_%% VT -3y ] (IV-6)

8i la frontera inferior es nivel, la condicidn de
frontera cinemitica reguiere que W,=0 . 3Ademds, si la
aproximacidén geostréfica es usada, se sigue g' “’é- Td =06 .
Con esas dos condiciones el valor de 42 en la frontera -

inferior se reduce a

ey :{) ( = {, A(k ) {(Iv-7)

T){- 'i""t

La filtima relacidn se encuentra directamente de (IV-2) y la
aproximacidn del viento geostrdfico.

La forma de (IV-5) puede ser simplificada definien
do '

ﬂ/*.:."; E; q ?*=){a? {(Iv-8]

Multiplicando {1V-5} por A%ty utilizando (IV-7) y

(I1v-8) conduce a

?)?* . * - raF* {1v-9)
>F * V(? f-‘n M =%

donde

]

W= T0A _f4

i

3, T




Nétese que (IV-8} tiene una variable dependiente
) * . : .
o incognita, 5 . Va gue v ¥ (‘{* estan geostré&fica-—
) m ]
mente relacionadas a __@r .
£ Y M
El término M 25 en (IV-9) representa el efeg,
2t
to de divergencia de velocidad sobre la generacidn de vorti-
cidad. Un términc de este tipo puede aparecer por otras con
sideraciones, por ejemplo, por la simulacidén de la presencia
de la estratdsfera. Puesio gue se han hecho wvarias simplifi

caciones szl obtener las ecuaciones de prediccidn, valores -

- . P . 14 :
~optimos de les coeficientes, tales como M , son determina-~

dos normalmente con la verificacidén estadistica de los pro--
ndsticos con datos cbservadoes.

Parz realizaxz un andlisis de la ecwacidn (IV-9) se
considerari la versidn linealizada basada en una corriente
zonal constante I} v perturbaciones las cuales son indepen-
dientes de la latitud, se cbtiene (eliminande® por ceonvenien

cia)l

2 'DU'-&.U?.”;-’: o L 'y _"_3_% =0 (IV-10)

Suponiendo gue (I sea geostréfica vy armdnica en

X y ¥ se tiene que

o &k (x- et} ;
..%-—‘ é-n =. ; U= _;' ~

‘Bustituyendo en (IV-10) produce

ke & - VEKE, + ¢ Ap E, v [Wiged =o

2N

cm. k= W

20
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e U - LS

YW T Lt {(1v-11)
Que es la velocidad de fase de las ondas armdnicas,
b) Modelo Barotrépico
Cuando M' = 0 se obtiene
e = __/é e (IV-12)

Que comprende a la ecuacidn del modele barotrdpico.

Cuando L es muy grande, (IV-12) toma valores nega-
tivos para 1a velocidad de fase.

Lo cual significa una retrogresidn ripida de las -
ondas planetarias de nfimeros 1, 2 y 3.

Mientras que verificando mapas de datos actuales
muest;an que ellas son casi~estacicnarias.

Asi la inclusién de la divergencia de 1la velocidad
de la forma particular ﬁArEZ%- en (IV-9) conduce a un =~
mnejor control de las ondas sztra-largas o planetarias, como
se aprecia en la ecuacidn (IV-1l), es decir reduce la rapidez
de ondas sinusecidales, especialmente ondas largas, sin haber
aumentado el niimero de inedgnitas.

El {ltimo punto puede ser hecho mas evidente utili
zando la aproximacién geostrifica simplificada en (IV-9) -
como sigue

7z (Iv-13)

s

V%&wz ] f -
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asl

(v*-w) 2% + 905 7 +blmo o0

donde
= £*A. - (£V-15)
N\ "i ‘E:Eo b _ér"" cjz- ]

o en forma de diferencias finitas
X, -}
Go ) - T o
(G =)@y, 2 T (-1

La preparacidn de prondsticos numéricos usando el
Modelo barotrépico eguivalente requiere la solucidn de -
{IV-14} scbre la regién de prondstico.

La ecuacién (IV-14) es del tipo Helmholtz paxa

M > 0, esto es

v&'_..r — M‘T' -"—:F‘.x,ﬁ) (IV=17}

donde T es la tendencia de la altura y F' es una funeidn -
conoeida sobre la regidn,

Cuando M = 0 , (IV;IT) es una ecuacién del tipo
de Poisson. Ambos tipos son resueltos por métodos de -
relajacidn si T es conocida sobre la frontera. 8i la . -
reghkdén es sufidientemente grande, la tendencia puede ser
tomada comp cero scbre la frontera sin afectar seriamente

el pr_onéstico en el interioxr de la regidn.



Cuando la tendencia 1*:%% ha sido cobhtenida por
solucidn de {IV-17), la altura a un tiempo futuro puvede ser
obtenida, por ejemplo, por una extrapolacidn con diferen--

cias finitas centradas como sigue
Z (IV-18)
Zon=Zoy+ (3 )3 M

Habiendo obtenido un nueve campo de altura, el
procesd puede ser repetido tantas veces como sea necesario
para producir un pronbstico para alguna "longitud” del -
tiempo deseada. La extrapolacidén con diferencias centradas,
representadas por (IV-18), es obviamente no aplicable para
el primer paso desde las condiciones iniciales, sntonces una

extrapolacién hacia adelante es usualmente usada, esto es

Z,= 2.+ (g%) At (IV-19}

2) Un Modelo con ecuaciones primitivas
Las ecuaciones para un modelo bi-dimensional

libre de superficie son

_%:‘f + (a”“ v 3“"\ ﬁ.\r- " %% (Iv-21)
' t 3 (IV~22)
2re m(43s w3 = -l g

jo
£
J

i

“‘k: 5 (rv-23)

. (8

Y

2612 (5%) 2@
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donde 4y v son laz componentes de la velocidad en las
direcciones = v y , £ es la altura geopotencial, ¥ es
el factor de escala, ¢, &. , = a/ (i{-mtp) . donde ¥ es

A
la latitud, ¥ ;t estd definido como

A A
-t [ -2
donde 'ﬁ, es el parametro de Coriolis.
Para resclver este conjunto de ecuaciones, las -
ecuaciones son expresadas en diferencias finitas.
Se considerardn los siguientes operadores defini-~

dos por

‘Q"x = é (Qw/t"' Q: '/13 £ Q7 = -ﬂ.’z[@{f;ﬂi) * Q(t-ntﬁ

X — .
Q = ( thz - Qf"f‘.’.\ Q!x = i__z-_ KQ{‘H -+ Qi--e}
v sus operadores conmpuestos

h@"“?: ( "Q—;a;)’ @)\'x‘:(‘@)ﬂ‘); etc.
donde C-% es una variable arbitraria, # es el indice de la
malla en la cooxdenada x y At es el incremento del tiempo.
Las .ecuaci.ones (xv-21}, (Tv-zg2) y {IV-23) son =~

aproximaciones por ecuaciones de diferencias finitas como

1

a(gedd) —u (148) = - PG} v2ad § 77 - ig 7P (1v-24)

=,

e (2e0d) - {20t = —f’(v,w) ~aab - 25 ’;"?é (Lv-25)
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UG A feva) (4, ]
gij_r WQ'K‘* ;Ix/ﬁfi)x + (""d—?’;’)r}

donde § es dividido en dos, &

(N *

(IV.26)

B(toad) - B(t-2t) = -

la altura geopotencial media
1la cual es constante con el tiempo vy espacio, ?{ = 5—-'5‘, B
ia desviacidn de la altura media.

El término no-lineal es tratado con el esquema gene-—
ralizado de Axakawa {ver apéndice IIL}.

El esguema es modificado para incluir el factor de -
escala m.

Asi, el tdrmino P estd expresado como

. - i %
P(n/‘M\; =§ﬁ_ —“‘_&.u.u.. + “j; 435..\&,‘,())&;-#(‘-\175&};% /(57;”‘)=L +

3FR + ﬁ% A,,} /(iﬁ") ]

—— ey y'
— v —— —_— =l 4 -
r|ave s FUE + 21, G @) § fans

SEYR AR Syt ]
’

donde W*es un Laplaciano discreto, fie., W§ = Quw +§,y, -

El esquema semi—-implicito evita las complicacicnes
de iteracién caracteristica de un esquema implicito comple-
ta.

De acuerdo a este esguema, el tratamiento semi-
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implicito es aplicado a los té&rminos del gradiente espacial
de la altura geopotencial en las. ecuacicnes de movimiento y
‘a el términc de divergencia del flujo bidimensional que -
esté maltiplicadeo pox la altura geopotencial media en la -~

ecuacidn de continuidad.
Especificamente, en las ecuaciones (IV-24), {IV-25)

y (IV~26}, se hacen las siguientes modificaciones

2;5{&) s P (traE) s & (£-at)
24, (&) —— 4 (4sat) + §, (2-22)

a_é; L(u/ﬁx)x.q. (v/&--y)r] ——---v-f; L(-u.(_t+n£) +u(i-ad) [ "} o
(v (2+44)4 u-(é--&t)j,;;;\y]

Sustituyendo esas expresiones en (IV-24), (IV-.25} y
{1v-26), usando las diferencias centradas para las derivadas

en el tiempe y desarxzcllandc se encuentra

Lu> +:«}é;,7x4¢x> =R, {(1v-27)

<¢‘;> > iﬁ Mz_é. P [(cn'; 5*)x+(<u-7_ /ﬁv)}J'--Tfa (Iv-28)
e -
s ﬁé W<h>=Ra (1v-20)

cOon

R o= d Mwu) w22 TF7, 4 (-44)
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Rz -2 00,0) -4 § 270w (2eat)

Re= - 22 J(nd )t (v § /550), ]+ aeas)

<
En las ecuaciones (IV-27), (Iv-28) v (Iv-29), -
las variables desconocidas son ZLuy , <uv> vy LP>.

Con el cbjeto de resolver este conjunto de - -
ecuaciones simulténeas, se elimina Lu» vy vy de esas

ecuaciones en favor de <¢> y se obtishe

<> = (F)w & [<#>0r <83, R, (2v=30)

donde

Ro= R ML (%, f57), + (R /)]

E;sta es una ecuacidén de Helmholtz en <L g> v 7?4{‘
es la funcidn de forzamiento, la cual es conocida en el -
tiempo t.

Se resuelve la ecuacidn de Helmholtz numdricamente
para <¢> » los resultados finales para las tres variables

son obtenidas de

A(Mé)-_—,-.:id_tﬁ*z‘gé), +2 R, ~a(t-a2) (Zv-31)
ﬁ(éﬂié‘) = 2 L P> - é(z’-at) {IV.33)

TESIS CON |
FALLA DE ORIGEN




CAPITULD V
Seleccidn del procedimiente matemdtice de integracidn.

Fn cualguier integracidn numérica de las ecuwaciones
hidrodinimicas, se busca predecir ciertos campos vectoriales
o escalares dependientes del tiempo.

La estrategia basica del procedimiento matemftico,
el cual es usado para este propdsito, estd afectado profunda
mente por la forma en la cual esos campos son representados
numéricamente.

Tres métodos pueden ser utilizados. Método de di-
ferencias finitas o método discreto, método. espectral y el
método de elemento finito.

A continuacidn sersi descrito el procedimiento, -

méritos v desventajag de cada uno de ellos.

1} MBtodo de diferencias finitas (MDF)., En el
MDF los campos pueden‘ser representados como
funcicnes discretas sobre una malla la cuazl
cubre el espacic fisico con el cual el prolleg
ma estd relacionado.

2} Método Espectral (ME). En el ME los campos -
pueden ser representados por los coeficientes

de un desarrolle en funciones ortogpnales.



+

3} Método de elemento Ffinito (MEF)., En el MEF
al iniciar, es supuesta unarsolucién aproxima
da en la forma de una combinacidn de funciones
especificadas (bases). Los coeficientes (mul-
tiplicadores } de las funciones bases deben
ser determinados para producir la mejor solu-
cién aproximada. Esto estd acoplado con el -
minimizar una medida del error {llamada fun-
cién residual) asociado con la solucién asu-~
mida. Hay varias técnicas para minimizar re-
siduales.

En el MDF las aproximaciones para las derxivadas
son usadas para construir un sistema de ecuaciones algebriicas
gute aproximan las ecuaciones diferenciales parciales represen
tativas del problema.

En el ME las ecuaciones se reducen a un conjunto -
de ecuaciones diferenciales ordinarias, asi gue los coeficien
tes ae las series pueden ser calculados como funciones del -
tienpo.

El MEF es mna generalizacidn del método de resi--
duales pesados.

Para ilustrar la técnica del ME se considerard la

ecuacidn de vorticidad barotrdpica.

[l g

SV hawpw (72 ¥) =o (v-1)
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donde ¥ es 1la funcidn corriente y por simplicidad el térmi-

no beta ha sido despreciado.

Desarrollande ¥ en la siguiente serie
! g {Va-2)
Ve, x, 8 = Z ) Y (%)
Las funciones k; son ortogonales y normalizadas
asi que ) ‘
¥ .
Y Vde = (V-3)
Ve - S _
La integracidn en (3] es efectuada sobre la regidn

completa de prondstico.

Las funciones 21 satisfacen la ecucidn

=
Vo) r ke Yo =0 (v-4)

donde los eigenvalores K, son positivos.

Sustituyendo {2) en la ecuacién de prondstico {1},
* -
multiplicando por ‘¥ , integrando scbre la regidn completa y

usande la relacidn {3} se encuentra
- {v~5}
wdhiss L L,V Y =0
BT "?/)“
Los coeficientes de interaccién._los cuales pueden

ser calculados, son dados por

= - K oy e ¥ (v-6}
lyup == 3 [ B VR



¥

La ecuacién {5) representa un niimero infinito
_de ecuaciores diferenciales ordinarias donde todos los valo
res apropiades 9 estan considerados.

En la préctica las series dadas por (2) es trun-~
cada en tal forma gue las caracteristicas meteoroldgicas -
sean descritas aceptablemente. ILas ecuaciones para los -
coeficientes restantes pueden ser entonces integradas en el
tiempo numéricamente. ‘

El ME tiene wvarias ventajas sobre el método des-
arito.

El @E calcula las derivadas esPaciéles exactamente
asi gque el error de fase el cual ocurre con el MDF es elimi-
nado.

Tawmbién Aliasing (Ver apéndice B) qgue ocurre con
el MDF estd excluido y come un resultado es facil conservar
cantidades las cuales son conservadas en las ecuaciones -
continnas.

Otra ventaja es el tratamiento de movimientos -—/
globales sin la presencia de singularidades.

La desventajé mis importante del ME es que re--
quiere mucho mis tiempo de proceso que el método descrito
discreto D si hay muchos grades de libertad.

Para meteorclcogia, la principal ventaja del MEF
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&5 la posibilidad de cambiar fécilmente.de tamafio v forma
del elemento.

Para la integracifn de las ecuaciones Iesultag-
tes en los modelos filtrae_ios v de ecuacicnes primitivas, -
de este estudio, se seleccionéjei método discreto (ver

apéndice B ) por razones de tiempo de proceso.
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CAPITULO VI

Discucidn de los Experimentos Numéricos

La atmbsfera modelo seleccionada para la simula-
cidn s homogénea, incomprensible, barotrBpica e hidrosti-
tica, como se habia mencionado anteriormente.

Las ecuaciones gobernando el flujo atmosférico,-
seglin los dos modelos filtrados de un sélo parimetro: Mode
lo Barotrdpico (MB) y el Modelo Barotrdpico Equivalente
(MBE}, son integrados sobre una &rea limitada, que corres-
ponde a la regifn IV. La malla de integracifn estd compues
ta de un arreglo rectangular de 13 x 17 puntos, cuyo espa-
ciamiento es 462.8426 Xm. (Fig. VI-1}). Se realizan simula-
cionas para 12 y 24 horas.

Las condiciones iniciales para los modelos se
muestran en las figuras 2 v 3, condiciones en superficie
v en el nivel de 500 mb, respectivamente, del dia 2/I/76 a
la=s 00.00 horas. La razdn para escoger este periodo para
probar los modelos obedece a dos razones principales:

a) Se tiene la pelicula de la circulacién gene-
ral atﬁosférica_que incluye el mes de enero
de 1976, lo cual permite hacer un andlisis de
las condiciones atmosféricas desde un punto
mis realista para el modelaje.

b) Enero cvorresponde al mes intermedio del in-

vierno en el Hemisferioc Norte &poca en gque el
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{vi-1)

FlG.,

Malla de integracidén sobre la regibn 1Vv.

Figura 1.

Condiciones en superficie el dia 2/1,/76 a las

00.00Z2 {condicidn in

Figura 2.

.

icia

.

Campo de Geopotencial, en la superficie de 500 mb.

del dfa 2/1/76 a las 00.00Z {cond

Figura 3,

isn inieial).
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flujo de latitudes medias tiene su maximo
"corrimiento™ hacia latitudes bajas, lo cenal
justifica la integracidn sobre la regidn IV.

Se analizar@n los resultados desde el punto de
vista de descripcidn de los dos principales sistemas sobre
la regién, uno sobre la parte central de E.U. gue se ex-
tiende hasta el ocBanc pacifico pasando por San Disgo,
B.C.N. y otro sobre el océanc atléntico, es de interes con
giderar la inclinacidn, en la horizontal, de los sistemas
(fig. 3).

En la figura 4a se muestran les campos del Geopg
tencial y verticidad observados doce horas después, ¥y en
la figura 4b se muestran los correspondientes campos dal
gecpotencial y vorticidad calculados numéricamente, para
doce horas, con &l MB se puede apreciar que los campos, de
geopotencial y vorticidad[ ohservados y calculados son may
similares en general, las pdsiciones de los dos sistemas
principales tienen la misma inclinacifn, en la horizontal,
existen ligeras diferencias en los campos de vorticidad pa
ra latitudes bajas.

En la figura 5a se muestran los campos al geopo--

‘tencial ¥y vorticidad observados veinticuétro horas despufs
de las b0.00'hs., y en la figura 5b se muestran los correg
pondientes campos del geopotencial y vorticidad calculados

1

numéricamente, para veinticuatro horas, con el MB. Para la



FIG.

Figura 4.

Figura 5,

(vi- 41 FIG. (vI-56}

Campos de Geopotencial y vorticidad, en la super—
ficie de 500 mh, del dfa 2/1/76 a las 12.00%, en

(a) cbservadas y en (b) calculados numéricamente con
el MB,

Cémpos de geopotencial v vorticidad, en la Buper—
ficie de 500 mb, del dfa 3/1/76 a las 00.002, en

(a) observados y en (b} calculados numéricamente
con el MB.
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simulacifin de 24 horas se pierde gran parte de la resolu-
cidn de log campos, lo cual es debido a la inteqracifn so-
bre una area limitada, efectos de frontera, srror de trun-—
cacidn, falta de una unidad adecuada de datos en latitudes
bajos, etc.

Bn las figuras 6a y 6b se presentan los campos
del geopoténcial vy vorticidad calqulados nuam#r icamente con
el MBE para doce y veinticuatro horas despuds, respectiva-—
mente. Nuevamente, se aprecia que los campos correspondieg
tes para velinticuatro horas caloulados numé&ricamente piex-

den resoclucidn.
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FIG {vi—61

Campos de geopotencial y vorticidad, en la superfi
cie de 500 wh, calculados numéricamente con el -
MEBE en (a) para el dfa 2/1/76 2 las 12.002 v en =
{b} para el dia 3/1/76 en las G0.00C.

Figura 6.



CAPITULYO VII

Conclusiones

De los experimentos numéricos realizados con los
modelos filtrados en una 8rea limitada, analizados en el

capitulo VI, se puede concluir lo siguiente:

& pesar de la barotropfa inciuida en los modelos.

~ una gran cantidad de precipitacifn asociada con las tor~
mentas indican que grandes conversiones dé energia se efec
tfan, lo cual no se puéde detectar - la simulacidn num&rice
cbtenida es buena, con ambos medelos filtrados para un pe-
riodo de 12 horas solamente, lo anterior se deduce 3a los
matrices de diferencias entre los campos de geopotencial
ohservados vy calculados (Figuras 7 v 8).

La simulacifn numBrica con el MBE no fu& mejor,
apreciablemente, como se esperaba de acuerdo con la discua-
sidn realizadarcon la ecuacifn (IV--11) ver figuras 7 v 8.
Se aprecia que la mixima diferencia usando ei MB && de
136.1 metros, miantr;srla m&x%@fmﬁffg;gpgia usando"glmMBE;

es de 220.8 metfos, 1o cual no esti de acuerdo con lo espe

rado, pues en el MBE la inclusién de la divergencia de la
velocidad, de la forma particular M'3§§ aen {IV-2) conduce
“'a un mejor control de las ondas ultrawiafgas o planetarins
come se aprecia en la ecuacifn (IV-1ll) es decir reduce la
rapidez de ondas largas, §or lo que se espera una mejor

simulacifn. Para tener una mejor prueba de la influencia
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de la inclusifin de la divergencia de la velocidad, en el

MBE, se debe realizar una integracifn en malla fina para

"detectar” mis realmente el efecto orografico parametriza-

do a través del t&rmino M‘igﬁ. Ademis, al tener una malla

fina, =21
reducird
integrar
posible,
la se ve

ta.

error de truncacién debido a la discretizacifn se
lo cual harfi mis realista la simulacidn. Se debe
sobre una regidn mis amplia para evitar, lo més
el efecto de frontera; pues observando la pslicu-

la necesidad de tener una frontera sur nis realis



48

APENDICE &

Derivacidn de las ecuaciocnes Lagrangianas,
En este apéndice se derivarén las ecuaciones © =
' Lagrangianas (II-5) y {II~6) del Capitulo II.

Se suponé que las ?_k y D son independientes del
tiempo, pero las ecuaciones resultanhtes también se cumplen -~
para casos donde esos términos son funciones del tiempo.

AT Ecuaciones de Movimiento.
Se comenzard con las ecuaciones de movimiento en coordg
nadas cartesianas, refiriéndose al marco inercial, usan
do el teorema de d'Alembert, donde las 34, y/o las S‘ﬁ

gon desplazamientos espaciales arbitrarios.

A, ¥ S K =
(g?"‘b:iﬁ +%\<3x‘-4°)%«’f; =0 . A~ 1

Con 3 = 3. g+ 3 <omo componentes cartesianas del -
viento y eon X; = v Egy XB come coordenadas carte—-
slanas esgpaciales.

Las coordenadas b ¥ pueden depender generalmente de las

coordenadas generalizadas ik Yy vice-versa.

e . A _'2
,Y‘- - X‘o( $&), %Q‘ %(,\") e ¢)h= i23



ObteniZndose las siguientes relaciones de transfor-

macidn 7
'3,,‘. =-5ﬁ"&x;%. éqk?-‘é{;a%& X; A~ 3
S = JH Y -
d ol
M'}=a='=_a)(-i_ A -5
3 x: ¥,

<

¢ miAs generalmente

=S|P39&‘ﬁl.+be A -6

% FE“‘

de acuerdo con (A-5).

Sustituyendo {4-4) en (A~-l)} y considerando (A-3)

se obtiene, con =h
du-'g% B*. 4
‘- a% -~ ,__ 1',? %4
El primer término de (A~7) puede ser desarrollado en

du';:, ‘ (ugﬁx ~-‘h——(§?“3

o debido a (a-6}

A -7

II
o

I3 o

i & %
9” - /‘{" - * Sl.. U‘a X") A 8
ot faﬁ-k"a_‘ ok Jt (\ e



58
Consgiderando a 1& v ik come variables independientes,
los operadores 51_ y'é_.i comnutan. Se muestra esta propiedad
* -
. A
para el Gltimc término en (A-8)
""'33){.:-.:#'532 Yo = .eir D ’ dxs
<t e - f = Sy = . S P
4y S ¢ $R(-°|-_‘. B‘E‘Y‘§ dtc";*h 31—3-
= A’; ';) .. = . P J!z' ’
s = A =g (45
Con esta i:elacién se reescribe (A=8}

i‘i x=-—(34)'a(4) S Aa-

v con (A-9) la ecuacliéin (A~7) se transforma en
d h -
gdt@z’f‘) Z;k( -4 )*f > 5’}%1 =0 A-10

bonde __‘-1 es la energfa cindtica K ., para ser expresada en
e .
términos de 3 v i ., la ecuacidn (A-10} verifica exacta~
' ¥
mente la ecuacidén (I1-5) del capitulo II, notando que 5

depende de las %e , pero no de las ék » ¥ los desplazamien-—

tos S{ pueden ser completamente arbitrarios.
. [

A-ITI Ecuacién de continuidad.

Se comenzar® con la ecuacidén de continuidad en ceoorde-

nadas cartesianas

d4¢ , - Aell



considerando {A-5) y (A-3) se transforma primeroc TBLAQ

de
(2~11) ¥ se obtiene
. D My = W, '_ : ; .
- N B‘_’; "’a:?; = B’:Eﬁ'-&i(’aﬁxi%)
' o
Dty = 3 oy , A-12
A k'ax'-i' _E)-J? ; + Bquj'aaxi ai.qk
A 13 4
Donde
%xzia{: =®4§; = g_ik
y viceversa A~13
'QE'X_, 'D"}‘ = })QXJ =. Sjé
3;, (matriz unitaria) _-_-{i st ek
0 8¢ j;{h
Ahora se supondrd gue
~14
Bx'-’l ’é¥$x g,__‘a]) A

h
posteriormente se demostrari en relacifn a {(a~-14)

-QD"“}%&‘:\

estd definido por la ecuacidn (II-10}:

y -D

Con (A-13) v (A~14) se reescribe (A-12)

s 4 3 -15
4. =§+3D + 3 A
L ;Ie--'b k e

]
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y considerando (A-5)

idD :
2 o= 5 5 +_°>f‘k

Observando (A-15), la ecuacidn de continuidad (A-11)

transformada en coordenadas generalizadas %{, i“ se
LS
escribe
1@ 4 L dp o q =
i -
o]
4 o {eD) 5 - A~16
&5 + ‘913—’{ o

En esta notacién la ecuacibén A~16 es idéntica a la ecuacidn
de continuidad {fi-~6) del Capitulo IX.

Para completar las derivaciones anteriores se moOs—~
trazd gue D, definido por la ecuacién (IIZ-10), es idéntico

con el determinante funcional ] D X-!
z
k
Considerando {(A-5}

‘M=‘.x;,="a{x,i_..'a%x’,i

£ o % &
Y
i, of; =-,'84 X; X4
[ £ 4
b ‘gﬁ .:q'é
obteniende la energia cinédtica K
K: ls it -1 Y. DX 1 i
it it e <X T
2 =3 _% ‘a d Tk

de la cual se_encuehtra
7?;. X ==';%-ﬁ ;%x;
-;Ik ' ] k&



v con referencia a (II~10)
. a 2
_— ] O
=] 1_1‘<l=\5 X y-\
ik 3. 4%c
] &
Obviamente

v siguiende las reglas de multiplicacifn para determinantes,

ge obtiene

es el determinante funcional o el Jaccbiano !D'T X‘.g =
R

aif iad t ’
I(xi,xt,xs) iferenciado con respecto a ‘?5 , %& , 9}3 .

La suposicidn (A-14) estd justificada.



won unaz velocidad constante @ a lo largo del eje ¥ . No
hay digpersidn.

Rhora se considerari la ecuacién

-
DA, 4 .‘M B
:3%1 2 Ax

gue ez obtenida por la aproximaciédn de la derivada espacial
en (Bul’lpdr un cociente de diferencias centradas. A (B~4)
gse le puede llamar ecuacifn semi-discreta. Las ecuaciones
de diferencias finitas obtenidas cuando la derxivada temporal
en (B~4} es aproximada usando un esguema consistente en la -
diferenciacién temporal se aproxima a (B~4) cuandec el pasoc de
tiempo se aproxima a cero. Asi, para 4t pequefic {B~4} ra-
presenta una aproximacién a esas ecuaciones de diferencias
finitas. Puesto que la derivada temporal retiene su forma
diferencial, cualguier error en {B-4) es debidc a la diferen-
ciacidén espacial.

Notando gque (3—4) tiene una solucidn en la forma

de una componente armdnica
‘ ik Jax
L (2) z"ﬂe[U(ﬂ = ] B~5

lo cual da




APENDICE B

Algunos inconveniéntes al repregentar en forma discreta los
Campos.

Se analizarén tres inconvenientes del método dis-
creto, con la finalidad de mostrar su aleance y limitaciones
ademis hacer notar la necesidad de hacer un estudic detallia-
do de la aproximacibn discreta mis adecuada a la ecuacibn en

cuestifn.

I) Dispersifn computacional.

La ecuacién lineal de adveccibn

“§A5 i+ C 2 —_—e < = Ponct. B-1
ot x

tiene una solucifén én la forma de una componente armdnica

bty =R LS| e

cen lo gque obtiene
dyu ,; F
= 44 -
i c U o

En esta ecuacidn de oscilacidn kc es igual a la
frecuencia W , y C ="))/k es la rapidez de fase de las -~
ondas. Muestra que las ondas de todas las longitudes de -
onda son propagadas con la misma rapidez de fage, esto es,

la funcidn J-L{X,i} es adveccionada sin cambiax de forma ~



56

Se ha escrito en forma conveniente péra compararla
cont (B~3)}. En vez de la rapidez de fase constante €, se
‘chsexrva gue las ondas ahora se propagan con la rapidez de -

fase
Cﬂg = - 'mh~hAk B-7

Esta rapidez de fase es una funcidén del nfimerc de ondas ﬁ .
asi, la diferenciacidn finita esﬁacial causa una dispersidn
de las ondas, a lo cual se le denominari dispersifn compu-
tacional. Como kAX se incrementa desde cexo; la rapidez
de fase C* decrece monbticamente desde C, y alcanza el cero
para longitudes de onda resolvibles mis cortas queiz ﬁx) ’
coando RAX¥ =T . asf, todas las ondas se propagan con una
rapidez gue es menor que la rapidez de fase ¢ verdaderas, -
este efecto desacelerante se incrementa cuando la longitud de
onda decrece.

Hasta-aqui se han encontrado dos efectes. Primero,
la rapidez de adveccidn es menor gue la rapidez de adveccidn
verdadera. La consecuencia de este error es una retardacifn
general de los procescs de adveccidn. Segundo, la rapidez de
adveccidn cambia con el nfimero de ondas; esté falsa dispexrsidén
es particularxmente seria para laz ondas més cortas.

si el patrén gue estf siendo adveccionado represen

ta tna superposicién de mis de una onda, esta falsa disper--
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sidn resultari en una deformacién de ese patrén. Esto es
especialménte para patrones de pequefla escala en la atmbsfe
ra, es decir, frentes, lineas de sizallamiento,etc., gue -
representan una superposicidn de varias ondas. Por esta -
razbn, en pronSstico numérico, tales pdtrones, si estan pre
sentes en los campos iniciales, son deformados répidamente,
hasta gue elios adguieren una forma la cual es menos aguda
que en el principio. Puesto que tales caracteristicaz de
pequeﬁé escala son de particular importancia en 1los proQew-—
205 de tiempo. El efecto de dispersidn computacional merece
mucho cuidado.

Se analizari la velocidad de grupe. En el caszo de
la echacifn lineal (B-1) se cbtiene para la velocidad de

grUpo c:a '

Ca zj—&kc) = ~ B=8

asf, la velocidad de grupo es constante e igual a la rapidez
de fase C. Con la ecuacidén semi-discreta (B-7), sin embargo,
(B-7} 4a para la velocidad de grupo c%

B~9

C* = <l (kﬁ*) - C 2sokaX

d ~ dk
Asi, cuando &AX . se incrementa desde cero, la velccidad
de grupo C*g , decrece monbticamente desde CJ r ¥ llega

al valox mc? para las ondas més cortas gue [2 AX) de longi

tud de onda.
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Estos resultados estan mostrados en la Figurz
{ D=5a ) . Para la ecﬁacién de adveccidn exacta (B-1) las ~
~ondas individuales y el paguete de ondas (lugares donde la
superposicién de ondas resulta en una amplitud mixima de
un grupo de niimeros de ondas vecinas) anbas se propagan con
la misma velocidad constante C = Cg . ILa introduceidn del
cociente de diferencias finitas espaciales centradas en e
(B=4) en ambas se hace gue la rapidez de fase y la velogi~-
dad de grupo disminuyan cuvando el nfimero de ondas se incre-
menta. Bl exrror es particularmente grande para las longitu
des de onda mis cortas resclvibles; ondas con longitudss de
ondas mencres qu&:@AX) siempre tienen una velccidad de gru-
po negativa. Esto significa gue el paguete de ondas correg
pondiente a dichas ondas se propagara en la direceidn -
opuesta a la velocidad de advececifn vy opuesta a la difeccién
de propagacién de las ondas individuales. Lo cual muestra
la necesidad de hacer un anilisis similar aoﬁ asquemas de

diferencias finitas no centradas, v asfi seleccionar el mis

adecuado desde el punto de vista fisico,

II) La ecuacidn de adveccidn bidimensional.
Ia ecuacidn de adveccidn, que describe la
adveccién de una variable dependiente, esti considerada en

la préctica como la parte mis importante de las ecuaciones
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atmosféricas.

Se considerari la ecuacidn de adveccibn lineal

bidimensional

Cy C). -_-emla'}, B-10

donde AH,=#&(X,y,£) es una funcidn de dos variables espa-
ciales, v Cx . C7 son las componentes de la velocidad

de adveccién. asi la rapidez de adveccién es dada por
o 2, z B~11
= JC:x*'(;

Se probard la estabilidad de un esguema para la
solucién numérica de (B~10), Asf, las derivadas espaciales
gon aproximadas por cocientes de diferencias de segundo -

orden, dando

DA, U j =z o Aipivi = ioy :
S"{_"" == =~ Cx aAX ¥ DAY B~12

donde los valores aproximados 4({ir, iAy) son denotados
por AQ{j . Como una solucifn tentativa de (B=-12) se sus-

tituye

Af;ﬁ- = (R*‘—[U(f) é’f*"-’f)] B-13

dando la ecuacién de ogcilacidn

di _ o/ (.. Cx e Rax - Cy /A»-«._,MX) B-14
J5 ax ay



8i el esquema de Leapfrog es usade para la derivada temporal,

se cbhtiene como criterio de estabilidad

=1 B-15

‘(-}; M\&x + %” Mﬁﬂv)ﬁi

Bato debe ser satisfecho por.todos los valores admisibles de
los nfineros de ondas .

Por simplicidad, se considerari solamente el casc -
donde AX=Ay : se denotari este tamafio del enrejado por of *.
En el plano nfirero de ondas, esto es, un diagrama con co=ordena
das k, § , los nfimeros de ondas admisibles estn contenidos en
la regién cuadrada mostrada en la Figura (D-5e) . Dentro de
la regidn el valor miximo del lado izguierdo de (B-15) es obtg
nido en el centro del cwadrade, marcado con un circvlo., La -
onda representada por ese punto tiene longitudes de onda 44*%
en direcciones X v ¥ asf que A hax = Aucdax =1,
Para un valor dado de la rapidez de adveccidn el lado izguiexde
de (B-15) tiene uwn wvalor n}éxi.mo en este punto si la velocidad
de adveccién hace un &ngule de Tfy con el eje ¥, en este -
caso C, =C, =§r:?/2]1 C. 2&si se cbtiene el.cri-tério de esta-—

bilidad

VEcdt ¢ 4 216
Ax .
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81 el criterio (B-16) no se cumple , modos de
ondas parfsitas son introducides, los cuales se amplifican
répidamente dando por resultado gque la =olucifn no es correcta.

La existencia de la inestabilidad computacional es
una de las primeras motivaciones paré usar ecuaciones filtra
dag. En el sistema casi-geostrSfico no ocurren ondas de grg
vedad ni ondas de sonide. Asf, la rapidez C en (B~16} ez =~
justo la rapigdez del viento mAximo. Tipicamente, & « &¢ m.wii
agi gque para un intervalo de enrejado de 200 km. un incre-
mento de tiempo scobre una hora dehe ser permisible. Por otro
lado, si se uvsan las ecuaciones completas, C debe ser igual a
la rapidez del sonido el gual es la onda mis rdpida descrita
por las ecuaciones. Aasf, ¢ = 300 m seg“l v para un inter-
valo de 200 km en el enrejado un paso de tiempo de sclamsnte

uncs pocos minutos es permitido.

II1) Beuacidn de adveccidn no-lineal unidimensional.
Se analizar8 otra limitacifn de la representa-—

c¢ifn discreta a través de la ecuacidn de adveccidn no-lineal

uni~dimensional.

DA DM =D B-17%
ot * 2% -

Come se ha regresado a una dimensgibn, asi gue 4%-==&N(X,i)w



Su solucidn general tiene la forma
M= -t
como puede ser facilmente verificado. aAgquf Z@ es una funcidn
arbitraria.

Aguf se considerarf solamente el efecto de la multi-
plicacibn en {B~17). Cuando es realizade en diferencias fini-
tas 38 como resultado un error relacionade a la inabilidad de
la discretizacién para resolver longitudes de onda mis cortas
que(ZAx‘) . esto es, nimeros de ondas mfis grandes gue fi‘mf Thix -

. Asf, considérese una funcifn A%} la cual puede ser
representada por valores en los puntos del enrejade, por -
ejemplo

= A Rox B-18
donde h<kmx . Sin embargo, sustituyendo (B-18) en eé Eé::-—
mino no-lineal de (B-17) se encuentra A'%i.;‘( = R sk emkx -ihmq_u
Entonces, si el nfimero de ondas en (B~18) estd en el intervalo
.ii_km; £k € R,z ; el término no-lineal darf un ntmero
de onda gue esti lejos del rango gue puede ser resuelto por el
enrejado. Lo cual no puede, por lo tanto, ser propiamente re-
producido en un cidlculo con diferencias finitas.

Para analizar gque sucede en tal situacidn, considé-
rese una onda para la cual é} kwa'} . Por ejemplo, sea

L = ¥4X una onda -con esa longitud de onda es mostyada por -
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1z linea continua en la Figura (D-5c) . Conociendo sola-—
mente los valores en los puntos del enrejado no se podrd dis
tinguir esta onda de la mostrada por la linea discontfnua.
Asi, con la convencifn adoptada anteriormente la cual éqpone
gque las ondas mis largas estég presentes,.se cometerd un -
error. Este es el error conocido como "Aliasing”.

Se analizardn las consecuencias del error "aliasing"
en una integracién numérica., Una variable atmosférica, como
wa funcién de las coordenadas espaciales, puede ser imagina-
da gue consiste de una serie de componentes armbnicos. Esto
es fitil para considerar la "energfa" de esas componentes, que
es, su contribucién al valor promedio del cuadrado de la va-
riable considerada come una Ffuncidén del nlimero de ondas.

Este es el espectro de la "energfa". Por ejemplo,
si las variables son las conponentes de la velogidad, esta
funcidn es el espectro de la energla cindtica. Este espectro
degeribe la importancia relativa de caracterfsticag de dife-
rentes escalas en el campo de la varxiable. Puesto que, la
experiencia muestra gue el espectro de las variables atmosfé
ricasg no cambian mucho con el tiempo. Es decir, scbre mapés
sinfpticos ne se tienen situaciones donde las caracteristicas
de escala pequefia sean dominantes en un dfa, y ausentes en el

giguiente. Tanbién, el espectrc de las variables atmosféricas



no cambian mache en su foima general. La energia de una compo-
nente particular puede,paturalmente canbiar,perc la forma -
_ caracteristica del espectro como un todc es casi constante.

En una integracidn con diferencias finitas, ademis
de esos, relativamente,peguefios carbiog figicos, la forma de un
espectre estd sujeto a canbios debidos a erroves “"aliasing®.
La experiencia muestra gque, i no se toman medidas con respecto
al error debideo al"aliasing™ la integracidn es no aceptable -
£isicamente. El fenfmeno es debido a los términos no-linales
de las ecuaciones, y por lo tanto, es denominade como inestabi
lidad no=-lineal.

Una de las formas de evitar la inestabilidad no~1i
neal es usar una formulacifn Lagrangiana de los térnincs de

adveccién en vez de una fomulacién Euleriana.
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APENDICE C
Discusidn del esquema de Avakawa
Se introduciri el procedimiento de Arakawa consi
derando la ecuacién de Vorticidad (IVv-1) ligeramente modi-
ficada

2f
5T * VTl =05 fewty (c -1)

donde la velocidad W se supone gque sea no divergente, es-

to es
“/; §x¢7¥’
(c -2}
gustituyendo en - (Ii-1) se obtiene
2
2V = T(wiyv) (c -3)

Esta ecuacibn d4 el cambio local en vorticidad como un re-
sultado de advecci®n por una velocidad bi-dimensional no-.

divergente, Esta es tambifn una ecuacisn de adveccifin no-

lineal. Sin embargo, enh contraste con la ecuacidn uni-di-

mensional (B =17), {(C -3) d4 una descripcidn aproxim&da de
los'procesos atmosféricos de gran escala.

fara ilustrar el procedimiento de Arakawa para
la ecuacifn de vorticidad ( C-3), se necesita algfin coﬁocg
miento de sus propiedades integrales en el espacio nfmero

de ondas. Es decir se desea estudiar los intercambios de
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energia entre los diferentes armdnicos que son permitidos

POr esa ecuacidn.

Considérese primero el espectro de energia cinética
cuando la velocidad es bi—diﬁensional ¥ no-divergente, asi
que ella puede gser dada por (II-2). Se puede caéi siempre
suponer gue en la regifn considerada "A", la funcifn co-
rriente puede ser expresada como una serie de funciones

ortogonales

Y=LV,

" {C -4}

donde las funciones 9; son eigenfunciones de la ecuacifin

de HEIMHOLTZ
2 a
UYL+ A Y. =0 (c -5)

Los parfmetros lnson conocidos comoJ;ﬁmeros de
‘onda gener&lizados“ de lag componentes ¥, .

' " Como un ejemple, sea “"A" una regifn rectangular
con lados Lx, Ly. Para condlciones de frontera se supone
que la funecidn corriente es perifdica en X con periodo Lx
y es cero a lo largo de las fronteras superior e inferior.

Entonces ge puede escribir la funcidn corriente

‘F=Z(“w‘fn:‘”»x+}3 ,a,mmnq Aun gy | (C=8)
N I = ,

nn
2 L,



Diferenciando &sta se ohtiene
® Y
v = - () (1) v,

con lo cual se tiene gque

= Y ()

Si la regidn "a" tuviese diferente geometria,
otro conjunto de funciones ortogonales deben satisfacer
{C~-5) y las condicicnes de frontera, a través del desarro
1lo de {C-4). Bsas funciones gerin soluciones de la ecua-

cifn de HELMHOLTZ (C-~5}.

Definiendo el promedic de una variable o por
=< = ;éiicx.CQA
A

Entonges el valor promedio de la enex-gia cinéti-

ca por unidad de masa serd

K f:-%(u"-r\r*).-. -1'2-: V. gy '(C'.-T)

Sustituvendo ( C=-4), v suponiendo que esta serie
puede ser diferqnci.ada e integrada t&rmino a t&rmino, se

obtiene

K=g "Iy .wZV, = SE VLY,

EWH - EZVY, = ¢

Safn
Ml



| | s
Per§ ' |
Vi Vi =W (W v ) - Y TR

Suponiendo gue no ocurre transporte de masa a
través de las fronteras de "A", esto es;

v (Y PE) =0

Usando (C -5}, entonces se obtiene

K = -

FTTV PR =L T TR Y

Puesto gue las funciones YL son ortogonales, es-

k}{“ % — (.\,J)ara_ "'“\%h.)

la ‘doble suma se reduce a sumar sobre solamente un subindi

to es,

ce, esto es,

R =

L3 AL

Por lo tanto se tiene expresada la energfa cing-
tica promedio en la regifin "A" como una suma de contribu-

ciones de diferentes armfnicos-

' {C -8}
.
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donde
= 4 5% B c -9
Km= 2 0 9 { )

Las contrxibuciones Kn, consideradas como una fun
cifn de n, representan el espectro de energia cindtica. ég
mo ge ve de ( C=9), elias nunca son negativas. Cuando la
funcisn corriente \-V es co'nocida, las funciones VY, pue-
den ser calculadas por métodos estandarde desarrollos en
serie.

La vorticidad cuadrada media
?9.. - (ﬁy:z"yz)

puede ser expresada como una suma de contribuciones de dife
rentes armbnicos en una forma similar. Sustituyendo ( C-4),
usando (€ -5), y la ortogonalidad de las funciones, ¥, se

obtiene
2. _ ¥ 2
? —%?\-.., \Hu : ( c-10)

Sustituvendo la expresisn { C-9) para la energia
cinética de una componente YL : se encuentra para el va-

loxr promeﬂio de la mitad de la vorticidad cuadrada (MV(C)

1] -_3. — %L
7= =2k (c-11)
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Comparando esto con { C-B) se ve que el nfimero de
ondas promedio estd relacionado a valores promedio de la

{MVC) vy energia cinética. Se define ¢l nfimerc de ondas

promedic como
=fs Y,
l={g/\“k“/§|<q4§ * { c-12)

Sustituyende ( C-11) v ( C-8) se encuentra

x= {1 E P (cei3)

Asi; cuando la velocidad es bi-~dimensional v
no-divergente, el ntimeroc de ondas promedio estd determina=-

do por la razén de los valores promedio de la "MVC" y ener

gia c¢inética.

Para estudiar la dependencia temporal de la ener
yia de las componentes esfectrales permitidas por la ecua-

¢ifn de vorticidad (C -~3), seri suficiente analizar la de-

pendencia con el tiempo de (C -13).

{(C~-3) 44

24 Fet2¢=7T(0," (c -14)

Suponiendo nuevamente gque no hay tiansporte a

través de las fronteras de. A, se encuentra
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51V 2wy 2wy

)
x
i

o

(
%“W%VZV"—‘-HJJT(‘?,W) ( c-15)

Sin embargo, para cualesguiera dos cantidades

escalares p, g, se tiene
T4, 2) = E“V*(PV}'\ ~ % Tx (3 9h)

Usando el teorema de Stokes, se observa que

I(p,8) =0 ( c-16)

si p 6 g es constante a lo large de la frontera de A.

Bajo las mismas condiciones, se obtiene

PI(p,8) =0, 3T (P9 =0

Por lo tanto, si se supcne que ¥ es constante’

a lo largo de la frontera de A, ( C-14) y (C~15) da
5“- > = eans'}} ;{. K = @mal. { c-18)

En esta forma, se encuentra el nfimero de ondas
promedio que no cambia con el tiempo con flujo no-divergen
tea bi-dimensional. En otras palabras, una cascada de ener-
gia sistemftica hacia nfimeros de ondas mfs altos no es po-

gible.



Despuds de este breve anflisis, se tratard con
12 solucidn numérica de { C~3} ¥ el problema de inestabili

dad no-=lineal asociado.

Obviamente, si un esquema de diferencias finitas
puede ser construido tal gue conserve los valores promedios
de la "MVC" v la energfa cinética, el nfmero de ondas prome
dio ne podrid cambiar, v por lo tanto, un transporte siste~
mitico de energia hacia los nfimeros de ondas mids altos no
podrid ser posible. Los esquemas da Arékawa tienen precisa-
mente la propiedad {(C-17) de el Jacobiano analitico. Por
lo tanto, los promedios de la "MVC" y energia cintica
son conservados en los t&rminos de adveccidn, asi tambi#n
el nfimero de ondas promedio. La inestabilidad no-lineal es
por lo tanto ﬁrevenida. Ademis se debe considerar la propig
dad ( C-16) v asi también conservar la vorticidad promedio.

Es decir manteniendo las propisdades ( C~16) vy
{ C=17) en un cilcule de diferencias finitas garantizari
la conservacidn de los dos primeros momentos de esta distri
bucién.

Se ilustrari en forma breve el métode de Arakawa
considerando como satisface { C=17)}. En el cdlculo de dife
rencias finitas toma la forma

) - (1I-19)
LTG0 =05 0,01 ¥)=0 1z

[

dende J? denota una aproximacisn en diferencias finitas del



Jacckianc, ¥ N el nfimerc total de punteos en la Malla.
Hay varias formas de construir aproximaciones de
diferencias finitas para el Jacobianc. Se pueden usarcual-

gquiera de las tres expresiones analiticas equivalentes
T(e,n =29 - g
=2, (‘%Dxﬂ -, (?g,ﬂ ( ¢-20)
= D ($37)- 3031

8e considerardn solamente aproximaciones de se-
gundo orden de aproximaci®fn. Con la diferenciacidn espe-
cial cent{;da mads simple, se requieren valores de F r g9
en un arreglo de nueve puntos para evaluar (C-20), come
estd mostrado en la fig. D-50. Haciendo « para el tamafio
del enrejado vy };, Ei.k para los valores de p, g en los pun
tos denotados por k . Entonces se obtienen las siguien-

tes aproximaciones para las expresiones ( ¢-20)

T = 200 0g) - (o)) (O

L2
T =5 1) 4, (-0 - (¢ ~21p)

“F-)+ %001 |



T = A (- 1) - R (8- %)

4d
{ Cc-21c)

(SR b (n-2N 1

Los superindices + vy x denotan las posiciones de
los puntos desde los cuales valores de p ¥y g, respectiva-
mente, son usados para formar la aproximacisdn. Cada una de
las aproximaciones ( C=21) es consistente y de segundo or-
den de precisiédn. Una aproximacidn més general pueden ser

formada como una combinacidn lineal de esas tres, esto es

,-I({‘ﬂ: o ._J'H N FJH- ¥ I-\-x { c=22)

con el requerimiento de congistencia
-, +}B + ¥ =y

Esta aproxiﬁacién es también de segundo orden de precisisn.
Cuando se evalfia la suma en { C~19) usando ( ¢=22)

ge obtienen 24 términos en cada punto del enreiado en

la regidn computacional. Todos esos términos serfn de la

forma .const.cﬂ‘f!% + Pero escogiendoc los constantes o, "3, ¥

apropiadamente se pueden cancelar todos escs t8rminos en

los procesos de sumacidn, por lo tanto satisfaciendo .

{ c~19). for ejemplo, el punto 'U”contribu.irén términos

a { C~-19) de la forma



75

?o ~T¢. (T! ‘l)) = Qi’a.(“‘ {?e (?; ‘f’ﬂ_‘* 2.3 lfz’-—m?wos m&fs\

Un té&rmine conteniendo ?,ﬁ WL tambig&n apareceri
en la expresién para {f‘ J(% w).
?
Despugs de un anflisis, mis detallado, schre la

suma de ( C-19) se deduce que la aproximacidn

A

T=2(1"+ 17> JH) ( c-23)

Conservari la vorticidad promedio, "MVC" y ener-
gia cindtica cuando es usada para la solucidn num@rica de
{ ¢-3). Esto es mis que suficiente para la prevencifn de
inestabilidad no-lineal. La aproximacidn ( ¢-23) es lilama-

do el Jacophiano de Arakawa.
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— Corte meridiona} del viento zenal, promedinde en tiempe ¥ lengitud, pars e
invierno del hemisferio norte y ol verang ((}cn. wre-Marze) del hemisterie sur Valo ¢y an
m aeg-l, Segin Lorens (}967)
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— Corte moridional del vienie zomal, promcdiade en ticmpe y longited, pars of -
verano del hemisferio morte y el invierno (Abzil-Seriembre)del hemisferio suz. Volores en
m sep-t. Segiin Lonreas (I967).
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FIG. (D-4)

"Figura (D-4) En {a), un ejemplo del patrén espectral en Ian su-
perficie de 500 mb, '
En (b), superficie de 1000 mb, se muestran las con
dicicnes asociadas en superficie. :
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rigura (D-6)
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FiIG. {D~6)}

Digtribueién esquemitica de las perturbaciones de
velocidad asociadas con (a) ondas de compresibn
moviéndose hacia el Este, (b) ondas transversales-
verticales moviéndose hacia 21 Este v {c) ondas
transversales~horizontales moviéndose hacia el -
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Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

{(D-5a) .

(D=5b) .

{D-5¢) .

(D-~54d) .

(D-5e) .

{(D- 4)

{D~6)

-LEYENDAS

rapidez de fase para la ecuacifn lineal de -
advecaidn, ¢, y para la correspondiente ecuacién
semi-discreta con una diferenciacibn espacial
centrada de segundo orden (C*) y con cuarto
orden (C¥*).

Un ploteo de la onda "doble intervaleo de enre-~
jado", con una longitud de onda de 2 (4 X},

tna onda de longitud de onda 4 A X/3, mal re-
presentada por el arreglo de diferencias fini-
tas como una onda de longitud de onda 4(4 X).

Arreglo usado para definir aproximacicnes al
Jacocbiang.

Regifn admisible de nfimeros de onda para una
malla cuadrada bi-dimensional, con longitud de
enrejado AX = Ay = a* .

En (a), un ejemplo de patrén espectral en la
‘superficie de 500 mb, en (b), superficie da
1000 mb, se muestran las condiciones asociadas
en superficie,

Distribucién esquemitica de las perturbaciones

de velocidad aszociadas con (a) ondas de compre

sifn moviéndose hacia el Este, {b) ondas trang

versales-verticales moviéndose hacia el Este y

{c}) ondas transversales-horigontales moviéndose
hacia el Este.
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APENDICE F

Un ejemplo de programa para el caso de Modelos de ecuaciones
primitivas. Por simplicidad, se analizari el esquema ldgico

del programa en una sola dimensidn.

# - a
e ophe Cﬁnﬂl'”u
@ Q@ 5
M M4 D
DL = - B2 4 Yy — ==
Dt X P4
- L
. 4,3+ T TH, T g
o -]
. R o — N\m‘{m M
T4, T I T4, T '
o R Fvne_at_u (an) ]
2 [ ] L
Lot Tat z, I3 I+, 1.

MW = AV, = TEEML
=

>

TERML = 0-25% N.‘“(":) e a{ze8, 1Y+ (5, 1) +atzes, o) [¥

[atzes, 21y -z, T2 4 m (Tep, 1) -4 (3 "’] 73 /1*“

o= FO7V = TERNR

i

[ TRSIS CON
FALLA DE ORIGEN |




AT

Terma = 0.25 x| (50 + §(zea, 1) + § (5, 7en) 2 € {zet, T41) %

0.26% | v(gay e v (T, T) +v iz 20 +v (24, :u)]

’Egljg-ss E%r,zz TERMZ
DX o

¥ Ax

TERN3 = [§ (res, T} = G5 001) + F(r+1,7) - 5(;;}]/2
Tendencia de A

\Dpf 3 I=d, Tamc-
D¢ T=1, Imx-4

AT (31) = ~ TERMS + TERN 2~ TERM3

4 N TINE

Se calculari la tendencia en los puntos interiores,

segfin el arreglo.



VA

bd a2 Te 2, TR
De¢  a = 7 TMAx-2

UTT = 0.26 ;;.[MT (21, 71} + 87 (Z50) + 4T (191, T
+ 4{z,1) 1

W = aixr)

AT, 5] = A3} + DT wax UTr

2 CPNTINVE

Cuande T mT&s niveles => F un indice wis, por

ejemplo K.

En este caso se tiene

=77y

T =Y ~28_ &
e e B
Log términos _44¥u ¥ _’fu se calculan como antes.
Dx
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Termy = 0'5“’{“.' (1 T,""h)*[ Lo (s, 2 k-4) +ac (To2, 7, k1) + & (T, 000, %0)

§ e, 1o, k-1 ) - 035 % [a{z, TR) +4 T+, TRy u(3, ™, k)
+ o (TH1, Tet r<)]j +
F (2, gere)e [oox Lt m, 0 a (50,5 0) azani )

-f A (I+f,_:l+-f,l< 3]' 035 *[4(:;_;-’;01) +u T4, T, K+ v & L:‘:“f,lﬂr)
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TERM B = 0.25'*5[@'(14'-1, ,:M,K-Va\-g(f. Tety koY +
_§(I+-1J T X—’/v.) ‘§(IJI! K‘U'z’\]ﬁ.‘“m{*

{5 (14, 2o1, Koy Y= (7, T+1, K4 %)+

Bz, 3,005, - Fls, K *"’25]/?*“ %

Con lo cual se calculari la tendencia de g como:

\])ﬁ 3 K=1, K#ax-]
D¢ ) T= 1 TMAY-)
‘D¢ 1 I':.j’ THMAX ~{
AT(Z3) = — TERML + TERMD ~ TERMS - TERMY
§ CENTINUE

Se sobre-entiende la continuacién de la secuencia légica

a seguir.




Se analizarsn brevemente otros arreglos horizon-

tales a través de la ecuacidn

R

z Zz 4
. [ 3
A z

* s E

A AL
- -

Z >
B F 3

flren L, T ) I T A

3 [_z(:z-u, T~z {5, T+1) + Z (201, 1) =

z{x, r)]/g_&“

Nétese que no se tiene promedio en el té&rmino

de Coriolis.
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¥ -4 v =z

L ) » o
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% v = vy 2Z
« - 0B L] .

A — A,

. . &

2 v = vy =

& . * - [

2 xs

3= CIEY « tvy

AT{%T) = - 026 {Lz(nl, 1) ~z {5 721y +2 { 14, T) -

Z{r, ) ‘]/1*;1 +

[z‘:ﬂ T‘Pl) ~Z (1‘1‘3'.;{) +2 (I‘x) - 2_(1',-1) I)jéi :
: \J

+ ﬁ(.ri"r* :"l\ * 026 ¥ {Y( Lol .TH) v [Ty , i)

+ v(ru,:z) Ty« v{z-1. 1) E

Como puede notarse, existen una gran variedad de

arreglos de los campos en la horizontal, pero se util.‘izaré

. el mis adecuado al problema, de acuerdo al méxime "rendimien

to" fisico-matemitico gue involucra cada arreglo.
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