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Limitar los conocimientos científicos a un pequeño

número de personas debilita el espíritu filosófico

de un pueblo y conduce a su empobrecimiento espiri-

tual.

E2NSTE1EÍ

... dividir cada una de las dificultades que exa-

minase, en tantas partes como fuera posible y como

se requiriese, para su mejor resolución.
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" .». mi propósito no es el ¿te enseñar aquí el método que

cada cual debe seguir para guiar acertadamente su razón,

sino solamente el de mostrar de que manera he tratado de

guiar la mía".

Discurso del método.

i No alcanzarás el pa£a de las ideas '.

Me es conocida la orilla.

Quien no cree en conquistar las islas

puede echar el ancla.

Goethe.



INTRODUCCIÓN

La investigación científica, con los esfuerzos co_

muñes, de varios países de latitudes medias, E. U., U.R.-

S.S. por ejemplo, ha creado una estructura físico - mate-

mática adecuada para el flujo atmosférico que prodomina so_

bre dichas latitudes. Esta estructura no puede ser aplica

da, &n todo el espectro de espacio y tiempo, al flujo at-—

mosférico de latitudes bajas, pues existen diferencias fí-

sicas entre ambos flujos; por ejemplo: contenido del vapor

de agua, estructura tridimensional del campo de vientos,-

variación del parámetro de coriolis,número de ondas, el. —

tiempo de vida de una "acción de bloqueamiento", el cual -

es más largo en latitudes altas que en latitudes bajas, —-

etc.

Para realizar pronóstico numérico en México, país

en el cual predomina un flujo atmosférico de latitudes ba-

jas que "interacciona" con el flujo de latitudes medias —

(apéndice D) , es necesario adaptar una dinámica atmosféri-

ca apropiada que permita el diseño de modelos físicos - ma

temáticos consistentes.

Para efectuar dicha adaptación, entre otras cosas,



se debe hacer un análisis de la teotía hidrodinámica para-

el pronóstico numérico a corto plazo de latitudes medias.

Considerando que la integración numérica de las -

ecuaciones atmosféricas como un problema de valor inicial-

es la base principal para la predicción de perturbaciones-

de escala sinóptica para períodos entre 12 horas y tal vez

3 y 4 días y, además/ para algunas escalas más pequeñas y-

periodos mucho más largos, se tienen problemas en común -

pues las fuentes de error en tal predicción son una conse-

cuencia de:

a) "Huecos" y errores en los datos los cuales ha

cen el estado inicial.

b) Limitaciones en los esquemas de análisis-ini-

cialización los cuales son aplicados a los da.

tos.

c) Errores de truncación en los esquemas de inte

gración numérica.

d) Representación incompleta de los procesos fí-

sicos complicados al modelar en la atmósfera-

Y/

e) Limitaciones impuestas por la predictibilidad

de la atmósfera.



En este trabajo se presentan algunos experimentos

numéricos de dicho análisis, en su primera etapa, con mode_

los "filtrados" de área limitada y se analiza un modelo de

ecuaciones primitivas.

No se trata de diseñar de un solo golpe un siste-

ma de la naturaleza atmosférica para latitudes bajas, sino

de considerar problemas particulares e ir formulando hipó-

tesis lógicas. Pues la función esencial de una hipótesis-

consiste en la guía que ofrece a las nuevas observaciones-

y experimentos numéricos, por medio de la cual nuestra cori

jetura es o confirmada, o refutada, o modificada, por m e -

dio de la cual - en pocas palabras - se ensancha nuestra -

experiencia, en particular los conceptos obtenidos por abs

tracción matematica.

La tesis se presenta a través de siete capítulos.

En el capítulo I, se analiza el espectro de espa-

cio-tiempo de los fenómenos atmosféricos y se selecciona ••-

la escala espacial y temporal para este trabajo..

En el capítulo II, sin querer eliminar para siem-

pre los problemas de fundamentadion — pues los fundaraen—-

tos últimos y el sentido último de las matemáticas permane:

cen como problema abierto, y como la verdadera legalidad -

de la naturaleza, de acuerdo con el principio de continui-



dad de Leibniz, encuentra su expresión en leyes de acción-

próxima, que conectan sólo los valores de las cantidades -

físicas para puntos vecinos del espacio-tiempo, así las re

laciones básicas de la geometría deban tratar solo con pun.

tos adyacentes infinitamente cercanos — se analizan los-

principios fundamentales en coordenadas generalizadas.

Sn el capítulo III, se aplica un análisis de esca.

la a las ecuaciones de movimiento, vorticidad y de diver—

gencia.

En el capítulo IV, se presentan dos modelos fil—

trados de un sólo parámetro ( altura geopotencial) para la

superficie isobá-fica de 500 mb. se comparan las propiedad-

des de descripción espectral de ambos modelos. Además, pa

ra investigar la posibilidad de usar modelos no-filtrados-

se presenta un modelo de ecuaciones una atmósfera barotró-

pica.

En el capítulo V, se presentan 3 métodos

eos de integración y se analizan someramente su procedí

miento, méritos y desventajas de cada uno de ellos. Se se

lecciona el método discreto para efectuar la integración.

En el capítulo VI, se presenta la discusión de —

los experimentos numéricos.



Finalmente en el capítulo VII, se plantean nuevos

experimentos numéricos de acuerdo con los resultados.

Además, se anexan seis apéndices gue complementan

el contenido del trabajo y lo hacen más sencillo y accesi-

ble, pues este trabajo ha sido escrito con el anhelo de -•-

que lleguen los alumnos a encontrar utilidad en él.



•Espectro de los procesos atmosféricos.

Los campos de los elementos meteorológicos-la

velocidad del movimiento del aire, temperatura, presión,

humedad, etc.- fluctúan con el tiempo. Sus oscilaciones

tienen componentes con periodos que comprenden desde una

fracción de un segundo hasta cientos de años.

El espectro completo de esos períodos de osci-

lación puede ser dividido en seis intervalos principales.

1) Oscilaciones micrometeorológicas, con períodos compren.

diendo desde-una fracción de un segundo a un minuto.

Le corresponde una escala horizontal de L sss eoOro.

Los contribuidores principales son>£a turbulencia,

ondas acústicas y ondas gravitacionales de corto

período.

2) Oscilaciones mesometeorológicas, con períodos compren,

diendo desde un minuto a una hora. Que corresponde a

una esaala espacial del. orden de la profundidad efec-

tiva de la atmósfera, lOkm. Las tormentas y ondas -

gravitacionales con amplitudes grandes son ejemplos

característicos de estas oscilaciones.



3) Oscilaciones sinópticas, con períodos comprendidos des.

de algiinas horas a varios días.

Se determinarán las escalas del espacio y tiempo de -

estas oscilaciones.

Se realizará con más detalle, ya que es la escala de

interés para este trabajo.

La masa, M , de la atmosfera es S"-3x/o « £,a ener

g£a cinética total, E , de su movimiento tiene una mas,

a*
nitud del orden de W Joules. La energía cinética

por unidad de masa, E/M, es del orden de /& J

f 1 ) 8 1 ; por lo tanto (_/ s. ¡0 m SÍA"4 es consi,

derada como la rapidez típica del movimiento del aire

en procesos de escala sinóptica.

De acuerdo con OBÜKHOV, la longitud de la esca-

la típica para los procesos sinópticos es del. orden de

L = C, donde C es la rapidez del sonido y X = 5tO ^ a &

es el parámetro de Coriolis (tí> •= 7. a "i xffi"3"-**̂ 5 e s ^ a "

velocidad angular de rotación de la tierra, y & es la

latitud más ^/A. ) ; en latitudes medias L = s * !DS k~*.

con lo cual se obtiene un período de "? — /^ ""* 3j('fi ^

alrededor de ocho días.



4) Oscilaciones Globales, con períodos comprendidos desde

semanas a meses. Estas son de gran interés para los -

problemas de predicción del tiempo a largo plazo.

5) Oscilaciones estacionales, son las oscilaciones con un

período de un año y sus armónicos.

6) Oscilaciones interanuales, con períodos del orden de -

varios años. El espectro de esas variaciones no está

estudiado completamente. Pero puede considerarse las

oscilaciones de 26 meses en la estratosfera ecuatorial,

observadas por varios científicos, y también la hipó-

tesis de que el ciclo de 11 años de la actividad solar

que se manifiesta en la circulación general de la

atmósfera.

Puesto que el tiempo típico para la disipación

de la energía cinética de los procesos sinópticos es de

una semana, la clasificación anterior puede dividirse en -

procesos a corto plazo y laigo plazo.

Así, en los pronósticos de corto-plazo compren-

derán procesos con períodos menores a una semana y los

pronósticos a largo plazo comprenderán procesos con perío-

dos mayores que una semana.

Entonces en la teoría del pronóstico a coito-pla,

zo se pueden ignorar fuentes y sumideros de energía? esto



es, se puede usar la aproximación adiabática. Obviamente

en la teoría del pronóstico a largo-plazo se deben eonsi.-.

derar los efectos no adiabáticos, es decir, las fuentes y

sumideros de calor en la atmósfera así como la interacción

Atmósfera-Océano.



Ecuaciones fundamentales en coordenadas generalizadas.

Introducción

Las toases físicas están en los principios de con-

servación de Momentum, masa, y energía, esos principios fun.

damentales están expresados matemáticamente por las

ecuaciones de movimiento de Newton para un medio continuo ,

la ecuación de continuidad (para la conservación de la masa},

y la ecuación de energía termodinámica.

II.1 Notación vectorial

Se comenzará con las ecuaciones fundamentales en

notación vectorial.

Las ecuaciones de movimiento referidas a un marco

rotando con la superficie de la Tierra:

(II-l)

el primer término es la aceleración relativa del viento, -

el segundo término la aceleración de Coriolis, con Jn~ =

vector de la velocidad angular de la Tierra, el tercer tér-

mino la aceleración debida a la fuerza centrífuga, con R =

distancia desde el eje de rotación de la Tierra al punto

de referencia, el cuarto término es la fuerza debida a las



variaciones espaciales de la presión atmosférica y j? *

representa el potencial de atracción terrestre. V es

el operador tridimensional (gradiente).

Ecuación de continuidad

La ecuación adiabática

La ecuación de estado

En estas relaciones se ha despreciado toda clase -

de fuentes de calor y fuentes de momentum debidas a fuerzas

de fricción externas e/o internas.

Para dar solución a las ecuaciones fundamentales

(II-l), (II-2) y (II-3) numéricamente:

a) Es necesario pasar de la forma vectorial a la

forma escalar, ya que en vista de la capaci—

dad actual de las computadoras, para excluir

al menos la propagación vertical de las ondas

de sonido al usar la ecuación hidrostática en

vez de la componente vertical de las ecuaciones



de movimiento, hecho que será analizado más

adelante.

b) 2s deseable simplificar las métricas y trans-

formar las ecuaciones en un sistema de coorde.

nadas cartesianas especialmente limitado en -

el cual la orografía terrestre coincide con un

nivel de coordenada vertical constante genera-

lizada, así como para asegurar una estructura

simple de malla y un espaciamiento «quidistan-

te conveniente de un número limitado de puntos

ele la reja. '.

Para satisfacer estas condiciones se hará por me-

dio del uso de una notación Lagrangiana completamente equi-

valente a la notación vectorial, además de tener ciertas -

ventajas sobre la notación vectorial, como se hará notar en

el momento adecuado.

II .2 Notación Lagrangiana r ~ :'.

l̂ a derivación de las ecuaciones Lagrangianas

está en el apéndice A.

Con referencia a un caso especial, con coordena-

das espaciales



y con velocidades generalizadas

Entonces las ecuaciones fundamentales dadas por

(II-l), (II-2) y (II-3) pueden ser escritas:

Ecuaciones de movimiento

Ecuación de continuidad

jN x->,S CII-6)

Ecuación adiabática

es la energía cinética expresada en términos de %, . % L ;

(11-10)

En las expresiones anteriores defoe considerarse:

1.- Por convención tensorial se debe sumar sobre términos

que incluyan el mismo índice doble de 1 a 3, es decir

i P3



2,~ í y ,̂ son considerados como variables independientes
fe *t

3.- 3 * el potencial de atracción depende solamente de

las coordenadas espaciales 3 pero no de las k

Por lo tanto se puede reemplazar en la ecuación

(II-5)

4,- Para especificar las ecuaciones escalares fundamentales -

en algún sistema de coordenadas, se necesita solamente e.s.

pecificar la forma métrica Cafr- V en términos de <d;r y/o

h
la energía cinética K en términos de íL ( .̂,

5.- Con referencia a el marco relativo de la tierra xotando,

en la ecuación (II-9) las velocidades 3 deben ser

k

expresadas en el marco relativo y en movimiento.

6.- Para convertir de un sistema coordenado a otro, se nece-

sita solamente transformar la energía cinética K, en vea

de el conjunto completo de ecuaciones.

Las ecuaciones (II-5) y ClI-6) serán referidas a

las coordenadas esféricas:

a) Formas métricas

La métrica del sistema de coordenadas considerado

está definida por la forma del. elemento de trayectoria a ir,

en coordenadas esféricas

( J ^ + (¿*)*~ (ri-ii)



De (11-11) se deriva

1) La energía cinética, referida al movimiento

absoluto Vi / r , ~̂

" k(áí f=
donde V¿ es la velocidad angular1 absoluta.

2) La energía cinética, referida al movimiento

relativo J¿7 ̂ , v

» A

con í¿_ = y +• -S^~ , y es la velocidad angu-

lar relativa.

3) La función de Lagrange

*% í 1 ] ! (11-14)

con

como geopotencial o potencial gravitaeional

aparente = suma del potencial de atracción y

potencial centrífugo *



4) La forma D,

• ^ „ , y

O o ^v*

o D = V ^ c o s w (11-16)

y notando, que la derivada total con respecto

al tiempo está definida por

b) Ecuaciones fundamentales

Sustituyendo la función Lagrangiana K - (j> * (11-14)

en la ecuación general Lagrangiana (II-5) y considerando -

~L •*• ̂  . *P y las ecuaciones de movimiento en coordenadas

esféricas resultan

Sustituyendo D, de (11-16), en la ecuación general

Lagrangiana (II-6) se obtiene la ecuación de continuidad

en coordenadas esféricas
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Simplificaciones meteorológicas

En esta parte se efectuarán algunas modificaciones

a las ecuaciones fundamentales, usualmente aplicadas para -

simplificar y facilitar los procedimientos numéricos pero •-•

no afectan sustancialmente el fenómeno meteorológico de sus .

soluciones.

i) Simplificaciones métricas

Para simplificar las ecuaciones y resolviendo

los procedimientos numéricos, algunos de los términos encon.

trados en las ecuaciones fundamentales, referidas en coorde.

nadas esféricas, son usualmente despreciados.

Para ser consistentes métricamente se justificará

esta aproximación por una modificación simple.en la métrica

y, por lo tanto, es preferible derivar las consecuencias

con el uso de la forma Lagrangiana de las ecuaciones funda-

mentales.

El espesor de la atmósfera de interés meteoroló-

gico es pequeño comparado con el radio de la Tierra. Esto

justifica la hipótesis, que en la forma métrica <^ir el -

radio puede ser considerado constante, cuando no es dife—

renciado. Esta hipótesis define una nueva métrica consis-

tente, donde el régimen atmosférico en los niveles de coor,

denada vertical V constante tiene la misma curvatura



I O

independiente ele la coordenada variable v .

*•*«- «k- = ^ (ri-22)

Como una consecuencia de (11-22) se obtiene, en

vez de las relaciones (II-ll) a (11-15)

Elemento de trayectoria

Energía cinética

z.
_ ,1 /"SíXi , referida a el marco relativo

Función de Lagz-ange

con

~ CLC&Lt/> _íif" como geopotencia l o p o t e n c i a l

gravitacional aparente.

La forma D

^ z 3 c ? íii-26)

Sustituyendo la función Lagrangiana (II-25) en la

ecuación Lagrangiana de movimiento (II.-5) y considerando

K



se obtienen las ecuaciones de movimiento en coordenadas es-

féricas observando, sin embargo, la métrica simplificada

- } V - ^>f^ {11-27}

(11-28)

(ix-29)

y componentes del viento

(II-'ílí

se transforman las ecuaciones en

^ - * u r l o A ~\is i - ^ 7 5 (XI-32)

(11-33)

-j- (11-34)

Sustituyendo la forma D, (H-26) , en la ecuación

Lagrangiana de continuidad ÍII-6) se obtiene la ecuación de

continuidad en coordenadas esféricas simplificadas métrica-

mente



la cual con (11-30) y (11-31) puede ser transformada en

En las ecuaciones (11-32) a (11-35) se observa, -

que debido al uso de una métrica simplificada (II-23) los -

términos usualmente despreciados son automáticamente omiti-

dos, y que V* ha sido reemplazado por el radio constante a,

cuando no es diferenciado.

i.i) Simplif icaciones potenciales

Para aplicaciones atmosféricas, el sistema de

coordenadas más adecuado debe ser un sistema ortogonal,

donde la coordenada "Vertical" sigue las líneas de fuerza de

la resultante de las fuerzas de atracción y centrífuga. En

este sistema

a) Las superficies de coordenadas verticales cons.

tantes coincidirán con superficies de poten—

cial gravitacional aparente constante _jg o con

la superficie libre de la tierra, consistiendo,

por ejemplo de agua, encontradas cuando sola-

mente las fuerzas de atracción y centrífuga -

están presentes.



16.

b) El geópotencial <£ no dependerá de las coorde

nadas "horizontales".

Ya que el geoide, es decir la superficie de £

constante, puede ser aproximado por una esfera, y para -

simplificar además las ecuaciones, se supondrá que el geopo,

tencial $ depende solamente de la coordenada vertical, y

no transformará las ecuaciones a coordenadas elípticas o

geoidales, sino que retendrá el sistema esférico

^ F ="2l> $ =0 o ^ Í Í ^ O ÍTI-36)

con "^ representando algún incremento horizontal.

Además, se considerará la extención vertical de la

capa atmosférica tal que sea suficientemente pequeña para

justificar la hipótesis, j>~ sea una función lineal de la

coordenada vertical en el área de interés meteorológico:

donde g = aceleración aparente de la gravedad.

iii) Simplificación hidrostática

Para evitar pasos de tiempo, no económicos •-

para procedimientos de solución numérica, se eliminarán las

ondas de sonido propagándose verticalraente suponiendo un

equilibrio hidrostático para todos los tiempos
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o considerando (11-37)

Esta ecuación íiidrostática reemplaza la componente

vertical de las ecuaciones de movimiento (11-34) y resulta -

por despreciar o V comparado con uno de los términos de

(II-38) .

Considerando todas las simplificaciones hechas se

reescribirá el conjunto completo de ecuaciones resultando

Las ecuaciones de movimiento, resultantes de (11-32)/ (11-33)

y (11-34) con (11-36), (11-37) y (11-33), componentes horizos

tales

^ áy ¿ í "*V̂  (H-39)

. ^ = ^ (11-40)

Condónente vertical, la ecuación hidrostática

O~ 2_ «J- -̂  - Y (11-41)

La ecuación de continuidad (11-35)

^ W «=o (11-42)

La ecuación adiabática
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La ecuación de estado

• 4 = <>ffT (11-44)

que permanece inalterable por las sirttplificaciones realizadas,

Con i _^ . m * _ ,~.

^ (ri-45)

(II-46)
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Análisis de escala

Un análisis de escala provee un método sistemático

de comparar las magnitudes de los diferentes términos conte-

nidos en las ecuaciones hidrodinámicas que gobiernan los mo-

vimientos atmosféricos. Esta teoría, junto con las conside-

raciones energéticas, permite el diseño de modelos fisico-

matemáticos consistentes, para el análisis dinámico y predic

ción numérica del tiempo.

1) Ecuaciones de movimiento: Para comparar las magnitudes

de los términos en las ecuaciones (11-39) y (H-40) ,

primero se notará que el desarrollo de las derivadas

totales de /K y \T como sumas de sus variaciones par.

ciales dan origen a términos cuyas dimensiones y magni-

tudes son de 2 V /h, donde V es una rapidez carácter ís,

tica del viento horizontal y L es la distancia carac-

terística entre un máximo y un mínimo del campo de velo

cidad. Tales términos serán comparados con ^irT

y ^c3" 7¿~-.^y¿u / cuyas magnitudes son de % ,

Así, puesto que la mitad de la longitud de onda carac-

terística de las perturbaciones del tiempo a gran esca-

la es del orden de 10 Km, y el radio de la Tierra es

del orden de 6 x 10^ Km, términos de magnitud de 2V/L
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son un orden de magnitud más grande que aquellos cuya

magnitud es ^/&. - Términos del orden de 2 \/ //, serán

comparados también con J*J-1^t Y V^/i > cuyas magni-

tudes son de W/¿t * donde W es una rapidez vertical

característica. Ahora, la rapidez característica del -

viento horizontal esta en el rango de 10-* a 10 crct/sag,

mientras la magnitud característica cié la rapidez vertí

cal asociada con las perturbaciones de gran escala está

en el rango de 1 a 10 cm/seg. Así, términos del tamaño

de 2 V /l_ son aproximadamente cuatro ordenes de magni-

tud más grandes que aquellos cuyo tamaño es Vl<\f/a*, .

Con buena aproximación, por lo tanto, se puede omitir

de las ecuaciones (11.-39} y (11-40) aquellos términos

que contienen productos de componentes de velocidad, -

así que esas ecuaciones toman la forma

d ^ - fir _ * ' ^ 4 * (iii-i)

considerando la componente vertical

X *

Esta es la forma aproximada de las ecuaciones de -

movimiento que es generalmente empleada en el análisis de

problemas meteorológicos.



Considerando que las variaciones en las direc-

ciones de los ejes coordenados son despreciables, entonces

es posible combinar las ecuaciones (III-l) y (IT.I-2) en- una

ecuación vectorial de movimiento horizontal

donde IV es la proyección del vector velocidad sobre una s,u.

t

perficie "horizontal", f? es un vector unitario dirigido

verticalmente hacia arriba y W es el operador gradiente

horizontal en coordenadas esféricas.

Ahora se estimarán las magnitudes del primer y se-

gundo términos de la ecuación (III-4). Ellos son del orden

de 2 V/l. Y -Sil/ / respectivamente. Si V es tomado como

10"5 cm/seg, el primero de ellos es del orden de 10-2 cm seg~ ,

mientras el último es del orden de 10"*^ cm seg~^ . Sin -

embargo tales estimaciones crudas ciertamente no muestran -

que la aceleración horizontal del aire sea despreciable, -

ellas muestran que hay una "tendencia" para que exista un

balance entre las fuerzas de coriolis y la del gradiente de

presión horizontal. Aproximadamente, entonces

Esta relación se conoce como viento geostrófico

Que muestra que el viento tiende a soplar paralelo a las
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isóbaras en superficies de altura constante, y q Ue su ra-

pidez es aproximadamente proporcional al gradiente horizon-

tal de presión.

2) Ecuaciones de verticidad y divergencia. Para propósi-

tos de análisis dinámico y predicción numérica del -.

tiempo resulta ventajoso reemplazar la ecuación vecto-

rial de movimiento horizontal (IH-4) por dos ecuaciones

escalares, las ecuaciones de verticidad y de divergen-

cia

Para obtener la primera, s e a p l i c a e l o p e r a f l o r { . ^

a la ecuación (111-4) modificada ligeramente, suponien-

do que la presión e s determinada hidrostáticamente y -

considerando la fueras de fricción, e s decir .

se obtiene

La ecuación ele divergencia se obtiene aplicando el ope-

rador V?. a i a ecuación <JH-.6>, resultando

•"£% ir-.
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donde ^ » ^ * ^ ,

Se analizará la ecuación de vorticidad.

Un teorema de Helrnohltz permite la partición del

viento en una parte rotacional y otra divergente, esto es.

donde Ĉ  representa la función corriente para la componente

de la velocidad rotacional y y es la función velocidad po-

tencial para la componente divergente.

Entonces la .ecuación de continuidad se puede escri.

bir como

a V ^ ^ (I.TI-1

Con lo cual la ecuación de vorticidad se transfor-

«o
x 3

(111-12)

Donde se ha considerado que la divergencia del

viento geostrófico tradicional

--j (111-13)



tiene la misma magnitud que la divergencia actual, pero

debe ser de signo opuesto*

Aquí el orden de magnitud de los términos involu-

erando Uj han sido tomados considerando í- f*> lí? -A** r^j
1 d

a.ücai0 JÍrJiO Y (v "¿ ) dSj i& para movimientos de gran

escala.

Prosiguiendo con el método que se le aplicó a la

ecuación (111-42)/ es evidente que el término k *̂ *-0 x ÜL%

es el menos importante. Como una segunda aproximación, tér

•minos del orden V /L^R^'Ri pueden ser omitidos. Una ter-

cera aproximación será que la advección del parámetro de -

Coriolis con el viento divergente, puede ser omitido puesto

que es más pequeño que el término de divergencia, al menos

para longitudes de onda típicas de la escala sinóptica, se

obtiene

Sin embargo para mantener la constricción integral

sobre la vorticidad global, un valor medio de f debe ser -

usado en el término de la divergencia, además, reemplazando

tp.ft/ i>ST- - ""•&.J¿J de la ecuación de continuidad (XII-10)

se obtiene la forma casi-geostrófica

(111-15)



Como una aproximación final el término de la <3iver

gencia es omitido, reduciéndose (111-15) a la ecuación de

vorticidad barotrópica

Un análisis similar para la ecuación de divergen-

cia (III-8), muestra que

(111-17)

ti II-18)

Los términos predominantes son -f * y Vf jg seguí.

dos por AA. y <ffi*.y\r) . Notando que la posición divergen-

te del viento es un orden de magnitud menor que la parte rota,

cional, entonces se debe considerar la componente rotacional

del viento, VafetO?^ , en los dos últircios términos, con lo

que se obtiene

El uso de esta aproximación implica un balance con
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tlnuo entie la componente rotacional del viento y el campo

geopotencial.

Omitiendo los dos últimos términos no lineales de

(111-19) se obtiene la llamada ecuación de balance lineal

&* (* t̂ V) - VA& -D CilI-20)

Finalmente un valor constante del parámetro de -

Coriolis en (111-20) da la aproximación casi-geostrófica

% x?A¥- rr*_¿r ̂ o uu-21)

la cual forma una pareja consistente con la ecuación de vorti

cidad geostrófica (Hl-1.5) .



C A P I T U L O IV

Modela je del flujo atmosférico

Los modelos, filtrados y de ecuaciones primitivas,

que se desarrollarán en este capítulo se obtendrán para una

atmósfera barotrópica.

l) Modelos filtrados.

En una atmósfera barotrópica la densidad es

una función solo de la presión; por lo tanto las superficies

de densidad temperatura, y presión todas coinciden. Además,

con barotropía, todas las superficies de presión son parale-

las; entonces solamente un nivel necesita ser pronosticado.

Sn la práctica la ecuación de verticidad barotrópica ha sido

aplicada al nivel de 500 nib.

a) Modelo barotrópaco equivalente.

Para derivar la ecuación de predicción ,

se considerará la forma aproximada de la ecuación de vorti-

cidad

donde V y !f son evaluados geostróficamente o con una fun-

ción de corriente.

Se supondrá que la dirección del viento es constan-

te en la vertical; sin embargo, la rapidez podrá cambiar. -
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Con lo cual el viento podrá expresarse en la forma

donde A es una función empírica de la presión y la barra

sobre la velocidad representa la integral media con respec-

to a la presión, esto es

Si el operador barra es aplicado a (IV-2), el re-

sultado .es Y^s^V" . De lo cual se deduce que A = 1.

Datos climatológicos indican que en promedio, en latitudes -

medias, A es menor que 1 desde la superficie hasta cerca del

nivel de 600 mb; A es aproximadamente 1 en 600 mbf y enton-

ces continúa incrementándose con la altura en la troposfera.

De (lV-2) es evidente que la vorticidad es

f = ¿0OT tIV"4>

La sustitución de (IV-2) y (IV-4) en (IV-1) y

aplicando el operador barra (IV-3) se obtiene

donde cOa representa la "velocidad vertical" en la frontera

más baja x * En la frontera superior ( ̂ ttQ) ¿O es igual

a cero.



Desarrollando W = <? dj£ en términos de de

rivadas parciales, se encuentra

Ahora sustituyendo la relación hidrostática y despejando

Si la frontera inferior es nivel,, la condición de

frontera cinemática requiere ,-que Wo = O - Además, si la

aproximación geostrófica es usada, se sigue 3' W* • ̂ j£~ ~ t> -

Con esas dos condiciones el valor de °-y en la frontera

inferior se reduce a

La última relación se encuentra directamente de (IV-2) y la

aproximación del viento geostrófico.

La forma de (IV-5) puede ser simplificada definien,

do

*AV f^^f ÍIV-8)

Multiplicando (lV-5) por A"1 y utilizando ÍIV-7) y

(IV-8) conduce a

donde



Nótese que (IV-9) tiene una variable dependiente

o incógnita, jP , ya que V y \ están geostrófica—

mente relacionadas a j»

El término M 2JÍ. en (IV-9) representa el efec,.
t

to de divergencia de velocidad sobre la generación de verti-

cidad. Un termi.no de este tipo puede aparecer por otras con.

sideraciones, por ejemplo, por la simulación de la presencia

de la estratosfera. Puesto que se han hecho varias simplifi.

caciones al obtener las ecuaciones de predicción, valores

óptimos de los coeficientes, tales como JU , son determina-

dos normalmente con la verificación estadística de los pro—

nósticos con datos observados.

Para realizar un análisis de la ecuación (IV-9) se

considerará la versión linealizada basada en una corriente

zonal constante Ü y perturbaciones las cuales son indepen-

dientes de la latitud, se obtiene (eliminando* por convenien,

cia)

4 2 T Ü"§!£• '2f = 0 (iv-io)

Suponiendo que (7* sea geostrofica y armónica en

s e tiene que

Sustituyendo en (IV-10) produce



Que es la velocidad de fase de las ondas armónicas.

b) Modelo Barotrópico

Cuando M" = 0 se obtiene

c = u _ ¿ ¿VW* (iv-12)

Que comprende a la ecuación del modelo barotrópico.

Cuando L es muy grande, (IV-12) toma valores nega-

tivos para la velocidad de fase.

Lo cual significa una retrogresión rápida de las -

ondas planetarias de números 1, 2 y 3.

Mientras que verificando mapas de datos actuales

muestran que ellas son casi-estacionarias.

Así la inclusión de la divergencia de la velocidad

de la forma particular M ^M e n (IV-9) conduce a un -

mejor control de las ondas ultra-largas o planetarias, como

se aprecia en la ecuación ÍIV-11), es decir reduce la rapidez

de ondas sinusoidales, especialmente ondas largas, sin haber

aumentado el número de incógnitas.

El último punto puede ser hecho más evidente

aando la aproximación geostrófica simplificada en (IV-9)

como sigue
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donde

o en forma de diferencias finitas

La preparación de pronósticos numéricos usando el

Modelo barotrópico equivalente requiere la solución de

(IV-14) sobre la región de pronóstico.

La ecuación (IV-14) es del tipo Helmholtz paxa

M > 0, esto es

W^T - M r = ^ f , ^ tiv-i?)

donde T es la tendencia de la altura y E" es una función -

conocida sobre la región.

Cuando M = o , (IV-17) es una ecuación del tipo

de Poisson, Ambos tipos son resueltos por métodos de -

relajación si T es conocida sobre la frontera. Si la

región es suficientemente grande,.la tendencia puede ser

tomada como cero sobre la frontera sin afectar seriamente

el pronóstico en el interior de la región.



Cuando la tendencia T«=S£ ha. sido obtenida por

solución de (IV-17), la altura aun tiempo futuro puede ser

obtenida, por ejemplo, por una extrapolación con diferen-

cias finitas centradas como sigue

(IV-1S)

Habiendo obtenido un nuevo campo de altura, el

proceso puede ser repetido tantas veces como sea necesario

para, producir un pronóstico para alguna "longitud" del

tiempo deseada. La extrapolación con diferencias centradas,

representadas por (IV-18), es obviamente no aplicable para

el primer paso desde las condiciones iniciales, entonces una

extrapolación hacia adelante es usualraente usada, esto es

2) Un Modelo con ecuaciones primitivas

Las ecuaciones para un modelo bi-dimensional

libre de superficie son

\ I ir- * ̂  ttv-21)I ir
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donde M. y \r son las componentes de la velocidad en las

direcciones x y y > $ es la altura geopotencial/ hj es

el factor de escala, e. &.. , ftf= a/(i-i-Aiu.Cf) , donde *f es

la latitud, y T -esta definido como

donde '£ es el parámetro de Coriolis.

Para resolver este conjunto de ecuaciones, las -

ecuaciones son expresadas en diferencias finitas.

Se considerarán los siguientes operadores defini

dos por

y sus operadores compuestos

»
,etc „

donde Q es un-a variable arbitraria, t es el índice de la

malla en la coordenada x y A~h es el incremento del tiefnpo.

Las ecuaciones (IV-21), (IV-22) y (IV-23) son -

aproximaciones por ecuaciones de diferencias finitas como

A,{i+4i) -M (i-M) ̂ - K V ^ 2 ^ ^ " " ^ ^ ^ (XV-24)

¡r(t+*i)~ irM)- -K^o-) - ^ ÍM^-^^Í (xv-25)
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CIV"26)

donde $ es dividido en dos, Q , la altura geopotencial media

la cual es constante con el tiempo y espacio, ? — 5? — x o *

la desviación de la altura media.

El término no-lineal es tratado con el esquema gene-

ralizado de AraXawa íver apéndice II).

El esquema es modificado para incluir el factor de --

escala m.

Así, el término -r esta expresado como

P{VV) =§¿¿fe*[^IL* + J£*ji1 4 J

/{**)

)

donde V es un Laplaci.ano discreto, /. <a. ,

El esquema semi-iraplícito evita las complicaciones

de iteración característica de un esquema implícito comple-

to.

De acuerdo a este esquema, el tratamiento serai-
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implícito es aplicado a los términos del gradiente espacial

de la altura geopotencial en las ecuaciones de movimiento y

a el término de divergencia del flujo bidimensíonal que

está multiplicado poi la altura geopotencial media en la -

ecuación de continuidad.

Específicamente, en las ecuaciones (I.V-24) , (IV-25)

y (IV-26), se hacen las siguientes modificaciones

Sustituyendo esas expresiones en (IV-24) , (IV--25} y

(IV--26) , usando las diferencias centradas para las derivadas

en el tiempo y desarrollando se encuentra

<*>+$*<•**>V (IV'27)

a <IV-28>.

( I V. 2 9 )

con



37

En las ecuaciones ClV-27), (IV-28) y (IV-29) ,

las variables desconocidas son ^U> , <£u-> y

Con el objeto de resolver este conjunto de - -

ecuaciones simultáneas, se elimina <&> y < » de esas

ecuaciones en favor de < ¿ > y se obtiene

donde

Esta es una ecuación de Helmholtz en •<£$£> y ,

es la función de forzamiento, la cual es conocida en el

tiempo t.

Se resuelve la ecuación de Helmholtz numéricamente

para <^§í> * los resultados finales para las tres variables

son obtenidas de

(IV-32)

ÍIV-33)



C A P I T U L O V

Selección del procedimiento matemático de integración.

En cualquier integración numérica de las ecuaciones

hidrodinámicas, se busca predecir ciertos campos vectoriales

o escalares dependientes del tiempo.

La estrategia básica del procedimiento matemático,

el cual es usado para este propósito, está afectado profunda.

mente por la forma en la cual esos campos son representados

numéricamente.

Tres métodos pueden ser utilizados. Método de di-

ferencias finitas o método discreto, método espectral y el

método de elemento finito.

A continuación será descrito el procedimiento*

méritos y desventajas de cada uno de ellos.

1) Método de diferencias finitas (MDF). En el

MDF los campos pueden ser representados como

funciones discretas sobre una malla la cual

cubre el espacio físico con el cual el proble_

ma está relacionado.

2) Método Espectral (ME). En el ME los campos -

pueden ser representados por los coeficientes

de un desarrollo en funciones ortogonales.



3) Método de elemento finito (MEF), En el MEF

al iniciar, es supuesta una solución aproxima.

da en la forma de una combinación de funciones

especificadas (bases). Los coeficientes (mul-

tiplicadores ) de las funciones bases deben

ser determinados para producir la mejor solu-

ción aproximada. Esto está acoplado con el -

minimizar una medida del error (llamada fun-

ción residual) asociado con la solución asu-

mida. Hay varias técnicas para minimizar re-

siduales .

En el MDP las aproximaciones para las derivadas

son usadas para construir un sistema de ecuaciones algebraicas

que aproximan las ecuaciones diferenciales parciales represen,

tativas del problema.

En el ME las ecuaciones se reducen a un conjunto -

de ecuaciones diferenciales ordinarias, así que los coeficien.

tes de las series pueden ser calculados como funciones del -

tiempo.

El MEF es una generalización del método de resi—

duales pesados.

Para ilustrar la técnica del ME se considerará la

ecuación de verticidad barotrópica.
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donde V es la función corriente y por sirtfplicidad el térmi

no beta ha sido despreciado.

Desarrollando ^ en la siguiente serie

o (v"2)
Las funciones j^ son ortogonales y normalizadas

así que

La integración en (.3) es efectuada sobre la región

completa de pronóstico.

Las funciones Y satisfacen la ecución

donde los eigenvalores K ^ son positivos.

Sustituyendo (2) en la ecuación de pronóstico (l),

i / *

multiplicando por Y > integrando sobre la regxon coupleta y
o

usando la relación Í3) se encuentra

Los coeficientes de interacción, los cuales pueden

ser calculados, son dados por



La ecuación (5) representa un número infinito

de ecuaciones diferenciales ordinarias donde todos los vals,

res apropiados í1 están considerados.

En la práctica las series dadas por (2) es trun-

cada en tal forma que las características meteorológicas

sean descritas aceptablemente. Las ecuaciones para los

coeficientes restantes pueden ser entonces integradas en el

tiempo numéricamente.

El ME tiene varias ventajas sobre el método des-

crito.

El ME calcula las derivadas espaciales exactamente

así que el error de fase el cual ocurre con el MDF es elimi-

nado.

También Aliasing (Ver apéndice B) que ocurre con

el MDF está excluido y como un resultado es fácil conservar

cantidades las cuales son conservadas en las ecuaciones

continuas.

Otra ventaja es el tratamiento de movimientos -

globales sin la presencia de singularidades.

La desventaja más importante del ME es que r e -

quiere mucho más tiempo de pioceso que el método descrito

discreto D si hay muchos grados de libertad.

Para meteorología, la principal ventaja del MEF
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es la posibilidad de cambiar fácilmente de tamaño y forma

del elemento.

Para la integración de las ecuaciones resultan,

tes en los modelos filtrados y de ecuaciones primitivas/ -

de este estudio, se seleccionó .el método discreto (ver

apándice B ) por razones de tiempo de proceso.
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C A P I T U L O VI

Discución de los Experimentos Numéricos

La atmósfera modelo seleccionada para la simula-

ción es homogénea, incomprensible, barotrópica e hidrostá-

tica, como se había mencionado anteriormente.

Las ecuaciones gobernando el flujo atmosférico,-

según los dos modelos filtrados de un sólo parámetro: Mode

lo Barotrópieo (MB) y el Modelo Barotrópico Equivalente

(MBE), son integrados sobre una área limitada, que corres-

ponde a la región IV. La malla de integración está compues_

ta de un arreglo rectangular de 1.3 x 17 puntos, cuyo espa-

ciamiento es 462.8426 Km. (Fig. VI-1). Se realizan simula-

ciones para 12 y 24 horas.

Las condiciones iniciales para los modelos se

muestran en las figuras 2 y 3, condiciones en superficie

y en el nivel de 500 mb, respectivamente, del día 2/1/7 6 a

las 00.00 horas. La razón para escoger este período para

probar los modelos obedece a dos razones principales:

a) Se tiene la película de la circulación gene-

ral atmosférica que incluye el mes de enero

de 1976, lo cual permite hacer un análisis de

las condiciones atmosféricas desde un punto

más realista para el modelare.

b) Enero corresponde al mes intermedio del in-

vierno en el Hemisferio Norte época en que el
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Figura 1. Malla de integración sobre la región XV.

Figura 2. Condiciones en superficie el día 2/1/76 a las
00.002 (condición inicial).

Figura 3. caitf>o de Geopoteneial, en la superficie de 500 nib,
del día 2/1/75 a las 00.002 (condición inicial).
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flujo de latitudes medias tiene su máximo

"corrimiento" hacia latitudes bajas, lo cual

justifica la integración sobre la reglan IV.

Se analizarán los resultados desde el punto de

vista de descripción de los dos principales sistemas sobre

la región, uno sobre la parte central de E.u. que se ex-

tiende hasta el océano pacífico pasando por San Diego,

B.C.N. y otro sobre el océano atlántico, es de interés con

siderar la inclinación, en la horizontal, de los sistemas

(fig. 3).

En la figura 4a se muestran los campos del Geopo_

tencial y vorticidad observados doce horas después, y en

la figura 4b se muestran los correspondientes campos cía.I

geopotencial y vorticidad calculados numéricamente, para

doce horas, con el MB se puede apreciar que los campos, de

geopotencial y vorticidad, observados y calculados son muy

similares en general, las posiciones de los dos sistemas

principales tienen la misma inclinación, en la horizontal,

existen ligeras diferencias en los campos de vorticidad pa_

ra latitudes bajas.

En la figura 5a se muestran los campos al geopo-

tencial y vorticidad observados veinticuatro horas después

de las 00.00 hs., y en la figura 5b se muestran los corre_s

pondientes campos del geopotencial y vorticidad calculados

numéricamente, para veinticuatro horas, con el. M3. Para la



( a )

FIS. ( V f - 4 ) F i e . t V Í - 5

Figura 4, Campos de Geopotencial y verticidad, en la super-
ficie de 500 irib» del día 2/1/76 a las 13,.00S, en
(a) observadas y en (b) calculados numéricamente con
el. MB.

Figura 5, Campos de geopotencial y vorticidad, en la super-
ficie de 500 irib, del día 3/1/76 a las 00.002, en
(a) observados y en (b) calculados numéricamente
con el MB.
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simulación de 24 horas se pierde gran parte de la resolu-

ción de los campos, lo cual es debido a la integración so-

bre una área limitada, efectos de frontera, error de trun-

cación, falta de una unidad adecuada de datos en latitudes

bajos, etc.

En las figuras 6a y 6b se presentan los campos

del geopotencial y vorticidad calculados numéricamente con

el MBE para doce y veinticuatro horas después, respectiva-

mente. Nuevamente, se aprecia que los campos correspondiera

tes para veinticuatro horas calculados numéricamente pier-

den resolución.



Figura 6«, Campos de geopotencial y ^'orticidad, en la superfi,
cíe de 500 mb, calculados numéricamente con el -
MEE en (a) para el día 2/1/76 a las 12.00Z y en -
(b) para el día 3/1/76 en las 00.00Z.



C A P I T U L O VII

Conclusiones

De los experimentos numéricos realizados con los

modelos filtrados en una área limitada, analizados en el

capítulo Vi, se puede concluir lo siguiente:

A pesar de la barotropía incluida en los modelos,

- una gran cantidad de precipitación asociada con las tor-

mentas indican que grandes conversiones de energía se efec_

tüan, lo cual no se puede detectar - la simulación numérica

obtenida es buena, con ambos modelos filtrados para un pe-

ríodo de 12 horas solamente, lo anterior se deduce de los

matrices de diferencias entre los campos de geopotencial

observados y calculados (Figuras 7 y 8).

La simulación numérica con el MBE no fue mejor,

apreciablemente, como se esperaba de acuerdo con la discu-

sión realizada con la ecuación (IV--11) ver figuras 7 y 8»

Se aprecia que la máxima diferencia usando el MB es de

136.1 metros, mientras la máxima diferencia usando el MBE

es de 220.8 metros, lo cual no está de acuerdo con lo espe

rado, pues en el MBE la inclusión de la divergencia de la

velocidad, de la forma particular M1 «>f$ en {.TV-9) conduce

a un mejor control de las ondas ultra-largas o planetaria

como se aprecia en la ecuación (iv-.ll) es decir reduce la

rapidez de ondas largas, por lo que se espera una mejor

simulación. Para tener una mejor prueba de la influencia
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de la inclusión de la divergencia de la velocidad, en el

MBE, se debe realizar una integración en malla fina para

"detectar" más realmente el efecto orográfico parametriza-

do a través del término M'^¿.*, Además, al tener una malla

fina, el error de truncación debido a la discretización se

reducirá lo cual hará más realista la simulación. Se debe

integrar sobre una región más amplia para evitar, lo más

posible, el efecto de frontera; pues observando la pelícu-

la se ve la necesidad de tener una frontera sur más reali_s

ta.



A P É N D I C E A

Derivación de las ecuaciones Lagrangianas.

En este apéndice se derivarán las ecuaciones

Lagrangianas (II-5) y (II-6) del Capítulo II.

Se supone que las ? y -I> son independientes del

tiempo, pero las ecuaciones resultantes también se cumplen -

para casos donde esos términos son funciones del tiempo.

A~I Ecuaciones de Movimiento.

Se comenzará con las ecuaciones de movimiento en coorde,

nadas cartesianas, refiriéndose al marco inercia!, usan

do el teorema de d'ñlembert, donde las \Xt y/o las %$

son desplazamientos espaciales arbitrarios.

A - 1

Con i =• i» 2' 'i co:mo componentes cartesianas del -

viento y con X.- = X,, X-,, X- como coordenadas carte—-

sianas espaciales.

Las coordenadas X; pueden depender generaIjaeiite de las

coordenadas generalizadas ^ y vice-versa.

k
A - 2



Obteniéndose las siguientes relaciones de transfor-

mación

™" ~ i ""\ V A — "í

A - 4

* — * A — 5

o más generalmente

-> .
A - 6

-i

de acuerdo con (A-5).

Sustituyendo (A-4) en (A-l) y considerando (A-3)

se obtiene, con jsjs

El primer término de (A-7) puede ser desarrollado en

o debido a (A-6)

A - 8

dt V í -



Considerando a X y % como variables independientes,
k h

los operadores <=1 y oí, conmutan. Se muestra esta propiedad

para el último término en (A-8)

'fe -fe

Con esta relación se reescrii>e (A-8)

y con (A-9) la ecuación (A-7) se transforma en

« o

Donde ¿t¿ es la energía cinética K , para ser expresada en

términos de 1 Y %. «la ecuación (A-10) verifica exacta-

mente la ecuación (II-5) del capítulo II, notando que S?

depende de las £ , pero no de las ^ , y los desplazamien-

tos ^ 2 pueden ser completamente arbitrarios.

A-II Ecuación de continuidad.

Se comenzará con la ecuación de continuidad en coorde

nadas cartesianas

* <±o *-*, , A-a



cí\

considerando (A-5) y (A-3) se transforma primero ^•

(ft-11) y se obtiene

Donde

y viceversa

r. 1 *-5f, i. V* 4 W4,

•̂, [matEiz unitaria) =

Ahora se supondrá que

ñ-12

A-13

A-14

posteriormente se demostrará en relación a (A-14)

y ^ D está definido por la ecuación (11-10).

Con (A-13) y (A-14) se reescribe (A-12)

A-1.5



Y considerando (A-5)

Observando (A-1.5), la ecuación de continuidad (A-ll)

transformada en coordenadas generalizadas % , \ se

escribe

A-16

En esta notación la ecuación A-16 es idéntica a la ecuación

de continuidad (n-6) del Capítulo II.

Para completar las derivaciones anteriores se mos-

trará que D, definido por la ecuación (11-10), es idéntico

con el determinante funcional

Consideíando (A-5)

obteniendo la energía cinética K

de la cual se encuentra



J k

y con referencia a <u~10)

Obviamente

y siguiendo las reglas de multiplicación para determinantes,

se obtiene

f X* X \ diferenciado con respecto a <? a fl1

La suposición (A-14) está justificada*



con una velocidad constante C. a lo largo del eje jf . No

hay dispersión.

Ahora se considerará la ecuación

"SO

que es obtenida por la aproximación de la derivada espacial

en (B-1) por un cociente de diferencias centradas. A (B—4)

se le puede llamar ecuación semi-discreta. Las ecuaciones

de diferencias finitas obtenidas cuando la derivada temporal

en (B-4) es aproximada usando un esquema consistente en la -

diferenciación temporal se aproxima a (B-4) cuando el paso de

tiempo se aproxima a aero. Así, para ét pequeño (B-4) re-

presenta una aproximación a esas ecuaciones de diferencias

finitas. Puesto que la derivada temporal retiene su forma

diferencial, cualquier error en (B-4) es debido a la diferen-

ciación espacial.

Notando que (B-4.) tiene una solución en la forma

de una componente armónica

lo cual da



A P É N D I C E B

Algunos inconvenientes al representar en forma discreta los

campos.

Se analizarán tres inconvenientes del método dis-

creto* con la finalidad de mostrar su alcance y limitaciones

además hacer notar la necesidad de hacer un estudio detalla-

do de la aproximación discreta más adecuada a la ecuación en

cuestión.

I) Dispersión computacional.

La ecuación lineal de advección

4 C 1 Ü = o í ^

tiene una solución en la forma de tina componente armónica

con lo que obtiene

En esta ecuación de oscilación RC es igual a la

frecuencia \) , y C — "M^ e s ^a rapidez de fase de las -

ondas. Muestra que las ondas de todas las longitudes de -

onda son propagadas con la misma rapidez de fase, esto es,

la función AA.ÍX ¿} e s adveccionada sin cambiar de forma -



Se Tía escrito en forma conveniente para compararla

con (B-3). En vez de la rapidez de fase constante C, se

observa que las ondas ahora se propagan con la. rapidez de -

fase

Esta rapidez de fase es una función del número de ondas h. •

Así, la diferenciación finita espacial causa una dispersión

de las ondas, a lo cual se le denominará dispersión compu--

tacional. Como R.AX se incrementa desde cero, la rapidez

de fase C* decrece mono tic amen-te desde C, y alcanza el cero

para longitudes de onda resolvióles más coi-tas que \2 ÁX) ,

cuando fí,AY=1^ . Así, todas las ondas se propagan con una

rapidez que es menor que la rapidez de fase C verdaderas, «

este efecto desacelerante se incrementa cuando la longitud de

onda decrece.

Hasta aquí se han encontrado dos efectos. Primero,

la rapidez de advecciSn es menor que la rapidez: de adveeaiÓn

verdadera. La consecuencia de este error es una retardación

general de los procesos de advección. Segundo, la rapidez de

advección cambia con el número de ondas; esta falsa dispersión

es particularmente seria para las ondas más cortas.

Si el patrón que está siendo adveccionado represan.

ta una superposición de más de una onda, esta falsa disper—-



siÓn resultará en una deformación de ese patrón. Esto es

especialmente para patrones de pequeña escala en la atmósfe.

ra, es decir, frentes, líneas de sizallamiento,efcc., que

representan una superposición de varias ondas. Por esta -

razón, en pronóstico numérico, tales patrones, si están pre

sentes en los campos iniciales, son deformados rápidamente,

hasta que ellos adquieren una forma la cual es menos aguda

que en el principio. Puesto que tales características de

pequeña escala son de particular importancia en los proce—

sos de tiempo. El efecto de dispersión computaczonal merece

mucho cuidado.

Se analizará la velocidad de grupo. En el caso de

la ecuación lineal (B-l) se obtiene para la velocidad de

grupo C,

Así, la velocidad ele grupo es constante e igual a la rapidez

de fase C. Con la ecuación semi-discreta (B-7), sin embargo,

(B-7) dá para la velocidad de grupo c*

B' 9

Así, cuando RÁX , se incrementa desde cero, la velocidad

de grupo C*- , decrece monóticamenfce desde C <* , y llega

Í, \
2AX) de longi^

•tud de onda



Estos resultados están mostrados en la Figura

( D-5a ) . Para la ecuación de advección exacta (B-l) las -

ondas individuales y el paquete de ondas (lugares donde la

superposición de ondas resulta en una amplitud máxima de

un grupo de números de ondas vecinas) ambas se propagan con

la misma velocidad constante C = C q . La introducción del

cociente de diferencias finitas espaciales centradas en

(B-4) en ambas se hace que la rapidez de fase y la veloci—

dad de grupo disminuyan cuando el número de ondas se incre-

menta. El error es particularmente grande para las longitu

des de onda más cortas resolvióles; ondas con longitudes de

ondas menores que {4AX) siempre tienen una velocidad de gru-

po negativa. Esto significa que el paquete de ondas corres

pondiente a dichas ondas se propagara en la dirección —

opuesta a la velocidad de advección y opuesta a Xa dirección

de propagación de las ondas individuales. Lo cual muestra

la necesidad de hacer un análisis similar con esquemas de

diferencias finitas no centradas, y así seleccionar el más

adecuado desde el ptmto de vista físico,

II) .La ecuación de advección bidimensional.

La ecuación de advección, que describe La

advección de una variable dependiente, está considerada en

la .práctica como la parte más importante de .las ecuaciones



atmosféricas.

Se considerará la ecuación de advección lineal

bidimensional

B" 1 0+ C/^ü «o

donde AA. ̂ =M.(x, Y,i-\ es una función de dos variables espa-

ciales, y Cj( , Cy son las componentes de la velocidad

de advección. Así la rapidez de advección es dada por

Se probará la estabilidad de un esquema para la

solución numérica de (B-lOj. Así, las derivadas espaciales

son aproximadas por cocientes de diferencias de segundo -

orden, dando

' ^ "" * ~ 5 i 7 ~ ^ ' ^ í B-12

donde los valores aproximados M.{tA¡tf jAy} son denotados

por M.t; . Como una solución tentativa de (B-12) se sus-
•4

tituye

B-13J
dando la ecuación de oscilación

B-14



Si el. esquema de Leapfrog es usado para la derivada temporal,

se obtiene como criterio de estabilidad

+• $ B-15

Esto debe ser satisfecho por todos los valores admisibles de

los números de ondas

Por simplicidad, se considerará solamente el caso -

donde AX^Ay ; se denotará este tamaño del enrejado por ̂ j *.

En el plano número de ondas, esto es, un diagrama con co-ordena

das \, J( , los números ele ondas admisibles están contenidos en

la región cuadrada mostrada en la Figura (D-5e) . Dentro de

la región el valor máximo del lado izquierdo de (B-15) es obte

nido en el centro del cuadrado, marcado con un círculo. La -

onda representada por ese punto tiene longitudes de onda 4d*

en direcciones X y y así que _^¿a**~ R.¿jf = A*+*. % A X = 1*

Para un valor dado de la rapidez de advección el lado izquierdo

de (B-15) tiene un valor máximo en este punto si la velocidad

de adveccián hace un ángulo de 7lfy con el eje X , en este -

caso Cs - Cy = j 1^/S.T C. Así se obtiene el criterio de esta-

bilidad



•Si el criterio (B-16) no se cumple , modos de

ondas parásitas son introducidos, los cuales se amplifican

rápidamente dando por resultado que la solución no es correcta.

La existencia de la inestabilidad computacional es

una de las primeras motivaciones para usar ecuaciones filtra

das- En el sistema casi-geostrófico no ocurren ondas de gra.

vedad ni ondas de sonido. Así, la rapidez C en (B-16) es -

justo la rapidez del viento máximo. Típicamente, C <. &&!WM>¿

así que para un intervalo de enrejado de 200 tan. un incre-

mento de tiempo sobre una hora debe ser permisible. Por otro

lado, si se usan las ecuaciones completas, C debe ser igual a

la rapidez del sonido el cual es la onda más rápida descrita

por las ecuaciones* Así., C = 300 m seg"*- y para un inter-

valo de 200 km en el enrejado un paso de tiempo de solamente

unos pocos minutos es permitido.

III) Ecuación de advección no-lineal unidimensional.

Se analizará otra limitación de la representa-

ción discreta a través de la ecuación de advección no—lineal

uni-dimensional.

^ " ^ * O B-17

Como se ha regresado a. una dimensión, así que -*t- z=¿\.\xf



6? 2-
Su solución general tiene la forma

como puede ser fácilmente verificado. Aquí X es una función

arbitraria.

Aquí se considerará solamente el efecto de la multi-

plicación en (B-17). Cuando es realizado en diferencias fini-

tas dá como resultado un error relacionado a la inabilidad de

la discretización para resolver longitudes de onda más cortas

que(24)í\ , esto as, números de ondas más grandes que k = %*•

. Así, considérese una función A. I*) la cual puede ser

representada por valores en los -puntos del enrejado, por -

ej emplo

i l B-18

donde fe < P . Si,*1 embargo, sustituyendo (B-18) en el tér-

mino no-lineal de ÍB-17) se encuentra ¿t^Ü *k¿*»&xeaikx ̂ i.lí'auvA.ií

Entonces, si el numero de ondas en (B-18) está en el intervalo

•̂  «Bídi ̂  H ^ fewaír ' e^ término no-lineal dará un número

de onda que está lejos del rango que puede ser resuelto por el

enrejado. Lo cual no puede, por lo tanto, ser propiamente re-

producido en un cálculo con diferencias finitas.

Para analizar que sucede en tal situación, considé-

rese una onda para la cual fC> kvt¿x • p o r sjeioplo, sea

L = jfrfl? u n a onda con esa longitud de onda es mostrada por -



la línea continua en la Figura (D-5c) . Conociendo sola-

mente los valores en los puntos del enrejado no se podrá dis_

tinguir esta onda de la mostrada por la línea discontinua.

Así, con la convención adoptada anteriormente la cual supone

que las ondas más largas están presentes, se cometerá un -

error. Este es el error conocido como "Aliasing".

Se analizarán las consecuencias del error "Aliasing"

en una integración numérica. Una variable atmosférica, como

una función de las coordenadas espaciales, puede ser imagina-

da que consiste de una serie de componentes armónicos. Esto

es útil para considerar la "energía" de esas componentes, que

es, su contribución al valor promedio del cuadrado de la va-

riable considerada como una función del número de ondas.

Este es el espectro de la "energía". Por ejemplo,

si las variables son las componentes de la velocidad, esta

función es el espectro de la energía cinética. Este espectro

describe la importancia relativa de características de dife-

rentes escalas en el campo de la variable. Puesto que, la

experiencia muestra que el espectro de las variables atmosfé,

ricas no cambian mucho con el tiempo. Es decir, sobre mapas

sinópticos no se tienen situaciones donde las características

de escala pequeña sean dominantes en un día, y ausentes en el

siguiente. También, el espectro de las variables atmosféricas



no cambian mucho en su forma general. La energía de una compo-

nente particular puede,naturalmente cambiar,pero la forma -

característica del espectro como un todo es casi constante.

En una integración con diferencias finitas, además

de esos, relativamente,pequeños cambios físicos, la forma de un

espectro está sujeto a cambios debidos a errores "aliasing".

La experiencia muestra que, si no se toman medidas con respecto

al error debido al"aliasing" la integración es no aceptable -

físicamente. El fenómeno es debido a los términos no-linales

de las ecuaciones, y por lo tanto, es denominado como inestábi

lidad no-lineal;

Una de las formas de evitar la inestabilidad no-li,

neal es usar una formulación Lagrangiana de los términos de

advección en vez de una formulación Euleriana.



A P É N D I C E C

Discusión del esquema de Arakawa

Se introduciré el procedimiento de Arakawa consi_

derando la ecuación de Vorticidad (IV-i) ligeramente modi-

ficada

(c -:

donde la velocidad lk se supone que sea no divergente, es-

to es

(C -2)

sustituyendo en (II-l) se obtiene

Esta ecuación dá el cambio local en vorticidad como un re-

sultado de advección por una velocidad bi-dimensional no-

divergente. Esta es también una ecuación de adveccifin no-

lineal. Sin embargo, en contraste con la ecuación uni-di-

mensional (B -17), (C -3) dá una descripción aproximada de

los procesos atmosféricos de gran escala.

Para ilustrar el procedimiento de Arakawa para

la ecuación de vorticidad ( C-3), se necesita algün conoc¿

miento de sus propiedades integrales en el espacio numero

de ondas. Es decir se desea estudiar los intercambios de



(£&
energía entre los diferentes armónicos que son permitidos

por esa ecuación.

Considérese primero el espectro de energía cinética

cuando la velocidad es bi-dimensional y no-divergente, así

que ella puede ser dada por (II-2). Se puede casi siempre

suponer que en la región considerada "A", la función co-

rriente puede ser expresada como una serie de funciones

ortogonales

* H { C -4)

donde las funciones % son eigenfunciones de la ecuación

de HEIMHDLTZ'

^*% +- ti VL ~° (c"5>

Los parámetros .J son conocidos como"números de

onda generalizados" de las componen-tes % .

Como un ejemplo, sea "A" una región rectangular

con lados Lx, Ly. Para condiciones de frontera se supone

que la función corriente es periódica en X con período Lx

y es cero a lo largo de las fronteras superior e inferior.

Entonces se puede escribir la función corriente

-£2y íc -6)



Diferenciando ésta se obtiene

con lo cual se tiene que

Ly

Si la región "A" tuviese diferente geometría,

otro conjunto de funciones ortogonales deben satisfacer

ÍC-5) y las condiciones de frontera, a través del desarro

lio de íc-4). Esas funciones serán soluciones de la ecua-

ción de HELMH0LT3 (C -5).

Definiendo el promedio de una variable •*< por

Entonces el valor promedio de la energía cinéti-

ca por unidad de masa serS

(C-7)

Sustituyendo (C-4), y suponiendo que esta serie

puede ser diferenciada e integrada término a término, se

obtiene



Pero

Suponiendo que no ocurre transporte de masa a

través de las fronteras de "A", esto es;

Usando (C-5), entonces se obtiene

V ^ i- 2T Z A5 W

Puesto que las funciones V* son ortogonales, es

to es.

la doble suma se reduce a sumar sobre solamente un subindi

ce, esto es,

VTv

Por lo tanto se tiene expresada la energía ciné-

tica promedio en la región "A" como una suma de contribu-

ciones de diferentes armónicos-

^ « ^ \s ÍC-8)



donde

^ 5 i. j u; { c -9)

Las contribuciones Kn, consideradas como una fuii

ción de n, representan el espectro de energía cinética. <lo_

mo se ve de ( C-9), ellas nunca son negativas. Cuando la

función corriente ^ es conocida, las funciones ^ pue-

den ser calculadas por métodos estándar de desarrollos en

serie.

La vorticidad cuadrada media

puede ser expresada como una suma de contribuciones de dife

rentes armSnicos en una forma similar. Sustituyendo ( G-4),

usando {0 -5), y la ortogonalidad de las funciones, %^ se

obtiene

c-io)

Sustituyendo la expresión ( C-9) para la energía

cinética de una componente %^ ; se encuentra para el va-

lor promedio de la mitad de la vorticidad cuadrada (MVC)



IU

Comparando esto con { C-8) se ve que el numero de

ondas promedio está relacionado a valores promedio de la

(MVC) y energía cinética. Se define el numero de ondas

promedio como

CC-12)

Sustituyendo ( C-H) y (C-8) se encuentra

Así, cuando la velocidad es bi-dimensional y

no-divergente, el numero de ondas promedio está determina-

do por la razfin de los valores promedio de la "MVC" y ener

gía cinética.

Para estudiar la dependencia temporal de la ene£

gía de las componentes esfectrales permitidas por la ecua-

ción de vorticidad (C-3), será suficiente analizar la -de-

pendencia con el tiempo de (C-1.3).

(C -3) dá

s-i r - f i t = ÍTÍT7V\ (C-

Suponiendo nuevamente que no hay transporte a

través de las fronteras de A, se encuentra



( C-15)

Sin embargo, para cualesquiera dos cantidades

escalares p, q, se tiene

Usando el teorema de Stokes, se observa que

C-16)

si p 6 q es constante a lo largo de la frontera de A.

Bajo las mismas condiciones/ se obtiene

Por lo tanto, si se supone que f es constante

a lo largo de la frontera de A, ( C-14) y (C-15) da

J. ̂  = Gad-j | K SE €Wr,. ( c-18)

En esta forma, se encuentra el número de ondas

promedio que no cambia con el tiempo con flujo no-divergen_

te bi,-dimensional. En otras palabras, una cascada de ener-

gía sistemática hacia números de ondas más altos no es po-

sible.



Después de este breve análisis, se tratará con

la solución numérica de { C-3) y el problema de inestabili^

dad no-lineal asociado.

Obviamente, si un esquema de diferencias finitas

puede ser construido tal que conserve los valores promedios

de la "MVC" y la energía cinética, el número de ondas prome

dio no podrá cambiar, y por lo tanto, un transporte siste-

mático de energía hacia los números de ondas más altos no

podrá ser posible. Los esquemas de Arakawa tienen precisa-

mente la propiedad (C-17) de el Jaco&iano analítico. Por

lo tanto, los promedios de la "MVC" y energía cinética

son conservados en los términos de advección, así también

el numero de ondas promedio. La inestabilidad no-lineal es

por lo tanto prevenida. Además se debe considerar la propie_

dad { C-16) y así también conservar la vorticidad promedio.

Es decir manteniendo las propiedades ( c-16) y

( C-17) en un cálculo de diferencias finitas garantizará

la conservación de Jos dos primeros momentos de esta distri

bución.

Se ilustrará en forma breve el método de Arakawa

considerando como satisface { C-17). En el cálculo de dife_

rencias finitas toma la forma

(11-19)

donde T denota una aproximado"n en diferencias finitas del



Jacobiano, y N el número total de puntos en la Malla.

Hay varias formas de construir aproximaciones de

diferencias finitas para el Jacobiano. Se pueden usarcual-

quiera de las tres expresiones analíticas equivalentes

ÍO-20)

, •—v

X

Se considerarán solamente aproximaciones de se-

gundo orden de aproximación. Con la diferenciación espe-

cial centrada más simple, se requieren valores de ¿s , q

en un arreglo de nueve puntos para evaluar ( c-20), como

estS mostrado en la fig. D-50. Haciendo A para el tamaño

del enrejado y j> , ¡J. para los valores de p, q en los pun_

tos denotados por ^ . Entonces se obtienen las siguien-

tes aproximaciones para las expresiones ( C-20)

" 2 1 a )

-J-S+



+ x

C-21c)

Los superíndices + y x denotan las posiciones de

los puntos desde los cuales valores de p y q, respectiva-

mente, son usados para formar la aproximación. Cada una de

las aproximaciones ( c-21) es consistente y de segundo or-

den de precisión, una aproximación más general pueden ser

formada como una combinación lineal de esas tres, esto es

í c" 2 2 >

con el requerimiento de consistencia

-< + te +- V « i

Esta aproximación es también de segundo orden de precisión.

Cuando se evalúa la suma en { c-19) usando ( c-22)

se obtienen 24 términos en cada punto del enrejado en

la región computacional. Todos esos términos sejián de la

forma const.?"^ 1/ , Pero escogiendo los constantes «:, fe, V1

apropiadamente se pueden cancelar todos esos términos en

los procesos de sumación, por lo tanto satisfaciendo

( c-19). Por ejemplo, el punto 0 contribuirán términos

a ( C-19) de la forma



Un término conteniendo f4 j, T^ también aparecerá

en la expresión para *f J~(^ l¡/\.

Después de un análisis, más detallado, sobre la

suma de ( C-19) se deduce que la aproxirnacifin

C-23)

Conservará la verticidad promedio, "MVC" y ener-

gía cinética cuando es usada para la solución numérica de

( C-3). Esto es más que suficiente para la prevención de

inestabilidad no-lineal. La aproximación ( c-23) es llama-

do el Jacoíjiano de Arakawa.



APÉNDICE D

Gráfica y Figuras Complementarias al trabajo.
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— Corle meridional del viento zona.], promediado en tiempo y longitud, para e¡
invierno <lol hemisferio norte y el vcrar.g (Octubre-Marzo) deJ hemisferio sur Valores en
m aeg"i. Según Lorcnz (2967)-.

— Corte meridional áot VÍOKIO zonal, píomcdiaiio en tiempo y longitud, para oi
varano del hemisferio norto y el iaviciao (Abül Setieni'bre}dcl hoaiiaforio sur. Volores en
m aeg-i- Según Louroaa C lofl í)

FIG. t D-2 í
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FIC. í D-4 í

Figura (D—4) En (a), un ejemplo del patrón espectral en la su-
perficie de 500 nib.
En (b), superficie de 1000 rrib, se muestran las con
daciones asociadas en superficie.
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ZfVPl t/tnor-lh)

xteast)

*• z/easl)

x(east)

FIG. I D-6>

Figura (D-6) DisfcriJbución esquemática de las perturbaciones de
velocidad asociadas con (a) ondas de compresión
moviéndose hacia el Este, (b) ondas transversales-
verticales moviéndose hacia el Este y (c) ondas
transversales-horizontales moviéndose hacia el
Este.



LEYENDAS

Figura (D-5a). Rapidez de fase para la ecuación lineal de -
advección, C, y para la correspondiente ecuación
semi-discreta con una diferenciación espacial
centrada de segundo orden (C*) y con cuarto
orden (C**).

Figura (D-5b). Un ploteo de la onda "doble intervalo de enre-
jado", con una longitud de onda de 2 (A x ) .

Figura (D-5c). Una onda de longitud de onda 4 A x/3, mal re-
presentada por el arreglo de diferencias fini-
tas como tina onda de longitud de onda 4 (.4 X]

Figura (D-5d). Arreglo usado para definir aproximaciones al
Jacobiano.

Figura (D-5e). Región admisible de números de onda para una
malla cuadrada bi-dimensional, con longitud de
enrejado ÜX = ¿y = d* .

Figura (D- 4) En (a), un ejemplo de patrón espectral en la
superficie de 500 mb, en (b), superficie de
1000 rabí se muestran las condiciones asociadas
en superficie.

Figura (D-6) Distribución esquemática de las perturbaciones
de velocidad asociadas con (a) ondas de compre
sión moviéndose hacia el Este, (b) ondas trans
versales-verticales moviéndose hacia el Este y
(c) ondas transversales-horizontales luoviéndose
hacia el Este.
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APÉNDICE P

Un ejemplo de programa para el caso de Modelos de ecuaciones

primitivas. Por simplicidad, se analizará el esquema lógico

del programa en una sola dimensión.

J*J(

X-J,

r-i,r-i

Mu

J+i)
rM i /̂



tvi

a*

Tendencia de

< i

MT

Se calculará la tendencia en los puntos Interiores,

según el arreglo.



A. I - H

OTT - o

Cuando j ^ más niveles t==> ^ un Índice rftás, por

ejemplo K.

En este caso se tiene

Los términos rM'^! Y ív s e calculan como antes



¡l K+J

:— K + Va.

K, Va.

K - l

C--

,*Mj3 J



X, Í-

T+J, K + V*. V- i"(r j+ty ,<+7

Con lo cual se calculará la tendencia de //^ como:

-0> jai i J - i

Se sobre-entiende la continuación de la secuencia lógica

a seguir.



[o<

Se analizarán brevemente otros arreglos horizon-

tales a través de la ecuación

* * t
Air xtir
• •

í 2 *
• o *

Zf

- 2:

Nótese que no se tiene promedio en el término

de Coriolis.



roí-
z v z. v z

2£ V 2

(i-y,

í s) -

Como puede notarse, existen una gran variedad de

arreglos de los campos en la horizontal, pero se utilizará

el más adecuado al problema, de acuerdo al máximo "rendimien

to" fisico-matemático que involucra cada arreglo.
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