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Resumen de la Tesis
Estabilidad de Sistemas Dinamicos

Oscar Alfredo Palinas Velasco

September 15, 1994

La tesis se basa en un articulo de Zeeman, donde él plantea una nueva
definicidn de estabilidad para campos vectoriales alternativa a la estabilidad
estructural. La idea es tratar de asociar una medida de probabilidad w, a
cada campo v y definir la estabilidad del campo como la estabilidad de la
funcidn u,.. En su articulo, Zeeman utiliza una ecuacién difercencial parcial
de tipo parabdlico (la ecuacién de Fokker-Planck) y la solucidn estacionaria
de dicha ecuacién como la medida asociacda al campo, demostrando que esta
asociacion sc puede hacer para el caso de variedades compactas sin {rontera.

En nuestra tesis, demostramos que bajo ciertas condiciones de crecimiento
cuando z — o0, también podemos asociar a cada campo v cn R® dicha
medida «, dada como la solucion estacionaria de Fokker-Planck y que dicha
medida es asintdticamente estable, en el sentido de que si consideramos una

condicién inicial integrable de nuestra ccyacidn dada en la forma u(¢, ),
Las téenicas que utilizamos incluyen la

entonces lim, o, (t, ) = u (x).
solucién fundamental, cl principio del mdximo y la técnica de la funcidn

"cota inferior™, ésta iiltima desarrollada por Lasota y Mackey.
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1 Introduccién

Laidea de estabilidad en matemdticas tiene utilidad tedrica y practica. Desde
el punto de vista de la prictica, los fenémenos que observamos en el mundo
real son generalmente estables, es decir, fenémenos que varian poco si vari-
amos también poco los diversos pardmetros que los definen. En matemdticas,
los objetos estables forman por lo general categorias "grandes™ dentro de nue-
stro universo en cuestién y que merecen atencidn especial. En nuestro caso
particular, analizaremos los campos vectoriales v definidos sobre una variedad
X. Nos interesa entonces desarrollar un concepto de estabilidad de campos
vectoriales. Por supuesto, existe ya el concepto de estabilidad estructural,
que definimos a continuacidn.

Definicién.

i) Un Alujo en X es una aplicacidn diferenciable p : R x X — X tal
que £ — ¢y es una accién de grupo de R sobre X; es decir, o = idx y
Patt = PaPr.

ii) Dado un flujo v, v = %2 es el campo vectorial asociado a p. La

topologi'a C* en ¢l cspacio de los campos vectoriales en X induce una
topologia en el conjunto de flujos.

iit) Dos flujos 1, 2 son lopoldgicamente equivalentessi existe un home-
omorfisrno A : X — X que lleva las érbitas de ¢ en las érbitas de ;.

iv) Un flujo ¢ ¢s8 estructuralmente estable si y sélo si ¢ tiene una vecindad
de flujos topolégicamente equivalentes en el espacio de los filujos.

v) un campo vectorial v es estructuralmente estable si y sélo si ¢ es es-
tructuralmente estable.

Esta definicién de estabilidad tiene ciertos problemas, uno de los cuales
reside en el hecho de que pedimos que A sea un homeomorfismo y no un
difeomorfismo; es decir, la propia definicién nos saca del dmbito de las fun-
ciones diferenciables para poder obtener algunos resultados; sin embargo,
una vez en dimensién 3, surgen problemas como el hecho de que los campos
estructuralmente estables ya no sean densos.

Zeemnan [12] propone una nueva definicién de estabilidad de campos vec-
toriales, con la.que pretende permanecer dentro del Ambito diferenciable.
Para esto, necesitamos unas cuantas definiciones:

Definicidn. Sean X,Y variedades diferenciables. Decimos que dos trans-
formaciones f, f2 : X — Y son equivalentessi y sélo si existen difeomorfis-
mos @ : X — X, : Y — Y tales que fop = o fo . Una funcidén
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f + X — Y es estable si ticne una vecindad U en la topolog{a C tal que
todas las funciones en U son equivalentes a f.

La idea es fijarse en el comportamiento asintético del flujo de un campo
vectorial v, el cual esti descrito por los atractores de v, o bien, por una
medida sobre los atractores. Dada e¢> 0, Zeeman construye una medida e-
suavizada”, con maximos y minimos cerca de los puntos de concentracion del

flujo.
Para hacer esta construccidn, considera la llamada ecuacion de Fokker-

Planck para v con difusién c:

Z—!; =cAu — V. (uv)

donde queremos que u : B+ x X — R*. Podemos interpretar la solucién
de esta ecuacidn como la densidad de una poblacién en X, y ver que su
variacién con respecto del tiempo estd sujeta a dos procesos: uno de difusién
(como en el caso de la ecuacién usual del calor, cuando v = 0) y otro de
concentracion hacia adonde apunta ¢l campo v. Si u satisface una condicién
inicial u(0, ) = uo(x); entonces us(z) = u(¢, ) se puede interpretar como la
posicién de uo después del tiempo ¢, sujeta a ambos procesos.

Definicién. u, es la solucidn de la ecuacidn de Fokker-Planck que satis-
face las siguientes condiciones:

i) 8;! = 0; es decir, u, es una solucién cstacionaria.

i) fx ue = 1.
Podemos pensar en u, como aquella solucidn en la que los procesos de

difusién y concentracidn se equilibran.
Ejemplo. Si v(z) = —z, entonces

1

z (z) = exp(—

2ne

que corresponde a una distribucién normal con media 0 y varianza e.

En ¢l articulo ya citado, Zceman demucstra los siguicntes resultados para
el caso en que X es compacta sin frontera:

i) Para cada ¢ > 0, u. existe y csiinica. Este es esencialmente un teorema

de punto fijo.
ii) u, es asintéticamente estable, en el siguicnte sentido: dada cualquier

solucidn de la ecuacion de Fokker-Planck u(¢, z) (de integral finita e igual a
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1), se cumple que
ll_l_‘rg u(t, z) = u.(z)

Una vez construida w,:

Definicidén.

i) Dos campos vectoriales vy y v, son e-equivalentes si y sélo si las solu-
ciones estacionarias (integrables) u$ y u$ son equivalentes (en el sentido difer-

enciable).
ii) v es e-estable si y sdlo si existe una vecindad U de v tal que todo campo

en U es equivalente a v.

iii) v es estable si y sSlo si para toda ¢; > 0 existe e2 > 0 tal que ez < 3
¥ U es ez-estable.

Zeeman muestra también que esta definicién mecjora a la de estabilidad
estructural, ya que los campos e-estables forman un conjunto abierto y denso,
por lo que los campos estables forman un residual.

Nuestro trabajo pretendc extender dar respuesta a las siguientes pregun-
tas, en el caso de un campo vectorial sobre una variedad no compacta (de
hecho, un campo vectorial v en R™):

1. ;Bajo qué condiciones sobre v existe u. integrable?

I1. ;Bajo qué condiciones sobre v se cumple la estabilidad asintética?

Observemos que, en el caso de los campos gradientes, la cuestiéon de la
existencia de la solucién estacionaria tiene una respuesta afirmativa. Maids
precisamente, sea v un campo gradiente; es decir, existe f : R* — R diferen-

ciable tal que v = —V f; entonces u, = exp(—£) es una solucién estacionaria.

Podemos ver que aqui' comienzan a surgir problemas, porque:
i) no sabemos si ¢sta es la tdnica solucidn estacionaria;
i) no sabemos si es integrable.
Para la cuestién (ii), tenemos el siguiente criterio (ver también [12]):
Proposicidn. Siv = —V [ y para toda C,a > 0 existe £ > 0 tal que

Sf(z) = Cln[z]”

para |z} > R. Entonces u, = exp(—£) es intcgrable.

Demostracién. Dadas ¢,a > 0,sea C = ?_:_;’ entonces

Cln|z|”

—lr
) = el

u = exp(—L) < exp(~
que ¢s integrable en R", pues €2 > n.
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Esto nos indica que la situacién serda diferente a la del caso compacto,
pues no necesariamente todos los campos vectoriales tendrdn una solucién
estacionaria integrable, sino que deberemos pedir ciertas condiciones. En
la proposicién anterior, f debe crecer cuando jxz| — oo, lo cual se puede
interpretar como el hecho de que v apunte "hacia adentro” y que tenga
cierta velocidad. Recuperaremos esta idea intuitiva de los campos adecuados
posteriormente.

Por el momento, pasaremos al marco de referencia gencral que nos per-
mitira resolver las preguntas planteadas. Para responder a la primera pre-
gunta (existencia de una solucién estacionaria integrable), Zeeman utiliza
un método de Perron-Frobenius. Nosotros podriamos utilizar también este
método, pero preferimos utilizar la técnica de la solucién fundamental para
la existencia de la solucién y el principio del maximo para la unicidad, ya que
de esta manera recuperaremos las condiciones intuitivas que pedimos para v.
Para la estabilidad asintética, Zeeman usa nuevamente ¢l hecho de que un
cierto punto fijo (que resulta ser la solucidn estacionaria) es un atractor global
de las diferentes soluciones. Nosotros usaremos un mdétodo equivalente al de
las funciones de Liapunov, ¢l método de la funcién cota inferior de Dlotko y
Lasota [?], que por ser menos conocido, desarrollaremos con detalle.

El marco en que trabajaremos es ¢l de las ecuaciones diferenciales par-
ciales, o los operadores diferenciales, de tipo parabdlico, que definimos a
continuacidn:

Definicidn. Sea L un operador diferencial definido mediante la siguiente
férmula

2 n 24 u
a.-_,(t,z)éf—laur—j + E 17_,(!,1)(,(3—1_; + c(t, z)u — %

donde los cocficicntes a;;,b; y ¢ son funciones diferenciables de (¢,z) € 2 =
[20, £1] x 2*. Decimos que L (o la ecuacién diferencial parcial correspondiente
Lu = 0) cs uniformemente parebolico (a) si y sélo si existe § > 0 tal que

> ailt, T)EEs = §1€1°
=1
para todo (¢, x) € N, £ € R™ .

Abreviarcmos los términos "operador diferencial uniformemente parabdlico™
o "eccuacidn diferencial parcial uniformemente parabdlica” diciendo simple-
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mente "operador parabédlico” y "ecuacidn parabdlica”, ya que en este trabajo
sélo hablaremos de este tipo de operadores y ecuaciones.

Ejemplos. La ecuacidn del calor y la ecuacién de Fokker-Planck son
ejemplos de ecuaciones parabdlicas.

Definicién. El problema de Cauchy correspondiente a la ecuacién (2),
con condicién inicial ug, consiste en determinar una funcién u = u(t, z) tal
que Lu =0y

lim u(f,y) = uo(zx)
t—td Yoz

El problema de la solucién al problema de Cauchy se puede separar en dos
aspectos principales: la eristencia y la unicidad de la solucién. El problema
de la existencia de la solucién al problema de Cauchy se ha enfrentado de
varias maneras; nosotros utilizaremos el concepto de solucién fundamental,
desarrollado por Gevrey [6], Rothe [11] y otros. Para construir dicha solucidn
existen métodos como la transformada inversa de Fourier, que se desarrolla en
el libro de Eidelman (4], ayuddndose del método iterativo de Levi [8].Esto fue
desarrollado para el caso en que los coeficientes del operador L son acotados;
aparece un buen recuento de esto en los libros de Eidelman y Friedman [5].
El caso de los coeficientes no acotados es analizado por Zhitomirskiy [14]
bajo las condiciones

lai;| < K
161 = K(1 + [=})
lel = K + |=)?

Eidelman utiliza estas condiciones para resolver el problema de Cauchy
para los sisternas que llama disipativos. Posteriormente surgen una serie de
resultados de matemadticos principalmente polacos (Aronson y Besala [1], Be-
sala [2], Bodanko [3)] y otros; véase la bibliografia) que mejoran las condiciones
de Zhitomirskiy para el caso de coeficientes con las siguientes condiciones de
crecimiento:

las;| < K1+ |=?)—=
16;] < K(1 + |=|?)!/2
lel £ KQ + |=*)°
para a € [0,00). El articulo de Besala [2] es central para nuestros resultados,
ya que la condicidn impuesta en ese caso nos did la clave para todo lo demads.
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Para demostrar la unicidad de la solucidn al problema de Cauchy, uti-
lizamos el conceptlo de principio del maximo, nuestra principal referencia es
Protter y Weinberger [10], aunque este método fue desarrollado por Levi,
Nirenberg, Friedman y otros, para el caso de coeficientes acotados. El caso
de los coeficientes crecicntes ha sido estudiado por los matemadticos polacos
ya mencionados. En nuestro caso, modificamos los resultados para asegu-
rar que obtendriamos soluciones integrables y /o un mayor crecimiento de los
coeficientes.

En la seccién 4 mencionaremos con cierto detalle algunos de los teoremas
relativos a la unicidad de la solucidén al problema de Cauchy para diferentes
clases de funciones. Por el momento, en las secciones 2 y 3 nos dedicaremos
a resolver el problema de Cauchy para las ecuaciones parabdlicas con coefi-
cientes crecientes; en la seccién 5 analizaremos el problema de la estabilidad
asintdtica y en la seccién 6 haremos un resumen de resultados y perspectivas
de investigacion.

2 Principio del maximo

En esta scccién utilizaremos un resultado usual conocido generalmente como
el principio del mdximo; el esquema que seguiremos cs el de Protter y Wein-
berger (10].

El marco es nuevamente el de las ccuaciones parabdlicas. Consideremos
el operador (o ecuacién) parabdlico
Ju

u
—I—j-f-cu——gt——o

donde u, a,;, b;, ¢ son funciones de (¢, z) € Q.

La ideca del principio del maximo se puede establecer facilmente para
el siguiente caso particular: si Lu > 0 y ¢ < 0, entonces la funcién u no
puede alcanzar un miximo positivo en un punto interior de su dominio, ya
que si suponemos que u alcanza tal miximo positivo en (lo, za) € 02°, por
rcsultados de cilculo sabemos que 22 (lg,zu) = (44, x0) = O, mientras que

o: az 28 _(1y,x0) =< 0, lo que cont.ra.dlcc nuestras hipétesis. Este principio del

maximo también vale para Lu > 0, para el caso de cocficientes (a,j, bj,c)
acotados. Podemos utilizar este resultado para mostrar la unicidad de las
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soluciones de nuestra ecuacidn, dentro de la clase de funciones acotadas.
Todo esto lo desarrollamos a continuacién.

Recordemos que, para el caso de la ecuacién de Fokker-Planck, nos in-
teresa estudiar el comportamiento de las soluciones para la mayor clase de
campos vectoriales posibles. En ese sentido, no sélo queremos saber lo que
ocurre para el caso de coeficientes acotados, sino también para el caso de
coeficientes crecientes. Un primer resultado acerca de la posibilidad de ex-
tensién del principio del mdximo al caso de coeficientes crecientes aparece en
Friedman [5], para cuando los coeficientes satisfacen la condicién

lagil < K
16;1 < K(1 + |x})
lel = K(1 + |=)?

En este caso, obtenemos el siguiente resultado (ver {10]):
Teorema. Sea u una funcidnen @ = [0,7] x R" tal que Lu > 0,¢c¢ < 0
con la condicién de que
L. _.p2 <
’%l_.ﬂclo inf exp(—ch?) [Iz|=rlr1].z?§z51‘u(t'x)] <0
para alguna constante e. Si u(0,z) < 0, entonces u(t,z) < 0 para toda

(t,z) € Q2.
La idea de la demostracidn es hacer el cambio de variable

con

h(t, ) = exp [__CL"L - Bt]

y observar que, con ese cambio de variable, obtenemos una ecuacién de la

forma 5
Y oraw - =0

i at

donde




Utilizando el hecho de que los coeficientes satisfacen las condiciones an-
teriores de crecimiento, se puede controlar el signo de €. Si € < 0, usamos
el principio del maximo estindar. Esta idca nos sugirid la siguiente general-
izacién:

Teorema. Si existe una funcién 4 con las siguientes condiciones:

) h e C=(", R),

i) & — 0 cuando x| — oo,

ii) Lh < o0,

v) (la condicién de crecimiento)

lim inf A™° [ max u(t, .1:)] <0,
R—oo lrl=RO< ST
para ¢ > 1. Si u satisface Lu = 0, u(0,z) < 0, entonces u(t,z) < 0 para toda
(t,z)e Q.
Demostraciéon. Consideremos nuevamente el cambio de funcién

u = hw

donde A es la funcién de la hipdtesis. Entonces la ecuacidén diferencial para
w es tal que € < 0. Por lo tanto, por el principio del maximo para w, esta
funcién no puede tener un maximo positivo en el interior de £2. Supongamos
entonces que existe un mdximo positivo en la frontera. Por otro lado, la
condicién de crecimiento implica que existe una fZp > 0 tal que

h=c [ max u(l,.r)] < e
lrl=R.O<IST
para toda £ > Rp. Esto a su vez dice que A= hw < ¢; pero como o — O
(condicidn ii), podemos suponer que para R > Ry, h < 1, por lo que entonces
h=¢h > 1y w < € para |} = R,0 < t < T. Usamos entonces el principio
del mdximo para mostrar que w < e para |z < R,0<t <T. SiR—ocoy
¢ — 0, tcnemos que w < 0 para todo (,z) € 12, por lo quc u < 0 para todo
(t,z) e Q.

Esta extensién del principio del maximo parcceria adecuada, pero el prob-
lema (o lo que queremos resolver en esta formulacidn) es que nos intercsa
abarcar un conjunto amplio de soluciones (funciones rapidamente crecientes);
pero para esto, debemos abandonar el crecimiento de los coeficientes. Nues-
tra formulacién (ver adelante) es un poco mas adecuada, pues pedimos que
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la clase de funciones sea la de las funciones ripidamente decrecientes (y,
por lo tanto, posiblemente integrables), lo cual nos permite trabajar con un
conjunto mds amplio de coeficientes.

Teorema. Sea u tal que Lu > 0,donde los coeficientes de L satisfacen la
siguiente condicidn de crecimiento: Para toda A > 0,

im —AERTb e
Izj—oo |={
Supongamos ademads que
i u <
l%l—sxela exp(CR )|;|_ ,o<¢<1‘ =0

para alguna C positiva. Si u(0,z) < 0, entonces u(¢,z) < 0 para todo (¢, z)
en Q.
Demostracién. Sea

u = exp (—m+ﬂt) w

—ct

con C como en el enunciado del teorema, v, 8 por determinar, ¢t € {0, 3%].
Entonces para la ecuacidn transformada Lw = 0, tenemos que el coeficiente
€de wes

o . 2C~y6;; 4C 3 z,x; 26'-7:, Cy |z
e= Sy (320 + CEH) v +et .

(v —Ct)?

Como t € [0, zc] las cantidades ;,%—; y _chc: estdn acotadas y los términos

que (en valor absoluto) pueden dominar (cuando |z| — oo) son
o (-2222) o

Cy|=f?

G-cue
pero por la hipétesis relativa a los coeficientes, el primero domina al segundo
cuando |z| — oo. Por lo tanto, 3R > 0 tal que € (sin 8) cs negativa para
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toda (¢,z) € [0, 3%5] x Br(0)°. Si € (sin @) es negativa, hacemos 8 = 0; en
caso contrario, elegimos

vl=?

2C~8:; 4C2~y21,x; 2(]‘71 c?
-9 o _ 5 3 . J
B=2 0o 2%i ( Tt t GO )Y et

con lo que la expresién completa es negativa. Por el principio del mdximo
usual, w no puede alcanzar un mdximo positivo en el interior de [0, %] x
Br(0). Por otro lado, por la condicién de la hipdtesis,
cxp(CR ) |z|=£2, u<’:<—'b u<e

para 2 > Ro. Pero esto implica que w < een || = R,0 <1 < 7% y por la
observacién anterior, w < een |z| € 2,0 <t < 3%. Si hacemos R — oo y
¢— 0, w = 0 en [0, 75] x 7. Podemos repetir este argumento para la regién
[3%, &] x /2", etcétera, hasta demostrar que w < 0 en {0, T] x R™, por lo que
u <0 en [0,7] x R™.

El resultado anterior trac consigo el siguiente teorema de unicidad de la
solucidn al! problema de Cauchy.

Teorema. Sean u;,u; dos soluciones de la ecuacidn Lu = f tales que
satisfacen la condicién de crecimiento

lim exp(C 2%) max u<0
R—co |zl R.0S1ST
St u;(0,z) = uz(o, ), entonces u, = uz en [0,7] x R".

Demostracion. La funcidn w; = u; — ugsatisface las condiciones del
teorema anterior, por lo que wy < 0 en [0,7) x £*. En forma andloga, la
funcién wy = u; — u, es tal que wz < 0 en [0,77] x f2*. Por lo tanto, u; = u,.

El tecorema anterior define entonces una clase de unicidad; es decir, una
clase de funciones en las que pucde existir a lo mds una solucién del problema
de Cauchy correspondicnte. En la siguiente seccién veremos cémeo determinar
la existencia de dicha solucidn.

3 Existencia de la solucién fundamental

Ahora queremos resolver el problema de Cauchy por medio de la llamada
solucién fundamental, que definimos a continuacién. Nuestro interés en cste

10
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método se debe a que podemos obtener algunas estimaciones de la solucidn
al problema de Cauchy, lo que nos puede servir para el problema de es-
tabilizacion de las soluciones hacia la solucién estacionaria. Aunque en el
capitulo 4 utilizaremos otra técnica (]a funcidén cota inferior) para analizar el
problema de la estabilizacién, podriamos usar las estimaciones de la misma
forma que Zeeman [12].

Definicién 2.1. Sean T € (0,00),2 = [0,T) x R*,{T = [0,7]) < R". Una
solucion fundamental de la ecuacién Lu = 0 es una funcidn I'(¢, z, 7, £), 7 < ¢,
con (t,xr) € §1,£ € R*,0 < T < ¢, con las siguientes propiedades:

i) Para (r,£&) fija, LI’ = 0.

ii1) Para toda ¢ : £ — R con soporte compacto,

e dim, [ T(t, 2,7, E)0(8)dE = (xo)

Antes de continuar, recordemos que el interés principal en este trabajo se
centra en el caso en que los coeficientes de nuestro operador (o ecuacidn) son
diferenciables. En ese sentido, los resultados que utilizaremos serin mds que
suficientes. En esta seccidén supondremos que se cumple la siguiente hipétesis:

H1. Exxste una funcién & : I — R* diferenciable con la propiedad de
que
3b;
3x; =

LA + Ah( i Bfai; z:
=, O0x.0z; 5

para todo (t,x) € (0,T] x R, A =0,1y
- 2 & Sh
& =3 3 aiigo- + b

Besala [2] demuestra entonces el siguiente:

Teorema. Bajo las condiciones anteriores, existe I'(¢,x, 7, &) solucidn fun-
damental de Lu = 0; ademads, I" satisface las siguientes condiciones:

jo<r¢,zrn¢&< T—TC)TIE‘;’:(::)

1) fua D, z, 7, E)R(T, f)df < h(t,zx) para (¢, z) € (7,T] x R™

31) SR -Li-z'ﬂdz < M,{) para (1,&) € [0,t) x R

A(t,x
La idea de ia demostracion es hacer el siguiente cambio de funcién:

u(t,:c) = v(t,z)h(t, x)

11



con lo que obtenemos
24y n n v
0 = h(ZP;u1 aii5835) + 5= 1(2 T ai g + hb))EE
n B34
+(>: =15 55,02, 8:.8:, + T b FE +Th — ")U — R

=1 a-:a:.a:,)"'z (22, ﬂ-u +hb ) +Lh. v—h%
Al dividir entre 4,

—_— dv
Tv= g,“-zaxaz, ?—7” St g =0

donde b; es como antes y © = 42(< 0). Obtendremos la solucién fundamental
de esta idltima ecuacidn a continuacidn:
Teorema. Con las mismas hipStesis anteriores, existe v(¢, =, 7, £) solucién
fundamental de la ecuacidn Lu = 0 con las siguientes propiedades:
i) 0 < ~(t, :c-r{)<m
ii) fpn ¥(t,z,7,6)dE <1 para (t,z) € (7,T] x R™
iii) fpa ¥(t,x,7,€)dz < 1 para (7,€) € [0,8) x R™.

Aplicaremos el teorema 2.2 para el caso de nuecstra ecuacién de Fokker-
Planck:

Lpp(u) = 62 i":

I=

Caso 1.Sea n=1. En este caso, sabemos que nuestro campo vectorial v se

puede expresar como la derivada de una funcién f : R — R; mdas precisa-
mente, v = — f’ (el signo es sélo por convencién). En este caso, sabemos
que la funcidén h = exp(—f/¢) es una solucién estacionaria de la ecuacidén
Lpp(h) = 0 y ademds %’;‘ = 0. Ulilizamos esta funcidén en el teorema 2.2;
tenemos entonces:

_O%ai;

Lep(h) + Ah( ?‘:‘ P vy —Z 0 = AR(=F)
donde
b= %ch' + f' = 2exp (%) cexp (-—%) (—{-) Y+ =S

Asi, si —8 < 0, o bien, J" < 0 ,existe la solucién fundamental.
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Caso 2. En realidad, este caso es la generalizacidn del caso 1. Si el
campo v es un campo gradiente v = —V f, donde ahora f : R" — R,
entonces utilizamos la misma A que en el caso 1; ahora,

5 Pay a%;
Lpph+Ah(Z a:-:;; —2 LY = AR(— Z
x5 ,'=1

5
o),

=1

S L85 IANE of , Bf af
=2 (__ =
2 “" +ox; = %P ( ) ( eexp 9z; T ox; = Oz,
por lo que si (— 7., 8,)) < 0, o bien Af < 0, entonces existe la solucién
fundamental.
Caso 3. De nuevo, n=1. Ahora utilizaremos otro tipo de criterio. Quer-
emos saber para cudles campos v podemos utilizar cierta funcién para susti-

tuirla por 2 en el teorema; en particular, usaremos la funcién A = exp(—-—)
En este caso,

> _8%aij 95\ _ . 2 ., .
Lrph + ’\"(.-g, Bzz; X_; 611) h” — vh! — v'h — Ah(peh’ — v)'.

Entonces, desarrollando, tenemos que pedir que

—2n+ 25 h 4 2"% — v'h— AR(—4z —vY <0

lo que es equivalente a

2
-2+-:—+3%—v'—,\(—4—u')50

(pues A > 0). Para A = 0, tenemos la condicién

2
_2+4_I_+22_v150_
€ €
Supongamos por el momento que se cumple esta condicién. Para A = 1,
tenemos
2 . az? 2
o 322 22V (4 uy=o g 1 2TV
€ € € €

13



por lo que basta pedir para ambas ) las siguientes condiciones:

i) 2z% 4 zv < 0 (Basta pedir que esta desigualdad se cumpla en |z| > M
para alguna M > 0; esto lo explicaremos con detalle en el siguicnte caso. ),

i) —v’ < 0. (De nuevo, como estamos en el caso nn = 1, esto es equiva-
lente a f”, donde v = f.)

Caso 4. Nuevamente, en estc caso generalizamos lo obtenido en el caso
anterior. Hacemos

III

h = exp(— + B¢t),

donde 8 es una constante que determmarernos mas adelante. Obtenemos la
expresidn

4 l:tl 2z v

F(v) = —2n + ——— T—V~v— —AZ ( —dz; — vj)

la cual sera no positiva si se cumplen, por ejemplo, las siguientes condiciones:

i) 2|z|>+ = - v < O fuera de un compacto. (Dentro del compacto, la
expresién anterior esti acotada superiormente, digamos, por M > 0; pode-
mos hacer § = —2M para que la expresién sca negativa o cero dentro del
compacto.); y

i) - V.uv <0.

También es claro de la idltima ecuacidn que si un campo v satisface la
condicidn F(v) £ 0, entonces tambidn F(w) < 0 para un campo w tal que,
fuera de un compacto,

r-w<x-v;y

i V-w= V.o

4 Comentarios acerca de la unicidad

De las dos secciones anteriores, podemos establecer que si los coeficientes de
nuecstra ccuacidn parabdlica satisfacen cierta condicién de crecimiento, en-
tonces existe la solucién al problema de Cauchy y es itnica en la clase de
funciones "rdapidamentc crecientes” o "rapidamente decrecientes”, dependi-
endo del crecimiento de los coeficientes.

Ahora analizaremos algunas clases de funciones en las que sec da la existen-
cia y unicidad de la solucidn al problema de Cauchy; un problema interesante
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es el de los resultados que hablan de la no unicidad de las soluciones. Uno
de los teoremas mas importantes para nosotros en ese sentido es el siguiente
(ver [9]); ver también[13)):
Teorema. Dada la ecuacion
Hu 8% u
=" [(”‘1)":9—__’:; +qu]
donde g es una funcién que satisface
i) ¢'(z),¢”(x) no cambian de signo para = grande;
ii)g'(z) = O(lq(z)|”), para alguna ,0 < a < 7;
iii) limz—oo g(x) = —o0;
iv) las integrales f*° lql_“'i‘: dzx, [_ . |q|"‘+5x'? convergen;
Entonces el operador simétrico cerrado generado por la expresiéon

‘{Jn
(1)t e

tiene el indice de defecto (2, 2) en (—oo, 00), por lo que el problema de Cauchy
correspondiente no tiene una iinica solucidn en el espacio L3(R).
Tratemos de aplicar este resultado a nuestra ecuacién de Fokker-Planck

en R:
_B_u___ —eu” — v —v'u = L.u
at
— f’. Hacemos el cambio de variable

u = exp (—Ef;) w

con lo que obtenemos la siguiente ecuacién para w:

donde el campo v =

Sw ” v v?
- = ew —_———)w
at + 2 4e
por lo que debemos analizar la expresién
v’ v?
)= 7 + —
q(z) = 5+ o2
Lema. g no satisface la condicidn iii) del teorema anterior; es decir, q(z)
no tiende a —oco cuando x tiende a co.

15



Demostracién. Supongamos que

lim q(z) = —oco

Jel—oo

entonces existe una M > 0 tal que si x > M, g(z) < 0; es decir,
v v?
=+ —<0
z v 4

de donde
v

v2
2T
v’< 2 1
v? de ~ 2¢

Si integramos en el intervalo [AM, z], obtenemos

1 1 M—z
v(M) v(x) < 2e

1 - z—M 1
v(=x) 2¢ v(M)

Como el lado derecho tiende a co cuando = — oo, .,—(]'5 — ooy

v(z) — 0%
Esto implica que v’ no tiende a —oo0; de hecho, cuando ¢l lado derecho es
positivo, tenemos que

2ev(M) _ a
v(M)(z — M)—2¢ bx+c

viz) <

y g no puede tender a —co.

Lo anterior nos dice que nuestra ecuacion es un fuerte candidato para la
unicidad, pues entonces sélo puede satisfacer alguna de las siguientes condi-
ciones: -

i)g= —-C,C>0;

ii) ¢ cs oscilante, con alguna sucesién xz, — $o00 que tiende a —oo.
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Analizarermos solamente el primer caso. Entonces

v’ v?
~CZq= 3 + s
Para que esto se cumpla, es suficiente pedir que »* > —C'; o bien, en términos
de f (recordemos quc v = — f’), pedimos que f” < C. Efectivamente, esta
condicién nos perrite resolver el problema de Cauchy para la ecuacidn de
Fokker-Planck por medio de la llamada solucidn generalizada (ver [14]).
Teorema ([14]). Si Af < C para alguna constante C > 0, entonces,
para toda g tal que J7 g% exp (—f) < o0, existe la solucién generalizada
del problema de Cauchy.
En dicho articulo también se define una clase de unicidad dada por la
completacion de la clase de funciones u tales que

T
{u,u} = ./o (Leu,u)dt < oo
donde L. es el operador definido mads arriba. Nosotros no utilizamos este

teorema en el hilo de nuestro trabajo, pero es importante observar que se
obtiene una condicidn andloga (Af < C) a la utilizada en la seccién 3.
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5 APLICACION DE LA TEORIA DE SEMIGRUFOS A LA ECUACION DE FOKKER-
PLANCK

Teorfia general.
Definiciones. (X, A, u) es un espacio de medida si y sélo si X
es un conjunto, A es una o-ilgebra de subconjuntos de X y u:‘aﬁ’
es una medida.
L‘ = L, (x, A, u) denota al espacio de las funciones medibles con

integral finita y cuya norma es
I} = Jleo | au < =
x

Un operador de Markov es una transformacién P:L‘ --l’.1 que cumple
las siguientes condiciones:

i) P ea lineal

ii) Si £ = 0y £ € L‘, entonces Pf = 0.

iid) nPtﬂ - Ifl para £ = 0.

18



Proposicién. Si P es un operador de Markov, entonces

i) P es monétono: s8i £, g e I.l Yy r = g, entonces Pf = Pqg.
ii) Pe)” s Pry” para f € L' arbitraria.2

111) (PE)Y " = P(£f) para f € L' arbitraria.

iv) [pe| = p[|:|]

v) P es una contraccidn: ﬂPt‘Il = ﬂt‘ﬂ

n n n-1 n-1
vi) HP £ - P T ﬂ = ﬂP £ - P r
1 z 1 2

1l Recordemos que £’ denota 1a parte positiva de f; es decir,

> fx), si f£(x) = 0
£ (x) = {O, si f£(x) < ©

r  se define de manera an&loga.
19



Definicidén.
D(x, A, p) = {f er x. A, w : f=0y |f] = 1}

es la clase de las densidades. Si dado un operador de Markov P
existe feD tal que P(f) = f, decimos gue f es una densidad

estacionaria para P.

En lo sucesiveo, s88lo diremos que f es una densidad estacionaria

cuando sea claro el operador P al gque hacemos referencia. En la
n
siguiente definicién utilizamos la notacién P para la n-é&sima

iteraciédn del operador de Markov P: P F = P(P(---P(£)---)).

Definicidén. {P } es asintdéticamente estable si y sélo si existe
n

una dnica densidad estaciocnaria £ tal que
-

1lfim

P"F - £ ﬂ = 0 para toda f € D.
N .

Para determinar una condicidén necesaria y suficiente para la

estabilidad asintética de P, usaremos el criterio de la funcidn

cota inferior [L-M]:

DPDefinicidén., hel. es una cota inferior de P si y s6lo si
1

1lim n -
(P £ - h) = 0 para toda f € D.
n->o
h es no trivial si h=zO, “hH > 0.

20



Observacién 1. El criterio de la definicidén de cota inferior es
equivalente a lo siguiente: ve Elnu tal gue
(P"f - n) < & para toda n > no
Esto quiere decir que, si (P"t' - h) < 0, entonces
-F"r -m <¢
podemos concluir con la siguiente eqguivalencia: heL, es una cota
inferior de P si y 86lco si ve sno tal gue
Pf > hn - ¢
para toda £ « D, n = n° y toda x € X.

Observacioén 2. Si h , h son cotas inferiores de P, entonces NI =
1 2

max {h ., h } tambié&én es una cota inferior de pP. Esto se sigue del
1 E

1 2
hecho de gque dada € > 0, existen n y n tales que
o o
1
P"f > h - € para toda n = no
1
n 2
P £ > h - € para toda n = nn
2
. 1 2
Asi, Bi n = méx {n , n } Yy n = n , entonces
o o o o
Frf > méx{h -c, h -c} =- Nh - € para toda n = n°
1 2

v h es una cota inferior.
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Observacién 3. Sea {h } una sucesién creciente de cotas
3

11
inferiores de P, tales que I h n »> p Y Bea h = i h . Entonces
3 3o 3

h también es cota inferior.

Demostraremos primero gue se cumple la siguiente desigualdad:
_[(p"r-n)'sI(P"t-n)'»Iln-hI

3 3
Sean

(P"t'-h)<o}

1
n
Az - { x : (P f - h) =0 }

En Az. la integral del lado izquierdo de la desigualdad que

™

'
—_—

L

queremos demostrar se anula. Separamos A en dos partes:
1

4-{x=(p"r-n)<0}
11 k)
A-{x:(r"r—n)<o}
12 3

22



En A :
1z

J #e-m” - [ n-r'n

12
S
A

12
n -
-I|h—h|+I(Pf—h)
3 3
A
12 12
Por lo tanto, se cumple la desigualdad. De ella obtenemocs

ﬂ(p"r—h)'ns E(P"f-h)_i+|]h -nﬂ
J J
Por el tecorema de convergencia acotada,

uhj-hn-f ->J‘h-—J-h)-D

h - h
3
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s T et e e

Pervlo tanto,
1lim

n=p0

(P f - m'l -0

Y h es cota inferior, como afirmamos.

Observacién 4. La condicidn

lim

n -
ﬂ(Pt‘-h) = 0

implica que ﬂhﬂ = 1. Con la notacién de la observacién anterior,

tenemos:
15 - 1fm 1fm
o - "‘ﬂ(?"f—h)ﬂ- [ @a-FPo - [n- | Pr
n—»co n—hm n=pco
A A A
1 1 1
de donde
1im 1lim
I h = J' Pr = J' Ip"fl
n—ra n-hoo
A A A
1 ‘, 1

Ademas, en A ., P"f = h, por lo que
2

11im n
[ n= [ |#"r
n-pm
A A
2 2
Juntando las tGltimas dos desigualdades, tenemos

[n= Lam lp"rl L Mmop
A. A

1

n
P r

_ 1lim J- IP..{I _ lim Hpnt_ﬁ . ﬂt;ﬂ - 1.
R e
X
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Relacidn de la cota inferior con la estabilidad.

Ahora estamos listos para demostrar el siguiente

Teorema. {P } es asintSticamente estable si y s&lo si existe h
n

cota inferior no trivial de P.

Demostracidén. Si {P } es asintéticamente estable, entonces
n

podemos elegixr h como la f_ de la definicién. Supongamos entonces
que existe h cota inferior no trivial de P.
Por la propiedad vi) de la propeosicidn anterior,

nem n n n
P £ - P f ﬂ = HP £ - P r n para toda £ , £ € D.
1 2 1 2 1 z

LLamamos g a la diferencia f ~- £ ; observemos que I g = 0.
1 2

- -
Descomponemos a g en su parte positiva y negativa, g =g - g

~

tenemos gue

I e

Supongamos que ¢ > 0. Entonces

g g
Pero — y — pertenecen a D; por la hipStesis sobre h, existe n°
c c
25



tal gque s8i n > no, entoncesd

Apnalogamente,

286



Finalmente,

1 1

s 2¢c|1 - = |n 1 - =|n
[*-51m) = el [= - 2iml]
Es decir,
ur"(r —r)Esuf -rﬂ[:.-'—]]hn]

1 2 1 2 z
para n > no. Repitiendo el proceso, podemos encontrar n , n , ...,
o 1

n . tales gue

r-1

De aqui tenemos que
1lim n
P (f -1 ) = 0.
o 1 2
Usamos lo anterior para construir una cota inferior maximal. Sea
P = sup { nhﬂ : h es cota inferior de P }
Por la observacidn 4 anterior, p = 1. Por la hipStesis de la

existencia de una cota no trivial, p > 0. Construimos una
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sucesidn de cotas inferiores h tales gue lh ﬁ - p. Por la
J 3

observacién 3 anterior, la funcién

11
n = " hn
- Jre ]

es una cota inferior. Afirmamos gue es una cota maximal, puesto

que si h es otra cota inferior, max(h, h ) es cota inferior y
.

Hmﬁx(h, h.)ﬂ = p = Hh.l
de donde es f&cil mostrar que h < h .
.

Como (Pf) = Pf , tenemos para n > m

nem - - - n -
[P r - P h ] ﬂ - E[P (P £ - h )]
- -
- n -
sIP(Pf-h)l
-
n -
sl(Pt‘-h)u
-
La dltima desigualdad implica que para toda m, P’h. también es
cota inferior; por lo tanto, P.h = h.; como lP-h.I - Eh.H, esto
-

implica que P-h. - h.. Asf, la densidad r' que asatisface Pf‘ - f.

esta dada por .




Poxr tltimo, debemos mostrar gue

e - e -

tiende a cero cuando now. Para esto usamos la primera parte de 1la

P'r - P'r ']
-
demostracisdn, pues como f, £ € D,
.

n n
HP £ - P f.ﬂ - 0.

Con esto terminamos la demostracidn.
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Ndcleos estocésticos.
Definicién. Un nudcleo estocdstico es una funcidn medible K:XXX-R
tal gque
i) x(x,y) = ©

11) J'x(x,y) dx = 1
x

Cuando contamos con un nicleo estocdstico, podemos definir un

operador P como asigue:

Pf(x) = J'x(x,y) £(y) dy para £ e L.
x
Como

Jrroe ax - j'_[ K(x,y) £(y) dy dx
X X X

J’x(x,y) ax | £y ay
x

X
= [rw ar
X
tenemos que P es un operador de Markov como en la seccién
anterior.
Consideremos dos operadores de Markov P , PZ definidos por los
1

nicleos K , K . Entonces P = P Pz es un operador de Markov que
1 2 1

esti definido por el siguiente nilicleo:
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Kix,y) = I K(x,z) K(z,y) d=z
x

que denotamos como

- K - K
1 2

- es asociativo, pero no conmutativo.

Teorema. Sea P un operador de Markov definido por el nidcleo

estocéstico K y K el niicleo correspondiente a P .
n n

8i para alguna n ,

o
I inf K(x,y) dx > O .
x ¥

entonces {Pn} es asintSticamente estable.

Demostracién. Sea f € D. Entonces

nem
P () = J’x (x,y) £(¥) dy
x e

- I I K (x,z) K {(=,y) dz fly) dy
x |x " "

Para m = n_,
o

=J‘ J'inf K (x,y) K (z,y) dz | £(y) dy
n n
x |x ¥

= hix) J' J'x (z,y) dz | £(y) dy
n
X X
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=n [ f ay
X

= h{x)

Por lo tanto, [P"t(x) - h ]' = 0 para toda mzn + 1.
o

n
Por el teorema de la seccién anterior, {P } es asintéticamente

estable.
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Semigrupos estocésticos.

Definicién. Sea (X, A, u) un espacio de medida. Una familia de

1 1
operadores { Pt : L -» L } . €t =2 0, es un semigrupo estocdstico si

satisface las siguientes condiciones:

i) Para cada t, P es un operador de Markov.
t

1
ii) P £ =P (P ) para toda f € L , t, s = 0.
te+s L3 -
iii) P f =
o
El semigrupe es continuo si para todo t = 0,
]

1im P r-P r
v

[
o

= 0

topt
[-]

-
El semigrupo es asintdticamente estable si existe una uUnica £ €D

tal que
- .
i) P r = £ para t=0
.

1l1im .
ii) H P rf - f ﬂ = 0 para toda f € D.
v

t-poo

Una funcién h:X-R es una cota inferior de {P } si y sélo si
t

1im -
P £ - h = 0 para toda f € D.
t—ym t

h es no trivial si h=0, ﬂhﬂ > 0.
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Teorema. Si existe una cota inferior no trivial de {P },
t

entonces el semigrupo es asintSéticamente estable.

Demostracién. Consideremos t fija y llamemos P a P . Entonces,
o
3
o
P =P . Por hipé&tesis,
nt
o
1lim
[Pnf - h]_ =« 0 para toda £ € D.
b

-
Por el teorema de la seccidn 2, existe una tinica f D tal gue
e =
P =f Y
1fm

.
PF - ﬂ = 0 para toda £ € D.
N30

- -
Ahora mostraremos gue P £ = £ para toda t:
t

P £ - £ n|P £ .
at t
[-] o

-
lo cual tiende a cero cuando n - o, pues P f € D.

[
o

Observemos ahora gque si t > & , entonces
1 2

P £ -P g P £ -P g

3 [ [
1 1 v -t 2 2
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- -
Es decir, la sucesién ﬂ P r - f ﬂ = H P f -PCF no es
v t t
creciente; como hemos encontrado una subsucesidn, la
correspondiente a {nt }. que tiende a cero, toda la sucesidn
o

tiende a cero:

1fm

-
HPt‘-t‘ ﬂ-o.
o [3
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Aplicacién a las ecuaciones de tipo Fokker-Planck.

Aplicaremos lo anterior a cierto tipo particular de ecuaciones,

que llamaremos en conjunto ecuaciones de Fokker—-Planck:

Definicién. Una ecuacién diferencial parcial de tipo parabd&lico
es de tipo Fokker-Planck si y s6lo si tiene la forma
2
n 8 [ua J n a b u
su H '
- Z -

Fry z

1,31 ax ax 1=l ax
1 3

[l
donde a Y b son funciones de x.

13 1
Supondremos de agui en adelante gue la ecuacién anterior
satisface las condiciones para la existencia y unicidad de su
solucidn fundamental I' obtenidas en los capitulos anteriores.
Sabemos ademds que bajo esas condiciones se cumple la siguiente

desigualdad (ver la seccién 9 del capitulo de existencia):

0 <« I'(t , x, T) &« — ———— exp

(c-t)

En este capitulo denotaremos ['(t,x,0) como I'{(t,x) .

Los resultados de los capitulos nos permiten defniir una familia
de operadores P :L - Ll como
v 1

F;f = £ 36



pf= J'r(:,x-y) £iy) dy
"

R

para £ € L .
1

Teorema. { P'~ } es un semigrupo estocdstico.
Demostracién. Recordemos que debemos demostrar lo siguiente:
i) Pt es lineal

. .
ii) si £ =2 0 (f € L' ), entonces Ptt‘ = 0.
iii) HP rﬂ = |£| para £ = 0.

t

1
iv) P £ « P (P r) para toda f €e L , t, s = 0.
(3 -

tem
v} P f = f
a
Es claro gque se cumplen las condiciones i), ii) y v). Para
demostrar v), primero lo haremos en el conjunto formado por las
funciones continuas positivas con soporte compacto; a este
-
conjunte lo denotamos por L .
1
.
Sea entonces £ € L y u la solucidén de la ecuacidédn de tipo
1

Fokker-Planck con condicién inicial f; adem&s, sea h una funcién

2
€ acotada. Tenemos entonces que

o) ]

1.=1 ax ox b=t ax
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Analicemos cada miembro del lado izquierdo, integrande por

partes:

G I G W Y

n ax ax ax ax ax
R 1 3 3 1 3
5["3,,] sn & h
ua
= h - 13 + I ua
ax 1]
ax n ax dx
[ 1

Debido al orden de crecimiento de u, los dos primeros términos se

anulan

ax ax

- J- —_——ua
3]
n
® ' 3

Anilogamente,

8[ blu ]
Ih_—--I—Lbu
n ax tRn !

14 1

con lo gue tenemos

au

h — = I a - u
at

n n ax 8x ax

R ®r 1 3 1

Si hacemos u = 1, obtenemos
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d I u I au °
ae ac T
n n

R R
Como u = 0, podemos escribir lo anterior como

d

e Il =0

por lo gue ﬂPtrH b uu(c.x)ﬂ es constante (para toda t =0).

Para ¢t = O,

n

1lfm lim 1lim
Pl - J'u_J' u= [ra=|e] =~ |pr <
-0 t 0 =30 o
r" R
.
Esto demuestra v) para una funcién en L . Ahora bien, si tenemos
1

una funcidén positiva en L arbitraria, sea {f } una sucesidn de
1 ®

1lim

r - fﬂ = 0. Entonces:
P ®

leru - i=]] = ﬂptr - ﬂptt_k + "Ptt‘k - ﬂrkll + ﬂrk - rl!

El segunde término del lado izquierdo es cero, por lo gue

.
funciones en L gue converge a f:
1

demostramos en el casoc anterior. El tercer término tiende a cero

cuando k -» w. Para el primer té&rmino:

"P t_ll ~ "P . ﬂ _ J' J' rc,x-y) [z‘(y) - (y)] dy dx
t t 13 n "

R R
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= [ [ re.xc-n If(y) -, (y), dy dx
.

k]

N lr(y) - f (y)l dy
t 13

= M If -t'i
[% x

Puesto que los miembros del lado derecho de ( ) tienden a cero

')
’:'.ﬂ

cuando k - = y el lado izguierdo no depende de k, este lado es

igual a cero; es decir,
P r£j = r
|7.<| - 1=1

Y { P } es una familia continua de operadores.
t

40



La propiedad iv) (PL f = P (P f)) se obtiene de la unicidad de
- v .

las soluciones de la ecuacién de tipo Fokker-Planck. Primero

-
consideramos una funcién f € L Yy u la solucidén de la ecuacién
1

correspondiente. Sea s > 0; definimos ;(t,x) = u{t+s,x). Es claro

que la funcidn u satisface la ecuacién diferencial Y dque
1lim
=0

u(t,x) = uls,x)

Por lo tanto,
u(t,x) = P ouls,x)
de donde
P f(x) = P u (o, x)
tem tom
= u({t+s,x)
- u(t,x) (Por unicidad)

= P u(s,x)
t

- P [P u(o.x)]
t -

= P [P r(x)]
t -

Para una f arbitraria en L , primero separamos esta funcién en su
1

parte positiva y su parte negativa; para cada una de estas partes

-
volvemos a utilizar una sucesidén de funciones en I que
x 1

converja, digamos, a f . Entonces:
P £ =P PF
tem k t - "
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y tomando el limite cuando k-w, oObtenemos
P £ =P P£
tew t .

hacemos algo andlogo para la parte negativa r y después usamos

el hecho de que los operadores son lineales.
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Estabilidad asintética mediante funciones de Liapunov.
Utilizaremos ahora las funciones de Liapunov para demostrar la

estabilidad asintStica de este semigrupo.

Definicidén. Una funcidén de Liapunov en IRn es una funcidén V:Rn—)R

tal que
i) vix) = O
11
11) “ Vi) = «
|| » =

iii) vV e &
av 5|x|

iv) 'V(x)|, ox s p e
1

El siguiente resultado es crucial.

Teorema. Consideremos una ecuaciédn diferencial que satisface las
condiciones de los capitulos anteriores para la existencia y
unicidad de su solucién fundamental. Si existe una funcién de

Liapunov que satisfaga la desigualdad

2
n a v n
av
z a D ——— z D — = -~V + B
1) 1
[ LT ax ax 1=1 ax

1 F 1
donde a y B8 son constantes positivas, entonces el semigrupo

{ P } es asintdticamente estable.
t

43



pemostracién. Para mostrar que { P } es asintSticamente estable,
t

usaremos el criterio ya establecido de la funcién cota inferior
- -
pPara un subconjunto de L (L vya fue definido en la seccidén
1 1
anterior); es decir, mostraremos que existe una funcién h tal que

-
para todo £ €e D n L,
1

11 -
m[Pt‘-h] -0
-0 [y
-
Sea entonces f € D n L. y u la soluciSn de la ecuacién
1
diferencial con condicién inicial £. Analizaremos la funcién

Fiey = [ v uie,x ax

n

Derivando,

au
Foiey = [ voo 55 ax
w

- I"“?’ 5 7 [o) .3 o[ o] ax

[ 1, 3=1 éx 8x 1=1 ax
' 3 s

Analizamos cada término del lado derecho como en la seccién

anterior:
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gl ot I ot PR C Y

[ -v -

n ax 8x ax n 8x ax

R 1 bl j] R [ J
z
a["a‘ _,] av v
— ua
-V ————— - 13 + J‘
ax

ax 1 n ax ax

3 R 1 3

Conr antes, los dos primeros términos se anulan
- I —_ — ua
13

Andlogamente,

8[ blu ]
IV———_=-ILbu
n ax n '

R

R 1

con lo que tenemos

2
av
av
Frey = | a, - u
n ax ax ax
R ] 3 '
= J' (-av + 8) u
n

R

--aF‘(c)-o-BJ-udx

n

R
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= -ax F(t) + B
El dltimo paso vale pues £ € D y I £ = 1. Por lo tanto,
F’(t) = -a F(t) + B
De aqui podemos obtener una desigualdad para F{t) como sigue:
multiplicamos por eat:
at ot

Fe) e s -a Fit) e + 8 e

por lo gque

d ae are
—] F(e
dt[ (e) e ]sﬁe

integramos lo anterioxr en [0,t] para obtener

Fie) e - F(o) sg [ e™ - 1]
F(£) s F(o) e & g [ e™ - 1 } .

Como F(0) = J- Vix) u(o,x) = J- Vix) f£(x), F(0) estid acotado; por

n n

R R
lo tanto, el lado derecho de la ecuacién anterior tiende a -—
cuando t - =, Asi, podemos encontrar t tal que
o
Ft) = E + 1
a
para toda tzt .
o
Consideremos ahora el conjunto

Aq -{v(x) <q}

46
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Usaremos la desiqgualdad de Chebyshev:
v

fowo =2 -1 froo guo

A ‘q

a

que se cumple para g € Dy V 2 0. Si hacemos g(x) = u(t,x),
entonces la desigualdad queda
1
Jute,or =1 - =~ reed
a
A
9

Ahora, si t=t ,
o

J-U(t,x) = 1 -

LR

q £

La idea es utilizar q de forma gue el lado derecho de esta Ultima

A

desigualdad sea positiva y a partir de ella encontrar la cota
< lim
inferior para u. Como Vi{x)
|x| » =

= =, existe r>0 tal que si

le > r, V{(x) =z g; en otras palabras, el conjunto A4 esti
q
contenido en B = { lxl = r }. A continuacién determinamos la
r

cota inferior para u:

1 La demostracién de esta desigualdad es sencilla:

1T - (x)
J'v(x) gx) = J’ Vix) g(x) =« f g(x) = g fg
n n A
R -A R -A q
q
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u(t,x) = J- ri1,x-y) u{c-1,y) dy

n
R

(Observemos que podemos dar a u porque el lado derecho satisface
la ecuacidn de tipo Fokkexr-Planck y la misma condicién inicial

que u(t,x).)

= J' r(i,x-y) ult-1,y) dy

n

R

= I r(i1,x-y) u(t-1,y) dy

Br

= ing r{i,x-y) J- u{t-1,y) dy
yeBr Br

= inf r(1,x-y) I u(t-1,y) dy
yEBr a

q
ysit=2¢t + 21,

inf L1,k {1 - L [—B— + 1]
q

N

a
yeB
r
ing
- C r{i,x-y) = hix) {observemos que h > 0}
yeB

Por lo tanto,
P f = u(t,x) = hix)
t

para toda t = € + 1, de donde
° a8



(rie-n]) -

para toda t = ¢t + 1 y h resulta ser una cota inferior no
o

trivial. Esto demuestra el teorema.
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Aplicacién a nuestra ecuacién de Fokker-Planck particular.

n
Consideremos ahora un campo vectorial v en R su ecuacidn

2
our n Jdu n 8[ v,"]
—_— = +
at 2 z

=1 ax =1 ax
1 3

asociada:

Supondremos de nuevo que se satisfacen las condiciones para la

existencia, unicidad y positividad de la solucién fundamental.

Mostraremos que si las trayectorias de v tienden "hacia adentro"

con cierta rapidez, entonces hay estabilidad asintética. Mas

precisamente,

Teorema., Sea v un campo vectorial que, ademids de las condiciones

ya mencionadas, cumpla lo siguiente: existen c, R > 0 tales que

v (x) X« -c
1=l

para |x| > R. Entonces el semigrupo { P‘ } generado por I' es

asintéticamente estable.

Demostracién. Mostraremos que V(x) = es una funcién de
Liapunov para { P }, donde b es una constante por determinar.
t

f4cil ver que

50
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2
av n

n
av
Z £ — 4 z v — . b - b
2 1
1, =1 ax 11 ax
1 1
-1 (=4
Tomamos ahora R’ > R tal que <« — . Si le > R’, entonces
e

lo anterior estd acotado como sigue:

o] [“-, ]
= b e € g - - <

Afirmamos gue podemos encontrar b > 0 tal que la expre

paréntesis es negativa:

n-1 c n-1
>3 « b -~ c < 0 - b < — -
R’ e R
Por nuestra hip&tesis sobre R, el lado derecho es positivo y

podemoa encontrar b. Llamamos entonces -a a la expresidn

n-1
e - - C = -
R’

con lo gue hemos mostrado gue

2
n a8 v n
Z >4 -+ z v v = -aV
2 )
1, )=t ax 1=1 ax
1 1
para lxl > R'. Si le s R'", la funcién
2
n a v n av
£ —— + VvV — + aV
Z 2 Z )
1, =1 ax =y ax

[ 1
es continua, por lo que podemos acotarla por arriba con un valor

positivo #. Con los valores a y f gue hemos encontrado, el

teorema queda demostrado.
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