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Resumen de la Tesis 
Estabilidad de Sistemas Dinámicos 

Osear A.lfrcdo Pahnas Vclai;co 

Scptc1nhcr 15, 19!)4 

J~a h~sis se hasa en un a..rt.fculo de Zccr11n11, donde <~1 planten una. nueva 
defi11icjóu de estabilichHl para can1pos vec:toriales alterna ti va a. la cstabi licla<l 
estructural. La idt~a e:-; tratar d<" asociar una nJC•di<ln de probabilidad Ur: a 
cada catnpo l' y dcíinir la Pstabi1idod del cn.n1po corno Ja esta.bilidHd -de la. 
función Ue En su HrtfcuJo, Zcen1au utiliza u1H1 ecuación diferencial parcial 
de tipo parabólico (Ja. <·cué'u:ión <le F'okker-Pla.uc.k) y Ja. so1ucióu est.aciouaria 
de dicha ecuncióu con10 la n1Pdida <u:>ociada al ca111po, den1ostra.ndo ciue esta 
asocia.ció11 se puc<lc liaccr para el caso de varied~ulcs r:o1npactas sin frontera. 

J~n n ucstra tc~sis, de1110Htr.a1nos que L>ajo ciertas condiciones de crecin1ient.o 
cuando x --.. C"O, tan1bién pode1no!i ;-u;ociar a. cada catr1po v c•n Rn dicha 
ruedida uf_ dada corno la soluciórr cstaciounria dC" F"okkcr-Plauck y que dicha 
rncdida es asintótica1nc11te ..-~st,a.hlc, cu el se11tido de que si cousiderarnos uua 
condición iuic:ial int(•grablc de nlle!itra ecqación dada en la forn1a u(t, x), 
entonces lirn.r-co u(t, :e) = uc:(:r). Las técuica..s que utiliza.nH>S iucluycn )a 
Holución fundan1ental, el principio del n1áxi1no y la técnica de Ja función 
''cota iufcrior'"'" .. ésta tíltirua dc!iarrollada por Lasota y 1\:lack<•y. 
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1 Introducción 

La idea de estabilidad en matemáticas tiene utilidad teórica y práctica. Desde 
el punto de vista de la práctica, los fenómenos que observamos en el mundo 
real son generalmente estables. es decir, fenómenos que varian poco si vari
amos también poco los diversos parámetros que los definen. En matemáticas, 
los objetos estables forman por lo general categorias "grandes'" dentro de nue
stro universo en cuestión y que merecen atención especial. En nuestro caso 
particular, analizaremos los campos vectoriales v definidos sobre una variedad 
X. Nos interesa entonces d.esarrollar un concepto de estabilidad de campos 
vectoriales. Por supuesto, existe ya el concepto de estabilidad estructural, 
que definirnos a continuación. 

Definición. 
i) Un flujo en X es una aplicación diferenciable t.p : R x X - X tal 

que t - 'Pt es una acción de grupo de R sobre X; es decir, c.p0 = idx y 
t.;'.+t = '-P•"Pt· 

ii) Dado un flujo c.p, v = ~ es el carnpo vectorial asociado a c.p. La 
topologfa. C 00 en el espacio de los campos vectoriales en X induce una 
topologfa. en el conjunto de flujos. 

iii) Dos flujos c.p 1 , t.p2 son topológicamente equivalentes si existe un home· 
omorfismo h : X -+ X que lleva las órbitas de c.p 1 en las órbitas de c.p2 • 

iv) Un flujo <pes estructuralmente estable si y sólo si r.p tiene una vecindad 
de flujos topológicamentc equivalentes en el espacio de los flujos. 

v) un campo vectorial v es estructuralmente estable si y sólo si i.p es es
tructuralrnente estable. 

Esta definición de estabilidad tiene ciertos problemas, uno de los cuales 
reside en el hecho de que pedimos que h sea un homeomorfismo y no un 
difeomorfismo; es decir, la. propia definición nos saca del ámbito de las fun· 
dones diferenciables para. poder obtener algunos resultados; sin embargo, 
una vez en dimensión 3, surgen problemas corno el hecho de que los campos 
estructuralmente estables ya no sean densos. 

Zccma.n [12] propone una nueva definición de estabilidad de campos vec· 
torialcs, con la. que pretende permanecer dentro del ámbito diferenciable. 
Para esto, necesitamos unas cuantas definiciones: 

Definición. Sean X, Y variedades diferencia.bles. Decimos que dos trans· 
formaciones / 1 , / 2 : X -+ Y son equivalentes si y sólo si existen difeomorfis
rnos c.p : X -+ X, y/.J : Y -+ Y tales que / 1 o r.p = t/; o / 2 • Una función 



f : X - Y es estable si tiene una vecindad U en la topologÍa C 00 tal que 
todas las funciones en U son equivalentes a f. 

La idea es fijarse en el comportamiento asintótico del flujo de un campo 
vectorial v, el cual está descrito por los atractorcs de v, o bien, por una 
medida sobre los atractorcs. Dada t:> O, Zceman construye una medida "e-
suavizada'', con máximos y minimos cerca de los puntos de concentración del 
flujo. 

Para hacer esta construcción, considera la llamada ecuación de Fokker
Planck para v con difusión e: 

Du ¡¡¡ = c~u - 'V· (uv) 

donde queremos que u : R+ X X -+ n+. Po<lcn1os interpretar la solución 
de esta ecuación corno la densidad de una población en X, y ver que su 
variación con respecto del tiempo está sujeta a dos procesos: uno de difusión 
(como en el caso de la ecuación usual del calor, cuando v = O) y otro de 
concentración hacia adonde apunta el campo v. Si u satisface una condición 
inicial u(O, x) = u 0(x); entonces Ut(x) = u.(t, x) se puede interpretar como la 
posición de u 0 después dcJ tiempo t, sujeta a ambos procesos. 

Definición. u< es Ja solución de Ja ecuación de Fokker-Planck que satis-
face las siguientes condiciones: 

j) ~ = O¡ es decir, Uc es una solución estacionaria. 
ii) fx u,= J. 
Podemos pensar en Uc conto aquella solución en la que los procesos de 

difusión y concentración se equilibran. 
Ejemplo. Si v(x) = -x, entonces 

u,(x) = -
1
-exp(-.E:!) 

,/21r< e 

que corresponde a una distribución normal con media O y varianza.~. 
En el artfculo ya citado, Zceman demuestra Jos siguientes resultados para 

el caso en que X es cornpacta sin frontera: 
i) Para cada e > O, Uc existe y es 1ínica. Este es esencialmente un teorema 

de punto fijo. 
ii) uc es asintóticamentc estable, en el siguiente sentido: dada cualquier 

solución de la ecuación de Fokkcr-Planck u(t, x) (<le integral finita. e igual a 
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1), se cumple que 

Una vez construida uc: 
Definición. 
i) Dos campos vectoriales v 1 y v 2 son e-equivalentes si y sólo si las solu

ciones estacionarias (integrables) uj y u?z son equivalentes (en el sentido difer
enciable). 

ii) ves t:.-cstable si y sólo si existe una vecindad U de v tal que todo campo 
en U es equivalente a v. 

iii) v es estable si y sólo si para toda c 1 > O existe t: 2 > O tal que t: 2 < c::: 1 

y v es crestable. 
Zeeman muestra también que esta definición mejora a la de estabilidad 

estructural, ya que los campos e-estables forman un conjunto abierto y denso, 
por lo que los campos esta.bles forman un residual. 

Nuestro trabajo pretende extender dar respuesta a las siguientes pregun
tas, en el caso de un campo vectorial sobre una variedad no compacta (de 
hecho, un carripo vectorial v en R"- ): 

l. ¿Bajo qué condiciones sobre v existe Uc integrable? 
11. ;.Bajo qué condiciones sobre v se cumple la estabilidad asintótica? 
Observemos que, Pn el caso de los campos gradientes, la cuestión de la 

existencia de la solución estacionaria tiene una respuesta afirmativa. Más 
precisamente, sea v un carnpo gradiente¡ es decir, existe f : R" - R diferen
ciable tal que v = -V'/; entonces Uc = exp(-1") es una solución estacionaria. 
Poden1os ver que aquf cornienzan a surgir problemas, porque: 

i) no sabemos si ésta es la única solución estacionaria; 
ii) no sabernos si es integrable. 
Para la cuestión (ii), tenemos el siguiente criterio (ver también [12]): 
Proposición. Si V = -V f y para toda e, o > o existe R > o tal que 

f(x) 2:: C In lxlª 

para lxl > R. Entonces Uc = exp(-f) es integrable. 
Demostración. Dadas e, o> O, sea C = 2;;~, entonces 

u, = cxp(-[) ~ cxp(- C In lxlª) = jx¡-"f' 
e e 

que es integrable en R", pues ~°' > n. 
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Esto nos indica que la situación será diferente a la del caso compacto, 
pues no necesariamente todos los campos vectoriales tendrán una solución 
estacionaria integrable, sino que deberemos pedir ciertas condiciones. En 
la proposición anterior, f debe crecer cuando lxJ -+ OCl, lo cual se puede 
interpretar como el hecho de que v apunte "hada adentran y que tenga 
cierta velocidad. Recuperaremos esta idea intuitiva de los campos adecuados 
posteriormente. 

Por el rnon1ento, pasaremos al marco de referencia general que nos per
mitirá resolver las preguntas planteadas. Para responder a la primera pre
gunta (existencia de una¡ solución estacionaria integra.ble), Zceman utiliza 
un método de Pcrron-Frobenius. Nosotros podríamos utilizar también este 
método, pero preferimos utilizar la técnica de la solución fundarncntal para 
la existencia de la solución y el principio del rnáxirno para la unicidad, ya que 
de esta manera recupcrarernos las condiciones intuitivas que pedimos para v. 
Para la estabilidad asintótica, Zccman usa nuevarncntc el hecho de que un 
cierto punto fijo (que resulta ser la solución estacionaria) es un a.tractor global 
de las diferentes soluciones. Nosotros usaremos un método equivalente al de 
las funciones de Liapunov, el método de la función cota inferior de Dlotko y 
Laso ta [?], que por ser menos conocido, desarrollaremos con detalle. 

El marco en que trabajaremos es el de las ecuaciones diferenciales par
dales, o los operadores diferenciales, de tipo parabólico, que definimos a 
continuación: 

Definición. Sea L un operador diferencial definido mediante Ja siguiente 
fórmula 

n 8 2 u n au Bu 
Lu = L a;,(t, x)-

8
_ n . + L b,(t, x)

8
- + c(t, x)u - -¡;-

i . .J=• X 1VX.J i=I X.J vl 

donde los coeficientes a¡i, bi y e son funciones diferenciablcs de (t, x) E fl = 
[to, t1] X nn. Decirnos que/_, (o la ecuación diferencial parcial correspondiente 
Lu =:O) es uniforrncTncntc panibólico (a} si y sólo si existe ó > O tal que 

:f: a,,(t, x)(,(, ~ li lel 2 

i.j=l 

para todo (t,x) E 0,( E R". 
Ahrcviarc1nos los térrninos "operador diferencial uuiforrnernentc parabólicon 

o "ecuación diferencial parcial uuiforrnerncntc parabólica" diciendo simple-



mente '"operador parabólico" y '"ecuación parabólica", ya que en este trabajo 
sólo hablaremos de este tipo de operadores y ecuaciones. 

Ejemplos. La ecuación del calor y la ecuación de Fokker-Planck son 
ejemplos de ecuaciones parabólicas. 

Definición. El problema de Cauchy correspondiente a la ecuación (2), 
con condición inicial uo, consiste en determinar una función u = u(t, x) tal 
que Lu ""O y 

lirn u(t, y)= u 0 (x) 
t-t(t,11-z 

El problema de la solución al problema de Cauchy se puede separar en dos 
aspectos principales: la existencia y la unicidad de la solución. El problema 
de la existencia de la solución al problema de Cauchy se ha enfrentado de 
varias maneras; nosotros utilizaremos el concepto de solución fundamental, 
desarrollado por Gevrey [6], Rothe [11] y otros. Para construir dicha solución 
existen métodos como la transformada inversa de Fourier, que se desarrolla en 
el libro de Eidelma.n [4], ayudándose del método iterativo de Levi [8].Esto fue 
desarrollado para el caso en que los coeficientes del operador L son acotados; 
aparece un buen recuento de esto en los libros de Eidelman y Friedman [5]. 
El caso de los coeficientes acotados es analizado por Zhitomirskiy [14] 
bajo las condiciones 

Ja;;J S K 
Jb;I s K(l + lxl) 
Jcl S K(l + lxl)2 

Eidelrnan utiliza estas condiciones para resolver el problema de Cauchy 
para los sistemas que llama disipativos. Posteriormente surgen una serie de 
resultados de matemáticos principalmente polacos {Aronson y Besala [1], Be
sala [2], Bodanko [3] y otros¡ véase la bibliografia) que mejoran las condiciones 
de Zhitomirskiy para el caso de coeficientes con las siguientes condiciones de 
crecimiento: 

la;;I S K(l +!xi')'-• 
lb;I :S K(l + lxl'l''' 

le! :S K(l + lx!')• 
para a E [O, oo). El a.rtfculo de Besa.la [2) es central para nuestros resultados, 
ya que la. condición impuesta en ese caso nos dió la clave para todo lo demás. 
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Para demostrar la unicidad de la solución al problema de Cauchy, uti
lizamos el concepto de principio del máximo, nuestra principal referencia es 
Protter y Weinberger [10], aunque este método fue desarrollado por Levi, 
Nirenberg, Friedrnan y otros, para el caso de coeficientes acotados. El caso 
de los coeficientes crecientes ha sido estudiado por los matemáticos polacos 
ya mencionados. En nuestro caso, modificarnos los resultados para asegu
rar que obtendríamos soluciones integrables y/o un mayor crecimiento de los 
coeficientes. 

En la sección 4 mencionaremos con cierto detalle algunos de los teoremas 
relativos a la unicidad de la solución al problema de Cauchy para diferentes 
clases de funciones. Por el momento, en las secciones 2 y 3 nos dedicaremos 
a resolver el problema de Cauchy para las ecuaciones parabólicas con coefi
cientes crecientes; en la sección 5 analizaremos el problema de la estabilidad 
asintótica y en la sección 6 haremos un resumen de resultados y perspectivas 
de investigación. 

2 Principio del máximo 

En esta sección utilizaremos un resultado usual conocido generalmente como 
el principio del máximo; el esquema que seguiremos es el de Prottcr y Wein
berger (10]. 

El marco es nuevamente el de las ecuaciones parabólicas. Consideremos 
el operador (o ecuación) parabólico 

Lu =: f:: a¡¡ ~ iJ2u + f:: b¡ 8u. + cu - 8u = O 
i,j=t 8x¡8X¡ J=I 8xJ 8t 

donde u, ª'it b¡, e son funciones de (l, x) E 0. 
La idea del principio dc1 máximo se puede establecer fá.cilmcntc para 

el siguiente caso particular: si Lu > O y e ::S 0 1 entonces la función u no 
puede alcanzar un rnáximo positivo en un punto interior de su dominio, ya 
que si suponemos que u alca11za tal m¡iximo positivo en (lo, Xa) E na, por 
resultados de cálculo sabemos que ~:"'.,(ta, xa) = íJ/¡(to, Xa) = O, mientras que 

0
1;,'J.

8
:,, (l0 , xa) ::S: O, lo que contradice nuestras hipótesis. Este principio del 

máximo también vale para Lu ~ Ó, para el ca.so de coeficientes (a¡¡,b¡,c) 
acotados. Podemos utili;,.ar este resultado para mostrar la unicidad de las 
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soluciones de nuestra ecuacion, dentro de la clase de funciones acotadas. 
Todo esto lo desarrollamos a continuación. 

Recordemos que, para el caso de la ecuación de Fokker-Planck, nos in
teresa estudiar el comportamiento de las soluciones para la mayor clase de 
campos vectoriales posibles. En ese sentido, no sólo queremos saber Jo que 
ocurre para el caso de coeficientes acotados, sino también para el caso de 
coeficientes crecientes. Un primer resultado acerca de la posibilidad de ex
tensión del principio del máximo al caso de coeficientes crecientes aparece en 
Friedman [5], para cuando los coeficientes satisfacen la condición 

la··I < I< 
lb;/ s

0

Í<(i + lxlJ 
/el S K(I + /xl)2 

En este caso, obtenemos el siguiente resultado (ver [10]): 
Teorema. Sea u una función en n = [O, T] X R" tal que Lu ~ o, e s o 

con la condición de que 

lim infexp(-eR2
) [ max u(t,x)] SO 

R-co l~l=R,o;St;ST 

para alguna constante c. Si u(O, x) S O, entonces u(t, x) :5 O para toda 
(t,x) E O. 

La idea de la demostración es hacer el cambio de varia.ble 

u= hw 

con 

[ 
e-y /x/ 2 

) 
h(t, x) = exp - (-y_ et) - /Jt 

y observar que, con ese cambio de variable, obtenemos una ecuación de la 
forma "' a~w n - 8w aw 

L 1 w = L:; a;;---+ L:;b;--+cw- - =O 
i,j=l 8x¡8x; i=l ax; at 

donde 
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Utilizando el hecho de que los coeficientes satisfacen las condiciones an
teriores de crecimiento, se puede controlar el signo de C. Si C < O, usamos 
el principio del máximo estándar. Esta idea nos sugirió la siguiente general
ización: 

Teorema. Si existe una función h con las siguientes condiciones: 
i) h E c~(Rn, R), 
ii) h - O cuando lxJ - oo, 
iii) Lh :SO, 
iv) (la condición de crecimiento) 

lim inf 1i-c [ ma.x u(t, x)] :5 O, 
R-oo l:i:'l=ll:,OStST 

para e> 1. Si u satisface Lu =:::: O, u(O, x) ::5 O, entonces u(t, x) ::5 O para toda 
(!,x)EIT. 

Demostración. Consideremos nuevamente el cambio de función 

u= hw 

donde h es la función de la hipótesis. Entonces la ecuación diferencial para 
w es tal que C < O. Por lo tanto, por el principio del máximo para w, esta 
función no puede tener un máximo positivo en el interior den. Supongamos 
entonces que existe un máximo positivo en la frontera. Por otro lado, la 
condición de crecimiento implica que existe una Ro > O tal que 

h-c [ max u(t, x)] < < 
l~l=ll.O$t$.T 

para toda R > flo. Esto a su vez dice que h-chw < ~; pero como h - O 
(condición ii), podemos suponer que para R.> R 0 , h < 1, por lo que entonces 
h-ch > 1 y w < e para lxl = R, O S t ::5 T. Usarnos entonces el principio 
del ni.áximo para mostrar que w < e:: para lxl S R, O S t S T. Si R - o:> y 
e - O, tenemos que w SO para todo (t, x) E IT, por lo que u S O para todo 
(!, x) E IT. 

Esta extensión del principio del máxin10 pareccrfa adecuada, pero el prob
lema (o lo que querernos resolver en esta formulación) es que nos interesa 
abarcar un conjunto amplio de soluciones (funciones rápidamente crecientes); 
pero para esto, debernos abandonar el crccirnicnto de los coeficientes. Nues
tra formulación (ver adelante) es un poco tnás adecuada., pues pedimos que 
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la clase de funciones sea la de las funciones rápidamente decrecientes (y, 
por lo tanto, posiblemente integrables), lo cual nos permite trabajar con un 
conjunto más amplio de coeficientes. 

Teorema. Sea u tal que Lu 2: O,donde los coeficientes de Lsatisfacen la 
siguiente condición de crecimiento: Para toda A > O, 

r -A L:,x,b; +e 
lzJ

1
.!!'1oo lxl:i = -oo 

Supongamos además que 

lim exp(CR2} max u< O 
R-oo l~l=R,0$C$T -

para alguna C positiva. Si u(O, .:r) SO, entonces u(t, x) SO para todo (t, x) 
en n. 

Demostración. Sea 

u= exp (- C-y !xi' + {Jt) w 
7- et 

con C como en el enunciado del teorema, 7, /3 por determinar, t E [O, fü]. 
Entonces para la ecuación transformada Lw ~ O, tenemos que el coeficiente 
e de w es 

--"C""' ··(-2C-yfi;J 4C
2 -y 2 x;:rJ) "C""'b·(-2C-yxJ) C

2 -ylxl
2 

-{3 
c-L....a,, -y-Ct+ (-y-Ct)2 +L...' -y-Ct +c+(-y-Ct)2 

Como t E [o, fü-), las cantidades =!?bt y hG_2J:p están acotadas y los términos 
que (en valor absoluto) pueden dominar (cuando 1.:rl _. oo) son 

y 
C 2 -y lxl2 

(-y - Ct)2 
pero por la hipótesis relativa a.los coeficientes, el primero domina al segundo 
cuando lxJ - oo. Por lo tanto, 3R > O tal que C (sin /3) es negativa para 
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toda (t, x) E [O, wl X Bn(O)•. Si e (sin /3) es negativa, hacemos /3 = o; en 
caso contrario, elegimos 

con lo que la expresión completa. es negativa. Por el principio del máximo 
usual, w no puede alcanzar un máximo positivo en el interior de [O, ?c:J x 
Bn(O). Por otro lado, por la condición de la hipótesis, 

cxp(CR2
) max u< e 
lz:l=ll,0:$1:$~ 

para R > Ro. Pero esto implica que w < t: en Jxl = R, O ::5 t :S fü y por la 
observación anterior, tv < e en Jxl S R, O :S t S 'fü· Si hacernos R - oo y 
to--+ O, w :5 O en [O, fe] x R". Podemos repetir este argumento para la región 
[fü, V-1 x R", etcétera., hasta dcrnostrar que w SO en [O, T) x ll", por lo que 
u :SO en [O,T] x R". 

El resultado anterior trae consigo el siguiente teorema de unicidad de la 
solución al problema de Cauchy. 

Teorema. Sean u 1 , u:;i: dos soluciones de la ecuación Lu = J tales que 
satisfacen la condición de crecimiento 

lirn exp(C ll.2) max u~ O 
R-oo l.rl=ll,OStST 

Si u1{0, x) = u'l(o, x), entonces U¡ = U2 en [O, T) X nn. 
Demostración. La. función w 1 = u 1 - u 2 satisface las condiciones del 

teorema anterior, por lo que w 1 :$ O en [O, T] x Rn. En forma análoga, la 
función w'l = u 2 - u 1 es tal que w:;i ~ O en [O, T) x Ji!'. Por lo tanto, u 1 = u 2 • 

El teorema anterior define entonces una clase de unicidad; es decir, una 
clase de funciones en las que puede existir a lo más una solución del problema 
de Cauchy correspondiente. En la siguiente sección veremos cómo determinar 
la existencia de dicha solución. 

3 Existencia de la solución fundamental 

Ahora querernos resolver el problen1a de Cauchy por medio de la. llamada 
solución fundamental, que dcfinirr1os a continuación. Nuestro interés en este 
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método se debe a que podemos obtener algunas estimaciones de la solución 
al problema de Cauchy, lo que nos puede servir para el problema de es
tabilización de las soluciones hacia la solución estacionaria. Aunque en el 
capitulo 4 utilizaremos otra técnica (la función cota inferior) para analizar el 
problema de la estabilización, podrfamos usar las estimaciones de la misma 
forma que Zeeman [12]. 

Definición 2.1. Sean TE (O,oo),n = [O,T) x R",IT= [O,Tj x R". Una 
solución fundamental de la ecuación Lu = o es una función r(t, z, r, e), T < t, 
con (t,z) e IT,e E n.n,o::; T < t, con las siguientes propiedades: 

i) Para (r, () fija, Lr "°o. 
ii) Para toda cp : R" - R con soporte compacto, 

)jm / f"(t, X, T, e)<p(()d{ = <p(xo) 
(e,r)-(-r+,ro) 

Antes de continuar, recordemos que el interés principal en este trabajo se 
centra en el caso en que los coeficientes de nuestro operador (o ecuación) son 
diferenciables. En ese sentido, los resultados que utilizaremos serán más que 
suficientes. En esta sección supondremos que se cumple la siguiente hipótesis: 

que 
Hl.. Existe una función h : IT - R+ diferencia.ble con la propiedad de 

Lh + .\h( E éJ2a;; - E ob;) < o 
i,j=l ax,az; i=• ax; -

para todo (t, x) E (O, TJ x R", .\=O, 1 y 

bj = ~ f: a¡; ª" + b; 
h i,,=1 ax¡ 

Bey.la (2] demuestra entonces el siguiente: 
Teorema .. Bajo las condiciones anteriores, existe r(t, X' T t {) solución fun-

damental de Lu = O; además, r satisface las siguientes condiciones: 
i)O S r(.t, x, r, {) S ci-~ .. o ~ 
ii) fn· f"(t,x,r,{)h(r,e)de::; h(t,x) para (t,x) E (r,T] x R" 
iii) fR .. rc~c.::·;;e>d.x::; h(;,

0 
para (T, {) e [o, t) x R"' 

La idea de fa demostración es hacer el siguiente cambio de función: 

u(t;x) = v(t,x)h(t,x) 
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con lo que obtenemos 

o = h(Ei.J=1 a¡; a~.
2

;:z:,) + Ei=i (2 L?=i ª•i ::. + hb;) ::, 

+(L:i,;= 1 a;; 8~0
2

8":, + Ej= 1 b; ::. +Ch - ~)v - h~ 
= h(Er,;=1 a¡; a!

2

;~,) + Lj=1 {2 Lf=t ª•i ~ + hb;) :: + Lh · v - h~ 
Al dividir entre h, ' 

- n. lJ2v n - av av 
Lv = ¿ a;;-

0 0 + L:; b;-0 +ev - -
0 

=O 
i,.J=l X¡ Xj J=l Xj t 

donde bj es corno antes y C = ~( ~ O). Obtendremos la solución fundamental 
de esta última ecuación a continuación: 

Teorema. Con las mismas hipótesis anteriores, existe ¡(t, x, T, e) solución 
fundamental de la ecuación Lu :=. O con las siguientes propiedades: 

i) o ::; -y(t, x, '• {) :;::; (<_;,.,, 
ii) ÍR• -y(t, x,r, {)d{ :5 l para (t, x) E (T, T) x Rn 
iii) fnn -y(t,x,r,{)dx :5 l para (r,{) E [0,t) x Rn. 
Aplicaremos el teorema 2.2 para el caso de nuestra ecuación de Fokker

Planck: 

n 8 2 u n au Tl av au 
/,pp(u) = <L:;-2 - L:;v;-- -L::--.u- - =O 

3=1 ax, 3=1 ax, j=l ax,, 8t 

Caso 1.Sea n=l. En este caso, sabemos que nuestro campo vectorial v se 
puede expresar corno la derivada de una función f : R - R; más precisa
mente, v = -f' (el signo es sólo por convención). En este caso, sabernos 
que la función h = exp(-/ /c.) es una. solución estacionaria de la ecuación 
Lpp(h) = O y además í/Jt = O. Utilizamos esta función en el teorema 2.2¡ 
tenernos entonces: 

l,pp(h) + >.h( i:: a•a;; - i:: ?b;) = >.h(-b') 
i,j=l 8x¡8Xj j=l ÜXj 

donde 

/,=*ch'+ J' = 2cxp ( fl ccxp (-fl (-;) Cf') + J' = -J'. 

Asf, si -b' ~O, o bien, J" ~ O ,existe la solución fundamental. 
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Caso 2. En realidad, este caso es la. generalización del caso l. Si el 
campo v es un campo gradiente v = -V f, donde ahora f : R"' - R, 
entonces utilizamos la misma. h que en el caso 1; ahora, 

Lpph + >.h( f: a2
_a;; . _ f: 8b;) = >.h(- f: 8b;_ ), 

i,;=t 8x,8x, i=l. 8x, i=l ax, 

donde 

b; = ~ f: a;; ah+ a¡ = 2exp (l) (l) <exp (-l) (-!.) a¡+ a¡ = - a¡, 
h i=l éJxi éJx; E. E E E éJx; éJx; éJx; 

por lo que si ( - Ei=t ~) $ O, o bien e,.¡ :5 O, entonces existe la solución 
fundamental. 

Caso 3. De nuevo, n=l. Ahora. utilizaremos otro tipo de criterio. Quer
emos saber para cuáles campos v podemos utilizar cierta función para. susti
tuirla por h en el teorema; en particular, usaremos la. función h = exp(-7). 
En este ca.so, 

Lpph + ).h( f: :'.~~. - f: :b;_) = <h" - vh' - v'h - >.h(X<h' - v)'. 
i,j=l x, J i=l x, 

Entonces, desarrollando, tenemos que pedir que 

-2h + 4x' h + 2hxv - v'h - >.h(-4x - v)' ::5 O 
E < 

lo que es equivalente a 

-2 + 4:r' + 2xv - v' - >.( -4 - v') ::5 O 
< < 

(pues h >O). Para..\ =O, tenemos la condición 

_ 2 + 4x
2 + 2xv _ v' :5 O. 

< < 

Supongamos por el momento que se cumple esta. condición. Para ..\ 1, 
tenemos 

_ 2 + 4x
2 + 2xv _:. v' _ (-4 _ v') = 2 + 4x

2 + 2xv 
E E E E 
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por lo que basta pedir para ambas .>.. las siguientes condiciones: 
i) 2x2 + xv !5 O (Basta pedir que esta desigualdad se cumpla. en lxl > M 

para alguna M >O; esto lo explicaremos con detalle en el siguiente caso.); y 
ii) -v' :5 O. (De nuevo, corno estan1os en el caso n = 1 , esto es equiva

lente a/", donde v = /' .) 
Caso 4. Nuevamente, en este caso generalizamos lo obtenido en el caso 

anterior. Hacernos 

h = exp(-~ + /3t), 
e 

donde /3 es una constante que determinarerr1os más adelante. Obtenemos la 
expresión 

F(v) = -2n + 4 lxl
2 

+ 2 x · v -V· v -/3- >.E_!!_(-4x; - v;) 
e e J=l éJxi 

la cual será no positiva si se cumplen, por ejemplo, las siguientes condiciones: 
i) 2 lxl 2 + x · v $ O fuera de un compacto. (Dentro del compacto, la 

expresión anterior está acotada superiormente, digamos, por M > O; pode
rnos hacer {3 = -2kl para que la expresión sea negativa o cero dentro del 
compacto.); y 

ii) -V• v ~ 0. 
También es claro de la última ecuación que si un campo v satisface la 

condición F(v) :5 O, entonces también F(w) :5 O para un campo w tal que, 
fuera de un compacto, 

i) X• W :5 X • v; y 
ii)V·w2:: V·v. 

4 Comentarios acerca de la unicidad 

De las dos secciones anteriores, podernos establecer que si los coeficientes de 
nuestra ecuación parabólica satisfacen cierta condición de crecimiento, en
tonces existe la solución al problema de Cauchy y es única en la clase de 
funciones "rápidamente crecientes" o "rápidamente decrecientes" T dependi
endo del crecimiento de los coeficientes. 

Ahora analizaremos algunas clases de funciones en las que se da la existen
cia y unicidad de la solución al problcrna de Cauchy; un problcrna interesante 
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es el de los resultados que hablan de la no unicidad de las soluciones. Uno 
de los teoremas más importantes para nosotros en ese sentido es el siguiente 
(ver [9]; ver también[l3]): 

Teorema. Dada la ecuación 

- = - (-1)"-- + qu 8u [ 8
2
"u ] 

éJt éJx2n 

donde q es una función que satisface 
i) q1(x), q"(x) no cambian de signo para x grande; 
ii)q'(x) = O(jq(x)Iº), para alguna o, O< a< f.;; 
iii) lim:-oo q(x) = -oo; 
iv) la.s integrales / 00 lqJ-i+f,; dx, /_

00 
¡q¡-i+t,; convergen; 

Entonces el operador simétrico cerrado generado por la expresión 

á'" 
(-l)" dx 2 " + q 

tiene el índice de defecto (2, 2) en (-00,00), por lo que el problema de Cauchy 
correspondiente no tiene una única solución en el espacio L 2 (R). 

Tratemos de aplicar este resultado a nuestra ecuación de Fokker-Planck 
en R: 

au = -E.u" - vu' - v'u = L.u 
lJt 

donde el campo v = -f'. Hacemos el cambio de variable 

con lo que obtenemos la siguiente ecuación para w: 

~~ = EW
11 + ( -~ - ~:) W 

por lo que debernos analizar la expresión 

v' v 2 

q(x) = 2 + 4~ 

Lema. q no satisface la condición iii) del teorema anterior; es decir, q(x) 
no tiende a -oo cuando x tiende a oo. 

15 



Demostración. Supongamos que 

lim q(x) = -oo 
lzl-~ 

entonces existe una M > O tal que si x > M, q(x) < O; es decir, 

v' v 2 

-+-<O 
2 4< 

de donde 
v' v 2 

-<--
2 4< 

y 
v' 2 1 
~ < -;¡; = 2. 

Si integrarnos en el intervalo [Af, x], obtenemos 

1 1 M-x ------< ---
v(M) v(x) 2< 

o 
1 x-M 1 

v(x) > ~ - v(M) 

Como el lado derecho tiende a oo cuando x - oo, v(~) - oo y 

v(x) - o+ 

Esto implica que v' no tiende a. -oo; de hecho, cuando el lado derecho es 
positivo, tenemos que 

v(x) < 2w(M) 
v(M)(x - M) - 2< = bx +e 

y q no puede tender a -oo. 
Lo anterior nos dice que nuestra ecuación es un fuerte candidato para In 

unicidad, pues entonces sólo puede satisfacer alguna de las siguientes condi
ciones: 

i) q ;:: -C, C > O; 
ii) q es oscilante, con alguna sucesión Xn - ±CXJ que tiende a -oo. 
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Analizaremos solamente el primer caso. Entonces 

v' v 2 

-es q = 2 + ;¡-; 

Para que esto se cumpla, es suficiente pedir que v' 2:" -C; o bien, en términos 
de f {recordemos que v = -/'),pedimos que f" '$.C. Efectivamente, esta 
condición nos permite resolver el problema de Cauchy para la ecuación de 
Fokker-Planck por medio de la llamada solución generulizada (ver [14]). 

Teorema ({14]). Si A/ < C para alguna constante C > O, entonces, 
para toda g tal que JJ' g 2 exp (-f) < +oo, existe la solución generalizada 
del problema. de Cauchy. 

En dicho articulo también se define una clase de unicidad dada por la 
completación de la clase de funciones u tales que 

{u,u} = J;,T(L.u,u)dt < oo 

donde L. es el operador definido más arriba. Nosotros no utilizarnos este 
teorema en el hilo de nuestro trabajo, pero es importante observar que se 
obtiene una condición análoga {A/ < C) a la utilizada en la sección 3. 
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5 APLICA.CID• DE LA TEOaIA DE SIDIIGRUPOS A LA ECUACIO• DE FOICICEll

PLAllCIC 

T•or1.a 9eneral.. 

Def'i.nJ.cJ.on••· (.X, A, ,.._) es un espacio de medida si y sólo si X 

un conjunto, A es una u-álgebra de subconjuntos de X y '"':A-tlf+ 

una medida. 

L
1 

• L
1 

(X, A, ,.._) denota al espacio de las funciones medib1es con 

integral finita y cuya norma es 

lrl - Jlr<x> 1 du < m 
J( 

l 1 
Un operador de #•r~ov es una transformación P:L ~L que cump1e 

1aa siguientes condiciones: 

i) P es 1inea1 
1 

ii) Si C ~ O y C E L entonces PC ~ O. 
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Propoaic~ón. Sí P operador de Markov, entonces 

i) P es monótono: si ' f, g EL y f ~ g, entonces Pf ~ Pg. 

ii) (PC) :s P(:C)+ para CE L
1 

arbitraria.1 

' iii) (PC) s P(f) para C E L arbitraria. 

iv) ¡PC~ "'P(lcl) 
v) p ea una concracción: IPEI ~ jcj 

vi> ip" e, - P
0 c

2 
! ,. ip"-'c, - p"-'c

2 
~ 

1 Recordemos que C+ denota 1a parce posiCiva de f; ea decir. 

{
C(x), si f(x) 

... o, si f(x) 
" o 
< o 

f define de manera análoga. 
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Der'i.nJ.cJ.6n. 

D(X, A, µ) = {f e L' (X, A, µ) ' f"'O y lfl - 1} 

ea 1a c1ase de 1as densidades. Si dado operador de Markov P 

existe feD ta1 que P(E) - E, decimos que E ea una densidad 

estacionaria para P. 

En 1o sucesivo, s61o diremos que E es una densidad estacionaria 

cuando sea c1aro e1 operador P a1 que hacemos referencia. En 1a 

siguiente definición uti1izamos 1a notación P para la n-ésima 

iteración de1 operador de Markov P: PnC = P(P(-··P(f)···)). 

oerinición. {Pn} es asintóticamente estable si y sólo si existe 

única densidad estacionaria c. tal que 

1ím ~ p" f - f. ! - o para toda E e D. 

Para determinar una condición necesaria y suficiente para 1a 

estabilidad asintótica de P, usaremos e1 criterio de 1a función 

cota inferior [L-M] : 

De~i.nición. heL es una coca inferior de P si y s61o si 

' 
~~ ~cp"f - h)-~ =O para toda fe D. 

h ea no trivial si hz:.O, llhl :> O. 
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Ob•erv•c~ón 1. E1 criterio de 1a definición de cota inferior es 

equiva1ente a 1o siguiente: ve 3n
0 

ta1 que 

(p"r - h) < e para toda n > n
0 

Esto quiere decir que, si (p"c - h) < O, entonces 

- (Pn :E - h) 

podemos conc1uir con 1a siguiente equiva1encia: 

inferior de P si y s61o si Ve 3n
0 

ta1 que 

h 
P E > h - e 

para toda f' e: D, n 2:. n y toda X E X. 
o 

hEL 
1 

es una cota 

Ob•erv•c~6n 2. Si h , h son cotas inferiores de P, entonces h -
1 2 

máx {h,, h
2

} también es una cota inferior de P. Esto se sigue de1 

hecho de que dada e > O, 
1 

existen n 
o 

ta1es que 

p"r > h 
1 

para toda 
1 

"'n o 

p" r > h - e 
2 

para toda 
2 

"'n o 

Así, si n
0 

máx {n~ , n: } y n "' n
0

, 

p"r > máx{h, -e, h
2
-c} - h 

y h ea una cota inferior. 
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Db••rvac~6n 3. Sea {h,} una sucesión creciente de cotas 

1 
1 1.1'.:m 

inferiores de P, ta1es que h
1 

I ~ p y sea h - J...-i h
1

. Entonces 

h también es cota inferior. 

Demostraremos primero que 

Sean 

A 
1 

A . 

cump1e 1a siguiente deeigua1dad: 

(Pn C - h) < O } 

(PnC - h) " O } 

En A , 1a integra1 de1 1ado i~quierdo de 1a desigua1dad que 
2 

queremos demostrar se anu1a. 

En A 
11 

J (PnC - h) 

A { " 
A { " 

I (h - Pn C) 

A 
11 

Separamos A dos partes: 
1 

<P"c - h ) < o } J 

(PnC - h ) < o } J 
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En A 
12 

I (PnC - h) 

A 
l2 

I 
A 

11 

I 
A 

11 

I 
A 

l2 

I 
A 

l2 

I 
A 

12 

I 
A 

12 

(b - p"c> 
J 

(Pnf' - b ) 
J 

(b - pn .C) 

(b - b ) 
J 

lb - bj 1 

lb b, 1 + 

+ I (b - b ) 
J 

A 
11 

I lb b, 1 
A 

11 

I (Pn f - b ) 

A 
12 

J 

Por 1o tanto, se cump1e 1a des1gua1dad. De e1ia obtenemos 

!<p"c - b)-1" i<P"c - h,>-1 + ~h, - bl 
Por e1 teorema de convergencia acotada, 
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Por 1o tanto, 

l.ím ¡ (P0 

f - h) -1 - o 

y h es cota inferior, como afirmamos. 

Obaervac~ón 4. La condición 

~ 1 (P0 

f - h) -¡ - o 

imp1ica que lhl s 1- Con 1a notación de 1a observación anterior, 

tenemos: 

O • (P f l.ím 1 n - h)-1 - Hm J 
A 

(h - pl"I f) -·--
de donde 

J 
l.ím 

J n l.ím 
h - Pe" 

A A 
' ~ 

Además, A p"c "h, 
2 

J 
lím 

J lp"cl h " 

A A 
2 

Juntando l.as últimas dos 

J 
l.ím { lp"cl lím 

h " 
X 

A 

l.ím l lp" rl l.ím 

J lp"cl 
A 

por 1o que 

desigua1dades, 

J lpºcl 
A 

t 

ip"r! - Ir! - 1. 

24 
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Reiación de 1a cota inferior con ia estabiiidad. 

Ahora estamos 1istos para demostrar e1 siguiente 

Teorema. {P.} asint6ticamente estable si y s61o si existe h 

cota inferior no trivia1 de P. 

Demostración. Si {P.} asint6ticamente estable, entonces 

podemos e1egir h como 1a c. de 1a definición. supongamos entonces 

que existe h cota inferior no trivia1 de P. 

Por 1a propiedad vi) de la proposición anterior, 

para toda C , f e D. 
1 z 

LLamamos g a 1a diferencia f
1 

- C
2

: observemos que J g - o. 

Descomponemos g en su parte positiva y negativa. g = g - g ; 

tenemos que 

Supongamos que e > O. Entonces 

l···I - º 1 rtJ . ·] . [··[·J . ·] 1 
g g 

Pero y 
e 

pertenecen a D; por 1a hipótesis sobre h, existe n
0 

25 



ta1 que si n > n 1 entonces 
o 

De donde 

['t J · -] I · e 1·1 

['tl · -r 1 · Cl•I 

1 r· [·J -• J - ! ¡,- [·~ 1 -· 1 

- ! ¡ ,ti -.... · · [·t 1 -• r l 
" 1 ·t J 1 " 1 .,,, 1 • , [·t J " { 1 

"' i g~ íl - ¡ h(X) 1 + 2 ; ihíl = 1 - ~ jjhij 

A.ná1ogamente, 
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Fina1mente, 

Es decir, 

para > n . Repitiendo e1 proceso, podemos encontrar n, n, ... , 
o o • 

n ta1ea que ·-· 
IP "o••, •.. ···-• <r, 

De aqu~ tenemos que 

Usamos 1o anterior para construir una cota inferior maxima1. Sea 

p - aup { lhl : h ea cota inferior de P } 

Por 1a observación 4 anterior, p ~ 1. Por la hipótesis de 1a 

existencia de una cota no trivia1.- p > O. Construimos una 
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sucesión de cotas inferiores hJ tales que ¡h,f ~p. Por la 

observación 3 anterior, 1a función 
1.tm 

h ,_ 
es una cota inferior. Afirmamos que una cota maxima1, puesto 

que si hes otra cota inferior, máx(h, h.> es cota inferior y 

de donde ea fáci1 mostrar que h s h •. 

Como (PE) s PE- , tenemos para n > m 

HP···r - P·h. J-1-1 [P• cp"r - h0 >J-1 
s lp CP E - h

0
) -1 

s 1 (p" E - h
0

) -1 
La ú1tima deaigua1dad imp1ica que para toda m, P•h. también ea 

cota inferior; por lo tanto. P h
0 

s h
0

; como IP•h.[ • ,h.¡. esto 

imp1ica que P•h. - h •. As~, 1a densidad c. que satisface PC• - C 

está dada por 
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Por ú1timo, debemos mostrar que 

tiende a cero cuando n__.. Para esto usamos 1a primera parte de ia 

demostración, pues como E, E. E D, 

ip"r - p"r.~ ~o. 
Con esto terminamos ia demostración. 
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•~c1eos eatoc6at~coa. 

oer~n~c~dn. Un nücieo eseoc~st1co es una función medible K:XxX-..,,R 

ta1 que 

i) K(X,.y) ~ O 

iil J K(x,yl dx - 1 
JC 

Cuando contamos con un núcleo estocástico,. podemos definir un 

operador P como sigue: 

PC(rl - J K(r,yl E(y) dy 
JC 

t 
para C E L • 

Como 

J PE(rl 
JC 

dx - J J K(r,yl E(y) dy dr 
JC JC 

- ![ ! K(r,yl dr] C(yl dy 

- I E(y) dy 
JC 

tenemos que P es un operador de Markov como en 1a sección 

anterior. 

Consideremos dos operadores de Markov P
1

,. P
2 

definidos por 1os 

núcleos K , K . Entonces P - P P 
t 2 t .2 

operador de Markov que 

está definido por e1 siguiente núcleo: 
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K(X,y) - J K(x,z) K(z,y) dz 
X 

que denotamos como 

- K • K 
t 2 

asociativo, pero no conmutativo. 

Teorema. Sea P un operador de Markov definido por e1 núc1eo 

estocástico K y Kn el núcleo correspondiente a P • 

si para alguna n
0

, 

J inf K(r,y) dr > o 
X y 

entonces {pn} es asint6ticamente estable. 

Demo•trac~ón. Sea f E D. Entonces 

pn••ccx> ~ f K Cx,y) C(y) dy 
X n•na 

- ! [! K Cx,z) Kn (z,yl dz] C(y) dy 

Para m - n 
o 

" l [! inf I<• Cx,y) l<n (.z,y) dz] C(y) dy 

• h(x) ! [! K (z,y) dz] CCyl dy 
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h(r) J C(y) dy 
JC 

- h(r) 

Por io tanto, [ p"c(r) - h ]- - O para toda n ~ n
0 

+ 1. 

Por e1 teorema de 1a aecci6n anterior, es aaint6ticamente {p"} 
eatabl.e. 
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Se•~grupoa estoc4st~cos. 

Der~n~c~ón. Sea (X, A, ~) un espacio de medida. Una familia de 

operadores { P,' L1 ~ L
1 

} • e~ O, es un sem1grupo escoc~scico si 

satisface las siguientes condiciones: 

i) Para cada e, P 

' 
ii) Pt.•• f' - Pt. (P L') 

iii) p f' - f' 
o 

un operador de Markov. 

1 
para toda f' E L , e, s ~ o. 

El aemigrupo ea concinuo si para todo e ~ O, 
o 

1ím ' P, f - P' f 
t.-.t. o 

o 

E1 semigrupo es asinCóCicamenCe esCabie si existe una única E ED 

tal que 

i) pt. r· ... f' para c~o 

1ím 
ii) 

Una función h:X-.IR 

1ím 
p f 

' 

- o para toda E E D. 

una coca inferior de { P } si y s61o si 

para toda E E D. 

h ea no Criviai si h~O, fhl > O. 
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Teorema. Si existe una cota inferior no trivia1 de { P< }· 

entonces e1 eemigrupo es aaintóticamente estable. 

Demostrac~ón. Consideremos e fija y 11amemoa P a P 
o 

nt 
o 

Por hipótesis. 

< 
o 

L{m 1 [ n J- i ~ p f' - h 1 • O para toda f' E D. 

Entonces, 

Por e1 teorema de 1a sección 2, existe una única f' ED ta1 que 

Pf•-r• y 

~m 1 p"r - rº ' - o para toda C E D • . 
Ahora mostraremos que Ptf' - E para toda C: 

1o cual tiende a cero cuando n ~ m, pues P f E D. 

Observemos aho1.·a que si e 

p E - p g 

1 1 
p 

< < 
1 1 ' _, 

1 2 

> e . entonces 
1 2 

[ p E - p g ] < < 
2 2 

34 

< 
o 

1 



Es decir, ia sucesión~ Pe - C ¡ - i P,C - P,cºi no 

creciente; como hemos encontrado una subsucesi6n. 1a 

correspondiente a {nc
0
}, que tiende a cero, toda 1a sucesión 

tiende a cero: 

1.ím 
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Ap1icación a iaa ecuaciones de t~po Fokke~-P1anck. 

Aplicaremos 1o anterior a cierto tipo particu1ar de ecuaciones, 

que 11amaremos en conjunto ecuaciones de Fok.ker-P1anck: 

Definición. Una ecuación diferencial parcial de tipo parabólico 

es de Cipo Fokk.er-Pianclc si y sól.o si tiene l.a forma 

a
2 

[ua
1
,) a[ b u ] au 1 

ac ¿ + ¿ 
1,J•l ax ax ax 

1 J 1 

donde a y b son funciones de x. 
IJ 1 

Supondremos de aquí en adelante que l.a ecuación anterior 

satisface las condiciones para 1a existencia y unicidad de su 

solución fundamental r obtenidas en los capítulos anteriores. 

Sabemos además que bajo esas condiciones se cumple la siguiente 

desigual.dad (ver la sección 9 del. capítulo de existencia) : 

o < r<e.x,."C") ::s: _e -exp (- "¡ ... ¡· ] 
et --r> 

(C.-'C") 

En este capítulo denotaremos l(t:,x,O) como rce,.r). 

Loa resultados de l.oa capítulos nos permiten defniir una famil.ia 

de operadores P :L ~ L como 
' 1 l 



P,f Jrce,x-yJ ECyJ dy 

•• 
para C E L 

1 

Teorema. { P, } es un semigrupo estocástico. 

De•o•trac~ón. Recordemos que debemos demostrar lo siguiente: 

i) p 

' 
lineal 

ii) Si f "' 
iii) hri 
iv) p f ... 
V) P f - f 

o 

o (f 

lrl 
- p (P 

' 

E 
1 

L ) . entonces Pf "' o. 
' 

para f"' o. 

f) para toda f E L 
1 

e, s "' o. 

Es claro que se cumplen las condiciones i), ii) y v). Para 

demostrar v) , primero lo haremos en el conjunto formado por las 

funciones continuas positivas con soporte compacto; a este 

conjunto lo denotamos por L
1 

• 

Sea entonces f E L
1 

y u la solución de la ecuación de tipo 

Fokker-P'lanck con condición inicial f; además, sea h una función 

2 e acotada. Tenemos entonces que 

I h 
au I . [.t. a2 [ua.,) 
ae 

IR 
n 

IR 
n ax ax 

' J l ax 
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Ana1icemos cada miembro de1 1ado izquierdo, integrando por 

partea: 

J h 
ax ax 

- h 

' J 

BX 
J 

- h 
Bx 

J 

J ... 
[ ~ua,,] 

Bh 

Bx 

' 

J 

BX 
J 

2 
8 h 

-----ua 
ax ax 

' J 

lj 

Debido a1 orden de crecimiepto de u, 1os dos primeros términos se 

anu1an 

- J 
n 

IR 

2 
8 h 

------ua 
Bx Bx 

' J 

Aná1ogamente, 

a( b u J ' J h 
n Bx 

IR ' 
io que tenemos 

lJ 

Si hacemos u - 1, obtenemos 

2 l 8 h 

-a-~ u 
lJ 

ax Bx ax 
' J ' 
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d 

dt I u - I 
BU 

- o BC 

Como u ~ O, podemos escribir 1o anterior 

d 

dt H - º 
por 1o que !P,f¡ - ~u(C,x) i es constante (para toda e >0). 

Para t: - o, 

u:m ílp r! - u:m f u - f 
~-*> 11 t. 11 t.-.0 

IRn IR" 

1ím 

Esto demuestra v) para función en L~ . Ahora bien, si tenemos 

una funci6n positiva en L
1 

arbitraria, sea {r.} sucesión de 

funciones en L que converge a f: iím ~E El = O. Entonces: 
1 ·- ~ k íl 

E1 segundo término de1 lado izquierdo es cero, por lo que 

demostramos en el caso anterior. El tercer término tiende 

cuando k ~ ~. Para el primer término: 

f f rcc,x-yl 

IRn IRn 
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s J J rce . .r-y> lc<y> - c. <y> 1 dy dx 

Jt IR" 

s J ", ,, lc<y> - c. <y> 1 dy 

Puesto que 1os miembros de1 1ado derecho de ( ) tienden a cero 

cuando k ~ m y e1 1ado izquierdo no depende de k, este 1ado ea 

igua1 a cero; ea decir, 

y { P, } es una fami1ia continua de operadores. 
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La propiedad iv) (Pt. .. C • Pt. (P• :L')) se obtiene de 1a unicidad de 

1as so1uciones de 1a ecuación de tipo Fokker-P1anck. Primero 

consideramos una función e E L y u 1a so1uci6n de la ecuación 
1 

correspondiente. sea s > O; definimos ~(t..x) = u(t.+s,x). Es claro 

que la función ~ satisface 1a ecuación diferencial y que 

Por 10 tanto, 

de donde 

P :L'(.r) - P u(O,x) 
t.+• t.+• 

- U(C+S,X) 

- u(t.,x) 

- Pt. u(s,x) 

i~m ücc.x) - u(s,x) 
•->0 

u(t.,x) - P u(s,x) 

' 

(Por unicidad) 

- p [p 
' . 

- p [p 
' . 

U(O,x) J 
C(x)) 

Para una e arbitraria en L • primero separamos esta función en su 
1 

parte positiva y su parte negativa; para cada una de estas partea 

volvemos a utilizar una sucesión f de funciones en L que 
k 1 

converja. digamos, a e·. Entonces: 

P f = P P E 
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y tomando e1 1~mite cuando k-.., obtenemos 

P r· - P P r· 
<+• 

hacemos a1go aná1ogo para 1a parte negativa f y después usamos 

e1 hecho de que 1os operadores son 1inea1es. 
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Eatab~1~dad ••~ntót~c• mediante runcionea de L~apunov. 

Uti1izaremos ahora 1as funciones de Liapunov para demostrar 1a 

estabilidad asint6tica de este semigrupo. 

Derin~ción. Una runc1ón de Liapunov en R es una función V:Rn~ 

ta1 que 

i) V(.r) ~ O 

ii) 
11'.m 

jxj 
2 

iii) V E C 

iv) jvcx> j. 

V(X) - ca 

1 ::. 1 s p 

El siguiente resultado es crucial. 

Teore••· Consideremos una ecuación diferencia1 que satisface las 

condiciones de los caprtu1os anteriores para 1a existencia y 

unicidad de su so1uci6n fundamenta1. Si existe una función de 

Liapunov que satisfaga 1a desigualdad 
2 

8 V 
n av ¿ b, ---- .:s; -av + /3 

1•1 ax 
1 

donde ex y f3 son constantes positivas, entonces e1 semigrupo 

{ P, } es asint6ticamente estable-
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De•o•t:rac~ón. Para mostrar que { P, } es asint6ticamente estabie. 

usaremos el. criterio ya eetab1ecido de 1a función cota inferior 

para un subconjunto de L
1 

CL ya fue definido en 1a sección 
t 

anterior); es decir, mostraremos que existe una función h ta1 que 

para todo C E D n L
1 

, 

Sea entonces C E D n L y u 1a so1uci6n de 1a ecuación 
t 

diferencial. con condición inicia1 E. Ana1izaremos l.a función 

Derivando, 

F' (t:) - J V (r) 
n 

"' 

J V(r) 
n .. 

Anal.izamos cada 

anterior: 

F{C) • J V(.r) u(t,x) dr 

Rn 

Bu 
dr 

at: 

[.t a
2 

[ua,,] a[ b u ] . 
¿ 

Br ar ar . J . 
término del. l.ado derecho como 
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I V ------- V ----- I 
ax ax 

J 

- V 
8JC 

J 

8JC 
J 

[ 

8V 
-ua 

lJ 
8JC 

l 

8V 

ax 
l 

Com' antes, 1os dos primeros términos 
2 

8 V 

- I ua 
lJ 

n 8JC 8JC 
IR l J 

Aná1ogamente, 

a( b u J l 

I 8V 

I V ---b 
l 

n 8JC n ax 
IR l IR l 

1o que tenemos 

F' (t:) - I [ 
.IRn 

2 
8 V 

-----a 
ax ax 

l J 

lJ 
-~]u 

ax 
l 

!!ii J (-a:V + (3) u 

IRn 

F(r.) + (3 J u dx 

!Rn 
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J 

2 
8 V 

-----ua 

ax ax 
l J 

anu1an 
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- -a: F(t:) + f3 

E1 último paso va1e pues f E D y I e - 1. Por 1o tanto, 

F' (t:) :s -a: F(t) + /3 

De aqu~ podemos obtener una desigualdad para F{CJ como sigue: 
, .. 

mu1tip1icamoa por e 

F' (C) 

por 1o que 

ª" e :s -a: F(t:) 
Qt. «t. 

e + /3 e 

'"' .. 
integramos 1o anterior en (O,t:] para obtener 

F(C) - F(O) "' I' 

F(C) s F(O) -a• .. 
Como F(O) - J V(x) u(O,x) • J V(.r) C(.r), F(O) está acotado; por 

.,," 
1o tanto, e1 1ado derecho de 1a ecuación anterior tiende a fJ 

cuando t: _., As~, podemos encontrar c
0 

ta1 que 

F(C) "' I' + 1 

para toda t:~t: 0 • 

Consideremos ahora e1 conjunto 

A• - { V(.r) < q } 
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Usaremos 1a desiguaidad de Chebyshev1 

que se cumple para g E D y V~ o. Si hacemos g(x) - u(e,x), 

entonces la desigualdad queda 

Ahora, si r:.a:r:. , 
o 

J uce,x) 2: 1 - ; F(e) 

A 

Jucc.x) ~ 1 - ;-[~ + 1] 
A 

La idea ea uti1izar q de forma que e1 lado derecho de esta última 

desigualdad sea positiva y a partir de e11a encontrar la cota 

inferior para u. Como 
l.ím 

V{x) - en, existe r>O ta1 que si 

f xJ > r, V(x) 2: q; en otras 

contenido en B - { Jxj $ r 

cota inferior para u: 

palabras, el conjunto A está 
q 

}· A continuación determinamos 

1 La demostración de esta desigualdad sencilla: 

la 

f V(X) g(X) 2: J V{x) gCx) 2: q J 
IR" -A 

q 

g (X) ~ q [1 - ! g Cx) ] . 
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u(t,x) - J rc1,x-y) u{t-1,y) dy .. " 
(Observemos que podemos dar a u porque el lado derecho satisface 

la ecuación de tipo Fokker-P1anck y 1a misma condición inicial 

que u(t,.r) .) 

~ J rc1,x-y> uce-1,y> dy .. " 
J:: J r(1,x-y) u(C-1,y) dy 

B 

inf 

yEB 
r 

inf 

yeB 
r 

y si e ~ e + 1, 
o 

inf 

yeBr 

inf 
- e 

YEBr 

Por 1o tanto, 

rc1,x-y) J u(C-1,y) 

B 

r(i,x-yl J U(C-l.,y) 

A 

rci,x-y) - h(x) 

dy 

dy 

(observemos que h > O) 

P f - u(t,x) ~ h(x) . 
para toda e ~ e + 1, de donde 
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[P,f-h]--o 
para toda e ~ C

0 
+ 1 y h resu1ta ser una cota inferior no 

trivia1. Esto demuestra el teorema. 

~::;y::¡ 

SAL!n 
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Ap1~cac~ón a nueatra ecuac~ón de Fokker-P1anck part~cu1ar. 

Consideremos ahora un campo vectoria1 v en Rn su ecuación 

asociada: 

Supondremos de 

:: - e ¿ 
2 

8 u 

2 
8X . 8x . 

que se satisfacen 1as condiciones para 1a 

existencia, unicidad y poaitividad de 1a ao1uci6n fundamenta1. 

Mostraremos que si 1as trayectorias de v tienden "hacia adentro" 

con cierta rapidez, entonces hay eatabi1idad asintótica. Más 

precisamente, 

Teor•••· sea v un campo vectoria1 que, además de 1aa condiciones 

ya mencionadas, cump1a 1o siguiente: existen e, R > o ta1es que 
X 

V(X) •--" -C 

jxj 

para jxj > R. Entonces ei semígrupo { Pt } generado por r es 

asintóticamente estab1e. 

-1-1 
De•o•trac~ón. Mostraremos que V(x) - e ea una función de 

Líapunov para { Pt }· donde b es una constante por determinar. Es 

fáci1 ver que 
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2 
B V 

¿c--2-+ 
Bx t 0 J•I . 

BV 

ax . b e 
·1-1 

Tomamos ahora R' . Si lxJ > R', entonces 

l.o anterior está acotado como sigue: 

Afirmamos que podemos encontrar b > O tal. que 1a expresión entre 

paréntesis negativa: 

b < 
e R• 

Por nuestra hipótesis sobre R', e1 1ado derecho ea positivo y 

podemos encontrar b. L1amamos entonces -a a l.a expresión 

con l.o que hemos mostrado que 
2 

B V 

¿ e 
BV 

l,Jal 
2 ax Bx 

para lxl > R'. Si lxl s R', l.a función 
2 

lJ V n 

::$; -av 

L e --
2
- + Í: v l ~ + aV 

1, J•t ax 1-1 ax 

es continua, por l.o que podemos acotar1a por arriba con 

positivo ~- Con l.oa va1ores a y ~ que hemos encontrado, e1 

teorema queda demostrado. 
51 
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