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INTRODUCCION

El objetivo primordial de la teoria del crecimiento consiste en explicar
los determinantes de las tasas de crecimiento de un pais y las razones de
las diferencias entre el ingreso per cdpita de los distintos pafses.

Especificamente definimos ¢l crecimiento econémico como la expansion
de la produccién nacional potencial {o PNB potencial).

Existen dos aproximaciones basicas para explicar el crecimiento econé-
mico. La primera aproxiniacion, realizada por Solow y Swan en 1956, pre-
senta un cambio técnico exégeno como fuente de crecimiento. La segunda
aproximacion, la cual ha recibido mayor atencion recientemente, permite a
las fuentes de crecimiento econdmico ser endégenamente determinadas, y en
este sentido, formaliza la relacién existente entre la asignacién o distribucién
de las fuentes de produceion de bienes , la produceidén de conocimiento y la
inversién en medios de produccion. Consecuentemente existen algunos estu-
dios que caracterizan la estructura y funcionamiento de los factores ¢ue ge-
neran el crecimiento econémico. Por cjemplo, en los trabajos publicados por
Paul Romer en 1986 y 1989, se considera al conocimiento como un insunmo
de la produccién con productividad marginal creciente tomando en cuenta
cambios tecnoldgicos endégenos. Ademds, ofrece evidencias empiricas a
largo plazo que muestran un crecimiento mas ripido en paises con economias
grandes que aquellos con economias pequerias.

Eu 1988 Robert Lucas considera y compara tres modclos: un modelo
enfatiza la acumulacién de capital fisico y el cambio tecnoldgico. otro carac-
teriza la acumulacién de capital humano a través de nn sistema escolarizado
y otro modelo enfatiza la acumulacién de capital humano, especializado por
medio del aprendizaje originado por la experieucia,

En 1990 Aghion y Howitt encontraron que la tasa de crecimiento de-
pende tanto de la acumulacion endégena de capital humano especializado
como de la teenologia desarrollada en la produccidn de bienes.

Estos estudios han iniciado un analisis formal en hase a las proposi-
ciones de Adam Smith en 1776. y Allyn Young en 1928, en las cnales un
incremento en la divisién del trabajo originado por el progreso tecnolégico



creard crecimiento econdmico. Sin embargo, de acuerdo a los trabajos pu-
blicados recientemente, la divisién del trabajo no sélo estd basada
sobre una expansién y mejoramiento de los factores de produccién
a través de un cambio técnico, sine también sobre el nivel de
especializacién de los individuos.

En el presente trabajo, basindonos principalmente en las investiga-
ciones realizadas por Jeff Borland y Xiaokai Yang estudiaremos estos dos
aspectos de la divisién del trabajo y analizaremos su relacién con el cre-
cimiento econémico.

En el modelo a considerar, cada persona es un consurnidor-productor, y
en conscecuencia, el crecimiento en la divisién del trabajo estd representado
como un incremento cn la proporcién de la produccién de cada individuo
que es vendida a otra gente, y simultineamente como un incremento en la
proporcién del consumo de cada individuo que es comprado a otra gente.

Asumimos que cada individuo tiene una funcién de produccién Cobb-
Douglas la cual no es transferible y exhibe rendimientos crecientes con
respecto a la especializacién o experiencia adquiridas. Por otra parte, el
consumo de bienes de cada persona puede efectuarse mediante su propia
produccién o comprando a otros individuos, pero si éstos son comprados,
se incurre en un costo de transaccién.

La decisién mds importante para cada individuo dentro del modelo
es elegir su nivel de especializacién. El conjunto de tales decisiones indi-
viduales es endégenamente determinado por la divisién del trabajo en la
econoniia,

Con la estructura de mercado y el nivel de especializacién endégeno,
cl nimero de productores de cada bien varia a través del tiempo. En éste
modelo la economia evoluciona desde una situacién de autosuficiencia por
parte de cada individuo hasta un estado en el cual existe un alto grado de
divisién del trabajo.

Durante este proceso, los efectos de la especializacién y la experiencia
originada por la prictica, incrementan el intercambio comercial individual, y
consecuenterente, tal evolucién amplia la extension del mercado y aumenta
la dependencia comercial. De la misma wmanera, dependiendo del grado de
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evolucion de la divisién del trabajo, la tasa de crecitniento del ingreso per
capita crece conforme transcurre el tiempo.

A medida que la divisién del trabajo evoluciona, existen mayores posi-
bilidades de crear en el mercado situaciones que podrian caracterizar a un
monopolio como consecuencia del aprendizaje y especializacién en la pro-
duccién de un determinado bien en el mercado, sin embargo, estas situa-
ciones no surgirdn debido al supuesto de operar en ¢ = 0 la totalidad del
comercio en un mercado futuro, es decir, se establecen contratos que no
pueden ser renegociados posteriormente.

Dado que todas las decisiones son efectnadas al tiempo t = 0, todos
los individuos son inicialmente idénticos, y en el momento en el cual los
precios de equilibrio de los bienes son determinados no existen factores que
propicien la aparicién de un monopolio.

Con base en las investigaciones publicadas anteriormente, el presente
trabajo trata de explicar y facilitar la comprensién de la teoria del cre-
cimiento econdmico en términos de la divisién del trabajo, considerando que
frecuentemente existe dificultad en analizar o comprender dichos conceptos
cuando se consultan estudios en un nivel de investigacién,

Por otra parte, el estudio de la divisién del trabajo ha sido tratado pre-
viamente en diferentes contextos. En 1988 James Baumgardner y Sunwoong
Kimn respectivamente, desarrollaron diferentes explicaciones sobre el grado
de- divisién del trabajo en distintos mercados. A partir de dos diferentes
formas de organizacién de los trabajadores, cooperacién y no cooperacion,
se producen resultados divergentes. Por ejemplo, el nivel de especializacién
se incrementa junto con el mimero de productores bajo cooperacién o bien
cuendo existe un comportamiento maximizador del ingreso per cdpita por
parte de los individuos en conjunto, o en caso contrario puede decrecer bajo
condiciones de no cooperacidn, es decir, cuando se asume que cada traba-
jador intenta maximizar su ingreso individual independientemente de las
decisiones de produccion de los demas individuos.

Adicionalmente sus trabajos presentan modelos analiticos sobre la es-
pecializacion en el trabajo. en los cuales, dados los requerimientos por di-
versos empleos de las empresas, los trabajadores deciden invertir mds en su
especializacién y menos en la extension o tamaiio de su mercado de trabajo.
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Los anteriores estudios han endogeneizado el nivel de especializacion en
una cconomfa en equilibrio estdtico, sin embargo, el nivel de especializacién
dentro de un modelo dindmico de equilibrio general no ha sido considerado.

Por lo tanto, el objetivo central de este trabajo es presentar un modelo
dindmico de equilibrio general en el cual el crecimicnto econdmico es expli-
cado por la evolucién de la divisién del trabajo considerando un nivel de
especializacién enddgeno.

Para lograr este objetivo, el trabajo estd dividido de la siguiente forma:
En el capitulo 1 se presenta el medelo, se estudian las decisiones de los in-
dividuos con respecto a su nivel dptimo de especializacién, y se analizan
las caracteristicas del equilibrio dindmico. En el capitulo 2, de acuerdo a
un punto de vista personal, interpreto algunas de las propiedades ¢ impli-
caciones que el modelo proporciona, y de la misma manera, hago notar
algunas de las limitaciones del mismo. Finalmente, se sintetizan las prin-
cipales conclusiones del trabajo y se describe brevemente su relacién con
algunos trabajos previos.



CAPITULO 1

I. Planteamiento principal

Consideremos una economia con m consumidores y, con la finalidad
de simplificar el andlisis, supongamos m bienes de consumo, Definimos £
como la cantidad del bien i con que se provee cada individuo al tiempo ¢;
andlogamente con 2, y r?% representamos las cantidades vendidas y com-
pradas para cada tiempo ¢.

De acnerdo a lo anterior, asumimos que la fraccion 1~ /' representa un
costo de transaccidn el cual depende de el niimero de socios comerciales, es
decir nny — 1, considerando que cada individuo vende un bien, compra n,— 1
bienes y n, representa el nimero de bienes comercializados. La cantidad
del bien i para consumo estd determinado por ry; + I'pzf. En base a esto,
la funcién de utilidad al tiempo ¢ para cada individuo es la siguiente

m

U= I (za + Kiz) (1)

i=1

la cual caracteriza una funcion de utilidad Cobb-Douglas con parametros
a;=1l,parai=1...m.

Es preciso notar que si el nivel de consino de un determinado bien ¢
cs nulo, tambien lo sera el nivel de utilidad de dicha persona, originando
la necesidad de poseer una determinada cantidad de cada bien. Por otra
parte, como consecucncia de la igualdad en los pardmetros a;, cada bien
tiene la misma participacion en la utilidad de cada individuo. Con respecto
a la posible transferencia de la funcién de utilidad de una persona a otra,
es factible asignar a cada individuo una funcidn especifica debido a que la
decisién mas importante para cada individuo dentro del modelo cs elegir su
nivel de especializacién,



Con la finalidad de analizar el nivel de eficiencia de las transacciones
supongamos que la distancia media entre cada persona y sus socios co-
merciales serd una funcidn creciente de el nimero de sus socios comerciales
y de la distancia entre sus vecinos. Si el costo de transaccién 1 — Ky se
incrementa confortne aumenta la distancia media entre una persona y sus
socios comerciales entonces K es una funcién decreciente del nimero de
bienes a comercializar n,. Especificamente definimos

k .
K =— con 0<k<l,
ny

en donde & caracteriza la cficiencia de las transacciones, esto es, la fraceién
disponible en cualquier compra decrece en menor proporecién que con la que
crece ¢] mimero de bienes n,.

Ademds, es necesario especificar que todas las transacciones en ésta
economia se establecen a través de contratos firmados en éste momento
(t=0) para futuras negociaciones. Asumimos también que dichos contratos
no pueden ser renegociados en periodos posteriores y que tanto el horizonte
del mercado comno el horizonte de posibles decisiones de cada individuo son
infinitos.

Considerando lo anterior, especificamnos la funcién objetivo para el
problema de decisién correspondiente a cada individuo como:

(e ]
U=/ Uy e~mdt (2)

0

donde r representa una tasa de descuento subjetiva. Esta funcién caracte-
riza la preferencia por diversas opciones de consumo en el futuro.

La produccién correspondiente a cada individuo implica un apren-
dizaje originado por la prdctica el cual se incrementa conforme transcurre
el tiempo:

rutrio=(Li)"  a>1, S ®



donde ,
Liy= / lipdr, (4)
Jo

ademads

m

Zl;,:l con 0<l;<1  i=1l...m. (5)

i=1

La cantidad x;¢ + x¥, representa el nivel de produccién del bien 7 al tiempo
t; si I; representa el trahajo invertido en producir el bien i al tiempo ¢
entonces L;, es el trabajo acumulado en la actividad ! hasta el tiempo ¢.
De acui que Lj;; represente el nivel de experiencia, conocimiento, o capital
humano acumulado en producir el bien i hasta el tiempo ¢.

Considerando la primera igualdad, y como consecuencia de la condicién
a > 1, obtenemos un nivel de produccién creciente conforme se incrementa
el nivel de experiencia o conocimiento, es decir, en ¢l largo pluzo el nivel
de experiencia origina un mayor incremento cn el nivel de produccién en
comparacién con el nivel de experiencia acumulado en un corto plazo.

Es preciso observar que la constante @ no depende del tiempo ¢ ya
que de lo contrario no existiria un tinico parametro de referencia que nos
permita apreciar el incremento en el aprendizaje originado por la préictica
a lo largo del tiempo.

Por otra parte, la restriccion (5) especifica que proporcién dentro del
trabajo total invertido es destinada a la produccién de cada bien, ademds
es igual a uno en cualquier tiempo # cotno consecuencia de la imposibilidad
de transferir parte del trabajo invertido a la produccién que corresponde a
otro individuo.
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I1. Decisiones individuales y equilibrio
econémico

En esta seccién comenzaremos a argumentar el supuesto referente a
que la totalidad del comercio estd determinado en un mercado (futuro)
que opera al tiempo ¢ = 0, suficiente para asegurar ¢l comportamiento de
toma ce precios por parte de cada individuo. De aqui, el equilibrio dindmico
serd caracterizado por un conjunto de condiciones para establecer que todos
los productos del mercado son vendidos, y por otra parte, la existencia de
restricciones para igualar la utilidad obtenida por cada individuo.

Inicialmente ¢l Lema 1 establece una estructura dptima de consuntio,
produccién y comercio para cada individuo. Este resultado permite ma-
ximizar la funcién de utilidad correspondiente a cada individuo. El lema
2 caracteriza la estructura éptima del comercio para la economia, en la
cuatl, los problemas de decision de todos los individuos son simétricos. Con-
sideraudo los resultados anteriores, el Lema 3 implica que el mimero de
bienes comercializados por cada individuo es el mismo bajo un estado de
equilibrio.

Al tiempo t = (), todos los individuos se encuentran en situacién se-
mejante en cuanto a sus expectativas para producir cada bien, esto es, en
t = () ningtin individuo tiene experiencia en actividades de produccion, asi,
se establece una competencia por los derechos para producir un bien en
el futuro, y a su vez propicia una diferenciacién entre expertos y novatos.
Como la totalidad del comercio estd completamente determinada dentro de
un mercado futuro que opera en t = 0, os posible que a través del tiempo
determinados productores obtengan fuerza monopélica como consecuencia
del conocimiento acumulado o experiencia, es decir, ser los tinicos posee-
dores de algin factor productivo, pero en el momento cn el que los contratos
son firmados, dicho poder para establecer un monopolio no cexiste.

Especificamente, en una economia de este tipo existe un constante in-
tercambio de productos bajo un sistema de precios dado, en el cual cada
individuo busca maximizar sus ntilidades sujeto a una restriceién presupnes-
taria que mantiene la oferta igual a la demanda como condicidn necesaria
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, para establecer el equilibrio.

Dentro del modelo descrito en la seccion anterior, existe un nidmero
definido de productores para cada bien comercializado de agui que la es-
tructura del mercado sea internamente determinada. Dado que las condi-
ciones de competencia se establecen en gran medida por la estructura del
mercado, asumimos que en dicha estructura existe tanto homogeneidad en
los productos como independencia en las decisiones tomadas por cada indi-
viduo.

Por otra parte. dado que podemos diferenciar entre las cantidades de
bienes a comercializar xiy, 4. ¥ 2% para cada una de los m individuos,
existen 27" posibles combinaciones para las cuales dichas variables toman
el valor cero o un valor positivo, Un posible método de solucién queda de-
terminado mediante la aplicacion del Teorema de Kuhn-Tucker en el enal
¢l objetivo es maximizar una funcién auxiliar o de Lagrange snjeta a deter-
minadas restricciones. Debido a que la aplicacion de este teorema implica
la utilizacién o desarrollo de programas computacionales, no nos ocupare-
mos de este aspecto ya que no representa el objetivo del presente trabajo.
Sin embargo, mediante el siguiente lema podemos caracterizar el compor-
tamiento de estas variables, es decir, describir el patron 6ptimo de consumo,
produccion e intercambio para cualguier individuo:

LEMA 1. Un individuo no compra ni produce el mismo bien. El mismo
se provee de un bien. v lo vende, pero ne vende mas de un bien.

Deinostracién. Supongamos que tanto la cantidad comprada del bien
i como la cantidad vendida del mismo son positivas en cualquier tiempo
t. Entonces podemos reemplazar las cantidades positivas &% ¥ £y en
la restriccién de presupuesto ¥ piah=Y; pirri, con i = L. ..m, la
cual especifica que la cantidad obtenida por la venta de los bienes debe
ser igual a la cantidad invertida en la compra de otros dado nn vector
de precios P = (pigv... o) > 0 ¥ un nivel produccién determinado

(Lz)" = ((L||)“,-~v. (L,,,,)") > 0 para cada bien i.

En base a lo anterior, y considerando los vectores Xy = (.r“......r.,u).
o= (0 xdy) v XE = (2% ) planteamos o siguiente  pro
blema de optimizacion:




maz U= H (zi+ Kezd)

i=1

sujeto a:

zi+zh = (Lic)a (6)

m m
S o puah = puzh !
§=1 =1
Xh‘\-ljaX(d 2 (_]

Para probar que la funcién de utilidad U; alcanza su méximo sobre la regién
definida por (6) y (7) veamos que los conjuutos

A= {(zir, xh) | 2o + =l = (Lir)"}

B = {(ehat) | T, iz = 3, pusty = 0}

son compactos, es decir son cerrados y acotados en R™ x R™ = R®™,

A partir de la igualdad z; + z, — (Li))® = O podetnos afirmar que
A es cerrado por ser la imagen inversa del conjunto cerrado {0} bajo una
funcién continua. También A es acotado ya que para cualquier bien i y ¢
fijo, el nivel de produccién (L;;)" =z + z}, es acotado.

Anélogamente, B es cerrado por ser la imagen inversa del conjunto
cerrado {0} bajo la funcién continua ¥, piszd,—3; iz}, Para mostrar que
B es acotado, probaremos la existencia de M > 0 tal que [|(z%,z5) || < M.

Como la cantidad de los bienes z}; es acotada en el (‘oujuuto A,z ', < a?
. : ’ r8)12 m "

Vi  i=1,--,m, de aqui que IX:2=xm, (22,)° < S, a? = N.

Por otra parte, donotamm £ = s‘up{x“} para (‘ualqmcr t, de esta manera

obtenemos que 37; pitl = 2 Piray < 30, pirxly. Considerando ¢l i-ésimo
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término de la primera suma y dado que cada precio es mayor que cero
obtenemos

it < zi ¥, pis
Pit

o bien
1X7 € vAM'K,

Pir

donde K = max {Z‘ﬂ} y M =maz {zZ

es decir, la norma del vector (x%,z,) es acotada.

Por consiguiente, representamos a los vectores 6ptimos del planteamicuto
anterior como sigue

Xi= (31,3210« 1 Bra)
Xi= (@030 80) (8)

vd _ fad ad ~d
X{ = (290850 - Eput)

Ahora supongamos que existe un bien i, tal que &, > 0y £f, > O,
entonces elegimos un mimero positivo ¢ tal que 0 < £ < min(},,.8%,). A
continuacién probaremos que el punto

(X0, X3, X9 (9)

donde X, = Xy +ze,, X7 = X} —eeipn X{! = X —¢eyy y e, ol
vector estandar en R™, representa una mejor solucién en comparacién con
la anterior, lo cual nos lleva a una contradiccién.

Inicialmente es necesario comprobar que la solucion (X, X7, X§) perte-
nece al conjunto definido por las restricciones (6) v (7)

11



- He - m
mX{ = Zp,-,;x::-‘, = pigi(xl, —€) + Z pitzh = PX{ - piqe
i=1 i
N m . ' m
peXi =) purh = pio(zl, ~ &)+ Y pudi = peX! - pigce.
i=1 iz

i#io

Andlogamente, evaluando la funcién Uy en el punto (X: t )f ,‘.)f &) obtenemos

U(Xe, X8) = (@l + Kl ) [] @ + Kia)

i=l

i#ig
m
= (i, + e+ Ki(af, — &) [ (% + Kizth)
- . m -
= ((2i + Kexd )+ e(1 = &) [] (@ + Kezd)
=
i#io

Como K; = k/n; < 1 para 0 < k < 1, entonces (1 — K;) > 0, de aqui

m m )
(i, + Kozt ) +e(1—K)] T] @+ Kizd) > T+ Kexd) = U Xy, X7)
i=1

i=1
itio

Por tanto, la cantidad comprada y vendida de un mismo bien no pueden
ser simultdncamente positivas en el punto éptimo, es decir:

=0 s z5>0, (10)

o bien
=0 s Z>0,¥i i=1,..,m. (11)
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Considerando que xf, > 0 nnpllca 1Y, =0Viydadala walncum de utilidad
positiva U = H,_l(a,, + K28 >0 (U =0 2= a4, = 0) entonces
i > 0. de aqui

>0  axh=0 si a2y >0 (12)

Ahora, sin pérdida de generalidad supongamos xf,,23, > 0y z}, = 0 Vi
(i # 1,2), es decir podemos vender dos bienes distintos al mismo tiempo.
Debemos mostrar que este supuesto no cumple cou la condicién de segundo
orden pam un méximo en Uy ( es decir, max U(x3,,23,) ). De acuerdo

con (11) v (12), 2§, = a¢, = 0 si z“,a 5 > 0 Usaudo csta informacién y
sustituyendo la cantidad del bien 7 a;¢ por la expresién (L ) — a3 en (3),
para i = 1,2 obtenemos

m

U= [J(ze + Kexy)

[T(EZa)® - =3 + Kz

Bl

i=1
2 m
= [JE* - =) TT0(L0)" + Kiafh)
i=1 i=3
Derivando
aUl = a_ .8 m .ya - d
923, ((L2)" = 23,) :,-E]::,((L“) + Kxt,)
de aquf,
U, .
(9—.1:3 = S1 12, (Lg[) N Vit
andlogamente
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Ot og s re= (L))" Yt

O3,

considerando que el producto [Ti%, ((Li)* + Kxd) = [Tty (vir + Koay)
no se anula debido a la restricién de utilidad positiva.

De esta forma el punto critico 2* = ((L1,)%, (L2¢)") cumple con las condi-
ciones de primer orden

aly(z*) 0 oU,(z*)

s - 3
9z, ory,

Por otra parte, las condiciones de segundo orden necesarias para un
madximo local son las siguientes

U (z*)
=g)* T

DET(H(Uy)) 2 0,

donde H{U';) es la matriz Hessiana de Uy, Derivando nuevamente obtenemos

3U(z*) _ PUL) _
a7 a3

Q2UT") _ TTiirova g g ot
o7,0m%, —.g(([m) +Red)>0 vt
Ux") a e d
___8151‘91?,:11((“) +Ix.zi,)>0 Vi

i=3

Por tanto

ATy PPt
ozy,) EHEE
) )
CEIE -U(_"'——;l)r

DET(H(U,)) =

14



De aqui, las condiciones de segundo orden no se cumplen, es decir, la canti-
dad a comprar del bien nno, 4,, y del bien dos, r3,, no pucden ser positivas
simultineamente en el punto éptimo.

Similarmente podemos probar lo anterior para cualesquiera dos vari-
ablesaf y af, parai,r =1,...,mconi #r. 13)

De esta manera, las expresiones (10), (11) y {12) constituyen el lema 1.

El anterior lema implica que para un individuo quien vende el bien i y
comercia con n; bienes al tiempo ¢ (n, < m),

Tiwipli >0, 2% =0, (14)
=y =ly=0 x‘f, > O,para los iy — 1 bienes comercializados,
2je, ;e >0, 25 = :,-’, =0, para los m — n, bienes no comercializados,

donde » € R, representa el conjunto de todos los bienes comprados,y j € J
el conjunto de los bienes no comercializados. El conjunte R consiste de
ny; ~ 1 elementos, mientras que el conjunto J consiste de m — ny bienes o
clementos.

En el caso particular n, = 1 6 n; — 1 = 0, el niimero de bienes com-
prados es cero, es decir, cada individuo se provee de los bienes que él quiere
originando que cada individuo sca autosuficiente.

Intuitivamente en el Lema 1, las variables .7:,,, %, y @, son canti-
dades del mismo bien, pero la cantidad comprada z¢, lmphca un costo de
transaccién. De aqui que #f, > 0 implica 2 > 0y 2% = 0 ya que si
una persona vende un bien, entonces ésta tiene que producirlo; ademds no



es factible comprar el bien por que la adquisicién involucra un costo de
transaccién.

St en el punto 6ptimo la cantidad comprada es positiva, =2 > 0, en-
tonces z,4 = z}, = 0 porque el consumidor-productor puede concentrar su
trabajo en producir el bien que él vende y asi obtener mayores ingresos que
le permitan adquirir mayores cantidades del bien z%,. Por otra parte, como
consecuencia de éste lema no es factible vender dos bienes.

E) conjunto de condiciones en la expresién (14) significa que ésta per-
sona produce y vende un bicn i, compra otros n, — 1 bienes, y se provee (o
posee una dotacidn inicial) de los m — ny bienes no comercializados.

Considerando lo anterior, obtenemos las siguientes igualdades:

m
Uit = [ (mie + Kizd) (15)
i=1
= (zi+ Kial) [ (et Kizh) ] (@it + Kea)
T€R jeJ
=Tt H (thri:) H Zje
réR i€l
za+zh=(La)® = (Lj)*,paraj€J (16)
ademéds
Iil+zlrt+zljl=l (n
reR jeJ
PaTh =D PreTh (18)
r€R

donde py; es el precio del bien y al ticmpo ¢ (y =i,r,con r € R)

Sean u;; y Uj, la utilidad de una persona quien vende el bien i y su
funcién objetivo respectivamente. Entonces el problema de decisién para
dicho individuo es
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mazx U= / uie”dt (19)
o

sujeto a:

Uit = Tit H (Jez?) H zjy (Funcién de utilidad al tiempo t),
réR JEJ

Tie+ 28 = (Lae)® 250 = (Li)*, 5 €J  (Funcién de produccién),

L+ ZI =1 (Restriccién sobre la cantidad disponible de trabajo),
Jjed

Ky = ni (Coeficiente de transaccién),
¢

Puzl = Z prezly (Restriccién presupuestaria),
reR

ny li=0=1, Ly |t=0=0, y=1i,j,j€J (Condicién de frontera),

Ly = —%, 0, <1 (Ecuacién de estado).

Implicitamente asumimos que cada individuo no presta dinero o ahorra, a
pesar de que las decisiones para comerciar se realizan en el tiempo t =0,

17



Con respecto al plantamiento anterior, éste reperesenta un problema
de optimizacién dindmica, especificamente un problema de Teoria del Con-
trol, en el cual el objetivo es elegir trayectorias éptimas (sobre un intervalo
de tiempo) para determinadas variables llamadas variables de control.
Esta cleccién implica el plantamiento y resolucién de un sistema de ecua-
ciones diferenciales o ecuaciones de movimiento asi como la definicién
de un conjunto de trayectorias para las variables que describen el sistema,
llamadas variables de estado.

Las trayectorias de las variables de control son elegidas para maximizar
una funcién objetivo, la cual depende tanto de las variables de control como
de las variables de estado.

Con la finalidad de desarrollar formalmente un método general de
solucién para su posterior aplicacién, consideremos el siguiente sisterna de
ccuaciones diferenciales de primer orden

:i:,'(t) = f;[z(t),u(t),t], i=1,...,n (20)

donde z(t) = [z (t), z2(t), ..., zn(t)] ¥ u(t) = [ug(t),ua(?),...,ur(t)] tienen
dominio real. A su vez, las condiciones de frontera para (20) estin dadas
de la siguiente forma

zi(to) = 2§, i=12..,n (21)

Por otra parte, mediante el siguiente teorema podemos afirmar que
existe (localmente), y es iinica la solucién del sistema anterior, es decir asu-
miendo lo anterior podemos especificar completamente la trayectoria dptima
para cl problema de control.

TEOREMA (Cauchy-Peano). Sea i(t) = f[z(t), u(t),?] un sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden, con f una funcién real sobre
X x R™ x I [X es un subconjunto de R® e I = (I, Iz) C R]. Supongainos
que las siguientes condiciones se satisfacen:

(I-a) La funcién f es continua sobre X x R".
(I-b) La derivada parcial 8f;/dx; existe y es continua sobre X x R™ x I
para todaiy j=1,...,n

18



(I-c) La funcién u{t) es continua por partes, esto es, continua sobre
el intervalo I excepto en una cantidad finita de puntos en I.
(I-d) («°,t°) e X x I.

Entonces existe una funcién ¢(t) definida desde un intervalo (¢!,t?) que
contiene a ¢° tal que

i)
La funcidén ¢(t) es continua sobre (!,12) y ¢(2°) € X.
i)
#(to) = v,
iii)
&(t) = fl#(t), u(t),1] (csto es, ¢(t) es una solucién del sistema).
iv)

Si 1(t) satisface los incisos (i), (if) y (iif) anteriores sobre un intervalo
(s!,5%), entonces ¥(t) = é(t) sobre (£',22)N(s!,s) (esto es, la solucién que
satisface las condiciones iniciales es iinica).

Observacién. No se asume tanto la existencia como la continuidad de las
derivadas parciales df;/0uy.

Observacion. En el sistema lineal £(t) = A(t)z(¢) + u(t) (donde A(Z) =
[ai;] pueden ser constantes) los supuestos (I-a) y (I-b) son satisfechos clara-
mente. Siu(t) es continua y (x°,¢°) es un punto en X xI podemos demostrar
que la inica solucién que satisface las condiciones iniciales es tal que (¢!, ?)
(del anterior teorema) puede ser sustituido por todo el dominio de ¢, es
decir, I..En otras palabras, para el caso lincal, el teorema de existencia
garantiza un resultado global.

En la Teoria del Control, no especificamnos las variables u(t) apriori,
éstas son elegidas de un conjunto de funciones U tales que maximicen ura
determinada funcidn objetivo. En este sentido, el vector de funciones u(t) es
llamado un control, y consecuentemente las variables ux(t), k = 1,2,...,r,
son llamadas variables de control.

El rango de las variables u(t) en U es denotado por U. La regién U
es llamada regién de control y U es llamado conjunto de variables
admisibles de control. En este caso asumimos que la regién de control
U es independiente de las variables de estado z(t) y del tiempo ¢, de igual
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manera suponemos que U es restringido al conjunto donde u(t) es continua
por parites.

Por otra parte, asumimos que las funciones f]s son continuas en cada
Zi g, ¥ 1, y posce derivadas parciales continuas con respecto a cada x;
y t. El rango de z(t) es denotado por X, el cual suponemos que es un
subconjunto abierto y conexo de R*. El punto frontera (z°t,) debe ser tal
que z° € X y t, € (t1,12). Andlogamente se requiere que las variables x(t)
sean continuas y tengan derivadas continuas. :

En seguida definimos la funcién objetivo como:

S= i c;zi{T), (22)

i=1

donde T € (t;,12) es una constante fija. De aqui, consideramos el problema
de elegir las variables u(t) € U como sigue

Maximizar: S

Sujeto a:

&it) = fils(t),u(t) ],

z;(0) = 29, parai=12,...,n

Una vez que las funciones de control denotadas por i() son encontradas, es
posible determinar las funciones correspondientes #(¢) como una solucién
del sistema de ecuaciones diferenciales (20). Las variables z;(¢),i = 1,...,n,
las cuales suponemos continuas sobre el tiempo ¢ son llamadas las variables
de estado. Esimportante notar que la derivada de cada variable de estado
se encuentra en las restricciones pero ninguna de las derivadas de las va-
riables de control estdn involucradas tanto en la funcidn ebjetivo como en
las restricciones, Esto algunas veces es utilizado para distinguir las variables
de estado de las variables de contral.

De acuerdo al problema anterior establecemos el siguiente tecorema.
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TEOREMA. Bajo las especificaciones del problema anterior, si () re-

presenta una solucién del problema anterior con la correspondiente variable

de estado Z(¢), es necesario que exista un vector de flmmonos continuas
p(t) = [pi(t),p2(t), ..y pa ()] tal (ue

(i) p(t) junto con @(t) y Z(t) resuclven cl siguiente Sistema Hamil-
toniano: :

. _OH . OH .

Ii—a—p,' Di oz, i=12,...,n (23)
donde H esta definida por

Hlz(t),u(t),t,p()] = Y _ pi(t) filw(2), u(t), 1] (24)

i=1
(el cual es lamado Hamiltoniano), y / = H[£(t), 4(t), 1]

(i6) H[3(t),a(t),t,p(t)] = HIE?),u(t),t, p(t)] para todn u(t) € U,
esto es, la funcién hamiltoniana H se maximiza con respecto a las variables

u(t).
(iid) pi(T) = ¢; para i =1,2,...,n.

Observacién. En la expresién p; = —61:1/0.1:,-, con H = [E(2), @(8), ¢, p(2)]
significa que la derivada parcial 9H/Oz; estd evaluada en [£(2), i(t), t,p(t)).
Esto es, 0H /0z; no es la derivada parcial de H cou respecto a ;.

Observacién. Es importante notar que en la anterior formulacién del pro-
blema, la constante T es conocida inicialinente mientras que los valores
z(T') son desconocidos. Podemos determinar las variables Z{t) mediante
la ecuacidn diferencial #(t) = f[x(?),u(t),?], una vez que las variables de
control han sido especificadas, y de esta manera obteneinos #(T) a partir
de Z(t). Por otra parte, existe una similitud entre el problema anterior y la
teoria referente a Programacién no lincal, las variables p; corresponden a
los multiplicadores de Lagrange, y H corresponde a la funcién Lagrangiana.
La maximizacién e dicha funcién es equivalente a la del Hamiltoniano, Las
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variables auxiliares p;(t) son también llamadas multiplicadores o varia-
bles de costo.

Observacidn. Cada una de las igualdades #; = 61:1/017,-, i=12,...,n,es
reducida a las restricciones de la ecuacién {20), esto es, £; = fil#(t), i(t), 1},
i = 1,2,,..,n,. Las ecuaciones p; = —8H/Oz;, para i = 1,2,...,n,
explicitamente se expresan como; ’

g .
p,:—-ijai': i=1,...,0.

i=1

donde fj denota f;[£(t), a(¢),t]. En otras palabras, cl auterior teorema
origina 2n ccuaciones diferenciales de primer orden con 2n condiciones de
frontera zi(t°) = 2° y pi(T) = ¢;,{ = 1,...,n; por tanto la solucién del
problema anterior se reduce a resolver un sistema de ccuaciones diferen-
ciales. Claramente este sistema no puede ser resuelto a menos que las
variables u(t) sean especificadas.” La eleccién de las variables de control
u(t) depende de la condicién (ii) (csto es, la maximizacién de H).

Observacién. Note que la funcién objetivo descrita en (22) es mas general
de lo que esta aparenta ya que incluye la siguiente funcién objetivo:

I= /O.T Solz(t), ul?), t}dt

Para apreciar esto, definimos z,(t) por #.(t) = fo[z{#),u(1).t] con
26(0) = 0. Entonces I = x,{T), ¢l cual es claramente un caso especial
de (22). De aquf que el problema de maximizar I sujeto a (20) y (21) puede
ser convertido a un problema simple de z,(T') sujeto a las condiciones (20)
y (21}, adicionande las igualdades iy = fol2(t), u(t), t] y 2o(0) = 0.

Observacién. En Ja formutacién anterior definimos la funcién objetivo co-

moS = zi;] citi(T). En la observacién anterior consideramos una integral
de la forma

22



T
/0 Folx(2), u(t), t)dt

la cual puede ser convertida a la forma de la funcién S. El inverso también
es cierto. En otras palabras, la funcién objetivo S puede ser convertida a
una integral de la forma anterior. Para ver esto, basta notar que

n T n n
S = Z cl-:z:i(T) = / Zci i"'(t)dt + Z C.‘.‘L‘I'(O)
i=1 0 iz i=1

De aqui, si las z;(0)'s son fijas, la maximizacién de S ¢s equivalente a la
maximizacién de la integral

T n
J=/o gc;ii(t) dt

De esta manera la maximizacién de S sujeta a
zi(0) = zf, & = fi[z(t),u(t), 1], i=1,2,...,n,

es reformulada de la siguiente manera:

T
Maxj(m')izar:-/o Fole(t),u(t). 8] dt

Sujeto a:
& = filz(t), u(t),¢]

zi(0) =z}, i=1,2,....n

folztty,ut), ] = 3" i fila(t), u(t).1]

i=|
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Observacién. Si @(t) se encuentra en el interior de la regién de control U
y si cada funcién f; es continuamente diferenciable en U (H continuamente
diferenciable en U), entonces la condicién (iz) implica

oH
a—uk=0, k=1,2,...|7‘

y @(t) permanece en el interior de U(t) si U() es un conjunto abierto.
Inversamente, si H es una funcién concava en las variables de control u(?),
entonces las ecuaciones 8H/Ou;. = 0 para toda k implican la condicién
(ii). Es importante notar, sin embargo, que la condicién (ii) no restringe al
conjunto U para ser abierto, en efecto, U puede ser cerrado. Por ejemplo,
si ug(t) es restringido por 0 < ux(z) < 1 para toda k, entonces U es un
intervalo cerrado el cual es un conjunto cerrado. Como ug(t) puede ser una
funcién con una cantidad finita de discontinuidades, @iz (¢) puede ser tal que
para cada k

#(t)=0 parat, <t<t
(t) =1 paraf <t <ty

Tal solucién, es llamada solucién bang—bang y es obtenida frecuentemente
en aplicaciones précticas.

Observacién. Si definimos M por
Mg(t),t,p(t)] = sup H[#(t),u(t),p(t)]
u(t)ey
entonces la condicién (ii) puede ser escrita como

HIE(t), a(t), 8, p(t)] = M[&(1), t,p(t)]

Demostracién. Dado que la demostracién para el caso general es muy
complicada probaremios solo un caso especial. En particular, consideramos
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el caso en el cual las funciones f;, i = 1,2,...,n, toman la siguiente forma
especial:

filz(@®)u(®), =" ais(t)z;(t) + $lu(®), thi=1,2,...,n  (25)
. i=1

En otras palabras, las funciones f; son lineales en las variables de estado, y
las variables de control son separables de las variables de estado. Por tanto,
se simplifica significativamente la resolucion del siguiente problema:

Maximizar: §=3 czT),
b i=1

donde T es fijo
Sujeto a:
;= filz(t), u(t) 1], i=12,...,n (26)
z;(0) = z{(fija),i = 1,2,...,n, (27)
y

u(tyeU (28)
donde z(t) = [z1(2), z2(t), . . ., za(t)) ¥ u(t) = [w1(),.. ., us(t)].

Primero definimos las variables auziliares p;(t),7i =1,2,...,n por

) == p0, pM) =i, i=1,2,...m 29)
=1 1

Jj=

Aqui 8f;/0zx; denota 8f/8z; evaluada en [E(t), &(t), {]. Definimos la funcién
H por

Hlz(t),ut), t.p(t)] = Y pilt) filz(2), u(t), 1] (30)
i=1
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donde p(t) = [p1(t), . . ., Pn(t)]; €s claro por la definicién de p;(t) que

Bilt)= =3, donde 11 = HI&(0), (t),p(0)] (31)

Si suponemos que el vector éptimo de control @it) ha sido encontrado,
denotamos por £(t) el correspondiente vector de estado éptimo. De acuerdo
a lo anterior nos interesa caracterizar al vector éptimo [&(2), #(t)]. Con-
sideremos la variacién Au(t) en el vector de control éptimo 4(t) tal que
a(t) + Au(t) € U, y sea Az(t) el resultado total cn el correspondiente
vector de estado i(t). Entonces por (26), tenemos

Y mddi=) pi[fild+ Az i+ Aut) ~ fiG @] (32)

i=1 i=t

De aqui obtenemos

f S pi Ay dt = / 3 b [+ Az at B t) — f(58,1)] di (33)

i=1 i=l

Integrando por partes llegamos a la siguiente ecuacién

/Zp.Az.dt Zp.Ar,

=t

- /Ti,;,.m,. dt (34)
0 i=l1

Entonces, reescribiendo el segundo término de la ecuacidn anterior y uti-
lizando las expresiones (29), (32) y (33), obtenemos

}:p.Ax. =—/ EZ .(t) A:r, dt (35)

i=1 j=1
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T n
+_/o ZPi[fi(i+Aa:,ft+Au,l.) ~ fi(z, @, 1)) dt

i=1

Como el vector de estado inicial x(0) se supone que es fijo, entonces
Az(0) = 0. Por otra parte, en la expresién (29) hemos elegido las va
riables p;(t) de tal menera que p;(T) = ¢;. De aqui tenemos

= zn:c,-A:c,'(T) =AS (36)

i=l

T
1]

Y pAg;
i=1

donde AS representa la variacién total de la funcién objetivo S.

Considerando el tltimo término de la expresion (35), expendemos cada
funcién f; en Seric de Taylor alrededor del punto (£, & + Aw,t). De esta
mancra obtenemos

fi(® + Az, + Au,t) - fi(d,4,t) = fl(&, 4+ Aut) = fi(d,4,t) (37)

n (A n n 2 £ (o s
. +Z 8fi(#, i+ Au,t) Azj + 1 & fi(@ + LAz, 0+ Au’t)Am,vAzk
= oz; 2 et Oz;0x;

donde 0 < € < 1. Aquf asumimos que tanto la primera como la segunda
derivadas parciales de f existen. De las expresiones (35), (36), y (37) te-
nemos

T n
AS= / Yopilfild, b+ Aut) ~ fi(,4,1)) dt (38)
0 =1
+ [ o { e+ u0) = i n) | oy
o S5 oz; Oz;
1 TES . fi(E +EAz, i+ Auyt)
+ 5/; ;;gp. Be oo AzjAzy di
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Cousiderando que las funciones f; tienen especificamente la forma de la
expresidn (25), los ultimos dos términos de (38) se anulan, de aqui, la
variacién AS se convierte en

AS = / "G 04 Awt) — H(3, a8 0)dt (39)
1]

Una condicién suficiente para un miximo de la funcién S en (%, @, 1)
es claramente AS < 0, y una condicién suficiente para AS < 0 es obtenida
de (39) como

H(s, 4+ Au,t) - H(Z,2,t) < 0 (40)

paratodo 0 <t <T.

Para obtener una condicién necesaria para un méximo de S, definimos
una condicién especial sobre el vector de control de la siguiente manera

Au=(0,...,0,Au;,0,...,0) (41)

y Au; =0 excepto en el intervalo (2,13), donde t; < tp. Si 4(t) es solucién
del problema, entonces para cualquier variacién Au tal que @t + Au € U
tenemos AS < 0.

Ahora, supongamos la siguiente desigualdad

H(,i+ Au,t) — H(#,4,t) >0 ©(42)

para algin intervalo (r1,72) C [0,T]. En particular consideremos las varia-
ciones h*(2) definidas como

0 si0<t<n ~1/k
(0,0,..., Auy(t),...,0,0) sin-1/k<tgn
Re(t) = { Au(t) sin<t<n
(0,0,...,Auy(t),...,0,0) simg<t< 12+ 1/k
0 sita+1/k<tgT
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donde Auy(t) = Au(m)k{t — 7} + 1/ es la recta que une los puntos (1, —
1/k,0), (11, Au(m)), y Aua(t) = Au(ry)k[rs ~ #] + Au(72) es la recta que
va de (72, Aua(7e)) a (72 + 1/£,0) de acuerdo a la siguiente grifica.

Au(t)
A
dut)
fu(z.)--
u(z}-
0 2 z T >t

De aqui, las siguientes desigualdades nos llevan a una contradiccién
i+l
0>AkS = f [H{&, &+ h*,8) - H(E,4,8)]dt
LS

= / [H(&, 4+ h*, 1) - H(z,4,t)]dt
ri-1

i)
+ /[H(a‘:, @+ b5, ) — H(Z,4,t)]dt
Tt
T:+f

+ /[H(i.ﬂ+h",t)—H(i,ﬁ,t)]dt

por otra parte, tomando el limite, obtenemos
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T2
limAkS = / [H(E, &+ h* t) - H(&,a,1)}dt > 0
k—oc r

Por tanto, a partir de la negacién de la ecuacién (40) obtenemos la
siguiente condicién necesaria

H(&, &+ Ou,t)— H(#,8,t) <0 (43)

En otras palabras, ¢l méximo de la funcién S en (&,1,t) implica que H
alcanza su maximo en (&, ,t) con respecto al vector de control u. De esta
manera, la condicién (if) del teoreina es probada. Las condiciones (i) y (i1)
son claras de acuerdo a la eleccion de las varjables p; en la ecuacién (29).

Regresando al planteamiento Liecho en (19) y considerando sus restric-
ciones, reemplazamos las cantidades x4 y ;¢ en la funcién objetivo U; con
sus equivalentes en la funcién de produccién, y la cantidad comprada del
bien r, 2% (r € R), con su equivalente en la restriccién presupuestaria

oo
maz U; =/ uie”dt (44)
0

= /‘”[(Ln)“ _ g;.’,‘] H (-}-x,‘{‘) H (L.-()ae"r‘dt
o rerR jeJ
sujeto a:

L4 Li=1, 0<l<1
JjeJ

_ dLy e
W= y=17
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1y Ji=0= 1, Ly ht=o=0,y=1i,j

donde

29 = E :

Ly = [p”zlt ]’r"l‘rr’l]
ren
e

De aqui, a partir de las restricciones, podemos identificar al nivel de expe-
riencia Ly, (¢ = i,4, donde j € J). y a las cantidades %, y 2, (r € R)
como variables de estado, y al trabajo invertido en la produccién del bien
¥, Iyt, como variables de control.

Por otra parte, el valor ptimo del niimero de bienes comercializados,
¢, asi como cl nivel de experiencia L y las cantidades vendidas y com-
pradas z§,, =%, dependen de los precios de los bienes (p;; , pr¢) a través
del tiempo, es decir, sustituyendo los valores Gptimos para zf, y 2% en la
funcién de utilidad U; podemos expresar la utilidad total en términos de
los precios relativos a los bienes, constituyendo asi una funcién de utilidad
indirecta.

Por tanto, antes de caleular las cantidades 6ptimas x4, 2% y L, cs neco-
sario determinar los precios de equilibrio. El equilibrio en el mercado estd
caracterizado por un conjunto de condiciones éste, y otro conjuuto de condi-
ciones que establecen una igualdad con respecto a las utilidades obtenidas
por cada individuo. Las condicioncs sobre el mercado estin basadas en las
ofertas y demandas (dindmicas) derivadas de los problemas de decisién cor-
respondientes a cada individuo, y las condiciones acerca de la ignaldad de
utilidades estan basadas en las funciones de utilidad indirecta.

Si definimos a M, como el mimero de personas quienes venden el bien
‘i, entonces podemos describir la estructura del mercado en terminos de
cada grupo de personas M; considerando que el tamario de la poblaciou
m= 3, M estd dado.

Suponiendo que todos los bienes son vendidos en cada tiempo ¢, es decir,
si no existe almacenamiento de bienes, lus condiciones sobre el mercado al
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tiempo t son las siguientes

m
Mt =Y Malh, r=1..,m (45)
=1

i#r

donde M,z?, representa la oferta agregada del bien r, y z%,, es la demanda
de una persona que vende el bien ¢ y compra el bien r al tiempo t.

Por consiguiente, la expresién ZiM;z;’r, es la demanda agregada del
bien r. Posteriormente, probaremos que la cantidad xfr, es idéntica para
toda i, i = 1,2,...,m, excepto para el bien r. Por tanto, la demanda a:;-‘,,,
es la misma, que la cantidad comprada del bien r, z,.

El comportamiento para maximizar la utilidad por parte de cada indi-
viduo aseguraré que la funcién de utilidad indirecta sea aproximadamente
igual entre cada persona a través del tiempo, esto es

U1=U2=,,,=.Um (46)

Esta ecuacién consiste de m — 1 ecuaciones, la cual conjuntamente con la
condicién (45) determinan los precios relativos pj;, ademéds, como veremos
posteriormente, tanto los m — 1 grupos (M;) de personas que venden los
diferentes bienes como la estructura del mercado permiten un equilibrio
dindmico en el sentido de conservar la igualdad entre la oferta y la demanda
a través del tiempo.

Antes de calcular especificamente los valores de los precios y el ndmero
de personas que integra cada grupo de personas, discutiremos algunos as-
pectos acerca de la estrucrura éptima de comercio en el mercado.

En un posible equilibrio, cada persona intercambia pocos bienes en
los primeros periodos, pero progresivamente, el nimero de bienes a comer-
cializar aumenta conforme transcurre el tiempo. Por otra parte, en tales
periodos existe una gran variedad de posibles estructuras de mercado. Una
de ellas, la cual identificamos por A, es tal que toda la gente comercia con
el mismo paquete de bienes, Como el nimero de bienes comercializados
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por cada persona se incrementa sobre el tiempo, el nimero de vendedores
(exclusivos) de cada bien previamente involucrados en el comercio decrece,
y algunas personas cambian su profesidn para producir los nuevos bienes
a comercializar.

Otra estructura de mercado, representada por P, es tal que existe
un solo vendedor por cada bien. Los individuos comercian con diferentes
paquetes de bienes, pero con el mismo nimero de bicnes por cada persona.
Como el niimero de bienes comercializados por cada persona aumenta a
lo largo del tiempo, cada persona compra mas bienes y vende mas de un
bien a un grupo mas grande de personas, pero ésta persona no cambiard su
profesidn.

Para ilustrar esta situacién, consideremos el ejemplo para m = 4 des

crito en la figura 1. La estructura de mercado A es mostrada en la figura
la y la estructura del mercado P en la figura 1b,

(a) -. (b

FIG.1. Diferentes estructuras del mercado. {a), mercado A: dos bienes
comercializados, (b), mercado P: cuatro bienes comercializados.
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Las lineas gyuesas indican el flujo del comercio, y las lineas delgadas repre-
sentan cl flujo de los bienes con los que él mismo se provee o produce. Las
flechas indican la direccién del flujo de los bienes. Los nimeros junto a las
lineas significan los bienes involucrados. Un circulo con el nlimero ¢ significa
una persona vendiendo el bien i. En el mercado A cada persona comercia
con los bienes 1 y 2 y cada una se provee de los bienes 3 y 4. El ndmero de
bienes comercializados por cada persona para la cconomia es también dos.
En el mercado P, la persona 1 vende el bien 1 a la persona 2, quien vende
el bien 2 a la persona 3, quien a su vez vende el bien 3 a la persona 4, asi
mismo, la persona 4 vende el bien 4 a la persona 1. Cada persona comercia.
con dos bienes, pero cuatro bienes son comercializados en la economia.

No es dificil ver que si todos los bienes son eventualmente comercializa-
dos en la economia, entonces cl mercado P cs superior en el sentido de
Pareto con respecto al mercado A, es decir, cualquier redistribucién o re-
direccionamiento en el flujo del comercio efectuado con la finalidad de be-
neficiar a una persona, necesariamente perjudica a otra. Ademds, podemos
mencionar especificamente dos razones:

(1) Por la simetria del modelo, la organizacién del comercio no tiene
efecto sobre el bienestar de 1as personas en los primeros periodos;
solo el nimero de biencs con los que comercia cada persona im-
porta, De esta manera, el bienestar individual en los primeros
periodos es el mismo en ambas estructuras de mercado.

(03] El bienestar individual es mayor en periodos posteriores en el mer-
cado P que en e} A debido a que una mayor experiencia en pro-
ducir los bienes 3 y 4 ha sido acnmulada en el mercado P desde el
principio. Adicionalmente, en el mercado A tal experiencia no es
acumulada en los primeros periodos.

También es posible demostrar que el mercado A no tiene una estructura en
equilibrio. La razén principal es la existencia de una ganancia inexplotada
en el mercado, en la cual algunas personas siempre tendrdn un incentivo
para desviarse de esta estructura de mercado.

Supongamos que en el mercado A las condiciones de oferta igual a demanda
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son satisfechas. En los primeros periodos algunos individuos venden el bien
1y otros venden el bien 2, y para periodos posteriores, todos los bienes son
comercializados.

Consideremos la siguiente desviacién en la estructura del mercado A:

Si en los primeros periodos algin individuo comienza a vender el bien 3
a un precio equivalente a los bienes 1 y 2 (esto es factible por las propiedades
simétricas del modelo), y en situaciones o periodos posteriores vende el bien
3 a un precio marginalmente mas bajo que en el mercado A (es factible como
consecuencia del aprendizaje o experiencia adquirida en la produccién del
bien 3 ). Con esta desviacién, tanto el vendedor como los compradores
del bien 3 obtendran una utilidad mayor que en el mercado A. Por consi-
guiente, cada individuo en el mercado A tendria un incentivo para producir
el bien 3 en vez de producir el bien 1 6 2 en los primeros periodos. Por
éste argumento, el mercado A no puede constituir un mercado con una
estructura dindmica en equilibrio.

En base a razonamientos similares podemos establecer que otras es-
tructuras de mercado son menos eficientes que el mercado P, ademds de la
inexistencia de dicho equilibrio dindmico para cualquier estructura aparte
de esta. Por consiguiente establecemos el siguiente lema.

LEMA 2. Para n; 2 2, la estructura de mercado en equilibrio es P, en
el cual existe un nico vendedor por cada bien; m bienes son comercializa-
dos en la economfa, aunque el mimero de bienes comprados por cualquier
persona, iy — 1, se incrementa desde cero hasta m — 1.

En la estructura de mercado descrita en el lema 2 los problemas de
decisién individual son simétricos. Combinados con la restriccién de oferta
igual a demanda agregada (45) y la restriccién presupuestaria para cada
individuo, obtenemos
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puzly = % fo,l’lt-”'xlt = %}"‘, sl (m-M) = 3 przh
r#1 r#l
puxs = 2 7,7"'“21’21173_11 = mM, m%,(m ~M) = L Pt
r#2 r#2 (47)
Drt®it = L —"chl_l’mt-'”'rin( = me.me"lM(m_ Mp) = E Prti'rt .
rgm r#m

suponiendo que el ndmero de personas que vende el bien #, M;, es mayor
que cero, para i =1,2,...,m.

Sumando las iltimas 2 columnas del lado derecho en (47), obtenemos

Zpﬂ 28 (m — M)—(m—l)Zp,,zr,, r=1,2,...,m

De aqui

mz (ML,. ~ 1)puzd = 0, para cada bienr, r=1,2,...,m
r

Dado que posteriormente probaremos que la cantidad comprada z¢, es la
misma y mayor que cero para cualquier bien r, el factor (ﬂ- —1) es igual
a cero para cualquier bien r, es decir

M; =1 para todo bien i, i=1,2,...,m. (48)

Considerando que existe un solo vendedor por cada bien 7, en las iltimas
dos columnas de la expresién (47) obtegetnos las siguientes igualdades

puzf(m -1} = Zl’rt-"’fr
r#l
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p,,,;z“,’,,,(m - l) = Z Prtl“ft,

r#m

suponiendo hasta el momento que las cantidades a comprar 6ptimas, =%,
son las mismas para cualquicr bien 7 € R tenemos

(m—l): 1—)—'1

ey Pt
(m-1)= Pr_l’
r#m Pmt
igualando
Bt $ Buo—g
"#1 P1e "#2 Pas
P P
'gl Pt rgn Pme
o bien

m
ZPrt% +pu= El’rl

ral r=1

- .
Ep”&n_t + Pt = Zprt
s Put —1

por tanto para el bien 2

Prt Prt
1 — ) =pme|l -1, e >0V
pul +r§¢‘p“] Pt +r#lp“] con pry "
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de aqui

Pat = Pme, awilogamente pjp = Py i=3,....m—-1

Por tanto, la razén de precios entre cualesquiera dos bienes debe permanecer
igual en cualquier periodo t.

Sustituyendo la expresién (49) en la restriccion de presupuesto para
cada individuo dada en {19), ¥ suponiendo hasta ¢l momento que la cantidad
comprada al tiempo ¢, 2%, es la misma para todo bien r cn el conjunto de
bienes R tenemos

x4 = (n = 1)z, para cualquier bien r € R. (50)

Por otra parte, sustituyendo la cantidad a comprar, a:;“’,' dada en (50),
en la funcién de utilidad para cada individuo, #;;, dada en (44), obtenemos

a s - n.—l )}, ]
uie = [(Lir)" — g3} (K) — H (L))"
jeJd
De acuerdo a lo anterior, las condiciones de prumer orden para maxi-

mizar la utilidad v;, con respecto a la cantidad vendida, %, implican

au,

81‘ =0, siy solosi ('T”)"'—‘l = [(th) —af(ne — 1)( ”)n.—z‘

es decir

2= (”l_l)( l)

(51)
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Utilizando nuevamente la restriccién de presupuesto, para cada persona

d (Lit)ﬂ . .
Zpy = = para todobienre R, i =1,...,m. (52)
t

De esta manera, las variables que representan la compra y venta correspon-
dientes a cada individuo, z}, y z¢,, respectivamente, estdn determinadas en
funcién del nimero de bienes a comercializar, n,, y el nivel de produccién,
{Z)?, el cual se encuentra directamente relaciouado con el nivel de expe-
riencia o aprendizaje, L;;.

Cuando la cantidad vendida del bien i, 1%, en (51), y la cantidad
comprada del bien r, 4, en (52), son sustituidas en la expresion (19),
las condiciones de oferta igual a demanda agregada en ¢l mercado, y la
restriccién de igualdad en las utilidades implican el siguiente lema.

LEMA 3, La cantidad comprada 2% es la misma para cualquier bien r,
r=1,2,..., m; andlogamente, el nivel de experiencia y trabajo invertido en
producir el bien i. L ¥ {;, junto con el niimero de bienes comercializados,
ny, son idénticos para cualquier persona.

Consideremos nuevamente el plantcamiento hecho cn (44).
Sustituyendo en la funcién de utilidad, u;,, las expresiones desarrolladas en
(51) y (52) para las cantidades z%, y x%,, obtenemos

Ui = U= (k)"'_l(nf)l-'z"‘(Lu)u"' H (le)u, i=1,2,...,m. (53)
jed

Entonces, reescribimos el planteamiento (44) como

maz U;=U, (54)

e <]
= / we~"dt
o
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= ‘/0"” (0™ ) 7 (L) ™ [T () *e"at

jeJ
sujeto a: = g
=
ae
lit+zlljt=lv na—;
< ==
’ = =
d[lut .. en -
= i y=41 E ~t
[—=yvY |
a0
0Shis1 =
=2 =
De acuerdo al procedimiento desarrollado anteriormente, es equivalente 3

maximizar la funcién hamiltoniana

H; = H(Lvtv lyh"uh Al)
=ue+ Al =i~ iju) +Z‘y_ulj: +yidiey Vi, i=1,...,m, (59)
i€J jeJ
en donde hemos adicionado al problema, m — ny + 1 variables de costo 7y,

¥ =i, j, y multiplicadores dindmicos X; para cada t € [0, 00).

Por consiguiente, para conocer el nivel éptimo de experiencia o preparacién
en producir el bien y(y = i, j), Ly, asi como el mimero de bienes comercia-

lizados al tiempo 2, ny, necesitamos resolver simultineamente los siguientes
planteamientos -

Maxi'miza.r: H(Lye, e, vyts At),  para todo tiempo ¢ € [0, oo0), (56)
e

sujeto a:
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oH dL,,.

= i’ .1 j € J:
07y¢ Yy hJ ‘
oH = d’)’y(
OLy, Tdt (57) .
bt Y le=1, Ly €f0,1]
’ i€t
Yy
Mmc’ilr‘n.imr: H(Lyh th Yyt ’\l)y (58)
dado

nliso=1 €N

Inicialmente consideraremos el problema de maximizar la funcién ha-
mxltomana. H con respecto al traba]o invertido en la produccién del bien y,
yh (y =17 )

Reescribiendo la funcién hamiltoniana y el sistema. de ecuaciones diferen-
ciales, dados en (55) y (57) respectivamente, obtenemos

H(Lyh vts Vytr Ag) = “l+’\l+lll(7|l—/\l)+z:lﬂ(7:l —-A), y=1i ], jeJ

jes
dL ..
Iyl = Tyiv y=1t3 J€ Jv (59)
angy . ay; .
_—_L,-, = =%it» ng = =7jts



Como la funcién hamiltoniana a maximizar, H, es lineal con respecto
a las variables que representan el trabajo en el bien y, {1,y (variables de con-
trol), podemos diferenciar tres casos para los cuales H alcanza su mdximo:

lp=1 si 7>,
Iy( € [0, 1] si Yyt = A[, (60)

Iul =0 si Mot < ’\17 para y = i;jy JjeJd,

Por otra parte, considerando los resultados del lemna 1, para un indi-
viduo quien vende el bien i y comercia con n, bienes al tiempo t (n, < m),
las cantidades x;; y z§ con las que él mismo se provee y vende respectiva-
mente, son positivas, igualmente ocurre con la cantidad de trabajo invertido,
l;1, siempre y cuando no se realicen compras del mismo bien i

Tzl iy > 0, z}‘, =0.

Anélogamente, para el conjunto de los m—n, bienes no comercializados,
J, porel lema 1

’
it lje >0 Szt =0
Zjtyd5¢ ) T T e 3

De aqui, el nivel de trabajo invertido !y, para y = i,j,7.€ J, siempre es
mayor que cero, Combinado con la restriccién

Lty L =1
jeJ
afirmamos que las cantidades que representan el trabajo invertido, &, y I
(para j € J), estdn entre cero y uno cuandoe 0 < ny < m, es decir, cuando

el conjunto de los m — n, bienes no comercializados, J, no es vacio.
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De acuerdo a lo anterior, y considerando los casos dados en (G0) para
los cuales se maximiza la utilidad, obtenemos

Vit =Y = /\ly Iy;t € [01 1]! y= ivjv J € JI (61)

es decir, en cada tiempo ¢, las m — n; + 1 variables de costo vy, son equi-
valentes a los multiplicadores dindmicos, ;.

Como consecuencia de la dependencia existente entre el problema de
control descrito en (56) y el problema de programacion entera en (58), antes
de deducir explicitamente el valor de las variables de estado, Ly, daremos la
siguiente aproximacién para determinar la trayectoria éptima de la variable
que representa el nimero de bienes a comercializar, ny, suponiendo hasta
el momento que la funcién hamiltoniana, H, es concava sobre un dominio
continuo de las variables n( y los demds pardmetros son dados

gnﬂ = 0, para cualquier tiempo ¢, con ¢t € [0, co),
t
OH _ Ju,
dn,  Ong
= [()™=Hn(®)nd =2 (La) ™ [T (£50)°
' jed
- 1 ng— an, a
+(n)' 7 [=20tn(ng) 1)+ =] (07 ()™ T (Z40)
' jed
+[(La) "™ a (L)) (R)" ™ () T (£30)°
JjeJ
= ll(B(
=0

donde

B = 1n(k)-2[1n(n,’)+1}+nL_+a In(Li), 0< k< la>1, 1y > 0. (62)
1

43



Aqui, n,* representa una aproximacion para el ndmero dptimo de bicnes
ny.

En base a lo anterior, analizaremos el comportamiento de la expresion,
By, en términos de la constante que caracteriza la eficiencia en las tran-
sacciones, k, y el exponente a rclacionado con ¢l nivel de experiencia o
aprendizaje.

Para el caso en el que la constante de transaccién, &, tienda a cero, y
cl exponente a converga a uno, es decir, para k y a tales que

In{k) +a in(Li) < 2[In(ne) + 1] - nlt,implica By<Ony<m,

la expresién By, particularmente In(k), decrece indefinidamente conforme
disminuye el valor de la constante de transaccion &, considerando que el
nivel de expericncia o aprendizaje, Ly, y las demnds expresiones, siempre
estin acotadas en cada tiempo ¢

t
Lil':/ lLirdr<t,yaque 01 <1V,
[

-,%» <1, ~2[in{n:) + 1} < -2, ns € N,
'

de aqui, 3H/8n, es negativa para todo 7,. En base a la condicién de frontera
dada cn (58)

ny fe=0=1, meN (63)

y como consecuencia del decrecimiento de la funcién hamiltoniana, H,
ny = 1 representa la cantidad dptima de bienes a comercializar en cualgnier
tiempo ¢

44



Andlogamente, si el coeficiente de transaccién, k, y el exponente a son
suficientemente grandes, es decir si

In(k) + a In(Li) > 2[In(n) + 1) - %, entonces By >0, ny < m,
t

por tanto, la razén de cambio da la utilidad H con respecto al mimero de
bienes a comercializar, n;, 3H/dn,, es positiva.

Nuevamente, combinando la condicién de frontera (63) y la desigualdad
8H [On, > 0, deducimos que n; = m representa el mimero de bienes éptimo
en este caso.

Si las constantes k y a no son demasiado grandes ni muy pequeiias, es
decir, si existe ¢ € [0, c0) tal que

By <0 paral<t<i, y B, >0, para f < ¢,

podemos probar que a lo largo de la trayectoria éptina, ¢l mimero de bienes
a comercializar, ny, se incrementard a traves del tiempo,

A partir de la tltima igualdad en la expresién (62), sobre la trayectoria
éptima tenemos

B =0, o bien 0 = In(k) ~ 2In(n,) — 2 + ;1— +aln(Li), (64)
t

derivando con respecto a t y considerando que la funcién logaritmo es
mondtona creciente, el signo de la derivada no cambia y la variable ny
se incrementa conforme transcurre el tiempo

d{l L 1
——(—l(il—)-)- =0 ap;i(2 + =) > 0 para m > ny,
dt ny iy

45



donde

’u

. dn,
= P a/’l—Ll

Utilizando nuevamente Ja expresién {64) deducimos el valor dptimo de
las variables de estado, Ly

By =0, implica 1= kn,2eln (L))"
esto es
L = k= nf el (64a)

ademas, combinando las expresiones (59) y {61)

anuy e auy
T = i = ’nt——L‘
o bien
Li
Lj= o (64b)

Cotnge es de esperarse, para cada individuo, la cantidad de trabajo invertide
en producir los bienes que no compra ni vende, {;;, tiende a cero conforme
se incrementa el niimero de bienes a comercializar, ng

dLy,

=g
= 2 ll—-“-l( 1 )
3-1+ -1 '

n, " n
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por consiguiente cada individuo deja de proveerse por s{ mismo de estos
bienes a través del tiempo y paulatinamente comienza a comprar otros
bienes.

En base alo anterior, si combinamos las restricciones del planteamiento
hecho en (54), podemos expresar la razén de cambio o crecimiento del
nimero de bienes, n¢, en términos del coeficiente de transaccion, &

=la+ Y U

ieJ
PETI Je e ﬁe(;%;[f*a—fﬁ) ; |
+3 'T'n?e'_*'):—%[‘% ! ﬁ—‘ B

de aqui, la razén de cambio del mimero de bienes a comercializar se incre-
menta junto con la constante que representa la eficiencia en las transacciones

dn, . 3 2/"kl/a 1/ang—2/a .
_dT = m(2n,+1)—am(m—n,) 8y <.

De esta manera concluimos que al analizar el comportamiento de la
variable que representa el ndmero de bienes a comercializar, ny, a partir de
.la eficiencia cn las transacciones, &, y la constante que describe el beneficio
por especializacién o aprendizaje, a, diferenciamos tres posibles situaciones

, 1 .
Pa = L api[2+ —] > 0 para m > n, (65a)

ne LI . .
si k y a no son demasiado grandes ni muy pequeiios, y p; = 'li.“’

it
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9H

e < 0 Vn; siky ason suficientemente pequetios, (650)
!
oH . . "
a >0 Vn; sikyason suficientemente grandes, (65¢)
t
dng . . S ,
- ¢ incrementa junto con k, sin, < m. (66)

Las expresiones (65a) y (65b) implican que n,* = 1 representa la cantidad
éptima de bienes a comercializar desde el tiempo ¢ = 0si k y a son suficien-
temente pequenas. Bajo estas condiciones, existe un beneficio relativamente
bajo por la especializacién o aprendizaje, originando una falta de planifi-
cacién o aprendizaje para producir otros bienes, ademas, como consecuencia
de la baja efectividad en las transacciones, el equilibrio serd caracterizado
por la autosuficiencia de cada persona, es decir, cada individuo continua-
mente se provee de todos los bienes que él necesita.

En el otro extremo, si suponemos un alto beneficio por especializacidn,
a, y un nivel de eficiencia, k, cercano a uno, el nimero de bienes a1 comer-
cializar n,* toma el valor m. Por consiguiente propicia una completa espe-
cializacién por parte de cada individuo desde el tiempo ¢ = 0, suponiendo
asf, una mayor productividad, la cual compensa el alto costo de transaccion
(1 - K{) en que incurre cada persona al comprar otros bienes de consumo
necesarios.

Para valores intermedios de a y k, el valor prescnte de los beneficios por
especializacion disminuye debido a la pérdida de utilidad originada por ¢l
costo de transaccidn, es decir, los beneficios por especializacion seran bajos.
Sin embargo, conforme transcurre el tiempo, la experiencia o aprendizaje
originados por la prdctica en la produccién contribuyen a incrementar el
grado de especializacion, y de la misma manera, el nivel de produccién. En
éste sentido, la experiencia o cl aprendizaje representan un factor fundamen-
tal en el crecimiento ya gque en situaciones donde ¢l nivel de especializacidn
pcermanece invariante a través del tiempo, se mantienc constante el nivel de
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produccién, el cual a su vez, impide un beneficio econdmico y origina que
la especializacién nunca sea adecuada.

Algunos resultados derivados de las expresiones (65) y (G6) son analizados
en la siguiente proposicion.

Proposicién 1. El equilibrio dindmico es caracterizado iniciahuente por
una autosuficiencia si la eficiencia en las transacciones y los beneficios por
la especializacién son bajos, por otra parte, cxiste permancntemente una
completa especializacion con respecto a cada individuo si tanto la eficiencia
en las transacciones como los beneficios que obtiene cada peroua por su
especializacién son suficientemente grandes. La divisién del trabajo evolu-
cionara gradualmente hasta que ¢l niimero de bienes comercializados, ny,
sea igual al mimero total de bicues, m, si la eficiencia en las transacciones
y el nivel de beneficios no son muy grandes ni demasiado pequeiios,

Es necesario observar que la fuente de crecimiento econdmico no cs el
producto de un crecimiento en el tamaiio de la poblacién o un cambio en las
condiciones de las transacciones o de produccién. Mas bien, el crecimiento
es generado por la evolucién en la divisién del trabajo. Un ejemplo de tal
evolucion es descrito en la figura 2 para el caso en el cual tanto el mimero
total de bienes como de individuos es 4 (m = 4)

1 1
3 3
2 . 2
4 4
1 1
3
2 2
4 4
Ne=t
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FIG.2. Evolucién de la divisién del trabajo.

~

Enla parte a, cada persona se provee de todos los bicnes que ella necesita.
En b, cada persona vende un bien, compra un bien, y produce tres bienes
(el niimero de bienes a comercializar, n;, es dos). En el inciso ¢, cada
persona vende un bien, compra dos bienes, y sc provee cada una de dos
bienes {n¢ = 3). En d, cada persona vende y produce un bien, compra tres
bienes y comercia con cuatro bienes (n; = 4).

Los circulos, lineas y mimeros en la figura 2 tienen la misma inter-
" pretacién que en la figura 1, consecuentemente, ¢l equilibrio descrito en la
figura 2 es también dptimo en el sentido de Pareto, y ademds, conserva la
igualdad oferta-demanda que caracteriza el equilibrio econémico.

En base a la diferenciacién de la funcién de utilidad u, es posible exa-
minar el crecimiento econdmico en equilibrio, el cual se traduce, en un in-
cremento en las utilidades obtenidas por cada individuo a través del tiempo:



_ d(in(n)))
dat

= fyIn(k) — 2n(ny) + nl —2+aln(Lu)) + amii-t-
t

Ly
+a Z "‘

JeJ

empleando las expresiones {64a), (64b) y (64c) obtenemos

Pu= an,— +a Z ' (67

-<(&. )(u+,€2,'ﬂ)

= an:—' kiesw—% 50,

Para analizar el crecimiento de las utilidades en funcién del niimero de
~ bienes existentes en la economfa utilizamos nuevamente la expresién (67)

pama (md(ln(L.-,)) s d(in(L)) )
J

dt dt

Derivando

pu=a((%+ u )";-( -n:)'—.'i>,

an; | an?
(Zmng +m —any(m — n,))n‘ >0,

an?

= aan{1=2D 1 fagl el =)
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donde

2mng +m — ang(m — ny)
o =
an?

Por tanto, las utilidades se incrementan conforme transcurre el tiempo
" siempre y cuando el ndimero total de bienes m sea suficientemente grande, y
ademsds, el niimero de bienes a comercializar n; se encuentre suficientemente
cerca de m, es decir

2mn, +m > any(m - ny), en cualquier tiempo ¢,

o bien

limp, = a(2m? + mym'=3tedl®-2 5 9
ne=— T

De acuerdo a lo anterior, si el potencial para la evolucién de la divisién
del trabajo es significante (m grande) y la divisién del trabajo estd sufi-
cientemente avanzada (n; cerca de m), la tasa de crecimiento econémico,
Pu, crecerd sobre el tiempo. Posteriormente, la tasa de crecimiento se man-
tendrd constante a través del tiempo después de que el nimero de bienes a
comercializar, n,, alcance el mimero total de bienes, m

dpu
dt

=0, en ny =m.

Por otra parte, el conjunto de bienes sin comercializar, J, llega a ser
vacio, y simultdneamente, la proporcién que representa el trabajo invertido
en producir el bien i, lj, es uno, ocacionando que al concentrar su trabajo
cn el bien i, el nivel de experiencia L;; se incremente a través del tiempo.

Un caso especial de crecimiento econémico se establece cuando el equi-
librio es consecuencia de la autosuficiencia de cada individuo. Ental situa-
cién, permanentemente cada individuo distribuye su trabajo en las m dife-
rentes actividades de produccién. De esta manera 1/m representa el trabajo
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invertido en producir cada bien, es decir, el nivel de experiencia o apren-
dizaje acumulado durante la produccién de un bien esta dadoe por

13
L,=/ldt=i,
o m m

de aqui, el nivel de produccién al tiempo ¢, (L;)n, determina la funcién de
utilidad en ¢

U= fI (Zy)* (68)

=)

am

Counsecuentemente, la tasa de crecimiento econémico estd determinada
por

u da

d(ln(Us))  am
e (69)

Por consiguiente, la economfa crecera lentamente bajo condiciones de
autosuficiencia a través del tiempo. Dicho crecimiento es originado princi-
palmente por el aprendizaje o experiencia adquirida a pesar de la falta de
divisién en el trabajo, sin embargo, la tasa de crecimiento correspondiente
a los ingresos de cada persona decrece monétonamente.

A partir de las expresiones (68) y (69) establecemos la siguiente proposicién.

Propaosicién 2. La evolucién en la divisién del trabajo genera crecimiento
en el ingreso percapita. La tasa de crecimiento de los ingresos se incrementa
si el grado de evolucién del trabajo es alto. Por otra parte, ésta tasa de-
crece mondtonamente ya sea por la autosuficiencia de cada persona o por
la finalizacién en la evolucién de la divisién del trabajo.
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De acuerdo a lo anterior, debemos considerar algunas implicaciones
adicionales del equilibrio que involucra la divisién del trabajo.

Definimos a E como la extensién del mercado, especificamente como
el volumen total de bienes comercializados por cada persona. Por tanto, a
partir de las expresiones (51) (52) expresamos la extensién E en terminos
de las cantidades totales compradas y vendidas z% y a7,

E = (n—1)ad, + =%
- 2(11( - l) A0
= —n‘—(Lu) ,

donde (L.-g)'l representa el nivel de produccién del bien i que vende cada
individuo, y i"-n_':ll es la parte del bien que es vendida.

Diferenciando la extensién E con respecto a t obtencmos

InE)

dt

ﬁg 7.11 . I“
—_— e — o g——

ng — 1 ng L,'t

Pa _
n!_l+ap.>0.

o
o
]
2 bl by

(70)

Aquf, po/(n — 1) indica la contribucién de la evolucién en la divisién del
trabajo, y ap; representa la contribucién del aprendizaje o experiencia ori-
ginadas por la prictica. Por consiguiente, el mercado tiende a extenderse
conforme se incrementa tanto el nimero de bienes a comercializar como el
nivel de experiencia adquirido. Si el potencial para la evolucién del trabajo
ha sido agotado (n; = m), el primer término tiende a cero y por tanto, a
partir de ese momento, la tasa de crecimiento de la extensién del mercado
depende 1inicamente de la experiencia acumulada.
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Por otra parte, asumimos que la dependencia comercial de cada indi-
viduo con respecto al mercado, R, estd representada por la proporcion entre
el mimero de bienes comercializados y ¢l mimero de bienes total

R= pood] para cualquier tiempo .

De esta manera la tasa de crecimiento de la dependencia comercial es

Q-
1l
?

pR= (1)

Al igual que la tasa para el mimero de bienes a comercializar p,, esta
tasa de crecimiento es positiva mientras no se alcance el mimero maximo
de bienes a comercializar, es decir, para n; < m la dependencia comercial
de cada individuo con respecto 2 las demds personas aumenta como con-

secuencia de un mayor intercambio comercial con un mimemw
socios. S

La ventaja comparativa de un productor es caracterizada por la dife-
rencia entre la produccidn percépita del vendedor de un bien y la produccién
percipita de cualquier otro comprador de ese bien. Denotando esta dife-
rencia por D, obtenemos D = 1%): — G, donde G representa el nivel
de produccion de los n; — 1 compmdores de ese bien y es constante debido
a que el proceso de acumulacién de experiencia en cada comprador para
producir ese bien se ha detenido. Si derivamos esta diferencia, apartir de la
expresion (64a) es inmediato que

_ d(inD)
DT
b
=5 (72)
.1 1
= ng(;l: + Tl_gi) >0 vt
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Bajo estas circunstancias, la ventaja comparativa de un experto sobre
un novato en la produccién de un determinaclo bien se incrementa conforme
evoluciona la divisién del trabajo, es decir, cuando aumenta el niimero de
bienes a comercializar n,.

La participacién del costo de transaccién dentro de los ingresos de
cada persona, S, es represcntada por la proporcién entre el costo de los
bienes comprados que se pierden durante las transacciones y los ingresos
totales. Puesto que el costo de los bienes comprados prz® es el mismo
para cualquicr bien r en el conjunto R, la cantidad (1 - k;)(n, — 1)pread,
representa el costo de -transaccién en las negociaciones mientras que la
cantidad (n; — 1)przd, = prxiy caracteriza el ingreso percépita al tiempo
t de acuerdo a la restriccién de presupuesto. De aqui

(1= K)(ne = 1)pzdy k
= =1-— 73
(ne — Dprezd, ny (73)

s

mide ¢l grado de participacién que tiene el costo de transaccién con
respecto al ingreso de cada individwo. Es decir, podemos afirmar que mien-
tras mas grande sea el costo de transaccién en las negociaciones mayor serd
su afectacion en los ingresos de cada persona. Por otra parte, para apreciar
su comportamiento en relacién a la evolucién en la divisién del trabajo,
derivamos la. expresién anterior con respecto a la variable que representa el
ntimero de bicnes a comercializar, n,

— =1+ — sing<m (73b)

Por consiguiente la participacion de el costo de transaccién en el in-
greso se incrementa a medida que evoluciona la divisién del trabajo, es-
pecificamente cuande el mimero de bicnes 1, se acerca al total m. Como el
costo de transaccién (1 — K) puede ser visto como costos no productivos,
la condicién (20b) implica que el ingreso de cada individuo crece conforme
la divisién del trabajo evoluciona.

Los resultados obtenidos en las expresiones (70)-(73) son sintetizadas
en la siguiente proposicién.



Proposicién 3. La extensién del mercado, la dependencia comercial, la
ventaja comparativa de un experto en relacién a un novato, y la parti-
cipacién de el costo de transaccidn en el ingreso se incrementan conforme
evoluciona la divisién del trabajo a través del tiempo.

Es evidente que la eficiencia en las transacciones tiene un importante
efecto en la evolucién de la divisién del trabajo y consecuentemente en el
crecimiento econdmico, en la extensién del mercado, y la velocidad en la
acumulacidn del capital humano. Dado que las politicas gubernamentales,
los acuerdos institucionales, y la urbanizacién afectan la eficiencia en las
transacciones de manera importante, sus efectos sobre la evolucién en la
divisién del trabajo y el crecimiento econémico son determinantes.
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CAPITULO 2

Interpretaciéon Personal

A partir del planteamiento y desarrollo descrito en el capitulo anterior
podemos caracterizar en primera instancia, las propiedades escenciales del
modelo, y posteriormente, las implicaciones que el modelo proporciona.

Particularmente, el modelo desarrollado permite formalizar la relacién
existente entre la estructura del mercado, la divisién del trabajo y ol nivel
de especializacién de cada persona, en este aspecto, una de las princi-
pales aportaciones de este trabajo es concluir que la tasa de ingreso per
cépita, o bien, el crecimiento econémico, dependen tinicamente de dos fuc-
tores o variables exdgenas (k y a). La primera caracteriza la eficiencia en
las transacciones incluyendo cambios tecnolégicos o mejoramiento de los
medios de produccidn, y la segunda representa los beneficios que obtiene
cada persona por su nivel de especializacién.

Es necesario aclarar que tales beneficios estin determinados en relacion
al incremento de la productividad de cada individuo (la cual estd caracte-
rizada por la expresién x;¢ + x'f, = (L;)") considerando que la constanie
a > 1 representa los rendimientos crecientes que obtiene cada persona por
su especializacién.

Aunque existen relativamente pocas variables dentro del modclo, es
necesario asociar en una sola variable (m) tanto el mimero de bienes como
el ndmero de individuos ya que de lo contrario habrian individuos pro-
duciendo mis de un bien, o en el otro caso, existirian bienes producidos por
dos o méds personas originando de esta manera distiutos niveles de especia~
lizacién o experiencia asf como diferentes niveles de dependencia comercial
de los individuos con respecto al mercado. En este sentido el modelo propor-
ciona una estructura en equilibrio que propicia principalmente condiciones
de igualdad en términos econdmicos, y al misino tiempo, supone un misino
nivel de bienestar en cada individuo.



ESTA TESIS HO DEBE
SAUR DE LA BIBLIOTECA

Como consecuencia de las propiedades simétricas del modelo, las deci-
siones de cada individuo proporcionan un mismo nivel de utilidad, el cual
lo podemos asociar {dentro del modelo) con un mismo nivel de ingreso.

De esta manera podemos apreciar desde otro punto de vista la aparente
relacién que existe entre la distribucion del ingreso y el crecimiento econémi-
co, es decir: Si se tiene una mejor distribucion del ingreso, sc obtendrd un
mayor crecimiento econdmico.

Por otra parte, tanto el nivel de especializacién que adquiere cada per-
sona como el aprendizaje acumulado con la prictica son las principales
fuentes de incremento en la produccién ya que circunstancias en las que pro-
gresivamente cada persona concentra su trabajo en una actividad especifica
existe mayor efectividad no solo en la productividad total sino en la calidad
de los bicnes. En este contexto, los beneficios por la especializacién que
obtiene cada persona, crean a través del tiempo una ventaja comparativa
al convertirse en los inicos prodictores de un determinado bien, y por otro
lado, originan una mayor dependencia comercial con respecto a los deméds
individuos ya que su consurno depende en mayor proporcién de compras
realizadas a otros productores.

De acuerdo a lo anterior, podria pensarse que no existe diferenciacién
en el grado de dificultad o proceso de produccién de los bienes, y en éste
caso, el modelo restringe a todos los individuos en adquirir al mismo ritmo el
nivel de prictica o especializacion necesarios para la produccién. Bajo estas
circunstancias en las que cada individuo es el 1inico productor de un determi-
nado bien, no existen posibilidades de propiciar la formacién de monopolios
partiendo del supuesto en el que la totalidad de las decisiones comerciales
son cfectuadas en el tiempo ¢ = 0 y asumiendo de la misma manera que
inicialmente todos los individuos presentan similares condiciones y expec-
tativas econémicas.

Con la estructura del mercado y el nivel de especializacién enddgeno,
el mimero de productores de cada bien varfa conforme transcurre el tiempo.
Esta caracteristica representa una ventaja sobre los demds modelos en los
cuales el grado de division del trabajo estd asociado con el niimero de bienes.
En consecuencia, si hay permanentemente al menos un productor por cada
bien, y consideramos que existen tantos bienes como individuos, entonces
podemos esperar un nivel constante de empleo acompaiiado de un nivel de
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especializacién y experiencia creciente en cada persona.

Dadas las condiciones iniciales, el modelo no considera en el largo plazo
la entrada o salida de individuos ya que esto implica necesariamente el in-
greso o salida del mismo mimero de bienes a producir, es decir, el ingreso
de un nuevo consumidor-productor origina la aparicién de un nuevo pro-
ducto, o inversamente si un individuo desea salir del mercado. Todo esto
con la finalidad de mantener el nivel de competencia por la produccién de
bienes, y de esta forma propiciar que cada persona concentre su trabajo en
la produccién de un solo bien.

Independientemente de las variaciones en el nimero de horas traba-
jadas por los individuos, es claro que una reduccién o incremento en la jor-
nada de trabajo origina variaciones en la produccién final de bienes, sin em-
bargo, dada la relacién entre el nivel de produccién, (Li)®, y la proporcién
de trabajo invertidlo en la produccién de cada Dbien,
L+ 35,15 = 1, la tasa de crecimiento p, continuard siendo creciente a
través d’el tiempo.

Durante el planteamiento de cualquier modelo de crecimiento eco-
ndmico es importante considerar su capacidad para predecir tasas de cre-
cimiento a través del tiempo, y en este aspecto, el modelo en este trabajo
predice éstas tasas de crecimiento dependiendo particularmente del pafs del
que se trate y de sus respectivas variables que representan la eficiencia en
las transacciones, k, y los beneficios que obtiene cada persona por su espe-
cializacidén, a, ya que estas variables determinan a partir de cual periodo
comenzaré la evolucién en la divisidn del trabajo.

Es importante observar que tiene un caracter subjetivo el tratar de
determinar las variables exégenas a y k ya que estas dependen de multiples
factores que van desde politicas gubernamentales y cambios tecnoldégicos
hasta las condiciones de trabajo existcntes que propicien ¢ incentiven a
cada individuo a incrementar su productividad. De ésta situacién se
desprende que dada la dificultad para estimar estos pardmetros, no es posi-
ble obtener una aplicacién préctica del modelo, mas bien, se presenta una
serie de supuestos que nos permiten establecer concluciones acerca de al-
gunos aspectos econdrnicos acerca de la teorfa del crecimiento independien-
temente de su posible aplicacién.
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Otro enfoque alternativo que nos permite examinar las fuentes de cre-
cimiento es conacido como la contabilidad del crecimiento, el cual no con-
siste en un balance de la situaciacién existente o de las cuentas naciouales,
sino mas bien, en la contabilizacién exhaustiva de los factores que generan
las tendencias observadas en el crecimiento.

Considerando lo anterior, la razén principal por la cual el modelo no
relaciona o analiza directamente la influencia del dinero es debido a que
se trata de una economfa de intercambio, en la cual todos los individuos
inicialmente son iguales y los precios relativos se mantienen constantes a
través del tiempo.

Usualmente se diferencian tres principales factores o fuentes de cre-
cimiento: el crecimiento del trabajo, el crecimiento del capital, y el per-
feccionamiento de la eficiencia técnica, especificamente, en éste trabajo exa-
minamos el crecimiento del trabajo en términos de los beneficios que obtiene
cada persona por su especializacidn (a partir del pardmetro a) y la divisién
del trabajo, y por otra parte, el perfecciopamiento técnico en base a la efi-
ciencia en las transacciones (desde un punto de vista tecnolégico por medio
del pardmetro &).

Andlogamente, el modelo no analiza ¢l intercambio comercial con otros
mercados externos o paises, todo el proceso de crecimiento es determinado
enddgenamente,

Si tratdramos de establecer algunas medidas que exdgenamente fo-
menten el crecimiento nos encontrarfamos con objetivos tales como: elevar
los gastos de investigacidn y desarrollo civil, elevar la tasa nacional de in-
versién y ahorro, reducir la tasa de desempleo, o bien, eliminar todas las
huelgas, los cuales representan medidas extremadamente dificiles de lle-
var a la prictica. Por consiguiente el trabajo aqui desarrollado trata el
crecimiento desde un punto de vista enddgeno, es decir, incrementar con-
tinnamente la produccion a partir de las decisiones de cada individuo.

.Si consideramos la contribucién de cada fuente de crecimiento a la
produccién encontramos que alrededor de un tercio de la produccién se
atribuye al crecimiento del trabajo y del capital. Los dos tercios restantes
son un residuo que se puede atribuir a la educacién, la innovacién, los
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avances cientificos y otros factores. De igual manera podemos destacar que
uno de los factores que interviene en el crecimiento de la productividad
proviene de una mejor asignacién de recursos. A este respecto, podemos
pensar el las personas que abandonan empleos mal remunerados o dreas
de ingreso baja, y se trasladan a drcas mas présperas o consiguen empleos
mejores, contribuyendo de esta manera a incrementar el crecimiento de la
produccién o del ingreso. Un elemento importante son los traslados del
campo a la ciudad.

Particularmente un menor crecimiento significa un aumento mas lento
del nivel de bienestar. Existen casos el los cuales es dificil determinar la
causa exacta de tal desaceleracién del crecimiento, pero generalmente se
atribuyen a un empeoramiento de la combinacién edad-especializacién de 1a
poblacién activa, una desaceleracién del ritmo de innovaciones o un numento
de la regulacién estatal.

En términos generales, podemos establecer que el desarrollo econdmico
tiene lugar cuando el bienestar de la poblacién de un pafs crece a lo largo
de un periodo prolongado. Esto implica que el estado de desarrollo pucde
ser medido en funcién de varios indicadores econémicos, incluyendo sobre
todo el PNB per cdpita, pero también otros como la salud, la educacién y
la longevidad.
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CONCLUSIONES

Considerando las tres principales fuentes de crecimiento, analizamos cl
crecimiento del trabajo en funcién de la divisién del trabajo y el
perfeccionamiento de la eficiencia técnica en términos de la eficiencia en
las transacciones. El tltimo factor referente al crecimiento del capital no
es analizado debido a que no interviene directamente en la evolucién de la
divisién del trabajo.

Ademés de los cambios técnicos a través del tiempo, los incremen-
tos de la eficiencia productiva son consecuencia de las variaciones en el
conocimiento, incluyendo el aprendizaje en el puesto de trabajo, ya que los
individuos aprenden, mediante la experiencia, a realizar mejor las tareas a
las que se dedican habitualmente.

Este trabajo ha desarrollado formalmente un modelo que permite
describir las interaccciones entre los efectos de la acumulacién de expe-
riencia y la especializacién sobre la productividad y los efectos de el costo
de transaccién que pueden generar crecimiento econémico en base a la
evolucién de la divisién del trabajo.

De acuerdo a la importancia que representa el apredizaje originado con
la practica en el nivel de especializacién, el modelo desarrollade forma parte
de la teoria ya existente que asocia crecimiento econémico con acumulacién
endégena. Lo que diferencia éste modelo de los trabajos previos es su ca-
pacidad para determinar endégenamente el nivel de especializacién de cada
persona. Este hecho establece un anlisis formal acerca de la proposicién
hecha por Adam Smith: No solo la divisidén del trabajo depende de la ez-
tension de el mercado, sino también la extension del mercado depende de la
division del trabajo.

En este sentido, la proposicién 2 demuestra que conforme la divisién
del trabajo evoluciona, la extensién del mercado (el volumen comercializado
per cdpita) se incrementa.
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De acuerdo con la teoria neocldsica, el comercio puede basarse en la
separacién de productores puros y consumidores puros, y a este respecto,
ésta teorfa afirma que cada individuo obtiene ganancias avn si no existen
ventajas comparativas entre los individuos o rendimientos crecientes en la
economia.
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