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Antes de empezar, he de hacer notar a tedos aquetlos que vayan a leer esta hoja, que es mi oportunidad de
escribir las cosas que tal vez de otra manera nunca escribitia, asi es que tienen que estar preparados para
1o que viene,-me concedo el derecho de escribir lo que s¢ me pegue la gana, a lo mejor 1leno tres hojas,
pero que importa, 8! fin y al cabo, es mi oportunidad de ser todo lo cursi que pucda,

Por sobre todas las cosas, este trabajo estd dedicado a mi papd, tal vez fuera de tiempo, tal vez no... ya
quicn puede saberlo. Con todo mi carifie, con mucha tristeza, con ganas de gritarle que lo extrafio, que
sblo después de muerto me doy cuenta de como me hizo falta ain estando vive, con la certidumbre de que
no existe cn el mundo una persona que haya confiado cn mi mis que €, sin ¢l mds minimo asomo de
duda, aiin por encima de mi misma. Con ganas dc que sc entcre de que lo queria, més de lo que yo me
daba cuenta, que su muerte me deja un agujerito que no s va a Henar nunca, que como siempre, laviday
los acontecimientos me rebasan, que yo sabia de su ilusién de ver llegar este momento, y que lamento
profundamente que €l no pucda estar aqul.

A la persona mds polifacética que conozco: mi manid; que redine todos fos encantos y contradicciones de
los seres impredecibles (cuatidad que fos aitos Ic cstin quitando), A ratos posee toda Ia sensatez
caracteristica de una mamd, pero también sabe scr locuaz v arrcbatada, Porque estd llena de suefios,
porque posee la creatividad y la inscguridad dc los verdaderos artistas, porque sabe querer, y lo dnico que
espera de este mundo es saberse querida, y todo lo demas cstd de mids. A mi me patece que tiene razén,
Ademis, si no fuera por su oportuna intervencidn en los asuntos de este mundo, sencillamente no hubiera
sido posible sobrevivir, ;Como pucdo explicarle que cs, sencillamente, maravilloga?

A mis hermanos, Sagrario y Ofi, porque los dos son wuy simpyiticos, mis amigos no elegidos, porque
crecimos juntos, y nos influenciamos, y nos educamos, y nos conoccmos mejor que nadie, porque nos
queremos; y aprendimos (bucuo..., mds o menos) a punta de pleitos, acusaciones y complicidades a
convivir con los demds, a compartir ¢} Llicmpo ¥ las cosas mis queridas, porque después de tantos afios de
convivencia forzada, aprendimos a necesitarnos, a estar orgullosos de los logros ajenos, y también, a sufrir
en carne propia los males que aquejan cf pelicjo ajeno (v a hacer cara de: jya ni modol, y soportar
estoicamente las barbaridades que hace el otro). Ademis, hiay lanias cosas que sdlo chire nosotros vamos a
entender. Por eso, o sélo porque si, pero sépanse que los quicro mucho,

A todos los miembros de mi failia. que we quicren, ¥ a os que yo quicro, su presencia y apoyo fué muy
importante para hacer las cosas: mi abueli Jose, mi iz Ocha, mi prima Ocha, mi 1fa Hortensia, mi tho
Tico, mi tio Manucl, mi tio Toito, mi tio Ange!, mi tia Sari. De cada uno tengo algo muy especial.



A Carlos Amador. Porque 1a hisloria s¢ divide en dos: antes de Carlos, y después de Carlos, Si no fucra
por su inconmensurable intervencion, la cosa hubicra sido muy distinta. A méds decir que lo quiero
muchisimo, y que me cae muy bien, ¥ que we gusta oir su canturreo por los pasillos de Tedrica.

A Algjandro Pisanly, potque su imagen me impactop desde of principio, por sus incansables atenciones, ¢l
oido siempre atento a los nucvos acontccimicntos, Por su cicria preocupacion y apoyo. Y porque estoy
segura de que me quicre mucho. A pesar de que un poco antes de que presente este exdmen seguramente -
voy & estar muy espantada de que sea é1 ¢l presidente del jurado.

A Maria Eugenia Costas Basin (escribo su nombre complelo posque no le gusta perder el apellido
matemo), no s¢ cdmo agradecerle tastas amabilidndes, su preocupacion y su sensibilidad para darse
- cuenta de lo que sucede a su alderredar.,

A la profesora Gracicla Milller Carrera, porque creyd cn mi cuando todo estaba en contra,

A Hortensia Moreno, me cac que qué buena onda, que mids pucdo decirle. Yo opino igual que mis amigos
al respecto de clla, s610 por ver su casa sc adiviua una persona interesante; no hace falta decir que cuando
uno fe conoge 1a suposicidn se confirny.

A mis amigas del alma: Xochill y Paty, mis cémplices ficles de muchas locuras, ilusiones y desengaios,
ojalé que todavia tengamos muchas cosas que contarnos. A veces me pregunto qué pasaria si no estuvieran
ahi para apaciguar mi impeluoso caricter. si no fucra por su existencia, yo ya habria hecho bastantes més
burradas ¢n cste mundo. Ojali que se e pegara algo de su idad y cautela (b , devezen
cuando ¢llas también hacen las suyas). A mi amigo Hugo, con muchisimo carifio, mi querido compafiero
de estudios, aparecid cuando yo me scntfa desarraigada del mundo. A mi amigo Toiio, siempre dispuesto a
indciar una discusion, me gusta que sea tan creativo. A miamigo Julio César, con tedo y su facha de
rapero y su placer por los deportes, 1o nifios y los animales, ain antes de que se dejara conocer me
parecia una persona interesante. A mi amigo Ernesto, a quien 1a vida e estd haciendo cambiar de cardeter,
de ser un helado de chiocolate pasd a ser tuy carifloso, ¢scrd fa edad? A mi amigo Rubén, el més
eaigmatico de lodos, cientamenme, ¢s un feliz accidente geogrifico que scamos amigos, pero, jqué bueno
que ocurrio!, jahl, se me olvidaba, tyibicn cs ¢! mds sidico y siniestro bromisia de este mundo.

A mis amigas de hace muchisimo tiempo: Verdnica, Lilia, Guille, porque las quiero muchomucho y con
cada una fay muchas historias que comar.

A los vecinos de Tedrica y a tos que no sicndo veeinos tmbién forman pane de §a facultad: Ricardito,
Sergio, Eduardo, Jorge, Lely, Adciana, Rosama, Ménica, Lolin, Paola, Gerardo Ferrer, Dea, Donaid,
Norma Ortega, Rodolfo, Chucho (el mids moldn de todos mis amigos), Ricardo Navarro, Luis Miguel,
Luz; los que estdn exiliados cn extranjia, Ricardo y Ariadne, v a los mayores, Rafac) Moreno, Fernando
Colmenares, Luis Vicente y ai recién aparccido Miguel Castro... espero que no se me esté olvidande
nadie, todos hacen que 1a vida por ahi sca muy divertida,



A Milton. No se me ocucre cdmo cmpezar. Ahi va; Por haberme hecho cutrar al mundo de los adultos, por
hacer que aprendiera a medir la fuerza de las palabras. por el tremendo empujon, por 1as mariposas en el
estémago, por llenarme de ilusiones. aunque duerma imuchio, por los regaiios, la exigencia, por los buenos
Litmpos, a pesar de los malos, con lodas sus subidas y bajadas, con todas sus “saudades” y desencantos,
poTque es mi marciano favorito, porque viene de! paraiso terrenal, a pesar de toda su racionalidad, su
cquilibrio, su ecuanimidad, a pesar de su apabullantc personalidad, porque si, por hacer que creyera que
atin era posible hacerse ilusiones con algo en ¢l mundo, con tode y su intolerancia, aunque tenga nombre
de marca de cigarros, por el vértigo, por hacer que en mi vida cmpezara a pasar “algo”, por aguantarme,
por querenme, por consolarme, porque lo voy a extraitar muchisimo, por no me, por no
eatenderme, por desesperarse, porque 1o quicro, porque estoy enamorada de €1, perque me da mucha
tristeza, porque me confunde, porque me gusia su misica, a pesar de que fume mucho, porque si no me
hubiera presionado tal vez nunca hubicra terminado este trabajo. Y, siendo sensata, bastaria sblo decir que
su presencia en mi vida fué, o ha sido, benéfica,




CAPITULO I: INTRODUCCION

En una aleacidn,! dos elementos electropositivos se combinan para formar una
especie quimica estable y fuertemente enlazada mediante enlaces metslicos,
los cuales constituyen la causa de las propiedades de los metales. ;Cémo es el
enlace metalico? Se caracteriza por ser un enlace en donde 1a nube de densidad
electronica se encuentra ubicada entre los cationes que forman la red metalica.

Esta red metdlica no es mis que el arreglo estructural que sufren los
atomos de los metales al estar en contacto. Para explicar esto se tomard como
ejemplo un metal puro. Como se sabe, todos los metales que se encuentran en
la naturaleza se presentan en estado sélido y se encuentran acomodados de
manera tal que puede asociarse a ellos un patrén de repeticién bien definido.
Quedard mas claro con la siguiente explicacion: si se hace la suposicién de
que la estructura microscopica de un metal puede representarse por medio de
esferas :igidas (donde cada esfera representa un dtomo), su arveglo dependerd
no sélo de la energfa sino también del tamaio de dichas esferas; estaran unidas
por medio de fuerzas de determinados alcance y caracteristicas. Se llamard
cristal al arreglo de dichas esferas. Se ha encontrado que existen patrones
bien definidos para estos arreglos de esferas, es decir, si se coloca una esfera
en un sitio y se analiza lo que sucede alrededor de ésta se encontrara que
solo a ciertas distancias y en ciertas direcciones de este origen aparecera otra
eafera. Si ahora se coloca el origen en una esfera contigua sucederd lo mismo,
es decir, se encontrara cierta periodicidad en el acomodo de lag esferas. Si el
cristal es perfecto se hablard de orden a largo alcance, la periodicidad sera
perfecta; si el cristal tiene defectos se dird que existe orden a corto alcance
porque solamente habra cierto orden local.

§i se extiende esta explicacion al caso en el cual no se habla de un sélo
metal sino de Ja combinacidn de metales, se puede inferir que ahora los sitios
de la red pueden estar ocupados por dtomos de uno u otro tipo. Si el cristal
estd ordenado, habra periodicidad en el arreglo de los 4tomos en la red; si la
estruciura no es ordenada, los sitios de la red estarin ocupados al azar.

———

"Munku, G. S., Principios d¢ Quimica inorgénicas, McGraw-Hilt, 1983,



Cilewlo 1edrico del diagrama de fascs del sisiema cobre~ore

Uno de los problemas de las aleaciones es el siguiente: cuando se junta
un gran nimero de atomos de dos tipos distintos, jcudl es la configuracién en
que este gran nimero de dtomos se acomodard? Desde Juego puede pasar que
todos los dtomos de un tipo se acomoden juntos entre si y por separado de los
atomos del otro tipo, en ese compartamiento que puede Hamarse segregacion.
O puede pasar que los dtomos se combinen entre si para dar lugar a un
compuesto estequiométrico ordenade, una aleacién ordenada reminiscente, en
cierto modo, de los sélidos moleculares. Por cierto, este titimo acomodo puede
darse =n una infinidad de formas distintas toda vez que la unidad de repeticién
(Ia “rolécula) puede estar constituida por cualquier mimero de dtomos en
cualqusera de las distribuciones espaciales imaginables.

La riqueza de comportamiento en las aleaciones ordenadas es tal que
todas las siluaciones descritas anteriormente se presentan en la realidad, De
hecho, jen algunos casos se presenta esta variedad de comportamientos en un
solo sisterna!

En un diagrama de fases se reline toda la informacién concerniente
a las condiciones de estabilidad de todos los atreglos que puede adoptar
un sistema, Esta informacidn puede ser representada en varias formas., En
general es conveniente la representacion en un espacio de temperatura contra
composicion (T vs. z). La informacion contenida en el diagrama de fases
permite saber cuél es la fase estable del sistema para cada pareja de valores
de las variables independientes T y 2.

La finalidad de este trabajo es presentar el diagrama de fases de la
aleacidn de cobre-oro obtenido mediante un calculo a primeros principios.
Con esto tiltimo se hace referencia a un método de céleulo en el que no se in-
cluye ninguna informacidn previa acerea del sistema: todas las caracteristicas
calculadas se obtienen a partir de la teoria. En esta seccidn se verd a grandes
rasgos como se Hegd a la determinacién de este diagrama.

La idea es calcular la estabilidad relativa de todas las fases posibles
como funcin de la temperatura y la composicion. En el cdlculo tedrico este
objetivo se divide naturalmente en dos etapas. En la primera se intenta
determinar cuales son las estrucluras estables a temperatura cero. La solucién
de la :cuacién de Schebdinger para un cristal perfectamente periédico permite
conacer las energias de las estructuras ordenadas a temperatura cero.

En estas condiciones, uno de los problemas es que no se sabe qué fases
son las aue posiblemente estén en competencia. Lo gue debe hacerse es calcular
la enc-zia de fadas las estructutas posibles y seleccionar las mds estables para
cada composicidn. Esto es un tanto impracticable: en una aleacidn binaria con
N sitios de la malla, jel nimero de estructuras posibles es de 2¥! La experien-
cia previa en el estudio de aleaciones indica que, en general, las celdas unitarias
(las unidades de repeticion} de los cristales de las fases estables son pequefias,
es decir, constan de unos cuantos dtomos. (Existen casos donde esto no es
estrictamente cierto, presentdndose estructuras con celdas unitarias de unos
cien dtomos; pero esto es la excepcién.) Asi es postble, en principio, calcular
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Capitslo i: Introdsceidn

la energia de unos cuantos cientos de estructuras. Sin embargo, las técnicas
m4s confiables de las que se dispone para tal fin, [as de la mecénica cudntica,
s0n excesivamente costosas para que este abordaje resulte practicable.

El método del desarrollo en cmulos proporciona una alternativa practi-
cable para calcular la energia de un gran niimero de estructuras del sistema. En
éste, se demuestra que la energia de cualquiera de estas estructuras se puede
escribit como la surna de las contribuciones de todos los cimulos imaginables
en los ‘que se divide e} eristal. A su ves, la contribucién de cada cimulo es el
producto de un factor geométrico que solo depende de 1a estructura particular
que se considere y un factor cnergético que solo depende del sistema, es decir,
que es independiente de la estructura. Asi, si encontramos una manera de
calcular estos factores energéticos podemos calcular Ia energia de cualquier
estructura. Lo que se hizo entonces fue calcular, resolviendo 1a ecuacion de
Schrodinger, la energia de un conjunto pequeiio de estructuras (por cierto,
aquellas que se observan experimentalmente en el sistema cobre-oto). A partir
de estas energias obtuvimas los pardmetros de interaccién.

Si ]a temperatura es diferente de cero; el sistema no es periddico y no se
puede aplicar el método que se signid para resolver la ecuacion de Schrodinger.
Entonces, el procedimiento a seguir es distinto. A partir de las enetgias de las
estructuras perfectamente ordenadas, se pueden obtener las corzespondientes
a las esiructuras que se presentan a temperaturas diferentes de cero, tanto las
de aquellas en las cuales ain puede encontratse cierta periodicidad, como la
de fases completamente desordenadas. Para hacer este cdlculo se hace uso, de
nuevo, del método del desarrollo en cimulos.

A temperatura distinta de cero, es necesario ademds, incluir los efectos
entrdpicos. Los més importantes son los asociados con las modificaciones
estructurales de 1a maila. Es decir, con el desorden sustitucional que la energia
térmica induce. La malla perfecta, existente, en principio, a temperatura cero,
no se conserva a temperaturas finitas, toda vez que empezarin a aparecer
“defectos” . Estos defectos consisten principalmente en la ocasional colocacién
de un atomo de tipo A en un sitio de la red que estaba ocupado por un
atomno de tipo B en el cristal perfecto, y viceversa. Tanto la entropia de la
fase “defectuosa” como su energia interna se modifican por esta razén. Asi,
ge requiere de una forma de calcular la entropia configuracional, es decir,
la entropia asociada con el mimero de maneras posibles de acomodar los
“defectos” consistentemente con la estructura macroscépica de la aleacién,
Entre las diversas técnicas que la mecanica estadistica ofrece para calcular esta
entropia en este trabajo se empleara el método denominado de la variacién
de cimulos.?

INétese que se han mencionado dos técnicas, el método del desarrollo en cimulos

y ¢l métado de la variacién de cimulos. El primero permite desarvollar la energia de un
sistema en una base de fund iadas con cimulos, el segunds permite calcular la
kropi; figuracional correspondiente a un cristal construido de cximulos de cierta forma

y tamaiio. Las técnicas son formalmente independientes, sin embargo, fueron desarroliadam
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Cdlexlo tedrico del diagrama de fases del aistema cobre-ore

Tn el caso a tratar, se encuentra que existe una complicacién adicional.
La constante de malla de los cristales elementales es muy distinta. La dife-
rencia porcentual es de cerca del 15%. Asi, cuando se mezclan cobre y oro, e!
tamaiio de la constante de malla para la aleacidn resultante tendra un valor
intermedio entre los de los elementos puros. Esta disparidad de tamafios tiene
importantes consecuencias en la estabilidad de las distintas fases y, por cierto,
en la misma formacién de las aleaciones.® La influencia que ejerce la diferencia
de tamaiios en los tomos constituyentes de la aleacién se incluye mediante
1a definicién de un volumen efectivo. .

En el capitulo i se hace una descripcion detallada del método de célculo
utilizado para obtener las energias de los compuestos ordenados a temperatura
cero. Se explica cémo se 1legd a la solucién de la ecuacidn de Schrédinger y alas
solucicnes de las diversas aproximaciones que se hicieron. En los capitulos iii y
iv se presentan las técnicas de la mecénica estadistica que permiten calcular la
energia y la entropia de las distintas configuraciones del sistema a temperatura
distinta de cero. En el capitulo yse presenta un modelo aproximado para tratar
los efactos eldsticos resultantes de la diferencia de tamafios existente entre
cobre y oro; este efecto es denominado relajacidn de las posiciones atémicas.
En el capitulo vi se presentan los resultados obtenidos y Ia integracin de
toda wita informacién en el diagrama de fases. Para concluir el trabajo, se
hace una discusién del diagrama de fases obtenido, comparando el resultado
de este calculo con los datos experimentales conocidos.

simultineamente y por el mismo grupo de investigadores.

IEn los estudios empiricos que se hacian hace alg décadas, se jaba una
regla acerca de la disparidad de tamaiios, Se iderabas, segin esta, que dos elementos
cuya disparidad de tamafios fuera mayor al 18% no formarfan una aleadén, segregando en
los elemsntos puros.
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Capitslo ii: Métodos Electrénicos

CAPITULO II: METODOS ELECTRONICOS

a) Estructura

Antes de iniciar 1a descripcion de los métodos utilizados, vale la pena definir
el sistema que se estudiard. Empezaremos estudiando sistemas cristalinos
periddicos. Se llamara celda unitaria al arreglo minimo de dtomos por medio
de los cuales puede reproducirse adecuadamente la estructura macroscdpica
de este sdlido cristalino. La red de Bravais especifica el arreglo periddico en el
cual se acomodan las unidades de repeticion del cristal. Estas unidades pueden
ser dtomos simples, grupos de dtomos, moléculas, iones, entre otros. La red
de Bravais contiene soclamente ia geometria de la cstructura periédica bdsica,
sin tomar en cuenta la simetria de las unidades de repeticién. Las redes de
Bravais pueden definirse de dos formas equivalentes:!

i) Como un arreglo infinito de puntos discretos con acomodamiento y orienta-
cién aparentemente idénticos si se observa cualquiera de los puntos de dicho
arreglo

ii) Comr:o el conjunto de todos los puntos con vectores de posicion R de la
forma,

R = nja; + niaz + naas. ) (])

Donde a;, A3 ¥ a3 tepresentan tres vectores que no estan en el mismo plano,
¥ n1, n2 ¥ na son nimeros enteros. Entonces, el punto R = 3 n;a; se alcanza
moviéndose n; pasos de longitud |a;| en Ia direccién de a; parai=1,2y 3.

Los vectores aj que aparecen en la definicién (ii} de la red de Bravais
son llamados vectores primitivos y se dice que generan todo el espacio de la
red.

1978,

Y Ashcroft, N. W., Mcrm'{n. N. D., Solid State Physics, Holt, Rinehart and Winston,



Cilexlo tedrico del disgrama de feses del sistema cobre-oro

Figura 1: Representacidn de los tres primitivos que g todo
€l espacio de la red de Brawais.

Dados tres vectores primitivos, usualmente se considera que la red finita de
N sitios es el conjunto de puntos de la forma dada por la ec. (1), en donde
0<n <Ny, 0<ng < N2, 0€ n3 < N3y N =N NaN3.

De las dos definiciones dadas para la red de Bravais la mas itil, mate-
maticsmente hablando, es la (it) y es el punto de partida para el siguiente
analisis. Sin embargo, presenta dos ambigiiedades. Primero, para una red de
Bravais dada el conjunto de vectores primitivos no es tnico; por lo tanto,
se puede hacer un mimero infinito de selecciones no equivalentes. Segundo,
cuando se presenta un arreglo particular de puntos, se puede saber mds o
meno; ficilmente si se satisface la primera definicién; pero la existencia de un
conjuato de vectores primitivos o una prueba de que estos pueden encontrarse
pued. ser mas dificil de pereibir inmediatamente.

ATRREY
LAV
e oo e—¥v ¢ ¢

Figura 2: Algunas selecciones posibles de pares de vectores primitivos para
una red de Bravais bidimensional. Para mayor claridad, se situd el origen en
diferentes puntos.

Considerernos, por ejemplo, la red cibica centrada en el cuerpo (estructura
tipo lcc por sus siglas en inglés), formada al anadir a la red cibica simple
(constituida por puntos A en los vértices de un cubo) un punto adicional B
en ¢l centro del cubo de los dtomos A. Se podria pensar que el punto B es
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Capitwlo ii: Métodos Electrénicos

esencialmente distinto de los puntos A. Sin embargo, B puede verse como uno
de los vértices de un segundo arreglo ciibico. En este nuevo arreglo los vértices
A son ahora centros.

Figura 3: Esta estructura puede verse como una red ciibica simple formada
por los puntos A con los puntos B formando el centro del cubo. O como una
red ctibica simple formadz por los puntos B y el centro del cubo formado por
los puntos A. .

Tedos los puntos tienen el mismo entorno, y la red ciibica centrada en el cuerpo
bcc es una red de Bravais. Si el arreglo original para la red clbica simple esta
dado por los vectores primitivos aX, ay y oz, donde x, y y z son tres vectores
unitarios ortogonales y a es la constante de malla, se tiene entonces que un -
conjunto de vectores primitivos para la red ¢iibica centrada en el cuerpo puede
ser a1 = aX, 83 =ay y a3 = a(x+y + 2z)/2.

Figura 4: Se presenta una selecdén de vectores primitivos para la red ciibica
centrada en el cuerpo bec.



. ' Clesla tedrico del diagrama de fasex del aistema cobre-oro
Un conjunto mds simétrico »_seria:
ay = “(y +2z- x)/zl

Ay = n(z + X - y)/2. : (2)
83 =o{X +y-—-2)/2

Figura 5: Otra selecdién de vectores primitivos para 1a red bee. Puede verse
que este conjunto prasenta mayor simetria que el mostrado en la figura 4.

El ejemplo que sigue tiene particular importancia en este trabajo, ya que se
refiere al tipo de estructura con el que se identifiquen los compuestos que
presenta ¢l sistema cobre-oro. Se trata de la red cibica centrada en las caras,
fee, se¢ construye adicionando a la red cibica simple un punto en el centro de
cada cara. ' :

wrba
O |_~"
s 14
o

Figura 6: Estructura tipo fee; puede verse como una red cibica simple a la
cual se ha adicionado un punto en el centro de cada cara,

Cada cubo se observa como una red cibica simple con caras horizontales
supetior e inferior, y cuatro lados verticales haciendo como norte, sur, este
y oeste. Los puntos de la red cibica original pueden centrarse ahora en las
caras horizontales de la nueva red cibica simple, mientras que los puntos
que se afiadieron a los centros de las caras norte y sur en la red cibica
original estin ahora en jos centros de las caras este oeste de la nueva, y
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viceversa. De la misma manera se puede considerar que la red ciibica simple
esti compuesta por todos los puntos centrados en las earas norte y sur de la
red ciibica simple original, o todos los puntos centrados en las caras este oeste
de la red cibica simple original. En este caso, los puntos que permanecen se
encontrarin centrados en las caras de una estructura ciibica simple. Entonces,
cada punto puede considerarse como un vértice o como un punto del centro de
una cara para cada una de las tres caras elegidas, y la red cibica centrada en
las caras es entonces vista como una red de Bravais. Un conjunto de vectores
simétricos para este tipo de estructura es:

a3 = o(y +2)/2,
az = o(z + x)/2, 3)
ay = a(x+y)/2.

Figura T: Vectores primitivos en una red tipo fee; como puede verse, los
vectores definen una red cibica simple, a partir de la cual se reproduce la
simetria de Ia estructura fec.

- El sistema cobre-oro presenta cinco estructuras basadas en una malla matriz
de tipo fec como estados basales, Los dos elementos puros, Cu y Au, cristalizan
en una malla fec, conocida también cristalograficamente como estructura A;.
Eos dos compuestos CuzAu y CuAug, cristalizan en la estructura L1; que es
una “decoracion” de la malla fec; la malla en estos compuestos es ciibica simple
con una base de cuatro atomos. Y finalmente el compuesto CuAu Llg que es
también una decoracion de la malla fec; la malla en este caso es tetragonal con
una base de dos dtomos. Sin embargo, en todas las estructuras mencionadas,
el arreglo de los 4tomos independientemente de su naturaleza ocupa los puntos
de una malla de tipo fec. En el caso del compuesto de tipo CugAlu el dtomo
de Cu ccupa el centro de las caras del cubo, y el dtomo de Au los vértices. Si
el compuesto es de tipo CuAuj ahora los centros de las caras seran los 4tomos
de Au. Si la estructura es de tipo CuAu la situacién es distinta, la estructura
serd de tipo “sandwich”, en donde los planos superior e inferior son itomos de
Au, por ejemplo, y el plano del medio estard constituido por dtomos de Cu,

1



Célcslo tedrico del disgrama de feses del ;x':lemc cobre-oro

‘Cabe mencionar que esta estructura permite un grado de libertad adicional: la
distancia entre los planos que forman el “sandwich” no tiene que ser igual a la
distancia entre los planos perpendiculares. Esta deformacion de la estructura
ideal se representa por el cociente entre Ias constantes de malla en cada una de
las dos direcciones, o, en la direccién de los planos de dtomos y ¢ en la direccién
perpeadicular (la direccidn del apilamiento), asi, se habla del valor de c/a para
cada autructura. En el presente trabajo despreciaremos esta deformacion.

Figura 8; Estructura tipo fec para compuestos L14. En el dibujo se muestra

alosdt de Cu do los centros de las caras, pero la ocupacién podria
ser opuesta (dtomos de Au en los centros de las caras) y la estructura resultante
seria la misma,

Figura 9: Estructura tipo fcc pars compuestos L1, Se presenta ¢l caso en
el que los dtomos de Au ocupan los vértices del cubo, pero la situacién inversa
" lleva a la misma estructura,

.

Si se cuenta el nimero de dtomos por celda unitaria s¢ verd que en las
estructuras tipo fec en total hay 4 dtomos por celda unitaria

1 4tomo por vértice][8 vértices)/8 celdas = 1 dtomo
p
[1 &tomo por cara][6 caras)/2 celdas = 3 Atomos
total = 4 dtomos por celda unitaria.

Para terminar con esta descripcion hace falta aclarar que los puntos fijos
en la celda unitaria seran los nicleos de los dtomos, y alrededor de éstos se
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localizardn los electrones. Una vez definido el sistema que estudiaremos el
siguiente problema es el de encontrar una manera de calcular su energia.

b) El método LMTO

La resolucion de la ecuacidn de Schrodinger provee la energia del sistema. En
principio tendriamos que resolver esta ecuacién para e} sistema completo de
N 3toros y n electrones. Para este caso, la ecuacién de Schridinger tiene la
siguiente estructura:

[}:vz EZR,_—r Er —r~]w(rl 12y en?n) = E¥(r1, 72, v ). (4)

Donde r; es el vector de posicién del electrdn i, Ry, es el vector de posicién
del niicleo L y 2 es su niimero atdmico. El primer término representa la
energia cinética del electron ¢, el segundo término la interaccidn electrostatica
de los electrones con los niicleos, y el tercer término la repulsién electrostatica
de los electrones entre si. ¥ es la funcidn de onda de muchos cuerpos. En la
ec. (4) esta contenida toda la informacién del problema. Lamentablemente
no sabemos como resolver exactamente esta ecuacién. Es necesario hacer una
serie de aproximaciones,

La primera aproximacion consiste en separar la funcién de onda de
muchos cuerpos en funciones de onda monoelectrdnicas. La ecuacién de Schrd-
dinger exacta para un solo electrén en el potencial provocado por los otros
electrones es

2 7 R
[V. ; R — v + Jz'i — r)]é'( ') !¢1( |). (5)

De la ec. (5) se observa que la interaccion entre electrones da como resultado
un término positivo, debido a la repulsién entre los mismos. La interaccién
de los electrones con los niicleos se incluye en un término con signo negativo,
debido a que esta contribucion es atractiva, y por tanto hace que la energia
del sistema disminuya.

Esta aproximacion tiene dos problemas. El primero es que aunque se
pudiera resolver, su solucién no es una solucién exacta del sistema completo.
Los efectos provenientes de la interaccién instantdnea entre electrones y los
provenientes del principio de exclusién de Pauli no estdan contemplados en esta
separacion. Pero ademds ocurre que no se tiene siquiera la solucién aproximada
para esta ecuacién. La forma de la interaccidn electrén electrén impide hallar
una solucién exacta. Es mds, estrictamente no podemos decir ni siquiera que
se pueda escribir exactamente la ecuacién: para escribirla se necesitan las
posiciores de los electrones, pero estas se conocerian, en todo caso, a partir
de la solucién.

13
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Ante esta situacion se presentan dos posibilidades. Una es la de aban-
donar por completo la aproximacién de la ecuacidn (5) y regresar a Ja forma
general de Ia ecuacién (4). En este caso tendriamos que intentar alguna de
fas aproximaciones conocidas para resolverla. Estas aproximaciones parten de
Ia posibilidad de escribir 1a funcién de onda de muchos cuerpos como una
combinacidn antisimétrica de funciones de onda monoelectronicas, es decir,
como un determinante de Slater. Este método, conocido como de Harkree y
Fock incluye exactamente los efectos del principio de exclusién de Pauli en
1a inteaceidn interelectronica pero no incluye los efectos de la correlacién
instamdnea. Estos efectos de correlacién se pueden incluir en este esquema
mediante el empleo de una combinacién lineal de determinantes de Slater,
cada uno de los cuales corresponde a una configuracion excitada del sistema.
Este inétodo se denomina de inferaccidn de configuraciones y es, en principio,
el método que proporciona los resultados mas precisos. Su gran defecto, sin
embargo, es que es impracticable para un sisterna con el nimero de electrones
comc e que nos ocupa. Ailn considerando el hecho de que, dado un sistema
cristalivo, la periodicidad hace que s6lo sea necesario resolver el problema
dentro de la celda unitaria que, naturalmente, tiene condiciones a la frontera
periédicas (de esta manera, la solucidn que encontramos corresponde a un
sisterna con un nimero infinito de 4tomos, aunque en la solucion del prablema
trabajemos explicitamente solo con unos pocos itomos), i tratamiento por
medio de fa interaccidn de configuraciones es simplemente demasiado grande
para las capacidades de cdmputo actuales.

Asi, tenemos que regresar a la aproximacion de la ec. (5). Para resolver
aproximadamente la ec. {5) se considerara la interaccion de un electrén con
todas los clectrones vecinos, de manera promedio. Esta aproximacidn se conoce
como aprotimacidn de electrones independientes.

" La manera en que se aborda aproximadamente el problema es ia si-
guiente, Se piensa en un tnico electrén. El potencial que siente es [a suma
‘de los potenciales de los niicleos y de los otros electrones. Se sabe dénde
estdu los micleos, asi que el potencial que ellos producen es conocido. No se
sabe 16nde estan Jos otros electrones, sin embargo, se puede pensar que su
distriyucion es similar (al menos cerca de los micleos) a la que tienen en otro
sistema que de alguna manera se conozca, por ejemplo aquella que tienen en
los 4omos libres (antes de juntarlos para formar un sélido). Se puede suponer
entonces que la distribucidn de los otros electrones, la densidad electrénica, es
en primera aproximacion la superposicion de las densidades electrénicas de los
atomoa libres. Y considerar [a interaccion de nuestro electtn con la densidad
electrénica promedio de todos los otros electrones. Asi podemios escribir una
aproximacion a la ec. {5) en la que conocemos todos los términos
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Tenemcs dos problemas, sin embargo. Uno es que la densidad electrénica real
no es jgual a la sobreposicién de las densidades electrénicas atémicas (nos
referiremos a este problema mas abajo). Otro, que la densidad electrénica no
es estatica. En el momento en el que el electrén interactiia con los otros elec-
trones, representados por una densidad estatica, ésta se modifica. Como men-
cionamos anteriormente, e} efecto de la inodificacion de la densidad electrénica
puede dividirse en dos contribuciones.

La primera proviene de un efecto dindmico. La densidad electrdnica
promedio que consideramos no incluye al electrén que interactia con ella.
Cuando este electrén se encuentra dentro de la zona donde la densidad elec-
trénica de los otros electrones es grande la modifica. Se puede decir que este
electrén genera un “agujero” a su alrededor, es decir, provoca una disminucién
en la densidad electrénica en su vecindad inmediata. El efecto de esta modifi-
caci6n sera el de disminuir la energia total ya que la repulsion interelectrénica
se hace menor al disminuir la densidad electrénica en la vecindad del electron.

La segunda proviene del principio de exclusidn. Al acercarse a distancias
infinitamente pequefias, de acuerdo con el principio de exclusién de Pauli, la
densidad se ve modificada. Los clectrones son particulas indistinguibles, es de-
cir, para caracterizar a un electrdn hace falta establecer 4 niimeros cuénticos, y
cada el:ctron tiene que tener una combinacion de niimeros cuénticos diferentes
a la de cualquier otro. En la medida que un electrén se aproxima a otro a una
distancia infinitamente pequeiia, se modifica su configuracién de manera tal
que se haga patente la diferencia entre uno y olro electrén. Esta contribucién a
la energia se denomina energia de intercambio. Se puede explicar este efecto de
otra manera. Se sabe que una de las condiciones que debe cumplir la funcién
de onda para los electrones es que sea antisimétrica. Por ejemplo, para un
sistema de dos electrones la funcién de onda debe cumplir que

W(r1ra) = =¥(rz.r). ‘ &)

lo cual implica que, si se quiere evaluar la [uncién de onda con los dos
electrones en el mismo sitio se tiene

\l’(rl,rl) = —\P(rl,rl). (8)

Como puede verse, la ec. (8) se satisface s6lo si la funcidén de onda vale
idénticamente cero. Asi, la probabilidad de encontrar a dos electrones en el
mismo sitio (el cuadrado de la funcién de onda) es exactamente ceto. Como
la funciin de onda es continua, la probabilidad de encontrar dos electrones en
posiciones muy cercanas es pequeiia. En cambio, cuando se hace la suposicion
de que la densidad electrdnica es estatica se permite que los electrones se
acerquen a distancias infinitamente pequehas, con el costo energético asociado.
El principio de exclusion de Pauli impide este acercamiento reduciendo la
energia del sistema. '
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£n la teoria de funcionales de la densidad se incluyen los efectos de
las des contribuciones anteriores proponiendo la existencia de un potencial
efectivo adicional que describe estos efectos. A éste se le denomina potencial
de intercambio y correlacién y se expresa como un funcional de la densidad
electrénica, Vyc[o(r)].

Con esta definicidn, la ecuacion (6) se convierte en

[v? - ZL: RLZf- - + ;(r ) dr' + Ve [p(r)]]é.(r.) = g.é,(rl) 9)
Esta es la ecuacién que queremos resolver. Podemos regresar ahora al primer
problena seiialado en torno a la ecuacién (6). Como dijimos construiremos
inicial:aente la densidad elcctronica como una superposicién de las densidades
de los dtomos libres. Luego, en un segundo paso, con las soluciones de la
ecuacién (9) calcularemos una nueva densidad electrénica en términos de las
funciones de onda monoelectrénicas, ¢i(r), asi obtenidas

o) = Sl (10)

Otra d= las consecuencias de! principio de exclusién es la bien conocida de que
s6lo drs electrones pueden ocupar cada valor de energia permitido. Asi, si se
tienen N electrones, se requeriran N/2 valores energéticos (dentro de la teoria
espin restricto). En principio, para una muestra macroscépica del sistema, N
es del orden del nimero de Avogadro (Np). Sin embargo, si se toma en cuenta
la periodicidad, se puede hacer el calculo para el nimero de electrones en la
celda unitaria. Los resultados para la celda unitaria se pueden extender a todo
el sélido periédico.

Dentro de la aproximacion de la teoria de funcionales de la densidad, la
energia total del sistema esta dada por

vt o
Er = Z ‘i‘_Een"'z"Eae+Eze- (ll)
~en donde el primer término es la suma de los eigenvalores obtenidos en la
solucién de la ecuacidn de Schrédinger monoelectrénica. Este término, que
serfa exacto en una formulacién monoelectrénica exacta, tiene que ser cor-
regido en la presente aproximacién. Las correcciones pertinentes son los sigu-
ientes tres términos de [a ecuacién (11). Estos son, la interaccidn electrostatica
con Jos niicleos, la interelectronica y la energia de intercambio y correlacidn.
Debido a que no se tiene la certeza de que la densidad electrdnica elegida
sea la correcta, y considerando que se requiere una solucién autoconsistente
al problema, se puede utilizar el resultado que se obtenga para calcular la
energia y la densidad electronica. Utilizar esta nueva densidad electrénica
para escribir de nuevo la ecuacion (9) y, de esta manera, optimizar el valor
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para la energia que se busca. De acuerdo con el {eorema variacisnal? se sabe
que se obtendra un valor para la energia que siempre estara por arriba del
valor real. :

Clon esto concluye la explicacidn acerca de cémo se plantea la ecuacién
de Sch:6dinger en estas condiciones. A continuacién se describird la manera
en la que dicha ecuacidn fue resuelta.

El método particular que se empled para resolver la ecuacién de Schrs-
dinger propuesta es el llamado de Linear Muffin-Tin Orbitals (LMTO)3. Una
vez escrita la ec. (9), los diferentes métodos disponibles son Gnicamente dis-
tintas elecciones de las funciones de base que se emplearan para representar
a las soluciones de la ec. (9).

En este método se propone reemplazar la base de funciones de onda
dependientes de la energia que se emplearian para describir el potencial en
¢l interior de las esferas atémicas por un conjunto de funciones de base fijo
{correspondiente a una energia fija) que se extrapola linealmente para otras
energias.

Se hara la suposicidn de que el potencial del cristal puede representarse
adecuadamente mediante un potencial esféricamente simétrico. Llevar a cabo
estas aproximaciones lleva implicitas algunas limitaciones, que para fines de
este trabajo se supondréd que no son importantes. La experiencia acumulada
por los practicantes de este tipo de calculos es suficiente para que sean apli-
cados a este problema con la seguridad de que los resultados asi obtenidos
habrin de tener la precision requerida,

Esta descripcién metodoldgica es vélida tanto para los metales puros
como para los sistemas de tipo AaB, AB y AB3. En el caso de tener mezclas de
metales la variacion estriba, a fin de cuentas, en laforma en la que es definidala
celda unitaria, ya que de ello dependera la distribucién de densidad electrénica
de los dtomos en la red. A continuacién se hard una descripcion detallada y
por separado de la situacién en el caso del cdlculo para los elementos puros y
la de los compuestos del sistema cobre-oro.

¢} Regnultados

1) Elementos puros

El estudio del sistema cobre-oro se inicia con el calculo de las propiedades
basales de los elementos puros. Tanto el oro como el cobre tienen, en equi-
librio, la estructura cristalina fec. Se sabe que el método LMTO es capaz de

2 Ver, por ejemplo, A, Szabo, N, S. Ostlund, Modern Quanivm Chemistry, Mc Graw-
Hill Co., 1982.

I}vos referimos al método LMTO en su implementacién estandar. Esta incluye la
aproximacién de esferas atdmi (ASA), las d inadas correcciones combinadas y los
efectos relativistas escalares. Todos nuestros cilculos corresponden a estas aproximaci
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predecir correctamente esta estructura como la del estado basalt; asi, dada la
estructura cristalina, el tinico pardmetro de entrada necesario para calcular las
propiedades basales es el mimero atémico del atomo en cuestion (que, al definir
¢l nimero de electrones, define también una aproximacién a la configuracién
electrdnica). Se calcula la energia total del cristal para diversos valores de
la constante de malla. Esta informacidon permite encontrar la constante de
malla de equilibrio. Se emplea la ecuacidn de estado universal propuesta por
Rose et al.5 que describe las propiedades bassles de una estructura como
funcién del volumen a través de los siguientes pardmetros: la constante de
malla de equilibrio, ap, la energia de cohesidn en el equilibrio, E. (o energia
de sublimacién, es decir, la energia que cuesta separar a un sdlido en los
elementos que lo constituyen), el médulo mdsico en el equilibrio, Bp, ¥ la
derivada de éste con respecto a la presién también en el equilibrio, Bf. La
calidad del calculo puede ser evaluada a partir de la comparacién de estos
datos con sus contrapartes experimentales.

L} v 1 v ¥ ¥
]
a2t - .
Diagrama de energia )
34t pera Au -

<38+ E
l 4
A0} b
1

424 b

2 A 1 " (] 1
7.5 20 8.5 - 9.0
Cte. de malla (A)

Figura 10: Diagrama de encrgia para Au puro, la curva continua corresponde
al ajuste de la ecuacidn de estado universal {“universal fitting”, abreviada como
“unif"). Nétese que la curva obtenida mediante la ecuacion de estado se ajusta
perfectamente a los valores calculados mediante el método LMTO.

Existen varios parametros en el calculo de estructura electrdnica que tienen
que ser fijados, Uno de ellos es el ndmero de puntos &, es decir, log vectores de

Pucastelle y F, Gautier, J, Phys. F: Metal Phys, 6, 2039 (1976); M, Shuiter y P. E,
‘A. Turchi Phys. Rev, B 43, 12251 (1991)
§J. H. Rose, . R. Smith, F. Guinea y J, Ferrante, Phys. Rev. B29 (1984) 2963.
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Existen varios pardmetros en el calculo de estructura electronica que tienen

‘que ser fijados. Uno de ellos es el nimero de puntos &, es decir, los vectores de

onda que sirven para interpolar las cantidades en la red reciproca, consistentes
" con la periodicidad y simetria de Ia red de Bravais correspondiente,

.Al elegir 120 puntos & se asegura que la aproximacion es lo suficiente-
mente buena para producir resultados aceptables (el error es menor que 0.05
mRy/étomo en la energia de cohesidn). En los métodos que utilizan la teoria
de bancas se requiere ademds de un criterio para truncat la base de funciones
que se emplea en el desarrollo. Si el método utilizado es el LMTO, las funciones
de base son orbitales de muffin-tin, caracterizadas por un indice andlogo al
indice de momento angular s, p, d, f.... Al parecer, al trabajar con metales
de transicion es suficiente utilizar una base minima (s, p, d), sin embargo, en
el estudio del sistema cobre-oro, como se verd en el desarrollo de este trabajo,
hubo necesidad de ampliar la base hasta orbitales de tipo f.

450 Py T T ¥

Disgrama de energio
para Cu

-4.551

Energia de cohesin (V)
Y
2

465

70 i ] s 1 A L ) S | L " L

64 6.5 6.6 67 68 69 10
constantc de malla (A)

Figura 11: Diagrama de cnergia para Cu pure, la curva continua corresponde
a la ecuacién de estado universal {“universal fitting" alreviada como “unif™),
nuevamente se observa que la curva se ajusta muy bien a los valores calculados
mediante ¢l método LMTO.
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2) Compuestos de cobre-oro

Cuando se habla de compuestos de cobre-oro, y no solamente de los metales
puros, existen algunas variantes mas que hay que considerar. Cada uno de los
dtomos que forma parte de la celda unitaria tiene asignada una region de forma
esférica de manera tal que todo el espacio queda cubierto por dichas esferas.
Esta implementacién al método LMTO es conocida como ASA {aproximacién
de esfzras atémicas).

Asf, existe un pardmetro adicional en el cdlculo de un compuesto: el
tamaiio relativo de las esferas de cada uno de los tipos de dtomos. Para iniciar
el cdlculo se hizo la suposicidon de que la relacién de tamafios de los dtomos en
la celda unitaria de ese sisterna seria la misma que la de los radios metalicos

de los elementos.
Calcularemos la energia de formacidn para estos compuestos a partir de
los valores de energia encontrados del cilculo anterior. Las reacciones que se

llevan a cabo son

3Cu(s} + Au(s) — CuzAuls),
Cu(s) + Au(s) — CuAu(s), .
Cu(a) 4 3Au(s) — CuAuz(s) )
A partir de estas reacciones, se puede calcular el valor del AE de formacidn
como

AEcuyau = Ecugau = 3Ecu = Eaus
AE¢uau = Ecuau = Ecu = Eaus
AECHAM; = ECuAu; —Ecy — 3EAu‘
En la tabla 1 se muestran los valores obtenidos de AE de formacidn para los
compuestos de) sistema cobre-oro.

Sistema ag Er z AE
Cu 6.71 —3304.76072 1 +0
CuszAu 7.02 —47916.26262 0.8635 -1.39
7.02 —47916.27008 0.925 -3.17
CuAu 7.29 —41306.73592 0.8635 +0.005
7.29 —41306.74239 0.925 -3.21
CuAug 7.5 —117310.68114 0.8635 +1.34
. 75 —-117310.69229 0.925 -1.45
Au 7.8 —38001.975260 1 +0

Tabla 1. Constante de malla, a, (enu. a.), encrgia total, Ep (en Ry/celda},
relacidn de radios, = rCu/fAu, ¥y energlas de formacion, AE {en mRy /d-
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' tomo), para los compuestos de cobre y oro estudiados con el método LMTO
en la aproximacidn ASA. Nétese que la celda de los elementos puros tiene un
&tomo, la del compuesto CuAu tiene tiene dos y 1a de los compuestos CuzAu y
CuAuj, tienen cuatro. En el caso de los compuestos CuAu y CuAuy cuando se
elige Iarelacin de tamaifios dada por los radios lentes se obtiene valores de
energfas de formacidn positivas. La base que se empled consistié de orbitales
tipo s, pyd.

Hubo necesidad de manipular esta relacion de tamaifios como una nueva
variable del sistema. Esta nueva variable fue denominada = y representa la
relacién de tamaiios entre el dtomo de cobre y el tomo de oro, r = rey/rau.

La forma en la que se manipuld esta variable fue la siguiente: considera-
mos que el volumen de la celda unitaria esta dado en términos del pardmetro
de malla, a; y lo relacionamos con los volumenes de los dtomos constitutives
en Ja forma

& = nVou + mVau. (12)
E! compuesto de cabre-oro se denola por Cu, Au,, donde

4n

Veu = '3—'%‘11' (13)
¥
4 :
Vau = ?"r-jh,. (14)
Tenemos ademds que
TCu 8Cu
— = ==, 15
TAu Ay ( )
3
D= 44"3 ; - (16)

donde Q es el radio de Wigner-Seitz (promedio}, es decir el radio de las
esferas cuyo volumen es igual al volumen total del cristal. Sustituyendo estas
relaciones en la ec. (12) se llega a

[ 4 3
Q- [m + m:sl an
Y

TCu _ 4z° 13

-ﬁ- - [m+nz3] (18)

Calculamos la energia como funcién de la relacién de radios, obteniendo los
resultados de las figuras 12 a 14. Como puede verse, la energia muestra una
dependencia continua con este parametro y presenta un minimo para un valor
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muy similar del parametro = en los tres casos. Es decir, la energia es estable
con recpecto a variaciones en el parametro de interés cuando éste tiene un
valor c:reano a 0.93. Elegimos este valor para todos nuestros calculos,

ll\)w

CusAu L12
ao=7.02 a.u.

—
1

o
i

Energia de formacion (mRy/at)
L

2.
3]
]
-5 1T
0.85 0.9 0.95 1

Relacion de radios [r(Cu)/r{Au)]

Figura 12! Energia de formacién del compussto CnJAu como Iuncaon dc Ia
velacidn de radios. Como puede obaervarse, Jos bios de
con Ja variacidn del pardmetso z son muy importantes, y llevan de cncrg’.u de
formacidn positivas {inconsistentes con la infonnacidn experi al di
para este sistema) a energias negativas,
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n W -
|

CuAu L10
a0=7.28 au,
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1
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i
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1

Energia de formacion (mRy/at)

L]
S
i

.'5 T L) A
0.85

LI § T T

’ ' T ks ' v l
0.9 0.95 1
Relacion de radios [r(Cu)/r{Au)]

Figura 13:Energia de formacién del compuesto CuAu come funcién de la
relacién de radios. Se muestra la dependencia de la energia con respecto a
Ia relacidn de tamafios de los dtomos constituyentes. Nétese que existe una
relacidn de tamafios dptima para el sistema, en este caso, ¢l valor al que
e adecuado fijar Ia relacidn de tamadios es #=0.925, que proporciona un
minimo de cnergia (que garantiza la cstabilidad de esta cantidad con respecto
al parmetro ) para los (res compuestos osdenados que presenta el sistema
cobre-aro,
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'3 LI I § L T v ¥ T T ‘ L LA L l
0.85 0.9 - 0.95 1

Relacion de radios [r(Cu)/r(Au)]

Figura 14: Energia de formacién del compuesto CuAu, como funcién dela
relacidn de radios. El valor de la constante de malla de equilibrio no cambia al
variar la relacién de tamaiios, ¢l tinico efecto (y sumamente importante) que
se manificsta al tomar una reladén de tamafios equivocada es que el valor de
1a energia de equilibrio no es un minimo, es decir, al analizar esta grifica se
puede observar que la energia disminuye,

Como puede observarse de las graficas de las figuras 12-14, €l elegir la relacién
de tarmarios adecuada lleva a valores de energia mas bajos. Si ahora se analiza
la influencia de esta relacién en la carga de los dtomos de cobre y oro cuando se
encuentran formando compuestos entre ellos se verd que existe una correlacidn
entre esta carga y la energia de formacidn: el minimo de energia, situado en
Zmin, estd muy cerca del valor de = para el cual la esfera es neutra; y la
pequeiia carga existente para el valor de zp,, corresponde a la direccion
de transferencia de carga sugerida cualitativamente por el comportamiento
periddico de la electronegatividad. En las figuras 15-17 se presentan las graficas
de carga eléctrica dentro de las esferas asignadas a cada tipo de atomo en los
tres compuestos ordenades del sistema cobre-oro como funcién de la relacion
de radios de estas esferas. El comportamiento observado es el mismo para
los tres compuestos analizados. El valor éptimo de = para todos los sistemas
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estudiudos es muy similar. Es importante notar que el valor de la constante
de malla de equilibrio no se vié modificado al variar ¢l pardmetro z; ademids,
el hecho de que la relacién de tamanos Gptima sea la misma en todos los
compuestos, permite decir que, independientemente del entorno en el que se

encuentre un 4tomo dado y del volumen del cristal correspondiente, el tamafio
relativo de los atomos se mantiene fijo.

1
! CugAuLi,
4 | a=7.02au.
.g ] 0
% 0.54
E o
% . -9 Q(Au)
o 4
5 , 4
, © ,0"
! Q h
g 5 ] ?
o ] -9~ Q(Cu)
l Xmin
'0.5 --rvlrl-l||l-=|
0.85 0.9 0.95 1

Relacion de radios [r(Cu)/r(Au}}

Figura 15: Transferencia de carga entre los itomos de cobre y oro en
el compuiesto CuzAu. Como puede observarse, existe una relacion de radios
para la cual 1a carga clectrénica en las esferas asignadas a cada atomo en el
compuesto es mfnima. Este minimo coincide ademds con un minimo de energia.
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' CuAu L1 0
a°_7 28 a.u.

Carga en la esfera atomica

Xmin

'05 T v 1 7
085 , 0.9

L} l L]
0.95

Relacion de radios [r{Cu)/r(Au)]

Figura 16: Transferencia de carga entre los dtomos de cobre y oro en el
compuesto CuAu. Sélo se muestra la carga en los orbitales d. Puede conside-

rarse que la diferencia de clectronegati
oro tiene un importante efecto.
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1
g ]| cwwgtty
.E L a0=7.50 a.u.
[
® 0.5+ .
g 1 :
ﬁ ) -0~ Q(Au)
@ E
§ o. y
5 ] e
g ] -8~ Q(Cu)

: Xmin

'0~5 L SN St Rt et U A Bt A i AL RN L SRS S |
0.85 09 0.95 1

Relacion de radios {r(Cu)/r(Au)]

Figura 17: Transferencia de carga entre los stomos de cobre y oro en el
compuesto CuAug. El valor de z = 0.8635 es 1a relacién entre los radios
covalentes de los Atomos libres. como puede notarse en las tres graficas an-
terioces, este valor de z no estd de acuerdo con la tendencia periédica de la
electronegatividad, que indica que la carga electrénica sobre el oro tiene que
ser mayor que la localizada sobre el cobre al formar entre ellos un compuesto.
Cabe hacer notar que la reladén de tamafios que minimiza la gla lleva
tambifn comio ¢ ia [a tendencia en electronegatividad esperada.

Una vez encontrados los valores de equilibrio para el sistema estudiado, se
procede conio en el caso de los compuestos puros: describimos la dependencia
de la energia de cohesion con la constante de malla mediante una ecuacién de
estado.% Con las energias de cohesion asi determinadas calculamos las energias
de formacién de los compuestos ordenados. El resultado se presenta en forma
grifica en la figura 18.

85, H. Rose, et al., op. cit.
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R -
i

A

Energia de Formacién (mRy/atomo)

.6 - -
Ll 1] v T r A v T
00 02 04 06 08 10
Concentracion de Au’
Figura 18; Energias de for idndelos P denadas de cobre-oro.

La estabilidad de los compuestos frente a los elementos puros no basta para
decir que son estables. Podria ocurrir que se disociaran en otros compuestos,
difereates a los predichos y mas estables que los elementos puros. Para analizar
estc Gltimo punto se construyé el poligono convexo de menor energia. Al
emplear la base minima el resultado que se obtiene es un compuesto CuAug
inestable, segregando en el compuesto CuAu L1g y Au puro, Asi, tuvimos que
ampliar la base para incluir orbitales de simetria tipo f.

En las figuras 19, 20 y 21 se presentan los diagramas de energia para
los compuestos ordenados del sistema cobre-oro; en la tabla 2 se reportan los
valores ajustados para todos los compuestos del sistema estudiado. Ahi mismo
repetimos los datos correspondientes a los elementos puros para facilitar la
comparacion.
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Energia de cohesion (eV)

T v T T L T T L T
Diagrama de energia: | | ——uwaif ]
] para Cu3Au ¢ LMro .

6.8 6.9 7.0 7.1 7.2
Cte. de malla (A)

Figura 19: Diagrama de encrgia para el compuesto Cu; Au. La linea continua
corresponde a Jos puntos ajustados mediantela ecuacién de estado mencionada
en el texto; los puntos corresponden a los valores calculados mediante el método
LMTO.
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¥ Al Ll v L L | v T ¥ L
- ] L
438 4
s Diagrama de energia
“40f- para CuAu .

Encrgia de cobiesion (V)

7.1 72 73 74 15 16
Cte. de malla (A)

Figura 20: Diagrama de energa para ¢l compueste CuAu, la curva continua
correspande a la ecuacidn de estado universal [“universal fitting” abreviada
como “unif"}.
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] v T M L} v L M ]
422} E
A Digrama de energla
9 424 para CuAu3 ) =1
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:
8 -4.28 L. ~
§4.30 - E
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432} E
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434 73 7.4 7.5 76 7.7

Cte. de malla (A)

Figura 21: Diagrama de energia para el compuesto CuAu,, la curva continua
gap 15 3

corresponde a la ecuacién de estado universal (“universal fitting" abreviada

como “unil”).
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Base Sistema E. a0 Bo By
Cu 4.686 3.552 185 5.1
CugAu 4.603 374 191 5.0
srd CuAu 4.478 3.860 189 6.0
CuAuy 4,332 3.993 185 5.6
Au 4.185 4.114 182 5.9
Cu 4.842 3.518 186 5.1
CuzAu 4.822 3.669 199 5.2
spdf CuAu 4.753 3.807 202 5.4
CuAug 4.649 3.932 202 5.7
Au 4.528 4.050 202 3.8
Tabla 2. Prapiedades basales de los el puros obtenid diante el
uso del método LMTO enla aproximacién ASA. Los resultados corvesponden al
empleo de dos bases dif Ia base minima en Is que te emplean orbijtales

- 8, py d {marcada como spd en la tabla) y Ia base extendida en la que se
emplean osbitales 8, p, dy f{marcada como spdf). Las propiedades basales
de equilibrio reportadas son Ia constante de malla (en A}, Ia encigfa de cohesién
(en eV fitomo), el mddulo masico (en GPa) y Ia derivada de éste con respecta
a la presién.

Debe notarse la regularidad de algunas de estas cantidades conforme se pasa
de Cu puro a Au puro: la constante de malla sc ajusta muy bien a la ley de
Vegard que dice que existe una relacion lineal entre el volunen de I celda
unitaria y la concentracidn de las especies involucradas. El médulo mésico
es pricticamente una funcion lineal de la concentracion®. Con las energias
de cohesion se pueden obtener las energias de formacion de los compuestos
intermedios. Esta informacién se retine en la figura 18, donde se muestra la
energia de formacidn mencionada como funcién de la concentracion de Au.
Las energias de los tres compuestos observados experimentalmente, CugAu,
CuAu y CuAuj, son negalivas, indicando la estabilidad de estos compuestos
con respecto a la disociacion en los elementos puros.

En adelante, los dates que se utilizaron para proseguir con el calculo del
diagrama de fases serdn los correspondientes a la base spdf.

¥ Para otros ejemplos de este comportamiento véase: 2. W, Lu, S, H. Wel, A, Zunger,
S. Frota.Pessoa y L. G, Ferreira, Phys. Rev. B44, 512 {1991)
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'CAPiTULO IH: bESARROLLO EN cUMULOS

En el capitulo ii se hizo una resefia del procedimiento que se sigue para calcular
la energia de un sistema cristalino en el caso de que éste forme un compuesto
perfectamente ordenado. Sin embargo, los compuestos ordenados sélo existen
a temperatura cero. En cuanto aumentamos la temperatura vamos a encontrar
defectos en la red cristalina. Estos defectos serin de muchos tipos, pero los que
mads nos interesan en nuestro objetivo final de calcular el diagrama de fases
son los defectos sustitucionales. Para ejemplificar esta situacion tomaremos e]
caso de’ compuesto CuAu.

Como se describié en el capitulo anterior, la estructura del compuesto
CuAu corresponde a una red matriz de tipo fcc conocida como estructura Ll,.
En ésta, los 4tomos estan acomodados por capas en una direceidn privilegiada.
De esta manera, tenemos una capa de dtomos de tipo A, seguida de una de
dtomos de tipo B, seguida de una de A. .. La composicién que corresponde a
esta estructura es de 50% de A y 50% de B, en nuestro caso cobre y oro.

19 ¢ cue

Au@
i W%

Figura 22: Estructura ordenada

Cuandc la temperatura es diferente de cero, comenzaran a aparecer 4tomos de
oro en lugares en los que originalmente existian atomos de cobre, es decit, en
capas correspondientes a dtomos de cobre aparecerdn de vez en cuando dtomos
de oro y viceversa. La aparicion de estos 4tomos en las capas “errdneas” rompe
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1a simetria traslacional. Ahora ya no es posible definir una celda unitaria
cuya repeticion reproduzca el material, y por lo tanto no podemos aplicar
las técnicas descritas en el eapitulo anterior. Sin embargo, la formacién de
estos defectos producira una modificacion en la energia de la fase al modificar
el acomodo relativo de los atomes: energéticamente no es lo mismo que un
dtomo de cobre esté rodeado de un grupo de puros atomos de oro a que
lo esté de un grupo en el que se encuentran dtomos de las dos especies.
Nétese que originalmente, es decir a bajas temperaturas, estos defectos serdan
escasos y, globalmente, podremos hablar ain de una estructura ordenada
Llo que presenta desorden parcial, o estructura parcialmente desordenada.
El nimero de defectos se itd incrementando con la temperatura. Asi, al llegar
a la temperatura denominada critica, la esiructura Llg dejara de ser recono-
cible y en su lugar tendremos una estructura desordenads. Esta estructura
fundanientalmente desordenada conserva, a su vez, rastros del orden presente
en la estructura de la que proviene, de tal manera que es una estructura
desordenada que presenta orden parcial, o estructura parcialmente ordenada.
Este orden parcial se perdera por completo en ef limite en que la temperatura
sea muy alta, dando lugar a la fase completamente desordenada.

El hecho es que, cualquiera que sea la situacion, nos encontramos con
que Ia simetria trasjacional se ha perdido. Y no podemos emplear las técnicas
basadas en el método LMTO para conocer la energia de estas fases, Para
poder estudiar ¢! equilibrio entre fases a temperatura finita necesitamos una
técnica que nos permita tratar el orden parcial.

10T o Lo
d Auv@ ’
el W% ol W%

Figura 23: Dos formas de presentar estructuras desordenadas

Para solucionar este problema se hace uso de una técnica aproximada conocida
como la del desarrollo en cémulos. A grandes rasgos, esta técnica consiste en
un esquema de interpolacién que permite que la energia de las fases desor-
denadas se obtenga como funcién de la energia de las fases ordenadas (que
sabemos ¢dmo caleular). Esta téenica esta basada en la mecanica estadistica,
y pariicularmente en uno de los modelos que mds amplianiente han sido
utilizados: el modelo de Ising para un sistema binario. A continvacion se hard
una descripcidn mas detallada de este modelo.
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La descripeidn del modelo de Ising inicia con una red de Bravais. Esta
consiste en un conjunto de puntos en €l espacio descritos por el conjunto de
vectores {R;}. Dicha red debe cumplir con todas las condiciones establecidas
en el capitulo anterior. En seguida definimos una funcidn en el conjunto R;,
o(R;), cuyos valores se restringen a 1, dependiendo del tipo de dtomo que
ocupe ¢l punto R;. Asi

—~1si hay Ben R;.
Se supone ahora que la energia de la red dependera de la interaccidn entre los
dtomos que la ocupan. En principio el alcance de esta interaccidn es infinito
y debe incluir todas las combinaciones de sitios:

o(Ry) = {+I si hay A en R; (19)

E=5+ ZJNH-
3

pu y v
+ Z Jnoio; + Z.lua,'o'j + Zh;w;o'j + .ot
i i i (20)

+ }: [Jaxd'mjdk + J32050501 + Jaacigjon + .. -]+
ik .
+...

Jux s 1a magnitud de la interaccin para ¢l k-ésimo grupo de n atomos (asi,
entre los pares, Ja; es la interaccidn de primeros vecinos (pv), Jaz la de segun-
dos vecinos (sv), etcétera). Estas interacciones se consideran independientes
de la temperatura. La suma es infinita, pero en la practica, hmitamos su
alcance hasta una distancia manejable!.

La idea que empleamos en este trabajo es la de utilizar esta expresion
para la energia, truncada para alguna interaccion méxima, para expresar las
energias de las estructuras ordenadas que calculamos con ¢l método LMTO.
Esto nos permitird conocer una aproximacién a los valores de los coeficientes
Jor, que aplicaremos a las estructuras parcialmente ordenadas mediante el
usa de la Ec. (20).

Tomaremos un ejemplo sencillo para ver como funciona esto, Suponga-
mos que s6lo consideramos los dos primeros términos de fa Ec. (20). Es decir,
truncamos la energia para incluir sélo los “puntos”, despreciando todos los
pares, tercias, etcétera {jciertamente una aproximacion drastical, pero valga
como ejemplo sencillo). La energia es entonces

E=Jo+ZJll7(Ri)‘ (21)

Los cimulos mas grandes que han sido tratados hasta la fecha incluyen seis tomos;
el méximo alcance que ha sido incluido es alde pares de quintos vecinos.
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Notese que Jo y Jy corresponden a coeficientes caracteristicos del sistema
estudiado, independientes de la estructura y de la composicion que estudiemos.
Los valores de o(R;), por otro lado, si dependen de la estructura que presente
el compuesto estudiado.

Los valores de los pardmetros de “interaccion” Jg y J) se pueden obtener
a partir de la energia calculada de los elementos puros. Por ejemplo, para
nuestro sistema, si identificamos al Cu como A y al Au como B, tenemos que

Ecoy=Jo+4/y
Eapu=Jo =44 (22)

En esta tltima ecuacién y en lo que resta de este capitulo consideraremos una
celda de cuatro atomos. De aqui podemos resolver para los pardmetros Jy y
le

JO = Ecy ; EAu
JO = ECu ;’EAM (23)

Con estos pardmetros podemos calcular la energia de cualquier otra estructura
del sistema. Por ejemplo, para las estructuras observadas en nuestro caso,

Ecusas = Jo+ 2J1 = (3Ecy + Eau)/4
ECu,Au; =Jy= (ECu + EAu)/2

. 24
Ecuauy =Jo—2J1= (Ecu + 3Eau)/4 @)

Como era de esperarse para este modelo sin interacciones, el resultado corres-
ponde: a un promedio ponderado por la concentracion de las energias de los
elementos puros. Este ejemplo es demasiado sencillo, pero nos permite ver la
idea basica detrds del método. El ejemplo del siguiente grado de complicacién
nos pelmitira ver otros aspectos interesantes, Es claro que si queremos aumen-
tar el nimero de pardmetros de interaccion necesitamos aumentar el nimero
de estructuras cuya energia conocemos (para mantener el mismo nimeto de
incdgnitas que de ecuaciones). Supongamos que queremos ahora incluir la
interaccidn entre pares de primeros vecinos. La energia es

. pv
E=Jo+ Y ho(R)+ ) J:o(Ri)o(R;). (25)
i ij

Supongamos ahora que la estructura adicional, cuya energia emplearemos para
determinar los pardmetros de interaccidn, es la L1g. Si aplicamos la Ec. (25)
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a las tres estructuras (notese que el nimero de pares de primeros vecinos en
una estructura fec es doce, es decir seis por sitio de la malla) obtenemos

Ecu =Jo+ 421 +6J2
E(:.,‘u = Jn - 2.’: (26)
Eauz=Jo—4Jy +6J2

Al resolver para los pardmetros de interaccién encontramos

Jo= (ECu +6Ecuau + EAu)/s
J1 = (ECu - EAu)ls (27)
J2 = (ECu - 2ECuAv.; + EAu)lls

Notese que el pardmetro de interaccién entre pares de primeros vecinos estd
determinado por el negativo de la energia de formacién de la estructura Li,.
Si esta es positiva, es decir, si la reaccién es endotérmica, el pardmetro Jp
~ serd negativo; mientras que si la reaccién es exotérmica el pardmetro Jp serd
positivo. El signo de este parametro, dentro de esta aproximacion, determina
el comportamiento del sistema. Puede verse en la Ec. (25) que si J2 es positivo
se gana energia si los primeros vecinos son atomos de distinto tipo (el producto
de o’s es negativo), es decir, se favorece la formacién del compuesto. Mientras
que 51 Jp es negativo, se favorece la presencia de primeros vecinos del mismo
tipo, es decir se favarece la segregacion del sistema en los elementos puros.

Es claro que el proceso esbozado con estos dos ejemplos sencillos puede
extenderse indefinidamente, incluyendo cada vez mds parimetros de inter-
accidn y cada vez mds estructuras distintas cuya energia se conace.

El fundamento formal para justificar la expresion de }a energia en estos
términos fué desarrollado por Sdnchez, Gratias y Ducastelle.? Se definird una
funcién M7, formada a partir de} producto de todas las funciones o(R;)
que constituyen la “figura” de n sitios acomodados en el arreglo k para la
configuracién ¢ de la red, A esta funcion se le conoce como producto de
espines o funcién de ciimulos,

7. = o(Ri)o(Ry)...o(Rn). (28)

Como puede verse, el producto de espines depende de la estructura a que
nos referimos (es distinta para Cu puro que para.la estructura Llg y que
para la estructura desordenada) y del cimulo particular que seleccionamos
dentro de esta estructura {pares de primeros vecinos, cuartetas de primeros
vecinos, etcétera). Con esta definicion podemos escribir la energia de cualquier -
estructura como

?J. M. Sinchez, F. Ducastelle y D. Gratias, Physica A128 (1984) 334.
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9
Ep = Zn:&Jnk. (29)
nk

El resultade importante de Sanchez ef al, es que el conjunto formado por todas
las funciones {7, es un conjunto completo ortonormal, es decir, se cumple que

oML = bow
nk

- (30)
z H,';,,H;',;,,, = 6'".16&&!
o
Este resultado indica que el desarrollo que intentamos en los ejemplos ante-
riores ez un desarrolio en una base de funciones (los productos de espines)
completa. Queda solamente el problema de decidir donde truncar esta serie
infinita. Nos referitemos a este problema mds adelante, Ahora consideraremos
la dependencia de la energia con el volumen.

Como se vio en el capitulo anterior, la energia es también funcién del
volumen, §2. El volumen es proporcional al cubo de la constante de malla,
a (es decir @ ~ a®). Como indicamos mas arriba, las variables de espin
.o(R;) dependen iinicamente del tipo de dtomo que se encuentre en el sitio
i, en consecuencia I17, dependerd también dinicamente de la “decoracién” del
cimulo. Asf, la dependencia del volumen tendrd que estar contenida en los
pardmetros de interaccién, Jup. La Ec. (29) adoptars la siguiente forma

aN

Eo(®) = Y M7uJue() (31
nk

Ahora regresaremos a! problema del truncamiento de la serie. Como podra
notarse, la ec. (29) es una suma infinita. Se hard la suposicion de que el
desarrcilo converge rapidamente. Asi, se pueden tomar solamente algunos
términos, aquellos que presenten las contribuciones mas importantes. Axin
cuando la importancia relativa de los diversos términos depende del sistema
del que se trate, se puede hacer una primera aproximacién que funciona muy
bien en muchos casos. Segiin el trabajo desarrollado por Connolly y Williams,?
en una aleacidn basada en la malla fec, se puede hacer la suposiciér de que
los términos que mds contribucién tienen a la energia son los de primeros
vecinos, desprecidndose los términos de vecinos lejanos. En esta malla hay
tres tipos de climulos que involucran inicamente primeros vecinos: los pares de
primeios vecinos, los triangulos equildteros de primeros vecinos y el tetraedro
regular de primeros vecinos. Todos los demds ciimulos involucran euando
menos segundos vecinos. La expresidn para la energia de la estructura o dentro
de esta aproximacién es

31, W, D. Connolly y A. R, Williams, Phys. Rev, B27 (1983} 5169,
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Eq(R) = Jo(QIG + Jy(Q)N] + Ty (MG + o Q)15 + T ()0, (32)

En el trabajo de Connolly y Williams también se sugiere qué estructuras
emplear para obtener los cinco pardmetros de interaccidn necesarios. Estas
son precisamente las cinco estructuras que calculamos mediante el método
LMTO. Es decir, ¢l conjunto de estructuras {¢} = {Al, L1z, L1o, L1z y Al}.
Asi, tenemes la ecuacién

£(9) = MI(Q). (33)

En donde £ es el vector de las energias de las cinco estructuras ordenadas
que calculamos, J es el vector de los cinco pardmetros de interaccién que
deseamos calcular y IT es la matriz de productos de espines que relaciona
los cinco pardmetros de interaccion con las cinco estructuras ordenadas. Para
obtener la energia de cualquier estructura, hace falta conocer todas las Jny.
Estas pueden obtenerse invirtiendo la ec. (33).

J(Q) = I2£@). (34)

Asi, sin haber hecho el cdlculo exacto para todas las estructuras ordenadas
posibles, se puede predecir el valor de la energia para cualquier estructura, si,
como se supuso al principio, la serie converge rapidamente. En el articulo
presentado por Amador y Ramost se revisé la convergencia de esta serie
obteniéndose resultados muy satisfactorios.

Ahora podemos calcular la energia de cualquier otra estructura para la
que conozcamos el valor de los productos de espines. Pero, ;cdmo obtener
éstos para las fases parcialmente ordenadas? El problema es que desconoce-
mos el acomodo de los 4tomos en estas fases. Ademds éste dependera de la
temperatura (a mayor temperatura, mayor desorden y distintos productos
de espines). Para conocerlo con precisién (al menos dentro de un modelo)
tendremos que utilizar técnicas de la mecdnica estadistica que serdn descritas
en el siguiente capitulo. '

Sin embargo es posible calcular ficilmente la energia de un caso parti-
cular de sistema desordenado: aquél que esti completamente desordenado
(en el sentido de que la distribucién de dtomos en los sitios de la malla es
aleatoria). Es decir, aquél en que la probabilidad de encontrar un itomo de
cierto tipo en un sitio cualquiera de la malla es igual a su concentracién. Si
suponemos que ésta es z para A (con g = +1, véase la Ec. (19)) y, por tanto,
(1 — z) para B (con 0 = —1), tendremos que en este caso los productos de
espines serin

4C. Amador y E. Ramos, Rev, Mex. Fis, 40 (1994) 427.

39



Célenlo tedrice del disgrama de fases del sistema cobre-oro

M=H+2)+[-(1-2)]=(@22-1)
Oy =27 =22(1 —z)+ (1 - 2)’ = (22 - 1)? (35)
Oy =23 -3z%(1-2) 4+ 32(1 ~z)* — (1 - 2)° = 2z - 1)°
De esta manera, la energia de la fase completamente desordenada es simpie—
mente

4
Eaes(R) = (22 — 1)" 1o (). (36)
n=0 .

Esta aleacion perfectamente desordenada corresponde a la situacién real en
el limite de temperatura infinita. Asi hemos descrito hasta el momento cdmo
calcular la energia de las estructuras presentes a temperatura cero y a tem-
peratura infinita. En el siguiente capitulo veremos cémo hacer el cdleulo para
las temperaturas intermedias. ‘
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“Capitulo iv: Métodos estadisticos

CAPITULO IV: METODOS ESTADISTICOS

En los capitulos anteriores describimos la manera de calcular la energia de
cualquier configuracion de una aleacion. El desarrollo en ciimulos nos permitié
ir mas alld de los limites que tienen los calculos de estructura de bandas. Estos
s6lo son practicables para configuraciones ordenadas y, de hecho, sélo para
aquellas estructuras que tengan una celda unitaria de un nimero pequefio
de dtomos. Sin embargo, el método del desarrollo en climulos permitis caleu-
lar {aproximadamente) la energia de cualquier otra configuracion (ordenada,
parcialmente ordenada o desordenada) en términos de dos cantidades: los
parémetros de interaccidn de los distintos ctimulos (Ji), y los productos de
espines de los distintos cimulos para las distintas estructuras (117, ). Describi-
mos en el capitulo anterior cémo obtener los primeros. La obtencién de los
segundos es inmediata para el caso de estructuras ordenadas pero mucho mas
compleja para el caso de estructuras desordenadas o parcialmente ordenadas.
En este capitulo describiremos las aproximaciones de la mecdnica estadistica
que empleamos para ello.

Presentaremos un primer ejemplo sencillo que nos ayudard a definir
las cantidades relevantes. Imaginemos una red bidimensional cuadrada de N
sitios. Queremos “decorar” esta red con dos tipos de dtomos, A y B; es decir,
queremos formar una aleacién binaria. Supongamos que tenemos N4 itomos
de tipo A y Ng dtomos de tipo B, de tal manera que N = N4+ Np. Se deﬁne
a las fracciones mol de las especies A'y B como

N

N
(31)
zy:-‘%’-:(l—z). i

Supondremos ahora, para que este ejemplo sea practicable, que tenemos cuatro
atomos. La figura 24 muestra todas las maneras posibles de acomodar cuatro
dtomos de dos tipos en cuatro sitios de la malla.
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AA AA AA BA
AA AB BA AA

BB BB BB AB
BB BA AB BB

AA AB BA BB
/BB AB BA AA

BA AB AB BA
AB BA AA BB

Pigura 24: Formas posibles de acomodsr cuatro dtomos de dos tipos en
cuatro sitios de la malla. Cada sitio estd ocupade por un stomo de tipo A o de
tipo B. Existen 16 formas distintas de acomodar dos &temos en cuatro Jugares,

Es ficil ver que para una maila de N dtomos, el mimero de configuraciones
posibles es 2V, ({Por eso escogimos N ‘= 4 para este ejemplo!) Cada una de
estas posibilidades corresponde a una configuracién distinta de la aleacién.
En términos del modeio de Ising del capitulo anterior, la energia de cada
una de estas estructuras puede ser distinta: los diferentes vecinos de cada
atomo son distintos en las distintas estructuras; aunque habrd configuraciones
degeneradas,

Cuando T = §, el estado de energia minima es el estado de equilibrio.
Pero cuando fa temperatura es distinta de cero, el criterio de equilibrio es la
minimizacién de la energia libre. El estado de equilibrio es &l que tenga el
menor valor de

G=VU~TS (38)

Por tanto, si quercmos encontrar el estado de equilibrio a temperatura finita
es necesario que podamos calcular la entropia de las distintas configuraciones!.

'La pla que calcul diante Jos méiodos descritos cn este capitulo ¢s la
entropfa conﬁ;urac:ona) Hay otras contribuciones a la entropia: 1a entropfa electrdnica y
1a entropfa vibracional, por ejemplo. Sin embargo, esperamos que éstas sean tan parecidas
entre las fases en B iaen ¢l p trabajo como para que se puedan despreciar.
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Consideremos de nuevo nuestro ejemplo para el caso de = = 0.5. Tenemos
seis configuraciones distintas para esta concentracion. Claramente las cuatro
primeras son equivalentes, asi como lo son ia quinta y la sexta. Ahora con-
siderernos el modelo de Ising suponiendo que sdlo existe interaccién de pares
de primeros vecinos, J2; = J2. Y que ésta es positiva. La energia del primer
grupo de configuraciones es entonces igual a cero, mientras que la energia
del segundo grupo es —8J3. A temperatura cero esta es la configuracion mds
estable. Pero, ;qué pasa cuando la temperatura aumenta? La entropia de estos
dos macroesiados es proporcional al logaritmo del nimero de microestados
consistentes con cada uno de ellos; cuatro y dos, respectivamente. De esta
manera, la energia libre de cada uno de los dos macroestados serd .

G) = 0—’:7‘"4,

39
Gy =—-BJy —kTIn2. (39)

En la figura 25 puede verse una representacidn de la energfa libre de estos:
dos macroestados como funcidn de la temperatura. Cuando la temperatura es
baja, €l estado dos es el estado de equilibrio, pero a medida que la temperatura
aumenta, la diferencia de energia libre entre los dos macroestados se hace
menor, hasta llegar a la temperatura T* en que los dos estados estin en
equilibrio. Por encima de esta temperatura, el macroestado 1 es el estado de
equilibrio del sistema. : ’

T T

Figura 25: Energia libre de dos macracstados como funcidn de 1a tesnpe-
ratura; marcados como 1 y 2. A temperaturas bajas, ¢l macrocstado 2 es el
estado de equilibrio, conforme aumenta la temperatura se llega a un estado de
equilibrio (T*) para los dos macroestados. Por encima de esta temperatura, el
macroestado 1 es el estado de equilibrio del sistema.

Lo que s¢ busca entonces es calculat la entropia para una malla de N sitios. Es
decir, debemos conocer el niimero de microestados posibles para un macroes-
tado dado. Como puede apreciarse, en ¢l caso de una red de 4 sitios con
interacciones entre pares de primeros vecinos, esto es sencillo. Pero, cuando
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se tiene una red de N sitios e interacciones de mayor alcance, la situacion se
complica.

Sin embargo existe un ¢aso en que esto es practicable, Podemos calcular
la entropia de una malla de ¥ sitios totalmente desordenada, Es decir, aquella
en que todas las combinaciones posibles corresponden al mismo macroestado.
La forina en 1a que se calculs el nidmero de microestados, en este caso, es fa
siguiente: '

Tenemos N sitios (acomodados de cualquier manera; en una linea, en
un arreglo bidimensional o en uno tridimensional} en donde queremos colocar
Ny particulas A y Np = N — N, particulas B. Las condiciones para este
acomodo son que todos los arreglos son posibles y que las particulas A son
indistinguibles entre si; de ]a misma maners en que las particulas B son
indistinguibles entre si. £l acomodo se hari de la siguiente manera: primero
vamos a contar las formas de acomodar 2 las particulas A. Cuando sepamos
de cudntas maneras es posible acomodarlas, sdlo quedardn Ny sitios libres, en
donde se acomodarin, de una tnica manera, lag Ny particulas restantes (ya
que son indistinguibles).

La primera particula A se puede colocar en N fotmmas distintas {cual-
quiera de los N lugares), para la segunda particula quedardn (W — 1} sitios en ~
donde acomadarse, Hasta ¢l momento, el nimero total de configuraciones es
N(N — 1). Como las particulas son indistinguibles, el caso en que Ja primera
particula ocupa el sitio y y la segunda el sitio ¢ es equivalente al caso en que
la primera particula ocupa el sitio ¢ y la segunda el sitio p. Sin embargo, en
nuestras cuentas, estas dos siluaciones se consideran distintas. Para cotregir
esto tenemos que dividir entre dos, con lo que obtenemos N(N ~ 1)/2.

Para la tercera particula se tienen solamente (N — 2) maneras de aco-
modarla. Ef hecho de que las particulas son indistinguibles da lugar ahora a 6
configuraciones indistinguibles en el sentido anterior, por lo tante, dividimos
este niimero entre 6, N(N — 1}{~ — 2)/6.

5i seguimos con este proceso legaremos a que el nimero de conﬁgura-
ciones posibles, Q, es

NN=L)N=2.(N=Nst1) A '
Nal TV~ Na)iNg! (“0)

La entropia correspondiente es § = kIn{2, que se puede expresar en este caso
como

s= Z::,- Inz;. (41)

Esta aproximacion a Ja entropia, exacta para un sistema stn interacciones, se
ctonoce como la apraximacidn de Bragg-Williams.
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El método de la variacién de camulos

En la aproximacion anterior la entropia que calculamos no distingue entre
los des macroestados de nuestro ejerplo sencillo. Es claro que en el caso
realista en que las particulas interactian setd necesario contar con una mejor
aproximacién. Estas aproximaciones de mds alto orden fueron propuestas por
diversos investigadores. En 1951, Kikuchi? propuso un método general que
contiene, como casos particulares a todas estas aproximaciones. Este méto-
do se conoce como el método de la variacién de camulos. A grandes rasgos
este método consiste en seleccionar un ciimulo de sitios de la malla. Este
climulo se trata como ¢l bloque basico con el que se construye la malla. La
entropia se calcula aproximando el nimero de maneras en que este ctimulo
puede decorarse. En estos términos, la aproximacién anterior corresponde a
la eleccion mas sencilla, la de un ctimule de un solo sitio. A continuacidn
describiremos la aplicacidn de este método cuando el ctimulo consta de un par
de sitics de una malla unidimensional. Adicionalmente supondremos que la
interaccion entre los dtomos involucra tinicamente a los dtomos de primeros
vecinos. Este ejemplo sencillo permitira ver las caracteristicas esenciales del
método sin perdernos en las complicaciones de los casos més realistas {como
la aproximacion de tetraedros que usamos en el caleulo del diagrama de fases
en este trabajo).

Supongamos que tenemos una red lineal de M sitios. Para calcular la
entropia trabajaremos con un conjunto de L réplicas de este sistema: un
ensamble de L sistemas. Seleccienaremos ahora el k~ésimo punto de la malla
en cada uno de las L sistemas. Llamaremos a este conjunto el conjunto de los
puntos k del ensamble. Como puede adivinarse, llamaremos & + 1 al punto
situado a la derecha del punto k y & — 1 al que esta situado a su izquierda.
Esta situacion est representada en la figura 26.

A cada punto de la malla le asignaremos un signo {+) o {—) (el seu-
doespin del modelo de Ising) dependiendo de que el dtomo sea de tipo A o de
tipe B. Denotaremos {k} al conjunto formado por los puntos &, y veremos
qué sucede con la distribucién de espines para este conjunto, atendiendo
a las posibles parejas de atomos que se formen en el proceso de decorar
el ensamble de mallas (recuérdese que queremos calcular la entropia den-
tro de una aproximacion de pares). Al decorar el conjunto de los puntos k
de la malla formaremos enlaces que pueden ser de cuatro formas distintas:
(+.4). (+:=).(—~ +) ¥ (~.—). Dentro de nuestro modelo, con interacciones
entre tomos de primeros vectnos, la segunda y la tercera posibilidad son
equivalentes. Asi solo tenemos tres parejas distintas. Llamaremos yy, v2, vz ¥
va, respectivamente, a la fraccion de cada uno de los distintos tipos de pares
que existe en el ensamble una vez que hayamos colocado a los dtomos del
conjunto del punto k.

2R, Kikuchi, Phys. Rev. 81 (1951) 988; J. Chem. Phys. 60 (1974) 1071.
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De acuerdo con esto, la suma de estas fracciones (la suma de estas
probabilidades) debe ser igual a 1. Es decir,

n+2nntw=1L (42)

Si en el ensamble encontramos y) L sistemas con configuracién (+.+), w2l
sistemas con configuracién (+,-), y2L sistemas con configuracicn (—,+) ¥,
finalmente, y3L sistemas con configuracién (—,-), diremos que (k} tiene la
conﬁgumclon de enlaces cotrecta.

k
*—0—0—0—0 |
f.—.—O—.—.Z
009
*——0—0—9:
*—o—0—0—0L

Flgurn 26: Ensamble formado a partir de una red lineal de M sitios. Cada
a up sist con K punios de malla, El ensamble consta de
L l'épl.lm de un sistema.

" Definiremos ademds a 2§ como la fraccién de sitios (+) en {¥} y =& como la
fraccién de (=) en (). Debe cumplirse que =8 = ¥ +4: 25 =k 4 ¥y
: =
lﬂuta este momento solamente hemos definido las expresmnes con las
que se trabajard. Ahora veamos lo que sucede alrededor de &. Si los espmes
estan distribuidos al azar, la probabilidad de encontrar una fraccion :1 de
espines (+) es igual al caso de tener una fraccidn =¥ de espines ().

Por lo tanto, el valor de los espines del conjunto {41} queda restringido
a unas cuantas posibilidades. Al colocar el dtomo en el sitio k la fraccién de
espines z§ formard dos grupos posibles de enlaces: (+,+), w1} ¥ (+.—) v2. La
fraccién de espines z2 quedard restringida a (~,~), v3, ¥ (=, +), v2. El siguiente
paso ¢s contar de cudntas formas es posible colocar los dtomos en el sitio k+ 1
de tal manera que obtengamos la distribucién de pares deseada.

Dividiremos ¢l problema en dos etapas. Primero nos ocuparemos de
formar todos los pares que tienen cumo primer elemento a un itomo (+).
Liamaremos £ al nimero de maneras de hacer esto. El problema es similar
al que estudiamos en el ejemplo anterior. Queremos contar el nimero de
maneras en que podemos distribuir dos especies de tal manera que formemos
w1 L pates (+,+4) (0 sea que en estos sitios irdn dtomos (+)), el resto de los
sitios seran ocupados por dtomos (—), formando y2L pares (4, ). Siguiendo
la deduccion que hicimos en la seccién anterior para calcular el nimero de
posibles combinaciones (ec. 40) es facil darse cuenta de que este mimero, 9y,
es
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(=1 L)' = _(=nL)!
: WL nL =nL)! "~ (L) (sL)
De manera similar, para todos aquellos sistemas en que el sitio & esta ocupado

por un dtomo (—) calculamos el mimero de maneras de distribuir el dtomo
del sitio & + 1, $23,

Q= (43)

(z2L)! (z2L)!
= (b=l L) (sal)(ual)t
" Con estos nimeros podemos calcular ahora el niimero total de maneras de
acomodar atomos en el sitio & 4 1. Como los acomodos son independientes,
éste es el producto de Q; y 7,

QL =00, = JGe)! (45)
[HwaiL)! .

Donde i puede ser 1, o 2; g; corresponde a la degeneracién de los enlaces
(que refleja la equivalencia entre los enlaces (+,—) y (~, +)). Ahora podemos
extender este resultado a la construccidn de los M puntos de la malla y
reducir el resultado, correspondiente al ensamble de L sistemas, al nimero de
maneras por sistema. El resultado final es (@) ¥. Este resultado corresponde
al obtenido originalmente por Bethe y que se conoce como la aprozimaciin
de pares de Bethe.

La entropia de esta malla ser4 entonces § = £In(2;)¥ . Unas manipu-
laciones algebrdicas sencillas, que incluyen el hecho de que el logaritmo de un
producto es la suma de los logaritmos de los factores, In [J(zi£)! = 3" In(=;L)!,
y la aproximacion de Stirling, nos permiten expresar a la entropia en términos
de z; y y; como

(44)

S kM(Zr,' lnz; — Zy;ﬁ.’ In y.‘). (46)

A partir de la ec. (46), podemos calcular también el valor de la energia libre
de Gibss (G = E — T'S) 51 usamos la ec. (20) para expresar la energia interna
en términos de los pardmetros de interaccion J;,

G = Jy(z1 — =2) + 251 — 22 +v3) — kTM(E:,‘ Inz; - Ewﬂ.‘]ﬂ vi). (47)

En la ecuacion (48) hemos omitido el término correspondiente al climulo vacio,
JoM, cuyo tnico efecto es el de una constante aditiva en la energia libre.
También es posible eliminar el término del cimulo de un punto ya que este
es una constante para una concentracion dada. De esta manera conservamos
solamente el término de interaccién de pares; la ec..(47) se convierte en

G =y — 2 + 1) — KTM(Y =ilni = ) il ). (48)
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El estado de equilibrio del sisterna serd aquel que corresponda al mirimo de la
funcién G como funcidn de las variables ;. Esta minimizacidn debe llevarse a
cabaecon la restriccion de que el nimero de particulas es constante. Utilizando
¢l método de los multiplicadores de Lagrange® que minimiza una funcidn sujeta
a reatricciones, se resuelve este problema de manera mds o menos sencilla.

El método que utilizaremos para minimizar esta funcion se conoce como
el de las iteraciones naturales 5. Para aplicarlo debemos primero hacer algunas
aclaraciones sobre la notacidn que se utilizara.

De manera mas general, sin estar sujetos a que el andlisis sea para una
malla lineal, introduciremos una variable o que serd el néimero de coordinacién
de cada punto en la red. A los puntos con espin {~) s¢ les lamara (I} y a
los puntos con espin (-+) se les {lamard (2). Entonces, yy se convertird en gy,
2 se convertird en wg1 (¥ y12) ¥ v3 5¢ convertira en yg7. Definimos la funcidn
L(z;} = =; Inx; — z;, andlogamente definimos L(y;)} = yj Iny; ~g;. Por tiltimo,
para poner 8 J; en términos de J;; definimos:

g fAnsii= g
Sz =i = {—-Jz siifj (49)

La ec. (49) se convierte en
G=wM E-’ijyj,' - AlkT((Qu - l) ZL(:,') - UZL(VJ‘) + (w - l)) (50)
31 i i
Dividiendo 1a expresién anterior entre MAT y escribiendo

o tleid = (3 ther) + Y 26es)
[ i )

se llega a

G= —Z v~ g (2w-1)<2 L=+ 3 Le)) o Y L) ~{u=1). {51)
i J %]

Para encontrat el minimo de esta funcién mediante el método ‘de los mul-
tiplicadores de Lagrange debemos construir una funcién, €, a partir de la
combinacién de G y de la restriccion } yi; = 1 multiplicada por A, que es el
mulitiplicador indeterminado:

= (1~ E,,,) 62

Ur~ vez conocida la funcién @, hay que encontrar su derivada con respecto
a 4j - Para calcular la derivada con respecto a y;; sustituimos Ja expresion de

3G. Arfken, Mathematical Methods for Physicists, 3a. ed., Academic Press, 1985.
R, Kikuchi, J, Chem. Phys. 60 (1974} 1071.
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G y utilizamos la relacidn que hay entre v y =it 37; vij = =i. La derivada es,
entonces,

:9;‘:; = E_T-:Jij - '- 2w - 1)(1[1(2;1,])-[- ln(Zy_,.)) -}-w!ny.) T
(53)
w A
= .k;‘,,‘j - —(Qw-— 1)Inz; + Inz;) +u|ny._, o
Aligualar a cero 8®/dy;; podemos obtener una expresion para y;;:
* A - :u-l
vij = exp( J.:)(z‘.:") (54)
Tenemos una expresion para y;; en términos de z; y j, pero desconocemos
el valor de A. Para conocerlo, utilizaremos la restriccién Y y; = 1,y la
intoduciremos en la ec. (54). Obtenemnos
1
P(""’) = zu 1 (55)

F° 0 Texp(~&% J.,)(::,z,)

Si introducimos la ec. (55) en la ec. (54), nos quedara una expresién para y;;
en térr.inos solamente de z; y =;

s = SR ) (mimy) )
U exp(= g dy)miey)
Esta expresidn para y;; puede verse como un promedio ponderado de las
fracciones =; que depende del nimero de coordinacidn y de los pardmetros de
interaccién J;. En realidad, la ec. (56) representa un conjunto de ecuaciones
simultineas. Para resolverlo, se hace uso de una técnica iterativa. Damos
valores iniciales a las variables y;;; a partir de éstos, obtenemos valores para
zi ¥ rj, que introducimos en la ec. (56) para obtener nuevos valores de las vyj,
repitiéndose este proceso hasta alcanzar la autoconsistencia, Asi, la energia
y la entropia de la aleacién se minimizan con respecto a la fraccion de los
diferentes pares y;; que puedan aparecer, Se puede calcular de esta manera la
energia libre para todas las fases en competencia. Cuando encontremos que la
energia libre para una fase coincide con la de otra fase, estaremos encontrando
un punto de coexistencia de fases; una vez localizado un nimero suficiente de
ellos, se puede trazar el diagrama de fases.
En este ejemplo consideramos solamente las interacciones entre pares.
De una forma andloga, puede analizarse la situacidn si tomamos en cuenta las
interacciones entre tres, cuatro o n particulas. La diferencia consistira en que
las ecuaciones que se manejen seran bastante mas complicadas. En el diagrama
de fases que caleulamos en este trabajo empleamos la aproximacién de tetrae-
dros, es decir, consideramos interacciones de dos, tres y cuatro particulas.
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Céiculo teérico del disgrama de fases def sistema cobre-oro

En resumen, la idea fundamental es trabajar con un subconjunto de
puntos de 1a red, es decir, con un ciimulo a partir del cual se construye la red
completa. La entropia configuracional se calcula con respecto-a este cuimulo
méximo; el nimero de microestados posible se calcula como una aproximacién
al correspondiente en una red construida a partir de estos ciimulos. Conviene
seleccionar el cimulo mads grande posible comprometiendo la deseable sen-
cillez del calculo con el realismo y la consiguiente utilidad que éste pueda
proporcionar. También, como en el caso de la energia, el mejor compromiso
se alcanza para un cimulo tetraédrico de primeros vecinos.

Una vez en poder de una expresién para la entropia configuracional (y
la energia interna) se puede calcular la energfa libre. Tanto la entropia como
la energia dependeran de {a configuracion de la aleacion. En estos términos,
ésta se expresa a través del mimero de tetraedros presentes en la aleacion de
cada una de las cinco configuraciones posibles, Esta expresion es minimizada
con respecto a la fraccién de los distintos tetraedros y con respecto al volumen
resultante de la aleacion para cada temperatura y potencial quimico. Asi, se
puede calcular la energia libre para cada una de las fases en competencia y,
de la igualdad entre las energias libres correspondientes, delinear el diagrama
de fases del sistema.
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CAPITULO V: RELAJACION

En los capitulos anteriores vimos cémo se podia obtener la energia de cualquier
estructura del sistema binario. Vimos que a partic del cilculo mecinico-
cudntico de las energias de unas pocas estructuras ordenadas es posible obte-
ner los pardmetros de interaccidn efectivos, Ji(€), mediante el desarrollo en
cimulos. Con estos pardmetros y los productos de espines correspondientes
a cada estructura, I13, es posible calcular su energia. Vimos también como
caleular los productos de espines en el caso de un compuesto perfectamente
ordenado y cdmo hacerlo en el caso de que se presente (des)orden parcial. De
esta manera, la ecuacién mds general para la energia de la estructura o, ensn
configuracién de equilibrio a la temperatura T, y con un volumen  es

ol

E,(T,Q) =) H5(T)Jn(Q). (57)

Los pardmetros de interaccién efectivos se obtienen, en el presente trabajo, a
pattir de las energias de las cinco estructuras ordenadas que empleamos como
base. Es decir,

Ja() = ):(n-‘);E Q),n=0,...,4 (58)

Donde la o corre sobre 1as estructuras que se utilizan como base para el cdleulo -
del sistema cobre-oro, es decir las del conjunto de Connolly-Williams: Aj, L2,
Lo, Lya, Ay,

La energia de cualquier otra estructura o' se puede expresar combinando
las ecuaciones (57) y (58) como

E-(T\0) = Z[Z n:'(T)(n-‘):] Eo(Q). (59)

Notese que csta expresion para la energia de la estructura o' puede ser vista
como uaa combinacidn lineal de Jas energias de las estructuras del conjunto

de base, {¢}. Es decir,
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Cilenlo tedrico del diagrama de fases del sistema cobre-oro

E(T\0) =) e(T)oo Eo (D). (60)

La energia que una estructura cualquiera, o/, tiene cuando se encuentra al
volumen £, es una combinacién lineal de la energia que las estructuras o tienen
al ‘mismo volumen. Nétese que las estructuras o corresponden a distintas
compuosiciones de [a aleacién. En el ejemplo que estudiamos esto tiene un efecto
muy importante debido a la gran diferencia de tamaiios entre los dtomos de
cobre y los de oro.

En la figura 27 mostramos la energia de las cinco estructuras de base
como funcién del volumen. Podemos interpretar la ecuacién (60) en términos
de esta figura. Queremos calcular la energia de la estructura o’ para su volu-
men de equilibrio, Q. Esta energia tendra un valor mayor que él de al menos
una de las curvas de la figura, ya que laz estructuras de Connolly-Williams
constituyen el estado basal de este sistema. El volumen de equilibrio de esta
estructura estara dictado principalmente por su composicién.! Supongamos
que tenemos una estructura con composicion z = 0.5 como la que se muestra
en la figura. Segin la ecuacién (59), la energia de esta estructura es una
combinacién lineal de las energias que sus bloques constitutivos (las estruc-
turas del conjunto de Connolly y Williams) tienen a ese mismo volumen. Esto
estd representado en la figura 27; las energias que combinamos linealmente
corresponden todas al mismo volumen (los circulos marcados en la figura).
Pero los bloques constitutivos corresponden a distintas composiciones, de
tal manera que el volumen de equilibrio de cada uno de ellos es distinto
del volumen de la estructura que queremos representar. Cabe entonces la
pregunta ;cual es el volumen de uno de estos bloques constitutivos, de una
cierta composicion, en un medio de composicion distinta?

!Aiin cuando la Ley de Vegard no se sigue exactamente, las desviaciones de ésta son
siempre pequenas.
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8 & 8
O

Energia de Formacion (mRy/atomo)
n
Q

65 7.5 8.5 9.5
Volumen (cnf/mo)

Figura 27: Encrglas de formacién de las cinco estructuras de base como
fundén del vol La diferencia de tamaiios entre cobre y oro hace que el
intervalo de valores de estas cantidades sca muy amplio. La linea vertical repre-
senta ¢} volumen de Ia fase o' Los circulos marcan Ia energia que cada “bloque
constitutivo” tiene para esc valor del volumen, mientras que los cuadrados
marcan el valor correspondiente al volumen de equilibrio de cada uno de elloa.
El esquema de relajacién empleado cn este trabajo define el volumen efectivo
al que se evaliia 1a energia de cada “bloque constitutivo”, seiialado por los
tridngulos en la figura.

Representaremos el problema de una manera alternativa. En la figura 31
mostramos una representacion de una malla perfecta. Si decoramos esta malla
con dos tipos de dtomos del mismo tamaiio es de esperar que la malla se
conserve esencialmente igual. Pero, ;qué pasa si decoramos la malla con dos
dtomos de tamaiio distinto? Nuestro argumento es que en las regiones donde
se acumulen los atomos grandes la malla se deformard aumentando su tamafio,
mientras que en las zonas donde se acumulen tomos pequefios lo hard dismi-
nuyendo su tamaiio. Esto se representa esquemdticamente en la figura 29. La
posibilidad de que esto suceda tiene consecuencias muy importantes, como
puede verse en la figura 27. Analicemos esto tomando dos casos extremos. El
primero es que el estd representado por la ecuacién (60). En esta supusimos
que ¢l volumen de cada uno de los bloques constitutivos es el mismo que
¢l volumen global de la estructura considerada. El otro extremo consiste en
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Cilenlo tedrico del disgrama de fases del sistema cobre-oro

pensar que el volumen de cada uno de los bloques constitutivos es el que
minimiza la energia de ese bloque particular, es decir, en términos de 1a figura
28, que Ia deformacién de 1a malla es total: los ciimulos de cuatro atomos de
A adquieren el volumen de A puro, los de cuatro atomos de B el de B puro,
. etcétera. En la figura 27 estas energias estan representadas por los cuadrados
en el minimo de cada una de las curvas. Ahora consideremos la diferencia
en energia asociada con esto: jésta es muy grande!, de hecho, jes mayor que
Ia energia de formacion de los compuestos! Claramente esto tendra un efecto
importante en el equilibrio de fases: no es lo mismo combinar linealmente
nimeros muy grandes que mitneros muy chicos. . . -

Figura 28: Malla perfecta, Decorada con dtomos iguales, como puede verse,
la distanda entre ellos es siempre la misma.

Figura 29: Malla deformada debido a 1a dife ia de tamaiios de los it
acomodados cn ella. Cuando hay lacion de & grandes, el
tamaiio de Ia red, cuando se lan At pequeiios el tamaiio de la red
disminuye.

Asi, estamos en posicién de regresar a la pregunta original, ;cudl es ¢l volumen
de un cimulo, de cierta composicién, en un medio de composicion distinta?
Existe evidencia experimental que apoya la relevancia de esta pregunta. Re-
cientemente hasido posililc medir la distancia promedio entre primeros vecinos
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en una aleacion desordenada de NiAu como funcidn de la composicion.? El
resultado de tal experimento es que las distancias de primeros vecinos de los. .
distintos pares de dtomos son distintas. Es decir, la distancia promedio entre
dos atomos de Au es distinta que la distancia promedio entre dos dtomos de
Niy dictiata de la distancia promedio entre un dtomo de Au y uno de Ni. Esto
es precisamente lo que indicdbamos en el esquema representado en la figura
28. Ademas estas tres clases de distancias de primeros vecinos dependen de la
composicion. Los resultados de Renaud et al. se presentan en la figura 29.

Para incluir este efecto se ha propuesto utilizar un modelo que incluya la
relajacidn de las posiciones atémicas. Este modelo se conoce como el modelo
del volumen efectivo.’ La idea fundamental es utilizar los distintos tipos de
distancias de primeros vecinos para calcular el volumen promedio que cada
uno de los bloques constitutivos de la aleacidn tendra como funcién de la com-
posicién. Es decir, a partir de la distancia de primeros vecinos (que depende
de la concentracién) calcularemos el volumen de cada uno de los cimulos que
aparecen en la expresion para la energia, ec. (60). La energia de cada uno
de estos cimulos tendra un valor intermedio entre los de los extremos que
mencionamos anteriormente. Este estd representado por los tridngulos en la
figura 27.

Ahora s6lo resta encontrar una manera de conocer las distancias de
primeros vecinos como funcién de la composicién. Una posibilidad es la de
emplear los resultados experimentales. Sin embargo, el experimento que per-
mite conocer estas distancias es muy complejo y ha sido llevado a cabo para
muy pocos sistemas. En cambio, es relativamente sencillo construit un modelo
para calcularlas. Emplearemos el modelo propuesto por Amador et al..4

En este modelo, ¢l sélido estd compuesto por atomos rigidos unidos
mediante resorles que siguen laley de Hook. Cada uno de los resortes tiene una
constante de fuerza distinta, Ky, proporcional al médulo mdsico del material.
Si suponemos que

&g = (1/2)(54 - d3p): (61)

encontramos que las distancias de primeros vecinos AB y AA en una matriz
de B puro (limite diluido) estan dadas por las expresiones

__dan-dp
{t+3(Kpp/iaB)]’ (62)

2 (K /21\',144)

0 —(NAB 0 ]

d, —-d = e L (d —d .
1A Bﬂ_?l:}(l\' alk )( AA Bb‘)

L
dap —dpy =

23. Rensud, N. Motta, F. Lancon y M. Belakhovsky, Phys. Rev. 38 5944 {1988),

3Amador C., Lambrecht W.R.L., van Schilfgaarde M. y Segall, B., Phys. Rev. B47
(1998).

‘Amador, op. cil..
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Cilculo tedrico del diagrama de fases del sistema cobre-oro

Este modelo simple reproduce aproximadamente valores obtenidos experi-
mentalmente para otro tipo de sistemas. Con las distancias entre primeros
vecinos obtenidas de este modo, podemos inmediatamente caleular el volumen
Va{z) de cada uno de los distintos tetraedros Cuy-,Au,. De esta manera,
la aproximacion para la relajacién de las posiciones atémicas consiste en
reemplazar el volumen de los tetraedros que constituyen la aleacién a cada
concentracién por el volumen efectivo del tetraedro irregular construido a
partir de las distancias de primeros vecinos que predice la ecuacién (62},

La expresion para la energia de cualquier estructura, ec. {60), se con-
vierte en estas condiciones en

Eg(T.) = 3 o PoorEo |6 (). (63)

En la que indicamos que el volumen al cual se evaliia la energia de la estructura
o (uno de los bloques constitutivos) es una funcién de la composicion global
de 1a aleacién, z.

Finalmente tenemos todas las herramientas necesams para evaluar el
diagranma de fases.
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CAPITULO VI: CONCLUSIONES

Aplicamos el formalismo descrito en las secciones anteriores para el calculo
del’ diagrama de fases de Cu-Au. El resultado del cilculo se muestra en
la figura 30. La linea continua corresponde al calculo, los puntos marcados
sobre ol diagrama corresponden a las temperaturas criticas de transicion
orden desorden determinadas experimentalmente. En general, el acuerdo en-
tre los caleulos y los datos experimentales es bueno. La forma general del
diagrama de fases es la correcta y las temperaturas criticas de transicién
estdn calculadas con un error menor de 250 K. Este acuerdo con los datos
experimentales es notable tomando en cuenta el hecho de que el célculo no
contiene ningin parametro ajustable. Por otro lado, las diferencias observadas
se pueden atribuir, razonablemente, a las diversas aproximaciones incluidas
en el formalismo empleado. En este sistema, cada grupode cuatro particulas
siente el mismo campo. Pero dentro del grupo estamos tomando en cuenta
todas las correlaciones. Si amplidsemos el método para un cimulo mayor
estariarnos haciendo mayor la unidad a partir de la cual se hace campo medio,
Es factible que si nos vamos a una unidad de 100 4tomos, por ejemplo, ya no
aparezea ningin efecto que la aproximacion de campo medio esté dejando
fuera.

Uno de los efectos mds importantes que se observa en el diagrama de
fases calculado es el que proviene de los efectos eldsticos. El efecto de la
dependencia de la energia con el volumen se refleja en la existencia de zonas
de una fase en un intervalo de composicion muy estrecho. Es decir, las fases
ordenadas sélo son estables muy cerca de la composicién estequiométrica, y
pequefias desviaciones en la composicién producen la segregacidn en dos fases,
El més pequefio cambio en el volumen'de la fase parcialmente ordenada (la
fase estequiométrica a temperatura finita) esta acompaiiado de un aumento
tan grande en la energia interna que el correspondiente aumento de entropfa
no puede contrarzestar. Asi, las zonas de una fase permanecen limitadas a
la vecindad inmediata de la composicién estequiométrica, excepto a las mds
altas temperaturas por debajo de la temperatura critica correspondiente.
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Capitulo vi: Conclusiones

El diagrama de fases depende de un delicado balance entre las energias libres
de las distintas fases. De hecho, la parte ms visible del diagrama de fases, la
linea de transiciones entre las distintas fases ordenadas y la fase desordenada
depende de la energia de ordenamiento,

A""‘ordenamliz:.nm = Egesordenada(T1 #) = Bordenada (T 8); (64)

es decir, de la diferencia (a temperatura, T, y potencial quimico, &, fijos)
entre la energia de la fase desordenada y 1a energia de la fase ordenada. De tal
matiera que pequefias modificaciones en una de las dos energias involucradas
. pueden modificar importantemente la temperatura de transicion. Considérese
que un cambio de temperatura de ~ 250 K corresponde a un cambio en la
diferencia de encrgias de sélo ~ 1.6 mRy/dtomo; y que una diferencia de tal
magnitud puede atribuirse con toda segutidad a la incertidumbre combinada
de las distintas aproximaciones que se hacen en el esquema de cileulo seguido
en este trabajo. De esta manera, es posible afitmar que el dlagrama de fases
calculado esta en muy buen acuerdo con los datos experimentales; que las
aproximaciones realizadas representan fielmente la situacién fisica del prob-
lema y que las diferencias restantes provienen de las limitaciones cuantitativas
de las técnicas empleadas.
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Figura 31: Encigla de formacion de la fase desordenada como funcién de la
concentracién. La linca contfnua corresponde a los valores calculados, los pun- -
tos, a las determinaciones experiment ales. El calculo ests realizado a ]a misma
temperatura (720 ) a la que se hicicron las obscivaci experi ales.
Mostramos también las energias de formacion de los compuest denados de
Cu-Au a 0 K y el poligono convexa resultante.
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Las temperaturas criticas de transicién son mayores que las experimen-
tales. En particular, la temperatura critica para la transicion entre CuzAu
y la fase desordenada estd sobrestimada en ~ 250 K; mientras que para
los otros dos compuestos ordenados el error es menor a 100 K. Esto puede
interpretarse en términos de los efectos eldsticos mencionados anteriormente
que son mayores para esta fase. En el presente modelo, la fase CuzAu parcial-
mente ordenada a temperatura finita se representa como una combinacidn de
tetraedros de distintas composiciones, cada uno de ellos evaluado para el vo-
lumen efectivo correspondiente. Asi, la fase parcialmente ordenada de CuzAu
que esta constituida principalmente por tetraedros de tipo CuzAu, contiene
también tetraedros de Cuy ligeramente expandidos y tetraedros de CugAuz,
CuAuz y Auy progresivamente mas comprimides. Aun cuando el modelo de
relajacién empleado aqui estd disefiado para describir estas deformaciones,
puede verse que no lo hace en su totalidad. El hecho de que las curvas de
energia contra volumen para los distintos compuestos sean asimétricas (véase
la figura 30), haciendo mads costoso energéticamente el comprimir al compuesto
que el expanderlo, se refleja en estas diferencias.
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Concentracién de Au
Figura 30: Diagrama de fases del sisterna Cu-Au. la linea continua cor-

responde a los resultados del presente modelo. Los puntos marcados son las
temperaturas criticas de transicion experimentales.

58



ESTA TESIS MO DEBE
SALIt Gt LA BIBLIGTECA

Capitulo vi: Conclusiones

El diagrama de fases depende de un delicado balance entre las energias libres
de Ias distintas fases. De hecho, la parte mds visible del diagrama de fases, la
linea de transiciones entre las distintas fases ordenadas y la fase desordenada
depende de la energia de ordenamiento,

AEordenanucntn = Egesordenada (T #) = Eordenada(T: 1);i (64)

es decir, de la diferencia (a temperatura, T, y potencial quimico, 4, fijos)
entre la energia de la fase desordenada y la energia de la fase ordenada. De tal
manera que pequeiias madificaciones en una de las dos energias involucradas
. pueden modificar importantemente la temperatura de transicion. Considérese
que un cambio de temperatura de ~ 250 K corresponde a un cambio en la
diferencia de energias de sélo ~ 1.6 nRy/4tomo; y que una diferencia de tal
magnitud puede atribuirse con toda seguridad a la incertidumbre combinada
de las distintas aproximaciones que se hacen en el esquema de calculo seguido
en este trabajo. De esta manera, es posible afirmar que el diagrama de fases
calculado estd en muy buen acuerdo con los datos experimentales; que las
aproximaciones realizadas representan fielmente la situacion fisica del prob-
lema y que las diferencias restantes provienen de las limitaciones cuantitativas
de las técnicas empleadas.
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Figura 31: Enesgla de formacidn de In fase desordenada como funcién de la
concentracién. La linea continua corresponde a los valores calculados, los pun- -
tos, a las determinaciones experimentales, El cilculo csta realizado a la misma
temperatura {720 K) a la que se hicieron las obsevvaciones experimentales.
Mostramos también las energias de formacion de los puestos ordenados de
Cu-Au a 0 K y el poligono convexo resultante.
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Como otra instancia de comparacion con mediciones experimentales
presentamos el cileulo de la energia de formacién de la fase desordenada como
funcidu de la concentracion. La figura 31 muestra estos resultados. El calculo
esté realizado de acuerdo con el modelo descrito, incluyendo la relajacion de las
posiciones atémicas mediante el uso del volumen efectivo. Las diferencias entre
los valores calculados y los experimentales son consistentes con lo que encon-
tramos para el diagrama de fases: las energias difieren en ~ 1— 2mRy/étomo.
El hecho de que el mismo esquema de calculo produzea resultados en buena
concordancia con los datos termodindmicos experimentales para la entalpia
de forinacion, asi como para las temperaturas criticas de transicién en el
diagrama de fases, sugiere que este esquema contiene los elementos fisicos
esenciales del problema.

De esta manera hemos presentado un método que permite calcular di-
agramas de fases de aleaciones binarias a partir de primeros principios. Las
técnicas empleadas (calculos de estructura de bandas y caleulos de entropia
configuracional) corresponden a las que se emplean extensivamente en el
estudio microscopico de los materiales. La precision de los calculos es tan alta
que la prediccién tedrica del diagrama de fases (que depende de diferencias
energéticas muy pequeiias) es muy razonable; incluso cuando se consideran
los efectos eldsticos. Desde luego, el calculo tedrico a primeros principios det
diagrama de fases (y de las propiedades termodinamicas asociadas) no es
exacto y ain queda mucho por hacer. Sin embargo, nos estamos acercando
al momento en que el estudio de la estabilidad de fases de los materiales sea
guiado efectivamente por las predicciones de teorias como la presente.

La mejora a las aproximaciones es evidente. Tenemos cuatro fuentes de
error:

i) La forma de obtener las energias de formacion de los compuestos que
se utilizaron como base. La teoria de funcionales de la densidad es una aprox-
imaciéa, el LMTO-ASA otra. Se podria implementar mejores funcionales,
0 una mejor aptoximacion para resolver la ecuacidn de Schrodinger |, por
ejemplo, 1a del potencial general, o “full potential”.

i1} El truncamiento del desarrollo en cimulos. En este trabajo se hizo
la aproximacin hasta ciimulos de cuatro dtomos (tetraedros). Una mejora
consiste en incluir mds términos en el desarrollo.

1ii) La tercera aproximaciéu es la forma en la que se calcula la entropia.
Las tres contribuciones principales a esta son la entropfa configuracional,
la entropia vibracional y la entropia electrénica. En nuestro trabajo solo
tomamos en cuenta el primer térinino, suponiendo que las otras contribuciones
son tan similares entre las fases en competencia que no afectan su equilibrio.
Sin embargo, para mejorar el cdlculo se deben tomar en cuenta estos términos,
ademas de mejorar la aproximacion hecha al término configuracional. Esto
iiltimo puede lograrse tomando un ciimulo basico mas grande (mas alld de la
aproximacion de tetraedros) o, con meétodos como el Monte Carlo.
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1) El modelo de relajacién. Existen dos caminos a seguir: emplear
mejore modelos para calcular las distancias de primeros vecinos de los distin-
tos pares de dtomos como funcién de la composicion, o calcular directamente
el volumen del ciimulo maximo usado en el desarrollo en climulos en lugar
de calcularlo a partir de las distancias de primeros vecinos como lo estamos
haciendo hasta ahora.
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