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INTRODUCCIÓN 

En esta tesis se presenta una versión simplicial del homomorfismo de Chem-Weil. 

Dado un grupo de Lie G, la construcción c!Asica asocia a cada G-haz principal C"', q= (P,tr,M), un 
homomorfismo 

w(():Jº --.H~x(M)=.H
0

(M) 

del álgebra de polinomios invariantes sobre G a la cohomologla de De Rham de M. La construcción 
se hace en términos de una conexión m en .; como sigue: si n es la curvatura de m, para cada 
k 2 O, ri es una 2k-forma en P con valores en q@ ... ®q (k veces). Para cada polinomio invariante 

/:({®· · ·®({--. R, ¡( d) es una 2k-fonna en P con valores reales. horizontal e invariante, por lo 

que detennina una única 2k-fonna w1 ( q) en M tal que a· w1 (q) = ¡(nt ). Esta forma es cernida y 

su clase de cohomologia de De Rham, w1 ( () no depende de la conexión usada, si no que depende 

sólo de la clase de equivalencia del haz. 

Para llevar esta construcción al haz universal EG ~ BG, el problema es que EG Y· BG no son 
variedades diferenciablcs. Sin embargo pueden construirse como la realización geométrica de 
variedades simplicia/es. 

A grandes rasgos, una variedad simplicial X es una colección {X,},.r; de variedades diferenciables, 

junto con cienas aplicaciones C"' entre ellas. Cada X, parametriza diferenciablemente, una 

colección de n-sirnplejos canónicos t.• fonnando el producto X, x t.•. Estos simplejos se pegan a lo 
largo de sus caras para obtener la realización geométrica de X: 

~X//= !,'/· '!-
Las reglas de pegado dependen de las aplicaciones entre las variedades X,. 

Aplicando el complejo de De Rham n cada nivel X, x t.• se obtiene entonces, una cohomologla de 

De Rham simplicia/ para X que resulta ser isomorfa a la cohomologla singular de //X//. 



Asociada al grupo de Lie G se tiene una variedad simplicial NO, cuya rcaliz.ación geométrica es BG. 

La idea es entonces, aplicar la construcción clAsica de Chern-Weil en cada nivel NG. x 11• y obtener 
un homomorfismo de Chcm-Weil 

J"(G) ~ H"(BG) 

La tesis consta de tres capítulos. En el primero se presenta el concepto de objeto simp/icial sobre una 
categoría. Para ello se introduce la categoría l1 de ordinales finitos cuyos objetos son los conjuntos 

[n]= {O, .. .,n} (n eN) y cuyos modismos son las funciones que preservan orden. 

Un objeto simplicial sobre una categoría e se define entonces como un funtor contravariante .!l ~e. 
Particulannente se trabaja con objetos simpliciales sobre la categorla Top de espacios topológicos y 
aplicaciones continuas, esto es, espacios sfmp/icia/es y se presenta el concepto de realización 
geométrica de un espacio simplicial. Se finaliza el capítulo con una discusión sobre distintas 
homologles y cohornologlas asociadas a los conjuntos y espacios simpliciales. 

En el capítulo 2 se revisa la versión clásica del homomorfismo de Chem-Weil comenzando con un 
repaso de grupos de Lie y haces principale. En la seccüón 2 se estudian las conexiones en haces 
principales y se establecen los resultados b8sicos para la construcción del homomolf1S1TI0 clásico de 
Chern-Weil, mismo que se da en la sección 3. 

En el tercer capítulo se presenta la versión simplicial del homomolflSlllo de Chem-Weil. En la 
primera parte se estudian los haces simpliciales y, en pruticualr, se construye el haz universal como 
n:alización geometrica de un haz simplicial. Para este haz simplicial se muestra la existencia de una 
conexión simp/icial. A continuación se da la generalización de la construcción clásica estableciendo 
el homomortismo del 8.lgebra de polinomios invariantes a la cohomologla de De Rham simplicial de 
la variedad base de un haz simplicial. La última parte del capítulo se dedica a probar que la 
cohomologia de De Rham simplicial de una variedad simplicial, es isomorfa a la cohomologfa 
singular de su realización geométrica. 

ü 
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Capítulo 1 

OBJETOS 

SIMPLICIALES 



OamTos s1MPLICJALEs 2 

En este capítulo introducimos el concepto de objeto simplicial sobre una categoría. Primordialmente 
nos interesan los objetos simpliciales sobre la categoría de espacios topológicos (espacios simplicia
les) y sobre la categoria de conjuntos (conj11nlos simpliciales). Estos últimos pueden considerarse 
espacios siinpliciales con la topología discreta. En la sección 3 estudiamos con detalle el proceso de 
realización geométrica de espacios y conjuntos simpliciales. En la sección 4 analizamos las herra
mientas de topología algebraica para estudiar la realización geométrica de los espacios simplicialés. 

1. La categoría t!. 

La categoría tJ., o categor/a de ordinales finitos, es la· categoría que tiene po~ objetos a los conjuntos 

[n],,; {0, .. :,n} (n eN) 

y cuyos mOrfismos, que llainar~m~s operadores, son las fi1nci~~e~ i¡~e picservan orden, esto es, 

· ~([n ],[1nJ)i {iz:f n] g [Í;1j¡/ 5'}~i(i) ~ dcJ)J 
•,. . . ' :. ·- - - - - . '. - . ··.'~ ,; - . c·-o -·- ..• .,- . ,· 

' ., -: :_.,··::>-·-_,-:?'- .. :.-.-- ·--;· .. - ,' 

Geométricarr¡ente,. podemos iden_tíficar a[n] ·con e! 1J-S//Íiplejo afl:,n. canónico, Cjue. nosotros. defini-

mos como la cerradura convexa dé la~base~aiiónica {e~,:::;e,;},dc R':< ~sto'e~, , 
... -.. · •' ··- - . ' - . . . ·"::: ·---··-- --··-

.. ti.~":.{(1~, .. ;,I". )_~¡•• 1 lf 11 =l, I¡ ~O_ •.. }· 
: .' •·. . J=O '. 

Un operador a eti.([nUn1]) se inferp~~t.Úntonces comó la aplicación afi~ ~ti.~4 tJ.m detem1inada 

por: e¡ H e a(I). En este coníe:-..icí; los operadores básicos, • 

definidos por 

·· 1, (r)~{r':+::;:.:· .. ;·•t~t~f J;f Yi;;},!( 
se identifican con las inclusiÓnes naturrilesdciti.7~!,c~'.(if~·~~fas"~~i:i~'y cicm la~·proy~c~iones de tJ."'1 

~:s8:i~:::::~:v::~,:::os muestran que Jos •Óp~ra;%L~rrniiJI~~rléíi~;~teiba :ien el. sentido_ de 
que todo operador en ti. puede factorizarse cm~o·u~~ ~ifn'iposi~iói?élc:~1íos,/ · · · •··. · 

. ¡-,,, 

es inyectivo y ses suprayectivo. 
Proposición 1.1 Todo operador ~[n] ~ [111] se descompone, d~llla11"er~ ~~ica~co~wa~ ds donde el 

.' .,,.--,'-, ·:.·... . . 
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Demostración Sea p = IIm al. Los requerimientos de que d sea inyectivo y s suprayccÚvo, implican 

inmediatamente que /Ims/ = /Domd/ = ¡i: El sigúiellte diagranía • . . 
. - - ,_ - .,_ .. -~-. . - - ·--· - -

;~ ~' ·:· ·: .~:-~ -. '.:·: ,.. ·, 

donde Ima= {k0 , ... ,kP}' (k0 <"· < kP) !11Je~t~~l~ran;~ntelá existencia y unicidad: 

D 

d =ai;:::~1, '.(;, ;~:; .. '~t~L_' 
-·:' .. ----:"' 

Demostración 

~:,:::;pongamos que d = d1, ···d1;'{conl?:i~t-·f~~,;~~~~~c~1t~;:t~~:(:c~mod e~ inyectiva, 

- _ . _ .::---~ -~~-~::~-... :~- ~-;--:~f ;:~< --:.;'.;:;~t \t~f:;, ~-;?t~-~'i::/ .:i;_t: ~-~:-~;~~:;:-.-~ ;:~~, ~-... -+.xf ·_j,~~~, _:'::;,_. .- :-;:-. \: ; . 

Supongamos que r e[p] es tal que d(r ).~,i~ éia algií11'.¡¡:J1_§p.~J~:.Cp111fi.i,i'> i~'.:.¡ ;>.;. ?.' i¡ se tiene 

~;~~~:;:::llill~f lf i\''~~hL:: 
-:..·.:.·: ',,:-;-,,:~:". ;:'.';.;-'~. ---~~'-" '.:·:~>:. ·: .--

EXISTENCIA Escribamos [ m ]- Inid ={i;,':·:.ik}oCf l~l'.'.%Í~tt¡c.~·~1.~;~~~~' .~<#1, i ~~r lo anterior 

[m]-Imd':{i{(.~J3J.~[~]'~1;'d,: ·7, >\; . 

Por tanto Imd = Imd'. Pero es claro que dos Óp~·~aJ~r~~l¡y~2ti~o~ ~on ~~IÍ1i~módominio y la misma 
imagen deben ser iguales. Por tanto d = d':, . · '" , .. , . . . , . 

o 

Dado un operador a:[ n] ~ [ m] definimos su coimagen como 

Colma={j e[n]/a(j)cf. a{_k) Vk > j} 
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Obsérvese que la restricción de a a Colma es inyeciiva. Por tanto,. si· a es suprayectiva· enton

cesiCoim al = i[ m 11. En: semejanza'• con los opcradorcs'iny~ctivos, es'. facil .vcf·C¡J~'; dos.operadores 
suprayecÚvos con h1 rni~mo codominio y la rnisnm coi~?gé~;-s~~ .igJale~.. . • •!; 

. : ·: ·.;.•. -~\" ~; \.', : ' ·:~ > 
-.:," -. -, ,¡ ;::-:~_-:>. ,-~;:-··· '-~·::.-- -·º·t. :.~·;,_ ... 

9 1• En.toncesf.,,,n'-}y, cornos.es suprayec-

," ': ",_ ' -i'> '·e :~·: • ,,"-~• 

:· :¡.sJ .. :~:·c.~)';<J,;t}r·:~;¿~~{~'.·~p~1.~~1.···i41~2 . • . . 

:~~::,·;I;:!U~ 1~:~W;f ít~;l~·~Ii~~~~~iil»Jtit :: 
{;¡, ...• 1,r;;¡~ksó,~~11:1;,, ..•• J: \r.;.~•·"··· , ... ,; .. ""fU:1···· .; 

~~,~~~~#Viiifif ~Jf 1iill1,?zí&r~rJ~~··,¡1· ;~, ...• 1"·1º~''"º' 
Por tanto, C:oin1s ~ ~ol~s' .iÁs(s:~ú~ lo obserV~d~; {~ s'. 

D 

. . 

De esta forn1a'vemosqu(los operad.óresdj:géncl'an ¡¡losoperadorés,inyectivos mientras. que los s1 

generan a los operadores s;1prayccÚvos. Co~o c011séctlcnciátenc~os, • . 

Corolario 1.4 Todo operador a:[ll] _; (m] se dcs:o111¡1yne,·.de ~1w1era únipa. C~lllo 
':a=cÍ1 .::(ti. ···s. ,(i1 >.· ... ',· ... :>_i~;Ji< .. · •• ,:<J.i).·_·.~· 
. .1;.:· ~ h .. -~ 

De hecho. 

{;1, .. .,;k}~(11i]-Ima y {;1,. .. .,J,}=(11]-Cblma· 

Demostrució11 La existencia y unicidad s,on inmediatas de las proposiciones anteriores. Para el resto 
basta observar que si a= ds con d inyectivo i s · supraycctivo, entonces' · Im a= lmd y 

Colma= Colms. 

D 
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Notemos que esta descomposición no es única sin la condición de orden en ¡os subíndices. De hecho, 
los operadores básicos conmutan según el siguiente resultado. 

Proposición 1.5 Relaciones simpliciales 

e) sid1 = d,si~' 

sidl = 1 = sA+i 

(i <j) 

(i~j) 

(i <j) 

(1> j + 1) 

Demostración Todas las identidades son un cálculo directo caso por caso. 

2. Objetos simpliciales 

Definición 2.1 Un objeto simplicial sobre una categoría ees un.fimtor oontravariante F:li ~e. 

Si F es un objeto simplicial escribiremos 

F,,:,, F[/1], .:(n eN) 

jª;"~i<(~j:fc~i~) 
'"";.'::.~' r L .','J':;.,/ ,;:,~ ·:,:.· 

En el caso particular de los operadores Iias\~os oi'iiÍtÍreÍÚos~~f as"íerisco y escribiremos 

.... , . ~j4~(d,i)'.'./1j~; FÓi) . 

o 

Si a es un operador suprayectivo (resp/iriyecii~o)~ diremos que a· es un morfismo degenerado 
(resp. no degenerado). Un elemento xE.r-;;:se'Uamará n-simplejo de Fo, simplemente, simplejo, y 

diremos que tiene dimensión n: dim x;,, n.' Si no necesitamos especificar la dimensión escribiremos 
sólamente x e F. 

Puesto que los operadores básicos d1, si generan a los operadores de li, lo mismo es cierto para los 

morfismos a·. 
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Proposición 2.2 Si a·es un operador, a' se puede descomponer en /a forma 

a' =s¡, ... s11 d1
' ···d1

' 

Demostra~ión SÓio aplíq~ese ~cintrayarianza a la córrespondieót~ descom¡Íósición de a. 
-::, 

D 

Obsérvese, si!l 6mba~io, ~~e ;~o~a n~ podemos garzintizar unicidad en la factorización pues F podría 
no ser. un funtor i11yéCtiv<{ . . . 

Las relaciones si;TipJicialcs Í .5. ci1 la categoríá Íl se heredan por con ira varianza a un objeto simplicial. 
... ··.·~.-··· ' - ·. 

ProposiciÓ~ b)?.~iódí/i11e'{sif11ÍJ1iCia/es ·(Par~ Objetos simplicia/es) 

a) d1dÍ ;_d¡c¡d1J e.· C/<J) : .. · 

·. ,'." :''_· - ·_ 

di sÍc: 1 = d 1.,s.1 

d' si~ sfdl-1 (i> j+ 1) 

o 

A pesar de que la factorización de los morfismos de un objeto simplicial F, en términos de los mor

fismos d1
, si, no necesariamente es única, éstos, junto con las relaciones simpliciales, determinan a 

todo el objeto simplicial. Específicamente, se tiene la siguiente forma alterna de definir un objeto 
simplicial. 

Proposición 2.4 Sea e una categoría y sea F = {F"} un objeto graduado en e. Supóngase que para 
cada n e N se tienen morfismos 

d;:F,,·->·Fn-i·;.· sf:.fn·--7 .. F:i·~·,,. (O~i,j_Sn) 

que satisfacen las relaciones sirnplicia1es.' E:ntori~es,'~~y uri único objeto simp1ieia1 a~ e. que deno
taremos igualmente por F, tal qllc · .. ·• '· ·. i. , O:., :3'' ·'' · .: ·;. '. 

·: ... , :: ':./····-~: ·Y·'t·-:-•<··:'. ···.-::··-'· {:,:,/· .. _.,:·-' 
F,, =F([n]),.d =_F(d1)¡::s ;;¡F(s,) .. 

Demostración Definase F en los. obj~tos com&;ik~ii~ el cn~nCiadd'.Dado. a E ó. descompongámoslo 
en la forma '::,· 

. . ' ' 

a=i ... d, s. ; .. s, i ~ .. :>it·.,·J•.; <···<J'
1 i¡ .! Ji 11' l. '1 
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y definamos F( a)= sh .. · s1i d'i · .. d 1
' : Como tal descomposición es única, F queda bien definido )' lo 

que debemos probar es que preserva composiciones: 

Sean a y /3. operadores y escribámoslos en la forma: 

a=d,, · .. d1,s¡, ... s1, . .i,> .. ·>i,.j,-<:;;<j, · 

/3= dk, "·d._s,, ... s,~ · le, > ... .; kP, 1, <; .. <lq 

Entonces 

y 

Obsérvese que la expresión de F(/J)F(a) se puede obtener formalmente de la expresión de afJ su

biendo los indices e invirtiendo el orden. 

Para aplicar F a afJ debemos primero ordenar la expresión. Esto puede hacerse aplicando reitera-das 

veces las relaciones simpliciales en A. Ahora bien, por cada conmutatividad que se haga en la expre

sión de afJ hagamos la correspondiente conmutatividad en la expresión de F(/l)F(a) (ie: la obtenida 

por contravarianza). Esto no altera el valor de las expresiones y, lo que es más, las nuevas expre
siones siguen obteniéndose, una de la otra, mediante la operación formal de subir los indices e invertir 
el orden puesto que así se obtienen las relaciones simpliciales de F a partir de las de A. 

Al final de este proceso obtendremos una expresión ordenada paraa/J 

y, como la expresión final de F(/J)F(a) se obtiene de ésta por el mismo proceso formal, tenemos 

F(/J)F(a)=/' ... sv•d"• ... d"' = F(a/3) 

o 

Definición 2.5 Una aplicación simplicial F 4 G entre dos objetos simpliciales F, G: A--) e sobre 

una categoría e, es una transformación natural .. tF--) G. 

En otras palabras, una aplicación simplicial J:F --) G, consiste de una familia { J 11 } de morfismos 

J,,:F,,--) G,, 

con la propiedad de que si a:( n ]--) ( 111) es un operador, el siguiente diagrama conmuta 
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Claramente, para verificar que {A11 } es simplicial, basta ver que los diagramas 

,¡ -
F,._¡~q~~í 

dl•:• .1. .l:';_ f' 
_,,.,. ~--'.: , . ' 

conmutan; así, puede definir~e u~a aplic~biónsiriiphci~J'c~mo una_apliéacióri ellt~e conjuntos gra-
duados que hace conmutara los;diagr:IDias anteri0i-cs:1:?c¡:_:' (_ '\ / - -

La clase de aplicaCiorie~ sim~ii¡iat~s:~2-~t~)~n~~~nj~¿t?',~;i;.~:f~1rise pequeña) pues se puede 
ver como un subconjurit(;d~•· Uf -· . :,•:> '.,; •.:··<" 

· · ·- •> -._-_"'_;_•_•••_~;-1 ;~;(: K1 f_f_¿~";,:.0_.,._~}z_~,'-;_i_-_._XL 
.. "~ --... ~: _.. ;_.·,,: . ..'. 

Esto nos pem1iie definiila cqt¿gd~}b'iÍf{i/Jj;~/~1J,)j;¡J~j~j~V;~o'b~c e,cjue denotaremos por se, como 

la categoria cuyos objeto~s~~{ 1o'i'"~bHtos ~ÍiripíÍ{f~16;t~o·b;~_e'§'cuyos morfismos son las aplicacio
nes simpliciales entre ellos. Lá compósii:ióri_e~ Ja'c'on;p~~is~~~ dé transformaciones naturales . 

. '··:'.",-¿·;· ,~~~:·:': :·rrr.-· -·~:¿;_', 
-: i_::.{.·: ·:::r·---~--

Si los objetos de una categoría e tienen un nC>mbré: ei~~cí~-~~' convendremos en llamar a los objetos 
de se con ese nombre seguido del "apellido''. siílill1\cfa'1.¡i~~j .pór ~jemplo, hablamos de conjuntos 
simpliciales, espacios (topológicos) simpliciales fvariedádcs'sinipliciales, etc. 

• ' .• , ' - ' -·"' 1 's.-;:~· ' 
·-·~,;: 

:'·."r. ::;·;~-~:";pF> 
Concluiremos esta sección con algunos ej~~1~.~.~s~<·;;,: > :·_;,..: ~~:;~:-. 

·.·.,'_,: '-=·-"·- ::<)·." 

Ejemplo 2.6 Un complejo siinpli~ia/K,;cs üJ~f~lh,ili~'iJ~fdirij~~icis.finitosccáada bajo subconjun

tos, esto es, si X E K y y ex.es novado, c~toñc~sY-~~K(dg~ l~f~iliád~'vértices de un poliedro en 
R") _;r_~ ,~:'.::.~-, >::.'.F· ·; .. ;e::~\-:,<·, ·e~::::··.·-; 

· ..... ~:~ .. ·: .·~ ::. '.: .. ;~: ·\~:'.· · __ :~~t;;::~·: · .. y~~;;it;r :J~:;~'.i.: ~:r !~~~;r.~-~0;~;~.t-'.r;;~;~~zi:~~i:;~:0.:.: ::_:~::: .~ · .~ . . 
Si K es un complejo simplicirili pcldenió's définir.üri'corijimtO,-simplicial;K:ll ~ Stit como sigue 

k, ~::~,;~~5~t~~f. ;~jitf~i,J;:d,~¡. 
Una variante de este ejemplo se obtiene si los vértices de K están ordenados y pedimos que un n

simplejo satisfaga, además, x0 :;; ···:;;.-c •. 



Ejemplo 2. 7 Sea X un conjunto cualquiera y definamos. 

x.=x"'1=Xx···xX 
: n+I: 

. ' . 

Para cada operador iz:[n)-+[111) de.fin~~ aº:X .. --t X/por 
. -¡:';}~_--~- :?:'.;. /::.;': -_:~J"·_: - ·;-.:~~'.._ .;' 

OBJETOS SIMPLICIALES 9 

' >,, (~·~tf ~~h Úb~t~n'.:.ex .. ). 
Trivialmellté se verifica ;q~~ X:t:i.'-:.rsei;~i~J~c~h]u~t~ si~~HéiaLd~n particular, si 'x es d co~junto 

.'·:l -' ~ .. \< ¡ :-'.:·. ··: ··-::·· -·-~ ·;\·:.> ,;·";,~.:.-_ :r;·;',-~·.;·.·-,~;;~·/( ,'{':·:¡,:..· . :".'\~}': >:·_;:.>"; ·.~ .. -·;.-_·:_'e''. · .:>." ·: ~.; . -. ' \-: _· .... < . --~ , .. '. 
de vértices de un complejo sunplicial K;e11tonces K~ cX~ y; los morfismos'a preservan estos con-
juntos; incluso si cónsideram~s Ún oi-d~n ~nx.:si:~ e~ii~ 'o¡icr~do~ bÍísicci ~btdne~os los'm~i-f¡smos 
definidos en 2.6. ;>,,,_,,¡¡;,;~; :~~.~·.; :.·;:: ;,}}' '.•;¡\:' •• ~;·:_··<:e: '• :: " '. ·- . ,, 

-·~.; ~~-\J~·~:\~·10if~k >¡~::;~.'- i~~f~'.~,·:~.~~\~~ -;·,~:~ -·? .. 
1~>~:::> ?_~;:.-, ',..~· ~ : :: 

donde, del lado derecho; d.:t:i."¿ t:i.".'es la aplié~ciÓri atin conio se definió en la sección l. 

Obsérvese que los morfismos d 1 :S.(X); s.~1 ex) so~ los operadores cara usuales, de manera que 

S(X) determina la homología y cohomrii~gí
1

adcX. , 

Ahora, si f:X---+ Y es una aplicación continua, se tiene una aplicación simplicial 

dada por 

f,(a)=f 0 a 

Claramente, si g:Y --t Z es otra aplicación continua, entonces (gf), = gd1 • Así, S define un funtor 

covariante Top --t SSet . 
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3. Realización geométrica 

Definición 3.1 Sea X un espacio simplicial. Consideremos la unión disjunta 

X=Ux:x/J 
. J 

- j~O -• 
. . 

y sea - la relación de equivalenci~ en X generada porlas relaciones 

·.·(a·.~,1)-A.m)(xeka~X, ainyC:ctivo·)• 

dada por.·1p~(x,1)2p~i1(x,1 ~ e~;L1;ir;,1,4.; . 
Obse~ación:;a;~~~i,óri ~~{es.@~vif0n3f:~'.co~~i:nu~:~(íl.~lr'it5n.c~IstoP,.º1o~i~ r~Iátiv~ inducida pór 

llXll'" , pero esío aíín n~ lo sabcinos, élc' maiicfa'ijGc}i.liay algó qüedcmosfrar, . . / • • 

n~w'""ªAj '.2,f~·j~, ,(i~-~'~¡1¡~~~~~riif ~%~·~\;'Í~~:I;fj.;.:l·.·u, 
cálculo.directo mu~stra que ~n ca.da X";.1 xd¡tt <p,, '=;: aA;dónd~ a/::,t;~+ 1 x"t.", ~ X~xl:i. es la 
aplicac~Ón coriiin~a_· , " ',~.·:):. -")~' .. :'::{~/: :.-.!-. "· 

. . . . •.•• { (~1.·x. ~:s.~~. t f.o ~.1.· $ n ·. ' · 
a¡(x,t).;= (di~,s;D)/),;;n+I · 
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Como p.:x. x !!."~/!XII" síes continua, entonces .'Pn es continua; 

D 

Demostración Considérese el diagnuna c'6iúii~taÍi~o 

/!XII" ••• • ·.. i. < /IX/1~~1 
donde las flechas horizontales son inclu~Íon~s. ¿~~J~~~. ~s f di~tificación, Í es continua. Ahora, 

p;~ 1 (e)= p;1 
( C)u rp;1 (e) para cualq~¡¿~ sKbC:6ajJ~i~C'};¡¡x¡¡{(.~}>6thuii6; si e es 2emldoen JIXll" 

, :-: _,·. :~'..~'.::.: .. :~':.t~\::(\f·~::~;:e-~".:::~.· ~·:~->~?.;..-_,;,:~,; _ ·) t! .. _:~-(.>_.,.·-Y·'.· "~:-.~-- :.·· ,-: :_ .:·e· •• ·: -

entonces p;~ 1 ( C) es cerrado. De aquí. q~~ C: es ~e€rad~ eg'JIXJI?~ p~es p,;i1 ·es Íden.tificación. ·Esto 
muestra que i es cerrada de do~dc s~ ~ontl~yé fá¿hmeÍÍÍe 'el resulfu'dó) . . . . ••. 

- . . ·> ·;, .'-. - --- ..,;~"-'- -~'1:.'.--'-_,,-~""""· ~-~ .,,,.,, .. .,:.0 '.': ,,_ .• - ~----

D 

Diremos que un punto (x,t) ex es no degenerado ~i relntl!.";El siguieiiiti1c~a es ieo111étricamen
te evidente. 

. . . : 

Lema 3.5 Todo pzmto t el!." se escribe, de manera.única; como t = aÍ', donde a el!. es inyectivo y 
t' es interior. · 

D 

Lema 3.6 Todo p11n10 (x,t) e~,és equi~afe~te.a i:izí';(~º ~1;/iro:~o degenerado. 

Demostración Sea f7.x__;.x:~;fü~ciÓ~;.~iJ1)~(~'.;;~;)·'dondet~ at' es como en el lema anterior. 

;:~~:1Efuf ~1~~~~~f~~!:~~. :::::ri:~~::;: ::: 
¡l._x,t) = (i,t) si(x,t) es nodege~c;ado. 

D 
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Obsérvese que si (y,s) es el equivalente no degenerado de (x,t) enÍOnces' dim x <::dim y; Dicho de 
otra forma, un punto no degenerado no puede tener equivalen,tes dé di~~nsiÓn ineri?r,, ·.· , 

Proposición 3. 7 Para cada n e N se tie~~.:· 

llX/1"~1 =11.~11",Y•.(,f"}i")•.·····•· 
Demostración Sea 

la aplicación 

. •{:=.=.·>Pin .... ~ .. 1 .• u!~(~x.c.·.~¡l·!·t .. l·~"·.·.1 ) •. 
-~-~'.- n;_1,.::- ,:.-,--~. n+} ·-~~ , _ ,_ ·._ 

Si (x,t) eXn+I x ~n+I entonces h(x,t)•=p.:1 ¿,/)~~([x,t]) =hq;>n(x,t). Por tanto, h induce una 

aplicación continua , ··.·.· < :; ; C > .. 
iiJXll~ LJ;Jrn~ 1 x °i,\n:i) 4 llXll~+i 

. . . ' ' . . . , 

que hace conÍnutar afdiagrama . ·; . 
:h 

1/XJI" u(x~+I X '1"•1) .•. - _ ___,, ¡¡x¡¡"+I 

·l /.'' llXll" i•1"· (x ' x Li"+í)····• 
··-·. -~f~ . . >-._n:+I ,~ '·· .· :. . -

. r::_.¿ 

donde q es la proyección al ~sp~cio:de.ad]J~ción: Óaramcnte h es suprayectiva y, po; tanto; también 
h. Para ver que h es inyectiva ~cin~ÍdÚes~'.el dlagraitíii: •. · . · 

¡¡xtu(x;,+1 )<IhtL'i~ 1) ··-· · ~11'----<-- llX1l11+1 

I 
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donde q' y h' son las correspondientes restricciones de q y h. Claramente q' sigü.e sie.ndo s-uprayec

tiva por lo que basta ver que h' es inyectiva. Ciertamenté lo es en' llXll" y la imi~idad de lós puntos no 

degenerados implica que también lo es enXnH x lnt ~n+i. Más ~ún, nÍn!lú~.P,uci~ode.Xn+; ~1~1 t,n+' 

puede ser representante de un punto en l/xll" por lo que;¡ qellXlr:y (x))eX,;~/x JntL\"'' entonces 

h(q)'#h(x,t). 

En resumen, 7i es continua y biyectiva. Para ver que 7i es homeomorfi~mo .bastará ver que h es 
identificación. Para ello considérese el diagrama ' 

llXll"II(xn+1 ~ L\"•
1
) -.-h--l>· llXll"+l 

donde g es la aplicación continua 

.¡g=pn enÚ X 1 xL\1 

. g = identi~:~ en Xn;I X ~n+I 
Claramente el di~grama conmuta y cÓmo /JM1 es identific~cion: entonces h es identificación. 

o 

Todo conjunto simpliéial X se puectc considerár éomo Ún espado simplicial .discreto (ie: cada X" es 
discreto). En este caso, la proposición precedente no~ da:el siÍ¡uie~te-resultado.' 

Corolario 3.6 Si X es un conjunto simplicia/, llXll es un co;np/ejo CW con una n-celda por cada 
simplejo de X de dimensión n. 

Demostración Claramente llXllº = X 0 x L\0 es discreto, y dado que llXll tiene la topología coherente 

con los llXll", se sigue de la proposición que {llXll"ln 2: O} es una estructura de complejo CW en llXll· 

o 
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Definición 3.9 Si A: X·~ Y es una aplicación simplicial entre espacios simpliciales, la aplicación 

definida por 

es la realización geon1~trica de X: 

4. Homología y cohomología simplicial 

Queremos ahora describir la homología y cohomología de la realización geométrica de un espacio 
simplicial. Las definiciones son válidas en general para cualquier anillo de coeficientes aunque noso
tros presupondremos siempre que los coeficientes se toman en un campo, particularmente R. 

Comenzaremos estudiando el caso de conjuntos simplicialcs. 

Definición 4.1 Sea X un conjunto simplicial.P~racada n eNsca c;m(X) el módulo libre generado 

por X,, y definase un operador 
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por 

IJ= :t(-l)"d1 

l=O 

donde cada d 1 se extiénde por li~ealidad a c:m(x). És inmediato verificar, ~sando las relaciones 

simplicialrs~ qu~ 8\~.o. ".'sí,. { c:';(X); 8} es un .compÍejo d~ c~Jenas .• Su hpmología; H:~(.X), es la 

homología s/~1p/icial de X:;: : :'::, . <: _ ::C: . . . 

DualizaüdÓ{~;7(~),B}~bÍ~~~mi~im.~onÍ;,i~jocle cocadcnas {c;m¡X),o}, c~ya coho~ologia es la 

cohomologla st'mp[t~l~fde }(qtie'denÓ~reiKó~ por H;~ (X). 
'' ...... , .i· .,. '""· .. ·,·;;- -.-:'-.·- - • 

, ,-.-. -~e'~-- .. 
-:, 

Obsér\rese- que tixf:i\ipliá~cíóri sici;licí~f conmuta con los d 1 por lo que induce morfismos en homo

logía y cohÓmolÓg!a. Así H:m y .H;~ detenninan funtores $Set ~ Mod . 

H:m(X) y H;m(X) son, de hecho, isomorfos a la homología y cohomología singular de la realiza
ción geométrica de X. Esto puede verse como sigue. 

Según vimos en 3.8, si X es un conjunto simplicial, llXll es un complejo CW con una 11-celda por 
cada simplejo de X de dimensión 11. 

Ahora, la homologia y cohomología singular de un complejo CW se pueden calcular en ténninos de 

la homología cel11/ar. Recordemos que si K es un complejo CW; su homología celular H':'1 (K) es la 

homología del complejo de cadenas {c;''(K),8} dondeG:'~J()#H"(K" ,K"-1
) y IJ es la composi-

ción 

donde 8 es el morfismo de conexión. 

Análog~ente se tiene la cohomologla cel11larH;,,(K) deK tomando, el correspondiente complejo 

de eocadenas { c:1(K),o}, en la cohomología relativa de los pares (K" ,K"-1 
). 
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El siguiente resultado es bien conocido. 

Proposición 4.2 ([!],Cap. 5, prop(Jsición 1.3 )1 H;e1(K)=.H.(K) yH;,,(K)i:.H'(k), D 

« , •• • -

Además, dado que estamds to~:Índ~··~oefi~ie~tenn un campo, b~ fátil ver que H;,,(K) puede 

Teorema 4.3s; X ~s 11iicó/i.Amlo sin;pÚc;~/}¡;(¡¡x¡¡); ¡{¿m(x) y H~d1x11l =.H;m(X). 
_·.:~· _::.::·.:,-_ _.., - ;-,-; ·:··~l;,_;·,/ , ... :· ,__ ' -:-·" 

Demostració11P~j~ c~d; :c·~~Y~ iea'd,:Íl~~llXÍl"i~aplicacló~d.(t) ~[ x;t] :Entonces cr,es un n

simplejo singular()~ llXll":Aciini~i \{; ,,, ;: .. ·;' .:·t ~·- /·:. }>.t ' . 
'·',., '";..'•'· :--~::·o:·· ,, - -~~-~".2.~ 

8d. d:ta~f V~f¡,?t.7~c~~);~d·;r > . · 

Como cada cri, to~a valores e~' jjXjj9, ·~3¡i~~·li~icl~:.¿n ¡{x¡¡~ :;~lativo ·~· jjXi1"":1 
• Esto nos da un 

morfismo •.:.":,•~ .. ·;:.. :':::;,, ..,c·i; •.• · · ,,, 

.·~:;;c:Xfip::{e:;'~(íl~11l··· 
' : t9~~~t~.'O' • .' 

La aplicación na~~ál (x.)6•;x. ~-~H~(~~ll1~,ll~llf'J i~duce isoitlorfismos en homologia de 

donde es fácil ver que {a.1f~~t·reiu~ª~ª:~Ne%;1 (ílR11r:~e ~aner~ qu~ /3 es un isomorfismo. 
Por otra part~, los~cuadfados: < ; ' <' ··:, •' -:· .. · .· ... 

2:~(~) . P. i~f1(llXll) 
al .. , J 

. C,;"'(X)~ ccei (llXll) 
~--1 : - p , .. _n-~ 

son conmutativos pites .. 
. . - ·-

iJ{Jx = w, = i:H/a).=.fc ~1)'pd1x=f3})-1)1 
d1x =pac 

f=O f=O i=O 

I La prueba que se da aquí es para homología, pero con muy pequeñas modificaciones, también sirve para 
cohomologia. 
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Por tanto /3 es un isomorfismo de cadenas c:'"(X)->C''(llXll) e induce isomorfismos en hcimolo

gfa. Dualizando, obtenemos un isomorfismo de coc~denas c;,.(llXll)-> c;,.(x) d~ donde se sigue el 
resultado para cohomología. .. · . · · . . . . . · 

o 

Si X= S(Y) es el complejo singular t~~ICÍ6 un:espa~io topológico Y, como ~,e.definió eri 2.8, 

C~1'" (X) y C~,.(X) son, por supuest~, los mcidulos de cadenas y cocadenas singÜJai~~ de Y, de ma

nera que H:'"(S(Y))=H;(Y) y H;;.(S(Y)),,;H'(Y)·. Así4.3m~estraqúe1/:(iiS(~)ii)::H,(Y) y 

H'(iiS(Y)il):;H'(Y): 

Ahora, estos isomorfismos se construyeron tomando como·punt<l:ittie~~dio la homología celular. 

Pero podemos describir isomorfismos explícitos. Para ello co;sid~iem6~ la aplicación j:!!S(Y)ii-> Y 

dada por j[ u,t] = u(t). Es inmediato ver que está bien definida y que es continua. 

Proposición 4.4 j:llS(Ylll-> Y induce isomorfismos en homolog/a. 

Demostración Para un conjunto simplicial X considérese la aplicación simplicial K:X-> S(l[Xll) 

dada por K(x) =u, donde u, es como en la demostración de 4.3. Es sencillo ver que el morfismo 

inducido por K, coincide con la composición 

Ht'"(X)~H;''(llXll):. H;(llXll) 

y es, por tanto, un isomorfismo. 

En particular, tomando X= S(Y) obtenemos un isomorris~~"{ 
K,:H,(Y) = H:'"(;Ó,))-> H.(l\S(Y)\I) 

Ahora, es trivial verificar que j,K, = 1, de manera que j. es un isomorfismo. 

o 

Podemos dar un análogo a 4 .3 para un espacio simplicial X en general, pero en este caso debemos 

reemplazar Ht'"(X) y H;.,(x) por la homología y cohomologia de un conjunto bisimplicial. 
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Definición 4.5 Sea B ={Bk,,} un conjunto bigraduado tal que B •. 1 y Bk,'. son 'col1júntos simpli~iales 

para cada l y cada k respectivamente. Denotemos por a~ y .ª~ los morfismos inducidos por 6. ·en 

B •. 1 y Bk,• respectivamente.Bes un conjunto bisimplict~l si dados operadores a:[p]->[k] y 

p.[q ]-> [l], el siguiente di~grama conmuta: 

Bk,I 
ª• . Bp,I 

p:l }· l. 
Bk!q 

ªo··· ... 
Bp,q 

Se tiene también realiza~iÓn g~om.étri.6~p~~a:conj~ntos)isiÍÍlpliciales; 
" .... ·:',' -,,,~':,~:.· · .... , ·- .. ·· . -· ,_. ' 

• /('\ ·~ .<. :> 

M~dOO 4.6 S" ·~.J.j""'°;~~;~~~~~7;J"'~ di•j"~ 

Soo-~ "'""' oo~,,;~[i.Wii1~~~~)i1:Wi;rr1 •... ·~1 

::-:::z0~\~~~&l~~úi~~·i'~~; 
Igual que en conjúnt~s si111pÜcialis;tiiclllo~ t~;~bién aqúl una estructura esquelética, donde el n-

esqueleto llBI!" de llBll ~~ ia ~;~1~g;~n:~~Í ~hde~tti ~é· . . 

l..I Bk,I X tJ X D.
1 

k+l=n 

En forma totalmente análoga se prueba que 

l!Bjj" =jlBll"-t U~ 11 Bk,I X t} X D.1 

k+l=n 

donde 

rp: u Bu x((ot! X D.1)u(D.k X oD.'))~llBll"º1 

k+l=n 

es proyección al cociente. 
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Obsérvese que podemos dar un homcomorfismo de parejas 

k x~,(lJtlxt:.')u(t:l' x8ll1))-:->(ll",8ll"). 
.. .- . 

de manera que llBll" se obti~ne d~llBll"c1 'adjunbndouna ~-celd~ ~o~ cada shnpiéjo en Ja unión disjun-

ta Il Bk,1 ·:.· 
k+l=n · 

Definamos ahora Ja homología simplicial de un conjunt~ bisimplicial. ·. 

{ -~ 

".~. I '.< ... -_:;;<::. :);-'..~~-

Definición 4.7 Sea B un conjunto bisimpli¿i~l: ~ara cada par de indices k,/ eN sea c;;;'(IJ) el 
. ,. --,_~ '·:-- '·" . - .. -, .. -. -·. -,., . ,_ ' '· . . 

módulo libre generado por Bk:1· La·hd4~dil~ ij~fa/t~I~til:'"(B) de B se define ahora como la 
-·· - ,. '"'""1;::.~ ', ., .. ·-· - . .. . . . -

homología del complejo total del bi6~~~17jcU§t.~(~),;a~.0i}. donde los operadores ªºy 0i se defi-. 

nen en cada indice igual que en etéaso~cle~ci~juntiís simpliciales. (Ver la sección 4 deFcapítulo 3 
para una definición de bicomplejos) ne·m~era'seméjante se define, dualizando, la cohomologta 

simp/icia/ H;m(B) de B. 

Análogamente a 4.3 se tiene: 

Proposición 4.8 Si Bes un conjunto bisimp/icia/, H:m(B) = H,(llBll) y H;m(B);:H'.(llBll). O 

. . . 
. " ,... .· .. ". " __ -_ . ., 

Si X es un espacio simplicial, podem(Ís asóciaflé mi conjunto bisiniplicial S(X) .!Ornando el complejo 

singular total de cad~ X1, esées~ é(x) ~ {~k(x1)r (~~s ~,C>rflsrilose~ Sk (X,) son los inducidos 

por los de X por el ~~t~~ S¡ Es iruri~diató ~erlfi~af qlie S(X) ~~. en efecto, bisimplicial. 
',··:·;::.~:,:·.'Y-': 

··'J.r~ ~-·,-_-,•- -~-;-~-~·-.. 

Aplicando Ja pro¡iosi6ion· fui1C:rlbr.~btin6ili6s: · 
.- . ''" . . . . ·- \- - ' - ,- . ~ ·:·,J .... : ' 

D 
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Para identificar la homología y cohomología de l!S(X)ii con la de i!Xli ncce.sharemos "esc.indir" el 
proceso de realizadón geométrica de un conjunto bisimplicial. .. . . . · 

, .. 

;;~~lll~f iif tltt~~~~!i~~t~ 
,., ··•]'!,;'l~.1~;~~~~[1ª~¡1;: 

determi~~ u~·fü~ior'~~t:~~~~i~~~~-i:~\i&~.;;;{1~sfi/bs'.·~~ cispacio.sinÍplicial . 

. Tenemos apii¿¡¡ci~~cis.~t¡~j~l~~\~}s} , .· :'.~ .·•.·• :,: ,?,L F. 
. .. ·?1111W'1 ~'11n11.·< 

!~¡~~,]~) ~¡~\~],; i,,Q{f ?)iill~, »J · . 
Fácilme~te.~~ v{+<¿~:~a~;~¡~;~i?.fi~~~~{f ;~6~;~9~t'.~~~·.f~fü6 g.~r1 

tenemos entonces, 
.,.,_'·, ~' ·. . . . .. ·~' ··;:~ ;-~:,:: . .. :~~{; --:.':·, 

·-'' ., ', :·::" :-_;-~, -, ' . :"'.': -~-:i:·. ·;: "'-«;;; 

Proposi~ió/4.l o's¡_''¡'j;és'!tii coTiJ;í~Íd bisi1i1plidiál, ;l/BI/.· esho~1eo1Í10rfo a la realización geométrica 

del espadJ6~r!J~~~~.~1~~l~i~:;¡¡}:~~? .. ···.·, .. • 

" .. :~, ··:,}:< ·;~<'. o 

Teorema 4:11.Si Xés i1~e~pacio simplicia/, entonces 

,. ; . :·H.(J[Xll)~n;"'(S(~))y¡.¡.'.(l/Xl/)~H;m(s(x)) . 

Demostración Por 4:h· 4.10 t~~e~~cis Cj~c H:'?,'(s('X)) ~ ~.(h donde T es el espacio simplicial 

. ···.·• ·: 'f,b{!Js(r;)ill. 

La aplicación natural J:l!S(X1 )!i~i, ~l:lapropisición 4.4 es simplicial pues si fJ es un operador, 
entonces 
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1!j.o;!!([ a,t]) = ¡([p;(a),t J) = J([p; o a,t J) = (p; o a)(t) 

=/Í¡(o(t))=i,IÍ¡(j([a;tJ))={IÍ¡oJ)([<T,t]). · . ' . ' : . ' . . . . . - . ' . . . 

Por 4.4,j induce isom;rfismos en homCÍlo~ía. EIÍ'esul[ado se sigÜé en{b~c~s-del siguiente lem~: 
-- ,,-;::: ·::_- -:··-· .,,_:_.,,:::: ... ···-·.- "'···- 'c';-' ·-'J ·-- .. :-\ ::'.·~·:: , , D 

, : .·,: .. ·-. :-:· <:r: .·.;.·""·· ")",, -~\ir< 
: 

........ · _-_·_;\ ... ~\.'. , ...... ,~:·:,~·:- ,·. ' ,,.,,. -.,, .. ,, " :;¡.< .- -- ' ': f:~:· ,' ·e-· ' ~~.:~¡ ' ,:'_2-;. 

Lema· 4;12 . Si .{xi{x;t-~~~/·¡~ªt:ff!(~~~i~!J1isiijig{icl~'~f r~~;frP,tf'.P~!~~i1j1;li,c~qle~: tal que 
f.: X" ¿X;:.·.• tndú~eJsgmoifisfüd,s ~ij}h4¡i1pÍ~gla pqra (~dp'./i, eii!ónsiif 11.fll: llXll ~ 11.X'll ·. induce 

::::z::~s~~~i)~il~fl~,íl~~i-~L········· .... 
induce isomorfismos eri hoinolog_í~i.c21sid_éres~ el diagrama conmutativo - . 

···H,-(x.r~~.)1~8~l-<~>>/{.(1lxf,11x11·~;)-· 

U.xl)1:~ J11111._ 

H:(x; x g,x; ~8~·) .-··;·-~··.····· iI.(11x·11~.11x·r') . 
. .· .. - ····-· ··'·:·= ·:':. ' . 

Por hipótesis,· (J.);:H)x.r~I-l.(x;)·. CS\Jn ls~ni~rfis~ii. vsimdo_la ió~úl'.1 de,~ünneth, se sigue 

:;~:A:t~)i:!:~~ll,tll:lif li.c~~·) y 

(x~ X ~·,X~ X 8~") si sigu~ que la flecha izquierd~ eñel dia~rama'a(arri.b'i1~es~á~b-ié~ ~~ isomor-

fismo. Por tanto ll!ll.:H,(l¡x¡¡n ,¡¡x¡¡·-1 )-> H.(llX'l\"~IX'll~-:Ú ~:'~~;~~%~~~-~~.-~~i~~dó ahora in-

ducción sobre n y aplicando entonces reiteradas veces Lema del cinéo a tás' su'ccsiones de homología 

de las parejas (¡¡x1r.11x1r-1
) y (11x·11·.11x·1r-1

), se prueba qué llJll.:H.(11xir)-> H.(11xr) es un iso

morfismo para toda n. Finalmente, tomando límites, se tiene que ll!ll:llXll-> \IX'll induce isomorfismos 

en homologia. Como estamos tomando coeficientes eo un campo, entonces 11/ll:llXll-> llX'll también 
induce isomorfismos en cohomología. 

D 
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En este capítulo presentamos la versión clásica del homomorfismo de Chem-Weil. La sección 1 es 
más que nada un recordatorio de algunos hechos básicos sobre grupos de Lie y haces principales con 
la intención de establecer la notación y definiciones que usaremos. En la sección 2 analizamos con 
cierto detalle el concepto de conexión en un haz principal y establecemos los resultados necesarios 
para la construcción del homomorfismo de Chem-Weil que abordaremos en la sección 3. 

l. Haces principales 

Dado un grupo de Lie G y a e G, denotaremos por 11ª y L. las traslaciones derecha e izquierda: 

R.(.•)= xa, Lª (x) =ax. También, por eª denotaremos la conjugadón: eª ,;,, R.~.L. = L.R •. ,. 

Un campo vectorial X en Ges invar¡q17te par la izquierda. si · 

q ' ': Vect(P) 

X 1-7 ·. Cl(X) 



HOMOMORFISMO DE CHERN-WEIL (VERSIÓN CLÁSICA) 24 

donde Vect (P) ·denota al espacio de campos vectoriales ·en P, es lineal y es sencillo ver que satisface 

o[ X,Y] = [ a(X), a(Y)], de m~eraque es un homómo~smo de álgebras de Ue. 

Dado a eG sea R0:P~ P latiasl~~ión derecha R0 (u)= u:a~ Elhomomorfismo u se relaciona con 
la representación adjunta de G 'según la siguiente fórmula que se p~eba.con,u,n c.itculo directo: 

UÜ(a(X))= a{Ad(a-1)i) áeG,X e(/ 

Aquí (R
0
).(a(X)) denota el campo 

(R.).(a(X)). = (dR0 ) •• -• (a(X),.-1) 

Obsérvese que el flujo del campo fundamental a(X).está dado por rp1(u)=;u'exp(tX). Usando este 
hecho y la unicidad de las trayectorias de un campo es inmediato probar que si la acciÓ~ de G es libre 

(ie: R
0 
(u)= u para alguna u=> a= e), entonces a(X) no se ~uta en ~i~g¿n punt~. En consecuencia, 

si G actúa libremente, la aplicación 

es inyectiva para toda 11 e P . 

(/ --> T.P 
X H a(X). 

Particularmente, nos interesan las campos fundamentales cuando P es el espacio total de un haz 
principal. 

Un G-haz principal es una tema ~=(P,;r,M), donde ;r,P ~Mes una aplicación diferenciable y 
suprayectiva, que satisface lo siguiente: 

J) G actúa por la derecha en P y ;res G-tnvariante, esto es. 

;r(11 ·a)= ;r(ri), ' ú eP,a eG 

2) Para todo x e M existe una vecindad U e M dcx, y un difcomorfismo 
--., .- ···'·. 
: _: -' .:.; ' 

qúr~.1 cu)~ÜxG 

tal que 

a) <p preserva fibras, esto es, el diagrama 

;r-I (U) __!!!__,, u X G 

~.·.! 
u 
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conmuta. 

b) rp es eq11ivariante, esto es, 

rp(11·a);;, rp(11).a; 11 eP,a eG 

si • q = ( P; ;r )vi) y {~ ( Q,,ó.iO.'sÓn dos G-liace~ p.riri~ip~I~;:~· ~ri~~'p1icació~' ele hÓ~es • ?; ->. q. es una 
pareja dé apiÍ~á~i~~e~ diférericiabi~s ,,: '{ t'.: i > '. ·· "'. )e ' ·• ·· ' -·.·,· ·. · .. ·. 

···•· 'r¡T.Q~P/,P0 :N~·lvf 
talés que rp es ~q~iva~ltnte fe! diagrn~a slg~léh\~ c~~mut~: 

,1:+~18 
:}l~j;:·~f 

(De hecho, __ la eq~ivarianza ·de'·~ iilip!i~~ initlediat~me~ie la existe.ncia de . una. única función 

rp0 :N ->M tal q~e tr~~ rp~~·y·t;and6 t~~¡~j¡~~cicine's Íocal~~. es ;~encillo. v.er: que 'Po •. es C"' :. La 
definición qué tisrunos ~qüi.es.sóIÓ ¡íafiíHénfii'tizar:1as'-'éiós:fü~~ióiies·inv~1ué:raC!~s);Denota~einos ·por.· 
(rp,{¡,0):("-:;iiti~·~pilgiiÓ;~~.Ji~6s:'.7(~·'{ '.f. , .. "·"· .............. ·. . . . . .. .. .. . 

:il~~~~~~~~~k,~~~:::::::::::. =~:: 
tiene sentido defi·¡;¡~·q1u~:~d~s ~1ccs d ; ' cori la misma base, son equivalentes, si existe una aplica-

ciónde ha~~s(~;;;,);(f'~~9~·;/~ ! ..•.... · 
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Otra construcción importante de haces es la del haz inducido;. Si q=(P,7r,M) es uri G-haz principal 
-··":;'; ·- -- '., 

y rp0:N ~ M es una aplicación diferenciable, el li1iiñ111~í1o por rp0 es 'el haz rp~q= (Q,p,N) 

donde Q = {(y,11) eN ~ Plrpo(y) = ¡r{11)} y l,a proY.e6ció~~>~sla proye~ción al factor N. La acción 

de Gen Q está dada por (y,11)·a=(y,Íl·a). MÁ.s:aím,ck~Q~P es la proyección al factor P, 
. · .. · ... 

entonces ( rp, rp0 ): rp~ q 7 q es una aplicación de ha¿es. 

Es importante notar que si ( rp, rp0 ): ~ ~ q es una aplicación de haces, entonces ~ es equivalente a 

rp~q. 

2. Conexiones en haces principales 

Sea q=(P,7r,M) un G-haz principal. Para cada 11 eP se tiene un subespacio distinguido de T,,P, 
llamado subespacio vertical: 

Este subespacio contiene a los vectores de la forma a(A)';(A .e(j) donde o(A) es el campo funda-
··. · ... ".'.:·.-'· 

mental asociado a A. Como la acción de G es libre, tenemos,' de hecho, 

v. = { o(A),JA ~q} 

puesto que ambos subespacios tienen dimensión dimG. Entonces, si {A1 , .. .,AJ es una base de q, 

los campos o( A1 ), .. ., o( A,) generan a v. para todo 11 e P, de manera que la correspondencia 11 H V, 

es una distribución C"' en TP que llamaremos distribución vertical. Obsérvese que esta distribucion 

es G-invariante: dR0 (V.)=V..
0 

(a eG) .. 

Definición 2.1 Una conexión en ·q es una· 1-forma w eA1(P,Q) que satisface: 

1) w{o(A))=A VAe(j 

Toda conexión tv en q determina una distribución G-invariante complementaria de V, esto es, 

Proposición 2.2 Si w es una conexión en un G-haz principal q= (P, 7r,M), H = ker tv es una distri

bución C"' en TP que satisface: 

l)T,,P=V.E!:!H, V11eP 
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2) dR0 (H.) =H •.• '<:/ú E P y 'ria eG 

Demost~ación :u .'l implicaque .ro.: T,, P ->{l es .suprayectiva,·,d~ donde dim J-/ú ~:clim M: Por tanto 

dim(7;,P)·~ ·ciimv~~·±.·di~-¡¡~·.;;.;.,T~bié; ~ 2f'i~'.l -~~~~pj'Í~~·-: ~ue :'{V,; ~~u~=~io,\<~ ;s~·: ~n_ciiiYc -~~ue 
T.P =v.·$ ~{.r:::;:· Pl :.r! . :}'.!' ::~,~ ·:~: .:· . ;. fo, . . · .. , L.}. ~.f.'. ;e ... . 
Ahora. si. ·.i::.~~f~~-'.~;~~-t1~~~hº;~~g~~f 'j7.1,.~• .~~:e.rr~~R;rh)~;~/ifi;IJ%c~~H~ ... ··Por.· tanto 
dR0 (H,;) e fh 0 .; pero como dR;.:''és inyectiva y:dirnH Ü ;,· dim H::~ ·entoncés dRJ (H~) ,;,_H •. ~. 

,;Mi-·.··{~. .r.:.} ;,,Y0W0~fil*}~1:1~t~r~t~·~· 
,<'·• ·.-

pertenecen a H y fácilmente .se verifica que gen~r,an (localmente) a H, PortanioH es C"'. 

o 
. _· '"' . ' ·. ~' 

La distribución H de la proposició~ es la distribución horii:oiitáCUn vector Y,, E T,,P es horizontal 

(resp. ver.ti cal) si Y. E Hu (resp. Y,, eV,, ). · 
En ténninos de la deséo~po~ición T.P = Vú E9 H., t~~'em°'s dos proyecciones 

h:T,,P~ HJ,~·/;v:T.P~V. 
que llamaremos operadores horizontal yverlic~l.La i11variilliza de Vy H implican inmediatamente 
que estos operadores conmutan con dR.; (~ÉG)~ '.~:;·· '·' . . 

._ . - . ; .. ~ ._ ; ;· ~ ' ;· ,-_~, - ;e .. " 

hdR.(rJ.) =;ciR~W'.}i",,;!(~:.~~d)i~cr.) =di. (vr,) 
o 

~7:·::::;:~~t~t~í~¡r~~·'·~·~c'.f~.'~''Hlo 
''.-:';;~ :;·:,_, ... 

es un isomorfis~ci~ -~~ co!lsecu~ncia, todovecto~ ,~P·e ,TpN/f P = ¡¡(],)) puede escribirse como 

X P = cl7ru (f,J 

para un único vector Y. e H •. Claramente, para a e G, el vector correspondiente Y •.• e H •.• está dado 

por Y. .• = dR0 (Y.). 
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Definición 2.3 Sea q=(P,;r,M) un G-haz principal ¿on úriaconcxiÓ~ by seaEün espacio vecto-
rial. • ;'.;·· ···<'/ ;::··· 

::. :;~~i~.~;~t\~f~J;~t~i~~~l~~·~f ~.· •..... . . . 
c) Una k-fomia 1, e í{(f,E) és~o~iipntaisi~i}(Y¡;'X:;rk{;, o'Si por lo m_enos un Y¡ es vertical. 

'. ,..:::~., ,. L~: :.::'.f.)~~:~: ;·:.'.t~;-}:.:;"-;,f~}~~,.~!};?:;r;i~~1?:·;)~~,~~\i·· · ~::-~\:~:·.: ;:.¿~~:.--; ~-~:~-\ .. :·. :.·\;:.~_:.: · .. :\::· ~-. ·>· ~.<·. · ,':~. ·._ 
d) Si 17eAk(P,E); Jáderlvada covarfaniedc 17 es la (k+l)-forma D~17eAk+1 (P,E) definida 

p~r:'Dm~~2J..B;·rf;·~~~·:· .... :1~~k+~V Hf~ y_ .• , '. .•··.• . '. . .· . • . ... 

. ;:.._ ... ·'. :;'_:", -~_:·-:J-.-:;: ·:-, ;"-·.', .. , ,. ·;·,:~ ·:·{·', : .- .... : -
. -~;- .:· ~~" .--: -:~::~:.:~;~t;\L~- :~~::- ·. -~·-·.·" 

En estos térmirios; iÜJa'~~ne~iAn ~,s~~iii~~@te: .. 

Definición 2.4 Sea q = (P, ;r,M) ~n G~haz prlnCÍpal y sea ro una conexión en q. La curvatllra de aJ 

es la 2-fonna 0.= Dm(i) eA2 (P,Q). 

Proposición 2.5 O. es horizontal y eq11ivariante. 

Demostración Lo primero es claro pues toda derivada covariante es horizontal. Ahora, para a e G y 

Y¡ ,Yz e P tenemos: 

n;n(Jí ,:r;) = n(dR0 (Y¡),dR0 (Yz)) 

= dro(hdR,,(Y¡),hdR0 (l'i)) 

= dro(dR0 (hY¡),dR,,(hJ'i)) 

-= n;(dco)(hY¡,hYz) 

=d(R;ro)(hY¡,h~) 
= d(Ad(a-1)w)(hY¡,hJ'i) 

=Ad (a-1 )daJ(hY¡ ,hJ'i) 

= Ad(a-1)n(Y¡,Yz) 

D 

Recordemos que si () y 17 son formas con valores en q, [O, 17] es la imagen de O/\ 17 bajo la aplica

ción [_,_]:Q® tl-> q inducida por el corchete de Lic. 
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Proposición 2.6 

1) íl=dro+t[ro,ro] (ecuación estructural) 

2) dn = [n,ro] (identidad de Bianchi) 

Demostración 

1) Sea 11 e P y sean Y,, ,Z, e T,,P, Debemos mostrar c¡uc 
. ..· ·-

. (n(~;Z,)=·dcv(Y,;;z,)+[cv(Y,;},ll!(z,)] 
-. ~ ·. ·-- -·,. -

El resultado es trivial si Y,; y z)sdn horÍ;o~taÍc°i. Si~bÓs solJyerticafos es un cálculo direéto usan-

do la fórmula · · ~··'.··· ;:<_.•; .. ·.::. f.:•} · 
. d;(r;i>;.Y(di(i))=z()í;(Y))·~"iií<[r;.ZJ/ · 

• . -_:-··\;.:·-:...,~~'.:-<. ~;l.', ~i"•'")'-¡c.·~· .. I': •.' ·-· ' 

Si Y,, e V, y Zu eH,; la ~isma fórñiuii'llo~"dd;.\:.:• /.;: º~ / . 
. ·. . :d~~ff;·)~:*'(~t&~~.}nY 

donde i es un campo horizontal q~eo~l:a1~'~htffd;tf~~dc;~;;u:.~\ ~ ~A)u (Á eq): 
· -_· .-;.. -. _:\~,- · '.-_<:-'.~>~f<. ·1t_;;~H:'.{:1:í:~ _'{t~-t_·~)~;~ /.>:::<-:·:: :.-~ 

Ahora, el flujo dea(A) está cliido p~r q.i,(it}~uieifa<f/J) :;;R~PC¡;;í(u); mientras que 
, ··. , : -·:·. . '· .. ' ,. .. -,·':'. ' f.<' -- --~~.;-:; :; - ·',,':-,.. .,_ ,:·-· ·: .,· - ' - ~. . . -. 

Para toda t se tiene:· 

···· i' ·· · ;, r': :~(·.z ~{,')(;(dA}>))/. '•(z · · ) 
( (¡p, )•. )u :'( q1;;)~_,Cu) · .•.•... ;~Cu) •.°f·, ..... ~p{L4) .~ .•• cli •• ~:;cu). 

do mMora q,; r.s¡\••;.•;);~,¡~~~: ~,;~; ~.,;~~s;~:), z). ·~ hÓri~W. 
2).nirer.enci~ciº.~ 1{1~e2~1t~.'.li·~'frJ;d~J=[;w,~J·~tn .. roJ.-t[[ro,roJ,cvJ 

Pero ([ ro,áJ],ro )~O ~or I~ ide~tidáddc J~c~b\. 

Corolario2.7 DQ=O O 

o 
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Proposición 2.8 Sea W un espacio véciorial y sea 17 e Ak (P, W). Si 17 es horizontal e invariante, 

existe 11na única k-forma OeAk(M,Wtial qzie ';/o::,,. 
Demostración Sea X E M y sean Xi /,X r~ r}lvf: ¡ < 
Dado u e;¡--1(x) sean Y¡, ... ,Jk eH. 16;v~#t.~~~~;q~.~·.s~ü~kci~·dn{~).;x¡. Si.O eidstedebemos 
tener . 

. rXxi·•;;~~ki:G.tfi;::Eik~?: ; 
y, por tanto, debe ser única; Definanios. ·o,. p(ir esta igual.dad:Para,vi:r qu(esi(bien. defu¡ida sea 

V=U·a cualquier otro p~ri!~. e~:i~i(x)·::'d~rru\ié~te los vectores. Z¡EH~~: que satisfacen 

dn(z1) = X1 debense~~).=d~~fo)F~~t~nc~s· . 

. /hl,: •. {i;,)~ ~dR.CY¡),.::,dR.(Jk ))= R; ,,(Y¡ ,. . .,Jk )=~Y¡ ,::.,Jk). 

pues · 17 es inv¡¡riante. 

Veamos ahoraquetrº o:; 17. Sea u eP y sean Y¡, .. .,Yk eT.P. Se tiene: 

;¡-ºl(Y¡ ; .. :,rk) = l(d¡¡(Y¡ ),.,.;dn(r,)) · · 

= d_d¡¡(hY¡ ),. .. ;d¡¡(hJk)) 
' ' ,. 1 

= ,,(hY¡, ... ,li~) 
= ,,(Y¡,. .. , Yk) pues 17 es horizontal 

La siguiente proposición es inmediata de verificar. 

o 

Proposición 2.9 sean q=(P,H,M) y (=(Q,p,N) d~s ·a~haC:e; principales y sea (ip,rp0):(~4 
una transformación de haces. Si IV 11na conexión enJ:. ~~,;~~~s:l~ es ~~ªconexión ~11· (; Con 

estas conexiones, los operadores horizontal y vertica['c~nmi1tanco11 arp . . 'icúmói; si n. es .la 

curvatura de IV entonces rpºQ es la curvatura de rp0
1V. 

o 
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3. Homomorfismo de Chern-Weil 

Definición 3.1 Sea G un grupo de Lie y sea {/ su álgebr~ .de Lie. Denotemos por Sk (Q) al espacio de 

funciones k-lineales y simétricas en{/. Definamos ~n producía 

por 

donde S., denota al grupo de permuta¿iorie~ de )1''b1c~ciitds. AI igual qúe con Cl producto exterior 
para funciones k-lineales antisimétric;ts; ti'sic'pr'éxÍu6to}l~ ülia ést'ítciura de Íllgelíra a -<:> - \!:'.i,,;-;:,. ·,_,:..:,~ - - - . - - . 

:s:(/J):='E9sk(q) · 
'-.-k>O 

(Para k =O se tiene Sº(Q) = R). 

La representación adjunta Ad :G ~ Aut(t})dnd~~~ una acción izquierda de Gen Sk (Q): 

(a ·f)(v1; ••• ;vk)}f(A~(a-1 )v1 , ••• ,Ad(a~1 )vk) 

Sea ¡k(Q) la parte G-invariarite de Sk(Q); esto es~ 

- -. - ' 

Claramente el producto definlcÍo en s~ (Q) induce rin piÓducto 
. - ' > 

E(q) x1,(q) 4 /hÍ (q) 

A F(Q) se le ll~maalg~brad¿/J~linom~os ~nvari~ht~~deq.1 

1 c La nomenclau ra se debe a q e medianue na b~cl1 ,. •• ,A,} de{/ podemos idenuificar Sk (Q) con el 

espacio R[ x 1 
, ••• ,x'r de polinomios homogéneos de grado k en r variables asociando a cada f eSk (Q) el 

polinomio J(x1
, ... ,x')=1( ~)donde A= ¿ 1 x1 A1• 
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Sea ~ = (P, ;r,M) un G-haz principal, sea w una conexión en ~ y sea n su curvatura. Como n ·es 

una 2-forma en P con valores en Q,para k <::1, nt =Ó/\ ···/\'1 es una 2k-forma en P con valores en 

q0
t. Si f el" (q) y · ~~n~~n10~ :: ig\iah~énté 'por f a la aplicación lineal inducida 

f: q ® .. · ® q -+ R, tenemo~ .una _Zk-~g~~·g~(9k) (Ait (P) con valores reales. 

Proposición 3.2 ¡( nt) es h~ri;~~t~l i;;;tart~nte. 
:>: -' ... ~ J\~~: - .. ; 

Demostración ' :';' ;}; .. .. 

¡(nk)<Yi.::5d)~:'IH;2Jfindí(n(ro<o•Ya<2i), ... ,n(ro<n~1)·Ya<2ti)) 

::; :,zsir~~~-~l:~~jt¡~l~f }~!:~:fu~-
Ahora. si a eG,'·.· ····;•.·,:.:··:::• .. : .. ··: ·"· •:·.:·)'.:•,'.Y:C;::: :.:;•.: '"' .. :;;·:• ... · '· ····· ......... •: .· .. 

• ·.R;¡(bt·j~¿·(~~0¡):~{J~_(1i~lÜt~{((1~:(f-11)p)1)··· •< ·. 

De aquí, usando la invarianza dé/, es fácll ve~ ~u~~;/(6Ú~/(6k):(• 
o 

Entonces, por 2.8, existe una única 2k-forma w 1 (~)e A
2

k (Mrtai q~e • ;r\v 1 ( ~) =f(nk). 

Lema 3.3 Si J; , .. .,Jí .. 1 son vectores horiz~nta/es, ~~1[once_si('ik(1'i ,::.,r2k;1) =O 

Demostración Esto es cierto para k = 1 pues Dn :do; ; 
. ' o:·,.;· : _:,~:· .: . 

Supóngase cierto para k - 1. Se tiene · • · ·: •, .. 

dnk =d(ri"nk·l).~Jb:/\~'/c1~(2~i/nk-1 . 
. ~:-.:_.:;: '• '.;,·;".·, ,; >~\:/(;{( 

pues dQ = O en vectores horizontales. 
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Por otra parte 

por hipótesis de inducción. 

o 

Proposición 3.4 w 1 (q) es cerrada. 

Demostración Sea x eM y sean X 1 ,.:.,X2k+; eT,.M. Sea ue1r~1 (x) y se~ Y¡, ... ,Yik+I e H. tales 

que d,/._YJ=X1 . Tenemos 

tÍlV 1 (q)(X1 ,.'..,x~k+1) ~~w 1cN)(d~[¡),L:'{¡¡(Yik+1 )) 
.. ='1r'd1i>(q)(Y¡ ,:.:·•,Yik+I s 

= d(k;w ¡(~))(l;, .. :,Yii+1) 

= dJ(ni }cl{,.,.,~k•l) 
= J(dr:/ )(J~/,r2k+1) 
=./(o) porel lema 
=O· 

Proposición 3.5 Si f elk(q) y g el.1 ({/)entoncei~v¡g(q)= w1 (q)A wáW· 

o 

Demostración Como 1r es' unas~bmersión erit~n~e~ '~· es inyectiva , por lo que es suficiente probar 
· .... ;. , .. ,.. -··- .·.':,· .... ,,· ' .. . .. 

Sea {v1 ,. •• ,v,} una base de{/. Eritonccsn'¡)úede escíÍbirse. com. o -- '' _' - ,, __ -_ ., ..... 
- .r· ,· 

n="L:n'A' 
l=I , 

donde las n' son 2-formas en P con valores reales. Así, 

¡(n.k)= L:J(v11 , ... ,v1.)n1• 11···n'• 
1,,N.,1. 

donde cada índice corre libremente entre 1 y r. 
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Entonces 

¡(nk)Ag(n')= ¿¡(v11 , ••• ,v11 )ih., ... ,vi
1
)n1

'. ¡\ ... ·t\fi' J'..nf· f.. .. ;"n11 

.·. '1·-·'• 

Jtt1@ g)(v
11 
}1,<;v1i,'.:., v;,'.)n1i,~ .:.('e¡'.• ;:_g1i " ... J\QI• 

., ., . . ·-· ,\ ,,_ < ".<' \. . ~ :. ''};;:J; .. :~:'~--~-

Cmno u<m ;(::¡;:,0~;'.~~~i;•M~.r "ª' "ª'' ·····ª'"' 
Por otra parte; 

{:··1.¿::.·,·.-~ -- ·:.·::: -
• •• ' \ ~; ' - • ---. > ' ' • •• ' •• ·- ., 

•,_,',, ,' ,·,:··:, :. :, .';~·,,·V: ~'~f~·:.· ~~~:\ ~-': ';~~'::·:.., ,· '•:{;:··'. ··.::<·~ • .' :::~_-.!·::.": :: .. ~i· 
(fi.g)(n. k+') ;;,_ :"1(.fi,g). (;;•.·:.~::~·v;/ .. )O.\;.;;·:;,á•·.• · 

,.,·. v',·"'','L.:,¡, .. . 11~';•?. IJ+I •<:·,,··'.·,·· .. ,-. 

:.-'·; ·, . /·,·11'~~·'·~t~ ~:J2";~~ ;;~.;;~ ... ~ :-~~- ~- ~:~\;;,_: ~ ·.; _,,, f.-. 

Ahora, para cada aeSk+i' como los indices 1¡, ... ,ik+1 corren libremente entre 1 y r, io(i)>"'';o(k+I) 

también corren libremente entre 1 y r (son los mismos índices pero permutados). Por tanto, cada 

argumento V¡JJ> de f ® g corre libremente entre v1 y v,. De aquí que 

Así, todos los a- sumandos son iguales y hay (k + /)! de ellos. Por tanto, 

(fg)(nk+')= 2:(f®g)(v11 , ... ,v1 .. ,)n1• " ... /\n11·1 
l¡..-.ia+f 

o 

Como 1v1(.g) es cerrada, podemos tomar su clase de cohomología de De Rham W1 (q) eH°ii~(M). La 
proposición anterior nos dice que la correspondencia 

J'(Q) ~ H~n(M) 

fHW¡(f) 

es un homomorfismo de álgebras. Este homomorfismo se construye en términos de una conexión en 

q. Sin embargo, la clase de cohomología de De Rham de w 1 ( q) no depende de la conexión escogida 

como muestra el siguiente resultado. 
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Teorema 3.6 Sea r;= (P,1r,M) un G-lmz principal/Sean <Oo y w¡conexiones en .;; ºº y n, sus 

curvaturas, y seari w~(r;) y.w}(r;) l~s corres¡londientes 2.k~fciim~M: ... · 

'·· ·;i;i:1.v~(~)=)(n~}' . ;1r'1v}Cr;)2.f(n~) 
·:.·.;~··.·.;:.: .. · ·.:·,__ .• >-;. . . : •. , .. ·.·.:?. ... ·. ·•. .. . . . . -:·:>- ,"," 

Entonces w~(,;)2w}fo ~s~xJcia.·' 
.. ·,. '·. ;.·. 'é·:·-· .. :-_ .· 

DemostraciónCb~sidér~sll~i G~h~·principal 4~(1' ~ l,1rx l,Mx1) donde 1 = [0,1] y la acción de 

Gen p X 1 es (u,r).a = (1!ta,1/y co~sidéiese~I siguiente diagrama conm~tativo 

<~ p 

' :. tn- :. 
'Üxf:,~· u•·· 

• lrM ,, . 
<--. -:-~ ~~-~: ;:-·-·--·- ·-·· -... -- . 

.• _;·-. ·:•'.:·:·· :'• '·· ·>::_'..:".::J;'.!( ;,:;__: ·;."?_~-,~:_,·:~·::~~ 

Sea ñ la curvatura dé.fu );~9a u;j(~):eA3~;cii~'Íffa¿?rt~s·~r;di~~ie forma talque· 

· (1rx 1) wj(.;)~f(n · ).· .· .. · 
'. "-·- ~ \'~'. ·-· ... ~·:·-:· ~,, ... -

Finalmente, sean 
-·' - --·- - ___ e --~'- -

las inclusiones a nivel O y 1 respectivamente. Obsé~6~7,tj~6'f0 .• e 11 son aplicaciones de haces. 

Vamos a probar que 

J;w f (4} = w~(,g). y·j¡ivj(4)~1v}(r;) 
Como j 0 y j 1 son homotópicas, es bien sabido :~u~ d~istc' un op~rador 

tal que J;- K =pd+dp (ver, ~g:[l4],Vol.I~p. 304,Te<lrema 17) 
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De aquí, como w1 (4) es cerrada, tendremos wj(q)-w}W=dp(w¡(4)) lo quefinalizará la demos

tración. 

. .. 
Haremos la prueba en varios pasos sencillos. 

PASO l 1;01,= ro0 e I¡° ij¡ '= aJ1 

U; ~).Cr. )= roc •. o¡ (di0 (Y.))= (ll'~aJot_~l (di0 (Y.))= (@o). (d(ll'pi0 )(Y.)) 

·,'.:,;,(@0 ).(Y,,) pues ll'pl
0 

=I 

La otrá_ ig~ald~d és an~Iéiga .. 
... ·; ::1::. ·:. :J" : . ' 

PAS02 1;ñ=n(i yt¡°ñ='nl . 

:' (1;ñ)C~"Yi) =Ó(d10CÍ'i >'.{¡Jºc1'2)l 4dai(i'di~(i1),iid1rcr2 ))·_ 
;. . -- - . - ... , , ·';· ' .. -;;,,. ·-. _;. '"~, ... ,' ,_- ,;' ... ... . . .- - - - ' 

Y, análogamente, i¡'ñ=O.j. 

·_·;;, cjw(dió(~H),dió(iiyi)) ~lles l~-~~equivál'iante 
= o;d&)cii~~~~1~·JU; ÓJ )chlí :/Í;s 

.. :~:~~J~:fZ:)P,~t~1¿~iY. 

-- . ¡_:; -.~: :: . : ; .. 

PAso4 j;w¡(4);=lvj(q)h1'.~;rn_=w}(~)~: .. _.,., .~~ .· 

·- . ll'·(j;~¡(~)) =¡¡º¡r;:_~jJ~)€~t~~-1)i~~):w ;(4). 

· . ;¿1;c~:ú;iA~f;1;í(f2i) . 
' ' •.'.,"n.•;.> • • •" ~ • • 

· -~ j(ci~) ~or ~I paso. 3 

Como también ll'ºwjW=J(n~), por unicidad se tiene j;w1 (4)=wj(q). Igualmente se tiene 

o 
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Definición 3. 7 El homomorfismo 

J'((j) w(.;) , }/~R(M) 
f 1-+ ; W1(,;). 

es el homomoifismo de Chern-Wei/. 

Como vimos, este horriomorfisino no depend& d~ la ~~ne~Ón escoilda si no sólo del haz . .; .. Más aún, 
se tiene: ··· ' '' , ... L.~r .. :>·;' . 
Proposición 3.8 El homomorfismo de Ch;~~:.ffeú /¡;p~tÍd~ ;'óto'de)~ CJ~s~de eqiavdtencla del haz 
principal. - .·-::·.,~:~.( 1:>> · ·.· .:'.~ ·;:{>· _;,\<,_ . ..,. : ·; •º_; · ~-:,~~ ·)~>'. 

g~ª~~:iJ~\~~~f 11~~~~::: 
'" f eI'(Q), _ ·A.Y·X'¡O~~~fyL~~~j(n•j 
Ahora, 

Por unicidad de N ~e tiene entonces A= A. y, por tanto •.. A =X;. 

o 

El homomorfismo de ChenícWeil es mitural, esto: es, 

Proposición 3.9 Si .;=(P,;r,M) un G-haz principal y rp0:N-) Muna aplicación C"', entonces 

Demostración Similar a la anterior. 

o 
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l. Haces simpliciales 
. ~ . 

En esta sección trabajaremos con variedades simpliciales; ~sto es, cori objetos simpliciales sobre la. 
categoría de variedades diferenciables y aplicaciones~C~.Así; una ~ariedad.si'!lplicialno .esmá,s.que 

un espacio simplicial X, donde cada x. es u~á \láriedad clife~eri~i¡b·I~ y lds ~~ffisdi~i~·:x~ -+X;,, 
inducidos por Ja categoría 6, son diferenciables. · · . .;, · · · .· .. : · 

-· ~,- "<' ...... . 

.... '. ;,.<~~" »:~-:; · . .-·-, ' . 

Definición 1.1 Sea X una variedad simplicial. U~a k:forma (sil11plfcial} e;r Xio ~ón valores en un 

espacio vectorial V, es una colección (ti= {m.}~con w~ ef!(X¡¡ xiF,v),;q~ls~ti~fa~~:• 
. ·, ,. . '• ·.._'.; .: - ~ 

kx1)" /iJn =(l x a)' IV"!. 

para cualquier operador inyectivo a:[n] ~ [m]: . · 

Al conjunto ~e k-formas e~X con va.lore~· 
espacio vectó_rial eón l~s op'~}51ci~~es\ . 

Muchas. de la~. ope~aciones'enÚé fórmas ~~· u~a \la~eda"d difernnéiabie se traducen a formas en una 
variedad si'npliéiai o¡ier,f;"~~térn;ino'a térn~in~;s: \"'/ >: ·. ,' >> . ' ' 

º'" ~; •-f§mt~1·~1:~·iJr~~j¡~~"c'~¡.~:,i'. • .. · ... 
·· ······''"··º··.·" ":·él~~{dm} · 

. '·· ·-'~>- ;. , -~-,- ~-~, -~·F'"¡- '.;/7.·,n ·-

y es inmediato' v~~fic~~.q«~i~~;·,i~~i.{~J:~s·;~b~\i.~ial~ Obviamente d:Ak (X,V)-> ~+I (X,V) es 

lineal y .satisface d · =O;· Por consiguie~te ·se tiene un complejo de cocadenas 

O~ Xo(~,V) ~ A1 (X, V)~ A2 (X,V)-> .. · 

que denotaremos por .A• (X,V). Si V;, R escribiremos simplemente A'(X). La cohomologia de De 
Rham de X es entonces: 

En la sección 4 probaremos que esta cohomología coincide con la cohomología singular de la reali
zación geométrica de X. 



HOMOMORFISMO DE CHERN-WEIL (VERSIÓN SIMPLICIAL) 40 

Observación Pcidríamos haber definido la cohomologia de De Rham el~ Ú~~ v~riedad graduada, 
deshechando la condición de simplicialídad en. la definición .de .fonná' simpHcial;;Pero en tal· caso 
tendríamos · . · . , " . 

y no es esto lo que queremos puesto que nosotrÓs bris~¡¡¡\;~~r~l·~Mii~;~~~{;é) ~~ H"(\\X\l). 
·;=_~·:.:. -'.<'.'~-\'( i:tv ·:t:::_~·~' <\·<:. ··:>::·. ..:;. . . . 

. ·.:.'<" ¡; -~(',;>.'." -,~·.:·.:-" >. 

Definición 1.2 Sea G un grupo de Lie. Un G-haJ;~¡fofi~;dt(p~:~ciptfes una tema ~=(P,n,M) 
donde P y M son variedades simpliciales, ir es unaápÍi~~~iók~iili{iliciafy se satisfacen las siguientes 
condiciones: .:., .. ' ~::·.: ... - .·· . 

' '·- -~,,--~~ '•.·t ,,-~:· 

ir ··<.: :;':~~<,~:: ..... 
1) Para cada n eN, l'n --'>Mn es un G-haz principal. : 

-· ··, .. ,·J· -.V',·.·-.,,.,.;-.:-

2) Los aplicaciones a·, inducidas pon~/so~'~q;i[~áriiiüi6s0: 
_, . .,.:_;;t~'-:~·- :··, .. . ;'.·,.·>: 

De hecho, un haz simplícial es tiii>objiló:sin\púci~lsobfe ia categÓna de haces principales y trans

fonnaciones de haces. La co~c!i'c'ió~'(2)'fo~~ésimpÍemente que aº :l'm ~ P,, es una transformación 
de haces. -- ,;·:' 

Para definir una conecciÓn en un haz simplicial observemos que si P ~ M es un haz principal, 

entonces P x !!." ~ M x !!." también es un haz principal· donde· la acción de G es 

(u,t)·a = (u·a,t). 

Definición 1.3 Una conexión en un G-haz simplícial ~=(P,ir,M) es una 1-fonna simplicial 

me A1 (P ,q), con valores en el álgebra de Lie de G tal que para cada ne N, (l}n es una conexión en 

el haz principal Pn x !!." ~ Mn x !!.". 

No sabemos, a priori, si existen conexiones en un haz simplicial arbitrario. Desde luego, usando 
particiones de la unidad, podemos construir una conexión en cada nivel. Sin embargo no podemos 
asegurar que tal conexión sea simplicial. 

No obstante, vamos ahora a construir un haz simplicial y:NG ~ NG, en el cual existe una conec

ción c~ónica. Este haz es universal, en el sentido de que su realización geométrica llNGJJ ~ \\NG\\, 

puede verse como un G-haz universal. 
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Definición 1.4 DefinimosNGcomo sigue. Para•n?. IiNG~=(H y'para ~:OÓ, NG0 ={pto.}. Los 

morfismos básicos d': NG" ~· NG;_i y ~,j: 1Vp~ ~]'lq.';1 · es,Íán;iad~~-ll~:( . . . 

con los casos especiales 

o·: . 'Í •. •.·· ,'. 
. d .=d =plo. )(plo.);,, (e) 

' .. . . ·i-;""'. ·,· . . 

' • .. ' 

Para NG se define NG,, = G"'1 (n?. O). En ~ste caso d1:N'G;, 7NG,,~1 y s1:NG,, ~ N(J,,,1 son 

d' (go,. .. ,gn) = (go, ... ,g,, .. c;g~) 
sl(go,····g•) = (go, ... ,g1-1,g1,g, ... ;g.) 

En ambos casos es directo verificar que los morfismos d' ,si satisfacen las relaciones simpliciales. 
Además es evidente que son aplicaciones difcrenciables por lo que NG y NG son variedades simpli
ciales. 

Observación En el caso de NG es fácil de~cribir en general los morfismos a":NG,,, ~ NG. induci

dos por un operador a: [ n J ~ [ m]. De hecho, como conjunto simplicial, NG coincide con el ejemplo 

1.2.7 donde aquí X= G. Así, en este caso, a'. está dado por a· (g)= ga(;J· 

La aplicación y: NG ~ NG está definida por 

(y0 es la aplicación constante). Fácilmente se ve que es simplicial. 

Finalmente, G la acción de Gen NG,, por traslaciones derechas: (g0, ... ,g.)·a = (g0a, ... ,g"a). 
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Proposición 1.5 y:NG--> NG es 1111 haz simplicia/. 
. . . 

Demostración En cada nivel, rn:NGn 7. NGn e.s de he~ho equivalente al haz trivial NGn X G. 

Una trivialización global 'Pn: NG,, ->NGn X d esta dádapoi 

',rpn(;~~&(g),~J:. 
que es claramente difeien~iáble y c~~ ~;¡~~a:t :/;.· · · · 

·\,~\: i' ': 

rp;i(h,a) = (d~·h~1 ';(h1~r1 •;'((/;J:.·. hnr1) •·a 
.1';'-.'_, .·,.:',·: 

también diferenciable. Para ver. que los morfismos inducidos phr A son equivariantes es suficiente 
probar que los d1 ,si lo son, pero esÍo e~ ciire~to de verificar: ' · · 

o 
•' - . :,·~:. : > ..... .:· ' ' 

. . 

Podemos construir unaconexión en ~I haz y: N,a ~ NG corl1o sigue. 

Definidón 1.6 Sea B~A1.(G,Q) la !-forma defillida poro. =(dl e,) . Es inrriediato verificar que 
: . -. - .. -. , ~· . :- . ~ ~ a - . - .' 

1) rf..o(X))=X ':JXe(j 

2) R;B=Ad(a-1)8 VaeG 

Por tanto 8 puede considerarse como una conexión eii elhaz"hipertrlvial".Q ~ pto~·A.. 8 se le llama 
conexión de Maurer-Cartan. ·. · ·. · .. · · · • · · ·· 

;ra, :~· :::'"~b:,: :.:;;.,:;.·q; t,~,!J~~ <:i':;:::~oo~ 
namos {i}" eA1(NGn x!í',Q) por 

donde las 11 son las coordenadas usuales en t;.", .Como 'I.t1 = 1, es inmediato probar que {i}n es una 

conexión en NGn x !;." --> NG n x !;.". 
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Proposición 1.7 m:: {mn'} eS unaformasin1plicial en e/haz y:NG~ NG. 

Demostración Sea a:[ n] ~ [m J Jn ope~~déíffre~~~~~ 

--(~· ~1)"~~ =•f (i·)l)~,1~~<=jj(;,\(a' xl))k xlf m~ 
'cf=O_- ·-e< -- ,-, .. -• t=o··; 

·=f ,;'(~·~\Ft;-o,~:~,;f~;~(~: ~i)to 
1=0 > <3' -U=O 

= ~,,-~:-(1)6_~~> ,\': t. _;:_-¡ <_•---·-·-
~- '·'',· ;S;'.:: ."\!'-;;··. ;,·;:~. _, 

(En la última suma las q's estAn defi~id~~n-i;jútl~f Ú~ci~Jc~lo análogo muestra que: 
.;-.-}- ., _- - ---~:":-~ ··, ~-·, ··: <--- -~:-:::_:-,:· -' 

Ahora, se ve fácilmente que 

(t;o(lxa))= ¿11 _ 

'·~··ui 

Por tanto, 

(!~a)' éo,;, =f( _¿i,q __ ;_-o)· -~f(- f_ 1,q~¡¡o) 
' i=O iea·1(j) -;:' ;" ·. i=O iEt:(1(j) 

Como [n]= a-1(0)u ... u á~ 1 (111)esta sumaedigual ~. 
·n.,-.. · .. ·_ 

2);q~i)o 
l=O .' 

Por lo tanto (a' X¡)" mn = (1 X a)" mm. 

o 

Así pues, tenemos una conexión en el haz simplicial y: NG ~ NG. Ella nos permitirá definir el ho
momorfismo de Chem-Weil correspondiente a este haz simplicial según se describe en la siguiente 
sección. 

El resto de esta sección lo dedicaremos a probar que el funtor de realización geométrica aplicado a 
este haz simplicial, nos da un G-haz principal (topológico) en el sentido usual. 
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Denotemos por BG y EG a las realizaciones geométricas de NG y NG respectivamente. La aplica

ción continua llr!I: EG ~ BG es claramente suprayectiva y se tiene una acción derecha de G en EG 

definida por [g,t] ·a= [g ·a,t]. La equivarianza de los morfismos a' implica imediatamente que esta 
definición no depende de los representantes. 

Proposición 1.8 La acción EG x G ~ EG es continua. 

Demostración Obsérvese que en cada "esqueleto" llNGll" está inducida por la acción 

dada por (g,t)·a = (g·a,1)° y considérese el diagrama conmutativo: 

(y NO¡ x LV) x G 

Pn X 1 j, 
llNGll" xG 

-> (yNG; xLV) 

J, Pn 

--> llNG"ll" 
donde p 11 es la proyección al cociente. Como Ges variedad diferenciable, es localmente compacto, de 

manera que p11 x 1 es identificación. Esto muestra que la acción es continua en cada "esqueleto". 

Como es fácil verificar que EG x G tiene la topología coherente con los llNGll x G esto concluye la 

prueba. 

o 

Ahora, como cada y11 :NG,. ~NG11 es G-invariantc, es claro que !lr!I también lo es. Asi, lo único que 

falta para verificar que !Ir!!: EG ~ BG es un G-haz principal, es construir trivializaciones locales. 

Proposición 1.9 ([2], p.72, Proposición 5.3) E'Cisten secciones locales del haz lirll:EG ~ BG. O 

Observación 1.11 Al espacio BG se le llama espacio c/asiflcante de G. BG es clasificante en el 
sentido usual según el siguiente teorema probado por Sega! en [13]. 

Teorema 1.10 ([13]) El haz llr!!:EG ~ BG es universal. 
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2. Teoría simplicial de Chern-WeH 

En esta sección generalizamos la teoría deChem-Weil .clásica para asoéiar a un G-haz simplicial 

~ = (P, ir, M ), un homomorfismo multiplicativc) ¡· (q) ~ H;R(l\Í) del álgebra de polinomios inva
riantes de un grupo de Lie Gala cohomoÍ?g!~:de O~ Riiilln,deM comos~ d~finfoenla sección 2. 

-.. '• . -:,-.•' : :t.><'~. -; ~. •: ;.~-.:. ·. \:.:.'.:.· -~; -' ''o • 

, · ·e<: . >~~> ,·: ';'.'.:;,':·. ~(~{,~' ·.~}:~/· :~.;·: ~:-~,,'. ·· .·., :.·« -,~-~/'.·_·. -.-., ,. ::<-o· ·.: '. 
En pnmer lugar obsérvese que el producto exterior: de: fonnas en úna~.variedad puede llevarse a una 
variedad simplicial definiendo . ' '•'.;· ; '"'é· •·>;•:: >f ::. · ::::. 

-- · -_'t'Y j<~·;~:··:::~·- ,-·-;·, 
:·· ...•. 'i~:c: ' ; ' :. ,.,{<2 ;';,,,; •'"' !e~. ' 

·. . ......... : ·~;.;. 'i;:f ?:t'é.i;~~·.~:1:"1:,;. l;:t>'.t .:r .. ,. ....... . . 
Como el '.'pull-back" coiiiriuta_corúiI'p~Oilu'eibextenor;'és élaro.:qué 'ro'í-. ~.es sin'iplicialsi ro y 17 lo 

. _ · -, · - .. :-· ·;_: -'-' ;:~:: · :~-::;_~~~-~iii::.,_..~:;:fj'{'.:_:_-~-;~:i~t~~-;~~~;~~; .. : ~~~":: ~·.'..'.· :~~;:::~: -A~·~f;\ ~':Y~r_,· .. :·:: -·~-~~ .;.:r·. ·. :-:- :_.; ·::-_.. · \ '·: 
son. Se tiene así.· el. álgebra de~ rorm¡¡s 'si~pl iciales ;A'. ( M) ~:~ k 0: (1") ... C laram,ente; este producto 

induce un. produc~o,.:~)~.~l~~*:~~f ~~~1i:O,?i~a}Jf:~~~~lf f t~~F~~tv~~ié~un:álge~r;.· .. ,: . 

.. ·· .. ··.·· /¡•~1~~·;)~~:·~1}St:il'.~(.tj¿•i&~r~~::r1t~·i~ :;D-1úL/;~. :.;'' ·· ....•.•. '· .• ' 
Dada una cónexión w en' uri' G-haz siiri¡ilicfal' ~ ~ (J?;·ir, M );'- siú'curvátiira; es; por supuesto,· la 2-

:; · -- '· \ - ~.: :.-~·:· ··'·:,· ;: :·\=J::<· ~:/~--;<r=~;;;ft..~;;~~~n::t~.'~;:~~; __ :_;~;,;~~ ... :~:;f?~.!'. ~.-i{_'¿~l:_.-.~.;:~?~·~-.'.~?\~ :.<·.) · .. · ·· · · · · ·· · · 
fonna Q e A2 (P;Q) definida por Q = { Q~};donde cadan~'és la curváturá dc .. @n.. ' 

s; a[a]~ [4~1~~ff ~~!~~~1l~~r.s;_: .. • .. 
son equívariantes, por 1ii~CI'u~ ~( ~~~w:Y d(~{~) :colim~tlÍn con eloperadorJlorizont:il (áquí consi-

·: :;:;· ,;.i· ;.~{<::''J'•!'t···.•····· •{.:: :·' ' .. ' ' : ··. ·.: :· : 
deramoslas c§n.éxiq!Jes,(~···{!)iJi~ )'. (lx a)º w¡,, en el haz P., x D."·~ M .,).De aquí se sigue inme-
diatamente q?d n~s;,e¡i~r~~i?;.~/,íá' ró~á.simplicial. ·· 

y un cálculo directo muestra,quc,f(nk) es simplicial. 

Podemos ahora aplicar la .teoda de Chern~Weil en cada nivel Pn x D.~~ Mn x D.", y obtener una 

única 2k-fonna w 1 Wn e A2k{M~) talque 

(ir" x 1)0 w1 (~)" = ¡(nk) 



HOMOMORFISMO DE CllERN·WEIL (VERSIÓN SIMPLICIAL) 46 

. . . 

Proposición 2.1La2k-formaw1 (q) =Jw/(q)"} ~s si11Íplic~áL 
Demostración Para no perdemos consid~~e~seios si~uientÍ:s:diagraínas .comnutativos 

..:r · ··"' J~r:~:f i. 
pm X D.~ •.. "• x 1 ~é~~ > 

donde a: [ n ]-> [m] es un opera~or. Aho~~; 

= [(¡rn:~ Il(~• X,1)]\~j~q)n : 
= (a·X:i)"(ir" ><'ir~>.fon 
=(a~ ·x_¡r;t-(9!f ···· · 

: Iif~t~I~1!¡~! 
,;,('¡rm~!rü.r~)1~~-<fü·. 

\·C' ·'.·:,;. '<. 

Por tanto (¡rm X l)º(aº X 1)' w ¡(q)n =(¡rm X 1)"(1 X ar~;'(~)Diíi¿ra; ·;¿X 1 es una submersión, de 

manera que (¡rm x I)" es inyectivo. Portan!~, (aº x I)' w1(q)" =(lxa)"w1(q)m. 

D 

Ahora, como cada w 1 (q)" es cerrada, entonces w 1 (q) eA2'(M) es cerrada y así, podemos tomar su 
clase de cohomología de De Rham (simplicial). Finalmente tenemos 

puesto que esto sucede en cada nivel. 
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Observación La única dificultad en la generalización del homomorfismo de Chem-Weil a G-haces 
simplicialcs radica en la verificación de la condición de simplicialidad de las. formas involucradas. 
Acorde con lo observado en la sección 1, podríamos deshcchar esta condición y obtener un homo
morfismo de Chem-Weil en variedades graduadas. La condición de simplicialidad es, no obstante, 
esencial para establecer el isomorfismo entre la cohomologia de De Rham de la variedad simplicial M 
y la cohomología singular de su realización geomét¡jca. 

3, Cohomología de una variedad simplicial 

En sección vamos a establecer el isomorfismo H;n (X) = H" (llXll) para una variedad simplicial X. 
Esto lo haremos en tres etapas. La primera consiste en relacionar la cohomología de De Rham de X 

con la cohomología de De Rham de cada x •. Después usaremos el teorema de De Rham para pasar 

a la cohomología singular C"' de los x. y de ahí a la cohomología singular continua. La última parte 
consistirá en relacionar ésta con la cohomología singular de la realización geométrica de X. 

Todas las homologías y cohomologías que tratemos se supondrán con coeficientes reales. 

Necesitaremos del siguiente concepto. 

Definición 3.1 Un bicomplejo (de cocadenas) es una familia bigraduada C"·" = {ck·'} de espa-
k,l•o 

cios vectoriales (reales) junto con "diferenciales" 

que satisfacen d'd' =O, d'd" +d"d' =O, d"d" =O. 

Así, un bicomplejo es un diagrama 

i i i 
cº·2 ---7 cl,2 ----? ¿2.2 ~ ••• 

i i l 
cº·1 ---7 c1,1 -~ · c2,1 ·.~ ••• 

d"i i . J . 
eº·º ---7 ci,o ~ c2,o ~ •.. 

d' • .< 

donde cada renglón y cada columna es un complejo .d_e cocadenas. 
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El complejo total de C"º es el complejo de cocadenas {e· ,d} donde 

e•= ffi et·' 
k+l=n 

d=d'.+d" 

La condición d'd"+d"d'=O garantiza que d2 =0. La cohomo/ogla del bicomplejo C"·º es la 
cohomología de su complejo total. 

Un morjismo de bicomplejos f :e···-+ Dº·º es una aplicación bigraduada que conmuta con las 
"diferenciales" (podemos pensarla como una retícula cúbica en la que todos los cubos conmutan. 
Cada "piso" y cada "pared" consiste de un morfismo de cocadenas). Claramente f induce morfismos 
en las cohomologías de cada renglón, de cada columna y del complejo total. 

El siguiente resultado es puramente algebraico y omitiremos su demostración. Una prueba puede 
hallarse en (2], p.13, Lema 1.19. 

Lema 3.2 Si f:C·º -+ v··· es un morjismo de bicomplejos que induce isomorfismos en las 
cohomo/oglas de cada renglón (o de cada columna), entonces también induce isomorfismos en las 
cohomologlas de los complejos totales. 

o 

Etapa 1 

Sea X una variedad simplicial. Una (k,0)-forma en X es una k-forma en X que se anula cada vez 

que alguno de sus argumentos está en el kernel de la diferencial de la proyección X. x A"-+ X •. 

Análogamente, una (O,l)jorma en X es una /-forma en X que se anula cada vez que uno de sus 

argumentos está en el kernel de la diferencial de la proyección x. x A"-+ A •. 

El espacio de (k ,/)-formas en X se define entonces como el subespacio de /\k+I (X) generado por las 

fonnas del tipo OJ/\ r¡ donde OJ es una (k,0)-forma y r¡ es una (0,/)-forma. 

Es sencillo ver que las (k ,/)-formas son precisamente aquellas que, en coordenadas locales, son suma 

de términos de la fonna f(x,t)dx'• f\"•f\dt1
' f\dth /\"·f\dtl1 • Además, el espacio den-formas sim

pliciales en X se puede descomponer en la suma directa 

/\"(X)= Et> Í\k,I (X) 
k+l~n 

....... '·~ ·.·. 
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Si (l} E Ak·'(X), su diferencial es entonces una (k+Í+ !)-forma en :éí·'.(x)© Ak:'+1(X). Esto nos da .. -· . ··:·· .. ·'· . . 
una descomposición d = dx + d 6 de1 operador diferellí:ia1tiiroY~cWício ¡¡ ~ada ~mnando: Ahora, 

0=d2 =(dx +d6)
2 =d.~;;¡4At:A~i+di 

.. 
y cada sumando del lado derecho proyecta a ull s~.rriarido: di~Íirito ~n la suma directa, de manera que 

tenemos d~ =0, dxd6 +d6dx =O, d~ =0.~~/t~i~;:JAk:1 (X);dx,d6 } es un bicomplejo cuyo 

complejo total es {A' (X),d}. 

Por otro lado considérese el espacio Í\k(X1) dck~formas en X1 y definanse 

por 

d';;(-1)1d, 
l=O 

donde, igual q~e antes; des el operador diferencial. · 

Fácilmente se PfUeb~; us~do las relaciones simpliciales que. { Ak (X1 );d', d"} ·es un bicomplejo. 

Usaremos él lema 3:2 para probar que 

Específicamente, construiremos aplicaciones de bic~rÜpi~jds. : . 

tales que JE= 1, y una homotopía de cocadenas 

tal que El-1 = SdA +dAS. 
Esto mostrará que J induce isomorfismos en la cohomologia de cada columna y, por tanto, en la de 
los complejos totales. 
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Si Mes una variedad diferenciablecualquiera y·w•es una' m-fonna .. en M x (O;l] definamos una (m-

1)-fonna Iw enM eomo sigue: · , 

donde i,:Y ~ Yx [0,1) es la iriclusión a nivel s. 

Este operador es bien conocido de la demostración clásica del Lema de Poincaré (ver eg: 14, p.306) y 
satisface · · 

Sea ahora X una variedad simplicial y tomemos M = x. x A" .·considérense las homotopías 

dadas por 

H1 (x,t ,s) = (x,se;+,(l~s)t) 

Componiendo con el operador I tenemos n + l ·operadores 

que satisfacen 

(3.3) 
'· .:· <;<·: ··.~· .;· .:.:::: 

El operador J:K·'(X)-> Ak(X1) s~_de~~~ .. entonci~p~r. 
- - --·--

(05.j5.n) 

donde i1:X1 -> X 1 x ti es la inciusión x~(x,e1 ). Obsérvese que J actúa sólamente en la /-ésima 

fonna w1 de lü. 

Es importante observar que los operadores h1 decrecen sólo el segundo índice, Esto, junto con 3,3 
nos da 

(3.4) 
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Como queremos que J sea un morfismo de bicomplejos debemos s;ber como conmufacon dx y dA. 
3.4 es el primer paso y podemos aplicar inducción para obte~er uná fórmula general. Para simplificar 

un poco la notación definase, para un operador r.[ s J _; [~ ]; ~l operador . 
. . ; ,·-.,:·· .:·'. .. ~:<- < .: ~ 

h,:tdx" x '1")~.N"~;-1 (x" x ~") 

3.5) 

'· .. 

Estas fórmulas puede~ simplific~rse un pocosi. 9bscrvam<is q~e h¡ai = O si (l) es una forma de tipo 

(k,0). Además, no e~ 
0

cliflcÍl ~~r quci si ro ~; Úria foim~ :de tipo (k,/) con l> O, entonces 
.· - -.-::;; - -: .. : :., .'.·, _- ~--. . : <·-· 

(1 x cte)" (l) =O. Con esto en mente terícmo~·~, 

(3. 7) 
l=O 

O, s>l 

para r.[sJ~[n]. 

Por otra parte, para verificar ciertas "simplicialidades" es importante saber como conmutan estas 

iteraciones de los h1 con los "pull-back" (1 x a)" y (a' x 1)'. Esto lo resumimos en los siguientes 

diagramas conmutativos. 

tdxn x D.") ~ Am(x" x D.9 ) 

(3.8) ~1 l~ 
J\m-•c1(x" x 6") .~ J\m~·-1 (x" x 69 ) 

·(1<a)" ·· · 
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J\'."(x. x~") 

· 1,,, ·.· 
Am-'-1(x xii") ~ Am-'-1(x xtí.') 

· 9 (a·,¡)' ·" 

para a:[q]->[n] y i:[s]-7[q]. La conmutatiVidad se prueba primero para h1 directamente de la 
definición (ie: integrando) y luego por inducción. 

La definición del operador inverso E:Ak(X1)->Ak:1(X) es un poco más complicada puesto que 

debemos construir fonnas en cada x. x !:J." a partir de sólo una fonna en X1• 

Para cada operador inyectivo i: ( /]-7 [ n J considérese la /-fonna 8, e N ( !:i.") dada por 

- ·.· ·, ·: - ·.\: 

Listaremos algunas propiedades útlies de esias fonnas. 
• • . ~, -' ·,:· ., : . ';'Y. ; ,',"!_•; -··-· • 

3.10) Si i:[I] ~ [11] .v,#[111,f [~.J'siho;efadof,es inyecli.V,os;:imt<J17~es (<:)'Oª'= 8, 

3.11) Si a:[~Í¿·[~JJi'°~[lJ:::[~J i~~ op~rado~e; ihye;~voéentonce; . 

. · .· ~· ~ ' - .. -

b) s¡j~ uc fui.a e~tonces existe un zínlco operador Inyectivo i:(/j-¿ [n ]tal que u= ar 

3.12) Si i:(l]-7 [n] esun operador inyectivo, entonces do,=(/+ l)dtr(o) """"dtr(I) 

3.13) Si i:(/]-7 [n] es un operador inyectivo, entonces 

¿(-1)' (}ª =-
1
-dO, 

ml,=r l+l 
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n~I 

sobre los operadores inyectivos. ' 

Definimos también los operadores S:Ak·1(X),.,+Ak,l-l(X) por 

S(w)n = LPl!f~O~ Ah.,wn 
'.i(p]->[nl · 

O~p<J 

Con estos preliminares estamos en posición de dar dcmos!_raciones. Debemos verificar que E( r¡) y 

S{ ¡;¡) son simplicialcs, que J y E son morfismos de bicomplejos, que JE= 1 y que Ses una homoto· 
pia de cadenas. 

Proposición 3.14 Para r¡ eAk(X, ), E( r¡) es simp/icia/. 

Demostración Sea a:[n ]-> ( m] un operador inyectivo. Debemos probar que 

Hay tres casos que considerar: 

CASO 1 l>n,/>m 

CAS02 l>n,/Sm 

CAS03 /Sn,/Sm 

(aº x 1)" E(r¡)n = (1 X a)" E(r¡)m 

No podemos tener / S n y / > /11 pues siendo a inyectivo se tiene n S m 

CASO 1 Es evidente pues E( r¡)n =E( 17)m =O 



HOMOMORFISMO DE CIIERN-WEIL (VERSIÓN SIMPLICIAL) 54 

CAS02 Aquí E(11). =O y, por otro lado 

. (1 X a)' É(17)m :'.' I! · ¿(lx a)' ir~Oª 1\(1 X a)'¡¡-~; 11a 
' ' •··. ao[l]->[m] · .. · . . 

Ahora, 

No podemos tener Imaclma pues s~tendrla i~¡uh~~llmc.rJ~npero estamos suponiendo I> n. 
''• ''.,;v, ,:', 

Entonces se sigue de (3.11.a) que (a)' 8ª =O de clondi: (1 ~~)~ E(17)m =O. 

CASO 3 Un cálculo directo muestra que 

(a' xl)'E(11). =11 ~>~8,M~I]ª' y (lxa)'E(17)m =ll L:ir~(a)'Oªl\lr~I]ª 
<[l]->[n] o:[l]->[n] 

Nuevamente por (3.11.a), en la segunda suma basta considerar las a tales que Im ac Ima y, en tal 
caso, por (3.11..b), podemos expresar a, de manera única, como O'= ar para algún _operador inyec-

tivo T:[l]~[n]. Así 

(1 X a)' E(17)m = I! L Ir~ (a)' Oª'/\ lr~I]ª' 
<(1)->(nj 

-/1 " '(} • - · L., ¡¡-6 r /\ lr_y 11ar por (3.10) 
<(l]->(n] 

=(ax!)' E(11). 

Proposición 3.15 El operador J: Ak.t (X)~ Ak (X1) es un morjismo de bicomp/ejos. 

Demostración Debemos ver que .los siguientes diagramas conmutan: 

Ak'1(X) J 
Ak(X1) At·1(X) J Ak(X1) 

dxl A ld' d6 l B ld" 

Ak+1,1(X) 
J 

Ak•'(X1) Ak.1+1(X) 
J 

Ak(X1+1). 

DIAGRAMA A Este es un cálculo directo usando (3.5) 

D 
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DIAGRAMA B Para lll e Ak,I (X) tenemos 

Por otro lado, id6 w·= (:.. !}1~1 ;;jii, ;_.~.}oh;d~(i);}/. Úsanció' 3. 7 tenem~s 

Entonces 

--;_:'.-:·,-J ·,•2;:-

1 

h1 o· .. oh0d6 w1+1 = - 'L,(~l)'h1 ~"'ºh;ó;;;ohow1+ 1 +(-1)1(1 x e1)' h1_1 o···ohow1+1 
.r=O 

Por tanto ;r'xJd6 w = ;r'xd"Jw y como ;rj ·~ s~bine~sÍón; ;r~ ~s inyectiva y hemos terminado . . . ,. . .:' /' 

o 
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Proposición 3.16 El operador E:Ak (X1 )--> K·1 (X) e~ rm mo¡:fi;mo de bi~Omplej;S. 
Demostración Debemos probar que los siguientes dfagramáS_coruriutan: 

Ak(X
1
) 

E Ak·1(X) N(x): 

d' l A l;x .• ·.·d .. •r·I:.·:·_;:· 
J\k,1(X) • 

····.!;.:;_·.;.:_·1·.ª.·.A_:> 
1':'·: 

Ak+1(x1) E 
Ak+1,1(X) Ak(X1~~) _ .. _ .. --!> A;,~1+.1 ·cx. l • 

. E' 

DIAGRAMA A Sea 77eak(X1). Debemos probar que dxE(11). = E(d'11). paratodan. 

Si l > n ambos lados se anulan, por definición de E por lo que podemos suponer l ~ n. 

Por propiedades básicas del operador diferencial se tiene: 

dE(r¡)n =l! ¿ir~d8,Air~17,+ll ¿(-1)1 ir~O,Air~dr¡, 
r.[1]->[nl r.[IJ->[n] 

La primera suma es de tipo (k,l + 1) y la segunda es de tipo (k + 1,/). Por tanto 

De aquí el cálculo es directo. 

dxE(11).=ll L(-1)1 ir~B,Air~d17, 
r.[1]->[n] 

DIAGRAMAB Sea 77eJ\k(X1). Debemos ver que dAE(r¡)n =E(d"17). para todan. 

Si l>n ambos lados se anulan. Si l=n? E(d"17)1=0 mientras que dAE(17)1 =1!ir~dB1dAir~r¡. 
Pero dO,d =O pues B1d es una /-forma en ti. 

Supongamos entoces que I < n . Igual que antes vemos ahora que 

dAE(r¡).=I! ¿ir~d0,All'~T/r 
r.[1]->[•] 
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Por otra parte, 

E(d"17)n =(/ + l)! LIT~Oai\ IT'.r(d~'17),; 
u[l+l]->[nJ:· 

=(/+1).' z:: ![.~·º.ª. t-.. IT. :~(fc--1y{.d1 r,,). 
. ; u[l+.IJ-:>fn]_:; : · (: , jU=?, ' a 

' :::.: •', '.·' ':'·~ .•·• 1+1'•<'•;'.:>' ., ' 
·=(l+ l)! ¿~.~~O¡í\L;(~1)'1T'.r(d1 )°n"", 

····.· ::.~r1t1stN{;('·~;tY'r'.;r · · 
·=(/+l)!L(c:I) IT'0•'.;\IT r¡··'••f' 

: '· ";~{aj<¡:,;:~~(:~·~~,:::~-,\. -~"···~'·' .. '· 

Ahora, todo operador r. [/] ~ [n J. se ~~~e¡~:~~lL~i\i~~~~h ~~i~a, coll1ci . • ~.Od1 ·para· algún 

operador inyectivo a:(/+ 1] ~ [ n ]y alguna/e ¡1;t;1¡¡·i>~r trúlio ~> : . ' 

E(d"•>. ,,,,,;D~{~~~f t'~·}; 
··~(/+l)lr.[~[;JtrAf~;y1)!0ªJ~.1Tx.IJr· ... 

=(/+ 1)1 i{i~(···· 1 d.o/\:_ ,;.~.,,, por (7.4) 
r.(IJ->[nJ. l+I• ). 

= 11 L lr~dO, /\ IT~ r¡~ 
r.[1)->(n] · · . 

Por lo tanto E(d"17)n ;= d6 E( r¡) •. 

Para OeAk(d) definase T(O)=J(IT~O). Usando 3.7 y 3.8 no es dificil probar que 

1 

T(dO)= L(-1)1(d;o) 
i=O 

o 

Esta ecuación se parece al Teorema de Stokes lo cual no es muy sorprendente si consideramos que J 
se definió como una iteración de varias integrales. De hecho usando Teorema de Stokes, es sencillo 
probar que 

(3.17) T(O)= f O 
A' 
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Proposición 3.18 JE= 1 

Demostración Sea r¡eA~(X1 ). Tenemos: 

·.·-''.· 

Un cálculo directo mustra que; para cualquier (~.~)~tonni O~Aº:"Ú'1 ~ d) se tiene . - ~~.:.~-- . . . ·- . - ,_,. . ' 
... : 't~. . . . '._• . :,),·.: -

h,(º"·¿~)~JY.~°:)f1E~f.· ··:.·. 
'o-.,-, ~::~· :.·"' >·;·. 

.:·:;;}_ ¡'':.~'-
, 'r~ • J,'.,';'..:_· l.7'-;; 

Por tanto, 

Usando el hecho deque 'i:t1 =len~, se tiene~'ª =·d11
,.; ... Adt1 de manera que 

JO J
·d .. 1 .. . d ·¡ •~ [ ;I l = ff\:.•f\f.=YOL>=-

&' t1. . 11 

D 
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Proposición 3.19 Si (J) eAk·'(X) es simplicial, entonce~S((JJ) es simpliciaL, 

Demostración Para un operador básico cl/seti~.mi "·::. -

(d1 X¡)' S((J))n ~ ¿p!(d 1 ~ 1forip;X(d1 ,i)tJi~Í;Jn i 
"r¡;1->P<_r",1_.'·" :_':·."._: .·.:.-.i. ;_:ji ' :: ' ::: : ' - - ¡.y;·'+:?,-: .. 

~·· ¿~11Ti~~·~j,~(8'1-xJYJfr¡,6ri9. 
"r¡;1-.r71 ·: : ; '.0: -- • :- · ¡ 

= ~;,l;ª.~~:(~~!~~n~~ 
a[p]->[n] ·- · -, · 

0$p<J' :_:~'!::~-~- _;, .. •: "" -

=. ,L1i~iB~ ;:((i';i'd1)~aJ:~1 - por simplicialidad de (J) 
"r¡;1-;~7l . : e. {' ; ; . -~ 

= L~·l;r~~}/\d~~-~1Y6d,aron;1 por 3.8 
a:[¡;1~!f . . ; '';{':;:( : 

= ¿~f;r~J; o~;)X(i~:.m· hd,izai;,+1 por _3.10 
a:[p)--.[n] -~ .-_, ... - .',<:_:;',. 

OSp</ ' . /~{; t'<',/ , 
= Lj}l(I x,d1 )::k~~~~:~(lx(jj)'hd,aaín+1 

.. ::'J!f ~~~~t~,~~~;l, 
Ahora, todo operador ,0.[p]~[n+l]talC;~~é~~E:I~P se puede escribir, de manera única, como 

P=d1a para algún operador inyectivo'a:[p]_4[n]: Por tanto 

(d1 x1)'s(llJ))~(I ~d¡)° ¿p!;riBp"hP(J) 
. . P[p}->[n+1] 

,·,:;,_.: '~~~~ 
. . 

Pero si i eimP entonces d; Bp =O po~ 3: 1'1:a y" la última suma se puede tomar sin esta restricción y 
obtenemos: · .. · .. . · 

(d' X¡)' S(ro)n=Ú xd1)' :· LPI ;riOp Ahp(J)n+l = (l xd1 )' S(aín+I) 
. . P[p)->[n+I) 

Osp<I 

o 
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Finalmente probemos que Ses una homotopía de cadénas. 

Propos!ción 3.20d1:iSOJ+&i1:i(J)= E!OJ- OJ, aJ e'Ak,J (X) 

Demostración Debemos mostrar que para cada n ~::O se tiene d1:iS(()~:.¡. sd40J~ =E(JaJ)":.. ((),¡. 

Podemos suponer que l S n, de lo contrario ro. se anula (no pu~e h~b~{(k,l) ~formas en X~ x Ll" si 
1 > n) y, por definición, E se anula por arriba de l. · .· · ' · 

Calculemos. 

d"Sro. = LPl11'~d0ª l\hªw" + L:(-l)Ppl.ir~Oª Ádahalll~ 
a.fp]->[•] a.[p]->[•J . .. . 
OS.p<I ~0<..:.p_<I ___ ~----'-' 

# 

Por otro lado 

Sdó(()• = LP'"~ºªl\hªd"OJ" 
a:[p]->[•] 

O<p<J 

= l)ln:~Oa AhadóaJ.'+ . Lll71'~0a Ah_d60J" 
a.[p]->[n] . . a;[lh[n) .•·. . . . . . 
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Los ténninos (#)en las expresiones de d6 Sw. y Sd,,w. se canel)I~ al ha~er Ja suma: 

d6Sw. +Sd6 w. = 'L,p! ,.;.d_oa0hªw~ 
a[pJ->[n) · ·. ··. ·. · 
_OSp~f.-' 

< }: , '; ) A ./ . ##. 
-:.·• L···P:""ºªl\L,(-I)hQ,J,W. 

afpl->[nr . i=O .· . . . 
'OSpSI. 

+ 'L,(~1il!~iBaA(1xea(1¡)\.i,w. 
a!IJ->[nJ · · 

Considérese el término de(##) correspondiente a p =O: 

- L;0!1r;.BªA(-1)
0
had

0
w •. =- ¿,.;.oªl\h..i,w. 

a[O]->[n] á:[O]->[n] 

Aquí had, es una composición vacía, de manera que had, :=id. Entonces este término es igual a 

Por tanto 

n 

- L";.oªl\óJ" =-'L,tfw.=-w. 
a[OJ->[n] j=O 

d6Sw. +Sd,,w. +w. =· .¿p1,.;.deª Ahªw" 
ir{p]->[n]. ' 
OSp~I 

... · •..•. · ... ·· .. . <p .·. ·.·. . . 

- L plir;.BaAL;(-1)1h.,¡1aJ" 

a.[p)->[n] l=O 
O<pSI 

+ "(-I)1 /11r'B·.;._(l~e)~h w /_, ' A . a · a(I) · ad¡ n 
a.[1]->[n] . . 

En la segunda suma cambiemos de índices reemplazando p por p + 1. Obtenemos: 

d6 Sw. +Sd6 w" +w. = "[,p!K;.dBªl\hªw" 
a[p]->[n] 

Osp<I 

p+I 

"[, (p+l)l1r;.oaAL(-I)1had,wn 
a[p+i]->[n] · · l=O 

Osp<I 

+ L,C-1if11r;.oªl\(Íxe~l)rhad,w. 
a!l]->[n] . '' · 
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Ahora bien, todo operador P,[p]-> [n] puede escÍibirse, aun~ue n~ de m~era única, como /J~ ad, 

con a:[p + 1)-> [ n] inyectivo y O~ i ~ p + L Entonces, la segunda' suma da· arriba puede escribirse . . - . . - . •·; -, -... -- ~-:; .. -· ---- ' ·,,-' ,, ' . . -
como: 

...,:-:--"' ,.·:-· 

-J,l.l.,~r~'iW.¡.,A,A 
=-·· L< ·.[~(;;:1~,,(~;J,I)!ff~O,a]Ahp(JJn, . 

. -I~~~i~f~~~~;~·jt··~· 
= -P[~[•J(p~;l)l~~[}~!¡df P]0hpw.· por3.13 

- oSp<I.:. . - ., .. - ' 

=~ r.,f,1~~d~pÁhp; •.. 
fl.[p]:>[n]· . 
·.o~p<l 
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Por tanto 

d1;Sw0 Sd1;w.+w.= L (-1)1 l!1r~Oªl\(lxea(1¡)"hw1,w. 
a(l]->(n] . _> . ; :. , . . , , 

Etapa 2 

= ¿(-l)'l!JT~Oª~(Ixeir(I x a)'h~;ciJ~ 
a(l]->(n] C .·._·•·,···· '> )<: \ i¿ 

= l:(-:1)1 llJT~9,iA(l)(e¡))di(lx a)" w. por 3.8 
a(l]->[nJ(_·,· .y},J\S;SL···•,• ;.,·: .··._,_ , .. · 

= ,t(.:.1)'/1n'.~o~-·/\'(i~e,fh.; o:- xi}' ~,-pór simplicialidad de (J) 

: ~iit~lllil1lf r·(f ;O ... 
= :¿. ¡,;~9~ . .;~¡(Íl·)°((:i1)1 ;;1i;,'aí;) 

a.[/]->(n] .. '.· · "-'>':.:•;;,¿ .-·" ¿.\~··· ":".. "·· ·" '· · 

·· -~"'~·:r ;,S!~~;f ·~~l)'1•;-1f , .• ,. •. i· 
= .¿n~~º~/\~~(a~j"J(ai)· 

= u(±[;1-;~9ª~~~.i(w)J .. , 
a(l]¿(n]

='Ef(w) · 
. n 

Consideremos ahora los espacios c!(X1) dek-cocadenas C"' en X1 ydefinanse operadores 

por 

ó" ". f (-1)'(d')" 
· l=o 

donde o es el operador cofrontera usual y ( d' )"·es el operador inducido por d1 en cocadenas. 

o 
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- -

Claramente O' O' = O y usando el hecho de que o cónm~úi con (di t se prueba i~ediatamente q~e 
.. . -.- .. ·.·. ; ,.-" ' ·' ', ' -· 

O' O'' +O'' O' = O. Finalmente, usándo las. regias de' conmutadvidád se prueba que o" O'' = O, Así, 

{c!(X1),0',0''} es un bícompl~jo. 

Considérese ahora el operador DR:Ak (X,)-> c!(x,) .dado por 

donde C;'(X1) es el espacio de k-cadenas C"' en X1• Este es el operador usual del Teorema de De 
Rham. Usando propiedades básicas de integración en. cadenas y Teorema de Stokes es trivial probar 

que DR· es un morfismo de bicomplejos. Ahora, el Teorema de De Rham afirma que, precisamente, 

DR induce isomorfismos 

s'(A'(x1 ),d')~s·(c;(x1 ),li') 

para cada /, y así, por el Lema 3.2, DR también induce isomorfismos en las cohomologías de los 
complejos totales. 

Finalmente, considérense los espacios Ck (X1) de k-cocadenas continuas en X1 y definanse operado

res O' y O'' exactamente igual que para C!(X1). 

La inclusión C;'(X1)--> Ck(X1) induce morfismos Ck(X1)~C!(X1 ). Claramente i es un mor
fismo de bicomplejos y es bien sabido que i induce isomorfismos en cohomología para cada l de 
manera que también induce isomorfismos en. la homología de los complejos totales. 

Juntando los dos isomorfismos de esta etapa tenemos que 

Etapa 3 

En el capítulo 1 (proposición 4.11) vimos que H'(llXll)=H;m(s(x)) pero las "derivaciones" en 

S(X) y {ck(X1)} sonlasmismas,porloque s;m(s(x))=H·(ck(X1)). 
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En conclusión tenemos el siguiente: 

Teorema 3.21 SÍ X es un espacio simplicial, entonces H~R (X)= H•(¡¡x¡J). 

Más aún, se tiene el 'siguiente resultado. 

Teorema 3.22 ([3], Teorema 2.14) El isomoljismo H;n (X)~ n•(llXll) es multiplicativo donde del 
lado izquierdo se tiene el producto exterior y del lado derecho el producto "cup". 

4. Conclusiones 

Hemos visto en 1. 7 que si G es un grupo de Lie, el haz simplicial NG ~ NG admite una cone
xión simplicial. Los resultados de la sección 2 nos dan entonces un homomorfismo multiplicativo de 
Chem-Weil simplicial 

Entonces, 3.21 y 3.22 nos da un homomorfismo multiplicativo 

J'(G)~H.(BG) 

del álgebra de polinomios invariantes en G a la cohomología singular del espacio clasificante BG de 
G, que podemos llamar homomolfismo universal de Chern-Weil. 

La relación entre el homomorfismo clásico de Chem-Weil y el simplicial es la siguiente: 

Teorema 4.1 ([3], Proposición 3.7) Si ;=(P,1r,M) un G-haz principal con aplicación clasificante 

f:M ....¡. BG, entonces el siguiente diagrama conmuta 

r(G) 

wl ~) 
H'(BG)~ H•(M) 

o 
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Un resultado importante, debido a Cartan, pennite usar la te<iría de Chem-Weil para. calcular- la 
cohomología del espacio clasificante BG. . · · 

Teorema 4.2 ([2], Teorema 8.1) SI Ges un ;~1po de Li~ c~~pa~to, entonces 

J"(G)~H'(BG) · 

es un isomo1fismo. 
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