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INTRODUCCION

En esta tesis se presenta una version simplicial del homomorfismo de Chern-Weil.

Dado un grupode Lie G, la construccion cldsica asocia a cada G-haz principal C*, &= (P, x, M), un
homomorfismo
W(EI - Hpy(M)=H (M)

del dlgebra de polinomios invariantes sobre G a 1a cohomologia de De Rham de M. La construccién
se hace en términos de una conexién @ en & como sigue: si Q es la curvatura de o, para cada
k20, QF s una 2k-forma en P con valores en @@ (k veces). Para cada polinomio invariante

SG8.-®F R, f (Q/* ) es una 2k-forma en P con valores reales, horizontal e invariante, por lo

que determina una inica 2k-forma w (&) en M tal que LEAGE f(Q*). Esta forma es cerrada y

su clase de cohomologia de De Rham, #, (£) no depende de la conexion usada, si no que depende
solo de la clase de equivalencia del haz.

Para llevar esta construccion al haz universal £G — BG, ¢l problema ¢s que EG y-BG no son
variedades diferenciables. Sin embargo pueden construirse como la realizacién geométrica de
variedades simpliciales.

A grandes rasgos, una variedad simplicial X es una coleccion {X,}, , de variedades diferenciables,
junto con cierias aplicaciones C* entre ellas. Cada X, parameiriza diferenciablemente, una

coleccién de n-simplejos candnicos A" formando el producto X, x A”. Estos simplejos se pegan a lo
largo de sus caras para obtener la realizacién geométrica de X-

=5/

Las reglas de pegado dependen de Ias aplicaciones entre las variedades X,,.

Aplicando el complejo de De Rham a cada nivel .X, x A" se obticne entonces, una cohomologia de
De Rham simplicial para X que resulta ser isomorfa & la cohomologia singular de | X].



Asociada al grupo de Lic G sc tiene una varicdad simplicial NG, cuya realizacion geométrica es BG.

La idea es entonces, aplicar la construccion clisica de Chern-Weil en cada nivel NG, x A" y obtener
un homomorfismo de Chern-Weil

I'(G)— H (BG)

La tesis consta de tres capitulos. En el primero s¢ presenta el concepto de objeto simplicial sobre una
categoria. Para ello se introduce la categoria A de ordinales finitos cuyos objetos son los conjuntos

[1])={0,...,n} (n eN) y cuyos morfismos son las funciones que preservan orden.

Un objeto simplicial sobre una categoria € se define entonces como un funtor contravariante A — &.
Particularmente se trabaja con objetos simpliciales sobre la categoria Top de espacios topologicos y
aplicaciones continuas, ¢sto es, espacios simpliciales y se presenta el concepto de realizacion
geométrica de un espacio simplicial. Sc finaliza el capftulo con una discusién sobre distintas
homologtas y cohomologias asociadas a los conjuntos y espacios simpliciales.

En el capitulo 2 se revisa la version clasica del homomorfismo de Chern-Weil comenzando con un
repaso de grupos de Lic y haces principale, En la secciién 2 sc estudian las conexiones en haces
principales y se establecen los resultados bésicos para Ia construccién del homomorfismo clésico de
Chem-Weil, mismo que se da en la seccion 3.

En ¢l tercer capitulo sc presenta la version simplicial del homomorfismo de Chern-Weil. En la
primera parte s¢ estudian los haces simpliciales y, en particualr, se construye ¢l haz universal como
realizacién geométrica de un haz simplicial. Para este haz simplicial se mucstra la existencia de una
conexion simplicial. A continuacion sc da la generalizacion de la construccion clasica cstablecicndo
el homomorfismo del algebra de polinomios invariantes a la cohomologia de De Rham simplicial de
la variedad base de un haz simplicial. La ultima parte del capitulo se dedica a probar que la
cohomologia de De Rham simplicial de una variedad simplicial, es isomorfa a la cohomologia
singular de su realizacion geométrica.
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Capitulo 1

OBJETOS
SIMPLICIALES



OBJETOS SIMPLICIALES - -2

En este capitulo introducimos el concepto de objeto simplicial sobre una categoria. Primordialmente
nos.interesan los objetos simplicialcs sobre la categoria de espacios topoldgicos (espacios simplicia-
les) y sobre la catcgoria de conjuntos (conjuntos simpliciales). Estos-iiltimos pueden ' considerarse
espacios simpliciales con Ia topologia discreta. En la scccion 3 estudiamos con detalle el proceso de
“realizacién geométrica de espacios y conjuntos simpliciales. En la seccién 4 analizamos las herra-
mientas de topologia algebraica para estudiar la realizacion geométrica de los espacios simpliciales.

1.. La categoria A

La categona A0 calegorla de ordmales j‘ m/os csla catcgona que tlcnc por ob_;ctos a Ios conJuntos ;

den, esto cs,

jue nosotros’ defini-

»A" fdeteniiikmylda

dcﬁnidpspor\" ST

o r : . 1
se identifican con Ias mclusnones natum cciones de A_",*

en A rcspcctlvamcntc

Los siguientes resultados muestran que los oper
que todo opcrador en A pucde factorizarse como

como’a = a’s_do_ndéd .

Proposici6n 1.1 Todo operador a:[n]—> [m] sc descompon ¢, de mancra umca,
es inyectivo y s es suprayectivo. : v
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Demostracion Sea p= |Im al Los requenmlentosv de que d sca myectlvo y s supraycctlvo, xmphca.n

inmediatamente que llms| = |Domd|

donde Imar={ky,...k,}, (kg <<k,

Demostracion

UNICIDAD Supongamos que d =d, - mod es fﬁy@ﬁ@, .

[tma|= P+l

{i,... f,,}c[m] Imd. Pero |[m
unicidad.

Por tanto Imd = Imd'". Pero es claro que dos operadores.inyectiv

i ¢l mismo dominio y la misma
imagen deben scr iguales. Por tanto d =d. 5

Dado un operador a:[n]— [m] definimos su coimagen como.

CoIma—{je Jelj) = a(k)Vk>j}
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Obsérvese que la restriccion de’a'a Colm e es.inyectiva, Por. tanto, si e ¢s suprayectiva enton-

como s cs supraycc-

;),.de” manera. que

..Por-lo anterior

De heéha.

Demostracion La C\lstcncm y. umcxdad son mmcdlatas de las proposnc:ones a.ntenores. Para el rcsto
basta observar que si a= d.s ‘con': d myecnvo y s supraycctxvo entonces - Ima Imd -y,
Colma = Colms. R

O
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Notemos que esta descomposxclon no es tnica sin la condicion de orden en los submdlccs De hecho
los operadores basicos conmutan segun el sngunente rcsultado. T :

Proposicién 1.5 Relaciones simpliciales .
a) didy=dd;, " (i‘<j),
b) 58 =550 [G9))

:(i; 0

o) 5d;= dsj;l‘f. E

squ.gd,_,g, (I>j+l)

Demostracidn Todas las identidades son un calculo directo caso por caso.

2. Objetos simpliciales

Definicién 2.1 Un objero simplicial sobre una qatégoria @es un funtor éontféﬂ%aﬁdnte F.A-@.

Si F es un objeto simplicial escribiremos - .

En el caso particular de los operadore:

p.; inyectivo diremos que @ es un morfismo degenerado
> llamaré’ n-simplejo de F o, simplemente, simplejo, y

Si'a es un operador supraye‘c‘tivpf (r
(resp. no degenerado). Un clemento x.&

diremos que tiene dimension n: dim x =1 Sl o necesxtamos especificar la dimension escribiremos

solamente x €F.

Puesto que los operadores basicos 4, s; generan a los operadores de 4, lo mismo es ciqr;b para los

morfismos o’
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Proposmén 2. 2 Si a ‘es un opemdor, a'se puede descomponer en la farma

O

A pesar de que la factorizacion de los morfismos de un objeto simplicial F, en términos de los mor-
fismos d’, s/, no necesariamente es tnica, éstos, junto con las relaciones simpliciales, determinan a
todo el objeto simplicial. Especificamente, se tiene la siguiente forma alterna de definir un objeto
simplicial,

Proposicién 2.4 Sca & una categoria y sea F {F} un ochto graduado en €. Supdngase que para
cada # €Nse tienen morfismos :

en la forma
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y definamos F(a)= s s"a’" coed® " Como tal descomposxclon es umca, F queda bxen def mdo y Io
que dcbemos probar es que prcscrva composncxones

Sean ' y ﬁ operadores y escnbamoslos en la fonm

Entonces

FB)F(a)= 5" - shd" wodish oo shal® gl

Obsérvese que la expresion de F(8)F(a) sc puede obtener formalmente de la expresién de af su-
biendo los indices ¢ invirtiendo ¢l orden.

Para aplicar F a af debemos primero ordenar la expresion, Esto puede hacerse aplicando reitera-das
veces las relaciones simpliciales en A. Ahora bien, por cada conmutatividad que s haga en la expre-
sién de 8 hagamos la correspondiente conmutatividad en la expresién de F(B)F(a) (ie: la obtenida

por contravarianza). Esto no altera el valor de las expresiones y, lo que es mas, las nuevas expre-
siones siguen obteniéndose, una de la otra, mediante la operacion formal de subir los indices e invertir
el orden puesto que asi se obtienen las relaciones simpliciales de F a partir de las de A.

Al final de este proceso obtendremos una expresion ordenada paraaf
af=d, --d,s, SRR S id "I AN

y, como la expresion final de F(B)F(c) se obtiene de ésta por el mismo proceso formal, tenemos

F(B)F(a)=5" - s"d" ..d" =F(ap) ;
: 0
Definicion 2.5 Una aplicacion simplicial F—) G entre dos objetos simpliciales F,G:A — @ sobre
una categoria €, es una transformacién natural :F - G.
En otras palabras, una aplicacién simplicial A:F — G, consiste dc una familia {4} de morfismos

Anl5 - Gy

con la propiedad de que si cz{n]— [m] es un operador, el siguiente diagrama conmuta
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entre conjuntos -gra-

lase pequefia) ﬁués se 'pu'édev

@, que denotaremos por SC, como
uyps morfismos son las aplicacio-
ansformaciones naturales.

nvendremos en llamar a los objetos
r cjemplo, hablamos de conjuntos
ciales, etc,

de € con esc nombre seguido” dej apelhdo i
simpliciales, espacios (topoldgicos) snmphc:alg

os-fi 0s ccrrada bile subcon)un-

Una variante de cste ejcmplo se obtlenc sn los vcruccs de K estan ordenados y pedimos que un »-

simplejo satisfaga, ademas, xo<-+:< x,,<
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Ejemplo 2.7 Sea X un conjunto cualquicra y definamos -

como se defini6 en la seccién 1.

-los operadores cara usuales, de manera que

S(X) detcnmna la homologna y cohom logia cX

Ahora, si 1 X —Y esuna apllcacnon contmua, se nene una aplicacién simplicial
R: (X ) - S8(7)

dada por -

f,(cr) =fec

Claramente, si g:¥ — Z es otra aphcacmn oonlmua entonces (gf), = gy /fy. Asi, S define un funtor
covariante Top ~» SSet . :
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3. Realizacién geométrica

Definicién 3.1 Sea X un espacio simplicial, Considercmoé la union disjunta

HX xA’

120 e

y sea ~ la relacién de equivalenci

‘ Observa 2 : ’ \ c: ! mias e ]]Xl] ‘ticr;é T

relativa. inducida’por."

calculo dlrccto ; —>X xA es la

aphcac:on co mu
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Como p,:X, x A" — ||X|" si es continua, cntonces ¢, cs continua,

Proposicién 3.4 |X| es un &‘»u‘b'espa

i es ‘continua.“Ahora,

donde las flechas horizontales son  incl

(@)= pe)v (o;'(C) para cﬁ:a;llquler subconjunto:C C | X[ Por tanto; si C.es Gerrado'en ||X||"

entonces pM,(C) es. cerrado De vEs:to

muestra que i es cerrada de donde

Diremos que un punto (x,t) eX esno dégeherad site
te evidente. :

Lema 3.5 Todo punto t e A" se escnbe, de manera unlca, at', donde @ A'cs inyectivoy

t' es interior.

Lema 3.6 Todo punto (x,1) € X-es'equivalente a 1n tinico punto ho degenerado.

Demostracion Sea
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Obsérvese que si (,s) es ¢l cqulvalente no degencrado dc (x t) entonces

¥ Dicho de:
otra forma, un punto no dcgencrado no puedc tener cqulvalentes de dlmenston men .

Proposicién 3.7 Para cada n eNsé 'Iie_

Demostracion Sea

la aplicacion

XU, (%, %)
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lgue slendo suprayec- :

donde ¢' y 4’ son las correspondlentes restnccnones de qy.h. Claramente q‘

yia umcldad de los pun" S 10 - -

tiva por lo que basta ver que i’ es myectwa Cxertamente lo esen ||X

entonces :

——

Claramente ¢l diggrmgchMutva ye

Todo conjunto sxmpllcral

S puedc con51derar como un espacio sxmphclal dxscreto (ze cada X es
dnscreto) En este caso, la proposlc:on precedcnte n :

1 sngulente rcsultado

cela’a por cada

simplejo de X de dimensién n.
Demostracion Claramente |X|° = X, x A° es discreto, y dado que |X] tienc la topologia coherente

con los |X||", se sigue de la proposicién que {||X||"|n 2 0} es una estructura de complejo CW en [|X]|.
0
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Definicién 3.9 Si 2: X - Y es una aphcacxon snmpllcnl cntre espaclos smphcxales, la aphcaclon

|lf1|| llxll d M B

definida pbr i

N SEE

es la realizacién geométrica de

Como A:conmuta con.los morfismos inducidos por, los operadores de la categoria A, es claro que || 4]

Observacién Otro tipﬁ de’realizacio

también los operadores supraye:
guiente teorema probado por, Seg

Teorema 3.1‘0> Sl

4. Homologia y cohomologia simplicial

Queremos ahora describir la- homologia y cohomologia de la realizacion geométrica de un espacio
simplicial. Las definiciones son vilidas en general para cualquier anillo de coeficientes aunque noso-
tros presupondremos siempre que los coeficicntes se toman en un campo, particularmente R.

Comenzaremos cstudiando cl caso de conjuntos simpliciales. -

Definicién 4.1 Sca X un conjunto sm1p11c1al Para cndn n EN sca C"(X) el médulo libre generado

por X, y definase un operador
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2.C"(X) - Ch(X)

=1

por . .

a_Z( 1)"d' ‘

I-D

dondc cada d' se e\mendc por hneahdad a C“’”(X) ‘Es ; ediilto \"criﬁcar iisandb ]as ie]acionves

logla y cohomologia Asi ) H sin y H determman funtorcs &Set — Mod .
sim |

H"(X)y H;,,, (X) son, de hecho, isomorfos a la homologia y cohomologia singular de la realiza-
cion geométrica de X. Esto puede verse como sigue.

Segiin vimos en 3.8, si X es un conjunto simplicial, |X]| es un complejo CW con una n-celda por
cada simplejo de X de dimension ». :

Ahora, la homologia y cohomologia singular de un comple_lo CW se pueden calcular en términos de

la homologia celular. Recordemos que si X cs un complejo CW' su homologla cclular H (K) esla

homologia del complejo de cadenas {C“’ (X), z?} donde G
cion

9) H,,(K"V,K"' ) y desla composi-

H (K" K)o By
donde 3 es el morfismo de conc‘{lon
Analoga.mente se tlene la cohomologla celular . ,(K) de K tomando el correspondlente complcjo

de cocadenas { C..(K), 6} enla cohomologla relatlva de ]os pares (K" 'K"' ) ‘
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El siguiente rcsultado es bien conocldo

Prop051c|6n4 2 ([l], Cap 5 proposxcnon 1 3 )’H“'(K) 1-1 (K) y ;,(K)

“es facll»'vér“dué H:,,(K) puede

Como cada o, toma valores en |[X]*
morfismo

ce’isomorfismos en homologia de

«de'manera que B es un isomorfismo.

e CllX)

“n-1

son conmutativos pues’ .+

S0 de=pa

La pruéba que se da aqui es para homologia, pero con muy pequeifas modificaciones, también sirve para
cohomologia.
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Por tanto ﬂ es un iso’morﬁsmo de cadenas C"’"(X)’—> Cf" (||X||) e mduce 1somorﬂsmos en homolo-

Pero podemos describir tsomorﬁsmos e\:phcltos Para cllo cbnmderem Ia apllcaclon Fls )|]-—) Y

dada por j[o,t]= oft). Es mmedlato ver quc estd bien deﬁmda y que €5 continua.

Proposicion 4.4 j:||S(Y)|—> Y ‘induce isomorfismos en homologla.

Demostracidn Para un conjunto simplicial X considérese la aplicacién simplicial %X ~> S(X])

dada por x(x)= E’; <}io_n'de‘ o, es como en la demostracién de 4.3, Es sencillo ver que ¢l morfismo
i xo: HE"(X) - HI(S(K])) = H.(1X])
inducido por &, coincide con Ia composicion
H“"(X)——>H“’(IIXII)—-—>H (IIXII)

y es por tanto, un lsomorﬂsmo

En particular, tomando X = S(Y) obtcnemos un |somorﬁsmo

Ko HL(Y)= H."’f'(S(Y )—> H.

(s

Ahora, es trivial verificar que j,x, =1, de manera que -+ es un isomorfismo.

(

Podemos dar un analogo a 4.3 para un espacio simplicial X en general, pero en cste caso debemos

reemplazar H"(X) y H.,,(X) por la homologia y cohomologia de un conjunto bisimplicial.
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Definicion 4.5 Sea B = {Bk",} un conj'unto bigréxduado tal que B, ‘y B kv'. ‘so"n ‘céﬁjﬁntki's sim'pliéialcs

paracada / y cada k rcspectwamentc Dcnotemos por ao y azl los morﬂsmos mducldos por A en.

B., vy B,. rcspectlvamente Bes un conjunto blsxmplwla[ si dadosioperadorc : a'[p] —>[k]y

FACIEI R o slgulente dlagr )

Se tiene también }czi!iz_aglqn ge
Definiicién 4.6 Sea B un conjunto
Sea ~ la relacién de equivalel

donde a.esun vopcmd

El cspacxo

Igual ‘que en conjuntos si

csquqleté IB]" d§ ||B es'la.image

H Boyx A xd

k+l=n

En forma tota}mentc.éliﬁl;‘:ga se ﬁ;cba que
S 1 LY
k+l=n
donde :
o T B x (0 x )08 x )~y
k+t=n ' .

es proyeccion al cociente.
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Obsérvese que podemos dar un homcomorﬁsmo de parejas

ol <) (o)

(At xa (ﬁA‘ x4l

djuntando una 'n-i:'eldafﬁdlj cada simpléjo’en l:a:uhién disjun-

Definamos ahora la homologia §impllpx

Definicién 4.7 Sca B un con_;unto bis ara:cada par:de indices &,/ €N sea “"’(B) el

moédulo libre generado por B,,, La

homologia del complejo total de,:‘lr blogm

nen en cada indice igual que en el T _
para una definicion de bicomplejos) .| ! emermte se dcfme dualizando, 1a cohomologla ’

simplicial H_,,(B) de B.

Andlogamente a 4.3 se tiene:

Proposicién 4.8 Si B es un conjumo btstmpltcml H ”"’(B) H ([|B][) y H__,,,,(B)

lll

(B, O

.
sim

(B) de B sc¢ define ahora. como la:: l
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con la de "X}] necesitarcrmos "ésc‘:indirf!v ol

Para 1dcnt1ﬁcar la homologla y cohomologla de’ |
proceso de reahzaclon geometnca de un conjunlo bisi

Finalmente ten

Teqre_rﬁzi‘ »4.,”1_]"‘

acio simplicial; entonces

Demostracion Pc;r_4.9 y

La aplicacién natural g "S X )u—> X,
entonces o
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Jllxrn([a,r]) (/r(a), D=4
" —/f(a(:)-‘(*“

Por 4.4, j induce igbmoi-’ﬁs'mss en homologia.

eth; sc sigue

es de hofho]ogla

llxll )—) H. (||X||") ¢s un iso-

(

morfismo para toda n. Finalmente, tomando limites, se tiene que (14 []X||—>I|X Il induce isomorfismos

de las parcjas (JX]", llxll"') (r il“'ll') se pmcba quc ||f || .

en homologia. Como estamos tomando coeficientes en un campo, entonces
induce isomorfismos en cohomologia.



Capitulo 2

HOMOMORFISMO DE
CHERN-WEIL

(VERSION CLASICA)
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En este capitulo presentamos la version clasica del homomorfismo de Chern-Weil.. La seccién 1 es
mas que nada un recordatorio de algunos hechos basicos sobre grupos de Lie y haces principales con
la intencidn de establecer la notacién y definiciones que usaremos. En la seccion 2 analizamos con
cierto detalle ¢l concepto de conexién cn un haz principal y establecemos los resultados necesarios
para la construccion del homomorfismo de Chern-Weil que abordaremos en la seccién 3.

1. Haces principales

Dado un grupo de Lie G y a €@G, dcnotarcmos por R,y L, las traslacloncs derecha c. 1zqulcrda

R, (v) xa; L (x) ax. 'I"lmblen porc dcnotarcmos Ia conjuga 1on'c R-.L L R..

po invariante esti determinado

n tinico campo. vectorial X,
donde el c atisface la identidad de Jacobi:

“Ad(a)eA I(Z}),‘de i\:q!lo,
d(a)Ad(b) p_brnylo que

llama representacion

dadC“’,P Paracada neP sca
=do,(X)eT,P. Sctiencasi un
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donde Vect (P) denota al espaclo de campos vectonal : en P i"'es lmeal y es scnclllo ver que satlsfacc

dx, Y] [a(X) a(Y)] demancmquec '

Dado a eG sea R, P—) Pla traslaclon derecha R (u) u: a El homomorﬁsmo o se relaciona con
-la representacién adjunta de G segun ‘la siguiente fonnula quc se con un calculo directo:

n homomorﬂsmo de algebras de L:c .

(R ) (O(X)) a(Ad("") ) aeGX

Aqui (R,):(a(X)) denbta el campo o
(R).(o(X)), =(dR,), (&(X)';;-. )

i exp(lX ) Usando este
i lai accxon de G cs libre

Obsérvese que ¢l flujo del campo fundamental a(X ) estd dado por. (o, (u)
hecho y la unicidad de las trayectorias de un campo es mmcdlato probar
(ie: R,(u)=u paraalguna u=>a =e), entonces o{.X) no se anula en nmgun punto En consecuencia,
si G acta libremente, la aplicacion . :

es inyectiva paratoda u e P,

Particularmente, nos interesan las campos fundamentales cuando P es el espacio total de un haz
principal.

Un G-haz principal es una tema &=(P,x,M), donde 7. P — M es una aplicacion diferenciable y
suprayectiva, que satisface lo siguiente:

1) Gactia por laderechaen Py res G-invariz_mre,‘ esto es

2) Paratodo x e M existe una vecindiid Uc: M de x, y un difcomorfismo

SprN(U)>UXG
tal que - e

a) ¢ preserva fibras, esto es; ¢l dlagrama

"(U)—-—>UxG

\/
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conmuta, |

b) @ es equivariante, ésto cs,
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Otra construcclon importante de haces es la dc] haz mductdo si : ‘P n',M ) es un G lmz prmcxpal .

entonces (@, 9, ) g, &= E s una aplicacion de l'x‘éces‘ R

Es importante notar que si (¢, 9,):{—> & es una aplxcaclon de haccs entonces ¢ e€s equxvalente a.-

e

2. Conexiones en haces principales

Sea ¢&=(P,x,M) un G-haz principal. Para cada u eP se tnenc un subespacio distinguido de 7, P,
llamado subespacio vertical:

v, ker(drr )

Este subespacio contiene a los vectores de la forma o(A A ed) donde o(4) es el campo funda-

u

mental asociado a 4. Como la accion de G es llbre tenemo ‘de hecho

v,= {o(A) |4 ea}

puesto que ambos subespacios tienen dimension dimG . Entonces, si {A, »on A, } s una base de @,

los campos (4, ),...,a(4,) generan a ¥, para todo u € P, de mancra que la correspondencia 1V,
es una distribucién C* en 7P que llamaremos distribucion vertical, Obsérvese que esta distribucion
es G-invariante: dR,(V, )=V, (a €G). .

Definicién 2.1 Una conexidn én £ esuna 1-forma w e A'(P,@) que satisface:
1y a)(a(A)): A VAeq
2) Ro=4d(a")o VaeG
Toda conexién @ en & determina una distribucién G-invariante complementaria de ¥, esto es,

Proposicién 2.2 Si @ es una conexién cn un G-haz principal £=(P,,M), H =ker & es una distri-
bucion C® en TP que satisface:

V) T,P=V,®H, YueP
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) dR (H )

H,“, VuePyVaeG

Fmalmcnte si {Y,, ,}jm} €5 una marco- o

La dlstnbucwn H de la proposncnon esla dtslrlbut:lén hor:zontal Jn vector Y, el P es horizontal

(resp. verncal) snY eH (resp

En térmmos de la dcscomposncnon T P Vf@ H. teriemos do pr;iyécdqneé

para un umco vector Y eH Claramente, para-a €G, o vcctor corrcspondlcnte Y,, €H,, cstd dado

por Y, —dR (Y ).
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sca’E un espacio vecto-

Definicién 2 4 Sea &= (I’ /r M ) un G-ha.z pnnclpal y sea @ una conexlon eng. La curvatura de @

esla 2-forma Q=D EAZ(P 0)

Proposicion 2.5 Q es horizontal y equivariante.

Demostracidn Lo primero es claro pues toda derivada covariante es horizontal. Ahora, para a G y
1,Y, e P tenemos:

RQ(R,Y,) = Q(dR,(1),dR,(Y;))

=da(hdR,(%),hdR,(1;))
=do(dR,(hY),dR,(h1;))
= R'(dw)(h)q,hy) e

=d(R; m)(hx,hy) ‘

= d(Ad(a_ ) )(hY,,hY)
= 4d (o™ )i, hY)

- aala)alt )

O

Recordemos que si @ y 7 son formas con valores en ¢, [6,77] es la imagen de @A 77 bajo la aplica-

cion [_,_1:¢®¢ — ¢ inducida por el corchete de Lie,
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Proposicién 2.6 -
1) Q=dw+{w,0] (ecuacion estructural)

2) dQ=[Q,w] (identidad de Bianchi) -

Demostracion

ebemos mostrar qui:{ :

1)SeaneP yseanY Z eTP

El resultado es tnvnal si Y . 08 S ! ‘cs_q'n gélg‘;ﬁld,direé'tjo usan-

, mientras _qtic .

Para toda f se tiene:’ :

de manera que ¥, = ¥ i ‘para‘te ok, tanto [o{A4); Z] ' es horizontal.

\Z),

dog)={00)-Hmalel

Pero ([w,w],w]= 0 por laidentidad de Jacobi.

Corolario 2.7 DQ=0 0
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Proposicitn 2.8 Sea W un espacio vectoria

’ ’ sea qe/\ (P W) Si.. 17 es horlzontal e mvarmnle'

existe una tinica k- forma OeA"(M W) ltal que'n’

Veaﬁo_sléhom : Sea u eP y sean )1, Y,, }éI;yP/; Svgltiéné:‘.f i

= n(Y,, ,Y,,) pucs 17 es honzontal

La siguiente proposicién es inmediata de verificar.

curvatura de @ entonces @'Q es la curvatura de (p a)
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3. Homomorfismo de Chern-We_iI N

Definicion 3.1 Sea G un grupo de Lie y sea 0 su algcbra de Lie: Denotemos por S (0) al espaclo de

funciones &-lineales y simétricas en 4, Dcﬁnamos un produc

por

1
(fg)(vl r"'vvkol) =W

donde S, denota al grupo de perm
para funciones 4-lineales antisimétric:

(Para k = 0 sc tiene §°(4) = R)

La representacion adjunta Ad G—)

¢ La nomenclau ra sc debe a q ¢ medianue na bad,,...,4,} de ¢ podemos idenuificar $* (¢) con el

&
espacio R[x' ,...,x'] de polinomios homogéncos de grado & en r variables asociando a cada f eS* @) e

linomio F(x',...,x" )= 7| 4,... =Z,x'4.
pomomlof(\:, ,x) f(A, ,A)donch Z,x'4

k
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Sea &= (P M ) un G-haz pnncnpal sea @ una yconc su durQatura Como Q €s

Lema3.3 8 ¥,...,Y,,., son vectores horizontales,
Demostracion Esto es cierto para k=1 pu"e"s'D

Supongase cierto para k —1. Se 'ticnc: T

Ahora,

l‘ B
(2(k 1))

pues dQ2 = 0 en vectores horizontales.

(dA Q) o) =
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Por otra pah‘.é

: (Q/\dQ" ')(Yn ’Yz"“), m ng"fﬂ(yom,yo(z))®dg (Y.;(S)\:--",}leéfu)=°_

aesn 1

por h1potesxs de mduccxon :

Proposicién 3.4 w (&) es bé(fbdq. :

e ()0 **’) (Q”)Ag(n‘

donde las Q' son 2-formas en P con valores reales. Asi,

s(ef)= Zf(v,,, ,VI‘)Ql'/\ Q"*,

fiely

donde cada indice corre libremente entre 1 y .
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Entonces

~ 'f(Q")A’g(Q')%.

Ahora, para cada o €S,,,, como los indices /,,...,/;,; corfen libremente entre 1y #, f,y50e:s7 o(gas)
también corren libremente entre 1 y r (son los mismos indices pero permutados). Por tanto, cada

argumento v; de f ® g corre libremente entre v, y v,. De aqui que

1
(k+1)

()™= PIRDNCLT) PR SPNRIN L

0ESyyy faiidrii
Asi, todos los o— sumandos son igualcs y hay: (k+ 1)! de ellos, Por tanto,

(@@= T @ &) vy sy, O A A

braar®

O

Como w(£) es cerrada, podemos tomar su clase de cohomologia de De Rham W (£) eHX%(M).La
proposicion anterior nos dice que la correspondencia
I'(@) —» Hpp (M)
£ (8
es un homomorfismo de dlgebras. Este homomorfismo se construye en términos de una conexién en

£. Sin embargo, la clase de cohomologia de De Rham de w ,(g) no depende de la conexidn escogida
como muestra ¢l siguiente resultado.
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De aqui, como w ,(Z‘) loqueﬁnahzara la demos-

es cerrada, tendremos w; (- w}(f) = a'p( w _,.(Z))
tracion. o

Haremos la'prueba en varios pasos sencillos.

: /(u,0)

e (o)) = (mh00), o (1) = (00), (4t Y1)

wbo)'k (%) pues mpiy =1

Y, anilogamente, Q= Ql -

Paso3 f7(6)=r(c})

4

porelpaso3 "

slas

Como también 7w} (&)= (Q:), po‘n; unicidad se tiene j‘;w,(g’)=w}(¢‘). Igualmente se tiene

J'I.Wf(é)= W}(§)~
: O
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Definicién 3.7 El homomorfismo
oo ()
g9 -——i)

£l e

cs el homomorfismo de Chern-Weil. . ¢

Como vimos, este homomorfisino no depende, de |
se ticne: i

Weil correspondiente a.¢.p

#°Q es'la curvatura de'g'w

E! homomorfismio d¢ Chcm'—Wt’;irl‘ds,namEgil!‘ estocs, .

Proposicion 39 Si £=(P,7,M) un G-hiz principal y @,: N ~> M una aplicacién C®, entonces
w(gid)= g (&)

Demostracidn Similar a la anterior,



CariTULO 3

HOMOMORFISMO DE
CHERN-WEIL
(VERSION SIMPLICIAL)
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1. Haces simpliciales

En esta seccidn trabajaremos con variedades simpliciale
categoria de variedades diferenciables y aplicacionés C*"

Muchas de las. op
variedad simplicial ¢

D;fda unvé k-

y s mmedlato verificar ial Obwamentc d: A" (X V)—)A’“'(X V)

lineal y : satlsface d

que denotaremos por.A"(X,V). Si ¥ =R escribiremos simplemente A°(X). La cohomologia de De
Rham de X es entonces:

Hip(X)= H. (A (X),d)

En Ia scccién 4 probaremos que csta cohomologia coincide con la cohomologia singular de la reali-
zacion geométrica de X.
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Observacion Podriamos' haber definido la cohomologla dc De Rham dv 1 .‘
deshechando la condicién de simplicialidad en’ Ia dcﬁmclon de :
tendriamos

donde Py M son variedades stmpllcxales, n' ck
condicioncs: .

De hecho, un haz simplicial € e l{'age; ,‘pﬁn;ibales y trans-

formaciones de haces. La conc

=P, es una transformacién
de haces. ‘

Para definir una coneccién en un haz simplicial observemos que si. P J—SM es un haz principal,
entonces P x A"————)M x A" también es un haz principal- donde la accion de G es

(u,t)-a=(u-a,t).

Definicién 1.3 Una conexién en un G-haz simplicial &=(P,7,M) es una l-forma simplicial
e \'(P,4), con valores cn el algebra de Lic de G tal que para cada n €N, @, es una conexién en

el haz principal P, x A" LI M, x A"

No sabemos, a priori, si existen conexiones en un haz simplicial arbitrario. Desde luego, usando
particiones de la unidad, podemos construir una conexion en cada nivel. Sin embargo no podemos
asegurar que tal conexion sea simplicial.

No obstante, vamos ahora a construir un haz simplicial y: NG — NG, cn el cual existe una conec-

cion candnica. Este haz es universal, en cl sentido de que su realizacion geométrica ”NG_ l[—) InNGY,
puede verse como un G-haz universal.

vnncdad : gradgéhda, .

¢
w W
i g%\s\e« gt

SR
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" Definicién 1.4 fDeﬁiiixﬁé_'s_- NG,t’:or_fip'»'sigvl:J‘e.‘. NG, { pié.}. Los

morfismos bééi;bs_ 'd:',:NG;,' NGy

NG, = NG, son

En ambos casos es dirccto verificar que los morfismos d',s7 satisfacen las relaciones simpliciales.
Ademas cs evidente que son aplicaciones diferenciables por lo que NG y NG son variedades simpli-
ciales. )

Observacién En el caso de NG es facil describir en general los morfismos a”: NG,, — NG, induci-

dos por un operador (1] — [m]. De hecho, como conjunto simplicial, NG coincide con el gjemplo

1.2.7 donde aqui X =G . Asi, en este gaso'; o esta dado por o (g)= 8.4

La aplicacion 7: NG — NG esté definida por

7': (go r'-‘ygn) =(g0gl-‘7""gn—lg;l)

(7, es la aplicacion constante). Facilmente se ve que es simplicial.

Finalmente, G la accién de G en NG, por traslaciones derechas: (gy,-..,g,)+@ = (g4,...,£,4)-
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Proposicién 1.5 y: NG — NG es un haz s:mphcm

Demostracién En cada mvel y,, NG ,NG eche éﬁd_i&alé_ﬁté alhnztnvnal Nan G.

también dlferencmble Para'ver qu

por A’ son cquivariantes es suficiente
probar que los d',s” lo son, pero.csto'es dn'ecto de verifica: : DELA LT G

Deﬁhiéién'i 6‘ Sea ‘aeA' (G.0) 1a 1-forma definida por8), = (dL - ). Es inmediato verificar que

) o(o(X)) x VXeo
2) R:0=Ad(a -')0 VaeG.

Por tanto & puede consnderarse como una conexn ial"'G =" plo.*A 6 sc le llama

conexion de Maurer-Cartan.

NG, =G™. Definase también m‘,,'eAik(NE,;:xA""‘” , »xssh)’.',Finalmente defi-

donde las ¢, son las coordenadas usuales en A" Co

conexién en NG, x A" — NG, x A"

: Zl, =], es inmediato probar que @,, es una
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Proposicién 1.7 @ = {w,} e uha"ﬁ)rind i haz v NG = NG.

Dembstr&cio’}j Sea a [n] ;

Jo,

Por lo tanto (" x 1) @, =(1x @)" w,,.

muestra que: .

O

Asi pues, tenemos una conexion en el haz simplicial 7:NG — NG . Ella nos permitira definir el ho-
momorfismo de Chern-Weil correspondiente a cste haz simplicial segiin se describe en la siguicnte

seccion.

El resto de esta seccion lo dedicaremos a probar que el funtor de realizacion geométrica aplicado a

este haz simplicial, nos da un G-haz principal (topoldgico) en el sentido usual.
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Denotemos por BG y EG alas rgélizaciones geométricas de NG y NG respectivamente. La aplica-
cion continua |||} EG - BG es claramente suprayectiva y sc tiene una accién derecha de G en EG

definida por [g,¢]-a =[g-a,t]. La equivarianza de los morfismos ¢ implica imediatamente que esta
definicion no depende de los representantes.

Proposicién 1.8 La accion EG x G — EG es continua.

Demostracion Obsérvese que en cada "esqueleto” "N(_}' "" esta inducida por la accion

(I:[Ng, X A’)x Ga(ﬂN(—;, X A']
i=0 i=0

dada por (g,t)-a= (g-a;r)'Ty o::_:ons'idéresc el diagrama conmutativo:

. (ﬂNax&JxG — (]:[NE,xA')
. i=0 =0

s P

¥~ — el

donde p, es la proyeccion al cociente. Como G es variedad diferehciable, es localmente compacto, de
manera que p, x1 es identiﬁcqcién. Esto muestra que la accién es continua en cada "esqueleto”.

Como es facil verificar que EG x G ‘tiene la topologia coherente con los ”NE |[ x G esto concluye la
prueba.

0

Ahora, como cada y,: NG, —> NG, es G-invariante, ¢s claro que [}y] también lo es. Asi, lo tinico que

falta para verificar que |y]: EG — BG es un G-haz principal, es construir trivializaciones locales.

Proposicién 1.9 ([2], p.72, Proposicién 5.3) Existen secciones locales del haz |y EG - BG . O

Observacién 1.11 Al espacio BG se¢ le llama espacio clasificante de G. BG es clasificante cn el
sentido usual segiin el siguiente teorema probado por Segal en [13].

Teorema 1.10 ([13]) EI haz |y} EG — BG es universal.
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2. Teoria simplicial de Chern-Weil

En esta seccion generalizamos la teoria de Chiem-Weil clasica para asociar a un G-haz:simplicial

¢=(P,mM), un homomorfismo tivlivxltivpliga

H, (M) dé:l":,ijlléébrz'i; de 'ﬁdihqﬁios inva-
‘ en'la seccion 2.

En primer lugar obsérvese qué e
variedad simplicial definiendo ,

Comocel ','pull;bdck';f conmita’col

son. Se tienc asi cf Algeb

1xa) o, enel haz Pm XA :—)‘M ). De aqui sé;igué inme-
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Por tanto (7, x1)° (a x 1) w,(f) —(7: % 1) (l - %1 es una submersién, de

manera que (7, x 1)" es inyectivo. Portanto (a xl) wf(f) —(lxa) wf(f)
(|

Ahora, como cada w (£), es cerrada, entonces w - (£) e A* (M) es cerrada y asi, podemos tomar su
clase de cohomologia de De Rham (simplicial). Finalmente tenemos

ng(g):wf(f)/\wg(f) f.eel'(§)

puesto que esto sucede en cada nivel.
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Observacién La unica dificultad cn la gencralizacién del homomorfismo de Chern-Weil a G-haces
simpliciales radica cn la verificacién de la condicion de simplicialidad de las, formas involucradas.
Acorde con lo observado en la seccion 1, podriamos deshechar esta condicién y obtener un homo-
morfismo de Chern-Weil en variedades graduadas. La condicién de simplicialidad es, no obstante,
esencial para establecer el isomorfismo entre la cohomologia de De Rham de la variedad simplicial M
y la cohomologia singular de su realizacién geométrica,

3. Cohomologia de una variedad simplicial

X|) para una variedad simplicial X.

En seccion vamos a establecer el isomorfismo Hpy (X)= H"(|
Esto lo haremos en tres etapas. La primera consiste en relacionar la cohomologia de De Rham de X
con la cohomologia de De Rham de cada X, . Después usaremos el teorema de De Rham para pasar

a la cohomologia singular C* de los X, y de ahi a la cohomologia singular continua. La tltima parte
consistira en relacionar ésta con la cohomologia singular de la realizacién geométrica de X.

Todas las homologias y cohomologias que tratemos se supondran con coeficientes reales.

Necesitaremos del siguiente concepto.

Definicién 3.1 Un bicomplejo (de cocadenas) es una familia bigraduada C™* = {C"" }k 0 de espa-
cios vectoriales (reales) junto con "diferenciales”

dl:clr,l - Cl:+|.l all:ck.l By Clt.lfl
que satisfacen d'd’ =0, d'd"" +d"d'=0, dd"=0. - ) k

Asi, un bicomplejo es un diagrama

d4

donde cada renglén y cada columna es un complejo de Cmddeﬁas. N



HOMOMORFISMO DE CHERN-WEIL (VERSION SIMPLICIAL) 48

El complejo total de C™ es el complejo de cocade'nﬁs" {C',d} donde
,C,, = @ ‘C’f"" Lt d‘—"-d"+d“

k+l=n
La condicién d’d"’+d"d’ =0 garantiza que d> =0. La cohomologia del bicomplejo C™" es la
cohomologia de su complejo total.

Un morfismo de bicomplejos f:C™ — D™ es una aplicacién bigraduada que conmuta con las
"diferenciales” (podemos pensarla como una reticula ciibica en la que todos los cubos conmutan.
Cada "piso" y cada "pared" consiste de un morfismo de cocadenas). Claramente f~ induce morfismos
en las cohomologias de cada renglén, de cada columna y del complejo total,

El siguiente resultado es puramente algebraico y omitiremos su demostracién. Una prueba puede
hallarse en 2], p.13, Lema 1.19.

Lema 3.2 Si f:C* — D™ es un morfismo de bicomplejos que induce isomorfismos en las
cohomologias de cada renglén (o de cada columna), entonces también induce isomorfismos en las
cohomologias de los complejos totales. .

O

o Etapal

Sea X una variedad simplicial, Una (k,0)-forma en X es una k-forma en X que se anula cada vez
que alguno de sus argumentos esta en el kemel de la diferencial de la proyeccion X, x A" — X,,.
Anglogamente, una (0,7)-forma en X es una /-forma en X que se anula cada vez que uno de sus
argumentos esta en el kernel de la diferencial de la proyeccion X, x A" — A .

El espacio de (k,/)~formas en X se define entonces como el subespacio de A**'(X) gencrado por las
formas del tipo @ A 77 donde @ es una (k,0)-forma 'y 7 cs una (0,/)-forma.

Es sencillo ver que las (k,)-formas son precisamente aquellas que, en coordenadas locales, son suma
de términos de la forma f{x,f)dx" A Adx Adth A---adth . Ademas, el espacio de n-formas sim-

pliciales en X se puede descomponer en la suma directa

N'(X)= @ A(X)

k+l=n
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Usarémds'él:lér.xi; 3'.2' i)arz; probar. que
0 Hk.(/.\""(x)‘,bdr 4,);
Especnﬁcaﬁlente, construxremos apllcacloncs deA blCO
v _’ JA“'(X)—)A"(X,) EA"(X)-)A“'i(X)
tales que JE =1, yuna homotopla de cocadenas i :
SN (X) = A (X)

tal que EJ ~1=8d, +d,S.

Esto mostrara que J induce isomorfismos en la cohomologia de cada columna y, por tanto, en la de
los complejos totales.
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1 definamos una (-

Si M es una vanedad dnferenclable cualqmera yoes tina m-f
1)-forma I en M como sngue

ma en Mx[O

(10)) (Vn Y M-l) fm(”")(j

donde i,;:Y - ¥ x[0,1] es la iiclusién a nivel 5.

Este operador es bien conocido de la demostracién clasxca del Lema de Pomcare (vereg: 14 p. 306) y
satisface S .

dlo+ldo=i;o-ijo
Sea ahora X una variedad simpiicial y tomemos M = X, x A" Considérense las homotobx’as

HpX,x & x[0,1]— X, XA

dadas por
(051<n)
, h, IH'
que satisfacen v
(3.3) L hde (1xe,)o-0

El operador J: A¥(X) > A" (X )

=G i ooy,

donde #;: X, - X; x & es la inclusion x> (x,¢;). Obsérvese que J actiia sdlamente en la /-ésima

forma @, de @.

Es importante observar que los operadores h; decrecen sélo el segundo indice. Esto, junto con 3.3
nos da

hdyo+diho=0
(3.4)
hdyo +dAhjw=(l xe,).w— ]
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Como queremos que J sea un morfismo de bxcomple_]os dcbcmos saber como conmuta con d .y d

3.4 cs ¢l primer paso y podemos aphcar mducclon para obte T una formuln gcneml Para snmphﬁcar

vporh h,(_,) oh,(o) Tcnemos ahora

35) hd —( 1)’*‘

Estas férmulas puedcn implific
(k 0). Adcmas 0

3.7

para z[s]—[n).

Por otra parte, para verificar ciertas "simplicialidades" es importante saber como conmutan estas

iteraciones de los #; con los "pilll-bac " (Ixa) y (a' xl)'. Esto lo resumimos en los siguientes
diagramas conmutativos.

(38) | :.,,1 ‘.:" o

A"'""(X x A")b

—%-—> A’"""(X x A")



Homomomsmo DE CHERN-WEIL (VERSION SIMPLICIAL) - 52

K, x20) - ‘;“L A"'(X A")'
(3.9 A /,,J . i :l”/{, "-:' >
A (x, &) — A(X, %K)

para e:[q]—[n] y =[s]-[g]. La conmutatividad se prueba pnmero para h; directamente de la
definicion (fe: integrando) y luego por induccién,

La definicién del operador inverso E:A*(X;)— A*/(X) es un poco mas complicada puesto que

debemos construir formas en cada X, x A" a partir de s6lo una forma en X;.

Para cada operador inyectivo z[/]— [»] conSidé@se la I-forma 0,»61\’ (&) dada por

' b) Si Imoc Im @ entonces existe un tinico operador myecrivo r[I] - [n] taI que a— ar:
3, 12) Sz r[I]—) [n] esun operaa'ar inyectivo, entonces d@, = (1 +I)dl © A Adt '(')

3.13) 8- ,z:[I] —»[n] es un operador inyectivo, entonces

>-1'e, =—1d9

odj=r
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Definamos ahora el operador. I Af (X ) SA (X) BoF S

Definimos también los operadores S: A" .

: Sitb)

Con estos preliminares'estamos en posicién de dar: demostraciones. Debemos verificar que Z(7) y

S(w) son simpliciales, que J y £ son morﬂsmos de bicomplejos, que JE =1y que S es una homoto-
pia de cadenas.

Proposicion 3.14 Para ne A*(X,), £(n) es simplicial.

Demostracién Sea az[n] = [m] un operador inyectivo, Débembs probar que

(o x1) B(m), =(1x @) E(m),
Hay tres casos que considerar: B S
CasO 1 I>nl>m
CASO2 I>nl<m

CASO3 I<nlsm

No podemos tener [ <n y />m pues sxendo a inyectivo se tlene nsm

CASO 1 Es evidente pues £(n), = £(),, =0
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CAsS02 Aqui £(n), =0y, por otro lado o

Ahora,

No podemos tener Inoc Ima p pues se tendria I= [Im o|s|imal=n pero estamos suponiendo /> 1.

Entonces se sigue de (3.11.2) que (@)’ 8, =0 de’ donde'(l X a)E( 77) =0.

CAS03 Un céleulo directo muestra que

(a x1) E(n), =1 D a0, A%, y (1xa) E(n), =1l ¥ 5(a) 0,An7%7,
At ofibr]

Nuevamente por (3.11.a), en la segunda suma basta considerar las o tales que InocIme vy, en tal
caso, por (3.11..b), podemos expresar o, de manera iinica, como o= r para algin operador inyec-
tivo T:[I]— [n]. Asi ‘
(I1xa) E(n), =1t 3" 7 (@) Ope A By T
wi-[n]

=l Y w0, ATy7,, por(3.10)
tft)-(n]

=(ax1)E(7),

Proposicion 3.15 El operador J: A (X)—> A% (X, 1) es un morfismo de bicomplejos.

Demostracidn Debemos ver que los siguientes diagramas conmutan:

J J

A(X) ——> A(X)) AX) ——> (X))
o e e
Ak+l.l(x) _____:]__% AH‘(X,) Ak,lﬂ(x) f/\k(xlu)

DIAGRAMA A Este es un calculo directo usando (3.5)
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DIAGRAMA B Para @ € A" (X) tenemos

dYa=(-1) Z(_])f(ilds) e

.o Q@I.A
$=0. :

Entonces

Ty

Entonces

Por tanto #yJd, @ = 7d"Jo 'y como 7 es submersion, 'y ¢s inyectiva y hemos terminado,
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N —Es /.\"",(X) ‘~!— 

Ak+l ( Xt ) - Akn,l (X)

DIAGRAMA A Sea e A*(X, ,) Debemos probar que d'y £ 77) =k (d'r]) para toda n..

Si 1> n ambos lados se anulan, por definicién de £ por lo que podemos suponer 1 S n

Por propiedades basicas del operador diferencial se tiene:

dE(m), =1 Y. n;aa, AT+l Y (1) 18, A miydn,
£{1]-+{n) [i}{n)

La primera suma es de tipo (k,/ +1) y la segunda es de tipo (k +!,l). Por tanto

dyE(n), _u -1 )‘nAe /\n’xdﬂ
il S

De aqui ei cileulo es directo.

DIAGRAMA B Sea neA*(X,). Debemos ver que d,E(7), = E(d"7), para toda n.

Si I>n ambos lados se anulan. Si I=n, E(d"n),=0 mientras que d,E(n), =N7yd0 Ay
Pero df, =0 pues 6, cs una l-formaen A’

Supongamos entoces que / <n. Igual que antes vemos ahora que

dyE(n), =0 3 myd, A7,
i1t
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Por otra parte,

E(d”r]) (1+l)| Zn‘AO /\zr\( "

a'[l+l]-v[n]

od,. para algiin
B, =(

—-d0, A'lr:\.q,'a‘por'(7.4)'.'

=l erAdo AﬂAﬂ,l_ ‘
f[']-'("] N

Por lo tanto E(d”n) dAE( 77),

Para fe At (A’ )fdeﬁn'ase T(8)=J(, 0). ‘Usando 3.7 y 3.8 no es dificil probar que

7(d0)=3"(-1) (d")

i=0

Esta ecuacion se parece al Teorema de Stokes lo cual no es muy sorprendente si consideramos que J
se definié como una iteracion de varias integrales. De hecho usando Teorema de Stokes, es  sencillo
probar que

(3.17) T(0)=J‘o
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Proposicién 3.18 JE=1

Demostracidn Sea ne A (X,). Tenemos:

A X,‘XA"),sg‘tiexié :

Por tanto,
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Proposicion 3.19 Si w e A¥(X) es ;in{bl.icial,‘ entonces S(m)essnmpllcml »

Demostracién Para un opérador béélco :

Atiora, todo operador A p]")[f!_f l]?ta qu Imp-se ‘phe'de escribir, de manera inica, como

f=d,a para algin operador inyectivo [ p]*

- plpPn)
0sp<t
. ielmf

Pero si i €lm/3 entonces d; 6§, ="0_'por,3;1 l:a y'la tltima suma se puede tomar sin esta restriccién y
obtenemos: o ERE

> 7,8y Ay, = (1%, ) S(@,1)

o Alp)len]
el :Ospd

(d' x I).S‘(w); (l x
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Finalmente probemos que S es una homotopia de cadcnas _ S

Proposicién 3.20d,Sw+8d 0= Flo- o, o) eAt (X
Demostracidn Debemos mostrar que para cada n2-0 se tieﬁé d

Podemos suponer que /< n, de lo contrario @, se anula (no pued /)-formas en "X, x Asic

1> n)y, por definicién, £ se anula por arriba de /.

Calculemos.
dySw,= Y playd6, b, + Z(~l plll‘AH Ad h‘a)
af p]-{n] o n'lP]"["] T R
0sp<t el -
¥
Por otro lado
Sd,o, = Zp!:rAB N dAw
{2 e
meAe Ab dAa: + Zu‘n 8, A, dAw '

' r[’HﬂI
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ncelan al hacer:la suma: -,

Los téminos (#) cn las expresiones de d, S,y Sdyw, s

. 1) 1’71',,0 /\(lxea(,)) h
: '-'U]-'["l :

Considérese el término de (##) correspondiente ap=0:

- ZO'/:AG A(— ) hogy @, == ZnAo Ahw,oa),,
a{oPl) el

Aqui Ay, es una composicién vacia, de manera que haa,, =id. Entonces este término es igual a

- Y mb,A0, = ?ir’wn =-o0,
=2

a[0]-[n}

Por tanto

dySw, +54,0,+ 0, = Zp'erdB Ab,
2 bl

+ Z(—x) 17,0, /\(l
alil-{n} Lo
En la segunda suma cambiemos de indices reemplazando p por p +l Obtenemos

dySw, +Sdyo, +0,= Y plmd, ah, o,
"[P]"["]

-3 (p+l !er0 /\Z( l) hw,w

61
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Ahora bien, todo operador B[ p] - [#] ‘pyliede‘fe;sc:w irse, aunque no de r‘hajnéy‘ra’ ﬁhica,f"-gbrﬁ§ B=cd, .

con [ p+1]->[n] inyectivo yO<i<p+l \ma daamba pued?;':é:sdribirse

como:

.
;ng.d»'
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Por tanto
dySw,8d,0,+ v, =
|
« Etapa2

Consideremos ahora los espacios C:(X 1) de 'k-cocadennﬁ C"" en X, y definanse opéradores
&:Ca(x) > Ci(x) v 6uCh(x,) - CilX,,,)
por . : " L .
g ",‘ i 'v ' M
Coe=(-0s ey ((e)
e me

donde & es el operador cofrontera ﬁsunl y (d' )”»cs ol opefador inducido por &' en cocadenas.
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Claramente 6’5’ 0 y usa.ndo el hecho de qu "6 conmuta con (d' ) sc prueba mmedlatamentc que"
58" +6"8= 0 Fmalmcnt J ‘

{C" (X ,) s 5”} 'cs un blcomplejo

t lwdad se prueba que 5"5” 0,,Asn,

Considérese ahora el operador Dg: A¥(X,;)—> CX (X,) dado por
(DRQ)(C)=J.“’: ceC (X))
c
donde C;°(X;) es el espacio de k-cadenas C* en X,. Este es el operador usual del Teorema de De
Rham. Usando propiedades bésicas de integracion en cadenas y Teorema de Stokes es trivial probar

que Dy’ es un morfismo de bicomplejos. Ahora, el Teorema de De Rham afirma que, precisamente,

Dy, induce isomorfismos
m(a(x)a) = B(c(x,),6)

para cada /, y asi, por el Lema 3.2, D, mmblcn induce isomorfismos en las cohomologias de los
complejos totales.

Finalmente, considérense los espacios cr(x, }) de k-cocadenas continuas en X, y definanse operado-
res &' y 6" exactamente igual que para Cx(X,).
La inclusién C(X;) = C,(X,) induce morfismos C*(X,)——>C%(X;,). Claramente i es un mor-

fismo de bicomplejos y es bien sabido que i induce isomorfismos en cohomologia para cada / de
manera que también induce isomorfismos en la homologia de los complejos totales.

Juntando los dos isomorfismos de esta etapa tenemos que

Hy(X)2 H'(C(X,),6,5)

« Etapa3
En el capitulo 1 (proposicion 4.11) vimos que H (HXH) (S(X)) pero las "derivaciones" en

S(x) y {c* (X,)} son las mismas, por lo que H,, (S(X))= H'(C"(X,)).
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En conclusién tenemos ¢l siguiente:

X)),

Teorema 3:21 SiX gs:.vun ‘espacio simplicial, entonces Hy(X)= H (

Mis atmn, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.22 ([3], Teorema 2.14) E! isomorﬁ;smg H,;R(X)—> H . (HX") es multiplicativo donde del
lado izquierdo se tiene cl producto exterior y del lado derecho el producto "cup".

4. Conclusiones

Hemos visto en 1.7 que si G es un grupo de Lie, el haz simplicial NG —X— NG admite una cone-
xién simplicial. Los resultados de la seccién 2 nos dan entonces un homomorfismo multiplicativo de
Chemn-Weil simplicial
I'(G) = Hpr (NG)

Entonces, 3.21 y 3.22 nos da un homomorfismo multiplicativo

I'(G)——H"(BG)
del algebra de polinomios invariantes en G a la cohomologia singular del espacio clasificante BG de
G, que podemos Hamar homomorfismo universal de Chern-Weil.
La relacion entre el homomorfismo clasico ac Chemn-Weil y el simplicial cs la siguiente:
Teorema 4.1 ([3], Proposicion 3.7) Si &=(P, 7, M) un G-haz principal con aplicacion clasificante

[:M — BG, entonces el siguiente diagrama conmuta

r'(c)
P

H'(BG) ——> H'(M)
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Un resultado importante, debido a Cartan,’ pcn'mte usar la teona de Chern-WelI para cnlcular la-
cohomologia del espacio clasnﬁcante BG : : 7 : )

Teorema 4.2 ([2], Teorema 8.1) Si G e§ un grupo E'q [
I'(G)—=>H'(BG) -

es un isomorfismo.
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