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APLICACIONES DEL ANALISIS ESTADISTICO DE SERIES DE 
TIEMPO UNIVARIADAS A PROCESOS EVOLUTIVOS ESTOCASTICOS. 

Resúmen de la tesis que para obtener el 
grado de Maestria en Ciencias presenta: 
Bici. Mariana Núñez Zúñlga. 

Se investiga la utilidad de la aplicación del Análisis estadlstlco de 
serles de tiempo unlvariadas a procesos evolutivos estocásticos, para 
formalizar matemática y estadlstlcamente la polémica sobre el modo 
como ha ocurrido el cambio evolutivo. Se realiza el análisis estadlstlco a 
dos series poblacionales y a una serie de tiempo del registro fósil de 
radiolarios, para buscar modelos matemáticos que determinen si el 
cambio evolutivo ocurre de manera paulatina y gradual, o si por el 
contrario, los cambios observados en el registro fósil corresponden a una 
evolución saltatoria y discontinua como propone la teorla de los 
equilibrios puntuados. 

Se propone la necesidad de utilizar esta herramienta estadlstica en 
los protocolos de las investigaciones sobre Biologla Evolutiva, donde se 
tengan datos numéricos continuos, dado que el Análisis estadlstico de 
serles de tiempo es la herramienta estadlstica apropiada para analizar y 
modelar matemáticamente conjuntos de datos en el tiempo. 



PRESENTACION. 

La presente tesis está motivada por la aplicación de un nuevo 
prisma matemático y estadlstico para entender el fenómeno evolutivo: 
la aplicación del análisis estad!stlco de serles de tiempo unrvarladas a 
datos continuos del registro fósil, para abordar con formalismo 
matemático y estad!stlco la polémica en tomo al modo como ocurrió 
el cambio evolutivo, dado que a la fecha de elaboración del presente 
trabajo, no existen Investigaciones de esta !ndole. 

Cuando se dispone de información en forma de sucesiones 
cronológicas numéricas a Intervalos de tiempo fijos, es posible llevar 
a cabo un análisis estad!stlco de series de tiempo univariadas. La 
metodologra de este análisis estad!stico es aplicable a series de 
tiempo de cualquier área del conocimiento 

En el presente trabajo se ejemplifican las técnicas del análisis 
estad!stlco de series de tiempo unlvariadas, con aplicaciones a series 
de tiempo de procesos estocásticos ecológicos y evolutivos. Se 
construyen modelos estad!stlco-matemátlcos a partir de datos de 
serles de tiempo observadas y se estudia su utilidad para explicar el 
fenómeno evolutivo. 

Concretamente, se investiga si esta técnica estadistica permite 
distinguir si el proceso de cambio evolutivo ocurre de manera gradual 
o de manera brusca y saltatoria. De manera mas ambiciosa se 
Investiga si mediante esta técnica estadlstica es posible dlscem1r·1os 
componentes estocásticos de los componentes deterministas en una 
serle de tiempo de un proceso estocástico evolutivo, y aún más, si 
este análisis estad!stlco puede explicar si el cambio se debe al azar o 
a selección natural y si este cambio sigue de alguna forma al 
ambiente. 

Esta tesis es una muestra del tipo de investigaciones sobre 
procesos estocásticos en el área de Biologra Evolutiva que se pueden 
realizar con esta herramienta estadlstica. 
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INTRODUCCION. 

En la historia de la ciencia hay muchos ejemplos en los que la 
apllcaclón de herramientas nuevas y más sofisticadas al realizar la 
Investigación clentlfica de dlslintos fenómenos, ha descubierto nuevos 
niveles de complejidad ( Rostand, 1942). En ocasiones no se trala 
tan solo de una nueva dimensión que plantea nuevas preguntas sobre 
un área del conocimiento cientlfico, sino de todo un replanteamiento 
que revoluciona los modelos de problemas y las soluciones que una 
comunidad clenllfica reconocla como los cánones aceptados· del 
pensamiento clentlfico de esa época (Kuhn, 1970). 

Las realizaciones cientlficas universalmente reconocidas que, 
durante cierto tiempo, proporcionan modelos de problemas y sus 
soluciones a una comunidad cientlfica, han sido denominados 
"paradigmas" (Kuhn, 1970). 

Una de las polémicas contemporáneas medulares en 
Evolución es el modo como han surgido nuevas especies. Diversos 
autores sei'\alan que el paradigma actual en la teorla de la evolución 
de las especies es el modo como se ha dado el proceso evolutivo 
(Gould, Eldredge, 1977; Eldredge, 1985; Olea, 1986). 

El enfoque gradualista clásico postula que la evolución ha sido 
un proceso gradual y continuo, que se da desde las poblaciones hasta 
la macroevolución. La visión gradualisla de la naturaleza está siendo 
reemplazada por una concepción saltatorla o discontinua y se ha 
propuesto un enfoque alternativo: La Teorla de los Equilibrios 
Puntuados. 

La teorla de los equilibrios puntuados fué, propuesta a 
principios de los setentas por Gould, Eldredge y Stanley, para explicar 
la gran cantidad de patrones evolutivos que observaron en el registro 
fósil: millones de ai'\os sin cambio, y repentinamente cambios rápidos, 
asociados a la especlaclón. Este nuevo enfoque, propone una visión 
jerárquica de la evolución, considerando que la visión gradualista 
tiene un enfoque reducclonista que quiere extrapolar el 
comportamiento de la evolución de las poblaciones, hacia el 



surgimiento de nuevas especies y la macroevoluclón (Martlnez, 1986; 
Soberón, 1986). 

Una manera de abordar la polémica sobre el modo como 
ocurrió el cambio evolutivo, es tratar de plantear y formalizar el 
proceso evolutivo en términos matemáticos y estadlsticos. Entender 
a la evolución como procesos estocásticos y estudiar en términos 
estadlstlcos y matemáticos a los procesos evolutivos estocásticos­
deterministas. 

Ahora bien, ya que nunca es posible abarcar la realidad en su 
tolalidad, el conocimiento clenUfico selecciona un fenómeno o una 
serie de fenómenos, que siempre son abstracciones de un orden 
elemental (Rosenblueth, 1971). El conocimiento cienUfico busca 
regularidades en la naturaleza, para establecer relaciones, entre 
objetos o fenómenos que son invariantes en el tiempo y en el espacio. 
La ciencia busca modelos abstractos o teóricos lógicos, que 
representen fielmente las relaciones funcionales invariantes que 
existen en la naturaleza. Dado que la probabilidad de que un 
fenómeno dado se reproduzca en su totalidad es nula, la búsqueda de 
uniformidades y reproduclbilidades Implica una abstracción. En una 
situación compleja dada, se seleccionan algunos aspectos, algunas 
variables como Importantes o pertinentes y se hace caso omiso de 
otras variables que se consideran incidentales o contingentes, desde 
el punto de vista de la relación particular que se explora (Rosenblueth, 
1971). 

El lenguaje apropiado para establecer las relaciones 
funcionales entre las variables de interés, es el simbolismo de las 
matemáticas. Las teorlas cienUficas que pueden formularse a través 
de ecuaciones diferenciales son más Importantes y precisas. Estos 
modelos parten de experiencias pasadas y deben ser aplicables a 
situaciones similares futuras. La ciencia empieza y acaba siempre en 
la naturaleza, en los hechos, en una realidad externa que se postula 
(Rosenblueth, 1971 ). 

La presente tesis está animada por la aplicación de una 
herramienta estadlslica concreta, el análisis estadlslico de las series 
de tiempo univarladas, al estudio del proceso evolutivo, con la 



finalidad de encontrar nuevos argumentos estadlsticos y matemáticos 
sobre el modo en que han evolucionado las especies. 

El análisis estadtstico de las series de tiempo univariadas es 
una metodologta matemática que se aplica a información recopilada 
sobre un fenómeno particular en forma de registros metódicos u 
observaciones numéricas efectuadas a intervalos de tiempo fijos, con 
fines de análisis; es decir, para explicar el fenómeno en estudio y 
posteriormente, hacer planeación y toma de decisiones (Guerrero, 
1991a). 

Esta herramienta estadlstico-matemátlca es muy utilizada para 
el análisis de datos en investigaciones de muy diversas disciplinas 
clenllficas donde se estudian procesos estocásticos. El análisis de 
series de tiempo se aplica para investigar procesos estocásticos en 
muy diversas disciplinas cientlficas, desde investigaciones 
sismológicas, oceanográficas, biológicas, fisicas, qutmicas, 
económicas, etc. ( Wel, 1990). 

Sobre las aplicaciones del análisis estadlstico de series de 
tiempo en estudios sobre la variación de la abundancia de 
poblaciones biológicas, hay trabajos considerados como "clásicos" 
con los que se ejemplifica esta técnica estadlstica. Tal es el caso de 
los trabajos sobre las poblaciones de linces canadienses. (Elton y 
Nicholson, 1942, Schaffer, 1984 ). Sin embargo, el análisis 
estadtstico de series de tiempo univariadas no ha sido aplicado para 
investigar el fenómeno de la evolución biológica, entendiendo a la 
evolución de las especies, como procesos estocásticos deterministas 
biológicos evolutivos, pese a que en esta área se llenen conjuntos de 
datos numéricos o sucesiones cronológicas de poblaciones del 
registro fósil. 

El objetivo inicial de esta tesis es destacar que el análisis 
estadistico de las series de tiempo univariadas es una herramienta 
estadistica aplicable a procesos evolutivos biológicos estocásticos, en 
los que se tienen registros numéricos melódicos de una variable de 
interés a intervalos de tiempo fijos. A la fecha de presentación de 
esta tesis, no hay trabajos publicados sobre este tema. 



El resultado del análisis es un modelo matemático "ARIMA" que 
resume la Información de la serle y explica el comportamiento de la 
variable de Interés en relación al tiempo (Guerrero, 1991 a). 

La importancia de realizar este tipo de análisis estadistico en 
estudios de procesos evolutivos estocásticos, radica en que al aplicar 
el análisis estadistico de las series de tiempo univariadas a los datos, 
no solo se visualiza mejor el comportamiento presente de la variable 
en estudio mediante el modelo matemático obtenido, sino que 
además de explicar la situación actual del fenómeno, el modelo 
ARIMA permite hacer simulaciones y pronósticos sobre el 
comportamiento futuro de la variable en estudio y hacer inferencias 
sobre su historia, es decir, sobre los valores probables que tuvo la 
variable de interés en los tiempos pasados. 

Ahora bien, como ya se mencionó, actualmente las 
interrogantes centrales en la leerla dé la evolución son: ¿cómo ha 
sido el cambio?; ha sido un cambio gradual o el cambio se dió por 
"saltos" de un estado de equilibrio inicial a un nuevo estado de 
equilibrio?, y sobre todo, ¿a qué se debe el cambio? ¿a la selección 
natural o al azar?, ¿este cambio sigue de alguna forma al ambiente?. 

Dado que los modelos matemáticos ARIMA obtenidos mediante 
la aplicación del análisis estadislico de las series de tiempo 
univarladas a conjuntos de datos numéricos del registro fósil explican 
el comportamiento de la variable de interés, las preguntas más 
ambiciosas que se plantean en esta tesis son: 

1. ¿Es posible argumentar matemáticamente a favor del cambio 
gradual o por el contrario, el modelo matemático ARIMA indica que la 
variable tie'ne un comportamiento "por saltos", es decir a favor de la 
teoria de los equilibrios puntuados?. 

2. ¿Es posible mediante dicho análisis estadistico "separar' o 
entender los componentes azarosos o estocásticos, de los 
componentes deterministas en la serie de datos considerada?. 

3. ¿Es posible entender al proceso evolutivo mediante un 
modelo estocástico-determinista que considere como fuerzas 



antagónicas a las fuerzas generadoras del cambio y a las fuerzas de 
conservación o mantenimiento?. 

4. ¿Este análisis estadístico permite distinguir si el cambio se 
debió a selección natural o a deriva génica? ¿cómo?. 

En suma, se trata de investigar la "finura" y posibilidades de 
esta técnica estadlstlca para estudios sobre evolución biológica. 

Para responder a estas preguntas medulares, se realizó una 
Investigación siguiendo las etapas del método clentlfico: 1. 
Observación y formulación de hipótesis de trabajo, en la que se 
estudian los antecedentes y conceptos fundamentales tanto de los 
procesos evolutivos estocásticos, como del método estadfstlco, es 
decir del análisis estadlstico de las series de tiempo univariadas. 2. 
Experimentación, donde se aplica la metodologla estudiada a dos 
series de datos de procesos estocásticos biológicos evolutivos. 3. 
Discusión de resultados y corroboración de las hipótesis de trabajo. 4. 
Conclusiones: respuesta a las proposiciones centrales de esta tesis. 

Para poder establecer las hipótesis de trabajo, la Investigación 
de los antecedentes se dividió en tres áreas. La primer área, los 
antecedentes biológicos, se presenta en el capllulo 1, y se refiere a la 
Evolución de las especies. En este capllulo se busca realizar un 
análisis de las fuerzas involucradas en el proceso evolutivo, con la 
Idea de proponer un modelo estocástico-determinista de dicho 
proceso. Se presentan también las posiciones, modelos o escuelas 
actuales· que se ocupan del fenómeno evolutivo. 

La segunda área de los antecedentes del trabajo se refiere a 
los antecedentes propiamente estadlsticos y matemáticos, y se 
presentan el los capítulos 2, 3, 4 y 5. Por tanto, en el capitulo 2, se 
presentan los antecedentes y conceptos generales del Análisis 
estadístico de las series de tiempo univariadas. En los capltulos 3 y 4 
se estudia la metodologla del propio método, es decir, los pasos para 
construir el modelo ARIMA. La aplicación y los usos del modelo 
ARIMA se estudian en el capitulo 5: "Aplicación del modelo: 
pronósticos", donde se presentan tres situaciones bajo las cuales es 
posible obtener pronósticos, en primer lugar, los pronósticos para 



series de tiempo estacionarias, después los pronósticos bajo 
situaciones especiales, para series de tiempo con tendencia, y para 
series de tiempo clclicas o estacionales, y finalmente, se estudian los 
pronósticos que explican cambios en la estructura determlnlstlca del 
proceso, es decir, cambios en los parámetros del modelo ARIMA 
debidos a eventos exógenos: las intervenciones. Este capitulo es 
particularmente Importante para entender los alcances del método 
estadlstlco. Aqul se estudia de manera especial el caso de las 
Intervenciones, debido a la Importancia de estos eventos en el estudio 
de procesos estocásticos evolutivos. 

En la tercer área para establecer los antecedentes de trabajo, 
se ejemplifica la aplicación del análisis estadlstlco de serles de 
tiempo unlvariadas, para lo cual, en el capitulo 6 se presenta el 
ejemplo clásico de series de tiempo biológicas: los registros de la 
abundancia anual de linces canadienses realizados por la "Hudson's 
Bay Company" desde 1621 hasta 1913. Un proceso estocástico 
ecológico sumamente estudiado que permite investigar los alcances 
de esta técnica y analizar los componentes estocásticos y 
deterministas de dicho proceso. · 

Una vez establecidos los antecedentes y las hipótesis de 
trabajo, la segunda etapa de esta tesis, la fase experimental se 
presenta en los capltulos 7 y 6, donde se aplica la metodologla 
estadlstica de las series de tiempo unlvariadas a dos conjuntos de 
datos de procesos estocásticos biológicos, para comprobar 
experimentalmente las hipótesis de trabajo. Asl, en el capitulo 7, se 
presenta el primer conjunto de datos: una serie estacionaria y en el 
capitulo 6 se presenta el segundo grupo de datos, que es una serie 
con tendencia. 

La serle estacionarla del capitulo 7 es un registro de los 
cambios anuales de la abundancia de garzas "Ardea clnerea" en 
Inglaterra y Gales, durante más de 40 años. Este trabajo fué realizado 
por S.Stafford en 1971 y reeditado por Begon, Harper y Townsend en 
1966. Esta serie de datos si bien ha sido muy estudiada por distintos 
autores, Ilustra dos conceptos muy Importantes en series de tiempo, 
la estacionariedad y las intervenciones. 
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La serie con tendencia del capitulo 8 es un proceso estocástico 
evolutivo. En este caso, se eligió un extraordinario estudio 
paleontológico donde se exponen las variaciones en la morfologla de 
Jos radiolarios fósiles, durante un periodo de más de 2 millones de 
anos. Se trata de un conjunto de mediciones torácicas realizadas en 
muestras poblacionales de los radiolarios Pseudocobus vema, 
obtenidas en el registro fósil de la Antártida, por la Dra. D.E. Kellogg, 
publicadas en 1975. En 1977 Jos paleontólogos Gould y Eldredge 
publican un interesante articulo donde discuten las interpretaciones 
que la Dra. Kellogg dió a sus datos, y proponen un nuevo paradigma 
dentro de la Teorla de la Evolución: La teorla de los Equilibrios 
Puntuados. Cabe mencionar que en Paleontologla es muy diflcil 
obtener registros fósiles tan detallados con datos continuos, debido 
tanto a diferentes factores técnicos y económicos, como a 
imperfecciones del propio registro fósil. 

Al final de cada serie analizada, es decir al final de los capitulas 
6, 7 y 8 respectivamente, se desarrolla la tercera etapa de esta 
Investigación, que consiste en la discusión de los resultados. La 
discusión sobre la hipótesis de trabajo y la evaluación de los objetivos 
de la investigación, se presentan en el capitulo 9. 

Finalmente, las conclusiones de esta investigación, se 
presentan en el capitulo 1 O, donde se responde a las preguntas 
centrales por las que se Inició este trabajo, mediante las 
proposiciones fundamentales que resultaron del estudio. Se discute Ja 
utilidad de esta herramienta estadlstica en el estudio de procesos 
estocásticos evolutivos biológicos, tanto sus alcances, como sus 
limitaciones. 



HIPOTESIS DE TRABAJO 

Los modelos ARIMA obtenidos mediante el análisis estadlslico 
de series de tiempo aplicado a conjuntos de datos numéricos de 
series de tiempo evolutivas, explican matemáticamente cómo ocurrió 
el proceso de evolución de las especies; si hubo una tendencia de 
cambio gradual, o por el contrario si el cambio ocurrió "por un salto" 
debido a una Intervención que alteró la secuencia histórica de la serie. 

OBJETIVO GENERAL. 

El objetivo de la presente tesis es conocer Jos alcances y 
limitaciones del análisis estadisllco de series de tiempo univarladas 
en el estudio de procesos evolutivos estocásticos. 

Concretamente, el objetivo de esta tesis es aplicar esta 
metodologia estadistlca a una serie de datos numéricos del registro 
fósil de los radiolarios Pseudocobus vema, con el fin de modelar 
matemáticamente el comportamiento de dicha serie. Al modelar esta 
muestra del fenómeno evolutivo, se buscan argumentos matemáticos 
y estadisticos sobre el modo como ocurrió el proceso evolutivo, si se 
dió de manera gradual, o como un proceso de "equilibrios puntuados". 
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OBJETIVOS ESPECIFICOS 

1. Dar un argumento matemático y estadlstico mediante el 
modelo ARIMA obtenido a favor de un cambio gradual, si el análisis 
Indica que hay una tendencia en la serie de datos evolutivos 
analizada. 

2. Dar un argumento matemático y estadlstico si el modelo 
matemático ARIMA obtenido mediante el análisis de la serle de datos 
evolutivos indica que en la historia de la serie hay una intervención 
exógena que altera la secuencia del comportamiento histórico de la 
serie. En este caso, el comportamiento de la variable de Interés 
presenta "saltos" , y entonces el cambio ocurrió conforme lo explica 
la teorla de los equilibrios puntuados. 

3. Investigar si es posible mediante dicho análisis estadlstico 
separar a los componentes azarosos o estocásticos de los 
componentes deterministas de la serle de datos considerada. 

4. Investigar si es posible explicar al proceso evolutivo 
mediante un modelo estocástico-determinista que considere como 
fuerzas antagónicas a las fuerzas generadoras del cambio y a las 
fuerzas de conservación o mantenimiento. 

5. Investigar si el análisis estadlstico de series de tiempo 
permite distinguir si el cambio se debió a selección natural o a deriva 
génica. 
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CAPITULO 1. 

HACIA UN MODELO ESTOCASTICO·DETERMINISTA DE LA 
EVOLUCION. 

Evolucionar: desenvolverse, desarrollarse, 
pasar de un estado a otro. Cambio de forma. 

Real Academia de la lengua Espanola 

1. 1. Evolución: Los marcos y las construcciones del tiempo. 

Estudiar la evolución de las especies es tratar de comprender la 
vida desde una perspectiva muy peculiar; es entender la vida desde 
su complejidad y diversidad actual y verla de manera retrospectiva. 
Es entender su situación actual en términos de su historia, de su 
desarrollo en la abismal perspectiva del tiempo enmarcado en el 
registro fósil. 

Evolución significa cambio en los seres vivos a ·través de largos 
periodos en el tiempo. Significa cambios en la forma y conducta de 
los organismos de una generación a la siguiente. "Descendencia con 
modificaciones" en palabras de Charles Darwin (Darwin, 1859; Ridley, 
1993). 

La evolución de las especies es un fenómeno natural que se ha 
desarrollado de manera continua en el tiempo, mediante procesos 
estocásticos y deterministas. El registro fósil y las evidencias 
paleontológicas han sido los testimonios más contundentes del 
fenómeno evolutivo, y actualmente se realizan muchas 
investigaciones "de campo" y en el laboratorio para estudiar al 
proceso evolutivo (Smith, 1982; Eidredge, 1985; Piñero, 1987; 
Eguiarte y Souza, 1993). 

La vida en nuestro planeta ha sido un continuo desde sus 
inicios. En palabras de Theodosius Dobzhansky "En biologfa, nada 
tiene sentido excepto a la luz de fa evolución" (Dobzhansky 1980). Sin 
embargo, si bien la evolución biológica en nuestro planeta ha sido el 
resultado de un largo proceso de cambios, también es el resultado de 
un importántfsimo mecanismo de memoria, es decir, de la 
conservación de las caracterfsticas que resultaron "exitosas" ante los 
problemas o distintas circunstancias que el medio les ha presentado a 
los organismos para permitir o no su existencia, desarrollo y 
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permanencia. Este proceso es el resultado en buena medida de 
circunstancias azarosas, es decir cambios Impredecibles, sin 
embargo tiene también un fuerte componente conservador, 
determinista, de mantenimiento de las caracteristicas no sólo 
moñológicas, sino también fisiológicas y etológicas de los 
organismos, probadas en muchlsislmas generaciones. Los 
organismos actuales somos descendientes de organismos que, en su 
momento, fueron buenos solucionadores de problemas (Soberón, 
1987), y de cuya experiencia somos herederos. 

La evolución es el cambio neto direccional o acumulado, en las 
caracteristlcas de los organismos, poblaciones y especies en el 
tiempo. Incluye el origen de alelos, variantes (individuos), valores de 
caracteristlcas (por ejemplo tamai\o) o estados (función, forma por 
ejemplo). Por lo tanto, Incluye el cambio en las poblaciones y 
especies. Los genetlstas de poblaciones emplean la definición de 
evolución como el cambio en la frecuencia de los genes en el tiempo, 
por azar o direcclonalmente (Endler, 1966; citado en Núi\ez y 
Cordero, 1993). 

Ahora bien hemos que dicho que una de las polémicas 
contemporáneas medulares en Evolución es el modo como han 
surgido nuevas especies. El enfoque gradualista clásico que postula 
que la evolución ha sido un proceso gradual y continuo, que se da 
desde las poblaciones hasta la macroevolución; está siendo 
reemplazado por una concepción saltatoria o discontinua y se ha 
propuesto un enfoque alternativo: La Teorla de los Equilibrios 
Puntuados. Hemos mencionado también que este nuevo enfoque, 
propone una visión jerárquica de la evolución, y considera 
reducclonlsta a la visión gradualista que quiere extrapolar el 
comportamiento de la evolución de las poblaciones, hacia el 
surgimiento de nuevas especies y la macroevolución (Martlnez, 1986; 
Soberón, 1966). 

La teorla de los equilibrios puntuados considera que la 
adaptación se da asociada a estos procesos saltatorios, de cambios 
bruscos y sugieren que posiblemente sea consecuencia de algo que 
llaman "selección de especies": se forman especies al azar y 
algunas se extinguen y otras llegan por azar a algún pico adaptativo y 
son las que perduran. Entonces el proceso adaptativo se darla por 
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esta formación aleatoria y extinción diferencial de especies (Egularte, 
1986). 

De esta manera, el enfoque de los equilibrios puntuados 
considera que la mayor parte de las nuevas especies no han surgido 
de manera gradual a través de la acumulación paulatina de cambios 
adaptativos. Postula la posibilidad de que las nuevas especies hayan 
surgido bruscamente, de manera no adaptativa a través del rearreglo 
de su material genético. Largos periodos de equilibrio o estasis son 
interrumpidos bruscamente por cambios repentinos, puntuados, que 
sustituyen al anterior equilibrio por un nuevo periodo de estasis. De 
esta manera las especies evolucionan de manera saltatoria brincando 
de un equilibrio a otro, de una especie a otra a través del rearregio de 
su material genético. Serla este rearreglo el que servirla de barrera 
reproductiva y que aislarla a la nueva especie de la población original 
(Eguiarte, 1986; Olea, 1986) . 

La propuesta de los Equilibrios Puntuados sobre el modo 
puntuado de la evolución asl como la posibilidad de que la gran 
correlación entre los organismos y su medio -la adaptación- se deba a 
un proceso a nivel mayor que el de las poblaciones, a nivel de 
especiación y extinción diferencial, es interesante. Sewall Wright 
afirma que los Equilibrios Puntuados pueden reducirse a la topografia 
adaptativa (Eguiarte, 1986). 

Actualmente, la Blologia evolutiva pretende explicar dos 
grandes temas: la diversidad biológica y la adaptación (Núi'lez y 
Cordero, 1993). La diversidad biológica, es decir, la coexistencia de 
diferentes "entidades" se aborda desde diferentes niveles de 
complejidad: molecular, celular, Individual, poblaclonal y comunitario 
(Slmpson 1947, Nel 1987, Wilson 1992, citados por Núi'lez y Cordero, 
op cit.). La adaptación, es decir, el ajuste fino de los organismos al 
medio ambiente, también ocurre a varios niveles: gene, linaje celular, 
organismo, familia y deme (Wiiiiams 1966, 1992, Harvey y Pagel 
1991, citados por Núi'lez y Cordero, op cit.). 

Al estudiar la diversidad y la adaptación, la mayorla de las 
preguntas que se plantean en torno a estos temas, caen dentro de dos 
categorlas, origen y mantenimiento (Slmmons y Parker 1989, citados 
en Núi'lez y Cordero 1993.). ¿Cómo se originan las adaptaciones? 
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¿Cómo se mantienen? Cuando se habla del origen de las 
adaptaciones se analizan las fuerzas selectivas que favorecen la 
propagación de un gene mutante X en el seno de una población; 
mientras que el mantenimiento se refiere al estudio de las fuerzas que 
permiten que el gene X, una vez que predomina en la población, no 
sea reemplazado por otro gene alternativo. Aunque este 
planteamiento se enfoca desde un nivel génico, es aplicable también 
a los demás niveles o entidades ya mencionados (Dawkins, 1982; 
citado en Soberón, 1986.). De manera similar, es posible analizar los 
procesos que generan u originan la diversidad biológica y los 
procesos de pérdida y ganancia de distintas entidades que afectan la 
diversidad ya existente, es decir su mantenimiento. (Núi'lez y Cordero 
opus cit., 1993). 

Una manera de tratar tanto el modo como ha ocurrido el 
proceso evolutivo, asl como el proceso de adaptación, es formalizar 
los equilibrios puntuados matemáticamente. ¿Es posible explicar en 
términos cuantitativos y predictivos el proceso evolutivo? ¿ Se puede 
formalizar matemáticamente la propuesta de la Selección de 
especies de los Equilibrios Puntuados? ¿Es reducible la propuesta 
de selección de especies a la topografia adaptativa? ¿Es posible 
explicar en términos cuantitativos y predictivos el proceso de 
adaptación?. 

La propuesta del presente trabajo, es formalizar 
matemáticamente una de las polémicas contemporáneas en torno 
al fenómeno evolutivo: el modo como ocurrió el cambio 
evolutivo. Concretamente, analizar los datos numéricos continuos 
disponibles en el registro fósil y modelarlos matemáticamente 
mediante el análisis estadlstico de series de tiempo. Se propone 
entender a la evolución de las especies como procesos estocásticos 
deterministas que se han desarrollado durante largos periodos. SI se 
elige a alguna de las caracterlstlcas del registro fósil que sea medible 
en términos de variables continuas, es posible considerar a dicha 
caracterfstica como una variable a la que denominaremos a partir de 

ahora como z(t) ,y estudiar su desarrollo en el tiempo mediante el 
análisis estadfstico de series de tiempo univariadas, para explorar los 
alcances y limitaciones que esta herramienta estadfstica ofrece en el 
estudio de los fenómenos evolutivos. 
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Para ejemplificar esta propuesta, en la presente tesis se estudia 
un proceso estocástico biológico evolutivo: el caso de los radiolarios 
fósiles "Pseudocobus vema", en donde se analizan las variaciones 
morfológicas que presentan dichos organismos en su registro fósil. El 
registro fósil es un testimonio de las formas de vida que el tiempo ha 
permitido construir. Enmarcados en armazones geológicos, los fósiles 
son el elocuente testimonio, la huella de manifestaciones de vida 
anteriores a las actuales. 

Este estudio es muy interesante y singular, porque los casos 
de caracteristlcas medlbles como variables continuas en el 
registro fósil son extraordinarias. Sin embargo, cabe enfatizar que 
los procesos estocásticos evolutivos se presentan en todos los niveles 
de complejidad anteriormente mencionados, y casos de variación en 
la abundancia poblacional o variaciones en alguna caracterlstica 
morfológica son tan solo algunos ejemplos en los que se puede 
aplicar este tipo de análisis. 

A continuación se explicará qué es un proceso estocástico, a 
diferentes niveles: lineales, biológicos y evolutivos. 

1.2. Procesos estocásticos lineales y las serles de tiempo. 

Los procesos estocásticos son fenómenos o eventos azarosos, 
es decir su desarrollo depende del azar. Un proceso estocástico es 
lineal, si representa una familia de variables aleatorias asociadas a un 
conjunto Indice de números reales, de tal forma que a cada elemento 
del conjunto le corresponde una y sólo una variable aleatoria. Esto se 
escribe como { Z(t),t e T }; donde T es el conjunto Indice, y Z(t) es la 
variable aleatoria correspondiente al elemento t de T (Guerrero, 
1991a, Wel, 1990). 

Las partículas de una solución con movimiento browniano, son 
un claro ejemplo de un proceso estocástico (ver Peitgen, Jürgens y 
Saupe, 1992. The Caos Game: How Randomness Creates 
Determlnistic Shapes. Capitulo 7 de "Fractals for the Ciassroom"). 
Una y sólo una partícula puede ocupar un lugar específico en el 
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"universo " de la solución a un tiempo "t" dado, es el azar quien define 
qué partlcula ocupa ese lugar y en ese preciso momento. Las posibles 
partlculas que pueden ocupar ese lugar del universo considerado, y 
en ese momento, constituyen una variable aleatoria y el conjunto 
Indice de números reales al que están asociadas es el tiempo. 

El paso de Iones y de partlculas a través de membranas 
biológicas, mediante mecanismos de difusión y flujos debidos a 
gradientes de concentración qulmicos y/o gradientes electroqulmicos 
también son fenómenos que puede analizarse en términos de 
fluctuaciones probabilísticas y estocásticas (Berg, 1993: "Random 
walks in Biology"). 

Los procesos estocásticos pueden ser discretos o continuos. SI 
T es un conjunto finito o infinito, pero numerable, el proceso es 
discreto. Si T es un Intervalo de números reales abierto o cerrado, el 
proceso estocástico es continuo. 

Ahora bien, hemos dicho que un proceso estocástico es lineal, 
si represenla una familia de variables aleatorias asociadas a un 
conjunto Indice de números reales. Si el conjunto de números reales 
es una escala en el tiempo, y si a cada valor de la escala del tiempo 
le corresponde una y sólo una variable aleatoria, entonces tenemos 
una serie de tiempo. 

Una serle de tiempo es una secuencia ordenada de 
observaciones. El ordenamiento usualmente es a través del tiempo, 
a Intervalos fijos, de igual magnitud; pero el orden también puede 
considerarse en otras dimensiones, como el espacio (Wei, 1990). La 
profundidad en un registro fósil también puede considerarse como una 
escala de ordenamiento válida para series de tiempo, si tiene 
Intervalos de tiempo fijos. 

Las series de tiempo también pueden ser discretas o continuas. 
Una serie de tiempo es discreta si las observaciones se hacen en los 
momentos t1,t2, ..... tn; y estos intervalos tienen una longitud de tiempo 
fija. El proceso estocástico respectivo a esta serie, se denota por 

{ Z(t1 ), Z(t2), ..... Z(tn)} 
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"Z" denota a la variable aleatoria del proceso estocástico, es 
decir, su valor observado (Guerrero, 1991a). 

En N valores sucesivos de una serle de tiempo, las 
observaciones se escriben como Z1 ,Z2, ..... Zt, ..... Zn: y denotan las 
observaciones hechas en los intervalos equidistantes to+h, 
to+2h, ..... to+th, ..... to+Nh, en donde to es algún punto en el tiempo 
que hace las veces de origen, y h es la longitud del Intervalo de 
tiempo que separa a dos observaciones contiguas (Guerrero, 1991a). 

Un proceso estocástico tiene varias posibles realizaciones (llas 
partlculas de la solución se pueden acomodar de muchas maneras!). 
La realización de una serie de tiempo depende de un fuerte elemento 
probabillslico. El valor observado Ztl es uno en una familia de 
posibles valores Z. Sin embargo, el comportamiento de todas las 
variables aleatorias z Involucradas en el proceso estocástico, puede 
caracterizarse a través de la función de densidad f(Z). Asl, dos 
variables aleatorias Z1 y Z2, quedan descritas en términos 
probabillstlcos por su función de densidad conjunta f(Z1, Z2). En 
general N variables aleatorias, es decir un proceso estocástico, 
pueden escribirse mediante la función de densidad conjunta 
f(Z1 ,Z2, ..... Zn).(Wel, 1990). 

De esta forma, una serle de tiempo es una muestra de las 
posibles maneras en que puede desarrollarse un proceso 
estocbtlco llneal. La serie de tiempo en estudio es una sucesión 
cronológica de observaciones del proceso estocástico, es un 
conjunto de mediciones metódicas que se registran a Intervalos 
de tiempo fijos. 

1.3. Procesos estocásticos biológicos. 

El registro de un proceso estocástico se observa como la 
trayectoria de una partlcula que se mueve al azar en el espacio S, 
siendo ZI su posición en el Instante ti. Los valores que puede tomar ZI, 
en el espacio S al tiempo t, son llamados sus estados, y los cambios 
en el valor de Zi, reciben el nombre de transiciones entre sus 
estados (Coleman, 1976). Muchos fenómenos biológicos son 
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procesos estocásticos y pueden ser entendidos como sistemas cuya 
realización en el tiempo se desarrolla como fluctuaciones al azar. Los 
modelos estocásticos son aplicables a cualquier sistema que 
comprenda variabilidad al azar en el transcurso del tiempo. 

Variabilidad al azar en el transcurso del tiempo es una 
caracterlstica de muchos sistemas biológicos. Por tanto, dependiendo 
de la caracterlslica del fenómeno que se considere como variable de 
Interés, los procesos estocásticos en Biologla se encuentran en áreas 
muy variadas. Cabe mencionar que los fenómenos biológicos son 
resultado de un gran número de variables; por lo cual, cuando se elige 
una "variable de interés" para estudiar a un fenómeno biológico, las 
demás variables se consideran constantes. 

En Ecologla de comunidades la variable de interés puede ser 
el cambio en el número de especies de una comunidad en relación al 
tiempo. 

En estudios epidemiológicos, se estudia la propagación de una 
enfermedad mortal en una comunidad mediante modelos 
estocásticos, donde se clasifican en los estados o valores de la 
variable Zi al número de individuos que se encuentran en una 
categorla dada al tiempo considerado: sanos Inmunes, sanos 
propensos, portadores, infectados y fallecidos. De un tiempo 
considerado, al siguiente, las transiciones entre las clases un estado 
al otro indican la velocidad con que se propaga la enfermedad en la 
comunidad. Los epidemiólogos usan la teorla de los procesos 
estocásticos para buscar las formas de influir en la rapidez de 
transición de la enfermedad entre las clases consideradas. 

En Ecologla de poblaciones los modelos estocásticos son muy 
importantes, ya que analizan las variaciones en la abundancia de los 
organismos, es decir, las variaciones en el tamai'lo poblaclonal 
(Begon, Harper y Townsend 1986). Por ejemplo, en estudios con 
poblaciones de insectos se analiza el número de Individuos que se 
encuentran en un estadio al tiempo t. Aqul en cada valor de la 
variable ZI se clasifican a los insectos por el número de individuos que 
se encuentran en un estadio determinado: las categorlas pueden ser: 
huevecillos, pupas, larvas 1, larvas 11 ... , adultos. La transición entre el 
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estado de la variable Zi al tiempo t y sus siguientes estados explica el 
crecimiento y desarrollo de la población. 

En estudios con poblaciones vegetales es posible considerar 
un modelo similar, si las categorlas consideradas para cada estado 
de la variable ZI son por ejemplo: semillas, plántulas, adultos en 
floración, etc. 

En estudios poblaclonales, las variaciones en la abundancia 
poblaclonal de los organismos son caracterlsticas ya clásicamente 
estudiadas como procesos estocásticos que varlan en relación al 
tiempo. El caso de las fluctuaciones del tamallo poblacional de los 
linces canadienses es ya un ejemplo clásico porque se trata de un 
modelo muy bonito donde se tiene el registro del número de linces en 
Canadá desde 1870 hasta las poblaciones actuales. Para ejemplificar 
la aplicación del análisis estadlstlco de las series de tiempo 
univariadas a un proceso estocástico biológico, en el capitulo 5 se 
presenta el análisis estadlstico de esta serie de datos de los linces 
cazados en Canadá desde 1870 hasta 1913. 

En estudios de Fisiologla, los relojes biológicos y los ciclos 
clrcadlanos también pueden ser analizados como serles de tiempo, si 
la caracterlstica en estudio toma distintos valores numéricos 
continuos a intervalos de tiempo fijos. Sin embargo, en 
Investigaciones sobre potenciales cerebrales evocados y ciclos 
cardiacos, no es recomendable este tipo de análisis porque se trata 
de fenómenos con una marcada periodicidad. En este tipo de estudios 
la caracterlstica de Interés repite valores en cada periodo, por tanto, 
no se trata de procesos estocásticos. Para modelar el 
comportamiento de este tipo de fenómenos se utiliza el "Análisis de 
Fourler". (verWei, 1990, capitulo 10.) 

A nivel de dinámica molecuar serla muy interesante aplicar esta 
técnica estadlstica. En estudios de Bioqulmica, y de Biologla Celular 
donde interese modelar el comportamiento de poblaciones celulares u 
otro tipo de "poblaciones" en relación al tiempo. Por ejemplo, en 
Investigaciones sobre hipertensión arterial esencial, es muy 
Importante conocer las variaciones en la abundancia de las 
poblaciones de adrenoceptores beta bajo distintas condiciones; el 
análisis estadístico de las series de tiempo univariadas podría ayudar 
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a modelar y analizar el comportamiento de este tipo de poblaciones 
de receptores hormonales, ya que en este caso, el tamai\o de las 
poblaciones de adrenoceptores beta presenta marcadas fluctuaciones 
en relación al tiempo (Núi\ez Z. M. 1984. Tesis de Licenciatura: 
Método de Aislamiento de leucocitos polimorfonucleares en el estudio 
de receptores beta adrenérglcos, UNAM ). 

1.4. Procesos estocásticos en Evolución: 

En la Evolución de las especies, las alteraciones morfológicas 
de los organismos (o su persistencia), cama resultado de su 
adecuación al medio, son también procesas estocásticos, ya que se 
trata de cambios azarosos, variaciones al azar de una caracterlstica 
en relación al tiempo. Si se tiene un registra de datos numéricos, mas 
que de datos categóricos, de la caracteristica de interés, a intervalos 
de tiempo fijos, entonces es posible modelar los datos y explicar el 
fenómeno evolutivo de esa caracteristica en especial, mediante el 
análisis estadistico de las series de tiempo univariadas. Como ya ha 
sido mencionada, esta es la propuesta que se investiga en la presente 
tesis. 

- Modelo estoci!lstico detenninista de la Evolución.-

¿Es pasible explicar a la Evolución de las especies mediante un 
modelo estocástico-determinista? ¿Cuáles son las fuerzas del cambio 
y cuales son las fuerzas de mantenimiento de la Evolución? 

Un experimento es una pregunta que se hace a la naturaleza. El 
procedimiento clentlfico empieza por seleccionar. las variables de 
observación. Con el método cientifico primero se observa, se escucha 
a la naturaleza y después, mediante la experimentación se realiza una 
"observación razonada", cuyo resultado se confronta con la pregunta 
formulada en el hipótesis de trabajo (Rosenblueth,1971). 

La ciencia sin matemáticas es una ciencia pobre y limitada. Las 
matemáticas en la ciencia no dictan normas a la naturaleza, sino que 
deben ajustarse a ella (Rosenblueth, 1971 ). 
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El análisis de datos experimentales que han sido observados en 
diferentes puntos en el tiempo, conduce a problemas únicos y nuevos 
de modelaje e Inferencia estadlstlca. El método sistemático por el 
que se llega a responder matemática y estadlstlcamente a preguntas 
planteadas sobre bases de datos con este tipo de correlaciones en el 
tiempo, es el análisis de serles de tiempo (Shumway, 1988). Una 
serie de tiempo en su forma más simple, no es mas que un conjunto 
de datos z(t)que se observan en Intervalos fijos del tiempo t (Diggle, 
1990). Este análisis estadlstlco modela al fenómeno en estudio y 
permite realizar una "observación razonada" modela las 
observaciones y realiza inferencia estadlstica sobre la muestra de 
datos considerada. 

Ahora bien, ¿Si analizamos bases de datos numéricos 
continuos del registro fósil mediante el análisis de series de tiempo 
univarladas, puede llevamos la metodologla de las series de tiempo a 
un modelo matemático que nos permita discernir los componentes 
deterministas de los componentes estocásticos en un proceso 
estocástico evolutivo?. ¿Cuáles son los componentes estocásticos y 
cuáles son los componentes deterministas de la Evolución?. ¿Es 
reducclonlsta tratar de entender en estos términos a la Evolución?. 

- El fenómeno evolutivo como un proceso estocástico-determinista: 
Las fuerzas de la Evolución Biológica: Aspectos deterministas y 
aspectos estocásticos de la evolución biológica.-

1.4.1 Componentes deterministas de la evolución 
biológica: La selección natural y las fuerzas conservadoras o de 
mantenimiento: La "memoria" del proceso evolutivo. 

La leerla de la evolución moderna considera que una serie de 
fuerzas actúan sobre la variación genética de las poblaciones (Wright 
1932, Dobzhansky 1937,1970, Egularte 1988 y Eguiarte y Souza 
1993.) Estas fuerzas son: la selección natural, como un componente 
determinista que elimina parte de la variación dejando los genotipos 
más adaptados; la deriva génica, que elimina la variación genética de 
manera azarosa y cuya importancia depende del número "efectivo" de 
Individuos que deja descendientes de una generación a otra; la 
mutación, que genera la variación genética; el nujo genético, que 
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Introduce nueva variación proveniente de otras poblaciones, la 
recombinación genética entre cromosomas homólogos, y, por último, 
la endogamia, que se produce cuando en la población se llevan a 
cabo más apareamientos entre parientes de los esperados al azar, y 
modifica la proporción de Individuos de un genotipo dado. La 
Importancia de relativa de estas fuerzas, junto con la genética de un 
sistema dado, determina qué modelo de evolución opera en una 
población dada. 

1.La selección natural.-

La selección natural es considerada como un proceso universal, 
(Smlth, 1982; Ridley, 1993.) y la causa primordial de la evolución y la 
adaptación de las especies a diferentes medios de vida (Núi'\ez y 
Cordero, op. cit.). 

La teoría de la selección natural fue propuesta por Darwin y 
Wallace para explicar la evolución adaptativa de las especies (Darwln 
y Wallace, 1858, Darwin 1859). El 11 de Enero de 1844, Charles 
R.Darwin le confió a su joven amigo Joseph Hooker que en la 

·cuestión de la evolución de las especies, " ..... al fin comienzo a ver 
algo de luz. A pesar de que al principio mis opiniones eran contrarias 
a las de ahora, estoy convencido casi por completo que las especies 
no son inmutables. Decir esto es casi como confesar un asesinato ( ... ) 
Creo que he descubierto ( ¡y mire usted qué presuntuoso soy! ) la 
naturaleza de los mecanismos que permiten que las especies se 
adapten en forma tan exquisita a distintas condiciones" ( Darwin Ch. 
citado por Lazcano, 1994). 

Actualmente, sabemos que la evolución de las especies puede 
ser resultado de otros procesos, como deriva génica, recombinación 
cromosómica, migraciones, mutaciones y su Interacción con la 
selección natural (Wright, 1981,1982, citado en Núñez y Cordero 
1993). En la misma forma, la adaptación de las especies, podrla tener 
como origen, procesos estocásticos u otros fenómenos (lewontin 
1978, Gould y Lewontin 1979, citados en Núñez y Cordero op.cit.). La 
seleccfón natural puede mantener o mejorar la adaptación de las 
especies, pero no originarla (Núñez y Cordero op.cit.). 
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Modelos de evolución adaptativa. 

Bésicamente los modelos adaptacionistas del proceso 
evolutivo se pueden reducir a 3 ( Eguiarte, 1993) 

1. Modelo Fisheriano 
2. Modelo del Equilibrio cambiante ("shifting balance") 
3. Modelo de la Reina Roja de Van Valen (1973). 

1. Modelo Fisheriano (Fisher 1958): este modelo sugiere que la 
selección natural es una fuerza muy poderosa u que las distintas 
poblaciones de una especie siempre llegan a las mismas 
adaptaciones en un ambiente similar. Considera que existen pocas 
(generalmente sólo una) "solución" (adaptación) a un problema dado, 
y que la deriva génica juega un papel poco importante en la evolución 
(Eguiarte y Souza, 1993). La gráfica que Ilustra a este proceso es una 
topografla o paisaje adaptativo donde se presenta la adecuación de 
dos frecuencias alélicas "a" y "b". El valor máximo está en un solo 
punto, "ab", donde está la máxima adecuación promedio ''w''. 

2. Modelo del equilibrio cambiante o "Shifting balance" de S. 
Wright (1932): considera que la evolución es el resultado, tanto de la 
selección natural, como de la deriva génica y que las interacciones 
genéticas producen una '1opografla adaptativa" compleja, con 
distintas soluciones de diferente adecuación promedio (picos 
adaptativos). La gráfica que ilustra este modelo es un paisaje 
topográfico con dos o más "picos adaptativos" que corresponden a los 
valores más altos de la adecuación ''w''. 

3. Modelo de la Reina Rola de Van Valen (1973): este modelo 
sugiere que los mismos organismos están modificando la forma de la 
topografla adaptativa, por lo que nunca se llega a un punto óptimo y 
que, por lo tanto, las poblaciones tienen que estar cambiando 
constantemente. Este modelo fue nombrado asi en honor de la Reina 
Roja de· Alicia a través del espejo de Lewis Carroll, por Van Valen, ya 
que es un personaje que tiene que correr todo el tiempo para 
mantenerse siempre en el mismo lugar. Asi, según este modelo, 
aunque la selección natural constantemente está eliminando 
variación, las poblaciones no mejoran su adaptación en términos 
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absolutos, debido a que la topografla adaptativa ha cambiado y las 
poblaclones están otra vez poco adaptadas (Eguiarte y Souza, op. 
cit.). 

Según este modelo, las variaciones del medio ambiente, se 
solucionan con "plastlcldad" de la población gracias a su variabilidad. 
Aqul surge una pregunta Interesante: ¿y de dónde surge tanta 
variabilidad en ta población? ¿Las mutaciones, recombinación 
génica, tas migraciones son explicaciones suficientes? 

2. La memoria del proceso evolutivo: EL GENOMA.-

Como ya hemos dicho, los organismos actuales somos los 
descendientes de organismos pasados que fueron buenos 
solucionadores de problemas (Soberón, 1987), y de cuyo material 
genético "rebarajeado" y "corregido" somos los representantes 
actuales. La vida, es la expresión de un proceso continuo que se 
desarrollan en el tiempo. Aunque la vida de un Individuo tenga un 
Inicio, en el cual se constituye precisamente como Individuo, y su 
muerte sea un fin "individual", su proceso vital es parte de un 
continuo, porque su genoma le ha sido heredado desde sus mas 
remotos ancestros. Las moléculas de sus ácidos nucléicos se han 
transmitido de una generación a otra, por más de 3500 millones de 
allos, modificándose y ramificándose, desde las primeras 
manifestaciones de la vida hasta llegar a su estado actual (Pil\ero, 
1987) y, en su caso, serán transmitidas a sus descendientes. Todos 
los organismos vivos estamos "hermanados" en mayor o menor 
medida por nuestro genoma. 

1.4.2 Componentes estocásticos del fenómeno evolutivo: 
las fuerzas generadoras del cambio: mutaciones, deriva génica o 
deriva genética al azar, recombinación cromosómlca y migraciones ó 
flujo génico. 

Estocástico significa azaroso. Los componentes estocásticos 
del fenómeno evolutivo son aquellos factores que provocan cambios 
al azar, sin dirección, en las especies. El azar en la evolución de las 
especies opera a muchos niveles (Oobzhansky 1980). Sin embargo, el 
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cambio evolutivo se produce en fas poblaciones, no en los individuos. 
El individuo nace, crece y finalmente muere. Desde el punto de vista 
evolutivo, el Individuo es eflmero; sólo la población es continua; la 
continuidad deriva del mecanismo de la herencia biológica. Los 
organismos Individuales pueden cambiar a lo largo de su vida, pero su 
constitución genética permanece constante. Por el contrario, la 
constitución genética de una población puede cambiar de una 
generación a otra, y asl sucede por lo general. La evolución consiste 
en cambios en la constitución genética de las poblaciones. (Ayala, 
1980). 

El cambio genético en las poblaciones se produce a través de 
los procesos de mutación, deriva génica al azar, migración o flujo 
génico y selección natural (Ayala, 1980). 

Mutaciones: 
La mutación es la fuente última de toda la variación genética 

(Ayala, 1980). A nivel del acervo de genes ("gene pool"), las 
mutaciones producen variaciones aleatorias respecto al ambiente, por 
lo que no pueden dirigir por si mismas la evolución hacia nuevas 
formas adaptativas al medio. Las mutaciones, junto con la deriva 
génica, son el componente estocástico del proceso evolutivo, a nivel 
molecular. 

Deriva génica o deriva genética al azar: 
La deriva genética al azar es el cambio en las frecuencias de 

genes de una generación a otra, debida a los "errores o accidentes de 
muestreo" de una generación a otra. Estos "errores del muestreo" se 
deben al azar, son sucesos estocásticos porque por puro azar la 
composición de genes es diferente en las distintas generaciones de 
una población. Este "error de muestreo" provoca que exista una gama 
de alternativas en las frecuencias génicas de una generación a la 
siguiente; son variantes de un mismo acervo de genes, pero 
ligeramente diferentes por este error de muestreo. Por esto también 
es una fuente de variabilidad a nivel molecular. La composición 
genética de una generación a otra, y de una población a otra no es 
una copia idéntica de la generación anterior, es una variante de la 
anterior, es una muestra nueva, ligeramente diferente a la muestra 
anterior, pero tomada de la misma población de genes disponibles en 
ese momento. Cuanto más pequeña es la población, mayor es el 
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efecto de la deriva génica al azar sobre las frecuencias de genes 
(Ayala, 1980). 

La deriva génica o deriva genética es por tanto, un factor que 
produce cambios, variabilidad, desviaciones aleatorias en la 
composición génica de la población. Asl, nuevas combinaciones de 
genes entran en juego de una generación a la siguiente, con las 
exigencias adaptativas del medio marcadas por la selección natural. 

Recombinación genética: 
Formación de una nueva combinación genética resultante del 

cambio reciproco entre cromosomas homólogos (Sarukhán, 1988). 

Migraciones o flujo genético: 
La migración o flujo génico de una población a otra de la misma 

especie puede aumentar la variación genética en las poblaciones 
locales (Ayala, 1980). 

La selección natural no es un componente estocástico del 
fenómeno evolutivo, hemos dicho que es un componente detenminista 
porque determina cuales son las formas o variantes más exitosas de 
un población. La selección natural puede definirse como la 
reproducción diferencial de variantes genéticas alternativas. Los 
organismos que poseen variantes génicas útiles para sus portadores 
porque en ese momento resultan las mejores respuestas adaptativas 
al medio ambiente, es probable que dejen más progenie que los 
organismos con variantes genéticas alternativas, menos adaptativas 
(Ayala, 1980). 

El potencial evolutivo de una población está determinado 
por el grado de variación genética que existe en la población. La 
selección natural, al Igual que la deriva génica la azar, solamente 
puede tener lugar en poblaciones que posean variabilidad genética. 
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1.5 Modelos actuales sobre la Evolución Biológica. 

Históricamente ha habido dos escuelas, dos enfoques o 
modelos que explican como se dió el proceso evolutivo: 

1.5. 1 Graduallsmo filético: bajo la sombra de Darwln. 

La escuela tradicional del Graduallsmo filétlco defiende el 
enfoque Darwlnista tradicional que explica la evolución mediante un 
modelo determinista en el cual la Selección Natural es la fuerza que 
determina las frecuencias génicas en una población, y por tanto las 
caracterlsticas poblacionales más frecuentes que se presenten en 
dicha población en determinado momento. En este enfoque, las 
circunstancias ambientales generan un mecanismo de presión que 
favorece a ciertas caracterlsllcas y actúa en contra de otras 
caracterlstlcas también presentes en la población, lo que se traduce 
como un cambio en las frecuencias génicas de la población. 

. El ejemplo que Charles Darwin no conoció y que le faltó para 
Ilustrar el mecanismo de acción de la Selección Natural, es el caso 
del melanlsmo industrial de las polillas inglesas "Biston betularla" y la 
contaminación generada por la Revolución Industrial Británica (Bishop 
1972, citado en Núnez y Cordero, 1993.). La revolución Industrial 
trajo consigo contaminantes que se depositaron en las cortezas de los 
árboles; de manera que las polillas claras ahora perdlan su 
mimetismo al posarse en los árboles, resultaban más evidentes a sus 
depredadores; mientras que las polillas obscuras resultaron 
favorecidas por el nuevo cambio ambiental y ganaron mimetismo al 
posarse en las cortezas, ahora obscurecidas por el hollln provocado 
por la contaminación ambiental. Este cambio ambiental, favoreció a 
las polillas obscuras. La presión de selección natural aumentó sobre 
las ahora evidentes polillas claras, (¡sus pájaros depredadores las 
velan fácilmente contra un fondo obscuro!), disminuyó sobre las 
polillas obscuras y con el tiempo las frecuencias fenollplcas y 
genotlplcas de la población local, se modificaron. 

El enfoque gradualista explica que la evolución de las especies 
es el resultado de la acumulación gradual de cambios en los 
organismos. En este punto es Importante mencionar que actualmente 
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hay mucha discusión sobre el nivel al que actúa la Selección Natural, 
y sobre las unidades que se seleccionan. Se discute sobre 
megaevoluclón, la macroevoluclón y la microevoluclón En cuanto a 
las unidades que se seleccionan se propone a la especie como 
unidad de selección, a las comunidades, a las poblaciones, a los 
individuos e incluso se ha considerado al gen como unidad de 
selección natural, en la teoría del "gen egoísta" de Dawkins (Dawklns 
1977; citado en Soberón, 1986). 

Bajo la perspectiva Darwinlana, la paleontología explica el 
origen de nuevos laxa con las siguientes aseveraciones que ilustran 
claramente los postulados del gradualismo filético: (Eldredge, 1985) 

1. Las nuevas especies surgen de la transformación de una población 
ancestral en sus descendientes modificados. 
2. La transfomnación es lenta y "apenas notoria" (lncospicua). 
3. La transformación involucra a un gran número, si no a todos los 
miembros de la población ancestral. 
4. La transformación ocurre sobre todo o una gran parte del rango 
geogréfico de la especie ancestral. 

Estas aseveraciones implican varias consecuencias, dos de las 
cuales parecen ser especialmente importantes para los 
paleontólogos: 

1. Idealmente, el registro fósil para el origen de una nueva 
especie debería consistir en una larga secuencia de cambios 
continuos, de fomnas intermedias insensiblemente graduadas que 
unieran a los ancestros con sus descendientes 

2. Bajo el postulado de una secuencia de gradualismo filético, 
las rupturas moñológicas del registro fósil, se deben a impeñecciones 
en el registro geológico. 

La rareza de las series transitorias en el registro fósil 
permanece como un "punto flaco" del gradualismo filético. Bajo esta 
perspectiva, siglo y medio después, los reclamos antievolucionistas 
de Cuvier todavía no han sido satisfactoriamente acallados: "SI la 
evolución es verdadera, deberían existir miles, millones de formas 
transitorias constituyendo una cadena irrompible" (Anónimo, 1967. 



28 

Dld Man Get Here by Evolution or by Creatlon? -panfleto de un testigo 
de Jehová citado en Eldredge N. 1985). 

1.5.2 Teorla de los Equilibrios Punteados: 

En el estudio de la evolución de las especies, el paradigma 
central es sobre el modo en que se ha dado el cambio. ¿Cómo se ha 
dado el cambio? ¿El cambio ha sido gradual? o por el contrario ¿las 
modificaciones se van acumulando durante mucho tiempo, hasta que 
"de pronto" se da un salto de un estado de estasls Inicial, hasta un 
nuevo estado de "estasls" o equilibrio?. 

La posición de la escuela de tos graduallstas, cuyo 
representante más famoso es Charles Darwln, fue refutada en la 
década de los años 70s, por dos paleontólogos, los Investigadores: 
Stephen Jay Gould y Nlles Eldredge, quienes dieron una nueva 
Interpretación a los datos disponibles en el registro fósil, al postular su 
teorra de los "Equilibrios Punteados". 

Gould y Eldredge, afirman que es necesario dejar de buscar 
"eslabones perdidos", y que se debe interpretar al registro como es. 
Es decir, no es que el registro fósil sea Imperfecto, sino que la. 
evolución de las especies se ha dado "por brincos" y por tanto no hay 
puntos Intermedios entre una caracterlstica y la aparición de una 
caracterlstlca nueva (Gould y Eldredge, 1977, 1986; Eldredge, 1985). 

Como ya se mencionó, el Interés central de esta tesis, es 
Investigar si el análisis estadlstlco de las series de tiempo unlvarladas 
es aplicable a procesos estocásticos evolutivos, y si es posible 
argumentar matemáticamente a favor de un cambio gradual, o por el 
contrario, el modelo matemático explicarla un comportamiento por 
"equilibrios punteados". Concretamente, en esta tesis se aplica el 
análisis estadlstlco de las serles de tiempo unlvariadas a los datos 
numéricos del registro fósil publicados en 1977 por Gould y Eldredge 
en su artlculo "Punctuated Equilibria: the tempo and mode of evolutlon 
reconsiderad". Gould y Eldredge, se basaron en este tipo de registros 
para fundamentar su teorra de los Equilibrios Punteados. 
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Es importante mencionar, que en el registro fósil no es fácil 
encontrar datos numéricos de una caracterlstica a Intervalos de 
tiempo constantes. En el registro fósil en general se encuentran datos 
categóricos, pero es muy dificil encontrar una serie de datos 
continuos. La escuela de los Gradualistas, defiende su postura 
argumentando "imperfecciones" del registro fósil. Donde no hay una 
clara evidencia del paso gradual de una caracterlstica a otra, se ha 
hablado de "eslabones perdidos", es decir "paréntesis" en donde al 
parecer no hay infonnación porque se ha perdido. Puede ser que 
esas partes de estructura de los organismos donde se apreciaba el 
cambio gradual de una caracteristica a otra no se pudieron fosilizar 
por tratarse de tejidos blandos; o bien porque simplemente no se 
dieron las condiciones ambientales necesarias para la fosilización de 
esas estructuras. De hecho, son muy pocos los casos en el registro 
fósil donde se tiene el registro del cambio gradual de una 
caracterlstica en un tiempo largo. 

En contraste con los postulados del gradualismo filético sobre 
las tendencias y predicciones de la especlaclón alopátrlca, La Teorla 
de los equilibrios punteados propone que respecto a la especiación 
alopátrica {Eldredge, 1985): 

1. Las nuevas especies surgen por la división de linajes. 
2. Una nueva especie surge y se desarrolla rápidamente. 
3. Una pequei'\a sub-población de la fonna ancestral da lugar a la 
nueva especie. 
4. Las nuevas especies se originan en lugares muy pequei'\os de la 
extensión geográfica ancestral, en un área aislada en la periféria del 
rango geográfico total de la especie ancestra. 

Estas cuatro aseveraciones Implican dos importantes 
consecuencias: 

1. En cualquier sección local que contenga a la especie 
ancestral, el registro fósil de los descendientes, puede consistir en un 
rompimiento morfológico marcado, drástico entre las dos fonnas. 
Este rompimiento marca la migración de los descendientes al área 
periféricamente aislada en donde se desarrollaron a partir de su forma 
ancestral. Cambios morfológicos en su antecesor , aún cambios 
direccionales en el tiempo, no deben mostrar relación con la 
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morfologla de los descendientes, ya que estos cambios en los 
descendientes surgen como respuesta a las condiciones locales de su 
área geográficamente aislada. Dado que la especlaclón ocurre 
rápidamente en pequei\as poblaciones ocupando regiones 
geográficas pequei\as alejadas del centro de abundancia ancestral, 
raramente encontraremos el evento "actual" en el registro fósil 
{Eldredge, 1985). 

2. Muchos rompimientos del registro fósil son reales; ellos 
expresan el modo en que ocurrió la evolución, no son 
fragmentos de un registro fósil incompleto. La marcada ruptura en 
una columna local, registra fielmente lo que ocurrió en esa área a 
través del tiempo. La tradición institucional milenaria dicta al 
paleontólogo una reacción de "avestruz" y le hace ver cualquier 
anomalfa como una "imperfección del registro fósil''. Sin embargo, 
son reflejos verdaderos de la historia de la vida. Este testimonio, este 
registro fósil es mucho mejor ( o de menos más rico en el óptimo de 
los casos) de lo que la tradición dicta (Eldredge, 1985). 

1.5.3 ¿El paradigma actual sobre la evolución de las 
especies?. 

Et Darwinismo es la piedra angular de la Biologla Evolutiva, sin 
embargo, no es legltimo igualar a la Biologla Evolutiva con el 
Oarwinismo. Esto llevaría a confundir el fenómeno con la explicación 
(Lazcano, 1994). La Biologia Evolutiva no es el patrimonio de una 
sola corriente o escuela, actualmente ésta ha trascendido no sólo los 
postulados de Darwin, sino también las premisas de los 
neodarwinistas, y el programa de trabajo de la nueva slntesis. 
Actualmente la Blologla Evolutiva considera además del graduaiismo 
fiiético, a los neutralistas de Kimura, a los saltacionistas, a los 
estructurallstas y a quienes reconocen el significado evolutivo de los 
fenómenos simbióticos. No es que el neodarwinismo esté equivocado, 
más bien, es que está incompleto (Lazcano, 1994). 

¿Y cómo completarlo? 

En primer lugar, reconociendo los limites de sus aciertos y la 
legitimidad de algunos de sus prejuicios. En segundo lugar, 
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admitiendo que el tránsito hacia una descripción más rica y completa 
de los procesos evolutivos ocurrirá cuando reconozcamos la 
existencia de una enorme variedad de procesos evolutivos que 
operan a distinta escala, y con diferente rapidez. Más allá de fobias y 
afectos, debemos reconocer el valor de Stephen Jay Gould, George 
Mlklos, Nlies Eldredge Lynn Margulis y muchos más, al desafiar el 
diálogo circular y endogámico que hacia de la selección natural el 
único mecanismo evolutivo en un proceso descrito de manera 
inevitable como lento y gradual. (Lazcano, ¿Y si Darwin no hubiera 
muerto?. La Jornada Semanal, Mayo 8 de 1994). 

Y en tercer lugar, que es la propuesta del presente trabajo, 
formalizando matemáticamente las polémicas contemporáneas, en la 
medida en que los datos lo permitan, y disenando investigaciones con 
protocolos que consideren herramientas estadistlcas apropiadas para 
tratar datos en el tiempo, es decir tratar a los datos en evolución como 
lo que son, series de datos en el tiempo, que puedan dar respuestas 
con el formalismo de los modelos estad!stlco-matemátlcos. 
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CAPITUL02. 

ANALISIS ESTADISTICO DE SERIES DE TIEMPO UNIVARIADAS: 
CONCEPTOS INTRODUCTORIOS Y ANTECEDENTES. 

2.1 Series de tiempo. 

Una serle de tiempo es una sucesión cronológica de datos u 
obervaciones generadas por un proceso estocástico cuyo Indice se 
toma en relación al tiempo. Una serie de tiempo es un registro 
metódico de mediciones u observaciones numéricas de una variable 
o caracterlstica de interés, efectuadas a intervalos de tiempo fijos 
(Guerrero, 1991a). 

2.2 Objetivos de un análisis de series de tiempo. 

Un modesto objetivo de cualquier análisis de series de tiempo 
es brindar una concisa descripción de una serie histórica. La 
descripción puede consistir en unos cuantos estadlsticos, y 
probablemente incluir una o más representaciones gráficas de los 
datos. Esto es debido a la complejidad de una serie de tiempo, que 
se opone a una muestra tomada al azar de una distribución. Más que 
un sencillo número, se requiere de una función que sumarice cada 
una de sus caracterlsticas esenciales. Un sencillo ejemplo es la 

descripción del valor de la media, como una función del tiempo, µ(t), 
mas que una sencilla cantidad de f' (Diggle, 1990). 

Una meta más ambiciosa es pronosticar los valores futuros de 
una serie. De hecho la mayoria de los análisis de series de tiempo 
se han realizado con este propósito, con obvia relevancia en 
pronósticos de ofertas y otras aplicaciones económicas (Box y 
Jenkins 1970, citados en Dlggle, 1990). 
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Un problema que surge de manera natural en medicina y en 
otras muchas disciplinas, es el monitoreo de una serie de tiempo 
para detectar cambios en la conducta de la serie conforme ocurren 
(Smith y West, 1983. citados en Dlggle, 1990). 

Un papel más pasivo, pero no menos Importante del análisis 
de series de tiempo, es establecer una dependencia en serie al 
hacer inferencias sobre los parámetros estructurales básicos. La 
forma de los datos en series de tiempo es muy importante para el 
desarrollo de procedimientos inferenciales válidos y eficientes. 

Finalmente, se distinguen dos tipos de modelaclón de datos 
de series de tiempo. Los modelos pueden realizarse con miras a 
una comprensión clentiflca posterior de los mecanismos 
subyacentes que generaron los datos, o de manera mas 
pragmática como una herramienta auxiliar para lograr objetivos 
previamente establecidos (Diggle, 1990 op. cit.). 

2.3 Análisis estadístico de series de tiempo. 

La metodología del análisis estadístico de series de tiempo 
unlvariadas es aplicable a series de tiempo de cualquier área del 
conocimiento, donde la información es recopilada en forma de datos 
numéricos con fines de descripción, análisis, planeación y/o toma de 
decisiones (Guerrero, 1991 a; Wei, 1990). 

La estrategia para realizar el análisis de serles de tiempo que 
aquí se presenta, es el sugerido por Box y Jenkins en su libro 
publicado en 1970. •A partir de aqul toda la exposición de la 
metodología, se basa en la concepción teórica del Dr. Víctor Manuel 
Guerrero (Guerrero, 1991 a) 

La construcción de los modelos de la familia ARIMA, 
("Autorregressive, lntegrated, Moving Average Models") surge tanto 
de consideraciones meramente estadlsticas, a fin de tener en cuenta 
la aleatoriedad de los fenómenos, como de modelos dinámicos 
puramente deterministas, que han aparecido dentro del área de la 
matemática discreta y a. los cuales se conoce como ecuaciones en 
diferencias. / 
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La explicación desde el punto de vista estadlstlco, de cómo se 
pueden generar serles de tiempo a partir de procesos estocásticos 
muy generales se presenta de manera detallada en el siguiente 
capitulo. En contraste, ahora se explicará el aspecto determinista de 
las serles de tiempo, es decir, se explicará cuál es el proceso 
generador de la serie. 

A continuación se presenta una breve Introducción a las 
ecuaciones en diferencias, para entender las herramientas 
matemáticas en que se basa la metodología de Box y Jenklns para 
el análisis de las serles de tiempo. 

2.4 Ecuaciones en diferencias para procesos deterministas. 

En esta sección se presentan los conceptos básicos de 
ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias, necesarios 
para entender la metodología general que se sigue para resolver 
ecuaciones en diferencias de primero, segundo y de orden "p" 
empleadas por Box y Jenklns en el análisis de series de tiempo. 

Ecuaciones diferenciales.-

Las ecuaciones diferenciales describen funciones entre la 

variable dependiente (y), en relación a la variable Independiente (x), 
cuando ésta es una variable continua, es decir puede tomar 
cualquier valor sobre el eje de las abscisas. Entonces, cuando se 

considera que la variable Independiente (x), es el tiempo y éste es 

continuo, el comportamiento de la variable z (t), a través del tiempo 
queda determinado por sus derivadas: 

dZ =ky dZ d
2
z d'Z 

di --> dt' dt2 ·····(jF···· ······<2·1> 
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Las ecuaciones diferenciales pueden ser de 1er. orden, de 2o. 
orden o de orden "p", dependiendo del valor de la derivada más 
alta: 

1er. orden: :=ky ....•................••...•.•••.•.••.•..•••.•.•....•....•.•••••• (2.2) 

. d 2y dy - ' 20. orden. dt' +b dt +cy-0 ........................................................ (2.3) 

y· +by +cy ................................................................. (2.4) 

orden "p": cuando p ;,: 2. 

Las ecuaciones diferenciales describen movimientos 
oscilatorios cuando el 

Y" +ky=0 ......................................................................... (2.5) 
(Garcla Relmbert, 1991). 

La solución de las ecuaciones diferenciales está dada por la 
ecuación característica del proceso (2.20), como se explica más 
adelante. 

-a, ±Ja: +4a2 
X=-~~-~ 

2a, 
.......... *(2.20) 

• El procedimiento para la solución de las ecuaciones diferenciales 
puede consultarse eri cualquier libro de texto de calculo diferencial 
(Boyce y DiPrima, 1977, por ejemplo.). 
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Ecuaciones en diferencias.-

En los casos de procesos estocastlcos que nos Interesa 
estudiar, la variable numérica -tamano poblaclonal, o tamanos 
promedios de tórax- varia en relación al tiempo. Como en nuestros 
casos la escala de tiempo tiene Intervalos de tiempo fijos, no 
continuos, se trata de ecuaciones en diferencias, ya que las 
ecuaciones en diferencias son el equivalente discreto de las 
ecuaciones dlferenclales que Involucran variables en . función del 
tiempo. 

Al observar el comportamiento de la variable Zt con cierto 
esparclamlento a través del tiempo, ésta depende ''tiempos 
discretos" (en el cual 1 sólo toma valores enteros .. .,-2,-1,0, 1,2,. .. ). SI 
se consideran Intervalos de tiempo constantes, entonces el 
comportamiento de la variable Zt esté dictado por sus diferencias 
v , es decir, por los Incrementos 6 variaciones de Zt al pasar de un 
Intervalo al siguiente: 

t.Z, = z,., - z, .............................................................. (2.6) 

Este "operador Incremento" es una notación més usual para 
ecuaciones en diferencia. 

Entonces, el equivalente discreto de 

dZ d2z d'Z 
dt' dt' '"""iif'"''''"'""'''"'"''''""'"'''''"""'''''''''(2.7) 

es 

vz,, v•z,~ v•z, ............................................... (2.8) 
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sin embargo, si 1 sólo toma valores enteros contiguos, se sabe que 

t=1; por consiguiente Zt, viene a ser el equivalente de :: cuando t 

toma los valores .... , -2,-1,0, 1,2,. ..... 

Debido a la relación vz, = 6Z1_, que liga estrechamente a los 
operadores Incremento y diferencia ( ó.yV ), se considera que no 
existe riesgo al emplear vz, , y a la vez se mantiene el concepto de 
variable retrasada. 

En analogla con las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones 
en diferencia pueden ser lineales o no lineales, si ninguno de sus 
términos Z aparece elevado a alguna potencia distinta de uno, y de 
diversos ordenes, según el número de retrasos o diferencias, por 
ejemplo, las ecuaciones en diferencia se clasifican "de primer 
orden", "de segundo orden", o "de orden "p"", según si Intervienen 
diferencias de orden uno, y por lo tanto a lo mas un solo retraso en 
Zt, o bien una ecuación en diferencia de "orden p ~ 1" en donde 

pueden Intervenir hasta p retrasos, o sea z,,z,_,,. •• ,z,_,. 

En este trabajo consideraremos ecuaciones en diferencia 
lineales; es decir polinomios de retraso de diferentes grados (1, 2, 
.... 11p"). 

Dado que nuestras variables en estudio son observaciones 
numéricas con cierto esparclamiento en tiempos discretos, tenemos 
en realidad procesos estocásticos lineales, es decir, series de 
tiempo. Ahora bien, en· serles de tiempo, lo que Interesa 
fundamentalmente conocer es: 

1. ¿Cuál es la solución de la ecuación en diferencia que se estudia?. 
2. ¿Cuáles son las condiciones para que el proceso representado 
mediante una ecuación en diferencia, llega a alcanzar 
eventualmente un punto de equilibrio? Esta pregunta es relevante 
para el estudio de serles de tiempo, porque hay una estrecha 
relación entre procesos deterministas (cuyo comportamlneto está 
dictado por ecuaciones en diferencia), y series de tiempo que 



38 

admiten la representaclOn autorregreslva; de hecho, el concepto de 
equilibrio eventual para procesos deterministas, está ligado con el 
concepto de estaclonarledad para serles de tiempo. 

•ecuaciones en diferencia de primer orden. 

Como ejemplo de una de las ecuaciones en diferencia mlls 
simples, considérese a la ecuaclOn: 

donde t = .. .,-2, -1, O, 1, 2, .................. (2.9) 

Las ecuaciones en diferencia se resuelven por métodos 
Iterativos, en los que como su nombre lo Indica, se parte de un valor 
Inicial z 0 y, por aplicación sucesiva (por lteraclOn), se encuentran los 

valores para z,,z2 etcétera. Mediante este proceso, es posible 

Inferir el comportamiento de z, en general. 

La ecuaclOn de primer orden, cuando se conoce el valor Inicial 
de Zo, se resuelve asi mediante el método Iterativo: 
Inicialmente se tiene: 

z, = a0 +a1z0 ................................................... (2.10) 

Z2 = a0 +a,Z, = a,(1+a,)+a~Z, ....... : ................. (2.11) 

z, =a, +a1z2 = a0(1+a1 ... a~)+a~z ................... (2.12) 
de donde, en general se llega a que 

para t;;, I ....................... (2.13) 

de aqui si a, ot-1, se tienen que 
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t-1 1 1-a; 1:0 •1=1-•1 ......................................................... (2.14) 

*Ecuaciones en diferencia de segundo orden 

A continuación se expone de manera breve cómo se soluciona 
una ecuación en diferencia de segundo orden, y cuéles son las 
condiciones para que el correspondiente proceso alcance un 
equilibrio eventual. 

Sea la ecuación en diferencia de segundo orden: 

(1-a1B-a2B2)2, =a,, 
t= ...• -2.-1.o,1.z ... ;a2 ;t.: o 

............... (2.15) 

para que esta ecuación sea precisamente de orden 2, requiere que 
a2 sea distinto de cero. La solución a esta ecuación viene dada por: 

Z,=-
1 

ª• +s,g:+s,g~ ................................................... (2.16) 
-at -a2 

donde s, y s, son constantes que pueden ser determinadas mediante 
dos condiciones Iniciales o colaterales. Los valores 81 y 8, están 
relacionados con los coeficientes a, y a, de la ecuación general de 
segundo orden , mediante las ecuaciones 

a, =!Ji+92 Y a2 =-11ig2 ................................ (2.17) 
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que surgen de la siguiente factorización: 

1-•,B-•,B' =(1""'.g,BX1-g,B) ................ (2.18) 

Es importante determinar los valores de 81 y 81 para valores 
dados de 1 1 y a, , lo cual se logra con el siguiente argumento: 

nótese que la ecuación (1-g,x)(1-g,x) =o tiene como ralees (o 

ceros) a los valores de x, = g, ·• y x, = g;'; por tanto, dados el 

polinomio 1- •,B- •,B' y la factorización anteriormente 

mencionada, las ralees u,·• y u,·• se encuentran al resolver la 
ecuación caracterlstlca del proceso: 

1-a,x-a2x
2 =0 ........................................... (2.19) 

para dos valores de X . Esto es, los valores g1 y g1 se obtienen 
como reciprocas de las ralees dadas por 

X - -a, ±.¡ar:;:¡;; .......................................... (2.20) 
2a, 

ecuación, esta última, que puede resolverse una vez que se conocen 
a, y a,. 

Nota: el tamal'lo de la ralz depende del grado del polinomio; si el 
polinomio es de segundo orden, las ralees caracterlsticas serán 
ralees cuadradas; si se trata de un polinomio de orden "p", las ralees 
caracterlstlcas serán de '1amal'lo "p". 
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*Ecuaciones en diferencia de orden "p". 

Para resolver ecuaciones en diferencia de orden p>= 2, se 
considerará la ecuación • 

(1- a,b- a,B'- ... -aPBP )Zt= a0, t= .... -2.-1-0-1-2,. .. 

aP = o ................ (2.21¡ 

por el Teorema Fundamental del Algebra, se sabe que el polinomio 
de retraso involucrado se puede escribir como 

( i - g,B )( 1- g2B .L.( 1- gPB j = G( B) .................... (2.22) 

de tal forma que las ralees de la ecuación caracterfstlca 

G(x) =O .............................. (2.23) 

Para que un proceso descrito por ecuaciones en diferencia de 
primero y segundo orden, alcance su punto de equilibrio, es 
necesario que el recíproco del módulo de cada una de las ralees de 
la ecuación caracterlstica sea menor que la unidad (circulo unitario). 
Esto también es cierto para el caso general (2.21 ), y su resultado lo 
describe el Teorema de Shur: 

Jos módulos de las ralees de la ecuación 

gP a gp-1 a p-2 - , - 29 - ... -ap_1g-ap=O ... (2.24¡ 

serán todos menores que Ja unidad, si y sólo si los p determinantes 
que se muestran a continuación son positivos. 

-1-
1 

··1 ot - ap -1· 
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. -1 o •• •.,-1 
•,'-1 -1 •• D,= 
•• o -1 •,-1 

, .... 
•• -1 •• o -1 

-1 o o .. •,., •• 
•• -1 o o .. • • 
• ... , .... -1 o o .. 

D,= •• o -1 •• •,_, .... .. o o -1 .... 
.. •• • . o 

. .............................. (2.25) 

El grado del polinomio me dá el número de soluciones, y 
corresponden al número de veces que la curva cruza al eje de las 
abscisas o el número de veces que cruza a la recta con tendencia. 

Para verificar si una ecuación en diferencia de orden p 
representa a un proceso convergente, se deben calcular los p 
determinantes (2.25), si todos estos son positivos, podrá concluirse 
que el proceso tenderá a equilibrarse eventualmente; por el 
contrario, bastará con que alguno de los determinantes no sea 
positivo para concluir que el proceso no se estabilizará jamás. 
(¿Hacia el CAOS?). 



43 

Adviértase que para una ecuación en diferencias de primer 
orden vz, =O, (t=1,2, ... ), se obtiene como solución general una 
constante, o sea un polinomio de grado cero, y se requiere una 
condición Inicial para encontrar la solución especifica. Para la 
ecuación en diferencias de segundo orden v•z, = o,(t= 2,3,. .. ), la 
solución general es una linea recta, es decir, un polinomio de grado 
1, y se requieren dos condiciones Iniciales para obtener la solución 
especifica. El caso general de la ecuación en diferencias de orden 
d, v'z, =o, tendrá como solución general a un polinomio de grado d-1 
y requerirá de d condiciones Iniciales para especificar 
completamente la solución, esto es: 

Ecuación en 
diferencias 
Iniciales 

VZ,=0, 

v'z, =O 

solución general No.de 
condiciones 

2 

d:.:1 

Cabe destacar que las condiciones del problema en estudio, 
son las Importantes para definir finalmente el polinomio que 
describe a la serle en análisis. 
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2.5 Modelos de series de tiempo. 

El análisis estadlstico de datos en series de tiempo consiste 
en construir un modelo matemático que represente y expllque el 
comportamiento de los · datos observados y permita hacer 
pronósticos. Más que lograr "el mejor ajuste" de modelos 
preconcebidos a los datos con que se cuenta, se trata de elegir al 
modelo que los propios datos sugieran. El modelo matemático se 
construye determinando los valores "p",. "d" y "q", ya que dichos 
valores permiten identificar al posible modelo dentro de la familia de 
modelos ARIMA (Guerrero, 1991). 

La familia de modelos ARIMA ("Autoregressive, lntegrated, 
Moving Average Models") comprende los modelos de promedios 
móviles (AM), los modelos autorregresivos (AR), los modelos 
autorregresivos y de promedios móviles (ARMA}, y los modelos 
autorregresivos Integrados y de promedios móviles (ARIMA). La 
familia de modelos ARIMA es bastante general, de manera que 
prácticamente cualquier serie de tiempo observada puede 
representarse con alguno de los modelos ARIMA, pero, cabe 
enfatizar que la elección del modelo debe ser sugerida por los 
propios datos. 

La estrategia para construir modelos ARIMA se presenta en el 
siguiente capitulo. 
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CAPITUL03. 

LA METODOLOGIA ESTADISTICA DEL ANALISIS DE 
SERIES DE TIEMPO UNIVARIADAS: METODOS DE ANALISIS Y 
CONSTRUCCIÓN DE MODELOS DE SERIES DE TIEMPO. 

El Análisis estadlstico de una serie de datos numéricos, se 
realiza en dos etapas. La primera etapa consiste en un enfoque 
descriptivo, un análisis descriptivo de los datos, y posteriormente la 
segunda etapa consiste en un enfoque lriferencial mediante la 
construcción del modelo ARIMA. 

En este capitulo estudiaremos la primera etapa para analizar 
los datos de la serie de tiempo en estudio, que consiste en visualizar 
la información que se tiene. Este enfoque descriptivo, resume y 
describe de forma concisa la Información que se tiene mediante 
gráficas o a través de unas cuantas medidas descriptivas (Guerrero 
1991a). 

Hay tres métodos de análisis descriptivos de los datos: 

1.Análisls gráfico. 
2.Análisis estadlstlco. 
3.Análisls de la estructura de autocorrelación de la serie. 

La segunda etapa del análisis de una serie de tiempo, es la 
construcción propiamente del modelo. Con los datos descritos y 
visualizados mediante los métodos de análisis mencionados, se 
procede a construir el modelo. En el capitulo 4 estudiaremos la 
segunda etapa del análisis estadlslico de serles de tiempo 
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la etapa: Enfoque descriptivo: 
Métodos de anélisls descriptivo de una serle de tiempo. 

1. Anélisls gráfico de una serle. 

Dentro de los elementos descriptivos de una serle de tiempo, 
las gráficas tienen un lugar prioritario. Al construir la gráfica del 
proceso en estudio, se verifica visualmente la congruencia de los 
datos. En el presente estudio, se trabaja con observaciones derivadas 
de procesos estocásticos cuyo conjunto Indice se toma en relación al 
tiempo. Dichas observaciones se hacen a intervalos con longitud de 
tiempo fija, por lo que se habla de series de tiempo discretas. 

Las series de tiempo discretas se clasifican de la siguiente 
manera: 

Estacionarlas ••• 

El concepto de estacionariedad de una serie de tiempo esté 
ligado al concepto de equilibrio estocástico. Es interesante entender 
cuál es el proceso generador de la serie de tiempo. 

A diferencia de los procesos estocásticos, los procesos 
deterministas son predecibles, su desarrollo esté determinado, 
definido. Es posible conocer desde un principio el destino final del 
proceso determinista porque "dejan" poca oportunidad a que el 
resultado final se modifique por el azar. Al dejar caer un objeto, 
una manzana por ejemplo, se precipitaré al suelo por efecto de la ley 
de la gravedad. Es bastante Improbable que dadas las condiciones 
Iniciales, la manzana vuele, si simplemente se le deja caer. El destino 
final del proceso se puede determinar, su comportamiento obedece a 
leyes especificas. 

El comportamiento de los procesos deterministas, esü 
definido por sistemas de ecuaciones diferenciales. Con 
ecuaciones en diferencias se pueden representar procesos que 
eventualmente alcanzan un punto de equllibrlo, dadas ciertas 
condiciones, como ya hemos visto en el capitulo anterior. 
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El concepto de equilibrio eventual para procesos deterministas 
esté ligado al concepto de estaclonarledad o equlllbrlo estocástico de 
las serles de tiempo. 

La realización de un proceso estocástico estacionario se ve asl: 
Zt 

·- Las fluctuaciones 
aleatorias del proceso siempre ocurren alrededor de un valor 
promedio: el punto de equilibrio 6 EQUILIBRIO ESTOCASTICO. 
Este valor promedio es la media o "el nlvel" del proceso, y no 
depende del tiempo, aunque el proceso se aleje de la media durante 
un cierto periodo, t eventualmente regresa a una vecindad de la 
misma. 

una serie de tiempo estacionaria se ve asi: 
Zt 

to-k to-k+m o to to+m to+k to+k+m 

En este caso, los valores de la variable z, también oscilan 
alrededor de un nivel o valor promedio µ (media}, con una cierta 
varianza Yo que define los limites de las vecindades en las que oscila 
la serle. 
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Estaciona les ... 

Las serles de tiempo y los procesos se llaman estacionales, 
cuando presentan un comportamiento clclico, es decir, que se repite 
por estaciones. Las serles clclicas o estacionales pueden presentar o 
no una tendencia: 

Zt 

Serle estacional con tendencia. 

Zt 

Serie estacional (clcllca), sin tendencia. 
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Con tendencia ••• 

Se habla de una serie de tiempo con tendencia o de series de 
tiempo n<H!staclonarias, cuando "el nivel " de la serie se modifica 
constantemente, es decir, el proceso tiene una "media ponderada" w. 
En estas series, hay una no-estacionariedad homogénea. 

En los procesos no estacionarios el proceso puede tener media 
constante, pero la varianza y las autocovarlanzas dependen del 
tiempo {Guerrero 1991 a) 

Series de tiempo con tendencia: 

~. 
Zt 

con componentes aditivos con componentes multiplicativos 

La tendencia en las series de tiempo se puede suprimir 
aplicándole a los datos originales el operador diferencia "V " un 
número apropiado de veces, como se explicará posteriormente. 

Con Intervenciones ••• 

Las intervenciones son eventos exógenos que alteran el 
comportamiento histórico de la serie de tiempo. 

=c:~f 2000 I/' 
1000 

Q ++-tt+++++Htt+f+H 

-U)~~Ñ:;e¡:;:;~;;:~u:; 

Los eventos exógenos modifican el nivel de la serie y en 
ocasiones no sólo su tendencia, sino su desarrollo histórico. 
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2. Anélisis estadislico de una serie. 

Para poder caracterizar completamente a un proceso 
estocástico, habria que conocer la función de densidad conjunta de 
todas las variables aleatorias involucradas. Esto es poco préctico y 
muy complicado de lograr con una serie de tiempo. Sin embargo, los 
primeros momentos de las variables aleatorias resumen bastante bien 
su distribución. Los momentos de primero y de segundo orden, es 
decir la media, la varianza y la covarianza de las variables 
involucradas en el proceso estocástico resumen, y describen de 
manera concisa la distribución de la serie (Degroot 1988). 

Para z, , su media µ1 es 

E{Z1):µ 1 
............................................ (3.1) 

Si al proceso {Z1} lo expresamos en función de {a,} mediante la 
relación lineal 

.................... (3.2) 

..................... (3.3) 

entonces se llene 

.................... (3.4) 

Si a la varianza del proceso z, la denotamos por Yo 

Yo= E((z.,-µ)]1 
................. (3.5) 

................... (3.6) 

" ............... (3.7) 
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como la varianza de una suma es la suma de las varianzas, siempre 
y 
cuando no estén correlaclonadas, se llenen que 

.............. (3.8) 

para toda i = j 

La covarlanza del proceso z, se denota por 

............... (3.9) 

pero dado que la serie de tiempo es una muestra del proceso 
estocástico, es necesario considerar a todas las variables aleatorias 
involucradas en el proceso, esto es: 

.........•.... (3.10) 

entonces la covarlanza : 

Yk =E[(z,-µ)(z,_k-µ)J •.......•....•. (3.11) -

A los procesos cuyos momentos de primero y segundo orden no 
dependen del tiempo, se les denomina procesos estacionarios de 
segundo orden. Y los procesos estocásticos son estrictamente 
estacionarios, si la función de densidad para un conjunto arbitrarlo de 
variables (Zt, Zt+1, ... , Zt+m) es invariante respecto a 
desplazamientos en el tiempo. 

En la práctica es común suponer que la distribución asociada 
con las .series de tiempo es normal, y se considera que es suficiente 
conocer la media y la función de autocovarianza { Yk} para caracterizar 
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completamente a una serie de tiempo estacionaria. Sin embargo, es 
preferible trabajar con las autocorrelaclones p0 ,p1,p2®, definidas 
a través de 

_ E((Z, - m)(z,_, -m)] . l!. k _ 
0 

±
1 

±2, 
A - E(Z, -m) Yo' - ' ' ••. ........... (3.12) 

las cuales generan a la función de autocorrelaclón {¡_i<} 

La autocorrelación, es la relación que se presenta entre dos 
estados de cualquier proceso, en los que ocurre una transclsión al 
azar. En nuestra serle de linces por ejemplo, la autocorreiaclón es la 
relación que guarda el !amano de la población de "éste ano", y el 
tamano que tenla la población el ano pasado. En este caso, la 
transcislón entre dos estados es la variación del tamano de la 
población de un ano al otro, y hay una relación entre el número de 
pieles que se consiguieron cada ano ('~amano de la población"), 
porque el tamano de la población en un momento determinado, 
depende del tamano que tenla la población el ano anterior, y será 
determinante en el tamano de la población al ano siguiente. 

Ahora bien, la función de autocorrelaclón sirve para especificar 
junto con la µ y la a2a, a un proceso estacionario. Dado que una 
serie de tiempo es una muestra de las posibles realizaciones del 
proceso estocástico, la estimación de la función de autocorrelación 
{ Yk } del proceso a partir de la serie de tiempo, se logra suponiendo 
que el proceso estacionario en estudio posee ciertas propiedades 
ergódlcas que permiten la equivalencia entre los valores esperados y 
los promedios muestrales obtenidos de una realización 
suficientemente larga del proceso. (Guerrero 1991 a). De la propiedad 
ergódlca se deriva que la media del proceso puede estimarse como la 
media muestra! de la serie observada, y con base en esta media 
muestra! de la serie y con los datos se obtiene la varianza muestra! y 
las autocovarianzas 
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El cociente r1=5. ...... (3.13) 
c, 

nos di\ el primer valor de la función de autocorrelaclón muestra! 
{pd 

....... (3.14) 

es el segundo valor de la función de autocorrelaclón muestra! 
{ k}. 

Este procedimiento se realiza para todas las observaciones 
de la serle de tiempo, y los valores obtenidos de toda la función 
de autocorrelaclón de la muestra, se presentan en una gráfica 
llamada "EL AUTOCORRELOGRAMA ". 

Nota: 
El Teorema de la media ergódica define que entre más se alejan los 

valores de la variable del valor inicial de "x", más tienden a tomar el valor 
de una media promedio en el tiempo, y a no estar correlacionados. 
Ergodicidad implica una conducta no caótica. 

Un proceso no ergódico es aquel cuyos parámetros no pueden ser 
estimados precisamente, a partir de una sola serie muestra! (Diggle 1990). 
En un proceso estocástico ergódico, si se tuvieran todas sus posibles 
realizaciones, se tendría toda una tendencia harmónica y así sería posible 
hacer inferencias sobre la varianza de los parámetros que detienen al 
proceso. 
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3. Análisis de la estructura de autocorrelación de la serie 

El autocorrelograma. 

En el anilisls de serles de tiempo, las observaciones que se 
tienen NO provienen de variables aleatorias independientes, en 
contraste con prácticamente cualquier análisis estadlslico donde con 
el conocimiento de las funciones de densidad Individuales se puede 
obtener la función de densidad conjunta. 

En serles de tiempo se supone que existe toda una 
estructura de correlación entre las observaciones, cuyos valores 
se pueden estimar mediante la función de autocorrelación de la 
muestra. 

Como ya se mencionó, el autocorrelograma es la gráfica de los 
valores obtenidos de la función de autocorrelación de la muestra: 

rk 

:· :llwl~l l J _.___-11. ..._...I 1 ¡ _____ ¡J .._._.I 1 _ 
o 5 10 15 20 k 

Función de autocorrelación muestra! para una serie de tiempo. 

El autocorrelograma habla del desarrollo del proceso en 
términos de como se relaciona cada una de las observaciones de la 
muestra, con la varianza muestra! Co. 

Cada modelo de la familia ARIMA, tiene autocorrelogramas 
llpicos, de manera que el análisis del gráfico permite identificar a la 
serie de datos observados dentro de alguno de los grupos de los 
modelos ARIMA. 
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CAPITUL04 

LA METODOLOGIA ESTADISTICA DEL ANALISIS DE 
SERIES DE TIEMPO UNIVARIADAS: METODOS DE ANALISIS Y 
CONSTRUCCIÓN DE MODELOS DE SERIES DE TIEMPO. 

Segunda etapa: 
Construcción del !llOdelo ARIMA para la serle de tiempo. 

La segunda etapa del análisis estadlstlco de las series de 
tiempo, consiste en construir el modelo matemático que describa las 
observaciones y permita hacer Inferencias, es decir pronósticos sobre 
el fenómeno o proceso en estudio. 

La estrategia para la construcción de modelos ARIMA a partir 
de las observaciones de la serie de tiempo muestra, se resumen en el 
cuadro de la página siguiente: .-. 

Cuadro 1: METODOLOGIA 

La estrategia de construcción de modelos para series de 
tiempo consta de cuatro etapas fundamentales (Box y Jenkins 1970), 
(Guerrero 1991 a): ...,. 
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serie de tiempo 
(datos\ 

,¡. 
IDENTIFICACION DEL MODELO <:--­

De acuerdo con lo que los datos Indiquen, se Identifica al modelo 
dentro de las clases de modelos: AM, AR, ARMA ó ARIMA, mediante 

la determinación de los valores "p","d" y "q". 
J. 

2. ESTIMACION DE LOS PARÁMETROS DEL MODELO 
En esta etapa es donde se construye propiamente el modelo. Una vez 
conocidos los ordenes de los polinomios ("p" para los autorregresivos 

AR; orden "q" para los de promedios móviles, y "p","q" para los 
ARMA), asl como el grado de diferenciación "d" para los ARIMA, se 

postula que el modelo: 
.J, 

(B) T(Zt)= o+ (B) al 
resulta el adecuado para representar a la serle {T(Zt)}, (si la serie se 
transformó). La asignación de los valores a 1.... p y 1 ..... q, se 

hace por el método de máxima verosimilitud, maximizando la función 
de verosimilitud de los parámetros para obtener la representación 

(B) T(ZI)= o+ (B)at 
mas apropiada de la serie {Wt} en estudio . 

.i. 

3. VERIFICACION DE SUPUESTOS 
¿Es un buen modelo? ¿Se cumplen los supuestos básicos implicitos 

en el modelo? ¿Ajusta y describe bien los datos? 
Análisis de los Residuos 

Pruebas de Bondad del Ajuste 

r;¡p SI ~ . 

•Si no se cu~ien los supuestos,-~ -- CORREGIR 
se determinan las modificacione necesarias, se repiten 1as etapas 
anteriores hasta que la verificacl. n indique resultados aceptables. 

4. USO DEL MODELO 
Para los fines para los que el investigador lo construyó: Pronóstico, 

control, simulación o explicación del fenómeno en estudio. 
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Construcción del modelo ARIMA 

A partir de aqur se desarrolla la concepción teórica para la 
construcción de los modelos ARIMA analizada en el libro del Dr. 
Vlctor Guerrero. La construcción de dichos modelos, se basa en dos 
conceptos básicos: el ruido {al}, y los polinomios de retraso. 

Una serie de tiempo puede ser considerada como un conjunto 
de valores sucesivos (que pueden ser altamente dependientes), 
generados a partir de una serie de choques aleatorios Independientes: 
{al}. A esta serie de choques aleatorios se les conoce como ruido 
blanco, y se supone que son realizaciones independientes de una 
variable aleatoria cuya media es constante (Igual a cero), y su 
varianza es cr'a. 

Se puede decir que la variable {al} contiene al mensaje de 
Interés (el proceso Zt), pero no es entendible pues tiene mucha 
interferencia, mucho ruido. Entonces, para poder "oir'' claramente el 
mensaje Zt, es decir, para expresar al proceso Zt en función de {al}, 
se aplica un "filtro" (8), que transforma a la variable {al}, en el proceso 
{Zt}: 

Entrada 'l'(B) Salida 

fll!Jo lineal 

{al}------. ---~{ZI} 

La expresión del proceso {Zt} en función de {al} es: 

Z, = µ + <p(B)a, ......... (4.1) 

donde µ = nivel del proceso 

<¡>(B) = el polinomio de retraso 
que actúa como filtro lineal. 
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Pollnomlos de retraso. 

Todos los modelos de la familia ARIMA para representar los 
procesos estocistlcos, se basan en el uso operadores de retraso 
en forma de polinomios. El operador de retraso más sencillo es el 
operador B ("backward") definido por la relación : 

BZ,=Z,_, para toda t ...................... (4.2) 

asi, se puede ver el proceso Zt en momentos anteriores ... 

.............. (4.3) 

s'z, = e(e•z.) = z,_, ............... (4.4) 

B'Z = B(e•-'z) = z 
1 t 14' 

............ : ... (4.5) .. 

y en general: B'Z, =Z,_,, 

para K=0, 1,2,. .. y toda t ................ (4.6) 

es decir, al "multiplica(' a B' por Z, se obtiene la variable retrasada k 

periodos, y debido a que 8° Z, = z,, estrictamente deberla escribirse 

B0
=i, 

donde I= operador Identidad que deja intacta a la variable. 



59 

4.1. Identificación del modelo ARIMA. 

La familia de modelos ARIMA comprende cuatro tipos de 
modelos: Autorregresivos (AR), de promedios móviles(AM), una 
combinación de éstos dos, los autorregresivos de promedios móviles 
(ARMA), y los autorregresivos integrados y de promedios móviles 
(ARIMA). Sin embargo, los modelos no son válidos para series no 
estacionarias, por tanto si se tiene una serie no estacionaria, es 
necesario hacerla estacionaria como se verá más adelante. 

4.1.1 •• Modelos autorregreslvos (AR) 

La de este tipo de modelos es expresar al valor numérico del 
proceso Zt, al tiempo t, como una variable dependiente, pero a 
diferencia del modelo de regresión, la variable dependiente, no 
"depende" de los valores de la variable Independiente, sino de sus 
propios valores observados en periodos anteriores a '1", ponderados 

por coeficientes autorregresivos cf>, ,cf> ,. ••• cf> •. 
De esta manera, se expresa al proceso estocástico mediante la 

relación lineal 

.............. (4.7) 

donde 
µ = denota la media de la 
salia (ó al "nivel" del proceso 
(Z, -µ)=son las desviaciones 

del proceso Zt con respecto a la 
media 
f = son los parámetros 

o coeficientes autom1gresivos. 
(B) = el operador de retraso 
{a,}= al proceso aan como "ruido 

Ail, los modelos autorregraslvos se definen como 

1-cf>,B-cf>,B'-•••• -cf>.B• Z '":'""µ =a, .................. (4.8) 
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Modelos autorregreslvos de primer orden (AR1) 

Los modelos autorregresivos se denominan "de primer orden", 
"de segundo orden", ó "de orden p" ("AR"1, "AR2, o "AR"p), 

dependiendo del número de parámetros 4'. 

Los procesos autorregreslvos podrán ser estacionarios o no 
estacionarios, es decir alcanzarán una situación de equilibrio o no, 
dependiendo de los valores que tomen las ralees de la ecuación 
caracterlstica 

4'(x) =o. .. .......... (4.9) 

De hecho, para que Zt sea estacionario, los valores de 4' deben 
estar dentro del circulo unitario. 

-1 o 1. 
Las rafees de la ecuación caracterlstica sirven para Indicar el 

comportamiento dinámico de la función de autocorrelación. 

SI al resolver la ecuación caracterlstica (2.20) ("en este caso a 
X1 Y A X2 les llamamos 4' ), se encuentra que los valores de O estan 
dentro del circulo unidad: 

-1<4' < 1 ...................... (4.10) 
entonces el proceso es estacionario. 

En los procesos autorregresivos de primer orden, la función de 
autocorrelaclón ACF decrece exponencialmente, porque 

0.5 

4'' =p' .................. (4.11) 

K 

si~> O 

'( +) -> ACF decrece 

exponencialmente 
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pero si•< O ... 

k 
1 •(-)--> ACF decrece 

exponencialmente, alternando 
11. signos 

01--.._..--..__.,_...._...,.-....__,_...._....,.._¿.._,.. ....... ___ 

Modelos AR de segundo orden 

El proceso AR2 está definido mediante: 

(1-•,B-•2B
2)z, =at .................. (4.12¡ 

•Nótese que el grado del polinomio y el orden de la ecuación 
caracterfstlca son Iguales. 

Para que este prooeso lle& estaolonario, debe oumpli1'9e que la suma 
de las ralees de la ecuación caracterfsticl'I 

1- bX-·ax' =O>'> 

1-tjl,x-.¡,,x' =0 
se encuentren fuera del cfrculo unitario. 

................ (4.13) 

La estimación de los parámetros .¡,, y .¡,
2

, se obtiene de las 
ecuaciones de Yule-Walter: 

p, =ti>, +tjl,p, 
............. (4.14) 
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El ACF de los modelos AR2, en general tiene un 
comportamiento similar al ACF de los modelos AR1, porque todas las 

autocorrelaciones decaen exponencialmente a cero si $ es positiva, y 

decrecen exponencialmente alternando signos si $ es negativa. 

Modelos autorregreslvos de orden "p". (ARp) 

Este proceso se describe mendiante la ecuación 

z, = 4>,Z,_, + .p,z,_, + •.. +.P,Z, .. +a, ....................... (4.15) 

En este caso, el polinomio caracter1stico es de grado "p", y el valor x, 
está relacionado con los X valores anteriores. 

""" 

Para que este proceso sea estacionario, es necesario que 
todas las ralees de la ecuación caracterlstica 

1-$,x-$,x'-... $,x' =O .............. (4.16) 

se encuentren fuera del circulo unitario. 

Para estimar el número de los "p" parámetros $ involucrados 
en el modelo, se aplica el principio de parsimonia, que consiste en ir 
eliminando parámetros lo más que se pueda, sobretodo si la 
Información que se tiene del fenómeno es la misma. 

En general el autocorrelograma de los modelos autorregresivos, 
presenta una calda exponencial de los valores de las autocorrelaciones, asl 
que si se observa una laaaarga caida exponencial o un comportamiento 
sinusoidal, es decir, alternando signos, que no se corta. El autocorrelograma 
identifica a un modelo AR. El orden del modelo se determina mediante el 
valor "p", pero en general el orden de un proceso AR(p), no se puede 
detectar con el solo uso del 11utocorrelograma ACF de la muestra, se 
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requiere de otro instrumento estadlstlco: la Función de Autocorrelación 
Parcial FACP, la cual adquiere caractertstlcas determinadas dependiendo 
del orden del proceso y de los parámetros involucrados. 

Estas caracterlslicas se resúmen en el cuadro 1 de la página 68 

4.1.2. Modelos de promedios móviles MA ("movlng average"). 

Existen procesos que se representan mejor en términos de 
choques aleatorios, que en términos de autorregresiones. A este tipo 
de procesos se les denomina como "procesos de promedios móviles" 
y se les denota por MA. 

Se trata un proceso estocástico {Zt}, cuyos valores pueden ser 
dependientes unos de otros, como una suma finita ponderada de 
choques aleatorios independientes {at}, es decir 

z, -µ =(1-e,B-e,B'-... -eqB')a, .................. (4.17) 

De manera compacta se denotan como 
z, - µ = e(B)a, 

en donde 
Zt = es el valor del proceso estocástico al tiempo t. 

.................. (4.18) 

µ = es la media de la sene, es el "nivel" de la serte. su valor es constante 

e = es el promedio móvil 
e,,e,, ... 0,= son las ponderacionos,(los parémetros de los promedios 

móviles) asociadas con los choques aleatorios en los periodos t-1,t-2,. .... t-q, 
respectivamente. 
(B) = es el operador de retraso. 
{at} = es una sucesión de variables aletorias del proceso, es una suma finita 
ponderada de choques aleatorios independientes. Es el "ruido blanco" del 
proceso. 
a',= es la varianza del ruido blanco 
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Todo proceso MA es estacionario porque se trata de un proceso lineal 
general, cuya suma de parámetros je,¡=};, es finita, pues considera a un 

número finito de sumandos (si e, fuese Infinito, implicarla que el proceso Zt 
es infinito). 

Los procesos MA, son procesos que se encuentran en equilibrio, las 
fluctuaciones alrededor del punto de equilibrio, {Zt}, son causadas por 
choques aleatorios, esto es, choques asociados con eventos inesperados. 
Tales choques no se asimilan de manera Instantánea, sino que pueden 
seguir causando efectos aún después de transcurrido un cierto número de 
periodos y además, la Intensidad del choque se mfleja en el valor de su 
ponderaoi6n 6, (Gue1111ro V. 1991). 

Se trata de una serie de observaciones no COITlllaclonadas. 

Modelos de promedios móviles de orden uno (M~) 

Este proceso es el más simple, y se expresa como 

z, =(1-6B)a, .................. (4.19) 

su media vale O: E(z.) =O,µ= O ................... (4.20) 

ysu varianza es y 0 = Var(~.} = 0 2a{1+6 2
) .................... (4.21) 

las covarianzas están dadas por 

y, =E[(a, -aa,_,-1)(a,.., -ea,_,._,)J ............. (4.22) 

donde ..• 
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-ao•a si k=1 

li o sik>=2 

.......... (4.23) 
de ahl que la función de autocorrelacl6n de MA 1 sea 

··=f:' -- sik=1 

si k >=2 
es decir O si k72,3,4,. .... etc . 

.......... (4.24) 
El hecho de que las autocorrelaclones para retrasos mayores 

que un periodo sean cero, indica que el proceso MA 1 "no recuerda" 
más allá de lo ocurrido en el P.erlodo anterior. 

0.5 

El autocolTl!lograma de un proceso m6vfl de orden 1, es un clásico ... 
k 

"algo" 
V:--(cuando k= 1) 

todo lo demás es cero 
(cuando k22) 

k 
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Modelos da promedios móviles da orden 2 (MA2) 

Su modelo general es 

i.,=(1-6,8-6,B')a, ............ (4.25) 

En la gréfica de su función de autocorrelación, se ve que la 
función se recorre: 

O.!I 

0=1 3 ..... 
todo lo demés es cero. 

1="algo" 2 
t 

ya no es cero 

Modelos da promedios móviles da orden "q" (MAq) 

De manera general, 

...... (4.26) 

con i., = z, -µ, en donde µ es el nivel del proceso, 61,6,. .. ,6, son los 

parámetros de promedios móviles del proceso, {al} es un proceso de ruido 
blanco. 

Como se trata de un proceso estacionario, ni la media, ni la varianza, 
ni las covarianzas del proceso MA(q) dependen del tiempo. 
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La función de autocorrelacl6n del proceso MA(q) es 

para toda k = 1,2,3, ... q 

para toda k> q 

El autocorrelograma del proceso MA(q) se ve asl: 

. .¡ 
k 

q 

Por esto se dice que cuando un autocorrelograma presenta un 
corte, ése corte es el valor de q, y si a partir de ése valor q, todo vale 
O, entonces tienes un modelo AM (6 MA) simple, sin estacionalidades 
y sin tendencia. 
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4.1.3 .-Modelos autorregreslvos y de promedios móviles (ARMA) 

Estos modelos consisten en una generalización de los modelos 
autorregresivos AR y de promedios móviles MA, que consiste en 
combinar ambas clases de modelos (ARMA). 

Su ecuación general es: 

+(8)2, =0(8)a, ..... (4.27) 

en donde 
+(8) y 0(8) son polinomios da retraso da orden p y q raspactlv1m1nt1. 

+(8) as el operador autorregrasivo 

9(8) es al operador da promedio móvil 

{et} es un procaso de ruido blanco 
zt =es la serie de dasvlacionas de la variable zt, respecto a su nivel'(· 

Modelos ARMA (1,1) 

Es el modelo ARMA más sencillo. Está definido por 

(1-·+8)Z, =(1-08)a, ......... (4.28) 

En general, en los modelos ARMA (1,1), el comportamiento 
exponencial se dá a partir del 2o. valor de la función de 
autocorreiación, por lo que su autocorrelograma se ve asl: 

P, 

k 
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Modelos ARMA (p,q) 

El caso general de los procesos ARMA (p,q), tiene la ecuación: 

.¡,(B)Z, = e(B)a, ..... (4.29) 

En donde los polinomios .¡,(B) y 6(8) son de orden p y q 

respectivamente, es decir, 

z, =+,z,_,-••• -+,i.,_, =a, -e,a,_1- ••• -0.a, ••• .. ....... (4.30) 

Para que este proceso sea estacionario, es necesario que fas ralees 
del polinomio caractertstico+(X) =O, estén fuera del clr'Culo unitario, y para 

que sea invertible la condición es que si las ralees de la ecuación .¡,(X) =O, 

, se encuentren también fuera del clr"Culo unitario 

Un proceso es Invertible, si se puede escribir razonablemente en 
términos de su pasado, es decir, viendo su historia, y que con ésta 
Información, se puedan hacer pronósticos. Como ya se dijo, los procesos 
ARMA son invertibles, si las ralees de la ecuación +(X)= O, , se 

encuentran fuera del círculo unitario. 

En los modelos ARMA(p,q), la gnifica de la función de 
autocorrelaclón, presenta un patrón diferente antes de encontrar el valor "q", 
y a partir de dicho valor "q", presentan un comportamiento exponencial ó 
sinusoidal decreciente. Esto es debido a la parte AM y a la parte AR de los 
modelos ARMA, como se puede apreciar en le gnifica de un 
autocorrelograma ARMA tfpico: 
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Autocorrelograma del modelo ARMA tlplco. 

antes de q "q" comportamiento exponencial 
6 sinusoidal decreciente. 

k 
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4.1.4.· Modelos autorregreslvos e Integrados de promedios móviles 
(ARIMA). 

En este caso tenemos procesos que .no son estacionarios La 
serte de tiempo no es es1aclonarla cuando su comportamiento ZI, dependa 
del tiempo, es decir, conforme el tiempo pasa su tendencia se modifica. 

Si la seria no es estacionaria, 101 modelos qua se la ajustan no son 
válidos. Entonces, la seria Zt en si, no es analizable. 

si Z1, Z2, ...... Zn es una sana no estacionaria 

Es nacesarto hacerte diferencias, V y el anansls se realiza en la serte 
da difarencl1s resultante: 

si X,= v'!, pira toda t ............. (4.31) 
entonces X1,X2, ..... xn esta serie si es es1aclonarta 

X, =(1-B)°Z, .............. (4.32) 

n= N-d 
con cada diferencia se pierde una 

observación de la serie de datos or1glnales 

Entonces, cuando se tienen serias no estacionarias, as decir, serias 
con tendencia, se hacen estacionarias aplicéndoles el operador diferencia 
v•. 

Asl, se tiene un modelo ARMA para la serie da las Xs, paro en 
realidad sa liana un modalo ARIMA para la sana de datos original zt: 

+p(B)X, =0.(B)a, 

•p(B)(1-B)'z, =0.(B)a, 

modelo ARMA para las Xs ... 1(4.33) 

modelo ARIMA (p,d,q) 

para la saña origina! zt . 
... (4.34) 
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Entonces. 

1. Se hacen transfomraclones para estabilizar la varianza. 

2. Se hacen diferencias de logaritmos para quitar tendencias. 
(Desarrollo de Taylor, apuntes de clase). 

Finalmente, es necesario mencionar que la sobrediferenciaclón acarrea 
problemas en al Interpretación de los resuHados y adem~s se pierden 
observaciones Innecesariamente. 

Cuadro 2:· 

En suma, para identificar al modelo, hay que fijarse primero en el 
autocorrelograma ... ¿tiene corte o tiene una cola? 

Después se va a la función de autocorrelación paroiel (PACF) 

CORTE 

/ 
________ ___,,, MA. (el corte es el valor q) 

su PACF no tiene corte 

ACF 

\ . /°""'---·~·-" ""'"''I 
COLA~PACF""' 

~ COLA --!ARMA 
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Es conveniente recordar el comportamiento de la ACF y de la 
PACF para una serle estacionaria Wt = T(Zt). En palabras del 
Dr. Guerrero: 

Cuadro 3: 
Comportamientos ti picos de la FAC y la FACP (ACF Y PACF) 

Proceso FAC FACP 

AR(p) Convergencia a cero, con Solamente las 
comportamiento dictado por primeras p 
la ecuación para autocorrelaclones 

parciales son 
(tienen cola o son distintas de cero. 
sinusoidales) (su FACP corta en p) 

MA(q) Sólo las primeras q Sucesión infinita 
autocorrelaciones son convergente a cero. 
distintas de cero. 

ARMA(p,q) Comportamiento Irregular de Sucesión Infinita 
las primeras q convergente a cero. 
autocorrelaciones y después 
convergen a cero de aucerdo 
con 

En el anexo 1 que se presenta al final de este trabajo, hay mas 
información sobre la identificación de Modelos ARMA de acuerdo al 
comportamiento de la función de autocorrelación (FAC) y la función de 
autocorrelación parcial (FACP). 
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4.2 Estimación de los parimetros del modelo. 

En esta etapa, se presupone que ya se han encontrado los 
parimetros del modelo, y de ser éste el adecuado, lo que hace falta 
es conocer los valores de los parámetros para que dicho modelo 
represente apropiadamente la serie en consideración. Es decir, .una 

. vez conocidos los órdenes de los polinomios autorregresivo y de 
promedios móviles p y q, asl como el grado de diferenciación d, 
(porque para estimar a los parámetros del modelo, hay que tomar a la 
serie pero estacionarla), se postula que el modelo 

...................... (4.35) 

resulta adecuado para representar a la serie {T(Zt)} y se requiere 

entonces asignar valores a i1>1 ..... i!>p,eo,e1 ..... eq .. Un método objetivo y 
estadistlcamente apropiado, es el método de "máxima verosimilitud", 
que se puede consultar en el anexo al final de este trabajo. 

Redundancia de parámetros.-

Un aspecto que es necesario mencionar porque puede ser 
causa de problemas durante la estimación de los parámetros, es la 
"redundancia de parámetros". Esto es, hay factores 
aproximadamente comunes en los polinomios autorregreslvos y de 
promedios móviles; P.Or eJ~P.lo: 

.... (4.36) 

puede escribirse de manera equivalente como: 

(1-0 76.IWt= ªt ..... (4.37) 

que es una representación más parsimoniosa del proceso, y permiie 
además estimar con mayor precisión al parámetro autorregreslvo, 
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cosa que no pennlte el primer modelo, porque cualquier cambio en la 
parte autorregreslva puede compensarse con un cambio en la parte 
de promedios. móviles y esto provocarla Inestabilidad en los 
parémetros estimados. Las verificaciones de los supuestos de 
parsimonia y de estabilidad de los parémetros del modelo, se 
exponen mas adelante en el siguiente Inciso de las pruebas de 
bondad del ajuste. 

En las series estacionarias que se analizan en este trabajo, se 
ejemplifica esta situación y se discute posterionnente la elección mas 
parsimoniosa del modelo. 

En suma, el resultado de la etapa de estimación es un modelo, 
con sus parémetros estimados, es decir, ahora se conocen los valores 
de los parémetros del modelo. Entonces, los resultados de esta etapa 
son: 

1.- Parámetros estimados, es decir, los valores de: ~¡ y G¡ 
2.- La varianzas O-~¡ y 0-0¡·. Bésicamente se estima al 1.96, para ver 
si es significativo o no. 

3.-La varianza del ruldo.14 a.2. Es la varianza de lo que queda sin 
explicar por el modelo, es decir, es la varianza de los residuales. 

Conviene recordar, que a mis datos los quiero explicar con: 

DATOS= 1 modelo+ Ruido. 

Ahora bien.del "ruido" {a} espero que 

•- su media sea cero. 
•- que los "i" elementos no estén correlacionados. 
•- que la varianza del ruido {a} sea pequena. 
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Algunos paquetes, dan estos resultados en términos de "R2": 

R2 es: 

...... (4.38) 

donde: 
SCR = la suma de cuadrados de la regresión 
(es la lnfonnación que sl explica el modelo) 
SCT =es la suma de cuadrados totales, 

pero, la suma de cuadrados totales SCT: 

SCT= Suma de cuadrados del error + suma de cuadrados de la 
regresión: 

SCT=SCE + SCR 

por lo que SCR=SCT-SCE 

por lo tanto, si 

R2= SCR. = SCT - SCE = SCT _ SCE = SCE _ 1 
SCT' SCT SCT SCT SCT 

....... (4.38) 
asl 

..... (4.39) 

Ahora, dijimos que SCT= SCE + SCR. Sin embargo, hay casos 
en que la suma de cuadrados de la regresión puede no significar 
nada, y entonces la suma de cuadrados totales es Igual a la suma de 
cuadrados del error: SCT=SCE, 
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si 

..... (4.40) 

y SCT=SCE 

entonces 

...... (4.41) 

La suma de cuadrados del error SCE = La suma de los ruidos • 

..... (4.42) 

Distribución normal del ruido blanco.-

Otro aspecto que resulta Importante mencionar respecto a la 
estimación máximo verosfmil, es el supuesto de distribución normal 
para el ruido blanco {al}. 
Recordemos que a mis datos Jos quiero explicar mediante un modelo 
+ruido: 

DATOS= 1 modelo+ Ruido. 

El ruido blanco, es la parte de la información contenida en los 
datos, que el modelo no alcanza a explicar. El ruido blanco es la parte 
"residual" de las observaciones que no puede ser explicada por el 
modelo, y se conoce justamente como "Jos residuales o los residuos". 

El análisis y Ja evaluación de esta parte de las observaciones 
que el modelo no alcanza a explicar, es una etapa decisiva en Ja 
verificación del modelo ajustado. El análisis de dichos residuos 
considera Ja evaluación y corroboración de varios supuestos que 
fundamentan al modelo y que se estudian un poco más adelante. 
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Por lo pronto, es necesario mencionar que el supuesto de 
nonnalidad de los residuales es muy importante en la verificación del 
modelo. Este supuesto puede validarse mediante la aplicación de una 
transfonnación "normalizante", como la transformación potencia, que 
transronnaron Box y Cox en 1964 para evitar la discontinuidad en ;>,. =O 
y que se convirtió en 

..... (4.43) 

con Zt >O. 

El Indice de esta transformación i.., puede estimarse de manera 
simultánea con los demás parámetros ~.BQ,ii, mediante el método de 
máxima verslmilitud (Ansley, Spivey y Wrobleski, 1977, citados en 
Guerrero V.M. 1991). 

En realidad al usar esta transformación (3.62), se trata de 
validar al modelo completo, ya que el parámetro ";>,." se elige con el 
criterio de que el modelo ARIMA expresado al Inicio de esta sección, 
sea válido, asl como el supuesto de normalidad de los errores ó 
residuales (con varianza constante). 

Terminamos asl todo el proceso de estimación de los 
parámetros (11.2), justamente con un modelo AR, AM, ARMA O 
ARIMA, a cuyos parámetros les hemos asignado un valor. El modelo 
está ajustado a los datos. Muy bien, pero ... ¿y el modelo ajustado 
sirve o no sirve?. Esto hay que verificarlo. El modelo estimado, con o 
sin transformación, debe someterse a la verificación de supuestos, 
que se expone en el siguiente insclso li.3. 
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ESTA 
SALIR 

TESIS HO OEBt 
DE lA BIBUDTECA 

4.3 Verificación de supuestos: An611sls de reslduales y pruebas 
de Bondad del ajuste. 

Se ha mencionado ya que todo modelo es una mera 
representación simplificada de la realidad. Bajo esta Idea, todo 
modelo es erróneo. Entonces, habré que elegir entre varios modelos a 
aquél que presente menos fallas, o fallas menos importantes. Las 
fallas de los modelos se miden como violaciones a los supuestos que 
fundamentan al modelo. Por este motivo, es necesario poner en tela 
de juicio a todos los posibles modelos para detectar sus fallas. En 
nuestro caso, "la tela de juicio" son las pruebas de la bondad del 
ajuste; es decir, para comprobar si el modelo sirve o no sirve, se 
verifica si cumple con los supuestos del Análisis de residuales, asf 
como con los supuestos de parsimonia, admisibilidad y estabilidad. 

4.3.1.- Anillsls de residuales: 

Anélisis de residuales es una de las formas mas claras y 
simples para detectar violaciones a los supuestos. "Residual" es 
aquella parte de las observaciones que no puede ser explicada por el 
modelo. Los "residuos" de la regresión, tienen que ser un ruido 
blanco, dicho de otra forma. los residuales para el modelo 

se definen mediante 
cl>(B)Vllt "'9(B)a1, 

ªt -[a<a>r1 ,(a>w1 
-it(B)Wt 

de esta relación se sigue que 

..... (4.44) 

...... (4.45) 

....... (4.46) 



·~~3H ~:71 ~~ 

~JI!~i\J~J;J 
·~ ¡ > 

80 

ahora, la estimación de 'M que se puede hacer con base en el 

polinomio estimado ft(B) y en las observaciones hasta el tiempo t-1, 
por lo que viene a ser 

....... (4.47) 

por tanto, de estas dos últimas expresiones se obtiene que 

............... (4.48) 

es decir, los residuales, como son la parte de las observaciones que 
no explica el modelo, miden la discrepancia entre los valores 
observados y los valores estimados por el modelo. 

Cuando el tamaño de muestra es grande, los errores aleatorios 
y los residuales (que también son variables aleatorias), son 
esencialmente Iguales; por esta razón, al analizar los residuales 
observados {al) se analiza básicamente lo que deberla ser una 
realización del proceso de ruido blanco (at}. Los residuos de regresión 
tienen que ser un ruido blanco precisamente. Si los residuales tienen 
un patrón de comportamiento con valores en la media, aumento o 
disminución en la varianza, o si tienen autocorrelaclones, éso está 
mal y el modelo no me sirve para nada. 

Entonces, los supuestos acerca del proceso {al} pueden 
verificarse y probablemente corregirse, de la siguiente manera. 

*Supuesto 1.- (at} tiene media cero. 

Es decir, los residuales o "ruido blanco", deben tener media 
Igual a cero. Si la media de los residuales no es cero, el ajuste no 
está bien. 

Verificación: 

Calcular la media aritmética m(a) Y la desviación estándar 

muestra de los residuales O-a .. 
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N . 
m(á)- I: ªt 

t,,,,f (N-d-p) 

cra= N [a1-m(a)J2 

t~t' (N - d - p - q) 

..... (4.49) 

..... (4.50) 

J(N-d-p)(m(a)) 
con t'=d+p+1, para construir el cociente ~---,-.----

aa 
SI el valor absoluto de dicho cociente es menor que dos, se dirá que 

no hay evidencia de que la media del proceso de rul~o blanco sea 
distinta de cero y por lo mismo no se rechaza el supuesto; por el 

l
./(N-d-p)(m(a)): 

contrario, si • les >=2, entonces la media de los 

ªª 1 
residuales es significativamente distinta de cero, lo cual Implica que el 
supuesto se ha violado. 

Corrección si se viola el supuesto 1.-: 

El que la media de los residuales sea significativamente distinta 
de cero, Implica que existe una parte detennlnlsta o semldeterrnlnlsta 
en {al} que no ha sido considerada por el modelo, por lo tanto, se 

podría requerir la Inclusión de un tendencia determinista eo en el 
modelo, que sea estimada conjuntamente con el restQ. de los 

parámetros. El valor inicial para eo vendría dado por m(a) y es la 

parte determinista no tenida en cuenta por el modelo. Ahora bien, 
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antes de Incluir al nuevo parámetro ea en el modelo, conviene 
considerar la posibilidad de que un término autorregreslvo o una 

diferencia más, sean necesarios en el modelo, en lugar de ea. La 
diferencia o el parámetro autorregresivo pueden representar a una 
posible tendencia adaptativa presente aún en los residuales, mientras 

que eo representarla a una tendencia estrictamente determinista. 

*Supuesto 2.-{at} tiene varianza constante. 

Es decir, la varianza de los residuales o ruido blanco, no debe Ir 
aumentando ni disminuyendo, debe ser constante. Si la varianza no 
es constante, hay que hacerle transformaciones a los datos. 

Verificación: 
Hacer una gráfica de residuales contra el tiempo para observar, 

visualmente, si la varianza parece o no ser constante. Algunos de los 
comportamientos tlplcos de la varianza residual. se muestran a 
continuación. La verificación visual de la varianza residual se puede 
permitir, porque las violaciones muy notorias a este supuesto son las 
que realmente llegan a causar problemas. 

a, varianza constante a, varianza creciente 

Jr;·--n7v1 __ _ 
~-y_-~ __ Y. ___ \t ~ 

, varianza 
0 

t decreciente 

·~··-.-----.... _ ......... 
. . 

~-·· ; ... -···· -····:···-~ 

.--"··;·¡····r/\7 
V..V.~.\!J-~J .. 

' 0 1 . varianza no monótona 
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Corrección si se viola el supuesto 2.-: 

Si la varianza parece seguir un patrón de crecimiento o de 
decrecimiento como los de las figuras mostradas anteriormente, es 
posible aplicar una transformación potencia para estabilizar la 
varianza de la serie. La transformación potencia o transformación 
"norrnalizante" ya ha sido mencionada al final del Inciso 11.2, en la 
ecuación (4.43). 

*Supuesto 3.- Las variables aleatorias {al) son mutuamente 
Independientes. 

Como ya ha sido mencionado, los residuos del modelo tienen 
que ser justamente un ruido blanco, si tienen un patrón, implica que 
tienen autocorrelación y eso está mal, los residuos del modelo no 
deben estar correlacionados. ¡Ni covarianza ni autocorrelación en los 
residuales!. Para verificar ésto, se pide un autocorrelograma de los 
residuales. SI hay autocorrelación entre los residuales·, el modelo no 
sirve. 

Verificación: 
Independencia.Implica no autocorrelación, por tanto, se debe 

requerir que Pk (a)= O para toda k * O. Esto es que las variables 

aleatorias no están autocorrelacionadas. Esto se puede verificar, 
calculando en primer lugar la Función de Autocorrelaclón muestra de 

los residuales {rk(a)}, que en el supuesto de que su media es cero, 

está dada por: 

k=1,2, ... ..... (4.51) 
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con t'= d+p+1, y posteriormente: 

I) estimar la desviación esténdar de 'k (i) como 

~var(lk(i)) =J. 1 
) N-d-p ..... (4.52) 

para determinar la significación estadlstlca Individual de las 

autocorrelaclones de los residuales: si el valor absoluto de l'k (a)I ;, 

2 
J(N-d-p) ·Se dirá que la autocorrelaclón k-éslma es 

significativamente distinta de cero. Para autocorrelaclones 
correspondientes a retrasos pequenos (k s 3), conviene realizar una 
prueba conjunta de la significación de las primeras K 
autocorrelaclones. 

11) Calcúlese el estadlstlco Q de Box y Plerce (1970) para realizar una 
prueba de significación conjunta (Prueba "Portmanteau") de K 
autocorrelaclones simultáneamente, con el estadlstlco 

..... (4.53) 

el cual, si K es grande (k > 20), sigue aproximadamente una 
distribución JI cuadrada con K-p-q grados de libertad; de aqul que el 
valor de a calculado debe ser comparado con valores de tablas de JI 
cuadrada, con los correspondientes grados de libertad, para efectuar 
la prueba de significación. En ocasiones, la aporxlmaclón lograda con 
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Q no es del todo apropiada. Por esta razón, se utiliza el estadlstico Q' 
de Ljung t Box (1978): 

r.2(&) 
Q'= (N-d-p)(N-d-p+2)I;~_1 (N-~-d-k) ..... (4.54) 

que resulta ser más adecuado para realizar la prueba 

Corrección si se viola el supuesto 3.-: 

Si la verificación Indica que las autocorrelaclones no son las 
correspondientes a un ruido blanco, se puede suponer que 
corresponden a un cierto proceso ARMA; por tanto, es necesario 

grafilar algunos valores de {rk(a)}• y tratar de identificar algún 

proceso ARMA para los residuales. Esto sugerirla modificaciones al 
modelo originalmente identificado para {Wt}, ya que faltaron 
componentes del tipo ARMA en el modelo originalmente identificado. 
Esto es, si el proceso real es · 

cj>(B)W¡ = 9(B)at, con E(Wt) =O y {at} ruido blanco ... (4.55) 

pero el modelo identificado erróneamente fué 

cj>'(B)..Y"t = 9'(B)bt,donde {b¡} no es ruido blanco 

(4.56) 

entonces {bt} seguirá el comportamiento dictado por el siguiente 
proceso ARMA 

0'(B)cj>(B)b1 = cj>'(B)9(B)a! ........... (4.57) 
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Si éste es el caso, se estima un nuevo modelo para el proceso 

original wt considerando los componentes ARMA del ruido 

blanco{bt}. 

*Supuesto 4.-at tiene una distribución normal, para toda t 

EL ruido blanco debe tener un histograma con una distribución 
normal, lo que habla de su papel probabillstico. El histograma de los 
residuos puede delatar observaciones allplcas, desviaciones atlplcas. 
Las desviaciones atlpicas pueden provenir de un error, pero también 
pueden ser indicativo de una intervención, es decir, una alteración 
exógena, ajena al comportamiento histórico de la serie en estudio. 

Verificación: 
(i) Para una distribución normal, aproximadamente 95% de las 

observaciones deben localizarse dentro de un intervalo de dos 
desviaciones estándar por arriba y por debajo de la media; y, si se 
cumple que la media de los residuales sea cero, se esperarla que a lo 

(N-d-p) 
más de un total de 

20 
CJbservaciones se localizaran fuera del 

intervalo (-20-a,20-a) 

Este supuesto se puede verificar también visualmente con la misma 
gráfica que se recomendó emplear en la verificación del supuesto de 
varianza consiente, ya que las desviaciones allpicas salen del limite 

del intervalo (-20-a,20-a) considerado en este ejemplo. 

(ii) Un histograma de los residuales visualizarla la forma de su 
distribución, con esto se podrla detectar en particular, si la distribución 
contiene aslmetrlas. El histograma de los residuos, también nos 
permite detectar desviaciones atlpicas, que basadas en la normalidad 
pueden provenir de un simple error, o bien ser indicativos de una 
intervención, como se expllca mas adelante. 
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Corrección en caso de violación a este supuesto: 

El supuesto de normalidad se debe cumplir para los errores 
aleatorios {at}," pero no tiene por que ser satisfecho exactamente por 
los residuales {al}; por esta razón, es de esperar que pequeilas 
violaciones a este supuesto no causen problemas en absoluto. Ahora, 
si las violaciones son muy notorias, se puede aplicar una 
transformación "normalizante", anteriormente mencionada. 

•supuesto 5.-lmplicltamente, se ha supuesto que no existen 
observaciones aberrantes (posiblemente ajenas a la serle en 
estudio). 

Verificación: 
Nuevamente, la gráfica de residuales contra el tiempo permitirá 

visualizar si existe este tipo de observaciones anómalas. Por 

ejemplo, si un residual se encuentra fuera del intervalo (-30-a, 30-a) 
implica que o bien sucedió un evento cuya probabilidad de ocurrencia 
era de aproximadamente 0.2 %, que serla muy, muy extraño, o el 
residual en cuestión corresponde a una observación que no fué 
generada por el mismo proceso generador del resto de la serie. Como 
una regla emplrica de trabajo, podrla considerarse como 
"sospechosas" a las observaciones cuyos residuales estén fuera del 

intervalo (-30-a, 30-a)· 

Corrección en caso de violación al supuesto S.-: 

Toda observación , de no tratarse de un error al copiar los 
datos, puede contener información muy valiosa para los fines del 
estudio. No hay que descartar la posibilidad de que una "observación 
sospechosa" seilale la ocurrencia de un evento altamente improbable, 
y si se desecha la observación o se "ajusta " de alguna manera, se 
perjudique el análisis . Es necesario investigar las causas de que tal o 
cual observación sea sospechosa. Si se descarta la posibilidad de 
que se trate de un simple error de copiado de datos, la "observación 
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sospechosa" podrla deberse en realidad, a un cambio estructural en el 
comportamiento del fenómeno, causado qulzé por una 
INTERVENCION EXOGENA a la serie en estudio. Esto ameritarla un 
anéllsls especifico de la intervención, que se comentaré en el capitulo 
5. 

En suma en un anéiisls de residuales se pide que todo lo que 
no explique el modelo, sus "residuos", se comporten realmente como 
"ruido blanco", es decir, se pide que: 

- la media de los residuales sea cero. 
- la varianza de los residuales debe ser constante. 
- no deben haber covarianza entre los residuales, ni deben estar 
correlacionados entre ellos. 
- los residuales tengan una distribución normal. 

4.3.2 .• Otras pruebas para verificar la Bondad del ajuste: 

*Supuesto 6.-:EI modelo considerado es parsimonioso. 

Verificación: 
La parsimonia implica que no es posible reducir el número de 

parémetros involucrados en el modelo, porque todos son necesarios 
para explicar el comportamiento del fenómeno, y no pueden ser 
considerados como iguales a cero. Para comprobar que el parémetro 
en cuestión no puede ser considerado como Igual a cero, se 
construyen intervalos al 95% de confianza del tipo: 

..... (4.58) 

para cada uno de los parémetros involucrados en el modelo y se 
observa si el valor cero se encuentra dentro del Intervalo. 

Corrección en caso de violación a el supuesto 6.-
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Si el cero es un valor ~nable para el parámetro en tumo, 
entonces, este parémetro deberé cancelarse y se volveré a estimar el 
modelo sin él. Pueden llegar :a existir situaciones en las que el 
conocimiento del fenómeno indique que el modelo debe considerar a 
un parámetro particular, aunque la verlficaciOn Indique que su valor es 
cero. 1 

1 

Es importante mencionar que la sobreparametrizacIOn del 
modelo provoca Inestabilidad! en el modelo, como se verá 
posteriormente. 

i 
1 

• Supuesto 7 .• El modelo es admisible. 

Verificación: 1 

La verificación para el caso de modelos AR(1), AR(2), MA(1), 
MA(2) O ARMA (1, 1), puede efectuarse corroborando que los 
parámetros estimados se erlcuentran dentro de las regiones 
admisibles correspondientes que se presentan en las siguientes 
figuras. Para modelos de Ordenes superiores o más complicados, se 
debe consultar la obra del Dr. Grerrero mencionada en la bibliografía. 

1 

•supuesto 8.- El modelo es esf3ble en los parámetros. 

Verificación: ! 

La principal causa de ¡inestabilidad en un modelo, es la 
redundancia de parámetros. En ocasiones es posible compensar 
cambios en un parámetro del modelo mediante cambios en otro 
parámetro del modelo, sin que rsto altere la suma de cuadrados. En 
particular, se debe estar alera en cuanto a correlaciones altas 
(positivas o negativas) entre lo parámetros estimados, ya que éstas, 
son indicadoras de posibles ca sas de inestabilidad. Se requiere por 
tanto, calcular las correlacirnes entre parejas de parámetros 
estimados. / 

Corrección a violaciones de esle supuesto: 

Una correlación alta se puede corregir cancelando alguno de 
los parámetros involucrados era correlación es alta. Sin embargo en 
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ocasiones la Inclusión de los dos parámetros es necesaria para 
obtener una representación adecuada de la serie. En estos casos, se 
acepta el hecho de que existan correlaciones altas. 

4.3.3 Tablas de resultados 

Presentación de resultados de la estimación de modelos. 

Dado que se trata de seleccionar a un modelo dentro de varias 
alternativas, a continuación se presenta un formato para presentar los 
resulta.dos numéricos necesarios para realizar la verificación de 
modelos, y facilitar de esta manera la elección del mejor modelo. 

El cuadro consta de diez columnas: 

1. Periodo de observación de la serle, y el número de observaciones 
de que consta. 
2. Descripción explícita del modelo. Aqul se muestran todos los 
parámetros que Intervienen en el modelo. 
3. Valores estimados para cada uno de los parámetros. 
4. Intervalos de confianza al 95% de cada uno de los parámetros 
involucrados en el modelo. 
5. Correlaciones entre los parámetros estimados que sean mayores, 
en valor absoluto, que 0.5. 

ANALISIS DE RESIDUALES: 

'(N-d-p)(m(a)) 
6. La media residual m(a) y el cociente _,'\/'-----~--­cra 

N A 

m(a)= L ªt 
t,,,f(N-d-p) 
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7. La desviación estándar resldual:B. 

~ [at-m(a)]2 

l=t' (N-d-p-q) 

8. El estadlstico Q de Vox y Plerce o Q' de Ljung y Vox, con sus 
correspondientes grados de libertad. 

9. Las autocorrelaclones de los residuales 'k(a): que se encuentran 

( 
-2 2 ) 

fuera de ~ d , :\)Ñ d . · - -p - -p . 

10. Los residuales "grandes", es decir, que ·están fuera de los Intervalos 
(-2cra;2cra) o de (-3cra,3cra). escritos en la forma at = Ccra, donde C 

es el número de veces que ates mayor que ªa· 

Los resultados para cada serie analizada se resumen en tablas 
similares a la siguiente: 



Serie: Zt = Linces 

(1) (2) 

Periodo y Modelo 
número ele 
observaciones 

N= 

N= 

Resúmen de Resultados de la Estimación de Modelos ARIMA 

Transformación: 

Ana11s1s ae t<esiaua1e 
(3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

Parámetros Intervalos Correlación m:aJ ªa Q',g.I. lk 
estimados del95%de entre 

Confianza parámetros 
>0.5 o <0.5 

. 

- ·-;;___:_ ---:-::::-:--- -------
,..,, .-.. 
.. , .. 

---... 

{10) 

Residuales 
grandes 

~-----

t-------

"' "' 
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4.4. Uso del modelo: pronósticos. 

En el cuadro 1 de la página 56, observamos que la última 
parte de la estrategia para construir modelos ARIMA es el uso del 
modelo. 

Los modelos ARIMA para series de tiempo. se construyen 
para diferentes finalidades. Para explicar el fenóm~no en estudio, 
para hacer simulaciones, como una herramienta dE· control, o bien 
para hacer pronósticos. 

La teorla que sustenta la obtención de pronósticos se estudia 
de manera general en el siguiente capitulo, donde también se 
presentan los pornósticos en condiciones óptimas, para series 
estacionarias; asl como dos casos especiales de pronósticos, para 
series de tiempo con tendencia, y para series de tiempo con 
Intervenciones. 
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CAPITUL05: 

PRONOSTICO CON MODELOS ARIMA. 

5.1. Pronósticos con modelos ARIMA: generalidades: 

Hemos dicho que uno de los objetivos más ambiciosos al 
aplicar un análisis de serles de tiempo a un conjunto de datos, es 
poder pronosticar los valores fUturos de la serle en estudio. 

Pronosticar con series de tiempo, no es saber exactamente 
cuando va a ocurrir un evento, sino dar Intervalos de lo que va a 
pasar. El criterio estadistico que dan las herramientas estadisticas 
de series de tiempo, es para tener un Idea de lo que va a ocurrir. 
No da números. El estadistico en un grupo de trabajo, no debe 
hacer operaciones y aplicar técnicas nada más; debe ser capaz de 
Incidir en la toma de decisiones (Martinez C. apuntes de clase). 

La metodologia de series de tiempo permite hacer 
pronósticos a corto plazo. A largo plazo lo que hace es dar 
tendencias. 

5.1.1. Tres formas diferentes de expresar al modelo ARIMA: 

Al modelo 
.¡,(8)(1-B)'Z, = e(B)a, ..... (5.1.1) 

lo podemos expresar de diferentes formas: 

1a. forma: 

SI multiplico al polinomio oji(B)(1-B)',del modelo (5.1) encuentro 
que 

q¡(B)Z, = e(B)a, ... (5.1.2) 

(1-q¡,8- ... -q¡,..B*')Z, = e(B)a, ... (5.1.3.) 
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la primera forma de escribir al modelo (5.1) es 

z, = +,z,_,+ ••• ++ ... z,......, +a, -a,a,_1 - ••• -0,a,_,. .. .. .(5.1.4) 

Esta es la forma que se utiliza para construir el pronóstico, porque 
sólo depende de las observaciones que tengo. 

2a. forma de expre!,!ar el modelo: 

9-• (B)q,(B)(1-B)' Z, =a, .... .(5.1.5) 

Mediante esta forma puedo ver el pasado de una observación 
presente. SI introducimos a n , 

TI(B)Z, = a, .... .(5.1.6) 

\ 1-TI,B-rr,B' - . ..'iz, =a, .... .(5.1.7) 

ahora tenemos n ponderaciones para ver cada una de la 

ponderaciones pasadas de Z, 

z, = rr,z,_, + n,z,_, + ... +a, ..... (5.1.8) 

3a. forma de expresar al modelo: para construir la varianza de 
las ponderaciones 'I' 

z, = cp "'(B)e(B )a, ..... (5.1.9) 

Z, = cp(B)a, 

Z, = ('l-q¡,B-q¡,B'-... )a, 

.... .(5.1.10) 

..... (5.1.11) 

Z, =a, -cp,a,_, -cp,a,_,-... .. ... (5.1.12) 
Para obtener el pronóstico, se utiliza cualquiera de las tres 

formas. 
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Notación: 

Z, ..... ,Z
0 ..... (5.13) 

lo que nos Interesa noces es qué pasa después de n: 

z n+H ? H 1 en el tiempo n + H ..... (5.14) 
H= horizonte de pronóstico. 

Este es el pronóstlc . 

§-~· T: 
/~~: 

.;- DATOS ~ 

11auie;o saber qué pasa aqur 

~\n Z n(I\) 

n n+H 

. (Z, . )E, = Z,(h) ..... (5.15) 

En otras palabras, 

El pronóstico es ell alor de 

~~ =a~¡+<p1~rnH-1 + ... -+<¡>~" +<ph+1an-1 ..... (5.16) 

z~ =<Jlfl +<p¡.¡,.1an-1 +. .. ~an-2 -\-qkªn-3 + ..... (5.17) 

estando en n, yo o sé cuál es el pronóstico. El ruido {at] depende 
de lo que sucediórntes den. 



La idea es encontrar 

tales que 

<pH,cp· , ••• 
H+1 
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. ... (~.1.18) 

sea mínimo. . .... (5.1.19) 

..... (5.1.20) 
Para que yo pueda encontrar la esperanza de una suma, se necesita que 
exista la suma. Es decir, que conve~a . 

.-/ . )' ( 2 2 ) 2 2 ( . . .. ·)2 i::~Z, ... -Z..,. = 1+cp1+ ... +cpn-1 cr +cr Lj=O <?H+J-cp H+J 

..... (5.1.21) 

5.1.2. Proceso para obtener el pronóstico. 

Para obtener el pronóstico, lo que se necesita hacer el minimizar la 
suma (4.1.21.), y para éso, es necesario que 

Lj=ü( <?H+j -qi .. H+ j f sea igual a cero. .. ... (5.1.22) 

y para ésto necesito que 

*· 
(f)H+j cp H+j ..... (5.1.23)· 
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Entonces, para hacer el pronóstico se siguen los siguientes pasos: 

1. Escribo el modelo 

..... (5.1.24) 

2. ¿Qué ocurre si tomo el valor esperado de 
En(Zn+H) estando en n? =>O 

Pues no tengo ningun valor en H. 

Pero de n hacia atrás, el valor esperado es: 

..... (5.1.25) 

pero 

Zn+H = cpl-f'ln + cpn+l-f'ln-1+ ... ::::>cpnan + cpn+1ªn-1+ ... 

por lo tanto, 

Zn+H = En(Zn+H) 

..... (5.1.26) 

..... (5.1.27) 

este concepto es muy importante para 
la construcción del pronóstico. 

entonces escribo el modelo para n + H, y ése es el pronóstico: 

lcn+H) = lcH) .... (5.1.28) 

3.Ahora, el error de pronóstico en el tiempo h, es 

Z(n+H)-Zcn+H) = E{Bn+H+ cpan+H-1,+ ... +cpn-1ªn-1} 
.... (5.1.29) 

Z( n+H) - Zc n+H) = ªn+H + cpan+H-1. + ··. +cpn-18n-1 
..... (5.1.30) 
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el error del pronóstico sólo depende de los ruidos futuros, pero los ruidos 
futuros son variables aleatoriJs que no conozco (Martlnez Collantes í993, 
apuntes de clase) 

4. La media del error de pronóstico: 
Si tengo el valor esperado, tengo la media del proceso. 

E{ Zn+H - Zn+H} =O ..... (5.1.31) 

5. La vañanza del error de pronóstico: 

..... (5.1.32). 

6. Los pronósticos son un periodo adelante: 

Z(n+1)-Z(n+1) = ªn+1 ..... (5.1.33) 

Los errores de pronóstico un periodo adelante, no son sino los ruidos. 

e,,(1) = ªn+1 ..... (5.1.34) 

7. Los errores del pronóstico no están correlacionados: 

..... (5.1.35) 
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8. Pero los errores de pronóstico con un mismo origen si están 
correlacionados 

P[ en(H);e• n(H)]"' O ...... (5.1.36) 

si Hes> 1. 

9. Cuando tengo origenes diferentes y el mismo horizonte de pronóstico, 

..... (5.1.37) 

..... (5.1.38) 

...... (5.1.39) 

Si yo "sobrepronostico", tiendo a que todos los errores "se 
sobrepronostiquen". 
(Martlnez Callantes 1993. apuntes de clase) 

Es mejor hacer pronósticos cambiando de origen, porque de esta 
manera los errores no están correlacionados. 

Si el ruido tiene una distribución normal, los errores también tienen 
una distribución normal: 
Si at;;N; et(h) ;;N ..... (5.1:~0) 

5.2. Pronósticos ARIMA en condiciones óptimas: Series estacionarias 

Calcular al pronóstico equivale a calcular el valor de Zt(h). El 

pronóstico es el valor de Zt(h) = (Zt+h)Et ...... (5.2.1} 

Hay tres maneras de hacerlo: 
1.- En términos de los ruidos. 
2.- En términos de la historia pasada. 
3.- En términos de ruidos blancos. 
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La fórmula para actualización de pronósticos es: 

Zn(h)"' '!>n8n + 'Pn+1ªn-1 + 'Pn+28n-2 ...... (5.2.2) 

cuando se quiere pronósticar desde n+ 1: 

Zn+1(h-1)"' 'Pn-18n+1 + 'Pn8n + 'Pn+18n-1 +'Pn+28n-2 
..... (5.2.3) 

Zn+1(h-1)"' 'Pn-1+8n+1 + Zn(h) ..... (5.2.4) 

en éste caso, todos los errores de pronóstico están correlacionados. 

SI suponemos que {WI] es una serie de tiempo estacionaria con 
media cero, obtenida a partir de una serie original {Zt} (con N 
observaciones), · 
entonces 

..... (5.2.5) 

para algún valor de "d" y para una cierta transformación T, con Wt medida 
como desviación respecto a su media. 

SI además Wt admite la representación 

..... (5.2.6) 

para la cual existe un modelo ARMA equivalente, modelo que se desea 
utilizar en la obtención de pronósticos de la serie. 
En particular, si a partir del origen '1", se desea pronosticar a la observación 
Wt+h. un pronóstico cualquiera de esta observación, que se obtenga como 
combinación lineal de los valores de la serie { W¡ }, y en consecuencia de 

los. errores { a1 }, será denotado por Wt(h), mientras que el pronóstico 

ópti~~ se escribirá como Wt(h)CGuerrero 1991a). 
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5.3 .Pronósticos ARIMA para series no estacionarias: 

En la practica, la mayorla de las series que se obseNan son no 
estacionarias, ya sea porque presentan tendencias, ciclos, y/o 
intervenciones. 
En consecuencia, es necesario mencionar una generalización de los 
conceptos vistos para series estacionarias. En general, la no 
estacionalidad de la selie original {Zt} se cancela aproximadamente al 

determinar alguna transformación T(Zt) y aplicarte un número apropiado 

de diferencias, o sea, al considerar a 

....... (5.3.1) 

5.3.1. Series con tendencia. 

En el capftulo 3 ya se ha explicado que las series con tendencia son 
series en las que el nivel f' de a serie se modifica constantemente, 

La tendencia en una serie se estabiliza mediante la aplicación del 
factor diferencia v•. 

5.3.2. Serles estacionales o cfcllcas. 

Las series estacionales o olclicas son series que tienen une parte que 
se repite cfclicamente, o bien toda la serie tiene un comportamiento por 
estaciones. 
Las gráficas de las series estacionales y de las series con tendencia. se 
ilustran en el capftulo 3 de esta tesis. · 

Las series estacionales se deben desestaclonallzar para podertas 
trabajar. El pronóstico as! obtenido es para la serie diferencial, lo mismo 
que cuando se trabaja la serie sin tendencia. Esto debe tomarse en cuenta 
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al interpretar los pronósticos obtenidos con el modelo ARIMA de la serie 
diferencial. 

Serie original: ciclica y con tendencia: 

Serie sin tendencia, se pueden apreciar los efectos estacionales netos: 

diferencia regular 

Serie desestacionalizada, elimino el efecto estacional y evalúo la tendencia: 

diferencia estacional 
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5.4 Pronósticos ARIMA restringidos por cambios en los parámetros 
del modelo debido a factores exógenos: Análisis de series 
Influenciadas por intervenciones. 

Hemos dicho (capitulo 3, pp 49.), que las Intervenciones son 
eventos exógenos que alteran el comportamiento histórico de la 
serle de tiempo. En ocasiones, al realizar el análisis estadístico de 
una serie de tiempo, es necesario medir explícitamente la Influencia 
de algún evento anormal, inusual o extraño, que incide sobre la 
serle de tiempo en estudio, ya sea porque se juzgue de Importancia 
la contribución de dicho evento para explicar el comportamiento de 
la variable que se estudia, o bien porque se tema que el fenómeno 
anormal pueda afectar la estimación de los parámetros y los 
resultados del modelo, en general (Guerrero 1991a). 

La presencia de intervenciones en una serie de tiempo se 
sugiere desde el análisis de la gráfica de ros datos originales. Los 
residuos también pueden insinuar la presencia de una Intervención, 
cuando se observan uno o más residuales mayores que lo 
esperado, o bien si las gráficas de varianza de residuales no son 
monótonas. (ver capítulo 4, pp 82). Un valor muy alto del 
estadístico de Q, es decir un valor mayor al número de grados de 
libertad que se tengan, está diciendo que el modelo identificado 
para representar a la serie no está bien, lo que indica es que hay 
autocorrelacion en los residuos; se está dejando como "basura 
residual", fuera del modelo, Información Importante de los datos. La 
autocorrelación en los residuos se puede verificar también en su 
autocorrelograma, si hay valores mayores al valor umbral, entonces 
en esos valores hay que reevaluar al modelo. SI pese a 
consiguientes ajustes, no se logran modificar las alteraciones en los 
residuales, esta situación puede Indicar fa presencia de 
intervenciones que cambian la estructura histórica de la serie. 

En ocasiones, los efectos de eventos anormales impiden 
siquiera fa Identificación de un modelo para representar a la serie. 
En estos casos, es importante llevar a cabo lo que se conoce como 
"Análisis de Intervención", 
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El análisis de Intervención es una herramienta poderosa que 
no debe utilizarse solamente para reducir arbitrariamente la 
magnitud de residuales con valores grandes (Guerrero 1991a). El 
análisis de Intervención fué disei'lado para aplicarse en situaciones 
en las que existe un conocimiento preciso de que un fenómeno tuvo 
lugar en algún punto (conocido) de la serie de tiempo. 

Una mtervención puede ser interpretada como la ocurrencia de un 
evento exógeno al comportamten\o hislótico de la variable en estudio; tal 
intervención podrla ser un cambio climático drástico. como una glaciación, 
en el caso de la evolución de una variable biológica. 

Los efectos causados directamente por la intervención de fenómenos 
externos al comportamiento de una serie de tiempo. pueden ser de 
naturaleza muy vanada. En particular, si se considera que una sene de 
tiem~o estacionana {Wt} está constituida por dos partes. una de\enrnrnsta 
que refleja esencialmente el nivel de la serie (f•W) y otra estocáslica, que da 
origen a las fluctuaciones alrededor de dicho nivel. es posible distinguir tres 
tipos de efectos debido a una intervención: 

1.- Efectos que se dejan sentir como una elevación o calda 
momentánea del nivel, y que desaparecen sin influir en el comportamiento 
posterior de la setie: 

r )'".·~. ·1· .- .. · -.· 
..... ·. 1 •. 

' 
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2- Efe.etas que ejeroen una lnftuencla sostenida (no 
· momentflneamente) sobre el nivel de la serie. son efectos que alteran la 
parte detenninista de la serie pero que dejan intacla su parte estocástica. 

W"-

3:-Efectos que independientemente de influir sobre la parte 
detéiininista de la serie, si alteran la estructura de la parte estOcástica. 

Wl:. 

n Vlll\tlOO 

Las intervenciones que causan efectos del tipo 1 y 2, son los que de 
manera ortodoxa pueden estudiarse mediante el análisis de Intervención 
descrito más adelante. Las intervenciones causantes de efectos del tipo 3, 
requieren de otro tipo de análisis de intervención, un tanto ad-hoo, para 
estudiar la serie coJTBSpondiente. 
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5.5 Anéllsls de Intervención: 

Un modelo para una sene { T( Z,)} que contenga los efectos de una 

intervención, puede expresarse como 

T(Z,) =E,,..¡ N, ...... (5.5.1) 

donde N, es un modelo ARIMA estacionario e Invertible, porque se 
puede escribir en términos de su pasado, que representa a la parte 
estocástica de la serie y que puede expresarse como: 

..... (5.5.2) 

con N, medida como desviaciones respecto a su media si d=O, mientras que 

c.,. es una función que permite representar los efectos de la intervención; 

dicha función debe ser tal que permita apreciar los cambios ocurridos en la 
serie no sólo en el momento en que ocurrió la intervención, sino los que se 
dieron posteriormente, atrubuibles a ella, es deicr, se requiere que c., sea 

en realidad un modelo dinámico de la intervención.(Guerrero 1991) 

Al modelar series de tiempo con intervenciones, se trata de dartes 

funciones "impulso" o funciones de pulso al modelo. Un impulso es un 

"empujón" en el tiempo, 

1 si t= 1 
Pulso 1 al tiempo t = 

... O sil>' i 

(1+B+B'+ ... )1,' =I,' +BI,' +B'I,'+ ... 

..... (5.5.3) 

(5.5.4) 

(5.5,5) 



108 

que provoca un cambio de nivel para el caso de las intervenciones 
con efecto tipo 1 y 2. 

En las lliJ < 1: 

, I' 
ST=-'-

1 1-B 

jliKj=-I:_ 
1-liB 

1; ( ' ' ) --= 1+1iB+li B + ... 
1-llB 

~ cambio de nivel momentáneo 

• 

(5.5.6) 

cambio de nivel sostenido 
(escalón). 

L-~~--+-.,------t' 
T: ¡ulro. 

,,-·----
• " efecto "BOOM",que tiende a cero. 

•el efecto "BOOM" es un cambio repentino que se devalúa con el tiempo, 
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Para el caso de las Intervenciones con efecto de tipo 3, que 
alteran no sólo la estructura estocástica de la serie sino su 
estructura determinista, es decir, para Intervenciones que cambian 
toda la estructura del modelo, se sugiere partir la serie de tiempo en 
estudio, ajustar el modelo hasta el momento previo a la 
intervención, y después ajustar otro modelo hasta el momento 
previo a la intervención, si el cambio en la secuencia de la serie fué 
muy drastico. Se trata de hacer un análisis de la serie por partes. 
(Martlnez Collantes 1993, apuntes de clase). 

5.6 Pronósticos ARIMA bajo diferentes condiciones: 

Por último para concluir este capitulo, cabe mencionar cuatro 
casos en los que se puede obtener el pronóstico con el modelo 
ARIMA resultante del análisis de la serie, En primer lugar están los 
pronósticos obtenidos en "condiciones óptimas"; en este caso, los 
pronósticos caen dentro del intervalo de confianza al 95% de 
probabilidad. Para profundizar mas en este tema se puede consultar 
el articulo del Dr. Guerrero "Optima! conditional ARIMA Forecasts" 
(Guerrero, 1989). La segunda situación, es el caso de los 
pronósticos que si bien se alejan de dicho intervalo de confianza 
son aceptables en términos de la variabilidad propia del proceso 
estocástico en estudio (Guerrero, 1991 c. "Restricted ARIMA 
Forecasts with account for parameter changes''), En tercer lugar, 
mencionaremos los pronósticos que explican cambios en la 
estructura deterrnlnlstica del proceso, es decir, cambios en los 
parámetros del modelo ARIMA (Guerrero, 1991 b. "ARIMA Forecasts 
with restrictions derived from a structural change"). Y finalmente el 
cuarto caso es el de los pronósticos obtenidos mediante la 
combinación de la historia de la serie de tiempo, con Información 
preliminar brindada por la propia serie de tiempo (Guerrero 1993. 
"Combining historical and preliminar information to obtaln timely 
Time Series data"). 
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Las series: 
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CAPITULO 6: primera serie.-Aplicación del método de 
Análisis estadístico de series de tiempo a un ejemplo 
clásico en BiOlogía: 

El clásico ejemplo de series de tiempo biológicas: 

Los linces canadienses. 
Apllcaclón del anállsls estadistlco de las series de tiempo a los 

datos originales de la compañia exportadora de pieles "Hudson 
Bay Company" desde 1821hasta1913. 

Para Investigar los alcances y limitaciones del análisis 
estadistico de series de tiempo aplicado a un proceso estocástico, en 
este capitulo se analiza la serie de datos de los linces canadienses 
atrapados en distintas regiones del Canadá por los cazadores y 
tramperos para la compañia de venta de pieles de la Bahia del 
Hudson. Esta serie de datos ha recibido muchlsima atención tanto 
por parte de Biólogos, como por analistas de series de tiempo, ya que 
se trata de un conjunto de datos muy largo y completo. Dado que es 
un magnifico ejemplo de series de tiempo biológicas, en este capitulo 
se ejemplifica toda la parte teórica estudiada en los capitulas 
anteriores y se investigan las posibilidades que brinda el análisis para 
distinguir los componentes deterministas y estocásticos de la serie. 

Desde el punto de vista biológico, es muy interesante observar 
la regularidad y amplitud con que se repiten ciclos de abundancia 
poblacional a lo largo de largos períodos. Como es una serie ya 
clásica por haber sido analizada por muchos ecólogos y analistas de 
series de tiempo, es un estupendo ejemplo para ilustrar la aplicación 
del análisis de series de tiempo a un proceso estocástico biológico. 

A continuación se presentan los datos originales de la 
"Hudson's Bay Company", publicados en 1942 por los investigadores 
Charles Elton y Mary Nicholson (Elton Ch. & Nicholson M. 1942. ''The 
ten year cycle in numbers of !he lynx in Canada". J. Anim. Ecol. 11: 
2215-2244). 
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6.1. Gráfica de los cambios en la abundancia anual de los linces 
canadienses desde 1821 hasta 1913. (archivos de la cornpallla de la 
Bahla de Hudson (Elton Ch. & Nlcholson M. 1942. "The ten year cycle 
in nurnbers of the lynx In Canada". J. Anim. Ecol. 11: 2215-2244). 
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6.2. Tabla de datos. 

Arilos No.delinees 

1821 9000 
1822 4000 
1823 3000 
1824 2000 
1825 3000 
1826 7000 
1827 10000 
1828 21000 
1829 25000 
1830 36000 
1831 15000 
1832 3000 
1833 14000 
1834 5000 
1835 5000 
1836 29000 
1837 44000 
1838 63000 
1839 35000 
1840 45000 
1841 10000 
1842 5000 
1843 6000 
1844 10000 
1845 17000 
1846 29000 
1847 44000 
1848 41000 
1849 19000 
1850 10000 
1851 8000 
1852 7000 
1853 5000 
1854 10000 
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1855 20000 
1856 30500 
1857 32000 
1858 25000 
1859 18000 
1860 11000 
1861 4000 
1862 5000 
1863 6000 
1864 16000 
1865 35000 
1866 77000 
1867 67000 
1868 40000 
1869 13000 
1870 7000 
1871 5000 
1872 9000 
1873 13000 
1874 18000 
1875 29000 
1876 41000 
1877 28000 
1878 17000 
1879 15000 
1880 8000 
1881 5000 
1882 8000 
1883 27000 
1884 50000 
1885 74000 
1886 78000 
1887 37000 .. 
1888 17000 
1889 12000 
1890 7000 
1891 6000 
1892 12000 
1893 20000 
1894 36000 



1895 55000 
1896 37000 
1897 26000 
1898 15000 
1899 5000 
1900 6000 
1901 8000 
1902 18000 
1903 37000 
1904 57000 
1905 61000 
1906 32000 
1907 7000 
1908 2000 
1909 2000 
1910 6000 
1911 12000 
1912 22877 
1913 30991 

115 
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6.3. Análisis de Jos datos y construcción del modelo ARIMA 
mediante el uso del paquete PEST: Metodologla 

1 a etapa: Análisis descriptivo.-

6.3.1 Gráfica de los datos originales presentada por el paquete pes!. 

Esta gráfica nos muestra las variaciones en el número de linces 
cazados en Canadá, desde 1821 hasta 1913. Nótese la presencia de 
ciclos de apróximadamente de 1 O años de amplitud, por tanto se trata 
de una serie estacional (con estaciones). Obséivese también que la 
serie es estacionaria, es decir, no presenta tendencias. 

El total de datos es de 93 años, (n = 93). 
El valor Inicial es de 9000 pieles de linces cazados en el año 

1821, el valor final es de 30991 pieles de linces cazados en 1913. 

'1119,.--~~~~~~~-,,.~~~.....-~~~~~ 

Vertical scaie: ! unit = .1988011E+03; 
11.u:. on uertical scale = .?800091:+115; ftin. = .21l0908E•04 
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6.3.2. Histograma y estadfstlcos de los datos originales. 
(linces 1821-1913). 

-5 

Fre¡uencg 

Horizontal Scale : 1 unil = .15611E'95 
llax. Frequeocy : Z8 in [ .25, .fil!) 

valor de la media= 21692.13000 
desviación estándar = 18603.4000 

•5 
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6.3.3. Autocorrelograma y autocorrelograma parcial de los datos 
originales. 

-1 

ocr: .717 .2Zl -.242 -.528 -.soo -.416 -.lifi!I .!115 .555 .5.'i1 
.241 -.1:fi -.429 -.554 -.4!ll -.253 .129 .fJllB .661! .4811 
.11li -.243 -.45.í -.48'1 -.349 -.1154 .253 .4'n .462 .235 

-.1167 -.2.00 -:379 -.3-44 -.173 .193 .:m .426 .291 .821 
rocr: .71? -.5'18 -.283 -.1114 -.148 .819 .1111 .137 .1~ -.1129 

~~ ~~~~m~e.~.~-~~~~~ 
.lll1 .111 -.1119 -.1129 -.1111 .1144 -.'111 .1144 .1143 -~ 
.1149 .li1 .836 .Dl .1119 -.1161 -.B'/6 -.1113 -.Qi -.116'1 
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2a. etapa: Construcción del modelo: 

6.4. Metodologla para la contrucción del modelo ARIMA de la serle de 
tiempo de los linces canadienses. 

6.4.1.ldentificación del modelo: 
a) Determinar una serie estacionaria en función de los datos 
originales: Estabilización de la varianza, comparando diferencias. 
Determinar el valor de "d". 
¿Es necesario diferenciar? ¿ARIMA o ARMA?. 

1a. diferencia: (se comparan las varianzas de los datos originales y 
diferenciando una vez los datos originales). 

Total de observaciones con la 1 a. diferencia = 92 

Gráfica de los datos originales diferenciados una vez: 

4~~~~~~~~~--.--~~~~~~~~ 

~191--~~~~~~~~~~~4-~~~--' 

e 
valor de la media= 239.03 

desviación estándar= 13969.84000 

92 
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Histograma de la , a. diferencia: 

Horlmntd Se.lle : 1 ••ll = .IMllREt14 
llu. Freiae11t11 : 18 in 1 .25, .5111 
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Autocorrelograma de la 1 a. diferencia: 

-1 

OC!': .:D -.RlR -.:Di -.4114 -.111 -.316 -.1152 .21111 .161 .546 
.m~™~~~~~~~m ~ ~~ .~ 

-.1162 -.2411 -.3'l2 -.:E -.Z/4 -.ll'l3 .134 .'B/ .394 .145 
-.139 -:m -:IZI -.211 -.tez .1169 .?SI .39'.l .213 -.1143 

m: .:a -.161 -.3'1!1 -.21? -.313 -.36'1 -.255 -.Zl!I -.ll13 .Zl.6 
~~~m ~~~~&~m~~~~~m 
-.134 .815 .ll'l'I .1162 -.e .1114 -.119 -.ir.e -.m -.1m 
~.llill -.96'1 -.6 -.1123 .ll'lll .11611 -.11111 -.814 .lm -.94? 

llATA FILE= ,DIFF'D 
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sigue 6.4.1. 

b) Sustraer la media: 

Histograma: 

Fr"'llJ•llC!I 

-5 +5 

lforizont.il Scale : 1 unlt = .B352Nl4 
itdx. ff"'lll•llC!I : 111 in [ .25, .511) 
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datos con una diferencia: 

418 ~-------+--------,--i 

4121-------------t<-----~ 
e 9'l 

valor de la media= 0.00 
desviación estándar = 13969.840 

* Nótese que la desviación estándar es menor, por tanto, mejora: 
18603.4 >13969.840. 

sin embargo no es conveniente sobreparametrizar; parsimonia. 
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sigue 6.4.1 Identificación del modelo: 

c) Análisis de estacionalidad {ciclos) a partir de los datos originales. 
{regreso a los datos originales) 
gráfica de los datos con análisis de estacionalidad: 

-115 .__, ________________ _, 

e 

valor de la media= 22109.98 
desviación estándar= 15569.95 

93 
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Tabla de los componentes estacionarlos: 

PIRIOD OF SillS(AflL U'4!POOlll 
lenter pulo4 > 1,or 8 lo escape): 18 

SEASOMU. COlll'OIG>ll' 1 = MMllllllllllllllllllllMK 
SEASalW. COIU'OllDlr Z = lllllllMMMMMIMIMIMM 
SIJlSOIW. COllPOlllll! 3 = -'TS/4. 516111111111111 
SEflSOIW. COlll'(llOO 4 = 1!m. 919111111111111 
SEASOMU. COllfOllOO 5 = 14819.2:1111111111111 
SIJlSOIW. COlll'OOJIT 6 = 18456.l!4illlllllllll 
SJ:llSOIW. COllfOllOO 7 = 111rl6. 7'llllllllll!ll 
S~ CiiiiñiWii 6 = .¡¡:ii). J11i'""""t" 
SD\SOIW. CTROND« 9 = --4599. 51611111111111lll 
SJ:llSOIW. C°"1'00llf 18 = -61115. 'l66lilllllllll 

Histograma. Freque"'I! 

-5 

Horizontal Scale : 
"-x. Frequency : 

1 unil = .1299E•85 
15 in ! 1.98, 1.ZSl 

•5 



sigue análisis de estacionalidad : 
autocorrelograma 

ocr 

-1 

126 

ocr: .698 .221 -.t!H -.496 -.435 -.299 -.im .zt4 .m .328 
.PGI -.191 -.339 -.338 -.21i5 -.114 .1:11 .3'19 .451 .255 

-.ltll -.214 -.251 -.1911 -.lill6 .1!69 .196 .249 .174 -.1114 
-.135 -.152 -.BM -.11119 .1168 .1611 .193 .121 -.m -.201 

Pf!CF: .698 -.519 -.1?6 -.R51l -.132 .829 .143 .1146 .1211 -.121 
-.228 .1174 -.937 -.'i1Jl -.11'/B -.ll'l4 .181 .2116 -.1175 -.1'13 
.m .m .im -.1111 -.m .11'111 -.1116 .1163 .im -.11119 
.1165 .925 .115Z .1117 .1112 -.811 -.965 -.lliS -.891 -.132 
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Histograma y gréflca de los datos originales "desestaclonallzados" y 
con media= o. r~ 

-5 
valor de la media = .00079 
desviación esténdar = 15569.95000 

-a:.i !-'-----------------' e 93 

•5 
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d) Obtener una representación ARMA ·para la serle estacionarla. 
e) Fijar los valores de "p" y "q".: modelo ARIMA (2,0,0) 

orden de autorregreslón: 2. 
orden de promedios móviles: o. 

Order of autoregression lo be filled lp<2'1l? 2 

Order of 110<1ing auerage lo be filled lq(2'/l7 e 

varianza del ruido blanco 

6.4.2. Estimación de los parámetros del modelo: ARIMA (2,0,0) 
Tablas de resultados. 
valor de phi 1 = 1.060 
valor de phi 2 = -0.518940 

RR COEITICIOOS 
1. l!500428 -. 51894il 

111\TIO or COEITICIOOS TO (1.9611Stltl!IAID ERROR! 
6.1911'111 -2. 9!1&9&48 

(Press •1':1 keg lo conlirue> 

114 URRUMI ESTlll1TE = lRESID SSl/11 
,OO!J9gj[tlll 

IYULE-lWJER 1111.WUIKE ESTIMTE = .91!119'71E•l!lll 

-2 ln(LJXEJ.IHOODl 
AICC STATISTIC 

196?. 49311111188 
19'1'J.'16211l11119 
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6.4.3. Veriflcacl6n de supuestos: 
a} Anéllsls de residuales: 
Histograma de residuales: 

-5 

ltirlzonta 1 Sea le : 
Jllx, TreiuellC\I : 

1 unlt = 1 std. devlatlon 
13 in [ -.58, -,25) 

+5. 
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sigue análisis de residuales: varianza de residuales: ARIMA (2,0,0). 

-~?1--~-t-~~~~~~~~~~~~~~~ 

8 

Uulic.I se.le: 1 "nit = 
lkx. on verliC4l sede= 

lkx. on verlical axis 
Nin. on vertical axis 

.1111111119[-91; 
• :fi46351:'81 i Nin. = -• ~66SOE'81 

3.546349 
-2.1r.G5114 

se observan valores "disparados", no se puede decir que sea una 
varianza monótona. · 

!lean of d.!Ll ptotted 
Std. deuialion 

.9111324 

.9'J9'J99 
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autocorrelograma de residuales del modelo ARIMA (2,0,0) 

-1 

ocr: -.1112 .11'12 -.1112 -.11118 -.11'/Z -,141 .93'1 -.lrill .133 .2411 
~~~m~m~~~~~~~~.~.~.~ 
-.111 -.1165 -.824 .1119 -.182 .11911 -.l!BI .164 .141 -.1163 
~m~~ ~•~o~.~.~~~~ 

mcr: -.1112 .1166 -.11'12 -.824 -.1166 -.158 .8211 -.fi! .1111 .2'15 
~m~~~rn~~ •~~~~.m .~.~ 
~~~6 ~.~~~ .m~~~~ ~~~ 

.1183 .6 -.812 .1154 .93'1 .lril! -.8211 -.196 -.1112 -.15? 

En este autocorrelograma se observa que hay dos valores que 
rebazan el valor del umbral, mientras que en el autocorrelograma 
parcial se observa que los valores que rebazan el umbral son el 
10 =.240, y el 19 = .322. 

Esto sugiere que hay que evaluar la parte de los promedios 
móviles, considerar un modelo ARIMA (2.0,19), es decir, un modelo 
ARMA (2,19), con theta 10 = .1; y theta 19 = .1. 
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sigue análisis de residuales del modelo ARIMA (2,0,0) 
b) Pruebas de Bondad del ajuste: Tablas de resultados. 

RAHDOfl([SS tl:ST STATISTICS (see seclion 9.4! 

PORT'!EilU wlth h= 211: 26.9140 ch! sq df= 1B 

TURHING POIH!S = 52. ~ll!Vll.! 

DllTIE4CE-SI~ = 51. ~ll!Vll.! 

l!llHJl ll:St 2463. AHO!IML! 

68.6? 

'!6.98 

2139.ee 

4.llllffl2) 

2.001ff12l 

451.9'11flf2l 

Obsérvese que el valor de la Prueba de Port'teau o estadistico 
Q tiene un valor de 26.9140, que es mayor que el valor de h =20, y 
que los 18 grados de libertad. 

Optimización de los parámetros del modelo ARIMA (2,0,0) 

TH!: AJllWl( 2, 9) MODn lS fül = ZCll 
•( 1.IQl)lll((t- 1) •( -.5!9)H)!(t- 2) 

OOIORJ:GR!:SSllJJ: PAR1111!Jl:RS : 
Pll[( 1l = 1.~21111 

lll!Tt l+JISE IJARllKE = 
-2 lnlLIXILlllOODl 
AICC STATISTIC 

PHI< 2l = 

.1!8991!3E<09 
196'1. 493899 IJlSl = 
19'13.7621lQQ IJlST= 

-.511194li311 

1967. 493!9! 
1973.7~ 

Ver las ralees de la ecuación caracteristica, las ralees 
complejas indican ciclos. Las ralees no complejas indican tendencias. 
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6.4.4. Usos del modelo: pronósticos con el modelo ARIMA (2,0,0) 
Phi 1= 1.06; phi 2 = ·0.519. 
Tabla de valores estimados para el pronóstico: 

1 ~T SQRTOIS[) 
94 .9118324[•94 .943346[•94 
95 .l811'/:li[•94 .l3'1459[+Q5 
96 ·.356123[•94 .l488!ZE+ll5 
9'/ -.4:mi1E•IH .149e5'1[•115 
98 ·.2'15818[•94 .l59465I•ll5 
9'.I -.6632'1fil:•ll3 .152'121ll:+ll5 

1119 • 724211[•83 .153683[+115 
101 .!111?5[•94 .153'/58[•115 
192 .B9245BE•83 .153894[+115 
183 .2'1354'/E•83 .153948[+115 
194 -.l265l!E•83 .154BZBE+ll5 

<Press •11!1 !<es to conlinue) 

126 • 2Sm5E tQ9 
12'1 .23459BE+Q9 
lZB .11190011E •119 
129 -• 52867/E-112 
1311 •• 626243E-81 
131 -.~[-91 

132 .• 3493'/BE-81 
133 -.4119919[-112 
134 .l3Bll15[-9! 
135 .16'192'/I-et 
136 .185949[-01 
137 .25135ZE-112 
138 -.2!m'11E-112 
139 ·.4:vlliSE-ll'l 
148 -.3894991:-112 
141 ·.1944'19I-112 
142 • 49BB5'/E-83 
143 .lll'/884[-92 

.154EIE+115 

.154115'/[+115 

.154115'/E +ll5 

.15485'/E+ll5 

.154115'/[+115 

.154115'/[+ll5 

.154115'/[+115 

.154115'/[ +115 

.154115'/[+115 

.154115'11:+115 

.154115'/E +115 

.154857E •115 

.154115'/E +115 

.154115'/[ +115 

.154857E+ll5 

.154857E •05 

.154115'1[+95 

.154115'/[ •05 

!MlT~ <= .22118E+ll5l 
.311932[•115 
• 2319'13[ •115 
.1BS4BBE•ll5 
.l?'nl.4[•115 
.193598[+115 
.21446'11:+115 
.2ZB34ZE+ll5 
.23221'/E+ll5 
.229124[•115 
• Z23l!35I: •115 
.219835[+115 

.22118ZE+ll5 

.22118ZE+ll5 

.221181[+115 

.2211119E+115 

.221119'.1[+115 

.221119'.1[+115 

.221119'.JE+llS 

.2211119[+115 

.2211119[+115 

.2211119E+05 
• 2211119[ tQ5 
• 2211119[ +8S 
.2211119[+115 
.2211119E+Q5 
.2211119[•115 
.2211119E•ll5 
.2211119[+115 
.2211119[+115 
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sigue 6.4.4. Usos del modelo: pronósticos con el modelo ARIMA 
(2,0,0) 

Phi 1= 1.06; phi 2 = -0.519. 

~ 
' 

1J ' 1 ~ 1 ~ 
28 

143 
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lit: AJIM( 2. 8) ll)IEJ. IS X(tl = zm 
•( 1.1168llOl(l- 1) •( -.519lllltl- 2l 

flllORil.1ESSlut l'RllllllEl'llS : 
1111! 1l = 1.1i9942119 

28 ll. ~~,~~¡IM 
Uertlcal <eale: 1 nnit = 

llax. on vertical axis = 
Min. on vertical axis = 

l'llH 2l 

1 

-.511194D 

~ 

' 1 ' • l 1 1 1 

143 
11lll.ll!lll!lll! 

El pron9stico es bueno, pero con este modelo hay problemas que se 
sellalan en los residuales (Q =.26.914, gi = 18). 
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Otro modelo: ARMA (2, 19) 

A partir de este punto, se ajusta un nuevo modelo a los 
datos originales, por Jo cual, se repetirá toda la metodologla 
seftalada en el cuadro 1, a partir del punto 6.3.1.: "gráfica de Jos 
datos originales". 

la etapa: Análisis descriptivo.-

Gráfica de los datos originales presentada por el paquete pest. 

U.rtic•l sc•le! 1 unH : 
l\u, on wrUc•l sc1le : 
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Histograma y estadlsticos de los datos originales. 
(linces 1821-1913). 

- UF ntE IATAFILE ro IE -.m:11 : lincH2.prn 

=.~n:g= ~ 93
lllül 1.AST IAIA POINTS: -·- -·-IAlll FILE : 1incu2.,.,. 

rn ..... , 

4 ~ 

=~zJ:~==le i ~ ~~itc =.í?A::6'~~ 

valor de la media= 21692.13000 
desviación estándar = 18603.4000 
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Autocorretograma y autocorrelograma parcial da tos datos 
originales. 

·_:~~ 
-: =: =: =: =: -: : : : :m 

rACF: • -. -.m -. -.1 • • • • -.~ 
ACF: .71I _.233 :·a42 :·5211 :·588 =·1-·1 ·315 ,555 .951 ,24 ·¡ ,42') .554 .'"8 • • •• •• •• 

-:~ :111 =:m =:m }1 : -: :1 -: -:m .it .sil .136 ,1311 .1-. 1 -. -.iH -. -.iit'I 
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Análisis de estacionalidad (ciclos) a partir de los datos originales. 

Tabla de los componentes estacionales. 

gráfica de los datos originales "desestaclonalizados" 

379 .----~----------.,.-----...., 

-336.L-.lol-~.::.....~~~~~~~~~~~~~~~-=93 

=~i:1 ~~t}~¡1 1,~~l!; :lZ=! "1n. = -.335661Efl5 

valor de la media= 0.011614 
desviación estándar = 155690.95000 
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Histograma de los datos originales con análisis de estacionalidad 
("desestacionaiizados"): 



141 

sigue anéllsls de estacionalidad : 
autocorrelograma de los datos sin componente estacional, y con 
media cero. (desvlo esténdar =15569.95000). 

_:~~ 
ocr: :~ -:~i =:~ =:~ =:~ =:m ·:HI :~+3 :m :~ 

-.831 -.214 -.251 -.1911 -.1186 ,1169 ,186 .249 ,174 -.11114 

l'OCF: -:~ =:~~ =:m =:ll -:~ :~ :m :.\U -:m =:m ·:m :m ·:m =:m =:m -:m -:W; :m -:m =:~ 
.1165 .925 ,1152 .urr .u2 -.811 -.1165 -.1155 -.ll'J1 -.1:ia 

IA!A FILE = lincH2.prn ,DE-SF.AS'D 
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· Obtener una representación ARMA para la serle estacionarla. 
lijar los valores de "p" y "q" 

- Componente autorregreslvo .-"p" = 2: (AR= 2); phi1, phl2. 
- Componente de promedios móviles.- "q" = 19: (MA = 19):theta 1, 
theta 2, ...... theta19. 

Valores de los coeficientes considerados: 

Phi (1) = .1 
Phi (2) = .1 
Theta(1)=0 
Theta(2)=0 
Theta(3) =O 
Theta(4) =o 
Theta(5) =O 
Theta(6)=0 
Theta(7) =O 
Theta(B)=O 
Theta(9) =O 
Theta (10) = .1 
Theta (11) =o 
Theta (12) =o 
Theta (13) =O 
Theta (14) =o 
Theta (15) =O 
Theta (16) =O 
Theta (17) =O 
Theta (18) =o 
Theta (19) = .1 
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Estimación de los parámetros del modelo: ARMA (2, 19) 
Optimización de los parámetros del modelo ARMA (2,19) 

Tablas de resultados. 

valor de phi 1= 0.9740 
valor de phi 2= -0.3969 •e1 signo negativo de este coeficiente de la 
parte autorregresiva del modelo, corresponde a los ciclos de la serle. 
valor de theta 1 O = 0.1929 
valor de theta 19 = 0.4448 estos valores son Interesantes y 
denotan una retrospecclón en esta parte de los promedios móviles 
asociada con los 1 O y 19 anos atrás. 

+I .974)0Xll- U +( -.397>•XU- 2> 

AUrH~IUE -~!17~!8 

+I • .193>•Zll-ll) tl .<MS>•Zll-19) 

rHll 2) = 
~w¡,ri:-~~ 111EillU9): 

- mi! 
A 1'11.-

-.39697141 ·-
l/Wil/,'\i,'\\1'5.=: 1mft1/: UM!1~ ?:ACXmACV PlllM.: .111111 

~ OCCUUED AT SIEP 911 or 93; WILUE or 111) = 1.1117431 



Verificación de supuestos: 
a) Análisis de residuales: 
Histograma de residuales: 

-5 

varianza de residuales 

144 

o o o 

3"8....-~~~~~~~~~~~~~~~~-, 

UertiHl sc1.le: 1 unit : 
ftolx. oa wr&1cd sute : 

Nu. on wrt•c•l u~s 
"in' on vert1c•I a1 s 

media= 0.0018 
desviación estándar= 0.9999 

:m1;:u nin. : -.184647E+el 

En términos generales se puede decir que la varianza es monótona. 
Hay que corroborar esta afirmación con las Pruebas de Bondad del 
Ajuste ... 

+5 
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autocorrelograma de residuales del modelo ARMA (2, 19) 

ACF: =:IU -:lil =:~ =:~ ::llllli :;\la -:M ;fft -:lfi :~ 
-.1112 -.'44 -.llilil -.ll'l -.ii'l3 .flii -.1111 .173 .118 -.iti 

. •• -.165 .1174 -.14~ •• l!i .1131 ,llJ'j ,lll4 -.114 .,.., 
PACF: - ... 11 •1-.153 -·¡ -.1112 -.rlll .168 .!Ul ·!!i! .1162 

::im :: -:m -: ::'!i -:m ::1tZ :Ma :na -:In 
,¡¡¡ -. .1129 • .il9 .lff .i'I!! ,141 ,813 -,230! 

Observamos un autocorrelograma de residuales muy decente, donde 
no hay valores que sobresalgan de los lfmltes del umbral. 
(¡BRAVO!ll). 
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b) Pruebas de la Bondad del ajuste: 

El modelo es : 

~ ~~~,m-~.¡s -~~1ixU~>a> +< .1921•z<1-1e> •< .444>•Zll-m 
AU,A~IVE ,_¡;~~ llUI 21 : -,3'l8915:ill 

111n'lltli1t.~ PAIME~9I99368 HTA<l91: .443914611 

llllTE lll)ISE llAJllllllCE : .'/113164Et!B 

1111~1\f.~ ~id'IL ~)~~: ~~,i RINI: 
1,81187218 

Tablas de Pruebas de Bondad del Ajuste: 

llilllllllllESS IIST S!ATISTICS (He soction 9,4) --------------------------
PORT'TEAU •ilh h: 211: 13.71193 ch1 sq df: U. 

!111111111(; POINTS : 68. INIRMLI 61.67 

DIFl'EllllCE-SIQI: 51, Atllllllll.I 

- n:st a:J63, -.1 
46,1111 

2139,1111 

4,113H2) 

2.-2) 

451,97H2) 

Nótese que el valor del estadlstico de Q (Prueba de Port' teau) es de 
Q = 13.789, con 16 grados de libertad. (¡muy bien!) 
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Pronósticos con el modelo ARMA (2, 19) 
-Tabla de valores estimados para el pronóstico: 

,a2111E+tl51 
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sigue Pronósticos con el modelo ARMA {2, 19) 

- Gráficas: 

f 
7811 

UerUc1l sc1h: 1 unH = 

Jl: ~l~hl: ll,~!~:ftfe2 vith period ;18T1t&l Uta pai11ts: 

The subtr.chd "un is 22119.9811 

~ ~J.i~dU-'1W1+15 -~:\M1ix~l~ 121 +< .192>•z<1-1e1 +< 

Mhi\! nois~ IM!'i•nce = .713164Et88 

143 

93 

.444111!<1-19) 

t( .9741tX<I- 11 +! -.3971tX<I- 21 +( .193ltZll-181 +! .4451tZ<l-19) 

AUTORECIESSlUE Ml!METERS : 
l'IU< 11 : ,974113918 l'HI< 21 : -,3969'7/48 

110UING Al/ll1A(;E PARIVIEIEllS : 
IHEIA!l61: ,1929621;8 TilEIA<191: .-



Resúmen de Resultados de la Estimación de Modelos ARIMA 

Serie: Zt = Linces. 
valor original de la media= 2169.213 
desvlo esténdar original = 18603.4 

(1) (2) (3) (4) (5) 

·Período y Modelo Parámetros Intervalo Correlación 
número de estimados sdel entre 
observaciones 95%de parámetros 

Confian >O.So <0.5 
za 

1821-1913 AR(2) .61=1.60 
= 

N=93 ARIMA ~fa=-0.519 
(2,0,0) 

1821-1913 ARMA ~1 =0.973 
(2,19)= 2=-0.39 

N=93 ARIMA 91 =0.192 
(2,0,19) eN =o.44 

Transformación: no 

·Análisis de R· as1ouare 
(6) (7) (8) (9) 

m<íi} ia a·,g.1. 
lk 

m=0.001 ... = Q=26.91 
0.8899 para 

18g.I. 

m=0.0116 Q= 13.789 
= para 

0.7031 16g.l. 

(10) 

Residuales 
grandes 

SI. valores 
10 y19 de 
ACFde 
residuales 
mayores 
que el 
umbral. 

NO. 

... .. 
"' 
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6.6. Discusión de resultados. 

Como se senala en la gráfica de datos originales, se puede 
apreciar que se trata de una serle estacionarla dado que no presenta 
una tendencia, En esta misma gráfica observamos que en la serle hay 
ciclos, por lo tanto es una serle con clara estacionalidad. Los ciclos 
tienen una periodicidad de 9.6 anos aproximadamente, y en el 
Intervalo estudiado, de 1824 a 1913 (89 anos) hay 8 ciclos 
aproximadamente. 

El modelo que mejor se ajusta a los datos es el ARMA (2,19), 
como se puede apreciar en la tabla anterior, donde se comparan los 
resultados de los modelos estimados. El análisis de residuales del 
modelo ARMA (2, 19) senala que la varianza de residuales tiene un 
valor de 0.7029, la gráfica de varianza de residuales es monótona, 
con un sólo valor que se "dispara" ("outller''), el autocorrelograma de 
residuales no presenta valores mayores al 'limite del umbral, el 
estadlstico de Q = 13.789 es menor a sus 16 grados de libertad, y el 
modelo dá un buen pronóstico. 

El pronóstico del primer modelo que se estimó, el ARMA (2,0), 
no es un mal pronóstico, sin embargo tiene problemas que se 
manifiestan en el análisis de residuales: La varianza de residuales 
tiene un valor de 0.8899 que es mayor que la varianza de residuales 
del modelo ARMA 2,19, lo que Indica que el modelo ARIMA(2,0,0) 
deja mayor variabilidad sin explicar que el modelo ARMA (2,19). Su 
gráfica de varianza de residuales es no monótona, hay valores que 
rebasan el umbral en el autocorrelograma de residuales. Y en cuanto 
a los resultados de las pruebas de la Bondad del ajuste, el estadlstlco 
de Q es mayor a los grados de libertad :Q = 26.9140, gl = 18. 

El valor del parámetro "d" se consideró Igual a cero, pues 
aunque al aplicarte una diferencia a los datos la desviación estándar 
disminuyó, por parsimonia se decidió emplear el menor número de 
parámetros en el modelo. Cabe senalar que el valor "q = 19", no es 
muy parsimonioso, sin embargo, los dos elevados valores del ACFP 
de los residuales del modelo ARIMA (2,0,0), indicaron la necesidad de 
considerar el componente de promedios móviles (AM), y asignarte 
valores en los parámetros theta 1 O y theta 19. 
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6.7. Conclusiones. 

El modelo ARIMA (2,0,19) obtenido -o ARMA (2,19)-, es un 
modelo explicativo que resume lodo el proceso en función de su 
historia. Los parámetros del modelo ARMA (2,19) tienen un 
importante significado biológico. Los ciclos de la serie aparecen en la 
parte autorregresiva (AR) del modelo, por el signo negativo del 
coeficiente phi2. También se nota una retrospecclón en la parte de 
los promedios móviles asociada con los 1 O y 19 años atrás, (theta 1 O 
y theta 19 tienen valores distintos de cero). 

Al igualar el valor de la media con cero, queda bien 
especificada la parte estocástica del proceso. La varianza, es la 
varianza de residuales que indica la variabilidad que no se puede 
explicar con el modelo. Tiene sentido sólo en comparación con la 
varianza residual de otro modelo. 

El modelo obtenido siive esencialmente como una base de 
comparación para otros posibles modelos explicativos, como ya se 
mencionó, aqul se tiene todo el proceso en función de su historia. 
Esta clase de modelos son de los más eficientes para pronosticar 
unos cuantos periodos adelante. 

Finalmente, cabe señalar que los ciclos están asociados con la 
dinámica de la población en estudio. 
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·Capitulo 7: segunda serie.-
Fase Experimental 1: Comprobación de hipótesis. 
Aplicación del anéllsls estadístico de serles de tiempo 
unlvarladas a un conjunto de datos de un proceso estocéstlco 
ecológico: serle estacionarla: 
El caso de las garzas Inglesas y galesas "Arde a cln e rea". 

En 1971, Stafford publicó los siguientes datos sobre la variación 
en la abundancia poblacional de las garzas "Ardea cinerea" en 
Inglaterra y Gales, medida como el número de nidos ocupados 
(Begon, Harper y Townsend 1986): 

7.1 Gráfica de los cambios en la abundancia anual de "Ardea 
cine rea". de 1928 a 1970. 
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7.2 Tabla de datos. 
Cambios en Ja abundancia poblacional de Garzas "Ardea clnerea" ·en 
Inglaterra y Gales. 

aMo 
1928 
1929 
1930 
1931 
1932 
1933 
1934 
1935 
1936 
1937 
1938 
1939·>-
194.0 
1941· 
1942 
1943 
1944 
1945, 
1946;. 
194 7; 
1948 ! 
1949 : 
1950 
1951 
1952 
1953 
1954 
1955: 
1956 
1957 
1958 .. 
1959 
1960 
1961 
1962 
1963 
1964 .· 
1965' 
1966 
1967 
1968 
1969 
1970 

número de nidos ocupados 
4000 
3400 
3800 
4100 
4000 
4100 
4200 
4500 
4400 
4550 
4650 

. 4600 
3600 
3500 
3400 
3800 
4250 
4000 
41 oo· 
2600 '.· 
2800 : 

; 3500 
4000 
4500 

: 4600 
. 4500 
:4700 

4400 
4100 
4450 
4000 
4500 

.. 4400 
4600 
3600 
2100 

.. 2400 
2800 
2950 
3200 
3800 
4000 
4200 
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7.3. Anéllsls de los datos y construccl6n del modelo ARIMA mediante 
·el uso del paquete PEST: Metodologla. la etapa: Anéllsls descriptivo. 

7.3.la etapa: Anéllsls descriptivo: 
7 .3.1. Gréfica de los datos originales. 

IOTA!. omR\11111~ = 4J 

alECXlllG Tl1i FIRST TllREE Mil LAST DATA POIMTS: 

41.118.llllllllflllll 

ZlB ~-----------------1 
B 

Uerilcal sea le: 1 unlt = .llllllll!llE+eZ: 
llax. on vertical scale = .419Et84: ftin. = 

llax. on vertical uls 
ftin. on ....tical uls = 

471!8.1111111!1!1! 
Zllll.8111111119 

.Zl118111!1+1 
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7.3.2. Histograma y estadlslicos. 

-s 

llorlmntal Sale : 1 nit = .941181!'83 
lllx. F..,...:rJ : 12 i• 1 4.Z!i, 4.581 

media = 3898.83 
desviación estándar= 649.37 
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7.3.3. Autocorrelograma y autocorrelograma parcial de los datos 
originales. 

PM:F 

~r: .718 .363 .864 -.1111 -.139 -.tsz -.189 -.153 -.278 -.353 
-.352 -.lTI -.2411 -,llQj .169 .3115 .259 .2411 .151 .1111 

.183 .134 .123 .1155 -.l!!il! -.184 -.178 -.218 -.tez -.158 
- .181 - .1111 - .813 .841 .1133 .1125 .8Z7 .et? .8112 - .11115 

PllCF: .718 -.2!r. -.143 -.812 .849 -.123 .851 -.215 -.213 -.1176 
-.821 -.373 .261 -.892 .]111 -.181 .818 .1161 -.824 -.856 

.11'18 -.848 -.11116 -.u, .IUI -.11% .lll -.112 .8'.J -.846 
-.lJI .125 -.882 -.835 -.IKB -.818 -.897-.849 -.1129 -.61 
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7.4.Metodologla para la construcción del modelo ARIMA de la serle 
de tlempo:lla.etapa: Construcción del modelo: 
7.4.1. Identificación del modelo: 
a) Determinar una serie estacionaria en función de los datos 
originales: 
Estabilización de la varianza, comparando diferencias. Determinar el 
valor de "d". 
1 a. Diferencia: 
Histograma 

DIFFEllDICE AT I.AG : 1 

TOTAL Ollfil:JMITIOllS = 42 

OIECJUllG 1111 FlllST !llREE MD IA'lT MTA POINIS: 

MTA FILE = da~ 

-5 

ltifizontal Scale : 
llax. Fl'eljUency : 

Fre<¡11ency 

unlt = .381111E•83 
in 1 .58, . 75) 

2118.ft8881'188 

,DIFF'D 

+5 
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b) Sustraer la media ... 
Gréllca de los datos originales con una diferencia y media = O 

-ISll-~~~~~~~ ..... ~~~~~~-+-~~~ 
8 u 

Vertical scale! 1 unit = 
llax. on uert ica 1 scale = 

Mean ot data plotte4 
Std. Aeuiation 

media = -0.0000 
Desviación estándar= 497.59 

.11!1!81!8E'82: 

.?1!8881!E'63: ftin. = -,\5efl8f!l:'64 

-.llll8985 
497 .S'le(,88 
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Autocorrelograma de la 1a. diferencia, m~dia =o 

DATA FILE = datas,r ,DIFF'D 

-1 

~F: .112 -.1112 -.288 -:lII -.827 -.1116 .159 .1114 -.DI -.141 
.1168 -,Z/8 -.853 -.l!iZ .193 .Jlli -.854 .147 -.11'19 -.1152 

- .f!il .llB'l .181 .BZI - .11115 .813 - .817 - .131 .1182 - .829 
.817 -.te; .1127 .1211 .812 -.813 .818 .812 -.llZZ -.11114 

m: .m-~-.m-m~llZZ~rn ~-~~~-.l!iZ 
.13'1-.447 -.liJ -.392 .129 -.113 -.114 -.!W.5 .1151 -.139 
.815 - .843 .1111 - .Hl .1114 -.194 .133 - .1211 .1111 .814 
-~~• ~~-~ ~ m-~ B-m 
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c) Obtener una representación ARMA para la serie estacionarla. 
d) Fijar los valores de "p" y "q": ARIMA (O, 1, 1 ). 

Input the order of Autoregression ((27); 
{iiiput -1 ii nudel to te ii?rtlf fi1ü'i file): 8 

Input \he order of ttoving Average l<27l:! 

Input tl1e starting ualues for the coefficients 
n\E!Al 1): .1 

TllE ARl1AI 0, 1l HODEL IS Xltl : Zltl 
•l .100l•Zlt- 1l 

Uhite noise uariance : .100000E•01 
<Press any key to continua) 

7.4.2. Estimación de los parámetros del modelo: 
Tablas de resultados. 

Order of llllving aveNge to be titted (~<Zll7 1 

llA COEITICIDITS 
.148T/15 

AATIO OF COEFFICIDITS TO ll.96-S!AHDt'tRD ERllORl 
.4919131 

<Press any key to contiooe) 

~ UAlllAllCE ESllllATE = !RESID SSMI 
.Z43894E+86 

!ltl10'JATIOll ~ UAlll~E ESTlllATE: .13Z4Z5E+861 

-z lnlLIKELIOOODl 
AICC STATISTIC 

varianza del ruido blanco =0.2438 

IM.S83l!B!I! 
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7.4.3. Verificación de supuestos: 
a) Análisis de residuales: Gráficas. 
Histograma de residuales ARIMA (0, 1, 1) 

!Wi:matd Scale : 1 anit = 1 st.l. ile•latioo 
lkx. fl'eflOllC'J : 8 In ! .?S, 1.1181 

lHE MM! 8, 1l m11L IS X<tl : Z!tl 
•( .1JlltZ!t- 1l 

lllUllll: M1111AC1 l'AMTDS : 
lllTA! 11= .129'J45711 

lllllE llllSE WtlIIW:E = 
llC STATISTIC 
-Z la!LllELlll)l)t) 
AICC STATISTIC 

.20H3E'86 . 
6411.728488 
6411.1l1'151111 
644.49521111 
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Gráfica de residuales ARIMA (O, 1, 1) 

-'1lf11--~~~~~~~--~~~~~~~~-1 

1 42 

Uertlcal SCile: l unlt = .lllllllll-lll: 
llu. on lll!l'tical 1c.tl• = .13lll2Et81: Ni•. = -.31174Z'1Etfll 

media= 0.0012 
Desvlo estándar = 0.999 
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Autocorrelograma de residuales: ARIMA (0,1,1), media= O 

ACF 

-1 

1 
PACF 

~ 
~ 
1 

ACF: -.111111 -.858 -.172 -.216 .815 -.188 .161 .871 -.1183 -.144 
.115 -.292 .886 -.174 .177 .297 -.113 .172 -.897 -.838 

-.863 .tllll .898 .818 -.l!'Jl ,824 -.882 -.133 .823 -.836 
m-~ m .m-~-• m m-~ ~ 

PACF: -.1188 -,858 -.173 -.231 -.824 -.184 .875 .887 -.124 -.191! 
.171 -.426 -.858 -.486 .11!9 -.849 -.111-.089 .1164 -.138 
.885 -.842 .824 -.151 .894 -.197 .126 -.118 .866 .11311 
-m~~ ~-~ a ~ .842-m ~-~ 

b)Pruebas de Bondad del ajuste: Tablas de resultados. 

~ TEST STATISTICS (see section 9.4) 

PORr'~ wlth h= 28: 18.9745 chi sq df= 19 

TUllllltG POIHTS = 38, AHORllALC 26.67 

DlFFER!llCE-SIGH : 19. ANORMAL( Zil.58 

lWtX TEST 456. AHORHAL< 438.58 138.41 .. 2) 
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7.4.4. Usos del modelo: pronósticos. 
Tabla de los valores estimados en el pronóstico con ARIMA {O, 1, 1) 

HOUlllG A'JERP.GE PARA!!EfERS : 
nlErAC ll= .1298<J828 

UHlrE HOISE VARIPllCE = .24383(,[<llf, 

COHIJERGlltCE OCCtJRRED AT SIEP 5 OF 42: VAWE OF RCHl = !.OO!l80110 
The U!IU has been sel lo CRESIDlM\L SSl/n = .24383bE•ll6 

1 XH/IT SQRfCHSEl XHAf•HEl\H C= .47&19E•81l 
43 .233848E•B2 .493797E•83 .288&59E<82 
44 .1!880811E•88 .497945E•03 .47b19!1E•81 
45 .8118888Etllll .497945E•03 .47bl90E•81 
4& .eeeeeeE•ll8 .497945Etll3 .47&198E•81 
47 .!188888E•88 .497945Etll3 .47&198E•BI 
48 .1!881l88E•88 .497945E•83 .47bl90E•81 
49 .800880E•88 .497945E•03 .47&198E+81 
58 .B88e!!BE•BB .197945E•03 .47bl9BE+81 
51 .llll8888E•l!I! .497945Etll3 .47&198E•81 
52 .111!8888Etflll .497945E•03 .47bl98E+81 
53 .11!1!81!8Etl18 .497945E+03 • 47bl9BE •81 

4711 

1 

1 

1 t\1 
f 

r 

1 

218 i 
93 

Ve•tical scale: 1 unit = 18.1l0818! 
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7.4.5. Resultados con otros modelos: ARIMA (0, 1,14) 

Input the arder or Autoregression (<27): 
(input -1 lf oodel to be red froo file): e 

Input \he arder of llouing Auerage ((27):14 

Input lhe slarting ualues for \he coefficlents 
lllETA( 1), 8 
lllE!A( 2), 8 
lllE!A( 3), 8 
oni!A( 4¡, 8 
illE!A( 5), 0 
THETAC 6), 0 
IHETAC 7¡, ll 
lllETA! Bl, ll 
THETA! 9¡, e 
lllETACl0l' 0 
lllE!AUI)' 8 
THETAC12l' .1 
lllETAl13), 8 
!HEYA!14)' .1 

l1lE ARm( tl,14) llODEL IS XCtl ' ZCtl 
+( -.412J•Z(t-12l +C -,329J.ZCt-14l 

llO\IIllG A\lmE PAllAllETERS : 
THETA!12J, -.4117115711 

IAllTE llO!SE UARIAllCE ' 
BIC STATISTIC 
-z ln(LIKELIOOODJ 
AICC S!AT!STIC 

Tl!ETACl4l' 

.1ll5SME•ll6 
634.548588 
633.11511811 
&39.7466811 

- .3Z'JZl220 
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siguen resultados con otros modelos: 
Análisis de residuales del modelo ARIMA (0,1,14) 
varianza: 

-314 1---------ii----------< 
e 

autocorrelograma de los residuales 

ACF PACF 

ACF: .l?Z -.237 -.238 -.151 -.045 -.e38 .242 .leS -.181 -.22? 
.ese -,103 -.en -.019 .1B4 .183 -.121 .101 .ezs -.029 
-~ • .W-B-• •-•-.&-• S 
•-~ m .m .~-a ~ a-•-~ 

PACF: .11Z -.274 -.155 -.159 -.107 -.152 .202 -.067 -.161 -.HB 
.e% -.346 -.064 -.356 .114 -.13a -.104 .ez5 -.e11 -.e58 
.010 -.046 -.035 -.e45 .e12 -.e15 -.013 -.e38 -.e22 .069 

-.112 .842 -.e78 .858 -.et6 .858 -.046 .858 -.818 .00B 

42 
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Pruebas de la Bondad del Ajuste: 

RAltDOllHESS TEST STATISTICS (see section 9.4) 

POR!'TEOO uith h= 211: IB.5Bii5 chi sq df= 18 

nJJl!tII«; POIHTS = 21. AHOMAI.( 26.67 

211.58 

438.58 

2.67 .. 2) 

D!FfEREltCE-SIGl! = 21. Al«lllML( 

M TEST 445. AHOJ>JIAL ( 

Pronósticos con ARIMA (O, 1, 14) 

l!OOIHG AVERAGE PARl\ftETERS : 
TllETACl2l= -.41178570 THETAC14J= 

Uill!E NOISE UARIAl!CE = .IB55íAE+06 

516 

¡ /C íl ~ 
) 

210 

• ¿§1 

!he subtracted nean is 4.7619 

!NE AJl!tA( 0,14) l!ODEL IS X(t) = zm 
t( -.41Z)•Z(t-12) +( -.329)•Z(t-14) 

\lhite naise va.riaTICC = .185564E+06 

-.32921220 

~ 
93 



Resúmen de Resultados de la Estimación de Modelos ARIMA 
7.5 Tabla comparativa de los modelos estimados para la serie de las garzas. 

Serie: Zt = Garzas. Transfonnación: no 
valor de la media original = 3898.83 
desvlo estándar oriainal = 649.37 Análisis de Res1dua1e· 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

Periodo y Modelo Parámetros Intervalos Correlación 
m<~ ªª 

Q',g.I. 
número de estimados del95%de entre 11< 

observaciones Confianza parámetros 
>O.So <0.5 

1928-1970 
Q-18.97 

ARIMA d=1 m=0.0012 g.l.=19 
N=43 (0,1,1) &a=0.2438 

61=0.130 

N=43 d=1 Q= 18.758 
ARIMA 612= m=0.0064 _ g.I. =18 
(0,1,14) -0.4117 CSll=0.1855 

614= 
-0.3292 

1 

(10) 

Residuales 
grandes 

SI 
varianza no 
monótona. 
PACFcon 
valores 12 
y 14 
mayores 
que el 
umbral. 

SI 
Vañanzano 
monótona. 
PACF con 
valores 12 
y 14 
mayores 
que el valor 
umbral 

... 
"' "' 
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7.6. Discusión de resultados. 

Pese a que se probaron muchas opciones de modelos ARIMA, 
no es posible ajustar un modelo a este conjunto de datos porque esta 
serie es una serie con pocos datos, n = 34, y con muchas 
Intervenciones climáticas. Se requieren series con más de 50 datos. 
Se presentan dos modelos de la larga serie de modelos que se 
Intentaron, Sin embargo, los dos modelos que se presentan tienen 
problemas tanto con los residuales, como con las pruebas de Bondad, 
y sus pronósticos no son buenos, pese a que el modelo ARIMA 
(0,1,14) mejora el pronóstico. 

Para ajustar un modelo en casos como estos, es necesario 
tener series con más datos para llevar a cabo un análisis de 
intervención, identificando los cortes en la serie con eventos 
significativos ocurridos sobre esta variable en su historia. Sin 
embargo, no es posible efectuar dicho análisis con el paquete PEST. 

7.7. Conclusiones. 

En series con tan pocos datos y tantas intervenciones, no es 
factible realizar un ajuste. En series con Intervenciones climáticas y 
mas datos, se realiza un análisis de Intervenciones comparando la 
serie original con una "serie patrón", que se obtiene realizando cortes 
en los intervalos entre las Intervenciones, y se analiza mediante el 
análisis de intervenciones. En este caso, las Intervenciones son 
tantas y los datos tan pocos, que no es posible obtener una serie 
patrón. 

Es importante sin embargo, presentar el análisis que se realizó 
de esta serle porque ejemplifica a una serie con intervenciones. En 
este caso, las intervenciones corresponden a fuertes inviernos con 
intervalos sumamente cortos, Las Intervenciones se sei\alan como 
Inviernos severos, con 6 flechitas verticales en la gráfica de la página 
152. Para realizar un análisis de intervenciones es necesario tener 
series mayores y/o con intervenciones menos frecuentes. 
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• Capitulo a: tercera serie.-
Fase experimental 2: Comprobación de hipótesis. · 
Apllcaclón del análisis estadístico de serles de tiempo 
unlvarladas a un conjunto de datos de un proceso estocástico 
evolutivo: serle con tendencia: 
Los radiolarios Pseudocobus vema. 

Análisis del patrón de cambio filogenético de Jos radiolarios 
"Pseudocubus vema" observado en las sucesion·~s cronológicas 
poblacionales de su registro fósil. 

La historia geológica tiene pocos grupos fósiles con un registro 
tan completo como el del los radiolarios, gracias a que el 
citoesqueleto de estos protozoarios está compuestc' de sllice. Esta 
composición mineral de los citoesqueletos de radiolarios vivos 
produce esqueletos preservables. Extendiéndose durante todo el 
Fanerozoico, estos protozoarios ya eran aparentemente tan diversos y 
cosmopolitas en el Paleozoico, como los son actualmente. El registro 
fósil tan detallado de los radiolarios los hace ser potencialmente uno 
de los grupos de microfósiles marinos más importantes (Haq y 
Boersma, 1978). 

Los radiolarios son protozoarios exclusivamente marinos; su 
hábitat comprende un amplio rango de profundidades; su blogeografia 
es en general cosmopolita y está relacionada con Ja circulación de 
grandes masas oceánicas, desde zonas tropicales hasta zonas 
Antárticas. Se alimentan de diferentes tipos de organismos 
planctónicos, incluyendo microflagelados y otros protozoarios, 
diatomeas y aún formas tan grandes y activas como copépodos han 
sido reportadas dentro de la dieta de los radiolarios (Haq y Boersma, 
1978). Estos organismos se distinguen de otros grupos de 
protozoarios unicelulares, por la presencia de una membrana que 
divide el contenido celular en una zona interna y una zona externa. 
Las caracterlstlcas de esta membrana son relevantes en Ja 
clasificación de los subgrupos de radiolarios, siendo sin embargo, las 
diferencias fundamentales en la estructura geométrica y composición 
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del esqueleto las pautas decisivas para la clasificación taxonómica de 
los grupos de radiolarios. 

Uno de los grupos más importantes de radiolarios son los 
policistinos, que comprende a los espumelarianos, organismos de 
simetría radial, y los naseiarianos que tienen forma de casco. Ambos 
grupos son comunes tanto en el plancton, como en sedimentos 
marinos. Los radiolarios Pseudocubus vema pertenecen al grupo de 
los espumelarios que son el grupo más antiguo de radiolarios, 
presentes en todas las colecciones fósiles desde el Paíeozoíco 
temprano, hasta nuestros días. Las formas esféricas tienen la historia 
más antigua y son probablemente el grupo más conservador. 

Cabe mencionar que los espumelarios, como grupo, han tenido 
una gran proliferación desde sus tempranos días en el Paleozoico, y 
especialmente en el Cenozoico, donde evolucionaron varios linajes; 
Se ha encontrado una importante correlación entre la abundancia 
relativa de las especies de radiolarios y las temperaturas promedio de 
las aguas marinas superficiales (Moore, 1973; citado en Haq y 
Boersma, 1978). 

Debido a tan amplia distribución a nivel mundial y a su gran 
diversidad, los radiolarios son una importante herramienta 
paieociimálica, especialmente en sedimentos que carecen de 
sedimentos calcáreos. De hecho en los años setenta los radiolarios 
fueron sumamente utilizados en estudios paleoecoiógicos en los 
suelos oceánicos de la Antártida, que son suelos pobres en 
carbonatos (Haq y Boersman, 1978). 

En 1975 la Doctora D.E. Kellogg publicó un articulo titulado 
"The role of phyletic change in the evoiution of Pseudocubus vema 
(Radiolaria)" [Paleobiology. vol.1: 359-370). En 1977 los 
paleontólogos Stephen Jay Gould y Neils Eldredge retomaron los 
datos publicados por la Doctora Kellogg, refutando la interpretación 
que la Dra. dio a sus datos, en una interesante discusión donde 
proponen un nuevo paradigma dentro de la Teoria de la Evolución, en 
su articulo "Punctuated Equiiibria: !he lempo and mode of evolution 
reconsidered" [Paieobiology. vol.3: 115-151.] 
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A continuación se presentan los datos pubJicados por la Doctora 
Kellogg, y se realiza el análisis estadlstlco de serles de tiempo 
unlvariadas a este conjunto de datos. 

8.1. Gráfica del cambio filogenético de los radiolarios Pseudocubus 
l!lmll!..Observado en su registro fósil . 

.. 
E 1391 j 
g;? 136' ., 
il 13 3. 

8 131 · 
o 
'g lZI • 

~ 1z5! 
., 12 2' 

·~ 119i 
o m: 
'6 
!!! 1131 
.Q 110· 

~ 107l 
~ 104' 
:s 102( 
Qj 99 i r> 

E 931 1 '-
e 90, \. 

:i~ profundidad de la coneza \en cms.) 
equivalencias en millones de años: 

¡ 9~j ,m ... "I j' 5l' 

~ !7-4 ¡ 1 ~ 
'¡ij 

14
j G' LB E R T 1 G A U

0 

SS M A TU Y A '-1 A 

~ a1Jc~:--;-, -:: .. :i.-.::-.==-=-::;.•-=;:::::;:::::=)I, _IQ_ -•=-=-~::::;:==~.. aoo 
r- 1F-(1L) 16?0 1400 ' 1200 1000 

DEPTH IN ~ORE (CM l 

' 
~~33;"7:) Q.]2m,:J ~1.,.-.. 116mr 

Patrón del cambio filétlco de los radiolarios Pseudocobus vema 
Las lineas verticales sobre los puntos, son Intervalos para las medias, 
al 95 % de confianza. Los números sobre las lineas verticales Indican 
el tamano de las muestras. 
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8.2. Tabla de datos. 

La escala fija es una escala de profundidad en centlmetros, que 
comprende un Intervalo de 1000 centlmetros (10 metros). El 
equivalente en tiempo de esta escala de profundidad, es una escala 
del tiempo con un Intervalo de dos y medio millones de anos 
aproximadamente; las fechas más antiguas son de hace 4.33 millones 
de anos, y las fechas más recientes son de hace 2.43 millones de 
anos. Estas fechas corresponden al la época del Plioceno tardlo y el 
Pleistoceno temprano durante la Era cuaternaria, de hecho es el 
cambio del periodo terciario al cuaternario. 

tiempo 
(cms de profundidad) 

1740 
1720 
1700 
1680 
1660 
1640 
1620 
1600 
1580 
1560 
1540 
1520 
1500 
1480 
1460 
1440 
1420 
1400 
1380 
1360 
1340 
1320 
1300 
1280 
1260 

ancho promedio del tórax 
(micrones) 

90 
89 
94 
86 
95 
88 
92 
90 
99 

105 
106 
103 
104 
106 
107 
105.5 
107 
105 
106 
103 

. 107 
108 
115 
118 
112 



1240 
1220 
1200 
1180 
1160 
1140 
1120 
1100 
1080 
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119 
113 
109 
114 
116 
120 
119 
124 
134 

8.3. Amlllsls de los datos y construcción del modelo ARIMA 
mediante el uso del paquete PEST: Metodologla. 

1a etapa:.Amllls/s descriptivo: 

8.3.1 Gráfica de los datos originales. 

El total de observaciones es de 34, (n = 34). 
n1 = 90 n2= 89 n3 = 94 n34=134 

134,....-~~~~~~~~~~~~~~~-t 

¡! 
/v\¡ l 

J ~ ¡ 
: I ' 

.i.!Vv' 1 
8 34 

media= 106.132 
desviación estándar = 11.1020 
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8.3.2. Histograma . · 

Frec¡uency 

ilol'izontil Scale : 1 unit = .261EE'82 
lllx:_F~~ • : 12 in 1 3.75, 4.1111) 

!lean ol ut. plottei 
SU. ileuiati011 

1116.13241111 
11.182818 

!l 
. : i 

+5 
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8.3.3. Autocorrelograma y autocorrelograma parcial de los datos 
originales. 

1 ' 

1 
1 

-1 j 

ACF decrece exponencialmente y se alternan signos ... 
PACF alterna signos y no desaparece ... 

~ 1 

H 
!• 
·' 
i 
¡¡¡.¡f. 1 , 1,l!i ' 

1 '" """ "' 'i ' ,, ' 

1 

ACF: .794 .lill8 .583 .4&l .399 .311 .298 .232 .141 .134 
.878 .81G -.822 -.848 -.tr.S -.892 -.126 -.178 -.185 -.235 

-.Z!i8 -.385 -.2:96 -.387 -.378 -.368 -.344 -.341 -.292 -.292 
-.283 -.183 -.187 .181 .11118 .81!8 .1!88 .81!8 .1!88 .1!88 

PACF: .794 .IG9 .821 -.lllS .83Z -.858 .112 -,fEi/ -.139 .ll'Jl 
-.ll?S -.866 -.818 .1128 -.tlll .8111 -.l!'lll -.191 .ll!i'J -.122 
-.832 -.113 .IB! -.871 -.178 -.817 .1111'1 -.816 .1144 -.191 

.144 -.8111 .142 .rn -.116 -.115 -.1!118 -.e19 -.1154 .Ms 
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8.4 
2a etapa: Construcción del modelo: 

8.4.1. Identificación del modelo: 
a) Determinar una serle estacionarla en función de los datos 
originales: 
Estabilización de la varianza, comparando diferencias. Determinar el 
valor de "d". 

TOTl\L OBSEJl'.l\TI~ = 91 

QmlltG TltE Fl!IST l!lll'J: r«D IA'!T DATA rouns: 

-1.l!lll!l!IBI 

DATA FILE : 

5.11111111111111 -8.8llllllll8 

,DIFF'D 
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Gráfica del histograma y de los datos originales con la 1 a. diferencia: 
. (se reduce la tendencia) Fre<¡11ency 

-s 

i 
1 
1 

lmrlzontal Scale : 1 un!t : .2M!El81 
llu. Fl'e'¡Uency • : 5 in [ ,58, .?Sl 

-~~¡ -+~~~~~~~-.:.~~~~~ 
8 

llean ar data plotted 
Std. deviation 

33 
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Autocorrelograma de los datos originales con la 1a. diferencia 
(con la 1a. diferencia se reduce la desvlaclOn estándar original) 

media = 1.333 
desvlaclOn estándar= 4.657 

1 1 ACF 

1 
i 

8 l 1. j ,¡ , , 1.1 , 
· 11' '''' 111'1 , , 

J 
ACF: -.356 .zu -.1111 .1137 -.BZS -.153 -.848 .184 -.117 .11'16 

-.1155 .168 -.822 .184 -.133 .1!73 -.181 -.139 .llZS -.11'16 
.194 -.164 .1134 .162 -.8118 .856 -.11'19 -.11211 .824 -.1117 
.832 -.828 .8111 .11111! .11111! .111111 .11111! .8111 •• .8111 

mcr: -.356 .119& -.11911 -.rn -.1114 -.19'.I -.l!jlj .886 -.m -.11'15 
-.811 .11!1 .llZS .134 -.875 -.833 -.884 -.225 -.li4 -.858 
.184 -.121 -.124 .128 .1158 .1!118 .11118 -.886 -.1129 .1198 
.846 -.815 -.874 -.835 -.851 -.838 -.1199 -.886 .11211 -.856 
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¿Qué pasa si diferencio la serle de datos originales dos veces? 
Por la segunda diferencia O" ... 

roTAL OBSEJ\\IATIOllS : 3Z 

OG.'CXUIC lllE FlllST 'lllREE AftD !AS! DATA POJMlS: 

-13.lll!llMlll !?.881!8111l8 

,DIFF'D 

Datos originales, por la segunda diferencia ... 

j t 

: i 

¡ ' 
'' 

Fre<¡uency 

' ' 
··~ ¡ 1 

··~ 

l·: 

' ' 1 

' 

Horizontal Scale : 
llax. Frec¡uency 

unit : .3188Et81 
in H.ZS,-1.88) 

i ! 
'! 

'' ¡: ¡ ! 
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Datos originales, por la segunda diferencia ... 

lí'!i 

.! 
1; ¡ • 
f1 l 

;¡ 
' ,. ¡. ' ¡! ;, ' ' 

' ' f i i 

' : 1 

1 ' i i ; ;. 
1 1 ! ¡ 
jl '" \i ¡t 
\1 r/ 

!1 l li 1 
y 

168 
e 

28. diferencia de los datos originales de los radiolarios. 

media = 0.343 
desviación estándar= 7.619 aumenta la desviación estándar, 

no conviene sobrediferenclar 



sigue 8.4.1. 
d=1 
b) Sustraer la media ..• 

!.,, 

182 

-._. ·- .. " ~ - -
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medla=O 

-!l:li ....... ________________ __.. 

. 8 

Uertical scate: 1 unlt = 
llax. on vertical scale = 

!lean ol dit. p lotted 
Std. de•iation 

33 

.IBlllllll!E-111: 

.lr>UE+81: "in. = -.93tíl\4E+81 

.lll!llflllll 
4.619Z!il 
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Autocorrelograma de los datos con d = 1, media = o 

'11----.. _ 

_ :~ 
a: -.111 .1'18 -.151 .BU -.113 -.l'lfi -.llt .119 -.113 .E 

-.l!ill .u.s -.119 .... -.131 .er.& -.a -.ts7 .m -.a. 
.211-.lSl . .s .191-.m .m -.m -.m .m -.111 
.111-.114 ••••.••••••••••• 

iw:r: -.DI .rn -.m -.111-.m -.m -.IB'l .m -.191 -.m 
~maa ~~m~m~~~m~s~•· 
.Ul -.119 -.l!ii! .122 .176 -.112'1-.E -.E -.W. .& 
.115'.1 - .111111 - .lllZ - .133 - .ISZ - .Hi - .Ml - .B .IZZ - .lit 
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e) Obtener una representación ARMA para la serie estacionaria. 
d) Fijar los valores de "p" y "q". ARIMA (1,1,1) 

••t tle ..... of "°''"' ,..... ((Z'fl:l 

l!lplt ue slll'ti19 11les ror üe coelllcll!llb 
!HU ll= .l 
11111\( ll= .1 
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8.4.2. Estimación de los parémetros del modelo ARIMA (1,1,1) 

•( -.Sl!il-Xlt- 1l t( .W!lielt- 1l 

Mll'OJr.lmSIUE ftM!EtEIS : 
!1111 1l = - .!iMIB'JIB 

llOUlllG #IEMGE PAIW!ETEllS : 
MTAI ll= • U.'lfi!B28 

IAlllE llllSI IJAllllWE = 
BIC SIATISTIC 
-2 ln!LllllllllODl 
AICC STATISTIC 

• l8563fl>l2 
1'13.1'!12411 
1'111.1~ 
l.97.11Z29118 



8.4.3. Verificación de supuestos. 
a) Análisis de residuales: 

187 

Histograma de residuales del modelo ARIMA (1, 1, 1) 

lkrlmnt.I Se.le : 1 unlt = 1 sU. MVl1ti011 
llu. ~ : S In ! .Sii, .7Sl 
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Gréflca de residuales del modelo ARIMA (1,1,1) 

-196i---+-~~~~~~~~~~~~ ....... ~~ 
e 33 

Uertlcd 1C1le: 1 ult = .~-tl; 
lkx. • ..tlcal 1C1le = .ZllSE<lll: ftla. = -.196123E<lll 

lkx. • ..tlcal ula 
ftla. • ..tlcal ula 

!lela ot itt. plotW 
su. eolatl• 

media =-0.016 
desvlacl6n esténdar = 0.995 

2.3'11E6& 
-l.961Z33 

-.916MZ 
."'872 
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Autocorrelograma de los residuales del modelo ARIMA 1, 1, 1) 

-1 

fQ': -.115 -.llZI -.& -.Ff.7 -.lllll -.2'5 -.118 .1211 -.tl'J8 .1136 
-.E .l!il .IM .IM'l -.111 J/11-.141-.'ll.l. -.141-.11115 

.1111 -.112 .128 .242 .111li -.818 -.173 -.n. .128 -.tzr. 

.141-.1184 ••.••• . 11111 •• .111111 .111111 .11111 
PfQ: -.115 -.llZI -.1187 -.11'18 -.ll8 -.2115 -.1162 .lllZ -.lh? -,llZ"/ 

-.141 .llill .181 .113 -.116 .1135 -.111'.1 -.224 -.814 -."'8 
.1'111 -.ta> -.B!ill .1211 .113S -.1136 -.O -.113 .DI .tei 
.B!ill -.11'1 -.lr.4 -.113'1-.0> -.ll!i'l -.113 -.Di -.114 -.1151 
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b) Pruebas de Bondad del ajuste: Tablas de resultados. 
ARIMA (1,1,1,) . 

Q = 7.2969, g.I ... 18 

11M1111SS DST S'IAJISTICS lsoe secllOft 9.41 

l'Olf'tw ~ltll 11= 21: ? .2969 di .. U= 18 

'111111111: POllllS = 24. MlllBit 

llm:ma-Slllll : 16. AlllllW.I 

M nsr Z'J!i. MlllllW.< 

21.67 

16.111 

2'4.111 

2.35MZI 

1.68ff2) 

96.81..,Z) 
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8.4.4. Usos del modelo: pronósticos. ARIMA (1, 1, 1.) 
Tabla de pronósticos estimados: 

1111 Miii\( l, 11 11111. IS X(t) = Z<t> 
•( -.58'/)llj[(t- 11 •( .l'llllielt- ll 

MmllllllSSIUI IMVIE1EIS : 
Pllll 1l = -.!ill6llli418 

IDllllG MDG MMTllS : 
lffETA( ll= .t6R9 

111111 lllUS! UMIMCE : 

QlllUlllmlCI OCQllD AT STIP s OF n: 1MUlE or RCIO : 
'llle ltV hlS \een set to lllESIUL SSl/n = .18563Z!+tl2 

Do !11111 MiU to clii19" it (y/n)'/:I 

1 lllMT 
34 -.7.fi783'11t81 
35 .135'1S7E+lll 
:Ji - .6881831 .. 
'!/ .3117'1Sltlll 
ll - .17fi/811tlll 
3'J .8'J611411-tl 
411 - .4541711-tl 
41 .23112131-tl 
4Z - .11f'6821-tl 
4l .591.417H2 
44 - .2.9'J168E-t2 

SflT(ll!I) 
.4l185111t81 
.f.i47B'IE+81 
.M37Etll 
.4fi21481+81 
.462536Et81 
• 4671i3SE +81 
.4626611+81 
.4626671'91 
. 462íi69E '81 
.462ti'lll+81 
.462fi'llEtll 

IOMTtfO'M <= 
-.1ll4T.lEt81 

.27Z121Etll 

.67SS331tlll 

.171241Et91 

.111Y6Et81 

.1453241+81 

.131l122E +81 

.1B661tl1 

.!Ji19'lllt81 

.1369S!iltl1 

.13!111i4Et91 

1.11111111111111 

.136Jíltlll 
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pronósticos. ARIMA (1,1,1.). 

Uertical stale! 1 unit = 

The daWile is 

Differem:e l•g 
l 1 

'Die subtracted ..,.n is 1.3636 

!HE AMI! l, l) llODEL IS X!tl = Z!tl 
+( -.!il'llllX!t- 1l +( .178),,Z(t- 1l 

White noise VU"iance : .185632E+82 
<Press •":I key to aintlme> 

84 
1.f111811118 
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Otros modelos poslbles ... ARIMA (1,1,0:) 
Regreso a los datos originales para obtener una representación 
ARMA de los datos originales con una diferencia .•. (que ya seré un 
modelo ARIMA.dado que ya determiné que d=1): 
Modelo ARIMA (1,1,0): 

..... rl ~u. te ... fittei (,ali? 1 

..... rl -111 ... to ... flttei l•<Z'll? 8 
M OIDFIClllll 

-.:mMi 
ll'ITIO OF OllnlClllTS JO <1.MITl1lllllD 11111111 

-1.1524691 
<Pias DIJ lmiJ to calll-> 

111 UMIMIZ 1S111Mn : lllSD SSllll 
.111'41"/ltlZ 
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, · Estimación de los parámetros para el modelo ARIMA (1, 1,0) 

!MI AWI 1, 11 lllDEL IS Xltl = Zltl 
•( - .lí6lwXlt- 1l 

MJIOllC:llSSlllB MMtEllS: 
fltl( 11 = -,:fi5(,11848 

1111!1 lf.IISE UAlllMCE = 
m Sl't!TISflC 
BIC Sl't!TISflC 
-z lnlLlllLIHOODl 
AICC Sl't!TISTIC 

.1861391+&! 

.197f7.lE+tlZ 
1'l2.698ZIB 
1!lll.ZllZ51111 
19t.68Z51111 
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Verificación de supuestos: 
Análisis de resi~uales, modelo ARIMA (1,1,0) 

-s 

lkrlllllbl Se.ti• : 
llu.~: 

unlt = 1 std. ievlatlon 
i1 ( -.25, .lll 
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Varianza de residuales del modelo ARIMA (1, 1,0) 
media= O, desvlo esténdar = 0.9997. 

-195 !----------------=----< • 33 

Uertlul IClle: 1 ult : .--tl: 
llu. m llll'lle&l IClle: .Z3119911tfl1: ftin. : -.19469Zltfl1 

llu. OI ..tle&I uls 
ftln. an -tle&I uls 

n..a al uu plottal 
su. eviatlon 

2.:.J'.111 
-1.'46918 

-.111211111 
.9'.l'J'l!i8 
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Autocorrelograma de residuales ARIMA (1, 1,0) 

-1 

ACF: .1111 .1119 -.118 -.872 -.ll'JI -.259 -.Pill .128 -.8117 .1146 
.1111 .152 .1111 .PEil -.trl'l -.1113 -.148 -:m -.ll42 -.• 
.173 -.895 .847 .235 .llZ'J -.824 -.872 -.1148 .825 -.123 
.841 - .1114 .1111 .1188 .1188 .11111 .11111 .11111 .11111 .11111 

PACF: .1111 .1119 -.118 -,1173 -.ll'JI -.Z/9 -.&íZ .893 -.1111 -.826 
-.835 .l!il .1111 .18'J -.117 .824 -.lll1 -.ai .1111 -.856 

.1158 -.1111-.844 .134 .828 -.845 -.825 -.875 .ll42 .!Dí 

.11411 -.8311 -.1!66 -.1133 -.839 -.ll>1 -.111-.835 -.815 -.1149 
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Pruebas de la Bondad del Ajuste: modelo ARIMA 1,1,0 

INIGllllSS TEST STATISTICS <see section Ml 

!IDlllllG POlllTS : 22. M>llW.( 28.67 

DIFl1RIXE-SIQI = 17. AM>JIW.( 16.1111 

M mll 2'11. M>IML< 21.4.111 

lllE MIR< 1, BI ltODEL IS X<tl = Z<tl 
•( -,:f,f,)tl]((l- 11 

rtltOUESSIUE PAIMllEllS : 
l'ltl( 1) = -.36561K8 

llllft ltOISE UAlll.w:E = 
m STilllSTIC 
llC STitllSllC 
-2 ln<LIXELDml 
AICC STAllSTIC 

.18613'llt9Z 

.197713Et9Z 
192.69111.11 
191.211ZSllll l/ISI= 
194.682!illll l/ISI= 

2.35..Zl 

1.68""2) 

96.81'"'2) 

191!.282!i88 
194.682511 
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• Usos del modelo: Pronóstico con el modelo ARIMA (1, 1,0). 

H AllVll 1, 8l lllDEL IS Xltl = Zltl 
•< - .'.Hl>X<t- 1l 

MltOllJ:llmlUE PiMIETEIS : 
Pltl( 1l : -,3(,5(,81411 

llllTE ll>ISI Wll!IAIU = .18613'1E'112 
'llle '"1 hls 1'een set to !IESlllülL SSlln = .18613'.lEtllZ 

1 19\T Sllrl!llSll llBIT+M != 
34 - .3157S3E+81 .43143'll+81 - .1'1'.1389! +81 
li .115442E+81 .4593'11E+81 .Z511115E+81 
36 - • 42Zll65E +811 .46Z'J/íilt+81 .'1415711+811 
'If .1543111+811 .4634561+81 .151795E+81 
JI -.5641721-111 .4!.li2B+81 .!.E221+81 
39 .21!62íi.E-111 .46Ji211E+81 .1ll426E+81 
411 -.'15412!il-llZ .46lim+81 .ai61B1+81 
41 .Z/57151-112 .46DE+81 • l'.H3'JE +81 
42 - .1MMU-llZ .4691+81 .136263E+81 
43 .mt71-113 .Ullll+81 .136411BE+81 
44 -.1347441-93 .4635311!+81 .1363511E +81 

<l'ress ll'J ""1 to andi111e) 

.1363611 •tll) 
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Pronóstico con el modelo ARIMA (1,1,0). 

Z88 

86 

IJertical scale: 1 unit = 

TJoe datafile is 

Difference lag 
1 1 

TJoe subtracted ... n is 1.D 

THE l\llM( 1, 8) llODEL IS X!t> = Z!tl 
+(- -.:libl•XCt- 11 

White ooise uariance = .186139E+a2 

84 

Total data points= 33 
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Ajuste exponencial de HOLT, para el modeloARIMA.(1,1,0) 

140 

130 



Resúmen de Resultados de la Estimación de Modelos ARIMA 
8.5 Tabla comparativa de los modelos estimados para la serle de los radlolarlos. 

Serie: Zt = Radiolarios Pseudocobus vema . Transformación: no 

Análisis de Residuales 
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

Periodo y Modelo Parámetros Intervalos Conelación m(~) i"11 a·,g.I. 
número de estimados del 95% ele 8111111 'k 
observaciones Confianza parémetros cociente 

>O.So<0.5 
1740-1080 

ARIMA d=1 
(1,1,1) m=0.016 =0.1856 Q=7.2969 

N=34 J1'1 =-0.505 
e 1 =0.1676 

ARIMA d=1 
(1,1,0) m=O = 0.1861 Q=7.7066 

N=34 p1=-
0.3656 

(10) 

Residuales 
grandes 

varianza no 
monótona 

varianza no 
monótona 

"' o 

"' 
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8.8 Anil11l1 de lntervenclon11 

Para re111Hzar el anillsls de Intervenciones, es necesario 
cortar a la serle orlglnal en un periodo entre las dos 
Intervenciones. Por tanto se cortó a la serle original en el periodo 
1560 cms (105 micrones de ancho promedio de tórax), hasta 1120 
cms (119 micrones de ancho promedio de tórax). N = 23 datos. 
Serle patrón para 101 radlol1rlos: Serle de los datos originales de 
los radiolarios, sin las Intervenciones: n=23 datos. 
Histograma de los datos originales con que se alimentó al paquete: 

TOIM. OISEMTJOlfi = ZI 

atm11' r1t: nm nm • IJIS'I DATA ronas: 

1ii.- 1116.lllllllillll 119.1111111111111 

-5 •5 

IUiZlllllal Sale : 1 nil = .2'4811Et11Z 
llu. F...,.aeq : 12 lw 1 4.25, 4.5111 

..... - tlllllS'.&r:ll: cu .... - li'\t~.ot ~ ,. c:1.--. - ~.,., 
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Graflca de los datos originales de la Serle patrón para los 
radiolarios 

ZI 

llutli:.tl S1>1le: 1 unlt = .1eeee&Etlli 
llu. on vertli:.tl SC4le = .121111111EtK!i Nin. = .lll:llllllE<ID 

llu. on vertli:.tl uis 
Nin. on vertii:.tl uis 

media= 109.891 
desviación estándar= 5.5166 

lZll.11111!111111 
llrl.11111!111111 
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Autocorrelograma de la serle patrón de los radiolarios. 

-1 

ocr: . ?15 .534 .391 .210 .274 .2511 .100 .151 -.1116 -.'IZI 
~~~m~~~~~~~~~~~m~~~m 
~rn~~.~~ • ~ .•~ ~ ~ 
·•·•·•·• .•.•.•. & .&.& m: ~.~~o~m~~~~~~~~~~~ 
~~~~~~~~~~ .~~m ~~~ 
-.913 -.949 -.1BB -.142 .1!43 .983. -.1141i .1182 .11?1 -.rn 

.918 .1!94 -.1169 -.155 .1133 -.1129 -.1158 -.11114 .949 -.1132 



Sustraer la media : Histograma 

-5 

lmizonul Sc.tle : 
llax. Frequencg : 

206 

1 utÍll = .2822E'81 
3 In !-2.99,-1.?51 

•5 
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gráfica de los datos originales con media = O 

Uertic.1 sede: 1 unit = 
llu. on vertic. I scale = 

llen or ut. plotlei 
SU • ...,ldion 

.1119í1!8E tllll i 

.181111'1Et9'll llin. = -.689138Et91 

.eeeeee 
5.5Uili8'1 
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autocorrelograma de los datos originales con media = O 

-1 

~~s.~ .a.m.m.~.~ .rn~~~w 
-.~ -.3'16 -.364 -.349 -.2:11 -.248 -.211'l -.212 -.239 -.1119 
~m~~ ~ ••~ •·~-~.~ 
.~.~ .~.~.~.~~ .~.~.-

mcr: .?15 .1148 -.e:11 -.1119 .318 -.843 -.1es -.8211 -.251 -.266 
~~~~ill~~~~~ .~~~.946~~ 
-.eia -.949 -.1111 -.142 .943 .m -.946 .1!82 .11'11 -.wn 
.918 .1194 -.1169 -.155 .833 -.1!29 -.1158 -.1194 .949 -.832 
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Obtener una representación ARMA para la serle estacionaria 

Orior ol .. lontmsion to lie filtel lp(27)7 1 

Or4a ol ah19 ••uqe to ~ Clttel l.a'll7 8 
Al CDElrIODIJS 

.7147113 
IATIO Of Olll'FIQDIJS TO 11.961STllGIAD lDlll 

Z.5SM28 
<Pren •• i.. to aJltlmW 

111 IAllllNI ESTllllTE = (IESID SSllll 
.125139EtlZ 

llW-llUIJ 111 WllllMI ESTlllllI = .14111'19Et821 

-2 l11Um.lll>Oll 
AllI STATISTIC 

124.lll:fim 
128. 'llD5llml 

Estimación de los parámetros del modelo ARIMA (1,0,0) 

na: 11111K l, 11 imn 1s xm = zm 
•I . 7151tec(t- 1l 

flllOllmSSIUE l'AlllEIEIS : 
1'1111 l) = • 714710 

llillE llOISE IMllllMI = 
-2 llllUm.11111111 
AllI STATISTIC 

.125139Etl2 
124.113511 
1211. '116111 



-5 

210 

Análisis de residuales del modelo ARIMA (1,0,0) 

Frec¡uencg 
media = 0.098 
desviación estándar =0.995 

UerliC4l scale: 1 unil = 
llax. on uertiC4l sc.ile = 

.llllRlllE-91.; 

.21411116E'81; Nin. = -.116tlllE'81 

+5 
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autocorrelograma de residuales del modelo ARIMA (1,0,0) 

-1 

ocr: -.913 .166 .147 -.2:11 ·.117 .R15 .161 .2114 .lit .-.RIB 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~m 

~m~•.•••·••·••·• 
.11111 .1111 .11111 .111111 .11111 .11111·.11111 .11111 .11118 .11111 

rocr: -.R13 .166 .155 -.2.64 .116'/ .1196 .2ZI .m .na -.144 
~a~&~e~~~a~m.m .o~~ 

.1152 .11'/5 -.1183 -.1119 -.155 -.im -.1134 -.1152 -.116'1 -.116'1 
~~~~2~~~~.~~~~~~~~ 
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Pruebas de la Bondad del ajuste 

llllDOllll:SS JIST SJAJISJICS <- sectln1 9.41 

POll'JIJlJ •lth 11= 211: 8.2462 clll 111 ill'= 19 

JllllllNC POINJS = l?. lllOJIML( 14.911 

DllTIID«l:·SIQI = 

JAll TIS! 

U.INlllll.( 

1fi6.fMM( 

u.• 
11.6.58 

1.9482) 

1.4111Zl 

9i.llBlll'll 
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Pronóstico con el modelo ARIMA (1,0,0) 

1211 

11tl 
8 

Uerlicol scale: 1 unil = 

TllE AMI( 1, 8) llO))[I. IS K(t) = zrn 
t( • ?15110!( l- 1l 

!ll!OREGRtSSIUE MROOJERS : 
flllt u = .?14710 

llllIE ~ISE WlRllKE = .125139Etll2 

l.llllllllll 

The lffJ has lleen sel to (RrSlllOOL SSl/n = .125139EtQ2 

'l'J 
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sigue 8.6 anéllsls de Intervenciones 

Para ver como seria la historia de la serle sin las 
Intervenciones, se realiza el anéllsls de Intervenciones, pero 
ahora "en espejo", es decir, se alimenta al paquete con la serle 
de datos originales recortada en el periodo entre las dos 
Intervenciones mencionada, pero Invertida. (ahora el valor Inicial 
es 1120 cms (119 micrones de ancho promedio de tórax, y el valor 
final es 1560 cms (105 micrones de ancho promedio de tórax), N = 23 
datos. 
Serle patrón "en espejo" para los radiolarios (Invertida): Serle de 
los datos originales de los radiolarios, invertidos y sin las 
Intervenciones: n=23 datos. 
Histograma de los datos originales con que se alimentó al paquete: 

radio.prn 

1011\L OBS!lM\l\OIC> : 23 

on:amlb nn: FIRST THIUI AAD l.llST OOTA PO!KIS: 

119.111191!899 129.119119999 

fre<¡UeJK:!I 

116 .1H199119 

~ ~ 

Horizontal Sc.ile : 1 unit = .Z4110E+ez 
lfax. Frequencg : 1Z in [ 4.25, 1. 58) 
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Graflca de los datos originales de la Serle patrón para los 
radlolarlos, Invertida. 

1831--~~~~~~~~-+~~~~~_,,_---

e ~ 

Uutical ..:ale: 1 unlt = 
llax. on vertical scale = 

llax. on vertical uis 
"in. on vertical axis 

media= 109.891 
desviación estándar= 5.5166 

.1890111Etijli 

.1291109E'93i "in. = 

129.08íl0il! 
183.981l!R 
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Autocorrelograma de la serle patrón de los radlolarlos, Invertida. 

-1 

ncr: • ?15, .534 .:DI .218 .2'14 .2511 .1111 .151 -.1146 -.w 
-.~ -.376 -.~ -.348 -.Zlll -.248 -.2112 -.212 -.2.39 -.189 

~21~~ •••••• •••••• .•.a .&.llilll.B.a.a.a.a .a 
rocr: .?15 .848 -.u -.1119 .318 -.1143 -.1115 -.11211 -.~1 -.266 

-.UIS .llrl -.149 -.11611 .2911 -.11111 .iil -.812 .1146 -.2116 
~~~~~oo~~~ ~~1146.~ ~~m 
.818 .9114 -.1169 -.tli!i .1!33 -.l!Z9 -.IHl -.8114 .1149 -.1132 
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Sustraer la media : Histograma 

Horimnul Scale : 
lllX. Fre¡aeq : 

1 uit = .211Z2Etlll 
3 in l-1.511,-1,25) 
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gráfica de los datos de la serie patrón Invertida con media = O 

1111 

-m..._~~~~~~~~--<,__~~~~------..... 
8 23 

Vertlcd SC4le: 1 unlt = .1811!811Itllli 
llAx. on vertlc.il 1c.tle = .181il'IE'92l "'"· = -.611913111:<111 

llu. on vertlc.11 axis 
Nl1. on vertic.tl uls 

lle&n of uta plotted 
Std. devlatlon 

18.11117118 
~.11913114 

.lllllll99 
5.51Gli87 
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autocorrelogra111a de los datos de la serie patrón invertida con media 
=O 

-1 

na: .?15 .534 .:DI .218 .2'14 .2511 .1111 .151 -.IMG -.?ZI 
-.:m -.376 -.:M -.:He -.Zll -.248 -.28'l -.212 -.239 -.189 

~21~~- - •·•••••••• •••••• •• •••••••••• •• PACl': .?15 .IH8 -.DI -.1119 .318 -.1143 -.tE -.11211 -.2.51 -.266 
-.tlili .llP -.149 -.llill .298 -.11111. .&61 -.1112 .IMG -.2116 
-.1113 -.1149 -.100 -.142 .1143 .ill:I -.1146 .1m .m -.'177 
.818 .lllH -.1169 -.t:ii .lm -.1119 -.161 -.1114 .1149 -.113Z 
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Obtener una representación ARMA para la serle estacionarla 

RAIIO OF AR O>EITiaDl!S TO C1.96llS'llllDRRD IRIORI 
l.111m4:11 

RATIO OF 111 O>EITICIOOS TO Cl.96llS'IANDARD ERRORI 
-.ZllGl45 

<l'ress ·~ ~ to contiroe> 

lll Ufllllll«I ESTIM!E = CllISID SS!tll 
.121!819!tl!2 

-2 lnCllmIHOODI 
A!CC STATISTIC 

123.41551!999 
131!.6'1!!61l1l9{1 

Estimación de los parámetros del modelo ARIMA (1,0, 1) 

Tlll: RRlllC 1, 11 llOD!l IS Xctl = Zlll 
•C .819l11l«t- 1l •C -.174lllZCt-1l 

ltlTORL'GRESSIUE l'llillllETERS : 
l'ff[( 1l = .81919239 

llOIJIMG Mm J'RRA.llETERS : 
TllEIAC 11= -.17485368 

llUTE HOISE UARllKE = .12!!819ttl!2 

~ OCOJDtD Al STEP 5 OF . 23; OOLIJE OF R(MI = 
The 1W has been 111t to CllIS!llllU. SSlln = .121181.9Et82 

l • lllllBlll 
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Anéllsls de residuales del modelo ARIMA (1,0, 1) 

Ver ti ca 1 sea le: 1 un! l = .1110008!-81 i 
llax. on vertical .c.ile = .284122E<Bii "in. = -.1'1'1556E<Bi 

media = 0.098 
desviación estándar =0.995 
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Pruebas de la Bondad del ajuste 

IANDOlllESS TCST STATISTIC3'(..,. MlClloo 9.4) 

POIT'TEllJ wlth ll= 211; 6.8943 cM Sii df= 18 

TIIllNIMG POINTS = 16. IMllllW.1 

DIFl'llOCE-SIQI = 18. AllllllW.I 

Rf»(J( TEST 1116. IMlll!W.( 

14.111 

11.111 

126.511 

Tabla de valores estimados para el pronóstico 

• >911 SQJIJ(llS[) >OllT~ I= 
21 -.3'149'J4E+91 • 34'1598[ t91 .11!6111Et!C 
25 -.387192[+91 .113'i48E+91 .186819Et!C 
26 -• 251649[ +91 • 15?.683E t91 .1~t!C 
'll -.21!SH9E+91 .1'16965!: t81 .11rnmt83 
28 -.1688'11i[ +91 .1m:l!E+91 .1882113[ t83 

1.9411tll 

1.4102) 

56.llllltll 

.1ll009I<ll3l 
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Pronóstico con el modelo ARIMA (1,0, 1) 

1211 

llrl 
8 

Uertical scale: 1 unlt = 

IllE Allllll l, ll NODO. IS Kit) = Zltl 
•( .819l11Xlt- 1l t( -.174lMZlt-1l 

MOREW:SSIUE l'AJAllEIERS : 
PHH 11 = .81919ZI! 

llOIJIMG !WIRAGE 1'11R1111JERS : 
' IllEIAC ll= -.1711mi8 

llllTI HOJSI WIRllMI = 
-z lnCLIKELJHOODl 
AICC SIAIISIIC 

.129819Etll'l 
123. 41551!8 
1:.1.6'/lml 

1.11111111118 

COlfJ[Jl(;DKI OCOJRRl:D Al SIEP 5 OF 23; WUJJE OF RCHl = 

43 
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8. 7. Discusión de resultados. 

La primera etapa para la identificación y construcción de un 
modelo ARIMA, es observar las gráficas y los· parámetros que 
describen a la serie. Si se observa la serie original es evidente en 
primer lugar, que se trata de una serie con dos marcadas 
intervenciones. Son dos eventos en los que se altera el 
comportamiento histórico de la serie, por lo que es posible que los 
residuales presenten valores más altos de los esperados en el 
intervalo 2cr, y la varianza de Jos residuales puede ser no monótona o 
tener crecimiento o decrecer. Es de esperarse también un valor alto 
en el estadistico de Q 

Además se observa una tendencia en la serie después de la 
segunda intervención. Se identificó a d=1 como el valor óptimo para 
reducir la tendencia. Se apllcó una sola vez el operador diferencia a 
los datos originales dado que la segunda vez que se diferenciaron 
aumentó la desviación estándar por sobrediferenciación. La primera 
diferenciación redujo la desviación estándar original de 11.1020 a 
4.65. La segunda vez que se diferenciaron los datos originales, el 
valor de Ja desviación estándar fue de 7.6193. 

Una vez establecida la serie estacionaria sin tendencia, con el 
valor del operador "d" definido, (es decir, se "estaciona" a la serie a un 
nivel constante para poder buscar una representación ARMA), se 
pasó a la siguiente etapa en la construcción del modelo, la etapa de 
determinación de los valores de "p" y "q", mediante el análisis del 
autocorrelograma y de la función del autocorrelograma parcial. El 
autocorrelograma de los datos originales decrece sinusoidal y 
exponencialmente, con cambio de signo en la curva sinusoidal. Como 
el autocorrelograma no desaparece, es decir, no tiene un corte, 
sugiere un componente AR. En cuanto al autocorrelograma parcial 
tiene un elevado valor Inicial, y no decrece ni desaparece, 
aparentemente tiene una cola. Esto sugiere un modelo ARMA. Por 
tanto los modelos iniciales que se probaron fueron ARMA (1,0); y 
ARMA (1,1). No se probó un modelo ARMA (0,1) porque el 
autocorrelograrna inicial no presenta corte, y el FACP presenta un 
valor significativo en el primer parcial, lo que sugiere que el valor de p 
es 1, es decir, es un AR (1). Asi se definió que se trata de un modelo 
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(1, 1,q). El autocorrelograma y el autocorrelograma parcial de los 
datos con la primera diferencia también sugieren modelos (1,1,1) y 
(1,1,0). Asl, los valores que se probaron para "q"fueron O y 1. 

Para definir el valor de "q", se pasó a la siguiente etapa de la 
construcción del modelo ARIMA, la estimación de los parámetros. 
Primero se probó el modelo ARIMA (1,1,1) asignándole valores a 4>1 
y a 91 de .1. Después se le dio selección automática y el resultado 
de esta estimación automática fue de 4>1 = -.5049, y de 91 = .1676. 

Los dos modelos dieron pronósticos similares, y sus residuales 
y altos valores del estadlstico de Q Indican problemas en los dos 
ajustes realizados. Los modelos contra los que compitió dieron 
también pronósticos Interesantes, pero no fué posible realizar un 
ajuste satisfactorio. Finalmente se trató de obtener un mejor 
pronóstico con el modelo ARIMA (1, 1,0), realizando un ajuste 
exponencial "Holt" con que se logró el pronóstico con tendencia que 
se presenta al final del análisis, 

El hecho de no poder ajustar un modelo a este conjunto de 
datos, evidencia claramente la presencia de Intervenciones. Esta 
situación era de esperarse dada la presencia de las dos 
Intervenciones que se mencionan al inicio del análisis. En estos 
casos, el análisis de Intervenciones indicado es para Intervenciones 
de tipo 3, que alteran el comportamiento histórico de la serie, 
rompiendo no sólo con la estructura estocástica de la serie, sino 
también con la estructura determinista de la serie, modificando el 
valor de los parámetros que tenla la serie antes de la Intervención. 

Pese a que esta serie es un caso similar al caso de las garzas 
analizadas en el capitulo 7, porque se trata también de una serle de 
34 datos, en esta serie hay solamente dos intervenciones, por lo que 
se realizó el análisis de intervenciones del segmento de la serie 
comprendida entre las dos Intervenciones. 

El análisis de Intervenciones se realiza comparando a la serie 
original con una serie patrón, que se obtiene cortando a la serle 
original en el periodo entre las Intervenciones, para Investigar cómo 
hubiera sido la historia de la serle original sin las intervenciones y 
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tener un patrón de referencia. Por tanto, se realizó el análisis de la 
serle "patrón" con los 23 datos comprendidos entre las dos 
intervenciones, y se buscó pronosticar los datos con el modelo 
obtenido. También se realizó el análisis de la "serie patrón Invertida", 
(imagen en espejo) para tratar de proyectar la Imagen Invertida de la 
serle en el periodo considerado y tener más elementos para realizar 
el análisis de las intervenciones. 

Los logros obtenidos del análisis de intervenciones son 
modestos, porque los pronósticos obtenidos con los modelos 
ajustados no son buenos. Esta situación era previsible desde el 
análisis de la varianza de residuales porque en ambos casos es no 
monótona, aunque el estadlstico de Q tiene valores aceptables en 
ambas series (para la serie patrón: ARIMA (1,0,0): Q = 8.24; y para la 
serie en espejo: ARIMA (1,0,1): a= 6.89 para 18 g.I.). El paquete 
PEST no realiza este tipo de análisis y para realizar el análisis de 
intervenciones es necesario tener series mayores, de más de 50 
datos como ya ha sido mencionado, para poder partir a la serie en 
periodos anteriores y posteriores a la intervención que resulten 
significativos. Sin embargo, cabe subrayar, que la presencia de las 
intervenciones queda clara mediante el análisis realizado 

8.8.Conclusiones. 

Se trata de una serie no estacionaria, con dos marcadas 
intervenciones. Los valores iniciales de la serie tienen un 
comportamiento estacionario, que es interrumpido bruscamente por la 
primera intervención en el tiempo 4.33 millones de años. Después de 
la primera intervención se observa un periodo estacionario de 
aproximadamente un millón de años, seguido por una etapa con 
tendencia ascendente. Finalmente en los últimos valores de la serie 
se puede señalar a una tercera intervención que rompe con el valor de 
pendiente de la tendencia que se venia presentando y altera la serie 
aumentando de manera drástica el tamaño de las fluctuaciones del 
valor de la variable (tamaño de tórax), con respecto a las 
fluctuaciones anteriores. En esta serie no se observan ciclos, no es 
una serie estacional. 
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El modelo que mejor se ajustó a los datos es el ARIMA (1, 1,0) 
este modelo se eligió por parsimonia dado que el modelo ARIMA 
(1,1,1) tiene mayor ni'.lmero de parámetros. Entre más parámetros 
tiene el modelo más aumenta la desviación promedio (estándar). 
Entre más datos tiene una serle es mejor porque el desvlo estándar 
disminuye y la estimación es más precisa. Por tanto la serle de los 
radiolarios paleozoicos también padece de pocos datos (n = 34). Un 
número mayor a 50 es recomendable para obtener mejor precisión en 
la estimación como ya se ha mencionado. 

Ahora bien, la serle analizada en particular, no es una prueba 
contundente a favor del cambio por puntuado. SI bien hay un evidente 
momento puntuado, es decir, un cambio de nivel drástico en la serle 
provocado por la primera intervención, -hecho que apoya el cambio 
por equilibrios puntuados-; en la segunda intervención, que determina 
otro cambio muy evidente de nivel, se observa una etapa inicial con 
una tendencia "suave" a Incrementar del volumen del tórax.. La 
pendiente "suave" que inicia en la profundidad 1280 (118) con 
ascensos y descensos al Incremento del volumen del tórax, culmina 
con un cambio brusco de nivel que aumenta en promedio 5 micrones 
al tamal\o promedio del tórax. 

La explicación de la etlologla de las intervenciones que se 
presentan en la serie de tiempo sale de los limites del análisis 
estadlstico. Su explicación se ubica dentro de un contexto 
paleontológico. Hemos dicho que las intervenciones son eventos 
exógenos que alteran la estructura histórica de la serie. Si ubicamos a 
las intervenciones de nuestra serie de radiolarios en la escala de 
tiempo geológico, se observa que, la primera Intervención se 
presentan entre los 4.33 y 4.00 millones de años, mientras que la 
segunda intervención inicia a los 3.12 millones de anos 
aproximadamente. Estos periodos en la escala geológica se ubican 
en la Era Cenozoica, en el periodo Terciario, en la época del 
Plioceno-Pleistoceno. 

Ahora bien, toda la historia Cenozoica está marcada por 
evidentes cambios ciclos del nivel del mar, que ocurrieron a escala 
global, en todo el planeta. Esta evidencia se basa en que los 
márgenes continentales tienen cambios simultáneos y de magnitudes 
relativas similares. Los cambios cíclicos del nivel del mar que se 
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observan en el registro geológico, son debidos a procesos de gran 
magnitud: los glaciares y los eventos geotectónicos (Vall, Mltchum y 
Thompson, 1977). 

Los eventos geotectónicos y los glaciares, Implicaron 
importantes cambios cllmétlcos que afectaron no s6lo la temperatura 
ambiental global de planeta, sino que coinciden con los cambios 
globales clcllcos del nivel del mar (Vall, Mitchum y Thompson, 1977). 

Los cambios en el nivel del mar, probablemente provocaron 
corrientes marinas superficiales que no sólo aumentaron la 
temperatura del agua, sino que también acarrearon mas nutrientes al 
medio en que vivlan los radiolarios. Todos estos cambios 
favorecieron el incremento de tamano de los radiolarios. 

En suma, el anélisls estadlstlco de esta serie de tiempo no es 
una evidencia contundente de que el cambio evolutivo total ocurrió por 
saltos. Si bien la primera intervención tienen un claro efecto puntuado 
en el tamano promedio del tórax de los radiolarios, antes de que 
ocurriera la tercera intervención, ya se observaba una tendencia a 
incrementar el volúmen del tórax. Es necesario buscar serles mayores 
para poder aplicarles un anéllsis de intervenciones. 
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Capitulo9: 

Anállsls de los resultados generales del trabajo: 

Alcances y !Imitaciones de los modelos ARIMA obtenidos 
mediante la aplicación del análisis estadlstico de las series de tiempo 
univarladas a los procesos ecológicos y evolutivos considerados. 

1.EI anállsls estadlstlco de serles de tiempo unfvarladas fil 
es una herramienta apllcable a datos numéricos del registro fósil. 
Pese a que fa mayorla de los datos disponibles del registro fósil son 
en general datos categóricos (Montellano M.1994 'Comunicación 
oral), es Importante buscar registros fósiles con datos numéricos 
y estudiar a estos datos del registro fósil como serles de tiempo, 
en donde el tiempo equivale a la dimensión espacio (profundidad), en 
la escala del registro fósil. Es importante repetir que los intervalos de 
'1iempo" considerados deben ser intervalos fijos y de Igual magnitud. 

2. No se trata de reducir las cuestiones evolutivas a meras 
"elucubraciones estadisticas". Si los procesos evolutivos son series 
de tiempo, el tratamiento estadlstico debe ser precisamente el 
análisis de series de tiempo, cuando se tengan registros numéricos y 
con bases de datos de más de 50 datos. Las series de tiempo se 
deben estudiar justo como series de tiempo. 

3. El análisis estadlstico de series de tiempo univariadas es una 
herramienta muy importante pues es un argumento estadlstico y 
matemático que puede ayudar a explicar "saltos" o "eslabones 
perdidos" que sin un análisis formal se convierten en una discusión sin 
fundamentos sólidos. Si la variable dependiente en estudio se 
relaciona con un eje de abscisas con intervalos de tiempo (o las 
unidades de profundidad consideradas) fijas, mediante el análisis 
estadlstico de series de tiempo se tiene un fundamento real que indica 
la presencia y el tipo de cambios en la estructura histórica de la serie, 
es decir, marca claramente fa presencia de intervenciones como 
factores exógenos, que modifican la estructura histórica de la serie en 
estudio; y define el tipo de cambios en dicha estructura histórica de la 
serie, porque marca una diferencia entre tendencias e Intervenciones. 
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4. La hipótesis de traba!o de la presente Investigación es en 
primer lugar investigar si el análisis estadlstlco de series de tiempo 
unlvariadas es aplicable a series de tiempo de procesos estocásticos 
biológicos. Dado que si lo es, tomando en cuenta las consideraciones 
anteriormente mencionadas, las siguientes preguntas son: ¿cuáles 
son los alcances y limitaciones de esta técnica estadlstica aplicada a 
series de tiempo de procesos evolutivos estocásticos? ¿Qué tanta 
información nos pueden dar? ¿Para qué?. 

Serles de tiempo es una herramienta formal para explicar el 
cambio evolutivo porque permite clasificar el modo como ocurrió 
el proceso evolutivo en términos de pendientes, de velocidades 
del cambio en relación al tiempo. Asi un cambio brusco, 
puntuado, Implica un cambio Instantáneo (en términos 
geológicos), mientras que las pendientes "suaves" Indican 
tendencias, cambios graduales. Por tanto, es Importante considerar 
esta técnica en estudios de procesos evolutivos biológicos, dado que 
a la fecha de realización del presente trabajo, no hay trabajos 
publicados sobre estudios de evolución con análisis de series de 
tiempo. Por tanto, propongo considerar a la evolución como 
procesos estocásticos deterministas y estudiarla con la 
herramienta estadlstlca apropiada, para Identificar en e\ tiempo si 
el cambio fué Instantáneo, en términos geológicos. 

En los objetivos especificas de esta tesis, se postula dar un 
argumento matemático estadlstico mediante el modelo ARIMA 
obtenido, a favor del cambio gradual o del cambio punteado. Para 
lograr esto, es necesario realizar un análisis de Intervenciones. El 
análisis de la serie de los radiolarios apunta un cambio puntual en la 
primera etapa de la serie y un cambio "gradual-puntuado" en la etapa 
final de la serie. Sin embargo, la conclusión que indica este resultado 
es que es necesario analizar más series de tiempo de procesos 
evolutivos, (de más de 50 datos, de preferencia), bajo esta óptica, y 
realizar un análisis de Intervenciones para evaluar e\ intervalo de 
confianza en el que cae el pronóstico resultante del análisis de 
intervenciones, y asl poder evaluar el tipo de intervención que tuvo 
lugar en la serie. De esta manera, es posible confirmar cómo ocurrió 
el cambio, si por saltos bruscos, por tendencias o si en realidad los 
procesos evolutivos han ocurrido mediante la combinación de \os dos 
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tipos de cambios que tradicionalmente se han considerado como 
antagónicos en la visión tradicional. 

5. En cuanto a los alcances y limitaciones de esta técnica 
aplicada al estudio de procesos estocásticos evolutivos, en los 
objetivos especificas también se plantearon las preguntas: ¿Es 
posible distinguir los componentes deterministas de tos componentes 
estocásticos mediante este análisis estadístico? ¿Es posible distinguir 
deriva génica de selección natural?. 

El análisis estadlstico de series de tiempo, como se ha visto en 
et desarrollo de esta tesis, es un procedimiento tanto estadístico como 
matemático en et que tos aspectos deterministas de las series de 
tiempo se definen mediante tos parámetros de los polinomios de las 
ecuaciones en diferencia presentados en el capitulo 2. El aspecto 
estocástico de una serie, queda bien especificado al igualar la media 
a cero. El aspecto estocástico de la serie se observa en la amplitud y 
frecuencia de las fluctuaciones del proceso alrededor de la media 
Igualada a cero. Por tanto el análisis si separa los componentes 
deterministas de los componentes estocásticos de la serie. 

Ahora bien, dado que si es posible distinguir componentes 
deterministas de componentes estocásticos en un conjunto de datos 
de series de tiempo, ¿es posible explicar en términos biológicos qué 
significa cada parte de la serie?. Su aspecto estructural, ia varianza, 
¿a qué se debe el que la serie tenga determinada estructura? ¿qué 
factores pueden alterar esta estructura? ¿cuál es el significado en 
términos evolutivos de la media y de la varianza? ¿qué factores 
aumentan su amplitud y cuáles la restringen? ¿porqué?. 

Estas últimas preguntas me llevaron a estudiar los conceptos 
fundamentales de la Teorla de la Evolución, bajo una perspectiva 
especial: tratar de entender a el proceso evolutivo como cambios 
resultantes de dos tipos de fuerzas antagónicas, componentes 
conservadores, de memoria o de mantenimiento de las valiosas 
caracterlslicas que han resullado exitosas para los organismos, y por 
otra parte los componentes de cambio, dirigidos o determinados por 
la selección natural, de acuerdo con la hipótesis de la reina roja que 
todo el tiempo corre para mantenerse siempre en el mismo lugar, es 
decir que las poblaciones están en cambio constante sin llegar nunca 
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a un punto óptimo, porque los propios organismos modifican 
constantemente la topografla adaptativa, y los cambios no 
deterministas, es decir los azarosos o estocásticos debidos a las 
mutaciones, deriva génica, migraciones, y demás factores 
Impredecibles que son en realidad eventos exógenos o intervenciones 
en la historia de un proceso estocástico evolutivo. 

Y ... ¿Es posible distinguir deriva génica de selección natural?. 
Esta es una pregunta que rebasa los alcances del análisis de las 
series consideradas en que este trabajo. Este trabajo es un ejemplo 
del tipo de estudios que se pueden realizar con esta técnica 
estadlstica. Con este enfoque es necesario realizar más estudios de 
procesos evolutivos estocásticos a diferentes niveles, alteraciones en 
el número de comunidades, cambios en la diversidad, a nivel de 
genética de poblaciones como variaciones en la adecuación de los 
organismos, etc. Este enfoque estadlstlco, puede ser un auxlllar 
en la Interpretación de los datos de procesos estocásticos 
evolutivos abordados a diferentes niveles por las dlsclpllnas 
clentiflcas correspondientes. Para diferenciar si los cambios son 
debidos a deriva génica o a selección natural, es necesario 
diseñar experimentos especlflcos con esta flnalldad, o analizar 
otros registros fósiles, bajo esta perspectiva para entender la 
secuencia de la serie. Esta herramienta estadlstica define claramente 
cuándo un evento exógeno, es decir una Intervención, "rompe" o 
altera la secuencia histórica de una serie, sin embargo, el análisis 
estadlstlco de series de tiempo "per se" no explica a qué se debe 
la Intervención. La explicación causal de la Intervención 
corresponde a otras disciplinas cientiflcas. Dependiendo del tipo 
de proceso estocástico evolutivo en estudio, la explicación será del 
orden de eventos catastróficos como glaciares, meteoritos, tectónica 
de placas; o bien la explicación será la aparición de mutaciones si se 
trata de series de tiempo de frecuencias génicas y adecuación. 

6. Por lo anterior, en este trabajo, se propone considerar el 
análisis estadlstlco de series de tiempo en los protocolos y dlsei'los de 
investigaciones sobre la evolución de las especies, y asimismo, que 
la evolución puede ser entendida mediante un modelo estocllstico­
determinísta que considere las fuerzas antagónicas mencionadas. 
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Es necesario realizar más estudios de procesos estocásticos 
evolutivos, a diferentes niveles de complejidad, analizando los datos 
bajo la perspectiva de este nuevo prisma estadlstlco matemático, y 
digo .prisma pues es un nuevo Instrumento, una nueva herramienta 
estadlstica matemática que puede ayudarnos a entender los datos del 
registro fósil bajo un nuevo enfoque. 
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Capitulo 10 

Conclusiones generales.-

1. El objetivo general de esta tesis si se cumple, porque el análisis 
estadlstico de series de tiempo univariadas fil es una herramienta 
aplicable a datos numéricos del registro fósil. 

2. Es Importante buscar registros fósiles con datos numéricos y 
estudiar a estos datos del registro fósil como series de tiempo, en 
donde el tiempo equivale a la dimensión espacio (profundidad), en la 
escala del registro fósil. Es importante repetir que los Intervalos de 
'~lempo" considerados deben ser intervalos fijos y de igual magnitud. 

3. El análisis de Intervenciones realizado con los modelos ARIMA 
obtenidos mediante el análisis estadlstico de series de tiempo 
aplicado a conjuntos de datos numéricos de series de tiempo 
evolutivas, es un procedimiento que puede ayudar a formalizar en 
términos estadlstico matemáticos el proceso de cambio evolutivo, 
porque permite discernir las intervenciones puntuales (saltos, cambios 
bruscos de un nivel a otro), de los cambios ocurridos por tendencias. 

4. Se sugiere considerar el análisis estadlstl :o de serles de 
tiempo en los protocolos de Investigaciones sobre procesos 
estocásticos evolutivos, dado que la herramienta estadística para 
analizar datos en el tiempo, es justamente el análisis estadístico 
de serles de tiempo 

Bici. Mariana Núñez Zúñlga / · 
Otoño de 1994. 
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Anexo a: Comportamientos tlplcos de la Función de autocorrelaclón 
FAC y de la Función de autocorrelaclón parcial FACP. 

Guerrero V.M. 1991a. 
Análisis estadfstico de series 
de tiempo económicas. 
capitulo 4, pp 115-123. 

En conclusión, para llevar a cabo la etapa de identificación, es 
conveniente recordar las caracterfsticas de la FAC y de la FACP; que 
hemos resumido en el cuadro 3 de la pp 73 que se reproduce a 
continuación: 

Cuadro 3: 
Comportamientos ti picos de la FAC y la FACP (ACF Y PACF) 

Proceso FAC FACP 

AR(p) Convergencia a cero, con Solamente fas 
comportamiento dictado por primeras p 
la ecuación para autocorrelaclones 

parciales son 
/\' ·~, (llenen cola o son distintas de cero. 

slnul!_of pales) (su FACP corta en p) 
'. 

MA(q) Sólo las primeras q Sucesión Infinita 
autocorrelaclones son convergente a cero. 
distintas de cero. 

ARMA(p,q) Comportamiento Irregular de Sucesión Infinita 
las primeras q convergente a cero. 
autocorrelacl ones y después 
convergen a cero de aucerdo 
con 
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Para facilitar la identificación de modelos a partir de valores muestrales, se 
l&prOduoen a contlnuación las figuras 4.5 "a",''b","c","d", y "e", del capitulo 
4 del libro del Dr. Guerrero (Guerrero 1991a), donde se mueslran los 
comportamientos tfplcos de las FAC y de las FACP tanto teóricas como 
mueslrales (con muestras de !amano N = 100) para algunos modelos que 
ocurren con frecuencia en la práctica. En la misma figura aparece lo que 
se denomina oomo "región admisible" para los parámetros del modelo, 
dicha región se obtiene como consecuencia de las condiciones de 
estacionariedad einvertibilidad para los modelos respectivos. Por ejemplo, 
un modelo AR (1) es estacionario, si -1 < fi <1. por lo cual la reglón 
admisible ~ representarse gráficamente como el Intervalo: 

Región admisible para un modelo AR ( 1) 
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Anexo b: Método de Máxima Verosimilitud. 

El método de máxima verosimilitud, supone que {al} es un 
proceso de ruido blanco, con distribución normal, media cero y 

varianza a~. . A partir de estas consideraciones, se obtiene la 

función de densidad conjunta de los errores aleatorios: 

f(~~l'."1~=(211 (~ -N+-d+p1 N ¡·· 
. ¿~ 

1-dtpt-t 

(b.1) 
Ahora bien, si se considera a la variabl~ 

... (b.2) 

entonces la expresión 

implica que 

..... (b.3) 
esto penmite obtener la función de densidad ·conjunta de la variable 

Wd+p+1.Wd+p+2 ... .,WN a partir de a función de densidad conjunta de 
los errores aleatorios (b.1) como 
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..... (b.4) 

Esta función de densidad permite calcular probabilidades de la 
distribución normal multivariada una vez que se conoce a los 

- ( )' - ( )' 2 parámetros + = '1·····•P ,eg,9 = 9'····ªp Y a ºa· 

En realidad, lo que se conoce es una muestra de 

*. (Wit+p+t.W..+p+2·····~)- ........ (b.5) 

y lo que se desconoce es +.eo,ii, y a:. por ello se considera que la 

(b.4) es un1 función da varosimllltud da los parématros, que dependa del 
vect~r da observaciones W, asto es, 

...... (b.6) 



con 

N 2 
S(cji,a0,e) = ¿ ªt 

t=d+p+1 

.= 
,\'1·· 
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....... (b.7) 

dicha función de veroslmllltud L($,8o,ii,a~/W} debe 

maximizarse con 
respecto a tos parámetros, para obtener la representación (b.1) mas 
apropiada de la serie {Wt} en estudio. 

La estimación de parámetros de modelos ARIMA esté 
conformada por una parte teórica muy fuerte. Para profundizar sobre 
el método de máxima verosimilitud, debe consultarse el libro del Dr. 
Guerrero, en el capitulo, 4. 
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