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INFRODUCCION

Cuando los programas se reducian a unas cuantas lineas de cédigo que efectua-
ban unos pocos comandos no s¢ apreciaba la importancia de demostrar que los
programas hacfan lo que deberian hacer. No obstante, conforme fue aumentando
su complejidad y adquirieron dimensiones enormes (y de esto ya hace bastante
tiempo) la necesidad de programar sobre un terreno més firme no sélo fue clara
sino urgentisima, pues pronto quedd claro que depurar (debug) y probar con casos
especificos los programas era insuficiente y poco seguro: no es raro que el ntimero
de casos sea, si no infinito, indefinible, y la depuracién es una tarea ingrata, muy
diffcil y en si misma se presta al error. Por otra parte, los emores en los programas
de cémputo pueden ser costosos o incluso pueden poner en peligro vidas humanas:
si un programa de control de cuentahabientes de un banco deposita mds o menos
dinero del debido en una cuenta puede mejorar o arruinar la economfa de alguien:
siel programade control de aterrizajes enun acropuerto asigna la misma pistaa dos
aviones distintos el resultado puede ser una tragedia. En consecuencia, asegurar
la confiabilidad de los programas no s en objetivo sin importancia préctica: es
una tarea prioritaria.

(Cémo se puede hacer que los programas sean confinbles? El primer paso es
establecer claramente la naturaleza del problema. Considérese el siguiente pro-
grama (expresado en un lenguaje similar a Pascal):

Var
a, i integer;
primo: boolean;
Begin



8 INTRODUCCION

prima = true:

i=2;

while (i < @ and primo = true) do

begin
if (amod i) = 0 then

primo = false;

=i+l

end:

if (primo = true) then
writeln(a.' es primo’);

End.

Desde luego. es un método poco eficiente para saber si a es primo. Pero ése no
es su principal defecto: también es incorrecto, Sea @ un niimero no primo menor
que 0. En este caso, el ciclo indicado por “while™ no se ejecuta ni una sola vez
y. en consecuencia, la variable primo no se modifica. E! resultado es un mensaje
erréneo sobre a.

Aunque el programa es incorrecto, el compilador de “Pascal” no protestd a

- ... la hora de traducirlo al cédigo de mdquina, pues es correcto sintdcticamente, El

problema se encuentra en otro lado: la ejecucién del programa no garantiza que se
cumpla lo que se espera de 61, pues las acciones que realiza son insuficientes (y aun
equivocadas) para producir el resultado deseado. Es como si al querer expresar
un hecho en inglés (por ejemplo. que estd lloviendo en el este de Londres), se
escribiera una oracién que respetara la sintaxis de este idioma. pero cuyo signifi-
cado fuera algo distinto a lo que se quiere comunicar (por ejemplo, *It's raining
in Leeds™), En otras palabras, ¢l problema se encuentra en el nivel semdntico del
programa.

Anles de proceder, conviene aclarar los términos “sintaxis™ y “semdntica” e
introducir el de pragmdtica (sélo para completar la lista). Lucas [1982] da estas
definiciones (tomadas a su vez del trabajo del filésofo estadounidense Charles
Moris):

La sintaxis tiene que ver con cudles combinaciones de sfmbolos son validas
(pertenecen a un lenguaje dado) sin considerar el significado o el contexto en el
que se producen.
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La semdntica se ocupa del significado de los simbolos de un lenguaje. tanto
aislados como en un contexto dado.

La pragmdtica de la relacién de los simbolos con el contexto en el cual se
producen: su origen, su uso y sus efectos en la conducta de emisores y receptores
de simbolos.

No hay una froniera perfectamente definida entre estas dreas.! Peroladistincion
es 1itil para el ejemplo anterior y para el caso general. El aspecto sintictico corre
por cuenta del compilador.” La semdntica se ocupa de determinar si el significado
del programa, tal como estd formulado, es el deseado, La pragmdtica tiene que
ver con el objetivo que se persigue al querer averiguar si d ¢s primo o no (y con la
utilidad que pucda tener este dato en el contexto general).

Para poder saber si un programa cs confiable o no, ¢s necesario que la con-
firmacién de su correccion se realice a nivel de la semdntica. Como ya se vio,
un programa correcto sinticticamente no €s necesariamente correcto en su signi-
ficado, No obstante, [a determinacién de la correccidn semdntica ¢s mucho mds
complicada que la del tipo sintdctico. El problema de la pragmatica es ain mds
diffcil, pues demostrar que un programa satisface ciertas necesidades (humanas,
desde luego) ¢s tan inalcanzable como querer especificar sin ambigtiedades di-
chas necesidades. jCuintos usuarios de computadoras gastan una buena parte de
su tiempo en busca del programa ideal para sus fines personales!

El objetivo del presente trabajo es abordar el tema de la semdntica de los
lenguajes de programacién. La gente que se dedica a este campo sostiene que por
medio de la definicién rigurosa del significado de las expresiones de un lenguaje
¢s posible (0 menos improbable) demostrar la correccion de un programa, Las
matemdticas son el terreno de las demostraciones y lIas definiciones precisas por
excelencia y 1a 16gica es su instrumento privilegiado. Por tanto, parece convenien-
te “matematizar” el lenguaje en el que estd escrito un programa de computadora

! Porcjemplo, s¢ ha propuesto que, de hecho, el significado de los simbolos de un lenguaje se
deriva de su uso en contextos especificos (lo que forma parte de la pragmitica).

2 Esto no es estrictamente cierto, pues ¢l compilador también verifica algunos hechos que mds
bien forman parte de la semintica. Cémo se sabe, 1a mayor parte de un lenguaje de programacién
responde a una gramatica tibre del contexto, Pero ¢n muchos casos el compilador verifica que,
cuando se usa una variable, ésta se haya definido antes, o que el tipo de 1a variable corresponda
a la operacidn que sc realizard. Dependiendo del método que se haya clegido para definir el
Lenguaje, estas dos cuestiones forman parte en mayor o menor medida de la semudntica,
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para demostrar la correccién de éste, es decir, traducir a conceptos matemiticos
los objetos que forman el lenguaje. como las variables, las secuencias de control
de ejecucion. las funciones. los procedimientos. etc.. y demostrar que de las pro-
piedades de estos objetos y su disposicidn en el programa se deduce el resultado
esperado.

Sin embargo, de la necesidad de hacer que los programas sean confiables no
se sigue inmediatamente que haya que demostrar Idgicamente sus propiedades.
Es perfectamente legitimo hacerse estas preguntas: ;hace falta demostrar los pro-
gramas? ;No hay un método mds ficil. como la depuracién rigurosa o los ensayos
con casos prototipicos (testing)?

Cualquiera que se hayaenfrentado a Ia tarea de revisary probar un programa de
grandes dimensiones sabe la magnitud de las dificultades con las que se tropieza.
La estrategia de definir unos cuantos casos prototipicos no siempre es fécil de
desarrollar, Por ejemplo, ¢los casos prototipicos son los que de alguna manera
representan limites posibles en la arquitectura de la miquina o en el compilador
(por ejemplo, valores que produzcan enteros que rebasen el rango mdximo o mi-
nimo en la méquina especifica)? O. por el contrario. ¢ son los que pueden producir
resultados matemdticamente inesperados? Es claro que con esta estrategia depen-
demos de qué tan acertada haya sido nuestra eleccion de los casos prototipicos,
Ademds, como sefiala Edsger W. Dijkstra [1976), por este método sélo es posible
demostrar (cuando mucho) que un programa tiene errores, pero nunca que 7o los
tiene.

Por otra parte, intentar depurar un programa después de que éste fallé con
algtin caso se parece mucho a la bisqueda de una aguja en un pajar: hay que
tratar de aislar la seccién del programa en la que ocurrid la falla; después hay que
descubrir en ésta el punto exacto donde se encuentra el ervor; y. por 1ltimo, hay
que modificar el programa de forma que el error quede eliminado (lo cual, con
frecuencia, no es trivial).

La estrategia de demostrar la correccién del programa sigue una orientacién
opuesta. El objetivo es construir un programa tal que se pueda estar seguro (en
1a medida en que las demostraciones sean correctas) de que cada seccion realiza
1a tarea que deber realizar si s cumplen determinadas condiciones especificadas
por el programador. Por otra parte, como lo seflalan Dijkstra (1976] y David
Gries [1981), la demostracion de la correccién de un programa “abstracto” pucde
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servir como estructura bdsica para construir un programa real. De esta forma. el
programa resultante es lo mds s6lido posible y. si es que ain persiste algiin error,
1a existencia de una demostracidn previa del programa, aunque sea imperfecta,
permite atacar con mis facilidad ¢l problema.

Las siguientes son otras razones para recurrir a técnicas formales en lugar de
métodos informales:

1) Hasta ahora, las mejores (y tnicas) técnicas de demostracidn siguen siendo
las formales, en particular las que se apoyan en la l6gica,

2) Como se verd mis adelante, la asignacion de significado a un programa es
un problema bastante complicado. La mejor forma de especificar lo que queremos
que haga un programa es enunciar formalmente (i.e., con toda precision) las areas
que debe realizar. Con esta especificacion formal es mucho mas ficil demostrar
que el programa hace lo que queremos.

3) Hay que recordar que la aplicacion de técnicas formales a la sintaxis de los
lenguajes ha hecho altamente confiable la compilacidn de programas, ¢Por qué no
esperar beneficios andlogos de la formalizacién de la semdntica?

:Por qué se debe usar la 1ogica para verificar los programas?

A finales del siglo pasado y principios de éste existia entre muchos matemdticos
la preocupacion por crear mecanismos formales para la demostracion de teoremas
matemdticos.* La idea era que, con eslos mecanismos. se podsia encomendar
la demostracién de los teoremas a las maquinas (en aquella época no existian,
obviamente, computadoras, asi que el término “*mdquina” era atin una abstraccién).

Una parte de la I6gica matemdtica moderna naci6 de los formalismos creados
con este fin (es decir, de los lenguajes formales construidos para tratar de expre-
sar simbélicamente los enunciados de la matemdtica)’ Pero la inexistencia en

-3 Este dltimo paso no se disculird en el presente trabajo.

4 En realidad, esta idea viene cuando menos desde Leibniz y su caleulus ratiocinator, Lebniz
hablé de crear un lenguaje simbélico con el cual formalizar los argumentos. De este modo, seria
posible verificar mecinicamente su correccidn.

3 En Lolli [1987] se expone parte de 1a historia de estos intzntos y algunos argumentos en su
contra,
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aquellos tiempos de mdquinas reales impidié llevar mds adelante el objetivo de
verificar automaticamente las demostraciones o, incluso, de demostrar teoremas
no probados anteriormente.

Cuando surgen las computadoras modemas. nos encontramos ante el problema
opuesto: tenemos mecanismos completamente formales que producen “férmulas™
(es decirel output de algiin programa) que s¢ derivan estrictamente de “axiomas™,
reglas de derivacion ¢ hipdtesis (el inpur recibido: programas y datos) de ma-
nera rigurosa. En cienta forma, son la realizacion del sueiio de automatizar las
demostraciones y los razonamientos,

El problema ahora es establecer el significado de estas “demostraciones™ y
su relacion con los objetivos que debe cumplir un programa dado. En sintesis.
s¢ trata de demostrar que las computadoras *demuestran” lo que se espera de
ellas. Para lograr esie objetivo, los mecanismos construidos por la 16gica resultan
un herramienta excelente, pues la 16gica se preocupa sélo por las propiedades
formales de los programas (lo que sc ajusta muy bien al modo de actuar de una
computadora) y por la relacidn entre estas propiedades y la especificacién de lo
que debe hacer el programa (el significado deseado).®

Un poco de historia

Laideade demostrar fa correccidn de los programas surgi6 ya hace varias décadas.
Gries {1981) hace un breve recuento de cémo se originé la preocupacién por la
metodologiade la programacidn a finales de los 60 y de algunos esfuerzos iniciales
en ese sentido. Dicha preocupacidn generd una nueva drea de trabajo en la ciencia
de la computacidn, cuyo interés fundamental fue el encontrar técnicas para crear
programas mis confiables, comprensibles y manejables y, en especial, técnicas
para demostrar 1a correccién de los programas. Lucas [1982], por su parte, hace
una breve comparacion entre los distintos puntos de vista en el drea de seméntica.

Floyd [1967], en un trabajo sobre el significado de los programas, sugirié que
laespecificacién de las técnicas de demostracién de un programa podria constituir

§ Lolli {1987), cap. 4, también discuie otras razones que llevaron a los cientificos de la com-
putacidn a buscar la verificacion formal de sus programas por medio de la I6gica y presenta su
relacida con los trabajos de los I6gicos matemiticos, todo desde el dngulo de la filosofia de la
malemitica.



INTRODLCCION 13

una definicién adecuada del mismo, es decir., que al mismo tiempo que se escribe
la demostracidn de un programa se estd dando una definicion formal de éste.

C.A.R. Hoare [1969] defini6 un lenguaje de programaci6n con una base axio-
mdtica. con lo que llevé a cabo la sugerencia de Floyd. El enfoque de Hoare fue
un giro revolucionario en la especificacion de los programas: la semdntica se
puede construir axiométicamente (como cualquier otra teoria formalizada) v, de
este modo. nos acercamos realmente af objetivo de demostrar su correccidn.

Dijkstra [1975] introdujo cl concepto de precondicion mds débil (weakest
precondition) para definir el comportamiento de un programa. A partir de este
concepto. Dijkstra derivé un lenguaje de programacion cuya semédntica desarrolld
rigurosamente.

Eltrabajo de Dijkstra se convirtié de inmediato en uno de los fundamentos de
la nueva disciplina de programacidn (como Dijkstra [1976] llamé a uno de sus
libros mis célebres).

Elenfoque utilizado por Dijkstra y otros investigadores, como Hoare, se conoce
como semdntica axiomatica. La razén es obvia; ¢l método de trabajo elegido
para definir la semdntica se basa en la enunciacién de una serie de axiomas (el
significado de los constructos del lenguaje) y reglas de inferencia que permiten
derivar un programa a pantir de los axiomas y, a la vez, probar su correccion.

Otros acercamientos a la semdntica parten de ideas distintas. En la semdntica
operacional, el significado de los enunciados del lenguaje se define a partir de la
especificacion del estado de una miquina hipotética (o “intérprete definicional™)
antes de ejecutar una accién y el estado después de ejecutarla. Estas ideas se
aplicaron en la notacién conocida como VDL (Vienna Definition Language).

Un punto de vista totalmente distinto ¢s el que se sigue en la semdntica deno-
tacional o matemdtica. Esta vertiente pone énfasis en la definicién matemdtica de
los objetos a los que hacen referencia (los objetos denotados por) los enunciados
del lenguaje y se ha vuelto muy popular, sobre todo a través de la notacién llamada
VDM (Vienna Definition Method).

La preespecificacién méis débil

Siguiendo una orientacién mis cercana al trabajo de Dijkstra, Hoare y He Ji-
feng [1986] idearon otro concepto de cardcter més general (y poderoso) que la
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precondicién mas débil de Dijkstra: la preespecificacion mds débil (weakest pre-
especification), el cual es el tema central de esta tesis, El objetivo de mi escrito
es exponer algunas de sus propiedades y explicar cémo se puede utilizar para
construir un lenguaje de programacién de gran poder (que incluye al lenguaje
propuesto por Dijkstra). El plan es el siguicnte:

El primer capitulo presenta algunas ideas de la teoria de conjuntos y se divide
en cinco secciones, La primera y la segunda estdn dedicadas a definir tanto la
notacion como algunos conceptos muy basicos que se usardn mds adelante. La
tercera trata del cdleulo de relaciones. mientras que la cuarta es sobre las funciones
tradicionales y de orden superior y sobre la notacién lambda. La dltima es sobre
funciones recursivas y, junto con la tercera y cuarta. constituye el interés real del
capitulo.

En el capitulo 2 se desarrolla el concepto de precondicion mds débil y sus
propiedades, asi como algunos constructos del lenguaje de Dijkstra basados en
ella. :

Finalmente, en ¢l capitulo 3 se abordard la preespecificacién mds débil. En
primer lugar, se hard una definicién formal de esta nocién y se demostrardn sus
propiedades. Posteriormente, se presentard el lenguaje @ (basado en la preespe-
cificacién mds débil), sus propiedades y sus constructos. Para concluir, se hard
mencion de c6mo se puede hacer cierta equivalencia entre el lenguaje < y el
VDM. En todo este capitulo se sigue de cerca el articulo de Hoare y He Jifeng
[1986].

Se incluye ademds un apéndice con un breve resumen de conceptos de la
l6gica elemental: proposiciones, predicados, cuantificadores y sustitucién textual,
El objetivo es mostrar la notacién que se usa en la tesis, hacer explicitas las
definiciones de algunos términos técnicos y cnunciar algunos teoremas necesarios
para las demostraciones de los tres capitulos. Por supuesto, no se pretendid hacer
una exposicién completa y rigurosa de estos temas, Si se desea profundizar en esta
4rea, se recomienda la lectura de Mendelson [1964) o Enderton [1987].

Los teoremas y corolarios se numeraron consecutivamente en cada capftulo.
Por ejemplo, 3.15 quiere decir el teorema (o corolario) 15 del capitulo 3,y A3 es
elteorema 3 del apéndice,
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" 1. RELACIONES Y FUNCIONES

En las dos primeras secciones de este capitulo se expondrdn algunos conceptos de
la teoria de conjuntos con la intencidn de presentar la notacidn empleada en este
trabajo. No se profundizard demasiado en ellos pues, seguramente, el lector ya los
conoce. En caso contrario, se recomienda 1a lectura del primer capftulo de Devlin
(19791

En la seccion 1.3 se presentar el cdlculo de relaciones. La versin que se
expone aqui estd basada en el articulo clisico de Tarski [1941). En su escrito,
Tarski presenta dos métodos para construir el calculo de relaciones. Enel primero
recurre ampliamente a los conceptos del cdlculo de predicados, que son externos
al cilculo de relaciones. En el segundo, en cambio, utiliza una serie de axiomas
a partir del cual se puede construir el cdlculo sin elementos externos. Aqui no se
utilizard un enfoque axiomético. pero en el fondo se tratard del primer método y
no se tocardn los problemas formales derivados de €1

La seccion 1.4 wata sobre funciones, desde su definicion mas basica hasta una
versién informal de la notacién lambda. La seccién 1.5 es la menos elemental
de todas, pues aborda la definicidn de las funciones recursivas y un método para
calcularlas, Por supuesio, no se¢ pretendio hacer un desarrolio formal riguroso y se
excluyeron todas 1as cuestiones relacionadas con el problema de la computabilidad
y la decidibilidad de las funciones recursivas (lo cual es el tema verdadero de la
teorfa de funciones recursivas), Para estas cuestiones, se recomienda la lectura
de Rogers [1987]. Aqui nos limitamos a exponer los problemas de c6mo definir
una funcién recursiva y de qué tipo de funcién es desde el punto de vista de la
teoria de conjuntos. Ademis, se dan algunas condiciones suficicntes para saber si
una funcién recursiva tiene un punto fijo minimo (un referente adecuado para una
funcién recursiva),
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1.1 Operaciones fundamentales

Como es tradicional. cuando se hable explicitamente de los elementos de un
conjunto. éstos se indicardn encerrados entre laves. Por ejemplo, los mimeros
nawrales: {1,2,3....}. A veces, s¢ denotard un conjunto por medio de una defi-
nicién: {x| xespary 2 < x}.

Las operaciones y las relaciones bésicas entre conjuntos. a saber, interseccién,
unién, complemento e inclusidn, se simbolizan de este modo:

Sean A, B dos conjuntos.
1. AU Bes launidn de los dos conjuntos, es decir, {x|x € AV x € B},
2. AN Beslainterseccion de los dos conjuntos. ie., {x|x € AAx € B}
3.A - Beselcomplemento de B conrespectoa A, osea, {¥|x € AAX € B}

4, A es el complemento de A respecto de un conjunto universal, El contexto en
el que aparezca determinard de que conjunto universal se trata,

5. Se dice que A es un subconjunto de BsiVx(x € A = x € B). lo cual se
denotard A C B, Si dx(x € BA x & A).entonces se dice que A es un subconjunto
propio de B.

6. El conjunto vacfo. 9, es el conjunto que no tiene elementos. Dada la defini-
cién anterior de subconjunto, es claro que @ C A para todo A,

7. El conjunto potencia de A, simbolizado P(A), es el conjunto de todos los
subconjuntos de A.

8. Una familia indexada! # = {H,}ncq de conjuntos H, con indices en n
contiene un conjunto por cada elemento en 5. En este trabajo sélo se usardn
familias indexadas por N y, por esto, se usard indistintamente # = {H,}1eN.
H = {Ha}o<n 0. simplemente, H = {H,}.

9. Sea A = {A;} una familia de conjuntos. Se pueden realizar las operaciones
de unidn e interseccion sobre todos los elementos de la familia y se denotar4n de
1a siguiente forma:

! Tal vez sea mis correcto traducir la palabra en inglés indexed por indizada. Sin embargo,
casi nadie usa esta ltima en los textos de matemdticas,
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a) Ui-» A es Ja unidn de todos los A,.coni € N.
b) N;z» A; es la interscccion de todos los ;. coni € N,

¢) Cuando aparezcasimplemente 1; o U; se dard por hechoque i € N. También
se puede indicar este caso con Nogi ¥ Uogie

Ahora se demostrarin algunos teoremas de la teoria de conjuntos (los mas
obvios sélo se enunciardn):

Teorema 1.1.AC BsiysolosiANB=A.
Demosiracion. Sea x € A. Por la definiciones de Ny de C, es claro que
Vx{(xe AAxEBY=>x € A).

Por el teorema A8 y modus ponens, se sigue que x € 8= x € A, También por
hip6tesis. x € A=>x € By.entonces,x € AA X € B.esdecix € ANBY
A C ANB. Lacontencién contraria es parte de la definicion de M y la implicacién
inversa es anloga. ]

Teorema | 2. AC BsiysSlosiAUB=8.

Demostracién. Sea A C B. Entonces,six € AUB.x € AV x € B.Porel teorema
Al,x @& A=>x € B.Perox € A= x € B por hipdtesis y, por Ad. x € By
AUB C B. Lacontencidn inversa es pane de a definicidn de U y la implicacion
contraria es aniloga. n

Teorema 1.3. ANB=0=>ACB.
Teorema |4.(ANBYCC&AC (BUC).
Demostracion. Supongamos que (A N B) € C. Entonces,

Vx(ixe AAxe By=x € C). (1)
Por los teoremas A8 y A.7, (1) equivalc a
Yxxe A= (x¢Bvre C)).

es decir, A G (B U C). La implicacién inversa es andloga. [ ]
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Teorema 1.5. (ANBYUC=(AUCINBUC) Yy (AUBINC = (ANCYU(BNC).
Eltema siguiente es un tipo especial de conjuntos: los productos cartesianos.

1.2 Producto cartesiano

Se dice que dos conjuntos A y B son iguales si ysélosi A y B contignen los mismos
elementos. Por ejemplo.si A = {1.2} y B = {2.1}. entonces A y B son iguales.
Como se ve. no importa el orden en que se escriban los elementos.

No obstante, cn muchas ocasioncs es necesirio recurrir a objetos formados por
dos elementos cuyo orden es pertinente. Es el caso de la representacion de los
puntos del plano cartesiano por medio de pares ordenados de mimeros reales. Si
x=(1.0)yy=(0.1). s ticne que x  y. En este caso, si ¢s importante ¢l orden
de los elementos del par. Por este motivo. cuando se usen pares ordenados de la
forma (x;.x2). el orden es fundamental.

¢ Es posible definir un parordenado sélo en términos de conjuntos? Larespuesta
es si. Considérense los pares ordenados (x1.¥1) ¥ (x2. y2). ;Qué propiedad de estos
pares nos interesa en especial? Pues que (x;,y) = (x2.¥:) siy sélosi x; = xa
¥ y1 = y2. Si se define el par ordenado (x.y) como una abreviatura del conjunto
{{x}.{x.y}}. se conservari la propiedad deseada. Sin embargo. en el presente
trabajo no se demostrari este hecho.

Los pares ordenados se pueden generalizar a a-adas ordenadas si se considera
la n-ada (x,.xa.....x,) un par ordenado de la forma ((x;, X.... . Xs-1). X, ). €n el
cual el primer elemento es una (2 — 1)-ada ordenada. El proceso se continta hasta
llegar a un par ordenado simple.

Definicin. El producto cartesiano de los conjuntos A, B. que se indicard asf:
A x B, es el conjunto {(a,b)]a € AAb € B}.

También se puede generalizar el producto cartesiano de A) x A2 X --+ X A,
como {(a1,4;,....a,) | & € A;}.

Puesto que en un par ordenado la ubicacidn de los elementos no es irrelevante,
X no es un operador conmutativo.
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1.3 Relaciones

1.3.1 Definicién y propiedades bdsicas

Sean A. B, dos conjuntos. SeaR C A x B. Entonces, R esuna relacidn condominio
A (denotado (R)) y contradominio B (que se simbolizara R(R)). Si para todo
X € Aexiste y € Btal que (x,¥) € R.se dice que R es unarelacidn total. En caso
contrario, R es una relacién parcial. Sea C C A; entonces R(C) = {y]dx(x €
C A(x.y) € R)}: R(C) se llamard la imagen de C bajo la relacion R. Si D C B.
entonces R™(D) = {x |y € DA (x.y) € R}: R~'(D) se llamard la imagen inversa
de D bajo R. Si una relacidn es total, R-'(B) = A.

En la definicién anterior se habla de relaciones binarias, es decir, formadas
por pares ordenados. Si se generaliza del mismo modo que el producto cartesiano,
se pueden tener relaciones n-arias, formadas por n-adas ordenadas.

Ademés de las operaciones que se pueden realizar con conjuntos, existen otras
propias de las relaciones. Sean R y Q dos relaciones:

1) Composicién: R Q= {(x.x)|3v(x.¥») € RA (y.x) € Q}.

2) Complemento: R = {(x.y}|(x.y) & R}.

3) Conversa (o recfproca): R = {(x.y)|(».x) € R}.

Por otro tado, las siguientes relaciones son importantes:

a) Vacfa: 0.

b) Universal: U = 4 x B.

c) Identidad: I = {(x.y)|x = y}.

Las relaciones pueden ser de tipos muy variados. No obstante, hay tres espe-
cialmente interesantes:

) Simétricas: R es simétrica si para todo (x,y) € R, se tiene que (y,x) € R.

i) Reflexivas: R es reflexiva si para todo x € D(R) se tiene que (x,x) € R.

iif) Transitivas: R es transitiva si para lodos los paresordenados (x, y).(».2) € R
se tiene que (x,2) € R.
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Larelacién identidad cumple estas tres condiciones, En cambio, < sélo cumple
las dos tltimas.
A continuvacién se demostrarn algunos teoremas:

Teorema 1.6, R:1=1,R.

Demostracidn, Sea (x.v) € R. Entonces, (x.y) estd en R ; I, puesto que (y.y) € [.
Pero como (x. x) también estd en /, setiene que (x.y) € [ 1Ry R: I C IR La
inversa es evidente, [ ]

Teorema 1.7.R:0=0:R=0,

Demostracién. Sea R unarelacién. Esclaro que (x.y) € R;0siysélosiJz(x,z) €
R A(z.v) € 0. Pero no hay z que cumpla esta condicidn. Por tanto, R; @ = 9,0; R
es obvia. ]

Teorema l8.PNU=P,

Demastracién, Pordefinicién, P C U, Entonces, porelteorema LL,PNU =P, A

Teorema 19.(P, Q) R=P(Q:R).

Demostracién. Sea (w.z) € (P; Q) R. Entonces, existen x, y tales que (w,x) €
P A(x.y) € QA (y.2) € R. Pero, por estas mismas razones, (x.z) € Q ;R y.en
consecuencia, (w,z) € P (Q: R}y (P:0): R C P:3(Q: R). Lacontenci6n inversa
es andloga. ]

Teorema 1.10.U ;U =U.

Demostracidn. Claramente, VxVy((x,y).(y.y) € U). Entonces (x,y) € U3 U y
U ; U € U.Lacontraria es evidente,

Teorema 111 (PUQ):R= (P:R)U(Q:R).

Demostracion. (x,y) € (PU Q) RsiysblosiIw(x,w) € (PUQ)A (w.y) ER.
Porotra parte. (x. w) € (PUQ)siy sélosi (x.w) € PV (x.w) € Q. Pero, entonces,
(.Y EP:RAV(xy)e(P:R).porloque (PUQ):RC (P:R)U(Q:R).La
contencién inversa es similar, n
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Teorema 1.12. R :(PUQ) =(R:P)U(R: ().

Demostracidn. (x,y) € R:(PUQ)siysélosi Iw(x.w) € RA((w.y) € PV
(w.y) € ). De este modo, (x.¥) € R P o bien {(x.y) € R: @. Por tanto,
(x.¥) E(R:PYUR: Q) y R:(PUQ) C (R: PYU(R: (). La inversa se demuestra
del mismo modo. n

Teorema 1.43.SiP C Qy R C S.entonces (P; R C 0. 5).

Demostracicn. Sea (x.z) € P R. Entonces, v ((x.v) € P A (v.2) € R). Por la
hipétesis. (x.¥) € Q A(y,2) € S. Por tanto, (x.¥) € (: 5. [ ]

Teorema 1.14.P C P U,

Demostracion, Considérese el par (x. y) € P. Por definicién. (y,y) € U, Por tanto.
por definicién de composicién. (x.y) € P; U. [ ]

Teorema 1.15.PC Q=P C{.

Demostracion. Sea P C (0 y sea (x,) € P. Por tanto, (3, %) € P. Por hipétesis,
(x.y) € Q y. entonces, {y, x) € 0, y se concluye que B € 0. ]

Teorema 1.16. P70 =0;b.
Demostracién. Sea (x,2) € P\',JQ. porloque(z.x) € P, Qy

IW(@y) € PAG.X) € Q).

Por la definicion del converso, (y.2) € Py (x.y) € Qy, en consecuencia, (x.2) €
0:byPTQC QP Lacontencion inversa es anzloga, ]

Teorema 1.17. i’ =P,

Demostracion. Sea (x,y) € P. Entonces, (y,x) € P y (x,y) € b,ie. PC B. La
contencién inversa es similar, [ ]

Teorema 1.18. B = P,

Demostracion. Supongamos que (x,y) € P.de donde se deduce que (y.x) € Py
(y.%) & P. Entonces, (x.y) € P, ie. (x.y) € ) y P Cc 3 Siguiendo el camino
inverso se llega a 1a otra contencién, [ ]



24 RELACIONES Y FUNCIONES

Teorema 1.19.(P: Q)nR=0&(Q:AINP=0.
Demostracién. Sea (P; Q) N R = 9. Por tanto,

Yy (L e (P Q)= () € RAY.X) € R). 2)

Por definicion,

xNeP.Q0=>(x.2)ePA(Y) € Q. (3)

Pero (x.z) € P equivale a (z.x) € P, Si este es el caso. de {2) y (3) se deduce que
(z.x) € Q: R. Enconclusién

Eng:p=0

La conclusion inversa es andloga. [ ]
1.3.2 Relaciones finitarias

El problema con una relacién parcial es que no hay garantia de que para cada
elemento x del dominio exista una y tal que el par ordenado (x. y) pertenezcaala
relaci6n, Para los casos en que se necesiten relaciones totales y, al mismo tiempo,
no se quiera “agregar informacion” innecesaria a una relacién parcial, se puede
recurrir al siguiente “truco”.,

Definicion. Sea R C A % B una refacién estrictamente parcial. R, la extension de
R, se define del siguiente modo:

RL={GxN{x.NERVE LR BYAY= L)}

donde L designa un elemento especial que no pertenece a B. SeaL = BU {1},
R* es total, por supuesto.

Con L se esti definiendo un nuevo contradominio, I, y una nueva relacién
R* quees igual a R, excepto en ¢l caso en que R sea estrictamente parcial, pues
R* incluird entonces todos los pares de la forma (x, L) tales que xno estd en la
imagen inversade R. El tener un elemento distinto, como L, permite controlar los
elementos que se agregan a R para completarla. En el capitulo 3 se verd la utilidad
de este método, Por ahora, tenemos otra definicién:
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Definicién.Sea C C Ly R C T x I, La imagen de C bajo R se¢ denotard asi
C T R.quees igual al conjunto {v| 3x(x € C A{x.¥) € R)}.

C 1 R noes mis que otra forma de decir R(C) cuando se presupone que
R C X x X Aunque por ahora parezca que pierde parte de su sentido laextensién
de B por medio de L, mds adelante se verd que este elemento distinto de &
desempeila un papel importante en la expresién de los programas de computadora
por medio de relaciones.

Definicion. Sea R G ¥ x L. R es una relacion rotal finitaria si, Vs € I, se tiene
que {s} T R es un conjunto finito no vacio o es el conjunto universat T y, ademds,
{L} T ResX.

Todas las relaciones que aparezcan en los teoremas siguientes son subconjuntos
de I x L.

Teorema 1.20. Si R estotal finitaria. X { R = L.

Demostracién, Como R es finitaria, {1} T R = £, Pero {L} C T y. entonces.
{L} T RC £ 1 R Como I es ¢l conjunto universal, lo anterior equivale al
resultado deseado. ]

Teorema 121. BT (PUQ)=(B1 P)U(B 1 Q).

Demostracién, Por definicién, B T (PUQ) = {y|3x(x € BA(x.y) € P)VIX'(x' €
BA(X.y) € Q)}. Deaquisesiguiequey € (BT P)Vy € (B 1 Q) 0sea.
y€(B1P)U(BT Q). Enconclusién,B1 (PUQG)C (BT PIUBTQ. La
contencién inversa es similar,

Teorema 1.22.B1 (P: )=(BT P)1 Q.

Demostracidn, Por definicién

BT1(P:Q)={y|x(xe BA(x.5) € P:Q)}. @
por definicién de *;”, (4) es igual a
= {y|zlx € BA((x.2) € PAEZ Y E QD) &)

Por la asociatividad de la conjunci6n,
= {y|2Je(x € BA(x.2) € P) A (2.) € Q}.
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Finalmente. por definicién de | se obtiene el resuliado descado. [ ]

Teorema 1.23. (s} T P=({s] 1 B).
Demostracidn. Por definicién
sh1P={yltsne P} (6)
Pero (s.y) € P implica que (5.¥) € P. es decir. (6) equivale a
={rls.n) € P},

Por su parte, {s} T P = {y|(s.y) € P}. por lo que se puede concluir que {s}
P={s}Th =

Teorema 1.24. {s} 1 (0 P)=N({s} T P).
Demostracién, Aplicando la definicién
{s}1NPi={yl(s.n € NP}

I i
que no es méas que otra forma de decir

Nyl 6.y € Pk

i
lo cual equivale a Ny({s} T P). [ ]
Las relaciones tolales finitarias serdn la base del lenguaje de programacicn de

la seccién 4.4.

1.4 Funciones

Las funciones s¢ pueden definir a partir de las relaciones de manera directa,
Definicién. Sean R una relacién y (x,y).(x.y") € R. St lo anterior implica que
y=y.entonces R es una funcién.

En téminos intuitivos, se ticne que R ¢s una funci6n si y solo si para cada
elemento en el dominio se tiene, a lo més, un par ordenado en R,
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1.4.1 Tipos de funciones

Las funciones pueden ser, al igual que las relaciones. totales o parciales. Ademas.
las Funciones también pueden pertenecer a una de las siguientes categorias (0 a
ninguna de ellas):

1) Inyectivas: seca F una funcién. Si (x.y).(z.y) € F implica que x = z,
entonces F es inyectiva.

2) Sobreyectivas: sea F una funcién, Si para todo y € R(F) existe x € T(F)
tal que (x,y) € F. entonces F es sobreyectiva.

3) Biyectivas: se dice que F es biyectiva siy s6lo si es inyectiva y sobreyectiva,

1.4.2 Funciones de orden superior

Hasta ahora no se han puesto restricciones al tipo de argumentos que puede tomar
una funcién, En esta seccién se considerardn funciones cuyos argumentos son, a
su vez, funciones.

SeaF = {f 1 A — A}, a saber, el conjunto de funciones de A en A, Sean
feFyF:F — F. Entonces, F esuna funcidn de orden superior o funcional.
Por ejemplo, considérese la funcién F(f)(x) = (f ). Si f(x) = 2x, entonces
F(f)(x) =422

La introduccién de funcionales permite redefinir las operaciones entre funcio-
nes como funciones de orden superior. Supongamos que F = {# : N — N} y g,
fe€F.ysean H|, Hy y Hs : F x F — ¥ las siguiente funciones:

H\(f.8)=f+8.
Hiyf.8)= f8
H(f.8)=f:8.

H, es 1a suma de las funciones f y g, H3 es su producto y Hs es su composicién.
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1.4.3 Funciones mondionas. continuas y co-continuas

Ya que s han presentado los funcionales, esel momento de afiadir algunos concep-
tos que les ataiien. El primero de ellos se aplica también a funciones y a conjuntos
en general:

Definicidn. Sea # = {f,} una familia numerable de funciones tal que. para toda
n 20, f, € fun. Entonces F es una cadena ascendenie,

Definicion. Sea F = {f»} una familia numerable de conjuntos con la propiedad
de que, paratoda n 2 0, fyey C fo. F esuna cadena descendente.

La monotonia es una propiedad que pueden tener los funcionales:

Definicidn, Sean f, g funciones, Un funcional F es monétono si f C g implica
que F(f) C F(g).

Una propiedad mucho mds fuerte que la monotonia es Ia continuidad:
Definicién. SeaF = {f,} una cadena ascendente de funciones. Sea F un funcional
tal que ¥ C D(F). F es continuo si

F(og ) =U F).

0<n

Como ya ha ocurrido antes, cuando una definicién o propiedad incluye el
operador U, existe una propiedad dual con el operador N:

Definicion.SeaF = { f,} unacadenadescendente de funciones. Sea Fun funcional
tal que F C (F). F es co-continuo si

l"(oo fr= (Y F)-

[

Del mismo modo que la continuidad, ta co-continuidad es una propiedad més
fuerte que la monotonia:

Teorema 1.25. Sea F un funcional. Entonces, si F es continuo o co-continuo,
entonces F es mon6tono,

Demostracisn, Supongamos que f C gy sea F continua, Seaahora % = {h,} con
ho=fyh=h=-=h = =g Esclaroque F es una cadena ascendente y
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Unen Ba = f U g. Como F ¢s continua:

F(U b= U Flh)y

0<n 0<n

~F(fug)=F(fYUF(g).
Pero f C gimplicaque fU g = g y, entonces.

Fe)=F()VF(g.

Por el teorema 1.2, F(f) C F(g).

Supongamos ahora que F es co-continua. Ahora se define F' = (!} asf:
My=g b=k ==k =" = f F esunacadena descendente y, como F es
co-continua,

F(N B = ) F(RY.
0<n 0<n

Ahora bien, f = Mo¢a sl = f N g = f. Entonces,
F(NY=F(f)NF(g).
Segiin el teorema 1.1, se concluye que F(f) € F(g). ]

Se puede extender ficilmente el uso de funcionales a funciones cuyos argumen-
tos y valores no son funciones, sino relaciones. No es necesario usar un nombre
distinto para esta clase de funcionales.

Antes de continuar con otros conceptos relacionados con funcionales conviene
presentar una nueva notacion.

1.4.4 Notacién lambda

La notaci6n tradicional para funciones tiene Ia desventaja de que se presta acon-
fusién entre distintos niveles. Por ejemplo. cuando se habla de £(x), zse habla de
la funcién f y la variable x simplemente indica el tipo de valores del dominio de
f? O se habla del valor de 1a funcién f en x? Por otro lado, si sc decidiera que las
funciones se deben indicar por letras solas, como f, g, etc.. ;cémo sabemos cudles
y cudntas son las variables que requicren dichas funciones? La introduccién de
los funcionales hace m4s necesario aiin establecer las diferencias entre estos usos
distintos de fa misma notacién.
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Veamos la funcidn identidad. Una forma de indicarla es /(x) = x. pero asi no
quedaclaro que se trata de la identidad. pues x (considerado como un valor) podria
ser un punito fijo de la funcidn /. La identidad también puede indicarse de esta
forma:

Vx(l(x) = x). (7)

Aqui ya no hay confusién. Pero (7) es un enunciado. no un objeto del tipo de las
funciones. ;Se puede aplicar un funcional a un enunciado? ;Se aplica el funcional
al“referente” del enunciado. a saber. el conjunto {(x. x}| x = x}? Noes ficilaplicar
un funcional cuando una funcidn se define de esta forma. Aunque es posible obviar
¢l problema en Ia prictica (a costa de cientas complicaciones), Io ideat seria tener
una notacién para funciones que nos permita manejarlas del mismo modo en que
se manejan otros objetos. La notacidn lambda, que se presenta a continuacidn, es
una solucidn ideal a estos problemas.

En el ejemplo de la funcion identidad. queremos establecer con claridad el
significado de la identidad y, al mismo tiempo, tener una expresién manipulable
como un solo objeto. En notacidn lambda se puede hacer del siguiente modo;

I=Axex,

1, desde tuego. es el objeto definido;® el simbolo A cumple el papel de un cuan-
tificador aplicado a la variable x. y el significado es que x es la variable a la que
se aplicard las operaciones indicadas a continuaci6n del signo e, Desde luego. es
posible poner otra variable en lugar de x (aunque las reglas de sustitucidn tienen
restricciones equivalentes a las de otros cuantificadores) y la expresién Ay e ¥
es igualmente buena como definicién de la identidad, La funcidn de la variable
cuantificada por A es la de ser una variable aparente (en inglés se llama dummy
variable). es decir, un indicador de las operaciones que la funcién definida aplicard
alos argumentos reales que se quiera.

Entéminos més generales, aunque sin el rigor de una definicidn en la notacién
de Backus-Naur, una funcidn indicada por la notacién lambda ticne esta forma:

Ax e expresidn,

2 No se hard por ahom ninguna distincidn entre la identidad marcada por ¢t simbolo *="y la
definicién de un nuevo objeto por medio de este mismo simbolo. En el primer caso, ‘=" indica
un afirmacién, un hecho, mieatras que en el segundo se trata de la asignacion de un nombre a un
objeto dado. En la mayor parte de los casos, la diferencia quedard clara por ¢l contexto,
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donde x es un identificador cualquiera, y expresicn puede ser un identificador, una
funcién u otraexpresién lambda. He aqui algunos ejemplos de la notacién lambda:
flx)= 2 sedefineasi Axex’,
flx.y)y=x+y sedefineasi Ardyex+y
fx)=c sedefineasi Arec.
La extensién a funcionates no requiere de ninguna particularidad. Sea A un
funcional que corresponde a la composicion de una funcidn consigo misma y cuyo

dominio es F = {f : R — R} (las funciones con dominio y contradominio en los
reales). En notacién lambda se tiene:

H=MAfAxe f(f(x)

Para los casos en que se tengan funciones con reglas distintas segtin el valor del
argumento se utilizard una notacidn prestada de los lenguajes de programacion,
Sea f la siguiente funcién (en notacién tradicional):

0 si0<x:
fR=¢1 six=0
2 si0>ux
En notacién lambda, se tiene

f=Areifx <OthenOelseifx=0then ! else2,

donde las expresiones if, else y else if se usan del mismo modo que en el lenguaje
de programacién C.

Las expresiones lambda, como funciones, se pueden aplicar a argumentos
(valores) dados. Sean £, H. H; las siguientes expresiones lambda

f=Axext, Hi=Aghreg(x)+8(s(x)) y Hai=lghhdxe2f(x)+h(x).
Veamos que resultasi se aplica fa3,Hia fy Haa fy Hi(f):
f3)=3=9,

H()=dxe f(0)+ fUE)= e’ +x*
() = e 23+ x2 + &
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La regla es muy simple: se sustituye uniformemente la primera variable cuan-
tificada por A por el primer valor proporcionado, después la segunda variable
por el segundo valor. etcétera. Por supuesto. en todos [os casos se espera que el
argumento sea del tipo adecuado para realizar la operacién (un entero no puede
ser un argumento vilido para un funcional, por ejemplo).

1.5 Funciones recursivas

1.5.1 Funciones recursivas y punios fijos

Considérese el ejemplo cldsico de funcién recursiva:

Ol=1
al={(n~-n.

En computacidn. las funciones recursivas surgen con frecuencia como la so-
lucién més f4cil para diversos problemas.? Por ejemplo, la instrumentacion de la
funcién anterior en lenguaje Pascal es facilisima:

Function Fact(n: integer):integer;
begin
ifn = Othen Fact=1;
else Fact:=Fact(n — 1) x a;
end;

Para aclarar ms la naturaleza de las funciones recursivas, convendra verlas en
términos de funcionales y del cdlculo lambda. Sea f la siguiente funcién:

1 sin=0:
fm:{f(n—-l)n sin >0,

3 Existe otra razén, mucho mys poderosa, por la que las funciones recussivas son importantes.
Enteoria de autématas se hademostrado que la clase de procedimientos de decisién ejecutados por
miquinas de Turing ¢s cquivalente a 1a clase de relaciones recursivas. A suvez, las mdquinas de
Turing p reflejar la naturaleza de las computadoras digitales y, por tanto, los problemas que
s¢ pueden solucionar con miquinas de Turing corresponderian a los que s¢ pueden reselver con
el uso de computad Véase Mendelson [1964), cap. 5, Enderton [1987], cap. 3 y Brookshear
[1989).
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que, reformulada enla notacidn lambda, es:
[ =Aniftn=0then lelse f(n — I)n.

Esla expresi6n no es una definicién en el sentido en que lo son las definiciones
que se han dado antericrmente. pues ¢l definiendum aparece en €l definiens. Por
otro lado. una funcion que se define en términos de otra funcién (en este caso, de
s{ misma) nos hace pensar que tal vez sea mejor usars un funcional (con lo que de
paso se evita la definicidn circular):

F=Af.An.ifn=0then {else f(n — 1)n,

es decir, F es un funcional con un pardmetro scilalado pot £, que a su vez debe
ser una funcién con un pardmetro, seflalado por n. (F es la definicidn adecuada de
la funcién factorial? Por supuesto que no, pues un funcional tiene como dominio
y contradominio conjuntos de funciones. Si el funcional F no es una funcién
constante, entonces el valor de F(/f) serd una funcidn diferente dependiendo del
valor de f. La funcién factorial original es, desde lucgo. tinica.

Sea g(n) = An.2n. Apliquese el funcional Fag:

F(g) = An.ifn = Othen lelse2(n — 1)n.

Es claro que F(g) no es Ia funcidn factorial. En la definicién original de factorial,
la funcién factorial aparece en el cuerpo de su propia definicidn, Esto sugiere la
conveniencia de una funcién a la cual. al aplicdrsele el funcional F, vuelva a dar
como resultado efla misma. un punto fijo de F, es decir, F(f) = f. Supongamos
que f es un punto fijo de F. Entonces.

fF=F(f) = An.ifn = Othen lelse f(n — 1)n,

0, en términos més tradicionales,
1 sin=0;
f(")-{f(n —Dn sin>0.
Ahora sf, f parece cumplir con la definicién de factorial, Pero, ¢en realidad f =
F(f) es la solucién deseada? Y, si es asf, jes la tnica solucién? El siguiente
ejemplo (tomado de Bjpmer y Jones [1982]) nos dard una justificacién de la
segunda pregunta.
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SeaG=Ag.An.ifn =0thenlelseifn = [ then g(3) else g(n - 2), Nos interesa
una ¢ tal que G(g) = g. Regresando a la notacién tradicional, sean
aa)y=1
1 sinespan
galm) = { indefinida para cualquier otro valor.
dos funciones con dominio en los enteros, Tanto g, como g3 son funciones cons-
tantes; sin embargo, g2 es una funcidn parcial. Apliquese el funcional Ga g, y
&
Glg) = An,ifn = Othenlelseifn = 1 then lelsel.
G(g2) = An.ifn = O then | else if n = I then indefinida else g1(n — 2).

Ambas funciones son puntos fijos de G, pues es ficil darse cuenta que G(g)) =
&1y G(g:) = ga. ala vez que las dos satisfacen lo que se esperaba de ellas,
pues gi{l) = g1(3) = L, gy(n) = gy(n — 2) = 1 paran > 1, y. por su parte,
£1(1) = g2(3) = indefinida y ga(n) = g2(1 = 2) paran > 1, yaquesincs parsisélo
sin — 2 es par cuando n > 1. No obstante, es obvio que g| + g2. La conclusién
es que no siempre hay un solo punto fijo y la nueva pregunta es cudl de todos los
puntos fijos es la definicién adecuada de una funcién recursiva.

1.5.2 Puntos fijos minimos y maximos

Ademdsde tener que escoger un punto fijo como la funcidn definida por recursién,
est4 el problema de encontrar un método para calcular dicha funcién. Et método
que se expone aqui estd tomado en parte de Meyer [1990] y guarda semejanzas
formales conlos métodos iterativos que se ocupan cn andlisis numérico para hallar
soluciones aproximadas a algunas ecuaciones.

Enelejemplodel funcional F, derivadode la definicion “informal” de factorial,
se intentard calcular el valor de un punto fijo por medio de un método iterativo.
El primer paso consiste en encontrar una funcién de la cual partir. Consideremos
la funcidn @:

F(@) = An.ifn=0then 1 else ®(n — 1)n.

Por definicién. VxVy((x.¥) & @) y. por tanto, F(9) estd indefinida para valores de
n > 0. Sin embargo, F(8)(0) = 1, lo cual es una funcioén (aunque muy parcial).
Sean fo=0y f; = F(0). f se calcula de fa siguiente forma:

L =F(fi)= M.ifn=0then | else fi(n - 1)a.
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El unico valor de fi que conocemos es fi(0). Peron— 1 = Ocuandon =1y,
entonces. f3(1)= fi(1 = 1)= £1(0) = 1. por lo que f» estd definida en dos puntos:
Qy 1. Sise rcitera este procedimiento, se tendrd que

Sa=F(fa1) nzl

Por otra parte, como f; = [{0. 1)} ¥ f2 = {(0. 1).(1. D}, /i C fo. A simple vista,
pareceria que Ya(f,~  /;) (atin no se demuestra), Si esto es cierto, estamos ante
una definicidn inductiva para calcular los valores de la funcion factorial, la cual
resultaria ser

S=UFh.

0<n
en caso de que se pueda demostrar que f es un punto fijo de F, es decir
F=F)=FU Fl) = | FUA).
0<n 0<n
La demostracion no se hard para la F factorial en particular, sino en general.
y para esto hay que utilizar algunos conceptos de la seccién 1.4.3, Se comenzard
con el siguiente teorema:

Teorema 1.26. Sea F un funcional continuo. La funcién f se define delasiguiente
forma:
fo=0

Jant = F(fa)
Jfo = U./;l

0<n
Entonces f es un punto fijo de F.

Demostracién. Se quiere demostrar que F(fx) = fw. Por 1a forma en que se
defini6 f., esto es igual a
U m=U f

0<n 0<n
y el primer paso serd demostrar que {£,} es una cadena ascendente de funciones.
La demostracién se hard por induccién.
Seai=0. Esobvio que f5 C fi. pues fo = 0.
Supongamos ahora que Y0 < k £ i vale que fi-y C fi. Consideremos fiu1.
Por hipdtesis de la induccidn, f;—, C /.. Como F es monétona,

F(fi-1) € FUR.
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y. por definicién de f,. se obtiene la conclusion deseada, a saber. que f; C fiu.
El resto ¢s adn més ficil. Como { f,} esunacadenaascendente y F es continua,
entonces:

FIUf=UFL)=U fn
0<n 0gn 0<a

Al correr el indice del iltimo elemento de la igualdad anterior, queda Uy ¢ , fo. Pero
fo € fiy.porelteorema 1.2,

Uh=sulUs=U A =
1<n lea 0<n

El teorema anterior nos dice que basta con que un funcional sea continuo para
que tenga un punto fijo, a saber. f,.. Lacxistencia de este punto fijo nos garantiza.
ademis, que podemos utilizar su definicién inductiva para calcular por iteracién
el valor de la funcién recursiva original. Por todo esto, fo merece un nombre:

Definicidn. Sea ¢ un funcional continuo. El punto fijo minimo de ¢ es ¢.
La razén del nombre se encuentra en ef siguiente teorema:

Teorema 1.27. Sea F un funcional continuo y sea f un punto fijo de F. Entonces
S Cf.

Demostracién, Nuevamente, se recurricd a la induccion, Sea i = 0, Desde luego,
f=0Cf.

Seaahorai > Oy paratodak < i.seticneque fi C f. Hay que demostrar que
Jis1 € f. Por hip6tesis de la induccién, f; C f.Como F es monétona,

FU) S F().

y. por definicién de f, y de punto fijo. fi1 C f.
Se ha demostrado que Vi > O(f; € f). Portanto, fowo = Uocn /o C f- a

La ventaja del punto fijo minimo es que es la opcién menos comprometedora
como referente de una funcién recursiva, pues se limita a cumplir con las propie-
dades minimas para ser un punto fijo del funcional. Sin embargo, no hay ninguna
garantfa de que fx sea una funcién total, Si lo que se quiere es un punto fijo que,
de ser posible, sea una funcién total, hay que recugrir al punto fijo miximo:
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Definicidn, Sea F un funcional co-continyo. E! conjunto > se define de la si-
guiente forma:
L=

frul = F(f"):
2=
0¢n

Hay dos supuestos arbitrarios en la definicién anterior. El primero es que f®
es una funcidn y no simplemente una relacion. Para el lenguaje que se desarrolia
en el capitulo 3. no es necesaria esta presuposicién y. por este motivo, se puede
climinar tranquilamente, El segundo es que £ es un punto fijo de F (el punto

fijo méximo™). pero el teorema 1.28 lo justifica

Teorema 1.28. Sea F un funcional co-continuo. Entonces £ es un punto fijo de
F.

Demostracion. Se quiere demostrar que f* = F(f*). El primer paso consistird
en mostrar que {f"} es una cadena descendente de relaciones,

Sea i = 0. Entonces. f° = U y. por definicién. f* € U. Seaahorai > Oy
concédase que Yk < i es verdad que f* C %!, Como F es monétona, se pucde
decir que ) )

F(UHC FUh,
de lo que se sigue autométicamente el resultado deseado.
Puesto que { "} es una cadena descendente y F es co-continua, entonces
FU=)y=F(N M= FY". @
0<n 0<n
Por definicién de f*, (8) equivale a
Fy=)= ) 1™
0<n
Hacemos otra vez un recorrido del indice n y queda

Fy™=0 "

1€n

Pero, por definicién, f; C U = f° y, porel teorema 1.1,
FU=y=Nf=unNM=Ns=r~. |
1<n 1<a

0<n
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Por iltimo, se necesita justificar el adjetivo miximo:

Teorema 1.29. Sea F un funcional continuo y sea f un punto fijo de F. Entonces,

fesf=

Demostracidn. Primero hay que justificar 1a afirmacién Vi > 0(f C f7). Recu-
amos, ina vez mas, a Ia induccion. Sea é = 0; enonces f° = U y, por supuesto,
fcu.

La hipétesis ahora es que Vk < i, f € f*. Por hipotesis £ € f' y. dado que F
es mondtona. F(f) C F(f'). Finalmente. por definicién de f™ y puesto que [ es
un punio fijo. f C £, -

El punto fijo méximo esuna funciéa que también cumple con las propiedades de
1a funcién recursivaexpresada por el funcional £. aunque no es tan fcil construirio
ni ¢s tan intuitivo, No obstante, en el capltulo 3 se empleard el punio fijo méximo,
y no el minimo, para el desarrollo de un lenguaje de programacion.*

4 Laexistenciade puntos fjos maximos o minimas graciasalacontinuidad o aco-continuidad
no agota ¢l problema de las funciones recursivas, Aunque las condiciones de continuidad y
co-continuidad nos garantizan la correccitn de una funcién recursiva, no se puede verificar la
correccidn de todas las funciones recursivas con este método, Sin embargo, esta cuestisn estd
mds alld def alcance del presente trabajo.
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Después de hablar de funciones y relaciones en el capitulo anterior, es hora de
regresar a los lenguajes de programacién. Ahora se abordard el concepto de pre-
condicién mds débil (wp). Se tratard de describir la semdntica de un programa. es
decir, se trata de especificar exactamente qué tareas realiza un programa (o parte
de éste) y en qué condiciones puede efectuar adecuadamente estas tareas.
Sinembargo, el poder de la wp vamas all4: a partir de ella se puede definir un
lenguaje de programacion cuya semdntica estard formalizada desde el principio.

2.1 Variables y estados

Aungque no se ha definido el significado formal de programa, por ahora se puede
continuar con el significado intuitivo, Del mismo modo, podemos seguir usando
el significado no formal de variable,

Supongamos que tenemos un programa en ¢l que aparecen dos variables, Xy y
X2, ambas de tipo entero. El programa realiza una taseamuy sencilla: asignaax; el
valor de 2x, Sea x; = 3 y x2 = 2 antes de la ejecucion del programa. Después de la
ejecucton, se tiene que x; = 4 (no sabemos que pasa con xz; un programa* sensato”
no deberfa modificar su valor). Haciendo abstraccién de cualesquier otros datos
presentesen lamemoria de lacomputadora en que se ejecuté ¢l programa, podemos
decir que el estado en que se encontraba antes de ejecutar el programa era (x) =
3.x; =2) y. después, (x; = 4,x =?). Si suponemos que el orden en que se da
el valor de las variables siempre es x|, x2, entonces, podemos decir que el estado
inicial era (3.2) y el final (4.7). En términos m4s formales:
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Definicion. Sean Xy X1.... .X, las variables del programa. y sean gy € Ar.a1 € As.
\osu O € Aq constantes (donde A; es el conjunio de valores posibles de x,). Sien
determinado momento, Xy = dr, X3 = ..., X, = 0o, €l estado de las varigbles
del programa es (4).a2.... .6,). El estado de la variable x; es el valor g;. El
producto cartesiano A; X Az X - - - A, es el espacio de estados de las variables del
programa. Un estado inicial e e} estado inmediatamente anterior a la ejecucion
de un programa: un estado final es el inmediatamente posterior,

En el apéndice se define a los predicados como expresiones no cuantificadas
del tipo (x; < X2 Ax] 2 x3). Supongamos que enelestadoactual ¥y = 2y xy = 3,
es decir, el estado es (2,3) y que P es ¢l predicado anterior. Si se sustituyen x;
y X3 en P por estos valores. s¢ tienc una proposicién verdadera. En cambio, si el
estado es (1.2) el resultado es una proposicién falsa.

Definicidn. Sean x;, Xa. ..., X, las variables de un programa. sea P un pre-
dicado que incluye sélo variables del programa (posiblemente no todas) y sea
5= (@ ... gy unestado, Se dice que s satisface a P si y sélo si, al sustituiren
P las variables por los valores correspondientes en s, se obtiene una proposicién
verdadera,

En adelante, los estados se representardn en forma completa (como n-adas
ordenadas) o por medio de las variables s, 5o, etcétera. A veees, cuando se escoja
Ia representacion explicita, no se indicardn todos los valores para las variables,
sino s6lo los pertinentes o los que no hayan cambiado desde el estado anterior,

Definicion, Sea S el conjunto de estados que satisfacen ¢ predicado P. Se dird
entonces que P representaa S, El conjunto de estados representados por P se puede
denotar por Sp.

Por ejemplo, si P = (x < 0), § = {(x)| x € N7} esel conjunto de estados que
satisfacen a P o, segtin la definicién anterior, P representa a S.

Como yasedijoenel capitulo I, un predicadoes una expresién booleana porque
puede tener el valor de verdadero o falso (agreguemos ahora que en funcién del
estado en que se evalte el predicado). Sin embargo, hay predicados que no pueden
ser satisfechos por ningin estado, v.g.. P = (x < 0A x > 0), Estos predicados
representan al conjunto @, pero tambicn se puede convenir que representan al valor
de verdad F y se escribird P = F. Un predicado O que es satisfecho por cualquier
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estado es vdlido (por ejemplo, x = x) y representa al espacio de estados. También
por convencidn, se dird que () representaa V y a veces se escribira 0 = V.

Enel capitulo 1 ya se han empleado los predicados en el lugar de proposiciones
para construir oraciones compuestas por medio de las conectivas Idgicas. Una vez
relacionados los predicados y los estados, se impone una nueva interpretacién de
este uso. Sean P y { dos predicados:

1. @ es verdaderosi Q es falso, y falso en caso contrario, Pero Q es verdadero
si es satisfecho por alguno de los estados que representa. Entonces ~( representa
¢l complemento de los estados representados por . es decir ~Q = Sp.

2. PAQ es verdadero si Py Q se satisfacen ala vez. Por esto, P A Q representa
el conjunto de estados que satisfacena Py Q ala vez: SpN Sp.

3. Como era de esperarse. P V Q equivale a Sp U Sg.

4. P=»() quiere decir que si P es satisfecha, ( también lo es. En pocas palabras,
Sp C Sp.

5. P & ( quiere decir que P se satisface si y s6lo si Q se satisface, es decir,
Sp = Sp.

2.2 Precondiciones y postcondiciones

La tarea de definir qué debe hacer un programa o un segmento de éste se puede
ver de 1a siguiente manera: dado un estado (es decir una asignacién de valores a
las variables de! programa) anterior a la ejecucién de un programa, el resultado es
otro estado (cs decir, una nueva asignacién de valores alas variables).

Como ya se dijo, los conjuntos de estados estdn representados por predicados.
Entonces, se puede especificar con mayor precisién la tarea que debe realizar un
programa: sean S un programa y 0 y R predicados. {Q}S{R} significa que sila
ejecucién de S comicnza en un estado que satisface Q entonces § terminard en
tiempo finito en un estado que satisfard R.

En otras palabras, S realiza su tarea si, dada la precondicién Q. después de
terminar su gjecucion en un tiempo finito, se cumple la posicondicidn R,
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Pero, ;qué pasasi § se ejecuta en un estado que no satisface Q7 El resultado
puede satisfacer o noa R. Silo que nos interesa es que R se cumpla. serfa preferible
usar, enlugarde Q. unpredicado mds débil, es decir, un predicado (¥ que represente
un conjunto de estados que contenga como subconjunto al conjunto de estados
representados por ( y que. al mismo tiempo. siga siendo ciena la afirmacién
{Q'}${R}. De hecho, nos interesa cl predicado mds débil que cumpla lacondicion
anterior como la minima o més débil precondicion para R.

Definicion. E1 predicado que representa el conjunto de rodos los estados iniciales
tales que la ejecucidn del programa § terminard en un tiempo finito en un estado
que satisface ¢l predicado R. se llamard la precondicidn mds débil paraS y R y se
denotard as{: wp(S.R).

A partir de la wp se pueden definir los comandos de un lenguaje de programa-
cién. Pero, antes de hacerlo. se verdn algunas propiedades de ta wp.

2.3 Propiedades de la precondicién

Teorema 2.1, Sean S un programa y Q y R predicados cualesquiera. Entonces:
wp(S.F)=F.

Esta propiedad nosdice que ningtin estado inicial (recuérdese que el predicado
F representael conjunto vacfo) permitird que el programa S produzca unestado que
satisfaga el predicado F (es decir, el predicado que es falso para todos los estados
y que. por tanto. no puede satisfacerse) después de ejecutarse. Esta propiedad se
conoce como /a ley de la exclusidn de un milagro (pues serfa un milagro que se
satisficiera un predicado que por definicién no puede satisfacerse). Pero antes hay
que demostrar que 2.1 es verdadera:

Demostracién. Reductio ad Absurdum. Supéngase que la propiedad 1 es falsa, es
decir, que (puesto que F representa a @) existe un estado @ que satisface wp(S. F).
Entonces. si se ejecuta § en el estado (. entonces se llegard a un cstado que
satisfaga F. Pero esto es imposible, pues F no pucde ser satisfecho por ningdn
estado, Por tanto, wp(S, F) = F vale. [ ]

! Law of excluded miracle, en inglés, 1al y como la laman en los textos especializados,
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Teorema 2.2. Supdngase que Q = R. Entonces,

wp(S.0) = wp(S.R).
Esta propiedad se conoce como la lev de la monotonia.

Demostracién. Si Q = R. entonces cualquier estado que satisfaga Q satisfard R.
Entonces, si S se ejecuta en un estado que satisfaga wp(S. Q) el resultado, por
definicion, serd un estado que satisfaga @ y, por tanto, R. Por tanto, 2.2 vale. ®

Considérese ahora Ia propiedad siguiente:
Teorema 2.3. Distribucion de la conjuncién:
{wp(S5.0) A wp(S.R)) = wp(S.Q A R).

Demostracidn. Sea s un estado inicial que satisface wp(S. Q) y wp(S, R). Por tanto,
siseejecuta S en s, el resultado satisfard Q y R y entonces, por definicion, s satisface
wp(S.Q A R).

A lainversa, si s es unestado que satisface wp(S. Q A R), entonces si se ejecuta
S en s el resultado satisfard Q A R por definicién, Pero entonces este resultado
satisface también Q y R. Por tanto, s satisface wp(§, Q) y wp(S, R). En conclusién,
2.3 es verdadera, [ ]

Existe una propiedad similar a 2.3 para el operador l6gico V, lamada distri-
butividad de la disyuncion:®

Teorema 2.4. (wp(S. Q) V wp(S, R)) = wp(S,Q V R).

Demostracion. Sabemos que Q = (O V R) y R=> (@ V R). Entonces, por 2.2 se
tiene que wp(S. @) = wp(S.Q V R) y wp(S.R) = wp(8.Q V R). Por el teorema
A.12, se puede concluir que (wp(S.Q) V wp(S.R)) = wp(S. @ V R). [ ]

Las propiedades 2.1, 2.3 y 2.4 se conocen también como condiciones de salud
de Dijkstra, pues su cumplimiento por parte de los comandos del lenguaje que se
definira en la siguiente seccién garantiza que éstos se comporten adecuadamente.

% La propiedad correspondiente a V es mds débil que la de A, pero puede hacerse igual de
fuerte que la propiedad 2.3 si s¢ consideran miquinas determini lusi le. Aqui no se

bordard la diferencia entre una mdquina determinista y una no determinista, Para este conceplo
(asi como para una version mis fuerte de 2.4), pueden consultarse Gries {1981), cap. 2; Dijkstra

[1976], cap. 3 y Backhouse [1986], cap. 3.
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2.4 Un lenguaje de programacién basado en la precondicién mas débil

Se construird ahora un lenguaje de programacién cuyas instrucciones estardn de-
finidas a partir de la wp.

2.3.1 Skip

El primer enunciado que se definird es el de skip.
Definicion. Sea R una postcondicidn cualquiera, Entonces wp(skip.R) = R.

En términos intuitivos, el comando skip se puede ver como una instruccion
nula: el programa no afecta las variables cuando se invoca este comando y. en
consecuencia, deja inalterado el estado actual después de ejecutarse. Por esto
mismo, el mayor conjunto de estados tal que todos sus elementos satisfacen R
después de que se ejecuta un comando que no altera las variables es R mismo.

2.3.2 Abort

El siguiente enunciado definido es abort;
Definicién, Sea R una postcondicién. Entonces wp(abort.R) = F.

En este caso, después de ejecutar abort en algin estado que satisficiera F.
deberfamos tener un estado final que satisficiera R. Pero ningun estado satisface
F. Portanto,abort esunsigno de que ha ocurrido un error en el programa, Dijkstra
[1976] seilala que abort nos tiene que Hevar a unasituacion en la que no se alcanza
un estado final.

Con estos dos enunciados, sin embargo, no se puede hacer gran cosa. El si-
guiente comando es, en cambio, mucho mds itil,

2.3.3 Composicién secuencial

En un programa con frecuencia se tienen enunciados que se ejecutan uno inmedia-
tamente después de otro (y el estado de las variables en que se ejecuta el segundo
depende. desde luego, del resultado de la ejecucién del primero). El objetivo del
comando de composicién secuencial es representar este caso:
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Definicidn, Sean § y 52 comandos de nuestro lenguaje. Entonces. la composicién
secuencial de estos enunciados, simbolizada por *:'. cumple lo siguicnte: wp(*'S, ;
52" R) = wp(S|. wp(51. R)).

Segin se desprende de la definicidn, ejecutar un comando después de otro
equivale a ejecutar un comando en un estado inicial tal que el resultado es un
estado inicial adecuado para que la ¢jecucion del segundo comando satisfaga la
postcondicion deseada. Por su similitud con la composicién de funciones, este
comando tambi¢én se conoce como composicion funcional,

2.3.4 Asignacion

Elenunciado de asignacién (representado por *:=") es mucho mds rico que todos
los anteriores, pues nos permite definir ya una alteracién a los valores de las
variables:

Definicidn. Sea x una variable, ¢ una expresién y R una postcondicién.? Entonces,
wp("x:=¢",R) = R},

¢Esta definicién corresponde a la nocién intuitiva de asignacién de un valor a
una variable? Considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Sea x una variable afa que queremos asignare! valor *5', es decir, que
después delenunciadode asignacion se debe satisfacer el predicado *x = 5°.Eneste
predicado, si sustituimos las apariciones libres de x por laexpresién *S' obtenemos
*5 = 5", Entonces nuestra definicién del comando de asignacién nos indica que
wp("x:=5",x=5)=(5=5).Pero(5 = 5)es V. Entonces wp("x:=5",x = 5y = V.
Enresumen, después del enunciado de asignacién serd cierto que la variable x tiene
el valor asignado si y sélo si ocurre la asignaci6n,

3 Gries [1981) da una definicién ligeramente distinta: wp("x:=¢", R} = RX cand domainte),
donde cand ¢s una variante de la conjuncidn Idgica que toma ¢n consideracidn, ademds de los
valores de verdad £y V, el valorindefinido U (indefinido). Por su parte, ¢l predicado domain{e)
describe el conjunto de tados los estados en los cuales se puede evaluar e, Esta definicion es mis
rigurosa, aunque no es esencialmente distinta a ta de Dijkstra, que s la que se presenta en esta
tesis.
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2.3.5 Estructuras de control de flujo

Un lenguaje de programacién que no admite estructuras de control de flujo que
permitan la ramificacién de! programa es extremadamente pobre. Por esta razén
es necesario extender ¢l lenguaje en esta direccion,

Se comenzard con una estructura condicional. La idea es tener enunciados de
Ia siguiente forma:

if By — S

08285

0 Ba—5s

fi
donde B; es unaexpresién booleanay §; un comando que se ejecutardsi laex presién
booleana es verdadera. El simbolo [ sirve para separar las distintas condiciones
y comandos asociados a cada una de ellas (como el enunciado “else if” en C).
Cada enunciado de la forma B; — §; se conoce como “comando custodiado”
(guarded command) en ¢l que B; es el “custodio™ o guardia para la ejecucion de
§;. El significado del constructo if.. . fi es el siguiente: durante la ejecucién del
comando, se verifican las expresiones booleanas (no hay un orden implicito) y si
alguna es verdadera, se ejecuta el comando asociado.

Nétese que hasta ahora no se ha impuesto ninguna restriccién sobre las ex-
presiones booleanas, pero €s necesario aclarar que no debe ejecutarse mds de un
comando si hay mas de una expresion verdadera, En el momento de definir formal-
mente el comando if... fi se pondrin algunas restricciones para evitar cualquier
error. La primera de estas restricciones es que al menos una de las expresiones
booleanas sea verdadera, como se desprende de la siguiente definicién formal de
if... fi (representado de ahora en adelante asi: [F) en términos de la wp:

Definicion. wp(IF, R) = (B\V B2V ...V B,)A (Bi=>wp(S), R)) A(By=> wp(S2, RNA
cee A (B = wp(S,, R

4 Dijkstra [1976), p. 35, sefala que esta definicion de if ... fi da libertad de eleccidn sobre
qué comando ejecutar cuando mds de una condicién es verdadera, pues fodas las implicaciones
B, = wp(S,, R) deben ser verdaderas,
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Si se observa con cuidado la definicién anterior, se verd cudl es Ia segunda
restriceion en el comando IF: todos tos enunciados B; = wp(S;.R) deben ser
verdaderos.

En programacion es frecuente que no solo se desee que un comando se ejecute
una vez en caso de que se cumpla una condicién {como con el comando IF), sino
que una serie de comandos s ejecuten mientras se cumpla una condicion o hasta
que dicha condicién sea verdadera. Los comandos de esta forma se conocen como
ciclos (e.g.. "loop". "while. .. do... ", repeat. .. umiL .. *, *for", etcétera, en muchos
lenguajes de alto nivel). Con la notacién para comandos custodiados. se puede
agregar ficilmente un nueve constructo det lenguaje que estamas definiendo:

do B [ Band Sl
§B—3
U Bn - sn

od

La interpretacién del comando es 1a siguiente: mientras alguna de las expre-
siones booleanas B; sea verdadera se ejecutard su comando asociade S;.5 El ciclo
s6lo se detendrd cuando todas las condiciones B; sean falsas.

Este enunciado es mds general que los loops de la mayorfa de tos lenguajes de
programacicén, en los cuales hay una sola expresién booleana y una sola lista de
comandos:

doB=>Sod.

Antes de escribir el enunciado DO {como se llamara de ahora en adelante al

nuevo constructo) en términos de la wp. veamos el siguiente predicado, definido
recursivamente:
H(Ry==(BiVB:V...VB)AR

Hy(R) = Hy(R) V wp(lF, Hx~\(R))
Hi(R) es el conjunto de estados tales que el constructo DO terminard después de,
cuando mucho, & iteraciones en un estado final que satisface la postcondicién R.
Es claro que si k = 0, todas las condiciones son falsas y no se ejecuta ningiin
comando del ciclo,

$ Nuevamente, s¢ esi4 ante un mecanismo no determinista, pues se otorga libertad a la “maqui-
na” para ejecutar cualquicra (aunque sélo uno) de Jos comandos cuya condicién sea verdadera,
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Ahora ya se puede definir DO en téeminos de la wp:
Definicién, wp{DO. R) = 3k((0 < k) A He(R)).

Dijkstra [1976] llama constructo alternativo al comando IF y constructo ite-
rativo a DO y presenta estos dos tcoremas:

Teorema 2.5. (Teorema bdsico para el comando altemativo.). Sean @ y R dos
predicados tales que
Q=B VBEV..VB)

Yil(1 i< a)AIQ A B) = wp(Si. R)))
son verdaderas en todos los estados. Entonces, y sélo entonces,

Q = wp(IF.R).

Demosiracion. Se tiene que Vi((Q A B;) = wp(Si, R)) es equivalente a
Yi(=(Q A B;) V wp(Si. R)),

por la regla de equivalencia entre la implicacién y la disyuncién. A su vez, esta
férmula equivale a
Yi(~Q Vv =B; v wp(Si. R)),

por las leyes de Morgan. Como puede observarse, Q no depende de la variable
cuantificada { y, entonces, se puede sacar de su alcance:

-0 V Vi(-B; V wp(Si. R)).
Una vez mds, por la equivalencia entre condicional y disyuncién,
0 = Vi(B; = wp(Si, R)).
De esta forma, las hipétesis del teorema quedan asf:
Q=B VB V...V BN A (Q= Vi(B; = wp(Si. R)),
lo cual es equivalente a

Q= ((BiVBV...V B,) AYi(B; = wp(Si. R)),
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y. por la definicién de IF.
(0 = wp(IF.R). ]

Este teorema es importante perque con frecuencia es muy dificil encontrar la
precondicién mds débil para un comando altemativo, pero es mucho més facil
encontrar un predicado que implique la precondicidn buscada si se satisfacen
las dos condiciones del teorema. Ademis, este leorema sirve como lema para el
siguiente.

Teorema 2.6. (Teorema bisico para el comando iterativo.) Sea P un predicado
que satisface las siguicntes condiciones{con 1 < i < a):

Vi((P A B) = wp{S;.F)) i
(PABIVBV...VB)=(t>0) 2)
Vil(P A By = wp("t :=1: 5"t < 1)) 3)

donde ¢ s una funcidn entera y #) una variable del mismo tipo que no aparece en
P, B; 0 §; alguna. Entonces

P=wp(DO.PA-(B; VB V...V By).

Demostracion. En el teorema anterior se demostrd que (1) es equivalente a
P = Vi(B; = wp(Si. P)). )]

Supdngase ahoraque PA(B, VB, V... VB,) vale. Entonces, Py (B,VB,V...VB,)
valen por separado (teorema A.16). P y (4) implican que

Vi(B; = wp(S;. P)).
Por A.15, se tiene que
(B1V B3 V...V B} AVi(B; = wp(S;. P)),
§ En realidad, esta versidn del teorema, dada por Gries [1981], es una combinacién de dos
teoremnas da Dijkstra, uno de los cuales si es el bisico para el comando iterativo. Sin embargo,

esta version es mis Gtil para la definicion de invariantes, que se usan mucho en la verificacién
de programas, La demostracién s¢ tomd, con variaciones, de Gries [1981].
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¢s decir, por la definicién del comando IF
wp(IF. P).

En conclusién
(PA(BIV ByV...VB,) = wp(IF.P), (5)

Por otra parte, (3) implica. por el teorema A 8.
P =YiBi = wp('h =115t < 1))

dado que ninguna variable de £ esta ligada por el cuantificador V. De forma andloga
que en (5). se concluye que

(PA(BYV BV ...V B)) = wp(tty =t IF" 1 < 1y).
lo cual equivale, por la definicidn de composicién secuencial,
(PA(BIV BaV...VB)) = wp("t =1 s wp(IF.1 < 1)),

Pero IF no contiene la variable £, por lo que se puede aplicar la definicién de
asignacién sin problema:

(PA(BIVBaV...VB))=> wp(lF.t <l|);‘. 6)
Por otra parte, dado que ¢ y ¢; son enteros. {6) ¢s igual a
(PABIVBV...VB)=wp(IEe <0y - D )

Sea 1g una nueva variable que no haya aparecido hasta ahora. Porel teorema A3,
(7) equivale a

(PABIVEBV . VBIA(I S 1) = (wp(F.t S =D A( < o+ 1)), (8)
Nétese que £, no aparece en (¢ < fo+ 1), por lo que la expresién (f < o+ Iies
satisfecha por el mismo conjunto de estados que (¢ < 1o + 1). Si se sustituye esta
iltima por (t < f5+ )7 en (8) sc ticne

(PAB VBV .VBIANU S+ D)= (WpIF e S - DA Sto+ 1)),
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lo que implica. por distributividad de la sustitucién textual (teorema A.32)
(PABIVBV.. VBN S ty+ 1))= (WP(IFt € 1~ DAL < Lo+ 1) (9)
Pero IF no conticne a #; ni a fg y. entonces, (9) nos da

(PA(BIVB:V.. VB)A( < ty+ 1)) = (wp(IF.1 < 11—~ DAwp(IF. 4y < fo+1)),

(10)
y(10) llevaa

(PABBIVByV. .V BIA( < lo+ 1) =sWIF.(1 < 1 ~DA(h € eI, (1)

por ladistributividad de laconjuncién (2.3) de fa wp. Porotra parte., (t < f1 — 1)A
(t 1o+ 1) implica que r £ £ y, entonces, (11) da

(PABIVBV...VBINI < 1o+ 1) = wp(IF,t < o).
Por definicidn de la asignacién. de lo anterior resulta
(PABIVBV...VBYA( Lo+ 1)) = wp("ty :=0,IF "1 £ 1g).

Pero f; no aparece en IF ni en la postcondicién t < £, por lo que la asignacién
1 :=1 es irrelevante, En consecuencia. la proposicién anterior es equivalente a

(PABLVBV...VB)A( <ty +1))=> wp(IF.f < to). (12)

Ahora, dada la condicion (2), se demostrara por induccién que lo siguiente es
cierto,
(PAtLE)= Hi{(PA-(B VByV...VB,)). (13)

Base: k =0. Hemos supuestoque PA (ByV By V...V B )=1 > 0, Por A8,
(2) esequivalente a

P=((BiVBV...VB)=(t >0).
Por A.13, se tiene ahora
P=s(~{t >0 =B, VB V... VB,
Nuevamente, por A.8, se liegaa

(PAS(t>0)=~B VBiV...VB,),
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Por el teorema A9, loanterior es equivalenie a
(PALLO)=(PA(BLV ByV...V By)).
Siahora aplicamos la definicién de Hy. tenemos
(P At £0)y=> Hy(P). (14)

Paso inductivo. Sea cierto (13) para & = m y se demostrard que vale para
k = m+ 1. Si sustituimos en (12) ry por m (lo cual es posible, puesto que fa es libre
en dicha proposicién) nos queda

(PABIVBV..VB)A( Sm+1))= wp(lF,P AL < m),
y. por hipétesis de induccion,
(PA(By VBV, VBIA( S m+ D))= wWIF Hy(PAS(BIVB1V...VB,)). (15)
Por otra parte. al aplicar a
PASBIV BiV...VB)AL<m+]1,
1a simplificaci6n nos queda
PA-(ByVByV...VB,).
que, junto con (14), por modus ponens nos permite llegar a
‘ HoPA~(B VB V...V B)) (16)
De (15) y (16) obtenemos, por adicidn,
PAtSm+1=>Hy(PA~(BVB2 V.. VB, )VWNIF,PA=(BVB:V...VB,)),
lo cual equivale a
PALEm+ 1= Hya(PA~BIV By V...V B

1o cual completa la prueba inductiva de {13).
La interpretacién del lema (13) es que, si P ¢s cierto y existe una k tal que la
funcién ¢ < k (lo cual siempre es cierto, pucs ¢ toma valores enteros), entonces el
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ciclo definido por DO terminard. cuando mucho, en k pasos. con el resultado de
que P sigue siendo verdadero, pero todos los guardas de los comandos custodiados
de laiteracion son falsos. Es decir.

P=H(PABVBV...VB)) (17

El consecuente de este condicional es, como s¢ recordard, la definicion del co-
mando iterativo y, entonces. (17) equivale a

P = wp(DOPA~BVBV...VB)). ]

A primera vista, resulta diffcil ver la utilidad de un tcorema tan abstruso.
Sin embargo, ésic s uno de los resultados fundamentales para Ia construccidn y
verificacién de programas, Considérese primero el predicado P, al que se lamard
deahora en adelante invariante del ciclo. Este predicado se satisface antes de entrar
al cuerpo del ciclo, después de ejecutar cualquicra de los comandos contenidos en
el DO y al final de la ejecucién del ciclo. El ciclo. por su parte, terminard cuando
yanosea cierto ninguno de los guardas B; del los comandos custodiados del ciclo.
Ademds, la existencia de la funcién ¢ nos garantiza que. micntras valga algiin
guarda B;, el ciclo continuard ejecutdndose. pero. como ¢ ¢s entera y decreciente
mondtona, el ciclo terminard en, cuando mucho, k pasos para alguna k, puest < 0
s6lo si todos los guardas B; son falsos.

Si regresamos a la notacién de precondiciones y postcondiciones anterior, a
saber. {@}S{R} (donde § es un ciclo). para demostrar que un ciclo cumple con
una tarea dada sélo debemos verificar estos hechos: a) que P es cienta anies
de la ejecucidn del ciclo (es decir, que Q = P). b) que, para todo i, vale que
{PAB}Si{PY:c)que PA(B, VB V...V B,) = R: d) que existe la funcién ¢
talque PA(ByVB:1V...V By)=(t > 0), es decir, que ¢ tienc una cota minima
inferior mientras sea cierto algiin guarda B;; e) que Vi{P A B;}ry =1 5;{t < 1},
es decir, que la funcion es monétona decreciente durante la ejecucién del ciclo.
Enpecas palabras, hay que encontrar una condicién invariante para unciclo y una
cola superior para el mimero de ejecuciones para demostrar que el ciclo termina y
que se cumple lapostcondicién al final si la invariante y lanegacion de los guardas
implican 1a postcondici6n.
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2.3.6 Un pequerio ejemplo

Con las herramientas anteriores, se puede abordar ¢l primer ejemplo de un pro-
grama real.

Se trata de un problema muy simple: hallar ¢l miximo de dos nimeros dados.
Sean x y y los dos nidmeros en cuestion y sea z una variable que contendrd el valor
del mayor de ambos. Sean Q y R laprecondicidn y la postcondicién que queremos
satisfacer y sea S el programa que lo hard, El problema se pucde denotar entonces
{Q}5{R}. Pero. jcufil es el significado concreto de Q. Ry §7

Es fécil definir R como la asignacion final a z del valor médximo entre x y v:
Resequivalenteaz 2 xAz 2 ¥yA(z = xVz = y). Porsu parte Q debe ser
un predicado satisfecho por cualquier valor inicial de x, y y z, pues los valores
de las dos primeras variables son entcramente arbitrarios, mientras que a z se le
asignard el valor deseado por medio de S, es decir. noimporta su valor inicial. De
este modo, se puede definir O por medio del predicado universal V. Entonces. el
programa y sus pre- y postcondiciones se pueden expresar shora asi:

{(VisS{fzzxAz2yAz=xVz=y) (18)

Alin queda pendicnte la parte més importante, a saber, jqué comando o serie
de comandos S establece la verdad de (18)?
Intuitivamente, queremos que se asigne a z el valor de x o de y, segiin cudl de
estas variables tiene un valor mayor. Esto nos lleva a un comando alternativo:
fx2y—z:=x
fyzx—z=y
fi
El teorema bésico sobre el comando alternativo imponfa que, para que la
precondicién implicara la wp del comando alternativo aquélla debfa implicar la
disyuncién de las guardias de los comandos custodiados del IF. Pero es claro que
¥y 2 XV X 2y es cierto en todos los estados y, por tanto, cualquier predicado Ia
implica (en este caso, ¢l predicado es V). Entonces, por el teorema bésico para el
comando altemativo, tenemos que s cierto que

Vo> wp(lF.z22xAz22yAz=xVz=y)

7 Este ejemplo estd tomado de Gries [1981].
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En pocas palabras, es verdadera la siguiente expresién
VHty2x—zi=px2y—z=xfi{z2 xAz2 yA(z=xVz=Y)}

por lo que el programa hace lo que se espera de é1.°

! Las guandias de este comando no son excluyentes, pues si y = x se cumple tanto y > x
como x 2 v, Nuevamente, se trata de un caso no detesminista y dependerd de la instrumentacién
conereta det do al ivo cuil de las asignaciones sea la que sc realice,




3, LA PREESPECIFICION MAS DEBIL

3.1 Estados iniciales/estados finales

La definicién de las instrucciones de un lenguaje de programacién a partir de la
wp ha permitido especificar con claridad a partir de qué estados se puede alcanzar
cierto resultado cuando se aplica una instruccién dada. Sin embargo, existen otros
métodos para definir la seméntica de un lenguaje en los que hay mds transparencia
con respecto a {a relacién entre el estado inicial y final de las variables. pucs es
precisamente esla relacién lo que constituye la definicién de un programa. En la
precondicién mds débil, esta relacion estd inmersa en la relacion entre precondi-
ciones y postcondiciones del programa y conviene hacerla explicita pues, entre
otras ventajas. si se recurre a las relaciones entre estados, serd mas fcil utilizar
las herramientas del cdlculo de relaciones, que, como se vio en el capitulo 1.
son de gran poder y universalidad (v.g., la inclusidn de la recursion general es
muy fécil). De hecho, a veces este punto de vista parcce mas natural, pues en las
descripciones informales de los lenguajes de programacién imperativos se explica
el efecto de una instruccién por medio de los cambios que produce en las variables
del programa. lo que establece una relacién entre su estado antes y después de la
instruccién, La preespecificacion mds débil es una forma de definir estas ideas
intuitivas,

Sea 5o un estado de las variables de un programa dado. Sea P un conjunto
de instrucciones (puede ser una instruccién simple, una serie de instrucciones
ejecutadas secuencialmente o un procedimiento, por ejemplo) y sea s el estado
de las variables del programa después de que se ha ejecutado P en el estado sp.
Considérese ahora el conjunto de pares R = {(50.5)| 5o €s un estado inicial y 5,
es un estado final después de ejecutar P}, y se tendrd una relacién con dominio y
contradominio en el conjunto de estados posibles para las variables de un programa.
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Las relaciones como R pueden servir para definir tanto relaciones entre es-
tados (que de ahora en adelante se llamardn especificaciones) como programas.
los cuales establecen determinados valores para las variables después de ejecutar
ciertas instrucciones en ciertos estados iniciales. Dicho de manera mas informal:
las especificaciones expresan lo que se espera de un programa, un programa es
un conjunto de instrucciones concretas que hace realidad esas esperanzas. Hoare
[L986] sefiala que. de este modo. la relacién de inclusidn entre las relaciones R y
S. por ¢jemplo, se puede interpretar de tres formas:

1) Sea R un programa y § una especificacion. 8 C § significa que el programa
R cumple o satisface la especificacion §, es decir, que los cambios en los valores
de las variables realizados por R satisfacen la relacién (especificacion) S.

2) Sean R y § dos programas. R C § significa que R es mds determinista que
§. 0 sea. que cualquier cosa que haga R también la hace § (pues los cambios de
estado realizados por R son un subconjunto de los realizados por §), pero S puede
realizar otras cosas también. De acuerdo con la interpretacién 1), ademds. se tiene
que cualquier especificacién satisfecha por § también es satisfecha por R,

3) Sean R y § dos especificaciones. R C § significa que la especificacién §
es mis débil o general que R, es decir, que cualquicr programa que satisfaga R
lambién satisface S.

Por otra parte, silos programas s¢ definen por medio de relaciones. la ejecucién
secuencial de dos programas es la composicién de las relaciones que los definen,
Por ejemplo. P, Q quiere decir que primero se ejecuta el programa P y después el
programa Q.

Ahora se puede definir la preespecificacion mas débil combinando las tres
interpretaciones de la relacién de inclusién.

3.2 La preespecificacién mas débil; definicién

En lasecci6n 2.3.6 se present6 un programa cuyo objetivo era encontrar el méximo
de dos nimeros dados. Visto como una relacién, el programa debe satisfacer 1a
siguiente especificacién R:

R={((x 32V Nx=¥1 y=y y =max(x. )}
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El programa puede dividirse en dos pasos. €l segundo de los cuales consiste en
asignar a zel valor del maximo entre x y v. El primero, como es obvio. esencontrar
el miximo de x y v. Sea Q la especificacién del segundo paso. Hay muchas espe-
cificaciones posibles para et primer paso (y en consecuencia, mychos programas
que las cumplen), y la satisfaccidn de cualquiera de estas especificaciones es una
condicién suficiente para que la ejecucion sucesiva de los pasos I y 2 cumpla R.
Si s toma la especificacién mas general (més débil) del paso 1. se tiene que ésta
es una condicién necesaria para que la cjecucién sucesiva de | y 2 satisfaga R.
pues cualquier otra especificacion del paso 1 es un subconjuntode la mis general.
Se simbolizard la especificacion mas general de | de la siguiente forma: @ \ R.
Si ahora se generaliza la situacidn anterior a cualesquiera especificaciones R

y Q. @\ R eslaespecificacién de un programa P tal que, al ejecutarse P ; Q, se
satisface la especificacién R. En términos de la relacién de inclusién, se quiere
que P cumpla lo siguiente:

PC\R) n
¥y que

(P.QICR 2
Ademd4s, se desea que Q \ R sea la especificacién mas general que permita lo
anterior o, en otras palabras. la especificacién que sca una condicién necesaria y
suficiente para que se satisfagan (1) y (2). es decir:

PCR\RSPIQCR (€)

Hoare [1986) llama a (3) la ley bdsica de la preespecificacion. ;Cémo se debe
definir 1a relacién Q \ R para que cumpla la ley bdsica? He aqui una propuesta:

Definicidn, Sean so. 57 y s estados de los variables de un programa, y 0 y R
especificaciones de programas, Entonces:

(Q\ B) = {(5%.9)]Vss ((5.57) € Q= (50.57) € R)}.

Para parafrasear la definicién anterior, Ia ejecucion de un programa que satisfaga
0O \ R en un estado inicial 5, en el dominio de R resultard en vn estado en el
dominio de Q que garantiza que Q dard un estado final s tal que (s, 57) € R.

Sin embasgo, en términos intuitivos lo quc se pretende con la preespecificacion
més débil es algo mas simple: 0 \ R eslominimo que se debid haber hecho antes
de Q para que la ejecucion de Q satisfaga R,
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Ladefiniciéncumple con la ley bsica.como lodemuestrael siguiente teorema.

Teorema 3.1, Ley bdsica de la preespecificacién, La definicién de la preespecifi-
cacién méis débil cumple que P C (Q\ R) & P Q CR.
Mis atin. ( \ R es la dnica relacién que la cumple.

Demosiracion, Primero se demostrard que la definicion de la preespecificacion
cumple la ley basica,

1) Supongamos que P C O\ R. Ahorase mostrard que P : Q C R.
Sea (50.5,) € P Q. Entonces. por la definicién de composicion,

Js((sn.5) € P A (s.57) € Q).
Por otra parte, como P C (0 \ R. se tiene que (so.5) € Q \ Ry. entonces.
Vs ((s.57) € Q = (S0.57) € R).
En este caso. ya se sabe que (s.5,) € Q@ y. por modus ponens. (so.5;) € Ry
PiOCR “4)

2) Supongamos ahoraque P ; @ € R. Por demostrar que P C Q \ R.
Sea(s0.5y) € P; Q. Entonces (5, 57) € R. En términos del célculo de predi-
cados, lo anterior queda asf:

Vso¥sy((s0.57) € P s Q=+ (50,57) € R)
Pero (so.5¢) € P @ si y sélosi
Is((50.5) € P A (5.57) € Q)
y. por tanto,
Vso¥s7(3s((50,5) € P A (5.57) € ) => (50,57) € R).

Si se aplican sucesivamente a la férmula anterior los teoremas A.7, A.22.
nuevamente A.7 y A.25 se obtendrdn las siguientes equivalencias
<« Vso¥sy {—3s ((s0.5) € PA(s.57) € Q) V (50.57) € R)
© Vsg¥sy Vs (~((50.5) € PA(5.57) € D)V (S0.57) € R)
& Vsg¥syVs {((S0, 5) € P A (5.57) € Q) = (50.57) € R).
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Ahora se aplica el teorema A.8 y se obliene
Vso¥s, Vs (0. 5) € P = ((s.57) € Q= (50.57) € R)).
Sea (50.5) € P. enlonces, por modus ponens,
VsoVs Vs ((s.57) € O = (50.57) € R).
lo cual quiere decir que (s0.5) € P = (55.5) € @ \ R.y. por tanto,
PCO\R 5
De (4) y (5) se deduce la ley bésica,

3) Por dltimo, se quicre demostrar que si X es tal que

PCX&P:QCR. 6)

entonces X =\ R.

Laproposicién (6) implica que cualquier subconjuntode X es tal que la relacion
resultante de la composicién con 0 es un subconjunto de R. Pero X C X, por lo
que (6) implica

X:QCR
Por la ley bésica se deduce que
X:0CR=>XCQO\R
y por modus ponens se tiene que
XCO\R

Ademds, (6) también implica que cualquicr rclacién que al componerse con
Q sea un subconjunto de R es también un subconjunto de X. Pero, por definicién
@\ R cumple esta condicion. Por tanto

Q\RCX.
Finalmente, concluimos que X = Q \ R. ]

Se tiene ahora el siguiente teorema:
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Teorema 3.2, Q\ R=u{X]X:Q C R}
Demastracicn. Es obvio que (Q \ R) € {2\ R) y. por la ley bésica.
(C\R):QCR

Por tanto,
O\RCU{XX:QC R
La inversa es ain mis clara, pues
U{XIX:QC R} CU{XIX: 0 C R}
y, en consecuencia,
(UIXIX:QCR}:YCR.
Porla ley basica, U{XIX:@C R} C @\ R ]

Ahora se veran algunas propiedades de! nuevo concepto.

3.3 Propiedades de la preespecificacién mas débit

Del mismo modo que con la precondicion mis débil, se puede definir 1a semdntica
de un lenguaje (y el lenguaje mismo) en términos de la preespecificacién. No
obstante, antes de definir los constructos del lenguaje conviene demostrar algunas
propiedades de la preespecificacion y empezaremos por la siguiente observacion:

Enunciado 3.3, Q \ R cumple la siguiente ecuacién: X: Q CR.
Demostracién. Como es obvio, Q0 \ R € @ \ R, Entonces, por 1a ley basica:

(Q\R):QCR
con lo que se cumple fa ecuacion. n

Explicado sin sfmbolos, ¢l teorema dice que la preespecificacién més débil
es la especificacién de un programa tal que, al ejecutarse, da como resultado un
estado de Ias variables apropiado para que @ cumpla con su parte, a saber. dar un
resultado que satisfaga R,
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Teorema 34. U\ RCR.
Demostracion. Por el teorema 3.3 se sabe que
(U\RWWCR
y. por el teorema 1.14,
U\RC(U\R:UCR.
que es el resultado deseado. u

En otras palabras, si se desea cumplir la especificacion R finalizando con un
programa que da cualquier resultado posible (a saber. U). se debi6 aplicar antes
un programa que ya satisfacfa R de antemano. ;Cudl es la naturaleza del programa
U \ R? Por definicién, U \ R = {(50.9)|¥s/(5.57) € U = (5.5) € R}. Pero
{s.57) € U siempre y.entonces. U \ R esel conjunto {(x.y)|R({x})=U}.

Teorema3S5.(U\ R U=U\R.
Demostracién. De nuevo, por el teorema 3.3,
(U\R):UCR
Pero U ; U = U y, sustituyendo
(U\R):(U:U)CR,
lo cual nos da, por el teorema 1.9 y la ley bésica.
(UNRY;UC(U\R).
Por otro lado, por el teorema 1.14,
(UNRC(U\R):U. ]
En este caso, se tiene una versién més fuerte del teorema 1.14: P C P U,
pues U \ R = {(x.¥)|R({x}) = U} y esto nos garantiza la igualdad y no sélo la
contencidn,

Teorema3.6.P C Q\ (P:0).
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Demostracidn, Esobvio que P1Q C P:Qy.porlaley bdsica.? C Q\ (P:0). ®

Esto significa que, si se desea cumplir con la especificacion combinada de P
seguido de (). P ya cumple con dicha preespecificacion.

Teorema 3.7.1 CO\ R QCR

Demostracion. Yase sabeque I CQ\ R<1: @ C R. Ademis. [ : Q=0 y. por
tanto,
ICO\ReQCR n

En otras palabras, si antes de hacer Q) para cumplir R se puede “no hacer nada™
(o sea. /). entonces Q ya cumple R.

Teorema 3.8.1C 0\ Q.
Demostracién. Como I ; 0 C Q, por ley basicase tiene ] C 0\ 0. n

Una parifrasis del teorema anterior es la siguiente: “no sc necesita hacer nada
para que al ejecutar Q se cumpla 0",

Por otra parte, es interesante preguntarse cufl es el conjunto (Q \ Q) —I.es
decir, qué elementos de Q \ Q impiden que el tcorema anterior sea una igualdad,
Por definicién, Q \ Q = {(s0.5)|(s.57) € Q = (s0.57) € Q}. Entonces, 0\ @ =
{0y} € OQ({x})}. Esobvioquesix=y.(x.y) € @ \ Q. Pero(Q\ Q)-/
son los pares (x.y) € 7 tales que la imagen de y es un subconjunto de la de x. Este
conjunto es vacfo si Q es una funcién.

Teorema 3.9. P=(I\ P).

Demostracidn, Es evidente que P/ C P. Por laley bésica, se deduce inmediata-
mente P C (I'\ P).
Por otra parte, (/ \ P)C (I \ P)y, por tanto,

(\PyiIcCP,

de lo cual se deduce directamente fa otra contencidn y el teorema, [ ]

Dicho en un lenguaje mis llano, lo minimo que se debe hacer antes de “no
hacer nada™ para que se cumpla P es P mismo,

Teorema 3.10.0\ (RNS)=(Q\ AIN(Q\ 5.
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Demostracion. Claramente, (0 \ RYN(Q \ S) (U \ R). Por la ley basica
(G\RNQ\SN:QC R

También es ciertoque (Q \ RIN(Q\S) S(Q\ Sy
@\ RN\ M:Qcs.

Por tanto,
(RQ\RN(G\S):QC(RNS).

De nuevo por ia ley basica,
@\ RN\ N CON(RNS).

Para la contencidn inversa hay que considerar que @ \ (RNSYC @\ (RN S) y.
entonces, (( \ (RN 5)); Q € (RNS). Por la definicion de N,

(Q\VRNSH;QCR
@\RNSH:QCS.
De laley bésica se deduce que

@\ROSHC(O\R)
@\ (RNSH T\ S)

En conclusién
Q\RNAMC @\ RN\ 5. n

Se puede interpretar este teorema diciendo que lo minimo que se debe hacer
antes de ejecutar Q para satisfacer tanto R como S es la interseccién de 1o que
habrfa que hacer para satisfacer Ry S por separado.

Corolario 3.11. Q \ (M Ra) = Nl \ Ra).

Demostracion. Por 1a definicién de N

Vie N(Q(Q \R)C(Q\ R
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y de ahi sc oblienen las siguientes afirmaciones
Vi((f;](Q\ RYCR)
((UQ\ &): ) S YRy
f;}(Q \ Ry SO\ OR.).
La inversa es similar. ]

Por supuesto, como lo indica la demostracidn, 3.11 es una generalizacién
de 3.10.

Teorema 3.12.(PUQY\ R=(P\ RN (D\ R).
Demosiracion. Sea (5. s) € (P U @) \ R. En consecuencia,

sy {((s.57) € PV (5.57) € Q)= (So0.57} € R).
Por el teorema A.12, la expresién anterior equivale a

sy (((s.57) € P => (5p.57)} € RYA((5.57) € O = (%.5/) € R)).

Estoes,
(50.8) € (P\RIN(Q\ R).
¥, por tanto,
(PUDNRCP\RIN(Q\R).
La contencidn inversa es andloga. ]

En téminos intuitivos, si se desea cumplir laespecificacién R a partirde P ode
Q (por ejemplo. cuando se trabaja con un mecanismo no determinista que puede
elegir cualquiera de los dos). entonces ta especificacidn del programa anteriora P
0 0 debe satisfacer cada una de las preespecificaciones separadas.

Corolario 3.13. (U, P\ R= (P, \ R).
La demostracién es andloga a la del teorema 3.12.
Teorema3.14.(P: Q) \ R= P\ (Q\R).
Demostracidn. SeaX C P\ (Q\ R). Entonces, por Ia ley bésica,
X:PC@\R.
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Se aplica nuevamente la ley bdsica,
(X:P):QCR

y. por la asociatividad de la composicidn y la ley bésica
XCWP:D\R

porloque PA\(Q\RIC(Pi D\ R
Seaahora X C (P () \ R. Ahora la ley bisica nos da

XiPiQd) CR
por medio de la asociatividad de 1a composici6n y la ley bésica se obliene
(X:P)C(2\R.
Una nueva aplicacién de la Icy bésica produce el resultado deseado
XCP\(Q\R).
En conclusion, P\ (Q\ R)=(P: D)\ R. .

Dicho en palabras comunes. lo que se debid haber hecho antes de P ; @ para
que se cumpla R es lo mismo que se debi6 haber hecho antes de P para que se
cumpla @ \ R.

Teorema 3.15.0=0\1.
Demostracidn, La hipGlesis inicial serd, ahora, (s.5) € (' \ 1, es decir.
Vs ((s.5r) € Q= (50.57) € 1)
Al aplicar el teorema A.13 se obtiene
sy ((S0,57) € I =>(5,57) € Q).
Por Ia definicién de *\'. (5.50) € 7 \ 0. Por el teorema 3.9,7 \ @ = @ y. de este

modo, )
wed y Q\1cO
Invirtiendo el sentido de la demostracién se obtiene el otro caso. [ ]
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Siguicndo a Tarski [1941), en ¢l capitulo | se introdujo como una operacién
primitiva la conversa de una relacidn. El teorema 3.15 permite definirla a partir de
la preespecificacion mds débil.

Corolario 3.16. 0 \ R=F&: (.

Demostracion. Sea (so.5) € K Q. es decir,
=3 ((50.8) ERA(.5) € D).

Por los teoremas A.22, A.1(y A.7 lo anterior equivale a
Vs s) e Q= (50.5) €R).

Por la definicién de relacién conversa. (s, 5) € § & (5.5°) € :
vy ((s.5) € 0= (%0.5) € R).

En conclusién. (so.5) € @\ Ry R (? C 0\ R. Puesto que en todos los casos s¢
trata de equivalencias, la contencidn inversa es inmediata, .

Este esel resullado inverso del teorema anterior: 1a preespecificacién sc puede
definir a partir de la operacién de relacién conversa,

Teorema 317.Q\R=(R\ Q) \ L.
Demostracion. Sea (sg.5) € (R \ () \ 1. 1o cual, por ¢! teorema 3.15, equivale a

(s.50) € R\ 0.
es decir,

V57 ((50.57) € R=>(s,50) € Q)

y. por definicion de la preespecificacion ms débil y el teorema A.13,

(s50.5) € Q\ R,
0, en otras palabras,

(0.9¢Q\R y (R\D\ICO\R

Y como s6lo se usaron equivalencias la contencién inversa es andloga. [ |
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Definicidn, Se lamard condicidn a la relacién b sib: U = b, De ahora en adelante,
todas las relaciones representadas con las letras b, ¢ eic.. serdn condiciones.

Aunque no lo parezca. esta definicion coincide con la nocién intuitiva de con-
dicién. Una expresidn booleana (véase ¢l apéndice) es aquella que al evatuarse
en cierto estado da el valor de verdadero o falso. Sea V el conjunto de estados en
los que la expresién da el valor de verdadero. Entonces. si se quiere representar
esta expresion como una condicién b, T(b) = V,Como las condiciones se usaran
como guardas para comandos, al cumplirse una condicién (es decir. cuando se
estd en algin estado que pertencce a su dominio) se debe quedar en posicién de
ejecutar el comando (la relacién) que guarda sin restricciones, o sea, partiendo de
cualquicr estado posible. Por tanto, si x € 2(b), entonces b({x}) = . donde ¥
representa el espacio de estados. Es claro entonces que b cumple con b, U/ = U.

Teorema J.18. b es una condicién si y sélosi b = U ; b. Si b es una condicion. b
es una condicién.

Demostracion. Porel lcoreng. 15.b = 5 \ I,y por ladefinicién de una condicién.
b=b:T\ 1 esdecir,b = 53U, Porel teorema 1.16,b = U1 b. Y como U = U,
se llega a la conclusién deseada, La implicacién inversa es andloga. n

Ademis, se quiere demostrarque sid = b; U, entonces b = b 3 U, Es claro que
B=bnb=(b:U)Nb,

por lo que
0=b: U)nG\D\1

por 1.17 y 3.15. Se aplica ahora 1.19 y se tiene:
P=U:(b\Dnb\L

Del teorema 1.3 se deduce ~
vibgh.

Pero el teorema 1.14 dice que 5 C b U yse concluye que

U:Z:Z. [ ]

Teorema 3.19. Sea b una condicidn, Entonces 5\ 1 =6\ 0= b\ 0.
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Demostracién. Como se recordard, por 3.15 b = b \ 1. Por el teorema 3.18.
b=U:by.entonces
b\1=U:b=U:(B\D.
Los teoremas 1.17 y 3.15 establecen que
Uib\h=wU:\M\ D\
Ahora recurrimos al teorema 3,14 y se obtiene
(AY(CAYAVIIARA

0. de forma mis simple. (U \ )\ T = (U \ b) \ 7. gracias a 3.15 y 1.17. Por
tiltimo, se utiliza 3.17 para concluir

b\l=(W\b)\1=b\0. (7

Ahorabien. b\ 1=b = 1-_3= b= ;3—\—? por 1.18, Como b es una condicién, b
también lo es (3.18) y. entonces, se tiene

b\1=b\0.
como ya s¢ demostré en (7), en este mismo teorema. Se aplica la doble negacion
y se obtiene el resultado deseado. |

Teorema 3.20. P (bN Q) = (PNB\ 0): Q.
Demostracidn. Sea (x.z) € P;{bn Q). Entonces, y sélo entonces,
IxNePAyDELNQ)
Asuvez.(y.2) € bNQsiysélosi
.0ebr(ne . @
Perob=b: U o, en otras palabras,
Yx(y.x)€b.
Ya se sabfa que (x, y) € P y ahora sc tiene que (x,¥) € b. La conclusién es

(x.y) € (Pnb. )
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(8) y (9) equivalen a
xneE@nh:Q y PionQ@ cPnb:g.

Finalmente, por 3,19, b = b\ . Como se usaron sélo equivalencias. la contencion
inversa es inmediata. n

Corolario 3.21. X 5 (P YN Q)= (XNP\ 0): 0.

Demostracion. Claramente, P; U = (P U): U, por lo que P . U es una condicion,
Se aplica el teorema anierior:

X (P 0nQ=xn@E T\ 0: 0. (10)
El teorema 3.14 hace que (10) equivalgaa
=(XNPY{@\0):0
Por34,U \ ¢ C @ y.cntonces, U \ @ = ¢, Asf, obtenemos la Gltima equivalencia;
=(XNP\B): Q. n
Teorema 3.22.((P; )N Q) \ R=(P\ B)U(Q \ R).
Demostracion. Sea X C (P Uyn @Y\ R, Por la ley bisica, esto equivale a

XP:UNQCR an
(11) equivalea

XnP{M:QC R 12
gracias a 3.21. Nuevamente, 1a ley b4sica permite transformar (12) en

XOP\HCO\R (3)
Por iiltimo, el teorema 1.4 hace que (13) sea

XC(P\QU@\R). u

Corolario 3.23. (b \ R=(b\ D)U(Q\ R).
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Demostracion. Dado que b es una condicidn.
A\ R=(:UYOD\ R
y. por el teorema anterior. esto esigual a (b \ ®)U (O \ R). ]

Teorema 3.24. FXU\R=(P\ Q)u(U \ R).

Demostracion. El teorema 1.8 nos permite afirmar que P U \ R= (P UNUY\
R. Por ¢l teorema 3.20 se puede deducir entonces

(FTU\DOUW\R).
P ; U es una condicion; entonces, sc puede aplicar 3.19 y entonces se tiene
(PiUY\BUU\ R).

Por 3.14, ahora se tiene
PAU\DU\ R),
y. finalmente, por 3.4,

P\DHUWN\ R ]
Definicién. Si P es una relacion parcial, entonces
pr=pPuPl.
Es claro que P* es una extensién de P a una relacién total,

Teorema 3.25.P* \R=P\RN{P\BUU\ R).
Demostracion. Por definicién P* \ R = (PUP; 1)\ R.Por 3.12, se tiene

PA\R=(P\RINPU\R.
3.21 permite concluir que

P*\R=P\RN(P\OBUU\R. ]

Teorema 3.26. (G N AUNQN: U=(buF  neu D)
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Demostracién, Por 1.11

GAPYUENON:U={nP:;DU({(cnD): T).

Por 1.6 y la definicién de condicién, se llega a

=[NP UV (e )N Q) ).

Al aplicar 3.21 s¢ obtiene

= (I Nb\ By (P;UNUU N\ D@ V).

Por 3.20 esto es igual a

=(bNP;U)V(cn(Q;: ).
yporAll:

=hNP UynenN(Q: U}
=(UP THnEeuT: D). ]

Corolario 3.27. Sean Py () relaciones totales, Entonces {(FBNPYU (c N 0)): U =
bne.
Demostracidn. Por 3.26
GAPUENEN: U=GUuPiDINEUlTD).
Pero,como P y @ sontotales, P, U=U=0Q:Uy
=bne. n

Teorema 3.28. Si P y Q son relaciones totales. entonces (BN P) U N D)) U \
R=(b\Qu@Ee\DHuU\R).
Demostracién. El corolario 3.27 dice que

@AAUENO:T\R=(GND)\R (14)

Por A.11, (14) es igual a
(bUC)\ R (15)
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Perocomo b y ¢ son condiciones.bUc = (bUc): U y.por 3.24.(15) es

BUOVIU\ R (16)
Ahora. pro 3.12, (16) es
[AVLIAUIMUAY an
Nuevamente, por A.11.{17) es
' PAHUTNBUW \ R
y. por 3,19, se tien¢ que
=B\DUE\ QU \R). ]

Teorema 3.29. (P )N\ R=(P\BHU(Q\ R).

Demostracion. Sea X C ((P; YN Q) \ R. Por la ley basica
Xi((PsUNOYCR (18)

Por 3.21, (18) cquivale a

(XN (P\B):QCR.

Y. de nuevo por la ley bidsica, se tiene

XNP\BYCO\R. (193
Por 1.4, (19) equivale a
XCP\DHUQ\R).
Por tanto. ((Ps )N GY\ R G (P\ O)U(Q \ R). La contencidn inversa es
inmediata. pues s6lo s¢ usaron equivalencias. [ ]

Corolario 3.30. 6N QY \ R=(b\ U(Q\ R).

Demostracion. Como b es una condicion, GN Y\ R=(b: YN\ R. Por
329N QQ\R={\ DU\ R). [ ]
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Teorema 3.31. Si P y  son relaciones totales. entonces

(APYIeNON \ R=(b \0UP\ RN(c \ BUQ\ RN\ Bus \ BUU \ R).

Demostracidn. Por fa definicidn de +, se ticne
(NPYULNAON \R=(ONPIUL A VU B APIOEO DN UN\ R
Gracias a 3.12. se tiene ahora
(BN RNcOD\ INAEAPIUT A ON: U\ A
Del corotario 3.30 se tiene
=(b\BUP\ RIN(E\BUQ\ RN (@ NPT DN 0)\ R
y. por tiltimo, 3.28 da el resultado
=(b\OUP\RINE\BUQ\ RINB\Buz\ BUU\R). ]
Teorema 3.32.Sea P 1 U. Se tiene entonces que P \ 0 = 0.
Demostracion, Es evidente que @ = I/ = U. Por3.15 y 3.14, entonces:
P:\I=P\(w\D=P\D=P\0. 20)
Por otro lado. por hipétesis:
(P:UN\T=U\L=0 2n
De (20) y (21) se deduce que P\ B=10. ]
Teorema333. P\ RCR:{P\ MU\ D).
Demostracidn. Sea X C P\ R. Entonces, por la ley bésica
X:PCR. (22)
Come *;' es un operador mondtone, (22) equivale a

X:Pi(PADCRUP\D. (23)
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Por 3.15.(23) es igual a:
X:P PCRuP\D. (24)

Como (P;U)N{ eslarelacion/ restringidaal dominio de P, esclaroque (P;U)N C
P: P. En consecuencia. y por Ia monotonfa de *;", (24) implica

Xi(P:UyNDCRIP\D. 25)
Es claro que P ; U es una condicidn y. entonces. se aplica el teorema 3.20 a (25):
XNPYACR(P\D. (26)
Elteorema 1.4 convierte (26) en:
XCPiu(P\Dhur\0).
con lo que se concluye que P\ R C R (P\hU(P\ ). n

Teorema 3.34. Sea P una funcién parcial. Entonces
PA\RU(P\Du®\0).
Demostracidn. Una contencién se demostré ya en el tcorema anterior, Veamos
ahora la otra, Consideremos el conjunto
((R:Pyup\d):P.
Laaplicacién de 1.11 nos da
(RiP); PUP\D); P 2n

Como P\1C(P:D\I=P\(I\ =P\l entoncesP\ 1 C P\ I. Gracias
al teorema 1.15, (27) es subconjunto de

R:(P\D:;PUP\0); P (28)

Por otro lado, por la definiciénde *\' y de @. P \ 0 = {(x.y)|Vz(y.2) & P}. es
decir. y no pertenece a P!, Por tanto, (P \ ) : P = 0. De este modo, (28) se
transforma en

R:(P\I):P. (29)
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A sut vez,
P\I={xM|Ve(r)eP=>x=2} (30)
¥. POE Su parte,
(P\D:iP={(a.c)|b(ab)e P\IA(b.c)E P} (31)

(30) y (31) nos dicen que {P \ I): P es P restringida al subconjunto en el que
equivale a/. Por esto.

Ri(P\1);PCR. (32)
Por 1a ley bdsica. de (32) se concluye que
(Ri(P\DU(P\ emptyset)) C P\ R, [

Corolario 3.35. Sea P una funcidn parcial, Entonces.
P*\R=R;(P\DHU((P\DN(U\ R).

Demostracién, Por el tcorema 3.25:
P*\R=P\RN(P\BUU\R).
y. por el teorema anterior y 1.5, se obtiene la conclusién descada. [ ]

Teorema 3.36. Si F es una funcién total, entonces

F\R=R:(F\.

Demostracién. El teorema 1.9 nos dice que
(R;(P\D):P=R;(P\]):P). (33

En la demostracién de 3.34, (30) y (31) nos permitieron concluir que R ; (P \
1); P) C R.Por tanto, de (33) se concluye que

P\RCR,
lo cual, por ley bésica, nos da
R:(P\DCP\R
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Para la contenci6n inversa hay que observar que. como P es una funcisn total
P\R=0,
pues P\ @={(x.y)| Vz(y.2) & P}y se tiene que P es total. Por tanto
P=P\0=P\(RNR).
3.10 transforma lo anterior en:
0=(P\RIN{P\R).
Aplicando 1.3, se concluye que
P\RCP\R.
Por 3,16 y 3.17, lo anterior equivale a
P\RCR;{.

que, gracias a 3.15 se obtiene ¢l resultado deseado. | ]

34 El lenguaje @

Antes de definir un lenguaje basado en la preespecificacién mas débil. se harin
algunas consideraciones generales,

34.1 ;Qué clase de lenguaje se necesita?

La manera més f4cil de definir un lenguaje con Ia preespecificacién mas débil es
hacerlo en “abstracto”, ¢s decir, sin poner restricciones al tipo de relaciones que
s¢ usardn para construir los programas. Sin embargo, de esta forma no se toman
en cuenta algunos puntos cruciales:

a) ;Los programas definidos son computables? En otras palabras. st se define
una instruccion en el lenguaje (por ejemplo, la asignacién), ;es posible levarla a
cabo en un tiempo finito?
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b) Encasode que se desee incluir dentrodel lenguaje procedimientos recursivos
para aumentar su capacidad de expresion. es indispensable saber si las funciones
recursivas estin bien definidas en el lenguaje (que den un resultado).

¢) ¢ Es posible construir (“implementar™) de modo eficiente las operaciones del
lenguaje?’

Como se verd mis adelante, para cumplir con a) y b) se necesita que los
operadores de! lenguaje sean mondtonos y co-continuos,’ Para el punto <), hard
fala limitar la clase de operadores relaciones validos en el lenguaje en un sentido
mds fuerte y habrd que restringir los programas vilidos a las relaciones totales,

3.4.2 Recursion y puntos fijos

En la seccién 1.5 se vio que ¢l minimo punto fijo del funcional F se puede
calcular de Ia siguiente manera:

S = U S
O0gn
donde
ﬁ) =0 Yy f;ul =F (.ﬂ-).
si F es continuo (la continuidad es condicidn suficiente, pero necesaria). Por esta
razén, es necesario limitar los operadores del lenguaje a los continuos.

" Ahora es posible definir la preespecificacién més débil de los procedimientos
recursivos puesto que, por 3.13;

UA\R= U\ R
0<n 020
y. por la definicién de £,

fao\R=Q(fn\R)-

! “Eficiente" no es un término vago, pues en este caso se refiere al significado técnico de la
palabra en teoria de la computacién (calculable en tiempo polinomial). En relacion con este tema,
puede consultarse Garey y Johnson [1979).

? Véase el capitulo 1 para estos conceplos.
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No obstante, como se vio en 1.5, el punto fijo minimo no es necesariamente una
relacién total. La alternativa es el uso del punto fijo médximo. Cuando se aborde el
tema de la eficiencia. se veri que esta opcidn es la mejor,

Hay que recordar que <l punto fijo miximo se define de la siguiente forma:

/~=Nr
0<n
con f0 = Uy ™ = F(f"). si es que F es co-continuo (también una condicién
suficiente).

En este caso. en lugar de exigir continuidad a los operadores del lenguaje. se
neccesita la co-continuidad para ascgurarse de que los programas definidos recur-
sivamente terminan,

El requisito de la monotonia para los operadores del lenguaje puede parecer
excesivo. No obstante, los riesgos de eliminarlo no son despreciables (ademis de
que es necesaria para la demostracidn de existencia de puntos fijos), Un de estos
riesgos es el de introducir expresiones sin sentido al lenguaje. como en el caso de
la negacidn, para la cual no existen ni Xx ni £ y. de hecho, no existe ningtin
punto fijo. o sea, ninguna X tal que X = X.

Ahora se verd el problema de la eficiencia en la constniccién de los operadores.

3.4.3 Operadores eficientes

Eloperador N puede ser un operador potentisimo, pues permite combinar de mane-
ra muy simple dos programas y obtencr un resultado valioso. V.g.. considérese un
arreglo de mimeros enteros positivos. Sea P un programa que asignaal arreglo una
secuencia creciente de mimeros y sea Q un programa que cfectia una permutacion
en los elementos del arreglo. PN, entonces, es un programa que ordena el arreglo
en orden creciente,

Pero, a pesar de su simplicidad, el programa anterior presenta una seria des-
ventaja: para encontrar P N ( hay que probar todas las ejecuciones posibles de
Py de @y ver cudles son comunes. En el caso de P, la exploracién de todas
las posibilidades tomarfa un tiempo O(n — n + 1), donde n es la longitud del
arreglo y m el valor méximo asignable a cada entrada del arreglo (necesariamente,
m 2 n+ 1), Pero para Q. el tiempo serfa O(n!) = O(c”), o cual gs, evidentemente
de orden exponencial. ;Cémo se puede cvitar que una “implementacién™ proce-
da de esta forma? No sc puede: st existe una solucién al problema {esto es. si
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PNQ #¥) la“implementacion™ esti obligada a encontrarta y esto puede implicar
la exploracidn de todas las posibilidades (pues dar una directriz del orden mis
adecuado para explorar las opciones, ademas de ser muy dificil de hacer. violaria
el no determinismo de los constructos del lenguaje).

La altemnativa es. entonces. no incluir N entre los operadores validos det len-
guaje.

Por su parte U presenta otro problema. Sea F(X) = X. El minimo punto fijo de
Fes:

fe= U S
O¢n

Pero fi(9) = @ = fuy.enrealidad. f, = @ para toda n, En otras palabras, la relacién
vacia es el minimo punto fijo de la identidad, ;Cémo se pucde “interpretar™ una
relacion vacia™ Como una recursidn que no termina (en este caso. una definicidn
recursiva de la igualdad o termina. como era de esperarse). Entonces. si F es tal
que fx = 0. el programa fx U P puede no terminar, dependicndo de cudl de las
dos alternativas se ejecute primero (si es que alguna se ejecuta primero) Po fx.

Nuevamente, ln solucidn estd en restringir las relaciones que pertenccen al
lenguaje. En este caso, si se incluyen s6lo relaciones tolales, no se puede tener a
0 entre las elementos del lenguaje y, por tanto, no hay procedimientos recursivos
que no tenninen.

En principio, con estas restricciones, y las de la subseccién 3.4.2, s¢ puede
construir un lenguaje eficiente y de gran capacidad expresiva.

3.4.4 Un conjunto de relaciones para el lenguaje @

Casi es el momento de comenzar la definicidn del lenguaje basado en la precspe-
cificacién m4s débil. De ahora en adelante, nos referiremos a dicho lenguaje con
el simbolo €. Sélo se hardn algunas consideraciones mis antes de comenzar.

La restriccion de los programas vélidos en € a fas relaciones totales se hard
extendiendo las relaciones parciales a relaciones totales de la siguiente forma:

Sea P una relacién nototal. Si se ejecuta Penunestado s € T(P). la ejecucion
terminard en un estado ¢ tal que (5.5') € R. Si en cambio. s € T(P). entonces
¢l programa P no lermina (pues no existe un estado al cual se llegue después de
ejecutar P). Agréguese L, un nuevo estado, al conjunto de estados enel dominio y
enel rango de las relaciones posibles, Se puede construir ahora una nueva relacidn
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F.

P={s)NePVEg DPIAS = 1)}
En resumen, L representa et “estado” de no terminacidn, Por supuesto, P’ ¢s una
relacién towl. Este truco se presenté en la subseccion 1.3.2, ¥ denota alos nuevos
dominio y contradominio ampliados con {L}.

Hay un problema mds, El mintmo punto fijo de una relacion total no nece-
sariamente es total, por lo que la recursion podria inoducir elementos ajenos al
lenguaje. El punto fijo miximo de una relacion total, en cambio, si es total. Los
operadores del lepguaje se resiringirin entonces a los co-continuos.

La definicion del conjunto de relaciones que formardn parte de 4 se hard de
manera inductiva:

1. UeQ.

2. Si P es una funcién total (de cuyos dominio y contradominio excluimas sofa-
mente L), entonces P* € &,

3. SiP,Q €2.yby c soncondiciones. entonces también pertenecen a < :
P
WwnpPyucnon.

4, SiP, e yViP; D P entonces

ﬂP,' €4.
i20

Pero de las condiciones anteriores no se siguc que [as relaciones que las cum-
plen sean totales y que todos los operadores sean co-continuos (al menos no de
manera evidente). Si agregamos a la hipétesis | que P sea ademds finitaria® en-
tonces se tendrd que todas las relaciones de 2 son totales y finitarias y que todos
los operadores son co-continuos. Los teoremas 3.37-3.45 fundamentan esta afir-
macién,

Teorema 3.37. La relacién U es total y finitaria,

Demostracidn. Es evidente que U es total. Seas € Z. Entonces. es obvio que
{s}t1U=E ]

} Véase la seecion 1.3.2,

P S et b i kR £
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Teorema 3.38. Si P es una funcion total, PU { L} x T es total finitaria,
Demostracién. Sis # L. 1.21 nos dice que
{1 PU (LY x Dy =((s} T HU({s} T {L} x I).
Ademds, {s} T {1} x Z = 0. porque ningtin miembro de T(P) estd relacionado
con L. Por tanto,
{s}T(PU{L}xTy= (s} 1P,

y {s} 1 £.tienc un solo elemento pucs P es una funcidn,
Por otra parte, si s = 1, entonces

(L} T PU{L x D= {L}TPU{L}T{LI % D)
={L}1({L} x D)
=%,
En consecuencia PU {1} x T estotal y finitaria. | |

Teorema 3.39.. Si P y Q son relaciones totales y finitarias, P ;  es total finitaria.

Demostracién. Dado que P es total finitaria, tenemos dos posibilidades: {s} 1
P=%o0{s) 1 P={51.5.....5=}. para cualquier s arbitraria. Supongamos que
vale el primer caso . por el teorema 1,22,

{s}1P:=(s} 1P 1Q=E10=1.

Si, en cambio, es ciena la segunda opcién,

st1@:=({s}1A1¢
={s1.5....5:} T Q
=‘EJ({5-') 10

Como { es total finitaria, {5} 7 Q es finito o es igual a T y, en consecuencia,
Uigm{{5:} T Q) es finita o igual a ¥ también, con lo que concluye fa demostra-
cidn, [ ]

Teorema 340.. Sean P, () relaciones totales finitarias y sean b y ¢ condiciones,
entonces:

bnPucnQY
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también es finitaria.
Demostracion. Sea s un estado arbitrario. Por la definicidn de *,
(bnPUcNQ) =(bNPUcNQUBNPUCN(): D).
y. por ¢l corolario 3.27.
=(bnPuUcNUEN).
Si sc aplica el teorema 1.21, s¢ obticne
{sH1enPyUen N =({s} t PN U({s} T (cn @ U({s} T BTN

Por otra parte, como P y (' son totales y finitarios, (s} 1 (4NP)U{s} T (cNQ)U
{s} 1 (bNE)esfinitooiguala ¥, [ ]

Teorema 3.41.. Supongamos que Vi, P; es total finitaria y P; 2 Pis1. Entonces,
n»
i

es total finitaria.

Demostracién. Por el leorema 1.24,
(s}t (ﬂPi)= n({s} T P).

Hay dos casos posibles: a) Vi ({s} T P} = Z.y ) i ({5} 1 £j={s1.5200. . S }).
En el caso a), es claro que

Nds}1PI==.

Parael casob) hay que considerar que Pi,y € Pi.porloque {s} T Pis1 C {s} T P:.
En consecuencia,

n({-"} T PYC {51.52-... 52}

Como ninguno de los P; es vacio y todos son relaciones totales, la interseccidn
de sus imdgenes no es vacia. En consecuencia la imagen de (); P; es finita y no
vacfa. | ]
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Corolario 3.42.. Sea {P,} una cadena decreciente de relaciones totales finitarias.
Entonces. para todo s, existe m tal que

{s} 1 Pa= (s} Py sin>m.

Demostracion, La demostracion se vale del hechode que (s} T P C {s} T Py
de que. en caso de que laimagen de {5} sea infinita, esigual a I, [ ]

Teorema 3.43.. Sean () total finitaria, {P;} una cadena decreciente de relaciones
totales finitarias, b y ¢ condicioncs. Entonces se tiene que

(BNNPHUENON =(NBNPIUEN Q).

Demostracion. Se aplica el corolario 3.27 y se obtiene
(bn (OP.')) Ulen@)' =(bn (ﬂPi)) ucn@yu@ne).
Aplicando la propiedad de distribucién para ia unién y la interseccién, lo anterior
queda
=NBNPIVENQUENE).
Y. nuevamente por el corolario 3.27. el resultado es
=onPYUENQUEBAPIU(ENQ): D).
i
Por gltimo. por la definicién de *, se concluye

NenPyUEn Y .
Teorema 3.44.. Sea {P;} una cadena descendente de relaciones totales finitarias.
Entonces:
NPY:Q=YP:i; Q)
) 1{

Demostracidn. Existen dos casos: a) Vi({s} T A = L)y b) 3i({s} 1 P =
{51:5200 002 5m}).
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a) Por el teorema 1.22
(shranpy:@=tsi TOPNTL.
Utilizando la hipétesis se abtiene
=((.]Z) TQ=L1Q.
Esobvioque £ 1 Q=,(X 1 Q) y. por tanto. esigual a
O(([S} TPITQ.
que, por los teoremas 1.22 y 1.24, equivale a
{sh1 O(P.' 0.

b) Para el segundo caso se recurre al corolario 3.40. a saber, que existe m
tal que:
{s}1 Pa={s} [ Prn.

para todo n > m. Entonces, por el teorema 1.22,
(s}t ((OP.—): D=5} T(Pn: @ ={s} 1 (Pn: 0N
stn > m. Pero,como {s} 1 Pis1 C {5} T Pi.lo anterior es igual a
0({3} TP Q)
y. aplicando el teorema 1,24,
={s}1 O(Pi 3

En los dos casos anteriores se concluyd que Vs ({s} T (N P): Q) = {s} T
Ni{Pi+ @), es decir, que (N; Pi) : @ y Ni(P; 5 Q) son la misma relaci6n. ]

Teorema 3.45.. Sean P una relacién total finitaria y {Q;} una cadena decreciente
de relaciones totales finitarias, Entonces

P:(an) = n(P: Qn)-
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Demostracidn. Supongamos que {s} { P = X. Entonces. por el teorema 1.22,
{s}1 (P:OQ.)= 1 OQ..
Se distribuye 1a operacion | y queda
O(Z ()
y. por hipdtesis y el teorema 1.22, esto es
Q{:} 10
Se utiliza ahora el teorcma 1.24 y se logra el resultado deseado:
{sht (i](P: Q).
Supongamos ahora que {s} T P = {5,.52.... .5m}. Por €l teorema 1.22:
{sh1ep 209.‘) ={{s}1A1 (OQ:’)-
Como Ujem{5;} = {51.52000 S}

st TNg) = Ulsit TG
i i<m i

Por 1.24:
=(Uls} 100
I j<m
y. por hipétesis,
=r]({5} P10
Finalmente, por el teorema 1.22 y 1.24,
={s} T OXP: Q.

En esta ocasion, también se tiene que {s} 1 (P @) = {s} T NP Q) para
todo 5. En consecuencia, P ; {1\, 3) y N(P : Qi) son a misma relacién. [ ]
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Teorema 3.46. Si {P;} es una cadena descendente de relaciones totales finitarias.
entonces

NPINR=UIP,\ R
i i
Demostracion. Por los teoremas 1.18 y 3.15

OPIVR=(NPIR\T\ L

Con 4,44 sc obtiene
NP RAIN\ L.

Por A.11y 4.13 se obticne
r_](P.:(R\i)) \ 1.
Finalmente, 1.18, 3.15 nos permiten concluir

NP\ R).

)
Es obvio que de aquf se deriva la afiracién descada. n

Ahora se ha demostrado que todas las relaciones pertenccientes a & son to-
tales finitarias y todos los operadores co-continuos (lo que garantiza funciones
recursivas bicn construidas), Llegd el momento de presentar los constructos del
lenguaje.

3.4.5 Operadores del lenguaje 2
Para que 9 (enga algun interés, es necesario que contenga al menos los mismos

constructos que se definicron para el lenguaje de la precondicidn més débil: aborr,
skip,IF y DO,

Definicicn, skip = {I - {(L,.L)}}*.

La eleccién de Ia relacidn de identidad para el comando skip es mis o menos
obvia: skip es un comando que no hace nada, que deja intacto el valor de las
variables del programa. Sin embargo, como no se espera que el comando skip (jni
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ningun otro!) se gjecute en el estado L. eliminamos este casode la definicién. Por
otra parte, la preespecificacion miasdébil del comando skip aparece en el siguiente
teorema.

Teorema 3 47.. Sea R una especificacién dada. Entonces

skip\ R=(({L} x D\OINRU{L} x Z\0)N(U\ R).

Demosiracion. Antes que nada, hay que observar que {L} x XN/ =/-{(L..L)}.
Por tanto

skip\ R=({L} xXnH*"\ R
Y. por3.31.

=({L} x ENQUINRIN(({L} x E)\QUU\R)

Pero ! \ P = P (teorema 3.9). Si se usan ademds las leyes de distribuci6n de la
unién y la interseccién se 1lega al siguiente resultado
(LFxENON({LIx D\ Hu{L} x D\ PnR)U
({L}xENBNU\NRUWUN\RNR).
Dado que {.L} X X es una condicién. el teorema 3.19 nos dice que {L} x ¥ \

0= {Ll}xX\0y enconsecuencia, {L} x L \ NV \ R =0 Ademds. el
teorema 3.4 dice que U \ R € Ry.entonces. RN U\ R= U\ R. Enconclusién,

(LY x D\ ONRUWTLY X E\ DN W\ R) a

Corolario 348, Si se supone ademds que V5o ((so.L) € R= {%} 1 R = X).
entonces skip \ R = R.

Demostracion. Por 3.9 ya se sabe que U \ R C R: se trata de todos los cstados
tales que R los relaciona con cualquier otro estado. Pero la hipdtesis adicional del
corolario pide que R cumpla esto paratodo s € . Portanto, U \ R = R, Entonces
({1} x )\ en R
(IFxT\ONU\R)=((L} x D\ ONRU[ITx T\ 0NR)
=SRU{L} x D\ONTIT X Z\ )
=R, por33l m
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Continuemos ahora con el comando abort,
Definicion, abort = U,

Ahora se presenta la preespecificacion mds débil de abort.
Teorema 349, abort \ R = {(5.5) Vs (50.5") € R}.

Demostracion. Por definicion.
abort\ R=U\ R= {(50.5)| Vs ((s.57) € U =(50.5,) € R)}.

es decir, todos los estados que R relaciona con I relacionados a su vez con £
también:

= {(So.:)|VJ/ ((So.S/) € R)}. a
Definicién. Composicidn secuencial: P; Q= P: Q.

En este caso, ademis, la siguiente afirmacién sobre 1a preespecificacién de la
composicién secuencial ya se demostro en el icorema 3.14: (P; )\ R= P\
\R.

Toca el tumo de [a asignacion:
Definicion. Asignacion: (s:= f(5)) = {(so.8) | 5= f(s0) Aso # L As5 L}*.

Antes de presentar la preespecificacién mads débil de la asignaci6n, hay que
notar que, en realidad, el conjunto {(su.5}|s = f(s)) Aso # LAs s L} esla
funcién f restringida a ©(f) — L. Sin embargo, desde el principio se esperaba
que f no estuviera definidaen L.

Teorema 350. (s:= f(N\ R=R:(J\Hhu(f\0NU\R).
Demostracion. Aplicando la definicién de := y la observaci6n anterior
(5:=fD\R=f"\R.
Por otro lado, el colorario 3.35, nos dice que lo anterior es
=R\ MU\ N\ RN

que es el resultado descado, ]
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El siguiente corolario nos da una preespecificacion mds cercana en la formaa
la precondicién més débil de Dijkstra:

Corolario 351, Siademds U \ R =0 o f es una funcion total, entonces
(5= fEN\ R= R (F\ D= {(50.5)| (s0. f(5)) € R}.

Demostracion. SiU \ Rlaafimnacién esevidente. Si f estotal, entonces f \ @ =0
por el teorema 3.32. ]

Definicién.ifb — Pllc = Qfi=(bNnPUcN QY.

Teorema 3.52..ifb — Pllc — Qfi\ R=(b\ BUP\ R)N(c\ OUQ\ RIN(D \
BUZ\DUU\R.

Demostracidn. Por definicion
ith— Plc— Qfi\r=(bnPucnQ).

El teorema 3.31 nos da el resultado deseado. [ ]

Definicién. Sea F el funcional AX.ifb — (P:X) [ ~b — skipfiy sea f* su
mdximo pumto fijo. Entonces dob — Pod = f>.

Aqui b se puede ver como una expresién booleana (cuyo dominio estd restrin-
gido), ~b es igual a b, excepto que es falsa en los casos en que b es verdadera y
viceversa.

En la mayorfa de los lenguajes de programacion, siempre es aconsejable trans-
formar las funciones recursivas en cdlculos iterativos, por problemas de memoria.
Sin embargo. una iteracidén se puede ver como un caso de recursion, en la que el
cuerpo del ciclo se ejecuta cada vez que se el ciclo se llama a si mismo (en otras
palabras, mientras se cumple una condicién dada) y se para hasta que se deja de
cumplir 1a condicion. Por esta razén, la definicion de cicloenQ invierte las cosas:
un ciclo es un caso especial de recursion.

Teorema 3.53.. Sean b una condicidn, R una relacién en el lenguaje, Ho = U \ R
yHu = \QUP\ H)N(~b\ BUskip\ RYN(B\BU-b\OU U \ R).
Entonces

dob — Pod\ R= \J Ha.

a0
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Demosiracion. Sea > el punto fijo méximo de F = AX.ifb — (P X)[ -b —
skip fi. Por la definicion de do .. .od y de f>, [,

(dob—pod) \ R=f=\R=(() fM\R.
0<n
Por el teorema 3.46
/= \R=0U(f“ \ R).
<

Basta ahora con probar que /™ \ R = Hnm. lo que se hard por induccién a partir de
m.

Seam = 0. Entonces /™ \ R = U \ R = Hy. Supongamos que f* \ R = H;
parai £ m — 1. Por definicicién

F"\R=Fy™H\R.
A su vez, por la definicién de F, se tiene que
U\ R= (b — (P3 /™) [ =b — skip) \ R.
Gracias a 3.52, se llegaa
G\OUWP: " H\RN(-b\BUskip\ RING\OUTBOUU \ R).
Por 3.19, esto es igual a
(BOUP\ Hye) (b \ BUSkip \ )N\ OUG\OU U\ R).
lo que es igual a H,, por definicién, N

3.5 El método de definicién de Viena

Hay otros formas de definir la seméntica de un lenguaje de tal forma que quede
clara la relacién entre los estados inicial y final cuando se ejecuta una instruccion,
Uno de estas. el méiodo de definicién de Viena (VDM), tiene la enorme ventaja
de que no hace mencién del “estado™ de no terminacion L, que en realidad es un
parche al conjunto de estados. Desde luego, con este método no podemos espe-
cificar explicitamente los programas que no lerminan, pero jpara qué queremos
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especificar un programa que no da ningin resultado? Para comenzir, veamos una
definicion remtativa;

Definicién. Una tarea de programacion (programming task) en VDM es un par
de 1a forma (b. R). donde b ¢s una condicién y R es una relacion entre estados
iniciales y finales reales, i.e.. L no se encuentra entre ellos.

Esta definicién tiene el defecto de que no esta hecha con base en témminos ya
conocidos. No puede decirse que sea una definicion: més bien ¢s un ideal. Lo que
pretende es postular que la especificacion de una taren de programagcion se debe
hacer a partir de una relacion R que define cientos estados inicial y final, y queel
programa que cumple dicha especificacion se debe gjecutar cuando se satisface la
condici6n b {es decir, cuando el estado inicial de las variables esti en el dominio
de b). Tanto b como R excluyen el estado 1.

El cumplimiento de la restriccién fundamental de que b debe cumplirse cuando
se ¢jecuta la pante del programa especificado por R estd a cargo del resto del
programa. ¢Qué pasa si no se cumple esto? Podria ocurrir cualquier cosa. lo que
sugiere una definicion nueva y mejor de (b, R):

b.RY=bUR.

En palabras, se trata de R o de cualquier otra cosa si no se cumple b.

La primera pregunta que surge ahora es: ;se pucden expresar todas las es-
pecificaciones posibles de este modo? Desalortunadamente. no. Por cjemplo,
{(L. )} no se puede poner en términos de VDM pues, obviamente, s¢ quicre
excluir cualquier referenciaa L. Aunque no fuera asi. de todas formas la especi-
ficacién anterior crea varios problemas serios. Pero si excluimos todos los casos
“patol6gicos™ {en los que aparece L), todas las especificaciones y programas se
pueden expresar en VDM, como sc demostrard mas adelante. Por suerie, los casos
patoldgicos no sc necesitan en 1a vida real.

Hablando con més precisién, se demostrara que a) todos los programas de @
pueden escribirse en VDM, y queb) dada una refacién cualquiera. hay unarelacién
equivalente que s¢ pucde escribir en VDM, “Equivalencia™ quiere decir esto:

Definicidn. Sean Ry § relaciones. Si VP(P € T = (P C R+ P C §)). entonces
Ry § son equivalentes,
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Para cumplir con a) hay que mostrar que todas las instrucciones de *f pueden
poners¢en VDM. Dado que los elementos de & se definicron inductivamente, basta
expresar los constructos bdsicos de ¢ en VDM para que la induccidn demuestre
lo que queremos, Los dos teoremas gue siguen se deducen inmediatamente de
definiciones anteriores,

Teorema 354. U = (0. R).
Teorema 355, P* = (P U).P).
Teorema 3.56.(b.P):(c.Q) = (bNPT.P: Q).
Demostracion, Por definicién
G.P) (e D =(BUP):EUQ)

y.por 111y 112,
= CUEANUP UL Q).

Como b es una condicion, b también loes y b; (¢ U Q) = b. Por tanto,
G.P)i(c.=buPin)u(P: Q).
Por definiciénde NyU y A.11:
=BNPDUP: 0).

P T es una condicién, pues (P;2): U = P: (2: U) = P ;2. De esta forma, se llega
a la conclusién descada. n
Teorema3.57. ((bN(d, P)U(cr{e. 0N = ((BUONBUAIN(EUE), (BNP)I(cNQ)).
Demostracidén. Por definicién, se tiene esta igualdad:

{GNE.Puecn(Ee) ={bnNd.P)UcN(e MU
Gnd.Phulen(e.0m: U.

Es claro que (d,P) y (e. @) son relaciones totales. Entonces, por 3.27 lo anterior
esiguala

{tbnd.PRUcn(e.0MUBNE).
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Por definicién, b N (d.P)= b (d UP) y c N (e.()). Después.se recurre a A 10 y
A.11 para obtener

(bucnpBudHNcUBUBNPIV(CNQ).
Finalmente. A.11 y la definicién de VDM nos dan
((buanNBud)NEueLbNPIUECNQ). B
Teorema 3.58. Sea {(bi.P)} € 2 una cadena descendente. Entonces by C b y
binpnl Qb,ﬂP,-.

Demostracion. Al ser b,y una condicion. bivy = By 5 ({ L} x ). Por su parte, es
obvio que {L} x £ = {1} x TN U.Elteorema 3.20 establece que

Ba=limn{LI x T\ 0): U. (34)

Pord.16. {L} x £ \0 =X x {1}. Como Vx((x.y) € Py =y ¥ L), (34) es
igual a

(B UP)N(EX (L} UL 35)
La hipéesis nos dice que
B35 CBUPIN(E x {L}). (16)

Por hip6tesis también, P,N(E x {L}) =By b;nN(T x {.L}) = ;. (36) se convierte
entonces en

bi;U=b,, | ]
Teorema 3.59. Sea {(bi. P;)} € 2 una cadena descendente, Por tanto, M(bi, Pi) =
Wi bis Uogi Nicjlb; O P

Demostracidn. Utilizando la definicién de la especificacién en VDM se obtiencn
las siguientes iguatdades:

n(b,._ P)= ﬂ(iz,- up). (37
Ubi. U N;np) =Nk U Nib; 0Py, (38}

i osiisj i 0giigj
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Se considecard primero la inclusion de izquicrdaa derecha. Sea (s, 5°) € N(bi. P).
Considerando la igualdad (37), hay dos casos.
Caso la. Yi(s.5*) € b,. Por tanto. (5. 5’) € Nb; y. por (38),

(s.8) € (Ubi. U Ntg;n Py)).

i 0siig)

Dicho de otra forma,

ﬂ(b,-P.) CUb. UNw;np).
' 0<ii<j

Caso 2a, 3k (5.5} € br.0 5¢a. (5.5°) € by, Por 3.58, (5.5) € Nick bi N F; v, por

(38).
5.5)e (Ubi- U no;ne.
i 0<iigj

Ahora veamos fa inclusién opuesta. Sea (s.5") € (U; bi. Usgi Nigjtb; N P))).

Caso 1b. Supongamos que Vi(s.s’) € b;. En este caso, (37) hace obvio que
(Ul bl!UO(l ﬂ.<,(b, n Pj)) c n,(bn-Pn)

Caso 2b. 3k (5. 5*) & be. En consecuencia, (s,5) & N; ;. Por la hipétesis y por
(38) se deduce que

s.5h e UNwink).
o<iicj

En este caso. debe existir una m tal que (s.5) € (b;NP;)sim < j. Por induccién
a partir d¢ m s¢ obtendd la inclusién de derecha a izquierda del teorema,

Seam = 0, Entonces

(I.S’) € ﬂ(b,ﬂP,)g ﬂpj.
0<j 0<j

Por (37).
Woa.UnNeine) g ﬂ(b‘.P.

i 0<iigy
Sigue el casode m— 1, que ticnedos posibilidades: (s, s’) € bn,-) y el contrario,
En el primero, se tiene que (5,5') € b~y Por 3,58, (5.5%) € Migm-1 bi. De este
hecho se sigue que
(s.5Y€ [} (biP).

i<m-1
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Pero 3.58 dice que b1 NPy C b -1Pm—y Ybm-1 © bam. Asi. por (37) se concluye
que
(s.8y e NP
i<m
Supogamos ahora que (5.5") € by-y. Entonces, (5. 5) € Ni¢m-1. Por hipdtesis
y por (37), se obtiene
.57 U Nin e

0giici
En otras palabras,
(s.9Ye ) (Bink).

i<m-1

Pero, por 3.58, by NPy © byt N Pr—y ¥ by € bm. De este modo,
(s.5Y e NN P).

i<m

con lo que se completa la induccion y se demuestra que

b U'n(binpj)) < n(bi.Pi) L]

i 0<iig)

Teorema 3,60, Sea (b, P) un programa de . Entonces. b C P; U,

Demostracidn. Se sabe que (b. P) es una relacién total y, entonces, (b,P); U = U,
Ahora, por definicion y 111,

GuURU=G:)UP; D).
Como b es una condicidn, se obtiene
buwr:u).
Y por 1.4 se llega a la conclusién deseada. L

Los teoremas 3.54-3.55 demuestran que todos los elementos de 2, definidos
en los incisos 1-4 de la subseccién 3.4.4, se pueden definir dentro de VDM. El
teorema 3.60 establece que la condicitn b de una especificacién (b, P) estd en
el dominio de P; asf se evita la situacidn indeseable de que en algunos casos se
cumpla la condicidn b y P no sepa qué hacer. 3.61, a su vez, nos dice cul es la
precondicién m4s débil de las especificaciones de VDM:
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Teorema 3.61. 5.PY\ (c. Q)= (T.0V: VBN BU(p\ (c.O.

Demostracion. n

Teorema 3.62. Existe una especificacion equivalente en VDM para toda especifi-
cacién posible.

Demostracidn. Sea S una especificacién. Se quicre demostrar que existen b y R
tales que YP(P e T=>(P C(b.R) =2 P C 5.
Definamos el conjunto

&(S) = {{c.P)|{c.P) € 2 A (¢.P)C S},

A suvez, sean b = N{c|(c. Py € 248} y R = U{P|(c.P) € 2(S)}. Eviden-
temente,
bR ={(c.P)|(c.P) € Z(H} C S.

y.entonces, si @ C (b. P) entonces O C §.
Ahora,sea@ € 2y Q C S. Entonces Q € 2(S) y @ C (b.R). [}

De esta forma, la “traduccién” de @ a VDM evita las referencias explicitas
al estado de no terminacion, cuya naturaleza es bastante antificial. Asimismo, los
instrumentos desarrollados en VDM podrfan retomarse para los programas que se
escriban en 2.}

J.6 Conclusiones

Algunas de las virtudes de la preespecificacion mas débil han quedado claras a
lo largo de este capitulo. Entre sus cualidades estén la claridad y 1a gran capa-
cidad para varias expresar idcas subyacentes en la semdntica de los lenguajes
de programacién. En buena medida, esto se debe a su estrecha relacién con el
célculo de relaciones. que se distingue precisamente por su simplicidad y poder,
Pero, ademis, 1a integracién casi directa de las nociones de recursién contribuye
aampliar el alcance del lenguaje 2.

* El tratajo reatizado alrededor de VDM ha llegado a un punto de desarrollo muy avanzado,
Con respeeto a VDM, puede consultarse Bjomer y Jones [1982).
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Por otra parte. la preespecificacion mas débil también es lo suficientemente
flexible para que, a partir de ellu, se tienda un puente a otros puntos de vista sobre
la semdntica. En la seccidn anterior se expuso como se pueden “transformar™ las
relaciones pertenecientes a ¢ en especificaciones de VDM.

Aunque no s¢ dio ningin ejemplo al respecto. el lector podria estar de acuerdo
en que no parcce muy dificil utilizar la preespecificacion més débil como una
base para construir programas correctos y demostrarlos, Ademds, el tratamiento
mateméticamente homogéneo de las especificaciones y los programas permite
que se facilite ¢l subdividir las tareas durante la elaboracién de un programa: una
tarea puede ser un programa particular ya elaborado o una especificacién de un
programa no escrito aiin. En ambos casos, los “objetos™ matemiticos considerados
son los mismos, a saber. relaciones.

En resumen, s¢ trata de una hemamienta de gran poder, claridad y wtilidad
préctica en la construccién de lenguajes y programas confiables.



APENDICE: .
ALGUNOS CONCEPTOS DE LA LOGICA

A.1 Progosiciones

La parte mas elemental de lal6gicaes el cilculo de proposiciones. Unaproposicin
es una variable de tipo booleano (o una expresion construida a partir de variables
booleanas). es decir. una variable que puede tener el valor verdadero (V) o falso
(F).} Los valores V y F s conocen genéricamente como valores de verdad.

Aligual que en los lenguajes de programacion, las proposiciones, al ser varia-
bles, estardin representadas por identificadores. Se usardn las letras p, g y r para
identificadores de proposiciones y nos referiremnos a ellas indistintamente como
identificadores o proposiciones.

La légica no se interesa por la verdad de los hechos a los que se reficren las
propasiones. Por ejemplo, para la égica es irrelevante que la variable p represente
taoracidn “*La nieve es blanca” o ta oracién “La luz viaja a 300 mil km por hora™,
La ldgica se preocupa mds bien por como afecta la estructura de fas oraciones su
valor de verdad.

Las proposiciones se pueden combinar por medio de conectivas légicas para
formar proposiciones mas complejas. Las conectivas 1ogicas empleadas son: no
(negaci6n), y (conjuncién), o (disyuncién), si... entonces (condicional), ... siy
sdla si... {bicondicional), simbolizadas por -, A, V, = y ¢, respectivamente. El

! En este 1rabajo se usarin los términos “proposicion™ y *‘oracidn"" camo sinénimas, aunque
cn algunos textos de logica {especial los relacionados con problemas filoséfices) no lo son.
“Enunclado™ se reservari para las construcciones propias de un lenguaje de programacién.
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uso de estas conectivas (y el conjunio de expresiones de este lenguaje) se puede
establecer de manera recursiva:

1, Los identificadores p. g. 7. p1. 1. 71... . . S0 proposiciones.
2. Si P ¢s una proposicion, entonces —2 es una proposicion.

3. Si P y O son proposiciones, entonces PA Q, PV Q. P=> 0y P &> ) son
proposiciones.

4, Una expresion es una proposicion solo si puede demostrarse que lo es por
medio de las reglas 1-3,

Una proposicién en Ia que aparece un séio identificador sin ninguna conectiva
18gica es una proposicidn simple. Una proposicion en ia que aparecen conectivas
€s una proposicion compuestd.

Se pueden construir oraciones atin mis complejas si se utilizan varias conec-
tivas: por ejemplo. (p A q) => r significa“Si p y q. entonces r”. Los paréntesis se
usan paraeliminar las ambigiiedades en la intespretacion: adiferencia def ejemplo
anterior, p A {g =>r) significa “p y si g, entonces r™,

El valor de verdad de una proposicién compuesta depende de los valores de
verdad de sus componentes. Como una oracién puede tener dos valores de verdad.
si una oracidn compuesta tiene # componentes simples, hay 2" combinaciones
posibles de valores de verdad de los componentes, Para evaluar una proposicion
compuesta se puede recurrir a una iabla de verdad, Enunatabla de verdad hay una
columna por cada proposicion simple que aparece en la proposicién evaluada y
una por cada conectiva, Cada renglon indica una combinacién distinta de valores
de verdad de los componentes. Las tablas de verdad de las oraciones formadas
con las conectivas mencionadas anteriormente son las siguientes:
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P=4q

"H'H<<]ﬁ

'H<|"a
<-.,l_é m < m e
< <™

Para la I6gica, estas tablas definen por completo el comportamiento de las
conectivas y, en consccuencia, se puede prescindir tranquilamente de cualquier
interpretacién intuitiva asociada a éstas.

Cuando se tiene una oracién con mds de una conectiva se calcula primero el -
valor de los componentes més simples y se contintia con el de los mis complejos.
hasta llegar al valor de toda la oracién.

Una raurologfa es una oracién cuyo tnico valor posible es V., Por ejemplo, la
tabla de verdad de la tautologfa —~p V p es:

pl-~pVop
VI F Vv
Flv v

Una contradiccion es una oracién cuyo inico valor de verdad posible es F,
Considérese ahora =p A p:

Un argumento es un conjunto de oraciones divido en premisas y conclusién,
Un argumento tipico es:

4

- <
<. 3
- >

a) Todos los hombres son mortales.
b) Sécrates era hombre.,
¢) Sécrates era mortal,
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Aqui a) y b)son las premisas y ©) laconclusion. Un argumento es vdlido cuando no
puede ocurrir simultincamente que las premisas sean verdaderas y la conclusion
falsa, Por ¢jemplo. el argumento con premisas p=» ¢y p y conclusion g es valido
y esto s¢ representa asis p=>q. pk q.

Un método mecdncio de verificar que un argumento es vdlido es éste: sean
PLePaee.. P las premisas del argumento y sea g su conclusion, El argumento es
vdlido si y s6lo si la oracién (py A p2 A+« A p,) => ¢ es una tautologia.

Todas las tautologia, al igual que todos los argumentos validos. son teoremas
en logica. Yase vio un método para verificar las tautologias: las wablas de verdad.
En los textos de 16gica se dice que este método ¢s de naturaleza semantica.? pues
recurte a los conceptos de verdad y falsedad. El otro método. en cambio. procede
de esta forma. Hay un conjunto finito de tautologfas llamadas axiomas. A partir
de estos axiomas y de ciertas reglas de deduccion se producen otras oraciones.
Estas oraciones son también teoremas (y. por afiadidura, tautologias). La regla de
deduccion mds usada es el modus ponens. que permite deducir la oracién g de las
oraciones p=>q y p.

Para demostrar que un argumento es vélido. sc toman como hipdtesis sus pre-
misas y, entonces, se debe poder deducir 1a conclusién del argumento, El teorema
que se demuestraen este caso, como yase dijo. tiene laforma (p 1 ApaA- - -Apy)=>q.

Este segundo método se conoce como método axiomitico y se dice que es de
naturaleza sintictica. pues no se hace mencién de los valores de verdad de las
oraciones.’ Para efectos pricticos. ambos métodos son equivalentes.

A continuacién se presenta, sin demostracién.! una lista de tcoremas:

1. Tuutologias varias

Al Ley del tercio excluso: pV —p.

A.2 Ley de no contradiccion: ~{p A -p).
AJ[AdI(p= = pAg) = (rAQ).
ALTALS (p=>PA(p=> ) =q.

% En cste contexto, semdntica ticne un significado muy distinto al que se expuso ¢n 1a Intro-
duccidn.

¥ Aqui el término sintaxis tiene un significado mds amplio que en la Intreduccidn.

4 No hay texto de légica que no los demuestre,



ALGUNGS CONCEFTOS DE LA LOGICA 105

2. Equivalencias

La importancia de las equivalencias es que si, porejemplo.a <+ b es una tautologia,
al sustitur a por b en una oracién como (a V p) = r la oracién resultante. a saber
(b V p)=>r. tiene el mismo valor de verdad que la original.

A.5 Doble negucion: =-p & p.

A6 Leves de idempotencia: (pV pyepy(pAp) & p.

A.7{A.1) Equivalencia entre condicional y disyuncion: (p = )& (=pV q).
AR Ley de exportacion: [AI(pA =1 (p=(g=T1).
AJ[ASIUpAR = (pAMEWpAG) =T

A0 {A8] Leves de distributividad: (pA{(gV )& ({(pAgVpAN)y(pV
Gameipvanipvmn

A1 [A.16] Leyes de Morgan: ~(p Aq) & (~pV ~q) y ~{pV q) & (~p A —q).
ALRRIAI(pVP=>nelp=2naig=>n.

A3 [A.11) Leyde rasposicidn: {p = g) & (~q => -p).

3, Argumentos

Recuérdese que si py. pa..... Pa & g.entonces (py A paA -+ Ap,)=q esuna

tautologia, y viceversa.

A.14 [A.12] Silogismo disyuntivo: (pV q).~pt q
A.15[A.14] Conjuncién: p.qt-pAq.

A.16 [A.13] Separacidn: pagt p.

A7 Adicion: p¥ pV q.

A.2 Clculo de predicados’

El cilculo de proposiciones es una teorfa que carece del poder suficiente para
demostrar argumentos tan elementales como el que se presenté en la seccin
anterior sobre Sécrates. La razén es que dicho argumento se basa en la relacidn

% Laprimera paste de esta seccion se basa parcialmente en el capitulo 2 de Mendelson [1964).
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entre las purtes de las oraciones que lo forman y el cdlculo de proposiciones
solamente toma en cuenta la relacion entre las oraciones. EL cdleulo de predicados
permite sortear esta dificultad.

Un predicado tipico es 1a relacion * <", En la expresion “x < ¥, *< " relaciona
las variablesxy v, Lospredicados pueden relacionar una variable o i variables. Sea
Px.¥.2) una férmula que representa Ja expresion x + ¥ < z. P es un predicado
triddico. En gencral. sca P un predicado a-ddico.

Las variables individuales son las letras que aparecen en los predicados, como
X.¥.2. X1, Y2, eftc. Las constantes individuales son las fetras como 4. g).ax. ...
que ticnen un valor que no cambia. /7 es una funcién con n argumentos cuyo valor
¢s una constante individual. Un t¢rmino es una de las siguientes expresiones:

a) Las variables y las constantes individuales son témninos.

b) Sean " una funcidny £, fa.... . &, términos. Entonces, f*(f1 fa.... Ly} €s
un término,

Las férmulas del calculo de predicados. como las def cilcuto de proposiciones.
se pueden definir también de manera recursiva:

1. Sean P un predicado y #1. f2. ... . £y témminos. Entonces. P(f1.12,... Ja) €S
una férmula arémica.

2, Las formulas atdmicas son férmulas del célculo de predicados.

3. SiPy sonfémulas,~P. PV Q.PAQ.P= Qy P« (son férmulas.

4, SiPesunaférmula, Vx(P) y 3x(P) son fGrmulas, Los simbolos V y 3 se llaman
cuantificador universal y cuantificador existencial, respectivamente.

5. Una expresién es una férmula si es posible construirla a partir de las reglas
1-4.

La interpretacién de los cuantificadores es muy simple. En la f6rmula Vx{(P)
se afirma que, para todo x, vale que P. En la férmula Jx(P) se dice que existe
al menos un valor de x tal que P. Los cuantificadores se pucden definir uno en
Funcién de otro y la regla de equivalencia es la siguiente: Yx(P) & =~(3x(-~P)).

Sea Vx(P) una fémula, EX afcance del cuantificador de la variable x en esta
expresion es la formula P. La apasicién de una variable x en una férmula estd
ligada si y sélo si x es la variable de un cuantificador o x estd dentro del alcance
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de un cuantificador que a califica. Si la aparicidn de una variable no estd ligada,
entonces es {ibre. Por ¢jemplo. en (x < ¥} AVx3y(x +z = 5), fa primera aparicidn
de x es libre, mientras que ka segunda y la tercera estdn ligadas. v aparece libre
primero y despugs ligada, Los términos también pueden estar libres o ligadas para
una variable, Por ejemplo. sca ¢ el término x + 1 y sea P la férmula Vx(x < ¥).
En este caso. f no es libre para v en P. pues la sustitucién de v por 1 nos da
la expresidn Vx(x < x + 1), cuyo significado es radicalmente distinto del de la
expresion original. En ¢l caso general, un (érmino ¢ ¢s libre para la variable y
en la expresidn P si ninguna aparicidn libre de v en P estd en el alcance de un
cuantificador de ta forma Vx 0 3x. donde x es cualquier variable que aparezcaent.

Scan £ una férmula, / un ténmino y x una variable individual. La notacién
E; significa que s¢ han sustituido todas las ocurrencias libres de x por el término
1. Este proceso se conoce como sustitucion textual. Por ejemplo. {x < 3)._,, =
{(z —a) < v, pues en a expresion x < y la variable x aparcce libre y, entonces. se
debe sustituir por el término z - a.

También se pueden hacer cambios de variables ligadas por otras variables
individuales. En este caso, se cambian todas las apariciones de una variable ligada
por una sola variable nueva, es decir, una variable que no aparezca en el alcance
del cuantificador de la variable que s¢ ¢std sustituyendo.

La formula x < v no es verdadera ni falsa, pues su valor de verdad depende
del valor que tomen las variables x y y. Algunos valores Ia hacen verdadera si las
varizbles x y y se sustituyen por ellos, como cuando x se cambia por  y ¥ por 2.
En este caso, se dice que | y 2 sattsfacen la expresién x < v. Una férmula del
célculo de predicados es verdadera cuando Ia satisfacen todos tos valores posibles
para sus variables. Si una férmula no es satisfecha por ningin valor posible es
falsa. Por ejemplo, x - O = 0 es verdadera, ya que todos los valores posibles de x
Ia satisfacen. En cambio, x - 0 = 1 es falsa. (Como se puede apreciar, una gran
cantidad de {érmulas del ciculo de predicades no son ni verdaderas ni falsas.)

Es imposible demostrar que una férmula es verdadera por inspeccién de los
valores que pueden tener sus variables. Por tanto, hay que desechar las demostra-
ciones semdnticas (por tablas de verdad) para el cdlculo de predicados y quedarse
sélo con las demostraciones sinticticas. No obstante, las reglas de deduccion del
cilculo de proposiciones y sus teoremas siguen siendo vilidos. Los siguientes
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son algunas reglas de deduccidn y algunos axiomas particulares del calculo de
predicados®

A.18 Scan P(x) es una férmula y £ un término libre para x en P(x). Entonces.
(VxP(x)) = P(1).

ALY (Vx(P = ())) = (P = VxQ). siempre y cuando P no contenga apariciones
libres de x.

A20 Regla de generalizacion. De la férmula P se puede deducir Vx(P).

A2l Regla de particularizacion. Si 1 estilibre para x en P(x), entonces VxP(x) -
P(r).

A.22 Regla de generalizacién existencial, Si t estd libre para x en P(x). entonces
P(t) - Ax P(x), Ademis, de P(x) se deduce que 3x P(x).

El siguiente enunciado se tomé como una definicién posible de 3 en funcién
deV:

A.23VYx(P) & ~(3x(-P))
Nuevamente, ésta es una lista de teoremas sin demostrar;”
A.24 VaVy (P) = YWWx(P).
A25(A.10] 2. (Vx P) = Q I (Vx0).
A26 (Yx(P = Q) < (P = (Vx Q).
A27 (Yx(P= ) & ((IxP) = Q).
ABMx(P= Q)= (VxP=Vx Q)
A29(Vx(P= Q) = (xP=3x 0).
A0 (Vx(PA Q) & (Vx P AVXQ).
A3l (¥Vx P)= (Ax P).

A.32 [A.6) Distributividad de la sustitucién texiual: Sean P y Q férmulas y £ un
término, Entonces (PF A (F) & (P A Q).

¢ En sentido estricto, son axiomas y reglas de deduccidn en una versign del calculo de
predicados.

7 Paralas demostraciones de casi todos pucde consultarse ¢l capitulo 2 de Mendelson [1964].
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