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INTRODUCCIÓN 

Cuando los programas se reducían a unas cuantas líneas de código que efectua· 
ban unos pocos comandos no se apreciaba la imponancia de demostrar que los 
programas hadan lo que deberían hacer. No obstante. conforme fue aumentando 
su complejidad y adquirieron dimensiones enormes (y de esto ya hace bastante 
tiempo) la necesidad de programar sobre un terreno más firme no sólo fue clara 
sino urgentísima. pues pronto quedó claro que depurar (debug) y probar con casos 
específicos los programas era insuficiente y poco seguro: no es raro que el número 
de casos sea. si no infinito, indefinible, y la depuración es una tarea ingrata, muy 
difícil y en sí misma se presta al error. Por otra parte, los errores en los programas 
de cómputo pueden ser costosos o incluso pueden poner en peligro vidas humanas: 
si un programa de control de cuentahabientes de un banco deposita más o menos 
dinero del debido en una cuenta puede mejorar o arruinar la economía de alguien: 
si el programa de control de aterrizajes en un aeropueno asigna larrúsma pista a dos 
aviones distintos el resultado puede ser una tragedia. En consecuencia. asegurar 
la confiabilidad de los programas no es un objetivo sin imponancia práctica: es 
una tarea prioritaria. 

¿Cómo se puede hacer que los programas sean confiables? El primer paso es 
establecer claramente la naturaleza del problema. Considérese el siguiente pro· 
grama (expresado en un lenguaje similar a Pascal): 

Var 
a. i: integer; 
primo: boolean: 

Begin 
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primo:= 1rue: 
i:=2: 

l~IROOCCCIÓS 

while (i < a and primo= lrue) do 
be gin 

if(a mod i) =O then 
primo:= false; 

i:=i+ 1: 
end: 
if (primo= lrue) then 

wri1eln(a.' es primo'); 
End. 

Desde luego. es un mé1odo poco eficieme para saber si a es primo. Pero ése no 
es su principal defeclo: también es incorrecto. Sea a un número no primo menor 
que O. En esle caso. el ciclo indicado por "while" no se ejecuta ni una sola vez 
y. en consecuencia. la variable primo no se modifica. El resultado es un mensaje 
erróneo sobre a. 

Aunque el programa es incorrecto, el compilador de "Pascal" no protestó a 
la hora de lraducirlo al código de máquina. pues es correc10 sintácticamente. El 
problema se encuenlra en 01ro lado: la ejecución del programa no garanliza que se 
cumpla lo que se espera de él, pues las acciones que realiza son insuficien1es (y aun 
equivocadas) para producir el resultado deseado. Es como si al querer expresar 
un hecho en inglés (por ejemplo. que está lloviendo en el es1e de Londres). se 
escribiera una oración que respetara la sintaxis de esle idioma. pero cuyo signifi­
cado fuera algo dis1in10 a lo que se quiere comunicar (por ejemplo. "ll's raining 
in Leeds"). En ottas palabras, el problema se encuenlra en el nivel semántico del 
programa. 

Anles de proceder, conviene aclarar los ténninos "sintaxis" y "semántica" e 
introducir el de pragmática (sólo para completar la lista). Lucas [ 1982) da eslas 
definiciones (tomadas a su vez del trabajo del filósofo estadounidense Charles 
Morris): 

La sintaxis tiene que ver con cuáles combinaciones de símbolos son válidas 
(pcnenecen a un lenguaje dado) sin considerar el significado o el contexto en el 
que se producen. 
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La semántica se ocupa del significado de los símbolos de un lenguaje. tanto 
aislados como en un contexto dado. 

La pragmática de la relación de los símbolos con el contexto en el cual se 
producen: su origen. su uso y sus efectos en la conducta de emisores y receptores 
de símbolos. 

No hay una frontera perfectamenle definida entre estas árcas.1 Pero la distinción 
es 1ítil para el ejemplo anterior y para el caso general. El aspecto sintáctico corre 
por cuenta del compilador.2 La semántica se ocupa de determinar si el significado 
del programa. 1al como esrá formulado. es el deseado. La pragmálica tiene que 
ver con el objerivo que se persigue al querer averiguar si a es primo o no (y con la 
ulilidad que pueda tener esle dato en el conlexlo general). 

Para poder saber si un programa es confiable o no, es necesario que la con· 
firrnación de su corrección se realice a nivel de la semántica. Como ya se vio, 
un programa correcro sin~1cticamenie no es necesariarnenre correcto en su signi­
ficado. No obstante. la dcrerminación de la corrección semántica es mucho más 
complicada que la del 1ipo sintáctico. El problema de la pragmática es aún más 
difícil. pues demostrar que un programa satisface ciertas necesidades (humanas. 
desde luego) es tan inalcanzable como querer especificar sin ambigüedades di­
chas necesidades. ¡Cuántos usuarios de computadoras gastan una buena parte de 
su tiempo en busca del programa ideal para sus fines personales! 

El objetivo del presenre trabajo es abordar el tema de la semántica de los 
lenguajes de programación. La genle que se dedica a esre campo sostiene que por 
medio de la defmición rigurosa del significado de las expresiones de un lenguaje 
es posible (o menos improbable) demostrar la corrección de un programa. Las 
matemáticas son el terreno de las demostraciones y las defmiciones precisas por 
excelencia y la lógica es su instrumento privilegiado. Por tanto, parece convenien· 
te "matematizar" el lenguaje en el que está escrito un programa de computadora 

1 Por ejemplo, se ha propueslo que, de hecho, el significado de los símbolos de un lenguaje se 
deriva de su uso en contextos específicos (lo que forma parte de la pragmática). 

l Eslo no es estrictamente cierto, pues el compilador también verifica algunos hechos que más 
bien fonnan parte de la semintica. Cómo se sabe, la mayor parte de un lenguaje de programación 
responde a una gram.itica librc del contexto. Pero en muchos casos el compilador verifica que, 
cuando se usa una variable, ésta so haya definido antes, o que el tipo de I> variable corresponda 
a la operación que se realizará. Dependiondo del mé1odo que se haya elegido para definir el 
lenguaje, estas dos cuestiones fonnan parte en mayor o menor medida. de la semántica.. 
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para demostrar la corrección de éste. es decir. traducir a conceptos matemáticos 
los objetos que fonnan el lenguaje. como las variables. las secuencias de control 
de ejecución. las funciones. los procedimientos. etc .. y demostrar que de las pro­
piedades de estos objetos y su disposición en el programa se deduce el resultado 
esperado. 

Sin embargo. de la necesidad de hacer que los programas sean confiables no 
se sigue inmediatamente que haya que demostrar lógicamente sus propiedades. 
Es perfectamente legítimo hacerse estas pregun~'IS: ¿hace falta demostrar los pro­
gramas? ¿No hay un método más fácil. como la depuración rigurosa o los ensayos 
con casos prototípicos (1es1i11g)? 

Cualquiera que se haya enfrentado a la tarea de revisar y probar un programa de 
grandes dimensiones sabe la magnitud de las dificultades con las que se tropieza. 
La estrategia de definir unos cuantos casos prototípicos no siempre es fácil de 
desarrollar. Por ejemplo. ¿los casos prototípicos son los que de alguna manera 
representan límites posibles en la arquitectura de la máquina o en el compilador 
(por ejemplo, valores que produzcan enteros que rebasen el rango máximo o mi· 
nimo en la máquina específica)? O. por el contrario. ¿son los que pueden producir 
resultados matemáticamente inesperados? Es claro que con esta estrategia depen· 
demos de qué tan acertada haya sido nuestra elección de los casos prototípicos. 
Además, como señala Edsger W. Dijkstra [ 1976], por este método sólo es posible 
demostrar (cuando mucho) que un programa tiene errores, pero nunca que no los 
tiene. 

Por otra parte, intentar depurar un programa después de que éste falló con 
algún caso se parece mucho a la búsqueda de una aguja en un pajar. hay que 
trawr de aislar la sección del programa en la que ocurrió la falla: después hay que 
descubrir en ésta el punto exacto donde se encuentra el error: y, por último, hay 
que modificar el programa de fonna que el error quede eliminado (lo cual, con 
frecuencia. no es trivial). 

La estrategia de demostrar la corrección del prognuna sigue una orientación 
opuesta. El objetivo es construir un programa tal que se pueda estar seguro (en 
la medida en que las demostraciones sean correc~'IS) de que cada sección realiza 
la wrea que deber realizar si se cumplen detenninadas condiciones especificadas 
por el programador. Por otra parte, como lo señalan Dijkstra [ 1976) y David 
Gries [1981 J, la demostración de la corrección de un programa "abstracto" puede 
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servir como estructura básica para construir un programa real. 3 De esta fonna. el 
programa resultante es lo más sólido posible y. si es que aún persiste algún error. 
la existencia de una demostración previa del programa. aunque sea imperfecta. 
permite atacar con más facilidad el problema. 

Las siguientes son otras razones para recurrir a técnicas formales en lugar de 
métodos informales: 

1) Hasta ahora. las mejores (y únicas) técnicas de demostración siguen siendo 
las formales. en panicular las que se apoyan en la lógica. 

2) Como se verá más adelante. la asignación de significado a un programa es 
un problema bastante complicado. La mejor forma de especificar lo que queremos 
que haga un programa es enunciar formalmente (i.e .. con toda precisión) las tareaS 

que debe realizar. Con esta especificación formal es mucho más fácil demostrar 
que el programa hace lo que queremos. 

3) Hay que recordar que la aplicación de técnicas formales a la sintaxis de los 
lenguajes ha hecho al~11nente confiable la compilación de programas. ¿Por qué no 
esperar beneficios análogos de la formalización de la semántica? 

¿Por qué se debe usar la lógica para verificar los programas? 

A finales del siglo pasado y principios de éste existía entre muchos matemáticos 
L1 preocupación por crear mecanismos formales para la demostración de teoremas 
matemáticos." La idea era que, con estos mecanismos. se podría encomendar 
la demostración de los teoremas a las máquinas (en aquella época no existían, 
obviamente, computadoras.así que el término "máquina" era aún una abstracción). 

Una pane de la lógica matemática moderna nació de los formalismos creados 
con este fin (es decir, de los lenguajes formales construidos para tratar de expre­
sar simbólicamente los enunciados de la matemática).5 Pero la inexistencia en 

· 3 Esie último paso no se discutirá en el presenle lrabajo. 
4 En realidad, esta idea viene cuando lllc!nos desde Leibniz y su calculus ratiocinator. l.ebniz 

habló de crear un lenguaje simbólico con •I cual formaliz.:ir los argumontos. De os te modo, seria 
posible verificar mecánicam:nle su corrección. 

l En l.oW ( 1987] se oxpcne parte de la historia de estos inientos y algunos argumentos en su 
contra. 
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aquellos tiempos de máquinas reales impidió llevar más adelanle el objelivo de 
verificar aulomáticameme las demostraciones o. incluso, de demostrar 1eoremas 
no probados an1eriormen1e. 

Cuando surgen las compuladoras modernas. nos encontramos ante el problema 
opuesto: lenemos mecanismos compleiamenie formales que producen "fónnulas" 
(es decir el output de algún programa) que se derivan estriciamenle de "axiomas", 
reglas de derivación e hipó1esis (el inp111 recibido: programas y da1os) de ma­
nera rigurosa. En ciena fonna. son la realización del sueño de automatizar las 
demosttaciones y los razonarniemos. 

El problema ahora es establecer el significado de eslaS "demostraciones" y 
su relación con los obje1ivos que debe cumplir un programa dado. En síntesis, 
se trala de demostrar que las compuladoras "demuestran" lo que se espera de 
ellas. Para lograr es1e objetivo, los mecanismos consttuidos por la lógica resultan 
un herramienta excelenle. pues la lógica se preocupa sólo por las propiedades 
fonnalcs de los programas (lo que se ajusta muy bien al modo de actuar de una 
compuladora) y por la relación entre es1as propiedades y la especificación de lo 
que debe hacer el programa (el significado deseado).6 

Un poco de historia 

La idea de demostrar la corrección de los programas surgió ya hace varias décadas. 
Gries [1981) hace un breve recuento de cómo se originó la preocupación por la 
metodologla de la programació11 a finales de los(¡() y de algunos esfuerzos iniciales 
en ese sentido. Dicha preocupación generó una nueva área de trabajo en la ciencia 
de la compuiación. cuyo inlerés fundamenlal fue el encontrar técnicas para crear 
programas más confiables, comprensibles y manejables y, en especial, técnicas 
para demostrar la corrección de los programas. Lucas [1982), por su parte, hace 
una breve comparación entre los distinlos puntos de visla en el área de semánlica. 

Floyd [1967), en un trabajo sobre el significado de los programas, sugirió que 
la especificación de las lécnicas de demostración de un programa podría constituir 

6 Lolli (1987], cap. 4. también discute otras razones que llevaron a los científicos de la com­
putación a buscar ta verificación fonnal de sus programas por medio de la lógica y presenta su 
relación con los trabajos de los lógicos matemáticos, todo desde el ángulo de la filosoíía de la 
rratem:ítica. 



1:-.TRODlcctóS 13 

una definición adecuada del mismo. es decir. que al mismo tiempo que se escribe 
la demostración de un programa se está dando una definición formal de éste. 

C.A.R. Hoarc [19691 definió un lenguaje de programación con una base axio­
mática. con lo que llevó a cabo la sugerencia de Floyd. El enfoque de Hoare fue 
un giro revolucionario en la especificación de los programas: la semántica se 
puede construir axiomáticamente (como cualquier otra teoría formalizada) y, de 
este modo. nos acercamos realmente al objetivo de demostrar su corrección. 

Dijkstra (1975] introdujo el concepto de preco11dición más débil (weakest 
precondi1io11) para definir el comportamiento de un programa A panir de este 
concepto. Dijkstra derivó un lenguaje de programación cuya semántica desarrolló 
rigurosamente. 

El trabajo de Dijkstra se convinió de inmediato en uno de los fundamentos de 
la nueva disciplina de programación (como Dijkstra [1976] llamó a uno de sus 
libros más célebres). 

El enfoque utilizado por Dijkstra y otros investigadores. como Hoare. se conoce 
como semántica axiomática La razón es obvia: el método de trabajo elegido 
para definir la semántica se basa en la enunciación de una serie de rudomas (el 
significado de los constructos del lenguaje) y reglas de inferencia que permiten 
derivar un programa a panir de los axiomas y. a la vez. probar su corrección. 

Otros acercamientos a la semántica panen de ideas distintas. En la semántica 
operacional, el significado de los enunciados del lenguaje se define a partir de la 
especificación del estado de una máquina lúpotética (o "intérprete definicional") 
antes de ejecutar una acción y el estado después de ejecutarla. Estas ideas se 
aplicaron en la notación conocida como VOL (Vien11a Definition la11g11age). 

Un punto de vista totalmente distinto es el que se sigue en la semántica deno­
tacional o matemática Esta veniente pone énfasis en la definición matemática de 
los objetos a los que hacen referencia (los objetos denotados por) los enunciados 
del lenguaje y se ha vuelto muy popular, sobre todo a través de la notación llamada 
VDM (Vienna Definition Method). 

La preespecincación más débil 

Siguiendo una orientación más cercana al trabajo de Dijkstra, Hoare y He Ji­
feng [1986] idearon otro concepto de carácter más general (y poderoso) que la 
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precondición más débil de Dijkstra: la prmpecijicación más débil (weakest pre· 
espuijication). el cual es el tema central de esta tesis. El objetivo de mi escrito 
es exponer algunas de sus propiedades y explicar cómo se puede utilizar para 
construir un lenguaje de programación de gran poder (que incluye al lenguaje 
propuesto por Dijkstra). El plan es el siguiente: 

El primer capítulo presenta algunas ideas de la teoría de conjuntos y se divide 
en cinco secciones. La primera y la segunda están dedicadas a definir tanto la 
notación como algunos conceptos muy básicos que se usarán más adelante. La 
tercera trata del cálculo de relaciones. mientras que la cuarta es sobre las funciones 
tradicionales y de orden superior y sobre la notación lambda. La última es sobre 
funciones recursivas y. junto con la tercera y cuarta. constituye el interés real del 
capítulo. 

En el capítulo 2 se desarrolla el concepto de precondición más débil y sus 
propiedades, así como algunos constructos del lenguaje de Dijkstra basados en 
ella. 

Finalmente, en el capítulo 3 se abordará la preespecificación más débil. En 
primer lugar. se hará una definición fonnal de esta noción y se demostrarán sus 
propiedades. Posterionnente. se presentará el lenguaje 'l (basado en la preespe­
cificación más débil), sus propiedades y sus constructos. Para concluir. se hará 
mención de cómo se puede hacer ciena equivalencia entre el lenguaje 'l y el 
VDM. En todo este capítulo se sigue de cerca el articulo de Hoare y He Jifeng 
[1986). 

Se incluye además un apéndice con un breve resumen de conceptos de la 
lógica elemental: proposiciones, predicados. cuantificadores y sustitución textual. 
El objetivo es mostrar la notación que se usa en la tesis. hacer explícitas las 
defmiciones de algunos términos técnicos y enunciar algunos teoremas necesarios 
para las demostraciones de los tres capítulos. Por supuesto, no se pretendió hacer 
WJa exposición completa y rigurosa de estos temas. Si se desea profundizar en esta 
área. se recomienda la lectura de Mendelson [ 1964] o Endenon [ 1987). 

Los teoremas y corolarios se numeraron consecutivamente en cada capítulo. 
Por ejemplo, 3.15 quiere decir el teorema (o corolario) 15 del capítulo 3, y A.3 es 
el teorema 3 del apéndice. 
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l. RELACIONES Y FUNCIONES 

En las dos primeras secciones de este capítulo se expondrán algunos conceptos de 
la teoría de conjuntos con la intención de presentar la notación empleada en este 
trabajo. No se profundizará demasiado en ellos pues. segurrunente. el lector ya los 
conoce. En caso contrario. se recomienda la lectura del primer capítulo de Devlin 
(1979). 

En la sección 1.3 se presentará el cálculo de relaciones. La versión que se 
expone aquí está basada en el artículo clásico de Tarski (1941). En su escrito, 
Tarski presentados métodos para consuuir el cálculo de relaciones. En el primero 
recurre ampliamente a los conceptos del cálculo de predicados, que son externos 
al cálculo de relaciones. En el segundo, en cambio. utiliza una serie de axiomas 
a partir del cual se puede construir el cálculo sin elementos externos. Aquí no se 
utilizará un enfoque axiomático. pero en el fondo se tratará del primer método y 
no se tocarán los problemas fonnalcs derivados de él. 

La sección 1.4 tralll sobre funciones. desde su definición más básica hasla una 
versión infonnal de la notación lambda. La sección 1.5 es la menos elemental 
de todas. pues aborda la definición de las funciones recursivas y un método para 
calcularlas. Por supuesto, no se pretendió hacer un desarrollo fonnal riguroso y se 
excluyeron todas las cuestiones relacionadas con el problema de la computabilidad 
y la decidibilidad de las funciones recursivas (lo cual es el tema verdadero de la 
teoría de funciones recursivas). Para estas cuestiones. se recomienda la lectura 
de Roger.; [ 1987). Aquí nos limitamos a exponer los problemas de cómo definir 
una función recur.;iva y de qué tipo de función es desde el punto de vis1a de la 
teoría de conjuntos. Además. se dan algunas condiciones suficientes para saber si 
una función recursiva tiene un punto fijo mínimo (un referente adecuado para una 
función recursiva). 
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1.1 Operaciones fundamentales 

Como es tradicional. cuando se hable explícilamente de los elementos de un 
conjunto. éstos se indicarán encerrados enuc llaves. Por ejemplo. los números 
naturales: { 1.2.3 .... }. A veces. se denotará un conjunto por medio de una defi· 
nición: (xJxespary2 < x}. 

Las operaciones y las relaciones básicas entre conjuntos. a saber. intersección, 
unión, complemenlo e inclusión. se simbolizan de este modo: 

Sean A. B dos conjuntos. 

l. A U Bes la u11ió11 de los dos conjuntos. es decir, {x 1 x E A V x E B}. 

2. A n Bes laintersecció11 de los dos conjuntos. i.e .. {x J x E A/\ x E B}. 

3. A - Bes el complemellto de B con respecto a A. o sea, {x J x E A /\x rt B}. 

4. A es el complemento de A respecto de un conjunto universal. El contexto en 
el que aparezca determinará de que conjunto universal se trata. 

5. Se dice que A es un subconjunto de B si \lx(x E A => x E 8). lo cual se 
denotará A !:;; B. Si 3x(x E B /\ x rt A), entonces se dice que A es un subconjunto 
propio de B. 

6. El conjumo vado. 0, es el conjunto que no tiene elementos. Dada la defmi· 
ción anterior de subconjunto, es claro que 0 !:;; A para todo A. 

7. El conjunto potencia de A. simbolizado tl'(A), es el conjunto de todos los 
subconjuntos de A. 

8. Una familia indexa<l.'11 H = {H.}.e~ de conjuntos H. con Indices en '1 
contiene un conjunto por cada elemento en '7· En este trabajo sólo se usarán 
familias indexadas por N y. por esto, se usará indistintamente H = {H.}.eN· 
H = {H.}os;. o, simpkmente, H = (H.}. 

9. Sea A = {A;} una familia de conjuntos. Se pueden realizar las operaciones 
de unión e intersección sobre todos los elementos de la familia y se denotarán de 
la siguiente forma: 

1 Tal vez sea más correclo traducir la palabra en inglós inde:u!d por indizada. Sin embargo, 
casi nadie usa esta últim:i en los lextos de rmtc:m.iticas. 
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a) U1.,:; A; es la unión de lodos los A,. con i E f\I. 

b) (\~~;A; es la inter.;ccción de iodos los A;. con i e N. 

c) Cuando aparezcasimplcmeme íl; o U; se dará por hecho que i e N. También 
se puede indicar esle caso con ílo~; y Ui~;. 

Ahora se dcmosirarán algunos leoremas de la leoría de conjumos (los más 
obvios sólo se enunciar.in): 

Teorema J .1. A !;;; B si y sólo si A n B = A. 

Demostración. Seax E A. Por la definiciones den y de!;;, es claro que 

l/x((xe Ai\XE B)=>XE A). 

Por el teorema A.8 y modus ponens. se sigue que x E B => x E A. También por 
hipólesis. x E A=> x E By. entonces, x E A!\ x E B. es decir, x E A n By 
A!;; A nB. La contención contraria espane de la definición den y la implicación 
inversa es análoga. • 

Teorema 1.2. As;; B si y sólo si A U B =B. 

Demostración.SeaA !;; B. Emonces.six E AUB.x E AV x E B. Por el teorema 
A.7, x !f. A => X E B. Pero X E A => X E B por hipótesis y, por A.4, X E B y 
A U B s;; B. La contención inversa es pane de la definición de U y la implicación 
contraria es análoga. • 

Teorema /J. An B = 0=>A !;;; lJ. 

Teorema 1.4. (An B) !;; C ~A~ (BU C). 

Demostración. Supongamos que (A n B) s;; C. Entonces, 

l/x((X E AJ\ X E 8) =>X E C). 

Porlos teoremas A.8 y A.7, (1) equivale a 

l/x(x E A =>(X rt B V X E C)). 

es decir, A s;; (B u CJ. La implicación inversa es análoga. 

(1) 

• 
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Teorema 1.5. (AnB)uC = (AU C)n(BUC) y(AUB)nC = (AnC)U(BnC). 
El lema siguieme es un lipo especial de conjun1os: los produclos canesianos. 

1.2 Producto cartesiano 

Se dicequedosconjuniosA y B son iguales si y sólo si A y Bcomienen los mismos 
elememos. Por ejemplo. si A= {1.2} y B = (2.1 }. emonces A y 8 son iguales. 
Como se ve. no importa el orden en que se escriban los elemenlos. 

No obstanle. en muchas ocasiones es necesario recurrir a objcios fonnados por 
dos elemenlos cuyo orden es pertinenle. Es el caso de la represenlación de los 
pumas del plano cartesiano por medio de pares ordenados de números reales. Si 
x = (1.0) y y= (0.1). se 1iene que xi y. En esle caso. sí es importanle el orden 
de los elememos del par. Por es1e molivo. cuando se usen pares ordenados de la 
fonna (xi.X¡). el orden es fundamen~'li. 

¿Es posible definir un par ordenado sólo en lénninos de conjumos? Larespues1a 
es sí. Considérense los pares ordenados (x1. Y1) y (x2. y¡). ¿Qué propiedad de es1os 
pares nos inleresa en especial? Pues que (x1.y1) = (X¡,y¡) si y sólo si x1 = x2 
y y¡ =y¡. Si se defme el par ordenado (x.y) como una abreviaiura del conjumo 
{{x}, {x.y}}. se conservara la propiedad deseada. Sin embargo. en el preseme 
trabajo no se demostrará esle hecho. 

Los pares ordenados se pueden generalizar a n-adas ordenadas si se considera 
la n-ada (x1.x2 .... • x.) un par ordenado de la fonna ((Xi.X¡ ..... Xn-1).x.). en el 
cual el primer elememo es una (n - 1 )-ada ordenada. El proceso se conlinúa hasla 
llegar a un par ordenado simple. 

Definición. El producto cartesiano de los conjun1os A. B. que se indicara así: 
Ax B, es el conjumo {(a,b) Ja E A/\ b E B}. 

Tumbién se puede generalizar el produclo canesiano de A1 x A¡ x · · • x An 
como {(a¡,a¡ ..... a.) Ja; E A;}. 

Pueslo que en un par ordenado la ubicación de los elememos no es irrelevan1e, 
x no es un operador conmuialivo. 
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l.J Relaciones 

1.3.1 Definición y propiedades básicas 

Sean A. 8, dos conjuntos. Sea R ~ Ax B. Entonces.Res una relación con dominio 
A (denotado ~(R)) y contradominio B (que se simbolizara :Jl(R)). Si para lodo 
x E A existe y E B tal que (x,y) E R. se dice que Res una relación total. En caso 
contrario, Res una relación parcial. Sea C ~A: entonces R(C) = {YI 3x(x E 
CA (x,y) E R)}: R(C) se lL'lllUlCá la imagen de C bajo la relación R. Si D ~ B. 
entonces R-1(D) = {x 1 y E DA (x.y) e R}: W1(D) se llamará la imagen inversa 
de D bajo R. Si una relación es total, R-1(8) =A. 

En la definición anterior se habla de relaciones binarias, es decir, formadas 
por pares ordenados. Si se generaliza del mismo modo que el producto cartesiano, 
se pueden tener relaciones n-arias. formadas por n-adas ordenadas. 

Además de las operaciones que se pueden realizar con conjuntos, existen otras 
propias de las relaciones. Sean R y Q dos relaciones: 

1) Composición: R: Q = {(x.x') l 3y(x.y) ERA (y.x') E Q}. 

2) Complemento: R = {(x.y) 1 (x,y) r/. R}. 

3) Conversa (o recíproca): k = {(x,y) 1 (y,x) e R}. 

Por otro lado, las siguientes relaciones son imponantes: 

a) Vacía: 0. 

b) Universal: U =A x B. 

e) Identidad:/= {(x,y)lx=y}. 

Las relaciones pueden ser de tipos muy variados. No obstante, hay tres espe­
cialmente interesantes: 

r) Simétricas: Res simétrica si para todo (x,y) e R, se tiene que (y,x) E R. 

ii) Reflexivas: Res reflexiva si para todo x E ~(R) se tiene que (x.x) E R. 

iii) Transitivas: Res transitiva si par.i lodos los pares ordenados(x, y), (y, z) E R 
se tiene que (x, z) e R. 



22 RELACIO~"ES Y R. ":lóOO~"ES 

La relación identidad cumple estas tres condiciones. En cambio.::; sólo cwnple 
las dos últimas. 

A continuación se demostrarán algunos teoremas: 

Teorema 1.6. R: l = l : R. 

Demostración. Sea (X.y) E R. Entonces.(x.y) está en R ;J. puesto que (y.y) E/. 
Pero como (x.x) también está en l. se tiene que (x.y) E J: R y R: l ~ J: R. La 
inversa es evidente. • 

Teorema 1.7. R : 0 = 0 : R = 0. 

Demostración. Sea Runa relación. Es claro que (x,y) E R: 0 si y sólo si 3z (x. z) E 
R A (z. y) E 0. Pero no hay z que cwnpla esta condición. Por tanto, R : 0 = 0. 0: R 
es obvia. • 

Teorema 1.8. Pn U= P. 

Demostración. Pordefinición,P ~ U. Entonces, por el teorema 1.1, PnU =P. • 

Teorema 1.9. (P: Q) :R= P ;(Q: R). 

Demostración. Sea (w.z) E (P; Q); R. Entonces. existen x, y tales que (w,x) E 
P A (X.y) E Q A (y, z) E R. Pero. por estas mismas razones, (x.z) E Q: R y, en 
consecuencia, (w,z) E P ;(Q: R) y (P; Q); R ~ P;(Q; R). La contención inversa 
es análoga. • 

Teorema 1.10. U: U= U. 

Demostración. Claramente, 'v'x'v'y((x,y),(y,y) E U). Entonces (x,y) E U; U y 
U: U ~ U. La contraria es evidente. • 

Teorema l.11. (PU Q) ;R = (P ;R)U(Q; R). 

Demostración. (x,y) E (PU Q); R siy sólo si 3w(x, w) E (PU Q)A (w.y) E R. 
Porotrapane.(x, w) E (PUQ)siy sólo si (x. w) E PV(x. w) E Q. Pero, entonces. 
(x.y) E (P; R) V (x.y) E (P; R). por lo que (PU Q); R ~ (P; R) U (Q; R). La 
contención inver.;a es similar. • 
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Teorema 1.12. R: (PU Q) = (R :P)U(R: Q). 

Demostración. (X.y) E R: (PU Q) si y sólo si 3w(x. w) E R /\ ((w.y) E P V 
(w,y) e Q). De este modo. (X.y) e R: P o bien (x.y) e R: Q. Por tanto. 
(x,y) E (R;P)U(R: Q) y R;(PUQ) \;;; (R;P)U(R;Q). La inversa se demuestra 
del mismo modo. • 

Teorema J .13. Si P \;;; Q y R \;;;S. entonces (P: R \;;; Q: S). 

Demostración. Sea (x.z) E P: R. Entonces. 3y ((x.y) E P /\ (y,z) E R). Por la 
hipótesis. (x.y) E Q /\ (y.z) e S. Por tanto, (x,y) E Q: S. • 

Teorema 1.14. P \;;; P: U. 

Demostración. Considérese el par(x.y) e P. Por definición, (y,y) E U. Por tanto. 
por defutición de composición. (x.y) e P: U. • 

Teorema 1.15. P \;;; Q=>I> \;;;(l. 

Demostración. Sea P \;;; Q y sea (x,y) e P. Por tanto, (y,x) E 'P. Por hipótesis, 
(x.y) e Q y, entonces, (y.x) e (l. y se concluye que 'P \;;;(l. • 

Teorema 1.16. P':Q = (l: />. 

Demostración. Sea (x.z) E P';'Q,por loque(z.x) E P: Q y 

3y((z,y) e P /\ (y.x) E Q). 

Por la defutición del converso. (y. z) e />y (x,y) e (l y, en consecuencia, (x.z) e 
(l ; 'P y P '; Q ~ (l : />. La contención inversa es análoga. • 

Teorema J./ 7. 'í> = P. 

Demostración. Sea (x,y) E P. Entonces, (y,x) E 'P y (x,y) E P, i.e .. P \;;;P. La 
contención inversa es similar. • 

Teorema 1.18. /> = i>. 
Demostración. Supongamos que (x,y) E P. de donde se deduce que (y,x) e P y 
(y,x) ¡;!P. Entonces, (x.y) ¡t 'P. i.e .. (x,y) e¡, y P \;;; P. Siguiendo el camino 
inverso se llega a la otra contención. • 
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Teorema 1.19. (P: Q) nk = 0 ~ (Q: Rl nP = 0. 

Demostración. Sea (P : Ql n k = 0. Por Ialllo. 

'v'(x.y) (x,y) E (P: Q) ~((X.y)!/. k /\ lV.X) !/. R). (2) 

Por definición, 

(x.y) E P: Q ~ (3z (x.z) EPA (z.y) E Ql. (3) 

Pero (x.z) E P equivale a (z.x) E P. Si eslc es el caso. de (2) y (3) se deduce que 
(z.x) !/. Q: R. En conclusión 

f>n(Q:R) = 0. 

La conclusión inversa es análoga. • 
1.3.2 Relaciones jinitarias 

El problema con una relación parcial es que no hay garantía de que para cada 
elemento x del dominio exista una y tal que el par ordenado (X. y) penenezca a la 
relación. Para los casos en que se necesiten relaciones totales y. al mismo tiempo, 
no se quiera "agregar información .. innecesaria a una relación parcial. se puede 
recurrir al siguiente "truco". 

Definición. Sea R s;;; A x B una relación estrictamente parcial. RJ., la extensión de 
R. se define del siguiente modo: 

R1 ={(x.y)1 ((x.y) E R) V (X!/. R-1(8) /\y= l.)}. 

donde l. designa un elemento especial que no pertenece a B. Sea E= BU {l.}. 
Rl. es total, por supuesto. 

Con l. se está definiendo un nuevo contradominio, E, y una nueva relación 
Rl. que es igual a R. excepto en el caso en que R sea estrictamente parcial. pues 
Rl. incluirá entonces todos los pares de la forma (x. l.) tales que x no está en la 
imagen inversa de R. El tener un elemento distinto. como l.. pennite conttolar los 
elementos que se agregan a R para completarla. En el capítulo 3 se verá la utilidad 
de este método. Por ahora. tenemos otra definición: 
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Definición. Sea C ~ I: y R ~ I: x :E. La imagen de C bajo R se denolará asl 
C T R. que es igual al conjunto {y i 3x(x E C /\ (x.y) E Rl}. 

C T R no es más que otra fonna de decir R( C) cuando se presupone que 
R ~ E x E. Aunque por ahora parezca que pierde pane de su sentido la extensión 
de B por medio de .L. más adelante se vera que este elemento distinto de E 
desempeila un papel importante en la expresión de los programas de computadora 
por medio de relaciones. 

Definición. Sea R ~ I: x I:. Res una relación totalfinitaria si. Vs E I:. se tiene 
que {s} T Res un conjunto finito no vacío o es el conjunto universal E y, además. 
{.L}TResE. 

Todas las relaciones que aparezcan en los teoremas siguientes son subconjuntos 
deExE. 

Teorema 1.20. Si Res total finitaria. :ET R =:E. 

Demostración. Como Res finitaria. {.L} T R =:E. Pero {.L} ~ E y. entonces. 
{ .L} T R ~ E T R. Como I: es el conjunto wúversal, lo anterior equivale al 
resultado deseado. • 

Teorema 1.21. B T (PU Q) = (B i P)U(B T Q). 

Demostración.Pordefinición,B ¡ (PUQ) = {yl3x(x E BA(.t,y) E P)V3.t'(x' E 
B /\ (x',y) E Ql}. De aqul se sigue que y E (B i P) V y E (B i Q), o sea. 
y E (B i P) U (B T Q). En conclusión, B ¡ (P U Q) ~ (B i P) U (B T Q). La 
contención inversa es similar. • 

Teorema 1.22. B T (P; Q) = (B i P) i Q. 

Demostración. Por definición 

B i (P;Q) = {yl 3.t(.t E B /\ (x,y) E P; Q)}, (4) 

por definición de";", (4) es igual a 

= {y l 3.t3z(x E B A ((x.z) E P /\ (z,y) E Q))}. (5) 

Por la asoeiatividad de la conjunción, 

= {y l 3.t3z(x E B /\ (x,z) E P) /\ (z.y) E Q}. 



26 REUCJO~CS y Ft:Sao~cs 

Finalmente. por definición de T se obliene el resuhado deseado. 

Teorema J.23. {s} T P = ({s} T P). 

Demostración. Por definición 

(s} T P = {yl (s.y) E P}. 

Pero (s.y) e P implica que (s.y) <t P. es decir. (6) equivale a 

= {y 1 (s.y) <t P}. 

• 

(6) 

Porsupane.{s} T P= (yj(s.y) eP}.porloquesepuedeconcluirque (s} T 
P= {s}T P. • 

Teoremal.24.{s} T (íl;P;)=í\C{s} T P;). 

Demostración. Aplicando la definición 

{s} T ílP; = (yl (s.y) E ílP;}. 
i ; 

que no es más que otra fonna de decir 

lo cual equivale a íl;( {s} T P;). 

íl{Y 1 (s.y) E P;}. 
i 

• 
Las relaciones totales finilarias serán la base del lenguaje de programación de 

la sección 4.4. 

1.4 Funciones 

Las funciones se pueden definir a partir de las relaciones de manera directa. 

Definición. Sean Runa relación y (x,y).(x.y') e R. Si lo anterior implica que 
y= y'. entonces R es una función. 

En términos intuitivos. se tiene que R es una función si y sólo si para cada 
elemento en el dominio se tiene. a lo más, un par ordenado en R. 
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1.4.1 Tipos defwiciones 

Las funciones pueden ser, al igual que las relaciones. totales o parciales. Además. 
las funciones también pueden penenecer a una de las siguientes categorías (o a 
ninguna de ellas): 

1) Inyectivas: sea F una función. Si (x,y).(z.y) E F implica que x = z. 
entonces F es inyectiva. 

2) Sobreyectivas: sea F una función. Si para todo y E !R(F) existe x E ~(F) 
tal que (x,y) E F. entonces Fes sobreyectiva. 

3) Biyectivas: se dice que Fes biyectiva si y sólo si es inyectiva y sobreyectiva. 

1.4.2 Funciones de orden superior 

Hasta ahora no se han puesto restricciones al tipo de argumentos que puede tomar 
una función. En esta sección se considerarán funciones cuyos argumentos son. a 
su vez, funciones. 

Sea fF = {!: A -+A}. a saber. el conjunto de funciones de A en A. Sean 
f E fF y F: fF-+ fF. Entonces, Fes una/unción de orden superior o funcional. 
Por ejemplo, considérese la función F(f)(x) = (f(x))2• Si f(x) = 2x. entonces 
F(/)(x) = 4x2• 

La introducción de funcionales permite redefinir las operaciones entre funcio­
nes como funciones de orden superior. Supongamos que 9' = {h: N-+ N} y g. 
f E fF. y sean Hi. H2 y H1: fF x fF-+ fF las siguiente funciones: 

Hi(f.g) = f + g, 
H2(/,g) = fg, 
H1(/,g)=/:g. 

Hi es la suma de las funciones f y g, H2 es su producto y H1 es su composición. 
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1.4.3 Funciones monótonas. continuas y ca-continuas 

Ya que se han presentado los funcionales. es el momento de añadir algunos concep­
tos que les atañen. El primero de ellos se aplica también a funciones y a conjuntos 
en general: 

Definición. Sea if. = {J.} una familia numerable de funciones tal que. para toda 
n ;::: O. f.~ f.+1· Entonces if. es una cadena ascendente. 

Definición. Sea it = (f.} una familia numerable de conjuntos con la propiedad 
de que, para toda n ;::: O. f •• 1 ~f •. ff es una cadena descendente. 

La monotonía es una propiedad que pueden tener los funcionales: 

Definición. Sean f, g funciones. Un funcional F es monótono si f s;; g implica 
que F(j) ~ F(g). 

Una propiedad mucho más fuerte que la monotonía es la continuidad: 

Definición. Sea iJi = {f.} una cadena ascendente de funciones. Sea F un funcional 
tal que ff ~ 'll(F). Fes continuo si 

F( LJ J.)= LJ F(j.). 
O~n OSn 

Como ya ha ocurrido antes, cuando una definición o propiedad incluye el 
operador U, existe una propiedad dual con el operador n: 
Definición. Sea ff = {f.} unacadenadescendente de funciones. Sea F un funcional 
tal que ff ~ 'll(F). Fes co-continuo si 

F< n .r.> = n F<J.>. 
O~n OSn 

Del mismo modo que la continuidad. la co-continuidad es una propiedad más 
fuerte que la monotonía: 

Teorema J .25. Sea F un funcional. Entonces, si F es continuo o co-continuo, 
entonces F es monótono. 

Demostración. Supongamos que f ~ g y sea F continua. Sea ahora ff = { hn} con 
ho = f y h1 = h2 = · · · =h.= · · · = g. Es claro que ff es una cadena ascendente y 
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Uo~. h. =fu g. Como Fes cominua: 

F(LJ hnl= LJ f(h.)y 
OS:n O~n 

:.F(JUg) = F(j) U f(g). 

Pero f ~ g implica que f U g = g y. entonces. 

F(g) = F(j) u F(g). 

Por el teorema 1.2.F(/) ~ F(g). 
Supongamos ahora que F es ca-continua. Ahora se define ff' = {h~) así: 

hQ = g. h\ = h) = · · · = /¡~ = · · · = f. 'J' es una cadena descendente y, como F es 
co-continua. 

F< n 11~i = n F<h~). 
O~n OS:n 

Ahora bien./= ílo~. h. = f n g =/.Entonces. 

f(j) = F(j) n F(g). 

Según el teorema 1.1, se concluye que F(j) ~ F(g). • 
Se puede extender fácilmente el uso de funcionales a funciones cuyos argumen­

tos y valores no son funciones. sino reL1ciones. No es necesario usar un nombre 
distinto para esta clase de funcionales. 

Antes de continuar con otros conceptos relacionados con funcionales conviene 
presentar una nueva notación. 

1.4.4 Notaci611 /ambda 

La notación tradicional para funciones tiene la desventaja de que se presta a con­
fusión enue distintos niveles. Por ejemplo. cuando se habla de /{x), ¿se habla de 
la función f y la variable x simplemente indica el tipo de valores del dominio de 
!? ¿O se habla del valor de la función/ en x? Por otro lado, si se decidiera que las 
funciones se deben indicar por letras solas. como f. g. etc., ¿cómo sabemos cuáles 
y cuántas son las variables que requieren dichas funciones? La introducción de 
los funcionales hace más necesario aún establecer las diferencias enue estos usos 
distintos de la misma notación. 
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Veamos la función identidad. Una fonna de indicarla es /(x) "x. pero a~í no 
queda claro que se trata de la identidad. pues x (considerado como un valor) podría 
ser un punto fijo de la función /. La identidad también puede indicarse de esta 
fonna: 

l/x(l(x) "x). (7) 

Aquí ya no hay confusión. Pero (7) es un enunciado. no un objeto del tipo de las 
funciones. ¿Se puede aplicar un funcional a un enunciado? ¿Se aplica el funcional 
al "referente" del enunciado.a saber. el conjunto {(x. x) 1 x " x}? No es fácil aplicar 
un funcional cuando una función se define de esta forma Aunque es posible obviar 
el problema en la práctica (a costa de ciertas complicaciones). lo ideal sería tener 
una notación para funciones que nos pcnnita manejarlas del mismo modo en que 
se manejan otros objetos. La notación lambda. que se presenta a continuación. es 
una solución ideal a estos problemas. 

En el ejemplo de la función identidad. queremos establecer con claridad el 
significado de la identidad y. al mismo tiempo. tener una expresión manipulable 
como un solo objeto. En notación lambda se puede hacer del siguiente modo: 

/; AX•X. 

I. desde luego. es el objeto definido:2 el símbolo ,\ cumple el papel de un cuan· 
tificador aplicado a la variable x. y el significado es que x es la variable a la que 
se aplicará las operaciones indicadas a continuación del signo •· Desde luego. es 
posible poner otra variable en lugar de x (aunque las reglas de sustitución tienen 
restricciones equivalentes a las de otros cuantificadores) y la expresión .\y • y 
es igualmente buena como definición de la identidad. La función de la variable 
cuantificada por,\ es la de ser una l'ariab/e aparente (en inglés se llama dummy 
variable). es decir. un indicador de las operaciones que la función definida aplicará 
a los argumentos reales que se quiera. 

En términos más generales. aunque sin el rigor de una definición en la notación 
de Backus-Naur. una función indicada por la notación lambda tiene esta forma: 

.\x •expresión. 

2 No se hará por ahora ninguna distinción cntte Ll identidad marc3da por el símbolo·=· y la 
definición de un nuevo objeto por medio de esh: mismo símbolo. En el primer caso. '=1 indica 
un atinn3ción, un hecho, mientras que en el ~undo ~trata de la asignación de un nombrt a un 
objeto dado. En ta mayor parte de tos C'1SOS, ta diferencia quedará clara por et con1<x10. 



RELICIO~"ES Y Fl'SCJO~cS 31 

donde x es un identificador cualquiera. y expresión puede ser un identificador, una 
función u otra expresión lambda He aquí algunos ejemplos de la notación lamb<la: 

f(x) = x1 se define asl >.x • r. 
f(x,y) = x +y se define asl ..\x..\y • x +y 

f(x) =e se defme así >.x •c. 

La extensión a funcionales no requiere de ninguna particularidad. Sea H un 
funcional que corresponde a la composición de una función consigo misma y cuyo 
dominio es fJ = {! : R - R} (las funciones con dominio y contradominio en los 
reales). En notación lambda se tiene: 

H = ..\/ >.x • f(f(x)). 

Para los casos en que se tengan funciones con reglas distintas según el valor del 
argumento se utilizará una notación prestada de los lenguajes de programación. 
Sea/ la siguiente función (en notación tradicional): 

En notación lambda se tiene 

{

O siO<x; 
f(x) = 

2
1 six =0; 

si O >x. 

f = >.x • irx < OthenOelseifx = Othen 1 else2, 

donde las expresiones ir, else y else ir se usan del mismo modo que en el lenguaje 
de programación e. 

Las expresiones lambda. como funciones. se pueden aplicar a argumentos 
(valores) dados. Sean/, H1. H2 las siguientes expresiones lambda 

f = >.x • x2, H1 = ,\g..\x • g(x) + g(g(x)) y H2 = ,\g>Ji..\x • 2/(x) + h(x). 

Veamos que resulta si se aplica/ a 3, H1 a/ y H2 af y H1(/): 

/(3)=32 =9. 

Hi (/) = >.x • f(x) + f(f(x)) = >.x • x2 + x4 

H¡(f,H1(f)) = ..\x• 2x2+x2 +r 
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La regla es muy simple: se susti1uye unifonnemente la primera variable cuan· 
tificada por A por el primer valor proporcionado. después la segunda variable 
por el segundo valor. etcétera. Por supuesJo. en todos los casos se espera que el 
argumento sea del tipo adecuado para realizar la operación (un entero no puede 
ser un argumento válido para un funcional. por ejemplo). 

1.5 Funciones recursivas 

1.5.1 Funciones recursfras y puntos fijos 

Considérese el ejemplo clásico de función recursiva: 

O!= 1 
n! = (n - l)!n. 

En computación. las funciones recursivas surgen con frecuencia como la so· 
lución más fácil para diversos problemas.3 Por ejemplo, la instrumentación de la 
función anterior en lenguaje Pascal es facilísima: 

Function Fact(n: integer):inJeger; 
be gin 

if n = O then Fact:= 1; 
else Fact:=Facl(n - 1) • n; 

end; 

Para aclarar más la naturaleza de las funciones recursivas. convendrá verlas en 
términos de funcionales y del cálculo lambda. Sea f la siguiente función: 

{
l sin=D; 

f(n) = f(n - l)n si n > O, 

3 ExisJe olrn raz.ón, mucho más poderosa, por la que las funciones recursivas son importanies. 
En Jcoría de aulómalas se ha demostrado que la clase de procedimientos de decisión ejeculados por 
máquina• de Turing os equivalenie a la clase de relaciones recursivas. A su vez, las máquinas de 
Turing parecen reflejar la naturaleza de las computadoras digilales y, por lanlo, los problemas que 
se pueden solucionar con m.iquinas de Turing corresponderían a los que se puedi:n resolver con 
el uso de compuladoras. Véase Mendelson [ t964), cap. 5, Enderton [ 1987),cap. 3 y Broo~hear 
[1989). 
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que. refonnulada en la notación lambda. es: 

f = >.n. ifn = Othen 1 else /(n - l)n. 

Esta expresión no es una definición en el sentido en que lo son las definiciones 
que se han dado anrcriormenre. pues el definiendum aparece en el dejiniens. Por 
orro lado. una función que se define en términos de orra función (en esre caso. de 
si misma) nos hace pensar que tal vez sea mejor usar un funcional (con lo que de 
paso se evita la definición circular): 

F = >.¡.>.n. if n = O lhen 1 else /(n - 1 Jn. 

es decir. F es un funcional con un parámclro seílalado por f. que a su vez debe 
ser una función con un parámelro. sei\alado por n. ¿Fes la definición adecuada de 
la función facrorial? Por supuesto que no. pues un funcional ríene como dominio 
y con!radominío conjumos de funciones. Si el funcional F no es una función 
constante, entonces el valor de F(/) será una función difereme dependiendo del 
valor de/. La función facrorial original es. desde luego. única. 

Sea g(n) = >.n.2n. Aplíquese el funcional Fa g: 

F(g) = >.n. ifn = Olhen 1 else2(n - l)n. 

Es claro que F(g) no es la función factorial. En la definición original de facrorial. 
la función factorial aparece en el cuerpo de su propia definición. Esro sugiere la 
conveniencia de una función a la cual. al aplicársele el funcional F, vuelva a dar 
como resultado ella misma. un punro fijo de F. es decir. F(/J =f. Supongamos 
que fes un punro fijo de F. Entonces. 

f = F(f) = >.n. ifn = Othen 1 else/(n - l)n, 

o, en términos más ttadicionales, 

{
1 sin=O; 

f(n) = f(n - 1 )n si n > O. 

Ahora si, f parece cumplir con la definición de factorial. Pero. ¿en realidad f = 
F(/) es la solución deseada? Y. si es así. ¿es la única solución? El siguiente 
ejemplo (lomado de Bj0mer y Iones [ 19821l nos dará una juslificación de la 
segunda pregunta. 
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SeaG = ,\g,,\n.ifn = Olhen 1 else ifn = l 1heng(3) elseg(n-2). Nosinleresa 
una g raI que G(g) = g. Regresando a la notación tradicional. sean 

g1(n)= 1 

{
¡ sinespar: 

g¡(n) = indefmida para cualquier otro valor. 

dos funciones con dominio en los enteros. Tanro g1 como g¡ son funciones cons­
tantes: sin embargo. g¡ es una función parcial. Aplíquese el funcional G a g¡ y 
g¡; 

G(g1) = Án. ifn =O lhen 1 eL.;e ifn = l then 1 else l. 
G(g1) = ,\n, if n = Olhen 1 else ifn = l then indefinida elseg¡(n - 2). 

Ambas funciones son punlos fijos de G. pues es fácil darse cuenta que G(g1) = 
g, y G(g¡) = g¡. a la vez que las dos salisfacen lo que se esperaba de ellas. 
pues g1(1) = g1(3) = l. g1(n) = g1(n - 2) = 1 paran > l. y. por su pane. 
g¡(l) = g¡(3) =indefinida y g¡(n) = g2(n-2) paran > l. ya que sin es par si sólo 
sin - 2 es par cuando n > l. No obstanre. es obvio que g¡ ,,¡ g1. La conclusión 
es que no siempre hay un solo punto fijo y la nueva pregunla es cuál de todos los 
puntos fijos es la definición adecuada de una función recursiva. 

1.5.2 Punrosjijos mlnimos y máximos 

Además de lener que escoger un punto fijo como la función definida por recursión, 
está el problema de encontrar un método para calcular dicha función. El mélodo 
que se expone aquí está tomado en parte Lle Meyer [ 1990] y guarda semejanzas 
formales con los métodos irerativos que se ocupan en análisis numérico para hallar 
soluciones aproximadas a algunas ecuaciones. 

En el ejemplo del funcional F, derivado de la defmición "informal" de facrorial. 
se intentará calcular el valor de un punto fijo por medio de un método iterativo. 
El primer paso consisle en encontrar una función de la cual partir. Consideremos 
la función 0: 

F(0) = ,\n. ir n = O lhen 1 else 0(n - l)n. 

Por definición. 'v'x'v'y((x,y) ¡t 0) y. por lanto, F(0) eslá indefmida para valores de 
n > O. Sin embargo. F(0)(0) = !, lo cual es una función (aunque muy parcial). 
Sean fo = 0 y/¡ = F(0): h se calcula de la siguiente forma: 

h = F(/1) = ,\n, ifn = Olhen 1 else/¡(n - l)n. 
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El único valor de f¡ que conocemos es f1 (0). Pero n - 1 = O cuando n = 1 y. 
entonces.,h(l) =Ji(! - 1) = / 1(0) = l. por lo quef1 está definida en dos puntos: 
O y l. Si se reitera esle procedimiento. se tendrá que 

fn = F<fn-tl n ~ l. 

Porotta parte. como/1 = {(0. lll} y/¡= {(0.1).(1.1)}./¡ ~ /1. A simple vista. 
parecería que Vn(f._1 ·~ J.)(aún no se demuestta). Si esto es cieno. estamos ante 
una definición inducrh·a para calcular los valores de la función factorial, la cual 
resultaría ser 

/= LJ f(/.). 
0:5n 

en caso de que se pueda demoslrar que fes un punto fijo de F. es decir 

/ = F(fl = F( LJ F(/nll = LJ F(/.). 
0:5n 0:5n 

La demoslraCión no se hará para la F factorial en particular. sino en general. 
y para esto hay que milizar algunos conceptos de la sección 1.4.3. Se comenzará 
con el siguiente teorema: 

Teorema 1.26. Sea F un funcional continuo. La función/00 se define de la siguiente 
forma: 

/o =0 
/.+1 = f(f,,) 
/>0= LJ Ín· 

º~" 
Entonces / 00 es un punto fijo de F. 

Demostración. Se quiere demostrar que F(j"") = /,,,. Por la forma en que se 
definió / 00, esto es igual a 

F(LJ /.)=Uf,,, 
O~n O'S,n 

y el primer paso será demostrar que {/.} es una cadena ascendente de funciones. 
La demosuación se hará por inducción. 

Sea i =O. Es obvio que fo ~ Ji. pues fo = 0. 
Supongamos ahora que VO < k ::; i vale que /t-1 ~ fi.. Consideremos Íi+I· 

Por hipótesis de la inducción, f¡_ 1 ~ /¡.Como Fes monótona. 

F(f¡-1) ~ F(/¡). 
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y. por definición de fn. se obtiene la conclusión deseada. a saber. que f, ~ f¡.1• 

El res10 es aún más fácil. Como {/.} es una cadena ascendente y Fes continua. 
entonces: 

f( U/.)= U f(f.) = U / .. 1. 
0Sn 0Sn OSn 

Al correr et índice del último elemento de la igualdad anterior. queda U1 S• f •. Pero 
fo ~ /1 y. por el teorema 1.2. 

U fn =fo U (U/.)= U/ •. • 
ISn l~n OSn 

El teorema anterior nos dice que basta con que un funcional sea continuo para 
que tenga un punto fijo. a saber. f oc:· La existencia de este punlo fijo nos garanliza. 
además. que podemos utilizar su definición inductiva pam calcular por itemción 
el valor de la función recursiva original. Por lodo esto. / 00 merece un nombre: 

Definición. Sea</> un funcional continuo. El punto fijo mínimo de<!> es 9,,,. 

La razón del nombre se encuentra en el siguiente teorema: 

Teorema 1.27. Sea F un funcional continuo y sea f un punto fijo de F. Entonces 
foo ~J. 

Demostración. Nuevamente, se recurrirá a la inducción. Sea i = O. Desde luego. 
fo= 0 ~f. 

Seaahom i >O y pam todak !> i.se tiene que fi ~f. Hay que demostrar que 
/;+1 ~f. Por hipótesis de la inducción./¡ ~f. Como Fes monótona. 

F(f¡) ~ F(j). 

y. por definición de fn y de punto fijo. /;+1 ~f. 
Se ha demostrado que l/i ;::: O(j¡ ~ f). Por tanto, foo = Uosn f. ~f. • 

La ventaja del punto fijo mínimo es que es la opción menos comprometedora 
como referente de una función recursiva. pues se limita a cumplir con tas propie­
dades mínimas pam ser un punto fijo del funcional. Sin embargo. no hay ninguna 
gamntía de que¡,,, sea una función 1atal. Si lo que se quiere es un punto fijo que. 
de ser posible. sea una función total. hay que recurrir al punto fijo mállimo: 
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Definición. Sea F WI funcional co-continuo. El conjunto f"' se define de la si­
guiente fonna: 

¡-0 =U: 
/"+I = F(f"): 

J"" = n J". 
osn 

Hay dos supuestos arbitrarios en la definición anterior. El primero es que f 00 

es una función y no simplemente una relación. Para el lenguaje que se desarrolla 
en el capítulo 3. no es necesaria esta presuposición y. por este motivo. se puede 
eliminar tranquilamente. El segundo es que ¡x es un punto lijo de F ("el punto 
lijo máximo"). pero el teorema 1.28 lo justifica 

Teorema 1.28. Sea F un funcional co·continuo. Entonces f 00 es un pwito fijo de 
F. 

Demostración. Se quiere demostrar que !"' = F(f"'). El primer paso consistirá 
en mostrar que u·} es una cadena descendente de relaciones. 

Sea i =O. Entonces. f = U y. por definición. f 1 ~ U. Sea ahora 1 > O y 
concédase que \lk ~ i es verdad que f 1 ~ ¡ 1- 1• Como F es monótona, se puede 
decir que 

F(¡i) ~ f(fi-1 ). 

de lo que se sigue automáticamente el resultado deseado. 
Puesto que (!"}es una cadena descendente y Fes co·continua. entonces 

F(f00
) = F( íl J") = íl F(f"). 

OSn 0Sn 

Por definición de f". (8) equivale a 

F(foo) = íl ¡ .. 1. 

º~" 
Hacemos otra vez un recorrido del Indicen y queda 

F(f"°) = íl !". 
IS11 

Pero, por definición, f 1 ~ U= ¡-O y, por el teorema 1.1, 

FV"°> = n r = un<n J">= n r =r. 
lSn 1$n 0Sn 

(8) 

• 
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Por último. se necesiia justificar el adjetivo máximo: 

Teorema J .29. Sea F un funcional continuo y sea f un punto fijo de F. Entonces. 
H. r. 
Demostración. Primero hay que justificar la afirmación Vi ~ O(j ¡; Ji). Recu­
rramos. una vez más. a la inducción. Sea i = O: entonces fl = U y, por supuesto. 
gu. 

La hipótesis ahora es que V/e ~ i. f ~¡t. Por lúpotesis f ~ ¡i y. dado que F 
es monólona. F(j) ~ F(¡i). Finalmente. por definición de f" y puesto que fes 
un punto lijo. f ~ ¡i•1• • 

El punto fijo má!ümo es una función que también cumple con las propiedades de 
la función recursiva expresada por el funcional F. aunque no es tan fácil construirlo 
ni es tan intuitivo. No obstante, en el capitulo 3 se empleará el punto fijo rruWmo. 
y no el mlnimo. para el desarrollo de un lenguaje de programación.4 

4 La c!Usscncia de punlos fijos máximos o miniroos gracias a ta conlinuidad o taco-continuidad 
no agola el problema de las funciones n:cunivas. Aunque las condiciones de continuidad y 
ca-continuidad nos gatanlizan la corrección de una función rccuniva. no se puede verificar ta 
conccción de iodas las funciones rccunivas con este m.!1odo. Sin embargo, esla cuestión eslá 
más allá del alcance del prcscnit uabajo. 
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Después de hablar de funciones y relaciones en el capítulo anierior, es hora de 
regresar a los lenguajes de programación. Ahora se abordará el concepto de pre· 
condición más débil (wp). Se tratará de describir la semántica de un programa. es 
decir. se trata de especificar exactamente qué tareas realiza un programa (o pane 
de éste) y en qué condiciones puede efectuar adecuadamente estas tareas. 

Sin embargo, el poder de la wp va más allá: a partir de ella se puede definir un 
lenguaje de programación cuya semántica estará formalizada desde el principio. 

2.1 Variables y estados 

Aunque no se ha definido el significado formal de programa, por ahora se puede 
continuar con el significado intuitivo. Del mismo modo, podemos seguir usando 
el significado no formal de variable. 

Supongamos que tenemos un programa en el que aparecen dos variables, X1 y 
x2, ambas de tipo eniero. El programa realiza una tarea muy sencilla: asigna ax1 el 
valorde2x2. Seax1=3 y X2 = 2aniesde la ejecución del programa. Después de la 
ejecución, se tiene que x1 = 4 (no sabemos que pasa con xi; un programa "sensato~ 
no deberla modificar su valor). Haciendo abstracción de cualesquier otros datos 
presentes en la memoria de la compuladoraen que se ejecutó el programa.podemos 
decir que el estado en que se encontraba antes de ejecutar el programa era (x1 = 
3.x2 = 2) y. después, (x1 = 4.x¡ =?).Si suponemos que el orden en que se da 
el valor de las variables siempre es X¡,X¡, entonces, podemos decir que el estado 
inicial era (3, 2) y el final (4, ?). En términos más formales: 
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Deji11irián.Seanx1.X¡ ..... x. lasvariablesdclprogrnma.yseana1 E A1.a2 E A¡ • 
. .. . a. E A. constantes (doíllfo A; es el conjunlo de valores posibles de x,). Si en 
detenninado momento. x1 = a1. xi =a¡ ••... x. =a •. el estado de las 1wiab/es 
del prof!rama es (a¡.a¡ .... • a.). El estado de la mriab/e x; es el valor a;. El 
producto cartesiano A1 x Ai x ···A. es el espacio de esrados de las \lllriables del 
programa. Un estado inicial es el estado inmediatamente anterior a la ejecución 
de un programa: un estado final es el inmediatameme posterior. 

En el apéndice se define a los predicados como expresiones no cuantificadas 
del tipo (X1 < X¡ 11 xi <". X¡). Supongamos que en el es~1do actual x1 = 2 y x2 = 3. 
es decir. el estado es (2.3) y que Pes el predicado anterior. Si se sustituyen x1 
y .I'.¡ en P por estos valores. se tiene una proposición verdadera. En cambio, si el 
estado es (l. 2) el resultado es una proposición falsa. 

Defi11ició11. Sean xi. X¡ • .... x. las variables de un programa. sea P un pre­
dicado que incluye sólo variables del programa (posiblemente no todas) y sea 
s = (a1.a2 .... • a.) un estado. Se dice que s satisface aP si y sólo si. al sustituir en 
P las variables por los valores correspondiemes en s. se obtiene una proposición 
verdadera. 

En adelanie. los estados se representarán en fonna completa (como n-adas 
ordenadas) o por medio de las variables s. so. etcé1era. A veces. cuando se escoja 
la representación expHciia. no se indicarán todos los valores para las variables. 
sino sólo los pertinentes o los que no hayan cambiado desde el estado an1erior. 

Defi11ició11. Sea Sel conjunto de estados que satisfacen el predicado P. Se dirá 
entonces que P representa a S, El con junio de estados representados por P se puede 
denoiar por Sp. 

Por ejemplo, si P = (x < 0),S = {(x)lx E W} es el conjunto de estados que 
satisfacen a P o, según la definición anterior. P representa a S. 

Como ya se dijo en elcap!lulo l, un predicado es una expresión booleana porque 
puede tener el valor de verdadero o falso (agreguemos ahora que en función del 
estado en que se evalúe el predicado). Sin embargo. hay predicados que no pueden 
ser satisfechos por ningún estado. v.g .. P = (x < O 11 x > 0). Estos predicados 
representan al conjunto 0, pero también se puede convenir que represenran al valor 
de verdad F y se escribirá P =F. Un predicado Q que es satisfecho por cualquier 
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estado es 1·á/ido (por ejemplo. x = x) y representa al espacio de estados. También 
por convención. se dirá que Q representa a V y a veces se escribirá Q = V. 

En el capitulo l ya se han empleado los predicados en el lugar de proposiciones 
para construir oraciones compueslaS por medio de las conectivas lógicas. Una vez 
relacionados los predicados y los estados. se impone una nueva interpretación de 
este uso. Sean P y Q dos predicados: 

l. ~Q es verdadero si Q es falso. y falso en caso contrario. Pero Q es verdadero 
si es satisfecho por alguno de los estados que representa. Entonces ~Q representa 
el complemento de los estados representados por Q. es decir ~Q = Sa. 

2. P /\ Q es verdadero si P y Q se satisfacen a la vez. Por esto, P /\ Q representa 
el conjunto de estados que satisfacen a P y Q a la vez: Sp n Sa. 

3. Como era de esperarse. P V Q equivale a Sp U Sa. 

4. P~ Q quiere decir que si Pes satisfecha. Q también lo es. En pocas palabras. 
Sp <; Sa. 

5. P ~ Q quiere decir que P se satisface si y sólo si Q se satisface. es decir, 
Sp = Sa. 

2.2 Precondlciones y postcondiciones 

La tarea de definir qué debe hacer un programa o un segmento de éste se puede 
ver de la siguiente manera: dado un estado (es decir una asignación de valores a 
las variables del programa) anterior a la ejecución de un programa, el resultado es 
otro estado (es decir, una nueva asignación de valores a las variables). 

Como ya se dijo, los conjuntos de estados están representados por predicados. 
Entonces, se puede especificar con mayor precisión la tarea que debe realizar un 
programa: sean S un programa y Q y R predicados. {Q}S{R} significa que si la 
ejecución de S comienza en un estado que satisface Q entonces S terminará en 
tiempo finito en un estado que satisfará R. 

En otras palabra~. S realiza su tarea si, dada la precondición Q. después de 
terminar su ejecución en un tiempo finito, se cumple lapos/condición R. 
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Pero, ¡,qué pasa si S se ejecuta en un estado que no satisface Q? El rcsullado 
puede satisface ro no a R. Si lo que nos interesa es que R se cumpla. sería preferible 
usar.en lugar de Q. un predicado más débil. es decir. un predicado Q' que represente 
un conjunlo de estados que contenga como subconjunto al conjunlo de estados 
representados por Q y que. al mismo licmpo. siga siendo ciena la afirmación 
{ Q')S { R}. De hecho, nos inleresa el predicado más débil que cumpla la condición 
anlerior como la mínima o más débil precondición para R. 

Dejinició11. El predicado que representa el conjun10 de todos los estados iniciales 
tales que la ejecución del programa S terminará en un tiempo finito en un estado 
que satisface el predicado R. se llamará laprecondición más débil paras y R yse 
dcno~'lfá así: wp(S. R). 

A partir de la wp se pueden definir los comandos de un lenguaje de programa­
ción. Pero. antes de hacerlo. se verán algunas propiedades de la wp. 

2.J Propiedades de la precondición 

Teorema 2.1. Sean S un programa y Q y R predicados cualesquiera. Entonces: 

wp(S.F)=F. 

Esta propiedad nos dice que ningún estado inicial (recuérdese que el predicado 
F representa el conjunto vacío) permitirá que el prograniaS produzca un estado que 
satisfaga el predicado F (es decir. el predicado que es falso para lodos los estados 
y que. por tanto. no puede salisfacerse) después de ejecutarse. Esta propiedad se 
conoce como la ley de la exclusión de u11 milagro1 (pues sería un milagro que se 
satisficiera un predicado que por definición no puede salisfacer.;e). Pero antes hay 
que demostrar que 2.1 es verdadera: 

Demostración. Reductio ad Absurdum. Supóngase que la propiedad 1 es falsa. es 
decir. que (puesto que F representa a 0) existe un estado Q que satisface wp(S. F). 
Entonces. si se ejecum S en el estado Q. entonces se llegará a un estado que 
satisfaga F. Pero esto es imposible. pues F no puede ser satisfecho por ningún 
estado. Por tanto, wp(S,F) = F vale. • 

1 Law o/ ~tcludtd miracl~. en inglés, Lll y com> lo llaman en los 1eX1os especiolizados. 
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Teorema 2.2. Supóngase que Q:} R. Entonces. 

wp(S, Q) => wp(S. R). 

Esta propiedad se conoce como la ley de la monotonía. 

Demostración. Si Q => R. entonces cualquier estado que satisfaga Q satisfará R. 
Entonces. si S se ejecuta en un esiado que satisfaga wp(S. Q) el resultado. por 
definición. será un esiado que satisfaga Q y. por tanto. R. Por tanto. 2.2 vale. • 

Considérese ahora la propiedad siguiente: 

Teorema 2.3. Disrribución de la co11j1111ción: 

(wp(S.Q) /\ wp(S.R)) = wp(S.Q t\ R). 

Demostración. Seas un eslado inicial que satisface wp(S. Q) y wp(S. R). Por tanto. 
si se ejecula Sen s. el resultado satisfará Q y R y entonces. por definición. s satisface 
wp(S. Q t\ R). 

A la inversa. sis es un esiado que satisface wp(S. Q t\ R). entonces si se ejecuta 
Sen s el resuliado satisfará Q /\ R por definición. Pero entonces este resultado 
satisface también Q y R. Por tanto. s satisface wp(S. Ql y wp(S, R). En conclusión, 
2.3 es verdadera. • 

Existe una propiedad similar a 2.3 para el operador lógico V, llamada disrri­
butil'idad de la disyunción:2 

Teorema 2.4. (wp(S.Q) V wp(S.R)) => wp(S.QV R). 

Demostración. Sabemos que Q :} (Q V R) y R => (Q V R). Entonces. por 2.2 se 
tiene que wp(S.Q) => wp(S.Q v R) y wp(S,R) => wp(S.Q V R). Por el teorema 
A.12,se puede concluir que (wp(S,Q)V wp(S,R)) => wp(S,QV R). • 

Las propiedades 2.1, 2.3 y 2.4 se conocen también como condiciones de salud 
de Dijkstra, pues su cumplimiento por parte de los comandos del lenguaje que se 
definirá en la siguiente sección garantiza que éstos se componen adecuadamente. 

2 La propiedad com:spondienle a V es más débil que ta de 11, pero puede hacerse igual de 
fuene que la propiedad 2.3 si se consideran máquinas delenninisias e'°lusivamenle. Aqul no se 
abordará la diferencia enlre una máquina delenninism y una no de1enninis1a. Para esle conceplo 
(así como para una vcnión más fuene de 2.4), pueden consultarse Gries (1981). cap. 2; Dijksll'a 
(1976), cap. 3 y Backhouse [1986], cap. 3. 
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2.4 Un lenguaje de programación basado en la precondición más débil 

Se construirá ahora un lenguaje de programación cuyas instrucciones estarán de­
finidas a partir de la wp. 

2.3.1 Skip 

El primer enunciado que se definirá es el de skip. 

Definición. Sea Runa postcondicilin cualquiera. Entonces wp(skip. Rl =R. 

En ténninos intuitivos. el comando skip se puede ver como una instrucción 
nula: el programa no afecta las variables cuando se invoca este comando y. en 
consecuencia. deja inalterado el estado actual después de ejecutarse. Por esto 
mismo. el mayor conjunto de estados tal que todos sus elementos satisfacen R 
después de que se ejecuta un comando que no altera las variables es R mismo. 

2.3.2Abort 

El siguiente enunciado definido es abort: 

Definición. Sea Runa postcondición. Entonces wp(abort. R) =F. 

En este caso. después de ejecutar abort en algún estado que satisficiera F. 
deberíamos tener un estado final que satisficiera R. Pero ningún estado satisface 
F. Por tanto.abar/ es un signo de que ha ocurrido un error en el programa. Dijkstra 
[ 1976] señala que abort nos tiene que llevar a una situación en la que no se alcanza 
un estado final. 

Con estos dos enunciados. sin embargo. no se puede hacer gran cosa. El si­
guiente comando es, en cambio. mucho más útil. 

2.3.3 Composición secuencia/ 

En un programa con frecuencia se tienen enunciados que se ejecutan uno inmedia­
tamente después de otro (y el estado de las variables en que se ejecuta el segundo 
depende. desde luego. del resultado de la ejecución del primero). El objetivo del 
comando de composición secuencial es representar este caso: 
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Definición. Sean S1 y S! comandos de nuestro lenguaje. Entonces. la composición 
secuencial de estos enunciados. simbolizada por·:·. cumple lo siguiente: wp("S1: 

S!".R) = wp(S¡.wp(S!.R)). 

Según se desprende de la definición. ejecutar un comando después de otro 
equivale a ejecutar un comando en un estado inicial tal que el resultado es un 
estado inicial adecuado para que la ejecución del segundo comando satisfaga la 
postcondición deseada. Por su similitud con la composición de funciones. este 
comando también se conoce como composición funcional. 

2.3.4 Asignación 

El enunciado de asignación (representado por":=·) es mucho más rico que todos 
los anteriores. pues nos permite defmir ya una alteración a los valores de las 
variables: 

Definición. Sea x una variable. e una expresión y Runa postcondición. 3 Entonces, 
wp("x:=e·.R> = R:. 

¿Esta definición corresponde a la noción intuitiva de asignación de un valor a 
una variable? Considérese el siguiente ejemplo: 

Ejemplo. Sea x una variable a la que queremos asignar el valor '5', es decir. que 
después del enunciado de asignación se debe satisfacer el predicado' x = 5'. En este 
predicado. si sustituimos las apariciones libresdex por la expresión '5' obtenemos 
'5 = 5'. Entonces nuestra definición del comando de asignación nos indica que 
wp("x :=5·,x = 5) = (5 = 5). Pero(5 = 5)es V. Entonceswp("x:=5·.x = 5) =V. 
En resumen, después del enunciado de asignación sera cierto que la variable x tiene 
el valor asignado si y sólo si ocurre la asignación. 

3 Gries [t98t) da una definición ligeramente distinta: wp("x :=e·,R) = 11; cand domain(t), 
donde candes una variante de la conjunción lógica que toma en consideración. además de los 
valores de verdad f y V, et valor indefinido U (indefinido). Por su pane, el predicado domain(t) 
describo el conjunto de todos los estados en los cuales se puede evaluar e. Esta definición es más 
rigurosa. aunque no es esencialmente distinta a ta de Dijkstra, que es la que se presenta en esta 
tesis. 
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2.3.5 Estructuras de control de flujo 

Un lenguaje de programación que no admite estructuras de control de ílujo que 
pennitan la ramificación del programa es extremadamente pobre. Por esta razón 
es necesario extender el lenguaje en esta dirección. 

Se comenzará con una estructura condicional. La idea es tener enunciados de 
la siguiente forma: 

ir 81 -si 
0 82 -Si 

0 8. -s. 
n 

donde 8; es una expresión booleana y S; un comando que se ejecutará si la expresión 
booleana es verdadera. El símbolo O sirve para separar las distintas condiciones 
y comandos asociados a cada una de ellas (como el enunciado "else if' en C). 
Cada enunciado de la forma 8; - S; se conoce como "comando custodiado" 
(guarded comnrand) en el que 8; es el "custodio" o guardia para la ejecución de 
S1• El significado del constructo ir ... n es el siguiente: durante la ejecución del 
comando. se verifican las expresiones booleanas (no hay un orden impllcito) y si 
alguna es verdadera. se ejecuta el comando asociado. 

Nótese que hasta ahora no se ha impuesto ninguna restricción sobre las ex­
presiones booleanas, pero es necesario aclarar que no debe ejecutarse más de un 
comando si hay más de una expresión verdadera. En el momento de definir fonnal­
mente el comando ir ... n se pondrán algunas restricciones para evitar cualquier 
error. La primera de estas restricciones es que al menos una de las expresiones 
booleanas sea verdadera, como se desprende de la siguiente defmición fonnal de 
ir ... n (representado de ahora en adelante así: IF) en ténninos de la wp: 

Definición. wp(IF,R) = (81V82 V ••• V Bn)/\(81 =>wp(S¡, R))ll(8¡ =>wp(S2.R))11 
... 11 (B. => wp(S •• R)).4 

4 Dijkstrn (1976), p. 3S, s•ilala que esla definición de if ... íl da libenad de elección sobre 
qué comando ej<eular cuando mis de una condición es verdadera, pues todas las implicaciones 
B, '* wp(S,, R) deben ser venladeras. 
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Si se observa con cuidado la defmición anterior. se verá cuál es la segunda 
restricción en el comando IF: todos los enunciados 8, =:> wp(S;.R) deben ser 
verdaderos. 

En programación es frecuente que no sólo se desee que un comando se ejecute 
una vez en caso de que se cumpla una condición (como con el comando IF). sino 
que una serie de comandos se ejecuten mientrns se cumpla una condición o hasta 
que dicha condición sea verdadera. Los comandos de esta forma se conocen como 
ciclos (e.g .. 'loop'. 'while ... do ... ', 'repeaL .. untiL .. '.'far'. etcétera.en muchos 
lenguajes de alto nivel). Con la notación para comandos custodiados. se puede 
agregar fácilmente un nuevo constructo del lenguaje que estamos definiendo: 

do 81 -Si 
D B2-S2 

D Bn -s. 
od 

La interpretación del comando es la siguiente: mientras alguna de las expre­
siones booleanas B; sea verdadera se ejecu~'l!á su comando asociado S;.5 El ciclo 
sólo se detendrá cuando todas las condiciones B; sean falsas. 

Este enunciado es más general que los loops de la mayoría de los lenguajes de 
programación, en los cuales hay una sola expresión booleana y una sola lista de 
comandos: 

doB=:-Sod. 

Antes de escribir el enunciado DO (como se llamará de ahora en adelante al 
nuevo constructo) en términos de la wp. veamos el siguiente predicado. definido 
recursivamente: 

Ho(R) = -.(81 V 82 V ... V B.)/\ R 
Hk(R) = Ho(R) V wp(IF,Hk-1(R)) 

Ht(R) es el conjunto de estados tales que el constructo DO terminará después de, 
cuando mucho. k iteraciones en un estado fmal que satisface la postcondición R. 
Es claro que si k = O, todas las condiciones son falsas y no se ejecuta ningún 
comando del ciclo. 

l Nuevamente, s< está anle un mecanismo no dercrminista. pues se otorga libertada la "máqui· 
na" para ejecutar cualquiern (aunque sólo uno) de los comandos cuya condición sea venladern. 



4R LA PREm~u111os ~s [l~ffll. IJE llllK~IRA 

Ahora ya se puede definir DO en ténninos de la wp: 

Definición. wp(DO.R) = 3k((0 ~ k) /\ fft(R)). 

Dijkstra [1976] llama constructo altematil'o al comando lF y constructo i1e­
rati1·0 a DO y presenta estos dos teoremas: 

Teorema 25. (Teorema básico para el comando alternativo.). Sean Q y R dos 
predicados tales que 

Q => (81 V 82 V ... V 8.) 

y 
'v'i((l ~ i ~ n) /\ ((Q /\ 8,) => wp(S;.R))) 

son verdaderas en todos los estados. Entonces. y sólo entonces. 

Q => wp(IF.R). 

Denwstració11. Se tiene que 'v'i(( Q /\ B;) => wp(S;. R)) es equivalente a 

'v'i(,(Q /\ 8;) V wp(S;.R)), 

por la regla de equivalencia entre la implicación y la disyunción. A su vez, esta 
fónnula equivale a 

'v'i(,QV ,8; V wp(S;.R)), 

por las leyes de Margan. Como puede observarse, Q no depende de la variable 
cuantificada i y. entonces. se puede sacar de su alcance: 

Una vez más, por la equivalencia entre condicional y disyunción, 

Q => 'v'i(B; => wp(S;, R)). 

De esta fonna. las hipótesis del teorema quedan así: 

(Q => (81 V 82 V ••• V B.))/\ (Q => 'v'i(8; => wp(S;, R)). 

lo cual es equivalente a 

Q => ((81 V 81 V ... V 8.) /\ 'v'i(8; => wp(S;,R))), 



LA PRErO~lll<lÓS MÁS oee1L DE DUKSlRA 49 

y. por la definición de IF. 
Q => wp(IF.R). • 

Este teorema es importante porque con frecuencia es muy dificil encontrar la 
precondición más débil para un comando alternativo. pero es mucho más fácil 
encontrar un predicado que implique la precondición buscada si se satisfacen 
las dos condiciones del teorema. Además. este teorema sirve como lema para el 
siguiente. 

Teorema 2.6. (Teorema básico para el comando iterativo.>6 Sea P un predicado 
que satisface las siguientes condiciones (con 1 ::> i ::> n): 

Vi((P /\ 8;) => wp(S;. P)) 

(P /\ (81 V 82 V ... V 8.)) => (/ > 0) 

Vi((P /\ 8;) => wp("/1 :=I: S;".1 < /¡)), 

(1) 

(2) 

(3) 

donde tes una función entera y 11 una variable del mismo tipo que no aparece en 
P. 8; o S; alguna. Entonces 

P => wp(DO.P /\ ..,(81 V 82 V ... V 8.)). 

Demostración. En el teorema anterior se demostró que ( 1) es equivalente a 

P => l/i(8; => wp(S;. P)). (4) 

SupóngaseahoraqueP/\(81V82v .•. v8.) vale. Entonces.P y (81V82V ... V 8.) 
valen por separado (teorema A.16). P y (4) implican que 

l/i(8; => wp(S;,P)). 

Por A.IS, se tiene que 

(81 V 82 V .•• V 8.) /\ l/i(8; => wp(S¡,P)), 

6 En realidad, esta Vel'ión del teorema, dada por Gries [1981), es una combinación de dos 
teoremas de Dijkstra. uno de los cuales sí es el básico para et comando ilerativo. Sin embargo, 
esta versión es más útil para la definición de invarian1ts. que se usan mucho en la verificación 
de programas. La demostración se lomó, con variaciones, de Orles [198 t ). 
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es decir. por la definición del comando IF 

wp(IF.P). 

En conclusión 
(P /\ (81 V 8¡ V .. , V B.))=> wp(IF,P). (5) 

Por otra parte. (3) implica. por el leorema A.8. 

P => Vi(B, => wp("l¡ :=I: S,",I < l¡)), 

dado que ninguna variabledeP eslá ligada por el cuantificador V. De fonna análoga 
que en (5). se concluye que 

(P /\ (B¡ V 8¡ V ... V 8.))=> wp("l¡ :=I: IF",I < 11), 

lo cual equivale. por la definición de composición secuencial, 

(P /\ (81 V B2 V ... V 8.)) =>wp("I¡ :=/": wp(IF,1<11)). 

Pero IF no contiene la variable/¡, por lo que se puede aplicar la definición de 
asignación sin problema: 

(P /\ (Bi V 82 V ... V B.))=> wp(IF. l < 11);1• (6) 

Por otra pane. dado que l y 11 son en1eros. (6) es igual a 

(P /\ (B¡ V B¡ V ... V B.))=> wp(IF,/ ~ I¡ -1):•. (7) 

Sea to una nueva variable que no haya aparecido hasra ahora. Por el teorema A.3. 
(7) equivale a 

(P /\ (B¡ V B2 V ... V B.)A (1 ~lo+ l))=>(wp(IF,/ ~ 11 - o:•/\ (1~lo+1)). (8) 

Nólese que I¡ no aparece en (1 ~lo+ 1), por lo que la expresión (1 ~ lo+ o;• es 
salisfecha por el mismo conjunlo de eslados que (1 ~ to+ 1). Si se susliluye esla 
última por (1 ~lo+ o:· en (8) se tiene 

(P/\ (81V82 V ... V B.)11 (1~lo+1)) => (wp(IF.1~11 - o;•/\ (1 ~lo+ l>:'J, 
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lo que implica. por distributividad de la sustitución te:ittual (teorema A.32) 

(P/\(81V82 V ... V 8.)11(1 $lo+ l))'*(wp(IF.1$11-1)11(1$lo+1)):1• (9) 

Pero IF no contiene a 11 ni a lo y. entonces. (9) nos da 

(Pll(81VB2V ... VB.)/\(I $ lo+l))'*(wp(IF.1 $11-l)llwp(IF.11 $ lo+ll):•. 
(10) 

y (10) lleva a 

(P/\(81 V B2V ... V 8.)11(1 $lo+ l))'*wp(IF.(1 $11-1)11(11 $ 10+1)):1• (11) 

por ladistributividadde la conjunción (23) de la wp. Porotra pane. (1 s; 11 -1)/\ 
(11 s; lo+ 1) implica que 1 s; lo y. entonces. (11) da 

(P /\ (81 V 82 V ... V B.)/\ (1!>lo+1)) '* wp(IF,1 $lo):•. 

Por definición de la asignación. de lo anterior resulta 

(P /\ (81 V B2 V ... V B.)/\ (1 $lo+ 1)) '* wp("l1 :=1.IF",1 $lo). 

Pero 11 no aparece en lF ni en la postcondición 1 s; lo. por lo que la asignación 
11 := 1 es irrelevante. En consecuencia. la proposición anterior es equivalente a 

(P /\ (B1 V 82 V ... V 8.) /\ (1 $lo+ 1)) ~ wp(IF,1 $lo). (12) 

Ahora, dada la condición (2). se demostrará por inducción que lo siguiente es 
cieno. 

(P /\ 1 $ k) '* Ht(P /\ ~(B1 V 8¡ V ••• V B.)). (13) 

Base: k =O. Hemos supuesto que P /\ (81 v B¡ v ... V B.)'* 1 > O. Por A.8, 
(2) es equivalente a 

P '* ((81 V 82 V ... V 80 ) '* (1 > 0)). 

Por A.13, se tiene ahora 

P '* (-{1 >O)~ -.(81 V B¡ V ... V 80 )), 

Nuevamente, por A.8. se llega a 

(P /\ ~(I > 0)) ~ -{81 V 82 V ... V 80 ). 
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Por el teorema A.9. lo anterior es equivalente a 

(P Al $ 0) => (P 1\ -,(81 V 82 V ... V 8.)). 

Si ahora aplicamos la definición de Ho. tenemos 

(P /\ 1 $ 0) => Ho(P). (14) 

Paso inductivo. Sea cieno (13) p~ra k = m y se demostrará que vale para 
k = m + 1. Si sustituimos en ( 12) to por m (lo cual es posible. puesto que In es libre 
en dicha proposición) nos queda 

(P /\ (81 V 8¡ V ... V 8.J ¡\ (1$m+1)) => wp(IF.P ¡\ 1 $ m). 

y. por hipótesis de inducción, 

(Pi\(81 VB¡V ... V8.)i\(/ $ m+ l))=>wp(IF.H,,,(Pi\-,(81 V8¡V ... v8.)). (15) 

Por otra pane. al aplicar a 

P 1\ ..,(81 V 82V ... V8nJ1\ t $ m + 1, 

la simplificación nos queda 

P 1\ -,(81 V 82 V ... V 8.J. 

que, junto con (14), por modus pone11s nos pennite llegar a 

Ho(P 1\ -.(81 V 82 V ••• V 8.)). 

De (15) y (16) obtenemos, por adición, 

(16) 

Pi\/$ m+I =>Ho(Pi\..,(81V82 V ... V 8.))Vwp(IF,P/\-,(81V8¡V ... V 8.)). 

lo cual equivale a 

Pi\ t $ m+ I =>H.,.1(Pi\ -,(81V82 V ... V B.)). 

lo cual completa la prueba inductiva de ( 13). 
La interpretación del lema (13) es que. si Pes cieno y existe una le tal que la 

función t ::; k (lo cual siempre es cieno, pues 1 toma valores enteros), entonces el 
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ciclo dcfmido por DO tenninará. cuando mucho. en k pasos. con el resultado de 
que P sigue siendo verdadero. pero todos los guardas de los comandos custodiados 
de la iteración son falsos. Es decir. 

P;} 3kHt(P A ~(81 V 82 V ... V 8.)). (17) 

El consecuente de este condicional es. como se recordará. la definición del co­
mando iterativo y. entonces. (17) equivale a 

P;} wp(DO.P A ~(81 V 82 V ••• V 8.)). • 
A primera vista. resulta difícil ver la utilidad de un teorema tan abstruso. 

Sin embargo, éste es uno de los resultados fundamentales para la construcción y 
verificación de programas. Considérese primero el predicado P. al que se llamará 
de ahora en adeh'lllte imwiante del ciclo. Este predicado se satisface antes de entrar 
al cuerpo del ciclo. después de ejecutar cualquiera de los comandos contenidos en 
el DO y al final de la ejecución del ciclo. El ciclo. por su parte, terminará cuando 
ya no sea cierto ninguno de los guardas B; del los comandos custodiados del ciclo. 
Además. la existencia de la función t nos garantiza que. mientras valga algún 
guarda 8¡, el ciclo continuará ejecutándose. pero. como tes entera y decreciente 
monótona. el ciclo terminará en. cuando mucho, k pasos para alguna k, pues t ~ O 
sólo si todos los guardas 8¡ son falsos. 

Si regresamos a la notación de precondiciones y postcondiciones anterior. a 
saber. {Q}S{R} (donde Ses un ciclo). para demostrar que un ciclo cumple con 
una tarea dada sólo debemos verificar estos hechos: a) que P es cierta antes 
de la ejecución del ciclo (es decir, que Q ;} P): b) que. para todo i, vale que 
{P A B;}S;{P}: c) que P A ~(81 V 82 V ... V B.)~ R; d) que existe la funciónt 
tal que P /\ (81 V 82 V .•• V Bnl;} (1 > 0). es decir, que t tiene una cota mlnima 
inferior mientras sea cierto algún guarda B;: e) que V'i{P A B;}l1 :=I: S;{I < 11}. 
es decir. que la función es monótona decreciente durante la ejecución del ciclo. 
En pocas palabras, hay que encontrar una condición invariante para un ciclo y una 
cota superior para el número de ejecuciones para demostrar que el ciclo termina y 
que se cumple la postcondición al final si la invariante y la negación de los guardas 
implican la postcondición. 
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2.3.6 Un pequeño ejemplo 

Con las herramientas anteriores. se puede abordar el primer ejemplo de un pro­
grama real.1 

Se trata de un problema muy simple: hallar el máximo de dos números dados. 
Sean x y y los dos números en cuestión y sea z una variable que contendrá el valor 
del mayor de ambos. Sean Q y R laprecondición y la postcondiciónque queremos 
satisfacer y sea Sel programa que lo h:uá. El problema se puede denotar entonces 
{Q}S{R). Pero. ¿cuál es el significado concreto de Q. R y S? 

Es fácil definir R como la a~ignación final a : del valor máximo entre x y ~·: 
R es equivalente a z 2: x /\ z ;:: y /\ (z = x V z = y). Por su pane Q debe ser 
un predicado satisfecho por cualquier valor inicial de x. y y z. pues los valores 
de las dos primeras variables son enteramente arbitrarios, mientras que a z se le 
asignará el valor deseado por medio de S. es decir. no impona su valor inicial. De 
este modo. se puede definir Q por medio del predicado universal V. Entonces. el 
programa y sus pre- y postcondiciones se pueden expresar ahora así: 

{V)S{z 2: X/\ Z 2: y i\ (Z =X V Z =y)}. (18) 

Aún queda pendiente la parte más imponante. a saber. ¿qué comando o serie 
de comandos S establece la verdad de (18)? 

Intuitivamente. queremos que se asigne a z el valor de x o de y. según cuál de 
estas variables tiene un valor mayor. Esto nos lleva a un comando alternativo: 

if x ;::y-z:=x 
a y2:x-z:=y 
fi 

El teorema básico sobre el comando alternativo imponía que. para que la 
precondición implicara la wp del comando alternativo aquélla debía implicar la 
disyunción de las guardias de los comandos custodiados del IF. Pero es claro que 
y 2: x V x 2: y es cieno en todos los estados y. por tanto, cualquier predicado la 
implica (en este caso, el predicado es V). Entonces, por el teorema básico para el 
comando alternativo. tenemos que es cieno que 

V=> wp(IF.z 2: X/\ z 2: y¡\ (z =X V z =y)) 

7 Estc ejemplo está lomado de Grics [t98l). 
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En pocas palabras. es verdadera la siguiente expresión 

{V} iry?: x-.z:=yOx <!y- z:=xli{z <! xA z?: y A (z = x v z =y)}. 

por lo que el programa hace lo que se espera de él. 8 
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1 Las guardias de este conundo no son excluyentes, pues si y = x se cumple tanlll y 2: x 
corno x ;:: y. Nuevamente, se trata de un caso no detenninísta y dependerá de la instrun-.:ntación 
concreta del comando alternativo cuál de las asignaciones sea la que se realice. 
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J.l Estados iniciales/estados finales 

La definición de las instrucciones de un lenguaje de programación a partir de la 
wp ha pcnnitido especificar con claridad a partir de qué estados se puede alcanzar 
cieno resultado cuando se aplica una instrucción dada Sin embargo, existen otros 
métodos para definir la semántica de un lenguaje en los que hay más transparencia 
con respecto a la relación entre el estado inicial y final de las variables. pues es 
precisamente esta relación lo que constituye la definición de un programa. En la 
precondición más débil, esta relación está inmersa en la relación entre precondi­
ciones y postcondiciones del programa y conviene hacerla explícita pues, entre 
otras ventajas. si se recurre a las relaciones entre estados, será más fácil utilizar 
las herramientas del cálculo de relaciones, que. como se vio en el capítulo 1. 
son de gran poder y universalidad (v.g .. la inclusión de la recursión general es 
muy fácil). De hecho, a veces este punto de vista parece más natural. pues en las 
descripciones infonnales de los lenguajes de programación imperativos se explica 
el efecto de una instrucción por medio de los cambios que produce en las variables 
del programa. lo que establece una relación entre su estado antes y después de la 
instrucción. La preespecijicación más débil es una forma de definir estas ideas 
intuitivas. 

Sea s0 un estado de las variables de un programa dado. Sea P un conjunto 
de instrucciones (puede ser una instrucción simple, una serie de instrucciones 
ejecutadas secuencialmente o un procedimiento. por ejemplo) y sea s1 el estado 
de las variables del programa después de que se ha ejecutado P en el estado so. 
Considérese ahora el conjunto de pares R = {(so. si) 1 so es un estado inicial y si 
es un estado final después de ejecutar P}. y se tendrá una relación con dominio y 
contradominioencl conjunto de estados posibles para las variables de un programa. 
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La-; relaciones como R pueden servir para definir 1an10 relaciones entre es­
tados (que de ahora en adelante se llamarán especijicariones) como pro¡¡ramas. 
los cuales establecen determinados valores para la-; variables d1:spués de ejecutar 
cienas instrucciones en cienos estados iniciales. Dicho de manera má~ infonnal: 
las especificaciones expresan lo que se espera de un programa. un programa es 
un conjunto de instrucciones concretas que hace realidad esas esperanzas. Hoare 
[1986] señala que. de este modo. la relación de inclusión entre la-; reL1ciones R y 
S. por ejemplo. se puede interpretar de tres fonnao;: 

1) Sea R un programa y S una especificación. R ~ S significa que el programa 
R cumple o satisface la espt.'Cificación S. es decir. que los crunbios en los valores 
de la-; variables realizados por R salisíacen la relación (especificación) S. 

2) Sean R y S dos programas. R ~ S significa que R es más detenninista que 
S. o sea. que cualquier cosa que haga R también la hace S (pues los crunbios de 
estado realizados por R son un subconjunto de los realizados por S). pero S puede 
realizar otras cosas también. De acuerdo con la interprelación 1 ). además. se tiene 
que cualquier especificación satisíecha por S también es satisfecha por R. 

3) Sean R y S dos especificaciones. R ~ S significa que la especificación S 
es más débil o general que R. es decir. que cualquier programa que satisfaga R 
también satisface S. 

Por otra pane. si los programa-; se definen por medio de relaciones. la ejecución 
secuencial de dos programa-; es la composición de L1S relaciones que los definen. 
Por ejemplo. P; Q quiere decir que primero se ejecuta el programa P y después el 
programa Q. 

Ahora se puede definir la preespccificación más débil combinando las tres 
inlerpretaciones de la relación de inclusión. 

3.2 La preespecificación más débil: definición 

En la sección 2.3.6 se presentó un programa cuyo objetivo era enconuarel máximo 
de dos números dados. Vislo como una relación. el programa debe satisfacer la 
siguienle especificación R: 

R= {((x.y.z).(x',y'.z'))!x=x': y=y' y z'=max(x,y)}. 
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El programa puede dividirse en dos pasos. el segundo de los cuales consisle en 
a~ignara¡: el valor del !ruUiJno entre.t y y. El primero.como es obvio. esenconlrar 
el máJúmo de .t y y. Sea Q la especificación del segundo paso. Hay muchas espe­
cificaciones posibles para el primer paso (y en consecuencia. muchos programas 
que las cumplen). y la satisfacción de cualquiera de estas especificaciones es una 
condición suficiente para que la ejecución sucesiva de los pasos 1 y 2 cumpla R. 
Si se toma la especificación más general (más débil) del paso 1, se tiene que ésta 
es una condición necesaria para que la ejecución sucesiva de 1 y 2 satisfaga R. 
pues cualquier otra especificación del palO 1 es un subconjun10 de la más general. 
Se simbolizará la especificación más general de 1 de la siguienle forma: Q \ R. 

Si ahora se generaliza la situación an1erior a cualesquiera especificaciones R 
y Q, Q \ Res la especificación de un programa P lal que. al ejecutarse P: Q. se 
salisface la especificación R. En términos de la relación de inclusión. se quiere 
que P cumpla lo siguienle: 

P ~ (Q\ R). (1) 

y que 
(P;Q)~ R. (2) 

Además, se desea que Q \ R sea la especificación más general que permila lo 
anlerior o, en olraS palabras. la especificación que sea una condición necesaria y 
suficienle para que se salisfagan ( 1) y (2), es decir: 

P ~ (Q \ R) ~ (P : Q) ~ R. (3) 

Hoare [1986] llama a (3) la ley básica de la preespecificación. ¿Cómo se debe 
definir la relación Q \ R para que cumpla la ley básica? He aquJ una propuesia: 

Definición. Sean so. s¡ y s eslados de las variables de un programa, y Q y R 
especificaciones de programas. Enionces: 

(Q\R)={(so.s)l'v's¡ ((s,s¡)E Q=>(sa,s¡) ER)}. 

Para parafrasear la definición anterior, la ejecución de un programa que salisfaga 
Q \ R en un eslado inicial so en el dominio de R resultará en un estado en el 
dominio de Q que garantiza que Q daní un estado final s¡ tal que (s0,s1) E R. 

Sin embargo, en términos in1uitivos lo que se prelende con la preespecificación 
más débil es algo más simple: Q \ Res lo mínimo que se debió haber hecho anies 
de Q para que la ejecución de Q satisfaga R. 
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La definición cumple con la ley básica.como lo demuestra el siguiente teorema. 

Teorema 3.1. ley básica de la prwpecijicación. La definición de la prcespccifi· 
cación má~ débil cwnplc que P ~ (Q \ RJ $} P: Q ~ R. 

Más aún. Q \ Res la única relación que la cumple. 

Demas1ració11. Primero se demostrará que la definición de la prcespecificación 
cumple la ley básica. 

1 l Supongamos que P ~ Q \ R. Ahora se mostrará que P: Q ~ R. 
Sea (so.s¡) e P: Q. Entonces. por la definición de composición. 

3s((S1¡.S) E p /\ (s.s¡) E QJ. 

Por otra pane, como P ~ Q \R. se tiene que (so.s) e Q \ R y. entonces. 

Vs¡((s.s¡) e Q => (so.s¡) e R). 

En este caso. ya se sabe que (s.s¡) e Q y. por nwdus ponens. (s0.s¡) e R y 

P;Q¡;;R (4) 

2) Supongamos ahora que P: Q ~ R. Por demostrar que P ~ Q \ R. 
Sea (so.s¡) E P: Q. Entonces (so.s¡) E R. En términos del cálculo de predi· 

cados, lo anterior queda as!: 

VsoVs¡((so.s¡) E P: Q => (so.s¡) E R) 

Pero (so.s¡) E P: Q si y sólo si 

3s((so.sl e P /\ (s.s¡) E Q). 

y, por tanto, 

VsoVs¡(3s((so.s) EPA (s,s¡) E Q) => (so.s¡) E R). 

Si se aplican sucesivamente a la fórmula anterior los teoremas A.7. A.22. 
nuevamente A.7 y A.25 se obtendrán las siguientes equivalencias 

$} VsoVs¡ (-,3s((s0.s) E P /\ (s.s¡) E Ql V (so.s¡) e R) 

# Vs0Vs1Vs(.,((s0.s) e P /\ (s.s¡) E Ql v (so.s¡) e R) 

# VsoVs¡Vs(((so.s) EPA (s.s¡) E Ql => (so.s¡) E R). 
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Ahora se aplica el teorema A.8 y se obtiene 

VsoVs¡Vs((so. s) E P ~ ((s.s¡) E Q ~ (so.s¡) e R)). 

Sea (so.s) e P. entonces. por nwdus ponens. 

Vs0Vs¡Vs((s.s¡) E Q =} (so.s¡) e R). 

lo cual quiere decir que (so.s) E P ~ (.!0 ,s) E Q \R. y. por tanto. 

p !;;; Q \R. (5) 

De (4) y (5) se deduce la ley básica. 

3) Por último. se quiere demostrar que si X es tal que 

(6) 

entonces X = Q \ R. 
La proposición (6) implica que cualquier subconjunto de X es tal que la relación 

resultante de la composición con Q es un subconjunto de R. Pero X !;_; X. por lo 
que (6) implica 

X: Q !;;; R. 

Por la ley básica se deduce que 

X : Q !;;; R ~ X !;;; Q \ R. 

y por modus ponens se tiene que 

X!;;; Q \R. 

Además, (6) también implica que cualquier relación que al componerse con 
Q sea un subconjunto de Res también un subconjunto de X. Pero, por definición 
Q \ R cumple esta condición. Por tanto 

Q\R<;;X. 

Finalmente. concluimos que X = Q \ R. • 
Se tiene ahora el siguiente teorema: 
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TeoremaJ.2. Q \ R =U{XIX: Q ~ R} 

Demostración. Es obvio que (Q \ R) ~ (Q \ R) y. por la ley básica. 

(Q \ R): Q !; R. 

Portan10. 
Q\ R~ u{XIX:Q~ R}. 

La inversa es aún más clara. pues 

U{XIX: Q !; R} !; u{XIX: Q ~ R}. 

y, en consecuencia. 
(U{XIX: Q ~R} :Q) ~R. 

Por la ley básica. U{XIX; Q !; R} ~ Q \R. • 
Ahora se verán algunas propiedades del nuevo concepto. 

J,J Propiedades de la prttspecmcación más débil 

Del mismo modo que con la pre condición más débil. se puede definir la semántica 
de un lenguaje (y el lenguaje mismo) en ténninos de la preespccificación. No 
obstante. antes de definir los constructos del lenguaje conviene demostrar algunas 
propiedades de la prcespecificación y empezaremos por la siguiente observación: 

Enunciado 3.3. Q \ R cumple la siguiente ecuación: X: Q !; R. 

Demostración. Como es obvio, Q \ R ~ Q \ R. Entonces, por la ley básica: 

(Q\Rl:Q ~R. 

con lo que se cumple la ecuación. • 

Explicado sin slmbolos, el teorema dice que la preespecificación más débil 
es la especificación de un programa tal que. al ejcculllfSe. da como resultado un 
estado de las variables apropiado para que Q cumpla con su pane. a saber. dar un 
resultado que satisfaga R. 
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Teorema 3.4. U \ R !;; R. 

Demostración. Por el teorema 3.3 se sabe que 

(U\ R): U<; R 

y. por el teorema 1.14. 

U\ R <;(U\ R): U!;; R. 

que es el resultado deseado. • 
En otras palabras. si se desea cumplir la especificación R finalizando con un 

programa que da cualquier resultado posible (a saber. U). se debió aplicar antes 
un programa que ya satisfacía R de antemano. ¿Cuál es la naturaleza del programa 
U \ R? Por definición. U \ R = {(so.s)l'v's¡(s.s¡) E U~ (so.s¡) E R}. Pero 
(s.s¡) E U siempre y, entonces. U\ Res el conjunto {(x.y)IRC {x}) =U}. 

Teorema35. (U\ R); U= U\ R. 

Demostración. De nuevo. por el teorema 3.3, 

(U\ R): U<; R. 

Pero U: U= U y, sustituyendo 

(U\ R): (U: U)<; R, 

lo cual nos da. por el teorema 1.9 y la ley básica. 

(U\ R): U<; CU\ R). 

Porolro lado, por el teorema 1.14. 

(U\ R) <;(U\ R): U. • 
En este caso. se tiene una versión más fuene del teorema 1.14: P <; P ; U, 

pues U\ R = {(x.y)IR({x}) =U} y esto nos garantiza la igualdad y no sólo la 
contención. 

Teorema 3.6. P <; Q \ (P: Q). 
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Demostración. EsobvioqueP:Q ~ P:Qy.porlaleybásica.P ~ Q \ (P;Ql. • 

Esto significa que. si se desea cumplir con la especificación combinada de P 
seguido de Q. P ya cumple con dicha prcespccificación. 

Teoremo 3.7. I ~ Q \ R # Q ~R. 

Demostración. Ya se sabe que I ~ Q \ R # / : Q ~ R. Además. / : Q = Q y. por 
tanto. 

I ~ Q\R#Q~R. • 
En otra~ palabras. si antes de hacer Q para cumplir R se puede "no hace macla" 

(o sea./). entonces Q ya cumple R. 

Teorema 3.8. I ~ Q \ Q. 

Demostración. Como I : Q ~ Q. por ley básica se tiene I ~ Q \ Q. • 

Una paráfrasis del teorema anterior es la siguiente: "no se necesita hacer nada 
para que al ejecutar Q se cumpla Q". 

Por otra pane. es interesante preguntarse cuál es el conjunto (Q \ Ql - l. es 
decir. qué elementos de Q \ Q impiden que el teorema anterior sea una igualdad. 
Por definición. Q \ Q = {(so.s)\(s.s1) e Q ~(so.sil e Q}. Entonces. Q \ Q = 
{(x,y)\Q( {y})~ Q( {x})}. Esobvioquesix = y.(x.y) e Q \ Q. Pero(Q \ Ql-/ 
son los pares (x.y) e 1 tales que la imagen de y es un subconjunto de la de x. Este 
conjunto es vac!o si Q es una función. 

Teorema 3.9. P = (/ \ P). 

Demostración. Es evidente que P: / ~ P. Por la ley básica. se deduce inmediata· 
mente P ~ (/ \ P). 

Por otra pane. (/ \ P) ~ (/ \ P) y, por tanto, 

(l\P);/~P. 

de lo cual se deduce directamente la otra contención y el teorema. • 

Dicho en un lenguaje más llano. lo mínimo que se debe hacer antes de "no 
hacer nada" para que se cumpla Pes P mismo. 

Teorema 3.10. Q \ (RnS) = (Q \ R)n(Q \ S). 
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Demostración. Claramente. (Q \ R) n (Q \ S) ~ (Q \ R). Por la ley básica 

((Q\Rln(Q\S)):Q~ R. 

También es cieno que (Q \ R)n (Q \ S) ~ (Q \ S) y 

((Q \ Rl n (Q \ S)): Q \;;S. 

Por tanto, 
((Q \ R)n(Q\ S)): Q ~ (RnS). 

De nuevo por la ley básica. 

((Q \ R) n (Q \ S)) e Q \ (R n S). 

Para la contención inversa hay que considerar que Q \ (R n S) \;; Q \ (R n S) y, 
entonces. (Q \ (R n S)): Q ~ (R n S). Por la definición den. 

(Q \ (RnS)); Q ~ R 
(Q\(RnS)):Q~S. 

De la ley básica se deduce que 

En conclusión 

(Q \ (RnSll ~ (Q\ R) 

(Q \ (R n S)) ~ (Q \ S). 

(Q\ (RnS)) ~ (Q \ R)n(Q \ S). • 
Se puede interpretar este teorema diciendo que lo múúrno que se debe hacer 

antes de ejecutar Q para satisfacer tanto R como S es la intersección de lo que 
habría que hacer para satisfacer R y S por separado. 

Corolario 3.11. Q \ (n,, R.)= f'\,(Q \ R.). 

Demostración. Por la definición de n 

Vi EN <íl<Q \R.)~ (Q \ R¡)), 
• 
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y de ahí se obtienen las siguientes afirmaciones 

\li((íl(Q \ R.): Q) ~ R,) . 
!ílCQ \R.): Q) ~ ílR. . . 

()<Q \R.)~ (Q \ ílR.). . . 
La inversa es similar. • 

Por supuesto. como lo indica la demostración. 3.11 es una generalización 
de 3.IO. 
Teorema 3.12. (PU Q) \ R = (P \ Rl n (Q \ R). 

DemDstración. Sea (so.s) E (PU Q) \R. En consecuencia. 

lls¡(((s.s¡) E p V (S,S¡) E Ql => (so.s¡) E R). 

Por el teorema A.12. la expresión anterior equivale a 

lis¡ (((s.s¡) E P => (so.s¡) E R)I\ ((s.s¡) E Q => (so.s¡} E R)). 

Esto es, 
(so.s) e ((P \ R)n (Q \ R)), 

y. por tanto, 
(PUQ) \ R ~ (P \ R)n(Q \ R). 

La contención inversa es análoga. • 
En términos intuitivos. si se desea cumplir la especificación R a panirde Po de 

Q (por ejemplo. cuando se uabaja con un mecanismo no detenninista que puede 
elegir cualquiera de los dos). entonces la especificación del programa anterior a P 
o Q debe satisfacer cada una de las preespecificaciones separadas. 

Corolario3.13. <U. P.)\ R = n.cP. \ R). 

La demostración es análoga a la del teorema 3.12. 

Teorema J.14. (P: Q) \ R = P \ (Q \ R). 

DemDs/ración. Sea X ~ P \ (Q \ R). Entonces. por la ley básica. 

(X: P) !;;; CQ \ R). 
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Se aplica nuevamente la ley há~ica. 

(X:Pl: Q ~R. 

y, por la asociatividad de la composición y la ley básica 

X~(P;Q)\ R. 

por lo que P \ (Q \ R) ~ (P: Ql \ R. 
Sea ahora X~ (P: Ql \ R. Ahora la ley básica nos da 

X:(P;Q)!;;R. 

por medio de la asociatividad de la composición y la ley básica se obtiene 

(X; P) ~ (Q \ R). 

Una nueva aplicación de la ley básica produce el resultado deseado 

X!;;; P\ (Q \R). 

En conclusión. P \ (Q \ R) = (P: Q) \R. 
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• 
Dicho en palabras comunes. lo que se debió haber hecho antes de P : Q para 

que se cumpla R es lo mismo que se debió haber hecho antes de P para que se 
cumplaQ\ R. 

Teorema 3./5. {! = Q \ 7. 

Demastraci6n. La hipóresis inicial será, ahora. (so.s) E Q \ 1, es decir. 

lfs¡((s.s¡) ~ Q=* (so.s¡) ~ /). 

Al aplicar el teorema A.13 se obtiene 

lfs¡ ((so.s¡) E/'* (s,s¡) E Q). 

Por la definición de'\'. (s,so) E 1 \ Q. Por el teorema 3.9, / \ Q = Q y. de este 
modo, 

(so.s) E{! y 

Invirtiendo el sentido de la demosrración se obtiene el otro caso. • 
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Siguiendo a Tarski [ 1941 J. en el capí1ulo 1 se inuudujo como una operación 
primitiva la conversa de una relación. El teorema 3.15 pennilc defmirla a panir de 
la preespecificación más débil. 

Corolario 3./6. Q \ R = R: (!. 

Demostración. Sea (so.s) E 11: (2. es decir • 

..,31 ((so.s') E k A (s'.s) E(!). 

Por los teoremas A.22. A.10 y A.7 lo amerior equivale a 

\Is' ((s'.s) E (! '* (so.s'l E R). 

Por la defmición de relación conversa. (s', s) E (! $} (s. s') E Q: 

'v's' ((s. s'> E Q '* (so.s'l E R). 

En conclusión. (s0• s) E Q \ R y 11 : (l !:;; Q \ R. Pueslo que en todos los casos se 
trata de equivalencias. la comención inversa es inmediata. • 

Esle es el resullado inverso del teorema anlerior. la preespecificación se puede 
definir a panir de la operación de relación conversa. 

Teorema 3.17. Q \ R = (k \ Q) \ 1. 

Demostración. Sea (so.s) E (R \ Q) \l. lo cual. por el teorema 3.15. equivale a 

(s,so) r/. R \ Q, 

es decir. 
..,\fs¡((so.s¡) r/. R=? (s,s¡) r/. Q), 

y, pordefmición de la preespecificación más débil y el leorema A.13, 

(so.s) r/. Q \ R, 

o. en otras palabras. 

(so.s) E Q \ R y (k \ Q) \ 1 !:;; Q \R. 

Y como sólo se usaron equivalencias la comención inversa es análoga. • 
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Definición. Se llamará condición a la relaciónb sib: U= b. De ahora en adelante. 
!odas las relaciones represen1ad.'l1 con la1 lettas b. c. ele .. ser.ín condiciones. 

Aunque no lo parezca. esla definición coincide con la noción in1ui1iva de con­
dición. Una expresión booleana (véase el apéndice) es aquella que al evaluarse 
en cierto estado da el valor de verdadero o falso. Sea V el conjunto de esiados en 
los que la expresión da el valor de verdadero. Enionces. si se quiere represen!ar 
es!a expresión como una condición b. ~(b) = V. Como las condiciones se usarán 
como guardas para comandos. al cumplirse una condición (es decir. cuando se 
es!á en algún esiado que pertenece a su dominio) se debe quedar en posición de 
ejecuiar el comando (la relación) que guarda sin reslricciones. o sea. partiendo de 
cualquier estado posible. Por tanro. si x E ~(b), enionces b<(x}) = !:. donde ¿ 
represen!a el espacio de estados. Es claro entonces que b cumple con b: U= U. 

Teorema 3.18. bes una condición si y sólo si b = U: b. Si bes una condición. h 
es una condición. 

Denwstración. Por el reoremaJ.15./í = h \ l, y por ladelinición de una condición. 
b = b: U\ l. esdecir.lí = b ';u. Por el teorema 1.16,b =O: '6. Y como O= U. 
se llega a la conclusión deseada. La implicación inversa es análoga. • 

Además. se quieredemos!rarque si b = b; U,en!onces h = h: U. Es claro que 

0=bnh = (b: u¡nh. 

por lo que 
0=(b; U)n(b\ ]) \1, 

por 1.17 y 3.15. Se aplica ahora 1.19 y se tiene: 

0 = u : ch \ l¡ n h \ 1. 

Del teorema 1.3 se deduce 
u:bd. 

Pero el ieorema 1.14 dice que b ~ b: U y se concluye que 

u:b=h. 
Teorema 3.19. Sea b una condición. Emonces h \ 1 = b\0 = b \ 0. 

• 
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Demostración. Como se recordará. por 3.15 b = b \ 1. Por el teorema 3.18. 
b = U ; b y. entonces 

b \ 1 = u : b = u ; <ii \ 1). 
Los teoremas 1.17 y 3.15 establecen que 

U; (ii \ il =((U: (b \ 7)) \ /) \ i. 

Ahora recurrimos al teorema 3.14 y se obtiene 

(U\ ((ii \ 7) \ 7)) \ 1. 

o. de ÍOllllll más simple. (U\ b¡ \ 1 =(U\ b) \ 1. gracias a 3.15 y 1.17. Por 
último. se utiliza 3.17 para concluir 

b \ 1 = (U \ b) \ 1 = ii\0. (7) 

Ahora bien. b \ 1 = b = b = b = b \ 1 por 1.18. Como b es una condición. b 
también lo es (3.18) y. entonces. se tiene 

ii\l=b\0. 
como ya se demostró en (7). en este mismo teorema. Se aplica la doble negación 
y se obtiene el resultado deseado. • 

Teorema 3.20. P; (b n Ql = (P n ii\0>: Q. 

Demostración. Sea (x.z) e P; (b n Q). Entonces. y sólo entonces. 

3y((x.y) e P /\ (y.z) e b n Q). 

A su vez. (y.z) E b n Q si y sólo si 

(y,z) E b /\ (y.z) e Q. 

Pero b = b ; U o. en otras palabras, 

lf.t(y,.t) E b. 

Ya se sabía que (x,y) e P y ahora se tiene que (x.y) E b. La conclusión es 

(x,y) e (P n b). 

(8) 

(9) 
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(8) y (9) equivalen a 

(X.y) E (Pnb): Q y P;(bnQ) ~ (Pnb) :Q. 

Finalmenie. por 3.19. b = ii\0. Como se usaron sólo equivalencias. la contención 
inversa es inmediaia. • 

CorolarioJ.21. X :((P: U)n Q) = (XnP \ 0): Q. 

Demostración. Claramente. P: U= (P: U): U. por lo que P: U es una condición. 
Se aplica el 1eorema an1erior: 

X:((P: U)nQ) = (Xn(P: U)\ 0); Q. (10) 

El teorema 3.14 hace que (10) equivalga a 

= (X n P \ (U \ 0)) : Q. 

Por 3.4, U \ 0 !:;; 0 y, enionces. U\ 0 = 0. Así. oblenemos la úllima equivalencia: 

=(XnP\0): Q. • 
Teorema 3.22. ((P; U) n Q) \ R = (P \ 0) u (Q \ R). 

Demostración. Sea X!:;; ((P: U) n Q) \R. Por la ley básica. es10 equivale a 

X;((P: U)n Q) ~R. (11) 

(11) equivale a 
(Xn(P \ 0)):Q ~R. (12) 

gracias a 3.21. Nuevarnenie. la ley básica permite transformar (12) en 

(13) 

Por último, el teorema 1.4 hace que ( 13) sea 

X ~ (P \ 0) U (Q \ R). • 
Corolario 3.23. (b n Q) \ R = (b \ 0) u (Q \ R). 
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Demostración. Dado que bes una condición. 

(bnQl \ R= ((b: U)nQ) \R. 

y. por el teorema anterior. esto es igual a (b \ 0) U CQ \ R). • 
Teorema J.24. P:U \ R = (P \ 0) u (U\ R). 

Demostración. El teorema 1.8 nos pennite afirmar que P:U \ R = ("P;U n U)\ 
R. Por el teorema 3.20 se puede deducir entonces 

(P:U \ 0)U(U \ R). 

P : U es una condición: entonces. se puede aplicar 3.19 y entonces se tiene 

(P; U)\ 0U(U \ R). 

Por 3.14. ahora se tiene 
P\(U\0)U(U\R), 

y. finalmente. por 3.4. 
(P \ 0)U(U \ R). 

Definición. Si Pes una relación parcial. entonces 

p•=PUJíTU. 

Es claro que p+ es una extensión de P a una relación total. 

Teorema 3.25. p• \ R = P \ R n (P \ 0 U U \ R). 

Demostración. Por definición p+ \ R =(PU P;U) \ R. Por 3.12, se tiene 

p+ \ R= (P\ R)n(P;U\ R). 

3.21 permite concluir que 

p• \ R = P \ R n (P \ 0 U U \ R). 

Teorema 3.26. ((b n P) u (en Q)) : U = (bu P;U) n (~u Q;'U) 

• 

• 
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Demostración. Por 1.11 

((bn P> U(cn Q)): U= ((b n P): U)u ((en Q>: U). 

Por 1.6 y la definición de condición. se llega a 

= (/ : ((b: U) n P): U) u(/ : ((e: U) n Q): U). 

Al aplicar 3.21 se obtiene 

= ((/ nb \ 0): (P: U)) u((/ ne\ 0): (Q: U)). 

Por 3.20 esto es igual a 

y por A.11: 

= (b n (P: U)) u (en (Q: U)). 

=bn(P: U)nc n(Q: U) 

= (ii u F;U) n (e u 'Q;U). 

73 

• 
Corolario 3.27. Sean P y Q relaciones totales. Entonces, ((b n P) u (c n QJ): U= 
iinc. 

Demostración. Por 3.26 

((b n P) u (en Q)) ; U= (ii u F;U) n (e u (f:"U). 

Pero.como P y Q son totales.P: U= U= Q: U y 

:. =iinc. • 
Teorema 3 .28. Si P y Q son relaciones totales. entonces ((b n P) u (en Q)) ; U \ 
R = (ii \ 0) U (e\ 0) U (U\ R). 

Demostración. El corolario 3.27 dice que 

((b n P) u (en Q)): U \ R = (ii ne)\ R. (14) 

Por A.11. (14) es igual a 
(bUc)\R. (15) 
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Pero como by e son condiciones.bu e= (bu e): U y. por 314. (15) es 

(bu e)\ 0 u (U\ R). 

Ahora. pro 3.12. (16) es 

(b \ 0) n (e \ 0) u (U \ R). 

Nuevamenle. por A.11. ( 17) es 

(b \ 0JU(c \ 0)U(U \ R). 

y. por 3.19. se tiene que 

= (b \ 0) U(i' \ 0)U(U \ R). 

Teorema J.29. ((P; U) n Ql \ R = (P \ 0) U (Q \ R). 

Demostración. Sea X ~ ((P: U) n Q) \R. Por la ley básica 

X ; ((P; U) n Q) s;; R. 

Por 3.21. (18) equivale a 

(Xn (P\ 0)); Q s;; R. 

Y. de nuevo por la ley básica. se tiene 

X n (P \ 0) s;; Q \R. 

Por 1.4, (19) equivale a 
X s;; (P \ 0) U (Q \ R). 

(16) 

(17) 

• 

(18) 

(19) 

Por tanto. ((P : U) n Q) \ R s;; (P \ 0) u (Q \ R). La comención inversa es 
lnmediala. pues sólo se usaron equivalencias. • 

Coro/arioJJO. (bn Q) \ R = (b \ 0)U(Q \ R). 

Demostración. Como b es una condición. (b n Q) \ R = ((b: U) n Q) \ R. Por 
3.29, (bn Q) \ R =(b \ 0)U(Q \ R). • 
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Teorema 3.31. Si P y Q son relaciones toiales. enionccs 

((br'lP)U(cnQ))' \ R = (b \ 0UP \ R)n(c \ 0UQ \ R)n(b \ 0u~ \ 0UU \ R). 

Demostración. Por la definición de+. se tiene 

((bnP) U(cnQ))' \ R = (((bnP)U(c n Q))U (((b n P)U(cn Q)): U))\ R. 

Gracias a 3.12. se tiene ahora 

= ((bnP) \ Rn(c n Ql \ RJn((((b n PJU(c n Q)); U)\ R). 

Del corolario 3.30 se tiene 

= (b \ 0UP \ R)n(c \ 0u Q \ R) n((((bnP)U(cn Q)): U)\ R). 

y. por último, 3.28 da el resultado 

= (b \ 0 u P \ R) n (e \ 0 u Q \ R) n (b \ 0 u e \ 0 u U \ R). • 

Teorema 3 .32. Sea P : U. Se tiene entonces que P \ 0 = 0. 

Demostración. Es evidente que 0 = (J =O. Por 3.IS y 3.14. entonces: 

(P ; U) \ 1 = P \ (U \ ]) = P \ Ó = P \ 0. (20) 

Por olro lado. por hipótesis: 

(P;U)\1=U\1.=0 

De (20) y (21) se deduce que P \ 0 = 0. 

Teorema3.3J. P \ R ~ (R :(1> \]))U (P \ 0). 

Demostración. Sea X ~ P \ R. Entonces. por la ley básica 

X;P~R. 

Como '; • es un operador monótono, (22) equivale a 

X : P : (P \ 7) \;;; R : (P \ /). 

(21) 

11 

(22) 

(23) 
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Por 3.15. (23) es igual a: 

X: P: /> e; R: (/> \ 7). (24) 

Como (P:U)n/ es la relación/ resb"ingidaal dominio de P. es claro que (P:U)n/ e; 
P: />.En consecuencia. y por la monotonía de·:·. ¡i4¡ implica 

X : ((P : U) n /) e; R: (/> \ 7). (25) 

Es claro que P: U es una condición y. entonces. se aplica el teorema 3.20 a (25): 

X n P \ 0 e; R: (Í' \ i¡. (26) 

El teorema 1.4 convierte (26) en: 

X e; P: (/> \ 7) U (P \ 0). 

con lo que se concluye que P \ R e; R: (Í' \ 7) U (P \ 0). • 
Teorema 3.34. Sea Puna función parcial. Entonces 

P \ R: (P \ 7) u (P \ 0). 

Demostración. Una contención se demostró ya en el teorema anterior. Veamos 
ahora la oira. Consideremos el conjunto 

((R: />)u (P \ 0)): P. 

La aplicación de 1.11 nos da 

(R;/'): PU(P \ 0) :P. (27) 

Como Í' \ 7 e; (P : i) \ 1 = P \ (7 \ /) = P \ 1, entonces Í' \ 7 e; P \ 1. Gracias 
al teorema 1.15, (27) es subconjunto de 

R: (P \ /) ; PU (P \ 0); P. (28) 

Por otro lado, por la definición de '\'y de 0. P \ 0 = {(x,y) l'v'z(y.zl ~ P}. es 
decir. y no pertenece a p-1• Por tanto, (P \ 0): P = 0. De este modo, (28) se 
iransforrna en 

R: (P \/):P. (29) 
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A su vez. 
P \ I = {(x.y)J'v'z(y.z) e P ~ x = z}. (30) 

y. por su pane. 

(P \ /) :P ={(a.e) J 3b(a.b) E P \ I /\ (b.c) E P}. (31) 

(30) y (31) nos dicen que (P \ /) : P es P restringida al subconjunto en el que 
equivale a 1. Por esto. 

R : (P \ /) : P <; R. (32) 

Por la ley básica. de (32) se concluye que 

(R; (P \ i) u (P \ emptysel)) e; P \ R. • 
Corolario 3.35. Sea Puna función parcial. Entonces. 

p• \ R = R; (/> \ 7) U ((P \ 0) n (U \ R)). 

Demostración. Por el teorema 3.25: 

p+ \ R = P \ R n CP\0 U U \ R). 

y. por el teorema anterior y 1.5. se obtiene la conclusión deseada. • 

Teorema J.36. Si Fes una función total. entonces 

F\ R = R: (F \ /). 

Demostración. El teorema 1.9 nos dice que 

(R: (P \ /)): P = R; ((P \ /)) ; P). (33) 

En la demostración de 3.34, (30) y (31) nos permitieron concluir que R : ((P \ 
/): P) e; R. Por tanto, de (33) se concluye que 

P \Re; R. 

lo cual. por ley básica. nos da 

R; (P \/)e; P \R. 
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Para la contención inversa hay que observar que. como Pes una función tola! 

P\ 0= 0. 

pues P \ 0 = {<x.y) J 'v'z(v.z) ji! P} y se tiene que Pes 1olal. Por tanto 

0 = P \ 0 = P \ (R n k). 

J.10 transforma lo an1erior en: 

0 = (P \ R) n (P \ Rl. 

Aplicando 1.3. se concluye que 

P\Rr;,.P\k. 

Por 3.16 y 3.17. lo an1crior equivale a 

P \ R r;,. R; {!. 

que, gracias a 3. lS se obtiene el resullado deseado. 

J.4 El lenguaje 'ii 

• 

Antes de definir un lenguaje basado en la preespecificación más débil, se harán 
algunas consideraciones generales. 

3.4.1 ¿Qué clase de lenguaje se necesita? 

La manera más fácil de definir un lenguaje con la preespecificación más débil es 
hacerlo en "abstracto", es decir, sin poner restricciones al tipo de relaciones que 
se usarán paraconsll'Uir los progrnmas. Sin embargo, de esia fonna no se toman 
en cuenla algunos puntos cruciales: 

a) ¿Los programas definidos son compuiables? En otras palabras. si se define 
una ins1rucción en el lenguaje (por ejemplo, la asignación), ¿es posible llevarla a 
cabo en un tiempo finito? 
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b) En caso de que se desee incluir dentro del lenguaje procedimientos recursivos 
para aumentar su capacidad de expresión. es indispensahle sahcr si las funciones 
recursivas están bien definidas en el lenguaje (que den un resultado). 

e) ¿Es posible construir ( .. implementar") de modo eficiente las operaciones del 
lenguaje?1 

Como se verá más adelante, para cumplir con a) y b) se necesita que los 
operadores del lenguaje sean monótonos y co-continuos,l Para el punto e). hará 
falta limitar la cla-;c de opemdores relaciones válidos en el lenguaje en un sentido 
más fuene y habrá que restringir los progmma~ váfülos a las relaciones totales. 

3.4.2 Recursión y puntos fijos 

En la sección 1.5 se vio que el mínimo punto fijo del funcional F se puede 
calcular de la siguiente manera: 

donde 

f,., =Uf •. 
º~" 

fo =0 y /.+1 = F(J.), 

si Fes continuo (la continuidad es condición suficiente, pero necesaria). Por esta 
razón. es necesario limitar los operadores del lenguaje a los continuos. 

·Ahora es posible definir la preespecificación más débil de los procedimientos 
recursivos puesto que. por 3.13: 

LJ J. \ R = íl (f. \ R), 
º~" º~" 

y, por la definición de / 00 , 

foo\R= íl(fn\R). 
º~" 

1 "Eficiente" no es un ténnino vago, pues en este caso se refiere al significado técnico de la 
palabra en tcoriade la computación (calculablecn tiempo polinomial). En relación con este tema, 
puede consultarse Garey y Johnson [1979). 

l Véase el e<1pi1ulo 1 (Xll• cstos concoplos. 
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No obstan le. como se vio en 1.5. el punlo fijo mínimo no es nccesariameme una 
relación toral. La al1cmativa es el uso del punlo fijo máximo. Cuando se aborde el 
lema de h1 eficiencia. se vcni que esta opción es la mejor. 

Hay que recordar que el pumo fijo máximo se define de la siguienle fonna: 

r= n1·. 
con fl = U y / .. 1 = F!/"). si es que Fes co-continuo (también una condición 
suficicnle). 

En es1c caso. en lugar de exigir continuidad a los operadores del lenguaje. se 
ncccsiu1 la ca-continuidad para asegumrse de que los progmmas definidos rL'CUr­
sivamenle terminan. 

El requisito de la mono1onía para los operadores del lenguaje puede parecer 
excesivo. No obstante. los riesgos de eliminarlo no son despreciables (además de 
que es necesaria para la demos1ración de exisiencia de puntos fijos). Un de esios 
riesgos es el de introducir expresiones sin sentido al lenguaje. como en el ca~o de 
la negación. para la cual no existen ni !<,,, ni !<"" y. de hecho. no exis1e ningún 
punto fijo. o sea. ninguna X tal que X = !<. 

Ahora se vera el problema de la eficiencia en la construcción de los operadores. 

3.4.3 Operadores eficientes 

El opemdor n puede ser un operador potentfsimo. pues permite combinar de mane­
ra muy simple dos programas y obtener un resultado valioso. V.g .. considérese un 
arreglo de números emeros positivos. Sea P un programa que a.~igna al arreglo una 
secuencia creciente de números y sea Q un programa que efectúa una pcrmuiación 
en los elementos del arreglo. PnQ. entonces, es un programa que ordena el arreglo 
en orden cree iente. 

Pero. a pesar de su simplicidad. el programa anterior presenla una seria des­
ventaja: para encontrar P n Q hay que probar todas las ejecuciones posibles de 
P y de Q y ver cuáles son comunes. En el caso de P. la exploración de todas 
las posibilidades tomarla un tiempo O(m - n + 1 ). donde n es la longitud del 
arreglo y m el valor máximo asignable a cada entrada del arreglo (necesariamente. 
m 2: n + 1). Pero para Q. el tiempo serla O(n!) = O( e"), lo cual cs. evidentemente 
de orden exponencial. ¿Cómo se puede evitar que una "implementación"" proce­
da de esta forma? No se puede: si existe una solución al problema (esto es. si 
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Pn Q ;/0) la."implementación" es~i obligada a encontrarla y esto puede implicar 
la exploración de toda1 lit1 posibilidades (pues ciar una directriz del orden más 
adecuado para explorar las opciones. adcmá1 de ser muy difícil de ha:er. violaría 
el no determinismo de los construclos del lenguaje). 

La al1ema1iva es. entonces. no incluir n enlre los operadores válidos del len­
guaje. 

Por su pane u presenta olro problema. Sea f(,'() = X. El múiimo pum o fijo de 
Fes: 

Íx = LJ Ín· 
º~" 

Pero !1 (0) = 0 =fo y. en realidad.f. = 0 pam tcxla n. En otras palabras. la relación 
vacía es el múiimo punto fijo de la identidad. ¡Cómo se puede "interpretar" una 
relación vacía"! Como una recursión que no termina (en este caso. una definición 
recursiva de la igualdad no termina. como era de esperarse). Entonces. si Fes tal 
que fx = 0. el programa fx U P puede no terminar, dependiendo de cuál de las 
dos alternativas se ejecute primero (si es que alguna se ejecuta primero) Po fx· 

Nuevamente. h1 solución está en reslringir las relaciones que pertenecen al 
lenguaje. En este caso, si se incluyen sólo relaciones lo~'lles. no se puede tener a 
0 enlre las elementos del lenguaje y. por tanto. no hay procedimientos recursivos 
que no tenninen. 

En principio. con estas restricciones. y las de la subsección 3.42. se puede 
conslruir un lenguaje eficieme y de gmn capacidad expresiva. 

3.4.4 Un conju1110 de relaciones para el len¡¡uaje 9: 

Casi es el momento de comenzar la definición del lenguaje basado en la preespe­
cificación más débil. De ahora en adelante, nos referiremos a dicho lenguaje con 
el slmbolo 'i/;, Sólo se harán algunas consideraciones más antes de comenzar. 

La restricción de los programas válidos en 9: a las relaciones tootles se hará 
extendiendo las relaciones parciales a relaciones iotales de la siguiente fonna: 

SeaP una relación no lota!. Si se ejccula P en un esiado s e ~(P). la ejecución 
terminará en un esiado i tal que (s,s') e R. Si en cambio. s rf. ~(P). entonces 
el programa P no termina (pues no existe un esiado al cual se llegue después de 
ejecuiar PJ. Agréguese .l. un nuevo estado, al conjunto de estados ene! dominio y 
en el rango de fas relaciones posibles. Se puede construir ahora una nueva relación 
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P'; 
P' = { (S.5

1
) 1 (S.Í) E p V (s \t !'(P) ¡\ s' =l.)}. 

En resumen. l. representa el "estado" de no terminación. Por supuesto. P' es una 
relación total. Este truco se presentó en la subsección 1.3.2. I: denota a los nuevos 
dominio y coniradominio ampliados con { l). 

Hay un problema más. El mínimo punto fijo de una relación total no nece· 
sariamente es tola!. por lo que la recursión podría introducir elementos ajenos al 
lenguaje. El punto fijo máximo de una relación total. en cambio. sí es total. Los 
operadores del lenguaje se restringirán entonces a los c<H:ontinuos. 

La definición del conjunto de relaciones que formarán parte de '1 se hará de 
manera inductiva: 

l. Ue'l. 

2. Si Pes una función total (de cuyos dominio y contradominio excluimos sola­
mente 1.). entonces r E 'il. 

3. Si P. Q e 'il. y by e son condiciones. entonces también pertenecen a 'l: 
P;Q; 

((bnP)U(cnQ))•. 

4. Sí P¡ e 9l y 't/i P; 2 P,.1• entonces 

ílP;E'il. 
¡~ 

Pero de las condiciones anteriores no se sigue que las relaciones que las cum· 
plen sean totales y que todos los operadores sean co·continuos (al menos no de 
manera evidente). Si agregamos a la hipótesis 1 que P sea además fmilaria1 en· 
lances se tendrá que todas las relaciones de 9l son totales y finilarias y que todos 
los operadores son co-continuos. Los teoremas 3.37-3.45 fundamentan esta afir­
mación. 

Teorema J J7. La relación U es total y finitaria. 

Demo.11ración. Es eviden1e que U es total. Sea s E E. Entonces. es obvio que 
{s) T U=E. • 

1 V eascla sección 1.3.2. 
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Teorema J.38. Si Pes una función tola!. Pu (l.} x res total füútaria. 

Demostración. Si s i l.. 1.21 nos dice que 

(s} 1 (PU {.L} X[)= ((s} 1P)U({s}1 (l.} X t). 

83 

Ademá~. ( s} 1 {J.} x t "' 0. porque ningún miembro de !'(P) está relacionado 
con .L. Por tanto. 

(s) T (PU (.L} x t) = (s} 1 P. 

y { s} t P. tiene un solo elemento pues Pes una función. 
Por otra parte. si s = l.. entonces 

{l.} T (PU (.L} X t)= {l.} T PU {.L) 1 ({J.} X t) 

=(J.} J ({.L} X[) 

=E. 

En consecuencia P u { .L} x r es total y finitaria. • 
Teorema J.39 .. Si P y Q son relaciones totales y finitarias. P: Q es total finitaria. 

Demostración. Dado que P es total fmitaria. tenemos dos posibilidades: ( s} j 
P =E o {s} i P = (s1os2 •.•.• sm}. para cualquier s arbitraria. Supongamos que 
vale el primer caso y. por el teorema 1.22. 

{s}f(P:Q)=({s}tP)jQ=tTQ=t. 

Si. en cambio. es cierta la segunda opción. 

{s) i (P;Q)=({s} T P) T Q 
= {s1.s2 ..... sm} T Q 

= U<{s;} T Q>. 
iSm 

Como Q es total fmitaria. {s;} T Q es fmito o es igual a E y, en consecuencia. 
Us.,( { S¡} t Ql es finita o igual a E también. con lo que concluye la demostrn­
~ . 
Teorema J.40 .. Sean P. Q relaciones totales fmitarias y sean b y e condiciones. 
entonces: 

(bnPucnQ¡+ 
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también es finitaria. 

Demostración. Seas un eslado arbiunrio. Por la definición de +. 

(bnPucnQt = ((bnPucnQJU(bnPucn Q): UJ. 

y. por el corolario 3.27. 

= Cb n Pu en Ql u cb n cJ. 

Si se aplica el teorema 1.21. se obtiene 

(s) T ((bnP)U(,·nQJJ' =({s) r (bnP))U({s) T (cnQ))U({s} T (bnc)). 

Por otra pan c. como P y Q son totales y finitarios. { s) T (b n P) u { s) T (en Ql u 
{s) T (ii ne) es finito o iguala E. • 

Teorema 3.41.. Supongamos que Vi, P; es total finitaria y P; ¿ P;,¡. Entonces, 

es total finitaria. 

ílP; 
j 

Demostración. Por el teorema 1.24, 

{s) T <ílP;) = íl< (s) T P;). 
i ; 

Hay dos casos posibles: a) \fi({s) T P;) =E. y b) 3j({s} T P¡ = {s1.si ..... s.)). 
En el caso a). es claro que 

íl<(s} T P;) =E. 
i 

Paraelcasob)hayqueconsiderarqueP;+1 ~ P;,porloque {s) T P;+1 ~ {s) T P;. 
En consecuencia. 

Como ninguno de los P; es vacío y todos son relaciones totales. la intersección 
de sus imágenes no es vacía. En consecuencia la imagen de íl; P; es finita y no 
vacía. • 
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Corolario J.42 .. Sea (P,} una cadena decreciente de relaciones totales fmiiarias. 
Entonces. para todo s. existe m tal que 

{s} f P.= {s} f Pm sin :;:::m. 

Demostración. La demostración se vale del hecho de que { s} f P;+1 f;; { s} f P; y 
de que. en caso de que la imagen de { s} sea infinita. es igual a E. • 

Teorema J .43 .. Sean Q total finitaria. { P;} una cadena decreciente de relaciones 
totales fmiiarias. b y e condiciones. Entonces se tiene que 

((b n<ílP;)) u (en Q))• = ílCCb nP;) uccn Q))'. 
i 

Demostración. Se aplica el corolario 3.27 y se obtiene 

((bn CílP;)) uccn QW = (hn CílP;)) u (en Q> uciinc). 
i 

Aplicando la propiedad de distribución para la unión y la intersección. lo anterior 
queda 

= ílC<b n P;) u (en Q) u (b ne)). 
i 

Y, nuevamente por el corolario 3.27. el resultado es 

= ílCCb nP;) U(c n Q)U(bn P) u (e nQ): U). 
i 

Por último. por la definición de •. se concluye 

ílC<b n P;) u Ce n QJ¡+ 
i • 

Teorema 3.44 .• Sea {P;} una cadena descendente de relaciones totales finitarias. 
Entonces: 

<ílP;): Q = ílCP;: Q). 
i ¡ 

Demostración. Existen dos casos: a) \li({s} f P; = E). y b) 3i({s} f P; = 
(S¡,S¡,.,, ,Sm}). 
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a) Por el teorema 1.22 

{s} T C<ílP,): Ql = ({s} T <ílP,)) f Q. 
1 ; 

Utilizando la hipóresis se obriene 

=<ílE> r Q=E r Q. 
; 

Es obvio que E T Q = íl,(E T Ql y. por tanto. es igual a 

íl«!sl r P,> r Ql. 
1 

que, por los teoremas 1.22 y 1.24. equivale a 

{s} T ílCP;: Q). 
; 

b) Para el segundo caso se recurre al corolario 3.40. a saber. que existe m 
tal que: 

{s} T P.= {s} f Pm. 

para todo n ~ m. Entonces. por el teorema 1.22. 

{s} T CCílP;); Ql = {s} T (Pm; Q) = {s} T (P.; Q), 
; 

sin~ m. Pero, como {s} f P;+1 \;; (s} T P;. lo anteriores igual a 

ílC(s} T (P;; Q)), 
; 

y, aplicando el teorema 1.24. 

= {s} T ílCP;; Q). 
j 

En los dos casos anteriores se concluyó que 'v's({s} T ((f\P;); Ql = {s} f 
f\(P;; Q)), es decir. que (íl; P;); Q y (\(P;; Ql son la misma relación. • 

Teorema 3.45 .. Sean Puna relación total finitaria y {Q;} una cadena decreciente 
de relaciones totales finitarias. Entonces 

P: en Q,> = íl<P: Q,>. 
; ; 
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Demostración. Supongamos que (si T P= E. Entonces. por el teorema 1.22. 

{s} T (P:ílQ,J= ET ílQ,. 
1 

Se distribuye la operación T y queda 

íl<E T Q;J. 

y. por hipótesis y el teorema 1.22. esto es 

íl\s} T (P: Q,J. 
; 

Se utiliza ahora el teorema 1.24 y se logra el resultado deseado: 

(s) T íl(P: Q,J. 
i 

Supongamos ahora que {s) T P= {s1.s¡ ..... s.,}.Porel teorema 112: 

{s} T CP:ílQ;)=({s} T P>T CílQ;J. 
i i 

({s} T PJ T <ílQ;) = U {s¡} T CílQ;). 
i i9n ; 

Por 1.24: 
=íl<U{s¡}TQ;J 

i js_m 

y, por hipótesis, 
= íl({s} T P) T Q;. 

i 

Finalmente, por el teorema 1.22 y 1.24. 

= (s) T íl<P:Q;). 

En esta ocasión. también se tiene que {s} T (P; íl; Q;l = {s} T íl;(P; Q;) para 
todo s. En consecuencia, P; (íl, Q,) y (\(P; Q;) son la misma relación. • 



8K LA PRESPE!.'!Hl1ÓS \!AS l>EBIL 

Teorema 3.46. Si { P,} es una cadena descendente de relaciones rotales finituias. 
en ronces 

<ílP;) \ R = U!P, \ R). 

Demostración. Por los 1eoremas 1.18 y 3.15 

<ílP;) \ R = <ílP;): R \ 1\1. 

Con 4.44 se obtiene 
íl<P,: (R \ 7)) \ 1. 

Por A.11 y 4.13 se obtiene 

íl (P,: (R \ Í)) \ i. 

Finalmeme. 1.18. 3.15 nos pcrmilen concluir 

íl<P; \ R). 
i 

Es obvio que de aquí se deriva la afirmación deseada. • 
Ahora se ha demostrado que !odas las relaciones pcnenccientes a 'l son ro­

tales linilarias y iodos los operadores ca-continuos (lo que garantiza funciones 
recursivas bien consuuidas). Llegó el momemo de presemar los cons1ruc1os del 
lenguaje. 

3.4.5 Operadores del lenguaje 'l 

Para que 9l 1enga algún inrerés. es necesario que contenga al menos los mismos 
consttuctos que se definieron para el lenguaje de la prccondición más débil: abort. 
skip. IF y DO. 

Dejinición.skip = {/- {(J.,.Ll})+. 

La elección de la relación de identidad para el comando skip es más o menos 
obvia: skip es un comando que no hace nada, que deja intaclo el valor de las 
variables del programa. Sin embargo. como no se espera que el comando skip (¡ni 
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ningún olrn!) se ejecute en el esuido .L. eliminamos este caso de la definición. Por 
otra parte. la precspecilicación más débil del comandoskip aparece en el siguiente 
teorema. 

Teorema 3.47 .. Sea Runa especificación dada. Entonces 

skip \ R = (({.L} X E)\ 0 n R) u (({.L} X E\ 0) n (U\ R)). 

Demostración. Antes que nada. hay que observar que {.L} x En/= /-{(.L..LJ}. 
Por tanto 

skip \ R = ( { .L} X }; n /)'\ R. 

Y. por 3.31. 

= ({l} x E\ 0 U/\ R) n (((.L} x E)\ 0 U U\ R). 

Pero I \ P = P (teorema 3.9). Si se usan además las leyes de distribución de la 
unión y la intersección se llega al siguiente resultado 

(({.L} X E\ 0n({.L} X E)\ 0)U(C{.L} X E)\ 0nR))U 
(({.L} X E\ 0 n U\ R)U(U \ RnR)). 

Dado que {IfX'"E es una condición. el teorema 3.19 nos dice que {.L} x E \ 
0 = {.L} x E\ 0 y, en consecuencia. {.L} x E \ 0 n U \ R = 0. Además. el 
teorema 3.4 dice que U \ R ~ R y, entonces. R n U \ R = U \ R. En conclusión. 

(({.L} X EJ\ 0nR)U(({.L} X E\ 0Jn(U\R)) • 

Corolario 3.48. Si se supone además que \/so ((so • .L) E R =:> {so} T R = EJ. 
entonces skip \ R = R. 

Demostración. Por 3.9 ya se sabe que U \ R ~ R: se !rala de todos los estados 
tales que R los relaciona con cualquier otro estado. Pero la hipótesis adicional del 
corolario pide queRcumplaestopara todos e E. Por tanto. U\ R =R. Entonces 

(({.L} X E)\ 0nR)U 

(({l} X E' 0Jn(U' R))= (((l} X E)\ 0nR)U({.L} X E' 0nR) 
=RU(({.L} X E)\ 0n {.L} X E\ 0) 

=R. por 3.31 • 
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Continuemos ahora con el comando abort. 

Definición. abort = U. 

Ahora se presenta la precspccificación más débil de abort. 

Teorema J .49. abort \ R = {(so. s) 1 W (su. s') E R). 

Demostración. Por defmición. 

abort \ R =U\ R = {(so.s) l 'v's¡ ((s.s¡) E U=- (so.s¡) E R)). 

es decir. todos los estados que R relaciona con E relacionados a su vez con E 
también: 

= {(so.s)J'v's¡((so.s¡) E Rl). • 
Definición. Composición secuencial: P: Q = P: Q. 

En este caso. además. la siguiente afirmación sobre la preespccificación de la 
composición secuencial ya se demostró en el teorema 3.14: (P; Q) \ R = P \ 
(Q\R). 

Toca el tumo de la asignación: 

Definición. Asignación: (s := /(s)) = {(so.s) 1 s =/(so)/\ so i .L /\si .L)+. 

Antes de presentar la preespccificación más débil de la asignación. hay que 
notar que. en realidad. el conjunto {(su.s) 1 s =/(so)/\ so i .L /\si .L) es la 
función f restringida a '.!:(/) - .L. Sin embargo. desde el principio se esperaba 
que f no estuviera definida en .L. 

Teorema JJO. (s := /(s)) \ R = R; (j \])u (j \ 0 n U\ R). 

Demostración. Aplicando la definición de:= y la observación anterior 

(s := /(s)) \ R = ¡+ \ R. 

Por otro lado. el colorario 3.35. nos dice que lo anterior es 

= (R; (j \]))U((/\ 0)n(U \ R)), 

que es el resultado deseado. • 
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El siguiente corolario nos da una preespccificación más cercana en la forma a 
la precondición más débil de Dijkstra: 

Corolario J.51. Si además U\ R = 0 o fes una función total. entonces 

(s:= f(s)) \ R = R: (j \ i> = {(so.sl 1 (so./(s)) E R}. 

Demostración.SiU \ Rlaafl!Tllaciónesevidente.Si/estotal,entonces/ \ 0 = 0 
por el teorema 3.32. • 

Definición. ifb- P Oc - Qfi = (b n Pu en Q¡+, 

TeoremaJ.52 .. ifb - PU e - Q fi \ R = (b \ 0UP \ R)n(c \ 0UQ \ R)n(b \ 
0Uc\0UU\R). 

Demostración. Por definición 

ifb- PO e - Qfi \ r = (bnPucnQ¡+, 

El teorema 3.31 nos da el resultado deseado. • 
Definición. Sea F el funcional >.X. if b - (P : X) U ~b - skip fi y sea /"" su 
máximo punto fijo. Entonces do b - P od = / 00

• 

Aquí b se puede ver como una expresión booleana (cuyo dominio está restrin· 
gido). ~bes igual a b, excepto que es falsa en los casos en que bes verdadera y 
viceversa. 

En la mayoría de los lenguajes de programación, siempre es aconsejable trans· 
formar las funciones recwsivas en cálculos iterativos. por problemas de memoria. 
Sin embargo. una iteración se puede ver como un caso de recursión, en la que el 
cuerpo del ciclo se ejecuta cada vez que se el ciclo se llama a sí mismo (en otras 
palabras. mientras se cumple una condición dada) y se para hasta que se deja de 
cumplir la condición. Por esta razón. la definición de ciclo en~ invierte las cosas: 
un ciclo es un caso especial de recursión. 

Teorema 3.5J .. Sean b una condición, Runa relación en el lenguaje, Ho = U \ R 
y H.,1 = (b \ 0 u P \ H.) n ( ...,fJ \ 0 u skip \ R) n <ii\0 u ~b \ 0 U U \ R). 
Entonces 

dob - Pod \ R = U H •• 
"~º 
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Demo.t1rarión. Sea /""' el punto fijo iruUimo de F = >.X. if b - (P : X) 0 -.b -
skip fi. Por la definición de do . •. od y de f". F"'. 

(dob - pod) \ R = ¡x \ R = ( íl /")\R. 
O!n 

Por el teorema 3.46 
r \R= ucr \R>. 

º~" 
Basta ahom con probar que!"' \ R = Hm. lo que se hará por inducción a partir de 
m. 

Sea m = O. Emonces !"' \ R = U \ R = Ho. Supongamos que p \ R = H; 
para i ~ m - l. Por definicición 

A su vez. por la definición de F, se tiene que 

/"' \R=(ifb-(P:J"'-1)0-,/J-skip)\ R. 

Gracias a 3.52. se llega a 

(b \ 0U(P;¡m-1¡ \ RJn(-.b \ 0Uskip \ RJn (b \ 0u:;¡j0u u\ RJ. 

Por 3.19, esto es igual a 

(b0U p \ Hm-1Jn(-.b \ 0Uskip \ R)n(b\0U -.b \ 0U u\ R). 

lo que es igual a Hm por definición. • 
J.S El método de deímición de Viena 

Hay otros fonnas de definir la semántica de un lenguaje de tal forma que quede 
clara la relación entre los estados inicial y final cuando se ejecuta una instrucción. 
Uno de estas, el mélodo de definición de Viena (VDM), tiene la enorme ventaja 
de que no hace mención del "estado" de no terminación .l, que en realidad es un 
parche al conjunto de estados. Desde luego, con este método no podemos espe­
cificar explícitamente los programas que no terminan. pero ¿para qué queremos 
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especificar un programa que no da ningún resultado? Para comenzar. verunos una 
definición tentatfra: 

Definición. Una tarea de programación (programming task) en VDM es un par 
de la íonna (b. R). donde b es una condición y R es una relación entre estados 
iniciales y finales reales. i.e .. .L no se encuentra entre ellos. 

Esta definición tiene el defecto de que no eslá hecha con base en ténninos ya 
conocidos. No puede dc'Cirse que sea una definición: más bien es un ideal. Lo que 
pretende es postular que la espt..'Cificaci1ín de una tarea de programación se debe 
hacer a panir de una relación R que define cienos estados inicial y final. y que el 
programa que cumple dicha especificación se debe ejecutar cuando se satisface la 
condición b (es decir. cuando el es~1do inicial de las variables eslá en el dominio 
de b). Tanto b como R excluyen el estado .L. 

El cumplimiento de la restricción fundamental de que b debe cumplirse cuando 
se ejecuta la parte del programa especificado por R cslá a cargo del resto del 
programa. ¿Qué pasa si no se cumple esto? Podría ocurrir cualquier cosa. lo que 
sugiere una definición nueva y mejor de (b.R): 

(b.R)=bUR. 

En palabras, se trata de Ro de cualquier otra cosa si no se cumple b. 
La primera pregunta que surge ahora es: ¿se pueden expresar todas las es­

pecificaciones posibles de este modo? Dcsafonunadarnente. no. Por ejemplo. 
{<l. .Ll} no se puede poner en ténninos de VDM pues. obviamente, se quiere 
excluir cualquier referencia a .L. Aunque no fuera así. de toda.~ fonnas la especi­
ficación anterior crea varios problemas serios. Pero si excluimos todos los casos 
"patológicos" (en los que aparece .L). todas las especificaciones y programas se 
pueden expresaren VDM. como se demostrará más aildante. Por suene, los casos 
patológicos no se necesitan en la vida real. 

Hablando con más precisión. se demostrará que a) todos los programas de~ 
pueden escribirse en VDM. y que b) dada una relación cualquiera. hay una relación 
equivalente que se puede escribir en VDM. "Equivalencia" quiere decir esto: 

Definición. Sean R y S relaciones. Si VP(P E <J '* (P ~ R ~ P ~ S)). entonces 
R y S son equivalentes. 
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Pam cumplir con a) hay que moslrar que !oda~ las instrucciones de 'J pueden 
ponerse en VDM. Dado que los elememos de'J se definieron induclivamcme. ha~ta 
expresar los construc1os básicos de 'J en VDM ~que la inducción demuestrc 
lo que queremos. Los dos teoremas que siguen se deducen irunediarameme de 
definiciones anteriores. 

Teorema 3.54. U= (0.R). 

Teorema3.55. p+ = ((P; U).P). 

Teorema 3.56. (b.P): (c.Ql = (bn PTE.P: Ql. 

Demostración. Por defmición 

(b,P); (c,Q)=(b UP): (CU Q), 

y. por 1.11 y 1.12, 
= (b;(CUQ))U(P;c)U(P: Q). 

Como bes una condición, h rambién lo es y b: (e u Ql = b. Por 1an10. 

(b.P): (c,Ql =bU (P; e) u (P: Q). 

Por definición den y u y A.11: 

= (bn r;l) u (P: Q). 

n es una condición, pues (P: e): U= P: (e: U)= P: c. De esta forma. se Uega 
a la conclusión deseada • 

Teorema3.57. ((bn(d,P))U(cn(e.QlW = ((bUc)n(liud)n(cue), (bnP)U(cnQ)). 

Demostración. Por definición, se tiene esta igualdad: 

((b n (d.P)) u (en (e.Q)))• = ((b n (d,P)) u (en (e,Q)))U 

((bn (d.P))u (en (e.Q))): U. 

Es claro que (d,P) y (e. Ql son relaciones tolales. Entonces. por 3.27 lo anterior 
es igual a 

((b n (d. P)) u (en (e. Q))) u (b ne). 
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Por defirüción, b n (d.P) = b n (d u Pl y en (e, Q). Después. se recurre a A.10 y 
A.ll para obtener 

(bue) n(b Ud) n(cu el u (b n P) u (en Ql. 

Finalmente. A.11 y la delirüción de VDM nos dan 

((bu c)n(ii Ud)n(cue).(b n Pl u (en Q)). • 

Teorema 358. Sea { (b,.P,l} E 'l una cadena descendente. Entonces b;.1 ~ b, y 
b;nP,.1 ~b;nP;. 

Demostración. Al ser ii;+1 una condición. ii;+t = ii,., : ( { .L} x E). Por su pane, es 
obvio que { .L} x E = { .L} x En U. Elteorema 3.20 establece que 

Íi;+t = (b;+1 n {.l} X E\ 0); U. (34) 

Por 4.16. {.L} x E\ 0 =Ex {.L}. Como 'v'x((x.y) E P;+1 ~y i .L), (34) es 
igual a 

((b;.1UP;+1)n(Ex {.L}));U. (35) 

La hipótesis nos dice que 

(35) ~ ((b; u P;l n (Ex {.l})). (36) 

Por hipótesis también.P,n(E x {.l}l = 0 y ii; n(E x {.L}) = b;. (36)se conviene 
entonces en 

ii;:U=ii;. • 
Teorema 3.59. Sea {(b;.P;l} E~ una cadena descendente. Por tanto, í\(b;,P;) = 
(LJ¡b;,L\¡~¡ íl;~(b¡ n P¡)). 

Demostración. Utilizando la definición de la especificación en VDM se obtienen 
las siguientes igualdades: 

íl!b;.P;) = íl<ii; U P;). (37) 
i i 

<LJb;,LJ íl!b¡nP¡)) =ílii;U(LJ íl!b¡nP¡)). (38) 
0Sii!:j 0$i i'5j 
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Se considerará primero la inclusión de izquierda a derecha. Sea (s . .r') E íl;(b,. P;). 
ConsiderJ11do la igualdad (37). hay dos ca•ms. 

Ca~o la. Vi (s.s') E b,. Por lanlo. (s,.r') E ílh; y. por (38), 

(s • .r') E CLJb;. U ílCb¡ n P¡)). 
; O'fri5j 

Dicho de olra fonna. 

ílCb;.P,) s:; CUb;. U ílCb;nP¡)). 
' ' 0'5li'S,.j 

Caso 2a. 3k (s • .r') r/. h1.o sea. (s . .r') e b1. Por 3.58. (s . .r') e íl;s1 b, nP; y. por 
(38). 

(s.s') E CLJb;. U ílCb¡nP¡)). 
; 0$.i i$.j 

Ahora veamos la inclusión opucsr.'L Sea (s • .r') E (U; b;.Uis;íl;s¡(b¡ n P¡)). 
Caso lb. Supongamos que Vi (.r • .r') E b;. En esre caso. (37) hace obvio que 

CU;b;.Uos;íl;s;Cb¡ nP,)) s:; íl;(b;.P;). 
Caso 2b. 3k (s • .r') r/. b1. En consecuencia. (s,.r') r/. íl; b;. Por la hipólesis y por 

(38) se deduce que 
(s,s') E U ílCb¡ nP¡). 

0$ii$j 

Enesrecaso.debe exislirunam la! que (s • .r') e (b¡nP¡)sim:::; j. Por inducción 
a panir de m se obrendrá la inclusión de derecha a izquierda del reorema 

Sea m = O. Entonces 

(s.s') E ílCb¡ n P¡) s:; íl P¡. 
O~j O~ 

Por (37}, 
CLJb;, U ílCb¡ n P¡}} s:; ílCb;,P;}. 

i 0$.ii$.j i 

Sigue el ca!O de m-1.que tiene dos posibilidades: (s • .r') r/. b,,,_ 1 y el conlrario. 
En el primero, se tiene que (s • .r') e b,,,_1, Por 3.58. (s • .r'} e íl;sm-I b;. De esre 
hecho se sigue que 

(s,s') E íl (b;,P¡}. 
i$m-I 
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Pero3.58dicequeb.,_,np., !;;; b.,_1P.,_1 yb.,_1 !;;; b.,.Así.por(37)seconcluye 
que 

(s.s') E íl (b,.P,). 
i'S.m 

Supogamos ahora que (s.s') E b,.+ Entonces. (s.s') E íl;~m-1· Por hipótesis 
y por (37). se obtiene 

(s.s') E LJ ílCb¡nP1>. 
O~iiSj 

En otras palabras. 
(s.s') E íl (b;nP,). 

i~m-1 

Pero. por 3.58. b.,_1 n P,. !;;; bm-1 n Pm-1 y b.,_1 !;;; b.,. De este modo. 

(s.s') E íl (b; n P;). 

con lo que se completa la inducción y se demuestra que 

(LJb;. LJ ílCb¡nP1ll !;;; íl(b;.P;) • 0$ii$j ; 

Teorema 3.60. Sea (b.P) un programa de 'l. Entonces. b !;;; P: U. 

Demostració11. Se sabe que (b.P) es una relación total y, entonces, (b,P): U= U. 
Ahora. por definición y 1.11. 

(hu U); U= Ch: U)U(P; U). 

Como ii es una condición. se obtiene 

iiu(P;U). 

Y por 1.4 se llega a la conclusión_ deseada. • 
Los teoremas 3.54-3.55 demuestran que todos los elementos de 9', definidos 

en los incisos 1-4 de la subsección 3.4.4. se pueden definir dentro de VDM. El 
teorema 3.60 establece que la condición b de una especificación (b,P) está en 
el dominio de P: asl se evita la situación indeseable de que en algunos casos se 
cumpla la condición by P no sepa qué hacer. 3.61. a su vez. nos dice cuál es la 
precondición más débil de las especificaciones de VDM: 
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Teorema 3.ól. (b.P) \(c. Q) =((c. Ql: U.b\iiu (p \ (c.Q))). 

Derrwstración. • 
Teorema 3.62. Existe una especificación equivalente en VDM para toda especifi­
cación posible. 

Derrwstración. Sea S una especificación. Se quiere demostrar que existen b y R 
tales que l/P(P e <J. :} (P ~ (b, R) ~ P ~ S)). 

Definamos el conjunto 

<:i(S) = {(c.P>!(c,P) E 'il A (c,P) ~ S}. 

A su vez. sean b = íl{c 1 (e, P) E 9:(S)} y R = U{P 1 (c.P) E 9:(S)}. Eviden-
temente. 

(b.R) = LJ(<c.P) i(c.P) E <;Í(Sl} ~S. 

y.entonces. si Q ~ (b,P) entonces Q ~S. 
Ahora, sea Q e 'l y Q ~ S. Entonces Q E 'il(S) y Q ~ (b. R). • 
De esta forma. la "traducción" de 91 a VDM evita las referencias explícitas 

al estado de no terminación. cuya naturaleza es bastante anificial. Asimismo. los 
instrumentos desarrollados en VDM podrían retomarse para los progrumas que se 
escriban en 2.4 

J.6 Conclusiones 

Algunas de las vinudes de la preespecificación más débil han quedado claras a 
lo largo de este capítulo. Entre sus cualidades están la claridad y la gran capa­
ci<lad para varias expresar ideas subyacentes en la semántica de los lenguajes 
de programación. En buena medida. esto se debe a su estrecha relación con el 
cálculo de relaciones. que se distingue precisamente por su simplicidad y poder. 
Pero. además. la integración casi directa de las nociones de recursión contribuye 
a ampliar el alcance del lenguaje Q, 

• El trabajo realizado alrededor de VDM ho llegodo a un punto de desanollo muy avanzodo. 
Con respecto a VDM. puede consultane Bj0mer y Iones [ 1982). 
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Por otra parte. la prcespecificación más débil también es lo suficientemente 
flexible para que. a panir de ella. se tienda un puente a otros puntos de vista sobre 
la semántica En la sección anterior se expuso como se pueden ••transfonnar" las 
relaciones pertenecientes a 'J en especificaciones de VDM. 

Aunque no se dio ningún ejemplo al respecto. el lector podría estar de acuerdo 
en que no parece muy difícil utilizar la preespecificación más débil como una 
base para consuuir programas correctos y demostr.irlos. Además. el tratamiento 
matemáticamente homogéneo de las especificaciones y los programa~ pennite 
que se facilite el subdividir las tareas durante la elabomción de un programa: una 
tarea puede ser un programa particular ya elabomdo o una especificación de un 
programa no escrito aún. En ambos casos. los .. objetos .. matemáticos considemdos 
son los mismos. a !"-t'ber. relaciones. 

En resumen. s~ trata de una herramienta de gran poder. claridad y utilidad 
práctica en la construcción de lenguajes y programas confiables. 



APÉNDICE: 
ALGUNOS CONCEPTOS DE LA LÓGICA 

A.l Proposiciones 

La parte más elemental de la lógica es el cálculo de proposiciones. Una proposición 
es una variable de tipo booleano (o una expresión construida a partir de variables 
booleanas). es decir. una variable que puede tener el valor verdadero (V) o falso 
(f).1 Los valores V y F se conocen genéricamente como valores de verdad. 

Al igual que en los lenguajes de programación. las proposiciones. al ser varia­
bles. estarán representadas por identificadores. Se usarán las letras p. q y r para 
identificadores de proposiciones y nos referiremos a ellas indistintamente como 
idemilicadores o proposiciones. 

La lógica no se interesa por la verdad de los hechos a los que se refieren las 
proposiones. Por ejemplo. para la lógica es irrelevante que la variable p represente 
la oración "La nieve es blanca" o la oración "La luz viaja a 300 mil km por hora". 
La lógica se preocupa más bien por cómo afecta la estructura de las oraciones su 
valor de verdad. 

Las proposiciones se pueden combinar por medio de conectivas lógicas para 
fonnar proposiciones más complejas. Las conectivas lógicas empleadas son: no 
(negación). y (conjunción). o (disyunción). si .•. entonces (condicional) •... si y 
sólo si .•• (bicondicional). simbolizadas por..,, A, v. ~ y #,respectivamente. El 

1 En este trabajo se usarán Jos 1énninos "proposición .. y .. oración" como sinóniroos, aunque 
en algunos l<xlos de lógica (esp<cialmenle tos relacionados con problemas mosóficos) no lo son. 
"Enunciado" se reservará para las consttuccion<s propias de un lenguaje de programación. 
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uso de estas conectiva.~ (y el conjunto de expresiones de este knguaje) se puL'llc 
estabk-ccr de manera recursiva: 

l. Los identificadores p. q. r. p1• q1• r 1 ••••• son proposiciones. 

2. Si Pes una proposición. entonces ~P es una proposición. 

3. Si P y Q son proposiciones. entonces P /\ Q. P v Q. P => Q y P <=> Q son 
proposiciones. 

4. Una expresión es una proposición sólo si puede demostrarse que lo es por 
medio de la.~ reglas 1-3. 

Una proposición en la que aparece un sólo identificador sin ninguna conectiva 
lógica es una proposición simple. Una proposición en la que aparecen conectivas 
es una proposirión compuesca. 

Se pueden construir oraciones aún m.'1s complejas sí se utilizan varias conec· 
tivas: por ejemplo. (p /\ ql => r significa "Si p y q. entonces r". Los parélllesis se 
usan para eliminarlas ambigiledades en ta interpretación: a diferencia del ejemplo 
anterior, p /\ (q => r) significa .. p y si q. entonces r", 

El valor de verdad de una proposición compuesta depende de los valores de 
verdad de sus componentes. Como una oración puede tener dos valores de verdad. 
si una oración compuesta tiene tt componentes simples. hay 2" combinaciones 
posibles de valores de verdad de los componentes. Para evaluar una proposición 
compuesia se puede recurrir a una tabla de 1·erdad. En una tabla de verdad hay una 
colwnna por cada proposición simple que aparece en la proposición evaluada y 
una por cada conecliva. Cada renglón indica una combinación distinta de valores 
de verdad de los componentes. Las tablas de verdad de las oraciones formadas 
con las conectivas mencionadas anteriormente son las siguientes: 

V 
F 
F 

F 
V 
F 

pl\q 
V 
F 
F 
F 

p 
V 
V 
F 
F 

q 

F 
V 
F 

pVq 

V 
V 
F 



ALClt ~os COSCEl'TUS !JE u ux;irA 

V 
F 
F 

F 
V 
F 

~ 
i: 1 ~ 

P""q 

F 
V 
V 

p 
V 
V 
F 
F 

q 
V 
F 
V 
F 

p~q 

F 
F 
V 

(()3 

Para la lógica. estas lablas definen por completo el componamiento de las 
conectivas y. en consecuencia, se puede prescindir tranquilamente de cualquier 
interpretación intuitiva asociada a éstas. 

Cuando se tiene una oración con más de una conectiva se calcula primero el · 
valor de los componentes más simples y se continúa con el de los más complejos. 
hasta llegar al valor de toda la oración. 

Una 1au10/o¡¡la es una oración cuyo único valor posible es V. Por ejemplo, la 
labla de verdad de la lautolog!a .,p V p es: 

p , ., p V p 

Una contradicción es una oración cuyo único valor de verdad posible es F. 
Considérese ahora .,P 11 p: 

V F F 
F V F 

Un argumento es un conjunto de oraciones divido en premisas y conclusión, 
Un argumento t!pico es: 

a) Todos los hombres son monales. 

b) Sócrates era hombre. 

c) Sócrates era mona!. 
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Aquí a) y b) son la~ premisas y c) la conclusión. Un argumento es 1·álido cuando no 
puede ocurrir simultáneamente que las premisas sean vcrdadcr.is y la conclusión 
íalsa. Por ejemplo. el argumento con premisas p => q y p y conclusión q es válido 
y esto se representa a.~í: p => q. p 1- q. 

Un método mecáncio de verificar que un argumento es válido es éste: sean 
Pt• p2 •.••• p. la~ premisas del argumento y scaq su conclusión. El argumento es 
válido si y sólo si la oración (Pt /\ P2 /\···/\p.)=> q es una tautología. 

Tod:l~ las tautología. al igual que todos los argumentos válidos. son teoremas 
en lógica. Ya se vio un método para verificar las ttutologfrl~: h~ tablas de verdad. 
En los textos de lógica se dice que este método es de naturaleza scmántica. l pues 
recurre a los conceptos de verdad y íalsedad. El otro método. en cambio. procede 
de esta fonna. Hay un conjunto finito de tautologías llamadas axiomas. A panir 
de estos axioma~ y de ciertas reglas de deducción se producen otras oraciones. 
Estas oraciones son también teoremas (y. por añadidura. tautologías). La regla de 
deducción más usada es el modus ponens. que pcnnite deducir la oración q de las 
oraciones p => q y p. 

Para demostrar que un argwnento es válido. se toman como hipó/e sis sus pre­
misas y. entonces. se debe poder deducir la conclusión del argwncnto. El teorema 
que se demuestm en este caso. como yasc dijo. tiene la fonna (Pt llp¡ll· · ·flp.)=>q. 

Este segundo método se conoce como método axiomático y se dice que es de 
naturaleza sint.·\ctica. pues no se hace mención de los valores de verdad de las 
oraciones. 3 Para erectos prácticos. ambos métodos son equivalentes. 

A continuación se presenta. sin demostración.• una lista de teoremas: 

l. Tamo/ogías 1•arias 

A.l Ley del tercio excluso: p V ~p. 

A.2 Ley de no contradicción: ~(p /\ ~p). 

A.3 [A.41 (p => r) => ((p /\ q) => (r A q)). 

A.4 [A.IS] ((p => q) 11 ( ~p => q}) => q. 

2 En este contexto. S<mánlica tiene un significado muy distinto al que se expuso en la Intro­
ducción. 

l Aquí el término sintaXis tiene un significado más amplio quo en lo Introducción. 
4 No hoy texto de lógica que no los d.:muestre. 
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2. Equil'alencias 

La importancia de las equivalencias es que si. por ejemplo.a <*bes una tautología. 
al sustitur a por ben una oración como (a V p) ~ r la oración resultante. a saber 
(b V p) ~ r. tiene el mismo valor de verdad que la original. 
A.5 Doble negación: --.--.p *>p. 

A.6 Leyes de idempotencia: (p V p) <* p y (p /\ p) <*p. 

A.7 [A. I] Equfralenda entre condiciona/ .v disyunción: (p ~ q) ~ (-.p v q). 

A.R Ley de e.rporradú11: (AJI ((p /\ q) ~ r) <* (p ~ (q ~ r)). 

A.9 (A.51 ((p /\ q) ~ (p /\ r)) *> ((p /\ q) ~ r). 

A.10 [A.8] Leyes de distributil'idad: (p /\ (q V r)) <* ((p A q) V (p /\ r)) y (p V 
(q /\ r)) <* ((p V q) /\ (p V r)). 

A.11 (A.16] Leyes de Margan: -.(p /\ q) ~ (-.p V -.q) y -.(p V q) <* (-.p /\ --.q). 

A.12 [A.9] ((p V q) ~ r) <* ((p ~ r) /\ (q ~ r)). 

A.13 [A.11] Ley de trasposición: (p ~ q) ~ (-.q ~ --.p). 

3. Argumentos 

Recuérdese que si Pt. p1 ..... Pn 1- q. entonces (P1 /\ p¡ /\ · .. /\ Pnl ~ q es una 
tautología. y viceversa. 
A.14 [A.121 Silogismo dis.vuntil'o: (p V q). -.p 1- q 
A.15 [A.14] Conjunción: p.q 1- p /\ q. 

A.16 [A.13] Separación: p /\ q 1- p. 

A.17 Adición: p 1- p V q. 

A.2 Cálculo de predicados1 

El cálculo de proposiciones es una teoría que carece del poder suficiente para 
demostrnr argumemos tan elementales como el que se presentó en la sección 
anterior sobre Sócrates. La razón es que dicho argumento se basa en la relación 

1 La primera parte do esia mción se basa parcialmente en el capítulo 2do Mendetson (196-1). 
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entre la~ partes de las oraciones que lo forman y el cálculo de proposiciones 
solamente loma en cuenla la relación enlre ~IS oraciones. El cáltulo de predicados 
permi1e sortear esra dilicullad. 

Un predicado 1ípico es la relación '<'. En la expresión 'x < y', '< · relaciona 
las variablesx y y. Los predicados pueden re~1cionar una variable o n variables. Sea 
P1(x.~·. zl una fónnula que represcnla la expresión x +y < z. P3 es un predicado 
triádico. En general. sea P" un predicado n·ádico. 

Las rariables indil"idua/es son las letra~ que aparecen en los predicados. como 
x. y. z. xi. yi. e1c. La~ consrantes individuales son la~ lelra~ como a. a 1• a¡, .... 
que tienen un valor que no cambia. f" es una función con n argumemos cuyo valor 
es una constanle individual. Un lérmino es una de las siguienles expresiones: 

a) Las variables y las constanles individuales son lérminos. 
b) Sean f" una función y I¡, 12 ••••• 1. lérminos. Enlonces. j"(l1, l2 ••••• 1.) es 

un lérmino. 

Las fórmulas del cálculo de predicados. como las del cálculo de proposiciones. 
se pueden definir también de manera recursiva: 

l. Sean P" un predicado y 11.12 ..... 1. términos. Enlonces. P"(l1ol2 ..... 1.) es 
una fónnula arómica. 

2. Las fónnulas alómicas son fórmulas del cálculo de predicados. 
3. Si P y Q son fórmulas. -.P. P V Q. P /\ Q. P => Q y P ~ Q son fórmulas. 
4, Si Pes una fónnula. Vx(P) y 3.x(P) son fórmulas. Los símbolos V y 3 se llaman 

cuantificador universa/ y cuantificador existencial. respectivarnenle. 

S. Una expresión es una fórmula si es posible construirla a panir de las reglas 
1-4. 

La inlerpreración de los cuanlificadores es muy simple. En la fórmula 'v'x(P) 
se afirma que, para todo x. vale que P. En la fórmula 3x(P) se dice que exis1e 
al menos un valor de x tal que P. Los cuan1ificadores se pueden definir uno en 
función de otro y la regla de equivalencia es la siguien1e: Vx(P) <$ -.(3.x( -.P)). 

Sea 'v'x(P) una fómlula. El alcance del cuantificador de la variable x en esra 
expresión es la fórmula P. La aparición de una variable x en una fórmula eslá 
ligada si y sólo si x es la variable de un cuantificador o x eslá den1ro del alcance 
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de un cuamificador que la califica. Si la aparición de una variable no está ligada. 
enlonces es libre. Por ejemplo. en (x < )')A '1'x3y(x + z = S). la primera aparición 
de x es libre. mientras que la segunda y la tercera están ligad.'l~. y aparece libre 
primero y después ligada. Los términos también pueden estar libres o ligados pam 
una variable. Por ejemplo. sea r el 1érmino x + 1 y sea P la fórmula \tx(x < )'}. 
En este caso. 1 no es lihre para y en P. pues la sustitución de y por r nos da 
la expresión '1'x(x < x + 1). cuyo significado es nidicalmenre distinto del de la 
expresión original. En el caso general. un término r es libre para la variable y 
en la expresión P si ninguna aparición libre de y en P está en el alcance de un 
cuamificador de la forma 'Vx o 3x. donde x es cualquier variable que aparezca en 1. 

Sean E una fórmula. r un término y x una variable individual. La noL1ción 
E: significa que se han sustituido !odas las ocurrencias libres de x por el término 
t. Este proceso se conoce como sustitución texrual. Por ejemplo. (x < Yri:-ai = 
(z - a) < y. pues en la expresión x < y la variable x aparece libre y. enronces. se 
debe sustituir por el término;: - a. 

También se pueden hacer cambios de variables ligad.'IS por otras variables 
individuales. En este caso. se cambian !odas las apariciones de una variable ligada 
por una sola variable nueva. es decir. Ul41 variable que no aparezca en el alcance 
del cuantificador de la variable que se está susriruyendo. 

La fórmula x < y no es verdadera ni falsa. pues su valor de verdad depende 
del valor que tomen las variables x y y. Algunos valores la hacen verdadera si las 
variables x y y se susli luyen por ellos. como cuando x se cambia por 1 y )" por 2. 
En este caso. se dice que 1 y 2 satisfacen la expresión x < y. Una fórmula del 
cálculo de predicados es verdadem cuando L1 satisfacen lodos los valores posibles 
para sus variables. Si una fórmula no es satisfecha por ningún valor posible es 
falsa. Por ejemplo, x · O = O es verdadem, ya que lodos los valores posibles de x 
la satisfacen. En cambio. x · O = 1 es falsa. (Como se puede apreciar. una gran 
cantidad de fónnulas del cálculo de predicados no son ni verdaderas ni falsas.) 

Es imposible demostrar que una fórmula es venladera por inspección de los 
valores que pueden tener sus variables. Por 1a1110. hay que desechar las demosua­
ciones scmáruicas (por tablas de verdad) para el cálculo de predicados y quedarse 
sólo con las demostraciones sintácticas. No obstanlc. las reglas de deducción del 
cálculo de proposiciones y sus teoremas siguen siendo válidos. Los siguientes 
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son algunas reglas de deducción y algunos rutiomas particulares del cálculo de 
predicados.6 

A.18 Sean P(x) es una fónnula y t un lénnino libre para x en P(x). Entonces. 
(\lxP(x)) => P(I) . 

A.19 (Vx(P => Q)J => (P => VxQ). siempre y cuando P no contenga apariciones 
libres de x. 

A.20 Re¡¡la de generali:ación. De la fónnula P se puede deducir Vx(P). 

A.21 Regla de particulari:ació11. Si 1 es~'Ílibre para x en P(x). entonces VxP(x) 1-
P(t). 

A.22 Regla de generali:ación existencial. Si t está libre para x en P(x). entonces 
P(I) 1- 3x P(x). Ademá.~. de P(x) se deduce que 3x P(x). 

El siguiente enunciado se tomó como una definición posible de 3 en función 
de V: 

A.23 Vx(P) ~ -.(3x(-.P)) 

Nuevamente. ésta es una lista de teoremas sin demostrar: 7 

A.24 VxVy(P) => VyVx(P). 

A.25 [A.101 P. (\IX P) => Q 1- (VxQ). 

A.26 (Vx(P => Q)) ~ (P => (\IX Q)). 

A.27 (\lx(P => Q)) ~ ((3.tP) => QJ. 
A.28 ('ú(P => Q)) => (Vx P => Vx Q). 

A.29 (Vx(P => Q)) => (3.t P => 3x Q). 

A.30 (ú(P 11 Q)) ~ <:Vx P 11 't/x Q). 

A.31 (t/x P) => (3.t P). 

A.32 [A.6] Distributividad de la sustitución textual: Sean P y Q fónnulas y t un 
ténnino. Entonces (P: 11 Q:) ~ (P 11 Q>:. 

6 En sentido cstriclo, son a>.ionus y reglas de deducción en una vmión del calculo de 
predicados. 

1 Para las dcll'álstraciones de casi lodos puedo consullane el capí1ulo 2 de Menddson [ 1964J. 
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