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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene por objetivo, analizar la construccién de un tipo
muy especifico de Integrales (Medidas), aquellas que se definen en Estruc-
turas de Grupo, a las que se dotard de una topologfa especifica, analizando
las propiedades que satisface, asf como las caracterizaciones que se le pueden
dar.

La idea de construir Integrales en Grupos, es basicamente, la de encon-
trar una forma de Integrar que sea invariante bajo la operacién del Grupo,
en el sentido de que la Integral no cambie bajo las Traslaciones Izquierda o
Derecha, que induce la aplicacién de la operacién grupal.

No lo seiiala el titulo del presente trabajo, pero lo que se verd de In-
tegracién en Grupos Topolégicos Localmente Compactos y Hausdorfl, es
solamente un bosquejo de toda la teorfa que se puede desarrollar a partir
de éstas ideas, y aun los temas que se incluyen pueden ser extendidos y
complementarse con otras teorias mas complicadas; se dara en la medida de
lo posible, las referencias donde se puede localizar las extenciones de dichos
temas, asf como los libros donde se pueden encontrar las demostraciones de
los teoremas, que debido a lo complicado y large de los mismos, se omiten
del trabajo, pero se consideran basicos en el desarrollo posterior de la Inte-
gracién en Grupos Topolégicos Localmente Compactos y Hausdorfl.

La notacién que se utilizard en el presente trabajo; aunque no se especi-
fiquen las propiedades de dichos espacios, es la siguiente :

C(0) = {f:B—~C : [ es continua},
C(B) = {fe€L(D): Sop(f) es compacta},
donde Sop(f)={z €U : f(z)#0)}.
CHL) = {felV): f20}

El objetivo principal es una expresién de la forma :

/deu V[ eC.
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Capitulo 1

NOCIONES DE GRUPOS
TOPOLOGICOS

1.1 Grupos Topoligicos

Definicidn 1.1.1 Un grupo lopoldgico U es una pareja formada por un
grupe G y un espacio topologico Hausdorff X :

U=(GX)
tales que satisfacen las siguientes propiedades:

i) El conjunto de puntos del espacio X es el mismo conjunto de elementos
del grupo G.

it) La aplicacidin
T:XxX-=-X

definida per la correspondencia
(2:9) = U(z,y) = 2y},
es un mapeo continuo,
Como consecuencia inmediata de estd definicién se tiene la siguiente

proposicidn :

Proposicién 1.1.1 Sea U=(G,X) una pareja formada por un grupo G y
un espacio topoldgico X tales que satisfacen la siguiente condicicn :

3



4 CapiTuio 1. NOCIONES DE GRUPOS TOPOLOGICOS

&) El conjunto de punios del espacio topoldgico X, es el mismo conjunto de
elementos del grupo G.

Entonces U es un grupo topoldgico st y sdlo si las aplicaciones :

i) P BxT -0
definida por la correspondencia

(z,9) = V{z,y) = 2.
it) ¢: -0
definida por ia correspandencia

T+ Bz) =271,

son mapeos conlinuos.

Demostracion. Supongamos que U es un grupo topoldgico. Sea zp un
punto fijo pero arbitrario de U : zo € U y sea W una vecindad del punto
$(z0) : 2 1 e W. Como exg = xg, donde e es el elemento identidad de!
grupo U. Las hipdtesis implican que existen vecindades U y V de e y z¢
respectivamente : e € {/, 2p € V, tales que

U(e, z0) = exy! = 25! € WU,V) = UV,
es decir,
ryle UVl cw.

En particular,
eVl c W,

entonces V=1 C W. En otras palabras, ®(V) C W, Esto significa que ® es
un mapeo continuo en ol punto 2y € U. Como zp se eligié arbitrariamente
en U, se tiene que  es un mapeo continuo en todo U. Asi, estd demostrada
la propiedad ii).

Para demostrar la propiedad i), observemos que la aplicacién ¥* es la com-
posicién de los mapeos continuos :

G:UxU—-0Ux0

definida por la correspondencia

(z,¥) ~ O(z,y) = (z,37")
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e

V:0xU0-0

definida por la correspondencia

(2,9}~ ¥(z,y) = 2y~
En efecto, calculando :
¥ o O(z,y) = ¥(O(z,¥)) = ¥(z,y ™) = 2(y7) 7" = 2y = V(z,p).

Se obtiene,
LEER A

Reciprocamente, supongamos que las condiciones i) y ii) se satisfacen,
La hipétesis a) asegura i} de la definicién 1.1.1, por tanto sélo basta probar
que la aplicacién ¥ es un mapeo continuo, Para dste propdsito, observemos
que dicha aplicacidn es la composicion de los mapeos continuos © y ¥*. En
efecto, calculando :

" a0(z,y) = €(O(e,y)) = ¥(a,y™") = wy™" = ¥(z,3).

Se obtiene,
Po@ =¥,

Por lo que precede U deviene en un grupo topoldgico. Asi, la proposicién
estd demostrada,

Definicién 1.1.2 Sea X un espacio topolégice. Sea f una aplicacion del

espacio X en si mismo:
f1X—=X

definida por la correspondencic

T f(z)

Se dice que f es un HOMEOMORFISMO si f satisface ;
i) I es biyeccion.

i) f, F~} son mapeos continuos en el espacio topoldgico X.
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Definicién 1.1.3 Sea G un grupo arbitrario. A tode elemento o del grupo
G se le asocian los siguientes aplicaciones:

T,: G- G
definida por la correspondencia

z - Ty(z) = ox

T::G-G
definida por la correspondencia
z— Tr(z)=zo.

A la aplicacién T, se le nombra la TRASLACION 1zQUIERDA del grupo G
con respecto a o y a la aplicacion T}, se le nombra TRASLACION DERECHA
del grupo G con respecto a 0.

Lema 1.1.1 La traslacidn izquierda y derecha de un grupo G satisfacen las
propiedades:

i) To10y = 15, 0 Tg,.
if) T2, = T3, o T5.

Demostracion. Sea 2 € G un punto fijo pero arbitrario. Calculando :

Toyay(z) = (owo2)z
a1(02z)
Ty, (oa2)
= T5y(Te(z))
= Toy 0 Toy(2),
se obtiene
To105(z) = Toy 0 Top(2).

Como z se eligié arbitrariamente en G|, se tiene demostrado para cada z €
G. Asi, la propiedad i) estd demostrada. Andlogamente se demuestra la
propiedad ii). Asi el lema estd demostrado.
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Lema 1.1.2 La traslacion izquierda y dereche de un grupo G son bigec-
ciones de G en st mismo.
Demostracién, Sean 21,29 € G fijos pero arbitrarios tales que
To(z1) =T,(22) = oz = 003,
Por las leyes de cancelacién del grupo G se tiene que
Ty = I,

Por tanto, T, es inyectiva.

Para probar que T, es suprayectiva, consideremos la ecuacién Tp(z) = 7
para algun 7 € G; entonces ¢z = 7, implica que z = ¢~'r € G. Porlo
tanto, para cada 7 € G existe z € G tal que

To(x) = T,(a"]r)
= o)
= (g0~ Yr

= T’

es decir,
Ts(z) =1

Esto significa que T, es suprayectiva. Por lo que precede T, deviene en una
biyeceién. Andlogamente, se demuestra la traslacion derecha. Asi, el lema
estd demostrado.

El Lema precedente asegura la existencia de las aplicaciones inversas de
las traslaciones izquierda y derecha, a saber:

definida por la correspondencia

z o (To) Hz) = Toa(z) = o7 ta.,

En efecto, calculando:

Ty 0 Tyt = To(Tp-1(2)) = To(0™'2) = (06 e = ez = =,
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se obtiene,
(Ta)"‘l = To-10

Andlogamente, se define y se prucha la traslacidn derecha. Asi, el lema estd
demostrado,

Advertencia: A partir de éste momento cuando se hable de grupos
topolégicos sblo se utilizard la notacion U, refiriéndose al grupo 6 al espa-
cio topoldgico como el grupo subyacente & el espacio subyacente del grupo
topolégico U a menos que se mencione como pareja U = (G, X).

Teorema 1.1.1 Sea U un grupo lopoldyico. Las traslaciones izquierda y
derecha definidgs sobre U son HOMEOMORFISMOS de U en st mismo.

Demostracién, A la luz del lema 1.1.2 sélo es suficiente probar que
tanto la traslacién izquierda y derecha son mapeos continuos en el espacio
topoldgico subyacente al grupo topoligico U. En efecto, sea 29 € U un punto
fijo pero arbitrario y sea W una vecindad del punto Ty(zg) : oxg € W,
Como U es un grupo topoldgico, la aplicacidn W*, proposicién 1.1.1 i), es
un mapeo continuo, Por consiguiente, existen vecindades U y V de o y xo
respectivamente: ¢ € U, 2g € V, tales que

oz € YUV =UV C W,
es decir,
org e UV C W,
En particular,
oV oW,
es decir,
T,(Vy=eV CW,

esto significa que T, es continua en ¢l punto zg € U, Como xp se eligié
arbitrartamente en U, se tiene demostrado que Ja traslacién izquierda es un
mapec continuo en U.

Sea yo € U un punto fijo pero arbitrasio y sea W una vecindad del punto
Ta(yo) : oo € W. Como U es un grupo topoldgico, la aplicacién ¥~ es
un mapeo contineo, Por consiguiente, existen vecindades Uy V de gy ¢
respectivamente : gy € U, o € V tales que

wpo €UV =UVCW
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es decir,
woe UV ew

En particular,
UoC W,

es decir,
() =UacCW,

esto significa que 7.r es continua en e] punto yp € U, Como yp se eligid arbi-
trariamente en U, se tiene demostrado que la traslacién derecha es un mapeo
continuo en U, Asi, se tiene demostrado que Ty ¥ T son mapeos continuos.
Es obvio que los mapeos inversos son tambien continuos, por tanto, Ty ¥y
T, devienen en homeomorfismos de U en s{ mismo. Asi, el teorema estd
demostrado.

Observacién: Sea U un grupo topoldgico. Sea ¢ € U el elemento
identidad del grupo subyacente al grupo topolédgico ¥ y sea ¢ € U un
punto arbitrario. Como T, es un homecmorfismo, st V' es una vecindad
dee€ U : ec V,entonces T,(V)= oV = {oz : z € V} es una vecindad
de o; o € oV (o = oe).

En general, el hecho de que las fraslaciones izquierda y derecha sean
homeomorfismos, implica que si se conoce la familia completa ¥ de vecin-
dades del elemento identidad e € U, se conocen la familia completa de vecin-
dades de cualquier punto ¢ € U. En efecto, se tiene el siguiente lema;

Lema 1.1.3 Sea U un grupo lopologico y sca o € U un punto arbitrario,
Sea V la familia completa de vecindades del elemento identidad e € U;

V={V CcU:Vesvecindeddee},

Entonces
eV={oV:VeV]

es la familia completu de vecindades del elemento o € U.

Demostracidn. Si 0 € U y V es la familia completa de vecindades del
elemento identidad e € U, entonces

T,(Vy={aV:V eV},
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esla familia completa de vecindades de o € U, pues T, es un homeomorfismo.

Supongamos ahora que U C U es una vecindad de o : o € U, entonces
T,~(0)=0"lo=eco™'U =T, (),

e5 decir,
eco .

Sea V = o™, entonces V € V y esto implica que,
TAV) = To(o™' V) = o(e™*U) = (o™ YU = eU = U,

es decir,

oV =1,

esto implica que
UeaV.

En otras palabras, cualquier subconjunto del grupo topoldgico U que sea
vecindad de o, pertenece a la familia oV, Asi, el lema estd demostrado,
Se puede demostrar un teorema andlogo al anterior utilizando la traslacién
derecha.

Subrayando la afirmacion del lema: Las traslaciones izquierda y derecha,
implican que la totalidad de las vecindades del elemento identidad e € U
determinan la totalidad de las vecindades de cualquier elementa o € U. Este
hecho afirma que, si se conocen las vecindades del elemento identidad e € U,
entonces la topologia subyascente al grupo topolégico U estd completamente
determinada por la familia ¥ del lema.

Sin embargo, la familia V del lema precedente no puede ser dada arbi-
trariamente; estd familia para que pueda determinar la estructura topolégica
de U debe satisfacer ciertas condiciones las cuales estan expresadas en el si-
guiente teorema ;

Teorema 1.1.2 Sea G un grupo arbitrario. Sea V una familia de subconjun-
tos de G tales que cada miembra de lu familia contiene al elemenio identidad
eeG:

V={VCG:eeV}



1.1. Gruros ToroLdGIcos 11

Entonces G es un grupo topoldgico U si y sdlo si la familia V satisface las
condiciones siguientes :

L) SiV, W eV, entonces VW g V.
IL)Y N V={e
Vev

IIL) SiW C G tal que VC W con V €V implica que W e V.,
IV.) Para cada V €V, implica que eziste Vi € V tal que ViV1 C V.
VY Vl={VcG:Vlev)=V.

V1.) Sea 0p € G un elemento arbitrario, enlonces

ooVo;! = {oVos! :V eV} =V,

Demostracidn. Supongamos que el grupo 7 es un grupo topolégico U
y sea la familia V, la totalidad de las vecindades del elementoidentidad e € U.

Sean V,W € V. Por definicidn de vecindad existen conjuntos abiertos
V!, W' tales que
eeV'CcV,ee W W,

esto implica que,
ecV'nW cvnw,

lo cual a su vez implica que V NW es vecindad dee € U: VN W € V. Asi,
I, estd demostrado.

Supongamos que existe
TE n v,
Vev
tal que,

r#e

Como la topologia subyacente al grupo topoldgico U satisface el axioma de
Hausdorff, se tiene que existen vecindades ¥}, V5 de z,e respectivamente:
z €V, e € Vycon ViNVz = . Estoimplica que existe una vecindad V2 € V
tal que = ¢ V5. Esto contradice la eleccion dela z. Asi, II. estd demostrado.
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Sea W C G tal que existe V € V con la proptedad de que V ¢ W, es
decir e € V C W, Por definicién de vecindad existe un conjunto abierto U
tal quee € U C V C W, esto implica que e € U C W, esto significa que W
es vecindad de e: W € V. Asi, I1I. estd demostrado.

Sea V € V, es decir e € V' y tambien ee € V. Como U es un grupo
toplelégico, la aplicacién ¥* es un mapeo continuo. As{, existen vecindades
W1, Wz del elemento identidad e € U: Wy, Wi € V, tal que

U*(e,e) = ec € Wil¥o = U*(W,Wa) C V.
Si definimos V; = Wy N W,, entonces calculando
wt(VI’VI) = VIVI C Va

es decir,
whcv

Asi, IV, estd demostrado.

Sea V € V=1, Por definicién de la familia V=1, V=1 € V, esto implica
que e € V1. Como U es un grupo topolégico, la aplicacién @ es un mapeo
continuo. Fntonces, por un lado,

Ble)= et e (V)= 9(VY,

es decir, e = e~! € V; por otro lado, existe una vecindad Vg del elemento
identidad ¢: V5 €V, tal que

e=eled(Vp) =V cv,

es decir VD"I C V-1, esto implica que Vo C V, Por la propiedad III. se tiene
que V € V. Por lo tanto,
vlcw.

Reciprocamente, sea V' € V. Por hipétesis, la aplicacién @ es un mapeo
continuo, por tanto existe una vecindad V5 del elemento identidad e € U :
Vo € V, tal que

el ed()=15" Y,

es decir,
eyl ay,
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esto implica que,

VoCcVL
Por la propiedad IIL. V= € V. Por definicién de la familia V1 se tiene que
Veyl
Por lo tanto,
ycv,
Por lo que precede,
yl=vy,

As{, V. estd demostrado.
Observemos primero que el lema 1.1.3 afirma que: Si oy € U, entonces
podemos escribir :

ooV = {UCU : U esvecindad de og} = {aoV : V €V}

Sea
V € agVoy L

Por definicion, existe una vecindad Vj € V, tal que
V= D'DVIUEI = Vag = o0g¥,
esto significa que, Vg es una vecindad de a5 y por lo tanto V € V. Asi,
apVey ' C V.

Reciprocamente, sea V € V. Considerando ¢l homeomorfisme derecho Ty,
y caleulando :
T5,(V) = Vay,

se obtiene que,
o9 € VG'Q,

esto significa que Vg es vecindad de o :
Vay € opV.
Por definicién, existe una vecindad Vi € V, tal que,

Vap=opl; = V= Govlo‘al.
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Por consiguiente,

V € ogVay !
Por lo tanto, Y

vc agVao'l.
Por lo que precede,

aVay L=y,

Asi, VI, estd demostrado.

Reciprocamente, sea G un grupo arbitrario y sea ¥ una familia de sub-
conjuntos de G la cual satisface las condiciones I, II ,..., V1. Consideremos la
Tamilia I/ de subconjuntos U de G tales que para cada ¢ € U existe V € V
tal que oV C U:

U={UCG:YoelU I VeV lal que oV CU}.

Se afirma que : La familia i define una topologia sobre el grupo G, para
la cual V es la familia de vecindades del elemento identidad ¢ € G.
En efecto, es obvio que €Y. Seaoc € G ysea V € V, como V C G, eslo
implica que oV C oG = G, es decir, ¢V C G, eslo significa que G € U.

Sean Uy, Uz € U. Consideremos o ¢ [/; N Uy, esto implica que o € U;
para i = 1,2, esto implica que existen V; € V, tal que oV; C U; parai = 1,2,
entonces,

eineVa Cc Uinlh,
pero
c¥VineVy = 0’(V1 f Vz),
significa que
aVinVyyc ynt.
Como V; € V para i = 1,2, entonces por la propiedad 1. de la familia V se

tiene que
V=Vinlhew

Por lo tanto, se tiene que ¢V C Uy N U, y esto significa que

Uinls e U.

Sea

{U:‘}iel
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una familia arbitraria de elementos de la familial/ : U; € U paracada i € 1.
Consideremos o € |j U; arbitrario, esto implica que
H3
ot Uios

para algin ¢ € 1, esto implica que existe

Vi €V,
tal que, o¥;, C Uiy, pero,
Ui ¢ U Ui,
el
es decir,
alfl'g C U UI"
el
esto significa que,
U Uiel.
i€l

Asi, a afirmacion estd demostrada.

De ésta manera tenemos definida una topologfa sobre el grupo G, para
la cual U es la familia de los conjuntos abiertos. Ahora, se afirma que la
estructura del grupo G y la del espacio topoldgico U son compatibles, es
decir 1a aplicacidn:

V:GxG-G
definida por la correspondencia
(2,9) > ¥(z,4) = 2y

€5 un mapeo continuo.

En efecto, sea (20, 7o) € G X G un punto fijo pero arbitrario. Sea W una
vecindad del punto ¥{zoyp) : zoyy ' € W. Por definicién de vecindad existe
un conjunto abierto U de G : U € U tal que

zoyy € U C W.
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Por definicién de la familia i, existe V € V, tal que,
ayg'VCcUCW.

La condicién IV. de la familia V, implica que existe V1 € V tal que ViV C V.
La propiedad VI implica que existe V2 € V tal que Vi = poVoyg ! esto
implica que y5 Vi = Voyy!. Calculando

W(zoVo, Vi My0) = zoVa(V{ o)™
= zoVa(ys' Vi)
zo(Vayg ' Wi
= zoyy ViV

se obtiene,
:toy[)']VlVl C :cgyEIV clUcw,

Esto significa que la aplicacién ¥ es continua en el punto {zo,3) € G X G.
Como (zp, yo) se eligié arbitrarianmente en ¢ x ¢ se tiene demostrado que
la aplicacién ¥ es un mapeo continuo para tado punto (z,%) € G X G. Asi,
la afirmacion est4 demostrada y con dlla el teorema. Asi, se tiene la pareja
U = (G,U) la cual por lo que precede, devicne en un grupo topolégico.

Se afirma que la topologia i definida sobre el grupo G satisface el axioma
de Hausdorfl, en efecto tiene la siguiente proposicién :

Proposicion 1.1,2 La topologia definida sobre el grupo G: U, salisface el
azioma de Hausdorff.

Demostracion. Consecuencia inmediata de los siguientes lemas:

Lema 1.1.4 Sea V C U = (G,U). Consideremos el conjunio

U={cel:3V € VialqueaV, C V}.
Entonces U es un conjunto abierlo de G: U € 4.

Demostracion., Sea o € U fijo pero arbitrario. Por definicion de U
existe V; € V tal que ¢V; C V. La condicién IV. de la familia V, implica
que existe Vo € V tal que VoV, C V4, por tanto para cada 7 € V2 se tiene
que 7V, C Vy, entonces arVz C al) C V, es decir orV; C V. Por definicién
de U se ticne que or € U para todo 7 € Vy, por consiguiente eV, C U,
Esto significa que U es vecindad del punto ¢ € U, Como ¢ se eligié arbi-
trariamente en U, se tiene demostrade que U es vecindad de cada uno de
sus puntos y por tanto U es un conjunto abierto: U € U. Asi, el lema estd
demostrado,
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Lema 1.1.5 Para cada 0 € U = (G,U) se tiene que: Ty(U) = U.

Demostracién. Sea T,(U) € T,(U), por definicion To(U) = eU. Sea
T € ol entonces o~ € U, esto implica que existe V € ¥ tal que 6~ ¥7V C
U, lo cual implica que 7V C oU, por definicién o/ € U. Asi, T,(U) C U,
para cada o € U. En particular, para o~ € U, se tiene que T,-1 (i) C U,
esto implica que T, 0 T,-1(U) C T,(U) C U. Por consiguiente, i C T,(U).
Por lo que precede, T,(if) = U. Asi, el lema estd demostrado.

Lema 1.1.8 Para cade 0 € U = (G,U), los conjuntos de la forma oV para
toda V € V, son vecindades de o: oV € U,

Demostracion. Sea ¢ € U un elemento fijo pero arbitrario y sea V € V
fijo pero arbitrario. Se desea probar que oV es un conjunto abierto: ¢V € Y.
Para éste propésito, consideremos el conjunto:

Uo={ceU:3V, e VielquecV; C V}.

De acuerdo con el lema 1.1.4, Uy es un conjunto ablerto: Uy € &, Por
definicion de Up y dado que e € V, se tiene que Uy C V. Por el lema 1.1.5,
se tiene que T,(Up) = U con U € Y. Como T,(Up) C T5(V), entonces
U c T,(V). Ademds, e € Up (ésto se sigue de la definicién de Up); ahora,
T,(Us) = olhy, esta implica que o = oe € ally, por lo tanto ¢ € U C oV
con U € U, esto significa que oV es vecindad de 0. Como o y V se eligieron
arbitrariamente en U y V respectivamente, se tiene demostrado que para
cada o € U y para cada V € V, el conjunto ¢V, es un conjunto abierto:
oV € UY. Asi, el lema estd demostrado.

Demostracién de la proposicién 1.1.2. Sean o, 7 € U dos elementos
distintos fijos pero arbitrarios: o # r, entonces o~ # e. La propiedad II.
de la familia ¥, implica que existe V; € V tal que ™17 ¢ V}. La propiedad
IV. implica que existe V5 € V tal que VoV, C Vj. La propiedad V implica
que V;"1 € V, y, la propiedad 1. implica que Van V5! € V.

Sea

V=tnv L
Se afirma en primer lugar que la vecindad V es simétrica
v=v-L
En efecto, sea

€V = z=y=2" con yeI/Q,Z—IEV{.],
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esto implica que,
cl=y =z con yle Vil ze Ve,

esto implica que,
z e Vyin Vg,

es decir,
leV, = zeVl,

por lo tanto
vevel

La contencién reciproca es aniloga, asi, la afirmacién estd demostrada, Esto
permite aplicar la propiedad 1V. de la familia V, y obtener V € V tal que
VV C W, por consiguiente

vvlch.

En segundo lugar se afirma que :
VaelrV =4,
En efecto, supongamos por un instante lo contrario, es decir, que existe
reVne'ry,
esto implica que
=y=clrz con yeV, 26V = ' =¢lreVVIicHh

Esto contradice el hecho de que o~!r ¢ V). Asi, la segunda afirmacion estd
demosirada.

En tercer lugar se afirma que:
sV nrv =10

En efecto, supongamos por un instante lo contrario, es decir, supongamos
que existe un elemento
zeaVNry,
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entonces
z=oy=rtz con yeV,z€V,

esto implica que y = o172, Por consiguiente,
yevnoelry.

Esto contradice Ja segunda afirmacion,
De esta manera, se pueden elegir conjuntos abiertos Up, Uy : U, Uy € U tal
que

celhCoaV, TeUCtV con UgNU; =0.

Asf, se tiene demostrada la proposicién.

Definicién 1.1.4 Sea X un espacio topolégico. Sea © € X un punto arbi-
trario. Se dird que una subfamilia V' de la familia completa de vecindades
V del punto x es un SISTEMA FUNDAMENTAL DE VECINDADES del punio z,
si para cada vecindad U del punto z: U € V), exisle un elemento V' € V' tal
queze V' cU.

Corolario 1.1.1 Sea U un grupo topoldgico. A la familia completa de vecin-
dades del elemento identidad: V, que satisfacen las propiedades 1, II,...,1V;
le corresponden {as propiedades siguientes, en cualguier sistema fundamental
de vecindades V' del elemento identidad e € U, la cual por definicion es una
subfamilia de la familia V: V' C V y satisface las siguientes condiciones:

I' SiVy €V yV, € V. Entonces existe Vy € V' tal que Vy; CV, N V,.

I N V={e
Vigy

IV’ Si V' € V', entonces existe V; € V' tal que V,V, C V'.
V! S1V! eV, entonces existe Vi € V' tal que VL C V.

VI’ Sia e U y V' eV, enlonces existe VI' €V tal que aVl'a"1 cv.

Demostracion. Sean V,’ , Vz' € V. Por definicién de vecindad, existen
conjuntos abiertos Uy, Uz tales que e € Uy C Vy,e € Uy C V-"', esto implica
que,

echnlhc¥nl,.
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Como U N Uz es un conjunto abierto y por lo tanto una vecindad de e; por
definicién existe

Vs €V talque ecVy c Uil Cc VNV,
por lo tanto .
1 '
V,cvny,.
Ast, I’ estd demostrado.

Por definicién, para cada V € V, existe un elemento V' € V' tal que
e € V' ¢ V, esto implica que,

N VcV={e}
Viewt Vev

esto implica que

ﬂ V' = {e}.

Vlevl
Asi, I’ estd demostrado.
Sea V' € V', Por definicidén e € V' y tambien ee € V', Como U es un

grupo topoldgico, la aplicacién ¥* es un mapeo continuo, esto implica que
existen vecindades Wy, W, € V, tal que,

‘I"(W}, Wh) = W, C 148

Como W), W, € V, existen vecindades WI', W,’ €V, talesquee € Wl' cW
!
y e € Wy C W, esto implica que

e€ W, W,c Wiva C V',

Si defirimos , ) ,
W =W Ny,

se tiene que . .,
RIS AN

Asi, IV’ estd demostrado.

Sea V' € V. Por definicién e € V' y tambien e*! = e € V!, Como U
es un grupo topoldgico, la aplicacidn ¢ es un mapeo continuo, esto implica
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que existe una vecindad V' € V, la cual por la propiedad V de la familia V
se puede elegir como V-1 € V), tal que,

vV,

es decir,
cl=eeVcCV.

Como V=1 € V, por definicién existe V; € V', tal que,
eeVicv,

esto implica que,
e—l =e€ ‘/1—1 C (V—l)—l’

es decir,

Viilcvcev,
por consiguiente
VitV
Asi, V' estd demostrado.
Seac €0y V'€V, Comoe € V', esto implica que
ol=0"teeo” 'V,
es decir,
ole oV,

esto implica que,
e=dlg €a”V',

es decir,
e€o Wi,

esto significa que,
o Weoev.

Por definicién existe V] € V', tal que,
Vl’ Co W,

esto implica que, ,
aVio~lc v,

Asf, VI’ estd demostrado y con ello el corolario,
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1.2 El Espacio Homogéneo

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio topoldgico y Heusdorff dotado de una
relacion binaria ® ~ ” de equivalencia:

i}) z~zVzeX.
ii) g~y y~z Ve, pe X,
iit) 2~y y~z> o2z, Y, 2€ X

Por tanto, el espacio X estd dividido en clases de equivalencia ajenas. Siz €
X, se denotard con el simbolo w(z) a su clase de equivalencia y denotaremos
con el simbolo X[ ~ al conjunto de lodas las clases de equivalencia de X
con respecto a la relacion 7 ~ 7,

Consideremos la aplicacion:

w: X~ X/~
definida por la correspondencia

z e w(z),

es decir, aquella aplicacion que a lodo elemento z € X, le asingne w(z), su
clase de equivalencia médulo ” ~ ”. A esta aplicacién w se le llama MaPEO
CANGNICO, o bien MAPEO NATURAL. Es ficil ver que este mapeo estd bien
definido.

Dotaremos al conjunto X/ ~ de una topologia en el siguicnte lema:

Lema 1.2.1 La familia O de subconjunios U del conjunio X/ ~ tales que
la imagen inversa de U bajo w es un conjunto abierto del espacio X :

O={UCX/~: w(U)esunconjuntoabierto del espacio X }.
Define una topologia T = T(©) sobre el conjunto X/ ~ y, es la topologia

mds fina con respecto a la cual el mapeo candnico w es continuo,

Demostracion, La primera parte del lema es consecuencia inmediata
de las relaciones:
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i) @ (U V)= U=\l

iel i€l
Para toda familia arbitraria {U;}ies de subconjuntos U; € T.

m m
ii) w"l(nl )= .ﬂl w'l(U;).

i= i=
Para toda familia finita {U;}, de subconjuntos U; € T.
iil) w‘l(@):ﬂ,w'l(X/ N): 1Y.

La segunda parte del teorema se demuestra como sigue ; supongamos
que T’ define otra topologia sobre el espacio X/ ~ que hace del mapeo na-
tural @ un mapeo continuo, entonces para todo conjunto abierto U C X/ ~
con respecto ala topologia 7' : U € T, el conjunto @~!(U) es un conjunto
abierto del espacio X, por definicién de la familia 7(0) = T se tiene que
U € 7. Es claro que la aplicacién natural @ es continua cuando al espacio
X/ ~ dele dota de la topologia 7 Asi, estd demostrada la segunda parte
y con ella el lema.

Al conjunto X/ ~ dotado con la topologia 7 del lema se le llamard
Espacio CoCIENTE o EsPACIO DE IDENTIFICACION y su topologfa 7, To-
PoLOGIA CocCIENTE. De acuerdo con esta terminologfa el lema no nos dice
més que el espacio cociente X/ ~ se obtiene dotando al conjunto de las clases
de equivalencia médulo la relacién "~”, de la topologia mds fina, que hace
del mapeo natural

wiX—-X/~

un mapeo continuo,
El lema precedente permite establecer la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.1 Sea X un espacio lopoldgico y sea F un grupo de home-
omorfismos de X en X. Entonces la relacion binaria definida entre los ele-
mentos de X :

z~y<=>3feFtaquey= f(z),

es una relacion de equivalencia y, si denotamos con X | F su correspondienle
espacio cocienle, el mapeo natural:
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w:X - X|F

es continuo y abierto. Si ademds, la grafica de la relacion:

I'={(z,y)eXxX :z~y}

es un conjunio cerrado, entonces el espacio cociente o espacio de identifi-
cacidn X|F satisface el azioma de Hausdorff.

Demostracion. Si denotamos con e el elemento identidad en el grupo
F, entonces z = e(z), es decir, ¢ ~ 2.

Como z ~ y, implica que existe f € F tal que y = f(z) y como f € F,
implica que existe, f~1 €  tal que z = f~!(y), esto implica que y ~ z. Bs
decipz~y = y~a=,

Como z ~ 3, ¥y ~ 2z implica que existe f, g € F tales que y = f(z), z =
g(y) respectivamente; entonces existe

goferF

tal que .
z=g(y) = 9(f(z)) = go f(z),

esto significa que z ~ z.

Por consiguiente, la relacién "~" es una relacion de equivalencia. Como
hemos convenido en denotar con el simbolo X/F al espacio X/ ~ , el lema
1.2,1 nos asegura que el mapeo natural

w: X - X|F

es continuo. Para demostrar que  es un mapeo abierto, consideremos un
conjunto abierto U en X: ¥ C X. Su imagen w(U) serd un abierto, si
se prueba que @~!(w@(U)) es un abierto en X. Para esto consideremos un
punto fijo pero arbitrario

20 € w (w(V)),
por definicién de imagen inversa,

@(zo) € w(U),



1.2, Ei Espacio HoMOGENEO 25

por tanto se puede escribir como
w(zg) = w(y) cony € U,

lo que significa que y ~ zp, por la definicidén de "~%, existe un homeomor-
fismo

f € Ftal que z0 = f(y),
esto implica que
zp € f(U)

y como U es un abierto f{U) también lo es. Se afirma que :
20 € J(U) C @ H{@(U)).

En efecto, si
pe fliU) p=fg)

con g € U, es decir, g ~ p, lo cual implica que

w(q) = w(p)
y como
@(q) € w(U)
esto a su vez implica que
pe o (@(V)).
Por tante
w@(U))

es un conjunto abierto, por definicién de la familia O del lema 1.2.1
w(l)

€5 un conjunto abierto,
Para demostrar la tiltima parte de la proposicién se procede como sigue.
Sean a, B € X/F tal que o # B. Si

a=w(p)yf = wlg)

con p, ¢ € X, entonces p o6 g y habida cuenta de la definicién del conjunto
T', la pareja

(m,y) ¢ r
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y como por hipdtesis este conjunto es cerrado, existen vecindades abiertas
Uy, Uz en X de p y q respectivamente, tales que

(UyxU)nT =40,

Como w es un mapeo abierto w(Uy) y w(Uz) son vecindades abiertas de a
y 8 respectivamente. Se afirma que

=) Nw(lU;) =6

En efecto, supongamos por un instante que esto no sucede, entonces debe
existir por lo menos un elemento

y € w(U) N o(U7),
mismo que se puede escribir como
1= w(r) = o(s),
por tanto r ~ s, Esto significa que
{ne)e (Ui xU)nT
lo cual contradice la eleccion de Uy y Uz, Asi, la proposicion estd demostrada.

Lema 1.2.2 Sea U un grupo lopoldgice y sea H un subgrupo topoldgico ce-
rrado de U : _
H<U, H="H.

Sea F el conjunto de lus traslaciones derechas T} asociadas u tode clemento
o € H. Entonces F deviene en un grupo de automorfismos de U en U.

Demostracién. La asociatividad es una consecuencia inmediata del
lema 1.1.1 1). Para e € H consideremos el homeomarfismo:

T, :6-0
definido por la correspondencia
z = Tir)=ze= 1.
Sea T € F un elemento fijo pero arbitrario. Calculando :

T 0T () = To(z) = 2(e0) = zo = Ty (z) = T, o T{).
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se obtiene,
Tro=T, =T, =T;oT,.

Como T, € F se eligié arbitrariamente, se tiene que el homeomorfismo
T; € F es ¢} homeomorfismo identidad.

La existencia de los elementos inversos ¢s una consecuencia inmediata
del lema 1.1.2. Asi, estd demostrado el lema.

Proposicién 1.2.2 Sca U un grupe topoldgico. Sea H un subgrupo topolo-
gico cermado de U :
H<UG, H=MH.

Sea F el grupo de los traslaciones derechas de U en U asocindos a todo
elemento n € H. La relacion binaria ” ~ 7 definida entre los elementos de

U:
on~T4=raH = TH.

FEs una relacidn de equivalencia. La misma se puede expresar como:

o~ =36 Hialquer = oy
también como:
o~ 73T, € Flaquer = Ty(a)

Demostracién. Es obvio que la relacion ” ~ ” es de equivalencia.
Supongamos que la tercera relacién se cumple :

o~T = AT, € Flal quet =T (o) = a7,

esto iinplica.
th=anh ¥V heH,

como ni € H, entonces
h=gheH, th=0ohy, ¥V heH,

es decir,

TH CoH.

Como * ~ ” es de equivalencia existe

T €F,
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tal que,
T,:_| (T) =0,
es decir,
777_1 =0,
esto implica que
i h=oh

para todo h € H, como 5~ 'h € H, entonces
hi=ntheHyrh =oh

para todo h € M, es decir,
cHCTH.

Por lo que precede

T™H = oM.

Reciprocamente, supongamos que la primera relacién se cumple ;
o~T = dH =1H,
por tanto existen f, iy € H tal que

ohy = th = ahih™! = 7.

Sea
n= hlh-l,
entonces existe
T eF
tal que
T =ohh™! = on = Ty(o),
es decir,

7 =T,(0).

Asi la primera y la tercera relacién son equivalentes. Es obvio que la segunda
es equivalente a la tercera. Asi, la proposicidn estd demostrada.,
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Denotaremos con el simbolo U/H al conjunto de todas las clases de equi-
valencia modulo la relacién ” ~

U/F = U/H.

De acuerdo con la proposicién 1.2.1, el conjunto U/H de las clases de
equivalencia médulo la relacidn de equivalencia” ~ " dotado de la topologfa
cociente deviene en un espacio topolégico y el mapeo natural:

w:U-U/H
que asigna a todo elemento o € U su clase residual w(a) médulo la relacién
” ~ ” s
o — w(o)
es un mapeo continuo y abierto. Como por hipdtesis H es cerrado y el

conjunto :
I'={(o,7)eUxV:on~T}

se puede expresar como

['={(e,7)€UxV:3neHtal quesr = 7}
y como la aplicacion
. Vo, 7) =0 7
es un mapeo continuo; I' es la preimagen de M bajo ¥, :
r=v7'(H)

y por consiguiente I' es cerrado. Por tanto, de acuerdo con la proposicién
1.2.1 el espacio topolégico U/H cs de Hausdor{l. Finalmente como o ~ 7 &
oH = rH & IAne Htalquep=0~'r € H & o= rmiduloM. Las clases
de equivalencia mddulo la relacién ” ~ " no son otra cosa que las clases
residuales izquierdas mddulo # :

w(o) = oH.
Por tanto, al conjunto de las clases residuales médulo H: U/H, el cual
concebido como espacio topolégico se le llama el Espacio COCIENTE DE U
MdpuLo My ala aplicacién de U en 8/H que asigna a todo elemento o € U
su clase residual médulo X : w(e) = oM se denotard :

w:U0-U/H

En resumen, se ha demostrado el siguiente corolario.
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Corolario 1.2.1 SiU es un grupo topoldgico y H es un subgrupo topoldgico
cerrado de U, entonces al conjunto O/H de lus clases residuales de U mddulo
H, se le puede dotar de una estruciura de espacio topolégico de Hausdorff y
el mapeo natural de U en el espacio cocienie de U por H que asigna a todo
elemento o € U su clase residual mddulo H :

w:0~U/H
definida por la correspondencia
o~ w(a)=ocH
es un mapeo conlinuo y abierlo,

Tobo espacto B/H, cONTRUIBO cON UN Grupo Torordetco U Y u
Suscruro Torordaico CERRADO K SE LE LLAMA Espacio HOMOGENEO
pE U POR H.

Proposicion 1.2.3 Sea U un grupo lopolégico Hausdorff. Sea M un sub-
grupo topolégico cerrado de U :

H<U, H=H.
Sea UM el correspondiente espacio homogéneo. Si a toda pareje ordenada
(o,7H) € U x B/H,

se le asigna la clase residual

atHi,
entonces la aplicacion :
A:UxU/H~U/H
definida por la correspondencin
(o,2) = Afo,z) =0z

dende
oz = ow(r) = o(tH) = (o7)H = w(oT).

Esti bien definida y es un mapeo continuo. Ademds satisface las relaciones:
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i) (or)z = o(rz) para tode o,7 € U y para lode x € UfH.
1) ez =uze=x cone €U el elemento identidad y para lodo = € UfH.

Es claro que la aplicacién A estd bien definida.

Demostracién. Sea U un conjunto abierto del espacio G/H fijo pero
arbitrario: U C U/H. Se habra demostrado Ja continuidad de A si se verifica
que el conjunto

A~ ) = {(0,2) € B V/H : Alo,2) =az € U} = Uy,

es un conjunto abierto del espacio producto subyacente al grupo topélogico
producto UxU/H . Encfeclo, sea (ag, zo) € Uy un punto fijo pero arbitrario
con zg = w{n), calculando :

Afoo, o)

i}

Jolo
0’0(1‘07‘{)
(0’07‘0)%

= w(ogro) € U,

n

i

se obtiene, w(og7g) € U, esto implica que

OpTo € w"(U) = V,
es decir, V es vecindad de oprp @ 0g1p € ¥V C U, Como U es un grupo
tapolégico, la aplicacion ¥* es un mapeo continuo, definicién 1.1.1 i), por
tanto existen vecindades abiertas V3, V; en U de op y 7 respectivamente :
oq € Vi, Ty € V3, tales que

W) =nrhcVv

y como @ es up mapeo abierto, el conjunto @(V;) = Uy es un abierto en
U/M que contiene a o, es decir,

zp = w(70) € Ua.

Por consiguiente, ¢l punto {(cg,2q) estd contenido en el conjunto abierto
Vi x Uz del espacio U x U/H :

{o0,20) € V2 X U2 C U X BfH.
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Se afirma que :
VixUsc U

En efecto, sea (0,2) € V1 X U3 fijo pero arbitrario, con z € U, = w(Va), por
tanto, ¢ = w(r) con 7 € V3, esto implica que la pareja

(a,7) € Vi x Vo

lo cual implica que

greVW,cV
y por tanto
war)ew(VyC U
¥y tomo
Me,z) = otH
= o(tH)
= ow(r)
= agx el

esto implica que
(o, x) e AN () =1

y come (o, z) se eligid arbitrariamente en Vi x Us se tiene que
VixUscly

y como (og,z0) € Vi X U con V; x U2 abiertos pues ambos lo son, por
consiguiente Uy es vecindad de (go,20) y éste se eligié arbitrariamente en
Uy, se obtiene que U; es vecindad de cada no de sus puntos y por tanto un
conjunto abierto, asf la aplicacion A deviene en un mapeo continuo.

Para demostrar las relaciones i) y ii) sean o, 7 € U y sea ¢ € U/H.
Calculando:

1

(or)z erw(y)
= (or)YH
= ofr(vH))
o(rm(7))

= a(rz),

i
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se obtiene
(o7)z = o(7z)

y asf, i) estd demostrado. Calculando ahora,
ez = ew(y) = (ey) = w(y) = 2,
se obtiene ez = ze = z y asi, ii) estd demostrada y con ella la proposicién.

Con la terminologia dada anteriormente; la proposicién afirma que : U
OPERA SOBRE EL Esracio HomoGENEO U/H.

Corolario 1.2.2 Sean z, y € U/H dos punios arbitrarios. Entonces exisle
un elemento T € U tal que y = 72 bajo A,

Demostracién. Sea o,y € U tales que y = w(e) con z = w(y). Se
define 7 = oy~!. Calculando

re = 1(7) = w(r7) = w(o) =,
se obtiene y = Tz. Asf, estd demostrado el corolario.
Dicho en otras palabras, U OPera SoBre U/H TRANSITIVAMENTE.
Corolario 1.2.3 Para todo ¢ € U, lu aplicacidn
®,:U0/H—U/H
definida por la correspondencia
z - B,(z)= o
es un homeomeorfismo de U/H en s mismo.
Demostracién. Es facil ver que &, es biyeccién. Como
9,() = Ao, ).

y como A es continuza en ¢ y =z, la misma es continua para ¢-fija. Por
consiguiente, la funcién ®, es continua, Como la aplicacién inversa

(‘iba)-l = (po""l
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es continua para toda ¢ € U, en particular para ¢~! y como

B, 0B,(2) = Boer(Do(2))

= $,-1(0ox)
= oloz

= er

= I

por consiguiente
D,100, =0, 08,1 = Identidad.

Proposicién 1.2.4 Sea Sea U un grupo lopolégico y Hausdor(f. Sea H un
subgrupo cerrado y normal de U :

H<U,H=H y oH = Ho.

Entonces el grupo cociente
U/H

es un grupo lopologico Hausdorf],

Demostracién. Las hipStesis implican que el conjunto de clases de
equivalencia de U : U/M, es un grupo con respecto a la operacién:

$:B/HxUB/H - U/H
definida por la correspondencia
(z,9) = ®(z,y) = 2y = w(o7),
donde z = w(s), y = (7).
Por consiguiente, ¢l mapeo natural :
w:0— U/H
definido por la correspondencia

o~ w(o)=oH
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es un HOMOMORFISMO :
w(a7) = w(o)w(r).
Establecidas estas consideraciones, se afirma que la estructura de espacio
topoldgico y la de grupo son compatibles, es decir, la aplicacién
V:0/HXU/H—-U/H
definida por la correspondencia
(z,9) = U(z,y) = 2y’

s un mapeo continuo. En efecto, Sea (2o, yo) un punto fijo pero arbitrario
del espacio producto cociente U/H x U/H :

(%0, 40) € O/H X BJH.

Sea U una vecindad abierta de punto (2o, 30) : zoyp' € U. Supongamos
que 2o = w@(0p) ¥ Yo = @(7o) con og, 10 € U. Caleulando

235" = w(o0)(@(r0)) ™! = w(ao)w(ry") = @(o0rs ),
se obtiene, zoyy! = w(oory ') € U, esto implica que
¢701-0'1 € w'l(U) CcU,
es decir, w1(U) es vecindad del punto o7y L. Como U es grupo topoldgico,
existen vecindades abiertas Vj, V5 C U de g y 7o respectivamente : g € V4,

70 € V2, tales que
wWylcw ()= V.

Como @ es un mapeo abierlo, los conjuntos w(V;) = Uy, @(V2) = U, son
conjuntos abiertos en el espacio U/H, los cuales son vecindades de 2o y %o
respectivamente : zg9 € Uy, 3y € U y como

w(ViV5!) Cw(V),
es decir,
w(Vi)w(V; ) = iUl c U.
Por otro lado, el subconjunto Uy x Uy C U/H x U/H, es vecindad del punto
(zoyy0) € U/H x U/H : (2o, y0) € U1 x Uz y con la propiedad de que
Y(zo,40) € ¥(Uy, o) = U7 C U.
Esto significa que la aplicacién ¥ es un mapeo continuo. Asf, la afirmacién
estd demostrada y con clla la proposicion.
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Teorema 1.2.1 Sea U un grupo topoldgico y Hausdor(f. Sea H un subgrupo
topoldgico cerrado y normal de U :

H<U, H=H y oH="Ho.
Entonces:
i) S5i U es compacio => U/H es compacto.

ii) §i U es localmente compacto => UM es localmente compacio.

Demostracién, Como el mapeo condnico w es continuo, sobreyectivo
¥, U es compacto por hipétesis, entonces la

I'magen({w) = w(U) = U/H es compacto.
As, estd demostrada la propiedad i),
La propiedad ii) es consecuencia inmediata del siguiente lema:

Lema 1.2.3 Las mismas hipétesis del teorema. Sean U y V dos vecindades
abiertas del elemento identidad e € U lales que
vvlclU = w(V)cm(l)

Demostracién Sea g € ©(V) fijo pero arbitrario y sea g € U tal que
29 = w(ag). Como el conjunto ooV C U es una vecindad del punto ag y
como @ es un mapeo abierto, el conjunto

w(ooV) = w(oo)w(V) = zew(V)

es vecindad abierta del punto 29 € U/H : z¢ € zotw(V), lo cual implica que

zow(VYNw(V)#0.
Sea z € zow(V) Nw(V)
z=w(r) = zew(n)
= w(ry) = w(og)w(r)
= w(oo) = w@(r)w(n))™
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Como w es un homomorfismo, entonces

g = w(ao)
w(n)a(r")
w(rary ),

1]

es decir,
2 = w(rnm ) e (VY1) Cc w(U),
asf zg € w(U). Como z se eligid arbirtariamente en w(V'), se obtiene que

=(V)C (V).

Asi, estd demostrado el lema.

Demostracién ii) del teorema. La hipdtesis implica que, existe una
vecindad abierta U del elemento identidad e € U cuya cerradura U es com-
pacta: ec U cT.

Como U es un grupo topoldgico existe una vecindad V' de e € U, tal que
VV-1c U. Alaluz del lema,

@(V) C w(U) € w(T)

y como el mapeo @ es continuo y U es compacto, esto implica que @w(T) es
un compacto, es decir,
o(V) ¢ o(U) c U/,
esto implica que,
w(V)
es un conjunto compacto. En otras palabras: se ha exhibido una vecindad
abierta

w(V)
del elemento identidad
{ey=HeU/H
cuya cerradura
@(V)

es compacta. Por traslacién, se demuestra que todo punto z € U/ admite
una vecindad cuya cerradura es compacta. Es decir,

U/H
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es localmente compacto. Asi, ¢l teorema estd demostrado.

Sea U un grupo topoldgico localmente compacto. Sea H un subgrupo
cerrado y normal de U:

H<U, H=H y eH=Ho.

Sea U/M el correspondiente espacio homogéneo y sea f una funcién con
valores en un campo K(= IR 6@') definida en el grupo topoldgico U:

[0~ K

constante en todos los elementos de cada clase oH mod’H de U. Con ésta
funcién podemos definir otra funcién f; en el espacio homogéneo U/H y con
valores en K;

f1: 6/~ K

por medio de la correspondencia
z = fi(e) = flo),

donde z = w(o). La funcién asf definida satisface la condicién : En cualquier
otro punto de la misma clase toma cl mismo valor.

Proposicion 1.2.5 Sea Sea U un grupo topoldgico y Hausdorff. Sea H un
subgrupo topoldgico cerrado y normal de U :

H<U, H=H y oH = Ho.

Sea U/ H su correspondiente espacio homogéneo. SeaY un espacio topolégico
arbitrario, Sea
[:U-Y

una aplicacion conslante en los elementos de las clases oM modH de U y
sea la aplicacién :

H:O/H=Y
definida por la correspondencia
e fi(z)= f(o),

donde z = w(o) = oH. Entonces, se satisfacen las propiedades siguientes
propiedades :
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1) Si f es un mapeo continuo = f; es un mapeo continuo,

il) Sif es un mapeo abierlo == fi es un mapeo abierto.

Demostracién. En primer lugar, observemos que el siguiente diagrama :

o/

es conmutativo :
f=how
En efecto, sea ¢ € U fijo pero arbitrario. Calculando :
frow(o) = fi(w(0)) = fi(z) = (o),
se obtiene
frow(o) = f(o).

Como ¢ se eligid arbitrariamente en U, se tiene que, fiow(o) = f(o)Vo € U,
es decir,

Jiow=f.

Asi, la afirmacidn estd demostrada.

Ahora, se demostrard que la aplicacién f; es un mapeo continto. Para
tal efecto, sea U un conjunto abierto en el espacio Y: U C Y. Calculando
la imagen inversa de U/ bajo f y haciendo uso del diagrama :

) = (hom)y ™ (U) == o f7H(V).
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Por hipGtesis et conjunto f~YU), es un abierto en U: f~1(U) C Uy como
el mapeo candnico w es un mapeo abierto, el conjunto w(f~1(U)), es un
conjunto abierto en el espacio homogéneo U/H :

wo f7H{U) CU/H,
y como

wo fTH(U) = (V) = w(@ (T (V) = f7{V),

se obtiene que,
@~ (J(U)) = (V).
Por consiguiente, f7(U) es un conjunto abierto en el espacio U/H,
Como U se eligid arbitrariamente en la familia de los abiertos del espa-

cio Y, se tiene que fi es un mapeo continuo en U/H. Asf, la propiedad i)
estd demostrada.

Ahora, consideremos un conjunto abierto U fijo pero arbitrario del espa-
cio homogéneo U/H : U ¢ U/H. Como el mapeo natural & es continuo,
entonces el conjunto w='(U) es un conjunto abierto en ¥ : w~Y{U) C U.
Como la aplicacion f es abierta, esto implica que

flw™(U))

es un abierto en U/H :
J@ ' (U) C /M.

Pero,

fow™'(U) = fiewow™(U) = filw(@™(U)) = f1(V),

es decir, fi(U) es un abierto cn el espacio topoldgico Y: fi(U) C Y. Como
U se eligié arbitrariamente en 5/H se tiene que f; es abierta, Asf, estd
demostrada la propiedad ji) y con ella la proposicién.

1.3 Continuidad Uniforme

Teorema 1.3.1 LEMA Dt URYSONN Sea X un espacio topoldgico local-
mente compacto y Hausdorff. Sea A un subespacia compacto de X: A C X,
y sea U un conjunto abierto del espacio X tal que A C U. Entonces eziste
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una funcion f definida y continua en el espacio X con valores en el conjunto
{0,1] :
f:X—(0,1]

definida por la correspondencia

1 siz€ A
x*—»f(x)={ 0 S:-ZGUC

Lema 1.3.1 Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff.
Sean
Ul’ UQ-: sery Un

n subconjuntos abiertos del espacio X, tal que

n

Uui=x

i=1
Entonces ezisten n subconjuntos cerrados:

;l-l =4, ZZ = Ay, --'y;{n = An

del espacio X, los cuales satisfacen las siguientes condiciones

iy - Ai C U, para cada, ¢ = 1,2,...,n
ii) X= 0 A;
i=1

Demostracion. Por induccién sobre n, Paran = 1, setiene que X = U
el cual es un conjunto abierto y el lema es trivialmente valido,

Para n = 2, se tiene que, X = U; U Uy, donde Uy, Uz son conjuntos

abiertos, ademds
§=UfnU;

La hip6tesis implica que existen vecindades abiertas Vi y V3 de Uf y U§
respectivamente :

Ui ch, U3Ch,
tales que VNV, =4,
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Sf definimos A4, = Vf, Ay = Vf, entonces se tiene que:

i) Ay C Uh, A; C Uy y son cerrados: Ay = Ay, A2 = 43,

i)

Asi, estd demostrado el lema para n = 2,

A=A VA =VEUVE =0 = X.

FCs

k
Supongamos que el lema es valido paran = k~1. Sea X = |J U;. Como
i=1
k-1
X=(Uuuu,

i=1

reduce el problema para el caso n = 2 ya probado; se tienen que existen
dos subconjuntos cerrados del espacio X: 4 = A, A, = A satisfaciendo las
siguientes condiciones:

k-1

i) Ac U U, ACl.
i=1

ii) X =AU 4.

Si concebimos al conjunto A como un subespacio del espacio X, entonces,
los conjuntos V; = U; N A para toda i = 1,2,...,k — 1 son abiertos relativos
del espacio 4, tales que:

k-1

A= U Vi

=1
Por ser A un subespacio cerrado de un espacio topoldgico localmente com-
pacto y Hausdorff X, A deviene en un subespacio localmente compacto y
Hausdorff. TLa hipétesis de induccién aplicada al subespacio A implica la

existencia de k — 1 cerrados relativos: Aj, Ag,..,Ag-1 del espacio A tales
que satisfacen las condiciones:

i) AiclU; Vi=12,...,k~1; A, C U,

3 k-1
i) Udi= JAdiUde=AUAdr=X.

i=1 i=]
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Asi, estd demostrado el lema para n = & y ésto completa la demostracién
por induccién.

Teorema 1.3.2 TEOREMA DE LA PARTICION DE LA UNIDAD, DIEUDONNE.
Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff. Sea F un
conjunto cerrado de X:

F=FcCX

Sean
Uy, Ug,....,Un,

n conjunios abiertos del espacio X, cuya union salisface la condicion :

n
Fc UU,'.

i=1
Entonces ezisten n funciones h; definidas y continuas sobre X con valores
en el intervalo cerrado [0,1]:

hi: X -{0,1]
definida por las correspondencia
z - hi(z) (1<ign)

Con las siguientes propiedades:

I) f: hi(z) = 1, para todo, x € F.
i=1
II) hi(Uf) = 0, para loda, i = 1,2,..,n.

Demostracién, La demostracion se hace por casos :

CASO L. El conjunto cerrado F concide con el total: F = X,
Sean
Uh U2$ myUm
n conjuntos abiertos del espacio X tales que

n

Uui=x.

=1
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esto significa que, la familia

{U‘}:'l=1
es una cubierta abierta finita, ésto implica que es una cubjerta ablerta
localmente-finita del espacio X.

Sean Ay, As,..., An, 1 conjuntos cerrados cuya existencia asegura el lema
1.3.1 con las propiedades :

i) Ai=AjcU; (1<ign)
n

ii) Udi=X
=t

La propiedad i) significa que la familia :

{A"}:"::l

es un refinamiento cerrado finito de la cubierta y, por lo tanto, es un re-
finamiento cerrado localmente finito del espacio X. Como X es localmente
compacto y Hausdorfl, X es completamente regular, lo cual implica que,
X es regular. De acuerdo con el Teorema de Michael { Teorema 2.3
Capitulo VI [2} ), X deviene en un espacio paracompacto. De acuerde con
el {Teorema 2.2 Capitulo VIII {2] ), todo espacio X paracompacto, es nor-
mal. Porlo tanto, en el presente caso: X deviene en un espacio normal.

Abora, como 4; y U son conjuntos cerrados tales que
AYUF=01<ign

Se tienen satisfechas las hipdtesis del Teorema de la Caracterizacion de
Espacios Normales-Urysohn ( Teorema 4.1 Capitulo VII {2] ). Por lo
tanto, existen n funciones f; definidas y continuas en X con valores en el
intervalo cerrado [0,1}:

fls f?v-'-’ fn :X i [0!1]
definidas por la correspondencia

filg) =1V €A
fi(z)=0Vze UL
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Consideremos ahora las funciones:

hi: X = (0,1)
definidas por la correspondencia
T h.-(:c) = _"_fig_l_
L. fil=)

1=l
para cada ¢ = 1,2,..,n.
Observemos que pata cada indice #, las funciones #; son continuas pues
cada f; lo és, ademds la suma es continua y mayor o igual que uno:

X= L"JA.' = ifu(-’) 21

i=1 i=1

para todo, € X, Calculando ahora:

5 46e)
D The)= S A= =1 Ve
i=i ELY fn) LA
=1 i=1

i) filz)=0, Y zelUf = h(Uf)=0Vi=12.,n
En éste caso el teorema esta demostrado.

CASQ I1. El conjunto cerrado F estd contenido propiamente en el espacio
X:FcX.
Sean
Ulv U27 '-'sUru

n subconjuntos abiertos del espacio X tal que
n
Fc U Ui,
i=1

Si definimos a Uy = F¢, se tiene que Up es un conjunto abierto de X y
ademds

Fur = () U = X,
i=1
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en otras palabras todo se ha reducido al caso I, por consiguiente, existen
funciones
/10, /L],..., hn

definidas y continuas en el espacio X, con valores en el intervalo cerrado [0,1]
y con las propiedades:

i) f%h,-(:v) =1, para toda 2z € F.
i=
i) hi(Ug) = 0, para teda i = 0,1,2,..,n
Desde que ho(U§) = ho(F) = 0, se tiene que :
i)

ii) hi(Uf) = 0, para toda i = 1,2,...,m

hi(z) = 1, para toda z € F.

i

Asi, en éste presente y dltimo caso el teorema estd demostrado.

Sea{ el espacio metrico de los nimeros complejos. La familia de bolas
abiertas con centro en z € €' y radio i:

V= (By()hen

es un sistema fundamental de vecindades del punto 2, esto significa que dada
una vecindad U de z, existe B_L(z) tal quez€ Ba(z)C U.

Se sabe que un mapeo f: d’ —( cs umformen:ente continuo si para
cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que la relacién |z — w| < § implica que
|f(z) - J(w)] <&
Dicho en otras palabras: un mapeo f :@ — ( es uniformemente continuo
si para toda B(0) € V, existe Bs(0) € V tal que para cada pareja
(z,w} €€ X con z—w € Bs(0) implica que f(z)- f(w) € B,(0), donde
V es el sistema fundamental de vecindades del punto 0 €.

Ahora, consideremos para cada B,(0) € V el conjunto:

Ugﬂ(o) ={(z,w) el xC :z-weE B,,(O)}.
En seguida consideremos la familia:

£@) = {Us,(0)} B,jo)ev-
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Se dice que el mapeo f : € — € es uniformemente continuo, si
para cada B,(0) € V existe una B;(0) € V tal que para todo punto

(#w) € Ug,(q) implica que (f(2), f(w)) € Up, o)
A’la familia £() se le llama : EsTRUCTURA UNIFORME DEL GRUPO
TopPoLOGICO ADITIVO DE LOS NiMEROS COMPLEIOS.

Dentro del mismo contexto, consideremos las siguientes definiciones:

Definicién 1.8.1 Sean U y U dos grupos topoldgicos. Sean V = V(U) y
W = W(D) sistemas fundamentales de vecindades del elemento identidad de
e €U ye €U respectivamente. Para cada clemento V € V, consideremos
los conjuntos de parejas:

Iy ={{e,7) €Ux U : 077 V)

Dy={(o,7)eUxU: 7 loeV}

A las familias de conjuntos de parejus:

§1(0) = {Iv}vey

€p(U) = {Dv}vev,

se les llaman
EsSTRUCTURA UNIFORME IZQUIERDA ¥ DERECHA DEL Gruro U .

Andlogamente, para cada elemento W € W, consideremos los conjuntos
de parejas: o
Iy ={(z,w)eTxT : : lwe W)}
Dy ={(zw)€Tx T :w? e W)

A las familias de conjuntos de parejas:

(D) = {Iw}wew

(D) = {Dwwew

se les llaman
EsTrucTuRA UNIFORME [ZQUIERDA Y DERECHA DEL GrUPO U .
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Definicién 1.3.2 Sean U y U dos grupos topoldgices, sean V = V(U) y
W = W(D), sistemas fundamentales de vecindades del elemento identidad
e €U, & € 0 ysean £1(U) y £1(T) sus correspondientes estructuras uniformes
izquierdas (derechas). Se dird que un mapeo ¥ de U en U:

¥:0-0

es UNIFORMEMENTE CONTINUO si para toda W € W existe un elemento
V €V tal quie para toda pareja

($9y) € 1V9

implica que
(Y(z),¥(v) € I,

con respecto a las estructuras uniformes:

(&r(0),&1(B)) 6 (£p(0),6p(T))

Teorema 1.3.3 Sear U y U dos grupos topoldgicos. Sea ¥ un mapeo con-
tinuo de U en U:

‘I’U—»D—

definido por la correspondencia
z— Y(z).
St para cada elemento W € W existe un subconjunto compacto Aw de U:
Aw CU lal que U(Afy) C W.

Entonces ¥ es un mapeo uniformemente continuo con respecto a las parejas
de estrucluras uniformes:

i) (€1(D), &1(D)).
ii) (£1(B), €p(T)).
iii) (¢p(U), €p(D)).

iv) (£p(V), &1(T)).
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Demostracién. En primer lugar, se afirma que :
Para todo punto z € U, existen vecindades del elemento identidad ¢ € U :
Ve, Uz € V, tales que : .

i) VoVe C U
i) Y(2U:) C (V(z)VinW¥(z) ), para algin Vi € W.

En efecto, sea z € U un punto fijo pero arbitrario y sea ¥(z) € T el
correspondiente punto imagen. Sea W € W, por el teorema 1.1.2 IV, existe
Vi € W, tal que, hVy C W. Sean

¥(z)V, Vi¥(e) y (¥ 1NN¥(z)),

vecindades del punto ¥(z) € T. Sea zU, una vecindad de z € U : z € 2U,,
con Uz € V. Como ¥ es un mapeo continuo, esto implica que

Y(zUz) C(¥(z)i N1 ¥(z) ).

Asf, ii) estd demostrado.

Como U € V, por el teorema 1.1.2 IV, existe V; € V, tal que
VoVe C Us.
Asi, i) estd demostardo y con ella la afirmacién.
Dada W € W, existe 4 € W, tal que, Vi¥y C W. Sin perdida de
generalidad, supongamos que Vi y W son simetricas :
VWili=w, w=w"
Por hipétesis, existe un subconjunto compacto
Ay, C U tal que B(Af,) C W
Consideremos la familia de los conjuntos abiertos :
{zVa}eeay, s
la cual es una cubierta abierta de Ay,, como Ay, es compacto, existe una

subcubierta abierta finita de Ay, :

m
3 21,002, € Ay, tal que Ay, = Uz.-Vz”

i=1
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con V, € V paracadai=1,2,..n.

Se define

Se afirma que : sf la pareja
(z9) €Iy = {(z,1) €Tx T : 27y eV},
entonces la pareja
(¥(2). U(y)) € Iw = {(¥(2),¥(y)) €D x T : ¥ (2)U(y) € W}
En efecto, sea (z,y) € Iv. Consideremos los siguientes casos:

CASO L Si

m
z €Ay, = U"""’Vﬁ = 2 € 24Vy,, paradlgink, k = 1,...,m.

i=1
Asi,
TE -"Ucvz',t = merke C mkV;rkak C zpUs,,

z € z}Uy,,

a la luz de la afirmacidn,

¥(z) € ¥(asUz,) C (¥(zeVaNV1¥(z) ),

U(z) € U(zp)Vh = ¥ Hzp)¥(2) € .
Como V; = V7L, entonces
V7l (2)¥(2i) € VA
Por hipétesis, (z,y) € Iv, por definicién z~!y € V, entonces
y €zV C o Vo,V C oy Vi Vi, C 14l

ésto implica que
ye szrkVIk C EkUIkv
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ie.
yEals, = B(y) € Yxls,) C (V(2)Vi NV (24)),
lo cual implica que
U(y) € U(zp)Vr => ¥ (2,)0(y) € V1.
Por lo que precede,
(@)W ()0 () ¥ (y) € WA,
ie,
b {2)e¥(y) e WV C W,

lo cual implica que
T z)B(y) € W.

Por definicidn, (¥~1(z),¥(y)) € Iiw. Asf, en el presente caso la afirmacién
estd demostrada y por la definicidn 1.3.2, ¥ deviene en un mapeo uniforme-
mente continuo,

CASO IL §i

m
y€ Ay = U ziVy = y € 2xVe,, pera algin k, & = 1., m.

i=1
Asf,
y € mi Ve, = ap Vo e C Vo Vi, C iUy,
i.e.
yE ku,k,

a la luz de la afirmacién,

¥(y) € ¥(orln) C{ Y10 Vi1¥() ),

¥(y) € Yoy = TNz ¥(y) € Vi

Como V; = V;™!, eatonces

U {y)¥(zs) € V.
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m
eV =V, = z€aVy, = nVue C Ve, Ve, C4Ux,,
=1
T€ 3&”1-;0
a la luz de la afirmacidn,

¥(z) € Wz, ) C (¥(z)Vi V1 ¥(zy} ),

i
Uz) € B(a)Vi = U ap)¥(2) e Wi,

Por lo que precede,
U () ¥k ) ¥ (@) (2} € ViVy

i.e
U p)¥(2) € WV C W = TN (y)¥(z) € W.

Como W = W~1, entonces
v Hz)¥(y) €W,

Por definicion, (¥(z), ¥(y)) € fiv. Asi,en el presente caso la afirmacién estd
demostrada y porla definicién 1.3.2, ¥ deviene en un mapeo uniformemente
continuo,

CASO IIL &i
cf Ay, vy Ay, =T €AY, vE 45,
Esto implica que

U(z) € ¥(4Ay)C Vi, Yy e ¥(4y) C

Uz)eV, Wy eh.

Si
Uz)e Vi = V(z)e W,
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por lo que precede
¥ Hz)U(y) e ML C W,

i.e
U (z)¥(y) € W.

Por definicién, (¥(z), ¥(y)) € Iw. Asi, en el presente y dltimo caso, la afir-
macién estd demostrada y con ella la propiedad i) del teorema.

CASO I. Supongamos que

m
T €Ay, = U 2V, = 2 € 24 Ve, paradlgin k=1,2,...,m,

i=}

Asf,
z € oV, = 3V e C axVo, Vo, C 4Us,y,
1.e.
z € 2xUs,, = ¥(z) € WarUs, ) C ((ze)V1 N V1T (24)),
i.e.

U(z) € Vi¥(z) => B(2)¥~(zx) € Vh.

Como V4 = V;™!, entonces,
V(zy)¥(z)"" € .
Por hipétesis, la pareja (z,y) € Iy, por definicién z~'y € V, entonces,

y €2V C iV, CaxVie C oV, Vi, C 23U,

y € oy, = W(y) € Y(arls,) C(U{zx)V2 N V1¥(2s) ),

i.e
B(y) € Vil(zy) == B(y)¥ Y z) € V1.

Por lo que precede,

Uy U )W) (2) € Vi,

U(y) el z)e I C W,

V()P (z) € W.
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Por definicidn, la parcja (¥(z),¥(y)) € Dw. Asi, en el presente caso la
afirmacidn esta demostrada y por definicién ¥ deviene en un mapeo uni-
formemente continuo.

CASO 1L §f
¥y €Ay, = ye€ iV, paraalgin k= 1,2,..,m.
esto implica que,

y € 2 Vi, = oy Vo e C 24 Vo, Vi, C 24Uy,

y € 2yl = ¥(y) € V(xpUs,) C(¥(zp)VI NVIR(24) ),

¥(y) € Vi¥(as),

esto implica que
V() a) € V1.

Como

zeV = z eV, =aVoe CapVo, Vi, Carls,

g € apley, = V(2) € Uaply,) C (¥(or)V1 N V1¥(2;) ),

U(z) € Vi¥(zi) => W(z)¥~"(zs) € V.

Como
Vi=¥l = P(a) b (z) e .

Por lo que precede,
V() (2) ¥ (z) T (2) € VWA,

o bien
‘I'(y)\Il"(:v) eWWicw,

Como
W=W"1 = ¥yt Hz)eW
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Por definicién, la pareja (¥(z),¥(z)) € Dw. Asi, en el presente caso la
afirmacidn esta demostrada y por definicién ¥ deviene en un mapeo uni-
formemente continuo,

CASO III. Supongamos que

€ Ay, y€ Ay, = T €AY, yE Ay
Por hipétesis,

U(z) € B(AY,)C W, U(y) € A5, C W,

Y(z) eV, ()€ W

Como
= Vl_1 = \P—l(z) € Vlv

por lo tanto,
Y(y)¥l(z) e VK C W,

i.e.
U(y)¥v (=) e W.

Por definicién, la pareja (¥(z),¥(y)) € Dw. Asi, en el presente y dltimo
caso la afirmacién esta demostrada y por definicién ¥ deviene en un mapeo
uniformemente continuo. Asi, estd demostrada la propiedad ii) del teorema.

Las demds propiedades se demuestran andlogamente. Asi, el teorema
estd demostrado.

Para terminar con éste primer capitulo, demostraremos el iltimo teorema
cuyas aplicaciones se verdn en el proximo capitulo :

Teorema 1.3.4 Sea U un grupo topologico arbitrario, @ el grupo topolégico
aditivo de los nimeros complejos y f una funcidn continua definida sobre U
con valores en (' con soporte compacio :

f:0-0C
Entonces, [ es una funcion uniformemente continua,

Demostracién. Sea V = V(U) un sistema fundamental de vecindades
del elemento identidad e € U. Consideremos el siguiente sistema fundamen-
tal de vecindades del elemento identidad 0 €€ :

W =W(C) = {B1/a(0)}nen-
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Como, para cada vecindad W = By,(0) € W, existe un conjunto compacto
contenido en U, a saber :

Aw = Sop(f)={z €U : f(z) £0}CU

con la propiedad de que

J(Afy) = f((Sep(f))') = 0.

y como 0 € W, esto implica que, f(Afy) C W. Asf, estén satisfechas las
hipétesis del teorema 1.3.2 y por lo tanto la funcién f deviene en un mapeo
uniformemente continuo.



Capitulo 2

LA INTEGRAL DE HAAR

2.1 Existencia

Este segundo capitulo inicia con algunas definiciones :

Definicién 2.1.1 Sea G un grupo arbitrario. Sea E un conjunto arbitrario
distinito del vacio : B # 0 y sea f una aplicacion con dominio en el grupo
G y rango contenido en el conjunto E :

f:G~FE

Consideremos un elemento ¢ € U fijo y la aplicacion .f definida en G y
conrango en E

ofi1G—-E
definida por la correspondencia
o of(x) = o f(2) = [(oz).

A la aplicacion f se le lama La TRASLACION 1zQUIERDA DE f POR o.
Andlogamente; la aplicacion

fo:G—E
definida por la coprrespondencia
¢ = fo(2) = f(z0)

se le llama Lo TRASLACION DERECHA DE f POR o.

57
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Ademds, consideremos la aplicacion f* definida en G y con rango

contenidoen E :
iG> E

definida por la correspondencia
2 fHz) = f(=7)

llamada LA ApLICACION INVERSION. Es obvio que, la traslacion izquierda,
derecha y la aplicacion inversion :

ofy Joy f*
estdn bien definidas, para cada, o € U fijo.

Establecidas estas definiciones, ahora, enunciaremos el TEOREMA FUNDA-
MENTAL SOBRE FUNCIONALES INVARIANTES

Teorema 2.1.1 Sea U un grupo lopoldgico localmente compacto y Haus-
dorfJ, Entonces eziste una funcional I definida sobre CF(U) :

1:CFU)~ R*={acR : a>0}

satisfaciendo las siguientes condiciones :

I(fy > 0si f>0, feCHD) (2.1)
Ih+f) = I(A)+I(f) Y f, f26CFO) (2.2)
Haf) = al(f), Vae R, feCHD) (2.3)
I6f) = 1), Yoel, [eCH) (24)

Ademds : 57 exisle olra funcional
J i CHU) - R*

satisfaciendo i), 1i), iii), iv); distinta de cero : J # 0 ; entonces eziste un
nimero real y positivo ¢ > 0 tal que

J=cl

Observese que con todo rigor J no es una funcional lineal, puesto que no estd
definida sobre un espacio vectorial, sin embargo, las propiedades nos colocan
tan cerca como es posible de la linealidad deseada para I.
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Demostracién. Esta se inicia con dos familias de sucesiones finitas, a
saber :

A={o=(01,...,0m):0;€0,1<i<m Y me N}
A={E=(c1y..stm) i i €ERY, 1<i<mV¥Y me N}
y para todo par de funciones positivas y continuas con soporte compacto

definidas sobre U ¢
[, p€CHB) conp>0

se definen los siguientes conjuntos :
Ste = {@ &) e AxA: f(z) < erop() 4+ Cm onip(2)}

Spp(A)={6€ A : (6,8)€ Sy, para algune & € A}

cuyas propiedades estdn expresadas en el siguiente lema :

Lema 2.1.1 Las propiedades de los conjuntos S;,(A) y Sp, son:

S,50(A) = Sp(A)Y o €U,/ €CI(U) (2.5)
Safe(A) = Sp.(M)Vae R fecHD) (2.6)
Spw(h) C SpeA) si i< faifin 2 €CHD) (27)
Spe(A) # 0 (2.8)

Demostracién. Sea &= (c1,+..,¢m) € §7(A), & =(01,...,0m) €A

tal que
(3,8) € S1(A),

es decir,
f(m)<cl al‘P( )'|‘ +em amﬂo(z)a YzeU

en particular, para gz € U, se tiene,
floz) < o qp(0z) + -+ cm onp(0z)
m
= Eci o aip(2)
i=1
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it

icf veipl2)

ic; o ().

]

Es decir, si a:- = go;, cntonces
oJ(@) S er prpla) + o+ em g p(a)
para toda z € U. En otras palabras,
é=(eny.vem) € §,1,0(A)

lo cual demuestra que
S1e(A) C S,s0(A)

Reciprocamente. Supongamos que
é=(e1rer,tm) € 5, 50(A)
Como antes,
of(2) L erop(®) + o+ tm opla), €U

en particular, para o=z € U, se ticne,

af(a_lz) R m‘r’(a_l'r) tretem am‘l’(a_l't) = Zci ,:‘P(z)v

i=1

i n L -1
¢s decir, s1 ¢; = o,07", entonces

f@) S et yole) 4+t em p @(a), 2€ D,
En otras palabras,
&= (e s0m) € Spp(A)
lo cual demustra que
Setie(A) C Spp(A).

Por lo que precede,
S, 10fA) = S!.v(A)~
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Asf, la propiedad 2.5 estd demostrada.

Para demostrar la propiedad 2.6, consideremos un elemento & € Sgz,,(A),
con a € IR fijo pero arbitrario :

E=(C1y.+.10m) € Sasp(h),
como por definicién,
af(z) S qp(@)+ o tomonp(a), VEED
si y sdlo si
=)< a™ley gyp() + oo+ a e opp(z), V 2 €D

si y sélo si
a”lé = (a legyenn a7 en) € Spo(A)

Asf, la propiedad 2.6 estd demostrada.

Para demostrar la propiedad 2.7 se considera un elemento & de Sy, ,(A)
fijo pero arbitrario :

E={(c1,...,Cm) € Sty 0(A)

donde,

S LeCE®) y i< h
Por definicién de Sy, ,(A), existe, & € A tal que, (5,8) € Sp,, y conla

propiedad
fa(g) et op(x)+ oot e onpl®) V 2 €T
Como fi{z) < fa{z) para todo z € U, entonces

h@) e o p(2) 4 temonp(z) ¥ 2 €D,

por definicidn,
(8,6) € Spr 0

es decir,
35 €A talque (6,8) € S, 4
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Por definicion,
€ 5py o(A)

Por lo tanto,
Sf:.w(A) c S!x w*

" Asi, la propiedad 2.7 estd demostrada.

Para demostrar la propiedad 2.8, observemos en primer lugar que la
hipétesis ¢ > 0 implica la existencia de por lo menos un punto oy € U, tal
que

¢(o0) > 0.

Si ahora elegimos un nimero real ¢ > 0, con la propiedad
0 << @(oo),
y si tomamos en cuenta que o € CH{U), el conjunto
U={z€l :px)>e = ¢~ (c,00)]

es un conjunto abierto de U, que contiene al elemento og : go € U; por tanto
el elemento identidad e € U est4 contenido en el abierto o5 U :

e€aytl.

Por otro lado, comoa U es un grupo topdlogico localmente compacto, exis-
te una vecindad ¥V del clemento identidad e € U, cuya cerradura V estd
contenida en el abierto o5'U :

eeVcVcasll
Ademds, como agV C U se tiene que
0<e<plogv)YuveV,
por consiguiente, el infimo :
= inf{ p(a00) }
veV
tiene la propiedad de que

0<puLoz),VeeaV
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Como soporte de f : Sop(f) = F es un conjunto compacto, existe una
cubierta abierta finita, a saber,

FCU]VUUgVU"'UUmV,

con g; € F, (1 < i< m). Por definicion, si z ¢ F entonces f(z) =0y si

m
seFc oV,
{21
en este caso existe un indice 1< ip < m tal que si
z €0,V = aooi‘ola: ceaVcl,
lo cual implica que se tenga,
p(oooita) > p ¥ aga};l:c € gV
y como ¢ > 0 se puede escribir,
m
Zcp 000, )>pn
jz=1

y también como,
z””‘ P2 [ Veed,

(1 £7< m). Sien seguida se define

donde, o; = agalo , (1L

I ,
P = 1£i<
=l acicm
y como f(z) <|| /|| paratoda z € U, sc obticne

A) :l:)<2:c,,,I , V 2€U.

Por consiguiente,
(&’E) € Sl.wv

es decir,
' € € vaV(A)7
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y por lo tanto,
S10(A) # 0.

Y asila propiedad 2.8 estd demostrada, y con ésta se termina la demostracién
del lema.

El lema precedente permite definir para todo par de funciones
fy peCH(®) con p>0
el nimero real n
(fio)= i Yo
a=(c......c:..=).lss,,,u\)
cuyas propiedades estan expresadas en el siguiente lema :

Lema 2.1.2 Para cada 0 € U, @ € B*, |, fi, fa, ¥, 1, 2 € CHD), el
nimero real (f:) saliface las siguientes propiedades :

(fre) > 0 [#0. (2.9)
f:e) = (fi9) (2.10)
(af:9) = alf:ep) (2.11)
(fizp) < (faie) si il h (2.12)
(itforp) < (fize)+(f2:0) (2.13)
(fron) € (Jro)prive) si o1>0 y p2>0.  (2.14)

Demostracion. Sea

Ec. € Ec. € =(c1109Cm) € Spp(A) )

i=l

fijo pero arbitrario; por tanto

m

f@)$ Y ciwlz) ¥V z €D

i=1

Cotmo f € CH(U) existe un punto ap € U tal que || f ||= f(a0) y como en
particular

J(00) Y ¢i ip(00)
i=1
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lo cual permite escribir,
m
) ISl lel
i=1

La hipétesis ¢ # 0 implica || ¢ |> 0, y como en la demostracién de la
propiedad 2.8 del lema 2.1.1, la desigualdad A afirma que el nimero real
(f:¢) no exede al nimero =

mi f
1t

2} (fie)<

1) implcan sy mll £
T SUws =

Y asf'la propiedad 2.9 estd demostrada.

0<

La propiedad 2.10, cs consecuencia inmediata de ia propiedad 2.5. En
efecto,

(of 1) =inf{ Zc.-}:inf{ Zc; Y=(f:0)
Somelh) €S ulh)

Y asi la propiedad 2.10 estd demostrada.

La propiedad 2.11, ¢s consecuencia jnmediata de la propiedad 2,6. En
efecto,

(af 1) = mf{z ¢} = mf{Zc, = amf{Zc =aoff:p).
i=1
':GSOJ V(A) CE‘:"SJ v(A) & ESJ@(A)
Si @ = 0 la propiedad 2.11 se verifica trivialmente.
La propiedad 2.12, es consecuencia inmediata de la propiedad 2.7. En
efecto, si fi < fi, se tiene que,

SfNP C S.’x.w

lo cual implica que el conjunto,

{ ic; 1 é= (Cly ---cm) € S,fma(A) }’
i=1
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estd contenido en el conjunto,

{ et & =(ch,ch) € Spulh ),
=1

es decir,

e ¢ {36 .
i=1

i=1

)
teSpplh)  desy WlA)

Por consiguiente,
m m
(fi: ) =inf{ Zc:-} < inf{Zc;} =(f2:¢9)
é’esj':lw Eﬁsll;l(")
Y asf la propiedad 2.12 estd demostrada.

Para demostrar 2.13, se considera una ¢ > 0 arbitraria y si se toma en
cuenta Ja definicion del nimero real

(f:)
entonces existen elementos,
= (o, .,y e 5y, 4(N), (1<ig2)

tales que

3 :

Yol < (fire)+ 3

J=1
de tal suerte que, para toda z € 6,

F@) < e o elz).

Si definimos

c~=c(»l), a~=o(-l), 1<j<m
) ] 2z J J =

2 2 .
Cm1+i=cg')v “m1+j=‘7,(')v 1<j<m

si m = my + my, entonces podemos escribir para todo z € U ;
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(i + 1)@) = (@) + fo@) € S npla)+ S ool
=1 J J

j=1
por lo tanto,

(i + 1)) € 365 0,002,

i=1

lo cual implica,
SR SWITAR e
(h+h2:9)<)ei=) e +3.¢,,
i=1 J=1 j=1
esto tltimo a su vez implica,
(h+hie<(ii@)+(fip)+e

y como € > 0 se eligi6 arbitrariamente, se tiene que,

(h+fa:) (o) +{f2:9)
Y asf la propiedad 2.13 est demostrada.

Para demostrar la propiedad 2.14, se consideran los elementos
E=(C1yeeestm) € Span(A)y d= (d1se 20y m) € Sy (A),

y se tiene que,
m
J@)< Y ciopi(e), V2 el
i=1

wi(z) < Zdj T,’S"?(Q")v VzeUl.
Jj=1

Si escribimos y calculamos,

)< e o 3 s pa(a))
j=1

i=1

mm

= Y cidj o,,402(2)

ij=1
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cbtenemos,
(fi)< Y cidy= (ZL‘- (ng),
1=l 1=1

lo cual implica que,
fie2 inf ; inf ),
(g < {, gin (A){,; D st a ,E_:

es decir,
(f o) (fro)o1: pa)

Y asi la propiedad 2.14 estd demostrada y con la misma se termina la de-
mostracién del lema.

Consideremos ahora una funcién
Jo€CHUY, fa>0,

funcién que permanecerd fija hasta que no se mencione lo contrario. Con
ésta se define, para cada funcidén

peCHY), ¢>0
la aplicacién
I CHU) - IR
definida por la correspondencia

Eg facil ver que estd aplicacién estd bien definida y las propiedades de estd
aplicacién estan contenidas en el siguiente lema :

e

Lema 2,1.3
L) > 0sif>0 (2.15)
Lf) = L(f), Vo€l (2.16)
L{af) = al,(f),Vac R (2.17)
I(fi) < I(f) si i <fo f1,faeCHO). (2.18)
< I () + I fo) Jrs J2 € CHO) (2.19)

LA+ f2)
i
(fo:h)

A

LN S(fi o), £>0, fECHU). (220
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Demostracion. La propiedad 2.9 de] lema 2.1.2 permite escribir

(fo:p)>0 = L(fo)=1

¥y como,
{0:0)=0 = [,(0)=0

Las propiedades 2.15, 2,16, 2.17, 2.18, y 2.19 son consecuencia inmediata
del Lema 2.1.2, En cuanto a la propiedad 2.20, se demuestra como sigue: de
acuerdo con la propiedad 2.14 se tiene,

(fro)<(f:Jo)(Jo: o)

y por lo tanto,

1) 1) = ((f ¢’) </ ho)

y como tambien se tiene,

(fo: )< {Jo: N)J : 90),

se obtiene,

2) S L(f)

(f n-
1) y 2) implican,

Asf la propiedad 2.20 estd demostrada y con clla el Lema.

Lema 2.1.4 Sean
f])fZ»"-)fm

m funciones con valores reales positivas continuas definidas sobre U con
soporie compaclo:

JtyenSm EC:(U) fi>0 (1 i< m)
sean dos ntimeros reales positivos

€e>0,6>0
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y sean m mimeros reales positivos y arbitrarios tales que
0< A Az dm S 6.

Entonces eziste una vecindad U del elemento identidad e € U tal que

m m

| Z'\Jv(fi) - I‘,(Z Aifi) < e

i=1 i=l1

para toda funcicn
P eCHU) v>0 con U)=0

Demostracién. Consideremos los conjuntos compactos B; = Sop(f;)
cuya union

poseé la propiedad
KE)=0 (1Sigm).

Como U es un grupo topolégico localmente compacto, podemos elegir una
vecindad V del elemento identidad e € U cuya cerradura V sea un subcon-
junto compacto de U :

eeVCVCU,

ademds el conjunto,
EV

es un subconjunto compacto de U. Si Up es un conjunto abierto de U que
contiene al compacto E'V, se sabe que existe un subconjunto abierto W de
U con cerradura W compacta, tal que

Evcwcwcl

El Lema de Urysohn, Teorema 1.3.1, asegura la existencia de una funcién

continua
g:0-1{0,1)

tal que, _
g(z)=1 sizeEV

g(z)=0 sizeW®
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con soporte compacto : g € CH(U)
Por otro lado, como las funciones

G fla "-yfm

son continuas, las mismas son uniformemente continuas; por tanto dada,
O<e< M=mémax{|| f; [|},(1 <i<m)

existe una vecindad U del clemento identidad e € U con la propiedad sigui-
ente : para toda o,z € U tal que

etz el == | fi(e) - fi(z)] (1<i<m)

€3
Sims VSPE

2
-1 €
o'z el = | g(a)-g(z) |< i

No se pierde generalidad si se supone que la vecindad U estd contenida en
la vecindad V' : U ¢ V. Consideremos ahora la siguiente funcién

&:0 - Rt

definida por la correspondencia

T+ B(z) = iz\.‘f.‘(z) + g(2)e
=1

cuyas propiedades estan expresadas en el siguiente corolario :

Corolario 2.1.1 Las propiedades de la funcicn ® son :

i) ® e CHU)
i) @l 2u
iii) Para loda pareja o,z € U lales que

oz el = |8(a) - B(z) |< %
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Demostracién. Como f; € CF(U) y g € CH(U) la propiedad i) es
inmediata.
Para obtener la propiedad ii) se calcula

el

IA

m\
YAl fill+ellgll
i=1

mémax{| fi ||} +¢
< M+ M=2M.

IA

Y asf, if) estd demostrada.
En cuanto a la propiedad iii); calculando

| 8(c) - 8(z) < 5" A | o) = fie) | +¢ | (o) - 9(a) |
i=1

CS 2 3

€ €
<mé s T T

Y asf, iii) estd demostrada y con la misma el corolario.
En seguida, consideremos la siguiente funcién :
hi:U— R*
definida por la correspondencia

Aifilx . "
emhe)= { gzl
0 site b

para toda 1| < ¢ < m; cuyas propiedades estan contenidas en el siguiente
corolario :

Corolario 2.1.2 Las funciones h; salisfacen :

i) hi® = Aifi, (12i2m).
ii) S hi<l.

i=1
iii) Para toda o,z € U tales que

olz €U = | hi(o) - hi(z) |< -T%
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Demostracion, La propiedad i) es trivialmente vilida.
La propiedad ii) es consecuencia de la siguiente observacién:

3o MA() € 3 MAie) + ale) = B()

i=1 1=1

En efecto, como

Z Aifilz)
Aifile) o(x) _
> hile) = Z 2] e Sak)

i=l
se obtiene,
m
Y hi(z) S L.
=1

Para verificar 1a propiedad iii) consideremos en primer lugar el

CASO 1) o,z € EV. En este caso calculando:

[ 2ifi(2) Aifile)  Aifi(z) |
o(0) ~ @(z)
_ | M) - Mbo)ie),
B(0)2(z)
- Ailfila)(®(z) - ®(a)) + B(o)(fi(e) — fi(z))) |
b(0)d(z)
< S fito) Il #(2) - @(o) | + || @(o) Il file) ~ fil=)|)
- | 8(o)b(z) |
6 M E e
158 [ Gmant M Tims)
e 1

m[2(o)b(z) |

| hi(0) = hi(=) |

i

<

Como paratoda z € U

m
¥(z) = Z’\ifl' +eg(z) 2 €
i=1
se obtiene,

|10 = hi(a) 1< =
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Asi, en el presente Caso I, la propiedad iii) del corolario estd demostrada.

CASOT) o¢EV o ¢ EV. En este casosi:
o EV == a¢E.

En efecto, supongamos por un instante que 2 € E, Como la vecindad se
puede elegir simétrica: U = U~1, y para toda pareja o, z € U tales que

clrel = z7loelU = oezl.

Y como U se eligié contenida en V se obtiene ¢ € EV lo cual contradice la
hipétesis. Por consiguiente,

z g E.
Ademds, como por hipStesis,

o @ EV=FEulJ Ev
vEV

en particular,

od E.

Andlogamente, si _
zgEV = ogE.

En efecto, supongamos por un instante que ¢ € F, como para todo o, z € U
tales que, _
ol2elU => z€ol = z€ EV

lo cual contradice la hipbtesis. Por consiguiente,
of E.
Ademds, como por hipdtesis,
s EV=EUl] Ev
veV

en particular,
od E.

En otras palabras, el presente caso implica,

cek’ y zcE°
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lo cual a su vez implica,
€
| hi(o) - hi{z) |=0 < pod

Y asi, la propiedad iii) estd verificada para este segundo caso en consideracién
y de estd manera la prepiedad iii) estd demostrada y con ella el corolario.

Continuando con la demostracidn del lema 2.1.4. Consideremos ahora
una funcién
peCHT), p#0 tal que p(U°) =0

ysea
é=(CiyerryCm) € So(A)

por tanto,
m
(I)(a:) < ZCI‘ vi¢(z)
i=1

para toda 2 € U. §i en seguida elegimos un punto fijo 2 € U y escribimos

) HE) <Y apl)
i=1
donde la suma estd restringida a los términos, donde,
zealU (1<igm).
De acuerdo con la propiedad iii) del corolario 2.1.2, podemos escribir,
2 @) ShieT)+ =V olaey

multiplicando 1) y 2) se obtiene,

P(2)h;(z) < Emjc; s hi(o™") + ,“:,‘}’

il

la propiedad i) del corolario 2.1.2, permite escribir,

Xfi(2) S o eilhi(e™) + = ople) Vo €8
=1
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lo cual implica que,
m 1 €
Oifi 1) € 3 eilhi(e™) + =)
i=1

sumando sobre j y tomando en cuenta la propiedad ii) del corolario 2.1.2
obtenemos,

m

j;](z\,'f,-:qp) -

el IR
14+ £ —igc‘

dividiendo por (fy :¢) ésta iltima desigualdad, obtenemos :
Z]w (Aifi) <(1+ )Iw(q’)
j=1

aplicando las propiedades 2.17, 2.19 y la definicién de & a ésta dltima
desigualdad :

YIS < (L DL YA +eg)
=1 Jj=1
< 1+ %)Iw(zwj) +e(1+ =)o)

W(Z’\fl"‘ Iw(EAfJ f(1+- )I()

J=t

La propiedad 2.20 permite escribir :
2;&: Aifi) £ 1o Z’\ fi)t+é ZUJ fo) + (1 +€)e(g = fo)
=
Si ahora eligimos el niimero real € > 0 suficientemente pequeiio, obtenemos:
| Z,\ (i) = 1ol Zlf\-f.) I<e

Asi, estd demostrado el lema 2,1.4.
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Lema 2.1.5 Sean
SECHD), f£0ye>0.

Sea U un elemento del sistema fundamental de vecindades del elemento iden-
tidade € U: U €V tal que para todao, z € U con

cle eV = | f(o) - flz)|<e

y sea
g €CHU), g#0con g(U) =0,

Entances pora toda 5 > 0, ezisten m elementos
Tiy T2y.0sTm € E7Y, donde E = Sop(f)
asi como m ntimeros posilives
L3
€1, C3yntm € MY cuya smnaZc; >0
=1
lales que

@)~ 3oci o) |< 8

i=1

para tode § > € y toda z € U.
Demostracién, La hipdtesis permite escribir
fl@) - e< flo) < f(z) +e
y como o~ 'z ¢ U implica g(o~'z) = 0, podemos escribir
A (f(2) = glo™iz) < flodglo™ e) < (f(2)+ olo ™ =)

Elijamos ahora un nimero positive 5 > 0 suficientemente pequefio como
para que se tenga

(J:g'm < b-«

Como también por hipdtesis g € CH(U), la misma es uniformemente con-
tinua; por consiguiente dada 4 > 0 existe una vecindad abierta V € V tal
que para toda ¢, 7 € U con

ort eV = [g(0) - (7)< 1.
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(Se esta utilizando la continuidad uniforme derecha de g.) Por otro lado,
como E = Sop(f) es un conjunto compacto, existe un nimero finito de
elementos

m
Oy O € E tales que EC U oV

i=1
y si tomamos en cuenia el Teorema de la Particién de la Unidad 1.3.2,
asociadas a esta cubierta finita, existen m-funciones ;

Rty eyl EC:(U)

con valores en el intervalo cerrado {0,1] con las siguientes propiedades:

1) hi{{o;V))=0 (187 <m)
2) ilh,-(a)ﬂww
]:

Consideremos ahora un elemento fijo pero arbitrario z € U y un elemento
o € o;V lo cual nos permite escribir :

o7lz(072) €V == |g(oj'2) - g(o7 ) |< 6
desigualdad que podemos escribir como,
glo™'a) - 1 < g(oj'z) < glo™"z) + 7.
Como ¢ ¢ o;V, implica que hj(¢) = 0 podemos escribir :
(g(o™"2) = n)f(a)h;(0) < g(o7 ' 2) [(0)h;(0) < (9(o 2} + ) S{0)hj(o),

para toda o,z € U y toda 1 < j £ m. Sumando con respecto a j
obtenemos,

m

(9(0™"2) =) f(0) < ) oo )f(o)hi(0) < (alo™"z) + n)f (o).

=1

S8i ahora utilizamos la desigualdad A) podemos obtener las siguientes de-
sigualdades ;

(a) - Oalo™'2) = nf(0) < S (o7 ") (oMs(o)
=1

In

(f(@) + €)g{o 'z} + nf(0).
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Consideremos ahora una funcién ¢ € CY(U), ¢ # 0. Si utilizamos las
propiedades de la funcional I, expresadas en el lema 2.1.3., obtenemos,

B) (J(2) = L") = 1) < Iy(}a(o7'2)f(0)hi(@)
i=1
(&) + olg®) + 11(f).

La propiedad 2.14 y la definicién de la funcional I, permiten calcular :

L) _ U9 (9N p)

IA

L")~ (o tp) (¢ :9)
yobto‘:ner,
L) o op.
gy <30

dividiendo la desigualdad B) por I,(g*), ésta iiltima desigualdad nos per-
mite escribir :

>: 905 2) b

J@)—e-n(f:g") < J—'———-
< flytetq(f:g)

Si determinamos el mimero positivo 5 > 0 tal que se tenga,

nf:ig)=B-¢

podemos escribir :
C) -B< Iw(z ch)_ f(z)+8

y como z se eligid arbitrariamente en U se obtiene :

g(“ z)f 9oy z)fh;

D) [ f(=) -1y Z )< B,

para toda z € U.
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Definamos ahora las siguientes nliimeros positivos:

< p=6-4
< A="ﬂ“(]f5!l*)
0 < ,\j=%—), (1<igm)

y utilizamos las propiedades del lema 2.1.2. para calcular

_glof'e)  glofle)
T T Gt
glo ) fo: g*)g* : 9)
(7 9)
907 2)(fo: g%)
holl(fo:g%) =4,

IN IA

y obtener :
0N <4, (1<)

Estas consideraciones nos permiten aplicar el lema 2.1.4., a las funciones
Ji=h;f paratoda j=1,2,..,m, ypara p> 0y obterer la desigualdad :

m m
By 1A - 1Ak < p
j=t Jj=1
y como la desigualdad D) se puede expresar como,

m
|12} = L3 Ah) 1< p.
J=1
Combinando las desigualdades C) y E) obtenemos la desigualdad :
| (=) = D Aido(f3) 1< 6.
J=1

Como
F#0, hj #0,=> fhj # 0= I,(f;) >0,
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lo que permite escribir :

g(o;'z)
0< ’\JI‘P(fJ) = ]v(!]*) I‘P(fJ)‘
Si ahora definimos los nimeros reales positivos,
0<e¢ = M@, (1<j<m), cuya suma ECj >0,
L(g") j=1

podemos escribir
. N = -1 :
Al () = cjglo; 2}, (1< 5 <m).
En seguida si definimos m elementos 71, 73, ..., € U como sigue
I | _ -1 -1
=0 ,T2=0; yonyTyn =0, €E7.,

Entonces podemos escribir,

m

| ()= Y cing(z)|< 6V z€U.
J=1

Asi, estd demostrado el lema 2.1.5.

Corolario 2.1.3 Sea f € C}(V), [ #£0. Sea 0 < ¢ < 1. Entonces eziste
una funcion w € CF(V),w # 0 y una vecindad U del elemento identidad
e € U tal que para loda g € CH(U), g # 0 con g(U) = 0 ezisten m
elemenlos 11,...,7m, € E71, donde E = sop(f) y m nimeros positivos

m
e1,..0 6m € RY, cuya Y. ¢ >0, tales que
=

|f(:c)—§:c,~ #9(z) | < bw(z) V z €U,

=1

con

¢

§= .

A1+ (w: o)1+ (f 2 fo)l
Demostracién. Como U es un espacio topoldgico localmente com-
pacto, sea Ug una vecindad del elemento identidad e € ¥ cuya cerradura
Up es compacta. Consideremos el conjunto compacte E = sop(f + fo) y

sea el conjunto _
F = EU,.
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Es claro que, F' es compacto. Sea U una vecindad abierta del compacto
F: F CU. Deacuerdo con el Lema de Uryshon Teorema 1.3.1, existe una
funcién weCH(U), w#0

w; U — [0,1]
definida por la correspondencia
g w(z)=1 sl z€eF
r-w(z)=0 si zeU°.

Sea 6§ >¢€ Si geCHU), g#0 y g(U°) =0; asf, quedan satisfechas las
hipétesis del lema 2.1.5., por tanto, existen m elementos 7y,...,7m € E~1

m
y m ndmeros positivos ¢1,...,¢, € RY cuya ¥ ¢; > 0, tales que,
=1

[ f(z)- Y ¢inglz) < 6V z€D.

j=1
Consideremos las funciones
f’ T]ﬂ! 1T g‘

Se afirma que : Las funciones precedentes se anulan en F¢ = (EUp)’. En
efecto, como
EcF=FEUy = F°CE"

Por lo tanto, si
r€f° = zeE = f(z)=0.

Y como para cada
7 € Etl' = Tj_l er,

lo cnal a su vez implica que,
77Wo C EUp C ETq = F.
Si
TEF = mngT'on = 7Tz gl = g¢(r2) =0,

es decir,
n9(z) = g(rjz) =0 ¥ z € F°.
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Asi, estd demostrada la afirmacién. La misma, permite escribir,
m
L /(2)= 3 ¢ 1,0(2) IS dufz), ¥ = € 8.
i=1

Asi, el corolario 2.1.3. estd demostrado.

Continuando con la demostracién de la existencia de la Integral de Haar
Izquierda consideremos:

Sea Sea U un grupo topolégico localmente compacto y Hausdorff, Sea
V =V (U), un sistema fundamental de vecindades del elemento identidad

ecU:
V=VU)={VcU:eeV}.

Consideremos la siguiente relacidn binaria definida sobre V : se dird
VeV << UcV.

Se afirma primero que : La relacién ” & " es un orden parcial sobre V.
En efecto, sean U, V, yW € V. Como

Ur»U<= UcClU,

esto implica que, " > es reflexiva.
Sea
UrV yVelU << UCV yVCl,

esto implica que, U = V. Por lo tanto, ” = ” es anti-simetrica,
Sea
UrVyVeWe=UCVyVcCW,

esto implica que,
UVcWee UrW.

Por tanto, ” > " es transitiva. Asi, la afirmacién estd demostrada.

En segundo lugar se afirma que : La familia V = V (U) deviene en un
conjunto dirigido con respecto al orden parcial » = *,
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En efecto, se desea probar que dados dos elementos U, V' € V existe un
elemento W € V tal que W = U y W » V. Consideremos

U, VeV = UnVeV

y como
Unvcl <« UnVsU

UinvcVe UnV W

Como existe W € V tal que W ¢ UNV, se tiene la probada la propledad
de la segunda afirmacién.

Como U es un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff, a cada
vecindad U € V se le puede asociar una funcién :

pu€CHU), e #£0 y @u(U°)=0.

En efecto, dado que U es grupo topoldgico localmente compacto y HausdorfT,
existe una vecindad V del elemento identidad e € U cuya cerradura V es
compacta y estd contenida en U :

ecVcVcU.

De acuerdo con el Lema de Uryshon, Teorema 1.3.1, existe una funcién
@y € CH(U) con valores en el conjunto compacto [0,1] :

w0 - 1[0,1)
definida por la correspondencia
2o ofz) = 1 sizeV
PO=Y0 sizeUe

Dicho en otras palabras: dada una vecindad U/ € V le hemos asociado una
aplicacidn wy € CHU).

{evtvev , v € CHOU), wu #0 y pu{U%)=0.

Ahora, consideremos una relacién ”>" definida entre los elementos de la
familia. D = {pv}vey de lasiguiente manera

wu v &= UxW
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Se afirma primero que ¢ La relacién " > " es un orden parcial sobre la familia
D ={ev}.
En efecto, como

UcU Ul < ¢utypu.

Por tanto, ” > " es reflexiva.

St
przpv yovzew <= UCV y VW,

esto implica que,
UCcW < oy ow.

Por tanto, " > " s transitiva.

Sea
vy yov oy = UCcVyVcl,

esto implica que,
U=V <= vu=pv.

Por tanto, * > " es anti-simstrica y por lo tanto ™ > " es una relacién de
orden parcial sobre la familia D = {pv}yey -

Se afirma en segundo lugar que : La familia D = {py}uey , deviene en
un conjunto dirigido con respecto al orden parcial inducido por ” = 7.
En efecto, sean oy, oy € D . Como para todo par U, V € V existe
WeV, talque WrU y WV < WcUy WcV
Por definicién, ow » ¢u y ow > ¢v, es decir, para todo par
wurev €D Jow €D, lalque owz ou y ow = pv.

Asf, la familia D cs un conjunto dirigido y por lo tanto la afirmacidn estd
demostrada.

En general, a toda funcién € C}(U) se le asocia una funcién

I,:CHU)— m*
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definida por la correspondencia

= L) = ((f 90))

Asf, para cada f € CF(U) se fabrica el conjunto de ndmeros reales posi-
tivos, a saber :

{I wu )}wuev

El cual es una red, puesto que es un conjunto con indices en un conjunto
dirigido.
El proposito es, demostrar la existencia del limite :

i - +
Jim Loy (f) = lo(f) en RT.
Lo que significa que : Dado ¢ > 0, 3 ¢y, € D, tal que,

Y ou = oy = |]¢u(f)"]v(j) ,< €.

Se dird que la red :
Loy (N} gpeps

de niimeros positivos es de Cauchy si y s6lo si para teda e >0 3 ¢y, tal
que para
wuy ov > iy = | Loy(f) = Ipy () < &

Proposicién 2.1.1 Para toda f € CH(U), f#0. Lared
{Iwu }WJED)
es de Cauchy.

Demostracién. Dada f € CF(U), f#0 y ¢ >0, el corolario 2.1.2.
asegura la existencia de una funcidn w € C}(U), de m clementos

Ty T2y0ee9Tm EU,

de m nimeros reales

m
¢ 2>20,020,...,6 20 cuya suma Zc_,' >0
i=t



2,1. EXISTENCIA 87

y de una vecindad U del elemento identidad e € U para toda
g€ CJ(U), g # 0, g(Uc) =0,

se tiene que :

A @) =S e(a) |< bu(a),

=1

donde,
€

= T T ©

Recordemos que se definieron los nimeros

)
OSCJ’—'I-:(—yi—)'.

Como f; =h;jf < f, (1 £j < m),entonces

1,(f5) € Lo(S)

lo cual implica que,

'GH
DA
heee]
A
IA
SN
| p—
——
N’

I%::%_(f:so)

()

%

(
Dado que (f : ) < (f: 8*)(g* : ¢), entonces
L(f)  (f:9°)g" i ¢)

=2

P

I(g) = (g*:9)
es decir, L)
w\Jj c o).
) (S

Por lo tanto,
0<e;<(f:g%), (1SjSm)

Esta situacién permite aplicar el lema 2.1.4. a las funciones .

s radyeers T
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y a los nfimeros
6>0a A=(f:g*)7 ’\1 =y, /\2=C2’---,/\m=Cm1 OSAJSA-

Y obtener, una vecindad U € ¥V = V(U), tal que, para toda v € CF(U),
¢# 0, p{U¢) =0, se tiene que

m m
I Iw(zcj ng) = Zcilw( #9) 1< 8.
i=1 i=1

Por otro lado, para toda ¢ € CH(U), v # 0, calculando el valor de I, en la
desigualdad A) sc obtiene :

o)~ 1365 ya) 1< Tyl6u),

J=1

es decir,
m
[ 1o (f} - Iw(zcj 79} 1< 81p(w).
j=1
Ahora calculando :

()= 3 cillnyd)|

J=1

]

[ To(f) = L ch r,‘g)
j=1

m m
+1o( ch ij) = chfﬁ"("'jg) |
J=1

i=1

IA

VIo(f) = To{ zcj r,’ﬂ) |
j=1

LS 6 50) = 3 cilylrs0) |
j=l

i=1
< Sl (w)+ 6 = 6(1 + I,(w))
se obtiene ;
1) = Yoeil o) 1< 5(1+ L, () ¥ 4 € CHD)
i=1
Como I {w) < (w: fo) ¥ Io(79) = Ip(g9), (1 £ j < m), y haciendo

Y ¢; = ¢, obtenemos :
i=1

[1(f) = el (g} 1< 6(1 + (w2 fo)),
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para toda ¢ € CH(U), v #0 y @(US) = 0. En particular, ésto es valido
para p = @y.

Repitiendo ¢l mismo argumento a la funcién basica fy en lugar de la
funcién f, obtenemos una vecindad Vp del sistema fundamental de vecin-
dades V = V(U) y un niimero ¢p > 0 los cuales satisfacen :

| 1‘“’0 (fO) - wvo (9) 1< 8(1 4+ (w: fo))
y como
(fo: o)
(for o)

w(fo) 11

por tanto se obtiene que :
|1~ colpy, (9) < 6(1 +(w: fo))
VeeCHU)p#0 y ow(f)=0.
1la. Observacion Sean
v, pw €D, o #0, 0w #0 y ov(V°) =0, pw(W)=0.
Si
ow zov = ow(VE)=0.
En efecto, como,

ooy = WCVe ViCc W,

Lo cual implica que,
ew(V°) C ow(W) =0,
Por consiguiente,
pw(Ve) =0.

Adf, estd demostrada la observacién.

Ahora, consideremos una vecindad W = UnVp € ¥V ylafuncién g € D,
es decir satisface, pw € CH(U), pw #0 y ow (W) =0, calculando

| Iww(f) - % | = | Low(f) - 'Lzl_c]ww(ﬂ) + @Iww(ﬂ) = i f
[ Tow(f) = mv(g) [+ ‘ ” CO[ww(g) 1]

61+ (u: fo)) a1 ("' +fo))

74

A
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Puesto que ¢y(U®) =0 y oy(V§) = 0 se tiene que,
¢ c
1) Hew (/)= — 1< 61+ (w: fo))(1+ =),
0 Co
lo cual implica que,
c ¢
=1+ (w: fo)) = =81+ (w: fo)) < Low(/) =~
0 o
por consiguiente,
¢
6-0(1 = 6(1+ (w: fo)) < Loy (f) + 6(1+ (w: fo))

o Tog (1) 4 60+ (w: fo))
= o T )

lo cual implica que,

€y ol HOLE (0e o)+ 1=5(1 4 (0 fo)
o 1=6(1+ (w: fo))

asf se tiene que,

loy(f)+1
1~6(1+ (w: fo)
Como I, (f) < (f: fo), entonces

Lii¢
o

(f:fo)+1
1=-6(1+(w: fo))

La eleccidn de el mimero 8, permite escribir :

(f:fo)+1

1- (14 (w2 fo
231+iw:]oml+if:loii
- i)t

14+(f:fo))=¢/2
1+(/:/0

Ui+
1+(f: fo)—¢/2’

c
—+1<
o

[
- <
Co

(] deci;,
[(f: fo) + 12

[
Z;+1<1—I(—ﬁf—o)-:€_/2-<l+(f:f0)’
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asf se tiene que, .
SHI<IH( fo)

Sustituyendo ésta dltima desigualdad en I), se tiene ;
c
| Tow(f) ~ C_o [< 61+ (w: fo))(1+(f: fo)),
la eleccién del nimero real

)

€
AL+ (w: o)1+ (2 So))
permite escribir la desigualdad :

€

[+
I [ww(f) - "c; l< §°

2a. Observacion Para los elementos
YU, Pvy, Pw € Digq ovrewy Py = ow

se tiene que :
ew(U) =0y ow(Vf)=0

Consecuencia inmediata de la la. obsservacién, Calculando para éstas
tiltimas funciones :

[ ou(f) = Loy (1) |

ool =+ = = T () |
()= = 1+ == T ()]

Ll
2727 "

IA

A

es decir,

| Lop() = Lo, (1) I< &

En resumen, se ha demostrado que :

Ve>03 oweD ta.V ouxow ¥ vv = pw,

se tiene que,

| Top(N) = Loy (f) 1<
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dicho en otras palabras : La red en IR :
{Iwu(f)}qu‘D
es de Cauchy, para toda f € C}(U). Por consiguiente, existe el limite :
; - +
Jim Ly(1)=1U) ¥ 1 €CHO).
A la funcién 1 se le llama la LA INTEGRAL DE HAAR.

]
Ahora sf, ya estamos en la posibilidad de efectuar la demostracién de}
Teorema 2.1.1.

Demostracion del Teorema 2.1.1.
i) Dado que f #0 y feCHU), entonces f >0 y por lo tanto,

V ou €D = {evlyey vu #0 pu(U°) =0,

se tiene que,
Iy (f) >0V @y €D,

lo cual implica que,

Jim £y (1)=1()>0 ¥ gueD.

Asi, la propiedad i) ésta demostrada.

ii) Si consideramos el Lema 2.1.4. para las funciones f, g € CH{(U), los
nimeros reales positivos :

e>0,A>0, A ==1<A=1,

obtenemos una vecindad U del elemento identidad e € U, tal que para cada
funcién @y € CH(O), pv #0, ¥ wu(U¢) =0, se tiene que :

Heu(f +9) = Ty (/) H oy (9D | < &

tomando el l{mite corriendo wy € D :

w][ilrenﬂ Hlop(f + 9) = oy (S} + Loy ()} | < €

= | Jim [y (F +9) = Upu () + Lo (@D < &
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La dltima afirmacién permite escribir :

| Jim oo/ +9) = lim (o) + T @) < €

| Jim, (oo (F 4+ 90) =  Jim, Lo () + Jim L)) | < e

ie
HI(f+9) - () +1(9) | < e

Como € > 0 se eligié arbitrariamente, la podemos hicer tan pequesia como
queramos y obtener :

I(f +9)- (I(f)+1(9) =0,

por lo tanto,
I(f+9)=1(f)+1(g).
Asi, la propiedad ii) estd demostrada.
fii) Calculando para cada a € IRt y feCHU):
Low(af) = Jim Lpy(ef) = lim alpy(f)

avllilxé\DIw(f) = al(f),

Se obtiene,

Haf) = al(]).

As, la propiedad iii) estd demostrada.
iv) Calculando para cada v e U y feCH(U):

1) = Jim Lo(af) = lim Lo() = 10

Se obtiene,
(o f) = 1(f).

Asi, la propiedad iv) estd demostrada.

Con todo esto, de ha demostrado la primera parte del Teorema 2.1.1., es
decir, se ha probado La Existencia de la Integral Izquierda de Haar.
Andlogamente, se prueba la existencia de la integral derecha de Haar, con-
siderando en todo lo anterior las traslaciones derechas y desarrollando todos
los lemas y corolarios de la misma manera que se ralizo aqui,
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2.2 Unicidad

Para demostrar la unicidad de la Integral de Haar, consideremos el siguiente
lema :

Lema 2.2.1 Sea J una funcional con las mismas hipitesis del teorema
2.1.1. y con la misma notacién, es decir, la funcional J salisface :

J (CHU) -

N 0V fecHu)
J(hi+ ) = J(f)+ IR Y A, f2eCHD)
Jaf) aJ(f) ¥ e € R*, feCHU).
J(af) J(f)V o €l, fect).

Entonces, J satisface las siguientes condiciones :

v

i) Eriste una funcion fija f; € CHU), fi £ 0. tal que,
0< J(fl)v
ademds para toda h € CH(U), b # 0, se tiene que,

0 < J{h).

ii) Para toda funcidn h e CHU), h £ 0, scticne que

{(fizh) < 1%

iii) Para toda funcidn h € CX(U), h # 0, se tiene que,

(h:h) <1

Demostracién. i) Por hipStesis J # 0, entonces existe una funcién
f1 € CHU), tal que J(fl)'> 0. En seguida, consideremos una funcién
h € C(U), fija pero arbitraria. Sea

é= (cl,' . ncm) € SI|’\(A)‘
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Por definicién, existe un elemento
G = (01, +0m) €A tal que (6,E) € Syp

y con la propiedad

fi(z) < f:q oh(z) ¥ €U,

i=1

Evaluando ésta desigualdad en la funcién J :

J(1)

In

H3 6 oh(a))
=1

= Y J(¢ioih(z))
i=1

= ic;](,ih(z))
i=1

= i":c,'J(h).

i=1
Se obtiene,

SR SIS

i=1

y como

Yoei>0 = Jh)>0

i=1

Como la funcién % se eligié arbitrariamente en CF(U), se tiene que,
J(h)>0, ¥V hecHO).
Asf, 1a propiedad i) estd demostrada.

Como J(f) < ﬁc;.l(h) y J(h) >0, entonces
=1

%:7) < ic,- Shib)= inf{gc;}-

i=1




\
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ie.
) .
J(h) = (fl h)
Como ¢ se eligié arbitrariamente en 8y, 4(A) y h € CH(U), se tiene que,
J(fl) +
< : .
Ty < (fi:h) ¥ heCH)

Asi, la propiedad ii) estd demostrada,

Para demostrar iii), observemos primero que : ,i(z) = 1,h(z). Por
definicidn,
(oh:h)<1 = (h:h)<1

Asi, la propiedad iii) estd demostrada y con ella el lema.
Consideremos las funcionales lineales 7 y J con las propiedades prece-
dentes y una funcién f € CH(U), f # 0, fija pero arbitraria. Sea € >0 un

niimero real tan pequefio como se quiera. De acuerdo con el corolario 2.1.3.,
existe :

1) Una funcién fija w e CH(U), w#0

2) Una vecindad del elemento identidad e € U : Up € V = V(U) de
cerradura Uy = Uy compacta, para obtener una vecindad U € V tal que
Uc Ul

3) m ndmeros positivos : ¢1,...,en € BT cuya Zc. >0 ym
elementos 7y,...,7, € E~! donde E = sop(f), tal que para toda funcién
gE€CHU), g#0 y g(U) =0 se tiene que

A) | f(e)- Zc, n9(e) |€ bu(z) ¥V z € U.

Donde
&=

€

>
2+ )HT )
La desigualdad A) implica que,

) f(z) < bu(e) + Zc, g
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y ademds, para cada z € U:
m
2 Ycing(e)-bw(z) < fla).
i=1
Evaluando el niémero real (f:g) en la desigualdad 1) :

Feg) S 6wig)=(Deing:0)
i=1
S(w:g) —(ic;)(ng )

i=1

8w )~ (e 0)
i=1

§(w:g) —Xm:c;,

i=1

se obtiene que :
m

3) (frg)<H(wig)+ ) ci

i=1

Aplicando la funcién J a la desigualdad 2) :

K3 e ng - bu) < I(f),

i=1
se obtiene,

icd(g) - 6J(w) S J(f).
i=1

por lo tanto,

)+ 63(w) 2 S ().

i=1

Combinando la desigualdad 3) con ésta iltima tenemos,
J(f) +84(w) 2 ((f:9) - 8(w: 9))I (9)-
Asi,

(w:g)y ..
J(f)+ 83 (w) 2 [1-50 :g)](f-y)-’(a)
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J(£)+8J(w) 2 [ - 8(w: /IS : 9)I(9)-
Como J(f) >0, esto implica que,

T S s (b ) 1 9) T

) IR * JhY

Como

I J(9) 1
(h:9)< 7(9) = J(fl)s'_(fn‘-y)’

fo cual implica que,

JU) | I _ (f:9)
AR IR Ly
N Y 130}
= =8 i - h)
Por lo tanto,
1), I
T iy 2 f”ru)

Como ¢ > 0 se eligié arbitrariamente se puede hacer tan pequefio como
se quiera y obtener :

tomando el limite :

I .. L)
I 2 I

se obtiene,

JU) 1Y)

— >

J(f) T Ih

~—
~—

Asf,
J(h)
~I(h)

Observemos que : La hipétesis en la demostracidn de lema 2.1.4,,

J(f) 2 1)

JA0 = 3 [ ECHV), n#£0y J(f)>0
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y dado que lafuncién f € CH(U), f # 0, se eligi arbitrariamente, entonces
se pueden intercambiar los papeles de f y f1 para obtener :
1(f)

J() < ml(fl)-

Por lo tanto,
I _ 1D
J(h) 1)

° T I(h)

haciegdo
>0,

se obtiene que
J(f} = col(f).

Como la f se eligid arbitrariamente en CHU), se tiene que,

J(f)=col(f), V JeCHD), [f#0.

Asi, se tiene probado que sélo existe un inico niimero real ¢g > 0 tal
que la funcional lineal J definida sobre la clase CF(U) con valoresen R,
es iinica. Asi, estd demostrado el Teorema 2.1.1,




Capitulo 3

CONCLUSIONES

La funcional I del Teorema 2.1.1., definida sobre C} (U0), puede extenderse de
manera tnica al espacio vectorial complejo C(U). (Esto es un caso especial
del Teorema B.38 {3]). La extensién obtenida es necesariamente invariante
por la izquierda. A dicha extensién se le denota con I, y se le Hama La
INTEGRAL 1zQUIERDA DE HAAR DEFINIDA SOBRE C.(U) 0 soBrE U.

Utilizaremos la construccién hecha en la seccidn § 11, capitulo 1V [3],
para asociar una funcién de conjunto g con la Integral Izquierda de Haar,

Definicion 3.0.1 Sea X un espacio topoldgico y sea [ una funcion real
extendida definida y posiliva sobre X :

f:X - R¥ =10,00]

Se dice que f es continua inferiormente en el punlo zo, si para todo ¢ > 0
existe una vecindad V de xg tal que para todo x € V implica que

f(z0) - € < f(2).

Si f{zg) = oo, entonces para todo nimero positivo A > (0 eriste una
vecindad U de xo, tal que f(zg)> A para todo z € U.
Se denotard como

MHX)={[: X - BT : [ es semi~ continua inferiormente}

Con ayuda de este espacio asi definido tenemos la primera extensién de
Ja funcional I, alespacio M*(U):

100
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Definicién 3.0.2 Sea U un grupo topoldgico localmente compacto y Haus-
dorff. Sea I la Integral de la Haar Ixquierda definida sobre C,(U). Para
f € MH(V), se define el niimero real positivo 7(f) :

I(fy=sup{l(g) : g €CF(V), 9 < f}.

Ahora consideremos a la famimila de todas las funciones f con valores
en la recta real extendida JR = {—o0} UMRU {400}, definida sobre X :

F(O)={f:0- ).
Denoiemos con el simbolo :
FHO)={feFU) : f(z)20V zeU}.

_ Con ayuda de estos conceptos asf definidos tenemos la segunda extension
T dela funcional 1, al espacic F+(U):

Definicion 3.0.3 Sea U un grupo topoldgico localmente compacto y Haus-
dorff. Sea I la Integral de Haar Izquierda definida sobre C.(U). Sea T la
primera extension de la funcional I definida sobre A_/_t*(U). Para cada
f € FH(U) de define el nimero real positivo extendido I(f) :

1(5) =inf{I(g) : g€ M¥(V), f<g).

Se dice que T es la segunda y dltima extensién de la funcional lineal
positiva 1.
Sea P(U) = {A C U}, el conjunto potencia de U.
De acuerdo con el Teorema 11.21 del capitulo ITT [3], asegura que la
funcién :
ft: PU) -t

definida por la correspondencia
A fi(A)= 7(XA)
es una medida exterior, donde, [ es la integral de Haar izquierda,

Ademds el Teorema 11.29 capitulo III (3}, afirma que la familia :

LO)={ECU : i(Ad) = i(ANE) +i(AN E)V A€ PO)},
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es una o-algebra de conjuntos. Ademds, la restriccién :
il ey = 12 L) = RY,
es una medida nimerablemente aditiva sobre L{U).

Todo lo que precede, permite definir,LA INTEGRAL ABSTRACTA DE
LEBESGUE de una funcién [ positiva definida sobre U de la siguiente
manera :

[ = s (3 mis, A5}
J=1

donde
m(f, Aj) = inf{ f{z)}req, (1 < J < m)

Aoy A€ T(D) jLZJlA,-:-U v ANA=0(1<ij<m)

Lamedida g construida desde la integral izquierda de Haar sobre € (U)
es llamada la MEDIDA DE HAAR 1ZQUIERDA sOBRE U.

Consideremos el celebre Teorema { Teorema 12.36, Capitulo III, [4] ),
para obtener el objetivo principal de dste trabajo :

TEOREMA DE LA REPRESENTACION DE Rigsz.
Teorema 3.0.1 See X un espucio topoldgico localmente compacto y Haus-
dorff. Sea I una funcional lineal no negativa sobre C(X) . Entonces existe
un espacio medible :

(X, CA(X)'r )‘):
donde, L\(X) contiene a los conjuntos de Borel :
B(X)C La(X),

tal que :

1) = [ fe)dra)

para cada f €C,.
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En éste presente caso :

Sea U un grupo topoldgico localmente compacto y HausdorfT.
Sea I lafuncional lineal positiva ( Integral de Haar ) definida sobre C.(U).
A laluz del Teorema de la Representacién de Riesz, existe un espacio medi-
ble :

(G, L“(U), 1),

donde, L£4(U) contiene a los conjuntos de Borel :
B(0) C £,(V),
tal que,
* % I(f):/ufd,u *%
para cada f € C..

Siempre que la expresion ++ esté bien definida, recibe el nombre de :

LA INTEGRAL IzQUIERDA DE HAAR.
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