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Notación 

Indices griegos corren de O a 3. 

Indices latinos corren de 1 a 3. 

Derivadas temporales se denotan por 'M o por j. 
Derivadas espaciales se denotan por Ur, f,; o si solo hay una variable espacial por/. 

Signatura: (- + + +) 
Función de onda: '11, .¡, 

Operadores cuánticos: letra cursiva A, 1l 

A lo largo de la tesis, utilizamos unidades tales que e = /¡ = k = 1 (k es la con

stante gravitacional), excepto en los puntos donde, por claridad, es necesario expresarlas 

explícitamente. 



Introducción 

La idea básica de la Teoría General de la Relatividad es geometrizar la fuerza gra

vitaciona1, es decir, mapcar todas las propiedades de la. fuerza gravitacional, así como 

su influencia sobre procesos físicos, a propiedades (geométricas) de un espacio Rieman

niano¡ el espacio-tiempo. El campo gravitacional se manifiesta como una curvatura del 

espacio-tiempo y, de acuerdo a las ecuaciones ele Einstein, depende de la distribución 

espaciotemporal de la materia, donde materia es todo lo que puede producir un campo 

gravitacional, i. e. que contribuye al tensor energía-momento. En principio, es im

posible primero especificar la distribución espaciotemporal de la materia (la materia y 

su movimiento) y de esto calcular la estructura espacial ya que el espacio ya no es el 

escenario para los eventos físicos, más bien es un aspecto de la interacción y movimiento 

de la materia, a su vez influyendo sobre ella. Así, la estructura espacial (curvat"ura) y 

distribución de la materia constituyen un sistema dinámico cuyos elementos están tan 

relacionados entre sí que solamente pueden resolverse simultáneamente. De esta manera 

el espacio-tiempo se vuelve un elemento activo sujeto a condiciones locales y a las leyes 

de la física. 

El procedimiento a seguir para ver las características del espacio-tiempo en el futuro 

es: dar los campos que generan el tensor energía-momento y su razón de cambio temporal 

así como la 3-geometría del espacio y su razón de cambio temporal° al mismo tiempo, y 

luego resolver el problema encontrando la 4-gcometría del espacio-tiempo en el futuro. 

De lo anterior, se ve que se puede separar el espacio-tiempo en 3 + 1 dimensiones donde 

el espacio-tiempo puede verse como la evolución de 3-geometrias (conjunto de todas la 3-

métricas equivalentes bajo transformaciones de coordenadas). Arnowitt, Deser y Misner 

desarrollaron una formulación hamiltoniana de la relatividad general basada en este con

cepto, conocida como formalismo ADM. Bajo este punto de vista, la variable dinámica 

del sistema es una 3-geometría. Al espacio en el que evolucionan las 3-geometrias se le 



llama supcrcspacio, y al ponerle restricciones de simetría obtenemos un minisuperespacio. 

Los campos que generan Ja curvatura del espacio-tiempo transportan energía y, según 

la mecánica cuántica, la energía está cuantizada, entonces también la geometría del 

espacio-tiempo debe estar "cuantizada". Esta conjetura lleva a plantear la posibilidad de 

desarrollar una teoría cuántica de la gravitación cuyas manifestaciones deben ser obser

vables en experimentos cuyas energias sean del orden de 1028eV. A causa de la presente 

imposibilidad de obtener esas energias experimentalmente, no ha sido posible corroborar 

esta hipótesis, pero se supone cierta ya que de otra manera habría inconsistencias en la 

actual descripción física del universo. 

La idea de una teoría cuántica de la gravitación está relacionada con buscar una 

función de onda que nos permita obtener la probabilidad de encontrar el espacio-tiempo 

con una métrica específica a un tiempo dado debido a que dicha métrica es la cantidad 

dinámica de interés. A causa de la dualidad onda-partícula que plantea la mecánica 

cuántica, tambien debe tener relación directa con la posibilidad de observar gravitones; las 

partículas del campo gravitacional con caracterísiticas análogas a los fotones del campo 

electromagnético. Actualmente el desarrollar una teoría cuántica de la gravitación no ha 

sido totalmente satisfactorio debido, entre otras cosas, a la 110 linealidad de las ecuaciones 

de Einstein y a las propiedades intrínsecas de la Teoría General de la Relatividad corno 

es el ser covariante. A partir del procedimiento planteado anteriormente, observarnos que 

clásicamente hay que dar simultaneamente posiciones y sus razones de cambio temporales, 

pero la mecánica cuántica prohibe esto debido a la Relación de Dispersión encontrada 

por Heisenberg, también conocida como Principio de Indeterminación, entonces hay qne 

desarrollar una teoría que incorpore la.• ideas de la tc'OrÍa cuántica. Una de las propuestas 

es_que a partir de la formulación ADM se obtenga la acción de la relatividad general. 

Dicha acción nos permite obtener un operador que juega el papel del "hamiltoniano" del 

sistema una vez que reemplazamos las variables clá.icas (posición y momento) por sus 

contrapartes cuánticas. Así, el operador ~hamiltoniano" aplicado a una función de onda 
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debe satisfacer la ecuación de Whecler·DeWitt.; 

'H'i! =o, 

la cual, al resolverla, nos da la función de onda buscada. 

En esta tesis intentamos cuantizar dos minisupercspacios bajo la suposición de que 

una vez hecho esto con un número suficiente de minisuperespacios, tal vez se obtenga 

suficiente información como para que sea posible deducir un proredimiento adecuado 

para hacer lo mismo con un supcrcspacio. No se pretende dar una exp1icación exhaustiva 

de lo que es y de lo que implica el intentar cuantizar el campo gravitacional, solamente se 

trata de presentar un procedimiento a seguir al intentar cuantizar un minisupcrespacio. 

Se eligieron dos minisuperespacios, designados respectivamente por A y B, cuyas 

3-métricas están dadas por: 

B: ds'= (1+~)'[ar'+a'(do'+sen'Odifi')], 

donde m = m (r, t) y a = a (r, t), la cual posteriormente igualamos a r. Ambos tienen 

simetría esférica ya que buscamos poder decir algo acerca del Teorema de Birkhoff en el 

contexto de la gravitación cuántica. En el contexto clásico, el Teorema de Birkhoff afirma 

que no puede haber una solución esféricamente simétrica a las ecuaciones de Einstein que 

no sea equivalente a la solución de Schwarzschild. En otras palabras, no hay emisión de 

ondas esféricamente simétricas. En un contexto cuántico, podría negar la posibilidad de 

que haya emisión de gravitones que formen ondas esféricamente simétricas, lo cual podría 

dedurirse de la función de onda obteuida. 

En el caso del minisuperespacici A, no fue posible encontrar una función de onda 

satisfactoria, pero en el caso B sí. La función obtenida es una solución de la ecuación 

de Wheeler· DeWitt, pero parece que se necesita de un estudio más detallado y profundo 



de otros aspectos para poder responder a la pregunta: ¿hay emisión de gravitones que 

forman ondas csféricamentc simétricas? Algunos de esos aspectos a estudiar se mencionan 

en las conclusiones. Entre ellos se encuentran el traducir a la formulación hamiltoniana el 

Teorema de Birkholf y la necesidad de estudiar el "problema de tiempo" en la gravedad 

cuántica. 

Para concluir esta introducción, voy a mencionar brevemente la estructura general 

de la tesis. Esta consiste de una introducción, cinco capítulos, las conclusiones y dos 

apéndices. Los primeros tres capítulos tienen como objetivo presentar brevemente las 

herramientas necesarias para introducir la idea y metodología de la cuantización de un 

minisuperespacio. Básicamente son una breve recopilación bibliográfica de diversos textos 

y artículos. Los otros dos capítulos contienen el estudio de los dos minisuperespacios 

seleccionados. 

El primer capítulo es un breve recordatorio de la Teoría General de la Relatividad, 

incluyendo la forma que tiene la acción de la relatividad general y la deducción de las 

ecuaciones de Einstein a partir de ella. Finaliza con la formulación ADM, explicando, 

de manera breve, su construcción, su relación con e} espacio-tiempo y 1as relaciones 

importantes que se pueden obtener a partir de ella (constricciones). 

El segundo capítulo consiste en un recordatorio de la Mecánica Cuántica y de la Teoría 

Clásica de Campoo, ejemplificando el método hamiltoniano con una cuerda vibrante. A 

continua.ción 1 combinamos ambos temas en una breve introducción a la Teoría Cuántica 

de Campoo, nueva.mente ejemplificando uno de sus métw!os ton la cuerda vibrante. Cul

mina con una breve mención de los problemas que surgen al intentar cuantizar un campo. 

La discusión de las métricas esféricamente simétricas esta reservada para el capítulo 

tercero. Así mismo, resalta la importancia y generalidad de la solución de Schwarzschild 

haciendo mención del Teorema de Birkhoff. Los superespacios y minisuperespacioo con

stituyen la parte final de éste capítulo, incluyendo el papel que tienen en el proceso de 

intentar cuantizar el campo gravitacional. 

Una vez sentadas las bases, en el capítulo cuarto obtenemos la acción ADM para los 
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dos minisupcrcspacios seleccionados. En el 'luinto obterwmus la función de onda para t•I 

minisupcrcspacio By, en las conclusiones, nos referimos a su relevancia en el contexto de 

poder plantear un posible Teorema Cuántico de Birkhoff. Así mismo, presentamos algu

nas ideas para investigaciones futuras. Incluimos tanto aquellas que están relacionadas 

directamente con el minisupcrespacio B, como otras más importantes dentro del contexto 

de la gravitación cuántica. 

El apéndice A contiene la transformación de la métrica de Schwarzschild a coordena

das isotrópicas y el apéndice B la demostración de la consistencia de la métrica A con 

las ecuaciones de Einstein. 
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Capítulo 1 

La Teoría General de la Relatividad 

1.1 Principio de Equivalencia 

Recordemos el experimento pensado de la caja negra de Albert Einstein en el cual una per

sona dentro de una caja totalmente cerrada siente que tanto él, como todos los aparatos 

dentro de la caja, sufren una aceleración hacia abajo. No puede ver hacia el exterior de 

la caja y, consccucntcmcntc, concluye que hay dos posibles interpretaciones: 1) Puede 

haber una gran mMa externa fija a la base de la caja produciendo 1111 campo graviladonal 

aproximadamente uniforme. En éste caso la aceleración experimentada es un resultado 

de la atracción entre los objetos dentro de la caja y la gran masa externa. 2) La caja 

puede estar acelerada hacia arriba debido a un cuerda que la esté jalando. En este caso 

la ar.dcración experimentada por el observador y los aparatos es solamente la rcsh1le11da 

que presenta la materia a cambiar su estado de movimiento (inercia) y la consideramos 

producida por una fuerza aparente pj. Esta fuerza aparece por la elección ele sistema 

de referencia y puede ser eliminada si se escoge un sistema <le referencia fijo a la caja. 

llealmente no existe ningún fenómeno mecánico, o de otro tipo, que permita decidir cuál 

de )as dos explicaciones es correcta. Debido a que la fuerza gra\'itacional que actúa en 

la alternativa l puede ser simulada por la fuerza aparente de la alternativa 2, es factible 

decir que la gravitación puede ser eliminada, al menos localmente, con una selección 

adecuada del sistema. de referencia., es decir, con una transformación. Este experimento 

nos lleva direclamentc a enunciar el Principio de Equivalencia 131): 
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Principio 1 Un observar/o,. sir, cfJ11focto ro11 el nlcrior, no ticru: metlios por los cualc.<o 

dislfoguir si su laboratorio . .;e rncucult-a en uu cr11n¡w gravilaciorwl u11iformc o rn u11 

sistema de 1'eferencia acelerado. 

El poder eli~ninar la fucrzagravitacional con una transformacit)n adecuada, IÍJJicarncnte 

es posible cuando el campo gravitarional responsable de la fuerza no depende del tiempo y 

es espacialmente homogéneo. Si depeude del tiempo o es inhornog<~nco, la transformación 

mencionada existe si nos restringimos a una región suficientemente pcquctia dentro de la 

cual el campo gravitacional cambie muy poco, i. e. permanezca casi constante dentro 

de la región considerada. Con esto llegamos al enunciado del Principio General de la 

Relatividad [29]: 

Principio 2 Si se tiene un campa yravitacianal arbitraria, entonces en toda punto del 

espacio-tiempo, es posible escoger un sistema de coordenadas local e inercial tal que, 

dentro de una r·egión suficieritemente pcqueria alrededor del ¡nwto en cuestión, las leyes 

de la naturaleza tengan la misma forma q11e cm un sistema de coordenadas inercial en 

ausencia de gravitación. 

Al decir que "las leyes de la naturaleza tengan la misma forma que en un sistema de 

coordenadas inercial en ausencia <le gravitación" <¡uercmos cli•cir que conservan su forma 

~ti.~!.'.transformación general de coordenad~, i. c. son covarianies y en la ausencia 

·de ca';,,jio ~ravitacional se reducen a las leyes d; la relatividad especial [3lj. El Prin· 

cipio General de la Relatividad permite varias predicciones cualitativas y cuantitativas 

y, de. hecho, la mayoría de IM! verificaciones experimentales de la Teoría General de la 

Relatividad pueden ser derivadas al aplicarlo con destreza. 

El Principio General de la Relatividad es, hasta cierto punto, la base de la Teoría 

General de la Relatividad ya que plantea la idea de poner las leyes de la naturale•a rn una 

forma que sea independiente del sistema de referencia, siendo dicha forma la formulación 

tensorial. Así mismo, el plantearse ésta generalización del Principio de Equivalencia 

y debido a que generalmente las fuerzas inerciales son mejor enlemlidas haciendo con· 

sideracioncs geométricas, llevó a sospechar que }a gravitación tiene una conexión con la 
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geometría del espacio-tiempo. Tomando como cierta esa sospecha, se desarrolló la Teoría 

General de la Relatividad y al obtener verificacio11Ps experimentales de lo que predecía, 

se concluyó que efectivamente hay una conexión fuerte entre la gra\·itación y la geometría 

del espacio-tiempo. 

1.2 Geometría del espacio-tiempo 

Al inicio del siglo, se estudiaba la gravitación a partir de la fuerza que existe entre los 

cuerpos debida a su masa. Con Einstein se planteó la idea de que un cuerpo con masa 

modifica la geometría del espacio-tiempo, entonces cualquier otro cuerpo en su entorno 

se mueve de acuerdo a la curvatura del espacio-tiempo. Su comportamiento no se debe a 

la interacción con el cuerpo masivo directamente, sino a la geometría del espacio-tiempo, 

por lo cual la geometría torna un papel más importante en la explicarión de la naturaleza. 

1.2.1 El Tensor Métrico y los Intervalos 

Toda la información respecto a la gt!Dmetría del espacio-tiempo, está contenida en el 

tensor métrico, que determina las propiedades geométricas de cada sistema curvilíneo 

de coordenadas. Dicho tensor es de rango 2 y se representa por Yµv siendo, en la Teoría 

General de la Relatividad, tensores simétricos. Estos tensores tienen, a lo más, 10 com

ponentes independientes en lugar de 16. Si se tiene un espacio plano, en coordenadas 

cartesianas, ]as componentes del tensor de curvatura son goo == -1 ¡ 911 = 1 ; g22 = 1 ¡ 

933 = 1 ; 9µv = O si µ i v, y se denomina métrica plana o de llelatividad Especial. [16! 

Debido a que la geometría del espacio-tiempo está bien descrita al utilizar la geometría 

Riemanniana, si las componentes del tensor métrico son funciones de las coordenadas x1
', 

el elemento de línea o intervalo está dado por ds' = gµvdx•'dx", donde respetamos la 

convención de Einstein, i. c. los índices repelidos implican una su111a sobre ellos. El 

elemento de línea mide la distancia entre un par de puntos cercanos x" y x" + dx", la 

cual, en general, depende tanto de x" como de dx" [27!. 
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Dado el lcnsor métrico, podemos construir su determinante g y con él oLlcncr 

g1111 = ;~, llamado tensor métrico contravariante. Por lo ta11lo, el tensor métrico 

contravariantc ha sido construido de tal manera que g1wg"P = ó~. Esta propiedad nos 

permite subir o bajar los índices de un tensor 1\1111 = g"P A" P y A1111 = 9µpA" 11 , teniendo 

siempre presente la posición relativa de los índices. 

1.2.2 Geodésicas, Símbolos de Christoffel y Curvatura 

Con el desarrollo de la Teoría General de la Relatividad se encontró que un cuerpo 

masivo modifica la geometría del espacio-tiempo, de tal manera que las geodésicas 

de dicha geometría (geodésica: •curva que une dos puntos cuya distancia permanece 

estacionaria bajo pequeñas variaciones), son las trayectorias cu.rvas descritas por las 

partículas atraídas por el cuerpo masivo. Las geodésicas pueden obtenerse a partir de g"" 

mediante: fs. (g1111 ~) = !~~~en donde .\es un parámetro invariante arbitrario, 

y equivalen a las ecuaciones de movimiento de las partículas. 

Las líneas geodésica.• nos llevan a definir los Símbolos de Christolfel como 

(l.l) 

}OS CUalCS Satisfacen )as fCl&eiOflCS siguientes! r:ll = r~µ j 911P r~p E r µ,r¡p = r µ,pr¡ j 

~ = r "'"' + r "·"' y, en el caso más general, hay 40 diferentes. Estos símbolos no 

son tensores ya que no se transforman como tales [19j, pero a partir de ellos podemos 

construir un tensor de rango 4 conocido como Tensor de Curvatura o Tensor de 

llicmann·Christoffel 

,.,,, aq;. or¡¡" 1,. 1., r· 1,, n, /Jµll = axµ - -¡¡;;- + PJI /Jll - pll /Jµ' {1.2) 

El tensor de curvatura nos da un criterio para saber si el espacio-tiempo es plano o no, 

ya que solamente en el primer caso tendríamos ~Piw = O en todo el espacio-tiempo, 

siendo este resultado independiente de haber escogido un sistema de referencia que 
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cerca del punto considerado sea plano. Las propiedades del tensor de curvatura son :. 

R.P•• = -Rp.,,,, = -R.pvµ; R,,pµv = R•••P y en particular, todas las componentes para 

las cuales a = {J ó µ = v, son cero. También es posible verificar que la suma cíclica 

de componentes formada por la permutación de cualesquiera tres índices es cero; i. e. 

R.p •• + R,,,p" + R,,µ•P = O. Finalmente, es posible obtener las identidades de Bianchi: 

R°p""" + R°p,.;v + R°p""" =O. Las componentes del tensor de curvatura no son todas 

independientes, en un espacio tetradimensional, R,,p"" tiene un total de 20 componentes 

independientes que pueden reducirse por medio de transformaciones a 14, y según el caso, 

hasta a menos. [16] 

A partir del tensor de curvatura, es posible construir un tensor simétrico de rango 2. 

(1.3) 

Se le denomina Tensor de Ricci y nos permite construir el Escalar de Curvatura o 

de Ricci: 

R=g"'"R1w, (1.4) 

que en el caso partícular de una métrica plana da R = O. [16j 

1.3 Acción en la Relatividad General 

En la mecánica clásica se ha definido una cantidad escalar la cual noo permite obtener 

las ecuaciones de movimiento del sistema haciendo uso del cálculo variacioúal. Dicha 

cantidad también es posible definirla para otros sistemas que no sean mecánicos, siendo 

igual de importante que en la mecánica. Su definición y su importancia se encuentran 

resumidas en el Principio de Mínima Acción y dicho principio nos permite hablar de la 

función que tienen las constricciones dentro de la física. A continuación presentamos 

cómo, a partir de la acción de relatividad general, es posible obtener las ecuaciones de 

Einstein. 
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1.3.l Principio de Mínima Acción 

Consideremos un sistema dinámico con un hamiltoniano /1 ( q, p, t ), donde por simplicidad 

representamos las coordenadas generalizadas con q¡ p son sus momentos conjugados dados 

por p = 8L/lH¡, t denota el tiempo y L es el lagrangiano del sistema. Las ecuaciones 

canónicas del sistema, o ecuaciones de movimiento, son 

. 811 
q= 8p' 

. 811 p=-a;¡· 

Para cada sistema, existe una cierta integral S, llamada acción, que al variarJa respecto 

a las variables independientes y manteniendo los extremos fijos, da cero. En ese caso S 

nos da un valor máximo o mínimo, pero no es preciso que sea uno u otro. Esa integral 

no debe depender del sistema de referencia y, consecuentemente, debe ser un escalar. La 

definici6n de esa cantidad aparece en el Principio de Mínima Acci6n, enunciado a 

continuación¡ 

Principio 3 La integral de acción 

S= j Ldt, 

tiene un valor estacionario para variaciones pequeñas en la trayectoria donde los extremos 

se mantienen fijos, i. e. 

óS=O, 

donde L = L(q;,p;,t) es el /agrangiano del sistema y la integral es entre dos puntos 

definidos por ti y t,. 

A partir de la relación entre el lagrangiano L y el hamilloniano /1 podemos poner el 

principio de mínima acción en otra forma 

S= j (p dq-/ldt) = j (p(¡-/l)dt. (1.5) 
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El Principio de Mínima Acción resulta equivalente a las Ecuaciones de Euler-Lagrange 

donde, si consideramos un sistema conservativo, con constricciones no dependientes del 

tiempo y cuyas coordenadas generalizadas son independientes, tenernos que: 

!!_ aL _ aL =o. 
dt 8i¡ 8q 

Estas ecuaciones nos dan las ecuaciones de movimiento del sistema. [28] 

Al obtener la generalización a campos, en lugar de el lagrangiano tenemos una den~ 

sidad lagrangiana C = C(q,8q/8x',t) donde q = q(x") son las variables que describen 

el estado del sistema. La densidad lagrangiana es tal que L = J CdV donde dV es el 

elemento de volúmen, pero el Principio de Mínima Acción mantiene su forma 

óS = ó j Ldt = ó j CdE = O, (1.6) 

siendo dE = dV dt. Definiendo q,; =!;;,las Ecuaciones de Euler-Lagrange quedan como 

1.3.2 Sistemas con constricciones 

En ocasiones, se desea trabajar con sistemas restringidos por fuerzas internas que toman 

la forma de relaciones funcionales entre las coordenadas o entre ias velocidades (momen

tos). Si { representa posiciones o velocidades, tenemos¡ 

!" ({',t) =o. (1.7) 

En estos casos, esas fuerzas son ignorables ya que solamente hay que considerar las 

limitaciones que les imponen a las posiciones de las partículas. Esas constricciones se 

llaman holonómicas y cambian la dimensión, la topología y la geometría del espacio de 

configuración, i. e. del espacio de coordenadas, como veremos a continuación. En general, 

16 



el espacio de configuración es Riemanniano { I TJ. Al escoger las coonfena<1as generalizadas 

<le un sistema, se busca el número más pequc1io de:' coordenadas independientes necesarias 

para describir completamente al sistema. E1 número de coordenadas 11cccsarias es igual 

al número de grados de libertad del sistema. Al tener una constricción, las coordenadas 

dejan de·scr independientes ya que tienen que satisfacer la ecuación de constricción ( 1.7). 

De ésta, es posible despejar una de las coordenadas en [unción de las otras y eliminarla 

como coordenada generalizada. Esto produce una reducción en el número de coordenadas 

generalizadas y, por lo tanto, en el número de grados de libertad [15j. Visto de un punto 

de viBta más geométrico, un sistema mecánico compuesto de N partículas libres tiene 

un espacio de configuración de 3N dimensiones. Si hay constricciones, el espacio de 

configuración es un subespacio de menos de 3N dimensiones, cuya geometría puede "ser 

caracterizada por un elemento de línea Riemanniano, lo cual obviamente modifica la 

dimensión, la topología y la geometría del espacio de configuración [l 7j. 

Una vez reducida la dimensionalidad del espacio, se construye el lagrangiano en 

términos de las variables restanteo, no-constreñidas y se utiliza en la integral de acción 

para obtener las ecuaciones de movimiento. Otra opción es utilizar multiplicadores de 

Lagrange, modificando el lagrangíano con las fuerzas constrictoras. El nuevo lagrangiano 

se puede utilizar en la integral de acción, la cual al variarla respecto a los coeficientes de 

las fuerzas constrictoras, da las ecuaciones de constricción. 

1.3.3 Acción en Relatividad General y Ecuaciones de Einstein 

Para obtener las ecuaciones del campo gravitacional, primero es necesario obtener la 

acción para este campo. Posteriormente, las ecuaciones requeridas pueden ser obtenidas 

al variar la suma de la acción del campo más la de las partículas materiales ya que, como 

vimos anteriormente, hay una relación entre el campo gravitacional y los cuerpos que lo 

producen. 

La acción del campo gravitacional debe poder expresarse como una integral escalar 

sobre todo el espacio y sobre la coordenada temporal zº entre los dos valores dados. Es 
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posible encontrar formalmente la forma de la acción a partir de las características que 

debe satisfacer, para ello consultar la referencia [16], pag. 268. Así, la acción para el 

campo gravitacional queda dada por 

S = --
1-f RFudE, 16irk 

(1.8) 

donde Res el escalar de curvatura, gel determinante del tensor métrico, k la constante 

.gravilacional y dE = d:z:"di'. De modo que variando 

óS = - 16~k ó j RFgdE. 

A partir de una transformación de coordenadas, de la acción dada por (1.6) y ha

ciendo un análisis del cambio en las componentes del tensor métrico, es posible obtener 

la variación de la acción para Ja materia. Recordando que los términos óq deben canee· 

larse debido a las ecuaciones de movimiento y que óg"" = O en los limites de integración, 

obtenemos 

óS = J { o.¡=gr. - .!... o.¡=gr.} óu"" dE. 
m 8gP.ll 8zP a~ 

Para un cálculo más detallado consultar [16], sección 94. Si definimos 

donde al tensor Tµ• lo llamamos Tensor Energía-Momento, la variación de la acción 

para la materia loma la forma siguiente 

Como se mencionó anteriormente, a partir de Ja acción del campo gravitacional y de 

la materia, es posible encontrar las ecuaciones de Einstein si aplicamos el Principio de 
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Mínima Acción. Para ello es necesario calcular Pxplícitamcnte 

Calculando las variaciones necesarias (ver [16], sección 95) y recordando que la variación 

del campo es cero en los límites de integración, se llega a que 

y finalmente 

óS = -16~k J ( Rµv - ~9µvR) óg"" FudE. 

Para finalizar hay que recordar que ó (S +S.,) =óS + óS., =O, entonces 

óS+ óS., = - 16~k¡ ( R,,. - ~9µvR-B,,kTµ.) óg""hdE =O, 

y, considerando la arbitrariedad de óg"", obtenemos las ecuaciones del campo gravitacio

nal ó Ecuaciones de Einstein 

(1.9) 

siendo las ecuaciones fundamentales de la Teoría General de la Relatividad. Si las rccs· 

cribimos en componentes mixtas y contraemos, también se pueden escribir cómo 

de doude es fácil observar que en el vacío, las ecuaciones se reducen a Rµ,, = O, un 

sistema de 10 ecuaciones acopladas. Las ecuaciones de Einstein son no-lineales y como 

es posible observar de (1.9) relacionan la distribución de la materia y su movimiento con 

la estructura del espacio-tiempo. En principio es imposible especificar la distribución 

espaciotemporal de la materia (materia y su movimiento) y a partir de ésto calcular la 
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estructura del espacio-tiempo (curvatura) ya que el espacio-tiempo no es el escenario para 

Jos eventos físicos, más bien es un aspecto de Ja interacción y movimiento de la materia 

[27]. 

1.4 Formulación ADM 

Una vez que se tienen Jas Ecuaciones de Einstein y la acción para el campo gravitacional, 

de acuerdo a Ja construcción clásica de la teoría hamiltoniana, es necesario construir los 

momentos canónicos conjugados a las variables dinámicas para obtener el hamiltoniano. 

Para ello debemos obtener p = fJC/fJq, i. e., debemos privilegiar al tiempo para poder 

definir q. De lo anterior podemos ver que para construir el hamiltoniano hay que diferen· 

ciar una de las coordenadas del espacio-tiempo de las otras. Esto equivale a considerar al 

espacio-tiempo como formado por rebanadas que no se intersectan, donde cada rebanada 

es una hipersuperficie de tres dimensiones. Pensamos en la evolución como el cambio 

entre una de estas hipersuperficies y la siguiente. Generalmente lo que se hace es rebanar 

tomando x0 = t = cte., entonces la evolución nos dice como cambia la geometría de la 

hipersuperficie de tres dimensiones conforme pasa el tiempo. Lo anterior no es la única 

opción, pero hasta ahora ha sido la más efectiva y simple de interpretar. 

1.4.1 Obtención de la acción ADM 

Si rebanamos el espacio-tiempo lomando x0 = t = de., es necesario tener presente dos 

cosas¡ 1) Ja geometría de las rebanadas individuales (hipersuperficies de tres di.mensiones 

con una métrica dada) y 2) la relación entre una rebanada y la siguiente. El punto 2) se 

satisface si definimos una función lapso (lapse) N que se relaciona con la separación entre 

cada par de hipersupcrffcics, y un vector formado por funciones de desplazamiento (shift) 

N; que se relacionan con el movimiento de un punto al pasar a la siguiente hipcrsuperficie, 

que tanto se movió el sistema de coordenadas respecto a un punto específico al transcurrir 

el tiempo. Estas cuatro funciones nos dicen como ir embonando las hipersuperficics para 
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formar el conlínuo del espacio-tiempo. Así tenemos 10 vari•bles com•spondientes a las 

que teníamos anteriormente del tensor métrico Diw tetradimcnsional¡ 6 ~e la métrica 

tridimensional simétrica en la hipersuperficie espacial ·y;;, 1 de la función lapso N y_3 de 

las funciones de desplazamiento N;. 

Una vez definidas estas 10 variables, se reescribe el elemento de línea en términos 

de las nuevas variables para obtener la relación entre ellas y las viejas variables. Se 

encuentra que "/ij = g;;, que N = (-g00¡-l y que N; = g0;. A partir de ahora, por la 

primera relación antes señalada, denotaremos 7¡; por 9ii· 

El siguiente paso es reescribir la acción en términos de las nuevas variables, para 

ello hay que expresar el escalar de curvatura tridimensional R y el elemento de volúmen 

AdE en función de g;;, N y N;. Si se desea ver una discusión más extensa y detallada 

consultar el artículo de A. Corichi y D. Nuñez [6]. Una vez hecho esto, la acción ADM 

resulta estar dada por 

en la cual .-;; son lo; momentos canónicos conjugados definidos como 

.-;• I• = .-'".• +r},.-i1, y donde se descarta una divergencia total. Observamos que la 

nueva densidad lagrangiana no depende de N o N;, por lo cual podemos concluir que son 

coordenadas no dinámicas. 

También es posible definir 

( .. ) 1 [ .. 1 ( ¡ )'] Ho 1r
11

19ij = {9 ;r''¡r,, - 2 tr " - ,fYR (1.11) 

H( ¡; )- 2•• y i 7r ,g¡; - - 1r Jkt (1.12) 
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para finalmente poder escribir 

S = __!__ j [ir;ig' ·· - N !lo - trn·] dt d'x 16;r IJ 1 1 1 
(1.13) 

con //0 = 110 (ir1i,g;;) y//¡= H; (irii,g;;). 

Si se varía la acción respecto a las diferentes variables obtenemos como resultado 

varias ecuaciones diferentes¡ 

l. Al variar respecto a rrii, se llega a las condiciones necesarias para que la acción sea 

una extrcmal 
8g.;- 2N ( 1 k ) • ¡¡¡ = ,¡g ir;; - 2g;j1r k + N1¡; + N;¡;, (1.14) 

donde N;¡; = fl/!t - Nkrk;;. 

2. Si variamos respecto a g,; obtenemos el resto de las ecuaciones dinámicas de primer 

orden 

/ki ( .. 1 . ) 1 N .. ( . . 1 ( k )') 2N ( . · 1 .. k ) -=-NyY RY--g''R +--91
' 1r11 11' .. -- 11"k -- 71'1m11' '--7l'''rr1c Ot 2 2 ,¡g '' 2 ,¡g m 2 

+ J9 ( N¡;; - g;; Nlm lm) + (ir;; Nm) lm - N; lmirmj - Ni ¡mirm; + " ' , (1.15) 

donde Nl1i = [N,kg'l,Y'; + [N,il'] r;1g'i y Nlm lm = (g¡-l [gm•,¡gN,.J.m y los 

puntos suspensivos son para casos en los que hay otros campos presentes. Ver [18], 

pag. 525. 

Juntas, las dos condiciones anteriores dan las Ecuaciones de Einstein e involucran 

'lfij 1 9ii 1 N y N¡ así como sus derivadas ·espaciales únicamente. Estas ecuaciones 

son las que mueven 1rij y g1; de una. hipersuperficic x0 = t1 = de.1 a otra t2 = cte2. 

3. Al variar respecto a N., donde incluimos N = N., se obtiene que 11µ = O. La 

ecuación para µ = O es la constricción hamiltoniana, las otras tres son llamadas 

constricciones espaciales. Además son las ecuaciones de valores iniciales que deben 
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satisfacerse y evitan que rrii y g¡¡ sean especificadas arbitrariamenl.c a cualquier 

tiempo. 

Las cuatro constricciones producen que no todas las rrii y g,; sean independientes, 

por consiguiente el problema fundamental que se busca resolver con la formulación ADM 

es poder identificar un conjunto de variables canónicamente conjugadas que permitan 

poner a la acción en forma canónica, en términos de dicho conjunto [21]. Una vez hecho 

ésto, es posible pasar a discutir el problema de la cuantización del campo gravitacional. 
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Capítulo 2 

Introducción a la Teoría Cuántica 

de Campos 

2.1 Mecánica Cuántica 

La mecánica cuántica surgió como resultac.lo de varias ob1:itrvaciones y experimentos en 

los cuales los métodos clásicos no funcionaban o llevaban a contradicciones e inconsisten

cias. Por ello, en el caso límite de considerar numeras cuánticos grandes, debe conducir 

a la mecánica clásica por lo cual no es sorprendente que incluya generalizaciones de las 

ideas y métodos de ésta. Algunas de las observaciones que dieron pie a la mecánica 

cuántica y que surgieron como resultado de los experimentos mencionados son el com

portamiento de partícula que presenta la radiación, las propiedades ondulatorias de la 

materia, y la cuantización de cantidades físicas. Las dos primeras observaciones llevaron 

a plantear la dualidad· onda-partícula. Conceptos como éste contribuyeron a cambiar 

considerablemente la visión del hombre respecto a su entorno >· han influido en varias 

áreas de investigación para modificar su enfoque respecto a los fenómenos observados. 

Por ende, haremos un breve repaso de los conceptos más fundamentales de esta teoría 

como son la Relación de Dispersión o Principio de Indeterminación, las funciones de onda 

y los operadores cuánticos, la ecuación de Schrodinger y las distintas representaciones de 

las funciones de onda. 
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2.1.1 Relación de Dispersión CJ Principio de Indeterminación 

La mayoría de las teorías clásicas consideran que el métotlo de ohscrvación no influye de 

ninguna manera en las variables a medir, cosa que en la teoría cuántica es cuestionada. 

A parlir de dicho cuestionamicnto, Hcisenhcrg encontró que existe una relación entre 

la posición y el momento conocida como Relación de Dispersión o Principio de 

Indeterminación 

(2.1) 

siendo h = h/ (2ir) donde h es la constante de Planck. Esta relación da un límite respecto 

a la precisión con Ja que se pueden conocer la posición y el momento simultáneamente. 

Debido a que en mecánica clásica se considera que el estado de un sistema puede conocerse 

al dar la posición y la velocidad de cada partícula del sistema a un tiempo inicial 10 y 

que la evolución del sistema está dada por las ecuaciones de movimiento, vemos que 

no respeta la Relación de Dispersión. En consecuencia, debe buscarse otra manera de 

representar el estado del sistema sin tener que pedir el poder conocer la posición y la 

velocidad (momento) _al mismo tiempo. 

2.1.2 Funciones de onda y operadores cuánticos 

El estado de un sistema puede representarse por medio de una función compleja \ji (x, t) de 

las coordenadas del sistema, como veremos más adelante, a partir de sus características. 

En este caso consideraremos una sola dimensión espacial representada por x. Dicha 

función recibe el nombre de función de onda ya que podemos pensar en que una 

partícula puede ser representada corno un paquete de ondas localizado precisamente en 

el punto donde se encuentra dicha partícula. También se le conoce corno vector de estado 

ya que puede pensarse corno un vector en el espacio de llilbert. Esto implica que la 

función es continua en x y de cuadrado integrable, de modo que J::'00 l 111 (x, t) 1' dx $ oo 

,i. e. se desvanece en los extremos. Si está normalizada, w(x,t)111'(x,t) =l w(x,I) 12. 
donde el asterisco es el complejo conjugado, representa la probabilidad de encontrar la 
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partícula en x al tiempo t, es decir con coordenadas (x, t). Debido a que existe una 

relación entre la posición x y el momento p, la función de onda puede escribirse como 

1 f (i ) 1 f (i [ p't]) ljl (x, t) = ,/2ih <!> (p, t) exp ¡; [pzj dp = ,/2ih lf> (p) exp ¡; px -
2
m dp, 

donde m es la masa de la partícula bajo estudio. La relación anterior está dada por 

una Transformada de Fourier y por lo tanto es posible obtener <!> (p, t) en función de 

>lt (x, t) con una Transformada Inversa de Fourier. Naturalmente j<I> (p,t) j2 representa la 

probabilidad de encontrar la partícula al tiempo t con momento p. Al utilizar lf> se dice 

que estamos en el espacio de momentos mientras que cuando usamos tf1 estamos en el 

espacio de configuración. !B! 
Los operadores desempeñan un papel importante en la mecánica cuántica ya que re· 

presentan a las cantidades dinámicas (observables) del sistema. Los operadores actúan, u 

operan, sobre funciones de onda. Cuando hacemos una medición del sistema y medimos la 

observable O(x), su valor esperado, de expectación o promedio es 

(O (x)) = f >lt' (x, t) O(x) >lt (x,t)dx. Físicamente, el valor esperado es el promedio de los 

resultados de muchos experimentos para medir dicha observable en sis!•mas idénticos y 

bajo las mismas condiciones. Con los operadores podemos construi·~ la llamada ecuación 

de cigenvalores 

Ocp0(x) = ocp0 (x), (2.2) 

donde o son los cigenvalores (números) y cp0 (x) las eigenfunciones. Las eigenfunciones 

son funciones que describen el estado de un sistema cuando alguna cantidad dinámica del 

mismo tiene un valor definido, siendo ese valor el eigenvalor. Las eigenfunciones forman 

una base completa en términos de Ja cual podemos desarrollar cualquier función y per

miten obtener la probabilidad de que una medición arbitraria del sistema de precisamente 

el eigeuvalor correspondiente. 

Entre los operadores existen ciertas relaciones, una de ellas es la de conmutación. El 

conmutador de A y B está dado por [A, BI = AB-BA y corresponde clásicamente a los 
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Paréntesis de Poisson. Cuando dos opr.radoreJ conmutan, i. c. [A, B] = O, pue<lf'n tener 

cigcnfuncioncs simultáneas. Un operador muy importante que rcpre!'icnta al momento es 

ha 
p= i&x' (2.3) 

Es importante ya que uno de los primeros pasos para hacer la transición de un planteamiento 

clásico a uno cuántico es cambiar la posición por el operador de posición (que en esta 

representación es solamente multiplicación por x) y el momento por este operador di fe· 

rencial. Además hay que notar que [p, x] = -if1 y que en toda la discusión anterior debe 

interpretarse el momento como este operador diferencial. [8] 

2.1.3 Ecuación de Schriidinger y distintas representaciones 

Una vez que tenemos la función de onda que representa el estado del sistema podemos 

hablar de su evolución en el tiempo, la cual está dada por la Ecuación de Schrodinger 

.• a\jl(x,t) _ "'"'( t) 
'"_a_t_ - '"' x, • (2.4) 

donde 1i es el operador hamiltoniano que permite obtener la energía del sistema ya que 

sus eigenvalores son la energía. Si 1i no depende explícitamente del tiempo, al resolver 

la ecuación {2.4) es posible obtener 

( 
'1it) ljl(x,t)=exp -1;- ljl(x,O), (2.5) 

donde \ji (x, O)= \ji (x) es el estado del sistema a un tiempo inicial que denotamos por O. 

Si ahora obtenemos el valor esperado de una observable A tenemos 

(A)= j ljl'(x,t)Aljl(x,t)dx (2.6) 

J . (i1il) ( i1it) = \ji {x,O)exp T Aexp -T ljl(x,O)d:r 
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= /l/i"(x)A(t)l/i(x)dx (2.7) 

En este caso es posible dar dos interpretaciones: 

1) En (2.6), es posible apreciar que las f uciones de onda, o vectores de estado, cambian 

con el tiempo, quedándose fijo el operador que hace el papel de eje coordenado. Se le 

llama Representación de Schrodinger. 

2) En (2.7), son lo:i vectores de estado Jos que permanecen fijos, mientras c¡ue el 

operador cambia con el tiempo. Esta es la Representación de Heisenberg. [4] 

Si diferenciamos la ecuación (2.7) obtenemos una ecuación que determina la variación 

temporal de las variables dinámicas 

dA i dt =-¡;[A, ?t!. 

la cual adua como una ecuaciór, de movimiento cr. 11 Re;:-~('r..h-:::0r. c'r }f11jc¡~r¡hP.re 1 

siendo ésta, a. veces, más utilizada en la teoría cuántica de campos [20]. En esta tesis 

utilizamos la representación de Schrodinger. 

2.2 Teoría Clásica de Campos 

En varias áreas de la física clásica se introduce el concepto de campo de fuerza para 

describir la interacción entre partículas. En lugar de que una partícula actue sobre otra, 

crea un campo alrededor de sí misma de modo que cierta fuerza actua sobre cualquier 

otra partícula localizada en este campo [16]. Es un concepto muy útil ya que no es 

necesario especificar cada una de las fuerzas que actuao sobre una partícula, basta con 

dar su posición en el campo de fuerzas para poder obtener su comportamiento. Se ha 

encontrado que es posible tratar el campo como un sistema mecánico con un número 

infinito de grados de libertad ya que se considera como un contínuo. En este caso, 

el campo es descrito por una función de campo que corresponde a un número infinito 

de grados de libertad [4]. Las ecuaciones de movimiento de las funciones de campo 
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pueden obtenerse de dos maneras, análogas a las dr la mecánica clásica y son presentadas 

brevemente en la siguiente sección para posteriormente ejemplificar uno de esos métodos 

con un campo unidimensional: una. cuerda vihrante. 

2.2.1 Forinalismos de la Teoría Clásica de Campos 

Formulación Hamiltoninna o canónica 

Las cantidades fundamentales son las coordenadas generalizadas y los momentos conjuga· 

dos a ellas, así como el hamiltoniano. Las ecuaciones canónicas y las variables dinámicas 

se obtienen directamente del hamiltoniano de manera semejante a la mecánica clásica. 

La desventaja de este método para la relatividad es que privilegia al tiempo de modo 

que deja de ser una formulación covariante. Por ello existen algunos esfuerzos para de

sarrollar una formulación covariante de la física cuántica en lugar de intentar cuantizar 

la relatividad. 

Formulación Lagrangiana 

A partir del lagrangiano del sistema y del Principio de Mínima Acción se obtienen las 

ecuaciones de movimiento, mientras que las variables dinámicas son definidas como in

variantes que corresponden a varias transformaciones del sistema de coordenadas y de 

las funciones de campo. De esta manera aparecen las cuatro coordenadas espaciotempo

rales de un modo simétrico, sin privilegiar ninguna coordenada. Precisamente es este el 

método utilizado en el capítulo 1 al obtener la generalización a campos del Principio de 

Mínima Acción y de las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Para ver una discusión más completa, consultar la referencia [4], pag•. 11 y 12. 

2.2.2 El problema de la cuerda vibrante 

Como mencionamos anteriormente, se puede considerar a un campo como un sistema 

mecánico con un número infinito de grados de libertad y para ejemplificar este proceso, 
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vamos a considerar el equivalente a un campo unidimensional: una cuerda vibrante fija eu 

ambos extremos. En la. siguiente sección usaremos este mismo ejemplo para. ejemplificar la 

cuantización de un campo. Por simplicidad vamos a utilizar la formulación hamiltoniana 

y nas basaremos en el trata.miento que se da a este problema en la referencia {10], pags. 

249-y 250. 

Sea un cuerda horizontal de longitud L fija en ambos extremas de modo que esté tensa, 

con uno de los extremos en el origen de coordenadas x = O. Si desplazamos verticalmente 

la cuerda en algún punto, comenznrá a vibrar y podemos hablar del desplazamiento 

vertical y del elemento de cuerda observado, notando que y= y(x). Primero introducimos 

un nu~vo conjunto de coordenadas al desarrollar el desplazamiento en una serie de Fouricr 

"' ('lrX) y= ¿:q,seu T , 
•=l 

{2.S) 

con s E N. Las q, son las coordenadas del sistrma. y forman un conjunto mlmito. En 

particular podemos decir que q, es la proyección de y sobre el a·ésimo vector que forma 

la base del sistema, en este caso sen(a1fx/L). 

Si llamamos p la masa por unidad de longitud lenemos que la energía cinética del 

sistema está dada por 

p ¡L p "' ¡L ("r") (uu) T = 2Jo y2d:t = 2 ~.¡,.¡,Jo sen L sen L d:t. 

Recordando que sen(sirz/L) y sen(ulfx/L) son ortogonales y que 

Jfsen2 (su/L)dx = L/2, tenemos: 

(2.9) 

donde M es la masa total de la cuerda. 
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A su vez, la energía potencial del sistema será 

/L /L 1 ({)y)' T "' Sll~1 fl ('""') (ll~X) 
V= lo Fdl = T lo 2 ax dx = 2 ~ vq,q. lo cos T cos --¡;-, dx, 

donde T es la tensión en la cuerda y utilizamos el hecho de que al desplazar la cuerda, su 

nueva longitud está dada por L + C.L = J:,' .,/l+!!2 dx, con y' = ~· Como buscamos 

di, podemos hacer la aproximación que a dc .. plazamientos pequeños .JI+ y""' 1 +}Y" 

y así resulta que di;,, ~Y" [13]. Utilizamos la ortogonalidad de los cosenos para obtener 

finalmente 

(2.10) 

El momento conjugado a una q. está dado como 

y por ser un sistema conservativo, el hamiltoniano clásico resulta ser 

(2.11) 

A partir de la ecuaciones de Hamilton 

811 . 811 . 
8p, =q., 8q, =-p., 

podemos obtener la ecuación de movimiento 

(2.12) 

la cual muestra que cada q, varía como un oscilador armónico simple en función del 

tiempo. Entonces el movimiento total de la cuerda puede ser descrito por una infinidad 

de osciladores armónicos simples independientes. 
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2.3 Teoría Cuántica de Campos 

Clásicamente se considera que se tienen por un lado partículas y por o~ro campos que 

median la interacción entre las mismas. En la formulación de la mecánica cuántica se 

observa que las ondas y las partículas son una representación del mismo "objeto" 1 y 

como en la teoría clásica de campos la presencia y naturaleza de las fuerzas (campos) 

está relacionada con la existencia de partículas, debe poderse establecer una descripción 

unificada de partículas, ondas y campos [30]. Dicha descripción se logra con la Teoría 

Cuántica de Campos, cuyos principio básicos presentaremos brevemente a continua.ción. 

Para comenzar comentaremos lo que quiere decir cuantizar un campo. Dcspues proce· 

dcremos a mencionar los 111étodos utiliza.Jo¡; µa.ra clk, ). pr~ntartmoJ el ejemplo de lt 

cuantización de la cuerda vibrante. Finalizamos menciowrndo Jo; prob!t1na• qu~ aurgcn 

al cuantizar, o intentar cuantizar, un campo. 

2.3.1 Interpretación de lo que es cuantizar un campo 

Existen dos puntos de vista equivalentes y relacionados respecto a "visualizar" lo t¡uc es 

cuantizar un campo: 

l. Cuantizar borra la distinción entre partículas y campos; las partículas se vuelven 

difusas y están sujetas a una ecuaci~n de onda, mientras que los campos, representa-

. __ dos clásicamente como continuos, adquieren una naturaleza discreta [23]. En otras 

palabras, cuantizar un campo es el procedimiento por medio del cual se asignan 

partículas con cantidades discretas de energía (cuantos) al campo. Dichos cuantos 

describen la interacción entre las partículas que crean el campo y corresponden a 

varios estados energéticos posibles de los osciladores que forman el campo. Por lo 

anterior puede decirse que la teoría cuántica de campos es una teoría de la inter

acción de partículas elementales [4]. 

2. Cuan tizar implica decir que existen funciones de onda que describen a los conjuntos 

de partículas cuyas transformaciones mutuas están contenidas explícitamente en la 
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teoría· cuántica de campos. De acuerdo a esto, las funciones de onda loman una 

forma de operadores. Las funciones de onda están definidas por las ecuaciones de 

campo y por las reglas de conmutación que cumplen. Las ecuaciones de campo 

tambi6n se vuelven operadores que actúan sobre una función 'lle onda común a 

todos los campos llamada función de estado [4]. 

Para ver la relación entre ambos puntos expuestos, partamos de la segunda intcr· 

prelación. Si tenemos un campo, al cuantizarlo debemos interpretarlo como una teoría 

de varias parlículas. De acuerdo a esto, si<!> (x) es el campo ya cuantizado, 14> (x) I' es 

proporcional al número de partículas presentes y hay que reiuterpretar a <I> (x) como un 

operador. En la representación de lleisenberg, es posible desarrollarlo en términos. de 

una serie de Fourier sobre los operadores de aniquilación y creación. Se llaman así ya que 

actuan sobre los cuantos de la primera interpretación, aumentando o disminuyendo su 

número y, consecuentemente, la energía del sistema. La cantidad <ti (x, t) juega un papel 

análogo al que juega el vector de posición x (t} en la mecánica cuántica por lo tanto al 

hablar del momento conjugado a <!> (x, t); n (x, t), definido por el campo, surgen reglas 

de conmutación que deben satisfacerse y utilizarse para construir las de los operadores 

de aniquilación y creación [23]. 

2.3.2 Métodos para cuantizar un campo 

Existen varios métodos para cuantizar un campo. El más consistente y mejor desarrollado 

es la cuantización canónica y está basado en la formulación llamiltoniana de las teorías 

Lagrangianas. Las teorías Lagrangianas son aquellas que permiten obtener las ecuaciones 

de movimiento a partir del Principio de Mínima Acción. Una característica de dichas 

teorías en su formulación Hamiltoniana es que presentan constricciones, por lo tanto la 

cuantización canónica puede verse como la cuantización de sistemas llamiltonianos con 

constricciones. A pesar de que este método tiene ventajas, un problema que tiene para 

efectos <le la relatividad es el no ser covariante. 

Una alternativa es la euantización Lagrangiana que si es covariante. Se hasa 
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en construir la acción efectiva del sistema, o más generalmente, construir la íuucional 

generadora de funciones de Green [5). Otra alternativa es el método de integrales de 

trayectoria (integrales funcionales) cuyo objetivo es obtener el propagador del campo 

por medio de la acción del sistema en cuestión [24j. Dada una función al tiempo ti, 

el propagador da la función correspondiente a un tiempo po•terior 12 [23]. Los dos 

últimos métodos pueden introducirse independientemente o pueden relacionarse con la 

cuantización canónica ya que de cierta forma, son derivados de ella. 

Para finalizar esta sección, mostraremos el esquema general a seguirse en la cuanti· 

zación canónica, la cual se basa en construir una teoría cuántica a partir de Ja versión 

clásica. 

a) Construir la formulación Hamilt.oniana del sistema mecánico clásico. Esto implica 

poner el hamiltoniano en término de coordenadas generalizadas y momentos. Dado 

esto, todas las cantidades dinámicas deben poder expresarse cu iérminos Ut fuu· 

ciones de las coordenadas generalizadas y los momentos. 

b) Especificar el estado drl •i•f.ema ruántico por un vector de estado (función de onda} 

111. 

e) A cada cantidad dinámica del inciso a) se le asigna un operador cuántico y se postulan 

los operadores de posición y momento para que satisfagan sus respectivas reglas de 

conmutación. Por lo tanto el hamiltoniano también se vuelve un operador. 

d) Se escribe la ecuación de Schriidinger a partir del hamiltoniano, para obtener la 

evolución del vector de estado en el tiempo. 

e) Se resuelve la ecuación de Schriidioger para poder obtener, entre otras cosas, los 

valores de expectación de las cantidades dinámicas del sistema. 

En el paso d) es posible utilizar la representación de Heisenberg o la de Schréidinger 

ya que son equivalentes [24}. Esta sección se basó principalmente en la discusión que 

aparece en [9j, pags. 1 a 5. 
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2.3.3 Cuantización de la cuerda vibrante 

Como ejemplo de la cuantización canónica, proccJrremos a cuantizar la cuerda vibrante 

utilizando los re3u\tados de la sección 1.2.2., basándonos nuevamente en la referencia 

[IOj, pag. 251. La representación utilizada es la de Schrodinger. Para cuantizar la 

cuerda vibrante hay que trabajar con cada una de las coordenadas independientes q, 

de (2.8) como un oscilador armónico simple ya que satisfacen la ecuación (2.12). Por 

ser coordenadas independientes, la función de onda "total" que describa el sistema será 

el producto de las funciones de onda obtenidas para cada componente. La ecuación de 

Schriidinger que cumplen cada uno de esos factores es 

.h81lt(q.,t) _ -~8'1lt(q.,t) s'."r '1lf( t) 
1 8t - M 8q: + 4L q, q., ' 

donde utilizamos la forma operacional del hamiltoniano (2.11), del momento (2.3) y de 

1a posición q,. 

Si 1lt (q.,t) =u(q,)exp-(i1tt/h), ver (2.5), observamos que la ecuación de eigenva

lores para la energía está dada por rtu(q,) = Eu (q,), ver (2.2), donde E es la energía 

característica del estado, esto es 

h' 8'u(q,) s'1r'r , -¡¡{jT + 4Lq,u(q,) = Eu(q,), 
q, 

rearreglando términos obtenemos 

8'u(q,) M [ s'1r'r '] aqr- + ¡; E - Uq' u(q,) =O. (2.13) 

Si la energía toma los siguientes valores 

(2.1<1) 

donde n E N y llamamos v a la frecuencia con la cual el oscilador clásico vibraría, las 
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soluciones a la ecuación de eigenvalores (2.13) son 

1 (º') t ( a,q~) Un(q,) = v'2RñJ -; exp --
2
- lln (y'Q,q,), (2.15) 

donde o,= (srr//i) JMr/4L y las lln son los polinomios de llermite del argumento 

indicado. 

Ahora ha.y que ser más específicos con el oscilador que se encuentra precisamente en la 

coordenada q,. Denotemos por un,(q,) a la función que representa la coordenada q, en el 

estado característico de energía dado por (2.14) con n = n,. Entonces la energía de toda 

la cuerda en dicho estado se obtiene al sumar las energías de las dife;entes coordenadas 

(2.lü) 

y la función de onda total que representa el estado de toda la cuerda está dada por 

00 

U= II Un,(q,). 
'=1 

2.3.4 Problemas que surgen al cuantizar un campo 

De la ecuación (2.16) se puede observar que ha.y u11 pruLle111n. fl.:sptctv ;..l vr..lor qt:c tema. 

la energía ya que siempre resulta ser infinita, aún en el ca.so de que todos los osciladores 

estén en el estado base, i. e. todas las n, =O. Hay dos explicaciones que se pueden dar 

a este resultado, pero finalmente se reducen a lo mis.roo. 

Por un lado podemos decir que el problema surge ele considerar a la cuerda, un objeto 

material y finito, como formada por un número infinito de coordenada.•. Para arreglar 

este problema podemos hacer que la suma en la ecuación (2.8) sea finita. En este caso, 

aún en el estado base, la energía tendría un valor finito, aunque muy grande. 

Por otro lado, se puede decir que el cero de la energía es totalmente arbitrario y que el 

valor mínimo de la ecuación (2.16) representa una constante aditiva que hay que restar. 
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Esto tampoco resuelve el problema de la cuerda vibrante Y•• que atí11 <tSÍ podría llegar a 

tener una energía finita muy grande. 

En general, en cualquier método que se utilice, surge el problL•111a de los infinitos y, en 

muchos casos, utilizar el artificio de mover el cero de la energía, por ejemplo, no resuelve 

el problema. En otros casos el problema del infinito se presenta en que' la función de 

onda <JUC se obtiene no está acotada y, en consccur11cia 1 110 repr<•scnta un paquete de 

ondas y mucho menos puede relacionarse con una función <le probabilidad. Se puede 

intentar resolver este problema con un artificio cquÍ\•alentc al de mover el ce~o de la 

energía pero, debido al hecho de que hay varias maneras de restar ese infinito y aún 110 se 

conoce un criterio que permita seleccionar una manera adecuada, no siempre es posible 

(aunque hay excepciones notables como la electrodinámica cuántica). A este artificio se 

le conoce como rcnormalización. En el capítulo siguiente hablaremos, en particular, de 

los problemas que surgen al intentar cuantizar el campo gravitacional. 
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Capítulo 3 

Simetría Esférica, Teorema de 

Birkhoff y Minisuperespacios 

3.1 Campos gravitacionales esféricamente simétricos 

Los campos gravitacionalcs csféricamcnte simétricos son aquellos en los cuales Ja.s var1a

blcs físicas no cambian sobre toda una hipcrsupcrficic tctradimensional esférica. En otras 

palabras, la expresión para el inlcrvalo d.< es la misma para todos los puntos localizados 

a la misma distancia del centro. 

Los campos gravitacionales csféricamente simétricos son producidos por una dis

tribución esférica de materia la cual puede estar estática o tener un movimiento csféricamcntc 

simétrico, i. e. de tal manera que la velocidad en cada punto este dirigida a lo largo del 

radio de la esfera, aunque rcalmcnteamLos casos son equivalentes como veremos más ade

lante [3]. Su importancia radica en el hecho de que muchos cuerpos masivos del universo 

presentan, aproximadamente, simetría esférica. Además la primera solución obtenida a 

. las ecuaciones de Einstein fué para un campo gravitacional estático con simetría esférica 

[25J y [2j. 

Para deducir el campo gravitacional de un cuerpo esférico y estático comenzamos con 

la métrica de la relatividad especial en la forma csíéricamente simétrica 

ds' = -dt' + dr' + r2díl2, 
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donde díl' = dO' + sen'Od,P'. Para introducir el efecto gravitacio11al d<'i cuerpo, i. e. lit 

curvatura en e) espaci<rticmpü debida a su presencia, sin modificar la simetría csíérica, 

permitimos que las componeutcs riel tensor métrico que ya sou diferentes de cero tomen 

diferentes valores: 

ds' = -c'~dt' + e2"dr2 + a2(r)c/íl', (3.1) 

siendo 4-(r) y A(r). Como estamos buscando la solución a las ecuaciones ele Einsll'in 

para una distribución estática de materia, las componentes del tensor métrico no pueden 

depender del tiempo. Es posible escoger la coordenada radial como a(r) = r(r) , con

siderando que r sea tal que la circunforencia de un círculo con centro en el origen de 

coordenadas sea igual a 2irf, entonces al sustituir en la ecuación (3.1) e ignorar las tildes 

tenemos el elemento de línea 

ds2 = -c'~clt' + c2"dr2 + r'díl'; (3.2) 

doade solamente hay dos incógnitas; <l>(r) y A(r). A estas coordenadas se les llama 

coordenadas de Schwarzschild. [l6] 

Es importante saber que significado físico tienen las coordenadas utilizadas anterior· 

mente, por lo cual lo mencionaremos brevemente a continuación. Las coordcna<las O y 

4' representan ángulos en una esfera ya que en cualquier superficie bidimensional a r y 

l constante, la distancia entre dos puntos cercanos esta dada por ds 2 = t•2d!'l2, como 

corresponde al hablar <le coordenadas esféricas tridimensionales. El área de dicha esfera 

bidimensional es 

A= j (rdO) (rsenOd,P) = olirr2
, 

por lo tanto, podemos <lccir que la métdca (3.2) uos dice como medir la coordenada radial 

r que empica. Se mi<leel área A de la esfera formada por todos los puntos rotacionalmcnte 

equivalentes al punto P en el cual se quiere obtener r{ P) para dcspues calcular 

r(P) = {f;. 
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Lo anterior es equivalente a pedir que la circunferencia de dicha área, ó de un círculo 

centrado en el origen de coordenadas, sea igual a 2irr [12]. Finalmente la coordenada t 

debe cumplir con ciertas propiedades geométricas, en partícular hay que recordar que dt 

es el intervalo de tiempo entre dos eventos medidos por un observador que se encuentra 

en una región suficientemente alejada para que el espacio-tiempo parezca plano, no es el 

tiempo propio [18]. 

3.1.1 Solución de Schwarzschild 

A partir de la expresión para un campo gravitacional csféricamentc simétrico en coorde

nadas de Schwarzscbild (3.2) y tomando en cuenta que estamos hll!ranrlo una solución 

para el vacío, i.e. fuera de la masa que produce el campo, y que queremos re-:uperar 

la métrica plana en el infinito (r -+ oo), se puede obtener la siguiente solución a las 

ecuaciones de Einstein 

d.<' = - (1 - 2m) c'dt' + (1 - 2m)-t dr' + r2díl2 , 
c1r c2r 

(3.3) 

donde díl' = d9' + sen20d4i', llamada solución ó métrica de Schwarzschild [2] y las 

coordenadas tienen el mismo significado físico mencionado anteriormente. 

Observamos que en r =O hay una singularidad del espacio-tiempo, mientras que en 

r = 2m/c' hay un punto conflictivo el cual puede ser eliminado con un cambio de 

coordenadas. Al radio 
2m 

r=
c' 

(3.4) 

se le conoce como radio de Schwarzschild y lo denotaremos por r,. Podemos ver su 

importancia recordando el concepto de velocidad de escape de la mecánica clásica. l'e

locidad de escape es la velocidad mínima que debe poseer un cuerpo para lograr "escapar" 

del campo gravitacional producido por otro cuerpo de masa M. "Escapar" quiere decir 

ir desde una distancia inicial p medida desde el centro del cuerpo que produce el campo 

hasta infinito, naturalmente p se encuentra fuera del cuerpo que produce el campo. Un 
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cuerpo con la velocidad de escupe describe 1ma lrnyectoria parabólica tal que conforme 

el cuerpo se aleja, su velocidad tiende a cero. La expresión para la velocidad de escape 

ves 

V=~ (3.5) 

y se obtiene de considemciones de energía. Supongamos que queremos ver la distancia 

inicial p = R a la cual la velocidad de escape resulta ser igual a la velocidad de la luz 

v = c, en este caso, a partir de (3.5), podemos obtener la expresión buscada 

R-2M 
- el ' 

que es igual a la expresión para el radio de Schwarzschild (3..1) si m = M. Es claro que 

el cálculo previo tiene sus bemoles al relacionarlo con la relatividad general, pero lleva al 

resultado correcto y permite obtener una idea intuitiva de lo que quiere decir el radio de 

Schwarzschild [3). 

Regresando al ámbito de la relatividad general, si consideramos a r como el radio 

de una estrella, cuando r >> r, la curvatura es pequeña y los efectos relativistas en el 

entorno de la estrella son despreciables. En cambio, cuando r << r, la curvatura e3 

grande y predominan los efectos relativistas [25). Entonces cuando r < r., la curvatura 

pronunciada provoca que la región dentro de r, quede aislada del resto del universo y 

que ni siquiera la luz pueda salir ya que su velocidad no es suficiente para poder escapar 

del campo gravitacional de la estrella. Si se ve desde el punto de vista del exterior de 

la "estrella", lo que ocurre es que la luz proveniente de otras estrellas que se encuentran 

atrás de ella, queda capturada haciendo que aparezca una región obscura en el espacio en 

la cual aparentemente no hay estrellas u otros objetos celestes. Esto es lo que se conoce 

como un hoyo negro [12]. 
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3.1.2 Teorema de Birkhoff 

La solución de Schwarszchild engloba a un conjunto de soluciones de las ecuaciones de 

Einstein, como puede apreciarse en el Teorema de Birkhoff enunciado a continuación: 

Teorema l Sea la geometría de 11na región dada del espacio-tiempo: 1) esféricamente 

simétrica, y !J) una solución a las ecuacione.'i de Einstein en el vado. Entonces esa 

geometría es necesariamente una parle de la geomctrfo (métrica) de Schwarzschild. 

En otras palabras, la métrica de Schwarzschild es una descripción única del espacio

tiempo fuera de una distribución de masa esféricamentc simétrica., entonces todas las 

soluciones csféricamcnte simétricas a las ecuaciones de Einstein que se desvanecen en 

el infinito son equivalentes. Aún cuando la ma-;a realice un movimiento esféricamcute 

simétrico, por ejemplo al colapsarse manteniendo la. simetría, Ja estructura del espario

tiempo fuera de la masa está descrita por la métrica de Schwarzschild y, consecuente

mente, puede considerarse como estática. También puede interpretarse de manera que 

niegue la emisión de ondas esféricamente simétricas {27). Para ver una demostración 

detallada del Teorema de Birkhoff se puede consultar el libro{l8!, página 843. 

3.2 Superespacios y minisuperespacios 

Cuando se habla de la relatividad general, se piensa en un espacio tetradimensional 

en el cual se desarrolla toda la acción. Hay otra manera de visualizar la evolución 

del espacio-tiempo la cual surge de notar que la estructura geométrica del espacio (es

pacio tridimensional) es la que cambia con el tiempo, no así la estructura del espacio· 

tiempo. Para incorporar este hecho en las teorias de la gravitación, surgió el concepto del 

superespacio que es el espacio formado por todas la.• 3-geometrias (clase de equivalcu

cia de las 3-métricas equivalentes entre sí bajo transformaciones de coordenadas) y es el 

espacio en el cual se desarrolla la dinámica del campo gravitacional [18j. 

En el supcrespacio, cada 3·geometria está representada por un punto, y la evolución 

temporal de dicha 3-gcometría describe una trayectoria dentro del superespacio [22j. 

42 



Al hablar de la formulación AIJM en el capítulo 1, implicitamentc cstabamos haciendo 

rcícrenciaa esta manera de visualizar la evolución del cspndo-ticmpn ya q11c nos restringi

mos a un espacio con una 3-gcometría (hipersupcrficirs) en lugar dr trabajar con una 

4-gcomctría. El conjunto de 3-gcomctrías que forman la trayectoria puc<lc11 arreglarse 

para formar la '1-gcometría o, en otras palabras, cJ espacio-tiempo correspondiente, como 

veremos más adelante. Dicho arreglo le da su estructura al cspacio-til~mpo así generado. 

Para hacer el arreglo, es necesario definir los parámetros (la función de lapso y el vector 

de desplazamiento) que describen las rebanadas t =cte. de la formulación ADM [22]. En

tonces, clásicamente, para hablar de la dinámica del espaciotiempo, se da la 3-geometría 

y su razón de cambio (temporal) a un tiempo determinado y se resuelvan las ecuaciones 

de Einstein para la 4-geometría. 

Cuando además de considerar al espacio de todas las 3-geometrías imponemos res· 

tricciones de simetría, hablamos de un minisuperespacio [24]. Los minisuperespacios 

también contienen la evolución de 4-geometrías como trayectorias en el sector del supcrcs

pacio consideíado. En la presente tesis el problema que se intenta resolver es cuantizar 

dos minisuperespacios con simetría esférica para así dar los primeros pasos hacía lo que 

podría ser un Teorema Cuántico de Birkhoff. 

3.3 Cuantización del campo gravitacional 

En el ambiente cuántico, debido a la relación ele dispersión (principio de indeterminación}, 

no ,,,; posible dar la 3-goometría así como su razón de cambio simultáneamente. En 

términos de supercspacio, la teoría cuántica hace que Ja distinción entre las 3-geometrias 

que se encuentran en una trayectoria y aquellas que no, sea difusa. Al considerar dis

tancias del orden de la longitud de Planck (1.6 x 10-33cm), surgen fluctuaciones en la 

geometría las cuales hacen que la trayectoria que atraviesa el superespacio tenga "grosor". 

La manera de cuantificar esto es hacer que la teoría cuántica le asigne a cada 3-geometría 

una amplitud de probabilidad que, en la aproximación clásica, sea may
0

or cerca de la 
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trayectoria encontrada clásicamente y caiga rápidamente fuera <le ella. Sin embargo, de

bido a las fluctuaciones, hay un rango de 3-geometrias con una amplitud de probabilidad 

semejante [18]. Esa amplitud de probabilidad nos da la probabilidad de encontrar al 

espacio con la 3-métrica correspondiente a un tiempo dado. La dinámica aparece más 

claramente al obtener la amplitud de probabilidades para un conjunto de 3-geometrias 

ya que en ese cac;o se superponen para construir un paquete de ondas locaJizado. La fase 

de esta amplitud de probabilidades está dada por la acción ADM y es ésta la que deter

mina si hay interferencia constructiva para poder crear el paquete de ondas localizado o 

no. Con esta visión se obtiene una descripción consistente con Ja teoría cuántica de la 

dinámica del campo gravitacional. 

Una vez discutido el aspecto físico <le lo que es cuantizar el campo gravitacional, 

veamos el procedimiento matemático empleado. Ya que ;e tiene la formulación ADM, 

es posible pasar a la representación cuántica de las ecuaciones de movimiento de las 

3-geometrías construyendo la Ecuación de Wheeler-DeWitt 

Jiljl =o. (3.6) 

1l se óbtiene al reescribir el hamiltoniano ADM con las posiciones y los momentos susti

tuidos por su contrapartes en forma de operadores cuánticos. La Ecuación de Wheeler-De 

Witt es el equivalente cuántico <l~ la ecuación Einsteiu-llamilton-Jac~bi para gravitación, 

1 (1 ) ó'I 
r;; -2g;;9k1 - g;kg;1 -6 . ó + ,/§R =O, 

y9 g,, º" (3.7) 

la cual es una ecuación de movimiento en el espacio de 3-métricas [14]. Si designamos 

por I a 

I =f.''' {";;8U;;} dE, 
,,, 81 

la ecuación anterior dice como se propagan los frentes de I constante en el superespacio. 

En la ecuación de Wheeler-DeWitt 1l y los momentos se consideran como operadores 

cuánticos. Si es posible encontrar la función de onda que satisface la ecuación (3.6) 
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(>ara la métrica seleccionada., se ha conseguido cuantizar ese supcrespacio. Las distintas 

soluciones a la ecuación (3. 7) representan estados cuánticos diforentes para el sistema. 

Cabe mencionar que hay un grupo (shcaf) de trayectorias en el superespacio, las cuales 

generan el mismo espacio-tiempo, entonces, de alguna manera, podemos decir <¡ue una 

4-gcameti'ía. particu}ar está. representada en el supcrcspacio por una o varias lrayectorias 

FJ. 

45 



Capítulo 4 

Hacia la cuantización de dos 

minisuperespacios 

4.1 Minisuperespacio con métrica A 

Para cuantizar un minisuperespacio primero hay q•10 definir su 3-métrica v a iiartir de ella 

definir los momentos conjugados a las variables dinámicas a considerar. Una vez hecho 

esto, se puede proceder a obtener la acción ADM y finalmente intentar plantear y resolver 

la ecuación de Wheeler-DeWitt. Un punto importante a considerar es la consi•tcnria de 

la 3-métrica con las ecuaciones de Einstein, dicho desarrollo se encuentra en el apéndice 

B. 

4.1.1 Métrica A; tensor métrico y los momentos conjugados 

La métrica de Schwarzschild puede reescribirse en coordenadas isotrópicas por medio de 

la transformación (t,r,O,~)-+ (t,r,O,~) donde 

para obtener el elemento de línea en la forma 

d•' = - (:: ~)' dt' + (1 + ~)' [dr2 + r' (do'+ scn20d~')]. (4.1) 
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Ver apéndice A para los cálculos. La parte del tensor métrico que nos interesa realmente 

es la parte espacial, no la temporal, entonces todos los cálculos se hicieron en base a ésta. 

Esto se debe a que buscamos la cuantización del minisuperespacio representado por la 

parte espacial del elemento de línea (4.1). En este caso, haciendo r = r observamos que 

el tensor métrico queda como 

o 
(1+¡;)'r2 (4.2} 

o 

De aquí es posible ver que N1 = go¡ =O, pero no lo sustituiremos aún en la acción ya que 

buscamos obtener las constricciones espaciales. Además observamos que g2'J = r2g11 y 

g33 = sen20g23 = r2sen20911 1 entonces 

(4.3) 

Utilizando la expresión (4.3} y las expresiones para los símbolos de Christoffel (1.1) 

obtenemos las componentes del tensor de Ricci tridimensional a partir de (1.3} 

( m)-' (m' m)' ( m)-1 (m" 
0

m' m) R11 = 1 + - - - - - 2 1 + - - - - + - , 2r r r2 2r r r2 r3 

r2 
( m)-' (m' m)' ( m)-1 

( " , m) R22 = -- 1 + - - - - - 1 + - m r + m - - , 2 2r r r' 2r r 

~=R23sen20, 

las otras componentes son cero debido a que en el tensor métrico las únicas componentes 

diferentes de cero son las de la diagonal. El escalar de Ricci (!.4} resulta ser 

128r4m" •lm" 
R = ----, = -----,. 

(2r+m} r(l+~) 
(4.4} 
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. '.: '' . •:-·-~. , •;--e·. 

Por otro lado, a partir de la expresión (1.14), observando que N;u y N;¡; son cero de

bido a la forma que tiene la métrica seleccionada, obtenemos tres ecuaciones diferenciales 

8g11 2N ( 1 <) 
¡¡¡ = ,¡g 1'11 - 2º"" k ' (4.5) 

8g,, ,8g11 2N ( 1 , < ) 
¡¡¡ = r ¡¡¡ = ,¡9 "" - ¡¡r 911" k , (4.6) 

8g33, ,8g11 2N( 1, 2 •) ¡¡¡ = r sen 9¡¡¡ = ,¡9 1'33 - ¡¡r sen Og11ir k • (4.7) 

De (4.5) despejamos ir11 y con ayuda de (1.14) reescribimos ir\ para obtener 

(4.8) 

y a partir de las segundas igualdades en ( 4.6), (4. 7) .-í rnmo <lesu r<>mpararión con 14.51 

obtenemos las siguientes relaciones 

(4.9) 

(4.10) 

Además, estudiando el primer término en la acción ADM, tenemos que podemos ree· 

scribirlo como 

de modo que, utilizando la métrica y las relaciones (4.9) y (4.10), obtenemos 

= ;;Bu;;_ "ªº11 + "ªº" + 3309,, _ ~ (i + .!!!.)3 
11 

1'm - " am - " arn " am " üm - r 2r ,,. ' 

por tanto, despejando encontramos que: 

11 r ( m)-3 
1' =¡¡ !+¡¡;: "m• (4.11) 
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,, 1 ( m)-' " = 6r 1 + 2r ,,.,., (4.12) 

"33 = __ 1_ (1 + ~)-3" 
6rsen20 2r m• 

(4.13) 

Por otro lado, de las constricciones espaciales obtenernos dos ecuaciones diferentes 

tales que 

,,.11 ,, + r\1 .. 11 + r~•"" + r!,,ir33 =o 

=> ª;; = [;+H1+ ~r (~ -~)] ..... (4.14) 

Y ""·• + r¡,,..11 + q,,.." + r~,"33 =o 

=> ?T,. = ?r,.(r, t,senO). (4.15) 

La ecuación para 7r33 ,3 no proporciona información y por ello la omitimos. 

4.1.2 Obtención de la acción ADM 

El siguiente paso es encontrar la acción ADM del capítulo 1 para ésta métrica particular: 

1 J { .. [ 1 ( .. 1 ( • )') J .• } " S = 16,.. ""!J;; - N ..¡g ir'' ir;¡ - :¡ " • - ..¡gR + 2N;ir' I• dta-x, (4.16) 

para ello es necesario primero hacer notar que d'x = drdOdqi. Integramos 4i de O a 2ir y 

obtenemos 

1 J { . [ 1 ( . . 1 ( • )') ] .• } S = B ir''!J¡¡- N ..¡g ir'1ir;¡ - :¡ "• -vgR + 2N;ir'¡• dtdrdD. (4.17) 

Además definimos un nuevo momento 1'm justificado por (4.15), de modo que 

(4.18) 

Ahora calculamos por separado cada uno de los términos que aún no hemos obtenido y 

que componen el integrando, y utilizando las relaciones obtenidas anteriormente tenemos 
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que: 

entonces 

Además 

entonces 

.. r2 
( m)' 1"'1w· · = 311' 11

1rtt = - 1 + - 11-2 sen20 
'' 12 2r m ' 

...!... ;; .-..!..(1 !!!.)-'·• o ,¡g'r ir,, - 12 + 2r irmsen ' 

1 ( , )' 1 ( m)-' .2 

2.,¡g ir • = B 1 + 2,: irmsenO. 

(.J.19) 

(4.20) 

Finalmente, como queremos obtener una constricción espacial, la correspondiente a N1i 

y escogimos la norma de manera que N2 = N3 =O, t.cncmos que n-i1k = rr1Ji y 

ir11
¡1 = {.!!... [!: (1 + !!:)-3 

ii'm] - !: (1 + !!:)-< (~ - ~) ii'm - ~ (1 + ~,)_3 frm1 senO. 
{)r 6 2r 6 2r r r' 3 2r J 

(4.21) 

A partir de (4.3), (4.18), (1.19), (·1.20) y (4.21) vemos que se puede sacar como factor 

común a senO siendo esa la única dependencia de O. Por lo tanto al integrar O de O a ir y 

sustituyendo el escalar de Ricci R (4.4), obtenemos finalmente 

S = !j {*mm - N [-..!.. (1 + !!!.)-' ,¡.• + 4m" (1 + !!!.) r] 4 24 2r m 2r 

+2N1 - - 1+- 1'm -- l+- --- ii'm-- I+- · 1'm dtdr, { {) ¡r ( m)-3 l r ( m)-• (m' m) 1 ( m)-3 }} 
{)r 6 2r 6 2r r r 2 3 2r 

4.1.3 Análisis de las constricciones y cuantización 

Ahora es nccP.sario hacer el análisis de las constricciones para posteriormente introducir 

la teoría cuántica e intentar obtener la función de onda que describe el sistema. 

Para empezar es necesario limitar a una "caja» esférica nuestro sistema bajo estudio. 

Decimos "caja" aunque en realidad es el cascarón comprendido entre r, y R, donde r, 
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es algo así como el radio de Schwarz>child. Por ello, la integral que aparece en la acción 

respecto a dr será una integral Jefinida y es ahí dentro donde tenemos interés de realizar 

nuestro estudio. Definimos R0 = R - 1·0 • 

Veamos la forma que tiene la constricción hamiltoniana, recordando que buscamos 

resolverla cuando está igualada a cero (/l0 =O=? N ll0 = O=? J N ll,dr = ele.) e intro

duciendo Ñ por simplicidad, como veremos más adelante, obtenemos que 

J.R . J.R . [ 1 ( m)-' ,, ( m) ] ,, Nl/0 dr= "N 24 1+2; fr,,.-4m 1+2;: r dr. 

. ( )-· Cambiando,;-,,. por""' y redefiniendo N = N4; 1 +ji: tenemos 

1R . J.R [ ( m)' "] 'º Nll,dr = ,, N 'lr!-96 1+2; rm 'dr. (4.22) 

Ahora veamos la forma de la constricción espacial (I/; =O =} N;I/; =O=? J N;/l;dr =ele.), 

donde introducimos Ñ., 

J.
R . J.n . [ , ( m) (1 5 , m) ] 
0 

N1111dr= "N1 ""' 1+2; - ;+2;m -2;:; ,,.,,. dr, 

esto puede rcexprcsarse como 

J.
R . (1rmw)' J.R , 

N1-- dr = N1 (1r,.w) dr, 
'º w 'º 

(4.23) 

donde 
1 ( m)-s w=- l+-
r 2r 

(4.24) 

y N1 = ~Ñ1 • Sin embargo, para que la constricción espacial sí sea igual a cero, necesita

mos que 

(4.25) 
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Desarrollemos en una serie de eigenfunciones !1 (r) las función"" 

""'=Po{!)+ 'i:Pt (t)f¡{r), 
1 

m = mo{I)+ }:m1{l)f¡(r), 
1 

y sustituyendo en la expresión (4.25) obtenemos 

w }:p1/, + Pow' + w' E p¡f¡ =O. 
1 1 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

Por otro lado, recordando que en la acción tenemos un término de la forma siguiente, 

y sustituyendo los desarrollos (4.26) y (4.27) 

lR ,,.,.mdr = lR (Po+ '¿p1ft) (mo + I)nnfn) dr = Porholl,, + LP1rh1A1, 
ro ro l n t 

donde R.= R - r., A1= J,~ J¡f.dr y J~ f1dr = O. De la parte que multiplica a m0 y a m¡, 

así como la transformación del momento a su forma de operador, encontramos que 

; a 
Po->-¡¡;;amo Y 

; a 
p¡->---. 

A18m1 
(4.29) 

Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.28) y aplicándolas a una función de onda 

1", obtenemos 
~ ( ' • ) i 8'll ' i 8'll 
¿, wf1 +wf¡ --+w--=0. 

1 A¡ 8m1 Ro Bmo 
(4.30) 

Proponemos como solución a la ecuación anterior 

'll = exp [-f ho(t) [/ g(m,r)dm] dr], (4.31) 

donde g(m,r) = w-1• Así 
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de modo que 

~ = exp [-f ho (t) ~ (1 + ~)" dr]. (4.32) 

Finalmente, desarrollamos gen una serie de eigcnfuncioncs, 

1 
- =g=ga(l)+ LYn(t)J.(r), 
U' " 

(4.33) 

de manera que al analizar las derivadas de~ a partir de (•l.31), obtenemos 

ya que a!,[! gdm) = g;;::, = g Y 

%!, = -{f ho(t) 0~1 [j gdmj dr} ~ = -{f ha(t)gJidr} ~ = -h091A1~ 

debido a que 0~1 lf gdm] = g ;:::, = gf¡. 

Volviendo a la expresión (4.30) y sustituyendo las derivadas, despues de simplificar 

obtenemos: 

- L (w/, + w'J1)g1 - w'ga =O. (4.34) 
1 

Sabemos que g = ~ 1 entonces, g' = -w'/w1 = Í:n9rif~, entonces la ecuación anterior se 

vuelve 

w - --=o ( '"') w' 
w' w 

siendo idénticamente cero que es lo que buscabamos para comprobar que la función de 

onda propuesta efectivamente es l!-ªª solución a Ja constricción espacial. Esto es Jo mismo 

que reescribir, sustituyendo (4.24) en (4.25), 

,,· - 1 + - + ""' -- 1 + - - - - - - 1 + - =o. 1 ( m)-' [ 5 ( m)-6 (m' m) 1 ( m)-'] 
"'r 2r 2r 2r r r1 r1 2r 

Ahora obtengamos la constricción hamiltoniana a partir de (4.22) y reescribamosla 
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en términos <le w 

5 .. 

1 , ( m) .. , m l,=ir,.-96 1+2;: rm =Jr,.-96w=O. (4.35) 

Sustituyendo el desarrollo de ,,. ,,. y m 

' \""' "" 96" .. Po + 2Po ¿_, P1Ít + ¿_, ¿_, PnP1fnf1 - - t.., m¡f¡ = O 
l n 1 W 1 

y tomando en cuenta las relaciones (4.29), obtenemos que 

1 {)'IJ! 2 {) [ {)IJ! l 1 {)'IJ! 96 ' 
'H'i! = --¡;,8-, - O:--¡ -8 L;-

8 
ft - L:-A A 

8
-

8 
fnfl - - L m¡f, 'i! =O, 

uo m0 "'9; 1 mo 1 m¡ n,l n 1 m,1 m1 w 1 

siendo la anterior la ecuación de Wheeler-OeWilt para este minisuperespacio. 

Hacemos IJ! = exp [-• (mo, m¡)j donde • =f.~ h, II a•mJ dr. Calculando las primeras 

y segundas derivadas de IJ! con respecto a mo y m1 y sustituyendolas en Ja expresiou 

antcrior1 obtenemos 

' [ ' " "" l [ 1 J {)g 2 " ¡, J lJg -h0 g0 +2go.l.¡'gif1+';'.l.¡'g"g¡f.f1 +ho 'R% iJmdr+R;;L¡A, iJmftdr 

"" ¡.¡, J iJg l 96 \""' " +¿,¿_,-A A -
8 

fnf1dr --¿,m1f1 1J!=O. 
n / n I m W 1 

(4.36) 

Por la relación (4.33) ;;!. = g~ + 2gof.1g1/¡ + Í:.n,/YnYifn/1 obtenemos en (4.36) 

' ' ( 1 J lJg 2 " ¡, J iJg ,~ \""' ¡,.¡, J {)g ) 
-h0 +how íi% lJmdr+í/,;L¡A, amfidr+';;-L¡'A.A~ iJmfnf1dr 

-96w ¿m,¡;'IJ! =O. (·l.37) 
1 

Por otro lado, introduzcamos q(r) = 6(r-{) = qo+E1q1ft(r) donde ro< {<R. 



Por las propiedades de la delta de Dirac: 

in qdr = Roqo = 1 => 
" 

y 1: q f1dr = 1\1q1. 

Además, 

i n 1R f1(e} 
qfidr= 6(r-e)J1(r)dr=Ji(e) => q1=-A, 

~ ~ l 

entonces, 

Ahora, estudiando el último término que multiplica a ho en (4.37), tenemos 

Nota: por simplicidad solo escribimos g (r) y no g (r, m). 

Además, como 

2-j fJg dr+ ~ L: J. (r} j fJg(eJ f.(e)Je = 2... fJg(rJ, m 8m Ro n A. fJm R., 8m 

el término que multiplica a ho en ( 4.37) queda como 

1 J Og 2 "'!1 J 8g "'"' J.f¡ J 8g -¡;; -{) dr + D"" L.. -A -{) fidr +L.. L.. -A 1 -8 f.f1dr 
uo m Jl-0 1 / m n 1 ni ¡ m 

= (2... + L: f~ (r)) fJg (r) = 6 (O} 8g (r). 
Ro n An fJm fJm 
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Así la ecuación a resolver para h0 queda como 

-h~+ h0w2 [6(0) /)~~)]- 96w ~m;'J1'11 =O, (•l.38) 

donde '11 = exp[-s] con s = f,~ho[fgdmjdr. Como conocemosg (y por tanto w), no 

es posible restar un infinito a la ecuación anterior para poderla resolver. Entonces, no es 

posible obtener la función de onda buscada. 

4.2 Minisuperespacio con métrica B 

4.2.1 Métrica B; tensor métrico y las momentos conjugados 

El siguiente minisupcrespacio que vamos a intentar cuantizar también tiene simetría 

esférica. Es un modificación del anterior que •urge al incorporar •J~• f11ndón 11 (r, t) 

dentro de la métrica de modo que ésta queda como 

o o l (1+¡;)'a2 O , 
.. º ( l + ~ )' a2

sen
2
0 

(4.39) 

dónde dfl' = dO' + sen'Odf'. A partir de la métrica podemos encontrar que 

(4.40) 

y que 

· ( m)-' { (ª 1) (m' m) 4m" R=- l+- 8 --- --- +-2r arrr2 r 

+2(1+;;) ++ ; -;;;- . [2" (')' IJ} (4.41) 

De la expresión (1.14) únicamente podemos deducir la relación ir33 = sen20ir,, ya que 

a= a(r,t). 
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El primer término de la acción ADM e' 

= [; (1 + ~r ir"+ ;(1 + ~r ª'""] m+ [4(1 +f,:)4 air"] á = 7rmrn+ir.á, 

donde definimos 

""' = - 1 + - "" + - 1 + - ª'"" [2( m)ª 4( "')ª ] 
r 2r r 2r · 

A partir de estas definiciones podemos encontrar que 

r( "')~ 1( "')~ 
"" = 2 1 + 2r ""' - 2 1 + 2r ª"•; (4.44) 

"" = ?:! (1 + ~)-'' 4a 2r 
(4.45) 

33 1 "· ( "')-' 
" = sen204a 1+2r= · {4.46) 

En este punto conviene introducir dos nuevas variables para simplificar los cálculos 

y 11''1' = 2r1rm, (4.47) 

Con ellas tenemos que 

y por lo tanto 
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De las definiciones ( 4.43) encontramos 

y (4.49) 

Reescribimos los simbolos de Christoffel en términos de las nuevas variables y los 

sustituimos en las expresiones para las constricciones espaciales de modo que obtenemos: 

(4.50) 

siendo esta. una ecuación diferencial que permite poner a'" en términos de ir,. o equi

valentemente, de "m· Si se agrupan términos, (4.50) queda como 

· Desp~jando e integrando por parles 

l J ' ( _, )' d 'I' l J ( ')' -1 d .-. = 2a' "'I' 'I' "• r = 2a"• - 2a' ª'I' 'I' "• r. {4.51) 

Ahora vemos la otra constricción espacial 

=> ir, = ir,(r, t, senO). {4.52) 

La tercera constricción no da información y por ello la omitimos. 

4.2.2 Obtención de la Acción ADM 

Igual que en la sección 4.1.2, es posible integrar la acción respecto a· 4' de O a 2 .. y 

obtenemos la misma expresión ( 4.17). Nuevamente solo conservamos Ni para. tener solo 

58 



··"'"•'>"'" 

una const.ricción espacial. 

Por otro lado, con las variables auxiliares introducidas en la sección anterior, calcu

lamos el resto de los términos que forman la acción, pero no sin antes introducir dos 

nuevos moment~s justificados por (4.52) 

y 1í.., = ñ'.;scnO. 

Ahora sí 

;; [ 1 ,., 1 . • 3 '"'] ,0 71' tr¡; = ]6'P 'Tf"' - ¡!f!atr,.,tr0 + 8ª 71"11 sen , 

entonces, sustituyendo 7ra 

Por último 

Sustituyendo lo que es <p, "•y haciendo a = r tenemos para el término de la acción que 

esta multiplicado por j¡N = r-1 ,en-10 { 1 + ~ )-• N 
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y para el que multiplica a 2N1 

1( m)~ r( m)~(~ m) -- 1 + - 1'm - - l + - - - - >-m 2 2r 2 2r rr2 

l m -• ("'' m) [ m ')' ( m)-1 

+~(i+~) -,:--;:; j r(I+~) 1+2,= 2riTmdr 

De esta manera notamos que nuevamente potlcmos sacar como factor común scnO e 

integrar O de O a n-. Nuevamente consideramos una "caja'! esférica comprendida entre 

r, y R. Así la integra\ que aparece en la acción respecto a rlr será una integral definida 

y definimos~= R- r0 • Si recxpresamos r-l (1 + T,:)-a N como N, la acción queda 

como: 

+3:r, {l [r(1 + ~rr (1+~r2dmdr r +4111"•' (1 + ~r] 

+2N1 [fr{ 4~, (1 +~( f [r(1 + ~)'j' (1+~f2.ir .. r1.}-H1 + ~f rrm 

_!: (1 + ~)-' (.'i -~) i.·m+_l__ (1 + ~)-' (!!:' - ~) f [• (1 + ~)']' (1 + ~)-I 2r~mllr 
2 2r rr2 2r 2r rr' 2r 2r 

+ 4~, (1 + ~)-' f [r (1 + ~)']' (1 + ~)-1 
2 ... mar]} ª'ª• (4.55) 

= IR¡ir .. m-NH0-N1ll1}drdt. 
},, 
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4.2.3 Análisis de la constricción hamiltoniana 

Hacemos 

1'm = <1l"m =<Po (t) + <pi(l)/1 (r}, (4.56) 

m = mo(I) + on¡(l)f¡(r), (4.57) 

siendo e un parámetro de ore.len. Sustituimos las relaciones anteriores en el término N lf o 

y simplificamos, recordado que solo nos interesan términos hasta de orden f 1 

N {-~ ( 1 + ~) <1l"m j (2r- mu)rnmrlr+ a:r' {j (2r- mo) <irmdr} 
2 

+ 4m"r
3 (1 + ~) '} 

3 {/ }' " 3 ( mo)' ( 7<m¡/¡ )} + 32r' (2r - m0 }(<Po + <p¡/¡) dr + fon¡/1 r 1 + 2,:" 1 + 2r + mo . 

Observamos que solamente hay un término que presenta e, a partir del cual, recordando 

que para tener Ho = O cada potencia de e debe ser igual a cero, obtenemos 

" ( mo)' 4m¡f1 r
3 1 + 2,:" = O (4.58} 

entonces tenemos que, haciendo e= 1, el término que multiplica a.Nen la acción es 

+ 
3
;,., {j (2r - mo) (Po+ p¡f¡) dr} '} dr = O. (4.59) 

Calculamos tanto las integrales indefinidas como la integral definida que aparece en 

la •cción, donde las cigcnfunciones de los desarrollos son 

f¡= ..!:..., 
R,, 
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y 0Lte11cmos, al acomodar en términos de las potencias de las p y de las m1 

[ ' ( ' ') 13 1 ( n:l ª) 1 ' 1 (.,.. ')] +mo -Po R - ro - 3511or1n.; IC - "º -12P1 m "~ -ro 

' [5 ' ( ) 3 1 ( ' ') 7 ' 1 ( n3 ª)]} +mo :¡Po R - ro + :¡PoPlñ.; R - ro + ;¡sP1 m te - ro . (4.60) 

Siendo esta· expresión Ja que nos interesa para cuantizar este minisupcrcspacio. 
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Capítulo 5 

Cuantización del minisuperespacio 

con métrica B 

En el capítulo anterior obtuvimos la acción ADM para el minisupcrcspacio R. A parti~ de 

ella, ya podemos proceder a intentar cuantizar este minisupercspacio, en otras palabras, 

ya podemos intentar obtener una función de onda que nos de la probabilidacl de encontrar 

el minisuperespacio con Ja métrica dada a un tiempo posterior. Si se encuentra una 

función de onda adecuada, podemos ver que nos dice acerca de la posibilidad de formular 

un Teorema Cuántico de Rirkhoff. 

De la acción obtenida en el capítulo 4, observamos que tenemos un término de Ja 

forma //o= O a partir del cual hay que obtener la ecuación de Wheelcr-DeWitt para este 

minisupcrespacio. Para ello, necesitamos utilizar la forma operacional de los momentos 

, introducir una función de onda 1/1 y plantear la ecuación 1fljl = O. Para definir la 

1f de este minisupcrespacio, en base a la expresión obtenida (4.60), descartaremos los 

términos que multiplican m0• Des-preciar dichos términos está justificado en el hecho de 

que m0 es pequeño, y así se obtiene una ecuación similar a la de un oscilador armónico 

sin potencia!. Además podemos decir que, debido a lo que representan; R >> 1·0 , R0 ~ R 

y así podemos poner todo en términos de R. De esta manera 

(5.1) 
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, 12 , 
-p0 \jl - 2¡ioJ11W - 15P1 \ji =O. 

Sustituyendo la forma diferencial de los momenlos, podemos obtener la ecuación de 

Wheeler-De\Vitt 
ª'\ji {)'ljl ·1 {)2\jl 

1f\jl=-íJ ,+2-0 íJ +-5-0 ,=O. 
m0 mo m1 m1 

(5.2) 

Por sencillez, definimos 

y:,,,, (5.3) 

y la ecuación (5.2) queda como 

D'w íJ'ljl "º'w 
ax' + 2 axDy + 5 Dy' =O. (5.4) 

Proponemos como solución 

lil=cxp[-SJ, (fi.5) 

donde S = S (x, y). Calculamos las derivadas necesarias y así tenemos 

[-D's + (ªs)'] +2 [-~+~as]+! [-a's +(~)']=o. (5.6) ax' ax axDy Dx ay 5 ay' ay 

Para poder resolver esta ecuación diferencial parcial. utilizamos la aproximación de que 

las segundas derivadas son despreciables frente a las primeras. Esta técnica matemática 

fue desarrollada y utilizada de una manera más general por Jelfreys & Jeffreys [11]. 

Posteriormente sirvió para la formulación del método de aproximación cono~ido como 

WKB, elaborado por S. Wcntzel, H. A. Kramers y L. Brillouin [26]. De ésta manera 

obtenemos 

(as)' + 2as~+!(Ds)' =O. 
Dx axDy 5 ay 

(5.7) 

Proponemos 

(as)' + 2~Ds + ! (~)' = (Ds _ .~) (~-µ,as)= o, 
ax Ox ay 5 8y ax .µ 8y az 8y 

(5.8) 
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dónde µ, y ¡t2 son las raíces de Ja l!CUación característica 

,, 
1•' + 2¡J + 5 =o .. (5.9) 

Si se cum'ple (5.8), S puede ser cualquier función 

(5.10) 

Proponemos 

S = q1 (x - x0 + µ,y)2 + q, (x - xo - ¡1,y)' 

= q, [(x- xo)2 + 2µ, {x - xo)Y +µ:u']+ q, [!x- xo)' -2¡t, (x- xo)Y + /t~y'J' 

con xo, q1 y q2 constantes. Como estamos buscando una función S tal que >Ir =exp [-SI 

se desvanezca cuando x y y son grandes, la igualamos a algo de la. forma 

(una gaussiana), y así obtenemos las condiciones que deben satisfacer q1 y q2: 

(5.11) 

además 

(5.12) 

A partir de (5.9) y (5.11), vemos que si hacemos 

µ, = -1+/f <0 y /t2=-l- ff.<0 V5 (5.13) 
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se satisfacen las relaciones (5.12) ya que 

~ + 1 > O y, en efeclo, 
/11 

-2 
--¡r>O, 
-l + Vs 

q1/'~ + ,¡,¡,¡ > O => 1•2!•1 + ¡1l >O y, en efecto, 1 + ~ > O. 

De esta manera tenemos que q1 > Q'J. entonces, si llamamos q1 = Q, 

y la función de onda buscada resulta ser 

I~ = exp [-Q [{1.~8197) (mo - Xo)2 + (1.10557) lllm, 

(5.14) 

En la siguiente hoja, presentamos una grtÍílca tridimensional y curvas de nivel de ti' 

como función de x y y en las cuales es posible observar que es una gaussiana centrada 

en (x0 ,0), ya que pusimos x0 = l. Hay que hacer notar que esta es una solución a la 

ecuación diferencial (5.2), no es la más general y•. que existe la po•ihilidad de tomar S 

de otra forma, en cuyo caso \JI Sería diferente. 

Ahora solamente hace falta mostrnr que efcctivaioente la aproximación utilizada al 

despreciar las segundas derivadas estaba justificada. Para ello hay que notar que 

a•s ( µ1) Ox' = 2Q 1 + µ:; = constante, 

as (, ) {)y = 2Q µI + /J2/l1 y => 
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O'S 
-
8 2 

= 2Q (11~ + ¡1 2¡11) =constante. y . 

Vemos que, en la ecuación (5.6), los términos de las segundas derivadas son de orden Q, 

y al compararse con los términos de orden Q2 se pueden <lcsprcciar ya que Q es grande. 

Así obtenemos 'la ecuación (5.7). 
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_., 
Figura l. Gráfica de la función de onda'!'= 'lix,y) como función de x y y . 

... 

. ,. ··~ :, ti·. 

:;·!·~:._~: 
. •., .~ 

n+ ....... ;· ~ 

' ~·. •.. l, 

. l .. , - --~·-''-~ 
~ .... ~-' .~'-•( 

Figura 2. Curvas de nivel de la gráfica anlcrior . 



Conclusiones 

Haciendo una recapitulación sobre el trabajo realizado, observamos que surgen varios 

problemas al intentar cuantizar un minisupcrcspacio particular, por ello no es sorpren

dente que también haya problemas al intentar construir una teoría cuántica de la gravi

tación. Los dos minisupcrspacios seleccionados, aunque de forma muy similar, dieron 

resultados diferentes. 

En el caso A no se pudo resolver la ecuación de Wheeler-DeWitt debido a dos causas 

relacionadas. La aparición de una della de Dirac dentro de la ecuación a resolver provoco 

problemas y e1 hecho de que el resto de los términos de dicha ecuación eran conocidos, 'no 

permitió que se rcstára "algo" para poder obtener una ecuación fillita y, tal vez, soluble. 

Con el minisuperespacio B se logró resolver la ecuación de Wheeler-DeWilt aproxi

madamente una vez que se eliminó el término corrcspondic~tc al potencial. Dicha solución 

es una solución particular la cual podría corresponder a un estado cuántico específico del 

sistema. Se obtuvo al escoger una función específica de m, y m¡ la cual cumpliera, al 

introducirla en la ecuación diferencial obtenida, con las características necesarias para 

poder obtener una función de onda que satisfaciera la ecuación de Whccler-DeWitt y 

cumpliera con las características requeridas. Hizo falta analizar lo que sucede si no se 

eliminan los términos que multiplican a las potencias de m0 • Así mismo, podría resultar 

productivo analizár otras de las posibles soluciones a la ecuación obtenida para ver si 

siguen algun patrón y nos dan más información. 

El resultado parcial obtenido en el caso B no nos permite concluir acerca de la exis

tencia de un Teorema Cuántico <le ílirkhoff, entendido como un enunciado que excluya 

la posibilidad de tener emisión de gravitorn.~s que formen ondas esféricamcntc simétricas. 

Unicamenle es posible decir que se han dado unos primeros pasos hacia la posible for

mulación del mencionado teorema, y que aún quedan varios puntos por resolver. 

Además de los puntos ya mencionados, hace falta definir de una manera clara el 
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contenido íísico del Teorema <le ílirkhorf clásico en la formulación hamiltoniana. Esto 

es, transladar a la'> constricciones y a los momentos de la formulación ADM, Ja elección 

de coordenadHs que se tiene que hacer en r.I ámbito clásico para hablar del Teorema 

de Birkhoff. Por ejemplo, en el minisupcrcspacio r\, esto sería relacionar "" (t) de 

ir rn = ho { t) r ( 1 + !!;-)' con la J { t) que aparece al demostrar el Teorema de Birkhoff, 

ver la referencia (16], pag. 300. 

La ecuación de Wheeler-DeWitt clcl minisupcrcspacio B no contiene información ac

erca del comportamineto de >JI (x,t) al transcurrir el tiempo. Es decir, no nos dice nada 

respecto a si lit es "estática" o no en el sentido de mantener su forma y/o su posición. 

Para ver ésto, habría que definir un "tiempo" y para ello hay que adentrarse en "el pro

blema de tiempo" de la gravedad cuántica. En nuestro caso, el elegir un tiempo interno 

parece no funcionar a priori. Esto se debe a que si x o y son el tiempo, la probabilidad de 

encontrar el espacio con cierta 3-métrica aparecería s1íhitamente en cierto tiempo (x == x0 

o y= O según sea el caso), y desaparecería súbitamente un tiempo despues, siendo que 

buscamos que esa probabilidad varíe ele manera suave y.no ocurra solamente a 1111 tiempo. 

Otro aspecto a estudiar es el comportamiento el(• los operadores de momento parn la 

función de onda obtenida. Es necesario vrr que forma tomnn y definir lo que se quiere 

decir con 11' m = O y 11'4 = O, que serían una posible definción de> lo que entendemos por 

función "estática". 

Así mismo, es necesario investigar el papel que juegan Ji y ro en el minisupcrcspacio 

cuantizado. Ver que c¡uiere decir hacer que /l -t oo y/o r0 -t O ya l¡Ue en este último 

caso, por cjcrnplo, llegaríamos al fin de nuestra carla de coordenadas, entraríamos a una 

área que ya no parece tener significado físico romo es el estar en el interior del radio de 

Schwarzschild. 

Finahuentc habría que analizar la posibilidild de tener radiación de Hawking de gravi

tones csféricamcntc simétricos dentro del rnntexto de nuestro probl<>ma ya. que podría 

cambiar considerablemente la interpretación del resultado obtenido. 
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Concededmt el don del silencio, y dca.itafiaré a fo '1oche. 

Kha!il C:ibran 
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Apéndice A 

Transformación de la métrica de 

Schwarzschild 

En este apéndice demostraremos que la métrica de Schwarzschild (3.3) 

2 ( 2m) ( 2m)-' ( ) 1/s = - 1 - --;:- dt' + 1 - --;:- dr2 + r2 dO' + sen20d<li', (A.l) 

efectivamente puede reescribirse en coordenadas isotrópicas por medio de la transfor

mación (t,r,O,</i)- (t,r,O,<f¡) donde 

r = r (1 + !!:) 2 

2f l 

para obtener d elemento de linea en la forma (4.1) 

( 1 "')' ( m)' ds2 = -
1 
~ ~ dt' + 1 + 2f [dr2 +r' ( dO' + sen20d<fi')]. (A.2) 

Para ello partamos de la expresión (A.J), transformando cada término por separado. 

Consideremos el término que multiplica a dt' 

( 
2m) 2m 2m 8mr 

l-7 =l-r(l+~)'=l-r(~)'= 1 -(2r+m)' 
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= =---= --" 
-Ir'+ fo1r + m' -· 8mr (2r - m}' (1 -!'!.)' 

(2r+m)' (2r+m}' l+j¡' 
(A.3} 

entonces el término que multiplica a dr2 será 

.(1 _ 2m)-' = [(2r - m}:i-• = (2r + m): = (l + ¡¡)' (A.4) 
r (2r+m) (2r-m) 1-j¡ 

Ahora veamos 

dr = (1 + ~)' dr + 2r (1 + ~) (- '~ ) dr 
2r 2r 2r' 

= (1 + ~) [(1 + ~)-7] dr = (1 + ~) (1- ~) dr, 

entonces 

dr1 = 1 + --.,, l - --.,, dr' ( "')' ( "')' . 
2r 2r 

(A.5) 

y así tenemos que 

(l - 2m)-' dr' = (1 + ?,;)'. (1 + ~)' (1 - ~)' dr' = .(1 + ~)' dr'. 
r l - l'); 2r 2r 2r 

Finalmente 

( "')' r2 (do'+ sen'Odql') = r' 1 + Y ( dO' + scn'Odql'), (A.6) 

por lo tanto, juntando los resultados ant<~riores, 

ds2 = -(
1 

- g)' rll2 + (1 + ~)' [dr1 + r1 (d01 + sen10dql')] 
1 +,, 2r 

expresión igual a (A.2). 
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Apéndice B 

Consistencia con las Ecuaciones de 

Einstein 

Vemos si la métrica A seleccionada es consistente con las ecuaciones <le Einstein. Para 

ello es necesario variar la acción respecto a irm y a m, las variables dinámicas del sistema. 

Comcnzcmos con la variación respecto n ii' no· 

+2N1 - - l+- 6irm -- l+- --··· 6irm-- ·!+- liirm dldr. { 
ü ¡r ( m)-3 . i · r ( m)-• ("'' m) . ¡ ( m)-3 . }} 

Ür 6 2r 6 2r r r' 3 2r 

Integrando por partes el primer término <ll• !a si:-gun<la linea y <;;ir.anclo 8irm como factor 

común obtenemos: 

68 = J j {m+N [Ü (1 + ~)-' irm] 

, ¡r ( m)-3] [" ( m)-' (m' m) 1 ( "')-']} -2N1 ¡¡ 1 + 2r - 2N1 ¡¡ 1 + 2r -;:- - ¡:;- + :¡ 1 + 2r 61'_.dldr, 

romo escogimos una norma en la cuál N1 = NJ. = N3 = O 1 observamos que la fm.1dón 

que se cumple para tener 68 =O es una ecuación (liíercncial para m, y si nos olvidamos 

del gorro en 7r m tenemos 

. N ( "')-·' m = - 12 1 + 2r ir,.. (B.!) 
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Por otro lado analicemos las ecuaciones de Einstein representadas por (1.1•1) 

sustituyendo en los extremos 

( m)3 ( 1) [( m)-1 1 1 ( m)-1 ] 4 1 + 2r 2r rn = 2N 1 + 2r ¡¡;:rrm - ;¡;: 1 + 2r rrm , 

despejando m obtenemos 

N ( m)-• m = -12 1 + 2r .. m (B.2) 

que es igual a la ecuación (B.!) obtenida anteriormente a partir de la variación de la 

acción respecto a 1t"m· 

Ahora hay que variar la acción respecto a m , para obtener la ecuación que satisface 

trm, recordando que N1 =O. 

liS = :iJ {irm(liril)+ N { iÍ (1 + ~)-' ~/irmr! 

+6 1 + - -limr -- 1 + -( m)' 1 2 [ ·lm" ( "')-'] 
2r 2r r 2r 

( m)-' [ 4 " ( m)-' 111" ( m)-6 
l ]}} tr2 1+2r -~(lim) 1+2r +207 l + 2r 2r/im dtdr, 

simplificando 

IJ{· . [ 1 ( m)-'·• " ( m) "]} liS=;¡ .. m(lim)+N -
12

, l+z,; .. ,.lim-2m /im-4r ·l+z,; (lim) dtdr, 

aplicando integración por partes y olvidando el gorro llegamos a 

/iS = - - .. m - - 1 + - rr - 2Nm - •IN r + -1 J{ . N ( m)-' 2 .. " ( m) 
•l 12r 2r '" 2 
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-BN I+- -2Nm ómdtdr=- -irm-- I+- iT' ' ( m') "} 1 j { . N ( m)-• 
2 4 12r 2r m 

,, ,, m , m 
-4Nm -4N (r+ '2 )-sN 1 + '2 ómdtdr. ( ')} 

Nuevamente, recordando que estamos buscando la función que se cumple cuando óS =O, 

tenemos 

,.m = -- 1 + - " - 4Nm - SN 1 + - - .JN r + - . . N ( m)-' 2 " , ( 111') " ( m) 
12r 2r m 2 2 

(B.3) 

Por otro lado, consideremos una combinación linral de las ecuaciones obtenidas de 

variar la acción ADM respecto a g¡; para encontrar que 

• 11 • 22 N IN¡¡· 1(')'] (" ')' ,. 911 +2" 9,, = 2 ,¡gn- ?.,¡g "'"•;-;¡_ "• -2 9 JDN . 

Evaluando el lado derecho 

. I 

( m) " N ( rn)-' = -2N 1 + - rn rsenO+- 1 +- ir!senO 
2r 48 2r 

- 2N' ( 1 +;,:) (2 + m') rsenO - 2N" ( 1 +;,: )' r2scn0. 

{B.4) 

(11.5) 

Para evaluar el lado iu111icrdo primero drbcmos diferenciar las expresiones para"" (·1.11) 

y 11'22 (4.12), despues sustituir la expresión para rh (B.2) para así tener 

·11 2'" N(1 m)-4' O "(1 m). O 11' 911 + 11' 9,, = J6 + Z,: lfmSCJI + 2 + Z,: 11'msen . 

Igualando el lado derecho (B.5) y el izquierdo (11.G), y despejando *m obtenemos: 

. N ( m)-' , " , ( ') .. ( "') ir,.=-- I+- ,,.. -·lNm -•IN 2+m -4N r+-
12r 2r "' 2 

que es igual a la expresión (B.3) obtenida a partir de la variación. 

(ll.G) 

(11.7) 

Eu base a que las exprl'8iones obtcnicla.s a partir de las variaciones específicas para 
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nuestra métrica y de las variaciones genertdes de> In acción ADM son iguales, podemos 

decir que la métrica rscogida es consistente con la formulación ADM y por lo tanto con 

las ecuaciones de Einstein. 
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