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Notacién

Indices griegos corren de 0 a 3.

Indices latinos corren de 1 2 3.

Derivadas temporales se denotan por %{ o por f.

Derivadas espaciales se denotan por g{?, fi 0 si solo hay una variable espacial por f'.
Signatura: (~ + ++)

Funcién de onda: ¥, $

Operadores cuanticos: letra cursiva A, H

A lo largo de la tesis, utilizamos unidades tales quec =% = k = 1 (k es la con-
stante gravitacional), excepto en los puntos donde, por claridad, es necesario expresarlas

explicitamente.



Introduccion

La idea basica de la Teoria General de la Relatividad es geometrizar la fuerza gra-
vitacional, es (iecir, mapear todas las propiedades de la fuerza gravitacional, asi como
su influencia sobre procesos fisicos, a propiedades (gcométricas) de un espacio Rieman-
niano; el espacio-tiempo. El campo gravitacional se manifiesta como una curvatura del
espacio-tiempo ¥, de acuerdo a las ecuaciones de Einstein, depende de la distribucién
espaciotemporal de la materia, donde materia es todo lo que puede producir un campo
gravitacional, i. e. que contribuye al tensor energia-momento. En principio, es im-
posible primero especificar la distribucidn espaciotemporal de la materia (la materia y
su movimiento) y de esto calcular la estructura espacial ya que el espacio ya no es el
escenario para los eventos fisicos, mds bien es un aspecto de la interaccién y movimiento
de la materia, a su vez influyendo sobre clla. Asi, la estructura espacial (curvatura) y
distribucién de ]a materia constituyen un sistema dindmico cuyos clementos estan tan
relacionados entre si que solamente pueden resolverse simultineamente. De esta manera
el espacio-tiempo se vuelve un elemento activo sujeto a condiciones locales y a las leyes
de la fisica.

El procedimiento a seguir para ver las caracteristicas del espacio-tiempo en el futuro
cs: dar los campos que generan el tensor energia-momento y su razén de cambio temporal
asf como la 3-geometria del espacio y su razén de cambio temporal al mismo tiempo, y
luego resolver el problema encontrando la 4-gcometria del espacio-ticmpo en el futuro.
De lo anterior, se ve que sc puede separar el espacio-tiempo en 3 4 1 dimensiones donde
el espacio-tiempo puede verse como la evolucién de 3-geometrias (conjunto de todas la 3-
métricas cquivalentes bajo transformaciones de coordenadas). Arnowitt, Deser y Misner
desarrollaron una formulacién hamiltoniana de la relatividad general basada en este con-
ceplo, conocida como formalisme ADM. Bajo este punto de vista, la variable dindmica

del sistema es una 3-geometria. Al espacio en el que evolucionan las 3-gecometrias se le



Hama superespacio, y al ponerle restricciones de simetria obtenemos un minisuperespacio.

Los campos que generan la curvatura del espacio-tiempo transportan energia y, segin
la mecinica cudntica, la energfa estd cuantizada, entonces también la geometria del
espacio-tiempo debe estar “cuantizada”, Esta conjetura tleva a plantear la posibilidad de
desarrollar una teoria cudntica de la gravitacidn cuyas manifestaciones deben ser obser-
vables en experimentos cuyas energias sean det orden de 10%¢V. A causa de la presente
imposibilidad de obtener esas energias experimentalmente, no ha sido posible corroborar
esta hipétesis, pero se supone cierta ya que de otra manera habri inconsistencias en la
actual descripcidn fisica del universo.

La idea de una teoria cuantica de la gravitacién estd relacionada con buscar una
funcion de onda que nos permita obtener la probabilidad de cncontrar el espacio-tiempo
con una métrica especifica a un tiempo dado debido a que dicha métrica es la cantidad
dindmica de interés. A causa de la dualidad onda-particula que plantea la mecanica
cuantica, tambien debe tener relacidn directa con Ia posibilidad de observar gravitones; las
particulas de] campo gravitacional con caracterisiticas anilogas a los fotones del campo
clectromagnético. Actualmente ¢l desarrollar una teoria cuantica de la gravitacion no ha
sido totalmente satisfactorio debido, entre otras cosas, a la no linealidad de las ecuaciones
de Einstein y a las propiedades intrinsecas de la Teoria General de la Relatividad como
es el ser covariante. A partir del procedimiento planteado anteriormentc, observamos que
cldsicamente hay que dar simultancamente posiciones y sus razones de cambio temporales,
pero la mecdnica cudntica prohibe esto debido a la Relacién de Dispersién encontrada
por Heisenberg, también conocida como Principio de Indeterminacion, entonces bay que
desarrollar una teoria que incorpore las ideas de la teoria cudntica. Una de las propuestas
es que a partir de la formulacién ADM se obtenga la accion de la relatividad general,
Dicha accién nos permite obtener un operador que jucga el papel del “hamiltoniano” del
sistema una vez que reemplazamos las variables cldsicas (posicién y momento) por sus

contraparies cudnticas. Asi, el operador “hamiltoniano” aplicado a una funcién de onda



debe satisfacer la ecuacion de Wheeler-DeWitt;,

la cual, al resolverla, nos da la funcién de onda buscada.

En esta tesis intentamos cuantizar dos minisuperespacios bajo la suposicién de que
una vez hecho esto con un ndmero suficiente de minisuperespacios, tal vez sc obienga
suficiente informacién como para que sea posible deducir un procedimiento adecuado
para hacer o mismo con un superespacio. No sc pretende dar una explicacién exhaustiva
delo que es y de lo que implica el intentar cuantizar el campo gravitacional, solamente se
trata de presentar un procedimiento a seguir al intentar cuantizar un minisuperespacio.

Se eligieron dos minisuperespacios, designados respectivamente por A y B, cuyas

J-métricas estén dadas por:

ﬂ)4 [‘ir2 +rf (d07 + seu’Md’z)] !

. 2 __
A: ds _(x+2r

B: di¥= (l + %)‘ [dr2 +d? (dﬂ2 +scn10d¢’)] s

donde m = m(rt) y a = a(r,t), la cual posteriormente igualamo.s a r. Ambos tienen
simetria esférica ya que buscamos poder decir algo acerca del Teorema de Birkhoff cn el
contexto de la gravitacion cudntica. En ¢l contexto clasico, el Teorema de Birkhoff afirma
que no puede haber una solucidén esféricamente simétrica a las ecuaciones de Einstein que
no sea equivalente a la solucién de Schwarzschild, En otras palabras, no hay emisién de
ondas esféricamente simétricas, En un contexto cudntico, podria negar la posibilidad de
que haya emisién de gravitones que formen ondas esféricamente simétricas, lo cual podria
deducirse de la funcién de onda obtenida.

En el caso del minisuperespacid A, no fue posible encontrar una funcién de onda
satisfactoria, pero en el caso B si. La funcién obtenida es una solucién de la ecuacién

de Wheeler-DeWitt, pero parece que se necesita de un estudio mas detallado y profundo




de otros aspectos para poder responder a la pregunta: jhay emision de gravitones que
forman ondas eséricamentesimétricas? Algunos de esos aspectos a estudiar se mencionan
cn las conclusiones. Entre ellos se encuentran el traducir & la formulacién hamiltoniana el
Teorema de Birkhoff y la necesidad de estudiar el “problema de tiempo” en la gravedad
cudntica.

Para concluir esta introduccin, voy a mencionar brevemente la estructura general
de la tesis. Esta consiste de una introduccién, cinco capitulos, las conclusiones y dos
apéndices. Los primeros tres capitulos tienen como objetivo presentar brevemente las
herramientas necesarias para introducir la idea y metodologia de la cuantizacién de un
minisuperespacio. Basicamente son una breve recopilacién bibliografica de diversos textos
y articulos. Los otros dos capitulos conticnen el estudio de los dos minisupercspacios
seleccionados.

El primer capitulo es un breve recordatorio de la Teoria General de la Relatividad,
incluyendo la forma que tiene la accién de la relatividad general y la deduccién de las
ccuaciones de Einstein a partir de ella. Finaliza con la formulacion ADM, explicando,
de manera breve, su construccidn, su relacién con el espacio-tiempo y las rclaciones
importantes que se pueden obtener a partir de ella {constricciones).

E! segundo capitulo consiste en un recordatorio de la Mecnica Cudntica y de la Teoria
Clisica de Campos, ejemplificando el método hamiltoniano con una cuerda vibrante. A
continuacién, combinamos ambos temas en una breve introduccién a la Teoria Cuantica
de Campos, nuevamente ejemplificando uno de sus métgglos ton la cuerda vibrante. Cul-
mina con una breve mencion de los problemas que surgen al intentar cuantizar un campo.

La discusion de las métricas esféricamente simétricas esta reservada para el capitulo
tercero. Asi mismo,. resalta la importancia y generalidad de )a solucién de Schwarzschild
haciendo mencién del Teorema de Birkhoff. Los superespacios y minisuperespacios con-
stituyen la parte final de éste capitulo, incluyendo el papel que tienen en el proceso de
intentar cuantizar el campo gravitacional.

Una vez sentadas las bases, en el capitulo cuarto obtenemos la accion ADM para los



dos minisupercspacios scleccionados. En el quinto obtenemos la funcién de onda para el
minisuperespacio B y, en las conclusiones, nos referimos a su relevancia en ¢l contexto de
poder plantear un posible Teorema Cudntico de Birkhoff. Asi misino, presentamos algu-
nas ideas para investigaciones futuras. Incluimos tanto aquellas que estén relacionadas
directamente con el minisuperespacio B, como otras mds importantes dentro del contexto
de la gravitacidn cudntica.

El apéndice A contiene la transformacién de la métrica de Schwarzschild a coordena-
das isotrdpicas y el apéndice B la demostracién de la consistencia de la méirica A con

las ecuaciones de Einstein.



Capitulo 1

La Teoria General de la Relatividad

1.1 Principio de Equivalencia

Recordemos el experimento pensado de la caja negra de Albert Einstein en el cual una per-
sona dentro de una caja totalmente cerrada siente que tanto él, como todos los aparatos
dentro de la caja, sufren una aceleracién hacia abajo. No puede ver hacia el exterior de
la caja y, consecuentemente, concluye que hay dus posibles interpretaciones: 1) Puede
haber una gran masa externa fija a la base de la caja produciendo un campo gravitacional
aproximadamente uniforme. En éste caso la aceleracion experimentada es un resultado
de la atraccién entre los objetos dentro de la caja y la gran masa externa. 2) La caja
puede estar acelerada hacia arriba debido a un cuerda que la esté jalando. En cste caso
la aceleracion experimentada por el observador y los aparatos cs solamente la resistencia
que presenta la materia a cambiar su estado de movimiento (inercia) y la consideramos
producida por una fuerza aparente [1). Esta fuerza aparece por la eleccion de sistema
de referencia y puede ser eliminada si se escoge un sistema de referencia fijo a la caja.
Realmente no existe ningiin fendmeno mecanico, o de otro tipo, que permita decidir cual
de las dos explicaciones es correcta. Debido a que la fuerza gravitacional que actia cn
la alternativa I puede ser simulada por la fuerza aparente de la alternativa 2, es factible
decir que la gravitacion puede ser eliminada, al menos localmente, con una seteccidn
adecuada del sistema de referencia, es decir, con una transformacién. Este experimento

nos lleva directamente a enunciar el Principio de Equivalencia [31):

10




- , . . .
Principio 1 Un observador siv contucio con el erterior, no ticne medios por los cuales
dislinguir si su laboralorio se cncuentra cn un cwmpo gravitacional uniforme o en un

sistema de referencia acelerado.

El poder eliminar la fuerza gravitacional con una transformacién adecuada, iinicamente
es posible cuando ¢l campo gravitacional responsable de la fuerza no depende del tiempo y
es espacialmente homogéneo. Si depende del tiempo o es inhomogeéneo, la transformacion
mencionada existe si nos restringimos a una region suficientemente pequeiia dentro de la
cual el campo gravitacional cambie muy poco, i. e. permanczca cast constante dentro
de la regién considerada. Con esto llegamos al enunciado del Principio General de la
Relatividad [29}:

Principio 2 5i se liene un campo gravitacional arbitrario, entonces en todo punto del
espacio-tiempo, es posible escoger un sistema de coordenadas local ¢ inercial tal que,
dentro de una region suficientemente pequeiia alrededor del punto en cuestion, las leyes
de la naturaleza tengan la misma forma gue en un sistema de coordenadas inercial cn

ausencia de gravitacidn.

Al decir que “Jas leyes de la naturaleza tengan la misma forma que en un sistema de
coordenadas inercial en ausencia de gravitacién™ queremos decir que conservan su forma.
antg wa transformacién general de coordenadag, i. ¢. son covariantes y en la ausencia

- de campo grawtaclonal se reducen a las leyes de la rclatividad especial {31). Bl Prin-
cipio General de la Relatividad permite varias predicciones cualitativas y cuantitativas
¥ devhecho, la mayorfa de las verificaciones experimentales de la Teorfa General de la
Relatividad pueden ser derivadas al aplicarlo con destreza.

El Principio General de Ya Relatividad es, hasta cierto punto, la base de la Teoria
General de la Relatividad ya que plantea la idea de poner las leyes de la naturaleza en una
forma que sea independiente del sistema de referencia, siendo dicha forma la formulacién
tensorial. Asi mismo, el plantearse ésta generalizacion del Principio de Equivalencia
y debido a que generalmente las {uerzas inerciales son mejor entendidas haciendo con-

sideraciones geométricas, llevé a sospechar que la gravitacion tiene una conexién con la
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geometria del espacio-tiempe. Tomando como cierta esa sospecha, se desarrollé la Teorfa
General de la Relatividad y al obtener verificaciones experimentales de lo que predecia,
se concluyo que cfectivamente hay una conexion fuerte enlre la gravitacién y la geometria

del espacio-tiempo.

1.2 Geometria del espacio-tiempo

Al inicio del siglo, se estudiaba la gravitacién a partir de la fuerza que existe entre los
cuerpos debida a su masa. Con Einstein se planted la idea de que un cuerpo con masa
modifica la geometria del espacio-tiempo, entonces cualquicr otro cuerpo en su entorno
sc mueve de acuerdo a la curvatura del espacio-tiempo. Su comportamiento no se debe a
la interaccion con el cuerpo masivo directamente, sino a la geometria del espacio-tiempo,

por lo cual [a geometria toma un papel méds importante en la explicacién de la naturaleza.

1.2.1 El Tensor Métrico y los Intervalos

Toda la informacién respecto a la geometria del espacio-tiempo, estd contenida en el
tensor métrico, que determina las propiedades geométricas de cada sistema curvilineo
de coordenadas. Dicho tensor es de rango 2 y se representa por g,, siendo, en la Teorfa
General de la Relatividad, tensores simétricos. Estos tensores tienen, a lo mas, 10 com-
ponentes independientes en lugar de 16. 5i se ticne un espacio plano, en coordenadas
cartesianas, las componentes del tensor de curvatura son goo = ~l; gu=1; g2 =1;
g3 =1 gu = 03si g # v, y se denomina métrica plana o de Relatividad Especial. [16]
Debido a que la geometria del espacio-tiempo esta bien descrita al utilizar la geometria
Riemanniana, si las componentes del tensor métrico son funciones de las coordenadas =,
el clementu de linea o intervalo estd dado por ds® = g,,dz*dz*, donde respetamos la
convencién de Einstein, i. e los indices repetidos implican una suma sobre ellos. El
elemento de linea mide la distancia entre un par de puntos cercanos z* y z* 4 dz*, la

cual, en general, depende tanto de 2 como de dz* {27}
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Dado el tensor métrico, podemos construir su deterininante g y con ¢l obtener
¢ = ;Ff: flamado tensor métrico contravariante. Por lo tanto, ¢} tensor métrico
" contravariante ha sido construido de tal mancra que g,,g*° = &%, Bista propiedad nos
permite subir o bajar los indices de un tensor A = g”? A%y A, = g, A, teniendo

siempre presente la posicién relativa de los indices.

1.2.2 Geodésicas, Simbolos de Christoffel y Curvatura

Con el desarrollo de la Teoria General de la Relatividad se encontré que un- cuerpo
masivo modifica la geometria del espacio-tiempo, de tal manera que las geodésicas
de dicha geometria (geodésica: ~curva que une dos puntos cuya distancia perinanece
estacionaria bajo pequeiias variaciones), son las trayectorias curvas descritas por las
particulas atraidas por el cuerpo masivo. Las geodésicas pueden obtenerse a partir de g,
mediante: Jy (g,,ﬁ) = ;%lj,ﬂ?;'m en donde X es un pardmetro invariante arbitrario,
¥ equivalen a las ecuaciones de movimiento de las particulas.

Las lineas geodésicas nos llevan a definir los Simbolos de Christoffel como

Ognu |, Ogw _ 0w
o5 (az» + e " Ber ) (0

los cuales satisfacen las relaciones siguientes: I%,

o . [y + Dup 3 en el caso mds general, hay 40 diferentes. Estos simbolos no

= . Ve = .
=T .9;.,,rﬂp = Tune = Tupn s

son tensores ya que no se transforman como tales {19)], pero a partir de ellos podemos
construit un tensor de rango 4 conocido como Tensor de Curvatura o Tensor de
Riemann-Christoffel

Y (1)

B = Bzh  Pgv T ey

El tensor de curvatura nos da un criterio para saber si el espacio-tiempo es plano o no,
ya que solamente en el primer caso tendriamos R%,, = 0 en todo el espacio-tiempo,

siendo oste resultado independiente de haber escogido un sistema de referencia que
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cerca del punto considerado sea plano. Las propicdades del tensor de curvalura son ;.
Ropuw = ~Rpaw = ~Ropuu 3 Rapuw = Ruap y cn particular, todas las componentes para
las cuales @ = f# 6 p = v, son cero. También es posible verificar que la suma ciclica
de componentes formada por la permutacién de cualesquicra tres fndices s cero; i. e.
Ropuw + Ravgy + Rayup = 0. Finalmente, es posible obtener las identidades de Bianchi:
R+ B, + B%,,., = 0. Las componentes del tensor de curvatura no son todas
independientes, en un espacio tetradimensional, Ry, tiene un total de 20 componentes

. ™

independientes que pueden red

irse por medio de transformaciones a 14, y segin el caso,

hasta a menos. {16)

A partir del tensor de curvatura, es posible construir un tensor simétrico de rango 2.
Rag = g" Ruaup. (13)

Se le denomina Tensor de Ricci y nos permite construir el Escalar de Curvatura o

de Ricci:

R=¢"Ru, . (1.4)

que en el caso particular de una métrica plana da R = 0. {16}

1.3 Accidén en la Relatividad General

En la mecanica cldsica se ha definido una cantidad escalar la cual nos permite obtener
las ecuaciones de movimiento del sistema haciendo uso del cilculo variaciodal. Dicha
cantidad también es posible definirla para otros sistemas que no sean mecdnicos, siendo
igual de importank‘: que en la mecdnica. Su definicién y su importancia se encuentran
resurnidas en cl Principio de Minima Accién y dicho principio nos permite hablar de la

funcion que tienen las constricciones dentro de la fisica. A continuacién presentamos

cdmo, a partir de la accién de relatividad general, es pesible obt, las i de

Einstein.



1.3.1 Principio de Minima Accién

Consideremos un sistema dinamico con un hamiltenianc // (g, p, ), donde por simplicidad
representamos las coordenadas generalizadas con ¢; p son sus momentos conjugados dados
por p = 8L/8¢, t denota el tiempo y L es el lagrangiano del sistema. Las ecuaciones

candnicas del sistema, o ecuaciones de movimiento, son

_od .ol
=5 ==

Para cada sistema, existe una cierta integral §, llamada accidn, que al variatla respecto

a las variables independientes y manteniendo los extremos fijos, da cero. En ese caso §

nos da un valor maximo o minimo, pero no es preciso que sea uno u otro. Esa integral
no debe depender del sistema de referencia y, consecuentemente, debe ser un escalar. La
definicién de csa cantidad aparece en el Principio de Mfnima Accidn, enunciado a

continuacién;

Principio 3 La integral de accion

s:/Lau,

tiene un valor estacionario para variaciones pequefias en la trayectoria donde los extremos

se mantienen fijos, i. e.
donde L = L{q;,pi,t} es el lagrangiano del sistema y la integral es entre dos puntos
definidos por ty y iz,

A partir de la relacién entre el lagrangiano L y el hamiltoniano H podemos poner el

principio de minima accidn en otra forma
S=/(p dq—ﬂd¢)=/(pf;-u)dz. (1.5)
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El Principio de Minima Accién resulta equivalente a tas Ecuaciones de Euler-Lagrange
donde, si consideramos un sistema conservativo, con constricciones no dependientes del

tiempo y cuyas coordenadas generalizadas son independientes, tenemos que:

Eslas ecuaciones nos dan las ecuaciones de movimiento del sistema. (28]

Al obtener la generalizacién a campos, en lugar de el lagrangiano tenemos una den-
sidad lagrangiana £ = £(q,8q/8s",t) donde g = ¢(z*) son las variables que describen
el estado del sistema. La densidad lagrangiana es tal que L = f £dV donde dV es el

elemento de volimen, pero el Principio de Minima Accién mantiene su forma
65:6/Ldt=6/£d}3=0, (1.6)

" sicndo dE = dV dt. Definiendo q,; = 3"’—:7;, las Ecuaciones de Euler-Lagrange quedan como

1.3.2 Sistemas con constricciones

En ocasiones, se desea trabajar con sistemas restringidos por fuerzas internas que toman
la forma de relaciones funcionales entre las coordenadas o entre ias velocidades (momen-

tos). Si ¢ representa posiciones o velocidades, tenemos;
fA g t)=0. (10

En estos casos, esas fuerzas son ignorables ya que solamente hay que considerar las

limitaciones que les imponen a las posiciones de las particulas. Esas constricciones se

llaman holonémicas y cambian la di i6n, la topologia y la g tria del espacio de

configuracién, i. e. del espacio de coordenadas, como veremos a continuacién. En general,
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cl espacio de configuracidn cs Riemanniano |17}, Al cscoger las coordenadas generalizadas
de un sistema, se busca el niimeto més pequeiio de coordenadas independientes necesarias
para describir complelamente al sistema. El ndmero de coordenadas necesarias es igual
al nidmero de grados de libertad del sistemna. Al tetier una constriccién, las coordenadas
dejan deser inaependicntcs ya que lienen que satisfacer la ecuacidn de constriccién (1.7).
De ésta, es posible despejar una de las coordenadas en funcion de las otras y climinarla
como cootdenada generalizada. Esto produce una reduccién en el mimero de coordenadas
generalizadas y, por lo tanto, en el nimero de grados de libertad {15]. Visto de un punto
de vista mds geométrico, un sistema mecinico compuesto de N particulas libres ticne
un espacio de configuracién de 3N dimensiones. Si hay constricciones, el espacio de
configuracion es un subespacio de menos de 3N dimensiones, cuya geometria pucde ser

caracterizada por un el to de linea Ri iano, lo cual obviamente modifica la

3= 7

s la topalogia y la geometria del espacio de configuracién {17).

Una vez reducida la dimensionalidad del espacio, se construye el lagrangiano en
términos de las variables restantes, no-constreitidas y se utiliza en la integral de accion
para obtener las ecuaciones de movimiento. Otza opcidn es utilizar multiplicadores de
Lagrange, modificando el lagrangiano con las fuerzas constrictoras. El nuevo lagrangiano
se puede utilizar en Ja integral de accién, la cual al variarla respecto a los coeficientes de

las fuerzas constrictoras, da las ecuaciones de consiriccién.

1.3.3  Accién en Relatividad General y Ecnaciones de Einstein

Para oblener las ecuaciones del campo gravitacional, primero es necesario obtener la
accién para este campa. Posteriormente, las ecuaciones requeridas pueden ser obtenidas
al variar la suma de {a accién del campo mas la de las particulas materiales ya que, como
vimos anteriormente, hay una relacidn entre el campe gravitacional y los cuerpos que lo
producen.

La accién del campo gravitacional debe poder expresarse como una integral escalar

sobre todo el espacio y sobre la coordenada temporal z° entre los dos valores dados. Es
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posible encontrar formalmente la forma de la accién a partir de las caracteristicas que
debe satisfacer, para ello consiltar la referencia [16), pag. 268. Asi, la accién para el
campo gravitacional queda dada por

T L/R\/_d): (18)

donde R es el escalar de curvatura, ¢ el determinante del tensor métrico, k la constante

.gravitacional y dZ = dz%dz®. De modo que variando
1
65 = -maln\/-_gdz.

A partir de una transformacién de coordenadas, de la accién dada por (1.6) y ha-
ciendo un andlisis del cambio en las componentes del tensor métrico, es posible obtener
la variacion de la accién para la materia. Recordando que los términos &g deben cance-

larse debido a las ecuaciones de movimiento y que §g*¥ = 0 en los limites de integracién,

85n= [ { ByoL _ 6 9/-gL } Sgds..

3
dgw  Ozr 6-81:1,:

obtenemos

Para un cilculo més detallado consultar [16), seccidn 94. Si definimos

1 - dv=gL
b, 4 20

ag O 0

donde al tensor T}, lo llamamos Tensor Energia-Momento, la variacién de la accién

para la materia toma la forma siguiente
. ‘
6Sn=75 / T, 89" /=gdE.

Como se mencioné anteriormente, a partir de la accién del campo gravitacional y de

la materia, es posible encontrar las ecuaciones de Einstein si aplicamos el Principio de
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Minima Accién. Para ello es necesario calcular explicitamente
6 [ RY=GE = & | ¢ Run/ =345 = [ {Ru/ 560" + Rng?0/=5 + 9" V=56 R } 45

Calculando las variaciones necesarias (ver [16], seccion 95) y recordando que la variacién

del campo es cero en los limites de integracidn, se llega a que

1
5 [Ry=gaz= [ (nw - Eg,wlz) 8¢ /=5,
¥ finalmente
1 1
5= -rr / (R,‘,, - Eg,‘yﬂ) 8g™ \/=gd.

Para finalizar hay que recordar que §(8 + S.,) =65 + 4S,, =0, entonces

—_ l 1 v .
85+ 65m =~ / (R,w - ok~ 81rlcT,,,) §9™\/=gds =0,

, considerando la arbitrariedad de §g#*, obtencmos las ecuaciones del campo gravitacio-
9 p

nal 6 Ecuaciones de Einstein
1 .
R — Eg,..,R = 8rkT,., (1.9)

siendo las ecuaciones fundamentales de la Teoria General de la Relatividad. Si las recs-

cribimos en componentes mixtas y contraemos, también se pueden escribir cémo
1 "
R, =8xk (T, ~ Eg“"T“

de donde es ficil observar que en el vacio, las ecuaciones se reducen a R,, = 0, un
sisterna de 10 ecuaciones acopladas. Las ecuaciones de Einstein son no-lineales y como
es posible observar de (1.9) relacionan la distribucion de la materia y su movimiento con
la estructura del espacio-tiempo. En principio es imposible especificar la distribucién

espaciotemporal de la materia {materia y su movimieato) y a partir de ésto calcular la
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estructuradel espacio-tiempo {curvatura) ya que el espacio-tiempo no es el escenario para

los eventos fisicos, mas bicn es un aspecto de la interaccidn y movimiento de la materta

{27.

1.4 Formulacién ADM

Una vez que se tienen las Ecuaciones de Einstein y la accién para el campo gravitacional,
de acuerdo a la construccidn cldsica de la teoria hamilloniana, es necesario construir los
momentos candnicos conjugados a las variables dindmicas para obtener el hamiltoriano.
Para ello debemos obtener p = 8L/d4, 1. e., debemos privilegiar al tiempo para poder
definir ¢. De lo anterior podemos ver que para construir el hamiltoniano hay que diferen-
ciar una de las coordenadas del espacio-tiempo de las otras. Esto equivale a considerar al
espacio-tiempo como formado por rebanadas que no se intersectan, donde cada rcbanada
es una hipersuperficie de tres dimensiones. Pensamos en la evolucidn como el cambio
entre una de estas hipersuperficies y la siguiente. Generalmente lo que se hace s rebanar
tomando 2° = ¢ = cte., entonces la cvolucién nos dice como cambia la geometria de la
hipersuperficie de tres dimensiones conforme pasa el tiempo. Lo anterior no es Ia tinica

opcién, pero hasta ahora ha sido la mds efectiva y snmplc de interpretar.

14.1 Obtencién de la accion ADM

Si rebanamos el espacio-tiempo tomando z° = £ = cte., es necesario tener prescute dos
cosas; 1) la geometria de las rebanadas individuales (hipersuperficies de tres dimensiones
con una métrica dada) y 2) la relacién entre una rebanada y la siguiente. El punto 2) se

satisface si definimos una funcién lapso {lapse} N que se relaciona con la separacién entre

cada par de hipersuperficics, y un vector formado por funci de despl iento (shift)
N; que se relacionan con el movimiento de un punto al pasar a la siguiente hipersuperficie,
que tanto se movié el sistema de coordenadas respecto a un punto especifico al transcurrir

el tiempo. Estas cuatro funciones nos dicen como ir embonando las hipersuperficies para
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formar el continuo del espacio-tierpo. Asf tenemos 10 variubles correspondientes a las
que teniamos antetiormente del tensor métrico g, tetradimensional; 6 de la métrica
tridimensional simétrica en la hipersuperficie espacial v;;, 1 de la funcién lapso N y.3 de
las funciones de desplazamiento N;.

Una vez definidas estas 10 variables, se reescribe el elemento de linea en tétminas
de las nuevas variables para obtener la relacién entre ellas y las viejas variables. Se
encuentra que i = gij, que N = (—y°°)'1" y que ¥; = goi. A partir dc ahora, por la
primera relacién antes sefialada, denotaremos v;; por gij.

El siguiente paso es reescribir la accién en términos de las nuevas variables, para

ello hay que expresar el escalar de curvatura tridi jonal R y el el to de voliimen
/—9dE en funcién de gij, N y Ni. Sise desea ver una discusién mds extensa y detallada
consultar el articulo de A. Corichi y D. Nuiiez [6]. Una vez hecho esto, la accién ADM

resulta estar dada por

1 e 1 (4 1 7 ik
S = T {w’y.','—N [—\/,—y_ (7r Tni— 3 (7r" 1,) ) - \/g-R} + 2N ",} dt &z, (1.10)
en la cual ' son los momentos canénicos conjugados definidos como

i ac
™ = 16m—,
9if
ik = ¥ +I‘}kﬂ"'", y donde se descarta una divergencia total. Observamos que la
nueva densidad lagrangiana no depende de N o Ni, por lo cual podemos concluir que son
coordenadas no dindmicas.

También es posible definir
i Vs _Lw?
Hy (1r l.qii) = 7‘5 amig = 5( k) - VoR (L11)

y H; (rij,g,*j) = —oxt* ™ (1,12)
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para finalmente poder escribir
1 i .
§ = [ [ — Nilo - Nt & &=, (113)

con Ify = Ho (n%,9;;) y H; = H; (v, g;;).
Si se varia la accion respecto a las diferentes variables obtenemos como resultado

varias ccuaciones diferentes;

1. Al variar respecto a 7', se llega a las condiciones necesarias para que la acciéa sea

una extremal
dgy _ 2N

FTRY
donde Ny = o N"Pk.',‘.

gt

1
(7r.J 2g,,1r p,) + Ny; + Njji, (1.14)

2. Si variamos respecto a g;; obtenemos el resto de las ecuaciones dindmicas de primer
orden
Y u) ( 1 ,,z) 2N( 1,.,.,‘)
_—Nf( gR+‘/_ i — 2(1rk) ﬁww —21r1rk

+ /G (N — giNim ) + (n‘!'N"')[m N ™ = N ™ g (L15)

donde N¥F = [NygH] g + [Nag™] Tipgti y NI = ORICNIA ¥ 108
puntos suspensivos son para casos en los que hay otros campos presentes. Ver (18],
pag. 525. ]

Juntas, las dos condiciones anteriores dan las Ecuaciones de Einstein e involucran
x4, gijy N y N; asf como sus derivadas ‘espaciales inicamente. Estas ecuaciones

son las que mueven 7 y g;; de una hipersuperficie z° = ¢, = cte.; a otra ¢z = cle;.

3. Al variar respecto a N, donde incluimes N = N,, se obticne que H, = 0. La
ecuacién para g = 0 es la constriccién hamiltoniana, las otras tres son llamadas

constricciones espaciales. Ademis son las ecuaciones de valores iniciales que deben
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satisfacerse y evitan que 77 y gi; sean especificadas arbitrariamente a cualquier

tiempo.

Las cuatro constricciones producen que no todas las 7'/ y g;; sean independicntes,
por consiguiente el problema fundamental que se busca resolver con la formulacién ADM
es poder identificar un conjunto de variables canénicamente conjugadas que permitan
poner a la accién en forma candnica, en términos de dicho conjunto [21]. Una vez hecho

ésto, es posible pasar a discutir el problema de la cuantizacién del campo gravitacional.
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Capitulo 2

Introduccion a la Teoria Cuantica

de Campos

2.1 Mecanica Cuantica

La mecénica cuantica surgié como resultado de varias observaciones y experimentos en
los cuales los métodos clasicos ne funcionaban o lievaban a contradicciones ¢ inconsisten-
cias. Por ello, en el caso limite de considerar numeros cudnticos grandes, debe conducir
a la mecanica cldsica por lo cual no es sorprendente que incluya generalizaciones de las
ideas y métodos de ésta. Algunas de las observaciones que dieron pie a la mecanica
cudntica y que surgieron como resultado de los experimentos mencionados son el com-
portamicnto de particula que presenta la radiacién, las propicdades ondulatorias de la
materia, ¥ la cuantizacién de cantidades fisicas. Las dos primeras observaciones llevaron
a plantear la dualidad onda-particula. Conceptos como éste contribuyeron a cambiar
considerablemente la visién del hombre respecto a su entorno y han influido en varias
dreas dec investigacién para modificar su enfoque respecto a los fendmenos observados.
Por ende, haremos un breve repaso de los conceptos mds fundamentales de esta teoria
como son la Relacién de Dispersién o Principio de Indeterminacion, las funciones de onda
.y los operadores cudnticos, la ecuacién de Schrodinger y las distintas representaciones de

las funciones de onda.
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2.1.1 Relacién de Dispersién ¢ Principio de Indeterminacién

L.a mayoria de las teorias cldsicas consideran que el método de ohservacion no influye de
ninguna mancra en las variables a medir, cosa que en la Leoria cudntica es cuestionada,
A partir de dicho cuestionamiento, Heisenberg encontré que existe una relacion entre
la posicion y el momento conocida como Relacidn de Dispersién o Principio de
Indeterminacion

Az Ap> h, 2.1)

siendo & = h/(27) donde h cs la constante de Planck. Esta relacién da un limite respecto
a la precision con la que se pueden conocer la posicién y el momento simultineamente.
Debido a que en mecénica cldsica se considera que cl estado de un sistema puede conocerse
al dar la posicién y la velocidad de cada particula del sistema a un tietnpo inicial {g y
que [a evolucién del sistema esté dada por las ccuaciones de movimiento, vemos que
no respeta la Relacién de Dispersidn. En consecuencia, debe buscarse otra manera de
representar el estado del sistema sin tener que pedir el poder conocer la posicion y la

velocidad (momento) al mismo tiempo.

2.1.2 Funciones de onda y operadores cudnticos

El estado de un sistema puede representarse por medio de una funcién compleja ¥ (z, t) de
las coordenadas del sistema, como veremos mads adelante, a partir de sus caracteristicas.
En este caso consideraremos una sola dimensién espacial representada por z. Dicha
funcién recibe el nombre de funcién de onda ya que podemos pensar en que una
particula puede ser representada como un paquete de ondas localizado precisamente en
el punto donde se encuentra dicha particula. También se le conoce como vector de estado
ya que puede pensarse como un vector en el espacio de Hilbert. Esto implica que la
funcién es continua en z y de cuadrado integrable, de modo que [% | ¥ (z,¢) ]* dz 5 )
,i. e. se desvanece en los extremos. Si esta normalizada, ¥ (x, £) U* (z,t) =] ¥ (2, 4) [%,

donde el asterisco es el complejo conjugado, tepresenta la probabilidad de encontrar la
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particula en z al tiempo £, es decir con coordenadas (z,t). Debido a que existe una

relacion entre la posicion z y el memento p, la funcién de onda puede escribirse como

S e e

donde m es la masa de la particula bajo estudio. La relacién anterior estd dada por
una Transformada de Fourier y por lo tanto es posible oblener ¢ (p,¢) en funcién de
¥ (z,1) con una Transformada Inversa de Fourier. Naturalmente (& (p,£) |? representa la
probabilidad de encontrar la particula al tiempo ¢ con momento p. Al utilizar ® se dice
que estamos en el espacio de momentos mientras que cuando usamos ¥ estamos en el
espacio de configuracidn. (8]

Los operadores desempefian un papel importante en la mecdnica cudntica ya que re-
presentan a las cantidades dind micas (observables) del sistema, Los operadores actian, u
operan, sobre funciones de onda. Cuando hacemos una medicion del sistema y medimosla
observable O(z), su valor esperado, de expectacion o promedio es
{O(z)) = [ ¥*(z,1) O{z) ¥ (z,t)dz. Fisicamente, el valor esperado es el promedio de los
resultados de muchos experimentos para medir dicha observable en sisteinas idénticos y
bajo las mismas condiciones. Con los operadores podemos construir la Hamada ecuacién

de eigenvalores

Opolz) = opo(2}, (22)

donde o son los cigenvalores (mimeros) y p,(z) las eigenfunciones. Las eigenfunciones
son funciones que describen el estado de un sistema cuando alguna cantidad dindmica del
mismo ticne un valor definido, siendo ese valor el cigenvalor, Las eigenfunciones forman
una base completa en términos de la cual podemos desarrollar cualquier funcién y per-
miten obtener la probabilidad de que una medicién arbitraria del sisterna de precisamente
el eigenvalor correspondiente.

Entre los operadores existen ciertas relaciones, una de ellas es la de conmatacién, El

conmutador de A y B estd dado por [4, 8] = AB~B.Ay corresponde clisicamente a los
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Paréntesis de Poisson, Cuando dos operadores conmutan, i. ¢ [4, B8] = 0, pueden tener

cigenfunciones simultineas. Un operador muy importante que representa al momento es

-

)
T (2.3)

Es importante ya que uno de los primeros pasos para hacer la transicién de un planteamiento
clasico a uno cudntico es cambiar la posicién por el operador de posicién (que en esta
representacién es solamente multiplicacién por z) y el momento por este operador dife-
rencial. Ademas hay que notar que [p,z] = —if y que en toda la discusién anierior debe

interpretarse el momento como este operador diferencial. [§]

2.1.3 Ecuacién de Schrodinger y distintas representaciones

Una vez que tenemos la funcién de onda que representa el estado del sistema podemos

hablar de su evolucién en el tiempo, la cual estd dada por la Ecuacién de Schrédinger

8% (z,1)

ih 5 =H¥(z,t), (24)

donde H es el operador hamiltoniano que permite obtener la energia del sistemna ya que
sus cigenvalores son la energfa, Si H no depende explicitamente det tiempo, al resolver

la ecuacidn (2.4) es posible obtener
¥ (z,8) = exp (—%) ¥(z,0), (2.5)

donde ¥ (z,0) = ¥ (z) es el estado del sistema a un tiempo inicial que denotamos por 0.

Si ahora obtenemos el valor esperado de una observable A tenemos

(A) = / U (2, t) AV (2, 8) dx (2.6)

/ .:O)exp( )Aexp( lw)\lﬂ(z 0)dz
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= / U (r) A (1) ¥ (2} dz (2.7)

En este caso es posible dar dos interpretaciones:

1) En (2.6), es posible apreciar que las fuciones de onda, o vectores de cstado, cambian
con ¢l tiempo, quedéndose fijo el operador que hace el papel de eje coordenado. Se le
llama Representacién de Schrédinger.

2) En (2.7), son los vectores de estado los que permanccen fijos, mientras que el
operador cambia con el tiempo. Esta es la Representacién de Heisenberg. [4)

Si diferenciamos la ccuacién (2.7) obtenemos una ecuacién que determina la variacion

temporal de las variables dindmicas

dA

i
=LA,

la cual actua como una ecuacidn de movimicato cn Iz Reprorertazién de Hejsenherg,
siendo ésta, a veces, mas utilizada en la teorfa cudntica de campos [20]. En esta tesis

utilizamos la representacién de Schrodinger.

2.2 Teoria Cldsica de Campos

En varias arcas de la fisica cldsica se introduce el concepto de campo de fuerza para
describir la interaccién entre particulas. En lugar de que una particula actue sobre otra,
crea un campo alrededot de si misma de modo que cictta fuerza aclua sobre cualquier
otra particula localizada en este campo [16]. Es un concepto muy dtil ya que no es
necesario especificar cada una de las fuerzas que actuan sobre una particula, basta con
dar su posicién en el campo de fuerzas para poder obtener su comportamiento. Se ha
encontrado que es posible tratar el campo como un sistema mecdnico con un mimero
infinito de grados de libertad ya que se considera como un continuo, En este caso,
el campo es descrito por una funcién de campo que corresponde a un mimero infinito

de grados de libertad [4]. Las ecuaci de movimiento de las funciones de campo
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pueden obtenerse de dos maneras, andlogas 2 las de la mecénica clasica y son presentadas
brevemente en la siguiente seccién para posteriormente ejemplificar uno de esos métodos

con un campo unidimensional: una cuerda vibrante.

2.2.1 Formalismos de la Teoria Cldsica de Campos
Formulacién Hamiltoniana o canénica

Las cantidades fundarnentales son las coordenadas generalizadas y los momentos conjuga-
dos a ellas, asi como el hamiltoniano. Las ecuaciones candnicas y las variables dil'lémicas
se obtienen directamente del hamilioniano de manera semejante a la mecénica cldsica.
La desventaja de este método para la relatividad es que privilegia al tiempo de modo
que deja de ser una formulacién covariante. Por ello existen algunos esfuerzos para de-
sarrollar una formulacién covariante de la fisica cuintica en lugar de intentar cuantizar

Ia relatividad.

Formulacién Lagrangiana

A partir del lagrangiano del sistema y del Principio de Minima Accién se obtienen las
ecuaciones de movimiento, mientras que las variables dindmicas son definidas como in-
variantes que corresponden a varias transformaciones del sistema de coordenadas y de
las funciones de campo. De esta manera aparecen las cuatro coordenadas espaciotempo-
rales de un modo simétrico, sin privilegiar ninguna coordenada, Precisamente es este el
método utilizado en el capitulo | al obtener la generalizacién a campos del Principio de
Minima Accién y de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Para ver una discusién mds completa, consultar la referencia (4], pags. 11 y 12,

2.2,2 El problema de la cuerda vibrante

Como mencionamos anteriormente, se puede considerar a un campo como un sistema

mecanico con un niimero infinito de grados de libertad y para ejemplificat este proceso,
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vamos a considerar el equivalente a un campo unidimensional: una cuerda vibrante fjaen
ambos extremos. En la siguiente seccidn usaremos este mismoejemplo para ejemplificar Ja
cuantizacién de un campo. Por simplicidad vames a utilizar la formulacién hamiltoniana
y nos basaremos cn ¢l tratamiento que se da a este problema en la rcferencia.[l(]], pags.
249 y 250. ,

Sea un cuerda horizontal de longitud L fija en ambos extremos de modo que esté tensa,
con uno de los extremos en el origen de coordenadas x = 0. Si desplazamos verticalmente
la cuerda en algin punte, comenzard a vibrar y podemos hablar del desplazamiento
vertical y del elemento de cuerda observado, notendo que y = y(z). Primero introducimos

un nusve conjunto de coordenadas al desarrollar el desplazamiento en una serie de Fouriet

o3
y =3 apen (?) . {2.8)

=1

con s € N. Las g, son las coordenadas del sistema y forman un conjunto inhnito, En
particular podemos decir que g, es la proyeccidn de y sobre el a-ésimo vector que forma
la base del sistema, en este caso sen (axz/L).

Si llamamos g la masa por unidad de longitud tenemos que la energfa cinélica del

sistema estd dada por

S e

Recordando  que sen(srz/L) y sen{uxz/L) son ortogonales y que
i sen? (swzfL)dz = L/2, tenemos:

“tygk _MSa
T“ 22912 = 4 Eqn . (2.9)

donde M es la masa total de la cuerda.
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A su vez, la energfa potencial de| sistema serd

V=/0LFJI= 1‘/:% (%)zd.‘t:%iﬂg;q,qu/ol‘cos (%ﬁ)cos(%)dz,

donde 7 ¢s la tensién en la cuerda y utilizamos el hecho de que al desplazar la cuerda, su
nueva longitud ests dada por L + AL = [/l + y2 dz, con y’ = §£. Como buscamos
dl, podemos hacer la aproximacién que a desplazamientos pequefios /1 + 2 = 1+ Ly?
¥ asi resulta que di = %y" [13]. Utilizamos la ortogonalidad de los cosenos para obtener

finalmente
_ T L sa’r o
V—2,Zuq.2 g L (2.10)
El momento conjugado a una ¢, esta dado como

_ar_ M,
3‘]5 2 - a}

y por ser un sistema conservativo, el hamiltoniano eldsico resulta ser

b f_f: 2
H=T4V= E( q,+4L )~§(M+4qu,). (211)
A partir de la ecuaciones de Hamilton

oH _ . BH_
ap, = a0 Psy

podemos obtener la ecuacidn de movimiento

i *nir

AL (2.12)

la cual muestra que cada g, varia como un oscilador arménico simple en funcién del
tiempo. Entonces el movimiento total de la cuerda puede ser descrito por una infinidad

de osciladores arménicos simples independientes.
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2.3 Teoria Cuantica de Campos

Clasicamente se considera que se tienen por un lado particulas y por otro campos que
median la interaccién entre las mismas. En la formulacién de la mecdnica cudntica se
observa que las ondas y las particulas son una representacién del mismo “objeto”, y
como en la teorfa cldsica de campos la presencia y naturaleza de las fuerzas (campos)
estd relacionada con la existencia de part{culas, debe poderse establecer una descripcion
unificada de particulas, ondas y campos [30]. Dicha descripcién se logra con la Teoria
Cuéntica de Campos, cuyos principio basicos prescntaremos brevemente a continuacién.
Para comenzar comentaremos lo que quiere decir cuantizar un campo. Despues proce-
deremos a mencionar los 1nétodos utilizados para ello y picseatarenios el ejemplo de la
cuantizacién de la cuerda vibrante. Finalizamos menciouando los probletaas que surgen

al cuantizar, o intentar cuantizar, un campo.

2.3.1 Interpretacidn de lo que es cuantizar un campo

Existen dos puntos de vista cquivalentes y relacionados respecto a “visualizar” lo yue es

cuantizar un campo:

L. Cuantizar borra la distincion entre particulas y campos; las particulas se vuelven
difusas y estdn sujetas a una ecuacién de onda, mientras que los campos, representa-

. dos clisicamente como continuos, adquieren una naturaleza discreta [23]. En otras
palabras, cuantizar un campo es el procedimiento por medio del cual se asignan
particulas con cantidades discretas de energia (cuantos) al campo. Dichos cuantos
describen la interaccidn entre las particulas que crean el campo y corresponden a
varios estados energéticos posibles de los osciladores que forman el campo. Por lo
anterior puede decirsc que la teorfa cudntica de campos es una teorfa de la inter-

accién de particulas elementales [4].

2, Cuantizar implica decir que existen funciones de onda que describen a los conjuntos

de particulas cuyas transformaciones mutuas estdn contenidas explicitamenteen la
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teotia cudntica de campos. De acuerdo a esto, las funciones de onda toman una
forma de operadores. Las funciones de onda estan definidas por las ccuaciones de
campo y por las reglas de conmutacion que cumplen. Las ecuaciones de campo
también se vuelven operadores que achian sobre una funcién™de onda comiin a

todos los campos llamada funcién de estado {4].

Para ver la relacidn entre ambos puntos expuestos, partamos de la segunda inter-
pretacién. Si tenemos un campo, al cuantizarlo debemos interpretarlo como una teoria
de varias pariiculas. De acuerdo a esto, si ® (z) es el campo ya cuantizado, |® (z) |? es
proporcional al niimero de particulas presentes y hay que reinterpretar a @ (z) como un
operador. En la representacién de Heisenberg, es posible desarrollatlo en términos de
una serie de Fourier sobre los operadores de aniquilacién y creacion. Se llaman as{ ya que
actuan sobre los cuantos de la primera interpretacién, aumentando o disminuyendo su
mimero y, consecuenteriente, la energia del sistema. La cantidad @ (x,?) juega un papel
andlogo al que juega el vector de posicion x (¢) en la mecénica cudntica por lo tanto al
hablar del momento conjugado a & (z,t); M (z,t), definido por el campo, surgen reglas
de conmutacién que deben satisfacerse y utilizarse para construir las de los operadores

de aniquilacién y creacién {23).

2.3.2 Maétodos para cuantizar un campo

Existen varios métodos para cuantizar un campo. El mas consistente y mcjor desarrollado
e3 la cuantizacién canénica y estd basado en la formulacién Hamiltoniana de las teorfas
Lagrangianas. Las teorias Lagrangianas son aquellas que permiten obtener las ecuaciones
de movimiento a partir del Principio de Minima Accidn. Una caracteristica de dichas
teorias en su formulacién Hamiltoniana es que presentan constricciones, por lo tanto la
cuantizacién candnica puede verse como la cuantizacién de sistemas Hamiltonianoes con
constricciones. A pesar de que este método tiene ventajas, un problema que tiene para
efectos de la relatividad es el no ser covariante.

Una alternativa es la cuantizacion Lagrangiana que si es covariante. Se hasa
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en construir la accién cfectiva del sistcma, o mds generalmente, construir la funcional
generadora de funciones de Green [5). Otra alternativa es el método de integrales de
trayectoria (integrales funcionales) cuyo objetivo es obtener ¢l propagador del campo
por medio de la accion del sistema en cuestidn [24). Dada una funcién al tiempo ¢,
el propagador da la funcidn correspondiente 2 un tiempo posterior 3 (23}, Los dos
tiltimos métodos pueden intreducirse independientemente o pueden relacionarse con la
cuantizacion canénica ya que de cierta forma, son derivados de clla.

Para finalizar esta seccién, mostraremos el esquema genetal a seguirse en la cuanti-
zacidn candnica, Ja cual se basa en construir una teoria cudntica a partir de la version

cldsica.

a) Construir la formulacién Hamiltoniana del sistema mecéanico clsico. Esto implica
poner el hamiltoniano en término de coordenadas generalizadas y momentos. Dado
esto, todas las cantidades dindmicas deben poder expresarse en iérminos de fuu-

ciones de las coordenadas generalizadas y los momentos.

by Especificar el estado del sistema cudntico por un vector de estado {funcién de onda)

v.

c) A cada cantidad dindmica del inciso a) se le asigna un operador cudntico y se postulan
los operadores de posicién y momento para que satisfagan sus respectivas reglas de

conmutacién. Por lo tanto el hamiltoniano también se vuelve un operador.

d) Se escribe la ecuacién de Schrodinger a partir del hamiltoniano, para obtener la

evolucién del vector de estado en el tiempo.

e) Se resuelve la ecuacién de Schrédinger para poder obtener, entre otras cosas, los

valores de expectacion de las cantidades dinamicas del sistema.

En el paso d) es posible utilizar 1a representacién de Heisenberg o la de Schrodinger
ya que son equivalentes {24]. Ksta seccién se basé principalmente en la discusion que

aparece en (9], pags. 1a 5.
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2.3.3 Cuantizacién de la cuerda vibrante

Como cjemplo de la cuantizacién candnica, procederemes a cuantizar la cuerda vibrante
utilizando los resultados de la seccién 1.2.2., basdndonos nuevamente en la referencia
[10], pag. 251. La representacion utilizada es la de Schrédinger. Para cuantizar la
cuerda vibrante hay que trabajar con cada una de las coordenadas independientes q;
de {2.8) como un oscilador arménico simple ya que satisfacen la ecuacion (2.12). Por
ser coordenadas independientes, la funcién de onda “lotal” que describa el sistema serd
¢l producto de las funciones de onda obtenidas para cada componente. La ecuacién de
Schridinger que cumplen cada uno de esos factores es

OV (gt) K ¥ (qt) + strlr ,

h=o =T ag  toap vl

donde utilizamos la forma opcracional del hariltoniano (2.11), del momento (2.3) y de
la posicién g,.

Si ¥ (qs1t) =u(g.)exp ~ {iHi/h), ver (2.5), ohservamos que la ecuacién de eigenva-
lores para la energia estd dada por Hu(q,) = Eu(g,), ver (2.2), donde E es la energfa
caracteristica del estado, esto es

h’i) u(g,)
e S puta) = Eu(a,

rearreglando términos obtenemos

) o 2 le- St ton - (213

Si la energia toma los siguientes valores

E,.=(n 1) m (n+ )Iw, (2.19)

donde n € N y llamamos v a la frecuencia con la cual el oscilador cldsico vibraria, las
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solucioncs a la ecuacion de eigenvalores (2.13) son
unl )—-——l_(gi)}cz -~ g1 () 215
n(qs) = ot \ B 2 n (Veugs)s (215)

donde o, = (swfh) \[ATT/TL y las If, son los polinomios de Hermite de} argumento
indicado.

Ahora hay que ser més especificos con el oscilador que se encuentra precisamenteen la
coordenada ¢,. Denotemos por u,,(g,) a la funcidn que representa la coordenada g, en ¢l
estado caracteristico de energia dado por (2.14) con n = n,. Entonces la energia de toda

1a cuerda en dicho estado se obtiene al sumar las energias de las diferentes coordenadas

2 2/ 1
Ec=YE, =an, +§) hu,, {2.16)

y la funcidn de onda total que representa el estado de toda la cuerda estd dada por
e
U =] tn,(as).
=1

2.3.4 Problemas que surgen al cuantizar un campo

De la ecuacion (2.16) se puede observar que hay un problenta respecto al valor que tema
1a energfa ya que siempre resulta ser infinita, atn en ¢l caso de que todos los osciladores
estén en el estado base, i. €. todas las n, = 0. Hay dos explicacioncs que se pueden dar
a este resultado, pero finalinente se reducen a lo mismo.

Por un lado podemos decir que el problema surge de considerar a la cuerda, un objeto
material y finito, como formada por un ndmero infinito de coordenadas. Para arreglar
este problema podemos hacer que la suma en la ecuacién (2.8) sea finita. En este caso,
aiin en el estado base, la energia tendria un valor finito, aunque muy grande.

Por otro lado, se puede decir que el cero de la energia es tolalmente arbitrario y que el

valor minimo de la ecuacién (2.16) representa una constante aditiva que hay que restar.
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Esto tampoco resuelve el probiema de ta cucrda vibrante ya que avin asi podria llegar a
tener una energia finita muy grande.

En general, en cualquier método que se utilice, surge el problema de los infinitos y, en
muchos casos, utilizar el artificio de mover el cero de la energia, por ejemplo, no resuelve
¢l problema. En otros casos el problema del infinito se presenta en que la funcién de
onda que se obtiene no estd acotada y, en consccuencia, no representa un paquete de
ondas y mucho menos puede relacionarse con una funcién de probabilidad. Se puede
intentar resolver este problema con un artificio equivalente al de mover el cero de la
energia pero, debido al hecho de que hay varias maneras de restar ese infinito y atin no se
conoce un criterio que permita seleccionar una manera adecuada, no siempre es posible
(aunque hay cxcepciones notables como la electrodindmica cudntica). A este artificio se
le conoce como renormalizacién. En el capitulo siguiente hablaremos, en particular, de

los problemas que surgen al intentar cuantizar el campo gravitacional.
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Capitulo 3

Simetria Esférica, Teorema de

Birkhoff y Minisuperespacios

3.1 Campos gravitacionales esféricamente simétricos

L.os campos gravitacionales esféricamente simétticos son aquellos en los cuales las varia-
bles fisicas no cambian sobre toda una hipersuperficie tetradimensional esférica. En otras
palabras, la ¢xpresion para el inlervalo ds es la misma para todos los puntos localizados
a la misma distancia del centro.

Los campos gravitacionales esféricamente simétricos son producidos por una dis-
tribucidn esférica de materia la cual puede estar estitica o tener un movimiento esféricamente
simétrico, i. c. de tal manera que la velocidad en cada punto este dirigida a lo large del
radio de la esfera, aunque realmente ambos casos son equivalentes como veremnos mas ade-
lante [3]. Su importancia radica en el hecho de que muchos cuerpos masivos del universo
presentan, aproximadamente, simetria csférica. Ademds la primera solucién obtenida a

. las ecuaciones de Einstein fué para un campo gravitacional estdtico con simetria esférica
(25 y (2. -
Para deducir el campo gravitacional de un cuerpo esférico y estalico comenzamos con

la métrica de la relatividad especial en la forma csféricamente simétrica
ds* = —di® + dr® 41302,
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donde d? = d6? + sen?0d@?. Para introducir el efecto gravitacional del cuerpo, i. e. Ia
curvatura en el espacio-tiempo debida a su presencia, sin modificar la simetria esférica,
permitimos que las componentes del tensor métrico que ya son diferentes de cero tomen
diferentes valores:

ds? = —?*di? 4 e dr? 4 d(r)d 3, (3.1)

siendo ®(r) y A{r). Como estamos buscando la solucién a las ecuaciones de Einstein
para una distribucidn estdtica de materia, las componentes del tensor métrico no pueden
depender del tiempo. Es posible escoger la coordenada radial como «a{r) = #(r) , con-
siderando que 7 sea tal que Ja circunferencia de un circulo con centro en cl origen de
coordenadas sea ignal a 27, entonces al sustituir en la ecuacion (3.1) c ignorar las tildes

tenemos ¢l elemento de linea
ds® = —e¥di® + *Adr? + P20, . 32)

donde solamente hay dos incégnitas; $(r) y A(r). A estas coordcnadas se les llama
coordenadas de Schwarzschild. [16]

Es importante saber que significado fisico tienen las coordenadas utilizadas anterior-
mente, por lo cual lo mencionaremos brevemente a continuacién. Las coordenadas 0 y
¢ representan dngulos en una csfera ya que en cualquier superficie bidimensional ar y
{ constante, la distancia entre dos puntos cercanos esta dada por ds? = +?d2?, como
corresponde al hablar de coordenadas csféricas tridimensionales. El drea de dicha esfera
bidimensional es

A= /(rdﬂ) (rsendd¢) = 4mr?,

por lo tanto, podemos decir que la métrica(3.2) nos dice como medir la coordenada radial
r que emplea. Se mideel drca A de la esfera formada por todos los puntos rotacionalmente

equivalentes al punto P en el cual se quiere obtener r{P) para despues caleular

r(P)= \/%
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Lo anterior es equivalente a pedir que la circunferencia de dicha drea, 6 de un cireulo
centrado en el origen de coordenadas, sea igual a 2rr [12]. Finalmente la coordenada ¢
debe cumplir con ciertas propiedades geométricas, en particular hay que recordar que dt
¢s ¢l intervalo de tiempo entre dos eventos medidos por un observador que se encuentra
en una region suficientemente alejada para que el espacio-tiempo parezca plano, no es el

tiempo propio [18].

3.1.1 Solucién de Schwarzschild

A partir de la expresién para un campo gravitacional esféricamente simétrico en coorde-
nadas de Schwarzschild (3.2) y tomando en cuenta que estamos buzcando una solucién
para el vacio, i.e. [uera de la masa que produce el campo, ¥ que quercmos recuperar
la métrica plana en el infinito (r — o0), se puede obtener la siguiente solucién a las

ecuaciones de Einstein
-1
at == (1-2) a4 (1 - 2—”') drt 4 A, 33)
cr er

donde df}? = d6? + sen’0d¢?, Hamada solucién & métrica de Schwarzschild 2] y las
coordenadas tienen el mismo significado fisico mencionado anteriormente.
Observamos que en r = 0 hay una singularidad del espacio-tiempo, mientras que en
r = 2m/c® hay un punto conflictivo el cual puede ser eliminado con un cambio de
coordenadas. Al radio
T e (3.4)

se le conoce como radio de Schwarzschild y lo denotaremos por r,, Podemos ver su
importancia recordando el concepto de velocidad de escape de la mecanica clésica. Ve-
locidad de escape es la velocidad minima que debe poseer un cuerpo para lograr “escapar”
del campo gravitacional producido por otro cuerpo de masa M. “Escapar” quiere decir
ir desde una distancia inicial p medida desde el centro del cuerpo que produce el campo

hasta infinito, naturalmente p se encuentra fucra del cuerpe que produce el campo. Un
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cuerpo con Ja velocidad de escape deseribe una trayectoria parabdlica tal que conforme

el cuerpo se aleja, su velocidad tiende a cero. La expresién pare la velocidad de escape

2M
v= ‘/; (3.5)

y se obtiene de consideraciones de energia. Supongamos que quercmos ver la distancia

ves

inicial p = R a la cual la velocidad de escape resulta ser igual a la velocidad de Ja luz
v = ¢, en este caso, a partir de (3.5), podemos obtener la expresién buscada

2M

*
c?

que es igual a la expresidn para el radio de Schwarzschild (3.4) si m = M. Es claro que
el cdlculo previo tiene sus bemoles al relacionarlo con la relatividad general, pero lieva al
resultado correcto y permite obtener una idea intuitiva de lo que quiere decir el radio de
Schwarzschild [3].

Regresando al ambito de la relatividad general, si consideramos a r como el radio
de una estrella, cuando r >> r, la curvatura es pequeiia y los efectos relativistas en el
entorno de la estrella son despreciables. En cambio, cuando r << r, la curvatura es
grande y predominan los efectos relativistas [25]. Entonces cuando r < r,, la curvatura
pronunciada provoca que la regién dentro de r, quede aislada del resto del universo y
que ni siquiera la luz pueda salir ya que su velocidad no es suficiente para poder escapar
del campo gravitacional de la estrella, Si se ve desde el punto de vista del exterior de
la “estrella”; lo que ocurre es que la luz proveniente de otras estrellas que se encuentran
atrds de ella, queda capturada haciendo que aparczca una regién obscura en el espacio en
la cual aparentemente no hay estrellas u otros objetos celestes. Eslo es lo que se conoce

como un hoyo negro [12].
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3.1.2 Teorema de Birkhoff

La solucién de Schwarszchild engloba a un conjunto de soluciones de las ecuaciones de

Einstein, como puede apreciarse en el Teorema de Birkhoff enunciado a continuacién:

Teorema 1 Sea la geomelria de una regidn dada del espacio-tiempo: 1) esféricamente
simétrica, y 2} una solucion a las ecuaciones de Einstein en el vacio. Entonces esa

geomelria es necesariamente una parle de la geomelria (métrica) de Schwarzschild.

En otras palabras, la métrica de Schwarzschild es una descripcion dnica del espacio-
tiempo fuera de una distribucién de masa esféricamente simétrica, entonces todas las
soluciones esféricamente simétricas a las ecuaciones de Einstein que se desvanecen en
el infinito son equivalentes. Adn cuando la masa realice un movimiento csféricamente
simétrico, por ejemplo al colapsarse mantceniendo [a simetria, la estructura del espacio-
tiempo fuera de la masa estd descrita por la métrica de Schwarzschild y, consecuente-
mente, puede considerarse como estdtica. También puede interpretarse de manera que
nicgue la emisién de ondas esféricamente simétricas {27). Para ver una demostracion

detallada del Teorema de Birkhoff se puede consultar el libro[18], pagina 843.

3.2 Superespacios y minisuperespacios

Cuando se habla de la relatividad general, se piensa en un cspacio tetradimensional
en el cual se desarrolla toda la accién. Hay otra manera de visualizar la evolucién
del espacio-tiempo la cual surge de notar que la estructura geométrica del espacio (es-
pacio tridimensional} es la (ue cambia con el tiempo, no asi la estructura del espacio-
tiempo. Para incorporar este hecho en las teorias dela gravitacién, surgié el concepto del
superespacio que es el espacio formado por todas las 3-geometrias {clase de equivalen-
cia de las 3-métricas equivalentes entre si bajo transformaciones de coordenadas) y es el
espacio en ¢l cual sc desarrolla la dindmica del campo gravitacional [18].

En el superespacio, cada 3-geometria estd representada por un punto, y la evolucién

temporal de dicha 3-geometria describe una trayectoria dentro del superespacio {22].
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Al hablar de la formulacién ADM en el capitulo 1, implicitamente estabamos haciendo
relerenciaa esta manera de visualizar la evolucidn del espacio-tiem po ya (ne nos restringi-
mos a un espacio con una 3-geometria (hipersuperficics) en lugar de trabajar con una
4-geometria. El conjunto de 3-geometrias que forman la trayectoria pueden arreglarse
para formar la 4-geometria o, en otras palabras, cf espacio-tiempo correspondiente, como
veremos mds adelante. Dicho arreglo le da su estructura al espacio-tiempo asi generado,
Para hacer el arreglo, es necesario definir los pardmetros (la funcién de lapso y ¢l vector
de desplazamiento) que describen las rebanadas ¢ = cle. de la formulacion ADM [22]. En-
tonces, cldsicamente, para hablar de la dindmica del espacioticmpo, se da la 3-geometria
y su razén de cambio (temporal) a un tiempo determinado y se resuelvan las ecuaciones
de Einstein para la 4-geometria.

Cuando ademés de considerar al espacio de todas las 3-geometrias imponemes res-
tricciones de simetria, hablamos de un minisuperespacio [24]. Los minisuperespacios
también contienen la evolucidn de 4-geometrias como trayectorias en el sector del supercs.
pacio considerado. En la presente tesis el problema que se intenta resolver es cuantizar
dos minisuperespacios con simetria esférica para asi dar los primeros pasos hacia lo que

podria ser un Teorema Cudntico de BirkhofT.

3.3 Cuantizacién del campo gravitacional

En ¢l ambiente cuéntico, debido a la relacién de dispersion (principio de indeteriinacion),
no ¢s posible dar la 3-geometria asi como su razén de cambio simultincamente, En
términos de superespacio, la teorfa cuntica hace que Ja distincién entre las 3-geometrias
que se encuentran en una trayectoria y aquellas que no, sea difusa. Al considerar dis-
tancias del orden de la longitud de Planck (1.6 x 10~%cm), surgen fluctuaciones en la
geometria las cuales hacen que la trayectoria que atraviesa el superespacio tenga “grosor”,
La manera de cuantificar esto es hacer que la teoria cuantica le asigne a cada 3-geometria

una amplitud de probabilidad que, en la aproximacién cldsica, sea mayor cerca de lu
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trayectoria encontrada cldsic te y caiga rdpid te fuera de ella. Sin cmbaréo, de-
bido a las fluctuaciones, hay un rango de 3-geometrias con una amplitud de probabilidad
semejante [18]. Esa amplitud de probabilidad nos da la probabilidad de encontrar al
espacio con la 3-métrica correspondiente a un tiempo dado. La dinimica aparece mds
claramente al obtener la amplitud de probabilidades para un conjunto de 3-gecometrias
¥a que en ese caso se superponen para construir un paquele de ondas localizado. La fase
de esta amplitud de probabilidades estd dada por la accion ADM y es ésta la que deter-
mina si hay interferencia constructiva para poder crear el paquete de ondas localizado o
no. Con esta vision se obtiene una descripcién consistente con la teoria cudntica de la
dindmica del campo gravitacional.

Una vez discutido el aspecto fisico de lo que es cuantizar el campo gravitacional,
veamos el procedimiento matematico empleado. Ya que se tiene la formulacién ADM,
es posible pasar a la representacién cudntica de las ecuaciones de movimiento de las

3-geometrias construyendo la Ecuacién de Wheeler-DeWitt
HY =0. (3.6)

H se obtienc al reescribir e} hamiltoniano ADM con las posiciones y los momentos susti-
tuidos por su contrapartes en forma de operadores cudnticos. La Ecuacién de Wheeler-De

Witt es el equivalente cuantico dela ccuacién Einstein-Hamilton-Jacobi para gravitacion,

171
Ly R=0, 3.7
\/5(29”7"’ ykyll) 7 5yu + V3. @0

la cual es una ecuacién de movimiento en el espacio de 3-métricas [14]. Si designamos

9y -‘a‘q,','}
I= vAL g,
iy {" at

|a ecuacién anterior dice como se propagan los frentes de / constante en el superespacio.

porla

En la ccuacién de Wheeler-DeWitt 7 y los momentos se consideran como operadores

cudnticos. Si es posible encontrar la funcién de onda que satisface la ecuacidn (3.6)
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para la métrica seleccionada, se ha conseguido cuantizar ese superespacio. Las distintas
soluciones a la ecuacidr (3.7) representan estados cuinticos diferentes para el sistema.
Cabe mencionar que hay un grupo {sheaf) de trayectorias en el superespacio, las cuales

generan el mismo espacio-tiempa, entonces, de alguna manera, podemos decic que una

4-geometifa particular estd rep tada en el superespacio por una o varias trayectorias

17}
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Capitulo 4

Hacia la cuantizacion de dos

minisuperespacios

4.1 Minisuperespacio con métrica A

Para cuantizar un minisuperespacio primero hay que definir su 3-métrica v a partir deella
definir los momentos conjugados a las variables dindmicas a considerar. Una vez hecho

" esto, se puede proceder a obtener la accién ADM y finalmente intentar plantear y resolver
la ecuac.ién de Wheeler-DeWitl. Un punto importante a considerar es la consistencia de
la 3-métrica con las ecuaciones de Einstein, dicho desarrollo se encuentra en el apéndice
B.

4.1.1 Meétrica A; tensor métrico y los momentos conjugados

La métrica de Schwarzschild puede reescribirse en coordenadas isotrpicas por medio de

la transformacién (2, r, 0, 4} — (t,7,0, ) donde

2
o+

para obtener el elemento de linea en la forma -
] 1"2?1 m\Yr o afm 20d4? 4
ds =-(—ul+%) .1¢+(1+-2—F) [ + 7 (d0* + sen?0dg”) . (4.1)
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Ver apéndice A para los cdlculos. La parte del tensor métrico que nos interesa realmente
es la parte espacial, no la temporal, entonces todos los cilculos se hicieron en base a ésta.
Esto se debe a que buscamos la cuantizacién del minisuperespacio representado por la
parte espacial del elemento de linea (4.1). En este caso, haciendo 7 = r observamos que

el tensor métrico queda como

(+2) o 0
9= 0 (1+g)' 0 i (4.2)
0 0 (l + ;"—,)4 risen’l)

De aqui es posible ver que N; = go; = 0, pero no lo sustituiremos ain en la accién ya que
buscamos obtener las constricciones espaciales, Ademas observamos que g = rigy y

g33 = sen’fggg = rlsen®lg,,, entonces
m\® , .
V= (l + —2_1') r*send. (4.3)

Utilizando la expresién (4.3) y las expresiones para los simbolos de Christoffel (1.1)

bt las p tes del tensor de Ricci tridimensional a partir de (1.3)

' 2 " '
m\2(m m m\~'fm m m
ma=(+3)7 (5-5) 2(+5) " (5-5+5)

Ry = Ryjsen®d,

las otras componentes son cero debido a que en el tensor métrico las Gnicas componentes

diferentes de cero son las de la diagonal. El escalar de Ricci (1.4) resulta ser

"

128rm” 4m

T .
@r+m) = (+ %";)6

(4.4)
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Por otro lado, a partir de la expresién (1.14), observando que Niy; y Njy: son cero de-

bido a la forma que tiene la métrica seleccionada, obtenemos tres ecuaciones diferenciales

Ogu 2N ( L &
a0 —ﬂ(ﬂn 9um k)y (4.5)

Ogn _ ,dqu _ 2N ( 1,

G == g, ol
Ogsa _ 3 .‘Bg“_2N 1, , )
< ="een —— 4l _\/5 (u'ga— 2r' sen?fgy ¥, (4.1}

De (4.5) despejamos my; y con ayuda de (1.14) reescribimos 7% para obtener

G 1 25 0
TR as)

=

y a partit de las segundas igualdades en (4.6), (4.7) asi eomo de su comparacion con 4.5)

obtencmos las siguicntes relaciones
T =rlry, (4.9)

33 = rsen’07yy. 4.10)

Ademds, estudiando el primer término en la accion ADM, tenemos que podemos ree-

scribitlo como
Ny ag;
Mg = r"Fg—"-m =Tt

de modo que, utilizando la métrica y las relaciones (4.9) y (4.10), obtenemos

,,, .

por tanto, despejando encontramos que:
-3
= %(l + E) Tms (4‘”‘)
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n | -2
= (1+%";) T, (4.19)

6r
1 m\-3
33 —
~ Grsen?d (] + Qr) Tm: (“.13)

Por otro lado, de las constricciones espaciales obtenernos dos ecuaciones diferentes
tales que

ﬂ.ll'l + l‘},:r“ + F;zﬂ'" + r;’aﬂ.:n =0

am.._ 1.5 m\~! {m' m
= Fu[r+2(l+2r) (r_r7)]7r'"’ @1

y w2 4T 4+ IR 4 T ® =0
= Tn = T(r,,5e00). (4.15)

La ecuacién para 73 no proporciona informacién y por ello la omitimos.

4.1.2 Obtencidén de la accién ADM
El siguiente paso es encontrar la accion ADM del capitulo 1 para ésta métrica particular:
S=o [{aig-n|L (w"im Ses )') - VGR| + 2N bdtd'z,  (410)
167 P \/5 uTg & ik ) .

para ello es necesario primero hacer notar que d°z = drdfd¢. Integramos ¢ de0 a 2r y

obtenemos
=1 / P L (n""w -1 (x* )’) ~VGR| + 2N, ) dtdrdd,  (4.17)
g ii 7 T\ ik
Ademads definimos un nueve momento #y, justificado por (4.15), de modo que
7§ = At = Tmsendm, (4.18)

Ahora calculamos por separado cada uno de los términos que ain no hemos obtenido y

que componen el integrando, y utilizando las relaciones obtenidas anteriormente tenemos
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(lllC:

N 2 2
ami; =3y = I—Q- (l + ﬂ) #2,sen’0,

2r
entonces
| T | m\~4
—iig = — 72 g
= g (1 + Zr) #2 send. (4.19)
Ademds
7t =g = 3r'gy = % (I + %) Fmsend
entonces
1 ¢y 1 m\™ ,
7 (1r k) =3 (1 + 2r) wmsend. (4.20)

Finalmente, como queremos obtener una constriccidn espacial, la correspondiente a V;,

¥y escogimos la norma de manera que Nz = N3 =0, tenemos que Ir"fk =7y

a [r my-3 r m\-t {1 5 my-?, )
u_)y91r L4 TP n no_Pys L JAL TS
= {ar [G (l + 2r) "'"] 6 (1 + Qr) ( v r=) fm =3 (‘ + 2r) ""'}“"0'

A partir de (4.3}, (4.18), (4.19), (1.20) y {4.21) vemos que se puede sacar como factor
comtin a senf siendo esa la dnica dependencia de 0. Por lo tanto al integrar §de 0 ax y

sustituyendo el escalar de Ricci 2 (4.4), obtenemos finalmente
1], . 1 m\™* ., B m
5—4 {wmm—N _ﬂ(l"'ﬁ) T +4m (I+E)r]

alr my\-3 r my-4fm' m\. 1 m\~3,
. 42N {5 [6 (1 +Z) ﬂ'm] - 6 (l + 'z—r) (-'r— - F) Tm -3 (]+§;) . rm}}dtdr.
4.1.3 Anilisis de las constricciones y cuantizacién

Alora es necesario hacer el anilisis de las constricciones para posteriormente introducic
la teorfa cuintica e intentar obtener la funcidn de onda que describe el sistema.
Para empezar es necesario limitar a una “caja” esférica nuestro sistema bajo estudio.

Decimos “caja” aunque en realidad es el cascardén comprendido entre r, y R, donde r,
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es algo asi como cl radio de Schwarzschild. Por ello, la integral que aparece en la accion
respecto a dr serd una integral definida y es ahi dentro donde tenemos interés de realizar
nuestro estudio. Definimos R, = R — .

Veamos la forma que tiene la constriccién hamiltoniana, recordando que buscamos
resolverla cuando esta igualada a cero (i, = 0= NH, = 0 = [ Nil,dr = cle.) ¢ intro-

duciendo & por simplicidad, como veremos mis adelante, obtenemos que
R . roT1 my~?, u m
/m NHydr = /m N [2—4 (1 + é;) Fon—~4m (l + 2_r) r] dr.
Cambiando #,, por 7, y redefiniendo N = 1\71-" (1 + %)_4 tenemos
R a1 R s an -
[ Whdr = [w [w,’" -9 (1 + 3) rm ]dr. (1.22)
o ro 2r

Ahora veamos la forma de la constriccion espacial (Hi = 0 = NiH; = 0 = [ Nillidr = cte.),

donde introducimos My,

R . R_ T, m 1 5 . m
L NJI,dr:]m 1A [w,,, (1+5) - (;+-2—rm -2r—,) 1r,,.] dr,

esto puede reexpresarse como

R (rmw) R . o
_/m Ny—=—=dr —-_/n Ny (tmw) dr, (4.23)
donde
1 m\~%
w= ; (l + E) (4.24)

y Ny = L. Sin embargo, para que la constriccién espacial sf sea igual a cero, necesita-
mos que

(Tmt) = Tt + mptw’ =0, (4.25)

51



Desarrollemos en una serie de eigenfunciones f;(r) las funciénes
T = pa(8) + X m(0) fir), (4.26)
7

m=mo(}+ 3 m(t) fi(r), (4.27)
1

y sustituyendo en la expresién (4.25) obtenemos

w) o pfi +pw +w Yonfi=0 (4.28)
! !

Por otro lado, recordande que en la accidn tenemos un término de la forma siguiente,

y sustituyendo los desarrolios {4.26) y (4.27)

R It
[ e = [ (Po + z:pm) (rho + )::s-nfn) dr = potno Ry + 3 prid,
0 To ! t

donde R, = R—r,, A= ,’: fifadry ,_':f,dr = 0. De la parte que multiplica a rip y a iy,

asi como la transformacién del momento a su forma de operador, encontramos que

i : a
P T Y P e (429)

Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.28) y aplicandolas a una funcién de onda

¥, obtenemos

by 1 OF ;i o¥
;(wf‘ +w]1) -A—'m-l-w Em-o. (4.30)
Proponemos como solucién a la ecuacién anterior
¥ = exp [-— /n ho(t) [/g(m,r)dm] dr] ' (4.31)
o

donde g(m,r) = w1 Asi

/gdm:/r(l-f-;’:)sdm:;—z(l-l-?'ﬁ’_)a,
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de modo que '
R ) m\8
¥ =exp|- {1+ ) . .
exp[ j ha()% (1+ z dr] (4.32)
Finalmente, desarrollamos ¢ en una serie de eigenfunciones,
| .
;: =!]=.‘lo([)+z.(]n (t)fﬂ(r)l (4'33)
de manera que al analizar las derivadas de W a partir de (4.31), obtenemnos

aﬁ:_o = {/: Ino(i)aimu [/ya’m] dr} Y= —{/:ho(t).‘ld"} = _h"-""l?;’w

yaque 52 [fgdm] =gl =gy

627:% = -—{/:ho(t)a?—n-‘- [/gdm] dr} ¥ = —{[f/zu(t)gf‘dr} = ~hogi A1V

debido a que B—E"T‘[f_qdm] = y-,é’ﬁ‘; =gh.

Volviendo a la expresion (4.30) y sustituyendo las derivadas, despues de simplificar

obtenemos:
=Y (wfi v h) o - v =0. (4.34)
i
Sabemos que g = &, entonces, g’ = —tw'/w? = T, 9./, entonces la ecuacion anterior se .
vuelve

siendo idénticamente cero que es lo que buscabamos para comprobar que la funcién de
onda propuesta efectivamente es una solucién a la constriccidn espacial. Esto es lo mismo

que reescribir, sustituyendo (4.24) en (4.25),

.1 m\ -5 5 m\8 m' m 1 m\~*
wr(145) '”“["EF(”&?) (T‘F)‘F(‘*ﬂ) ]-“-
Ahora obtengamos la constriccién hamiltoniana a partir de (4.22) y reescribamosla
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en términos de w

"

m\5 m
Hy=12—06 (1 + é?) ' =~ 967 = 0. (4.35)
Sustituyendo cl desarrollo de 1 y m
2 96 "
o+ 2 S pfi+ Y. paptfaft ~ P Smf =0
i n ol i

y tomando en cuenta las relaciones (4.29), obtcnemos que

1 % 2 1 .
MY =~ om ™ o Oma [Eam,f’] L aam, am,f"f’ E,:"“ﬁ v=0

siendo la anterior la ecuacion de Wheeler-DeWitt para este minisuperespacio.
Hacemos ¥ = cxp{~3 (mo, nu)] donde s = f2 h{f gdm)dr. Calculando las primeras
y scgundas derivadas de ¥ con respecto a mq y my y sustituyendolas cn la expresion

anterior, obtenemos

-k} 9o+2ya§:mﬁ+zzyuglfnfr]+ho [Ro/ 99 4 +,—?;ZI:7’;'7 g——-iﬁdr

f,.ﬁ dy } 96 "

+ == fufidr| = =Y "mfj¥ =0 1.36
/ m' " w ,E i (4.36)

Por Ia relacién (4.33) w-'; = gg + 2001 9tft + T,y 9n9ifn fi obtenemos en (4.36)

9 !: g N

— 2 — ——— —
hY+ how? ( / w=dr + amflf’r' + )_n,zl AA; amfu]ld")
~ 96wy myfy ¥ =0. (4.37)
T

Por otro lado, introduzcamos q(r) = 6(r — &) = go + Ty qufi{r) donde ro < ¢ < R.



Por fas propiedades de la delta de Dirac:

nd 1
/raflr—ﬂoqu—l A b

R
¥ j afdr = A

Ademas,

[atar=["60-0h00d =50 » a=L8,

entonces,

10)=86-0) = 4+ L

Ahora, estudiando el dltimo término que multiplica a ho en (4.37), tenemos

Ef-;{(:)zfu(r ':‘09(6”5 Jo(€)de = Efn(r)f"()ay(r)

AT

Nota: por simplicidad solo escribimos g (r} y no g (»,m}.

Ademas, como

Sa(r) 1 89(6) 1 3g(r)
Ro 6md+ ; 0n o 1O =7

el término que multiplica a ko en (4.37) queda como
ag f { nf !
Ro Bmd Tt Roz ,‘d +ZZ AsA c')mf"f‘dr
AN 5 Bal)
( + E ) “om 50 5 am

n
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Asi la ecuacidn a resolver para h, queda como
Z 4 how? [5(0) (’)] - 860 Do/ =0, (4.38)

donde ¥ = exp{-s} con s = f,_’: ho{f gdm}dr. Como conocemos ¢ {y por tanto w), no
es posible restar un infinito a la ecuacion anterior para poderla resolver. Entonces, no es

posible obtener la funcién de onda buscada.

4.2 Minisuperespacio con métrica B

4.2.1 Métrica B; tensor métrico y las momentos conjugados

El siguiente minisuperespacio que vamos a intentar cuantizar también tiene simetria
osférica. Es un modificacion del anterior que surge al incorporar una funcién a(r.t)

dentro de la métrica de modo que ésta queda como

(+2) 0 0
w=] 0 (1+p)a 0 : (1.39)
0 o (142) et

dénde d0? = d82 4 sen0d¢?. A partir de la métrica podemos encontrar que
vi= (] + im;)" a’send o (440}
e B2
+2 (1+;"—r) [3;'—+ (5‘;)2—;—2]} (441)

De Ja expresién (1.14) dnicamente podemos deducir la relacion 753 = sen?0ra; ya que

¥y que

a=a(nt).
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El primer término de la accién ADM o

3, 3. 4
s gl m\“ i g ( E‘_) m ( _T_"__) .
g =2 (1 + Qr) . + 21 [2 1+ o rn +2{1 4+ o aa (4.42)

b\ 3 3 4
= [% (1+%) n'“+§(1+-;ﬁr) a%r"]r'n+ [4 (1+%) an"]asw,,,n'zﬂ,d,

donde definimos

_12 m\® 4 m\: 3 g _( m)" 22| .
1r,,.=[r(l+2r) T +r(l+2r)¢_17r Y ma=(d l+2r ar®] . (4.43)

A partir de estas definiciones podemos encontrar que

-3 -
=L ) e L (14 1) o (4.44)
22 _ Ta m\™
=45 (.19)
1 my~*
B2 puid .
T sentida (l + Zr) ’ (446)

En este punto conviene introducir dos nuevas variables para simplificar Jos célculos
p= (l t5) v me=2m (4.47)
2r
Con ellas tenemos que

m=¢', gn=¢'a’,  gu=pldsen®s,

V7 = ¢a'sen®0,

y por lo tanto

=490, =490 +20%a,  du = (4¢p°al + 2ptia) sen’d.  (4.48)
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De las definiciones (4.43) encontramos

T, =40 +2ap lr, Yy =daptr™, (4.49)

Reescribimos los simbolos de Christoffel en términos de las nuevas variables y los

sustituimos en las expresiones para las constricciones espaciales de modo que obtenemeos:
o + et PLa 4 e =0

= —~pTet wr; —4a'r, - 2am, = 0, (4.50)

siendo esta una ecuacion diferencial que permite poner a 7, en términos de =, o equi-

valentemente, de m,. Si se agrupan términos, (4.50) queda como
¥* ((,a"w\,)' -2~ (a’n’,)' =10
* Despejando e integrando por partes
= -Z-z—ﬂ- ap? (tp“zrw)' dr = -2‘%1,, ~ 5%;/ (m,a’)lv"‘w,dr. (4.51)
Ahora vemos la otra constriccion espacial
2+ It 4 T r 4 5B =0
= .= w(r, 8 send). (4.52)

La tercera consiriccién no da informacion y por ello la omitimos.

4.2.2 Obtencién de la Accion ADM

Igual que en la seccidn 4.1.2, es posible integrar la accidn respecto a ¢ de 0 a 2r y

| NS

la misma expresion (4.17). Nuevamente solo conservamos Ny para tener solo
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una constriccién espacial,
Por otro lado, con lag variables auxiliares introducidas en la seccion anterior, calcu-
lamos cl resto de los términos que forman la accidn, pero no sin antes introducir dos

nuevos momentos justificados por (4.52)
7o = Tasend  y m, = T send.

Ahora si

eatonces, sustituyendo 7,

nin; —-;— (7:",‘)2 ===t IGa /(mp ) @ dr + 323 S {/ (atp’)’w“ir,dr}z] sen’d.
(4.53)

Por dltimo
", 8 (1 . 1 yqr. o, o st
s 8r{ ¢ R, — Zap aw,} 4 [qa ww—(dga (pa+a)1r.] send.  (4.54)

Sustituyendo lo que es ¢, , y haciendo a = r tenemos para el término de la accién que
-8
esta multiplicado por =N = r~sen™'0 (] + %) N

i 1/ 42 _11 m\ . m\?) my~', .
rimi = 3 (') '”‘[’5(”5)“/['(‘*5:)] (1457) 2rhmdr

. 2
3 m\? m\=t _ " 3( m)" 2
= n =z n 7
+32r’ {/ [r (H- Zr) ] (] + 2r) 2r1r,,.dr} +4m (14 2 sen‘d,
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y para el que multiplica a 2§,
e B0 BB 3 )
) 0 (22
3 05) ‘(zi-g)/[row-z-)’]'(w;z)"

1
4r7 2r /[ l+2r ] 14 ) 2r7r.,.dr] send,

De esta manera nolamos que nucvamente podemos sacar como factor comin senf ¢
integrar § de 0 a 7. Nuevamente consideramos una “caja” esférica comprendida entre
ro y R. Asila integral que aparece en la accién respecto a dr serd una integral definida
y definimos R, = R~ ro. Si reexpresamos r=? (l + %)_a N como N, la accién queda

s=3 [tn-w [ (e B f (o BT () e
{043 (08 ] v (2

g (0 5) T F 0 B)] (o 5) a5 (0 45)

S0 D (03 (G- B) PO (43) e
s+ )] (o) o

R
= / {fmtis ~ NHo— Ny Hy ) drdt.
o
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4.2.3 Analisis de la constriccion hamiltoniana

Hacemos

Tm = €T = epg (1) +epr (8 fi (7)), (4.56)
m = mo(t) + any(8) fi(r), (4.57)

stendo ¢ un pardmetro de orden. Sustituimos las relaciones anteriores en el término N1/,

y simplificamos, recordado que solo nos interesan términos hasta de orden €2

N {—% (l + g—:—) 61r,,./ (2r — my) emmilr + 52%; {/(21‘ — myg) e7r,,.(lr}2 +4m"? (1 + %)7}
=N {-% (1 + ’;l-:) (o + cauf) [ (2 = mo) (ern + emfi) dr

3 i 2 "3 mg Temfi
+§27{/(2r—mo)(epo+€plf,)d1} +demif)r (1+2 ) (1+2r+m°

Observamos que solamente hay un término que presenta ¢, a partir del cual, recordando

que para tener Hy = 0 cada potencia dc ¢ debe ser igual a cero, obtenemos
0 0 7 o "
amy Sl 3( —r) =0 > mff =m"=0, (4.58)

entonces tenemos que, haciendo ¢ = 1, el término que multiplica a N en la accidn es
R 1 mo
[N {~g (14 52) ot pisd) [ 2r = o) + mfid
ro
3 2
+m{/(2r—mn)(pﬂ +p,f,)dr} }a’r=0. {4.59)

Calculamos tanto las integrales indefinidas como la integral definida que aparece en

1a accion, donde las eigenfunciones de los desarrollos son

r

f,=E,
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y obtencmos, al acomodar en términos de las potencias de fas p y de las m,
R NS 1, a1 1,1 .
/m NHodr = N {"'ﬁpo (R:’ - "o) - ép,,p,-ﬁo- (R4 - r,‘,) - Ep‘-lg (R"' - ro)
13 1 1,1
2 {2 2 - ) LA -
1 [~13 (1 - ) - oo (8 =12) - gt g (=)

5 3 ; )
+m} {Epg {R—ro) + IPOPIT;; (R’ - rg) + épf-;—g (R'3 -~ rg)] } . (4.60)

Siendo esta: expresion la que nos interesa para cuantizar este minisuperespacio.
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Capitulo 5

Cuantizacién del minisuperespacio

con métrica B

En el capitulo anterior obtuvimos la accién ADM para el minisuperespacio B. A partil: de
ella, ya podemos proceder a intentar cuantizar este minisuperespacio, en otras palabras,
va podemos intentar obtener una funcién de onda que nos de fa probabilidad de encontrar
el minisuperespacio con la métrica dada a un tiempo posterior. Si sc cncuentra una
funcién de onda adecuada, podemes ver que nos dice acerca de la posibilidad de formular
un Teorema Cuéntico de Birkhoff.

De la accion obtenida en el capitulo 4, observamos que tenemos un término de la
forma Hy = 0 a partir del cual hay que obtener la ecuacion de Wheeler-DeWitt para este
minisuperespacio. Para ello, necesitamos utilizar la forma operacional de los momentos
, introducir una funcién de onda ¥ y plantcar la ccuacién H¥ = 0. Para definir la
H de este minisupcrespacio, en base a la expresién obtenida (4.60), descartaremos los
términos que multiplican mg. Des-preciar dichos términos estd justificado en el hecho de
que my es pequeno, ¥ asi sc obtiene una ecuacion similar a la de un oscilador arménico
sin potencial. Ademds podemnos decir que, debido a lo que representan; R >> 1o, R, ® R
y asi podemos poner todo en términos de R. De esta manera

1 ga 1 U say
- 3R - pRonY - Y =0 (5.1)
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= —pV = 2poprl - %p;‘ll‘ =0

Sustituyendo la forma diferencial de los momentos, podemos obtener la ecuacién de

Wheeler-DeWVitt
o' /'] 4 M

Y= - e v 2
M= Gt 2ot T 507 52
Por sencillez, definimos
T=mg, Y=y (5.3)
y la ecuacion (5.2) queda como
sy P AW
o a0y T Eae =" &4
Proponemos como solucién
¥ =exp(- 51, (5.5)

donde S = §(z,y). Calculamos las derivadas necesarias y asf tenemos

»s  (as\’ »#s 2585] 4| a5  [as\?
[_ﬁ'f' (E) ] +2 [—azay + Ea + 5 [_3—y’+ (3_y) =0 (5.6)

Para poder resolver esta ecuacidn diferencial parcial, utilizamos la aproximacién de que

las segundas derivadas son despreciables frente a las primeras. Esta técnica matematica
fue desarrollada y utilizada de una mancra mis general por Jeffreys & Jeffreys [11].
Posteriormente sirvié para la formulacién del método de aproximacidn conocido como

WKB, elaborado por S. Wentzel, H. A. Kramers y L. Brillouin [26] De ésta manera

as\* _a8sas 4 (asy’ .
(-('E) +2E-0—y-+5(5;) =0 (5.7)

obtenemos

Proponemos

as\* _3s9s 4 (05\* (oS asy {(aS 2§
(5 555 () - (F-+5) @ -w5) =0
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dénde gy y pig son las raices de la ecuacién caracteristica
=0." (5.9)
5i se cumple (5.8), S puede ser cualquier funcién

S=fletmptaletm). (5.10)

Proponemos
5= gz —zo+ my) +q (e~ 20~ pay)’
= g [lz =20 + % (& ~ 20}y + w6 + @ (e - 20)’ = Bz (2 — 20 y + ]
con Zo, g1 y ¢z constantes. Como estamos buscando una funcién S tal que ¥ =exp(~S}

se desvanezca cuando z y y son grandes, la igualamos a algo de la forma

S=(+a) (e ~z0) + (0 + ) ?

(una gaussiana), y asi obtencmos las condiciones que deben satisfacer g y g2t

am~qr=0 = qa= il—'hv (5.11)
ademds
a+a>0 y qui+ai >0 (5.12)

A partir de {5.9) y (5.11), vemos que si hacemos

1
p,:—l-{-\@([} y ;1,:—1—\/5-<0 (5.13)
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se satisfacen las relaciones (5.12) ya que

n+q@>0 = &-{-1)0 y, en cfecto, —_g——>0.
M ~14 /!

5

g >0 = pyn +ud>0 y en electo, 1+ \/;: >0

De esta manera tenemos que g1 > g3 entonces, si llamamos ¢ = @,

§=qQ [(1 +7T:) (z=z0)" + (ﬂf +yzm) y’] (5.14)

y la funcién de onda buscada resulta ser
¥ = exp [—Q Kl + Z—i) (mo ~ zo)* + (/zf +/t;;q) m,’” V ' (5.15)

¥ = exp [~Q [(1:38197) (mg — ao)! + (1.10557) m] .

En la siguiente hoja, presentamos una gr;iﬁca tridimensional y curvas de nivel de ¥
como funcién de = y y en las cuales es posible observar que es una gaussiana centrada
en (2,0), ya que pusimos zo = 1. Hay que hacer notar que esta es una solucién a la
ecuacién diferencial (5.2), no es la mas general ya que existe la posibilidad de tomar §
de otra forma, en cuyo caso ¥ serfa diferente.

Ahora solamente hace falta mostrar que cfectivamente la aproximacin utilizada al

despreciar las segundas derivadas estaba justificada. Para ello hay que notar que
%—5‘—=QQ(1+ )(z—:to) = (%g) 402(l+l‘l) (z— o),
2
—g—g— =2Q (I + l“) = constante,
as

asy? ?
ik (B +mm)y = (55) b Q7 (i + o) o,
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&5

W =20 (uf + [Az[l]) = constante,

. Vemos que, en 1a ecuacién (5.6), los términos de las segundas derivadas son de orden @,
y al compararse con los términos de orden Q? se pueden despreciar ya que @ es grande.

Asi obtenemnos la ecuacién (5.7).
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Figura 2. Curvas de nivel de la grafica anterior.



Conclusiones

Hacicndo una recapitulacién sobre el trabajo realizado, observamos que surgen varios
problemas al it;tentar cuantizar un minisuperespacio particular, por ello no es sorpren-
dente que también haya problemas al intentar construir una teorfa cuintica de la gravi-
tacion. Los dos minisuperspacios seleccionados, aunque de forma muy similar, dieron
resultados diferentes.

En el caso A no se pudo resolver la ecuacion de Wheeler-DeWitt debido a dos causas
relacionadas, La aparicién de una delta de Dirac dentro de la ecuacién a resolver provoco
problemas y el hecho de que el resto de los términos de dicha ecuacién eran conocidos, no
permiti6 que se restara “algo” para poder obtener una ecuacién finita y, tal vez, soluble.

Con el minisuperespacio B se logrd resolver la ecuacién de Wheeler-DeWitt aproxi-
madarnenteuna vez que se elimind el término correspondiente al potencial. Dicha solucién
es una solucién particular la cual podria corresponder a un estado cudntico especifico del
sistema. Se obtuvo al escoger una funcién especifica de m, y m la cual cumplicra, al
_introducirla en la ecuacién diferencial obtenida, con las caracteristicas necesatias para
poder obtener una funcién de onda que satisfaciera la ecuacién de Wheeler-DeWitt y
cumplicra con las caracteristicas requeridas. Hizo falta analizar lo que sucede si no se
eliminan los términos que multiplican a las potencias de mq. Asi mismo, podrfa resultar
productivo analizar otras de las posibles soluciones a la ecuacién obtenida para ver si
siguen algun patrén y nos dan més informacién.

El resultado parcial obtenido en el caso B no nos permite concluir acerca de la exis-
tencia de un Teorema Cudntico de Birkhofl, entendido como un enunciado que excluya
la posibilidad de tener emisién de gravilones que formen ondas esféricamente simétricas.
Unicamente es posible decir que se han dado unos primeros pasos hacia la posible for-
mulacién del mencionado teorema, y que alin quedan varios puntos por resolver.

Ademds de los puntos ya mencionados, hace falta definir de una manera clara el
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contenido fisico del Teorema de Birkholf clisico en la formulacién hamiltoniana. Esto
s, transladar a las constricciones y a los momentos de la formulacién ADM, la cleccién
de coordenadas que se ticne que hacer en el dmbito cldsico para hablar del Teorema
de Birkholl. Por ejemplo, en el minisuperespacio A, esto serfa relacionar h, (2) de
Tm = ho(t)r (l + ;—':)5 con la f(t) que aparcce al demostrar el Teorema de Birkhoff,
ver la referencia [16], pag. 300.

La ecuacién de Wheeler-DeWitt del minisuperespacio B no contiene informacién ac-
erca del comportamineto de ¥ (z,¢) al transcurrir el tiempo. Es decir, no nos dice nada
respecto a si W es “estdtica” o no en el sentido de mantener su forma y/o su posicién.
Para ver ésto, habria que definir un “tiempo” y para ello hay que adentrarse en “el pro-
blema de tiempo” de la gravedad cudntica. En nuestro caso, el elegir un tiempo interno
parece no funcionar a priori, Esto s¢ debe a quesi z o y son ¢l ticinpo, la probabilidad de
encontrar el espacio con cicrta 3-métrica apareceria siibitamente en cierto tiempo (z = z,
oy = 0 scgiin sea el caso), y desapareceria sibitamente un tiempo despues, siendo que
buscamos que esa probabilidad varie de manera suave y-no ocurra solamente a un tiempo.

Otro aspecto a estudiar es el comportamiento de los operadores de momento para la
funcién de onda obtenida. Es necesario ver que forma toman y definir lo que se quicre
decir con 7, =0 y 7, = 0, que serian una posible defincién de lo que entendemos por
funcién “estdtica”.

Asi mismo, es necesario investigar el papel que juegan A y ro en el minisuperespacio
cuantizado. Ver que quiere decir hacer que B — o0 y/o r, = 0 ya que en este tltimo
caso, por cjemplo, llcgariamos al fin de nuestra carla de coordenadas, entrariamos a una
rea que ya no parece tener significado {isico como cs el estar en el interior del radio de
Schwarzschild.

Finalmente habefa que analizar la posibilidad de tener radiacién de Hawking de gravi-
tones csféricamente simétricos dentro del contexto de nuestro problema ya que podria

cambiar considerablemente la interpretacion del resultado obtenido.
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Concededme el don del silencio, y deasafiaré a la noche.

Khalil Gibran
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Apéndice A

Transformacion de la métrica de

Schwarzschild

En cste apéndice demostraremos que la métrica de Schwarzschild (3.3)
2 2m\ g 2m\~! 2, 22 20142
ds =—( - )dt ( T) drt 4 (A +sen0dd?)  (AD)

efectivamente puede reescribirse en coordenadas isotrdpicas por medio de la transfor-

macion (L,r, 6, 4) ~— (1,70, ) donde

. my?
=r(1+5)
para obtencr ¢f elemento de linea en la forma (4.1)
PRV Ll zdt’ 1+2 ‘[d-u-’(do’ 0d¢)| (A2)
3% =~ ]+% + 5 r -+ sen . .

Para ello partamos de la expresion (A.1), transformando cada término por separado.

Consideremos el término que multiplica a df?

2m 2m 8mf¥
O M
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_ APt dmi 4 m? - 8 (2F - m) 1-2

%
(% +m)? S Emp (H%) ) (A3)

entonces el término que multiplica a dr? serd

'(1 - _2"‘_"_)-l _ [ - 171)2]-1 _@rtm)f (

L+ g";)‘
= = 5 = . AAd
(27 +m)* (2F—m) 1-% (A1)

9
Ahora veamos

e (s g (4 3) ()0

o —2'7 r
m m my m _my
= (l + 3) [(1 + 5) - ?] dr = (’ * 2i-) (l 2?) ,
entonces
2 7
it = (1 + 5) (1 - 5) d (A5)
y asi tenemos que
2\t L, (1+BY my? m\? o f, mYt g
(-5 -(1_% (r+g) (1-5) &= (1+5) @~
Finalmente
4
(407 4 sen0dg?) = 7 (14 22} (407 +seo?0d?) (A6)

por lo tanto, juntando los resultados anteriores,

—_n

dst = — (Wg)zfm + (1 + %)4 [+ 72 (d0? + sen®0dg?)|

expresion igual a (A.2}.
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Apéndice B

Consistencia con las Ecuaciones de
Einstein

Vemos si la métrica A seleccionada es consistente con las ecuaciones de Einstein. Para
ello es necesario variar la accion respecto a #,, ¥ a m, las variables dindmicas del sistema.

Comenzemos con la variacién respecto & fiy,.

1 L. 1 m\™, . ..
68 = i {Sﬂmm -N [_ﬁ (1 + E) 27r,.,67r,,.]

a(r m\2_. ] r m\“ m m\_. Lg  m\3_
+2M {;7—7' [E (l + 5) 61rm] ~% (l + 5;) (—;— - r’) Etp — 3 (1 -+ *2-;) me}}dldr.
Integrando por partes cl primer término de la segunda linea y sacando &, como factor
1 . 1 my~t.
66‘:1 {m+N[1—2(1+;) nm]

r m\-3 r m\~4(m' m 1 m\=3} .
-2 [5(‘*27) ]"”V* [6(”5?) Y(T'F)J'i(”ﬁ) ]}6”"“"""

como escogimos una norma en la cudl Ny = N; = Ny = 0, observamos que la funcién

comtin obtenenios:

que sc cumple para tener 6.5 = 0 es una ecuacién diferencial para m, y si nos olvidamos

del gorro en m, tencmos

iz (45 (B.1)
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Por olro lado analicemos las ecuaciones de Einstein representadas por (1.14)

aﬂnm Jm - 'ZN(
dm ot Vi

L
- E!Inﬂ'k) '
sustituyendo et los extremos
m\* /1 m\~' | 1 m\~
14 =) [—=)m= =] =fm—— P
4( +2r) (2r)m 2 [(1+2r) & I (l+2r) ﬂm]'
despejando i obtenemos

= —% (1 +g)'4 Tm (B2)

que es igual a la ecuacién (B.1) obtenida anteriormente a partir de la variacién de la
accién respecto a T,
Ahora hay que variar la accidn respecto a m , para obtener la ccuacidén que satisface

m, recordando que Ny = 90.

By A my
55 = Z/{r,,. (@) + N {E (145) 5omia
= (P
+6(l+2r) Zrﬁmr[ r l+2r
1y ™[4 " ﬂ)‘ ﬂ.( myt L
r(l+2r) [r(6m) 1+3) +2 1+2r) e

simplificando
65 =2 [ e om) + N |- (14—)'5"5 - 2m"§m —4 (-1+ﬂ)(5 't L dar
=3 fom (G100 o #286m - 2m"m — 4r 5 ) (bm ,

aplicando integracién por partes y olvidando el gorro llegamos a

5, m
P
1/{ Tm 12r(1+ ) T = 2Nm ~ AN (r+2)
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w1 o _1ff. N =,
8N (l-l 2) 2Nm}6mdldr-4/{ = 12,(1+ ) i

—4Nm" —4N" (r+ %) —8N' (] + -r—;—)} dmdtdr.

Nuevamente, tecordando que estamos buscando la funcién que se cumple cuando 6§ =0,

tencmos
. N m\~% , " ' m n m y
1rm—~m(l+—27) 7l ~dNm" — 8N (1+ )—41\' (r+;). (B.3)

Por otro lado, consideremos una combinacidn lineal de las ecuaciones obtenidas de

variar la accion ADM respecto a gi; para encontrar que
, . N 1IN T )] 7 n'
1 n, o _ . SN P b Y PR L
g + 28y = 2\/512 2‘/!7[7“’71'-; 2("&)] 2(.‘1 ﬁN) .

Evaluande el lado derecho
s
-1
=-2N (I )m rsend + — (l + ) x3send (BA)
’ m ‘ a m\? ,
—2N (l + E) (2 +m ) rsend — 2N (l + ﬂ) risend. (B.5)

Para evaluar ¢l lado izquierdo primero debemos diferenciar las expresiones para x'* (4.11)

y 733 (4.12), despues sustituir la expresion para i (B.2) para asi tener

11 N -4 r my.

wllgy + 2%y = i l+ ) T sen0+ 3 (1 + E) Fmsend. (B.6)
Igualando el lado derecho (B.5) y ] izquierdo (B.6), y despejando 7 oblenemos:

N m\~* , " . E " m ,
LN m 2, . ; AN mn
T o (l + 27') mn —dNm —d4N (2 +mn ) {N (r + 3 ) (B.7)

que cs igual a la expresién (B.3) obtenida a partir de la variacién.

T base a que las expresiones obtenidas a partir de las variaciones especificas para
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nuestra métrica y de las variaciones generiles de la accion ADM son iguales, podemos
decir que la métrica escogida cs consistente con la formulacion ADM y por lo tanto con

las ecuaciones de Einstein.
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