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RESUMEN 

Se presenta un modelo para estudiar la teoría de crecimiento dendrítico en aleaciones 

AI-Mn solidificadas rápidamente, se estudian los resultados que involucran las 

mediciones del subenfriamiento, concentración del soluto y espaciamiento dendrítico para 

diferentes velocidades de solidificación en condiciones cercanas e iñteríores al limite de 

estabilidad absoluta. Se consideran los efectos del coeficiente de difusión, rapidez de 

enfriamiento, coeficiente de partición y concentración. Además se compara la rapidez de 

crecimiento al limite de estabilidad absoluta para diferentes coeficientes de partición con 

el valor de la rapidez de crecimiento experimental observada. Se compara y se discuten el 

espaciamiento dendrítico de las teorías de Kurz-Fisher y Hunt. Finalmente se presenta un 

modelo para predecir la zona de crecimiento eutectico acoplado, el cual se compara con 

resultados experimentales. Los resultados teóricos se encontraron en un razonable 

acuerdo con los resultados experimentales reportados previamente en la literatura (2,50]. 
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OBJETIVOS 

- Proponer un modelo teórico para predecir el crecimiento dendritico en una 

aleación Al-Mn solidificada rápidamente en condiciones inferiores al lúnite de estabilidad 

absoluta. 

- Proponer un segundo modelo para predecir la zona de crecimiento eutéctico 

acoplado en una aleación Al-Mn. 

- Contrastar las predicciones de estos modelos con los resultados experimentales 

reportados en la literatura. 
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INTRODUCCIÓN 

La solidificación rápida (SR) de aleaciones ligeras tales como aluminio, magnesio, 

titanio etc; nos puede conducir al mejoramiento de las propiedades mecánicas tales como, 

resistencia a la tensión, resistencia a la fatiga, dureza, as! como su resistencia a la 

corrosión, las cuales se relacionan con en el comportamiento que tienen en operación 

dichas aleaciones como lo es en la industria del transporte. El aumento en la demanda de 

mejores materiales, especialmente para la industria del transporte, ha conducido al 

mejoramiento de estos , con el objeto de darles mayor vida útil y seguridad, cuando las 

consideraciones de peso son de gran interés (i.e. en el consumo de combustible) y 

funcionamiento (rapidez, maniobrabilidad, etc.) ya que el uso de materiales de baja 

densidad es esencial. 

La rapidez de enfriamiento durante la solidificación de un metal juega un papel 

importante en su desarrollo microestructural y aleaciones. La curiosidad científica incitó 

a explorar los efectos de altos valores de rapidez de enfriamiento (tan altas como 106-107 

K I s) sobre el comportamiento en los metales solidificados rápidamente. Esto ha 

establecido que tal rapidez de enfriamiento da ·como resultado un refinamiento 

significativo de la microestructura lo que resulta en un aumento substancial de las 

propiedades mecánicas y una mejora en su comportamiento a altas temperaturas. Durante 

los 1970'sllJ, los esfuerzos se concentraron en determinar los efectos de la solidificación 

rápida sobre la microestructura de los materiales y demostrar que el mejoramiento de las 

propiedades podria ser obtenida por esta técnica. En los 1980's, se puso un gran énfasis 

para desarrollar nuevas aplicaciones utilizando materiales de SR. Aunque algunos 

expertos predicen que va pasar otra década antes de que la SR tenga un impacto 

comercial, están disponibles comercialmente algunos productos , y se observa un gran 

potencial técnico para un nuevo desarrollo. 



Como definición general, los procesos de solidificación rápida son aquellos 

procesos en los cuales se empica una rapidez de enfriamiento mayor de J05 ó JO 7 K/seg 

durante la solidificación del metal. Tal rapidez de enfriamiento tienen varios efectos 

importantes sobre la estructura del material producido incluyendo: 

( 1) refinamiento del tamat1o de grano, 

(2) aumento de la solubilidad del sólido, 

(3) refinamiento de la segregación, 

(4) desarrollo de fases mctacstablcs, 

(5) desarrollo de vidrios metálicos. 

En ténninos simples, los altos valores de rapidez de enfriamiento alcanzados en 

los procesos de solidificación rápida limitan el tiempo pennitido para amplios intervalos 

de difusión, dando como resultado estructuras con grano fino y enco'ntrandolas a mayor 

homogcnidad en composición química, en comparación a los materiales procesados por 

técnicas tradicionales. De hecho, se ha observado un rango amplio de microestructuras 

en materiales solidificados rápidamente dependiendo principalmente de la composición 

de la aleación y las condiciones de enfriamiento. Los altos valores de rapidez de 

enfriamiento llevados acabo por los procesos de solidificación 1ápida proporcionan un 

incremento en el suberenfriamicnto y en la rapidez de avance del frente de solidificación; 

nsl, los efectos de la SR sobre el desarrollo microcstructural puede ser entendido 

considerando cómo los altos valores de rapidez de enfriamiento afectan los procesos de 

nuclención y crecimiento. 

El mayor reto para la teoría de solidificación rápida en las últimas tres décadas ha 

sido el entendimiento, la predicción y el control de las microestructuras solidificadas 

rápidamente ya que las características microcstructurales finales observadas en los 
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productos de solidificación rápida son los responsables de las propiedades mostradas por 

estos materiales. El desarrollo de modelos predictivos para los procesos de solidificación 

rápida requieren del acoplamiento de los fenómenos de flujo de calor y de transporte de 

masa con el fm de generar las ecuaciones que describan el crecimiento en condiciones 

cercanas e inferiores al limite de estabilidad absoluta, ndemns de ecuacioríes que 

describan la cinética de crecimiento de la punta de las dendritas, incluyendo relaciones 

que liguen al subcnfriamiento con In rapidez de avance y el radio de la punta de la 

dendrita, asf como ecuaciones que describan la evolución de In fracción solidificada en la 

zona pastosa y proporcionen los espnciantientos dendríticos primario y secundario y la 

distribución de fases presentes en función de las condiciones de proceso. Otro punto 

importante de predicción es del crecimiento eutéctico, ya que sabemos que en la práctica 

no sólo observamos morfológias de crecimiento dendríticas, sino también morfológias de 

crecimiento eutécticns, las cuales se caracterizan por el crecimiento simultáneo de dos (o 

más) fases; este tipo de morfológias son de suma importancia debido a su efecto sobre las 

propiedades mecanicas finales del material, el cual al presentar una segunda fase 

presenta un comportamiento equivalente al de un composito. 

Dentro de este marco este trabajo propone un modelo predictivo que parte de las 

ideas planteadas por Kurz[lll el cun[ es modificado introduciendo una solución 

simplificada de la aproximación de lvantsov. Este modelo pem1ite predecir algunas 

características microestructurales presentes en el producto de solidificación rápida en 

función de las condiciones de proceso durante la solidificación. De la misma manera se 

presenta un modelo para predecir la zona de crecimiento eutéctica basado en los estudios 

de Jackson y Huntl48J el cual nos permite predecir la zona de crecimiento acoplada de 

una fase simple(i.e. a-Al) y la fase eutectica. 
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SIMBOLOGÍA 

a constante del material 
A constante = n2r¡p202 
A' constante= K1(ab)112 
B constante = m Co p l;c I DL [ 1-p Iv(P)] 
b constante del material 
C = G gradiente de temperatura 
Ctu composición eutectica 
Ct concentración en la fase liquida 
C5 concentración en la fase solida 
Co Concentración inicial de la aleación 
Cp capacidad calorífica a presión constante 
Ct concentración en la punta 
DL coeficiente de difusión de soluto en la solución líquida 
do distancia capilar que asocia el punto 

de fusión T m de el material 
G gradiente de temperatura 
GL gradiente de temperatura en el líquido 
H entalpía de fusión por mol 
k = C5/Ci relación de partición 
KL conductividad térmica del liquido 
Ks conductividad térmica del sólido 
1 longitud de difusividad térmica 
L calor latente por unidad de volumen. L=psH 
mL valor de la pendiente de la línea de liquidus 
p coeficiente de distribución complementario = 1 - k 
P = Pe = VR/2DL número de Peclet solutal 
Pt = VR/2a: número de Peclet térmico 
R , R1,radio de la punta de la dendrita 
T EU temperatura eutectica 
TL temperatura de equilibrio liquidus 
T m temperatura de fusión 
Ts temperatura de equilibrio solidus 
T co temperatura del baño 
V rapidez de crecimiento de la intercara 
V a rapidez critica de crecimiento para el criterio 

de subenfriamiento constitucional 
V ah rapidez critica de crecimiento para el criterio de 

estabilidad absoluta en el cual el nümero A = 1 
V mu rapidez de crecimiento máxima 

7 

K/m 
o/o en peso 
o/o en peso 
o/o en peso 
o/o en peso 
J/mol K 
%enpeso 
m2/seg 

K/m 
K 
J/mol 

W/m2K 
W/m2K 

J/m3 
K /%enpeso 

m 
K 
K 
K 
K 
K 
mm/seg. 

cm/seg 

cm/seg 
cm/seg 



a difusividad ténnica 
ASf entropia de fusión por unidad de volumen J/m3K 
A0 =AToCp/AHr 
A To c(TL-Ts) K 
AT = (TL-Tt) K 
r parámetro Gibbs-Thompson = al!J.Sf Km 
</l función de estabilidad adimensional de 

un número adimensional A 
A., longitud de onda de eslabilidad m 
;\. espaciamienlo interdendrítico m 
PS densidad del sólido Kg/m3 

cr energía superficial sólido-líquido J /m2 
a• parámetro de estabilidad critico 
7t = 3.1416 
!;e constante= 1- (2k /[1+(2it!P)2]112.f+2k) 



CAPITULO! 

FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

En este capitulo se presenta el resultado de una extensa revisión bibliográfica de 

los modelos existentes para describir crecimiento columnar dendritico, presentándose de 

la manera siguiente: 

1.- Generalidades 

Il.- Inestabilidad de la interfase en una aleación: 

-Inestabilidad de la interfase 

-Subenfriamiento constitucional y 

-Los limites de la estabilidad absoluta 

Ill.-Teorias de crecimiento dendritico, el cual involucra 

-Crecimiento en metales puros 

-En aleaciones 

-Los criterios de estabilidad 

-Estudios del espaciamiento dendritico y 

-Estudios sobre el crecimiento eutéctico y formación de la zona acoplada 
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l. GENERALIDADES 

Existen esencialmente dos morfológias básicas de crecimiento durante la 

solidificación de aleaciones, la morfologia cutéctica y la dendrítica. Generalmente una 

mezcla de ambas estará presente en la mayor parte de interés comercial y para interpretar 

la microestructura de solidificación de cualquier aleación se requiere de la comprensión 

de estas dos formas de crecimiento durante la solidificación. 

Adicionalmente estas dos morfológias básicas pueden presentarse adoptando dos 

estructuras de crecimiento: crecimiento columnar y crecimiento ec(uiaxial. En la figura 

1.0 se ilustran las posibilidades enunciadas. 

Columnar Equiaxial 

Figura 1.0 Morfologías y estructuras básicas 
de crecimiento durante la solidificación. 
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Este trabajo esta enfocado al estudio del crecimiento dendrítico en el caso de estructuras 

colwnnares. En las estructuras columnares (también llamadas de crecimiento forzado) la 

rapidez de avance de la punta de la dendrita esta directamente relacionada con la rapidez 

a la cual se mueve la correspondiente isoterma de liquidus. En este capitulo se mencionan 

diferentes teorías que han sido planteadas con el fin de relacionar las condiciones en las 

cuales se realiza el crecimiento columnar dendrítico, con los aspectos microestructurales 

observados en las microestructuras de solidificación. 

11. INESTABILIDAD DE LA INTERFASE. 

La condición que lleva a la inestabilidad puede entenderse con facilidad en el caso 

de una sustancia pura. La figura l.1131 ilustra, en una forma esquemática, el desarrollo de 

una perturbación durante el crecimiento columnar y equiaxial. En una substancia pura, la 

estabilidad depende de la dirección de flujo de calor. En la solidificación unidireccional, 

así como en la zona colurnnar durante la solidificación, la temperatura siempre se 

incrementa con la distancia en frente de la intercara (figura 1.1 (a)). Por lo tanto, la 

dirección de flujo de calor es contraria a la de solidificación. Cuando una perturbación de 

amplitud E se genera en una intercara originalmente plana (línea delgada en la figura 1.1 

(a)), el gradiente de temperatura en el líquido se incrementa mientras que el gradiente en 

el sólido disminuye; ya que el flux de calor es proporcional al gradiente térmico, fluirá 

más calor hacia la punta de la perturbación y menos calor fluirá de la punta de la dendrita 

hacia el sólido. Como resultado de esta situación la perturbación se vuelve a fundir 

estabilizándose el frente plano, la situación opuesta se ilustra en la figura 1.1 (b). En este 

caso la perturbación crecen en una región subenfríada 

11 



T, 

b 

z-i- • 

Figura 1.1 Solidificación columnar y 
cquiaxial de una substancia pura. 

( W. Kurz and D.J, Fishcr "Fundamcntals of Solidification, 1984) 

(región rayada) y el calor latente producido durante el crecimiento, fluye hacia la región 

de menor temperatura en el sistema que en este caso es el líquido en cual los gradientes 

de temperatura son negativos. Una perturbación que se fonnada en una esfera inical hace 

este gradiente más brusco (línea llena comparada con la punteada) y pennite a la punta 

rechace más calor. Como resultado, se incrementa la rapidez de crecimiento local y la 

intercara es morfológicamente inestable. 

En el caso de una aleación, los argumentos de estabilidad son similares a aquellos 

sugeridos para una sustancia pura, excepto que adicionalmente debe ser. considerada la 

difusión de soluto, y los efectos de flujo de calor. 
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Figura 1.2 Capa límite en estado estable, de 
una interfase plana sólidoníquido. 

1 W. Kurz and D.J. Fbhcr 11 Fundamcntals ofSolidificatlon, 19841 

Primeramente, a medida que avanza la intercara (ver figura 1.2), el soluto 

se rechaza si la solubilidad del soluto en el sólido es menor que en el líquido ( la relación 

de partición de equilibrio k = C, I C1 es menor que la unidad). Cuando Ja intercara ha 

avanzado por un corto tiempo, la distribución de concentración llega a ser independiente 

del tiempo (estado estable). 

Si una intercara plana avanza bajo condiciones de estado estable con una rapidez 

que pennita el equilibrio local, .se asume que la concentración de soluto en el sólido es la 

misma que la del líquido original. Bajo estas circunstancias, la concentración en el 

líquido decrece exponencialmente, Co I k, ( donde Co es la concentración inicial de la 

aleación), en la intercara. En general, la rapidez de rechazo de soluto en la intercara es 

proporcional a la rapidez de crecimiento. El rechazo de soluto se lleva acabo por 
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difusión bajo los gradientes de concentración interfacial. 

Como se ha visto, durante la solidificación de una aleación, hay un cambio 

substancial de la concentración en la interfase. Este cambio afecta la temperatura de 

equilibrio liquidus, TL, la cual esta relacionada directamente con la composición por: 

TL(Co)-TL =m(Co-CL) 

donde T L (Co) es la temperatura liquidus que corresponde a la composición inicial de la 

aleación. Esta relación se muestra en la figura 1.2.1, la cual muestra como se leer la 

composición de la capa límite, usando el diagrama de fases. La temperatura liquidus se 

incrementa con el aumento de z, cuando el valor de k es menor que uno, ya que la 

pendiente es negativa. Para poder conocer el grado de inestabilidad es necesario 
.• 

determinar el valor de la temperatura Tq ,impuesta por el flujo de calor. Ambas 

temperaturas alcanzan el mismo valor en la interfase. 

z -
Co Co/k 

Figura 1.2.1 Subenfriamiento constitucional 
en aleaciones. 

J W. Kur-L and D.J. Fisbcr "Fundamcntals of Solidification, 1984] 
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En estado estable crece en fonna de frente plano, que corresponde a la temperatura 

solidus de composición Co, como se muestra en la figura 1.2. l. Dependiendo del 

gradiente de temperatura, G = ( dT q /dz ) z=O en el líquido con la interfase sólido 

liquido (el cual es impuesto por el flux externo) puede que exista, o no una zona de 

subenfriamiento constitucional. Esta zona se define como el volumen de metal líquido en 

el cual la temperatura real impuesta T q , sea más baja que la temperatura de equilibrio 

liquidus T L El metal que se encuentre en esta zona se dice que esta subenfriado esto es 

encuentra en un estado metaestablc. Observamos rápidamente que para que esta 

condición se cumpla se requiere de la existencia de la zona de subenfriamiento 

constitucional, esto es que el gradiente de temperatura G, entre la interfase y el líquido 

debe de estar por debajo del gradiente de temperatura liquidus. Este ultimo gradiente se 

obtiene de multiplicar el gradiente de concentración, Ge por el valor de la pendiente 

liquidus m. Por lo tanto, la interfase se encuentra subenfriada constitucionalmente cuando 

G< Ge. 

1.1 SUBENFRIAMIENTO CONSTITUCIONAL. 

De acuerdo a la teoría de subenfriamicnto constitucional, este subenfriamiento da 

lugar a un frente plano inestable. De acuerdo con este criterio un frente plano es estable 

cuando: 

Gt. lltl.Co(l-k) v;,, kJ>L (1.1) 

donde GL es el gradiente de temperatura en el líquido, V la rapidez de crecimiento, mL 

es el valor de la pendiente de la línea de liquidus y DL el coeficiente de difusión de soluto 
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en la solución liquida. Se han obtenido una gran cantidad de teorias cuantitativas y 

cualitativas de la teoria de subenfiiamiento constitucional La prueba más directa se ha 

observado en material transparente orgánicol~I, donde las intercaras planas llegan a ser 

onduladas y a medida que la relación GifV disminuye cambian a celulares. 

La Teoria de subenfriamiento constitucional trata la pregunta de cual estado 

sólido o líquido es termodinámicamente estable en una intercara de frente plano. Si el 

llquido es estable se asume que la intercara continua plana; si el sólido es estable se 

asume que la intercara evoluciona adoptando un frente irregular. Como siempre, la 

termodinámica representa parte del problema, la otra parte trata el problema de qué 

estado se alcanza primero ( o sea, la cinética). 

Como hemos visto el criterio de subenfriamiento constitlicional presenta un 

análisis simplificado de la estabilidad de una interfase plana sólido-liquido. La teoría 

predice, que la interfase plana dejará de serlo sí y solo sí la capa enriquecida de soluto 

llegará a estar "subenfriada". Este razonamiento sólo presenta las consecuencias del 

subenfriamiento e ignora los efectos asociados a la tensión superficial, ignora los campos 

térmicos asociados con el calor latente involucrados durante el crecimiento, los cuales 

puede tener cierta influencia sobre la interfase. Todos estos factores fueron considerados 

por la teoria morfológica de Mullins y Sekerka, quienes presentaron elementos 

adicionales que permiten un análisis de este modelo bajo hipótesis simplificadas menos 

restrictivas. Estas consideraciones son tratadas con más detalle en la sección 1.2. 
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1.2 ESTABILIDAD ABSOLUTA, Yab· 

En el tratamiento inicial de Sekerkal51, se asume el equilibrio de la intercara 

sólido-lfquido, energía superficial isotrópíca y no convección. La ecuación de estabilidad 

obtenida es: 

(1.2) 

donde Ks y KL son la conductividad ténnica del sólido y lfquido respectivamente, ps es 

la densidad del sólido, H es el calor latente de fusión por mol y cp es una función de 

estabilidad adimensional. Esta función de estabilidad cp es función de un número 

adimensional A, el cual se presenta gráficamente en la figura 1.3 donde: 

.A- k'aVTm 
(1-k) PL H DL mL C, 

(13) 

donde a es la energía superficial sólido-líquido y T m es la temperatura de fusión del 

solvente puro. Para una aleación de composición Co, la temperatura de equilibrio 

liquidus TL puede ser substituido por T m· 

Reescribiendo la ecuación 1.3 

V = P, H DL m,, e, (k-1) 
ah yTLk' 

(1.4) 

donde Vab es la rapidez de crecimiento en la cual el parámetro de estabilidad A=l. 
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Figura 1.3 Parámetro de estabilidad 
adimensional rp contra log 10 A. 
ISckcrka, J.Appl. Phys.,JG (1965) 2G4J 

Nótese que Vab es independiente de GL. Para V> Vab. el parámetro de estabilidad A> 1 

por lo que la teoría de estabilidad morfológica predice que una interfase plana quedará 

absolutamente estable bajo estas condiciones. Esto es llamado criterio de "estabilidad 

absoluta". La estabilidad absoluta implica que cualquier perturbación desarrollada en la 

interfase plana no puede crecer ya que decae rápidamente, reestableciendo la forma del 

plano. El caso contrario se observa a bajas valores de rapidez de crecimiento, donde el 

gradiente térmico tiene una fue.rte influencia sobre la interfase. Se toma ahora el criterio 

de estabilidad de la ecuación 1.2 el cual es conocido como criterio modificado Va, el cual 

expresa la rapidez a la cual la interfase plana llega a ser estable, de acuerdo a el criterio 

de estabilidad modificado o relación de subenfriamiento modificado: 
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Va= kDLGL DLGL 
mLCo (k-1) ATo 

(l.4a) 

La figura 1.4 ilustra esquemáticamente la estabilidad de una interfase plana de un 

sistema. La linea de Ja derecha con la pendiente positiva es la gráfica de la ecuación 1.4, 

mientras la línea izquierda con la pendiente negativa es la gráfica de la ecuación l.4a. A 

valores de rapidez de crecimiento Va<V<Vab la interfase plana es inestable. Este es el 

régimen de solidificación celular y dendrítico. 

1 
1 o 

1 o o 

~10- 1 

"' " p. -2 
e 1 o 

" 
~10-J 
o 
o 

1 o - I 

10- 5 

Frente 
P 1 ai no 

v. 

10-s 

V (cm/seg) 

Figura 1.4 Sistemas de solidificación plana, 
celular y dendrítica. 

V a b 

lLaxmanan, Acta mclall.,Vol 33, No.6,pp.1037-1049.19851 
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11. TEOIÚAS DE CRECIMIENTO DENDRÍTICO. 

El crecimiento dendrítico es un proceso acoplado de dos procesos de crecimiento 

independientes: la propagación estable de la dendrita, tema principal, y la evolución de 

los brazos secundarios. La solidificación dendrítica ocurre en metales puros y aleaciones, 

y en no metales, esto ha sido objeto de muchas teorías e investigaciones experimentales a 

través de los años. En metales puros, el crecimiento dendrítico es fundamentalmente un 

problema de flujo de calor. El calor puede igualmente extraerse a través del sólido 

(crecimiento colurnnar) o del liquido (crecimiento equiaxial) y el gradiente térmico en la 

punta de la dendrita en el líquido puede ser negativo, presentando la interfase sólido­

liquido la temperatura más alta en el sistema. El crecimiento dendrítico en un metal puro 

subenfriado se ha llamado crecimiento no forzado o crecimiento librel61. En el 

crecimiento libre dendrítico, la rapidez de avance del crecimiento' de las puntas esta 

determinada únicamente por la temperatura local y la forma de la dendrita es afectada por 

las condiciones de crecimiento local. 

El análisis del crecimiento dendrítico en aleaciones es más complejo ya que debe 

considerarse acopladamente los aspectos térmicos y solutales. Además, las aleaciones 

dendríticas pueden crecer en un metal altamente subenfriado (solidificación equiaxial 

dendrítica), que es de esta manera no forzado, o puede crecer con un gradiente térmico 

positivo en el líquido (solidificación columnar dendrítica), con calor removido a través 

del sólido. Un crecimiento dendrítico con un gradiente térmico positivo se le llama 

crecimiento forzado. Los problemas de crecimiento dendrítico forzado se consideran en 

los estudios realizados por y Burden y Huntl7l. 

Muchas mediciones experimentales estudian el crecimiento dendrítico libre en 

materiales subenfriados, los cuales incluyen un gran número de metales puros; titanio, 
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níquel, cobalto, plomo, algunas aleaciones Pb-Sn y Ni-Cu y nometales como son Ge, Bi, 

P y hielo. Más recientemente, se han realizado mediciones experimentales en materiales 

transparentes de fusión baja, como es el succinonitrilo, los cuales facilitan la 

investigación. Esto ha dado un mejor seguimiento de datos experimentales, teniendo un 

mejor estudio en crecimiento dendritico forzado o crecimiento dendritico unidireccional 

en un número de aleaciones por lo que se ha estudiado el efecto de gradientes térmicos 

Gi., rapidez de crecimiento V y rapidez de enfriamiento &=GL V sobre la distancia de los 

brazos dendriticos primarios y secundariosl&.9J. 

Las observaciones experimentales durante el crecimiento de dendritas de 

succinonitrilo muestran claramente que las regiones de la punta de la dendrita son 

cuerpos de revolución muy cercanas a un paraboloide de revolución. La sección 

transversal cercana a la punta de la dendrita es circular; su curvatura total en la punta es 

igual a 2 I Rt , donde Rt es el radio medio de la punta. Esta región, además, muestra un 

eje de simetría casi perfecto, pudiéndose aplicar la aproximación de un material 

isotrópico. Esta consideración es aqoptada por todas las teorias de crecimiento dendrítico 

aplicadas a las puntas, reportadas en la literatura. 

2. 1 METALES PUROS. 

El tratamiento matemático del crecimiento dendritico libre en un metal 

subenfriado ha sido determinado por varios investigadores. Se ha observado 

experimentalmente como las dendritas crecen aproximadamente a rapidez constante y que 

existe la solución de un esl!!do-estable para un paraboloide de revolución. Una solución 

matemática rigurosa en forma de un paraboloide de revolución fue obtenida por 

JvantsovlIDI y Horvay y Cahnll 11 con la suposición de que el avance del frente de 
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interfase de la dendrita es isoténnica. La dendrita de lvantsov es un paraboloide de 

revolución con una sección transversal circular. La solución obtenida asume que la 

superficie dendritica total es isoténnica y esta a una temperatura Tm. Horvay y Cahn 

mostraron que un paraboloide con una sección transversal elíptica avanza bajo 

condiciones de estado-estable (por ejemplo los brazos de la dendrita avanzan a una 

rapidez constante y preservando su fonna). La rapidez resultante de subenfriarniento 

relacionada es: 

V= (Tm -Te)' 
R1 

(2.1) 

donde T co es la temperatura del baño subenfriado lejos de la punta de la dendrita, y el 

exponente n tiene un valor de 1.2 para un paraboloide de sección transversal circular y 

casi 2 para una dendrita elíptica. 

El trabajo teórico de Ivantsov y de Horvay y Cahn, muestra la descripción 

cuantitativa de diferentes aspectos de crecimiento dendritico a partir de la aplicación 

conveniente de la teoria de flujo de calor a un nivel microscópico. Estudios 

experimentales posteriores, muestran que las dendritas representan la etapa más avanzada 

de inestabilidad interfacial en una amplia clase de materiales; a partir de estos estudios la 

teoría del crecimiento dendrítico toma un nuevo impulso, concentrándose en el análisis de 

los papeles desempeñados por los flujos de calor y de masa, junto con las consideraciones 

de los procesos interfaciales involucrados como son: la capilaridad y la cinética de 

acoplamiento molecular en la inteñase con el fin de describir el crecimiento dendrítico 

con mejor detalle. 

Los resultados propuestos por estas teorias expresan la rapidez axial de 

crecimiento dendrítico como una función del subenfriamiento asumiendo que la 
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propagación de Ja dendrita se raliza a la máxima velocidad posible, impuesta por el límite 

de estabilidad absoluta, se proponen expresiones del tipo Vmu = 13 (A9) b para 9 < 1 

donde Vmu es la rapidez máxima de crecimiento, 13 = [(2a ASrAHr) I (Cp 'Ys-t )) donde 

a y Cp son la difusividad térmica y el calor especifico del liquido, 'Ys-t es la energía 

inteñacial sólido-liquido, ASr y AHr son la entropía y la entalpia de fusión 

respectivamente, y A9 = ATo Cp I AH r, ATo = (TL- Ts) , donde 13 y b son 

coeficientes numericos y exponentes, los cuales son determinados especifica mente para 

cada modelo. 

Las teorías previas que consideran!l2,tJJ el problema de crecimiento dendritico en 

estado-estable en el limite de estabilidad absoluta fueron categorizadas y clasificadas por 

Nash y Glicksman!l4J de la manera siguiente: 

Vmax = 0.057(M)2•6s 

V mu= 0.025(M)2·6s 

Vmax = 0.040(M)2•21 

(Teoría de Nash y Glicksman) 

(Teoría de Trivedi) 

(Teoría modificada de lvantsov) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

La ecuación 2.4 predice la rapidez de crecimiento más alta, 2.3 para la más baja y 

2.2 el caso intermedio. Comparando los resultados de los modelos contra datos 

experimentales! 181 en dendritas de succinonitrilo, en una gráfica de rapidez vs radio de 

punta de las dendritas de succinonitrilo (figura 2.1). observamos que, la relación 

funcional entre rapidez de crecimiento y subenfriamiento es totalmente predecible aunque 

la constante de proporcionalidad propuesta por estos autores no corresponde al 

comportamiento experimental del succinonitrilo, se puede constatar una concordancia 

aceptable entre las tendencias mostradas por las tres teorías y los datos experimentales 

del succinonitrilo. siendo en este caso particular la ecuación 2.3 la que más se aproxima a 

los resultados experimentales. 
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Langer y Müller-Kumbhaarl191 propusieron que las condiciones de rapidez 

máxima de crecimiento deberían ser reemplazadas por un criterio de estabilidad. La idea 

de usar un criterio de estabilidad reemplaza o justifica la condición de rapidez máxima 

que aparece frecuentemente en la literatura. Gliccksman et all 181 menciona la necesidad 

de considerar las dependencias del tiempo. OldfieJdl201, con sus estudios numéricos de Ja 

dendrita, propuso un criterio simple de estabilidad el cual es similar a la idea básica de la 

rcfcrencial19l. Langcr y Müller-Krumbhaarll9l analizaron el comportamiento de 

ramificaciones dendríticas iniciales (que es una dendrita que no tiene brazos secundarios 

o terciarios) y obtuvieron una ecuación diferencial integral lineal la cual describe una 

función F en términos de parámetros adimcnsionalcs a dado por: 

IO 

u ... 
. .. 
-

0.01 

' " ,.,u111frl .. lt•l• (
1

C) 

Figura 2.1 Rapidez de crecimiento dcndritico vs subcnfriamicnto. 
Los símbolos vacíos son datos obtenidos con una muestra de pureza 
media, los símbolos llenos son de una muestra ultra pura. Las 
lineas rectas son las gráficas de las teorías en estado estable de las 
ecuaciones (!, ce 2.2; 2, ce 2.3; 3, ce 2.4) 
IGlicksman el al., Mct. Trans. 7A(l976)1747J.I 
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donde 

y 

1=2ª 
V 

d, 
= T. r e, 

L' 

(2.7) 

(2.8) 

donde 1 es la longitud de difusividad térmica, a la difusividad ténnica, V la rapidez de 

crecimiento de la punta de la dendrita y do es la distancia capilar que asocia el punto de 

fusión Tm del material, la energía superficial sólido-líquido y, la capacidad calorífica Cp por 

unidad de volumen y el calor latente L por unidad de volumen. L=psH donde ps es la 

densidad del sólido y H el calor latente por unidad de masa . 

. 
. . . . 

Figura 2.2 Tiempo. secuencial de la forma de las 
puntas para un crecimiento dendrítico de simetría 
cilíndrica a unn rapidez normal ( cr = 0.025) 
ILan~cr and Mullcr-Krumblmar, Acl:i Mcl., 26(1978)16811 
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La función F mide el desplazamiento de la superficie dernlrltica desbrazada 

considerando el sistema en estado-estable. La primera aproximación supone la superficie 

dendrítica desbrazada en forma de un paraboloide de revolución. El desplazamiento o 

deformación, F, de la superficie dendrítica en estado-estable dependerá del valor de cr que 

depende del cambio en el valor de R ¡2. 

La característica de la dependencia del tiempo con los resultados obtenidos es que para 

alguna cr finita, cualquier perturbación en la punta siempre genera un tren de deformaciones 

el cual baja a la dendrita a una rapidez de crecimiento cercana a la estacionaría. El tamaño y 

espacios de las protuberancias y zonas de bajas presiones aparecen principalmente 

dependiendo de cr y sólo muy poco en la naturaleza de la perturbación. El espacio entre 

protuberancias es siempre proporcional a la distancia de estabilidad 1..s(=2ll(ld0)y,). 

Invariablemente, hasta para valores grandes de cr, estas protuberancias crecen en amplitud 

mientras se mueven (ver figura 2.2). 

Mullins y Sekerkal21 analizaron previamente la estabilidad de una inteñase plana sólido 

- líquido con respecto a perturbaciones pequeilas lejos de una forma plana. Sus análisis 

conducen a una longitud de onda mínima, 1..5, que es el valor critico para que la interfase 

plana se vuelva inestable. Asumiendo que el radio Rt de la punta de la dendrita es igual a 

sus longitudes de onda mínimas, entonces 1..5=2lt(ld0 ) y, dando cr = t / 4 n>. Este valor de cr 

es muy cercano al valor crítico cr • = 0.025 ± 0.005 obtenido por Langer y Müller-Krumbhaar 

para definir el punto de operación estable de una dendrita. 

La teoría de Langer y Müller-Krumbhaar asume que la fase sólida crece en la dirección 

de un eje de simetría dentro de un fluido uniformemente subenfriado o sobresaturado, donde 

la rapidez de crecimiento es controlada por difusión ténnica o difusión química, pero no 

ambas, y donde la cinética de interfase puede ser ignorada. La teoría además considera 
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solamente difusión en la fase liquida, y desprecia el flujo de calor o especies químicas 

dentro del sólido. Para valores muy pequeños de cr < cr •, la predicción de los resultados 

muestra que la punta dendrítica es inestable produciendo una separación entre las puntas y 

así nuevas dendritas con radio de punta relativamente pequeño aparecen en una región 

localizada cerca de la superficie de la punta de la dendrita. Las nuevas dendritas crecen 

rápidamente mientras se hacen puntiagudas y con espacios más cerrados. Además, las 

perturbaciones cerca de la punta generan perturbaciones secundarias las cuales disminuyen 

el tallo de la dendrita. Las perturbaciones secundarias crecen en amplitud mientras se 

apartan de las puntas; esto es llamado inestabilidad de ramificación de brazos. 

El modelo para crecimiento dendrítico de Langer y Milller-Krumbhaar, muestra que las 

condiciones de crecimiento en estado estable involucran la estabilización del radio en la 

punta de la dendrita mientras que la inestabilidad de los brazos persiste. El punto de 

operación para el crecimiento dendrítico, caracterizado por rapidez de crecimiento y radio de 

la punta (V Rt = Cte) se encuentra cerca de cr = cr• = 0.025. Huang y Glicksman[ZIJ fueron 

capaces de reproducir aproximadamente los mismos resultados (el punto de operación 

encontrado fue cr = cr• = 0.019), asumiendo que las perturbaciones de la punta de la dendrita 

son semejantes a las propuestas por Mullins y Sekerkall J para un modelo de crecimiento 

esférico. Laxmanan1221 notó que para la dendrita de Fisher aL do I V Rtl = 0.25 en la 

rapidez máxima de crecimiento. De esta manera, en la rapidez máxima de crecimiento, la 

dendrita de Fisher opera con cr = 0.50, casi superior a veinte veces el valor obtenido por 

Langer y Müller-Krumbhaar. Langer y colaboradores han estado preocupados por los 

efectos no lineales en la suposición obtenida de un único valor de cr el cual especifica el 

radio de dendrita y la rapidez. El rango de validación del criterio de estabilidad es 

desconocido e importantes características tales, como el tamaño y espaciamiento entre 

brazos no pueden ser aun predichos satisfactoriamente. 
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2.2 ALEACIONES. 

En metales puros, un pequeilo gradiente de temperatura positivo en el líquido 

impide la formación de dendritas. Por otra parte, en un metal aleado el crecimiento 

dendritico ocurre aún en presencia de gradientes térmicos y ligeramente positivos en el 

llquido frente a las puntas. Esto es debido a la influr.ncia del campo solutal presente en el 

liquido el cual puede dar lugar a la formación de una solidificación de tipo celular o 

dendrítica. 

Trivedi(221 y Kurz y Fisher123J profundizaron en este aspecto analizando la 

solidificación de aleaciones binarias en presencia de gradientes térmicos positivos en la 

fase líquida (crecimiento columnar). Consideraron únicamente el crecimiento de una 

célula dendrítica, aislada del resto, y aplicaron un análisis de la perturbación de Mullins y 

Sekerkal3len la punta de la célula, as! pudieron predecir el radio de la punta de la 

dendrita como una función de la rapidez de crecimiento para algunas condiciones 

experimentales especificas. 

La figura 2.3 muestra esquemáticamente el modelo básico de solidificación para el 

crecimiento dendrítico bajo un gradiente térmico GL positivo, para una aleación de 

composición C0 . La punta de la dendrita se localiza a X=Xt , ala temperatura T1 y 

composición C1 , mientras que la raíz de la dendrita se encuentra en XEu , a la 

temperatura eutectica TEu y composición eutectica CEu ( Figura 2.3) 

El subenfriamiento total en la punta es así, AT= (TL-Tt) done TL es la 

temperatura del líquido al frente de la punta de la dendrita. Note que la composición 

llquida en equilibrio con las puntas de la dendrita es Ct > Co. La región líquido- mas­

sólido se extiende desde X= XEu a X=Xt. La aleación es totalmente líquida en X>Xt y 
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completamente sólida en X<XEu. Debido al gradiente térmico GL impuesto en el liquido, 

resulta que todo el calor tiene q~e ser extraído del seno del sólido. La temperatura se 

incrementa dentro de la región büasica de TEa en la isoterma localiz.ada en X=XEa (raíz 

de la dendrita) a Tt de la isoterma localiz.ada en X=Xt (punta de la dendrita) . 

... 
OIS111Cll 

o " 1 
: tlll 

<, ¡---r--------
~ AC : 

<• 
_l __ l ___________ t __ 

u ... OUUlttA '• 

Figura 2.3. Modelo básico de solidificación para 
crecimiento dendrítico, en una aleación binaria. 
ILum.1111n, Acta Mctall., 33(6), (1985) 101.3) 

Se debe notar en esta figura que la punta de la dendrita se encuentra subenfriada 

por debajo de la temperatura de equilibrio T1. de la aleación de composición inicial Ca en 

una magnitud 6.T dada por: 
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donde (ti.Te+ ti.Tu} representan el subenfriamiento provocado por el rechazo de soluto 

(subenfriamiento constitucional ) y ti. T r representa el subenfriamiento capilar provocado 

por la curvatura de la punta de la dendrita y ti. Tk es el subenfrinmiento cinético asociado 

al acoplamiento molecular del líquido en el sólido. 

Burden y Huntl7.271 llevaron acabo investigaciones en aleaciones Al-Cu con el fin 

de reducir el subenfriamiento ti. T como una función de la rapidez de crecimiento V y el 

gradiente ténnico impuesto GL resolvieron las aparentes inconsistencias de estudios 

previos, para detenninar las temperaturas de interfase celular asociadas al crecimiento 

dendrítico como una función de la rapidez de crecimiento, gradiente de temperatura y 

composición. Ellos encontraron que a altos gradientes y valores bajos de rapidez de 

crecimiento, la temperatura de la punta crece con incremento de Ja rapidez, y a valores de 

rapidez suficientemente altos la temperatura de la punta decrece con aumento en la 

rapidez y la temperatura se vuelve independiente del gradiente. 

Una solución analítica para dendritas no isotérmicas (por ejemplo dendritas 

creciendo bajo un gradiente de temperatura positivo) fue obtenida en un análisis previo, 

ellos asumieron que la pw1ta de la dendrita o célula puede ser aproximada a una forma 

estable, aun que los brazos de la dendrita comienzan a formarse. 

La ecuación básica de la punta subenfriada, ti. T, obtenida por Burden y Hunt es: 

iff= D1.G1 •• m 1.V R (1-k) C. + !.!:. 
V DL R 

(2.9) 
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donde GL es el gradiente de temperatura liquidus, DL es el coeficiente de difusividad de 

soluto en el liquido, V la rapidez de crecimiento, mL el valor de la pendiente de la línea 

liquidus, C0 la composición de la aleación al inicio, r el parámetro de Gibbs-Thompson, 

R el radio de la punta .de la dendrita y k el coeficiente de partición. Es de notarse que 

bajo las condiciones estudiadas, y debido a consideraciones de orden de magnitud, no se 

considera al subenfriamiento cinético. 

Se observa que a gradientes altos y valores de rapidez bajos el primer efecto es 

dominante y el subenfriamiento es principalmente detenninado por ti. T=GDN para un 

modelo aproximado en la interfase dendritica creciendo bajo condiciones de 

solidificación controlada. También se puede predecir que en el subenfriamiento ti. T, la 

temperatura en la punta esta dada principalmente por ti. T=GDN. La fonnulación es 

valida bajo condiciones de gradientes altos y valores de rapidez bajos, y como fue 

señalado por Trivedi181, aun bajo esas condiciones es erróneo ya que predice incrementos 

de ti. T con decrementos de la rapidez sin algún límite. En realidad, ti. T puede tener un 

valor tan grande tan alto como el rango de enfriamiento de la aleación el cual indica que 

la interfase puede ser plana. A valores de rapidez de crecimiento altos, el primer término 

GLDUV es pequeño y las segundos dos productos se hacen dominantes. La figura 2.4 

muestra la comparación entre experimento y teoria para subenfriamientos gráficados 

contra composiciónl7l.· 

Tassa y Hunt1261 estudiaron el sistema Al-Cu cerca de la composición eutéctica 

para medir las temperaturas de la punta de la dendrita Al-Cu y temperaturas de interfase 

eutéctica. Según sus resultados, ellos encontraron que las mediciones de temperatura en 

la punta de la dendrita estaban en función de la rapidez y los gradiente de temperatura, 

concordando bien con la condición de subenfriamiento mínimo de Burder y Hunt171 

(crecimiento dendrítico a una rapidez máxima equivalentemente a un subenfriamiento 
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mínimo t.T =[ (GL / D¡}V)+(2)213- I mL V (1-k) Co f J 112 I D112J ). En sus trabajos, 

encontraron que los resultados para la aleación Al-31. 7% en peso Cu mostraban un 

comportamiento similar al encontrado por Surden y Huntl271 en la aleación Al-2 % en 

peso Cu. Para un gradiente de temperatura finito, la temperatura de Ja punta primero se 

incrementa cuando decrece con la rapidez y a valores de rapidez suficientemente altos la 

temperatura será independiente del gradiente de temperatura. 

u . 
e 
: l . . 
<C 

"' . ... 
~ 

t Peso Cu 

Figura 2.4 Comparación entre experimentos y 
teoría de subenfriamicnto contra composición para 
una rapidez de O.S mm/seg y un gradiente de 0.005 
K/mm. 
[Burd<D and Ilunt, J oí Crist. Cro"1b, ZZ(l),(1974) 1091 

Corrigieron la solución analítica para el caso de dendritas no isoténnicas 

reportadas por Surden y Hunt1221: 

ó.T=GLDL - mLVR(l-k)C, - kRG,,D,, + 2r 
V ~ V R 

(2.10) 
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Figura 2.5. Gráfica teórica de ti.TFV1' 2vs (V/i..) 112m~strando 
la posición de los puntos experimentales ( •) relacionados a 
la condición de mínimo enfriamiento ( 1 ) para aleaciones 
Al-31.7, 32.2, 33 y 34 % en peso Cu. 
(Ta"ª and llunt,J. of Cr:ysL Growth,34 (1976) 38] 

(2.11) 

Sin embargo, como se asume en la referencia (71, Tassa y Huntl261 despreciaron el tercer 

término de la ecuación corregida (R « 1 y k < 1 ), finalizando exactamente con la 

misma ecuación reportada en la refcrencial221, ver ecuación (2.9). La figura 2.5 muestra 

los resultados obtenidos por Tassa y Hunt para aleaciones Al-31. 7, 32.2, 33 y 34 % en 

peso Cu. Regresando a la ecuación (2. 9), la punta subenfriada, ti. T, es una función de GL 

y V, la variable principal experimental en un sistema de solidificación direccional, es el 
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radio desconocido de la punta R. Al eliminar el radio R, se asumel221 que el crecimiento 

dendrítico es un subenfriamiento núnimo para valores constantes de GL y V. El radio de 

curvatura para el subenfriamiento núnimo de la dendrita es dado por: 

R = ( 2 rDL )~ 
(-mL V (l-k) C,) 

(2.12) 

Hiller!28J señalo que en la ecuación (2.12) del radio de curvatura de la punta 

mostraba que no depende de GL. aunque esta se vuelve infinita a valores bajos de rapidez 

de crecimiento. Trivedil81 mencionó que durante el crecimiento dendrítico forzado, el 

efecto del gradiente térmico sería incrementar el radio de curvatura, para incrementar el 

área de superficie disponible a través de la cual el calor y soluto se disipan. Para el radio 

de la punta de la dendrita dado en la ecuación (2.12), el subenfriamiento en la punta de la 

dendrita esta dado por: 

Ll.T= DLGL + (-8m
1
V(l-k)C,r)l o 1 

V , ' 
(2.13) 

Para esta ecuación, tanto la constante GL como la rapidez de crecimiento decrecen, 

el segundo término es despreciable y el comportamiento de la dendrita es idéntico al que 

es descrito por el modelo de Flemings et al (Ll.T = GL DL IV). Para valores de rapidez de 

crecimiento grandes se incrementa la punta a causa del segundo término, predominando 

los valores de rapidez de crecimiento grandes. Sin embargo, la punta subenfriada alcanza 

un límite finito, Ll.T0 (= mLCo (k-1) I k), a valores de rapidez de crecimiento muy 

grandes, como es expuesto en la referencia128J. 
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2.2.1 CRITERIO DE ESTABILIDAD. 

Usando el criterio de estabilidad, propuesto por Langer y Müller-Krwnbhaarl29J, 

en lugar del criterio usual de rapidez máxima o subenfriamiento mlnimo, Kurz y 

Fisherl231 realizaron un análisis aproximado del crecimiento dendritico en aleaciones con 

un gradiente de temperatura positivo con el propósito de relacionar el radio de las puntas 

de la interfase subenfriada (óT=TL·Tt) y el espaciamiento primario durante el 

crecimiento dendritico de la aleación. El crecimiento morfológico (pox, célula, dendrita) 

desarrollado entre los limites morfológicos a bajos y altos valores de rapidez de 

crecimiento son descritos usando un elipsoide de revolución como forma propuesta de la 

dendrita. 

Usando el análisis de estabilidad de Müllins y Sekerkalll, Kurz y Fisher123) 

obtienen una expresión de la longitud de onda corta (:\.e; ) de la perturbación la cual crece 

y conduce a la inestabilidad (el criterio de estabilidad es que el radio de la punta de la 

dendrita es igual a la longitud de onda de estabilidad en la interfase sólido-liquido). La :l.c; 

esta relacionada con el gradiente de concentración en el líquido en la interfase, y 

aplicando el criterio de estabilidad (:\. = R}, obtienen algunas aproximaciones que 

proporcionan el radio de la punta de la dendrita, las cuales para valores de rapidez de 

crecimiento bajas son: 

R=...!Ei,_ + 2mLC• 
V (1-k) GL 

(2.14) 

(2.15) 

y para valores de rapidez de crecimiento alta 
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R= 2 (~) 
1t VkAT, 

1 AT=(TL·T•:l=mC,(l. ______ r ___ !_) 

1· ( (l·k) 1t (VD AT, k}' 1 

(2.16) 

(2.17) 

La figura 2.6 muestra la variación del radio de la punta como una función de la 

rapidez de crecimiento para la aleación Al·2 % en peso Cu en un gradiente de 

temperatura de 10 K/mm. 

Trivedil8l desarrollo una ecuación más compleja en la cual considera correcciones 

de capilaridad. Él desarrolló un modelo teórico para predecir las características de la 

interfase dendrítica durante la solidificación controlada en aleaciones binarias. La 

transferencia de calor y transferencia de masa presentes cerca del crecimiento dendrítico 

se consideraron y se desarrollo un criterio de estabilidad para detemúnar las dimensiones 

de la punta de la dendrítica. 

La solución obtenida para el radio de curvatura es: 

R ~ 2 Dt. (1 - k) .JJ.LJl!..[ ¡ _ _Q¡J]¡,_1-1 
V k V ATo V ATo (2.18) 

De esta manera si k<l en un radío finito de la dendrita es obtenido únicamente si: 

GLDI.}V ó T 0 < 1. Además una condición de la interfase plana, R2V, es obtenida sí 

GLDi:JV ó T 0~ 1 donde los efectos del gradiente son despreciables. 
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VR'= 2yD1,L 
yAT, 

(2.19) 

donde L es una constante (considerando la región de la punta de la dendrita de 

aproximadamente una partícula esférica) la cual adopta un valor para solidos cristalinos 

entre 10 y 28. De esta manera, como en el caso de crecimiento libre de una dendrita, 

VR' = etc para un sistema que esta bajo condiciones de crecimiento forzado cuando los 

efectos del gradiente son despreciables. 

La solución para la temperatura de la punta de la dendrita es: 

AT = lv(P) k [ l 1 N(P) ) 
AT, 1-(1-k) lv(P) . +l~ 

R <ym ~ec. 2.14 

10-

./ce. 2.16 
.......... 

Figura 2.6 Radio de la punta, R, como una función 
de la rapidez de crecimiento, V, para Al-2% en 
peso Cu a G= 10 K/cm. 
lTrivcdi J. of Cryst. Growtb,49(1980) 2191 

37 

(2.20) 



donde Iv = (P cxp(P) E' (P) , El (P) es una integral exponencial (JOI , P es el número de 

Peclet para difusión de masa y 1; = 2 DL GL IV k l!To. 

Cuando el efecto del gradiente es pequeño 

&T 
...--- = Iv(P) k 11· (l·k) Iv(P)) 
uT, 

y donde el efecto del gradiente se vuelve predominante 

La solución para la composición de la punta es 

e= GLDL 
Vk&T, 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

para valores de rapidez muy grandes, donde los efectos del gradiente predominan. Para 

efectos de gradiente despreciable 

(1-(1-k)Iv(P)j 
(2.24) 

La figura 2. 7 muestra el comportamiento predicho por las teorías de Trivedi Esaka 

y KurzP 11 comparando los resultados del modelo siinplel23Jcon aquellos análisis más 

rigurososl8l: 
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El modelo simple de Kurz y Fisher 1231 se expresa de la siguiente manera 

(para una punta semiesférica) 

(para una punta parabólica) 

V'rtr' 
D'P' 

V=4x'Dcr 
kAToR 

V.(1-k)C +G=O 
D [1-(1-k )Iv(P)j 

El modelo complejo de Trivedi 181 es: 

<!.d!.L_ + _["7.__ -l _ (1-kr(P) [1( 1-MP> _ _¡__)-...AL] 
1'liA70 ~ - 1-(1- )/v(P) 4 Iv(P)-P+Plv(P) lv(P) lv(P) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

Esaka y Kurz sugirieron la aplicación de la tercera ecuación a aleaciones Al-2 % 

en peso Cu. La ecuación (2.25) trabaja bien para condiciones normales de fundición con 

dendritas columnares. Para la rapidez de subenfriamiento relacionada. con la punta, la 

tercera ecuación indica el mismo resultado para la región de crecimiento celular. Cerca 

del subenfriamiento mínimo de la punta, la ecuación (2.27) muestra un valor del 50% más 

que las otras dos ecuaciones, los resultados corresponden mucho mejor a las mediciones 

de Borden y Huntl271, A valores de rapidez de crecimiento donde se desarrollen 

bien las dendritas, los resultados de la ecuación (2.26) parecen presentar una buena 

tendencia con el comportamiento que muestra el crecimiento dendritico a valores de 

rapidez de crecimiento altos, tan altos como para que el criterio de estabilidad marginal 

sea aun aplicable y el limite de estabilidad absoluta no halla sido alcanzado, (ver Figura 

2.8). Más tarde se desarrolló una ecuación que describe el crecimiento en dendritas 

libres, las cuales crecen en aleaciones líquidas donde el calor y el soluto son rechazados, 

relacionando la difusión de una punta parabólica y el criterio de estabilidad para dar: 
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R 

(cm) 

10 

164 

1~1--.¡__.+-.+-+-+-+-+--+--tt 
10·8 ¡(JZ 

V( cm/seg) 

Figura 2.7 Radio de la punta, R, como función de V 
para diferentes gradientes de temperatura (Al- 2% 
en peso Cu). 
1Trl1·cdl J. of Cryrt. Growtb, 49 (1980) 219) 

.6.T=-Iv~)+m C 1- +-AH [ 1 2f] 
e, ' L o 1-(1-k)Iv(Pc) R 

[ ]

1/2 

dondeP1 =~,P=~yR= • r ,ya*=0.025 
e a (mLGc-GL) 

(2.28) 

La relación (2.28) indica que el radio de la punta de la dendrita pasa a través de un 

minimo con incremento de la concentración del soluto, y a un subenfriamiento dado la 

rapidez de crecimiento deberá incrementarse con el aumento de la concentración de 
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soluto y entonces disminuir la concentración de soluto en la medida que es rechazado. 

Laxmananl321 modifica el análisis de Burden y Huntl71 proponiendo la 

transición de una dendrita a una interfase plana a valores de rapidez de crecimiento muy 

bajos 6 muy grandes. Su modelo explica la transición de una interfase dendritica a una 

interfase plana con incremento en valores de G¡JV. En particular, el radio de la punta 

dendritica muestra ser una función de V y GL. A valores de rapidez de crecimiento 

constante, el radio de la punta de la dendrita aumenta con el incremento de G1.,, 

haciéndose infinita cuando G¡JV se aproxima a el valor dado por el criterio de 

subenfriamiento constitucional. La rapidez de crecimiento critico esta en función de GL y 

esta lntimamente relacionada con la rapidez de crecimiento en la cual la estabilidad 

absoluta es predicha por las teorias de estabilidad morfológica. El análisis de 

subenfriamiento modificado de Burden y Hunt es: 

(2.29) 

Para determinar el radio de la punta de la dendrita, el asume que las puntas de las 

dendritas 

crecen con un subenfriarniento mínimo, de manera que: 

R =[ 2yTm li 
' HVk(mtC.(1-k)_GL) 

Ps kDL V 

(2.30) 

La ecuación 2.30 indica que el radio de la punta de curvatura Rt es una función de 

V y GL. A una rapidez de crecimiento constante, el radio se incrementa con el aumento 

de GL. Además, el radio se vuelve infinito exactamente al valor Gu V proporcionado 

por 
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el criterio de subenfriamicnto constitucional. La nplicación de la aproximación de Zener 

para solidificación de la dendrita da: 

(2.31) 

donde I =--y-= rT. 
e kt.S t.T. p, H kt.T, 

y Vp es la rapidez a Ja cual Ja inteñase plana se welve estable de acuerdo a el criterio de 

subenfriamiento constitucional. 

R(cm) 

10 O 

V {co/ug) 

Figura 2.8 Radio de la punta como una función de la 
rapidez de crecimiento y gradiente de temperatura 
para Al-2 % en peso Cu. 
(Esaka and KunJ. of C11·st. Growth, 69 (1984) 326 1 
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Finalmente, Kurz, Giovanola y Trivedi133J usaron el análisis establecido por 

Mullins y Sekerkal31l, y el criterio de estabilidad marginall29ll aplicando las soluciones 

de Ivantsov de transporte de masa a Ja punta de la dendrita, obteniendo una ecuación de 

la fonna: 

v'A + vn +e= o 

donde 

B = mL C. (1-k) ~e 
D [l-(1-k) Iv(P)] 

ic'f 
A=-­

P'D' 

" -
1 .¡ ¡+~ i ;_ ,.,. l 

y C=GL 

(2.32) 

la cual describe ·crecimiento columnar de dendritas hasta la rapidez de crecimiento de 

estabilidad absoluta. A valores de rapidez bajos, la ecuación (2.43) considera los 

resultados de Langer y Milller-Krumbhaar; VR'=:\., mientras a valores altos, VR' primero 

decrece y finalmente tiende a infinito cuando alcanza el límite de estabilidad absoluta, 

como son mostrada en In figura 2.9. Las dendritas son mostradas a una rapidez de 

crecimiento máxima en la cual es muy cercano el límite de estabilidad absoluta de 

Mullins y Sekerka. 

Los resultados muestran que la temperatura de la punta depende del coeficiente de 

difusión, y que la fonna (metaestable) del diagrama de fases tiene que ser tomada en 

cuenta. 
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~I 

Ag - %peso Cu ;1 
G .. 105 K/ca ";' ~I 

~ ;1 
:::' •.1 
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10-I 1rP 10l 

Y (c1/seg) 

Figura 2.9. Radio de la punta, R, como una función de la 
rapidez de crecimiento, V, el eíecto de la temperatura sobre 
el coeficiente de difusión D(1) y la dependencia de la rapidez 
de crecimiento sobre el coeficiente de partición k(V) en la 
gráfica R-V para una aleación Al-5%Mn a G=lOSK/cm. 
[Kun: et al; Acta Mctall, 34,No.S (1986) 82GJ 
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2.2.2 ESPACIAMIENTO DENDRÍTICO PRIMARIO 

Otro punto de estudio de gran importancia dentro de las características 

microestructurales del crecimiento dendrítico, es el espaciamiento dendrítico. Como 

se han llevado acabo mediciones sobre algunos parámetros parcialmente controlados (i.e. 

rapidez de enfriamiento, tiempo de solidificación ) en fundiciones, como lo es en lingotes 

solidificados, se ha obtenido información acerca del espacio entre los brazos dendríticos, 

lo cual ha contribuido gradualmente al entendimiento de la morfología de las dendritas. 

También se han llevado acabo algunos intentos para controlar más precisamente la 

solidificación estableciendo condiciones de crecimiento en estado estable con la rapidez 

de crecimiento controlada y gradientes de temperatura conocidos. Bell y Winegard y 

Kotler et al 1341 utilizaron el espacio de dendritas primarias para caracterizar el arreglo de 

las dendritas. Las variables experimentales (gradiente de temperatura en el líquido y 

rapidez en estado estable) fueron medidas y algunas veces controladas 

independientemente, así Bell y Winegar propusieron una ecuación para el espacio 

dendrítico en una aleación Sn-Pb de la forma: 

(2.33) 

donde n < 1 y los valores de A, B y n se encontraron por un análisis de regresión 

multinomial no lineal de estos estudios. 

Bolling y Fainstein-Pedraza ll5ldescribieron el espacio interdendrítico para el caso 

de crecimiento dendritico en una aleación líquida sobrecalentada por medio de la 

ecuación: 
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:\. = SDL 
Vo (2.34) 

donde Vo=V + KLGz/AH, V es la rapidez de crecimiento en estado estable, KL la 

conductividad térmica de el líquido y AH la entalpía de fusión. De igual manera. 

compararon su ecuación con los resultados experimentales de Bell y Winegard y Kotler 

et al r34J como se muestra en la figura 2.10, obteniendo un buen acercamiento entre la 

ecuación 2.34 y Jos resultados experimentales reportados en las referencias[341. 

Rohatgi y Adams [361 obtuvieron de un análisis simplificado de la difusión del 

soluto alrededor de la dendrita en un arreglo bidimensional del crecimiento de los brazos . 

dendrlticos, que el espacio dendrltico era una función directamente proporcional a el 

inverso de la raíz cuadrada de la rapidez de enfriamiento en las aleaciones Al-Cu lúpo e 

hipereutécticas. 

.< = [ª ATJ"
2 

• GL V 
(2.35) 

Sharp y Hellawell usaron aleaciones Al-Cu, las cuales se enfriaron durante el 

crecimiento en estado estable para obtener la morfología del crecimiento. Sin embargo, a 

causa de los altos gradientes de temperatura que fueron empleados, la mayoría de Jos 

estudios se encuentran dentro del rango de morfologías celulares o celulares 

fragmentadas. Young y Kirwood [371 usaron una aproximación experimental similar a la 

usada por Sharp y Hellawel!ll4J sobre el mismo sistema de aleación bajo condiciones de 

solidificación a altos valores de rapidez de crecimiento y bajos gradientes de temperatura 

para asegurar la formación dendrltica. 
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A pesar de la geometría irrealista del modelo de Adams y la ausencia de una 

justificación teórica para una constante de subenfriamiento interdendritico, Young y 

Kirwood confinnaron la relación A. 2 (GL V) = cte para la variación independiente de GL y 

V. Resultados similares se obtuvieron en aleaciones Sn-Pb y aleaciones Pb-Sn1341 , 

usando técnicas que penniten el crecimiento en estado estable para controlar GL y V. 

Otros autores mostraron la relación equivalente que aplica en aleaciones Al bajo 

condiciones en las cuales las variables de solidificación no fueron controladas ni 

constantes. La relación empirica obtenida entre A. y GL V (ecuación 2.35) implica que 

cuando GL o V llegan a ser pequeñas, A, aumenta ampliamente. Este razonamiento da 

una infonnación errónea, ya que la relación caerá para pequeños valores de V a medida 

que la morfología de crecimiento cambia de dendritica a celular. Young y Kirwood 

observaron que con el incremento en el contenido del soluto, el espacio de los brazos 

primarios también se incrementaba como se reporto en la referencia 1341 . 

Klaren, Verhoeven y Trivedi 1381 Uevaron acabo experimentos en sistemas 

solidificados direccionalmente en aleaciones dendríticas de Pb-Sn y Pb-Au como una 

función del gradiente de temperatura, rapidez de solidificación y composición de la 

aleación. Basándose en esos experimentos, los espacios dendríticos primarios, A, se 

encontraron siguiendo la correlación mostrada en la ecuación (2.35) sólo que a valores de 

rapidez de crecimiento superiores a 45 µm/s en aleaciones Pb-Sn y superiores a 10 µm/s 

en aleaciones Pb-Au. Algunos datosl39,40J del espaciamiento dendrítico primario 

observados en los experimentos de crecimiento en estado estable en Al, Fe y aleaciones 

Pb mostraron un comportamiento que sigue una relación de la fonna: 

(2.36) 

(ver Tabla 2.2.1) 
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Figura 2.10. Resultados obtenidos por Bell y 
Winegard y Kotler, Casey y Cole grálicados por 
Bolling y Fainstein-Pedraza de acuerdo a la 
relación A.= 8 DL No, 
IBolllng and Falnstcin-Pcdraza,Acta Mctall.,22 (1974) 10331 
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De la examinación de esos datos, observamos que la proporéión del exponente, b, es 

alrededor de 114 para el caso de dendritas de Fe y.l/2 para Pb y Al. La pendiente del 

exponente, a, toma un valor cercano a 113 para dendritas de Pb, pero más cercano a 112 

para dendritas de Al y Fe. Ver Figura 2.11 y Tabla 2.2.1 

Hunt l9I presento un modelo más completo el cual predice la relación del 

espaciamiento primario de la forma: 

:>.. = z.s3 e k aT nL ri "' v·"' G""' (2.37) 

para condiciones donde se excedió significativamente la condición c;¡tica para asl poder 

romper el frente plano. 

Kurz y Fisher relacionaron el radio de la punta de la dendrita, la intercara de 

subcnfriamiento y el espacio de los brazos primarios en el crecimiento de dendritas 

aleadas. Aplicaron el principio de Langer y Muller-Krumbhaar para aleaciones con 

crecimiento dendrítico con un gradiente de temperatura positivo (crecimiento columnar) 

usando una solución simplificada con la inestabilidad de la longitud de onda para obtener 

asl, una relación entre las condiciones de crecimiento y el espaciamiento de los brazos 

primarios: 

(2.38) 
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para bajos valores de rapidez de crecimiento, y: 

1000 r-""<;:"-¡----;i--,---.-,----.---,.--....--. 
(pml 800 "' .... 
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A KoUer {Pb) 
o SpUI• (Pb) 

e Tahl (Al) 
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+ Albemy (Fe) 

O Jln (F1) 
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Figura 2.11 Datos del espaciamiento dendrítico 
primario contra el gradiente de temperatura, a 
rapidez de crecimiento igual a 33 m/seg. 
IKlaren, Vcrhocvcn and Trivcdi,McLTrans.A,llA (1980) 1853) 

A = 4.3 < AT DL r >"' v·"' G·"' 
k 

para altos valores de rapidez de crecimiento y ll T'= ti. T 0 

(2.39) 

La figura 2.12 muestra la variación en el espaciamiento dendrítico primario como una 

función de Jos valores de rapidez de crecimiento, la cual compara Jos resultados teóricos 

y experimentales de acuerdo a Kurtz y Fisher. El primer tratamiento significativo del 

espaciamiento dendritico fue presentado por Hunt, su modelo se baso en dos suposiciones 
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importantes: (1) una intercara dendrítica con brazos laterales se aproxima a una intercara 

en estado estable, y (2) condiciones de temperatura constante y composición líquida 

constante en Ja dirección del crecimiento dendrítico primario. Hunt derivo la fonna de 

las celdas siguiendo el procedimiento desarrollado previamente 191. Kurtz y Fisher 

~1 
(cm) 

10·• 

10»1-04~~~~~~~-1-04:--~~~~~__,,10• 

V (cm/seg·•) 

Figura 2.12. Espaciamiento celular como una 
función de la rapidez de crecimiento sobre 
aleaciones Al-Cu. Línea llena,. línea rayada, linea 
rayada-punteada; para Al-2.4 (G=27), Al-4.4 
(G=26) y Al-10.1 % e¡1 peso Cu (G=53 K/cm), 
respectivamente. 
(Kun and Fishcr, Acta Mctall.,29 (1981) 11] 

asumieron que la forma de la dendrita podía ser aproximada a un elipsoide, de manera 

que: 

R= 'A.'G,, 
3 !iT 

51 

(2.40) 



Asi, en el régimen de alta rapidez, los resultados predichos por las dos teorías 

difieren solo por una constante. Sin embargo, en el régimen de baja rapidez, estas dos 

teorías dan resultados diferentes significativamente. El modelo de Kurtz y Fisher predice 

un incremento en el espacio dendrítico primario con decremento en la rapidez a V = V es 

I k donde Ces= Gc)>L/ !:.To. 

Tabla 2.2.1 Parámetros del espaciamiento dendrítico primario 

Matriz So luto Valor del Valor del Ref. 
dendr[tica (% peso) exnonente"a" exoonente "b" 

Pb Sn 10-15 0.45 0.33 SI 

" Au8 0.44 --- 51 
" Sb 5-10 -- 0.35 34 
" Sb2-7 0.42 -- 34 
Al Cu 2.2-10 0.43 0.44 37 
Fe 0.4C,1Cr,0.2 0.2 0.4 52 

Mo . 8 Ni 0.19 - 53 . 0.6-1.SC, 1.1- 0.25 0.56 40 
1.4Mn . o.o3s e, o.3 0.26 -- 54 

Si 

De la misma manera se llevaron acabo estudios de la morfologia en dendritas de 

varias aleaciones base Fe solidificadas unidireccionalmente en estado estable, los 

resultados para el espacio de los brazos dendríticos se relacionaron con la ecuación: 

Los exponentes m y n para los brazos primarios se acercaron ligeramente a los 

valores teóricos (m = 0.25, n = 0.5). Como se muestra en la figura 2.13, sus resultados se 

sitúan entre las predicciones de los dos modelos (Hunt y Kurtz y Fisher). 
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2.2.3 CRECIMIENTO EUTÉCTICO Y FORMACIÓN DE LA ZONA 

ACOPLADA 

El sólido que se forma durante la solidificación puede adoptar varias formas 

morfológicas, y estas pueden ser presentadas en un amplio rango de tamaños. Las 

dendritas constituyen las mayoría de la microestructuras en muchas aleaciones, pero un 

número importante de aleaciones eutécticas importantes también se usan en la práctica. 

Las morfologías eutécticas se caracterizan por el crecimiento simultáneo de dos (o más) 

fases en el líquido. Se han llevado acabo estudios teóricos y experimentales extensivos 

sobre el crecimiento de eutécticos laminares, pero no ha sido posible llevar acabo 

detalladas comparaciones entre la teoría y la experimentación por que ciertas constantes 

fisicas (i.e. energía superficial y coeficientes de difusión) no son conocidas con un alto 

grado de certeza. 

Los primeros trabajos teóricos fueron enfocados a los estudios de los crecimientos 

de perlita. Tiller 1431 extendió su trabajo a otros eutécticos, pero en todos esos estudios se 

supuso arbitrariamente que las estructuras laminares crecian con el mayor espaciamiento 

(i.e. el espacio el cual da el crecimiento máximo o el subenfriamiento minimo). Tiller 1431 

predijo que el subenfriamiento (l>T), bajo la temperatura de enfriamiento eutéctica de 

equilibrio y la rapidez de solidificación (V) deberían ser dadas por la relación: 

l>T1 =BV (2.41) 

donde B es una constante. 
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Tabla 2.2.2 Resultados de subenfriamientos para eutécticos 

Eutéctico Referencia :Ji • l (K1 K1)v
1 

A.<!-Pb 4.4 54 
A11;1Sn-Sn 4.2 54 
Al-A!? Cu 0.73 54 
AJ-Alli.Mn 31.60 55 

Al-Si 25-63 56 
Al-Zn 1.5 54 
Bi-Zn 1.3 54 
Cd-Pb 2.6 54 
Cd-Sn 1.5 54 

>IS.O 57 
Fe-C >100.0 SS 
Pb-Sn 1.2 59 

4.1 60 
Sn-Zn S.2 54 

Más tarde se mostró bajo condiciones de estado estable que el espacio interlaminar 

de la aleación eutéctica CuAlz-AI era una función de la rapidez de crecimiento, V, de 

acuerdo a la relación: 

i..=AV'111 (2.42) 

donde A es una constante. Cuando Hunt y Chilton [59) llevaron acabo mediciones del 

espacio y subenfriamiento en el eutéctico en aleaciones Pb-Sn, reportaron ecuaciones 

similares para el subenfriamiento (6.T2 = 4 (&1&2) V; donde &¡ y &2 son constantes) y 

espacios interlaminares (A. 2 = &2 / &1 R). 

Algunos tratamientos teóricos [~JJ, especialmente los de Jackson y Hunt , del 
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crecimiento eutéctoide o eutéctico laminar o fibroso mostraron cierta relación entre el 

espaciamiento de la inteñase, :\., subenfriamiento, AT, para la rapidez de crecimiento, V, 

de la forma general: 

donde 

AT = K1 :\. V +!S. 
"' 

(2.43) 

ma. y mp son las pendientes de liquidus de las fase a; y 13, respectivamente,Co = Co"'+ Co 

Pdonde Co"', coP son la diferencia de composiciones entre el eutéctico y la solubilidad 

máxima de a o 13, P =En ""=t sen (nit/l+G)tn3, la relación G = Sa. / Sp de el ancho de 

las fases, Sa., Sp son la mita°d del ancho de la fase a., 13 y 0 es el ángulo en la conjunción 

de las tres fases, ver figura 2.13. 

La ecuación 2.43 describe la curva en la figura 2.14. Si se supone que el eutéctico 

cambia el valor de :\. a un valor de subenfriamiento mínimo, la diferencia de la ecuación 

2.43 con respecto a :\. e igualando a cero da las relaciones: 
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. z 

~/2 

Figura 2.13. Geometrfa de la inteñase eutéclica 
supuesta por Jackson y Hunl. 
[Jackson and Bunt, Tram ofMctalL Soc. or AIME, 236 (1966) 11291 

E:_=2(KK )111 

V"' ' • 

y llT • 2K, 

(2.44) 

(2.45) 

Como se reporto en la referencia 1441, las constantes de la aleación 89 = K1 / Ki. 

B10 = 2 CK1 K1) 112 y Bu = 2 K1 tienen magnitudes típicas de 10 µm 312 s112, 0.1 K112¡µ 
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mllZ y 1 µ mK, respectivamente (ver tabla 2.2.3). Tales cinétic:as de crecimiento 

eutéctico son importantes en la rapidez de solidificación tanto como un indicador de la 

rapidez en el frente V como en el crecimiento eutéctico ya que es un proceso competitivo 

para la formación de vidrios metálicos, fases intennedias cristalinas fuera del equilibrio y 

soluciones sólidas extendidas, especialmente cerca de la composición eutéctica. Los 

experimentos de crecimiento unidireccional en estado estable para un número regular de 

eutécticos muestra la evidencia de que las relaciones parámetricas empleadas por las 

ecuaciones 2.44 y 2.45 se cumplen cercanamente y las magnitudes de las medidas A. y 

AT indica que el crecimiento ocurre cerca de una condición limite. 

Los resultados correspondientes para los eutécticos irregulares tales como Al-Si y 

Fe-C indican que el espaciamiento promedio (A.) es usualmente muy grande siendo más 

grande que la de la mayoría de los eutécticos, los cuales se fonnan a la misma rapidez d~ 

crecimiento y más grande que la que predice la ecuación de Jackson y Hunt. En la figura 

2. IS, se muestra una gráfica de A.2V (una constante para un eutéctico dado) contra la 

fracción voluminica de 111 fase facetada. Las ecuaciones de Jackson y Hunt predicen 

valores grandes de A. 2 aún para eutécticos regulares cuando la fracción de volumen es más 

pequella que 5%. Se ve claramente de la figura 2.14 que los eutécticos facetados­

nofacetados típicos tienen espacios grandes cuando se comparan con los eutécticos 

nofacetados-nofacetados y las predicciones teóricas, se observa el mismo 

comportamiento para el subenfiiamiento de eutécticos cuando se comparan con el 

subenfiiamiento de eutécticos regul\ll'CS y las predicciones de las ecuaciones de Jackson y 

Hunt (ver tabla 2.2.2). 

La habilidad para mantener completamente el crecimiento eutéctico a altos valores 

de rapidez de crecimiento, V, y subenfriamiento < AT, depende de la fonna y relación 

que gobierna la zona acoplada El rango de composición y las condiciones de 
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solidificación las cuales dan una microestructura eutéctica completa ,son añadidas a la 

zona acoplada. Dos tipos de zonas acopladas se observan en aleaciones metálicas (ver 

tabla 2.2.4) 

La zona B de Kofler el cual siempre incluye la composición eutéctica, es tipica de 

los cutécticos nofacctados-nofacctados (donde ambas fase tienen una baja entropía de 

fusión y la zona-A, la cuál es distorsionada hacia el componente facetado, no siempre 

incluye la composición eutéctica y conduce a microestructuras inesperadas (i.e. dendritas 

de Al en una aleación hiper-eutéctica). Las zonas acopladas descritas por Kofler fueron 

observadas bajo condiciones de alto subenfriamiento (alta rapigez de crecimiento). 

Mollar y Flemings mostraron que la zona también ensancho bajo condiciones de alto 

gradiente de temperatura y bajo rapidez de crecimiento. 

AT 

Figura 2.14. Esquema del subenfriamiento en la interfase 
eutéctica de la relación (6T) I el espaciamiento interfacial ('1.) 
para una rapidez de crecimiento dada. 
(Flshcr antl Kun, Acla Mclall.,28(1980) 7771 
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Tabla 2.2.3 Dependencia del espaciamiento eutéctico, A., sobre la rapidez 
frontal, V, y subenfriamiento, ti.T. (W.Kun: and D.J.Flshcr,lnLMcLRcv.,516(1979)177) 

Sistema Bo=A.V112 Brn=ti.TN112 B11=A.ti.T 
Al-Ah Cu 10.S a 11.8 0.23 a0.107 0.24 a 1.26 

Al-Zn 
Bi-Zn 
Cd-Zn 
Pb-Ag 
Pb-Cd 
Sn-Ag 
Sn-Cd 
Sn-Pb 
Sn-Zn 

8.0 0.048 0.38 
8.3 0.042 0.38 
5.3 0.048 0.25 
11.0 0.14 1.54 
4.5 0.082 0.37 
16.7 0.134 2.24 
8.5 0.048 0.41 
5.5 0.129 0.71 
8.3 0.26 2.16 

x10~ T 

31 V Fibras 

1 
2 1 

1 A'V 
o Fe/C a Camphor I Napht 

(mm'/seg) \ 
1 
1 
1 

' ' \ 

a Succln / Born 
a Al-SI 

a Succln J Neop 

', . 
........... ___ • Laminas 

0'='0--"-'"'o .... 1--o:i.:.;--=c.f~-·-·-~:4-·­
v1 

Figura 2.15. Espacio interfacial, expresado como A,2V, dado 
como una función de Ja fracción voluminica para varios 
eutécticos. Los cuadros llenos son los cutécticos que siguen las 
predicciones (linea punteada). Los cuadros vacíos los que 
están fuera de las predicciones. 
(Fishcr and Kun, Acta Mclall.,28(1980) 777( 

59 



La figura 2.16 ilustra el origen de la zona acoplada distorsionada bajo condiciones 

de estado estable. Cada morfología de crecimiento, eutéctica o dendritas primarias (o 

ambas fases), tiene su propia relación rapidezltemperatura de interfase. Para derivar la 

zona acoplada de estas curvas es necesario aplicar un criterio de crecimiento competitivo, 

i.e. que la morfología tenga la temperatura de interfase más alta para una rapidez de 

crecimiento, o la rapidez de crecimiento más alta para un subenfriamiento. El rango de 

temperatura de temperatura, como una función de la composición dentro de la cual el 

eutéctico cumple esta condición, i.e. la zona acoplada, se gráfica usualmente en el mismo 

diagrama. De las consideraciones de el diagrama de equilibrio hipoeutéctico aislado, se 

puede pensar que las microestructuras consisten únicamente del eutéctico que se pueden 

obtener únicamente a la composición eutéctica exacta. 

De hecho, debido a las características de crecimiento de las dendritas y los 

eutécticos, estos últimos pueden normalmente crecer más rápidamente que las dendritas 

y por consiguiente independientemente del crecimiento de ellos en intervalo de 

condiciones de crecimiento. Esto ocurre durante el crecimiento direccional, cuando la 

temperatura en la punta de las dendritas es baja. Esto puede pasar a bajas y altas valores 

de rapidez de crecimiento, la zona acoplada representa la región temperatura/composición 

de crecimiento donde 1 os eutécticos crecen mas rápidamente ( o a más bajo 

subenfriamiento) que las dendritas de las fases a o J3 (Figura 2.16). Esta zona 

corresponde a una microestructura eutéctica únicamente, puede tomar la forma 

microestructural de un yunque (forma de A), donde el ensanchamiento más grande se 

detecto en experimentos llevados acabo a bajos valores de rapidez de crecimiento y altos 

gradientes de temperatura, y los ensanchamientos más bajos s~ encuentran a altos valores 

de rapidez de crecimiento, correspondientes a altos subenfriamientos. Dentro de la zona 

acoplada, un incremento en la rapidez de crecimiento desestabilizará la interfase sólido­

líquido debido a la presencia de impurezas. Esto lleva primeramente a la formación de 
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dos fases celulares y más tarde a la fonnación de dos fases dendríticas. Fuera de la zona 

acoplada, las dendritas primarias y eutécticos interdendríticos crecerán simultáneamente. 

Las zonas acopladas simétricas se asocian con los eutécticos regulares y reflejan 

un subenfriamiento similar de los dos tipos de dendritas primarias. Cuando el eutéctico es 

irregular, se le asocian los subenfriarnientos altos a altos valores de rapidez de 

crecimiento del eutéctico y la fase primaría facetada; comparnda con la de la fase no 

facetada que pennite establecer la zona distorsionada (Figura 2.16). El efecto práctico 

más importante de esto es que una microestructura completamente eutéctica se obtiene 

cuando una aleación de composición eutéctica solidifica lo suficientemente rápido. Como 

la zona se distorsiona en la fase se crean algunos tales como Si en e~ sistema Al-Si, por lo 

que es necesario usar una composición inicial la cual sea más rica que el CEU en el 

elemento facetado para obtener microestructuras eutécticas libres de dendritas. 

l .. 

Co ,G O 

¡JI 
1 

le 

"' 11 

to log Y___.. 

Figura 2.18. Origen de las zonas acopladas 
distorsionadas. 
(Kun and Fishcr ''Fundamcntals of solidincation"(1984)110J 
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Tabla 2.2.3 Zonas acopladas en aleaciones metálicas 

Eutéctico Microestructura Fase facetada Fase facetada 
(estructura\ 

Al-AloCo, R Aloco, Monoclínico 
Al-Ah Cu R Ah Cu Tetra2onal 
Al-Ah Fe 1 A11Fe Monoclínico 
Al-Al, Fe R Al<Fe Ortorrombico 
Al-Al•Mn 1 Al<Mn Ortorrombico 
Al-A11 Ni R Al1Ni Ortorrombico 

Al-Si 1 Si Cubico 
Ni-NhNb R NhNb Ortorrombico 

Sn-Bi 1 Bi Rombohedral 
Zn-Zn1<Ti R 

_.,. __ 
Comoleia 

Ait-Cu R --- ---
Cd-Zn R .......... ---
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CAPITULOII 

MODELO PROPUESTO 

En este capitulo se presenta a el modelo que constituye el -~unto de partida de 

nuestro modelo simplificado y se especifican las simplificaciones y consideraciones . En 

el ANEXO TI se presenta el algoritmo y el programa que pennite el calculo del modelo 

de Kurtz y así poderle dar solución. Una vez resuelto se procede a calcular algunas de las 

características microestructurales del crecimiento dendrítico en una aleación Al-Mn 

solidificada rápidamente a valores de rapidez de crecimiento cercanos e inferiores al 

limite de estabilidad absoluta. Finalmente se presentan el modelo para predecir la la zona 

de crecimiento eutéctico y las consideraciones que se tomaron para poder predecir dicha 

zona. 
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marginal y aplicando las soluciones de Ivantsov de transportel46J a partir de la ecuación: 

VZA+VB+C=O 

esta ecuación es la 2.32 mencionada anterionnente y se puede simplificar, si tomamos en 

cuanta a altos valores de rapidez de solidificación se considera que C = GL= O se tiene: 

donde 

VA+B=O 

A=~ 
P1D1 

B = mL C0 (J-kH'c 
D (1-(1-k) lv(P)] ~e= 1 -[ 

2
k ] 

1 +(2 % )2
• 1 + 2k 

donde A y B se toman los valores de la ecuación 2.321231, 

(3.0) 

La solución de la ecuación 3.0 requiere del conocimiento de la función de Iv(P), la cual 

es una función continua que depende del número de Peclet, en la literatura (3,301 se 

proponen soluciones a Ja ecuación de Ivantsov asumiendo que esta puede ser representada 

como una función discontinua que consiste de dos expresiones para nuestro caso, las 

cuales representan la dependencia del lvantsov en función del número de Peclet, una de 

ellas aplicable para el caso P<I y otra aplicable para el caso P>I. El número de Ivantsov 

fue la solución matemática de Jvantsov para la forma del paraboloide de revolución 

propuesta por Papapetrou, dando así: 

Iv = P exp (P) Et (P) 

donde, Et es una función integral exponencial, definida por: 
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lv = P exp (P) Et (P) 

donde, Et es una función integral exponencial, definida por: 

"' 
E¡(P)= fcip~-z>dz=-Ei(-P) 

p 

Su valor (figura 3.0) puede detenninarse por medio de series!lOJ: 

m (-l)"P" 
E1(P)=-0.5772157-ln(P)-L--

n .. t n*n! 

4P 
;::-0.577 -ln(P)+-­

P+4 

para valores intermedios de P. Para propósitos de calculo, una buena aproximación de 

Et(P) es!lOJ; para O ~ P ~ 1: 

donde 

ªº = -0.57721566 

ª2 = -0.24991055 

84= -0.00976004 

y, para 1 < P ~ co 

donde 

I(P)= P exp (P) E 1(P) 

a¡ = 8.573328740 

8z = 18,0590169730 

a3= 8.6347608925 

a4= 0.2677737343 

8¡ = 0.99999193 

83 = 0.05519968 

85 = 0.00107857 

P4 +a,P' +a,P' +a,P+a 4 

P4 +b 1P' +b 2P 2 +b 3P+b 4 
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b¡ = 9.5733223454 

h2 = 25.6329561486 

b3 = 21.0996530~27 
b4 = 3.9584969228 

(3.lb) 



La solución de la función de Ivantsov I(P), puede ser escrita de manera fracciona! 

I(P) 
p 

1 
P+ 1 

l+ 2 
P+--2-

1+--
P+ .... 

Truncando esta aproximación a la ceroesima, primera, y a términos más grandes, nos 

pennite varias aproximaciones: 

I-~ 
2

- 2P+l 

I~ = I(P)=P exp(P) E1(P) 

Estas aproximaciones se muestran gráficamente en la figura 3.0 

La figura 3. 1 muestra una gráfica de el número de Iv(P) vs número de P para la 

solución propuesta de las series (ecuaciones 3.1 a y b) en la cuál observamos que para 

este caso dicha solución condicional puede ser omitida para nuestro caso, dado que la 

gráfica de lv para P < 1 se aleja muy poco de la segunda ecuación, dando una pequeña 

diferencia que al aplicarlas al modelo se obtienen resultados con una diferencia muy 

pequeña, la cual no tiene efecto significativo sobre el resto de las variables, por lo que se 

puede simplificar este modelo utilizando sólo una solución (ec. 3. lb). 
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Figura 3.0. Gráfica de la función Iv(P) vs P. Para la 
solución de las fracciones comparada con la solución 
del00• 

[ W. Kurz and D.J. Fishcr "Fundamenta Is of Solhlification, 19841 

Así modelo inicial se puede simplificar un poco más utilizando sólo una solución 

del número de lvantsov. Por otra parte cabe señalar que en esta solución, aunque el 

parámetro de estabilidad cr * depende de la anisotropía de energía superficial, los 

resultados experimentales cr * no parecen mostrar dicha dependencia. Por lo que en 

nuestro caso toma un valor de cf* = 0.025 = 1/(2*n2) de acuerdo a [33][45). 
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h(P<l)--¡ 

Iv(P) j 

Figura 3.1. Gráfica de la función discontinua de lv(P) vs 
P. Donde observamos que para pequeños valores del No. 
de P ambas gráficas se comportan de la misma manera, 
pero a valores mayores (P>l} la primera función tiende 
hacia co lo cual se explica debido a el termino 
exponencial que tiene dicha ecuación. Pero la segunda 
función tiende a el valor de l. 

Para conocer los valores de las constantes A y B es necesario conocer las propiedades 

termofisicas del sistema Al-Mn por lo que estos datos son obtenidos de otras referencias. 

r = 1.08 X 10 -4 l<-mm [a de[6~1 y óSf de(6SJ] 

G = 10 K /mm para los experimentos por la técnica de UDS 163) 

D = 0.0024 mm2s-1 def62J 

k = 0.7 del61J 

m = 0.75 K /%en peso del61J 
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Para resolver ecuación 3.0 es necesario aplicar un método iterativo. El algoritmo 

propuesto se resume en el diagrama de flujo del anexo 11 en donde se incluye un listado 

del programa que permite alcanzar los objetivos inicialmente trazados. Una vez fijadas las 

propiedades termofisicas del sistema, el programa inicia pidiendo los valores de: 

-La concentración del sistema "Co" (% en peso e Mn) 

-Rapidez de crecimiento"Vs" (en mm/seg) 

La concentración es una variable para nuestro caso., por lo que se trabajan con las 

siguientes concentraciones 1.3, 2.11, 2.68, 3.18, y 4.84 % en peso de Mn, que fueron las 

de los datos obtenidos experimentalmente; de la misma manera los valores de rapidez de 

crecimiento van de 0.1 a 24 mm/seg. 

Para iniciar los cálculos, es necesario suponer un valor de radió dendritico, el cual 

impone un valor de P y permite resolver la ecuación 3.0. Con el valor de P se 

resuelve el lv(P) para así resolver iterativamente la ecuación 3.0 

Una vez resuelta la ecuación obtenemos el valor de R, P y lv(P) para así calcular 

los valores de CL (331, t.T[33J, es•, LK_F(23J, L-ttl9J, a partir de las ecuaciones 2.24, 3.2, 

2.37 y 2.38 respectivamente. Para validar el modelo se comparan los resultados teóricos 

con resultados experimentales reportados en la literatura (2) y se discuten. 
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Predicción de la zona de crecimiento eutéctico 

La zona de crecimiento eutéctico puede ser predicha partiendo del modelo 

propuesto por Jackson y Hunt[48], en el cual se puede conocer el valor de temperatura de 

crecimiento T G para el caso del crecimiento eutéctico a partir de : 

(3.1.1) 

donde TEu es la temperatura de equilibrio eutéctica, Vs la velocidad de crecimiento y A 

es una constante para un sistema dado. 

De la misma manera Kurtz desarrollo un modelo más complejo para describir el 

crecimiento dendrítico, representado por: 

(3.1.2) 

donde TL es la temperatura de equilibrio liquidus de la fase a o p, B es una constante 

que depende de la composición del sistema n depende de la morfología de c.recimiento, 

pero normalmente toma un valor cercano a 0.5. 

Partiendo de estos estudios podemos predecir la condición límite, en la cual una 

fase simple (i.e. la solución sólida a-Al) puede crecer a la misma temperatura que la fase 

eutéctica, esto se logra resolviendo las ecuaciones 3.1.1 y 3.1.2 simultáneamente, cuya 

solución es una unción de la velocidad de crecimiento 

TL -T,, = GD + BV,"-A V,"' v, 
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La constante A para el crecimiento eutéctico toma un valor igual a K(ab)112, 

donde a y b son constantes de Jos materiales que se pueden predecir teóricamente (ver 

ANEXO lll) y K es teóricamente igual a 2, pero se puede conocer el valor experimental a 

través de la gráfica de T G vs V s 112 de la ecuación 3.1. l donde la pendiente de Ja gráfica 

es A. Conocidos los valores de teóricos a y b podemos despejar el valor de K y conocer 

su valor experimental. 

El valor de B se calcula apartir de la ecuación 3. l.3 por substitución de los valores 

de T Eu , G y D, los cuales son valores conocidos y constantes, V s que es una de las 

variables experimentales a controlar por lo que tiene un valor conocido y se puede 

determinar a partir de estudios previos reportados en la literatura[2] (ver figura 3.11) 

donde se presenta la relación que guarda V s con respecto a Co , el valor de A es 

determinado previamente. Finalmente se substituye T L para las fases'a o 13 según sea el 

caso, utilizando expresiones del tipo: 

Ta(ºC) = 660 - 0.75 Co (%peso) y 

TJ3(ºCJ = 658.5 + 28.87(Co-2)º·'ª (%peso) 

estas son expresiones termodinámica que describen a el diagrama de fases del sistema Al­

Mn en estado estable. Conocidos los valores anteriores podemos despejar el valor de Ba. 

o B~ según sea el caso. 

De esta manera podemos predecir la zona de crecimiento acoplado a partir de estos 

modelos, donde algunas de constantes tienen que ser evaluadas de manera experimental 

para un sistema dado. Finalmente comparamos dichas predicciones con los datos 

experimentales reportados anteriormente en la literatural50J. 
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CAPITULO III 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

Partiendo del modelo propuesto se elaboro un programa que permite obtener para 

valores especlficos de Vs y Co los valores del radio dendrítico, el número de Peclet P y con 

este el número de lvantsov Iv. Conocidos estos valores se calculan las variables 

microestructurales del crecimiento dendrítico y se analizan los efectos que tienen la 

concentración y la rapidez sobre estas. Se presenta un modelo para predecir la zona de 

crecinúento eutéctico acoplado. Las predicciones de ambos modelos se comparan con las 

mediciones experimentales reportadas en la literatura [2]. El ANEXO 1 se presenta una breve 

descripción del procedinúento experimental, el cual esta fuera del alcance de este trabajo. 
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3.1 Resultados de los números adimensionales lv y P 

Los primeros resultados que se obtienen del modelo, son los que da solución al 

modelo de Kurz(JJJ obteniendo primeramente las gráficas del radio dendrítico como una 

función de la rapidez de solidificación, observando como se tiene una disminución en ei 

valor del radio con el incremento de la rapidez hasta llegar a un punto en el cual el radio 

empieza a incrementarse rápidamente, este punto es conocido como el limite de 

estabilidad absoluta (Figura 3.2). Además observamos que al incrementarse la 

concentración el limite de estabilidad tiende a incrementarse de una manera proporcional. 

1-.-~-~~--~~~~-~ ..... ...... ...... 
....... 
....... 111111 ...... ....... 

'''"' 0.1 ....... '''"' ''""' ...... ....... .... ,.. ....... . ..... ....... 
l 
~ 
~ 0.01 

: ~~¡¡¡¡¡ 'i~¡¡¡¡¡ 

;,; ::: 
...... 

0.001 

,'l,,!Fm.!!I 
0.0001-------------....... 

0.1 1 JO 100 

V[mmfs] 

Figura 3.2 Resultados del radio dendrítico 
R (mm), como una función de la rapidez de 
crecimiento Vs(mm/seg). 
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El siguiente valor obtenido es el número de Peclet vs Vs. La figura 3.3 muestra 

dicha gráfica en la cual podemos observar como P tiene una cierta tendencia a aumentar a 

medida que se incrementa la rapidez hasta llegar a un punto en el cual tiende a infinito, 

en dicho punto se ha llegado al limite de estabilidad absoluta. Otra observación que se 

tiene es que a medida que aumenta la concentración, el valor de la rapidez limite también 

aumenta, esto es claro ya que el P es una función lineal de R. 

u 
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.... ~~~~~ll~l~l~l,~.l~l~l~ll~l~~~ll~l~l~l~ll~l~l~l:~:¡~~~l~l:~:l~l~l~ll~l~ 
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..................................................... .................................................... 

.. . . ..... ............. ... 1:3 ... ..... . 

rnmrnrnrnnrnmm i~~gm 
:::::::::::::::::::::::::: ... :ua:: 
:::::::::::::::::::::::::~·-· :·~!'! ............................................ 

~HHHHHHHH~HH;ª:~=- ·.==:HH . ............................................ .. ................................. .. ............ .. ............................. -· .................. .. 
........................ .. .. ..................... . 

........................ :--················ 
0.1-1-~~~~-1-~~~~-1-~~~~-t 

0.1 lH 
'V(mnw'•J 

Figura 3.3 Resultados del número de Peclet 
vs Vs para diferentes valores de Co. 
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La siguiente gráfica presentada es la de Iv(P) (figura 3.4) vs Vs. Aquí el 

comportamiento de la gráfica va directamente relacionado con el número de Peclet, ya 

que observamos en esta gráfica, que a medida que aumenta la rapidez lv(P) tiende a 

incrementarse, pero llega a un valor de rapidez, en el cual tiende a uno esto 

matemáticamente indica que P ha aumentado de tal manera que el cociente en la función 

Iv(P) es uno, lo cual es otra manera de observar también que se ha alcanzado el limite de 

estabilidad absoluta; esto sería cuando P tiende a infinito. De igual manera que en el caso 

anterior aqui observamos que a medida que aumenta la concentración los valores de 

rapidez máxima también tienden a aumentar. 

J 

f.8 

~·.6 ..................................... . 
f,f •···••····••••·····•····••••••••·••··• 

f.2 ............................... ······· 

S . 11 JS :111 ;is JO JS 41 45 51 

vr-n 

Figura 3.4 Resultados del número de lv(P) 
vs Vs para diferentes valores de Co. 
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3,2 Formación de la sólución sólida a-Al. 

Las predicciones para el modelo de Kurz et al 123lpara caso la concentración de la 

punta Cs * ( = k CI *> en el metal y la temperatura de la punta, T*, esta dada por: 

e·= e, 
' [ 1 -p I,(P)) 

(3.2) 

y 

T'= T +me' - lr 
r ' R 

(3.3) 

La figura 3.5 muestra zonas de crecimiento estructural dominante como una 

función de la rapidez de crecimiento del frente de solidificación, Vs, y concentración de 

la aleación, Co, para aleaciones AI-Mn ricas en alwninio. Los valores de la rapidez de 

crecimiento en los rangos de 0.1-2 mm/s se llevaron acabo por la técnica de solidificación 

unidireccional de Bridgman (UDS). Los resultados para 2.5-24 mm/s son por la técnica 

de soldadura con gas inerte de tungsteno (TIG} mientras que aquellos para 21-290 mm/s 

fueron por la técnica de rayo láser (LSM) 1471 La figura 3.6 a-e muestra microestructuras 

de solidificación representativas para las aleaciones y condiciones estudiadas. 

Con los modelos anteriores propuestos por Kurtz se permitió la predicción de los 

valores Cs* y óT comparándolos con los valores experimentales. La figura 3.7 muestra la 

punta de la dendrita subenfriada de a-Al, óT, como una función de Vs para aleaciones de 

AI-1.3 y 2.11 % en peso de Mn por la técnica de UDS. Las predicciones muestran una 

buena concordancia con las mediciones como las correspondientes a la concentración de 

la punta C5* (por los resultados de UDS y TIG). La tabla 3. 1 muestra un resumen 

de las medidas 121 y predicciones para el crecimiento de soluciones solidas de a-Al 

extendidas y desextendidas (1.3% peso Mn) por los experimentos por UDS y TIG. 
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TABI.!\ 3.1 Re1mmcn de las mediciones experimentales y prcdieefones para el crecimiento 
~"- u_i_1_~ '!"_l~r:ion solida a-Al extendida y desexlendida (1.37. peso Mn) por los experimcnlos de USD v TIG 

C111'11p09lc:'IOndc \tJOC'1d•dd• Mediciones expcdmcntnlcs Predicciones 
I• •lntlt>11 crPCll't1I01nlo 
(":.vno) \'•l<11m.• .. ) Tcmp1:r•lun de A111i:itnl11 del C:one•ntroriclon en t.p•clo dc Alll'Di!lllO del C"Q11U11lr.clon cn t•pac10 de E•pac1Q d" 

tran11tlon Si:ll-Uq 1ubu1frl11:al01hlO i.,.111.1•,1ac-.ld1 b ctlda •Ubrnfrlarzi¡rnto 4 puob ~•la niela la CC'lde k~F la ;:dda H 
Te t•C) .\TlºJ) Ca t~ pno Wnl >.( poj lfrlºk) Ca t= peso Mn) >.l,µn:i) >i¡,,ra) 

1.Jo uns 0.102 Cl~O.PO :0.01 0.12 l..:?O:JO.O: 33.:) r1.11 O.J~ 1.0• 47.7 Zl!l.!I 
o.~u Cl:.tl.112 :0.12 0.;!0 J,24tll.O: 10.0 :0.10 ,_.., 1.10 31,0 '1.~ 

0.11:. ~e.iz.:u:. o.::7 1.24 ~0.03 115.0 :o.:o o.::. 1.ll io.3 IG,l 
1.010 B!le:n :0.12 0,jl) 1.2$ t0.03 1z.a io.:.o O.:!& 1.13 ~IU> U.11 
2.000 - - l.:>O t0.03 11.1 10.10 - 1.HI 2:.'1 12.:. 

TIG •.• oo - J..:S tO.IJ3 ll.IJ flJ.21J - t.20 lll..ll tO.:l 
4.1100 - - t.28:0.03 :5.:5 10.1, - uo 111.J ro.o 
7.aoo - - l.20!i10,0% ,,,!0.2tl - 1.%3 111.1 ..• 

11.1100 - - t.%7:0.02 o1.2 10.u~ - .... U.7 0.1 
t2.00Q - - 1.:rn10.04 -t.l t(US - '·"' u.ti 7.0 
1:5.-'ZOCI - - 1,211 t0.01 :s.e 'º·'" - , ... " .. 7.< 
19.~ - - l,u,&10,03 3.2 '0.lll - .... 12.G 7.1 
25.,00 - - 1.20 10.01 :?.11' 10.11 - 1.30 12'.0 ... 
2"1:100 - - 1.:04:0.03 2.a 10.11 - l.!IO IJ,? ... 

~· Z.l l UDS 
0.102 0~:0.12 D.20 2.0110.~ 10.110.0:1 .... 1.H .... .. .. 
0.:514 89.10 :0.07 º·" :.os t0.03 H.4 10.04 ._,. 1:n .... .... 
0."11:5 ~.oe:o.10 .... 

2.00 'º·º' 12..2 'º·' 0.42 1:n :n.1 lU 
J.010 Cl:l?.ti' !0.15 .... e.01 10.00 O.SI 10,2 0.45 J.79 30.4 Ul.7 
Z.000 - - 2.10 10.Q1 IU 10,J - t.IH z:i.a H.J 

TIG ol.!100 - - Z.0:51:0.024 5.0 :o.: - 1,00 21.1 u.e 
1).000 - - :e.oeo10.o:t0 ••• 10.1 - t.110 1'1.'1 0.7 ..... - - 2..~TiO.O:?G .... 10.:5 - t.117 17.:l ... 

u.eao - - 2.07:5~0.0H :u !0.10 - .... H.• O.D 
145.100 - - Z.08110.DJJ 2.? r0.11 - .... J5.~ ... 
:z-.ooo - - :.o;z:o.ou u:o.11 - .... H.1 7.7 
2'4.000 - - z.1o-c10,o:i:1 2.!I 10.20 - .... 13.0 1.0 

2.GB UDS 0.71:5 - - 2.as 10.~ 10.a 1020 - ·= 3'.t 19.4 
uua - - i.12 io.os 8.7 l(J.I - .... :12.2 17.7 
uoo - - 2.80 10.011 li.li :o.z - .... .... Hi.O 

3.18 UDS 1.720 - - ·:i.01110.03 o.? ~0.1 - .. ,.. .... .... 
z.ooo - - :s.10 :o.oz 4,1110,J - .... .... 15.G 

TIC ..... - - 3.0UiQ,OZl '·"" 10,ltl - .... 23.< 12.9 
D.000 - - 3.00Q:0,021 4.2 10.20 - 2.01 10,5 J0.7 ..... - - 1.0D010.DJ7 ol.J 10,JO - .... ID.2 J0.8 

11.1100 - - 3.IDl!O,o:o ,,: ~O.JO - .... 18.2 10.0 
18.100 - - :U:lt0.021 l.5 IQ,JO - .... Ul.8 ... ...... - - 3.t.5tt0.0~ ~ .. :0.12 - >Al 15.4 •.. 
24.000 - - 3.157:0.036 Z.t.5:.0.u - :S.Otl .... ... 

1.6-f TIG lr.!100 - - 4.711.510.010 ZI !0,0 - .... .... 11.1 
ll.1100 - - <f.'l'00!0.014 l.11 :0.10 - 4.olD 20.:: U.I 
18.100 - - 4.'79110,025 1.? :o.1a - "·'ª Jll.7 J0.3 ...... - - o1.111:ho.010 1.311020 - .... 17.3 ..• 
2U>OO - - -4.~HUl:\2 l.30t0.0:I - .... 18.9 ..• 
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Figura 3.5 Microestructura de solidificación como una función de 
la rapidez frontal de solidificación, Vs, y concentración de la 
aleación, Co, para aleaciones Al-Mn ricas en aluminio, por las 
técnicas de Bridgman UDS, TIG y LSM. ti) Presencia de partículas 
Al6Mn, (l.) microestructura completamente eutéctica , (•) solución 
sólida a-Al celular dendrítica primaria, (o)solución sólida a-Al de 
microsegregación libre. 
ll.A. Ju;lrcz. J ofMet.Sciencc 26 (1991)50051 

Algunos de las mediciones más altas de la concentración de la punta por los 

experimentos con UDS podrían reflejar una contribución de la difusión inversa del soluto 

~n el sólido solidificado el cual no es tomado en cuenta por el modelo. El contenido de 

Mn, Cs•. es una función de la rapidez de crecimiento para los experimentos llevados 

acabo por la técnica de TlG mostrando un pequeño incremento en el contenido de Mn en 

la solución solida con incremento en la rapidez de crecimiento (como V s se aproxin1a a el 

valor de Vab limite de estabilidad absoluta la concordancia con la predicción es excelente). 
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Figura 3.6 Microestructuras de solidificación representativas de las condiciones estudiaoas. {a) Solución 
sólida extendida a-Al en Al-2.11 % peso de Mn a 0.514 mm /seg, x 150. {b) Mierocstructura eutcctíca en 
Al-3.18 'lo peso de Mn a 0.714 nun /seg, xi OO. (e) A16Mn primario en solución sólida a-Al en Al-4.2 % en 
peso de Mn a 0.101 mm /seg, x 100. (d) Sección longitudinal de Al-2.0 % en peso tomada a 250 mm /seg 
(izq.)Micrografia elcctronica de transmisión de la microcstructura celular observada en esta aleación a esta 
rapidez. (e) Sección longitudinal Al-3.0 % en peso de Mn tomada a 400 mm /seg, (izq.) . Microgralia 
electronica de transmisión de la microestructura de microsegrcgación libre observada en esta aleación a 
esta rapidez 

(J.A. Juárez. J ofMet.Scienec 26 (1991)5007) 
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Figura 3. 7 Resultados del 6. T vs vs para diferentes 
valores de Co. para soluciones de a-Al, los puntos 
representan las mediciones121 

La interpretación de los resultados obtenidos depende de la temperatura 

punta de la dendrita , T• (resultados UDS), y del contenido de manganeso, Cs• en el 

sólido(resultados de UDS y TIG), como una función de Vs y Co se muestran en las 

figuras 3. 7 y 3.8, respectivame¡¡te, los cuales fueron obtenidos recurriendo a la teoría de 

crecimiento dendrítico. Esta dependencia esta de acuerdo con las predicciones, pero en 

ambos casos observamos que tanto la temperatura como la concentración en la punta, se 

encuentran por debajo de los resultados experimentales, lo cual se explica debido a la 

difusión inversa del soluto, la cual no es tomada encuenta por el modelo. 
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Figura 3.8 <•••••••) Mediciones121 y (--) predicciones de la 
concentración de manganeso, Cs*• determinado por un 
microanálisis como una función de la rapidez de crecimiento, V S• 

y concentración de la aleación, C0, para la solución solida a-Al 
celular obtenida por las técnicas UDS y TIG. (e)Al-1.3% Mn, (.) 
Al-2.11% Mn, (l)Al-3.18% Mn,(t)Al-4.8% Mn peso. 

Como se muestra en la figura 3.5, los resultados de Bridgman USO, TIG y LSM 

muestran que la solución sólida a-Al celular pude ser obtenida en aleaciones Al-Mn con 

contenidos de manganeso superiores que (CEu = 2.0 % peso Mn) la composición 

eutéctica. Anteriormente, Schaefer et al realizo algunos estudios en aleaciones de Al-

0. l, 0.25 y 1.0 % peso Mn, usando de un haz de electrones en el rango de rapidez de 

crecimiento fue de 10·2 a 1 m/seg y reporto una estructura celular libre para las primeras 
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dos aleaciones. Sin embargo, la rapidez de transición de una estructura celular a una 

estructura celular libre no se especifico. Las microestructuras de microsegregación libre 

se han reportado en aleaciones Ag-Cu a valores de rapidez de solidificación frontal de 

150 mm/s (Ag-1.0 % en peso de Cu) y 600 mm/s (Ag-5 % en peso de Cu). Las 

velocidades cercanas, a las de Ag-Cu y Al-Mn, están alrededor de 5 m /s nonnalmente 

asociadas a aleaciones diluidas con atraparniento de soluto. Sin embargo, las 

microestructuras de microsegregación libre se forman a valores de rapidez de 

crecimiento bajos por que se encuentran cercanos a los valores del limite de estabilidad 

absoluta, la cual puede ser predicha para una aleación dada, conociendo la concentración 

inicial, C0, si la rapidez de crecimiento, Vab. excede un valor critico dado por : 

v,. =m D {l·k) e, / k'r (3.4) 

Tabla 3.2 Predicciones de la rapidez, Vab. para el límite de estabilidad 

absoluta en la solidificación de las aleaciones Al-Mn, comparada con la rapidez 

observada , Vobs [21• requerida para la solidificación de segregación libre 

Aleación Vabt Vab2 Vobs Vobs Vobs 
(%peso) (k=0.7) (k=0.5) (mmsegº1) -- --

(mm segº1) (mmseg"1) v.h1 Vah2 
Al-0.5Mn 5.3 16.6 36 6.8 2.1 
Al-1.0Mn 10.2 33.3 58 5.7 1.7 
Al-2.0Mn 20.4 66.6 80 3.9 1.2 
Al-3.0Mn 30.6 100.0 100 3.2 1.0 
Al-4.6Mn 46.9 153.3 176 3.7 1.1 
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Las condiciones de estabilidad absoluta se han publicado para algunos 

experimentos por la técnica de LSM. La tabla 3.2 resume los valores de Vab predichos 

(para k=0.5 y O., 7) de acuerdo a la ecuación 3.6 y los compara con los valores de Vobs 121 

encontrados para solidificación de segregación libre de aleaciones Al-0.5, 1.0, 2.0, 3.0 y 

4.6 % en peso de Mn. Esta tabla muestra que las velocidades observadas en estos 

sistemas guardan una relación de 6, 5 y 4 (para k=O. 7). superiores que las predichas por el 

criterio del límite estabilidad absoluta para Al-0.5, 1.0 y 2-4.6 % en peso de Mn, 

respectivamente. Esto se puede considerar para presentar resultados más razonables en 

vista de posibles alejamientos en valores aplicados de k, m y D. Por ejemplo, una 

reducción en k de 0.7 a 0.5 virtualmente eliminara estas discrepancias entre los valores 

observados y predichos de V ab. 

3.3 Resultados para las predicciones de espaciamiento dendritico 

La figura 3.9 muestra el espaciamiento de la celda a-Al como una función de la 

rapidez del frente de solidificación y concentración inicial de manganeso. En la figura se 

muestra una dependencia más fuerte de :\. sobre Vs, que la predicha por los modelos de 

Huntl91 y Kurz y Fisherl2ll. Para los resultados de UDS, :\. a una rapidez de crecimiento 

fija se observa que disminuye con el incremento de la wncentración de manganeso 

mientras que los valores pred.ichos tienen un comportamiento inverso(ver[50]). 

Sin embargo, AT disminuye con el incremento de Co en este rango debido a un 

minimo en las curvas solidus-liquidus a-Al, a valores más altos de Co, :\. se espera que 

disminuya con el incremento de Co. Para determinar si o no se observa dependencia de A 

sobre Vs y Co a altas Vs se representan por una función simple de el radio de la punta de 

la dendrita predicha, R, como se detenninó por ejemplo, para las consideraciones 
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estabilidad marginal aplicadas a el desarrollo de Ja punta de la celda a altas velocidades 

Vs, Kurtz et. al [33J se muestra una buena aproximación para R para condiciones donde el 

número de Peclet es alto: 

R = 21t(__!!!:_ )lll 
VsATo 

(3.S) 

Esta ecuación predice que R disminuirá parabólicamente con el incremento de Vs 

y AT (o Co). En contraste, la ecuación de Hunt[9J y Kurtz y Fisherl23J para A.1 da, 

respectivamente 

A.,= 2.SJ ( kA~ Df )"1 e·"' 
s 

(3.6) 

y 

A. = 4.l( AT. Df )"' c·m 
1 kV, 

(3.7) 

mostrando una dependencia sobre el gradiente de temperatura, G, que esta ausente en la 

ecuación 3.5, una menor dependencia sobre Vs y un incremento en A.¡ con el incremento 

de ATó Co. 

La figura 3.10 muestra una gráfica de RV112, 2RV112 y 3RV112 contra la 

concentración de la aleación, Co, junto con las predicciones de las ecuaciones 3.6 y 3.7 

para A.¡ V112• Los datos experimentales para A.¡ muestran una excelente concordancia con 

la dependencia de Co predicha por la ecuación 3.5 mientras que las ecuaciones 3.6 y 3.7 

86 



pronostican un incremento en :\.¡V112 con el incremento de Co, el cual no se obseiva en 

este caso. Mientras hay la posibilidad de que un mínimo en las cuivas solidus-liquidus en 

a-Al extendida en algunos valores más altos de Co, podría invertirse la dependencia de la 

concentración pronosticada por las ecuaciones 3.6 y 3.7 en este rango de concentración. 

Figura 3.9 ( • , • , 1 , • , + ) Mediciones121 y (-(cc.3. 'J,­
(cc.3. 'lJ)predicciones del espaciamiento celular, :\.1, como una 
función de la rapidez de crecimiento, Vs, y concentración inicial de 
Mn en la aleación, Co, para la solución solida a-Al celular obtenida 
por las técnicas Bridgman UDS, TIG LSM. (+) Al-0.5% Mn en 
peso,(e)Al-l(LSM)-l.3(UDS y TIG)% Mn,( )Al-2(LSM)-2.ll(UDS 
y TIG)% Mn, (•) Al-2.7(UDS)% Mn, (1) Al-J(LSM)-3.18 (UDS y 
TIG)% Mn, (•) Al-4.8(TIG)% Mn, (•) Al-4.6 (LSM)o/o Mn. 
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Figura 3.10 RV112, 2RV112, 3RV112 y A.¡V112 gráficado contra Co 
junto con A.¡ 8V112 y A.tK-rV112 de acuerdo con las ecuaciones 3.11 
y 3.12, respectivamente. Los puntos experimentales121 son valores 
promedio, con los rangos de dispersión mostrados para los rangos 
de Vs estudiados para cada concentración de aleación, Co. (e) 
UDS,(•) TIG, (•) LSM. 

3.4 Crecimiento eutéctico acoplado 

Las condiciones limitantes para una fase simple (i.e. la solución solida a-Al) 

crezca a la misma temperatura que un eutéctico se obtienen resolviendo un sistema de 

ecuaciones simultáneamente para dar la velocidad de crecimiento limitante como la 

solución siguiente: 

88 



(3.8) 

Los valores predichos (ver tabla 3.4) para a=0.269 µm K y b=0.000403 Ks µm·2 s 

muestran una dependencia de la composición dando asi un valor de K=5. 78 comparado 

con el valor teórico de 2. Los valores de Ba y Bp (Tabla 3.4) se encuentra a partir de B' 

como una función de la concentración de la aleación Co para una solución sólida 

extendida a-Al y la solución primaria consistente de A16Mn con sitio en la zona acoplada 

de a-Al/eutéctico(EU) y A16Mn/EU en las fronteras como se muestra en la figura 3.11 

que fue obtenida de la ecuación 3.8 por la substitución de A'=5.78(ab)112, Ta(ºC) = 660 -

0.75 Co(% peso), To(ºC) = 658.5 + 28.87(Co-2¡º·18 y TEU = 658.5 °c. Obteniendo de esta 

manera el valor de Ba(0.043+- 0.003 K sl/2 µm·ll2¡ . 

Tabla 3.3 Análisis de las mediciones del eutéctico Al-A16Mn conteniendo 
3.18 % en peso de Mn [l.A. Juárez. J ofMct Scicnce 26 (1991) 5007] · 

Velocidad Temp. de \.'tlockf•dde Espacio de 6TIV112 )..ylll AT). !J.T/V).. 
de transición ., ... interfase {Ksl/Jµm·lll) (Jlml/28'112) (Kµm) (KSµm-2) 

crecimiento Tc<°CJ tnfriamltnt.ot.o/i ).(µm) 
Vmm/1r~ TI"' 

o.to2 657.8±0.10 0.60 1.75±0.09 0.0595 t7.7 1.05 0.00336 
0.514 657.1±0.10 1.35 0.94±0. ºª 0.0595 21.J 1.26 0.00279 
0.715 656.8±0. 09 1.61 0.65±0. 07 0.0602 17.3 1.04 0.00347 
1.010 656.5±0.10 1.96 0.49±0, 07 0.0617 15.5 0.% 0.00399 
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Figura J,11 Estructura de solidificación en función de la velocidad 
de crecimiento Vs, y concentración Co, en aleación de aluminio Al­
Mn.P,.,o)[2 ].~Al6Mn primario,(<>,.t) eutéctica ~)solución sólida 
a-Al. 
[J.A. Juárcz. l ofMct Scicnce 26 (1991) 5007] 

Tabla 3.4 Velocidades limite Va, VP para el crecimiento de a-Al primario y Al6Mn 

primario como una función de la concentración de la aleación Co, con los parametros 

derivados de B para el crecimiento dendrítico de a-Al y Al6Mn . 

Co V11 vp a b A-S.7l(1b)lfl 811 Bp 
t•/. ncso J\tnl (mm/sel!) Cmm/scl!) CumKl C10-<tKs 1m1·1n) K.~llJ 1n,-ll1 Kl'ilfl 1m·lll Kl'ilf1 1m·lfl 

2.11 0.10 . 0.300 2.39 0.0490 0.0408 . 
2.68 0.65 0.25 0.293 2.57 0.0591 0.0391 1.410 
3.18 1.01 0.51 0.269 4.03 0.0602 0.0293 1.509 
4.26 2.00 1.15 0.255 5.55 0.0688 0.0310 1.667 1 

4.84 5.90 1.80 0.254 5.65 0.0690 0.0423 1.606 1 
5.08 7.00 2.00 0.235 6.41 0.0737 0.0461 1.595 
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C0 ('.1t%Mnl 

Figura 3.12 Diagrama de fases Al-Mn rico en aluminio, mostrando 
la zona acoplada predicha para el crecimiento eutéctico a-Al­
A16Mn. 

El valor de Dn (1.56 ± O.ll K s112 µm· 112¡ es significativamente más grande que Da 

donde se requiere un subenfriamiento más grande para sustentar el crecimiento de la fase 

facetada de una estructura relativamente de cristal complejo. Esos valores de Da y Dn 

pueden ser empleados para d~rivar las temperaturas de crecim ien~o en los limites de 

concentración para el crecimiento eutéctico acoplado por la substitución de V5 de la 

ecuación 3.8 dentro de la ecuación 3.1.1 o 3.1.2 con n=l/2. Los resultados de la zona 

acoplada se sobreponen sobre el diagrama de fases de la figura 3.12 y sobre la gráfica de 

V5 vs Co en la figura 3.13. 

91 



0.1~-~--~---~--~ 
3 4 

C0 lwl%Mnl 

Figura 3.13. Predicción de Ja zona acoplada comparada con Ja 
microcstructura de solidificación como una función de la velocidad 
de crecimiento, Vs, y composición de Ja aleación, Co, para 
aleaciones Al-Mn ricas en aluminio. (•) Al6Mn primario, (•) 
eutéctico, (•)solución sólida a.-AJ. 
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CONCLUSIONES 

El presente modelo presenta una aceptable predicción de los resultados teóricos 

con los experimentales para sobre aleaciones Al-Mn solidificadas rápidamente. 

La gráfica del radio R como una función de la rapidez de crecimiento para las 

diferentes concentraciones muestran un comportamiento decreciente a medida que se 

incrementa la rapidez de crecimiento pero llega a un punto en el cual aumenta 

rápidamente hasta infinito lo cual indica que se ha alcanzado el limite de estabilidad 

absoluta. 

Las mediciones de la temperatura de crecimiento y de la concentración de la punta 

de la dendrita sobre la rapidez frontal, Vs, y concentración inicial de manganeso, Co, 

para una solución sólida extendida por solidificación rápida se encontró muy cercana a 

las predicciones de la teoría de crecimiento dendritico. 

La solidificación de segregación libre fue obtenida a velocidades de frente de 

solidificación que se incrementaban con el incremento en la concentración de manganeso. 

Los valores pronosticados de la rapidez requeridos para el crecimiento de estabilidad 

absoluta de la solución sólida extendida a-Al (para k = 0.7) son de cuatro a seis veces 

más bajo que los determinados experimentalmente, esto puede ser razonable si se 

considera la incertidumbre de los datos de diagrama de fase y de difusión. 

La disminución del espacio celular con el incremento de la rapidez de crecimiento, 

se acerca a las predicciones. Se observa que los valores disminuyen con el incremento en 

los niveles de manganeso el cual requerirá un mínimo en la curva solidus-liquidus de a­

Al a valores altos de Copara que sea consistente con las predicciones. 
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Las medidas de el subenfiiamiento (tabla 3.3) como una función de la velocidad de 

crecimiento ( > 0.1 mm s"1) para el eutéctico a-Al-A16Mn junto con ías mediciones de 

las velocidades limite para el crecimiento de las fases a-Al y Al6Mn en función de la 

concentración de la aleación, han sido usadas para derivar los valores de los parámetros 

A y B del crecimiento dendrítico de a-Al y A16Mn, y las correspondientes temperaturas 

de crecimiento contra concentración en las fronteras de la zona acoplada para el sistema 

a-Al-Al6Mn dando una buena aproximación con los resultados experimentales. 
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ANEXOI 

PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL 

Se fabricaron las aleaciones Al-Mn con concentraciones de 0.5, 1.0, 1.3, 2.0, 2.11, 

3.0, 4.6 y 4.84 % en peso de Mn, a partir de un alwninio de alta pureza y manganeso 

electrolitico en un crisol de grafito al vacío, calentado con un horno de gas. Se le hizo 

pasar un fluido de hexacloroetano para poder remover algunos óxidos atrapados y gases 

pudieran llegar a disolverse, después de esta operación la solución se paso a un molde de 

acero de 25 mm de espesor, 127.5 nun de ancho y 370 mm de largo. 

La solidificación direccional se llevo acabo por la refusión a través de la técnica de 

inducción de las aleaciones, en crisoles de grafito de 3.2 o 1.6 mm de diámetro interno. 

Las muestras trabajadas por la técnica de TIG y LSM se fabricaron por la técnica de 

rolado en caliente, produciendo lingotes de JO mm de espesor. En las soHdificaciones por 

TIG se trabajaron cuatro de las aleaciones entre 1.3 y 4.84 % Mn a valores de rapidez de 

crecimiento Vs entre JO y 40 mm/seg y en las solidificaciones por láser LSM se 

trabajaron cinco aleaciones entre 0.5 y 4.6 % Mn a valores de rapidez de crecimiento de 

50 y 500 mm/seg .. 

El gradiente de temperatura del frente de solidificación se determino como una 

función de la composición, por medio de un termopar recubierto de alumina inmerso en 

el metal. Las micorestructuras de solidificación se determinaron por el pulido y ataque de 

las secciones longitudinales. Las microestructuras de solidificación resultantes se 

caracterizaron por un microscopio electrónico y uno óptico, una microzonda y un 

difractometro de rayos X 
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El parámetro a de la solución solida 11-Al se detennino por medio de un 

difractometro, usando una radiación CoKa y extrapolación cos20 . Los contenidos de Mn 

de la solución 11-Al extendida se detenninaron para cada una de las condiciones de 

proceso, a través de la medición de por lo menos 15 puntos por el microanalisis de un 

microscopio electrónico, usando puntos de 64 nm. 
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ANEXO JI 

DIAGRAMA DE FLUJO 

it=3.1416 ,cr*=0.025 
r=o.00010s,1r-o.1 
m=·0.75,D=0.024 
R=R+0.0001 

1t'f 
A=-­

P'D' 

B = mL C, {l·k) l;c 
D (l·(l·k) Iv(P) ) 

~ = 1 ·[ 2k ] 
e 1 +(2 % )' · 1 + 2k 

Z= V*A+B 

SI 
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CL = Co I [1·(1-k)"Iv] 
Cs*=k CL 
AT=m CL-2r /R, G= 10 
1i.K-F = 4.30 (AT D r I k Vs)ll4 o-1/2 
AH= 2.83 AT D r ! Vs 114 Q-1/2 
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LISTADO DEL PROGRAMA 

ClS : '--------·-··-·---·-·-fM!RADA Of OATOl------·-----·--------

LOCATE 10, 10: PRIMT 'PROGRW PARA CALCULAR ALGUNOS PAR/JIEIRIJS FISICOS EM' 

LOCAIE 11. 10: PRINT 'El mcmmo OfMORlllCO OURAlllE LA SOL!Olf!CACIOll' 

LOCATE 12. 10: PR!NT 'RAPIOA. PARA UHA ALEIC!Oll Al-111 A oumms YELOCIOAOES' 

LOCA!E 15, 10: PRIHT 'DE EMfRl/JllEMIO Y 1 DE In.DANDO UH VALOR lHICIAL SUPUESTO' 

LOCAlE 14. 10: PRIMI 'DE R!ll!O OEKORll!CO' 

LOCA!E 21, 10: IMPUl 'Prtslona <EMIER> para cont lnuar'. ES 

CLS : LOCllE l. 10: PRIMl ·ccimmom OE EXPERinEMlllES' 

LOCAIE 10, 10: INPUT 'COllcenlracl6n de la aleaci6n 1 óe 111 Co=': C 

LOCA!! 11, 10: INPUI 'Velocidad óe crecl1lento 1•/sl Ys=': Y 

LOCAU 11. 10: !NPUI 'Radio dendrltico supuesto lllll R•'d 

m, soro 100 

90 LOCAIE 10, 20: PR!Ml 'r··---···-····--------·---------··-1' 
LOCATE 11, 10: PRINT 'I ESPERA UN Ml1EMTO I' 
LOCATE 11, 20: PRIMI 'I I' 
LIJCAIE ll, 20: PRINI ''-····----------------------·---··-··-.J' 
LIJCATE 12, 21: PRlMl '!•': l 

lOCATE 12, 10: PRlNT 'R=': R 

100 R = R + .00001 

6DSUB 1000 

lf l < O THEM GOTO 200 

lf l > O JHEN 6010 90 

100 R • R - .00001 

PRlKT , 1: PRINT • R 
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60SU6 1000 

lf Z < O THEM 6010 200 

et = e 1 11 - 1.l • IVll 

es· .1 •et 
l • 660 - .75 ' Cl - l2 1 .000108 1 RI 

Y • sso - .75 • e 
V• Y - l 

J • .75 •e• 11 - .11 1 .1 

lN • lOOO • 7.8! 1 1.7 1 J 1 .OOll 1 .000!08 1 YJ ' .21 ' 10 • -.5 

llF • JODO• U • !J' .0021 1 .OOOJOB 1 l.7 1 VII • .15 1 JO· -.5 

m , tocm JO. 10: PRm • r--···-----------------------·······-············-··-,-·--·-····1 • 
lOC!IE 11. 10: PRIMT 'I R ES U l l AD OS OBTEN 1 O OS i' 
lOC!IE 12. lO: PRINI 'I ¡· 
tocm ll. 10: PRINI 'I I' 
lOC!IE lt lO: PR!Nl 'I I' 
tocm 15, lO: PRINT 'I I' 
lOCAlf 16. lO: PR!Nl 'I I' 
lOC!lE 17. 10: PRINT ''-·······················-··-··········--·············-··········_,' 

lOC!lE 12. 11: PRIKI 'VeJ !11/sJ=': V 

lOCATE !l. \!: PRIMl 'No. Peclet •': P 

lOCAlf ll, 11: PRIMT 'No. lmtsov•': IY 

lOCAH ll. 4!: PR!Nl 'Radio luel •': R 

lOCA!E 11. 11: PR!Nl 'Valor de es•=': es 
lOCATE 11. I!: PR!Kl 'Valor de delta!•': U 

lOCAH 15, 11: PRIHT 'l-lf•': lU 

lOCATE 15, ll: PR!Kf 'l·H•': lH 

lOCATE 16, 30: PR!Xl 'l•': Z 
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60!0 2000 

1000 P • V 1 R I .OOIB 

1v = 1p • 1 + a.mm 1 P • 1 • 18.mom 1 P • 2 •e.mm 1 P • .mm1 / 

IP • 1 • "513322 1 P • 1 • 1s.u21s61 1 P • 2 • 21.oms 1 P • 3.9S8m1 

A • .00126 / IV • 2 1 1 • 21 

o= -.15 1e1 .1 

EC • 1 • U,I I 1111 • tl9.178 I P • 211 • .51 • 1 t l.111 

F • ,0021 1 11 • 1.l 1 !VII 

t•DIEC/f 

1•V1 A 

r •a 

1. ¡ >K 

IEIUllM 

2000 END 
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ANEXOllI 

Predicciones de la temperatura de crecimiento eutéctico como una función de V. 

Jackson y Hunt modelaron el problema para describir el crecimiento eutéctico, obtenido 

en las condiciones limites de máxima velocidad y mínimo subenfriamiento. 

<TEu·Tc)/Vl/2 =A =2 (a b )112 y A.Vli2=A' = (a /b )111 

donde a y b se pueden calcular a partir de: 

a=2m -·~~-· +~~~ -[r seno r, seno,] 
f. m. f, m, 

y 

donde 

P = ±[sen'(n 7r
1
/,)] 

~1 (n7r) 

ñi = mamp / (ma+m¡¡ ) , r 11 = a11TEUIAH11, rp = apTEull>Hp, m11 y mp son los 

valores de las pendientes de las fases a y p. cr11 y crpson los valores de las energías 

interfaciales, 9aY 0p son los valores de los ángulos en la unión de la interfase entre las 

fases a y p. normales a la interfase al (l. f aY fp son las fracciones en volumen de las fases 

a y (len el eutéctico,AHa y ll.Hp son las entalpías de fusión de las fases a y p ,TEu es la 
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temperatura eutéctica ( en el equilibrio ),AC es la diferencia de concentración de las 

fases a y p a TEu, y Des el coeficiente de ~ifusión del soluto en el metal a TEu. 

Para los casos como 11 AJ.AJ6Mn donde cr11 y a¡¡ toman valores muy cercanos, 

podemos hacer la aproximación de o-a.sen 011=ap sen 0p = a11¡¡12 para dar; 

- [ 1 1 ] a=ma.,,TEU --- +----
!. m0 M/0 f, m/JH11 
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