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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Planteamiento general del problema de dis
persión en un sistema de dos cuerpos. 

En el problema ele dos cuerpos podemos siempre hacer la descriprión clescle 
un sistema ele referencia montado en una ele las partículas, a la que podemos 
llamar cc11tm dispersor. Cuando la fuerza decrece suficientemente rápido con 
la. distancia., Pntonr<'s la trayectoria de la otra partícula tiene un rompor
tami<'nto más "sPnrillo" ruando está ll'jos del centro dispersor c¡ue cuando 
está relativa.mente cerra d<' c\I. En la teoría de dispersión uno está interesado 
en describir las trayectorias ruando c\stas están muy alejadas del centro, de
jando dr lado lo qu" le ornrrP a la trayectoria en las cercanías del centro 
dispersor. 

En el problPma dP dispersión uno tiPrw la im1igen dP una partícula que se 
acC'rra al rPntro dispPrsor y que tiPnr una fuerte interarrión con éstr alrrde
dor, digamos, del tiempo I = O. Para t --+ -oo la partícula se aproxima 
desde distanria.~ muy lejanas y para t --+ +oo la partícula se encuentra otra 
vez muy all'jada del centro dispel'sor. Es dl' interés el poder parametrizar 
de manera aderuacla la trayPrtoria ruando t _, -oo y cuando t -+ +oo. La 
manera en que esto SP harP PS encontrando una dinámica que describa el com
portamiento a.~intótiro clP la traypctoria ruando t --+ ±oo. Los parámetros 
asociados a Psa dinámica ( c¡uP SI' clPnomina rliuámicn libreó tli11ámicn c11nsi
librc) se pueden ver romo rondiriones "iniciales" en t = ±oo y surge el 
prolilema ele encontrar hajo qué> roncliriones una solución a estas condi
riones "iniriall's" existl' y es tínira. Otro prohlema <1ue interesa es r.ómo se 
pueden relacionar los parámetros asociados a la trayectoria en t = -oo con 
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aqndlos en t = +oo. 
Si a horclamos el problema en el cs¡mrio ele /ns fnsc .. E = lR6 = { (x, p)} 

entoncl's se l'ncuentra que los parámetros qn<' raractl'rizan el compor
tamiento asintótico de las trayectorias en t = ±oo son puntos clP dicho 
l•spario fá.sico. Ahora, si el punto {a, b) E E parametriza el comportamiento 
asintótico ele una trayectoria cuando, p. ej., t -> -oo entonces uno debe 
poder relacionarlo ron algún otro punto (x, p) E E que corresponda al es
tado ele la particula en algún tiempo dacio finito, digamos en t = O. Se debe 
entonces construir un ope.rador que relacione estos dos puntos de E; a este 
op<'raclor S<' Ir llama o¡icmrlor r/c onr/11 (por analogía ron sn homólogo en la 
teoría clr dis¡wrsión en mecánica r.uántira). 

La manPra en que ahora uno C'stahkce la relación entre los parámrtros 
(puntos en E)1 d<' la tray<'ctoriaen t = -oo -"entracla"-ron aquellos ele la 
trayrctoria cn 1 = +oo -"salida"- no <'S otra rosa qne una transformación 
ele E --> E. Esta transformación se rano ce romo la 8-lmnsf ormnción ( ó 
S-mnll'i:). Uno ronstrnye esta S-transformación a 1iartir de> los operadores 
ele oncht. 

1.2 Notación y resultados preliminares. 

1.2.1 Reducción del prob~ema de dos cuerpos al de uno solo. 

Si consideramos la clis¡wrsión asociada a la inll'racrión entrP dos partículas, 
siendo clirha intl'racrión dependiente 1ínirnml'nte ele 1'2 - I'¡, r2 - Ti. ó 
derivadas sup<'rior<'s ele la diferencia ele los Vl'rtor<'s cln posición ele las 
¡iartírula.~ c>ntonrrs la lagrangiana tP111lni la forma: 

L = T(il, r) - ll(r, i·, ... ) 

doncll' r = r2 - r 1 y R es el vc>ctor de posición cll'I centro cJp masa (ron ésto 
tenemos seis coordenadas inclepenclientes correspondientes a los seis grados 
de lihertacl del prnhlrma). La cnergía cinética es: 

T = ~(1111 + m2)R2 + T' 
2 

donde cl primer trrmino cs la energía rin~tirn dl' tra.~lar.ión del centro de 
ma.~a y T' es la enrrgía cinétira respecto al centro ele masa: 

(1.1) 

10 1 más precisamente, puntos en Eo - rl conjunto definido en la pag. 5. 
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sieudo r\ y r~ vectores de posición relativos al centro de masa. 

y análogamente 

, r1 m1 + r2m2 m2 
r¡ = r¡ - 711¡ + m2 = - 711¡ + 1112 r 

I 111¡ 
r2 =---r 

m1t7ll2 

Substituyendo (1.2) y (1.3) en (1.1): 

1 ( 1 1 ) ( 1 1 )-
2 

•2 1 ·2 = - - t - - t - T = -JIT 
2 m1 m2 m1 1112 2 

donde ¡t = ( 1/1111 + 1 / m2 ¡-1• Tenemos así: 

L m1 + m2 fl.2 1 ·2 C!( . ) = --
2
-- + 211r - r,r, ... 

5 

(1.2) 

(1.3) 

El lagrangiano no rontiene términos de R, por lo que el centro de masa se 
moverá uniformemente (o no se moverá.). Las eruaciones de movimiento que 
contengan a r --o sus dNivadas resperto al tiempo- no contendrán a R 
ó R. Por lo tanto no será relevante la información ele R rontenida en el 
lagrangiano y podemos tratar a. nuestro sistema romo un problema de una 
sola partícula ruyo lagrangiano será: 

L = ~¡tf2 - Cl(r, r, ... ) 

que rorresponclr a una pnrtírnla de mnsa ¡1 = 1111 m2/(m1 + 1112) y posición 
r = r2 - 1·1• Estr es el Histrma equivalente de "un ruerpo". 

1.2.2 Trayectorias en el espacio de las fases. 

Representaremos rada estado de estC> sistC>ma mediante un punto en el es
pado de las fasPs :R¡;, denotado de ahora en adC>lante como "E", Este punto 
estará re¡1rC>sentado por rl par (r, v), la posirión y velocidad de la partírula. 
Por siinpliddad supondremos quC> su masa ¡1 es igual a la unidad, así que no 
distinguiremos entre vrloridad y momrnto. 

Ya que hrmos definido E dC>finamos Eo, un suhronjunto de E que nece
sitaremos má.~ aclrlantr: 

Eo = { (r, v) E E 1 v ,PO} . 
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Definirrmos ahora la transformación -ó evolución en el tiempo- que 
determina la trayectoria por la que se mueve un punto en E, de acuerdo al 
ram¡io de fuerzas al que está sometida la partícula de nuestro sistema: Sea 
(11 : ~ x !J1 __, ~.la dincí111ir11 de intcmcción, tal qui' 

ll1(ro, vo) = (r(t), v(t)) 

donde r(t) satisface la ecuación de Newton 

f(t) = F(r(t)) ( 1.4) 

bajo las ronclirionrs inir.ialrs 

1'(0) = ro, r(O) = 110 (1.5) 

(y donde u(t) = 1'(1)). 
También ronviene definir ahora 8/01 : E x !J1 -> E, la dinámica libre, 

como 

slº1(r, 11) = (r + 11!, 11). 

1.2.3 Condiciones suficientes para la existencia y unicidad de 
la solución a la ecuación de Newton en todo tiempo. 

Es sahido (véa.~r [7, p.1'13] y [R, p.149]) que las siguientes concliciones sohre 
el cam110 de ínrrza son suficirntes para asegurar que VI. E ( -oo, oo) existe 
una 1ínira solución a la rr. ( 1.4) sujeta a las condirionrs iniciales (1.5)¡ 
clirhas rondirionrs son: 

IF(r)I ::; e para todo r ( 1.6) 

IF(r) - F(r')I ::; Dulr - r'I si Ir - r'I ~ 1 y lrl < R. (1.7) 

Supondrl'mos (1.6) y (1.7) a lo largo del presrntc trabajo. 

1.2.4 Existencia y Unicidad de "soluciones de dispersión" 
pa1:a el caso de fuerzas de corto-rango. 

En el ra.~o de í1wrzas dr corto-rango la clesrripción drl comportamiento 
asintótico de la.~ "solurionrs de dispersión" es partirularmente simple, pues 
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dicl10 comportamiento se puede aproximar satisfactoriamente mediante la 
dinámica libre s!ºl. Concretamente, si la fuerza satisface 

IF(r)\ 
IF(x)- F(y)I 

lx-yl 

$ cr-2-• para tocio r y e> O 

$ Dr-2-•' para todo x,y con 
x,y ~ r y e1 >O 

(1.8) 

(1.9) 

es sabido, según se estudia en [2], que a todo (a, b) E Eo le podemos asociar 
una 1í11ic<1 solurión r(t) ele la ecuarión ele Newton tal que 

1_!!~~lr(t)- bl == o 

1.!!~:X. lr(t) - a - btl == O 

(1.10) 

(l.11) 

(y un resultado sim~triro cuando t --> too). A los parámetros a y b los 
podemos ver como condiciones "iniciales" en t = -oo para la "solución 
ele dispersión" r(I). Podemos reescribir (1.10) y (1.11) en una sola linea, 
diciendo que a rada (a, b} E Eo le corresponde un {r(O}, r(O)) E E tal que 

(1.12) 

Esta ecuación sugier<' que clrfinamos la transformación fL : E0 --> E tal 
c¡uc fL(a, b) = (r(O}, i·(O)) don ele (r(O), r(O)) satisfarc ( 1.12). Una definición 
análoga tendremos para !1+ 1 en el raso en que t--> too. A n±, que como 
vemos es un mapeo inyectivo, se le ronore como el 0¡1cmdor de onda. En [2] 
se establt'ce ta111hir11 "l sig11ie11tl' rl'sultaclo: 

(1.13) 

1.3 Objetivo y estructura de la Tesis. 

El objetivo rentral ele! presente trabajo <'S presrntar la generalización ele los 
resultados para la fuerza ele corlo-rango que hemos descrito arriba, para el 
caso de fuNzas ele largo-rango, i.r., ruando la fuNza tir.nde a cero cuando 
r--> oo romo r- 1-n (1 >a> O). 

En rste sentido, "l prrsente trabajo (y partirularmente los capítulos clos 
y tres) serán 1111 r>stnclio y análisis di' la investigarión llevada a rabo por 
Ira. W. l!Nhst. 1'11 [I], clonclr> ahorcla la tarr>a <¡111' hemos nwnrimrnclo en el 
párrafo antNior. (Vrans" las "NotaR"). 
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Esencialmente, queremos exponer como se ¡nwcle C"onstrnir 1ma cliurímica 
cua..•i-lib!'c (romo se verá, la dinámica libre ya no funcionará rn este ca.so) 
que describa hirn el comportamiento a.sintótiro de la "solución de dispel'sión" 
cuando t-+ ±oo, así como exponer romo se puede ronstrnir un oprrador de 
onda análogo al que. hemos mencionado arriba y que sea 11na f.mn.".fomwción 
rcmrjuicc1. 

En el capítulo dos, con el cual se inicia propiamente la lrsis, discuti-
111os la construcción de la dinámica ruasi-libre Eiº) que aproxi111a bien el 
ro111portami<>nto a.sintótiro d<' las soluciones de dispersión y q11n permite 
rarar.trrizarlas mediante un punto (11, b) rn E de manera análoga a romo 
orurrc> rn el raso de fuerzas d<' rorto-rango. Se define tambirn, provisional-
111entr, rl "oprrador dr onda" W ± q11e satisface una ecuación de la forma 
(1.12), a saher, la ce. (2.1.5). l\ste W± no satisface.ni, sin embargo, una 
eruarión romo la (J.13) y tampoco será (en grnrral) una transfor111ación 
canónica. 

En el ra.pítulo tres discutimos la ronstrnrrión de otra diniímirn r.ua.si
libre que pcr111ila ronstrnir asu vez <'i oprrador íl± que rumpla tanto ron una 
eruarión de la forma (l.l:l) ro1110 ron la rxigenria ele srr una transformación 
ranónirn. Para dio nerrsitaremos liarer nuís restrictivas las rondirionrs im
puestas sohrr el potencial. Disruti111os ta111hicln en este rapítulo rl concepto 
dn completitud <18i11tótic11. 

En el capítulo r.uatro estudiamos la S-transfor111ación para el raso de 
fuerzas de corlo-rango. Aquí el objetivo es sohunentr ilustrar ro1110 se apli
r.an las nociones desarrolladas en los dos capítulos anteriores sobre el ope
rndor dr onda para la rnrart.rrizarión dr la S-transfor111arión y rl desarrollo 
drl ronrrplo dr ..ccción rfirn:: ele: r/i.•1ic1'.•Í<Ín. 

El rapít11lo ruatro l'Slá esenrialnwntr ha.sacio en el l'Stuclio c¡ur de la 
S-lransformarión haren Mirhael H.erd y ílarry Simon 1'11 [:l, seer. Xl.2]. 

En rl apéndice se dan algunas drfiniciones importantes <111c si' utilizarán 
a lo largo dr toda Ja obra, a.sí como algunos teoremas de er.uariones difcren
rialrs ordinarias y un ll'orema de análisis no-lineal que necesitarl'mos. 

Finahnent<', en las "Nola.s" (pag. 75) detallamos las referencias biblio
gráfiras rn las que se basan cada una de las partes de este trabajo. 



·Capítulo 2 

Caracterización de las 
soluciones de dispersión 

2.1 Existencia y Unicidad de soluciones de dis
persión bajo fuerzas de largo rango. 

En este capítulo vamos a estudiar las soluciones a. la ecuación de Newton: 

x(t) = F(x(t)) 

donde el campo de fuerza satisfare las siguientes hipótesis: 

F(x) -(\IV)(x) ron lim V(x) =O (2.1) 
r-oo 

IF(x)j ::; k(1 + lxn-1-
0

, 1 >a> O, <t-1 ~entero. (2.2) 

lº:¡(x)I 
Dx i 

::; k( 1 + lxn-i-n (2.:l) 

(Observemos que (2.2) y (2.3) implican las condiciones (I.6) y (1.7), 
suficientes para asegurar la existencia y uniridad de la solución a la ecuación 
ele Newton ha.jo la condirión "inicial" {x(lo),p(to)) = (xo,po) para un t0 

finito.) 
La icl!'a rPntral ele estt> rapítulo es la ele mostrar como puede un punto 

(a,p) en E rararl.t>rizar el "romporta111iento a.~intótico" de l!1(x,¡i) cuando 
t -+ ±oo, donde (x, p) l'S otro punto de E. Para que podamos hablar de 
1111 "romport.amiento asintótiro" nl'rt>sitamos que la x(t) en la expresión 
(x(t),:i:(I)) = U1(:1:,¡1) sra una solurióu "no-a.rotada" (ruando t-+ ±oo) dr 

!J 
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la <'cuación el<' Nrwton. Debe.n entonces definirs<' los subconjuntos E± e E 
talrs qun si (:r., p) E E± entonc('s la x(t) sea no-acotacla ruando t-+ ±oo. 

Es claro que si E((x,p)) < O, donde E == ~p2 + V(x) es la <'Ucrgía 
total, ('ntonr<'s la x(t) estará confinacla a una rrgión acotada. Así purs, 
en la clefinirión de E± es necesario peclir E ~ O. Y, romo SI' verá en las 
clemostracion<'s que drsarrollaremos en este capítulo, es conveniente pedir 
que la energía sea estrictamente positiva. Definimos entone.es 

Definición 2.1 

E± = { (xo,110) E ~~6 I V(:r.o) t ~P~ >O; 

(x(t),¡1(t)) satisface Tiiñ lx(t)i = oo} 
1-±00 

<1011rlc (:r.(t),¡i(t)) = ll1(xo,Po). 

Para que mm. solución a la ecuación ele Newton se.a "dr dispersión" ¡iecli
remos que no esté arotacla cuando t--. -oo ni cuando t __. oo, ambas concli
rionrs. El conjunto de puntos ele.>! espado fásko que pertrn<'ren a "soluciones 
de dispersión" quedará entonces definido como 

ObservPmos que por cons!'fvación de Ja energía ¡1(t) se <'ncnentra siempre 
a rotado. 

Vamos a VPr ahora romo pod<'mos caractNi?.ar PI comportamiento 
a.~intótico ele una solución de dispersión. Este será el ohje.to de los sigu
i<'utrs clos lrmas y el t<'Or<'llla de <'Sl<' rapítulo. 

Lema 2.1.1 Ammiamo.• (2.1), (2.2} y (2.3). E11t01wcs (x0 , Pu) E E± _.¡y 
sólo ,,¡ (x(t), p(ll) = ll1(xo, Po) .. afofacc: 

lim p(t) existe y c.• no mtlo. 
1-±00 

Pr11Pba. liaremos la demostración para E_. 
=>) Supongamos que p{t) 1~ pi O. Entonces 

p(t)=pt¡(t), con 1(t)--> O. 
i--oc 

S!.'a lo < O tal que h(t)i S '111/2 'v't < to. 

=> f
1

1(t) dt = ku + {' ¡(t) dt 
lo 110 



CARAG'l'ElllZACIÓN DE LA SOL. DE DISPERSIÓN 

donde k0 = ¡¿o 7( t) clt¡ es decir 

PP.ro para t < Ir¡: 

lfo' r(t)dtl $ lkol + lt r(t)dtj 

IJ'' 1(tl dtl $_ [° b(t)I dt $1~1 (to - t) 

$1~ 1 (ltl - ltol) 

Por lo tanto',.cle (2.4)y (2 .. 5): 

ll p(l) dtj = !fo' pdt + fo
1 

r(t) dtj 

~ 1~1° d1i-ll r(t)t11j 

~ IP!ltl- lkol + l~lltol - l~lltl 
l~lltl - lkol +!~lito! --+ oo 

t--oo 

11 

(2.4) 

(2.5) 

Y romo 3:(1.) = x(O) + ¡¿ p(t) dt, hemos demostrado que l:r.(t)I-> oo cuando 
t-+ -oo¡ ad<'más E= tp2(1) + V(x(t)) = tri2 > O. Por lo tanto (:r.o,Po) = 
(x(O),p(O)) E L. 
<=)Supongamos !JU<' (xo,¡iu) E~-· E11tonrps ITiñ1--00 ix(t)I = oo y 
E( (x(O), p(O))) > O. 

Parn probar c¡ur ¡1(1) --> p clehrmos usar la rondición (2.2)¡ pero para 
que nos sra útil nrr·Psitamos una <'stimacióu c¡ue nos diga que lx(tJI "' ltj. 
De her.bo tenemos c¡ur para !ti s11firi<'11t<'111ente gran ele se cumple 

lx(t)12'.~ltl (2.6) 

La den1ostrarión dr rsto es un poro trrnira, por lo que la dejamos para la 
serrión 'l.:l. -

Jlarrmos vrr al1ora c¡nr el<' (2.6) sr sigue c¡ue existe el límite cuando 
t - -00 dP 

p(I) =Po+¡' F(a:(s))d,q 
Ju 

(2.7) 
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y qn<' rstC' lí111itc c!C'fine el momento asintótico p: 

(2.8) 

Sea To < O tal que (2.6) se cumple para tocio t < To. Sean t¡ < t2 < T0• 

Tendremos que si F; es la j-ésima componente ele F, 

cuanclo1 ti, t~ ..... -oo. 
Por rl criterio c!C' Cauchy ronrluimos que limt--oo Jci F;(x(s)) 11.< existe. Por 
lo tanto C'l Jímitl' de (2.7) existe y queda definido por (2.8). Restando (2.8) 
de (2. 7) tl'nrmos, para t :S O: 

lp(t) - PI ILº F(x(,q)) dsl 

:S k l.'° (1 + lx(.·)i)-1-ct "·· 

Para l. < To rontinuamos: 

Por lo tanto 

l1i(I) - ¡il :S k loo lx(,q)l-l-ct rl.• :Se loo lsl-l-ct d.• 

:S ca-JIW" 

p(t)- ¡i = O(IW"), (ltl-+ oo) 

(2.9) 

(2.10) 

Y además, romo p(t) l'S acotado, tC'nC'mos que lp(I)- PI :S lr(t)I + lrl < oo 
para toda t :S O. 

1 Aquí hemo• U••<lo I• fórmula elemental J,'' 1•1-P d• = (fi - 1 ¡-11.•1'-P si {i f. 1 y I'ª'' 1 ,.,, 

11<12 <o. 
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Entonces el momrnto asintótico pes distinto de cero, pu('s de lo contrario 

tendríamos para !ti graneles, (abreviando e' = ~): 

r'itl :S lx(t)I = lxo + [º p(s) ds + ¡;. O(lsl-") dsl 

:S Co + c"itl1
-" 

para constantes C0 y e" adecuadas. Así, como a < 1, tendremos que para 
!ti ...., oo será válida la d('sigualclad 

c'itl::; 2c"¡1¡1-<>. (2.11) 

Pero (2.11) es imposible para !ti suficientemente grande. Por lo tanto el 
momento asintótico ('S distinto ele cero y ('! lema queda demostrado. O 

Corolario 2.1 Sen (xo,po) E E:1:, (x(t),p(t)) = U,(xo,Po). Entonces 

lim ( l!t+T - ll1)(xo, Po} = (p±T, O) 
t-.±oo 

donde p± f: O es rl momento asintótico r/r. p( t) c111mr/o t ...., ±oo. 

Prueba. 

y es claro que ¡i(t + T) - ¡i(t)...., O. o 

Una wz estahleciclo ('f lema 2.1.1 tenemos a nuestra traye.ctoria asintótica 
caracterizada, al menos parcialmente, por el momento asintótico p. Una ter
cia más df' mímc>ros rc>afes nos permitirá tl'rminar de caracterizar la trayec
toria asintótica, romo Vl'l'l'lllOS a continuarión. 

Lema 2.1.2 A.•11mar1w.• (2.1), (2.2} y (2 .. 9). Si (x 1(0), p1(0)), (x2(0), P2(0)) 
están ru E:1: y ambas M1li .. fnrm 

1 _!!~!x,p¡(I)- p =O; i = 1,2 (2.12) 



14 CAPÍTULO 2, 

c11to11ccs pnm t _, ±oo 

p¡(I) - P2(t) = O(jtj..:1
-") (2.13) 

y rJ:islc 1111 urctor a E ~3 tri/ que 

(2.14) 

Si a= O cutonrc.< x1(t) = x2(t). 

Pruf'/¡¡1., Prohamnos la proposición para (x¡(O),p¡(O)) E E_. Sea t.(t) = 
x2(t)- :r.1(1). De la hipótesis lwcha sobre los p¡(t) y ele (2.10) tenemos 

1t.ul1 = l(Pi(t) - p) + (p- v2(t)ll $ l11i(t) -111 + l11i(t)- vi 
= O(jt¡-"). (2.15) 

Ya que IA(O)j, jt.(O)I < oo y b.(I) es rontínua tendremos q1w 

¡t . , 
t.(t.) =Jo t.(s) ds + t.(O) 

está aro ta da para todo t E [T, O] y cualquier T < O fijo. Y para t --+ -oo se 
tendrá 

Por lo tanto 

lt.(t)I = lt A(s) el.•+ /.:1 $ [ O(j.•1-") rl.• + lkl 

$ clt11
-" + k'. 

!t.(1)1=O(1 + ¡1¡ 1
-"). (2.16) 

Pero esto está lejos de garantizarnos que t.(t) tiende a cero cuando t-> -oo. 
Sin embargo, todavía no hemos usado la condición (2.3); ahí está la clave. 

Obsrrvemos que de la ec. ele Newton y del hecho que b.(t)-> O cuando 
t -> -oo (hipótesis) se sigue 

(2.17) 

Sabemos que F(:r.2(·•))- F(x1( s)) = DF(fl(:r.2(,•)-x1 (.•))donde~ está entre 
:r.2 y :r.¡. Ya qun tanto :r.2(s) romo :r.¡(.•) cumplen ron una desigualdad de la 
forma (2.6) tendremos que la ronclirión (2.3) implica 
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De (2.17) tendremos entonces 

. ¡1 IA(.q)I 
IA(t)i :=:; {J -oo (1 + isl)2+<> ds (2.18) 

Probaremos ahora. que IA(t)I está acotado para tocio t < O¡ razonamos 
por inclurción. Sabemos, de (2.15), que 

(2.J!l) 

con n = l. Asmnamos (2.I!J) para un n arbitrario pero bajo Ja condición de 
que 1 - noc > O. Dr Ja misma forma en que demostramos (2.16) tendremos 
ahora que 

IA(,q)I = 0(1 + ¡,q¡J-n"). (2.20) 

Para t ~O tendremos, ele (2.18), 

¡¿(t)I :=:; f)' 11 ¡,q¡i::: d.<= {J' 11 !s¡-1-(ntl)n ds 
-oo ¡,q¡ -oo 

= fi'[(n + l)nr1ltl-(11+1)cr = O(jt¡-(11+1)")' (2.21) 

así que iterando obtenemos que IA(t)I = 0(1 + w-11
'") con 1 - n'a <o y 

por lo tanto IA(t)I está arotaelo para todo t < O. 
Pnro si IA(.q)I es arotaclo entonces (2.18) implica que para t-+ -oo 

así que hemos demostrado la mitad del teorema. Por otro lado observemos 
que si 11 < 12 ~ O trnclrrmos 

cuando 1 . .,1.2 -+ -oo. Por lo tanto (criterio ele Caud1y) existe a tal que 
jA(t) - ni 

1
=;,., O y sr cumple 

(2.23) 

cuando I -+ -oo. 
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Qurda sólo por demostrar que si a = O entonces ó(t) = O. Asumamos 
<L =O. Sea llóllT = sup1<T ló(t)I. Para T sufirientmwnte negativ<t y t :S T 
vrremos qur (2.18) implka 

IA(t)I ::; fJllóllT L"' (1 + ¡ .• 1)-2
-" d.• 

:S fJll.6.llT Í.,
0 

lsl_2
_" cfa = fJ'llóllTlt¡-1-a 

Y romo, de (2.2:!) 

l.6.(t)I = lf
00 

A(.•) el.•\ :S [J'llóllr L
00 

¡_.¡-1
-" cls 

= f3"11611Tlt¡-" :S fJ"llóilTITI-" 

cnonres, para T suficientemente negativa, 

(2.24) 

ron r < l. Entonces ó(t) = O para todo t < T y la unicidad ele la 
solución a la rruarióu de Newton nos dice x1(t) = x2(t). Esto termina 
la demostración. O 

V<'amos que\ es lo que nos dice <'1 lema 2.1.2. Todas las trayectorias con 
el mismo momrnto a.•iutótiro ¡1 forman una ri<'rta "familia" de trayecto
ria.~. Si ronoremos un miembro xo(t) ele esta familia entonces cualquier otra 
trayectoria ron el mismo momento asinté>tiro queda rarartcrizacla ele manera 
1111ívora por <'1 Vl'rtor a E !R~ tal que 

a= lim (x(t) - xo(I.)) 
t--oo 

(2.25) 

Como hemos visto en la introducción, en el caso de fuerzas ele corto 
raugo, la x0 (t) en (2.25) puede ser sustituida por la "dinámica libre" pt, 
pues en ese raso <'xiste el lim1--00(x(t) - pt) y <'ste determina de manera 
unívoca, junto ron el momento asinté>tico, a la trayectoria x(t). 

Vamos a tratar ele construir, para el caso general de fuerzas ele largo 
rango, una función z-(p, t) análoga a la dinámica libre tal <¡ue el límite 

lim (x(t) - z-(71, t)) 
t--oo 

(2.26) 
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exista y ele.fina ele. 111ane.ra ímica, junto con el momento asintótico p, la 
trayectoria x(l). 

PoclPmos decir que. nuestro trabajo ya está hecho, pues una x0(t) c¡ue 
satisfaga 

±a(t) = p + {,,, F(xa(t)) (2.27) 

será un miembro ele la familia de trayectorias con momento asintótico p 
que garantiza la existencia del límite (2.26) con z-(p, !) = xa(t). Pero 
obviamente no es interesante definir la z-(p, t) ele esta manera, pues no 
simplifiraría en nada la descripción del comportamiento asintótico ele la 
trayectoria. 

Sin embargo, podemos iterar (2.27) nll'cliante una sucesión de funciones 
{z;¡(p, t)} tal que z0(p, 1) sea la dinámica libre pt y tal que tocias la.~ z;; (p, t) 
pasen por rl mismo punto (digamos, por el origen) en t = O. 

Toda esta discusión se aplica también, claro está, al caso t -> too. 
Así, dl'finamos la ecuación de iteración 

(2.28) 

bajo las condiciones zt(p, t) = p, z;!'(p, O)= O. 
Demostraremos l'll e.l siguiente teorema c¡ue. no es nec.e.sario llevar la 

iteración hasta infinito y que podemos hacer 

(2.29) 

donde N = [1/n]. 

Teorema 2.1 A.•11111111110.• (:J.J), (::!.::!)y (::!.:J). Entonce.• paro cada2 (a, p) E 
Ea c:r.istc un único (xt,Pt) E!::± tal que lf1(xt,pt) = (x(± ¡(t),ic± ¡(t)) n,p n,p 
.•11ti.'if11rc 

(2.30) 

(2.31) 

E i1111mamcntc, .•i (xt, Pt) E E± entonce.• Clr(xt, p~) = (xfn,p¡(t),ifn,rl(t)) 
pnm n/g1í11 1íniro (a, p) E :!::a. 

2 Eo ¡¡¡ E\((.r,¡•) l 1• =O} 
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Prueba. Jlarelllos la demostración para t _, -oo y omitiremos el superíndice 
'-' para. qnP ésta sea más legible. Para la prueba necesitaremos <>stableccr 
1m·a estimación para la difer!'uria entrl' ZN(p, t) y ZN-1(Jl, t) para JtJ grandl's, 
a.•í romo una <'stimación de la forma cu qu<' tiende a infinito JzN(P, t)J mando 
t ~ -oo. Se puede dcllJostrar que si JpJ ~ e > O eutonrl's existen e, ó > O y 
to < O, tocios clepl'nclil'ndo ele e, tales que para todo t < lo 

lzN(¡¡,t)-ZN-1(¡¡,t)J ~ cJtJ1-N" 

JzN(]I, t)J 2'. óJtJ 
(2.32) 

(2.33) 

La demostración el<' esto la dt'jamos para la última sección de este capítulo, 
lema 2.2.2. 

Definamos ahora Cr como l'I conjunto de funciones y : (-oo, TJ __, ~3 

que satisfaren lJYlJT = SllJlie(-oo,TJ Jy(t)I $ l. Cr es eutoncl's un espacio 
métriro colllpll'to. Definamos el mapco 1/in,p,T(Y) romo: 

(1/•a,p,T(y))(f) =loo [
00

[F(zN(p,s) +a+ y( .. )) - F(ZN-1(71, .. ))J d.•dr 

(2.34) 
para 1 $ T. Vamos a utilizar las ers. (2.32) y (2.33) para probar que V'n,p,T 
es un lllapeo rontrartivo de G'r sobre sí misllla para una T suficic.ntemente 
negativa. Sea !(y,.•) el integrando ele Ja er. (2.34) con y E Cr: 

l(y, .•) F(zN(p, .•)+a+ y) - F(ZN-1(p, .•)) 

= [F(zN(]J,.•) ta t y) - F(zN(¡1,,.))J t 
t[F(zN(p,.•)}- F(zN-1 (¡1, "))] 

D<' la rondirión (2.3) y la <'r. (2.:J:!) t<'n<'mos, para J.•J graneles, 

JF(zN(p,.•) +a+ y) - F(zN(p,,q))J $ k1 J.•¡-2-"Ja + yJ, 

Como y E G'r, Ja + yJ está a.rotado y tendremos 

JF( ZN(p,.•) ta t y)- F(zN(¡1, s))J $ k2J.,¡- 2
-" (2.35) 

Por otro lado, de la er. (2.32) y la condición (2.3) 

JF(zN(p,s))- F(ZN-1(p, .•))J $ k¡J .. ¡-2-"clsl1-Nn (2.36) 

Como 1 - N ri > O en ton res, para J.•I sufirient<'lneiite grande', la suma ele. los 
miembros izquierdos cll' (2.:llí) y (2.36) pu<'de sl'r adt'ruadamentc estimada 
por un término con la misma forma qnl' d mil'mbro dererho de (2.36). Así, 

(2.37) 
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Por lo tanto, 
(2.38) 

De manera análoga consideramos '1,11a,p,T(Y~)-.Pa,p,T(Y1 )! con Y1, Y2 E Cr. 
De (2.3:l) y la rendición (2.3) tenemos, para !si graneles, 

jF(zN(p,.•)+ a+ Y2(s)) - F(zN(p, s) +a+ y¡(.•))j::; 

:S kals1-2-"IY2(s) - Y1(s)j 

por lo q11P 

lll/1a,p,T(1/~) - V'a,p,T(1/1 lllr ::; ra!Tl-"!1112 - YI llr (2.39) 

Si escogemos T tal que c21Tl1-(N+I)<> :S 1, ca!TI-" < 1 entonces {2.38) y 
(2.39) nos clken que V'a,p,T es un mapeo contractivo ele Cr sobre sí mismo. 
Por el principio del mapeo contractivo, teorema A.1, 1/10,p,T tiene un único 
punto fijo y E Gr. Definamos 

X(a,p)(t) = ZN(p, t) t ll + y(t) 

con y el punto fijo c!P V'a,p,T en Cr. Entonres 

x¡.,p¡(t) = ¡i+ Loo F(ZN-1(p,.•))rl.•+ 

+ [}F(zN(p,s) +a+ y(t))- F(zN-1(p,s))] d.• 

= ¡i + /
00 

F(x¡a,p¡(s)) rl.• 

(2.40) 

(2.41) 

así que x¡.,1,¡(t) satisfare la er. dP Newton. (2.30) se sigue inmediata
mente ele (VI 1) y (2.:ll) se sigue ele que !y(t)i -. O cuauclo t -+ -oo, en 

·virtud ele la ec. (2.34) y ele que y(t) = ¡/10,p,T(y(t)). Entonces existe el 
(x0, 7i0) = (x¡.,p¡(O), :i:(n,p)(O)} busrado. Este punto es además único, pues 
si no, st>a (x'(t), :i:'(t)} = U,(x01

, ¡i01
) ron ±'(t) -+ p y x'(t)-zN(P, t)-a-+ O. 

Tendremos entonr<'S qu<' x'(t) - x¡ •. 1.¡(t) -+ O y el lema 2.1.2 nos diría. 
(x0', p0') = (x0 ,¡i0). 

Finalmente, si (xo,¡10) E E_ queremos encontrar (11, p) E E0 tal que si 
(x(t), p(t)) = ll1(:r.o, ¡io) Plltonces 

t~~~ jp(I.) -1il o 

1 ~~~ i:r.(I) - :(¡>, t) - ni = O 
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Por el lema. 2.1.1 existe p :/:O tal que ¡i(t) -> p, así que sólo falta encontrar 'a'. 
Sea b c.nalquim rlemento dt> ~3 y asociemos a Ja parPja {b, ¡i} la. trayectoria 
:i:(b,p¡(I.) tal que rumpk ron ecuaciones de la forma de (2.30) y (2.31); en 
1mrlir11lar ht rorr<'sponcliente a la primera, i.e. lim1--oo l:i:¡b,p¡(I) - PI= O, y 
el ll'l1rn 2.1.2. nos dicen que existe e tal que 

!:i:(b,p)(t) - x(t) - el -> O. (2.42) 

Sl'a a= li- r. Afirmamos que ésta es Ja 'a' que necesitamos. Por lo ¡ironto, 
la 11l'imcra parle ele esta demostración nos pl'l'mite asegurar c¡ue a la pareja 
(ci,1J} le podemos asociar la trayectoria X(a,p¡(t) tal que se cumplan (2.30) y 
(2.:ll) (para t-> -oo). Así c¡ue basta demostrar que :i:¡n,pj(t) = x(t). Pero, 
seg1\11 hemos dicho, 

y ya teníamos 
!x(b,p)(t) - z(lJ, t) - bl _, O. 

Estas dos iíltimas expresionl's implican 

lx¡a,pj(t} - X(b,p¡(t) +el -t O 

Entoncrs, ele (2.42) y (2.43), 

lx(t)- x(.,1.¡(t)I ~ !:i:(•,p)(t)- x(b,p)(t) +el+ 
+ !:r.(b,p)(t) - :i:(t) - el -> O 

l-t-00 

(2.43) 

y, otm vez por el kma 2.1.2, J:(t) = X(a,p¡(t). Esto trnnina la cfomostradón 
del tror<>ma 2. J. o 

El teorema anterior nos permite parametrizar ( ó caracterizar) las trayec
torias no arotaclas para t --+ ±oo mediante la dinámica aproximada E~º), 

Y así el tPOTt'llla que acabamos de demostrar se puecle parafrasear diciendo 
que para toda trayectoria (x*(t),p±(t)} no acotada (en t = ±oo) y con 
energía positiva l'Xiste un (1iniro) punto (a,¡1} en Eo tal c¡ue 

(2.44) 
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Y como hemos estahlericlo también que a cada (a,p) E :Eo le corresponde un 
(único) punto (x±(o),p±(o)) tal que (2.44) se satisfaga, podemos definir el 
mapco W±{a,p) = (xt,pt) donde {x~,p~) satisface (2.44)(con x±(o) = x~, 
¡i±(O) = ¡it). L;i. ec. (2.44) se escribe entonces como 

(2.45) 

Enumeraremos ;i. continuación algunas propiedades import;i.ntes ele la 

dinámica aproximada Elº>: 

1. Es una transformación que preserva la meclicla. 
En efecto, E1(o) es una translación, que depende solo del momento, 
dl• la coordenada espacial. Entonces el determinante del jacobiano 
asociado a esta transformación es igual a la uniclacl. 

2. Conserva el momento. 

3. Conmuta con la dinámira 1ihre3 s!ºl. 
En efecto, slºl Elºl(rr,/J) = ((\' + z±(p,t) + fit,fi) = E!ºl(C\' + fit,fi) = 
E!º>s!ºl (t't, fl). 

Por otro lacio, el mapeo W± definido arriba tiene> la propiedad: 

o bien W± = (l_ 1W±s!ºl. Esto má cierto si y sólo si (ce. (2.45)), 

Pe.ro: 

u,u_,w±s,<0> - E!º> = u,_,w±s1<0 i - Ei0> 

= (ll,_1W±sfºl - u.w±sfº>) + 
+cu.w±siº> - Ei0>siº>) + 
+( E!ºl.S'lºl - Eiºl ). 

(2.46) 

(2.47) 
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El sPgundo paréntesis tiende a cero cuando s -+ ±oo en virtud de (2.45). 
Además, drl corolario 2.1, 

(ll,-1W±s[º>- u,w±s!ºl)(a,f1) ~ (-{11.,0) 
.s-±oo 

pero (dºls!ºl - Eiº>)(a,{1) = (¡Jt,O). Entonces la ec. (2.47) es rorrcrta y 
la rrlarión (2..JG) queda establecida. 

El operador W± que hemos construido nos permite asociar un punto 
(a,0 ,710) d" la t.raye.ctoria d" dispersión con un punto (a,p) de la trayecto
ria asintótica. Esto es precisamente lo que le hemos pedido al opcmdnr de 
011rla en la introducción. Además, la ce. (2.45) nos dice que W±(Q) es el 
ria/o i11icial 1/r la ,<olució11 a la dinámica rle i11tcmcció11 que es asi11tótiea 
rn t = ±oo a la ,<olución de 111 di11_1Ímica a¡1roximad11 que tiene dato ini
cial igttal 11 Q. Pero esta es precisamente la manera en que [3, p.8] define 
al operador de onda (pero estudiando solamente la dispersión bajo fuerzas 
de corto rango). Parece entonces que W± es el operador de onda genera
lizado al prob)Pma con fuerzas ele largo rango. Sin embargo W ± no es, en 
general4, una transformación canónica. En el siguiente capítulo construire
mos la transformación n± : E0 _, E± <1ue sí satisface este requerimiento 
y será mwstro operador de onda gNieralizado. Esta construcción nPcesitará 
f:'stalilccer nuevas hipótesis sobre el potencial. Obse.rvarcmos, sin embargo, 
que f!± y W± coincidirán para el problema con fuerzas de corto rango. 

2.2 Pruebas técnicas para el capítulo 2. 

Lema 2.2.1 Asttmamo.• (2.1), (2.2) y (2.3). Supo11gamo.• q11e x(t) e.• solu
rión de la ecuación rlc Ncwto11 con lhn1--oolx(t)i = oo y que E(x(O),x(O)) > 
O. En/oncr.• rxislr To < O tal qttr pam toda t < To .•e rttm11lc 

lx(t)i?: ifl111 · 
l' a11álogamr11tc r11a11rlo lim1-+00 ix(t)! = oo. 

Prueba. liaremos la demostración para el ra.~o f.-+ -oo. Sea /(1) = !lx(t)l2 
el momento de inercia. Tenl'mos: 

. d 1 
f(t) = ;¡¡{¡x · x) = x · x 

4Sin embargo, en el ca.1110 de fuerzas centrales y bajo cierta." restricciones extra Rohre el 
polcndal [J. secc. V] 1 ~V± será una transformación canónica. 
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o bien. 
• el 1 2 
I(t) = ;¡¡Cfr: (t)) = x(t):r.(t) 

donde 3'(t) = jx(t)I y :i:(t) = ;f,lx(t)I # lfix(t)I (en general). También: 

I(t) = x·x+ 1*12 

Como x = F(x(t)), E= !lxl2 +V, entonces 

- i'(t) = 2E + x · F(x)- 2\/(x). 

Ya ()Ue5 E > O y tanto V como x · F tienden a cero cnando :r. --> oo (lo 
primero lo l1<'mos supuesto en (2.1) y lo segundo se sigue ele (2.2)), podemos 
enrontrar Ro tal que jxj > Ro implira que 

jx · F(x)- 2V(x)i < E. 

Como el limi--oolx(l)j = oo podemos encontrar alguna t0 < O tal que 
:r.(to) > Ro y .i:(lo) <O. 

Ahora afirmamos que :r.(t) > Ro para lodo t <to. Pues supongamos lo 
contrario, i.e., CJIH' existr algún tiempo anterior a to en el que :r.(t) < Ro. Sea 
t1 el tiempo mas grande (nll'nos negativo) de los t < to con :r.(t) = Ro. Ya 
que l(t) 2: E> O ]Jara t E [t1,to] tenemos que i(ti) = :r.(ti):i:(t1) < i(t0 ) = 
x(to).i:(lu) <o => x(t¡) <o. Pero como x(t¡ +E)> Ro y :i:(t1) =Ro 
entonrl's ~:(t1) 2: O; !'sfo l'S una contradicción. Por lo tanto x(t) > Ro para 
todo t <to. 

Entonrrs Í{I) = E+ g¡{t) dondr gi(I) ~ O para todo t E (-oo,t0]. 

Integrando vrmos 1¡11r para t < t0 

Í(t) = i{t0 ) + f' i'(r)clr 
11. 

= b+Et+ f'g 1(r)dr 
11. {2.4R) 

donde b l'S una constan!.!'. La intC'gral en <'1 miembro dererho de (2.48) es 
evidentemente no-po~itiva, por lo qur 

·'Aquí,.'"' la ncce•ida1I 1lc 110 l1aher indnitlo E= O en la tlefinición de !::i,. 
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con g2(t) ;?: O para tocio t E [-oo, to). Integrando nuevamente, para t < t0 

tendremos · 

l(t) = !(to)+ ¡1 
i(r) dr 

lo 

a+bt+~Et2 + (-J,>2(r)rlr) 
y rl parc\ntrsis rs no-negativo. Así pues, 

1(1);?: a +bt + ~Et2 

para. todo t < 10 y ronstantrs a y b apropiadas. Escribimos entonces 

~:z: 2 (t) =a+ bt + ~Et2 + g3(t) 

donde Y:i(t) ;?: O 'Jt E (-oo, lo]; 

=> (1Et2)-1 (~x2(tJ) = a+bt + g3(t) +2 
4 2 lEP lEP 

(2.4!J) 

(2.50) 

Del miembro dPrecho de (2.50), rl primer término tiencfo a cero cuando 
t -> -oo y rl srgunclo término es positivo para tocio t < to. Por lo tanto 
(~Et2)-1 (ta:2 (1));?: 1 para JtJ suficientemente grande por lo que podemos 
('srribir 

lx(t)l 2: ~llJ (2.51) 

para todo t < To y alguna To< O. O 

Lema 2.2.2 Definamos z11(p, t) como en la pág. 17. Supongamos que JpJ ;::: 
f >O. Entoncr..• existen c,6 >O y to< O, que dcpcndcn de e, tale.• que pam 
todo t <to, 

lzN(P, t) - ZN-1 (p, t)J :; cltl1-N" 

lzN(P, t)J 2: 6ltl 

Prueba. Sea 6 = e/3. Argumentamos por inducción. z0 (p, t) = pt a.sí que con 
t~o) = -1 se rumple la clesigualclacl lzo(¡1, t)I ;?: 6ltl, 'Jt < t~0l. Supongamos 
al1ora que para .alg1ín n < N rxiste lb") < O tal cpw para tocio t < t~"¡, 
Jz.,(¡J, 1)12: 6JtJ. Sra i .. (t) = J~ 00 F(z,.(p, s)) d.•. 
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Vcmnos que Í,.(t) está acotado para todo t :::; O, así que tendrá sentido 
hablar ele la integral Jci i,.(t). Veremos luego que, para Jtl graneles, esta inte
gral no rrrre más rápidamente que 0(11¡1-"), y esto bastará para demostrar 
luego que Jz11+1 (p, t)I ;?: 6JtJ. 

Utilizauclo la ronclición (2.2), 

(2.52) 

Para t < I~'), 

. 1' JI,.(1)1 :::; k _
00 

( 1 + nJ.•1r1
-" d.• 

:::; krt-n loo ¡ .• ¡-t-cr d.•= kllW" 

con k1 = k6-1-cra-1 > O. De hecho, para tocio t :::; O obtenemos, ele (2.52), 

¡!~ o 
¡i,.(1)1 :::; k j 0 (5islt1

-" d.•+ k f1• ds = 11 
-oo 11~) 

con /1 = kdt~'l¡-cr +kit&">¡ >O. Por lo tanto tendremos, para t < t~'¡, 

ll i,.(..)d.·1 $!fo'~ .. , i .. (.•)rlsl + 11; .. 1 i . .(..)d.·I 
o ¡l•I 

$ /1 J(n) d.< f kl 1 O ¡,,¡-" r{,q 
o 

= /2 + kl( (\' - 1 )-1 [11~·>11-" -1111-"], 
$ /2 + k1JlJl-cr 

con k2 = k1(I - n¡-1 >O. 

/2 = ldt~"1 1 > O, 

(2 .. 53) 

Ohsrrvamos ahora que z,.+1(p,I) = J~ z11+1(p,s)d.• = Jci[p+ Í,.(.•)]rl.•. 
Así que 

1=11+1(71, 1)1 ~ l1i1111- lfo' i,.(.•) d .. ,. 

Como IJ1I ;?: :Jli, ele (2.5:J) ronrluimos, para t < t~n), 

lz11+1(11,l)I 2:: nltl + (nltl-12) + (liltl- k11tl1-"). 

Esroja111os t~•+l) < t~') t:il que 
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a) lib"+l}I > l.if li 

b) 11~·+1}!" > k2/6. 

Enlonrrs, para todo t < t~•+J) se cumplirá 

(2.54} 

ron lo cual qurcla probada la desigualdad (2.33). 
Para. probar (2.32) definamos A11(t) = zu(11,t) - Zn-1(p,t.), 'n = 

I, 2, ... , N. En rl ra.50 particular 11 = 1 tenclrC'mos 

A1(t) =L., F(zo(11,.•)ds = {,, F(pt)ds. 

Así, 

IA1(t)i :5 k /
00 

(t + IP··n-1
-" d.•. 

Esla intC'gral está arotacla para tocio t :5 O y para t ~ O se lienc 

por lo que, para f.< T' y cualquier T' <O fija (digamos T' = tb1
)), 

(2.55) 

¡>ara alguna c1 > O apropiada. Supongamos ahora que para alguna n = 
1,2, .... N - 1 SC' rnmplc 

para lacia t < 1.~11 >. Observamos que> 

IA11+1(t)i = ll,,)F(z11(11,.•)}- F(z,,_¡(p,.•}))d.•I 

:5 L., ID F(((.-}}A11(,•)I "·· 

ron~(.•) en C'l segmento que une> z,,(¡1,.•) y Z11-1(¡1,s). Por la. argumcntarión 
<le arriba sahc>mos que para. tocio 11 = 1, 2, ... c>xiste t~•) tal que> si t < t~") 
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se cumplt>n lz11 (¡i, t)i, lz11_ 1(¡1, t)I ~ 6JtJ. Por lo tanto, usando la condición 
(2.3), 

JA11+1(t)J $ k' l
00 

(1+6Jsl)-2-"IA 11{s)J ds (2.li6) 

Por hipótesis dt> indurdón, para t < t~n) tenemos 

con d2 = //e,.; luego, 

. 1' JAn+l (t)J $ d2 _)6s¡-2-"JsJ1
-"" ds 

. = d31' ¡ •• ¡-l-fn+l)<> ds, d3 = d2r 2-", 
-oo 

= rl4IW'"+1l", d., = r/3[(n + l)ctJ-1• 

Para todo t $O, JA 11+1(t)J está acotada. Entonces, para t < t~•), 

JA11+1{l)I $ \l~n) Au+1{.-)d.<I+ li~n)f.n+l{••)d.•l 
1cn) 

$ 1iCnl + ¡ 0 
rl.,¡.,¡-fu+1)<> d.• 

¡,fn) + r15[1111-(ntl)<> - lt~•l¡l-{ntl)<>] 

$ 1i.Cn) + rlsltll-{ntl)<> 

con ds = d1[I - (11 + 1 )n] >O y f¡(n) una constante positiva apropiada. Sea 
Cntl tíll que 

l'ntl ~ ¡,(n)¡¡~•l¡Cn+l)e>-1 + d5. 

Entonces, pnra todo 1 < t~n+l) < l~n) tendremos 

(2.lí7) 

Esto prueba la er. (2.:12). O 



Capítulo 3 

El Operador de Onda 

3.1 El Operador de Onda como transformación 
canónica. 

En este capítulo construiremos una dinámica cua.•i-lib1'C, U.(o), que sea trans
formación canónica y que se aproxime a. la. dinámica. de interacción l11 su
ficientemente bien como para que el mapeo íl1 = u1-

1 u1(º) converja. cuando 
t--> ±oo: 

íl± = lim íl1. 
t-±oo 

íl± será llama.do el "operador de onda". 
Por analogía ron la E1(o) del capítulo anterior pediremos que l11(o) con

serve el momento. Esta será la. manera más sencilla de asl'gurar que si 
íl_(a,p) = (xo,po) entonces l'l monll'nto asintótico de ll1(xo,po) sea p. 

Por definición de transformación ranónira (v6asl' ap6nclire) necl'sitamos 

ronst.ruir un hamiltonia.no 11' = lfo + ll (/10 = !P2
) asociado ron uiºl. Si 

hemos ele pedir que ll1(o) conserve el momento entoncl's la. U = ll(¡i, t) del ll' 
no depencll'rá de x. La.• l'CUacionl's ele llamilton se escriben entonces como 

p=O ) 
Entonces ll¡(o)(a,p) =(a+ x(p,t),p) con 

:r(p,t)=ptt fo'vpU(p,s)ds 

28 

(3.1) 

(3.2) 
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Para rnnstruir la {1(¡1, s) que satisfaga (3.2) definiremos la siguientci fa
lllilia clr 'potenciales' lh(p,t). Sea N = [l/a]. (Como a< 1 => N;::: 1). 
!'ara k =O, 1, 2, ... , N + 1 definamos 

Uo(p,t) =O 

llk(p,t)=V~;+ l\lpUk-1(p,s)ds) } (3.3) 

y asu vc>z cleOnamos la fallli!ia ele fnnriones Xk(p,t), k =O, 1,2, ... ,N romo 

:rk(p, t) = ¡1t + l \7 pllk(p,.•) rls, (3.4) 

así c¡ue tendremos llk(¡1. t) = ll(:r.k-i(11, 1.)) y x0(p, t) = ¡1t. Finalnwnte 
definamos 

U(p, 1) = U N(P, t) l (3.5) 
?r.(p, t) = XN(p, t) 

Sustit11ye11do la cldinirión (3.5) cin (3.4) obtenemos la ec. (3.2), con 
lo c11al tc>rmiuarnos la ronstrurdóu ele ll1(0) y su Hamiltoniano asociado. 
Sin emharp;o, para. qur la anterior lista de 'potenciales' lh(p, t) esté bien 
definida necesitarnos impo1wr más restricciones sobre el potencial V q11e 
las c¡11r brmos ronsidrraclo l1asta a.l10ra. Ya que1 Dlh(¡1, t) in vol u eta a 
(DkV)(:r.), para poclr>r hahlar de \lpl!(p,.•) rn la rruarión (3.2), p.ej., nrrr
sitamos ruando mrnos imponrr la restrirrión V E cN (!R'1). 

De hrrho, para poclrr ele.mostrar c¡11ci íl± = lim1-±oo íl1 existe y c¡uci es 
una transformarión canónica, nerrsitarcmos postular las siguientes concli-
dones: 

con u= O, 1,. .. , N + 2. 

l' E cN+2(3~3) 

l(D''11)(.r.)I::; ci:r.I_,,_,, 
(3.6) 

(3.7) 

Ilajo rsta.> hipótesis es posible demostrar (véanse los fomaB 3.:l.1 y 3.3.2 
en la última serrión clr Pste rapítulo) c111r se satisfacen las siguientes clesiµ;ual
dades, c¡ur 11!.ilizarc'll1os rn la clrmostrarión de los sigui<'ntrs tres troremas. 

1 D"lh(¡>, t) = n;:u .(¡>, t) es la dcri\'ada parcial de lh(p, t) con respecto a ¡>. 
(D"V)(r) = (/J;l'}(r) es la derivada de l'(.r) rrspecto ar. 
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Si IJ1I ~e> O entonces para 11=1,2 se cumplen: 

l(D"llN+1)(p,t)-(D"llN)(p,t)j $ c(I + lti)-"(N+JJ (3.8) 

l(D''xN )(p,t)i $ c(I +!ti) (3.9) 

lxN(p,t)- ptl $ cltl'-" (:J.IO) 

Teorema 3.1 A.•umamos (3.6) y(.?. 7). Entoilccs cxi.•lc la tmll.'iformnción 
íl±1 rlcflnirln como el limi-±oo n¡-1• íl±1 c.• un mr1pco uno-a-uno rle E± 
sobre: Eo. Arfrmá.•, .•i (x1(0),P1(0)} y (x2(0),p2(0)) c.•tán en E± y rmtbos 
.•nti .. /r1rc11 In rr. (2.12) c11to11cc.• 

íl±1 (x1 (O), P1(0)} - !2±1 (x2(0), P2(0)} = lim (x1 (t) - X2(t), O}, (3.11) 
1-±00 

Prurba. Sea l11(x0 ,po) = (x(t),p(t)). De acuerdo con la definición ele íl1i 
tenemos íl¡-1 (xo,po} = (u,<0l¡-1u,(x0 ,¡10) = (Ulºl¡-1(x(t),p(t)) = (x(t)
:r.(p(I), t),¡1(t)), así que escribimos 

n¡-1 (:r.o,Jlo} = (1-(t),p(t)) 

ron r(t) = :r.(t)- x(¡1(t),t). Si (:r.o,po) E E± entonces p(t) converge cuando 
t -+ ±oo. Nurstro trabajo será ver que r(t) tamhi~n converge cuando t-+ 

±oo. Tenemos: 

ÜJ" il:r.. 1Wl = P;(t)- -D ·1c11(t),t)ili(t)-
8
·1 (¡1(t),t) (3.12) 

Ji¡ t 

Pero: 

¡i¡(I) 

OXj ) ¡¡¡(p,t 

F;(x(t)) 
8 

= /lj t -iJ llN(p,t.) 
]ij 

Sustituyendo (3.l:l) y (3.14) en (3.12): 

Dx · {) 
Tj(t) = --{) 1 (p(t), t)F¡(x(t))- -

0 
llN(p(t),t) 

p¡ ]lj 

Por otro lacio, como llN+ 1(¡1,t) = V(:r.(¡1,t)), 

= DV ( ( t))Dx;(p, t) 
-¡¡ x11, -"-

x¡ u]lj 

= -"'·( ( ))il:r.;(¡1,t) 
1· 1 X ¡1,l n • 

U/ij 

(:J.13) 

(:J.14) 

(3.15) 

(3.16) 
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Como 
axi li a2 
n-(p,t)=ói;t+ -

8 
" V(:i:N-1(p,a))ds 

up; o p;uPi 

y V, :CN-1 E C2 ll'nP111os Pntonces 

O:Ci {):i:; 
-
8 

(p,t) = -
8 

(p,t). 
Pi Pi 

De (3.lG) y (:l.17) escribimos 

m:_;'+i (¡i(t), t) + Fi(x(¡i(t), t)) O:i:;~(t), t) = O 
vp; Pi 

Sumando (3.18) al mil'mbro derl'cho ele (3.15): 

r;(t) == [ü:ci{)·(p,t) [F;(:i:(p,t))- Fi(:i:(t))]+ 
Pi 

+ (ª~N~I (p, t)- o;!~ (p,t))] 
Pi Pi p=p(t) 
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(3.17) 

(3.18) . 

(3.19) 

Como ¡1(t) _, p 'f O eutonres para itl suficientemente grande se tendrá 
lv(t)I ~ E > O. Podemos entonces usar (3.8) y ver que para el segundo 
paréntesis en el miembro derecho de (:l.19) tenemos 

I
OUN+l ( t)- [)UN( t)I < ltl-(N+l)<> 

i) 
¡1, i) ¡1, . _ e 

Pi Pi 
(3.20) 

Por otro lado, 

lfi(:r(¡i(I), !))- F;(:r.(t))I $ ID2VWl!r(t)I 
::; c!ll-2-"lr(t)I (3.21) 

donde { l'stá entre x(¡1(t), t) y x(t). Sahemos que !x(t)I ~ cltl para alguna 
c. Para j:r.(¡1(1), t)I ohsPrvamos: 

lx(11(t), 1) - ptl ::; !x(p(t), 1)- x(p, t)I + 
+i:r.(¡1, t) - ptl • (3.22) 

De. (3.!l) y la re. (2.10): 

!:r.(¡1(1), 1) - :r(¡1, t)I $ !Dx( 1¡, 1)11¡1(1) - PI 
::; c(l +!ti)(!+ ¡t.1)-"::; c(l + ¡11)1-cr 
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(1¡ entrl' p y p(t)) y por lo tanto, recordando también (3.10), 

lx(p(t),t)- ptl $ cltl1-a (3.23) 

para ¡1.¡ granclrs. Esta última ecuación implica que lx(p(t), t)I ;::: citl, para 
alguna c.2 Por lo tanto (3.21) implica 

IF;(x(p(t),t))- F¡(x(t))I $ cit¡-2-ºlr(t)i 

y nntonres, de (:3.9), 

1 
;~'. (p, t) [F¡(x(p, t)) - F;(x(t)))I ::;; citl-l-olr(t)i (3.24) 
J J p=p(I) 

Observemos ahora que -1- CI' < -n(N + 1) por lo q1tc al sustituir (3.20) y 
(:l.24) en (:l.1!1) pocll'mos l'Scrihir simplemente 

[r(t)i $ citl-(N+llo(lr(t)[ + 1) (3.25) 

para tocio [ti >To y alguna To >O. 
Vrrrmos a rontinuarión que (3.25) implirn que lr(t.)I l'stá acotada. Sea 

p(t) = lr(t)i + l. Tenl'mos li\(t)i = lftir(t)il $ lr(t)I. Así que podemos 

escribir (3.25) como 

(3.26) 

Supongamos en lo que sigue que t > To. El caso t < -To es análogo. La ec. 
(3.26) implica 

2 Si esto no es claro para el lector, puede ver la iclea c¡ne usamos a parlir de la ce. {3.60), 
pag. 52. 
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Entonres, por la desigualdad de GronwalP, 

p(t) :::; p(T0 ) +e Í
1 

i-p(To) cxp (J.1 

cll dµ) ds 1r0 .• • µ 

p(To) + p(To) { (- :8 exp ([ :!l dµ)) d8 

p(To) - p(To) [exp ( 1 ~ fJ (11
-ll - 81-ll))] ::~. 

así que: 

( T.'-~) (con co:: exp 7f=¡ ) pues 1-{J <O. Esto nos dice que lr(t)l está acotado 

cuando t _, ±oo, romo habíamos afirmado. Entonces la ec. (3.25) implica 

lr(t)I:::; c'lt¡-(Nttl" (3.27) 

cuando t _, ±oo; ( N + 1 )cr > l. Entonces, por el criterio de Cauchy, 
r(t) convNge cuando t-+ ±oo y hemos demostrado que el limi->±oo n¡-1(w) 
existe para todo w E E:1:. Dt>finimos !1;¡;1 = limt-o:l:oo !1j"1• 

Prohart>mos ahora la ce. (3.11) y la usaremos para ver que el mapeo 
n;¡;1 es 11110-a-uno y sobre. Supongamos que (x1(0), P1(0)), (:i:2(0), P2(0)) 
satisfact>n {2.12). Por rl lt>ma 2.1.2 tenemos que IP1(t) - P2(t)I:::; clt¡-1-". 

Tendremos, usando {:l.9), que 

i:r.{v1Ul.l)-x(112(t),t)l:::; IDx(1¡,t)llv1(t)-v2(t)l 

:::; c!tllW 1
-" = c!W" (3.28) 

3 La desigualdad de C:ronwall (10, p.37] afir111a que si op, v• y X son funciones reales 
contímrns en un intf!rvalo 1 : n 5 t 5 b y satisfacen 

para todo t E 1, con X(I) >O en 1, entonces: 
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para !ti grandrs. Entonces lim1-<±0o [x(p1(t),t)-.x(p2(t);t)}¡= .~ y~s.u~siÍ, 1 
luyendo esto en 

íl±1(x1(0),p1(0))- íl±1{x2(0),p2(0)) = :... ".]<, 

= lim {x1(t)- x2(t)- x(pi(t), t) + x(112(t), t), 111(t) -112(!)) 
t-+±00 '.· i • 

obtenemos la ec. (3.11). Si ahora íl±1{x1(0),p1(0))- íl±1(x2(0),112(0)) = 
(0,0) entonr<'s E'l lema 2.1.2 nos dice que x¡(t) = x2(t) y entonces 

i.<'., íl±1 E'S uno-a-uno. 
SE'a ahora (a,11) E ~o. El teorema 2.1 afirma que existe i(t) tal que 

f.(t) -. 11 f. O. Pero íl±1 (S:(O))(O)) = lim1-:1:00 (f(t),.i:(t)) ron r(t) = 
t-±oo 

S:(t)- x(f.(t), t). Segtín ya hemos demostrado, <'Xiste b = lim1 ... .:1;00 r(t). Sea 
:r.(t) =a -b + f.(t.). Entonces 

n¡-1 (x(O),:i:(O)) = (r(t),.i:(t)) 

ron :i:(I) -+ 11 y r(t) ...... a cuando t -+ ±oo. Hemos entonces Purontraclo 
w = (x(O),:i:(O)) E E:1: tal que íl±1w = (a,p); i.e., íl±1 es sobre. Esto ter
mina la demostración. O 

liemos rstalileciclo la existencia del mapeo íl±1
, y hemos demostrado 

qu11 es un mapro hiyectivo, lo mal define el inverso de íl±1, ohviamente 
drnotaclo por fl:1:. 

Un paraldismo que E'xiste entre W :!: y fl:1: rs c¡ue est<> último tamhién 
satisface la propiedad 

(3.29) 

En efocto. Sea íl±1(x(O),p(O)) = (a,p) y definamos, en la ecuación (3.11), 

(x1(0),111(0)} = (x(,\),11(..\)) y (x2(0),112(0)) = (x(0),11(0)). 

Entonces íl±1 (x(..\),11(..\)) = (a+ 1im1-:1:00(x(t + ..\) - x(t)), ¡i). Ahora, 
del corolario 2.1 (pag. 13), x(t + ..\) - x(t) ...... p..\. Por lo tanto 
íl¡1 lT~(x(O),¡i(O)) = (a t 11..\ 1 11) = siº>n;¡;1 (x(O), ¡i(O)), lo cual prueha (3.29). 

Falta. demostrar que li1111-±oo íl1 = íl:1;. A continuación demostraremos 
<¡ue dicho límite se alcanza uniformemente sobre cualquier compacto /( C 
Ea. 
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Teorema 3.2 A.•umamo.• (3.6} y (3. 7). Entonces f!1 --+ f!:1: cuando t --+ 

±oo unifom1rmcutr rn .oubconjunlos compactos de Eo. 

l'rue/ia. Sea ¡\· e Eo 1111 compacto y sea Q = (a, p) E /{. Vamos a demostrar 
que f!_Q = lim 1--oo f! 1Q uniformemente en /(. 

Sea (:r(!),p(t.)) = ll1!LQ. Introduciremos ahora las funciones ¡J(Q; t): 
!Rs x !R __, :R6 y G(n .• •): '.R6 x '.R--> '.R6 que utilizaremos en la prueba: 

f1(Q; /) = (/J1(Q; t),.82(Q; t)) 
_ (x(t) - x(¡i(I), t) - a, p(t) - p) (3.30) 

Aquí D(x)/Dn2 es la matriz de los ü(x¡)/8n2;, y 8/DcdllN+t - llN) es el 
vec.tor col11mna ele los ü/8n2¡(llN+1 - llN ). 

Vamos a dl'mostrar ahora q11l' se c.11mpll' 

{J(Q;I)= {"' G(Q+f3(Q;.•),s)ds (3.33) 

Tenl'mo.<; Q + f3(Q;.•) = (x(.•)- x(p(.•),s),p( .. )). Entonces 

G1(Q +fJ(Q;.•),.•) = [~;(¡i,s)[F(:r.(p,.•))- F(:r.(s))]+ 

+8
8 

(llN+1-lfN)(p,s)] =r(.•) 
p p=p(•) 

donde r(t) = x(t)-x(p( t), t), seglÍn linhíamos estudiado antes.~ Del teorema 
anterior, lims--oo r(.-) = a. Esto quiere decir que :r.(t) - x(p(t), t) - a = 
J~00 f( s) rls, por lo que 

f1¡(Q; t) = [.._, Gi(Q + IJ(Q;.•),.•)rl.•. 

4Vcr la pá~in,, .111 ó hien la <'r. (:1. \ ~1\. 
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Por otro lacio: 
G2(Q + f3(Q¡ s),s) = F(x(,q)) = ¡i(s) 

Como limt--oo p(t) = p entonres p(!) - p = J!. 00 ¡i(,q) d.•. Así: 

Ya que /( e E0 es compacto existen ao, Po tales <¡ne lal $ ao, IPI ;::: Po > O 
para tocio (a,p) E /(, Sea MT,< el ronjunto de las funriones rontínuas 
1: (-oo, T] - ~16 con ll1llT = sup•E(-oo,T) 11(.•)I $e, ron E< Po· MT,< es 
un espario métrico completo, con la distancia ddinida por la norma ll·llT· 
Para t $ T ch•finamos el op<'rador <pQ como 

(3.34) 

Vamos a drmostrar que para T suficientemente negativa, <pQ es un mapco 
de MT,< sobre sí mismo y que es una contracción. Para ello hace falta 
c:>stahlerer las clesigualdades 

(3.35) 

(3.36) 

c¡tm se cumplc:>n para todo a ron la1I $ ó-1 y la2I;::: ó, dacio cualquier ó >O. 
Dejamos la dc:>mostrarión ele (3.35) y (3.36) para la 1íltima sección ele este 
rapítulo, lc:>ma :J.:l.3. 

Si (n1,n2) = Q + 1(s), con 1 E MT,<> entonrc:>s 

la1I $ 1(11+111(.•)I $<to+ E 

la2I ;::: IJJI- hh)I;::: Po - E 

Escojamos la ó del lema 3.3.3 tal que ó-1 ;::: ao +E, O < ó $Po - E. Por otro 
lacio, sea T suficientemente nc:>gativa como para que se rumpla 

C6(n(N + !)- W 1(1 + ITl)1-n{N+t) < min(l,e). (3.37) 

Dacia 1 E MT,r• t < T y usando (3.35): 

l'PQ(/)(1)1 $ C61: (1t1.•1)-n(N+t) ¡f.q 

$ C6(n(N + 1)-1)-1(1 + ITl)l-n(N+t) $E, 
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Y dadas /'lt ')'2 E Mr,. y usando (3.36): 

¡rpQ( ')'¡ )(t) - rpQ( r2)(t)I ::; LJ ~~ (((.q), s)l lr1(s) - 'Y2(s)i ds 

con((") entre Q + ¡·1(,q) y Q + r2(s), por lo que 1(1(s)I $ .s-t y l(2(s)j;:::: 6. 
Entonces 

llrpQri - 'f812 llr::; 
:S lh·1 - 12llr Cs [

00 

(! + ¡,ql)-"(N+tl d,q 

::; llr1 - r2llrC5(a(N + l)-1)-1(1 + ITl)1-"(N+l) 

= P llr1 - r2llr, f' < 1 . 

Así, hemos verificado t¡ue 'PQ es una contracción de Mr,. sobre si misma. 
Del teorema A.1 (Principio del Mapeo Contractivo) sabemos entonces que 
'PQ tiene un único punto fijo en MT,•· 

Como {J(Q¡-) satisfarp (3.33) estamos tentados a decir que /J(Q¡ ·)es el 
punto fijo de 'PQ en M·r, •. Para ello hace falta, sin embargo, ver antes que 
/J(Q¡·) E Mr .•. Sea r = (r1ir2) el punto fijo de 'i'Q en Mr, .. Lo <¡ue 
haremos.es ver que /J(Q¡ t} = r(t). Dl'finamos 

¡i(I} = r2(I} + p 

.i(I.) = 'Y1(t} + n + x(¡i(t), t). 

Eutonres Q + r(,q) = (.i(s)- x(¡i(.•),.•),f;(s)). Como r2(s) = J~ 00 F(x(.•)) ds 
entoures 111(1) - PI - o. Si tuvieramos a) q1w i(I) = ¡/(t) y i(I) satisface 
Ja ecuación dl' Nl'wton, y h) que l.:i:(I)- x(t)i 

1
=-:., O, entonces por el lema 

2.1.2 trnclríamos que 

(:r.(t),¡i(I)} = (:r.(1},p(t)) Vt::; T 

y en consecuencia 

[J(Q; 1) = (i(t}- :r.(fi(t), 1)- a, fi(t) - p) 
= (r1(t),r2(I)) = r(t). 

(3.38) 

Ya que 1z(,q) = F(.i(.•)) l'ntonces sólo hace falta demostrar i(s) = fi(.•) para 
tener a). Pl'ro 

l t [{)x 
;·1(1) = -;;-(p,.•){F(x(p,,q))- F(.:i:(.•))]+ 

-oo up 

? ] + :-)< (l/ N+I - [T N }(¡1, .•) el.•. 
( ¡1 p=¡i(•) 

(3.39) 
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Usando C'I mismo tipo de cálculos que los l!~ados para probar (:J.l!J) (pero 
rn srntido invrrso), Ja ec. (3.39) se reduce a 

11(1) = {,,, [-x(¡i(s),«) + ¡i(,•)] tls 

por lo qul' t 1(1) = -:i:(¡i(t), t) + ¡i(t) y entonm :f.(t) es efcctivanwute ¡i(t). 
Para probar rl inciso b), i.e. que jx(t) - x(t)I 1~ O, rscribimos 

ji(t) - x(t)I :::; IX(t) - x(t) + x(v(t),t)- x(¡i(t), t)- a+ al+ 

+ lx(¡i(t), t) - x(v(t), t)I 

:::; l11(t)i + l!Ji(Q; t)i + lx(¡i(t),t)- x(v(t),t)I-> O 

cuando l. -> -oo. (Aquí hl'mos usado que lim1--oo ¡i(t) = limi--oo p(t) y 
podemos aplicar {:l.28)). Por lo tanto se cumple (3.38) y entoures [J(Q; ·)E 
MT,<• 

Definamos ahora (x<tl(_.),p(ll(s)) = U.íl1(Q) = lf,_1ufºl(Q). Dr.finamos 
también 

/J1(Q; ,,) = (:r.<1l(s)- x(p<1l(,•),,•) - a,p<1l(,•)- p). (:l.40) 

Con un cákulo similar al C'Íecluado arriba obsl'rvamos 

Adl'lnás (a:{ll(t),¡i1l(t)) = u1_1u1<
0lQ = (11 + x(p,t), ¡i), por lo que 

¡J1(Q; t) = (a+ :r.(71, t) - :r.(71<1l(t), t)- a,¡1<1l(t) -11) 

= (0,0) =o. 
Por Jo tanto: 

Para¡ E Mr,< definamos 

(3.41) 

.,,Q,t l'S un nrnpl'o rontrartivo de Mr,< sohre sí mismo, lo cual se vé 
ron ráknlos análogos a los qul' utilizarnos ron .,,Q, Tarnbi6n, si ¡<1l(s) es 
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el punto fijo di' 'PQ,t l'n Mr,., podemos demostrar que {1 1( Q; s) = -y(t) y 
entonrl's /J1(Q; .•) E Mr,,. Para ello, en analogía a como Jo hicimos arriba, 
definimos 

j¡(tl(.•) = -y~1 l(s) + p 

:t!tl(.•) = -yj'l(s) +a+ x(j¡C1l(s),s) 

y se demuestra. que i: = ¡i(s) y i(s) = F(x(s)). Se calcula ele inmediato que 

(:r.Ctl(t), ¡iC1l(t)) = (11 + x(p, t), p) 

Pero (a:Ctl(I.), ¡iCtl(t)) = (a+x(p, t),p) así que (:r.Ctl(t),¡Wl(t)) = (xCtl(t), ¡¡(tl(t)) 
y por la unicidad dr Ja solndón a la l'cuarión de Newton con valores ini
ciales en un tiempo finito conduímos que -yC1l(s) = {J1(Q; .•) y entonces 
/J1(Q; .•)E Mr,<· 

Demostremos ahorac¡ue limi--oo JJ'f'Q,t - 'f'Qllr =O uniformemente en Q 

para Q E /\. Aquí se define JJ'f'Q,t - 'f'Q llr = sup-rEMT,< Jl'PQ,t( 'Y) - 'f'Q( 'Y )llr· 
Tendremos que (3.:lr,) implica: 

¡,,,Q,t( 'Y)( •• ) - rpQ ('Y)( •• ) 1 = 

= lt G(Q +-y(..\),..\)rl..\- [,, G(Q +-y(..\),..\)rl..\I 

= lloo G(Q +-y(..\), ..\)rl..\I 

$ (',~(o(N + 1)- Wl(l + jtj)l-n(N+I) __. O 
i--oo 

para tocio Q E /1' y rnalquil'r 'Y E Mr .•. 
Tenclrrmos rntonrrs: 

11/J(Q;.) - /Jl(Q;. lllr = llrpQ(fi(Q;.)) - 'PQ,t(f11(Q;. nllr 
s ll'Pq(fi(Q; ·ll- rpq(f11(Q; ·nllr + 

+ ll,,,QUJ1(Q; ·ll- ,,,Q,IUJ1(Q; ·nllr 
$ /lJJ!1(Q;·l-/J1(Q;·)llr+ 

+lle 'PQ - 'PQ,t)({Jt(Q;. nllr 

=> JJ;i( (J;.) - ¡Jt(q;. illr $ ( 1 - /l ¡-1 IJ'PQ - rpQ,tllr (3.42) 
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Asl c¡ue, en particular, ¡J1(Q; T)-+ {J(Q; T) uniformmnente en Q para q E K, 
por lo que 

p!tl(T) --+ p(T) 
t--oo 

uniformemente en [(. Aclemá.~, observemos que 

{Jt(Q; T) 

{J(Q;T) 

Uríl1(Q)- (x(p<1l(T), T) + a,p) 

= llríl-(Q)- (x(p(T), T) + a,p) 

=> lllríl1(Q)- Uríl-(Q)I::; ¡{31(Q;T)- f3(Q;T)I+ 

(:J.43) 

+ lx(pl1l(T), T)- x(p(T), T)l 1.:::,., O (3.44) 

uniformemente en Q para Q E /(,donde hemos usado {3.43). 
Como llr es contínua, (3.4'1) implica que íl1 l.:;-::,, n_, uniformemente 

enQparaQEf(.D 

Teorema 3.3 A.•ttmamo.• (3.6} y (3. 7) y .•ca Díl1 la matriz de derfoadas 
ü(íl1 )¡/OQ; (Q). Entonce.• lim1-±oo Díl1 = Díl± uni/ormemenlc en ,·mbcon
junto.• rnmparto.• de !:o. Adcmá.•, lo.• opcmclorcs de onda íl± Mil tmns/or
mncionr.• canónicas (co11tí11uamc11tc difcrcnciablcs} en Eo. 

Prul.'ba. F(x) es contínuamente cliferenciable. Entonces el teorema A.2 
(ap~tHlice) nos dice que (x<1l( s ), p!1l( ,, )) = U,_1 (x<1l( t), ¡i!1l( t)} es una función 
contínuamente cliferendable respecto a cada componente ele su dato "inicial" 
(x!tl(i),p!1l(t)). Por otro lacio, (x!tl(t),p!1l(t)) = u1!

0l (a,p) = (a+ x(p, t),p) 
es una función rontínuamente cliferenciable respecto a (<1,p), ya que x(p, t) 
lo es. Aplicando la regla de la cadena tendremos que (x11l(s),p!1l(s)) es 
contínuamt'nte derivable respecto a cada componente de Q = (a,p); es cJc. 
rir, Oxl11 /OQ; (.•)y Opl1l /OQ; (.•)existen y son rontínuas. 

(1) (l,,(i) (t) 8p(I) •(I) (t) 
Definamos ahora. '11¡; = W;• A¡; = W,· Como x¡ (.•) = p¡ (s), 

¡il1l(.•) = F¡(:r.111(.•)), entonm lflljl(.•), Al;l(s) satisfacen el sistema lineal ele 
ecuaciones diferenciales 
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donde A!~·tl( .. ) = DF¡/Dxk(x<1l(s)). 

(Observemos que Al~·1l(s) depende de Q atravcz de x<1l(s).) 
Dacio (llt<1l(O), A (tl(O)) E R3X6 X R3X6 definamos 

41 

la solución a (A) con condiciones iniciales (1f1!1l(o),A(tl(o)). Análogamente 
definamos 

la solución al siguiente sistema: 

donde A!~l(s) = 8F;/8xk(x(s)). 
Observemos ahora que para ,q E [T,O) 

(3.45) 

uniformemente rn Q E /C En efecto, 

Sabemos c¡ue Uríl1 - lfríl- así que (x<1l(T),p<1l(T)) -+ (x(T),p{T)) uni
formemente en Q E /í. Entonces max,e[T,oJ(x<1l(s) - x(,q))-+ O uniforme
mente en Q E /(y se sigue (3.45). Pero entonces el lema A.! y el teorema 
A.3 implican que 

si (1f1(1l(T), A (ll(T)) ___, (lll(T), A(T)) (3.46) 
t-+-00 

entonces (1f1(1l(o), A(1l(o)) = (L~l¡- 1 (lfll1l(T), A(1l(T)) .... 

_, Lr1 (lfl(T), A(T)) = (lfl(O), A(O)) (3.47) 

cuando t _, -oo, 1111iformmnent.r. en Q para Q E JI. 
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Dacia 1(-<) <>!<>mento del conjunto de funciones continuas de ( :-oo,T] a 
1RGXI>, drfinamos los mapeOS 0Q y 0Q,t COmO sigue:5 

9Q.t("1)(.<):: [ ~~(Q + ¡f(>.).~)(l + 7(.\))d,\ (3.48) 

0Q(')')(s) = {,,,, ~~(Q + {3(.\), .\)(r+ 7(X)) d.\ (3.49) 

Derivando ron respecto a Q ambos miembros de la ec. (3.41) vemos que 
{){31/üQ («)es punto fijo d<> 9Q.t, 

Adrm(~5: 

iJ¡Jt {'liJG 1 111 {J¡Jtll llaQllrS lt DQ(Q+fl(.\),.\) I+ OQ T d.\. 

Sah<>mos qur fi1( ·) E Mr,, por lo que 1 ~g( Qt/31(.\), .\)I S C6( 1 +l>il)-"(N+i) 
(ver (3.:16)) si Q E/\, Por otro lado 111+~llrS1 + llW!;-llr· Porlo tanto 

11~~ t. s (1+11~\IJ c61-: (1 + l.\lrªcN+
1

>,1>, 

S (1tll~llJP 
donde p < 1 S<' ha definido en el teorema anterior. 

TenC'mos <>ntonrrs 

Ya enrontramos un punto fijo de 9Q,t, pero de eQ no hemos dicho 
to1hwía nada. Demostremos a continuadón que 9Q es un mapco de Mt,ko 
sobre sí mismo y que además es una contracrión. (Ac¡uí definimos Mr,ko 
como el conjunto de todas las funciones continuas de (-oo, T] a ~GxG tales 
que su norma rs menor o igual a ko). 

Así, supongamos que')' E Mr,ko' Tendremos 

¡0Q('Y)c.·1I s EJ:~cQ+f3(.\),.\)l11+1(.\)lcl.\ 

S (1 + lbllr)C6 [: (1+1.xn-0 <N+l)c1.x 

S (lt ko)/l. 

'•/es la matriz itlcn\itlacl; P1
(.\) = P'(Q;.\). 
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Pern: 
(1 + ko)p = (1 + _P_)p = _P_ = ko 

I-p I-p 

así qul' 0Q es <'ÍCc.tivamente un mape.o de Mt,ko sobre sí mismo. Es inme
diato verificar que también es una contracción. 

Entonres existe /Q(,•), el punto fijo de 0Q en Mt,ko' Demostremos a 
continuación que 

\\
a131(Q;·l_,q\\ --+ o. 

DQ T t--oo 
(3.50) 

unifornu•nwnte <'n Q para Q E lí. 
Para ahr<'viar las expresiones definamos Jos símbolos 11(·) y Jl1(-) cerno 

DG 
DQ(Q + /3(..\),..\) 

= ~~(Q + 131(..\),,\). 

Entonces: 

1 

opi(Q; .•) - Q( )\ = 
OQ 1 ·• 

= \t 11 1
(..\) (1 t D/3

1

~~; ,\)) d..\ - {
00 

H(..\)(l + ¡Q(..\)) d..\\ 

~ /1 + /2 + /;¡ (3..51) 

donde: 

Ii - IL~ 11 1
(,\) (1 + ')'Q(..\l) 1LA - [)(, ll(,\) (1 + ')'Q("l) d,\I 

/2 _ lt 11
1
(") (1 + ,Q("l) d,\ - f

00 
Il

1(>.) (1 + ,Q("l) d"I 
/3 - 11· ITt(") (1 + a131¿~; "l) d..\ - [ni(") (1+ ,Q("l) d..\j 

Estimamos a rontimmrión rada una ele estas expresiones. 

Obserwmos c¡uP <'I inl<'~rnndo está acotado por la función 2(.'6( ltl..\1)-<>(N+t l 
(en virtud d<' la <'r. (:l.:16)): l'sta función <'S intrgrahle <'n (-oo,T]. Por otro 
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lado, el teorema anterior nos dice que /31(,\) ,.::;:;,., ¡3(,\) (uniformemente en 

Q E /í), así c¡ul' para cada,\ fijo tendremos que [/l 1(>.)-H(,\)j 1~ O. En
tonces C'I tC'orP11m de convergencia dominada [!l, p.91] nos dice que la integral 
del miembro clcrC'cho de (3.52) tionde a cero cuando t ....., -oo, uniformemente 
en Q para Q E K. Es decir, 

li __, o. 
1--00 

(3.53) 

Por otro lado, 

11 $ (1 + llrQllr) ['° H'(,\) d,\ 

$ (1 + llrQllr)C5 ['° (1 + j,\1)-n(Nttld..\ '~O. (3.54) 

Y finalmentt>: 

la ::; ¡¡ap~g;-) -rQtt°" II'(,\)d,\ 

$ ¡¡a.a~g;·)_1'QtP· (3.55) 

Así <111e resumiendo (3.53), (3.54), (3 .. 55) y (3.51 ): 

\\ªrJ~g;·l _1'Qt::; (1-p)-'Jo(t) 

donde Jq(t). es una. fundón que tiende a. cero cuando t --> -oo, uniforme
mente para. Q E /i; i.e., l1<'mos probado {3.50). 

Eutonrefi P( Q¡ s) es derivable (con respecto a. Q) y su derivada es pre
riRamente rQ(.•). En l'ÍC'c.to, 

¡J1(Qo; s) =la' Vq/J1{Q(,\); s)-Cd,\ + {J1(Q¡ s), 

donde Q(,\) = ,\Qo + {1 - ..\)Q, e::: fq~:g1 • Entonces, para. todo.•$ T, 

fJ(Qo; .•) = lhn {J1(Qo; s) 
t-+-oo 

::: lim f
1 

Vq/J1(Q(>.); .•)- cd..\ + lim /31(Q; .•) 
t-+-oo ) 0 t-.-oo 

= fo1r(Q(,\);.•Htl"+P(Q;.•}, 
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donde hemos usado la notación 7(Q¡ 11) = "YQ(s). Entonces, en particular, 

fJ(Qi. .. . , Q; +t., ... , Qa; ,q) = 

= 11:1 -y(Q¡, ... ,Q; + >.', .. . , Qa; s). e; d>.' + fJ(Q¡s)' 

así c¡ue 

En consecuencia, para el caso particular ,q = T, 

l
a{J(Q¡T) _ ªfi'(Q¡T)I --+ º 

i)Q . éJQ 1-+-CO 

lo cual implica directamente (ele 1!.!- definición ele fJ( Q¡ •)y {J1
( Q; · ), ecs. (3.30) 

y (3.40)): 

j üx<1l(T) éJ¡¡(ll(T)) ( éJx(T) éJp(T)) 
\ OQ ' éJQ 1.::+co éJQ ' éJQ ' 

Se cumple entoncl's la condición (3.46), y la ec. (3.47} implic.a que 

Es clerir: 

j iJx<ll(o) éJ¡¡l1l(O)) __, (éJx(O) O¡¡(O)) 
\ <JQ ' 8Q 1--00 OQ ' DQ ' 

Oíl1(Q) f)fl_(Q) 
OéJ 1.::+co OQ 

uniformemente Pn Q para Q E /(. 
Sahl'mos qm.> lle'º) y lf_1 son transformaciones canónica.a. La composición 

de transformaciones ranónicas es canónica [4, p.483]. Por lo tanto !11 es 
transformación canónica. 

En grneral, sabemos [4, p.485] c¡ue si Tes una transformación que trans
forma las coordenadas 1¡ = (q,¡i) en { = (Q, P) entonces Tes canónica si y 
solo si [Q¡, P;],1 = [r¡¡,p;),1 (donde [-,·]es el paréntesis ele Poisson). Como !11 
es canónica S<' tendrá [íli(Q)¡, íl1(Q);]q = [Q¡, Q;]q por Jo que 

[íl_(Q)¡, fl_( Q);]q = f~~~,)íl1(Q)¡, íli(Q);]q 

[Q;,Q;]q. 
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Por lo tanto !L es transformación canónica. O 

Con esto lrrminamos la construcción del operador de onda f!±. Note
mos que a prsar ele que f!± = limi-±·» u _1u!º), 1w se tendrá (rn g1•1wral) 
lintl-±oo[l11f!± - u,(º)] = o. De hecho, para fuerzas de largo rango, C«!C 
límite c.• camrtcrí .. ticamcnte oo (!, p.207]. Sin embargo, para fuerzas ele 
corto rango, E/ºl = u,(o) = s/0l, por Jo que W± = f!± en ese caso. 

3.2 Completitud Asintótica. 

En rsta srcrión discutiremos d concepto de rompletitucl asintótica. De 
acuerdo a Ja definición que dimos en el capítulo 2, E+ es Ja porción del 
espado clr las fasrs que comprende a los puntos cuyas trayrctorias no están 
acotadas cuando t -+ too; y una descripción análoga tenemos para E_. 
Sahrmos que los operadores ele onda 11+ y f!_ tienen el mismo dominio, E0 • 

Cabe aquí preguntarnos si tambíí•n su rango es el mismo, es decir, sí E+ 
y E_ coinridrn. Se dice [:l, p.11] que se tiene complctitucl nsintóticn débil 
cuando E+ = E_, ó más precisamente, cuando todas las trayectorias que no 
están acotadas en t = -oo tampoco Jo están en t = too. 

Por otro lacio, quizá existan puntos del espacio ele las fases que no se 
encuentran ni en E+ ni en E_, Excluyendo a Jos puntos cuya energía es 
estrictamente CNO, los puntos que no estén ni en E+ ni en E_ serán aquellos 
cuyas trayectorias están acotadas para tocio t E (-oo, oo ). Definimos a Eacot 

romo la porrión clrl espacio ele las fases que romprrnde prrrisamrnte a estos 
puntos: 

Definición 3.1 S'rn (x(t),p(t)) = l11(xo,po). Definimos 

Enrot = {(:z:o,po) E E J J:z:(t)J < k Vt E (-00,00) 

y alguna k finita} 

Es fácil ver (por ejm1plo) que si Ja energía es negativa para algún punto 
q en rl espacio de las fases, entonces la mrclirla6 ele. Earot es no nula. Pues en 
alguna hola B alrededor ele q la energía seguirá siendo negativa, la medida 
de B es clistiuta ele cero, y es claro que el conjunto ele puntos {(a, b) J 

~b2 t V(n) <O} está ron tenido en E,..-0 ¡, ya que hrmos asumido que> nuestro 
sistema es conservativo y el potrnrial \!(r) tiend<' acrro ruando r-+ oo. 

6 Mc1li1la de Lchrs¡;uc, 
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Se dire [:l, p.11] quP SI' tiene completitud asintótica fuerte, ó simplemente 
complcWud asiulólirn ruando tenemos E\ Eacot =E+= E_. 

Para PI problema clr dispersión de dos partículas clásicas que estamos 
considerando, no tendremos completitud asintótica ó ni siquiera completi
tud asintótica débil en un sentido riguroso. Pero si estamos dispuestos a 
excluir de nuestra consideración subconjutnos del espacio de las fases que 
tengan nwclida cero, entonces sí tendremos completitud asintótica. Esto lo 
demostramos a continuación. 

Teorema 3.4 Aswnamo.• la.• condir.ionc.• (2.1}, (2.2} y (2.3}. Entonce.• los 
conjmtlos E_, E+ y E \ Eacot coinciden safoo conjunto.• de medida cero. 

Prueba. Utilizemos la notación (ra,p(t), Ta,p(t)) = l!1(a,p). Definamos los 
conjuntos N+ y N_ romo 

lim lra,p(t)i < oo} 
1-±00 

Es derir, E,1mt = N+ n N_. Demostraremos a continuación que7 ¡t(N+ /;:,. 
N _) = O. Para Pilo dl'finamos una familia { lí11} de. subconjuntos compactos 
de E, tal!'s que U::":t 11 .. = E y para tocia n, 1111-l e J( ... 8 Definamos ahora 
dos nurvas familia.~ dP subronjuntos de E, {Nt')} y {N~')} como 

Nt'l = {(n,p) E E 1 (ra,p(i), r0 ,p(t)) E lín Vt E [O, +oo)} 

N~') = {(11 1 71) E E 1 (r.,1,(t),r.,1,(t)) E !(11 Vt E (-oo,O]} 

Lo prinwro que observamos es quP N + = U,, Nt'). En e.focto, ya que 
el potenrial que ronsiclcramos no tirnP singularidades y está acotado en oo, 
por ronservarión de la PllPl'gía ten!'mos que li'(t)i está acotado¡ digamos 
Ji·(t)j $e Vt E~. Como r(t) = r(lo) + f1~ r(s) ds entonres 

lr(t)I $ ir(lo)I + c(t - to), 

y esto nos dire que lr(t)I debe estar acotado para toda t E [O, T] y cualquier 
T > O. Ahora, si 111 E N+ tenclremos9 lim 1 ... 00 jr(t)j < oo y por lo tanto 
lr(t)I < k para todo t E (O, oo) y alguna k finita, rs decir, l!1w E /(11 para 

toda t E (O, oo) .Y alguna n; esto signifira que 1/J E Nt'> para alguna n. Así, 

1A6l1::(A\B)u(l1\A). 
8Contendón rn !1-ClllÍtlo t·stric:to. 
'(r(I), r(I)) E tr,w 
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N + C U
11 

N t•). La contención inversa es inmediata. Por nn argumcn to 

sim•~triro tendrt>mos que también N_ =Un N~'l. 
Pero entonces N+ \N- C U11 (Nt') \ N~'l). En cfcdo, sea w EN+ \N_, 

Entonct>s w t>stá <'n Nt') para algún 11 y w </-- N~') para todo 11; i.t>., w E 
N¡n) \ N~') para algnna 11. 

Entonces, para ver que µ(N+ \N-) =O basta ver que µ(Nt'\ N~'l) =O 
para cada 11. Esto es lo que baremos a continuación. Un argumento simPtrico 
nos dirá que también ¡i(N- \ N+) =O. 

Observemos c¡i1e, para tocia 11, 

l. ílf:1 CfkNt'l C N~'l. 

En t>focto. Sea 1 E [O, oo) y sea!.:' 2: l. Sea w E ílf:1 lfkNt•). Entonces 
lJ_¡w = lh•-¡q, para algún q E Nt•l y !.:' -1;:: O=> lJ_¡w E K11 y por 

lo tanto 111 E N~'l. 

2. lhNt'l e Nt•l 't/k. 

En eft>do. Sea 1 E [O,oo) y sea w E llkNt•l. Entonces ll¡w = ll1+kq 

para algún q E Nt•l => l/¡w E /í11 y por lo tanto w E Nt•l. 

Entonces, 

¡t(Nt•l \ N~"l) $ ¡i(Nt•l \ ñ lhNt'>). 
k=I 

r N(n) \ íl"" 11 N(n) U"° N(n) \ ll N(n) A ' <>ro + k=1 k + = k=I + k + • SI, 

¡1( Nt•l \ N~'l) $ f ¡1(Nt'l \ llkNt'l) . 
k=I 

Pero el teorema de Liouvillc nos dice que µ(lhNt')) = ¡1(Nt1>) así que 

tendremos ¡i(Nt.¡ \ N~'l) =O y, finalmente, ¡1(N+ b, N_) =O. 
Definamos ahora E' como 

~'=E\ {111EE1 E(w) =O}\ N+ b, N_. 

Ya que {p 1 E(ao,p) = O} l'S una <.'Sfcra que tiene medida cero para cada 
no fijo, tendremos que {w E E 1 E(w) =O} es un conjunto ele meclicla cero. 
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Así, E' es E con dos ronjuntos de medida cero removidos. Demostremos 
ahora que E'\ Eneal = E' n E_ = E' n E+. Sea w E E'\ Eneal· Entonces 
w <l. N+ 6. N_ y w </. N+ n N_-=} w f/; N+ UN_¡ por lo tanto w está tanto 
en l'I complPmento dP N+ como en el complemento de N_. Como E(w) :f O 
entonces w E E+ y w E E_, Las contenciones inversas son inmediatas. Esto 
termina la dt'mostradó11. O 

Así put's, bt'mos dt'mostrllJLo que, módulo conjuntos de medida cero, E 
es la unión disjunta de Eneal y E+ = E_, Los conjuntos de meelicla cero 
que hemos llt'Cesitaelo drjar ele lado son el conjunto dl' puntos con energía 
exactamt'nte CC'ro y <'l conjunto de puntos cuyas trayectorias C'stán acotadas 
"por un lacio" ( t - ±oo) pero no por "el otro" ( t -+ :¡:oo ). El caso de Ja 
cnptum so t'llrt1C'ntra en esta 1íltima clase ele trayectorias. 

3.2.1 Ejemplo de captura. 

Entendemos por rn¡¡lum a las soluciones de Ja ec. de Newton tales que 
lim1--oo li·(t)I = oo prro lim1-+00 lr{t)I < oo. Veamos a continuación que, 
a pesar de formar parte ele un conjunto de medida cero, en realidad no es 
dificil enco11trar ejemplos de este tipo de trayectorias. 

Así por ejemplo, supongamos un potencial V que depende de lrl sola
mente (campo central). Para simplificar, restringámonos a fuerzas ele corto 
rango10 y supongamos que el potencial es de la forma dada por la curva 
marrada con "l = O" en la figura 3. 1, tal CJllt' tiende a cero cuando r -+ oo 
como r-'l-< (ó > O). Este potencial es fuertemeute repulsivo para. distan
cias pequc•iia.s y déhihtH'ntr atractivo para grandes distanrias. Un potencial 
así es típiro en Jos potrnriales i11ter111oleculares que se suponen en la teoría 
cinética. 

Como el potl'ncial t'frrtivo V'(r) dt'pende del momento angular l de la 
partíc.ula como V'(1·) = V(r) + l/r2, es claro que para una l = 11 distinta 
de cero, Jlt'ro no demasiado grande, t') potencial efectivo tendrá Ja forma 
que se represt'nta en hi. rnrva marrada ron "!=[¡"en la figura 3.1, es decir, 
presenta un máximo local para alg1ín r = r1• Si la partícula tirne una ent'rgía 
(positiva) mayor ó mt'nor c111e E1 (ver figura) y se aproxima dt'sde infinito al 
ce11tro clispersor, entonrrs alcanzará una distancia mínima rrspt'rto a dicho 

'ºPara un polenri"I central general (con V(r) - O cuando r - oo) observamos: el 
potencial cfr.ctivo V' para una partícula ron momento angular /o viene dado por V,o'(r) = 
l'(r) + /~/2r2 • Supongamos <¡ne ro sali>íacc íJl~~/íJr(ro) = O. Entonces si la partícula 
tiene energía Eo = V,0 '(ro) se prr.scntará. )a captura.. 
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V(r) 

Figura :l.!: 'Captura' en r = r¡ cuando (E,l) = (E1,l1). 

centro y despu6s Sl\ alejará cada vez más, tendiendo nuevamente a infinito. 
Pe.ro si la energía tiene exactamente el valor E1 entonces la partícula se 
qtwdará atrapada en equilibrio inestable alrededor del centro dispersor, e.n 
nna órliita circular ele radio r¡¡ es decir, se presenta la captura. 

Observemos <Jite, l'lt el l'jl'lll plo que estamos estudiando, para un valor 
dado dd momrnto angular existe sólo un valor de la l'ltergía (i.e., un sólo 
punto y no un rontínuo) que corresponde a Ja captura. De hecho, para un 
valor suficientmente grande ele l (/2 en la figura), la curva que rl'presenta al 
potencial efortivo ya no presentará un máximo lora) sino sólo un punto ele 
innexión. Para valores de/ mayores que /2, ó energías mayores que E2 (ver 
figura), ya no tl'n<lremos captura. 

Con esto damos por concluida nuestra discusión sobre la completitud 
asintótica. Quizá la importancia de haberla estableciclo rs que nos va a per
mitir dl'finir Ja llamada S-transformación, c¡ue no l'S otra cosa que un mapeo 
que asocia el punto en Ea que represl'nta el comportamiento asintótico de la 
trayectoria l'n t = -oo ron l'I punto en Ea que representa el comportamiento 
asintótico dl' la trayectoria en t -> +oo. Esta S-transformarión es entonces 
la. que nos va a pl'rmitir hacer contarlo r.on la situación l'XJ>C'rimen(al. 
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Nos v;í. a ser imposihle, sin embargo, desarrollar en esta tesis una teoría 
c.omplrta dr la S-trausformación que englobe lo que hemos estudiado en <'l 
presentr rnpítulo. Con 1111 raracter más bien ilustrativo, estudiaremos en el 
siguirnll' capítulo la S-transformación para el caso de fuerzas de eorlo-mngo 
y básira.mrnte !'studiaremos el raso en que también son ccntm/es. 

3.3 Pruebas técnicas para el capítulo 3. 

Lema 3.3.l A.•ummno .. {3.6), (3. 7} y sean Xk(p, t) y lh(p, t) definidas 
como rn la ¡mg. 29. E11to11ce.• r/11da E existe e tal que .•i lrl 2: E > O .•e 
e11111¡ilc11: 

l(D;xk)(p, t)I ::; c(lt !ti) 

lxk(p, t) - ptl ::; c!t11
-" 

rlrmdc11 
{

k=O,l,. .. ,N 
n = 1, 2,. .. , N t 2 - k 

Prueba. Tratemos di' l'Stitnar 1 D~xd: 

(3.56) 

(3.57) 

(3.5R) 

así que lo prinlPro que neresitamos es estimar la n + 1-ésima derivada de 
V(xk) ron rrsprcto a 71. Para <'llo d<'hl'mos !'stablecer la siguiente 

Proposición 1 /,r1 r2·111r.•i<í11 lJ~+l V(xk(TJ,.•)) c.• igu11/ a una sumatoria 
cuyos ténnino.• son de 111 f arma: 

m 

cD;'V(:rk(p, .•)). II v:;xk(p,.•) 
i=l 

111 

co11 1 ::; m ::; 11 + 1; ¿a¡ = 11 + 1, 1 ::; a¡ ::; 11 + 1 
i=l 

(e c.• 1111a constante que rlcpc11rlc rlr carlll túmi110). 

(3 .. 59) 

11 Lo ce. (3.56) y la ec. (3.64) del siguiente lema también son válidos para n = O, 
siempre y rnanclo pidamos atlr.má." hil acotado. Ese ca."01 sin emhargo, e~ irrelevante para 
nue~lro trahajo. 
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Esta proposición se demuestra por inducción. Para n =O: 

que rvide.nte111e11tr es de la forma (3.59). Si ahora suponemos que cada 
término de 0;;+ 1 V(xk) es de la forma (3.59), derivando con respecto a p 
oh tenemos: 

m 

cD~1+ 1 Jl(:r.k(p,_.)) Dpxk(TJ, .•) IT D~ixk(p,s)+ 
i=l 

"' + cD~'V(xk(p,.•)) D~ 1 + 1 Xk(71,.•) TI n;ixk(p,s) + 
i=2 

+ .. ·+ 
m-1 

+ cD~V(xk(p,.q)) IT D~;xk(p,.•) D~m+lxk(P,-') 
i=I 

y cada término de esta expresión es de la forma (:J.lí9) ron 11 + 1 ,_. n + 2. 
Con <'Sto qn<'cla rstahlecicla la proposición. 

Volvamos a la demostración dd lema que nos ornpa. Observamos que 
para k = O tenrmos xo(p, t) = pt y en este caso (3.lí6) y (3.57) se rumplen 
trivialmentr para 11 = 1, 2, ... , N + 2. Así que hasta demostrar que si (3.lí6) 
y (:l.lí7) se rumplrn para k y para 11 = 1, 2,. . ., 110 entonres sr cumplen para 
k + 1 y 11 = 1, 2,. . ., "º - J. 

En lo que signe p<'nS<'lllOS sólo en <'I ca.•o t ..... +oo; por sim<'tría tendremos 
l'I raso t ..... -oo. 
Rl'Pscribiendo (:l.57) obsrrvamos: 

l lxk(p, t)I - 11111 ::; clW" -+ o 
111 1-00 

Así <1ue ciada < > O con < < IPI existP lo > O tal que 

1 1- lxk(p, t)I < < Vt > to 
p ltl -

:;. l:r.k(p, t}I <:: (1111 - <)!ti 
!:r.k(¡1, t)I <:: cltl, e > O • 

(3.60) 

(3.61) 
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Ahora las condiciones (3.6 ), (3. 7) y la proposición que enunciamos arriba. 
implican, bajo la hipótesis de inducción (con n + 1 ~ no), que 

1v;+1v(x•(v. s))I ~ c(1+1m-"-m(1 + itlr 
= c(l + ltlt" 

Entonces12 , de (3.58): 

1v;:r."+1(p,s)I ::; !ti+ c(l + 1m1-" 
::; c(l +!ti) 

para toda 11 ::; no - !. Por otro lacio: 

lxk+1(p,t)-ptl ::; fo'IDpV(xk(p,s))lds 

as( que para t graneles: 

= fo' ID:rV(xk) Dpxk(p,,q)I d,q 

::; c l (1 + ¡,ql)-1-"(1 +!si) ds 

= c(l + ltl)l-o 

lxk+1(p, t)- ptl ~ c!t11
-" 

(3.62) 

(3.63) 

Una vez e.stableciclas (3.02) y (3.03) hemos terminado la demostración. En 
particular, para/~= N se obtienen las ecs. (3.!1) y (3.10) de la página 30. O 

Con base en el lema anterior demostramos ahora: 

Lema 3.3.2 Bajo las mi.•ma,• condiciones que en el lema anterior, dada e 
e:r.i,•te e tal que si IJ!I 2: [ > O se cumple: 

ID"[fk+l (p, 1)- D"llk(P, t)I::; c(l + !tl)-o(k+l) (3.64) 

l'Oll {
k=-0,1, ... ,N 

. 11 = 1, 2, ... , N + 2 - k 

12 Ul-iarrrnos la misma ktra, e, parí\ denotar las varias constantes que van a ir apare
cirndo. 
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PrnPlia. ProrrclP.JnéJs por inclurdón sobre k. Para k = O tenrmos, aplicando 
la proposir.ión clr la pag. 51 a o;v(xo(¡i,,q)), qnr 

1 D" lf1 (¡i, .•) - D" lfo(p, ·• )1 = 1 D" l11 (p, ·' ll 
= ¡o;v(xo(¡1,.•))I ~ c(I + ¡ .• !)-" 

para toda n = 1, 2, .•. , N + 2. Supongamos ahora que 

para·toda11' = l,2, ... ,N+2-(k-1). Entonrrs, paran= O, l, ... ,N+2-k 
t.rnrmos: 

ID"(xk - Xk-t)(¡i, t)I ~ l 10;+1(lh - Uk-1 )(p,.•ll d.• 

~e fo'c1 + l··D-"kd.• ~ r(l + ltl) 1-ak (3.65) 

La dcsigualclad (:l.65) nos ayudará ahora a rstimar 

1o;:ch+1(1i,t)- 0;:1h(11,t)I = 

= ¡o;v(xk(p,t))- o;v(xk-1(p,l))I; (:J.66) 

pNo dr la forma general de los t6rminos dl' D~V(xk) (vrr (3.5!J)) se deduce 
qnr el miembro derecho ele (3.GG) sr expresa romo una snmatoria cuyos 
t~rminos son clr la forma (rn valor absoluto): 

(3.67) 

Drl miembro derecho ele (:J.67) denotemos por IAI al primer valor absoluto 
y por IBI al srgunclo. Cakulamos: 

(3.68) 
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Introcludmos abora la función auxiliar 

Entonrrs: 

m 

f( w1, w2, .•. , w,,.) :::: IT w( 
i=I 

55 

(3.69) 

y ya c¡ue del lema anterior líl#1i{;I $ c(l + ltl)m-I (h = 1,2, ... ,m), 
en ton res 

IDf({¡, .. . ,{111)! $ c(l + ¡i¡yn-1
• 

Por otro lacio, ele (3.05), 

(3.70) 

(3.71) 

así <¡11" s11bstituycnclo (:1.70) y (:).71) <'TI (:l.69), y asu vez (3.69) <'n (3.68): 

!Al $ c(I + itl)-"-"'(I + ltl)'"-1(1 + ltl)1-"k 

= c(I + ¡11)-0 lk+i) (3.72) 

donde l1rmos usado tamhii:n las rondirion<'s (3.6) y (3. 7) y la e.xpresión 
(3.61 ). Por otro lado, rs fácil C'slimar 

¡a¡ $ ¡n~·+ 1 \l({)l i(xk - xk-1 )(p, t)l jg v;;xk-1(p,t)I 

$ r( 1 + 11n-o-m-1 (l + !tl)l-ok( 1 + itlr 
= r( 1 + 111)-"(ktl) (:l.7:3) 

13Seguwntos cfo 'recta.1 r.11 un esp.u·io de c11a11do nwnofi ... ¡nueve dimensiones! 
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dr las rondiriones {3.6), (3.7), la ec. (:J.65) y el lrma anterior. Substituyendo 
(:l.72) y (3.73) en {3.67) concluímos qnc 

¡n;Ch+1(p, t)- n;:uk(p, t)' $e{!+ itl)-n(k+I) 

ron 11 = 1, 2, .. ., N + 2 - !.:. Esto termina la demostración. En particular, 
para !.: = N ohtrnmnos la ce. (3.8) de la pag. 30. O 

Lema 3.3.3 Bajo /ns condiciones (3.6) y (.'l. 7) rlcfinamo.• G cnmo en la 
pag . .'15. Pum torln n = (01i n2) con lnil $ 6-1, ln2I ;:: fi y alguna ó > O se 
cum¡i/cn: 

IG(a,s)I $ C5(l + lsl)-n(N+I) 

l~~(a,.•)I $ C5(l + ¡ .. 1)-"(N+il 

(:3.74) 

{3.75) 

Prueba. La prnrha es directa pero los cálculos son largos.14 Comenzamos 
probando (:!. 7 4 ): 

Dr la drfinición dr G: 

IG1(a,.•)I $ ID02x(ni,.•)[F(x{a2,s))- F(x(n2,s) + ai)JI + 
+IDc.2 (llN+1- llN)(a2,.•)I. (:J.76) 

Drl mirmhro clrrl'r.ho ele esta expresión denotemos por IAI ni primer valor 
absoluto y por 1 BI al segundo . 

. !Al $ ID02x(n2, s)llF(x(0'.2, «))- F(x(n2, «)+ ai)I 

$ c(I + l·•D ¡D;v(~)l lad 

::; r(l + 1.•l)(t + lsl)-2-" = c(t + ¡ .. 1)-1-" 

$ c(l t 1«1)-n(N+I) (3.77) 

ya que -1- a< -a(N + 1). 

IBI $ IDn2(llN+1 - l1N)(n2,,•)I 
$ c(I + ,,,1)-n(N+I) 

14 Usaremos lo:;; refluhatloR de los dos lemas anteriores. 

(3.78) 
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Por otro lacio, (usando (:1.61)}, .. 

IG2(n,s)I $ IF(x(o2,s) + a1)I 
$ c(l + !sl)-l-n $ c(l + !sl)-a(N+l) (3.79) 

Las desigualdades (:J.77), (3.78) y (3.79) demuestran {3.74). 
La rr. (3.75) sr drmuestra romo sigue: 

De la clrli11irió11 dr G trnemos: 

=> !Dn1G11 $ IDn2x(n2,,q)l IDrF(x(a2,.q)+ a1)! 
$ c(l + ¡,q¡)(1 + !sl)-2-a 

c(l + ¡.qn-1-a (3.80) 

!Da,r.1! $ IA'I + 18'1 + IC'I 
donde IA'I, IB'I y IC'I drnotan: 

IA'I = ¡n~2 ;r.(02,s)[F(x(<t2,.•))- F(.r.(a2,.•) + 01)JI 

18'1 = !D,.2 a:(o2,.•) [DrF(x(a2,s))-

- D..,F(x(l\'2,.•) + ll'¡)] Da2 x(<t2, s)I 

IC'I = D~2 (llN+1 - l!N)(a2,,q) 

Calculamos: 

IA'I $ r(I + ¡,ql)IDF(Ollnd 
$ r(I + l·•ll{l + 1·•1)_2_ª = r{l + l·•ll-l-a 

IR'! $ r(l + !.•l)ID;F(~lllnd(t + l·•ll 
$ r( 1 + ¡,ql)21 D~V(OI 

$ r(l + l·•IJ2(1+1·•1)_"_3 = c(I + l·•ll-l-a 
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IC'I $ c(I + j,qi)-."(N+t) 

Por Jo tanto: 
ID;.,G1I:::; r.(1 + lsl)-"<N+i) (:l.81) 

Por otro lacio: 
(3.82) 

Y final111P11tP: 

::} jD,,,G2I $ c!D,.Fl(I + jslJ 
:::; c(I + ¡,,¡i-2- 0 (1 + jsi) = r.(I + ¡ .. n-1-" (3.83) 

Las clesigualclacfos (3.80), (3.81 ), (:J.82) y (3.83) 51.' rl'st11nc>11 en Ja cle
sigualclacl (3.75). O 



Capítulo 4 

La S-transformación en el 
problema de fuerzas de 
corto-rango. 

En este r.apít11lo Pstucliaremos la S-transfornmdón, S, para el ca.~o de fuerzas 
ele e.orto-rango. En ca.~i tocio el tiempo s11ponclremos además que se trata ele 
un campo de fuerza. c!'ntral. Discutiremos como podemos 'reducir' S a. dos 
funciones ( 0 y T) reale.s ele dos variables rea.les¡ da.remos fórmulas explici
tas para. estas dos funciones. Discutiremos también el concepto ele sección 
eficaz ele clispcrsión y su relación con la. situación rx¡wrinirntnl a. travez ele 
la sección eficaz cli/rrcnri11I clP dispersión. 

Unn vez rstah!Pdcla. la complctil.111/ nsi11lólica (capítulo anterior) tendrá 
sen~iclo clPfinir S: E(-) - E(+) romo 

cloncle1 

E(±)= (n±t1[E' \ Enroil. 

OhsNvemos que E(±) está contenido en Eo = {(a,p) E E 1 p # O} y ele 
hecho E(±) coincide con Eo salvo 1111 conjunto ele medida e.ero. Y ya que Eo 

1 No confundir i:;l±I con Et, el ronjnnto dcfiniilo en la pag. 10. i::.,., se define en la 
pag. 46 y E' en la pag. 4R. 

!ífl 
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es 'r.asi todo' !f?<I, tendremos que Ses un mapeo de !R6 a a~6 , salvo conjuntos 
.- d<> mt-dida cero. Llamamos a S la 11S-transformación". 

Así pues la S-transformación nos permite asociar el punto representa
tivo del comportamiento asintótico de la trayectoria en t = -oo ron aquel 
repr!'sentativo d<'l comportamie.nto asintótico en t = +oo. Tendremos así la 
siguiente illlagen de la dispersión: 

{Lw =v 
íl+11=v 
Sw= 11 

Figura 4.1: Representación esquemática ele la dispersión. 

Vamos a estudiar a. continuación, como ejemplo <fo la aplica.dón de los 
conc.eptos antl'fiores, COlllo se 'reduce' la descripción de S a dos funciones 
rrales de dos variahles re.a.les en el e.aso en c¡ue F es una fuerza central (de 
corto rango). 

Supongamos pues, en lo que sigue, las condiciones (2.1) y (2.3); en lugar 
de (2.2) supongat\IOS que 

IF(x)I :<; k(I + lx1r2
-•, º >o 

y a la condición (2.1) agregemos que V= V(lrl). liemos dicho ya en Ja in
troducción q111• la dinámica que descrihe adecuadamente l'l comportamiento 
asintótico de las trayectorias de 1clispersión ', en el ca.~o q11e nos ocupa, es la 
dinámica libre s!ºl: 

l/!(O)(o,{3):: slºl(o,{3) =(a+ {3t,{3). 

Y además, 
( 4.1) 
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Estableceremos al1ora cuatro propiedades para la $-transformación: 

L s111(º) = lf!ºls. 

En efer.to. La rruación (:J.29) nos dice, en el presente caso, que 
íl:1:flfºl = ll1íl:1;. Entonces 8Uf0>w = n:¡.1n_u1<ºlu1 = n:¡.1U1!Lw = 
u1<0>n:¡.1n_111 = u/ºlsw. 

2. SR= RS. 

Aqní Res clemnnto ele S0(3), el conjunto ele rotacionc,q en 1?3. De
finimos R(r, 11) = (Rr, Rt1). Es da.ro que entonces (ya que el campo 
es rrntral), fi:1;(Rw) = R(fl:1:t11). Entonces SRw = íl:¡_1fl_Rw = 
n:¡.1 nn_w = nn:¡.1n_w = nsw. 

:J. Eo(S·) = Eo(·). 

Aquí E0(a,b) = ~b2 • Primero observemos que E(íl:1:w) = E0(w), 
donde E{r,11) = ~112 + V(r). Tenemos, usando la ecuadón (4.1), que 

E(fl:1:111) = E(limt-:l:oo lJ_ilJ1(º)w), y ya que el campo es conservativo, 

E(fl:1:111) = lim1-:1:00 E(llfºlw) = lim 1-:1:00ab2 + V(a + bt)J = !b2 = 
Eo(w), (donde w = (a,b)). Así que se concluye fácilmente Eo(Sw) = 
E0[n:¡.1n_w] = E(fl_w) = Eo(w). 

4. L(.'i")= L(·). 

En e.fer.to, sabemos que el mommto angular L(r, v} = rxv se consNva 
tanto rn la clin<ímira ele interacción como en la dinámica libre, así que 
L(Sw) = L( w). 

Ohs<>rvemos que para probar hL5 propieclacl<:>s 1 y 3 no necC'sitamos usar 
que el rampo C'S rrntrnl. 

4.1 Reducción de S a dos funciones reales de dos 
variables reales. 

Es posihlr liarrr un anáfüis geométrico (en 316}, utilizanclo las ruatro propie
dades que hemos <'nunriado arriba, parn hacer ver que la $-transformación 
puccle ser descrita por dos funr.ion<'s rrales de dos variables reales. Tomemos 
un 111 E r;C-l ron en<>rgía. E0( 111) = E' y magnitud tlt-1 momento angular igual 
a /, C:onsiderrmos f'I ronj11 nto 

,lr:•.1 = { RU1(o)"' j I E 3~, R. E .s'O(:J)}. 
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Ya que cada R en S0(3) está determinado por trl's parámetros, entoncl's 
t y R agrupan ruatro parámeÚos 'libres'. Así, AE•.1 es (en genrral) una 
4-variedad en !r,6• También es fácil convencerne que rada cll'mento de AE',1 
tiene !'nergía. E' y magnitud de momento angular l. Lo primero se sigue de 
que E0 es invariante ante rotaciones y lo segundo de que la din<ímira libre 

l/1(o) consNva el momrnto angular L, y la magnitud ele L es invariante ante 
rotariones. 

Así pues, podemos describir a E(-) como la colección de todas las (clases 
dr equivalcnria) AE•.1, rada una de ellas caracterizada., por dos parámetros 
E' y l._ De la.' propiedades 1 y 2 se sigue que si yo ro 1ozro Sw0 para un 
wo E tlr,;•,1, rntonres conozco Sw para cualquier otro w E AE'.1· Por otro 
lacio, ele las propirdacles 3 y 4 se sigue {dado un w E EH fijo) que Sw drbe 
encontrarse en una 2-variedad BE',L definida romo el conjunto de puntos con 
la misma energía E' y d mismo momento angular {vl'ctor) L. (Así, el rango 
dr S q1wcla foleado por los BE',L• mientras que su dominio quedó foleado por 
los AE•,1). E' y L forman cuatro parámetros (reales) 'fijos', lo cual sugiere 
que dehen quedar 'libres' dos parámetros más y tenemos que BE',/, es (en 
general) efertivamcnt<' una 2-variedad {pues d rango de S está en !R6). Es 
decir, cada punto en Br,;•,L quC'da definido por dos 'roord<'nadas'; así, para 
ronor<'r Sw nrresitamos sólo determinar sus dos 'roordrnaclas' en BE',L• 
Esto nos dire que la S-transformarión debe poder ser clescritiL nwdiante dos 
funciones re.al<'s, cada una de ellas funrión de los parámetros E' y 1 (ó alg1ín 
otro par ile variahles reales). 

Vamos ahora a l'laborar el análisis anterior en trrminos 1mís precisos y 
mostrarrmos <'Xplíritamente dos funciones que pueden describir adecuada
mente la S-transformarión. Ya que S es invariante ante rotariones, rs sufi
riente conorrr S(1', v) para2 v = pz y r NI l'l plano y-:. 

Ahora bien, ele la propiedad 1 se sigue que si S(r, v) = (r', v') entonces 
S(r + vt, 11) = (r' + v't, v'), así que es suficiente para nuestro estudio suponer 
que r · 11 = O. De esta manera, si nosostros conocemos S(bf¡, pz) para tocio 
by p en.tonr<'s podemos recuperar S(w) para tocio w E E(-l. El parámetro 
bes conoriclo romo parámetro de impacto. Sea S(bf¡,pz) = (r',v'). Por 
conservación de la energía (propiedad 3) tenemos que lu'I = p así que v' = 
pí'(b, p) donde e es un vector unitario. Por conservación del momento angular 
(propiedad 4) 1·' y u' se encuentran en el plano y-z y además la componente de 
r' perpenclirnlar a v', r .L', queda determinada por la rc.uarión Ir .L'll11'l = ILI. 

2Dcfinamos T, f¡ y Z como los vcdorcs 1111ilarius en la tlin·criún tld eje correspollllicnle. 
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Así que lo 1íniro que queda por determinar es el ángulo que forma v' con 
respecto a z, y la magnitud de rn', la componente de r' en la dirección ele 
v'. En conclusión, las dos funciones que describen a S son el ángulo de 
rlis¡irrsión, 0, y el tiempo de retardo, T, definidos como: 

0 

T 

arecas( e . z) 
} I • 
-r ·e 
p 

(4.2) 

(4.3) 

(rn' será igual a pT). Así, la S-transformación ha quedado caracterizada por 
dos funciones .reales ( 0 y T) ele dos variables reales, by p, ó alternativamente, 
E = ~¡i2 y 1 = bp. 

Para harer más rompleta nuestra exposición ciaremos a continuación 
expliritamentt! 0 y T. 

Sabemos [4, p.107] que la relarión entre la coordenada angular y radial 
para una partícula que se mueve en un campo de fuerzas central es: 

con V= V(r). 
En la eruación anterior, hagamos r0 = ro( 1, E) el radio del periáspicle3 , y 

hagamos Bu = O. Entonrl's, si 1/i es el ángulo que forma el radio del periáspicle 
con una clr la.~ asíntotas (ver figura 4.2) tendremos: 

100 ¡2 l 1 
1/• = 1 [2E - 2\! - -:-¡-2--:- dr 

ro{l,E) r 2 r2 

y por lo tanto: 

. loo ¡2 idr 
0.= ir- 21 [2E-2V- -¡-2-

ro(l,E) r 2 r2 
(4.4) 

ron ro(/, E)= sup{r l l'(r) +f., ~ E}. (Que esta expresión para ro(/, E) 
corresponde al radio del periá.~picle se signe del hecho ele qun así r = O en 
r = ro(/, E) y r está definida y es distinta ele cero para todo r > r0(1, E)¡ 
y en efrrt.o, si una partírula se aproxima dcscl!' infinito al centro dispersor 
tendrá i· < O hasta llegar al pcriá.~piclc). 

·
1 El "'1wriá.c;pidc" r:- f'I punto dt~ la. trayectoria más c:crcano al crntro dif;persor. 
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z 

Figura 4.2: Cálculo el~ 0, el ángulo de dispersión. 
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Comentemos ahora algo sobre el tiempo de retardo. En el análisis que 
sigue nos referiremos a la figura 4.3. Sea w = (by,pz) y sea 1¡ = (r',v') = 
Sw. Sc>a 11 = íl_w = íl+77· Imaginemos ahora tres partículas, Pwi p., y 
¡i,, C(llC' .se mtWVC'n di' ar.u!'T<lo a las dinámicas U1(ºl(w), U1(v) y uiºl(1¡), 
respectivamrntr. El tirmpo que tarda p,1 en ir <le B' a Res 

T= IB'RI 
p 

con JB'RI = 1·
1 

• e(b,p). Tes el tiempo de retardo. A continuación damos, 
sin demostrarión4 , la fórmula para Ten términos de E= ~712 y l = bp: 

T = 2J,
00 

{f2E-r-212¡-t -[2E-2V-r-212¡-t} dr+ 
!lo 

+ 2 jllo [2E- r-212¡-t rlr - 2 ¡Ro [2E - 2V - r-212¡-~ d1(4.5) 
f.tJ Íro(l,E) 

con V = V(r) y donde Ro es cualquier radio mayor que l/../2E y que 
ro(l, E)= sup{r 1 V(r) + -b 2'. E}. 

Podernos dar la siguiente interpretación física del tiempo de retardo. Sea 
Tb,q el tiempo que tarda p,1 en ir de B' a un punto Q,1 tal cine IOQ,11 = q. S<'a. 
Tr0 ,q el tiempo que tarda 71., en ir de P (periáspide) a un punto Q., tal que 
IOQ,,I = r¡. En realidad, para q grandes, Q,1 y Q., son puntos muy cercanos 
entre sí. Supongamos que estamos interesados en conorer la clifcrcnr.ia entre 
Tb,q y 1~0 ,q. Sah0mos [4, p. !JI] que el tiempo que tarda una partícula. que 
se muev0 rn un rampo de f1wrza rentral !'n ir desde un punto ron radio ro 
hasta otro ron radio r, vi!'ne dado por 

1
r ¡2 1 

t = [2E - 2V - 2 p dr. 
ro r 

Ya q1w IOB'I = IOBI = b = 1/../2É y IOPI = ro(l, E) <'ntonres: 

,Tb,q-Tr0 ,q=fq, [2E-~]-t rlr- r [2E-2V{r)-
1:)-! rlr. 

\i'i'E r lro(l,E) r 

Observamos ahora qu0 ~T, ron T dado por la ce. (4.5), es el límite cfo esta 
cliferenri;i dr tirmpos ruando q ~ oo¡ <'Sto nos dá un;i interpretación rísica 
del "ti<'mpo d!' ret;irclo". así romo una justifirarión el<' su nombre. 

4 Véas1• [:l. p. 38fi] (prolrlt-111> 11). 
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z' en la dircrción 
de i:(b,¡i). 

z 

Figura 4.3: Descripción ele T, el tiempo ele retarclo. 
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Ohs<'rvemos que para el caso de la dispersión de Coulomb (V(r) = 1/r) 
hL integral para e ronvPrge, pero no así la integral para T. 

Cou Psto tc'l'luiu<'mos nuestra discusión sobre la reducción de S en el 
ca.<;o ele un rampo reutral. Eu lo que sigue, consideremos el caso general, 
i.e., un campo no necesariamente rentral (pero mantenemos la hipótesis de 
que la fuc>rza c>s dc> corto-rango). Estudiaremos a continuación el concepto 
ele .<rcción rflrnz rlr c/i.<prr.<ión. 

4.2 La sección eficaz de dispersión. 

Para harrr rontarto ron los experimc>ntos físicos debemos definir la secrión 
efiraz dP dispersión y estudiar su relarión con el ángulo ele dispersión. Con
sideraremos una "rPdurrión" de S ligeramente distinta a la que estudiamos 
arriba. Sea S(r,11) = (J{r,11),g{r,11)), ron v = pz. Vamos a ignorar la in
formarión que nos da f(r, v)-lo cual significa ignorar el tiempo ele retardo 
T en el análisis ele arriba (rampo rentral). Notemos que podemos seguir 
usando las propiPcladPs 1 y 3 (pag. 61 ). Por la propieclacl 1 tendremos que 
g(r,pz) = g(r+ az,¡iz) para tocio a. Consideremos entonces solo los r tales 
que r · z =O. Por la propiedad 3 tenemos que Jg(r,pz)J = p, así que sólo 
importa ronsiclPrar la. funrión g( r, ¡iz) definida por la ecuación 

g(r,¡ii) = py(r,¡iz). 

Fijemos ¡i. EutonrPs la funrión [¡se ronvierl<' en un mapro ele !?2 (el plano 
perpenclirular a 11 = ¡i.;) a 82 (la esf<'ra unitaria). Así, la medida ele Lebesgu<' 
en ~~2 iuclur<' una nll'dicla tr <'n .'i2: 

(4.6) 

donde ¡1 es la nwclicla ele Ll'brsgue en ~2 y E es un subconjunto5 de S2, A 
<T se le ronorl' romo Ja. mrrlir/11 rle In .<ccción rficaz de dispcrsión.6 

En la mayor partP ele los ra.<;os <Tes absolutamente rontínua con resperto 
a íl, la nll'clicla usual rn .'i2, ruando se mnneve la clirerrión frontal 8 = O. 

!.oSuhronjunto ti<! Oorl'I. 
r. Notemos qur aquí Ja 11011u·nclatura tlifint~ lij?.Namentr ele (4, fo;f•cc. 3-10], donde utilizan 

la ''cr" para dr11utar la srrción C'Ílraz difrrrurinl<lc dispersión. 
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Entonces podC'rnos definir drr/dí!, una función l'n .5'2, tal que 

dcr 
dcr = dí! dí!. 

A dcr/dí! Sl' ll' ronoce romo .. ccción eficaz difcrc11cir1/ (de dispersión). 
Uu l'Xperimento de dispersión puede ser descrito acll'cuaclamente por el 

siguil'ntC' modelo. Se hacC' incidir un haz de partículas sobre un 'blanco' 
(centro dispersor). Podemos considerar que este haz de partículas tiene 
una C'Xtensión lat<'ral "infinita" y que tiene clensiclacl p uniforme, donde p 
C'S rl mímero dr partículas por unidad ele área transversal a la cllrC'rrión ele 
propagación clrl haz. La energía del haz es constantl'. Se coloca un clrt.Pctor 
en un ángulo cll' clispNsión (O, </i), muy alejado del blanco; l'Stl' detector 
cuenta las parÍ.ículas que inciden sobre una región angular .ó.í! alrl'cleclor ele 
(11, </i). Si el dl'tector está muy alejado del blanco y .ó.í! es muy pC'queño 
l'ntonces d área Árr, sobre el plano perpendicular al haz, por el cual pasan 
las partículas que después ele dispersarse "entran" en la región angular .ó.í! 
clrl clet<'rtor, srrá aproximadamente igual a 

Árr :::: núrnl'ro ele partículas detectadas ; 
p 

es clcrir, para .ó.í! muy pequeña y un detector muy all'jaclo se tendrá (muy 
aproxirnaclamrnte) 

mírnC'ro de partículas detectadas .ó.rr dcr 
.ó.í!p = .ó.í! :.1:: rm . (4.7) 

El miembro izquierdo de (4.7) l'S lo que se miele C'XperimC'ntahnente. 
TC'rminC'mos <'Sta sección ciando una fórmula C'Xplírita para dcr / rlf! en el 

ra.~o ele que C'l rampo C'S central. En ese caso, para llIHL C'nergía E dacia, el 
ángulo ele dispersión EJ queda unívornmeute clell'nni11aclo por d parámetro 
ele impacto b. Consideremos d área del plano transversal a la dirección 
ele propagación del haz, correspondiente a las partículas ron parámetro ele 
impacto romprC'ncliclo entre b y b + .ó.b¡ esta árra sC'Tá igual a 

ÁCT = 2irb.ó.b 

Supongamos quC' a las partkulas ron parám<'tro clC' imparto entrC' by b+.ó.b 
lrs corrC'sponclr nn ángulo ele dispersión comprendido <'ntre 110 y 110 + 611. El 
ángulo sóliclo ronrsponcliente será 

.ó.í! = 2rrsen(llu)60. 
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Así qur trndremos l:>cr / t.rt = (b/ sin Oo)(t.b/ 1:10) y se concluye fácilmente 
que 

dcr' = }: bcscOo (do)-l 
díl O=Oo {6J0(6)=0o) db 

(4.8) 

en el raso en que la suma sea finita. 



Apéndice A 

Definición A.l Un espacio métrico es un coujunlo M y 111111/unción real 
d(., ·) drjiuirlri m M x M que .<11ti,<facc: 

(i) rl(x,y) ~O 

(ii) rl(:r., y)= o .•i y .•ólo ,.¡ :r. = y 

(iii) d(:r., y)= d(y, :r.) 

(i11) rl(:r.,z)::; d(x,y) + rl(y,z) 

A lrt /unción rl .•c le conoce como la métrica f'll M. 

Definición A.2 Una .•ucc.•ió11 dr clemcnto,q {:r.11 } de 1111 e.•¡mcio métrico 
(M, rl) es llamarla sucesión de Cauchy .<i pam todo E: > O exi.•lc N tal que 
11, 111 ~ N implica rl(:r. 11 , :r. 111 ) < E. Si toda sucesión de Cauchy c11 rm espacio 
mélriro cmwrrye, cntonrr.• .oc dice qur el e,qpacio métrico es completo. 

Definición A.3 /In espacio lineal con norma e.< 1111 c.<pacio 11cctor·ial, 
\f, sobre :R (<; C ), y rma /unción, 11 • 11 rlc V a :R qur sati-'f11cc: 

(i) 11 vll ~ O 't/v c11 V 

(ii) llvll = O «i y solo si 11 = O 

(iii) 1lm11l = lnl1l111l pam torio v f'I! V y n c11 :R (ó C) 

{io) llv + wll ::; 111111 + llwll pam torio v y w en V 

Definición A.4 /!na transformación lineal acotada (u opcmdor 11co
tarlo) de un espacio lineal rou norma, (Vi, 11 lli), a otro apacio lineal con 
nomia, (V2, 1l 112), r.• una /unción T, de Vi a V2 1 qur satisf11cc: 

iO 
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(i)T(av+/3111)=aT(v)+/3T(w) parnt0</o v,111EV ytodo a,/3E 
~ (ó C). 

(ii) P11m 11/g1í11 C 2: O, i1Tvi12 $ Cllvlh . 

La e más prquc1ia lJllC .•11ti-'f11ga e.•te último inciso es la norma de T. A.•í: 

Definición A.5 Si T es una transformación lineal acotada de Vi a V2, 
dcfinimo.• la norma ele T, denotada llTll ó llTll1,2 1 como 

llTll = sup llTvll2 
ll•lh=l 

Pasamos ahora a definir el concepto de trnnsf ormación canónica, dentro 
del contexto de la mecánica clásica. 

Supongamos que un sistema (mecánico) puede ser descrito por las coor
denadas y momentos generalizados qi y Pi· Decimos que los qi y Pi son 
coorrlenarla.• canóniras ( ó conjugadas) si satisfacen las relaciones de Ifamil-
ton 

• {)¡¡ • lJll 
l/i = lJpi , Pi = - lJqi 

donde lI es una función ll(p,q,t). En lo que sigue, asumamos que las qi,Pi 
son canónicas. 

Supongamos que el sistema puede> ser descrito mediante un 'nuevo' con
junto ele coordenadai; y momentos generalizados, Qi y Pi. Tendremos que 

Qi = Q¡(q,p,1) 

P; P;(q,¡i,t). 

lo que 11odl'mos ahrl'viar l'srrihil'nclo 

(Q¡, P;) = (T¡(t)(q,p,t), 'J¡<2l(q,p,t)). 

Denotemos T(q,p,t) = (T(ll(q,p,t), Tf2l(q,p,t)). De acuerdo ron esta no
tación te1wmos la siguil'nte: 

Definición A.6 Sr e/ice que T e.• 1111a transformación canónica (en el 
contexto que acabamo.• dr rle~eri!!_i1) .•i existe una función K(Q, P, t) tal que 

. {)[\ 

<J¡ = lJP;.' 
. (}[\ 
P; = -l)Q¡. 
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Así, T es ranónica si las coordenadas Q¡, P¡ son canónicas, i.e., si sus 
eruariones di' movimiento en el nuevo sistema est<ln en la forma dl' Ilamil
t.on. f\ l's PI l1amiltoniano l'n rl nuevo sistema. 

Daremos a continuación algunos rl'sultados importantes qui' se utilizan 
a. lo largo ele l'Stl' trabajo. 

Teorema A.1 {Principio del Mnpeo Contractivo) SCll X un espacio 
métriro rom¡1/cto y .•ca M 1111 .•ubronj1mto ccrmdo de X. Sea F 111111 /unción 
de M cn M y .•cap 1111 mímcm rrnl ron O ::; p < 1 la/ que llF:r. - Fyll ::; 
pll:r. - Yll ¡mm todo x, y E M. Bntoncrs cxi.•tc 1111 1ínim punto z E M tnl que 
:Fz = z. 

Pn1cba Sea. :r. 0 E M y :r.11 = F:r.,,_1 para 11 = J, 2, .... Vamos a demostrar 
que existr rl límite Iim,. .... 00 :r. 11 = z, y que z es el punto fijo. 

Si 11 ~ 1 l'ntonres l:r. 11+1-:r.,.I = IF:r.,,-F:r.11-d::; pl:r. .. -:r. .. -1J. Prohamos 
por indurrión qur 

J:r.n+I - :r.ul S p"J:r.1 - xol 

pnl's si supon!'mos CJUl' la afirmación valr. paran, l'ntonrl's: J:r.11+2 - :r. 11+1 I ::; 
pJ:r. 11+1-:r.,.J ::; p11+1 J:r.1-:r.0J, i.C'., vale para11tl ¡ ac!Pmás, l:r.r:r.1 I::; pJ:r.1-xoJ 
trivialnwntr. 

Oe l'Sta manl'ra, si k, 11 ~ 1 entonrl's: 

k-1 k-1 k-1 
J:r.n+k -:r.,.J = J L(Xn+i+I -:r.,.+¡)J S L l:r.n+i+I -:r.,.+d S L p"+iJ.T1 - :r.oJ 

i=O i=U i=O 

00 

::; p"J:r.1 - :r.ol LP¡ = P"l:r.1 - :r.ol{l - p)-1 

i=O 

Es clrrir: 
lxn+k - x,.J S p"J:r.1 - :r.ol{I - pJ-1 

Pero la exprrsión p"lx1 - xol( J - p ¡-1 -+ O cuando n tiende a infinito. 
Por lo tanto, la sucesión {:r.11 } es ele Caurhy y como Mes rerraclo entonces 
existl' :: E M ron z = Iim,. .... 00 x,.. Podemos obtrnrr, dP paso, la siguiente 
estimación, haril'nclo k -+ oo l'n la exprl'sión dl' arriba: 
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Por hipótesis :F rs rontínua. Entonces 

z es entonrc>s un punto fijo. Si w E M es también punto fijo, i.e. :Fw = w, 
entoncc>s 

lz_~ 111¡ = IFz - Fwl $ p¡z - wl 
Si lz - wl # O c>ntonrrs 1 < 1, contradicción. Por lo tanto el punto fijo es 
único. O 

Ahora rnunriarc>mos algunos rC'sultados de ecuaciones diferenciales ordi
narias. 

Sea 
1lx di::; X(x,t) (A.1) 

un sistema normal dr rcuaciones diferenciales ele primer orden ron x: ~ --> 

!R", X : ~"X !R ~ !R". Denotemos por x(t, e) a la. curva. x( t) que es solución 
de (A. I) hajo la. condición 'inicial' x(a) = c. En [6, p.163] se establece el 
siguir.nte trorema: 

Teorema A.2 Sea la /uución 11cctorial X rlc clase C1 y sea x(t,c) la solu
ció11 al .•i .. tcma uormal (A.I} que loma el 11a/or iuicial e en t =a. Entonces 
x{ 1, e) rs uua /1111dó11 cm1tírwamc11tc rlifcl'cuciablc rc.•¡1ccto a carla compo-
11c11tc Cj 1/r c. 

Se o'mitr la prurha. 
Ob .. cniari<írz. Si drlinimos e = (zo,110), x{t,c) = /l¡{zo,po) C'ntonres 
x{t,c) rs solnrión dl'l sistema r/x(t,c)/1lt = X(x{t,c),t) donde X(x,t) = 
(z2,F(xi)) y x(O,c) = c. Si la fuerza Fes contínuamente derivable en
tonces X E C1• EntonrC's el trorema enunriado nos dice que x{t, e) es una 
función rontínuamentr difrrC'nriablr de rada romponentC' ele e, es decir, que 
U1(xo,po) C's una función contínuamente diforenciable respecto a cada com
ponen tP de :r.o Y Po· 

Sc> clire que un sistc>ma de c>cuariones diferenciablcs ele primer orden es 
lineal cuando rn (A.I) sr t.icnr X = A(l)x+B(t), donde A(t) c>s una transfor
mación linral, i.e., A(I) !'s. una., matriz dr romponrntes a;;(t). Establer11111os 
el signirntr 
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Lema A. l ('1111/quicr sistema de ecuaciones dij c1'C11cilllc.• de primer· 01Y/cn 
linral ron corflcicntes a¡j(l) contínuos en un intcr11a/o ccmu/o l satisface la 
('(¡¡¡r/ición rlr /,ipsrhitz 

JX(x,t)- X(y,t)I :S LJx - Y! (A.2) 

pam una L finita. 

Prueba. X(x, t)- X(y, t) es la suma de 112 vectores Zij con su i-ésima com
ponrntr igual a llij(Xj - Yil .Y todas las demás igualrs a rrro. Entonrns 

IX(x, t) - X(y, t)! :S '2: !z;iJ :SE laii(t)llxi - Yil 
iJ i,j 

:S E sup !11¡j(t)J !x - yJ = L!x - Y!. 
· · IE/ 1,J 

Ya que las ílij(I) son rontínnas en !, Les finita. D 

Veamos ahora que bajo rondicionf's apropiadas la solución de. (A.I) varía 
dr manrra rontínua cuando X varía contínnamrnte. 

Teorema A.3 .'imn x(t) y y(t) soluciones de lo.• sistemas norma/e.• de 
ccuarioncs difrrrurialrs de primer orYlcn 

rlx rly 
-
1 

= X(x,t) y -
1 

= Y(y,1.) 
rt d 

rcsprrtitiamrulr, rn a :S t :S b. Smn 11dcmcfa X y Y definidas y contínuas 
r.u rm dominio romrín D, y sea 

JX(z,t)-Y(z,t.)!:SE, a$t$b, zED. 

Fin11/mcntc, supongamos que X(x, t) .<atisfacc la condición de Lipsc/1itz 
(A.2). Entonces 

!x(I)- y(t)! :S !x(a)- y(a)lif'l1-•I + };¡é11-•I - I], 

(No se rcquirrc que Y satisfaga fo condición de Lipschitz). 

S<> omitr la prurlrn. El enunriado y la demostración a¡Htrecrn e.n [6, p.145]. 
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Notas 

En lo que sP refipre a la Introducción (Capítulo uno), apuntamos lo 
siguientP. La rcclurrión <lPI prohlema ele dos cuerpos Pstá tomada de [4], 
seer. 3-1. La. prrsPntarión dr los rrsnltados básiros en rl prohlema dr. 
dispersión ron ÍllPTzas dP corto-rango está basada en [2) y en [:1), secc. XI.2. 

El Capítulo dos rstá basado esencialmente en la srcc. 11 de [1]. Con
cretamente: el Lema 2.1.I está basado en (1, lema 11.1); el Lema 2.1.2 está 
basado rn [I, lema 11.2); el Teomna 2.1 está basado en [I, teorema 11.1]. El 
Lema 2.2.1 Pstá ba.~ado en nna parte del tC>orrma XI.3 de [:l, s<'rc. XI.2). La 
demostración clC>I Lema 2.2.2 es mía. 

En lo que se refiere al Capítulo tres, la sección 3.1 está hasada esen
cialnl<'nte en la seer. lII de [1]. La sección 3.2 donde discutimos el concepto 
ele rompfotitnd asintótica C>stá tomado clr la discusión correspondiente que 
se desarrolla en la seer. XI.2 ele [3). 

Conrrctam<'nt<', PI TPorema. 3.1 C>st¡Í basa.do en [1, teorema rII.1). Los 
TC>orrma.s 3.2 y 3.3 C>slfín ha.sacios C>n (1, t<'orema Ill.2). Pasando a la sigui<'ntl' 
sección, el TC>orPma. :1.4 está basado en [3, teorema XI.:1). El C>jemplo que 
prl'senta.mos ele 'captura.' pstá basado l'n la disensión que se ha.ce solirl' el 
'movimi<'nto orbital' l'n (4], Sl'CC. 3-10, y l'n la disensión qnl' a.parece en [2), 
ap~nclicP 2. 

En lo qur rPspPrta a la 1íltima Sl'cción d<'I tercl'r r.apítnlo, las demostra
cionl's di' los Lrmas :J.:J. I, :J.3.2 y :1.:1.:i son mías. 

Las iclPas crntralrs drl Capítulo cuatro están tomadas de [3), seer. 
XI.2. Sin embargo, las cll'mostraciones ele las fórmulas (4.4) y (4.5) l'Stán 
toma.das ele [4], secrion<'s 3-2 y 3-10. La demostración c!P 4.R está hasa.da 
en [4], sPcc. 3-1 O. 

En lo qne se refiNl' al Apéndice, las definiciones A.I, A.2, A.3, A.4 y 
A . .5 están toma.da..~ de [7), ra.pítulo J. La definición A.6 l'stá toma.da de [4), 
secc. 9-1. El Tl'orl'ma A.I está tomado de [.5, cap. 4]. El Teorema A.2, el 
Lema A .1 y el Trorema A.3 están tomados de (6, cap. 6]. 
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